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Capitulo 1

Sobre el espacio cuasi-métrico de las funciones
de complejidad

Luz del Carmen Alvarez Marin, Diana Citlali Castafnieda
Alvarez, José Margarito Hernandez Morales
Universidad Tecnolégica de la Mixteca

Resumen

En 1995 M. Schellekens dio inicio al estudio de los espacios de comple-
jidad obteniendo resultados sobre complejidad de algoritmos mediante
la completacién de Smyth, la cual provee fundamentos topologicos pa-
ra la semantica denotacional y también para el anélisis de complejidad
de algoritmos divide y vencerds. Posteriormente, en 2008 L. M. Garcia
Raffi, S. Romaguera y M. Schellekens extendieron la teoria anterior pa-
ra el anélisis de algoritmos divide y venceras probabilistas, mediante la
asociacién de un funcional de mejora a la relacién de recurrencia del pro-
blema y la aplicacion del Teorema del punto fijo para la obtenciéon de la
solucion. El mérito de este escrito (si es que lo tiene) es la recopilacion y
estructuracion de la investigacion sobre estos temas desarrollada por los
autores mencionados en sus diversos trabajos, asi como de la teoria de
los espacios asimétricos.

Introduccion

La teoria usual de complejidad de algoritmos permite hacer comparaciones
respecto a la eficiencia entre dos algoritmos distintos para resolver un mis-
mo problema, y asi elegir el mas adecuado de acuerdo a requerimientos de
espacio y tiempo. Esta comparacion puede ser dificil de definir. El espacio de
funciones de complejidad C' ofrece una alternativa aplicable para cualquier
par de algoritmos.

Uno de los objetivos de este trabajo es mostrar una aplicacion de los espa-
cios asimétricos en el area de la complejidad de algoritmos. Para ello haremos
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mencion de algunos conceptos fundamentales de la teoria de complejidad, asi
como de espacios asimétricos. Definiremos el espacio de complejidad C' y su
espacio dual C*, y mencionaremos algunas propiedades topoldgicas de estos
espacios. Utilizaremos estas propiedades para mostrar una aplicaciéon a los
algoritmos divide y venceras probabilistas.

1 Preliminares

La complejidad de algoritmos es un area de estudio muy extensa que aplica
diversas herramientas de la teoria de aproximacion y del analisis funcional,
entre otras. Para los fines de este trabajo, es suficiente con bosquejar algunos
principios de la teoria de complejidad usual para después conjugarlos con la
teoria del espacio de funciones de complejidad C propuesta recientemente por
Schellekens y Romaguera en |§].

Complejidad de algoritmos

Un algoritmo es un conjunto finito de instrucciones precisas cuyo seguimiento
conduce a la solucién de un problema o calculo. Dado un algoritmo, es tutil
preguntarse por la cantidad de operaciones que éste necesita realizar para
resolver un problema de tamano n.

Puede entenderse como funcién de complejidad de un algoritmo a la fun-
cion f : N — R* que indica el tiempo que le toma al algoritmo resolver un
problema de tamano n. De acuerdo a lo anterior, es de esperarse que el valor
de f(n) aumente al crecer el valor de n, asi estas funciones son crecientes.
En la practica es de gran interés analizar estas funciones de complejidad para
valores de n muy grandes ([4]).

Una manera de establecer una referencia respecto al crecimiento de la
funcién de complejidad de un problema o algoritmo, es encontrar otra funcion
de expresion "mas simple''que acote su imagen superiormente a partir de
algin n fijo. Para ello se introduce la notacion que se define a continuacion.

Definicion 1.1: Dadas las funciones f,g : N — R*, se dice que la
funcion g domina a f (o que f es dominada por g) si existen constantes
M € RT y k € N, tales que f(n) < M g(n), siempre que n > k, o de forma

f(n)

equivalente, si o) < M para todo n > k. A las constantes M y k se les llama,

"testigos" ( [7]).

Matemédticas y sus aplicaciones 12, Capitulo 1, paginas 5-30



Sobre el espacio cuasi-métrico de las funciones de complejidad 7

Cuando f es dominada por g se utiliza la notacion f € O(g) lo cual se lee
como "f es de orden g". Con lo anterior, O(g) representa el conjunto de todas
las funciones con dominio N y contradominio R* que son dominadas por g.

Algunos de los érdenes que con mayor frecuencia se utilizan para comparar
las funciones de complejidad son los siguientes (en orden creciente):

Forma Nombre
O(1) Constante
O(log n) Logaritmico
O(n) Lineal

O(n log n) nlogn
0(n?) Cuadratico
0(n?) Cubico
O(n™) Polinomial
o(cm) Exponencial
O(n!) Factorial

Algoritmos probabilistas

Existen algunos problemas en los cuales encontrar una solucion 6ptima pue-
de tomar mucho tiempo y el beneficio que el 6éptimo ofrece no difiere mucho
del obtenido con otras soluciones alternativas. En estos casos muchas veces
es conveniente desarrollar un algoritmo que sea capaz de tomar decisiones
aleatorias y probarlas, en vez de ocupar mucho tiempo calculando la mejor
alternativa. Este es uno de los fundamentos de los algoritmos probabilistas,
los cuales estan dotados de la capacidad de manejar la incertidumbre y de
encontrar soluciones de manera relativamente rapida comparados con los al-
goritmos deterministas. Debido a la aleatoriedad en el comportamiento de
estos algoritmos, es de esperarse que resulte més dificil el analisis de su com-
plejidad.

Algoritmos divide y venceras

Antes de definir directamente los algoritmos divide y vencerés, presentaremos
una introduccion sobre las relaciones de recurrencia. Esto es de gran impor-
tancia dado que cada uno de estos algoritmos tiene asociada una de ellas,

Matemédticas y sus aplicaciones 12, Capitulo 1, paginas 5-30
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cuya solucion resulta ser precisamente la funcion de complejidad del algorit-
mo. Cabe mencionar que los algoritmos divide y venceras pueden clasificarse
en dos categorias: los deterministas y los probabilistas. Sobre el caso parti-
cular de los segundos se ahondaré en la ultima seccion. En ésta se trataré el
caso general de los algoritmos divide y venceras.

Definicién 1.2: Sea (a,),en una sucesion real, una relacion de recurrencia
para esta sucesion es una ecuaciéon que determina el término a,, en funcién de
los términos anteriores, a partir de algtin a,, inicial cuyo valor es conocido.
Una sucesion es una soluciéon de una ecuacién de recurrencia si sus términos
satisfacen la relacion para todo n > ng ([4]).

Por ejemplo, la sucesion (a,)neny donde a,, = 3n, para todo n € N es
solucion de la relaciéon de recurrencia a, = 2a,_1 — a,_o, para n > 2. En
efecto,

20,1 — ap—2=2[3(n—1)] = 3(n — 2) = 3n = ay,.
Las condiciones iniciales y la relacion de recurrencia determinan de manera
linica una sucesion, proporcionando una definiciéon recursiva de ésta.

Los algoritmos divide y venceras son algoritmos cuya estrategia consiste
en dividir el problema en subproblemas de menor tamano y resolverlos de
forma separada. El objetivo de esta reduccion es que los sub-problemas en
los que se divide el problema original sean suficientemente simples para ser
resueltos de forma sencilla, y posteriormente obtener la soluciéon total del
problema combinando las soluciones parciales. Esta es la estrategia que siguen
los algoritmos recursivos: el problema se va reduciendo sucesivamente hasta
llegar al caso base cuya solucion es conocida, y a partir de alli se construye
la solucion del problema total. Un ejemplo de este tipo de algoritmos es la
bisqueda binaria: la lista de blisqueda se va reduciendo sucesivamente a la
mitad hasta obtener una lista de un sélo elemento.

Sea un problema de tamano n, supongamos que el algortimo divide y
venceras divide este problema en a sub-problemas de tamano 3 donde, su-
ponemos para simplificar, n es miltiplo de b. Supongamos ademéas que se
requieren g(n) operaciones para combinar las soluciones de los subproblemas
y asi calcular la solucién total. Entonces, el nimero de operaciones necesarias,
f(n), para resolver el problema original de tamano n, satisface la siguiente
relacion de recurrencia

J(n) = af(3) + g(n).

la cual es denominada relaciéon de recurrencia de divide y venceras.

Matemédticas y sus aplicaciones 12, Capitulo 1, paginas 5-30
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2 Espacios no simétricos

Una de las propiedades topologicas més relevantes que se utilizan en este
trabajo es la completitud de Smyth, la cual se defini6 originalmente para es-
pacios cuasi-uniformes como parte del estudio de la seméantica denotacional.
De hecho, muchas de las técnicas que se utilizan en la teoria de complejidad
(tal como fue definida por Schellekens en [8]) surgen como adaptaciones de
las herramientas desarrolladas en semantica denotacional, la cual puede en-
tenderse a grandes rasgos como la formalizacion matematica del significado
de los lenguajes de programacion; en ella se construyen objetos mateméaticos
(llamados denotaciones) los cuales describen los significados de expresiones
escritas en lenguajes de programacion especificos evitando problemas de am-
bigiiedad en los programas computacionales. En los inicios de la semdantica
denotacional, se propuso la denotacion (o significado) de un programa de
computo como una funciéon que definia un mapeo entre entradas y salidas,
sin embargo, mas tarde se busco la extension de esta teoria a los programas
recursivos, para los cuales se decidié definir a las denotaciones como funciones
continuas entre 6rdenes parciales completos. Cabe mencionar que los espa-
cios cuasi-uniformes definen precisamente un orden parcial, con lo cual en
este contexto, la completacion de Smyth tiene una importante aplicacion: la
completacion topologica de un espacio cuasi-uniforme (el cual respresenta un
orden parcial), en un espacio cuasi-uniforme topologico que respresenta un
orden parcial completo.

Otro concepto importante (que se definira con detalle en la siguiente sec-
cion) es el de los espacios Smyth completables, los cuales tienen una completa-
cion de Smyth cuasi-unimoérfica a su bicompletacion, lo cual permite trabajar
con esta ultima en "sustitucion"de la primera. Aclaremos también que toda
completacion de Smyth de un espacio cuasi-uniforme Smyth completable es
nuevamente un espacio cuasi-uniforme.

Para los espacios uniformes, la completacion (usual) esta caracterizada
mediante filtros de Cauchy, sin embargo, para espacios uniformes con una ba-
se de filtros numerable la completacion puede ser definida mediante sucesiones
de Cauchy, a este tipo de completacion se le llama completacion secuencial.
Para el caso de los espacios cuasi-uniformes, existe también una completacion
secuencial, sin embargo no existe una caracterizacion de la completacion de
Smyth mediante sucesiones, usualmente esta es definida mediante filtros lla-
mados round S-Cauchy, o mediante redes de Cauchy. Esto puede ser resuelto
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suponiendo una condicion extra: la completabilidad de Smyth. Con ello pue-
de verse que en lugar de buscar una completacion secuencial de Smyth, esta
bisqueda puede reemplazarse por la de una bicompletaciéon secuencial. Los
espacios cuasi-métricos (que se definirdn posteriormente), generan un espacio
cuasi-uniforme de base numerable, con lo cual puede definirse su bicompleta-
cion secuencial (esto tiene sentido puesto que la bicompletacion de un espacio
cuasi-uniforme esta relacionada con la completacién del espacio uniforme que
genera). Ademas, més adelante se mostrara que la distancia de complejidad es
una cuasi-métrica, y que el espacio de complejidad C' es Smyth-completable,
lo cual permitira trabajar con su completitud de Smyth mediante sucesiones,
y asi transportar todos estos resultados de la teoria de los espacios cuasi-
uniformes a los espacios cuasi-métricos. La aplicaciéon que se aborda en la tuti-
ma seccion esta precisamente basada en la completitud secuencial de Smyth
del espacio C.

Espacios Cuasi-uniformes

Un filtro I" sobre un conjunto X es un subconjunto no vacio de P(X) tal que
1. Para cualesquiera ;G €', FNG €T,
2. Para todo G C X, si existe F' € I' con F' C G, entonces G € T,
3. B¢,

donde P(X)={U : U C X} es el conjunto potencia de X.

Un filtro puede converger a un elemento = de un espacio topologico X
(lo cual permite visualizarlos como una generalizacion de las sucesiones). De
forma més general, la convergencia puede definirse en términos de bases de
filtros, donde para un conjunto X, 8 C P(X) (no vacio) es base de filtro sobre
X si cumple las siguientes propiedades:

1. Para cualesquiera By, By € (3, existe By € § tal que B3 C By N By, y
2. 0gp

Asi podemos definir la convergencia como sigue: sean (X, 7) un espacio to-
pologico, I' una base de filtro sobre X y z un punto en X. Se dice que T’
converge a x, [' — x, si para toda V' vecindad de x en X, existe F' € ' tal
que FFCV.

Matemédticas y sus aplicaciones 12, Capitulo 1, paginas 5-30



Sobre el espacio cuasi-métrico de las funciones de complejidad 11

Notese que de las definiciones anteriores es facil ver que un filtro sobre X
es una base de filtro sobre X, con lo cual la convergencia queda definida para
ambos.

Un espacio cuasi-uniforme es la dupla (X, ¥) donde

1. W es un filtro sobre X x X.
2. Paratodo U € U, existe V € U tal que VoV =V2CU
3. Paratodo U € ¥, A(X) C U, donde A(X) ={(z,z) : x € X},

y para cualesquiera M, N C X x X, M o N se define como
MoN={(z,z)) e X xX:Jye X talque (r,y)eMy (y,z) € N}.

A U se la llama una cuasi-uniformidad sobre X, y a los elementos de ¥
se les llama séquitos o entornos.

Notese que dado que A(X) C U para todo U € ¥, si V2 C U, entonces
VCu.

Si ademas de cumplir las condiciones anteriores, (X, V) cumple que

4. Paratodo U € ¥, U~! € ¥, donde
U'l={(z,y) e X x X :(y,x) € U},

(X, V) es llamado un espacio uniforme, y nos referimos a ¥ como una unifor-
midad sobre X.

De forma analoga a como se define para los espacios topologicos, una base
[ para una cuasi-uniformidad ¥ es un subconjunto de ¥ tal que para todo
U eV, existe B € §tal que B CU.

Ejemplo 2.1: Considérense los conjuntos
X={1,23} y W={(z,y) =<y},

donde < representa el orden usual en R. Claramente se tiene que A(z) C W
y WoW =W, con lo cual el conjunto ¥x = {U C (X x X): W CU} es
una cuasi-uniformidad sobre X.

Una funcion f: (X,¥) — (Y, T) entre dos espacios cuasi-uniformes es
cuasi-uniformemente continua si para toda V € T, existe U € ¥ tal que

Matemédticas y sus aplicaciones 12, Capitulo 1, paginas 5-30
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f2(U) € V, donde f*(z,y) = (f(z), f(y)). Un cuasi-uniformismo es una
biyeccion f : (X,¥) — (Y, ) entre espacios cuasi-uniformes tal que f y
f~! son cuasi-uniformemente continuas.

En los espacios cuasi-uniformes pueden definirse vecindades para puntos

y subconjuntos de X, de la manera siguiente: para todo U € U, z € X y
Z CX,

Ul)={ye X:(z,y) €U} y UlZ]=U{U(z):z€ Z}.

Una cuasi-uniformidad ¥ genera una topologia 7(¥) sobre X, llamada "la
topologia asociada a la cuasi-uniformidad ¥U", ésta se define de la manera
siguiente:

La topologia 7(¥) en X asociada con la cuasi-uniformidad (X, V) es
la topologia generada por la familia de vecindades de cada punto z € X,
{U(x): U € ¥}.

De la definicién anterior puede verse que una funcién cuasi-uniformemente
continua f es continua respecto a las topologias 7(¥) y 7(7).

Dada una cuasi-uniformidad ¥ en X, la familia

vt ={U":U eV}

es otra cuasi-uniformidad sobre X conocida como la cuasi-uniformidad con-
jugada.

Notemos que tomando esto en cuenta, el espacio X puede verse como un
espacio bitopologico respecto a las topologias 7(¥) y 7(¥~1).

Los espacios cuasi-uniformes (X, V), definen un preorden en X mediante
la interseccion de los elementos de la cuasi-uniformidad, esto es, "W cumple
las propiedades reflexiva y transitiva. A éste se le llama preorden asociado a
V. y se denota por <g. Tomemos como ejemplo de esto a W del ejemplo 2.1,
notese que W es reflexiva y transitiva, y que NWx = W, con lo cual se tiene
que NYx es un preorden.

Notese que dada una relacion reflexiva y transitiva R, sobre un conjunto
X (es decir, R un preorden sobre X), el filtro sobre X x X generado por
la base {R} es una cuasi-uniformidad sobre X. Esto queda ilustrado con el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2: Sea X un conjunto arbitrario. Consideremos el conjunto
potencia de X, P(X), y la relacion sobre éste definida por

R={(A,B)e P(X)x P(X): AC B}.
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Claramente esta relacion es reflexiva y transitiva, es decir, A(X) C Ry
RoR =R, conlo cual ¥px)y={U C P(X) x P(X): RC U} es una cuasi-
uniformidad sobre P(X). Ademas, N¥p(x) = R es un preorden en P(X).
Sea U € ¥, definimos U* = U N U~ Para una cuasi-uniformidad ¥ , U*
se define por
UV'={UCXxX:3dBep,BCU}

donde g = {U*: U € U}, esto es, U* es la uniformidad generada por la base
B.

En un espacio uniforme (X, ¥*), un filtro I' sobre X se dice que es un
filtro de Cauchy si para cada V € U* existe F' € I" tal que FF x F C V.
Consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3: Sea (X, ¥*) un espacio uniforme, y z un punto en X. Sea
F(z) la familia de vecindades de z definida como F(x) = {U(x) : U € ¥*},
donde como se definié anteriormente, U(x) = {y € X : (z,y) € U}. Notese
que F'(x) es un filtro sobre X, pues ) ¢ F'(x) y las intersecciones de vecindades
de z, al igual que los super conjuntos, son nuevamente vecindades de x. Ahora
veamos que F'(x) es un filtro de Cauchy, en efecto, sea U € U*, por definicion
existe V € U* tal que V oV C U. Notemos que

V(z) x V(z)={(z,w) e X x X : (2,2) e Vy(z,w) eV} C VoV CU,

pues V(x) x V(x) es simétrica. Por tanto F(z) es un filtro de Cauchy.

Un espacio uniforme es completo si todo I' filtro de Cauchy sobre X es
convergente. Decimos que un espacio cuasi-uniforme (X, ¥) es bicompleto si
el espacio uniforme (X, U*) es completo. Puede encontrarse mas al respecto
en [2] y [10].

Espacios Smyth-Completables Una bicompletacion de un espacio cuasi-
uniforme (X, V) es un espacio cuasi-uniforme bicompleto (Y, T) que posee
un subespacio 7(Y*)-denso cuasi-unimorfico a (X, V). Los espacios cuasi-
uniformes Tj tienen una tnica (salvo bajo uniformismos) bicompletacion Tj,
conocida como "la bicompletacion"([8]).

Es posible hablar de la categoria de los espacios cuasi-uniformes (X, V),
cuyos morfismos son las funciones cuasi-uniformemente continuas respecto
a la topologia 7(¥) generada por la cuasi-uniformidad. Llamemos a esta
categoria II;. De hecho, dado un espacio topologico (X, 7), podemos gene-
rar una cuasi-uniformidad ¥ sobre X de tal forma que la topologia gene-
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rada por ¥ coincida con 7, es decir, que se cumpla 7 = 7(V¥) ([10]). Es-
ta cuasi-uniformidad se construye utilizando como base intersecciones fini-
tas de los elementos del conjunto {Sg : G € 7}, donde para cada G € T,
Se = (G° x X) U (X x G) define un preorden sobre X (pues claramente,
A(X) C Sgy SgoSe = Sg). Consideremos un ejemplo muy sencillo mera-
mente ilustrativo.

Ejemplo 2.4: Sea el conjunto X = {a,b} y la topologia 7 = {0, {a}, X'}
sobre X. Sean los conjuntos

Stay = ({0} x X)U(X x{a}) = {(b,a), (b,;0), (a,a)}, vy Sp=5x =X xX,

claramente A(x) esta contenido en Stay, Sx ¥ Sp, ¥ S{ay © S(a} = Sia}, de
donde las intersecciones de Sy,y, Sx y Sp forman una base para una cuasi-
uniformidad ¥ sobre X. Para cada elemento de X, Sq), Sx y Sp generan las
siguientes vecindades

S{a}<a) = {a}7 S{a}(b) = {av b}, y

Sx(a) = So(a) = {a,b} = Sx(b) = Sy(b),

ademas, en la familia de vecindades que genera la cuasi-uniformidad ¥, no
existe una vecindad que contenga tnicamente al punto {b}, pues Sg, esta
contenido en cada elemento de la cuasi-uniformidad. Por tanto, la topologia
generada por la cuasi-uniformidad resulta ser 7(¥) = {0, {a}, X} = 7.

Un espacio cuasi-uniforme topolégico es una tercia (X, ¥, 7) donde X es
un conjunto no vacio, ¥ una cuasi-uniformidad de X y 7 una topologia para
X (distinta a la generada por ¥). Retomemos los conjuntos del ejemplo 2.4, y
sea la tercia (X, 7(V), 7,), donde 7, es la topologia discreta en X. Esta tercia
es un espacio cuasi-uniforme topologico. Ahora consideremos la categoria 11y
de los espacios cuasi-uniformes topologicos, en esta categoria los morfismos
son las funciones cuasi-uniformemente continuas, esta vez respecto a ambas
topologias: 7(V¥) y 7. Puede verse que 11y C II5.

Existen espacios cuasi-uniformes cuya bicompletacion es un espacio de
la categoria de los espacios cuasi-uniformes topolégicos I15, mas no de la
categoria de los espacios cuasi-uniformes /1. Un espacio cuasi-uniforme se
dice Smyth-Completable si su bicompletacion es nuevamente un objeto de
la categoria de los espacios cuasi-uniformes. Este concepto es tutil para las
aplicaciones posteriores.
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Estos espacios pueden definirse también mediante filtros de K-Cauchy
por la izquierda, donde un filtro I" sobre un espacio cuasi-uniforme (X, V) es
llamado K-Cauchy por la izquierda si para cada U € V¥ existe un I’ € T" tal
que Ulz] € T para cada x € F. Un espacio cuasi-uniforme (X, ¥) es Smyth-
completable si y solo si cada filtro K-Cauchy por la izquierda sobre (X, V),
es un filtro de Cauchy en el espacio uniforme (X, ¥*).

Espacios Smyth-completos Un espacio cuasi-uniforme (X, V) es llamado
Smyth-completo si cada filtro K-Cauchy por la izquierda en (X, ¥) converge
n (X, 0), (|1).
En seguida damos un breve resumen de una clase particular de espacios
cuasi-uniformes, los llamados espacios cuasi-métricos, entre los cuales esta el
espacio de complejidad que es el actor principal de este trabajo.

Espacios Cuasi-métricos

Una cuasi-métrica sobre un conjunto arbitrario X, es una funcion p : X X
X — R* que satisface

L p(z,z) =
2. p(z,y) < plx,2) + p(z,y) paratodo z,y,z € X,
3. p(z,y) = p(y,x) = 0 implica = = y.

El par (X, p) recibe el nombre de espacio cuasi-métrico.

Ejemplos: Definamos las aplicaciones: p; : RxR — R,i = 1, 2, mediante

2.5.

(z,7) y—z six <y
x? = .
prie ¥ k>0 siz>y

2.6. po(z,y) = max {y — x,0}. Tanto p; como py son cuasi-métricas.
Dada una cuasi-métrica p sobre un conjunto X, siempre es posible cons-
truir otra cuasi-métrica p definida por

p(x,y) = ply, )
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a la cual se le conoce como cuasi-métrica conjugada de p.
A partir de p y p se define la métrica p® mediante

p*(x,y) = maz {p(z,y), p(z,y)} .

Notese que p es una cuasi-métrica si y solo si p® es una métrica. Una cuasi-
métrica p sobre X se llama bicompleta si p°® es una métrica completa sobre X.
Tal como en los espacios métricos, es posible definir bolas abiertas y cerradas
en este tipo de espacios no simétricos, lo cual nos permite definir también
la topologia que estas generan. Dado un espacio cuasi-métrico (X, p), para
x € X y r > 0 se definen las bolas abiertas y cerradas con centro en x y radio
7 COmo

By(z,r) ={y € X : plx,y) <r}y
Bylr,r]={y € X : p(z,y) <r}.

Con esto, los conjuntos abiertos y cerrados se definen de manera aniloga a
como se hace en los espacios métricos: se dice que un subconjunto G de X
es abierto respecto a p o que es p-abierto, si para cada z € G, existe r > 0
tal que B,(z,r) C G. Un subconjunto C' de X es cerrado respecto a p (o p-
cerrado), si es complemento de algin p-abierto.

En un espacio cuasi-métrico (X, p), se cumple que ([3]):

e Toda bola abierta B,(x,r) es un conjunto p-abierto.

e Toda bola B,[z,r] es un conjunto p-cerrado.

e Para cualquier z € X, se cumple que B,:(z,7) = B,(z,r) N Bs(x,r).
e 7,5 s la minima topologia que contiene a 7, U 75.

Como fue mencionado con anterioridad, existe una estrecha relaciéon entre los
espacios cuasi-métricos y los espacios cuasi-uniformes. Una cuasi-semimétrica
p sobre X genera un espacio cuasi-uniforme (X, ¥,) mediante la base nume-
rable 8, = (B, )nex, donde

1
B, = {(x,y) €X XXZp(l’,y) < 2_71}’

esto es,
\pr:{UgXxX:HBneﬁp,BngU}.
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De igual manera, la familia

1
B, = {(xay) EXXXZp(ZE,y) < Q_n}’

genera la misma cuasi-uniformidad ¥, ([8]).

Dado que B,(z) = B,(z,5%) y Bn( ) = B,lx ,Zn] puede verse que las
topologias generadas por la cuasi-semimétrica p y la cuasi-uniformidad ¥,
coinciden, es decir, se cumple que 7, = 7(¥,). Esto es, una cuasi-métrica
induce un espacio cuasi-uniforme de base numerable, lo cual permite ver la
completacion de su espacio uniforme inducido (o la bicompletacion del espacio

cuasi-uniforme) mediante sucesiones.

Espacios normados asimétricamente

Al trabajar con espacios lineales es frecuente la apariciéon de funcionales pa-
recidos a las normas, en donde no se cumple la condicion p(x) = p(—=x), este
tipo de funcionales se define como sigue. Puede consultarse méas al respecto
en [2]. Sea X un espacio lineal real. Una funcion p : X — R* es una norma
asimétrica sobre X, si para toda z,y € X yr € Rt

(i) p(z+y) < plz) +ply),

(

(i) p(rz) = rp(x),

(iii) p(z) =p(—x) =0 siy solosiz=0.
(

Al par (X, p) se le llama espacio normado asimétricamente (|2], [3]). Como en
el caso de cuasi-métricas, se puede definir p, la norma asimétrica conjugada
de p, por p(z) = p(—x). De igual forma, se define p*(x) = mdx {p(x), p(—z)},
la cual resulta ser una norma llamada la norma asociada a p. Notese que p es
una norma asimétrica si y s6lo si p° es una norma sobre X.

Ademas, se cumple que p(z) < p*(x) y que p(x) < p®(x) para toda x € X.

Dada una norma asimétrica p, siempre es posible definir una cuasi-métrica
pp mediante p,(z,y) = p(y — z). Analogamente, para un espacio normado
asimétricamente (X, p), las bolas abiertas y cerradas con centro en x y radio
r estan dadas por

By(z,r)={ye X :ply—z) <r}
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Bylz,r]={y € X :ply —z) <r}.
Ejemplo 2.7: En R la norma asimétrica dada por

u(r) =méx{0,2} =2 V0, z€R
define la cuasi-métrica

pu(®,y) =uly —x) =méx {0,y —a} = (y —2) V0.

Conos normados asimétricamente

Un semigrupo es un par (X,+) donde X es conjunto no vacio y + es una
operacion binaria en X que cumple la propiedad asociativa. Mientras que un
monoide es un semigrupo (X, +) con elemento neutro o cero.

Definiciéon 2.1: Un cono sobre RT es una terna (X, +,-) tal que (X, +)
es un monoide abeliano, y - : R™ x X — X una funcién tal que para cada
r,ye Xyr,seRt:

1r-(s-2)=(rs) =
2. r-(x+y)=(r-z)+(r-y)
3. (r+s)-x=(r-x)+(s-2)
4. 1-2 =

Una norma asimétrica sobre un cono (X,4+,-) es una funcion p: X — R*
tal que para cualesquiera z,y € X y r € RT,

L p(r-z) =r p(z),
2. p(z +y) < px) + p(y),
3. p(z) =0siy solosiz=0.

Un cono normado asimétricamente es un par (X,p) donde X es un cono y
p es una norma asimétrica sobre X. Un caso particular de cono normado
asimétricamente es el que desarrollaremos en la siguiente seccion.
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3 El espacio de complejidad y su dual

En 1995, Schellekens introdujo el espacio de complejidad, conformado por el
conjunto de funciones de complejidad de algoritmos y dotado de una funciéon
distancia (no simétrica) entre ellas, con la intencién de dar un sustento métrico
y topoldgico al andlisis de complejidad de algoritmos.

El espacio de complejidad C

Para analizar un algoritmo y medir qué tanto tarda en resolver un problema
con un cierto tamano, se encuentra una funciéon f : N — R* llamada funcion
de complejidad.

Schellekens define el espacio de complejidad como el par (C,d¢), donde

- 1
C={f:N—R" tal que 27" —— < oo}
2" )

y d¢ es la cuasi-métrica sobre C dada por

n=0
para cada f,g € C.

Para un n € N fijo, podriamos cuantificar el beneficio obtenido (en tér-
minos de reduccién de complejidad) al remplazar el algoritmo con funcion
de complejidad f por el algoritmo con funcién de complejidad g mediante

f(n) —g(n). Con el fin de obtener una medida de progreso relativo podemos
f(n)—g(n)
f(n)
muy grande comparado con el valor de g(n), esta altima expresion tiende
al, pues 1 — % — 1 cuando % — 0. Dado que se busca poder dis-
tinguir el nivel de beneficio para distintos valores de g(n) (atn cuando se
tengan valores de f(n) muy grandes), se reemplaza la tltima expresion por
f()—gn) _ 1 _1_
f(n)g(n) oog(n) fl(n)'

1 —-n
la serie 2”102, Ok . o . . o
La asimetria de d¢ ocasiona pérdida de cierta informacién, sin embargo
este es un costo necesario pues es precisamente la no simetria la que guia la

eleccion del algoritmo mas eficiente.

remplazar esa diferencia por . Sin embargo, si f(n) toma un valor

Notese que el factor 27" garantiza la convergencia de
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Un poco después, Romaguera y Schellekens introdujeron el espacio de
complejidad dual (cono normado asimétricamente) y han estudiado varias
propiedades del espacio de complejidad original que son interesantes desde el
punto de vista computacional, por medio del analisis de su dual.

De hecho, mientras que el espacio de complejidad no puede ser modelado
como un cono normado asimétricamente, el espacio dual admite una estructu-
ra de cono (o espacio semilineal) normado asimétricamente y, por otra parte,
este puede ser usado directamente para el anélisis de cierto tipo de algoritmos,
donde el tiempo de ejecucion es la medida de complejidad ([8]).

El dual del espacio de complejidad C*
El espacio de complejidad dual es denotado por (C*,dc-), y definido por

C*={f:N— R" tal que ZQ‘”f(n) < oo}
n=0
y de+ es la cuasi-métrica sobre C* dada por

de+(f.9) Zz — f(n)) V0]
n=0
para cada f,g € C*. De hecho, C* resulta ser un cono normado asimétrica-
mente por la funcion real no negativa ge-(f) = > one 5xu(f(n)) de tal forma
que la cuasi-métrica dgo- puede ser obtenida de la norma asimétrica go« de la

manera siguiente:

o0

1
de-(f,9) = 3 rulgn) — ()
n=0
para cada f,g € C*. Mediante un breve desarrollo se puede verificar que

el mapeo inversion ¥ : C* — C, \If(f) },
a (C,d¢) (con la convencion de que § = o0), esto permite transportar algu-
nas propiedades del espacio dual al espacio de complejidad (aquellas que se
mantienen bajo isometria).
Como se ha mencionado, la distancia de complejidad entre dos funciones
fig € Cesde(f,g) vy mide el progreso relativo que se hace al bajar la com-
plejidad remplazando un programa P con funcién de complejidad f por un

programa () con funcion de complejidad g.

es una isometria de (C*, d¢+)
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Puesto que para f,g € C* se tiene de= (f,g9) = dc(1/f,1/g), deduci-
mos que de+(f, g) mide el progreso relativo que se hace al tratar de bajar la
complejidad remplazando P por Q).

En particular, do«(f,g) = 0 puede ser interpretado como que g es mas
eficiente que f.

Propiedades Métricas del Espacio de Complejidad

Se dice que un espacio cuasi-métrico (X, p) es pesable si existe una funcion
(lamada “funciéon peso") w : X — R™ tal que para cualesquiera z,y € X se
cumple:

pz,y) + w(z) = ply, ) + w(y).
Puede probarse que los espacios (C,d.) y (C*,dc+) son pesables con

(o ¢] 1 o0

welf) =) 2" vy we-(f)=>_27"f(n),

=" f(n) —
respectivamente.

Por otro lado una sucesion (xy)gen en un espacio cuasi-métrico (X, p) se
dice de K-Cauchy por la izquierda si para cada € > 0, existe ng € N tal que
p(Tp, Tpy) < € siempre que ng < n < m.

Se ha mencionado ya que un espacio cuasi-métrico genera un espacio cuasi-
uniforme, si este espacio es ademés Smyth completable (como fue definido
para los espacios cuasi-uniformes) entonces el espacio cuasi-métrico cumple
los siguientes enunciados:

Un espacio cuasi-métrico (X, p) es Smyth-completable si y solo si toda
sucesion (xy)geny de K-Cauchy por la izquierda en (X, p), es de Cauchy en
(X, p%).

Un espacio cuasi-métrico (X, p) es Smyth-completo si toda sucesion (z,)nen
en (X, p) de K-Cauchy por la izquierda es convergente en (X, p®).

Ademas, Schellekens prueba en [6] que todo espacio pesable es Smyth-
completable, lo cual conduce a que los espacios cuasi-métricos (C, d..) y (C*, d+)
son Smyth-completables.

Otro concepto importante en los espacios cuasi-métricos, el cual se defi-
ne de manera analoga a como se define en los espacios cuasi-uniformes, es
la bicompletitud: un espacio cuasi-métrico (X, p) es bicompleto si (z,p°) es
completo, [1].

Utilizando los conceptos anteriores, es facil deducir el siguiente teorema.
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Teorema 3.1. Un espacio cuasi-métrico (X, p) Smyth-completable y bicom-
pleto es Smyth completo.

Como se menciond con anterioridad, nuestro objetivo es probar que los
espacios C'y C* son Smyth-completos. Dado que la completitud de Smyth es
una propiedad que se mantiene bajo isometria, podemos reducir esta tarea
a probar que el espacio dual C* la cumple. El teorema anterior muestra un
bosquejo del camino que seguiremos para cumplir nuestro objetivo: dado que
el espacio cuasi-métrico C* es Smyth-completable, basta con probar que es
bicompleto para deducir su completitud de Smyth.

Teorema 3.2. El espacio de complejidad dual (C*,d.) es bicompleto.

La prueba puede encontrarse en [11]|. Del resultado anterior podemos de-
ducir que el espacio de complejidad dual C* es Smyth-completo. Y dada
la isometria entre C' y C*, el espacio de complejidad C es también Smyth-
completo.

4 Aplicaciones

Sea Cp = {f € C: f(n) < oo para todo n € NU{0}} donde C es el espacio
de complejidad ya definido anteriormente. Sea ® : (C,d.) — (C,d.) un
funcional, se dice que este es un funcional de mejora respecto a una funciéon
[ € Cp si para cada n € NU {0}, se cumple que ®"*f < ®"f. El objetivo
de esta seccién es mostrar que para muchas relaciones de recurrencia en las
cuales se basa la estructura recursiva de los algoritmos divide y vencerés
probabilistas, los funcionales asociados a estos algoritmos tienen un tnico
punto fijo, el cual es la solucién para su ecuaciéon de recurrencia. Esto se logra
construyendo un funcional mono6tono decreciente ¢ asociado a una relacion de
recurrencia dada T, para el cual existe una funciéon de complejidad g tal que
g < ®g, y dada la completitud segin Smyth del espacio (C,d,), la secuencia
de iteraciones (®*g)ren converge en (C,d2) a alguna funcion fr € C la cual
es el tinico punto fijo de ®, y por tanto, también la solucién a la relaciéon de
recurrencia 7. Ademas, si ® es un funcional de mejora para alguna g € C,
entonces fr < gy por tanto fr(n) € O(g(n)).

Esto se enuncia en el siguiente teorema, cuya demostracion puede encon-
trarse en [5].
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Teorema 4.1. Sea T una relacion de recurrencia, supongamos que existe
ng > 2 tal que para todo n > ny

donde u € Cy y (Vg )ken €$ una sucesion de funciones en N que cumplen que
para algin K > 0 y para todo n > ng

Z_: vi(n) < K.

k=ng

Entonces el funcional ® : C — C definido para toda f € C por ®f(0) =
T(1), ®f(n)=T(n) paran=1,...m9g—1, y

n—1

Of(n) =u(n)+ > vp(n)f(k)

k=1

para todo n > ng, tiene un unico punto fijo fr € Cy el cual es la solucion
de la relacion de recurrencia T. Mds aun, st ® es un funcional de mejora
para alguna g € C, entonces fr < g, esto es, la solucion de la relacion de
recurrencia es de orden O(g).

Ejemplos

Los algoritmos divide y vencerds probabilistas presentan una ecuacién de
recurrencia que en el caso general se ve como sigue:

=

n—

Tn)=cn+c+ Y qn k)T (k)

£
Il

donde T'(1) > 0,¢; > 0y 2¢14+co > 0,y para todo k > n—1,y n € N se tiene
que ¢(n,k) es no negativa y proporcional a las probabilidades marginales
correspondientes a la division de una tarea de tamano n en sub-tareas de
tamano k < n. Notese que dado que 2¢; + ¢ > 0, se tiene T'(2) = 2¢; + ¢o +
T(1)q(2,1) > 0, por tanto T'(n) > 0 para todo n > 2.
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Existen muchas formas posibles para la funcion ¢(n, k), algunos ejemplos
tipicos son:
a 2a(n — k) O = 1 2a(k — 1)(n — k)
A)— B)————= C)— - D
)n’ )n(n—i—l)’ ) Z J’ )n(n—l)(n—Q)’

n .
Jj=k+1

con a > 0, los cuales aparecen en algoritmos divide y venceras probabilis-
tas, en arboles de bisqueda binaria, en biisquedas completamente especifica-
das y consultas parciales en arboles cuaternarios y algoritmos Quicksort de
mediana-de-tres.

CASO A): En este caso, la relacion de recurrencia 7" esta dada por

n—1

T(n)=cn+c + 2 g T(k), paratodan > 2.
n
k=1

Por la observacion anterior, podemos asumir que 7'(1) > 0, con lo cual po-
demos aplicar el teorema 4.1, con ny = 2, u(n) = ¢;n + co para n > no,
u(0) = u(1) = ¢ > 0 con c arbitrario y vx(n) = & para todo k € N. Por tanto
T tiene una solucion tnica fr € Cy. Notese que para todo n > 2 = ng se
cumple

ka g:ww

n n

Lo siguiente es obtener una clase de funciones de complejidad para las cuales
el funcional ® asociado a T es un funcional de mejora. Esto con el fin de
acotar a fr con estas funciones (cuyo orden O busca también obtenerse), y
encontrar el orden O de fr.

Notemos que para cada n > 2 se tiene que

T(n+1) :cl(n+1)+c2+ni+1iT(k;)

3

(n+1)+02+—< )+ T(k )
ot sors s (7 R~ )
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« an an
= 1 —T - T(n)—-—
ai(nt )+62+n +1 (n)+a(n +1) () a(n + 1)(01n—|—02)
n(ein+c¢) n+a
= 1 — T
a@n+1)4+c n+o n+
= T =h 1 T
2 1
donde h(n+1) = ¢1(2n ++ i e para todo n > 2.
Asi, utilizando la definicién original de T,
«Q
T(Q) = 261 —I— Co —I— §T(1),
y mediante la relaciéon descrita anteriormente, para n > 3
—1
T(n) = hn) + 22" 2 T(n — 1).
n
Por tanto, podemos expresar ® como ®f(0) = &f(1) =T(1), f(2) = T(2)

(por la observacion al inicio de la seccion de ejemplos), y

Bf(n) = hin) + 22" 1)

n

2n —1
para n > 3, con h(n) = ca(2n )+C2.

Luego notese que para funciones g € C que satisfagan que T'(n) < g(n)

considerando n = 0,1,2, y

—1
hn) + 24 g —1) < g(n) paran >3,
n

(1)

® es un funcional de mejora, pues ®g < g, y luego, por el teorema principal de
este capitulo, la solucién fr de la relacion de recurrencia T satisface fr < g.

Dicho lo anterior, mostremos que para 0 < o < 2y a > 1, fr(n) €
O(nlog, n). En efecto, notemos que para K,r > 0y a > 1 aplicando L’Hopital

dos veces se llega a

1f K[x2(10gaw _ loga(x — 1)) + loga(z — 1)] K
im =
z—>+o00 re+ s rina’
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luego, si K > rlna, existe ng € N tal que para cada n > ng

n+1 ™m+ s
Knlog,n > ——K(n—1) + :
n n
Asi para el caso particular en que 7 = 2¢; y s = ¢o — ¢1, obtenemos que para

0<a<2yn>ny,

—1 2n —1
Knlogan>w[((n—l)loga(n—l)—kcl( t )+C2. (2)

n n
Por lo tanto g(n) = Knlog,n, con K > 2¢ilna, y n > ng, satisface la

desigualdad (1), es decir, pertenece a la clase de funciones para las cuales ®
es un funcional de mejora, lo cual nos lleva a concluir que fr(n) € O(nlog,n)
siempre que 0 < o < 2.

CASO B): En este caso, la relacion de recurrencia T esta dada por

—_

3

2a
n(n+1)

Al igual que en el caso A), podemos asumir que 7'(1) > 0, con lo cual T

satisface las condiciones del teorema para ng = 2. Asi se tiene que
2a(n — k)

n(n+1)

c arbitrario) y u(n) = cin + ¢ para n > 2. Notese que

n—1 n—1
n(n —1) n? — 3n + 2
_ _ —2) B T I
(n E n E k=n(n [ 5 5 ,

T(n)=cn+c + (n —k)T'(k), para todon > 2.

1

i

vg(n) = para todo k € N, u € Cp, con u(0) = u(l) = ¢ > 0 (para

k=2
de donde
n—1 n—1
2 Z 2 -2
ka(n): o (n—k):a(n 3n + )<a(n )’
— n(n+1) < n(n+1) n+1

para todo n > 2, pues n — 3 + % < n — 2 siempre que n > 2.

Por el teorema 4.1, podemos deducir que la relacion de recurrencia 71’ tiene
una unica solucion fr € Cy. Como hicimos en el caso anterior, buscaremos
una clase de funciones de complejidad para las cuales el funcional ® asociado
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a la relaciéon de recurrencia 7' sea un funcional de mejora. Esto con el fin
de acotar a fr por estas funciones (preferentemente de orden O conocido) y
encontrar el orden O de fr. Para esto notemos que para cada n > 2,

T(n+1) =ca+1)+e+ grtm e (n+ 1= k)T(k)
= c(n+1) + 2+ iy (i (n = KT (k) + X5, T(k))

n+1)(n+2)

=c(n+1)+c

iy (P (T(0) — (e o+ ) + i, T(R))

= (cl(n + 1) +co — n(c++42-02)) + nLHT(n) + (71—&—12)% ZZ:l T(k‘)

Por tanto, de la definicién original de T" tenemos que
«
T(Q) = 2C1 + Cy + §T(1>,
y utilizando la ecuacién anterior, obtenemos que para n > 3

n—1 2a
n(n+1)

T(k),

donde

h(n) = cin+ ¢ — L7 1)(%1_1 Dte)) _ c1(3nn_ +1 )1+ 2

Asi, el funcional ® asociado a T puede expresarse como
Of(0)=2f(1) =T(1), @f(2)=T(2),

Bf(3) = h(3) + 5T() + 5 (T(1) + T(2),

2
B () = h(m) + T f = 1)+ <T(1> TR+ f(k))
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para todo n > 4. Luego si ¢ € C es mono6tona decreciente (es decir, si se
cumple que g(n) < g(n+1) para todon € NU{0}) y satisface que T'(n) < g(n)
paran=0,1,2,3y
c1(Bn—1)4+2c;  (n—1)(n+2a)
n+1 n(n+1)

g(n—1) < g(n) paran >4,
entonces ® es un funcional de mejora para g (pues ®g(n) < T'(n) < g(n) para
n=20,1,2,3y

c1(3n—1)4+2c;  (n—1)(n+2a)
n+1 n(n+1)

dg(n —1)

IN

g(n—1) paran >4),

y por tanto, la solucion fr de la relacion de recurrencia T satisace que fr < g.

De manera andloga a como se hizo en el caso A), mostremos que para
a>1y0<a<3/2 lafuncion g(n) = nlog, n satisface las condiciones
anteriores, con lo cual podremos deducir que fr(n) € O(nlog, n). Para esto,
notese que para cada n € N se cumple que n +1 > %, de donde,
retomando la inecuacion (2) se sigue que existe ng € N tal que para cada
n = ny,

(n—1)(n+2a)
n(n+1)

c1(3n — 1) + 2¢o
n—+1

Knlog,n > K(n—1)log,(n — 1)+

I

siempre que K > 3c;Ilnay y 0 < a < 3/2. Esto es, g(n) = Knlog, n cumple
la condicién citada anteriormente, con K > 3c¢ylna y n > ng. Por lo tanto
podemos concluir que para 0 < o < 3/2, se cumple que fr(n) € C(nlog,n).
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Capitulo 2

Cuasi-rectificacion de curvas

José Margarito Hernandez Morales, Vulfrano Tochihuitl
Bueno

IFM, UTM

Resumen

La longitud de arco, también llamada rectificaciéon de una curva (, es
la medida de la distancia o camino recorrido a lo largo de dicha curva.
Como lo hacian los antiguos geémetras, la idea para calcular la longitud
de una curva contenida en el plano o en el espacio, consiste en dividirla
en segmentos pequenos, escogiendo una familia finita de puntos en (, y
aproximar la longitud mediante la longitud de la poligonal con vértices en
dichos puntos. Cuénto méas puntos escojamos en (, mejor debe ser el valor
obtenido como aproximacién de la longitud. El objetivo de este trabajo
es, analizar las propiedades de longitud de una curva y principalmente
demostrar la continuidad de la funcién longitud de arco en un espacio
cuasi-semimeétrico en general, veridicos en un métrico.

1 Introduccion

El impactante teorema de Bohman-Korovkin ([2] y [9]) establece que si T}, es
una sucesion de operadores lineales positivos sobre el espacio C([0, 1]), tales
que T,,(1), T,(x) v T,(z?) convergen uniformemente a 1, z y z?, respectiva-
mente, entonces T, (f) converge uniformemente a f para toda f € C([0,1]),
es decir, la sucesion T,, converge al operador identidad sobre C([0,1]). Este
teorema desencadeno una teorfa amplia y profunda (ver el tratado de Alta-
more y Campiti [1]). El Teorema de Korovkin es de tipo cualitativo, pues
afirma la convergencia de la sucesion de operadores al operador identidad sin
hacer menciéon sobre la velocidad con la cual converge. La parte cuantitativa
que hace referencia a la velocidad con la cual se da la convergencia mencio-
nada fue iniciada por Mamedov [8] y continuada por Freud [4]. Resultados
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cuantitativos relativos a los espacios cléasicos C([a, b]) v C(][0, 27]), fueron ex-
tendidos por Censor 3] al espacio C'(X), siendo X C R" un espacio compacto
y convexo; con las funciones de prueba 1, z;, z? (funciones coordenadas).
En [5] Jiménez Pozo extiende los resultados de Censor al espacio C(X), en
donde ahora X es un espacio métrico compacto y métricamente convexo. Los
resultados cuantitativos desde Mamedov hasta Jiménez estan en funcion de
la desigualdad fundamental w(f,na) < nw(f,«), que es satisfecha por toda
funcién real o compleja definida sobre un espacio métricamente convexo, toda
n € Ny en donde w es la funcion modulo de continuidad de f, dada por

w(f,a)= SUup. {f(@) = f(y)l}.
a( ) <o

. Pero que ocurre en el caso en que X no es métricamente convexo? La respues-
ta la da nuevamente Jiménez pozo en 6], al asociar a cada espacio métrico X,
un ndmero positivo o infinito p, al que denominé Coeficiente de deformaciéon
de la convexidad métrica de X; éste coeficiente es dado por

((Gay)

= p(X) := sup inf -

p=pX) st oy d(,y)
TFY

en donde ¢((,,) denota la longitud de una curva que une a = con y, cuya
existencia es asumida. Entre otras cosas, demostr6é que se cumple

w(f, Ba) < [pB + Huw(f, a).

Con esta desigualdad prob6 un teorema cuantitativo de tipo Korovkin, pres-
cindiendo de la hipotesis de convexidad métrica.

Como se puede observar, en la definicién del coeficiente de deformacion
p, se encuentra presente el concepto de longitud de una curva. Las nociones,
conceptos y resultados referentes a la longitud de una curva (en base a la
cual se define p) en un espacio métrico, fueron analizados por Jiménez Pozo
y Tochihuitl Bueno en [10], como un preambulo al analisis del coeficiente de
deformacion de la convexidad métrica de curvas y superficies. En este trabajo
generalizamos las nociones, conceptos y resultados que han sido mencionados
en un espacio métrico en general al contexto de los espacios cuasi-métricos. De
manera especifica, en principio mencionamos lo que es una cuasi-semimétrica,
asi como la cuasi-semimétrica conjugada y la semimétrica que generan estas
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dos, enseguida pasamos a describir las tres topologias que se obtienen de estas
tres cuasi-semimeétricas y la relacion entre ellas, después definimos lo que es
la longitud de una curva en un espacio cuasi-semimétrico con el objetivo de
definir lo que es una curva rectificable en este tipo de espacios. Ademas de
lo anterior, se analizan los conceptos de reparametrizaciones y las relaciones
que existen entre las rectificabilidades con respecto a la cuasi-semimeétrica y
su conjugada, para finalmente establecer resultados sobre las longitudes de
una curva considerando las dos cuasi-semimétricas en cuestion. Finalizamos
esta introduccion mencionando que un trabajo a futuro se espera definir el
concepto de coeficiente de deformacion de la convexidad asimétrica, el cual
serd una extencion del coeficiente definido por Jiménez Pozo.

2 Espacios cuasi-semimétricos

En un espacio métrico (X, d), se tiene que la distancia de = a y es igual a la
distancia de y a z. Atn mas, la distancia de z a y no es cero cuando = y y
son distintos. Fin un espacio cuasi-semimétrico, no necesariamente ocurre lo
anterior, como bien se puede constatar en los ejemplos siguientes.

Definicién 2.1. Una cuasi-semimétrica sobre un conjunto no vacio X, es una
funciéon p : X x X — R tal que para cualesquiera x,y, 2z € X se cumple:

L p(z,y) >0y p(z,x) =0.
2. plz,y) < p(z, 2) + p(z,9).
Al par ordenado (X, p) se llama espacio cuasi-semimétrico.

Si para cualesquira x,y € X, la relacion p(x,y) = p(y,z) = 0 implica
r =1y, a p se le denomina cuasimétrica. Para una cuasi-semimétrica p sobre
X, las funciones p! : X x X — Ry p* : X x X — R dadas por

pN(x,y) =ply.x) v p(x,y) =max{p(z,y),p " (z,y)}

son también cuasi-semimétricas (cuasisemimétrica conjugada y super s de p,
respectivamente). Ademads, p® es métrica si y s6lo si p es cuasimétrica |7]. Con
C(X) se denota al conjunto de todas las cuasi-semimétricas sobre X. Es de
hacerse notar que si p,p’ € C(X) y, a y [ son nimeros reales no negativos,
entonces ap + Bp' € C(X).
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Ejemplo 2.2. La funcién p; : R x R — R definida por

pi(z,y) =y—z para r <y,
=1 para y < .
es una cuasi-semimétrica sobre R. Se tiene, por ejemplo, pi(2,5) = 3 ¥y

p1(5,2) = 1. Por tanto, existen z,y € R tal que pi(z,y) # p1(y, z).

En general, para cualquier £ > 0, la funciéon pp : R xR — R definida
por

pe(T,y) =y —a para z <y,
=k para y < .

es una cuasi-semimeétrica sobre R.
En lo sucesivo (a menos que se diga otra cosa), pp denotara la cuasi-
semimeétrica sobre R dada arriba.

Ejemplo 2.3. Si X es el conjunto de todos los nimeros reales positivos,
entonces la funcion p : Xx X — R dada por p(z,y) = |logs(7)| es una
causi-semimétrica sobre X. Aln mas, p es una métrica sobre X. En general,
toda métrica sobre un conjunto no vacio X, es una cuasi-semimeétrica.

Ejemplo 2.4. Sea ¢ el experimento alaetorio que consiste en el lanzamiento
de tres monedas normales y anotar lo que aparece en la cara superior de
cada moneda, el espacio muestral Q. = {a : @ = z12223} donde z; = a o
xr; = s segln se observe aguila o sol en la i-ésima moneda, respectivamente
y X = P(£.) el conjunto potencia de .. La funcién p : X x X — R en el
que p(x,y) = P(z Ny°) es la probabilidad del evento = N y° es una cuasi-
semimétrica. En este ejemplo también existen z,y € X tal que p(x,y) #

p(y, ).

Como en el caso de espacios métricos, en espacios cuasi-semimétricos tam-
bién se definen las bolas abiertas, bolas cerradas, conjuntos abiertos, conjuntos
cerrados y la topologia determinada por una cuasi-semimétrica.

Definicién 2.5. Sea (X, p) un espacio cuasi-semimétrico, rg € Xy r > 0. Se
denota y se define a la bola:

1. Abierta con centro xq y radio r por B,(zo,r) := {z € X : p(zo,z) <1},
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2. Cerrada con centro xg y radio r por B,[zo, 7] := {z € X : p(xg,z) < r}.

Asi, dado un espacio cuasi-semimétrico (X, p), zo € X'y r > 0, se tienen
las bolas abiertas B, (7o, 7), B,-1(70,7) y Bj(70,7), como también las corres-
pondientes bolas cerradas. Ademas, Bj(wo,7) = B,(zo,7) N B,-1(x0,7) [7]. El
subconjunto G de X se dice p-abierto, si para cada x € G existe r > 0 tal que
B,(z,r) C G. Analogamente, un subconjunto F de X se dice p-cerrado si es
complemento de un p-abierto. Se tiene que "Toda bola abierta es p-abierto”
y "Toda bola cerrada es p~!-cerrado” [7]. Se verifica que:

e Los conjuntos () y X son p-abiertos.
e La unién de cualquier familia de p-abiertos p-abierto.
e La interseccion finita de p-abiertos es p-abierto.

e La interseccion de cualquier familia de p-cerrados es p-cerrado.

La unié6n finita de p-cerrados es p-cerrado.

Con lo anterior y la definicion de topologia, dado un espacio cuasi-semimétrico
(X p), el conjunto

7,={G CX: G es p-abierto}
es una topologia sobre X. Analogamente se tienen las topologias 7,1 y 7
sobre X.

Una sucesion {z, },en en un espacio cuasi-semimétrico (X, p), se dice que
p-converge al elemento x de X si para todo € > 0 (suficientemente pequeno)
existe N = N(z,¢) € N tal que p(z,,) < € para toda n > N. Con z,, = x
se indica que la sucesion {x, },en p-converge a x. Una sucesion {z,}nen en
un espacio cuasi-semimétrico (X, p), se dice p-convergente si existe x € X tal
que x, — z. Se tiene:

e 2, 2 asiy solosip(z,z,) — 0.
o 1, 5 2 siy solo si para todo € > 0 existe N = N(z,¢) € N tal que
x, € B,(x,€) para todan > N.

Ejemplo 2.6. Sea Z el conjunto de los niimeros enteros y la cuasi-semimétrica
p sobre Z dada por p(z,y) = Ry(z — y), el residuo que resulta de dividir
x — y entre siete. La sucesion {1 + Tn},en en Z es tal que 1 4+ Tn L, 8y
14+ 7 2 —6.
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El ejemplo anterior muestra que una sucesion convergente en un espacio cuasi-
semimétrico, puede converger a mas de un punto.

Ejemplo 2.7. En el espacio cuasi-semimétrico (R, pg), se tiene que: % 250,
—1 —1
P p

150, —n 250, n 25 0y {n}nen n0 es pj-convergente.

Definiciéon 2.8. Sean (X, px) v (Y, py) dos espacios cuasi-semimétricos, f :
X — Y una funcién y xg € X. Se dice que f es continua en xq si para todo
€ > 0 (suficientemente pequeno) existe § > 0 tal que

f(Bpx(xm 9)) € pr(f(%)? €).

La funcién f se dice continua si es continua en cada elemento de X. Ade-
mas, la composicion de funciones continuas es continua.

Ejemplo 2.9. Para cualquier espacio cuasi-semimétrico (X p), la funcion
identidad sobre X es continua.

Ejemplo 2.10. SeaX =R =Y, px = p1 ¥ py = p; ' La funciéon f: X — Y
dada por f(z) = x, no es continua. En efecto, para cualesquiera zo € Xy
¢ >0, se tiene B —1(f(x9), €) = (o — €, zo]. Ahora bien, como

By, (w0,0) = |10, 70 + 0) para 6 < 1
= (—00, 70 +9) para 1 < 4,

entonces no puede existir 6 > 0 tal que f(By,(20,6)) € B,-1(f(z0),€). De
aqui que f, no sea continua en x.

El teorema siguiente es una generalizacién de lo que sucede en espacios
métricos.

Teorema 2.11. Sean (X, px) y (Y, py) dos espacios cuasi-semimélricos, f :
X — Y wna funcion y xg € X. Si f es continua en xq, entonces f(x,) LN

T ara toda sucesion ., L 2.
f( 0) p 0

Demostracion. Sea {x,},eny una sucesion en X tal que z, Ly Togy € >
0. Existe 6 > 0 tal que f(B,,(%0,9)) € B,,(f(xo),€). Para dicho ¢ existe
N = N(z,0) € N tal que z, € B, (z,6) para toda n > N. De donde,

f(xn) € B,,(f(x0),€) para toda n > N. Esto es, f(x,) 2= f(x0). O
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Definicion 2.12. Sean (X, px) v (Y, py) dos espacios cuasi-semimétricos y
una funcion f: X — Y. Se dice que f es:

e Bicontinua superiormente si f es continua con px, py vy ,0{(1.
e Bicontinua inferiormente si f es continua con px, px’ ¥ py.
e Bicontinua si f es bicontinua tanto inferiormente como superiormente.

Ejemplo 2.13. Sea X = R =Y y px = p1 = py. La funcién f : X — Y
dada por f(z) = z es continua, pero no bicontinua superiormente. En efecto,
sean o9 € X y € > 0 arbitrarios, como Bﬁ?l(f(l’()),E) = (zo — €, 10| y para
60>0

BPX(‘IO76) = [l’g,xo + 5) si o <1
= (—00, 79 +0) sil<é,

entonces no puede existir § > 0 tal que f(B,,(zo,d)) C Bp§1(f(m0), €).

Ejemplo 2.14. Toda funciéon constante entre dos espacios cuasi-semimétricos
es superiormente continua.

Ejemplo 2.15. Sea el espacio cuasi-semimétrico (Z,p) tal que p(x,y) =
R;(y—x) residuo que resulta de dividir y—x entre siete. La funcion f : Z — Z
dada por f(x) = z es continua. Para la continuidad de f respecto a py p~ !,
basta con observar que para € > 0 suficientemente pequeno, B,(f(x¢),€) =

B,-1(f(z0),€). De esta manera, f es bicontinua superiormente.

Teorema 2.16. Si (X, px) y (Y, py) son dos espacios cuasi-semimélricos y
f una funcion de X en Y, entonces f es bicontinua superiormente si y solo
st f es continua con las cuasi-semimétricas px y py.

Demostracion. En efecto:

1. Supodngase f bicontinua superiormente. Sean zy € Xy € > 0 arbitrarios.
Existen 6; > 0y 62 > 0 tales que

f(BPx<I0751)) - pr(f(xO)ve) y f(BPx<I0762)) C Bp§1(f($o),€).

Al tomar 6 = min{dy, d2}, se tiene
f(BPx(:Lha 5)) C pr(f(IO)v 6) y f(BPx<x07 6)) - Bp§1(f<$0), 6)7
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por tanto,

f(Bpy(20,0)) € By, (f(20), €) VB, 1 (f(20), €) = Bps (f (o), €).
Con lo mostrado, f es continua con las cuasi-semimétricas px y p3.

2. Supéngase que f es continua con las cuasi-semimétricas px y py. Sean
xg € X'y € > 0 arbitrarios. Existe 6 > 0 y tal que

f(BPX('x(%é)) - Bp%}(f(xO)a 6)'

Pero como B, (f(w0),€) € B, (f(%0),€) ¥ By (f(w0),€) € Bpgl(f(%% €),

entonces f(Bpx(an 6)) g pr(f('IO)v E) y f(BPX(x()) 6)) g Bp§1 (f(x())a 6)7
de donde, f es bicontinua superiormente.

De 1y 2, se infiere la tesis del teorema. 0]

3 Cuasi-rectificacion de curvas

La longitud es un concepto métrico definible para entidades geométricas en
el que se ha definido una funciéon distancia o métrica. Sin embargo, no de-
be confundirse longitud con distancia, ya que para una curva en general, la
distancia entre dos puntos cualesquiera de la misma es siempre inferior a la
longitud de la curva comprendida entre esos dos puntos. Rectificar una curva
es determinar la distancia o camino recorrido a la largo de la curva. Cuando
la curva es un segmento de recta que une dos puntos, el cilculo de la longi-
tud no representa problema alguno, pero si lo es para curvas en general. La
idea para calcular la longitud de una curva (, contenida en el plano o en el
espacio, consiste en dividirla en segmentos pequenos, escogiendo una familia
finita de puntos sobre la misma, y aproximar la longitud mediante la longitud
de la poligonal con vértices en dichos puntos, cuanto mas puntos escojamos
en la curva, mejor debe ser el valor obtenido como aproximacion de la longi-
tud, idea atribuible a los antiguos geométras, como por ejemplo, Arquimedes
(288-212 A. C).

En esta seccion presentamos la definicién de curva, suma poligonal aso-
ciada a una curva en funcién de una parametrizaciéon y una particion, curvas
rectificables y resultados.
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Definicion 3.1. Sea (X, p) un espacio cuasi-semimétrico y ) # ¢ C X. Se
dice que ¢ es una curva en X si existe una funcion f : [a,b] — X continua
tal que

Im(f) = ¢

La funcion f de la definicion se llama parametrizacion (camino) para la
curva ¢, f(a) y f(b) se llaman extremos de la curva y finalmente, que f
recorre a la curva de f(a) a f(b) cuando t € [a,b] va de a hasta b (orientacion
de la curva inducida por f). La funcién continua g : [¢,d] — X, se llama
reparametrizacion de la curva ¢ si existe una funcion ¢ : [c,d] — [a, b
estrictamente monétona y sobreyectiva (por tanto continua e invertible) tal
que

g=7Jop.
La reparametrizacion g se dice que invierte la orientaciéon de la curva si g
recorre la curva de f(b) a f(a), lo cual es equivalente a que ¢ sea estrictamente
decreciente. Similarmente, g preserva la orientacién de la curva si g recorre
la curva de f(a) a f(b), lo cual es equivalente a que ¢ sea estrictamente
creciente. Con ¢ y g~ se indica que g preserva la orientacion y que invierte
la orientacion de la curva, respectivamente. Con ¢ Ty ¢ | indicaremos que ¢
es estrictamente creciente y estrictamente decreciente, respectivamente. Asi,

gt siysolosipty g siysolosiopl].

Definicion 3.2. Sea (X, p) un espacio cuasi-semimétrico, ( una curva en
X parametrizada por f : [a,b] — X'y P, = {to,t1,...,t,} una particion
del intervalo cerrado [a,b]. Una suma poligonal para ¢ inducida por f y la
particion P, se denota y se define mediante

[y

n—

S(C?fapapn) = p(f(tl+1)7f(t2))

i

Il
=)

Observaciéon 3.3. Si P, es la clase de todas las particiones del intervalo
[a, b], entonces:

d p(f(b)af(a)) < S(Ca f7p7 Pn) para toda P, € P[a,b]-
i S(C,f,p,Pn) < S(C)fapvpm) para P, Py, 6P[a,b} con P, C Pp,.

De la observacion anterior, si {P,},en es una sucsion creciente (con el
orden de inclusién) en Py, entonces {S(C, f, p, Pn) }nen €5 una sucesion cre-
ciente R.
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Definicion 3.4. Sea (X p) un espacio cuasi-semimétrico y ¢ una curva en
X parametrizada por f : [a,b] — X. Se dice que ( es fp—rectificable (que
tiene longitud finita segin f y p) si el conjunto

{S(C>fapap) 1P e P[a,b]}
es acotado superiormente.

Segiin el axioma del supremo, si la curva ( es fp-rectificable, entonces el
conjunto

{S(C7fapap) 1P e P[a,b]}
tiene supremo(minima cota superior) al que se llama longitud de la curva ¢
y se denota con ¢(¢) o bien con £(C, f, p), es decir

((C) = €(¢, [, p) == sup{S(C, f,p, P) : P € Pay}-

De la observacion anterior, se infiere que si ¢ es fp-rectificable, entonces

p(f(b), f(a)) <L, £, p)-

Ejemplo 3.5. Sea (R?, p) donde p((z1,y1), (22, 12)) = |1 — 22| + po(y1, y2) ¥
¢ el segmento de recta que une a los puntos (0,0) y (1,1). Se tiene que ¢ es
una curva pues es la imagen de la funcién continua f : [0,1] — R? dada por
f(t) = (t,t). Ahora bien, para cualquier particion P = {to,t1,...,t,} € Poy
se tiene que
p(f(tiva), f(t) = p((tivr, tiva), (8 i) = [tig1 — i
y por ende S(C, f, p, P) = 1. De donde ¢(C, f,p) = 1.
Por otro lado, como
p~H (21, 91), (22,92)) = p((22,2), (T1,91))
= [v2 — 21| + po(y2, 1),

entonces para cualquier particion P = {to,t1,...,t,} € Poq] se tiene que

p (ftiva), f(t:) = p(f (t), f(tisn)
= p((tisti), (tit1, tivn))
= [t; — tiy1] + pol(ti, tis1)
= [tiy1 — ti| Ftign — &
= 2[tip1 — ti]
y asi, S(¢, f,p~ ', P) = 2. De donde £((, f,p™') = 2.
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Teorema 3.6. Sea (X, p) un espacio cuasi-semimétrico y ¢ una curva en X
parametrizada por [ : [a,b] — X. Si  es fp-rectificable, entonces existe
zo € X yr >0 tal que { C B,(z,7).

Demostracion. Sea x € ( arbitrario. Existe t € [a, b] tal que f(t) = x. Como

p(f(B),2) = p(f(b), () < €(C, f,p), entonces = € B,(f(b), £(C, f, p)+1). De
donde ¢ C B,(f(b), €(C. f,p) + 1), 0

Dos cuasi-semimétricas p y p’ sobre X se dicen métricamente equivalentes,
si existen « y B ntmeros reales positivos tales que para cualesquiera z,y € X
se satisface
ap'(z,y) < p(z,y) < Bp'(z,y).
Con base a lo anterior, se puede demostrar que si f : [a,b] — Xy, py o/

son dos cuasi-semimétricas sobre X métricamente equivalentes, entonces f es
continua con p siy sblo si f es continua con p'.

Teorema 3.7. Sea (X, p) un espacio cuasi-semimétrico y ¢ una curva en X
parametrizada por f : [a,b] — X. Si p' es una cuasi-semimétrica sobre X tal
que p y p' son métricamente equivalentes, entonces ( es fp-rectificable si y
solo si ¢ es fp'-rectificable.

Demostracion. Sean oy [ nimeros reales positivos tales que para cualesquie-
ra x,y € X; ap'(x,y) < p(x,y) < Bp'(x,y). Sea P € P,y arbitrario.

1. Si ¢ es fp-rectificable, entonces S((, f,p', P) < ié((’, f,p) v por ende (
es fp'-rectificable.

2. Si  es fp'-rectificable, entonces S(C, f,p, P) < BU(C, f,p') vy en conse-
cuencia C es fp-rectificable.

De 1 y 2, se obtiene la tesis del teorema. [

Teorema 3.8. Sea (X, p) un espacio cuasi-semimétrico y ¢ una curva en X
parametrizada por f : [a,b] — X. Si g7 : [e,d] — X es una reparame-
trizacion de (, entonces  es fp-rectificable si y solo si  es g+ p-rectificable.

Ademds, ((C, f,p) = (¢, 97, p).

Demostracion. Sea ¢ : [c,d] — [a, b] estrictamente creciente y sobreyectiva
tal que gt = fo .
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1. Suponga que ¢ es fp-rectificable y sea P = {{o,t1,...,t,} en Peg

arbitrario. El conjunto ¢(P) = {p(to), ¢(t1), ..., ¢(t,)} es una particion
de [a,b]. Como ¢(t;) = f(¢(t;)), entonces

n—

S(¢,g",p, P) = Zp(f(sf)(tm)), Flo(t:) < U, fop).

1
=0

La arbitrariedad de P y la desigualdad anterior, implican que el con-
junto {S(¢,97,p,P) : P € P.q4} es acotado superiormente, es decir, ¢
es gt p-rectificable. Ademas, ¢(¢, g%, p) < U(C, f,p).

. Reciprocamente, suponga que ¢ es g*tp-rectificable. Se tiene que f es

una repametrizaciéon de ¢ que conserva la orientaciéon de la curva in-
ducida por g*, pues f = g" oo™t con ¢! estrictamente creciente y
sobreyectiva. Siguiendo la prueba del primer inciso se tiene que ( es

fp-rectificable y £(C, f.p) < ¢(C. g* . p).

De los incisos 1 y 2, se infiere la tesis del teorema y la igualdad anunciada. [J

Teorema 3.9. Sea (X, p) un espacio cuasi-semimétrico y ( una curva para-
metrizada por f : la,b] — X. Si g~ : [¢,d] — X es una reparametrizacion
de C y f es bicontinua superiormente , entonces ( es g~ p-rectificable si y sdlo

si ¢ es fp~t-rectificable. Ademds, £(C, g7, p) = L(C, f,p71).

Demostracion. Sea ¢ : [c,d] — |a, b] estrictamente decreciente y sobreyecti-
va tal que g = fo.

1. Suponga que ¢ es fp~l-rectificable y P = {to,ty,...,t,} una particion

de [¢,d]. El conjunto ¢(P) = {t,,t},...,t,} donde t; = p(t,—;) para

i=0,1,...,n es una particion de [a, b]. Como
n—1 n—1
S(C gt pP)=> plg (tix1). g (t:) =D p  (f(ti1). F(£D)
i=0 i=0
< S,

entonces {S(¢,g97,p,P) : P € [c¢,d]} es acotado superiormente. Por
tanto, ¢ es gp-rectificable. Ademas, £((, g7, p) < U(C, f,p71).
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2. De manera anéloga se demuestra que si ¢ es g~ p-rectificable, entonces
C es (f,p~')-rectificable (pues f es una reparametrizacion de la curva
¢ que invierte la orientacion inducida por ¢7). Ademas, £((, f,p7!) <

(¢, 97, p).

De los incisos 1 y 2, se infiere la tesis del teorema y la igualdad anunciada. [J

Teorema 3.10. Sea (X, p) un espacio cuasi-semimétrico, ¢ es una curva en
X parametrizada por f : [a,b] — X y t € (a,b) un elemento arbitrario.
Si ¢ es fp-rectificable, entonces tanto (' = f([a,t]) es fljaqp-rectificable co-

mo G = f([t,b]) es flupyp-rectificable. Ademds, ((C, f,p) = €(C", fliag: p) +
E(Ct: f|[t,b}7 p)

Demostracion. Suponga que ( es fp-rectificable. Sean P = {to,t1,...,t,} v
Q = {t,,t},...,t,} particiones arbitrarias de [a,t] y [t, ], respectivamente.
Luego PUQ = {to,t1,...,tn_1,t5,th,...,t, } es una particion de [a,b]. De
donde

S(Ct>f|[a,t]>p> P) < E(C,f, )0) y S(Cta f|[t,b]7p7 Q) < £(<7 f7 p)

y por consecuencia (' y ¢, son f|jqp-rectificable y f|,p-rectificable, respec-
tivamente. Ahora bien, como

S(Ctaf’[a,t}apa P) +S(Ct,f|[t,b]>P> Q) < S(Ca f7 I07PUQ) < €<C7f7 p)a

entonces al sacar supremo, primero sobre todas las particiones de [a, t] y luego
sobre todas las particiones de [t, b] se tiene

¢ fliaas p) + G, fliews p) < UC frp). (1)

Sea ahora P = {to,t;....,t,} una particion arbitraria de [a,b]. Si existe i
tal que t = t;, entonces P; = {to,t1,...,t;} v P' = {ti,tis1,...,t,} son
particiones de [a,t] y [t, b], respectivamente, por tanto

S(Cafa Py P) = S(Ct7f|[a,t]7p713i) + S(Ctaf'[t,b]apa Pl)

< E(Ctu f|[az‘];p) + K(Cta fl[tb]’p)

Supoéngase t # t; para toda . Existe ¢ tal que t; < t < t;1;. De donde
P, = {to,t1,...,t;,t,tix1,...,t,} es un refinamiento de P y por tanto

S(Ca fa Py P) < S(C:fa P Pt) < g(ctaf‘[a.t}ap) +€(Ct7f‘[t~b}7p)'
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La cadena de degigualdades enterior dicen que, £(C*, f|a, p) + (G flie) p)
es una cota superior del conjunto {S(¢, fp, P) : P € Py} v por ende,

E(C7 fv p) S €<Ct7 f|[a,t]7 p) + g(gt’ f|[t,b]7 p) (2)
De (1) y (2> se inﬁere g(C? f7 /0) = E(Ctv f‘[aj]’ P) + g(ct; f

El reciproco del teorema anterior es también cierto, es decir, que si  es una
curva en X parametrizada por f : [a,b] — X, t € (a,b) tales que ¢* = f([a, t])
es fljagp-rectificable y ¢ = f([t,]) es f|pyp- rectificable, entonces ¢ es fp-
rectificable. Ademés,

€(<7 f7 p) = E(Cta f|[a,t];p) + g(Cty f‘[t,b];p)'

La generalizacion de este teorema, asi como su reciproco, se encuentra en
el siguiente corolario.

[t,,b] 5 p) [

Corolario 3.11. Sea (X, p) un espacio cuasi-semimétrico, ( una curva en
X parametrizada por f : [a,b] — X, P = {to,t1,...,tn} € Pay y (" =
f([tiz1,ti]) para i =1,2,...,n. Entonces  es fp-rectificable si y solo si (' es

flitiei 1 p-recticable. Ademds
E(Cj fp) - €<C17 f|[t0,t1}7 p) + g(czu f|[t1,t2}7 Io) + o+ f(Cna f’[tn71,tn]7 IO)
Demostracion. Basta hacer una simple induccion sobre n. O

La prueba del teorema anterior, permite considerar una funciéon real de
variable real, llamada funcién longitud de arco, la cual la encontramos en
el teorema que sigue.

Teorema 3.12. Sea (X, p) un espacio cuasi-semimétrico y ¢ una curva en X
parametrizada por f : [a,b] — X. Si ( es fp-rectificable, entonces la funcion
(longitud de arco) € : [a,b] — R dada por ((t) = £(C") es creciente.

Demostracion. Sean ty,ts € [a,b] tal que t; < to. Si P = {y1,¥2,...,Yn} €8
una particion de [a, t1], entonces P' = {y1,v2,...,Yn,t2} €s una particion de
[a, t3]. De la definicion de suma poligonal se tiene

S(Ctlaf’[a,tl]apa P]) < S(thaf“a,tz]ap) Pl) < £(€t27f

y por tanto {(t1) < {(ts). O

lat2]> p)7
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Como £(b) = (") + £(¢;), resulta £(¢;) = £(b) — £(¢*). Aplicando el teo-
rema anterior, se tiene que si t; < t9, entonces £((;,) < ¢((;,). Esto permite
demostrar el teorema siguiente.

Teorema 3.13. Sea (X, p) un espacio cuasi-semimétrico y ¢ una curva en X
parametrizada por f : [a,b] — X. Si ( es fp-rectificable, entonces la funcion
0* 2 [a,b] — R dada por 0*(t) = £((;) es decreciente.

Demostracion. Ver el preambulo al enunciado del teorema. ]

Teorema 3.14. Sea (X, p) un espacio cuasi-semimétrico y ¢ una curva en X
parametrizada por f : [a,b] — X . Si  es fp-rectificable y [ es bicontinua
superiormente, entonces la funcion longitud de arco es continua.

Demostracion. Seat € (a,b) arbitrario. Si mostramos que ¢ es continua tanto
por la izquierda como por la derecha de ¢, se tendria la continuidad de ¢ en t¢.

1. Sea € > 0y {tn}nen una sucesion en [a,t) tal que t,, — ¢. Por la
definiciéon de £(t), la convergencia de t,, a t y la continuidad de f en t,
existen P = {ty,t,...,t,,} € Paygy N1, N2 € N tal que:

b f(t) - % < S(Ctafha,t]apa P)
ot/ <t,paratodan > Nj.
e p(f(t), f(t,)) < 5 para toda n > N.

Tomando N = max{Ny,No}, n > Ny P’ = {t,,t),...,t,, 1, tn}, se
tiene

f(t) - % < S(Ctaf’[a,tbp? P) < S(Ctn7f|[a,tn]7pvpl> +p(f<t>7f<tn))

€
< l(t,) + 5

de donde, |0(t) — £(t,)| < € y ¢ es continua por la izquierda de t. Si
hacemos t = b en el proceso anterior, se obtiene la continuidad de ¢ por
la izquierda de b.

2. Sean € > 0y {t,}nen una sucesion en (t,b] tal que t,, — t. Como
en el caso anterior (ahora usamos la bicontinuidad superior de f), sean
P ={t;,th,....,t;,} € Puy, N1, Ny € N tales que:
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i E(Ctaf‘[t,b]ap)_g<S(Ct7f|[t,b]7p7p)'
o t <t, <t] para todan > Nj.

o p'(f(t), f(tn)) < § para toda n > Nj.

Al seleccionar N = max{Ny, No}, n > N, P, = {t(,tn, th,....t0.} ¥y
P = {t,,t,..., 1.}, se tiene

) = 5 <SG fleap Pa) < pl (1), [(1) + 6G,) < 5+ (),

y por tanto |(*(t) — ¢*(t,)| < e. Pero como

[£(t) = £(tn)| = [(€(b) = £(tn)) = (€(b) = £(1))] = [€°(2n) — (D)1,
entonces |((t) — {(t,)| < e. Es decir, £ es continua por la derecha de t.

De 1 y 2 se tiene la continuidad de /. ]

Conclusiones

Con base al axioma del supremo y las definiciones de espacios cuasi-semiétricos,
funciones continuas y suma poligonal, se consider6 la nocion de curva y longi-
tud de una curva, asi como la generalizacion de los resultados relacionados con
longitudes de curvas presentes en el caso métrico al caso cuasi-semimétrico.
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Algunos modelos sobre programas l6gicos
mediante operadores

Ivan Martinez Ruiz, Alejandro Ramirez PiAramo, Erick
Salgado Matias
FCFM, BUAP

Resumen

En este trabajo presentaremos distintas clases de modelos para el estudio
de programas légicos, asi como resultados de puntos fijos de ciertos ope-
radores adecuados definidos sobre los espacios de valuaciones I(X,7T),
donde X puede ser un conjunto arbitrario y 7 una légica con un namero
finito de valores de verdad.

1 Introduccion

La programacion logica inicié a principios de los anos 70 como consecuencia
directa de trabajos anteriores sobre demostradores automaticos de teoremas
e inteligencia artificial (IA). La construccién de sistemas deductivos automa-
ticos es, por supuesto, un pilar central dentro de los trabajos que tienen como
objetivo el desarrollo de la inteligencia artificial. Basandose en el trabajo de
Herbrand [26] en 1930, hubo mucha actividad en los demostradores autométi-
cos a principios de los 60’s por Prawitz [21], Gilmore [8], Davis, Putnam [6] y
otros. Este esfuerzo culminé en 1965 con la publicaciéon del articulo emblemé-
tico hecho por Robinson [22], en el cual introduce el principio de resolucion.
El principio de resoluciéon es una regla de inferencia, la cual es en particular
bien-comportada para la automatizaciéon sobre una computadora.

El crédito por la introducciéon de la programacion logica se le atribuye
principalmente a Kowalski [16] y Colmerauer [5], aunque Green [9] y Heyes
|[12| también deberian compartir dicho mérito. En 1972, Kowalski y Colme-
rauer fueron los que establecieron la idea (fundamental) de que la l6gica puede
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ser usada como un lenguaje de programacion. El acronimo PROLOG (PRO-
gramming in LOGic) fue concebido y el primer interpretador de PROLOG
[5] fue implementado en lenguaje ALGOL-W por Roussel, el mismo afio. El
sistema PLANNER de Hewit [13] puede ser considerado como un predecesor
de PROLOG.

Una de las ideas principales de la programacion logica, [debido a Kowalski
[17] v [18]], es que un algoritmo consiste de dos componentes disjuntos: la
logica v el control. La logica declara cudl es el problema que tiene que ser
resuelto, mientras que el control se encarga de declarar como el problema
sera resuelto.

Los sistemas de programacion logica no necesariamente estan basados en
el principio de resolucién, estos pueden ser sistemas no clausales con muchas
reglas de inferencia [2], [10], [11]. Asi, en este trabajo, consideraremos tnica-
mente sistemas de programacion logica basados en el principio de resoluciéon
y en el sistema PROLOG, sin perder de vista que la finalidad u objetivo
del trabajo se encuentra en el estudio de la seméntica de estos sistemas y la
bisqueda de modelos minimales para los mismos mediante operadores. Este
trabajo se basa principalmente en las contribuciones desarrolladas por Pascal
Hitzler y Anthony Karel Seda, presentes en su libro “Mathematical Aspects of
Logic Programming Semantics” [véase [14]]. Por dltimo, es necesario mencio-
nar que lo nuevo en este trabajo es la forma en que se exponen algunos de los
resultados, asi como la modificacién en distintas pruebas, buscando solventar
nuestro conocimiento en el area.

2 Elementos de la Programacion logica y

Programacién declarativa

La programacion declarativa (o programacion inferencial) puede entenderse
como aquel estilo de programaciéon en el cual el programador especifica qué
debe computarse méas que como deben realizarse los computos. En este nuevo
paradigma de programacion un programa consiste de dos partes fundamen-
tales: l6gica y control. La tarea basica del programador se centra en la logica
dejando de lado el control, el cual se asume de manera automética por parte
del sistema. De lo anterior, se infiere que la parte logica determina el signifi-
cado del programa mientas que la parte de control se remite a la eficiencia de
este. Esta distincion posee la ventaja de que la eficiencia del programa puede
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refinarse modificando inicamente el control del programa, sin la necesidad de
una intervencién directa en la logica del algoritmo. En otras palabras, la ca-
racteristica fundamental de la programacion declarativa es el uso de la logica
como lenguaje de programacion, la cual podemos conceptualizar como sigue
[véase [15]]: (%) Un programa es una teoria formal en una cierta logica, en
otras palabras, un conjunto de férmulas logicas que resultan ser la especifica-
cion del problema que se pretende resolver. (xx) La computacion se entiende
como una forma de inferencia o deduccion en dicha logica.

Se considera que la logica empleada debe cumplir ciertos requisitos, como
son: (1) Un lenguaje lo suficientemente expresivo, para con ello lograr que
el campo de aplicacion sea lo suficientemente interesante. (2) Poseer una
semantica operacional, es decir, cierto mecanismo que nos permita ejecutar
los programas. (3) Una seméntica declarativa, la cual nos permitira darle
cierto significado a los programas de manera completamente independiente a
su posible ejecucion. (4) Poseer ciertos resultados de correccion y completitud
que aseguren que lo que se computa coincide con aquello que es considerado
como verdadero (de acuerdo con la nocion de verdad que se este empleando).

En esencia, la seméantica declarativa precisa la sintactica del lenguaje por
medio de la traduccion del significado de los objetos en elementos y estruc-
turas del dominio conocido.

Programacién Légica

La programacion logica ! se basa en fragmentos de la logica de predicados,
siendo el mas usado la logica de las clausulas de Horn (HCL), la cual es
la base para un lenguaje de programacién cuando se posee una semantica
operacional suceptible de una implementacion eficiente. Tal es el caso de la
resolucion SLD, la cual es un método de prueba por refutacion [véase [19] pg.
11.] que emplea el algoritmo de unificacion |véase [19] pg. 24.] como base y
permite la extraccion de respuestas. Como seméntica declarativa se utiliza una
semantica por teoria de modelos que toma como dominio de interpretacion
un universo puramente sintactico, en este caso el universo de Herbrand.

!Para una revision mas amplia constiltese [19]
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Légica de predicados de primer orden

Iniciaremos discutiendo brevemente la sintaxis y la seméntica de un lenguaje
de primer orden [véase [20], [19]].

Un lenguaje de primer orden tiene dos aspectos fundamentales: la sintaxis
y su seméntica. El aspecto sintactico concierne a las formulas bien formadas
admitidas por la graméatica de un lenguaje formal, asi como cuestiones mas
profundas sobre pruebas-teoéricas. Por otro lado, la semantica se centra en los
significados adjuntos a las féormulas bien formadas y los simbolos que éstas
poseen.

Sintaxis de la légica de predicados de primer orden

En general, una teoria de primer orden consiste de un alfabeto, un lenguaje de
primer orden (formulas bien formadas de la teoria), un conjunto de axiomas
(subconjunto designado de las formulas bien formadas) y un conjunto de
reglas de inferencias (usados para derivar los teoremas de la teoria).

Definiciéon 2.1. Un alfabeto A consiste de las siguientes siete clases de sim-
bolos: una coleccion de simbolos constantes (posiblemente vacia) {a,b, ¢, ...};
una coleccion no vacia de simbolos variables {u,v,w,z,y, z,...}; una colec-
cion de simbolos funcionales (posiblemente vacia) {f, g, h,...}; una coleccion
no vacia de simbolos predicados {p, ¢, r, ...}; coleccion de conectivos, en nues-
tro caso, {—,A,V,—, <> }; coleccion de cuantificadores, {3,V}; simbolos de
puntuaci(')n, « ( ;77 « )77 y « ’ ”

En las siguientes definiciones se asumira que .4 denota algin alfabeto fijo
pero arbitrario.

Definicién 2.2. Un término es definido recursivamente sobre A como sigue:
1. Cada simbolo constante en A es un término.
2. Cada simbolo variable en A es un término.

3. Si f es algtin simbolo funcional n-ario en Ay t,ts,...,t, son términos,
entonces f(t1,...,t,) es un término.

Un término es llamado basico si no contiene simbolos variables.
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Definicién 2.3. Un atomo, formula atémica o proposiciéon A sobre A es una
expresion de la forma p(t, ..., t,), donde p es un simbolo predicado n-ario en
Ay t1,...,t, son términos sobre A. Una literal es un 4tomo o la negaciéon de
un atomo.

Los 4tomos algunas veces son llamados literales positivos y los atomos
negados reciben el nombre de literales negadas.

Definicion 2.4. Una formula bien-formada (sobre A) es definida recursiva-
mente como sigue:

1. Cada atomo es una férmula bien-formada.

2. Si F'y G son formulas bien formadas, entonces también lo son —F y
FUOG donde O es cualquier conectivo binario del lenguaje.

3. Si F' es una formula bien-formada y x es un simbolo variable, entonces
Vo F' y dxF también lo son.

Una formula es llamada base si no contiene simbolos variables. Asi, en
particular, un A&tomo base es un atomo que no posee simbolos variables.

Es claro que los paréntesis son necesarios al escribir féormulas bien forma-
das para evitar ambigiiedad. Sin embargo, su uso puede ser minimizado por
medio de su jerarquia de precedencia habitual (orden descendiente) que es
la siguiente; —,V, d tienen una precedencia mayor; seguida por V,A; y por
ultimo —, <.

Definiciéon 2.5. Un lenguaje de primer orden £ dado por un alfabeto A
consiste del conjunto de todas las férmulas bien formadas determinadas por
los simbolos de A. Nos referiremos a términos sobre 4 como términos en o

sobre L.

Ejemplo 2.6. Supongase que A es un alfabeto que contiene como simbo-
los constantes {a, b}, simbolos variables {x}, simbolos funcionales {h} con h
funcional binario, simbolos predicados {p} con p binario y los mismos simbo-
los que se habian definido anteriormente para los conectivos, cuantificadores
y puntuacion. Como ejemplos de términos sobre A se tienen los siguientes:
a,b,z,h(a,a), h(x,a),h(h(a,x),b)... En particular, note que h(a,a) es un tér-
mino base mientras que h(z,a) no lo es.
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Mas aun, los siguientes son ejemplos de férmulas bien formadas en el
lenguaje de primer-orden £ determinado por el alfabeto A: p(a,x), —p(z,b),
p(b,p(a,b)), p(a,b)V-p(z,a), Vep(x,a), Jzp(b, x)..., donde p(b, p(a, b)) es una
formula base (atomica) y Vap(z,a) no lo es.

3 Semantica de la l6gica de predicados de pri-
mer orden

Ahora presentemos, de forma semantica, un estudio de los elementos béasicos
de la logica de predicados de primer orden. Para ello, se adopta el enfoque
usual utilizado en la teoria de modelos con dos variantes que seran esenciales
en el desarrollo de este trabajo. Primero, en su mayoria no se manejaran for-
mulas cuantificadas porque para los propositos de la semantica de programas
logicos, digamos P, generalmente se considerara el conjunto base(P) en lugar
de P mismo, donde sus elementos no contienen simbolos variables ni cuantifi-
cados. La segunda diferencia esencial corresponde a la posibilidad de emplear
més de dos valores de verdad, con sus respectivos valores distinguidos.

En la logica clasica 2-valuada, y en la mayoria de las matemaéticas, es
usual emplear el conjunto TWO = {f, t} con valores de verdad true t y false
f. Sin embargo, en muchos lugares dentro de la programacion logica y otras
areas de la computacion, ha sido ventajoso trabajar con mas valores de ver-
dad en lugar de so6lo estos dos. Por ello, en la formulacién de los conceptos
de valuacion e interpretacion, se trabajara de manera muy general al permi-
tir conjuntos arbitrarios de valores de verdad y ciertos conectivos definidos
sobre ellos. En cualquier caso, 7 denotard un conjunto arbitrario de valores
de verdad o, un conjunto de verdad que contiene al menos dos elementos,
donde uno de ellos puede distinguirse con el valor de verdad t, que denota
true. Ademés, asumiremos ciertos conectivos binarios como funciones sobre
T, digase: la conjuncion (A) y disyuncion (V), un conectivo unario: negacion
(—). Por altimo, la implicaciéon (+—) puede ser dada como un tercer conectivo
binario o puede ser definida en términos de otros conectivos.

Definicién 3.1. Una légica 7 es un conjunto de valores de verdad junto con
las definiciones de aquellos conectivos referidos a esta.

En general, si las definiciones de los conectivos son claras escribiremos
simplemente el conjunto de valores de verdad, 7, para referirnos a la logica
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correspondiente sin causar confusion alguna. Es comin que las definiciones
de ciertos conectivos puedan ser dadas por medio de una tabla de verdad. Asi
es el caso para la logica con dos valores y las logicas que se puedan considerar
para este trabajo.

Las siguientes definiciones son fundamentales para el desarrollo de este
trabajo, empleando en ellas la notacién comin en programacion logica.

Definicién 3.2. Sean £ una lenguaje de primer-orden y D un conjunto no
vacio. Una preinterpretaciéon J para £ con dominio D, es una asignacion
-/ que satisface lo siguiente:

1. Para cada simbolo constante ¢ € £, ¢/ € D.

2. Para cada simbolo funcional n-ario f € £, f/ es una funcién n-aria
sobre D.

Una asignacién J-variable es un mapeo (total) 6, de los simbolos va-
riables de £ a elementos en D.

Sean J una preinterpretaciéon con dominio D y # una asignacion J—variable.
Entonces, se puede asignar a cada término, ¢t € £, un elemento en D (llamada
su denotacién o término asignado) de manera recursiva como sigue:

e Sit es un simbolo variable, (t6)7 = 6(t).
e Si ¢ es un simbolo constante, (t0)7 = ¢”.

e Sit= f(ty,...,t,) simbolo funcional n-ario, donde ¢y, ..., t, son térmi-
nos, (10)” = F((120)7,. ., (t.0)")

e Para los dtomos A = p(ty,...,t,) € L, (A0)7 = p((t10)7, ..., (t.0)7),
que serd llamada instancia J-Base del atomo p(t4,...,t,).

Se denota por B, ; al conjunto de instancias J-base de los atomos en L.
Asi, B s es el conjunto de todos los simbolos p(dy,...,d,), donde p € L es
un simbolo predicado n-ario y dy,...d, € D.

Definicién 3.3. Sean £ un lenguaje de primer orden, J una preinterpretacion
para £ con dominio D y 7 una logica. Una valuacién o interpretacion
para L (basada sobre J) con valores en T es un mapeo v, donde v : Be ;j — T.
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Sean v : By — T una valuacion y ¢ una asignacion J-variable. Entonces,
vy 0 determinan de manera inductiva un valor de verdad bien-definido en 7
para cualquier cuantificador libre, féormula bien formada F' € £ mediante la
construccion de F'y las definiciones de los conectivos en 7. Se dird que v es
un modelo para F', denotado por v |= F', si v asigna el valor true t para F.
Usualmente nos referiremos a valuaciones, interpretaciones y modelos basados
sobre J como J-valuaciones, J-interpretaciones y J-modelos, respectivamente.

Denotaremos por (B ;,7) al conjunto de todas las valuaciones para £
basadas sobre J con valores en T, donde I(B, j,T) sera considerado como
un conjunto ordenado. Tales ordenes sobre I (B, ;,7T) vendran inducidos por
aquellos definidos sobre Ty por tanto B, ; no sera relevante en ello. Asi, con-
sideraremos a las valuaciones o interpretaciones como simples mapeos X — T
con X un conjunto arbitrario y denotando al conjunto de tales mapeos como

I(X,T).

Espacios ordenados de valuaciones

Iniciemos mostrando una notacién conveniente relacionada a la terminologia
de valuacion e interpretacion. Si se consideran estructuras generales tales co-
mo ordenamientos o topologias sobre I(X, T ), entenderemos a las valuaciones
como mapeos. Si 7 es un conjunto con 2, 3 6 4 elementos, es conveniente in-
dentificar a una valuacién con una tupla (ordenada) de conjuntos sobre la
cual ésta toma los diferentes valores de verdad en 7. Asi, para referirnos a es-
tas altimas utilizaremos el término de interpretacién. A continuacion veamos
algunas definiciones que seréan de utilidad.

Definicién 3.4. Sean z,y € D con D-poset. Se dice que x, y son compa-
rables, si se cumple alguno de los siguientes casos; * C y o y C z. En otro
caso, se dice que z,y son incomparables.

Si A es un subconjunto no vacio en D, con (D, C)-poset, diremos que A es
una cadena si para cualesquiera dos elementos de A estos son comparables
respecto a C; diremos que C es un orden total, si D en si mismo esta total-
mente ordenado por C; A es una w-cadena, si A es una sucesion creciente,
digase ag C a1 C ... con a; € A, donde w denota el primer ordinal limite.

Definicién 3.5. Sean A C D subconjunto no vacio y (D, C)-poset. Entonces,
A es llamado dirigido si para todo a,b € A, existe ¢ € A tal que: a C cy
bCec.
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Definicion 3.6. Sea (D, C) un poset. Entonces se define lo siguiente:

1. (D,C) es un orden parcial w-completo (w-cpo) si D tiene un ele-
mento bottom y existe LIA en D para cada w-cadena A € D.

2. (D,C) es una cadena completa, si cada cadena en D posee un supre-
mo.

3. (D,C) es un orden parcial completo (o cpo), si existe LA en D para
cada A subconjunto dirigido en D y D tiene un elemento bottom.

4. (D,C) es una semi-lattice superior completa, si existe UA en D
para cada A subconjunto dirigido en D y existe MA, para cada A C D.

5. (D,C) es una lattice completa, si para cada A subconjunto de D
existen LIA e MA en D.

Definicién 3.7. Sean D, E posets y f: D — E una funcion.

e f es llamada mondtona, si para todo a,b € D con a C b, se tiene que
f(a) C f(b) en E?

e Si D, E son w-cpo, entonces f es llamada w-continua si f es mon6tona
y para cada A, w-cadena en D, se tiene que | | f(A) = f(|]A).

e Si D, E son cpo, entonces f es llamada continua (u orden continuo)
si f es mondtona y para cada subconjunto dirigido A en D se tiene

L r(A) = F(JA).

Observacién No es dificil probar que una funcién entre ordenes parciales
completos, digase f : D — FE, es continua si, y solo si, f es monétona y
L] f(A) = f(L|A), para cada cadena A en D.

Definicién 3.8. Sean D un conjunto y f: D — D una funcion.

e Si x € D satisface f(x) = z, entonces z es llamado un punto fijo de

f

e Si (D,C) poset, y € D tal que y C f(y)(f(y) C y), entonces y es
llamado un punto post-fijo (un punto pre-fijo).

2f es llamada antitona si f(b) C f(a) con a C b.
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e Si x es punto fijo de f, tal que para cualquier punto fijo y de f se tiene
x C y, entonces x es llamado el menor punto fijo de f, denotado por
Ipf(f) = x. De manera completamente andloga, se pueden definir el
menor punto post-fijo y el menor punto pre-fijo.

Por ultimo definamos la potencia ordinal f 7 o« de una funcién mo-
nétona, f, sobre un cpo (D, C) como sigue:

o f10=1.
e Para cualquier ordinal o, f T (a+1) = f(f 1T ).
e Si a es un ordinal limite, f T a=||{f 18| 8 < a}.

Los siguientes dos teoremas son fundamentales en el manejo de la seméan-
tica de programas logicos y cuyas pruebas pueden consultarse en [23] y [24].

Teorema 3.9 (Kleene). Sean (D,C) unw —cpo y f: D — D es w-continua.
Entonces, f tiene un menor punto fijo v = f 1 w el cual es, también, su
menor punto pre-fijo.

Dado que toda funcién continua es w-continua, el resultado 3.9 puede
ser aplicado a funciones continuas sobre cpos. Mas atn, si la funcién no es
w-continua pero es monoétona, la existencia del menor punto fijo puede garan-
tizarse de la siguiente manera.

Teorema 3.10 (Knaster-Tarski). Sean (D,C) un cpo, f : D — D mondtona
yx € D tal que x T f(x). Entonces existe a € D tal que a es el menor punto
fijo de f con x C a, el cual es también el menor punto pre-fijo de f, y existe
el menor ordinal o tal que a = f*(x). Mds ain, f admite un menor punto
fijo a, el cual es también, su menor punto pre-fijo.

Muchos aspectos tebricos de las ciencias de la computacion dependen de la
nociéon de conjunto parcialmente ordenado. Sin embargo, con frecuencia son
requeridas mas estructuras, ademas de las proporcionadas por un orden par-
cial. Por ejemplo, se necesitan estructuras extras para modelar lenguajes de
programacion estandar que proporcionen una teoria abstracta de la compu-
tabilidad tanto como una teoria viable sobre puntos fijos. En la actualidad,
se conoce que la teorfa de Scott sobre dominios proporciona un espacio con
una estructura adecuada para estudiar los objetivos mencionados.
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Definicion 3.11. Sean (D, C) un poset y a € D. Se dice que a es un elemento
compacto o finito en D si, siempre que A C D dirigido y a C LA, se cumple
a C x para algin x € A. El conjunto de todos los elementos compactos en D,
se denota por D.>.

Definicién 3.12. Sea (D,C) un cpo.

e D es un cpo algebraico si, para cada x € D, el conjunto approz(z) =
{a € D, | a C x} es dirigido y = Uapprox(z).

e D es consistentemente completo si siempre que el conjunto {z,y} C
D es consistente (es decir, x e y tienen una cota superior en comun),
entonces LI{z,y} existe en D.

Definicién 3.13. Un dominio de Scott-Ershov, dominio de Scott o sim-
plemente dominio es un cpo algebraico consistentemente completo.

Es posible dotar al conjunto de valores de verdad 7 con una relacion,
digamos <, con la cual (7, <) puede ser un cpo, una semi-lattice superior
completa, una lattice completa, un dominio de Scott (con elemento minimo,
bottom (L)) o incluso una bilattice cuando se le asocie con dos 6rdenes com-
patibles. En el caso particular en que 7 sea dotado de un orden, <, se puede
definir el correspondiente ordenamiento puntual sobre I(X,7) denotado
por C vy definido para cuales quiera v; v ve como sigue: vy C vy si y solo si
v1(z) < wy(x), para todo x € X.

Observacién 1. Si < es un orden parcial, entonces T también lo es.
Mas atn, si L es el elemento bottom de 7T, la valuaciéon que mapea cada
elemento x € X a L servira como elemento bottom en I(X,7) y se denotara
tal valuacion, una vez més, por L sin causar confusion alguna.

Finalmente, supongamos que (7, <) es un dominio de Scott, entonces se
dird4 que una valuacién v € I(X,7T) es finita, si para cada = € X, v(z) es
un elemento compacto en (7, <) y el conjunto {z € X | v(z) # L} es finito.

Anélogamente, las propiedades sobre la estructura de 7 se pueden heredar
a I(X,T) las cuales pueden ser establecidas en el siguiente resultado.

Teorema 3.14. Sean X un conjunto no vacio, (T, <) un conjunto de valores
de verdad dotado con elemento bottom L e I(X,T) dotado con el ordenamien-
to puntual y elemento bottom recién definidos.

3D. # 0, ya que, en un cpo bottom siempre es compacto.
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1. Si (T, <) es ordenado parcialmente, entonces I1(X,T) es ordenado par-
cialmente.

2. Si(T,<) es w— cpo, entonces I(X,T) es w — cpo.
3. Si (T,<) es cpo, entonces I(X,T) es cpo.

4. 81 (T,<) es una semi-lattice superior completa, entonces 1(X,T) es
una semi-lattice superior completa.

5. 81 (T, <) es una lattice completa, entonces [(X,T) es una lattice com-
pleta.

6. Si (T,<) es un dominio de Scott, entonces I(X,T) es un dominio de
Scott. En esta situacion los elementos compactos de I(X,T) son las
valuaciones finitas.

Demostracion. (1) Es inmediato verificar que I(X,7) es un ordenamiento
parcial a partir del ordenamiento que éste posee.

(2) El argumento es similar a (3) por lo que serd omitido.

(3) Sea M C I(X,T) un subconjunto dirigido. Afirmamos que para cual-
quier x € X, M(z) = {v(z) | v € M} es un conjunto dirigido. En efecto,
sean © € X y vy,vy € M tales que vy(z),v9(x) € M(x). Entonces, existe
vg € M tal que v; < vz y ve < ws, asi v1(z) C v3(x) y va(x) C wvz(x). Por
tanto, M (x) es dirigido. Mas atn, dicho conjunto posee un supremo en 7T
va que (7,<) es un cpo. Por lo anterior, se puede definir una valuacién vy,
en X, por vy (z) == | {v(z) | v € M} = | [(M(z)), donde es facil verificar
que vy es el supremo de M en I(X,T). De hecho, para cualquier conjunto
dirigido M C I(X,T), | | M satisface la siguiente relacion: para cada = € X,
(LUM)(z) = J(M(z)), donde M(z) := {v(z) | v € M}. En efecto, sea
v e X, vease que (1) (L1M)() < UM() y Gi)(LIM)(@) > LI(M(z)).
Para (i), dado que para toda v € M : v(z) < vy (), entonces v T vy, Asi,
LIM C vy y por ello, ([JM)(z) < va(z). Para (ii), dado que para toda
v € M, v C [ |M. Entonces, para toda v € M : v(z) < ([JM)(z). Asi,
om(z) < (M) (). De (i) y (i) se tiene lo pedido. Por tanto, I(X,T) es un
cpo.

(4) Por lo argumentado en (3), para cada M C I(X,T) subconjunto
dirigido existe el supremo | | M. Més atn, para cualquier M C I(X,T) se
tiene que existe []M y es definido por: ([(M)(z) = [(M(x)) para cada
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r € X, donde M(x) es como se definié en (3). Por tanto, I(X,7) es una
semi-lattice superior completa.

(5) Se sigue de manera inmediata por los incisos (3) y (4).

(6) Mostremos primero que las valuaciones finitas son los elementos com-
pactos. Supongase que v es una valuacion finita y que {z € X |v(x) # L} =
{z1,...,2,} = V. Ademas, supongamos que M = {uy | k € K} es un conjun-
to dirigido de valuaciones en I(X,7) tal que v C | | M. Sea z; € V. Entonces,
se tiene que v(z;) < |JM(z;) = || (M(z;)). Lo anterior implica que, v(z;)
es un elemento compacto y {ux(x;) | k € K} es un conjunto dirigido. Por lo
tanto, para cada i = 1,n, existe uy, € M tal que v(x;) < uy,(z;). Como M es
dirigido, existe u € M tal que ui, C u para todo ¢, y por tanto, se sigue de
manera inmediata que v C u. Se concluye que v es compacto.

Reciprocamente, supongamos que u es cualquier valuaciéon sobre X y sea
M el conjunto de todas las valuaciones finitas v tales que v C w. Veamos
que M es dirigido. En efecto, sean v,vo € M valuaciones no triviales y
x € X tales que vi(z) # L y ve(z) # L (hay s6lo un namero finito de tales
x que lo cumplen). Notese que approx(u(z)) es un conjunto dirigido en T,
que vi(x),ve(x) € approx(u(z)) y por considerar valuaciones de un-punto
(llamadas, aquellas valuaciones w tales que w(x) # L en al menos un valor,
X), existe vs(x) € approx(u(z)) tal que vi(z) < v3(z) y ve(z) < v3(z). De lo
anterior se sigue que, existe vs € M tal que v;1 C v3 y vo C v3, y por tanto M
es dirigido. Mas atn, dado x € X,y a € approz(u(zx)) es posible elegir por v*
a alguna valuacion de un-punto que satisface v*(x) = a y v¥(y) = L para todo
y # . Entonces, se verifica que vZ € M y | [{v¥ | a € approz(u(z))} = u(x).
Asi, | | M = u.

Se sigue de las observaciones anteriores que si u es compacto, entonces
existe v € M tal que u C v. Por tanto el conjunto {x € X | v(z) # L}
es finito. Afirmamos que, para cada © € X, u(z) es un elemento compacto
en (7,<). En efecto, supongamos lo contrario, es decir, existe o € X tal
que u(zp) no es compacto en (7, <). Entonces, existe al menos un conjunto
dirigido N € T tal que u(xy) < | |N, para el cual no existe n € N con
u(zg) < n.Paracadan € N definase la familia N} := {u, € [(X,T) |n € N}
donde u,(z) = u(x) para todo = # x¢ y u,(zo) = n. Entonces, N, es dirigido
v u C | {u, | n € N}, sin embargo, ain no se tiene u C u, para cualquier
n € N. Esto contradice el hecho de que u sea un elemento compacto. Por
tanto, se cumple la afirmacion. Asi, los elementos compactos son, de hecho,
las valuaciones finitas e, incluso, se observa que approx(u) es dirigido y que
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| |approx(u) = u para cada valuacion u € I(X,T).

Finalmente, si u; y us son dos elementos finitos consistentes en I(X,7T),
entonces la valuacion definida por v(z) := | [{u1, us} para cada x € X, es el
supremo de uy y uy (el cual es un elemento finito). O

Conjuntos TWO

Una gran parte de la seméntica declarativa para programas logicos emplea la
logica clasica 2-valuada. En esta secciéon se discutiran las propiedades de los
conjuntos TW O, implicitos en las légicas mencionadas. En la logica clésica
el ordenamiento usual tomado es truth, el cual es un orden parcial denotado
por <; que satisface f<;t. Por ello, TWO resulta ser una lattice completa
con elemento bottom f.

Definiciéon 3.15. Sean t;,t; € TWO. Se define la implicacién para tq,t,
como sigue; t1 < to toma el valor f si, y solo si, t; <; t5, v t en otro caso.

El siguiente resultado se obtiene como consecuencia de una aplicacion
directa del Teorema 3.14, con el correspondiente ordenamiento puntual indu-
cido.

Teorema 3.16. Sean X un conjunto arbitrario y T = TWO. Entonces
I(X,T) es una lattice completa con el orden <,. Mds ain, el conjunto (X, T)
es un dominio de Scott, donde sus elementos compactos son aquellas valua-
ciones v para las cuales el conjunto {x € X | v(z) # L} es finito.

Dada v una valuacién, se define de manera tinica una particion de X de la
siguiente manerajve = v~ (f) y vy = v~ 1(t), donde alguno de ellos puede ser
incluso vacio. Con la notacion anterior, una valuaciéon v que toma valores en
TW O queda completamente determinada por I = v. Por tanto, tal valuacion
puede ser identificada con I. Reciprocamente, cualquier I C X determina una
valuacion v : X — TWO con la propiedad: v(z) =t si, y solo si, z € I.

La relaciéon biunivoca entre mapeos y tuplas de subconjuntos nos permite
utilizar indistintamente tales conceptos.

Definicién 3.17. Una valuaciéon que tome valores en TWO sera llamada
2-valuada.

La identificacion mencionada de valuaciones con tuplas de conjuntos, per-
mite definir una relaciéon que lleva el ordenamiento puntual de valuaciones
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sobre el ordenamiento puntual de interpretaciones y se empleara la misma no-
tacion para los ordenamientos en los casos correspondientes. En consecuencia,
se obtiene el siguiente resultado cuya prueba es directa.

Teorema 3.18. Sean [ y K interpretaciones 2-valuadas. Entonces I T K
st, y solo si, I C K como subconjuntos de X. El elemento bottom para el
conjunto de interpretaciones 2-valuadas estd dado por el conjunto vacio.

Dado que se esta trabajando con una lattice completa, se tiene que la
valuacion que mapea cada elemento de X en el correspondiente elemento
top, es en si mismo un elemento top para el espacio de valuaciones.

Modelos y operadores sobre programas légicos

Se daré inicio a esta secciéon definiendo uno de los conceptos base para trabajar
con un programa logico.

Definicién 3.19. Sea £ un lenguaje de primer orden. Una clausula de
programa o regla en £ es una formula de la forma (Vaq)...(Va)(A +
LiAN---ANL,) donde [,n € N, “A” es un atomo en L, “L;” literales en £ con
ie{l,...,n}y“z;” variables que ocurren en la férmula con j € {1,...,}.

Para simplificar la notaciéon nos referiremos tinicamente por A < Ly, ..., L,
a una clausula del programa, donde el atomo “A” es llamado la cabeza de
la clausula, cada “L;” es llamada literal del cuerpo de la clausula y el
“Lq,...,L,” es llamado el cuerpo de la clausula.

Como un abuso de notacion, se permitird que n = 0 en el sentido que el
cuerpo de la clausula es vacio. En este caso, la clausula (A <) o simplemente
A es llamada clausula unitaria o hecho®. Si una literal del cuerpo L es un
atomo B, entonces se dice que B ocurre positivamente en el cuerpo de la
clausula. Por otro lado, si L es un 4&tomo negado, digase =B, entonces se dice
que B ocurre negativamente en el cuerpo de la clausula. Por tanto, una
clausula tipica sera denotada por A <+ Aq,..., A,,—B1,...,—B,, donde A; y
Bj son atomos en L con el respectivo corrimiento de los indices ¢, j.

En general se considerarén tres tipos de programas légicos, que son:

*Algunas veces se escribiran las clausulas simplemente como A <cuerpo, donde “cuer-
po"denota el cuerpo de la clausula.
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1. Programa légico normal, aquel que posee un conjunto finito de clau-
sulas.

2. Programa logico definite, aquel programa logico en el cual no ocu-
rren simbolos negados.

3. Programa légico proposicional, aquel programa logico en el cual
todos los simbolos predicados son de aridad cero.

El término programa se usara en el sentido de programa normal.

Cada programa P tiene asociado un lenguaje denotado por Lp, el cual
llamaremos base de un lenguaje del programa P. Lp no serd dado de manera
explicita pero se sobre entiende que el lenguaje consiste de las constantes,
variables, funciones y simbolos predicados que ocurren en el programa P.
Convenimos que cuando P no contenga algtin simbolo constante se anadira
uno.

Por altimo, como una convencién relativa a programas logicos, se establece
que los simbolos constantes, funcionales y predicados se denotaran mediante
letras mintsculas, mientras que los simbolos variables se denotaran por letras
mayusculas.

Los siguientes ejemplos de programas exhiben lo mencionado en lineas
anteriores.

Ejemplo 3.20 (Programa-Tweetyl). Sea Tweetyl el programa que consiste
de las siguientes clausulas.

pingiino(tweety) <
ave(bob)

ave(X) <+

vuela(X) <+ ave(X),—pingiiino(X)

pingiino(X)

Por tanto, Tweetyl representa los siguientes hechos: tweety es un pingiiino,
bob es una ave, todos los pingiiinos son aves y cada ave que no sea un pingiiino
puede volar.

Ejemplo 3.21 (Programa-Even). Sea Even el programa que consiste de las
siguientes clausulas.

par(a) <
par(s(X)) <« —par(X)
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El significado interpretado de este programa es el siguiente: “a” es el ntimero
natural 0 (cero) y “s” es la funcion sucesor sobre los nimeros naturales. Asi,
el programa representa los siguientes hechos; “0” es par y si algiin niimero no

€S par, entonces su sucesor es par.

Ejemplo 3.22 (Programa-Lenght). Sea Lenght el programa que consiste de
las siguientes clausulas.

longitud(] J,a) <
longitud([H | T],s(X)) <« longitud(7,X)

Siguiendo la convencion de Prolog, [ | denota la lista vacia y [- | -] denota
una funciéon binaria cuyo significado deseado es el constructor lista y donde
el primer argumento es la cabeza de la lista y el segundo argumento es la
cola. Asi, el programa Lenght se puede entender como una forma recursiva
de definir la longitud de una lista, usando la notacién sucesor para nimeros
naturales del programa 3.21. Mas atin, Lenght es un ejemplo de un programa
definite.

Consideremos ahora el estudio semantico de los programas.

Definicién 3.23. Sean P un programa con lenguaje base Lp y D un con-
junto no vacio. Una preinterpretaciéon J para P con dominio D, es una
preinterpretacion J para Lp con dominio D.

Sean J una preinterpretacion para el programa P con dominio D y ¢ una
asignacion J-variable. Dada una clausulaC'en Pcon C = A« Ay, ..., Ay, 2By, ... ,-
se define (C0)7 como,

(A0)7 «— (A10)7, ..., (A0)7, ~(B,0),....~(B0)".

Usualmente a (C6)” se le llama una instancia J-bésica de C. Se denotara
al conjunto de todas las instancias J-béasicas de clausulas en P por Base;(P).
Por tltimo, se denotard por Bp 3 al conjunto B, ; de todas las instancias
J-base de atomos en Lp, es decir, la colecciéon de todos los elementos de
la forma p(dy,...,dy,), donde p es un simbolo predicado n—ario en Lp y
dy,...,d, € D.

En general, se trabajara sobre una preinterpretacion fija J elegida arbi-
trariamente y omitiremos hacer referencia a ella, si no causa confusion. Asi,
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se escribira inicamente; Bp, Base(P), instancia bésica, ... en lugar de lo ya
mencionado. De la misma manera uno se referird a los elementos de Base ;(P)
como clausulas (base) y se aplicara la terminologia ya definida para clausulas
de programas a las clausulas base, tales como “definite”.

Una de las principales interpretaciones para el estudio de programas 16-
gicos son las llamadas preinterpretaciones de Herbrand, las cuales son
suficientes para el estudio de programas logicos [véase [19]]. Por tanto, en este
trabajo formularemos las definiciones béasicas en completa generalidad dado
que ello no produce ningtn trabajo extra y consideraremos la preinterpreta-
cion de Herbrand a no ser que se mencione lo contrario.

Definicion 3.24. Sea un programa P con lenguaje base Lp. Entonces: (1)
El universo de Herbrand Up de P, es el conjunto de todos los términos
base en Lp. (2) La preinterpretaciéon de Herbrand, digase J para P, tiene
como dominio a Up y se define sobre los simbolos funcionales y constantes
como sigue:

e Para cada simbolo constante ¢ € Lp, ¢/ = c.

e Para cada simbolo funcional n-ario f € Lp, J le asigna a f el mapeo
7 U — Up definido por, f7(ty, ..., t,) = f(t1,...,tn).

Ejemplo 3.25. Para el programa Tweetyl(Ejemplo 3.20), se tiene:

UTweety1 = {bob, tweetyl,

Bruyeety1 = {pingiiino(bob), pingiiino(tweety),
ave(bob), ave(tweety),
vuela(bob), vuela(tweety)},

Y Base(Tweetyl) consiste de las siguientes clausulas.

pingiino(tweety) <
ave(bob) <+
ave(tweety) < pingiiino(tweety)
ave(bob) < pingiiino(bob)
vuela(tweety) < ave(tweety), —pingiiino(tweety)
vuela(bob) < ave(bob), —pingiiino(bob)
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Consideremos de nueva cuenta el programa Even (Ejemplo 3.21) e intro-
duzcamos la siguiente notacién: para cada n € IN, s"(z) denota al término
s(s(...s(x)...)) con n ocurrencias de s.

Ejemplo 3.26. Se tiene para el programa Even, lo siguiente:

uTweetyl = {Sn(a> ‘ a € ]N},
BTweetyl = {par(sn(a)) ’ n € IN}.

Ademas, Base(Even) consiste de las siguientes clausulas para cada n € N,

par(a) <«
par(s"t'(a)) <« —par(s"(a)).

Notese que el conjunto Base(Even) es infinito, de hecho es mas sencillo
tomar al conjunto Base(P) como un programa proposicional infinito (contable)
y estudiarlo de esta manera en lugar de P mismo. Por tanto, se tomara ventaja
de su notacién como sigue.

Ejemplo 3.27. Sea P el siguiente programa.

P q
q < p

Entonces Bp = {p,q} y Base(P) = P. Notese que en este caso la preinter-
pretacion no juega algun rol.

Ahora, se daran las nociones bésicas sobre interpretacién y modelo para
programas.

Definicién 3.28. Sean P un programa, J una pre-interpretacion para P con
dominio D y T una logica. Una interpretacién (o valuaciéon) para P con
valores en T (basada sobre J), es una interpretacion o valuacion definida
sobre Bp; con valores en 7. Una interpretacion / para P es un modelo
para P, si para cada clausula C' € Base;(P); I(C) = t.

Los tres conjuntos arriba definidos poseén la estructura tedrica de orden
descritas en el Teorema 3.16 relativa a los ordenes que se discutieron en 3.
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El operador de un solo paso y modelos soportados

Recordemos que la semantica declarativa para programas logicos se da me-
diante la seleccion de modelos adecuados. Tal seleccion puede ser descrita
mediante un operador, el cual mapea interpretaciones en interpretaciones y
cuyos puntos fijos seran los modelos ideales para el programa. En esta seccion
se introducird el primero de dos operadores que se estudiaran en el contexto
de la sémantica declarativa, llamado el operador de un solo paso u ope-
rador de consecuencia inmediata debido a Kowalski y Van Emden [véase
[25]].

Definicién 3.29. Sean P un programa loégico normal y J una preinterpreta-
cion para P. El operador de un solo paso u operador consecuencia in-
mediata Tp; : Ip; — Ip; esta definido de la siguiente forma; dado I € Ip 4,
Tp(I) es el conjunto de todos los basicos A € Bp ; para los cuales existe una
clausula A <— Ly,..., L, € Base;(P) que satisfaga I = {L; A--- A L,}, es
decir, I(Ly A--- A L,) = t.

Trabajaremos con la logica clasica 2-valuada, por tanto Ip o Ipy se en-
tiende por Ip ;2 donde J es una preintepretaciéon dada.

La importancia del operador de un solo paso es clara a partir de la siguiente
proposicion.

Proposicién 3.30. Sea P un programa. Entonces, I es modelo para P si, y
solo si, I es un punto pre-fijo del operador Tp.

Demostracion. =] Sean I € Ip un modelo para Py A € Tp(I). Entonces,
existe una clausula C' = A < Ly,..., L, € Base(P) donde I = (cuerpo) = t.
Como I es un modelo, I(C) = t. Por tanto, I(A) = t y de ahi que, A € I.
Asi, Tp(I) C I.

[« Supongase que Tp(I) C Iy considere laclausulaC' = A < Ly,..., L, €
Base(P) tal que I =Ly A--- A L,. Entonces, A € Tp(I) C I. Asi, I(A) = t.
Por tanto, /(C) = t. O

Observemos que Bp siempre es un modelo para P, pero en general Bp
no es adecuado para capturar la seméntica declarativa de los programas, es
decir, el “significado deseado” de los programas dado que Bp contiene muchos
elementos. Por tanto, un enfoque estandar para la seméantica declarativa invo-
lucra la imposicion de ciertas condiciones adicionales que los modelos deben
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satisfacer para calificar como “modelos adecuados”. Sin embargo, es razonable
pensar que las condiciones que se elijan, en este contexto, dependen sobre la
comprension particular que uno le puede dar, de lo que podria significar. Por
ello, nos dedicaremos a la presentacion y al estudio de las diferentes condicio-
nes que han sido propuestas por diversos autores para resolver este problema.

La observacion anterior sugiere pensar en la bisqueda de modelos minima-
les. Por tanto, los casos donde exista un modelo minimo serdn de particular
interés para este trabajo.

Teorema 3.31. Sean P un programa definite y J una preinterpretacion fija
para Lp. Entonces se cumplen los siquientes resultados.

(a) Tp es un orden continuo sobre Ip.

(b) P posee un (J-)modelo minimo, el cual coincide con el minimo punto
figo de Tp y es wgual a Tp T w.

(¢) La interseccion de cualquier coleccion no vacia de (J-) modelos para P,
es un modelo para P. Por lo tanto, un programa definite no puede tener
dos modelos minimales distintos para P. Mds aun, la interseccion de la
coleccion de todos los modelos para P coincide con el modelo minimo
para P.

Demostracion. (a) Véase primero que Tp es monotono. Sean I, K € Ip con
I C K y supongamos que A € Tp(I). Entonces existe una clausula A <«
cuerpo € Base(P) con cuerpo C I. Asi, cuerpo C K,y de ahique A € Tp(K).

Ahora, sean Z = {I, | A € A} una familia dirigida de interpretaciones
2-valuadas e I = | |Z = |JZ. Como el orden que se esta considerando es
la inclusion de conjuntos usual y por la defincion de Tp, se sigue de mane-
ra inmediata que Tp(Z) es dirigido. Por la observacién 3 tGnicamente resta
mostrar que Tp(I) C |JTp(Z). Para ello, supongamos que A € Tp(I). En-
tonces hay una clausula (definite) C' = A < Ay,..., A, € Base(P) tal que
Ay, ..., A, € I. Por tanto, existen I, con A; € I, parai = 1,...,n. Como
7 es dirigido, existe Iy € Z con I, C I, con i = 1,...,n. Por tanto, el cuer-
po de C esta en I, es decir, I\(cuerpo) = t, y de lo anterior se tiene que
A€ TP(I)\) Por tanto, A€ UTP(I)

(b) Por la condicion (a), es posible aplicar el Teorema de Kleene |Véase
3.9] para asegurarse que Tp tiene un minimo punto fijo, el cual coincide con,
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Tp T w. Mas atin, es el menor punto pre-fijo de Tp. Asi, por la proposicion
3.30, Tp T w es el modelo minimo para P.
(c) Es claro. O

En conclusién, la seméntica de modelos minimos es muy satisfactoria para
los programas logicos definite desde varios puntos de vista dado que se puede
mostrar, por ejemplo, que el minimo modelo para un programa definite se
corresponde bastante bien con el “procedural interpretation” de los programas
16gicos®. Por ello, se ha tratado de generalizar el Teorema 3.31, sin embargo
tales propuestas siguen fallando de distintas maneras. Por ejemplo, véase el
siguiente programa.

Ejemplo 3.32. Sea P el programa que consiste de las siguientes clausulas.

p<—q
q<—p
T4 T

Entonces {p,r} y {¢,r} son modelos minimales para P, pero incomparables.
Por tanto, P no tiene modelo minimo y por ello, P no tiene puntos fijos.
Por ltimo, sin ninguna dificultad se puede verificar que Tp(0) = {p,q,7} vy
Tp(p,q,7) = 0. Por tanto Tp no es monotono.

En la literatura en cuestion se ha abordado el problema relativo a la
ausencia de modelos minimos de distintitas maneras, que sugieren el uso de
modelos especificos. Asi, de esta manera, revisaremos dos de estos enfoques
iniciando con el siguiente ejemplo, el cual se emplearé para establecer el primer
modelo que se trabajara.

Ejemplo 3.33. Sea el programa Even 3.21 con los modelos siguientes:

K1 = {par(s®"(a)) | n € N},
Ko = {par(s>**1(a)) | n € N}.

Se verifica sin mucha dificultad que ambos modelos son minimales pero K;
resulta ser un modelo mas adecuado dado que logra captar el significado
deseado que intenta dar Even, mientras que K5 no lo hace. En esencia, lo
anterior se relaciona con el siguiente hecho; par(s(a)) = t respecto a Ky pese

"Para més detalles sobre esto véase [19] y [1].
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a que el programa no da una justificaciéon para ello. Asi, de manera intuitiva,
es razonable decir que siempre que un atomo tome el valor “true” en algin
modelo deseado para el programa, entonces éste deberia tomar el mismo valor
por una razon provista por el programa mismo.

Definicién 3.34. Una interpretacién [ para un programa P es llamada so-
portada, si para cada A € [ existe un clausula A < cuerpo € Base(P) con
I(cuerpo) = t.

En el ejemplo 3.33, K; es soportado mientras que K5 no lo es. De hecho,
en una seccién posterior mostraremos que K7 es el tinico modelo soportado
para Even. Asi, para algunos programas ser soportado es un requerimiento
apropiado de los modelos.

Ahora, veamos la relaciéon que hay entre los modelos soportados y el ope-
rador de un solo paso.

Proposicion 3.35. Sea P un programa normal. Entonces, I es una inter-
pretacion soportada para P si, y solo si, I es un punto post-fijo del operador
Tp. Ademds, I es un modelo soportado para P si, y solo si, I es un punto fijo
del operador Tp.

Demostracion. Sea I una interpretacion soportada para Py supongamos que
A € 1. Entonces, existe A « cuerpo € Base(P) con I(cuerpo) = t, por
tanto A € Tp(I). Lo anterior muestra que, I C Tp(I). Por tanto, I es un
punto post-fijo de Tp. Supongamos, por otro lado, que I es un punto post-
fijoy A € I. Entonces A € Tp(I), por ser I post-fijo. Por tanto, existe una
clausula en la base del programa, A < cuerpo € Base(P) con I(cuerpo) = t,
lo cual muestra que I es un modelo soportado para P. Finalmente, usando
la proposicion 3.30, se tiene que una interpretaciéon para P es un modelo
soportado para P si, y solo si, la interpretacion es tanto un punto post y
pre-fijo del operador T, es decir, si, y solo si, es un punto fijo de T,,. O

Ejemplo 3.36. Considérese el programa Tweetyl del ejemplo 3.20. Enton-
ces,se puede verificar sin ninguna dificultad que Tweetyl tiene como modelo
soportado al siguiente conjunto:

M = {pingiiino(tweety), ave(bob), ave(tweety), vuela(bob)}.

Es posible mostrar que M es el Gnico modelo soportado para Tweetyl.
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En el contexto de programacion logica basada en resolucion, los modelos
soportados son mejores que aquellos que inicamente son minimales, dado que
ellos representan mejor la idea del programador, quien define a una cldusula
como una forma de equivalencia mas que, como una implicaciéon |véase [3]].

Observacién 3. Dado que los modelos minimos para un programa definite
son los puntos fijos del operador de un solo paso, por el Teorema 3.31 se
obtiene de manera inmediata que todo modelo minimo es soportado.

En conclusion, el Teorema 3.9 y 3.10 no son validos en general para todo
programa normal, debido a la no monotonia del operador de un solo paso en
estos programas. Asi, para la obtencion de los puntos fijos del operador de un
solo paso es natural el empleo de teoremas sobre puntos fijos, en los cuales
no es necesario la monotonia del operador.

El operador de Gelfond- Lifschitz y modelos estables

Un inconveniente que se presenta en la semantica para modelos soportados es
el hecho que los programas definite pueden tener mas de un modelo soportado.
Para ello, véase el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.37. Sea P el programa que consiste de la siguiente clausula,
p < p. Entonces, tanto () como {p} son modelos soportados para P.

Tal inconveniente puede ser resuelto mediante la introduccion de los mo-
delos estables, para los cuales serd necesario el siguiente resultado auxiliar.

Proposiciéon 3.38. El minimo modelo, Tp T w, para un programa definite
P, es el inico modelo M para P que satisface la siguiente condicion: existe
un mapeo | : Bp — «, para algin ordinal «, tal que para cada A € M,
existe una cldusula A — cuerpo € Base(P) con M(cuerpo) =t, y para cada
B € cuerpo; [(B) < I(A).

Demostracion. =]Supongase que el modelo minimo es Tp 1w = M. Toémese
a = w y definase [ : B, — « por medio de [(A) =min{n | A€ T, T (n+1)}
si, A€ Myl(A) =0si, A ¢ M. Para cada n ocurre que ) C Tp 1 1 C
- CTptnC--CTptw=",,,Tp T m, con lo cual se observa que I
esta bien definida y el minimo modelo, Tp T w, para P tiene las propiedades
requeridas.

[« Supongamos que M es un modelo para P que satisface las condiciones
dadas para algiin mapeo [ : B, — «. Entonces, affrmese lo siguiente: A &
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M= AeTp 1 (I(A)+1). Si, [(A) = 0 entonces, es claro que A € Tp 1 1.
Ahora supongamos que, la afirmacion se cumple para todo A con [(A) < n.
Véase que también se cumple si [(A) = n. En efecto, sea A € M, existe
A < cuerpo € Base(P) tal que M (cuerpo) =ty VB € cuerpo, [(B) < I(A).
Entonces, B € Tp 1 (I(B)+1) para todo B € cuerpo, por hipotesis inductiva.
De ahi que, cuerpo € Upceperpo Ip T ((B) +1) € Tp 1 (I(A)). Por tanto,
existe A < cuerpo € Base(P) tal que cuerpo € Tp T (I(A)), es decir, A €
Tp 1 (I(A) + 1). De la afirmaciéon probada, se sigue que M C Tp T w y por
ello que M = Tp 1 w, ya que de la minimalidad del modelo Tr 1 w se tiene
que Tp T w C M. ]

Los mapeos [, mencionados en la Proposicién anterior, cominmente son
llamados mapeos de nivel. En ocasiones serd necesario extender tales ma-
peos a literales asumiendo que tales extensiones satisfacen que [(—A) = [(A),
para cada atomo A.

La siguiente definicion de modelo estable relaciona la propiedad recién
establecida sobre el operador Tp y la de modelo soportado ©.

Definiciéon 3.39. Una interpretacion I para un programa P es llamada una
interpretaciéon bien soportada si existe un mapeo de nivel [ : Bp — «,
para algin ordinal «, tal que para cada A € I, existe una clausula C €
Base(P) de la forma A < Ai,..., A,,—By,..., 2By de tal manera que el
cuerpo de C' cumple: I(cuerpo) =ty l(A;) < (A) para todoi=1,...,n.

En particular, un modelo bien-soportado sera llamado un modelo esta-
ble.

Teorema 3.40. (1) Cada modelo estable es soportado y minimal. (2) Cada
programa definite tiene un unico modelo estable, el cual es su modelo minimo.

Demostracion. (1) Sean P un programa, M un modelo estable para Py [
un mapeo de nivel con el cual M es estable. Que M es soportado es inme-
diato a partir de la Definicion. Veamos que M es minimal. Supéngase que
K es un modelo para P con K C M. Entonces, existe A € M \ K. Sin
pérdida de generalidad, supongamos también que A es tal que [(A) es mi-
nimal. Dado que M es bien-soportado, existe una clausula C' de la forma

6Véase [4], donde se exhibe que los modelos estables pueden ser introducidos de esta
manera.
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A<+ Ay,... A, —By,...,mB; € Base(P) tal que paracadai=1,...,ny
j=1,...,k se tiene que A, € M, [(A;) < l(A)y B; ¢ M D K. Entonces,
B; ¢ K para cada j y por la minimalidad de [(A) se tiene que A; € K para
cada i. Luego, como K es modelo de P y el cuerpo de C' toma el valor t con
respecto a K, entonces A € K, lo cual es falso ya que contradice el hecho que
A e M\ K. Por tanto, M es un modelo minimal.

(2) Por la Proposicion 3.38, se observa que todo modelo minimo es un
modelo estable para un programa. Por tltimo, la unicidad se sigue de (2) y
de la parte (c) del Teorema 3.31. O

En general, los reciprocos del Teorema anterior (3.40) no se cumplen.
Ejemplo 3.41. Sea P el programa que consiste de las siguientes clausulas.

p<q
D p

Es sencillo ver que {p} es el tinico modelo soportado para P. Sin embargo,
este modelo no es estable.

Por el Teorema 3.40 (2), la unicidad de los modelos estables nos garantiza
que dichos modelos sean minimos. Por otro lado, si un programa tiene un
modelo minimo, entonces no hay garantia de que tal modelo sea estable para
el programa, como lo muestra el ejemplo anterior y donde dicho ejemplo sirve
para probar que el reciproco del inciso (2) del Teorema 3.40 no se cumple en
general. De la misma manera, se puede exhibir que el reciproco del inciso (1)
del Teorema 3.40 es falso, para ello considérese el Ejemplo 3.37 con modelo
soportado {p}, donde {p} no es un modelo estable para P.

El siguiente resultado muestra una caracterizacion de los modelos estables
como puntos fijos de un operador.

Definicién 3.42. Sean P un programa e [ € Ip. Entonces, la transforma-
da Gelfond- Lifschitz P/I de P es el conjunto de todas las clausulas A «
Aq, ..., A, paralas cuales existe una clausula A «+ A,,..., A,,~B1,...,mBy €
Base(P)con Bjelyj=1,... k.

Notese que la transformada de Gelfond-Lifschitz P/l de un programa
P es definite (como un conjunto de clausulas bésicas) y por tanto, por el
Teorema 3.31, tiene un modelo minimo, digase Tp;; T w. Una vez defini-
da la transformada de Gelfond-Lifschitz, se puede definir el operador de
Gelfond-Lifschitz |[véase [7]] asociado con P como, GLp : I = Tp/1 T w.
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Teorema 3.43.

1. El operador GLp es antitono y en general no es mondtono.

2. Una interpretacion I es un modelo estable para un programa P si, y
solo si, I es un punto fijo del operador GLp.

Demostracion. (1) Sea P un programa y sean I, K interpretaciones para P
con I C K. Entonces, es facil ver que P/k C P/I. Afirmese lo siguiente, para
todon € N : Tp/x t n C Tp/; T n. En efecto, para n = 1. Sea A € Tp/x T
1. Entonces, existe una clausula C = A < Ay,..., A,, € Base(P/K) C
Base(P/I) tal que § = A; A--- A A,,. Entonces, C € Tp;; T 1. Ahora,
supongamos que la afirmacion se cumple para algin n y véase que se satisface
paran+1.Sea A € Tp/x T (n+1) = Tp/x (TP/K T (n)), entonces por hipotesis
inductiva y el caso n = 1 se tiene que, A € Tp/; (Tp/[ 0 (n)) =Tp;r T (n+1).
Por tanto, se tiene la afirmacion. De lo anterior, se sigue que GLp(K) =
Tr/k TwC Tp;r T w=GLp(I). Por tanto, GLp es un operador antitono.

Para probarse que GLp en general no es mono6tono, considérese el progra-
ma del Ejemplo 3.41. Tomese I = (), se observa que P/I = {p < p,p <}
(sin mucha dificultad). De ahi, es claro que GLp(I) = {p}. Ahora, tomando
I = {p}, se observa que P/I{p < p} y GLp(I) = ). De lo cual se sigue (1).

(2) [«= Supongase que GLp(I) = Tp/; T w = I. Entonces I es un modelo
minimo para P/I, por tanto I es un modelo para P.Y por la Proposicion 3.38,
I es bien-soportado con respecto a cualquier mapeo de nivel, [, que satisface:
I(A)=min{n e N | A€ Tp; 1 (n+1)} para cada A € I.

=| Supéngase que I es un modelo estable para P. Entonces, I es bien-
soportado relativo a algin mapeo de nivel, digase [. Asi, para cada A € I,
existe una clausula C = A < Ay,..., A,,~B1,...,~ By € Base(P) de tal
forma que, I(cuerpo) =ty l(A;) < I(A) para cada ¢ = 1,...,n. Entonces,
para cada A € I, existe una clausula de la forma A < A;,..., A, € P/I,
donde I(cuerpo’) =t y l(A;) < I(A), para cada i. Por tanto, se sigue de la
Proposicion 3.38 que I es un modelo minimo para P/I, de ahi que, I = Tp;; T
w = GLp(I). Por tanto se tiene (2). O

La transformada de Gelfond-Lifschitz puede ser considerada como un pro-
ceso de dos pasos: (1) Elimina cada clausula-base que posea literales negadas,
digase =B, en el “cuerpo” de la clausula y con B € [. (2) Elimina todas
las literales negadas en el “cuerpo” de las clausulas restantes. En otras pala-
bras, el proceso se entiende de la siguiente manera: se considera a P como
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un conjunto de premisas y a I como un conjunto de creencias que un agente
racional podria sostener y quisierd probar dadas las premisas en P. Cualquier
clausula-base que contenga elementos de la forma —B en el “cuerpo” de la
clausula, donde B € I, son inttiles para el agente y pueden ser descartadas.
Luego, entre las restantes clausulas-base, una ocurrencia de la forma =B con
B ¢ I son triviales. Asi, se puede simplificar el conjunto de premisas P al
conjunto P/I. Por tltimo, si sucede que I sea el conjunto adtomos que se si-
guen logicamente de P/, entonces el agente es racional. Para dejar en claro
las lineas anteriores, véanse los siguientes ejemplos.

Ejemplo 3.44. Consideremos el Programa Tweetyl del Ejemplo 3.20 y su
modelo soportado M dado en el Ejemplo 3.36. Se afirma que M es estable para
Tweetyl. En efecto, para ello véase que Tweetyl /M consiste de las siguientes
clausulas:

pingiiino(tweety) <«
ave(bob) <«
ave(tweety) < pingiliino(tweety)
ave(bob) < pingiiino(bob)
vuela(bob) < ave(bob)

Donde, de la Proposicion 3.38 se sigue que M es un modelo minimo para
Tweetyl/M. Por tanto, M es estable para Tweetyl.

En la semantica de modelos soportados al anadir clausulas de la forma
p < p se puede cambiar la semantica del programa. Como ejemplo de ello,
considérese el siguiente programa.

Ejemplo 3.45 (Tweety2). Considérese el siguiente programa llamado Tweety?2.

pingiiino(tweety) <
ave(bob) <+
ave(X) < pingiiino(X)
vuela(X) <« ave(X),—pingiiino(X)
pingiino(bob) < pingiino(bob)

El programa Tweety2 resulta de Tweetyl por la adicion de la dltima clausula,
la cual es suficiente para modificar la seméntica del programa como se muestra
a continuacion:
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e Tweety2 posee como modelos soportados tanto a M del Ejemplo 3.36 y a
M’ que consiste de los siguientes bésicos {pingiiino(tweety), pingiiino(bob),
ave(tweety), ave(bob)}.

e M es un modelo soportado para Tweety2, mientras que M’ no lo es. En efecto,
sea Twetty2/M' que consta de las siguientes clausulas:

pingiiino(tweety) <«
ave(bob) <«
ave(tweety) < pingiliino(tweety)
ave(bob) < pingiiino(bob)
pingiiino(bob) < pingiiino(bob)

Y tiene como modelo minimo: {pingiiino(tweety), ave(tweety), ave(bob)}#
M.

Por 1ltimo, veamos que la semantica de modelos estables sirve para mode-
lar la eleccion en el sentido de delimitar el dominio de estudio correspondiente
al contexto del problema.

Ejemplo 3.46 (Tweety3). Sea Tweety3 que consta de las siguientes clausulas.

aguila(tweety) < —pingiliino(tweety)
pingiino(tweety) < — aguila(tweety)
ave(X) < aguila(X)
ave(X) < pingiino(X)
vuela(X) < ave(X), —pingliino(X)

Se garantiza que Tweety3 posee los siguientes modelos estables:
o {aguila(tweety), ave(tweety), vuela(tweety)}y

e {pingiiino(tweety), ave(tweety)}.

Conclusiones

En este trabajo hemos realizado una presentacion de modelos para ciertos
programas logicos. En particular, se han considerado los programas defini-
te, normales y logico proposicionales. Para ello, se definieron los elementos
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basicos de la Teoria de Programacion Logica, algunos resultados relativos a
conjuntos parcialmente ordenados y ciertas propiedades del punto fijo en los
operadores mencionados. Como se puede constatar con los resultados pre-
sentados, la existencia de modelos para ciertos programas légicos emplea de
forma importante un teorema de punto fijo. Es posible obtener resultados
similares para otros programas logicos pero, para ello, es necesario extender
el estudio a estructuras mas generales que admiten propiedades de tipo punto
fijo. En particular, en investigaciones recientes, diversos autores han obtenido
modelos para otras clases de modelos, por ejemplo los pogramas aceptables
y aciclicos. El anterior es un objetivo considerado para un trabajo futuro.
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Resumen

En este trabajo se describen las funciones de pago que caracterizan la
prima de una opcién asiatica, asi como los diferentes tipos de promedio
aritmético o geométrico en tiempo discreto y continuo. Asimismo, me-
diante portafolios replicantes se obtiene la ecuacién diferencial parcial
(EDP) que caracteriza la prima de una opciéon asidtica con precio de
ejercicio variable sobre un subyacente sin pago de dividendos. La EDP
obtenida es similar a la EDP de Black-Scholes, excepto que hay un tér-
mino adicional que modela el promedio, ademas que no es parabdlica.
Posteriormente, se calculan precios de opciones europeas y asidticas de
compra y de venta por simulacién Monte Carlo con subyacente el precio
de AMXL. Las opciones asiaticas son con subyacente promedio y me-
dia aritmética. Los parametros se han calibrado con una adaptacién del
modelo de Cox, Ingersoll y Ross con volatilidad realizada. Los precios ob-
tenidos se comparan con los precios de opciones publicadas en el boletin
del mercado Mexicano de derivados MexDer del dia quince de junio de
dos mil dieciocho. La evidencia empirica muestra que para el corto plazo
los precios son muy cercanos, pero conforme el plazo de vencimiento se
incrementa, la diferencia entre las europeas y las asidticas aumenta ya
que la prima es menor.
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1 Introducciéon

Los mercados financieros son una combinaciéon de fenémenos aleatorios y even-
tos impredecibles. La creciente participacion de los agentes que en ellos operan
y su complejidad, hace patente el desarrollo de productos derivados que satis-
fagan los requerimientos de administracion de riesgos financieros, establecer
estrategias de cobertura en posiciones ante posibles variaciones de precios,
operaciones de arbitraje, entre otros. Es por ello que la innovacion en la ne-
gociacion de derivados exoticos como las opciones asidticas represente una
alternativa en momentos de extrema volatilidad y con costos de transaccion
accesibles. Las opciones asiaticas se negocian activamente en los mercados de
divisas, de tasas de interés y materias primas, son derivados dependientes de
la trayectoria del subyacente cuyo pago depende explicitamente de los pre-
cios promedio del subyacente. Su principal ventaja es que disminuye posibles
manipulaciones del mercado que pueden suceder cerca de la fecha de ven-
cimiento. En general, cuanto mayor sea el periodo del promedio, mas suave
serd la trayectoria. En el mercado cambiario, estas opciones proporcionan a
la tesoreria un instrumento de cobertura para una serie de flujos cuyo ejer-
cicio se liquide en efectivo. Para materias primas, como metales industriales,
combustibles o granos, entre otros, el promedio también es 1til como recurso
para eliminar la sensibilidad extrema del valor al vencimiento de la opcién al
precio en efectivo del subyacente en ese dia en particular. En [9] se muestra
un ejemplo de como las opciones asiaticas desempenan un papel importan-
te en la administracion del riesgo de precios realizada por empresas locales
de distribucion en el mercado del gas. Asimismo, en los mercados petrole-
ros se emiten con frecuencia este tipo de derivados para estabilizar flujos de
efectivo que surgen del cumplimiento de las obligaciones con los clientes. En
[10] los autores muestran un modelo de equilibrio general para el mercado de
electricidad mediante teoria de tasas de interés y opciones asidticas de pro-
medio aritmético con propoésitos de pronostico sobre la demanda futura de
electricidad y ajuste de precios como un efecto de la eficiencia de mercado.
Desde el punto de vista teoérico, las opciones asiaticas con promedio arit-
meético han recibido un interés creciente debido a la complejidad de los proble-
mas relacionados con la determinacion de una féormula cerrada para el precio
de estas opciones. Por ejemplo, en el modelo de Black y Scholes (1973) (BS)
|3] y Merton |18], se supone que el activo subyacente es conducido por un
movimiento browniano geométrico, sin embargo, la distribuciéon del promedio
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aritmético no es lognormal y es todo un reto caracterizar tal distribucion de
manera analitica. Una representacion fue propuesta en los trabajos semina-
les de Yor [24] y [25] pero con un uso préactico limitado en la valoracion de
opciones asiaticas. |7| proporcionan formulas cerradas para opciones asiaticas
con precio de ejercicio fijo con promedio aritmético con el rendimiento del
subyacente conducido por un proceso de raiz cuadrada. Ademaés, obtienen
resultados sobre la distribucion del proceso de raiz cuadrada y su promedio
temporal, incluyendo féormulas analiticas para su densidad conjunta y mo-
mentos.

Diversos métodos de valoracién se han propuesto para determinar precios
de opciones asiaticas, los cuales se pueden clasificar en analiticos y numéricos.
En cuanto a métodos analiticos el enfoque de ecuaciones diferenciales parcia-
les ha sido muy utilizado para valuar instrumentos derivados, particularmente
opciones, por ejemplo, en [22]| se propone la valuacion de la opcion asiatica
resolviendo una ecuacion diferencial parcial parabolica en dos variables ade-
mas de proporcionar un limite inferior que es tan preciso que es esencialmente
el precio real. Por otra parte, [26], [27], [16] v [11] obtienen el precio de la
opcion asidtica con el modelo de Black-Scholes, las ecuaciones diferenciales
parciales resultantes son de tipo parabélico en una dimension espacial y el
calculo numérico se realiza mediante el uso de un método de elemento finito
adaptado.

Dentro de los métodos numéricos se encuentra la simulacion Monte Car-
lo, es utilizado frecuentemente en finanzas computacionales, porque permite
encontrar soluciones aproximadas de problemas matematicos que involucran
variables aleatorias dependientes del tiempo. El primer trabajo que recurre a
este método esta plasmado en [21], en el que se valoran opciones, para lo cual
se simula el proceso que generan los rendimientos en el activo subyacente su-
poniendo neutralidad de riesgo para derivar el valor de la opcion e introduce
una variable de control apropiada con la cual se aumenta significativamente
la precision de los resultados. En trabajos mas recientes se combina la si-
mulacién con variables de control para opciones asiaticas, lo cual, segtin los
hallazgos mejora sustancialmente la precision, como por ejemplo en [2], [8],
[17], |23], entre otros.

Este trabajo esta organizado como sigue, en la siguiente secciéon se obtie-
ne una ecuaciéon diferencial parcial que caracteriza el precio de una opcién
cuando el valor intrinseco del contrato no solo depende del precio del acti-
vo subyacente en la fecha de vencimiento, sino también del valor medio del
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subyacente durante la vida del contrato, ya sea aritmético o geométrico. En
la seccién tres se propone una metodologia mediante simulacion Monte Car-
lo con remuestreo cuadratico propuesto en [1]| para determinar precios de
opciones asidticas y europeas con volatilidad estocastica. Se supone que las
distribuciones de los precios del subyacente y la volatilidad son modeladas con
un sistema de ecuaciones diferenciales estocasticas con correlaciéon. La vola-
tilidad del subyacente y sus parametros se calibran mediante una adaptacion
del modelo de tasa corta desarrollado en [6] (en adelante CIR) a volatilidad
realizada. Los precios obtenidos se comparan con los de AMXL publicados
en el boletin la pagina web del Mercado Mexicano de Derivados (MexDer)
del dia 15 de junio de 2018, la tasa de interés libre de riesgo se obtiene de
proveedor de precios los cuatro plazos de las opciones del boletin. Por dltimo
se concluye en la cuarta seccion.

2 Valuacion de opciones asiaticas: enfoque de
Ecuaciones diferenciales parciales

Para satisfacer las necesidades de algunos participantes de los mercados de
derivados, las instituciones financieras emiten opciones exdticas ademas de
opciones europeas o americanas sobre diversos subyacentes. Una opcion exo-
tica es una opcion cuya funciéon de pago es no estandar. Por lo general, no se
cotiza en una bolsa ya que se negocian directamente entre empresas y bancos.
En este caso, se dice que se comercializa en el mercado sobre el mostrador
(Over The Counter). La mayoria de las opciones exoticas tienen funciones de
pago complicadas y sus valores finales dependen no solo del precio del acti-
vo al vencimiento sino también de la evolucion del precio del activo durante
su vigencia. Su precio se fija por una parte o la totalidad de la trayectoria
del precio del activo durante la vigencia de la opcion por lo que también se
denominan como opciones dependientes de la trayectoria. Las opciones barre-
ra, opciones asiaticas y opciones lookback son algunos ejemplos de opciones
exoticas dependientes de la trayectoria.

Una opcion asiatica es aquella cuyo pago depende del promedio del precio
del activo subyacente durante una parte o todo el plazo al vencimiento de la
opcion. El pago de una opcién asidtica con fecha de vencimiento 1" depende
del promedio del precio del activo subyacente Si,...,S, medido en fechas
predeterminadas 0 < t; < &ty < ... < t, = T. Por ejemplo, se puede elegir
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alguna de las definiciones de promedio para establecer el pago de una opcion
asiatica:

1 n
Ma:EZZISL

- (Tis
=1

De la misma manera, se pueden definir las correspondientes versiones con-
tinuas de promedios. Si se asignan pesos iguales al calcular el promedio se
tienen cuatro tipos de promedios [19], como se indica en el siguiente cuadro:

1/n

Cuadro 1: Definiciones del promedio para opciones asiaticas.

Promedio | Tiempo discreto | Tiempo continuo

1 1 [T
Aritmético _ZS“ - /0 S, dt

1/n 1 T
Geomeétrico (Stl e Stn> exp (T / In S, dt)
0

Fuente: elaboracién propia.

A continuacién se obtiene la EDP que caracteriza el precio de una opcién
asiatica, para ello se hacen los siguientes supuestos:

1. El precio del subyacente es conducido por la ecuacion diferencial esto-
castica:
dSt = /LStdt + O'Stth,
donde W, es un proceso de Wiener o movimiento browniano, defini-
do sobre un espacio fijo de probabilidad (Q,F, (FtWt)te[o,Tp ]P) con su
filtracion aumentada' [15], donde x4 € R representa el parametro de
tendencia del activo y 0 < o € R la volatilidad del activo.

'Se interpreta a o-algebra F; como la informacion disponible para los inversionistas al
tiempo t, en el sentido de que si w € (2 es el verdadero estado de la naturaleza y si O € Fy,
entonces al tiempo t todos los inversionistas saben si w € O, es decir, no hay “sorpresas”
en el mercado: el precio de la acciéon al tiempo ¢ se puede predecir perfectamente si conoce
su precio en instantes estrictamente anteriores a t.
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2. Existe un sistema bancario en el que se puede prestar y pedir prestado
a un tasa de interés constante continuamente capitalizable » > 0. Si
se deposita en el banco un monto By = B (0), entonces satisface la
ecuacion diferencial:

dBt = TBtdt, 0<t< T.

3. El activo subyacente no paga dividendos.

4. Se negocia en un mercado donde no existen oportunidades de arbitraje,
es liquido y no existen impuestos o comisiones. Todos las participantes
poseen la misma informacion y se pueden negociar fracciones del activo,
en particular, se permiten las ventas en corto.

En la practica cuando se trata de modelar opciones cuyo precio depende de
la trayectoria del activo subyacente tal como el promedio del precio del activo
el enfoque de Black-Scholes no es apropiado. La razon es la siguiente, aunque
hay muchas trayectorias de la caminata aleatoria del precio del activo que la
conducen a su valor actual, en general, cualquiera de ellas da como resultado
un valor diferente para la magnitud dependiente de la trayectoria. Por lo
tanto, se debe introducir una variable independiente, ademas de S; y ¢, cuya
funcién es modelar una medida cuyo valor dependa de las trayectorias, esto
permitira valorar opciones asiaticas con promedio aritmético o geométrico y
con diferentes funciones de pago [29].

En este orden de ideas, considere la funciéon de pago de una opcién con
precio promedio de ejercicio con muestreo continuo, es decir, el promedio
depende de una integral. En el caso de una opcion de compra con precio
promedio de ejercicio con media aritmética la funcién de pago es:

1 /T
max (St - T/ S(r)dr, O) :
0

Observe que el promedio aritmético medido en forma continua del precio
del activo durante el periodo de 0 a 1" es simplemente la integral del precio
del activo como funcién del tiempo, dividido por el periodo de tiempo T,
aunque existen otras formas de calcular el promedio. Un contrato de este tipo
se denomina opcién promedio porque el promedio reemplaza a el precio de
ejercicio en una opciéon plain vanilla.
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Ahora considere una clase general de opciones europeas con pago que
depende de S y de:

Afwmﬂm 1)

donde f es una funcién en las variables S; y t. La integral en (1) contempla
desde el inicio del promedio en t = 0 hasta el vencimiento en ¢ = T" sobre la
trayectoria de .S;. Para la opcion de compra con precio de ejercicio promedio,
el pago al vencimiento es:

1 /T
max (St — T/ S(r)dr, O) ,
0

En este caso f(S5,t) = S;. Considere una nueva variable:

L:Afwmﬂm (2)

dado que la serie de precios del activo es independiente del precio actual se
hace el supuesto que I;, S; y t son variables independientes, esto es, diferentes
realizaciones del proceso que conduce a S; resultan en diferentes valores de
I;. Observe que la definicién en (2) es (1) con la fecha de vencimiento T
reemplazada por t. Dado que la funciéon de pago depende tanto de I; como de
S, entonces el precio de una opcion exotica se puede escribir como V (S, Iy, t),
esto es, el precio de la opcion es una funcion de tres variables independientes:
tiempo t, precio actual del activo S; y una integral del precio del activo I;.
Al aplicar el lema de It6 a V se requiere la ecuacion diferencial estocastica
para I;, para esto considere un cambio en I; dado que t y S; también cambian:

It +dt) = I + dI, = / s (3)
de donde: O
I +dl, = /Ot F(S(r),7) dr + F(S(2),8) dt,
=1+ f(S(t),t)dt + O(dt).

Por lo tanto, la diferencial de I; es igual a:

dl, = f(s,t)dt. (4)
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(4) es una ecuacion diferencial estocastica para I;, observe ademas que la
parte estocastica se ha eliminado. Ahora es factible modelar cualquier opcion
que dependa de las variables S;,t e I;, para ello, se aplica el lema de Ito6 a la
funcion V (S, Iy, t):

ov ov ov 10%V

dV = —dt dl; + —d —dS?
Vo= ettt o et g5 0ot 5 g
a partir de la ecuacion anterior y de (4) resulta que:
oV ov ov 10*V
dV = —-dt + o — (S, t)dt + 75, (uSydt + aS;dW;) + 2057 o?SEdt ()
oV 10V , , OV oV ov
-2 — d
aStOStth+(2 852 S aStMSt+ ot +f(St, )8It> t.

Observe que el nuevo término es proporcional a la derivada parcial de V'
con respecto a I; no tiene algin término estocastico en V, esto es, dado que
dl; no agrega una nueva fuente de riesgo entonces la opciéon puede cubrirse
utilizando s6lo el subyacente.

Para obtener la ecuacion diferencial sea un portafolio II compuesto por
una posicion larga de w; unidades del activo subyacente de precio S; y ws
unidades de la opcion V' sobre S;:

Ht = wlSt + CUQV (6)

El cambio en el valor del portafolio, durante el instante dt, debido a variacio-
nes propias del mercado es:

dl_.[t = wldV + wgdSt (7)
Al sustituir las expresiones para dV y dS; en la ecuacion anterior se obtiene
una expresion para el cambio de valor en el portafolio:
dHt = W1 (/,I/Stdt + O'Stth)

12V ,., OV v v

= | wy +we— v O'Stth + | wy + W= v uStdt
aSt t

oS
10V ), av ov
<§as2 Se+ ot a FIRAGE >)

ov
+ Wo |:a—StO'Stth

(8)
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La ecuacion (8) contiene dos tipos de términos. El término estocastico multi-
plicado por dW; y los términos de tendencia multiplicados por dt. El término
estocéastico modela el riesgo de mercado del portafolio, el cual se puede eli-
minar si se eligen cantidades w; y ws en la conformacion del portafolio de la
siguiente manera:

ov ov

w1+w285t 0,=>w=——:=A y wy=1 (9)

Al sustituir las cantidades elegidas en (8) resulta:

N 182‘/ 262 oV 8V

Es frecuente denominar a la elecciéon ws = 1y w; = —A como cobertura
Delta, por lo que a partir de (6) se tiene que:

I =V -~ AS,,

lo que significa que se estd cubriendo una venta en corto de A unidades
del subyacente con una opcién. Si esta cantidad es depositada en un banco
que paga una tasa de interés r, entonces el cambio en el valor del portafolio
durante dt es:

dI” = D@ pdt = (V — AS,) rdt. (11)

Dado el supuesto de no arbitraje el portafolio debe ganar la tasa libre de
riesgo o el mismo rendimiento que se obtendria en un de 051t0 bancarlo es

decir, los mercados estéan en equilibrio [28], entonces dH = dH , por lo
tanto:
10%V , (’9V ov ov
50 S+ Spt) |dt =7V — =S | dt 12
(2 AR T TRACE )) T( 05, t) (12)

Al simplificar términos se obtiene la ecuacion diferencial parcial que caracte-
riza el precio de la opcion V(Sy, I, t):
ov. oV 10%V oV

2 2
EAMNT-AS - S,V = 1
8t + a],t (St,t> + 9 852 S aStTSt rV =0. ( 3)

Observe que esta ecuacion es similar a la EDP de Black-Scholes, excepto
que hay un término adicional, la derivada parcial de V' con respecto a I;
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multiplicada por la funciéon f(S;,t), ademés de que no es una EDP parabdlica
ya que el término 9?V/9I? no esta. Como cualquier derivado se debe incluir
en la ecuacion con una condiciéon final al vencimiento. Dada una funciéon de
pago el valor de la opcion esta en funcion de S; e I;, entonces:

V (St7 [t7 T) =T (St7 Itv T)

donde la funcion I es la funciéon de pago conocida. En el caso de una opcién
de compra precio de ejercicio flexible igual a la media aritmética:

1 t
(S, I;, T) = max (St — ?/ Si(T)dr, 0)
0

y para una opcion de venta:

1 t
F(St, ]t, T) = max <T / St(T)dT - St, 0) i
0

Reducciéon de dimension

Cuando se considera la media aritmética y una funcion de pago particular,
se puede reducir la EDP en dos variables (S;, I;) a una ecuaciéon parabolica
de una variable mediante una técnica de reduccion de dimension. Sea V' una
solucion a (13) con f(S;,t) = Sy, y sea el valor final dado por V(S I;) =
SYF(S;/1;), donde a € (0,1) con @ € R, y la funcion F' = F(R) con R = 1,/ S;
dadas. Entonces A(R,t) = S;*V satisface la ecuacion:

0A 1, ,0%A 5 0A a B
(%+20R8R2—|—(1—0(a—l)R—rR)aR+(a—1)<2a +7°>Azli.)

donde R > 0, t € (0,7), y la condicion final A(R,T) = F(R). El resultado
se obtiene al calcular las derivadas indicadas con V (S, I;,t) = S*A(1; /S, t)
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como sigue:

ov 0A

-

8_V = Sa—1%

oI, "t OR’

1% | 0A 0A

I a—A_ a—2]_: a—1 A— bl

a5, aS; Sy ‘3R Sy (a RE)R)’

o*V o 03, 0A a3, OA o 9?A
3_5'f:a(a_1)st 2A—ozSt‘ 3]@—(04—2)55 3It@+st' 4138_}%2

o 0A 0’A
=S 2 (a(a — 1A —-2(a— I)Rﬁ + RQ@) .

Al sustituir las derivadas indicadas en (13) se verifica el resultado en (14).

3 Calibracion del modelo con volatilidad esto-
castica realizada y Simulacion Monte Carlo

En esta seccion se describe un sistema de ecuaciones diferenciales estocasticas
que conducen la dinamica de los rendimientos y la volatilidad del activo sub-
yacente, ademés se propone un procedimiento para calibrar sus parametros
con datos historicos y de mercado. Se supone que el precio del subyacente y
su volatilidad son conducidos por movimientos geométricos brownianos con o
sin correlacion, con la caracteristica de que la ecuacién que conduce la volati-
lidad es con un proceso de tipo CIR, posteriormente se simulan trayectorias
del subyacente con la funciéon de pago de la opcion y se descuenta con la tasa
libre de riesgo el valor final del promedio de las trayectorias. De esta manera
se determina el precio de una opcién asiadtica de tipo europea. La simula-
cion de Monte Carlo es muy 1til, en especial cuando no se tiene una férmula
cerrada para la valuacion.

Una manera de considerar la naturaleza estocastica en los rendimientos
de los activos financieros es modelarla por medio de procesos de reversion a la
media, como por ejemplo con modelos de volatilidad estocéstica en [13], [12],
entre otros. La calibracion de los pardmetros de estos modelos puede hacerse
por series de tiempo, modelos con funciones de pérdida, diversos modelos de
la familia GARCH, y con volatilidad realizada, entre otros.
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A continuacién, se propone un modelo para determinar el precio de una
opcion asidtica con subyacente promedio sin pago de dividendos mediante
simulacion Monte Carlo. Suponga que el precio del subyacente S; es conducido
por un movimiento geométrico browniano con volatilidad estocastica o2 = v,
conducida por un proceso de reversion a la media:

ds
?t = rdt + /v, dWs,
t
dUt =K (9 — Ut) dt + )\\/U_tdez

W, es un proceso de Wiener correlacionado con W, , es decir Cov(dWs,, dW,,)
pdt. k> 0,6 >0y A > 0 con valores constantes. Cuando v; es menor (mayor)
que 0, la tendencia x (6 — v;) es positiva (negativa) y se espera una volatilidad
creciente (decreciente). Esto significa que hay una tendencia hacia un valor
medio # (independientemente de fluctuaciones estocasticas). Este fenomeno
se conoce como reversion a la media.

Para ejecutar la simulacién de ambos procesos se generan trayectorias con
una estructura de relacion dada por:

— [ aw, At pys At
AW = S ] ~N(0,%), con ¥ = PuesSe . (1)
dw,, Pt At

Para hacer lo anterior, se calcula L dado que % = LL" y simular dZ ~
N (0, I) para obtener dW = LdZ, se elige un nimero para la particion del
plazo al vencimiento de la opcién, por ejemplo 252, entonces At = % y
mediante el método de remuestreo cuadratico de [1] generar dZ, que involucra
a dW por construccién. Sean uy y Xz , la media teodrica y la matriz de
covarianza de dZ respectivamente:

Con las ecuaciones anteriores se generan las trayectorias del sistema de ecua-
ciones diferencial es estocésticas planteado en (15). El precio de una opcion
de compra con subyacente promedio y precios de ejercicio K estd dado por
la funcion de pago:

C(Sr) = max (% /0 Csdr K. 0) , (16)
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y el precio de una opciéon de venta con subyacente promedio esta dado por:

1 /7
P(Sr) = max (K — —/ STdT,(]) : (17)

T Jo
Si el subyacente es conducido por el sistema dado en (15), entonces el al-

goritmo para determinar los precios de las opciones de compra y de venta
es:

(1) Generar dWs, y dW,, como:

awl? = 28V A,
AW = pZIV At + /1 — p2ZV A,

(2) Discretizar el sistema de ecuaciones diferenciales estocasticas como:
o®) = o 4k (9 - vgm) At + Ay P dv®)
s® = g® <1+v( t)At + o™ aw ) i=1,...,N—1.
donde k hace referencia a la k-ésima simulacion.

(3) Definir la media aritmética de las trayectorias generadas:

Ly
N i=1 Z

(4) Calcular el precio de una opciéon de compra con:

O Z max S (k) _ )

y para una opciéon de venta:

e T — Z max Sk O) )

donde M denota el nimero de trayectorias simuladas y N el niimero de
precios generados.
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Analisis y discusiéon de resultados

En este apartado se calculan por medio de simulaciéon Monte Carlo precios
de opciones asiaticas con subyacente promedio, el subyacente es el precio de
la accion de AMXL y se comparan con los precios de opciones publicadas
en el boletin de MexDer del dia 15/06/2018. La tasa de interés se obtiene
de la pagina del proveedor de precios (Valmer) para los cuatro plazos de las
opciones del boletin. Se supone que los parametros de volatilidad estocéstica
se calculan mediante una adaptacion del modelo de CIR a volatilidad reali-
zada. El método para la estimacion de los parametros es el propuesto en [20],
en términos simples este método consiste en la estimacion de un conjunto
de parametros dentro de la esperanza condicional de un proceso estocastico:
E[X;|X;_1], posteriormente los valores estimados se usan como valores inicia-
les en un enfoque de maxima verosimilitud, lo que acelera la convergencia a
un 6ptimo global.

Figura 1: Serie de rendimientos diarios de AMXL y comportamiento de la
volatilidad diaria del periodo 30/12/2016 al 15/06,/2018.
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Fuente: elaboracién propia.

Matemadticas y sus aplicaciones 12, Capitulo 4, paginas 85-106



Valuacion de opciones asidticas mediante ecuaciones diferenciales parciales
y simulacién Monte Carlo 99

La muestra de la volatilidad realizada para calibrar los modelos comprende
del 30 de diciembre de 2016 al 15 de junio de 2018. En la figura 1 se muestran
los rendimientos de la serie de AMXL y el comportamiento de la volatilidad
diaria durante el periodo de estudio. Se observa una serie con variaciones
significativas, tanto a la alza como a la baja. Las mayores variaciones hacia la
baja son las siguientes: el 9/03/2017 la accion tuvo un rendimiento negativo
de 4.6 %, el 9/03/2017 de -7.2% y el 28/02/2018 de -3.4 %.

Los parametros estimados con el modelo de CIR mediante maxima vero-
similitud se observan en el cuadro siguiente:

Cuadro 2: Resumen de estimacion de pardmetros de volatilidad realizada con
el modelo CIR por el método de maxima verosimilitud.

Pardametros | CIR

K | 0.512834

6 | 0.012573

A | 0.003363
No. Obs. | 366

Likelihood Ratio | 9.065502

Fuente: elaboracién propia.

De los resultados del cuadro anterior, se puede verificar que se cumple
la condicion de Feller, es decir: las trayectorias del proceso que conduce la
volatilidad de la volatilidad son siempre positivas. Los resultados de la simu-
lacion se muestran en la figura 2, en la cual se muestran la serie original de
la volatilidad realizada y cincuenta trayectorias simuladas con los pardmetros
dados por el modelo CIR. Se observa la tendencia de la volatilidad hacia la
baja, explicado por la misma dindmica del precio de la accion de AMXL.
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Figura 2: Serie original y 50 trayectorias simuladas con parametros calibrados
con el modelo CIR, con k = 0.512834,60 = 0.012573 y A = 0.003363.

dvy = k(0 — vy) dt + A/ dW,,

-=--Serie vol. realizada
oo —— Trayectorias Simuladas| |

Fuente: elaboracién propia.

En la figura 3 se muestra el histograma de los valores finales de v; con un
ajuste de la distribuciéon normal con p = 0.0153812 y o = 0.000369222, con
30000 trayectorias generadas con parametros del cuadro 1.

Figura 3: Histograma de valores finales de 0.
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Fuente: elaboracién propia.
La figura 4 muestra los precios de opciones de compra y de venta euro-
peas, y precios de opciones con subyacente promedio ambas con volatilidad

estocéstica con pardmetros calibrados con volatilidad realizada conducida por
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el modelo de CIR, en ambos casos los plazos son desde T=98, 189, 273 y 371
dias y los precios de ejercicio varian desde $14 hasta $20.5 con incremen-
tos de $0.50, tales precios se comparan con los publicados por MexDer el
dia 15/06/2018. El precio de AMXL=%$15.97 y ntmero de trayectorias que
se simularon para determinar los precios de las opciones fue de 20,000 con
p=—0.5.

Figura 4: Comparaciéon entre precios de opciones de MexDer, opciones euro-
peas y asiaticas con parametros calibrados con el modelo de CIR a volatilidad
realizada.
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Fuente: elaboracién propia.

Se tienen catorce precios de ejercicio de los cuales cuatro estan dentro del
dinero para opciones de compra y diez estan dentro del dinero para opcio-
nes de venta. Se observa que para los cuatro plazos, los precios de opciones
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de compra y de venta con subyacente promedio resultaron menores que los
precios publicados por MexDer y los obtenidos por simulaciéon para opcio-
nes europeas, tanto de compra como de venta. En el plazo de 371 dias se
observan primas muy cercanas a cero para opciones de compra y de compra
fuera del dinero. Para opciones de venta al plazo de 98 dias y primeros cuatro
precios de ejercicio los precios de opciones asiaticas son cero comparados con
los publicados por MexDer que son ligeramente mayores a cero, mientras que
para opciones de venta muy dentro del dinero los precios son muy cercanos
para ambos tipos de opciones. En resumen, el analisis de los cuadros 3 y 4
en el apéndice 5 y la figura 4 resulta que los precios de opciones asidticas con
subyacente promedio son en general menores para los primeros tres plazos
considerados, pero para el ultimo plazo este hecho no se cumple.

4 Conclusiones

Las opciones asiaticas son opciones cuyo pago depende de la trayectoria del
subyacente durante la vigencia de la opcion, en particular, puede ser el pro-
medio aritmético o geométrico al vencimiento. En la funcién de pago S; o el
precio de ejercicio K pueden ser el promedio del subyacente que tome durante
la vigencia del contrato. Dado que la serie historica de precios del activo es
independiente del precio actual, se plantea una nueva variable I; que mode-
le el promedio, bajo estas condiciones se hace el supuesto de tratar a Sy, I;
y t como variables independientes, de esta manera el precio de una opciéon
asiatica se modela con una funcién que depende de esas tres variables. Con
estos supuestos se obtiene una EDP que caracteriza el precio de una opcion
asiatica en la que el precio depende tanto del comportamiento del subyacente
y su valor medio durante la vigencia del contrato.

Se desarrolla una metodologia para calcular precios de opciones europeas
y asiaticas de compra, y de venta por simulacion Monte Carlo con subyacente
el precio de AMXL. Las opciones asiaticas son con subyacente promedio y me-
dia aritmética. La simulacién comprende el remuestreo cuadratico propuesto
en [1] el cual disminuye el uso de recursos computacionales, especificamente
al construir la matriz de varianza-covarianza. Los supuestos del modelo son:
la volatilidad del subyacente es estocastica, los parametros se obtienen partir
de la volatilidad historica del subyacente. El precio del subyacente S; y la
volatilidad v; son conducidos por movimientos geométricos brownianos corre-
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lacionados. Se comparan con los precios de opciones publicadas en el boletin
del mercado Mexicano de derivados (MexDer) del dia quince de junio de dos
mil dieciocho. Se supone que los pardmetros de volatilidad estocastica se ca-
libran mediante una adaptacion del modelo de CIR al método de volatilidad
realizada. La tasa de interés se obtiene del proveedor de precios (Valmer) para
los cuatro plazos de las opciones del boletin.

La evidencia empirica muestra que al comparar los precios de opciones eu-
ropeas, tanto simulados como con los publicados por MexDer con sus analogas
asiaticas, los precios de opciones asiaticas son muy cercanos en el caso de op-
ciones de compra y de venta dentro del dinero, en el dinero y fuera del dinero
para el corto plazo, pero conforme el plazo al vencimiento de la opciéon se
incrementa, la diferencia entre las europeas y las asiaticas aumenta ya que la
prima es menor, incluso se observan primas de cero para el largo plazo. Lo an-
terior se debe a que dado el supuesto de volatilidad estocastica y que ademés
la volatilidad del promedio aritmético tenga variaciones menos significativas,
entonces esa diferencia de precios sea acentiia més en el largo plazo. Esto
muestra que las opciones asiaticas presentan ventaja respecto a las opciones
europeas.
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5 Precios de opciones europeas, asiaticas y de
MexDer del dia 15/06/2018.

Cuadro 3: Precios de opciones europeas de compra y de venta sobre AMXL,
obtenidos con parametros calibrados para la volatilidad con adaptaciéon del
modelo de CIR para los plazos T'=98 vy T' = 189.

Dias Average | Average Call Put
por K CallEur | PutEur | Price Price | MexDer | MexDer
vencer Call Put

14.00 | 2.3727 | 0.0946 | 2.2781 | 0.0000 2.90 0.08
14.50 | 1.9577 | 0.1676 | 1.7900 | 0.0000 2.43 0.11
15.00 | 1.5745 | 0.2745 | 1.3000 | 0.0000 1.98 0.17
15.50 | 1.2354 | 0.4245 | 0.8109 | 0.0000 1.57 0.27
16.00 | 0.9580 | 0.6336 | 0.3244 | 0.0000 1.20 0.42
16.50 | 0.7089 | 0.8753 | 0.0000 | 0.1665 0.90 0.64

17.00 | 0.5239 | 1.1775 | 0.0000 | 0.6536 0.65 0.92
T=98 | 17.50 | 0.3715 | 1.5146 | 0.0000 | 1.1431 0.45 1.26
18.00 | 0.2580 | 1.8896 | 0.0000 | 1.6316 0.30 1.65

18.50 | 0.1722 | 2.2939 | 0.0000 | 2.1217 0.18 2.08
19.00 | 0.1187 | 2.7277 | 0.0000 | 2.6090 0.10 2.53

19.50 | 0.0757 | 3.1728 | 0.0000 | 3.0972 0.05 3.00
20.00 | 0.0450 | 3.6347 | 0.0000 | 3.5896 0.02 3.49
20.50 | 0.0286 | 4.1049 | 0.0000 | 4.0763 0.01 3.98
14.00 | 2.7617 | 0.1860 | 2.5757 | 0.0000 3.19 0.18
14.50 | 2.3762 | 0.2795 | 2.0967 | 0.0000 2.73 0.24
15.00 | 2.0226 | 0.4036 | 1.6191 | 0.0000 2.31 0.34
15.50 | 1.7066 | 0.5641 | 1.1425 | 0.0000 1.92 0.46
16.00 | 1.4106 | 0.7492 | 0.6614 | 0.0000 1.58 0.63
16.50 | 1.1576 | 0.9744 | 0.1831 | 0.0000 1.28 0.84
17.00 | 0.9311 | 1.2293 | 0.0000 | 0.2982 1.03 1.10
T=189 | 17.50 | 0.7560 | 1.5278 | 0.0000 | 0.7718 0.80 1.41
18.00 | 0.6032 | 1.8519 | 0.0000 | 1.2486 0.62 1.76
18.50 | 0.4700 | 2.1983 | 0.0000 | 1.7283 0.46 2.16
19.00 | 0.3681 | 2.5738 | 0.0000 | 2.2057 0.32 2.58
19.50 | 0.2722 | 2.9596 | 0.0000 | 2.6873 0.22 3.03
20.00 | 0.2103 | 3.3746 | 0.0000 | 3.1644 0.13 3.50
20.50 | 0.1520 | 3.7984 | 0.0000 | 3.6464 0.07 3.98

Fuente: elaboracion propia.
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Cuadro 4: Precios de opciones europeas de compra y de venta sobre AMXL,
obtenidos con parametros calibrados para la volatilidad con adaptacion del
modelo de CIR para los plazos T'= 273 y T = 371.

Dias Average | Average Call Put
por K CallEur | PutEur | Price Price | MexDer | MexDer

vencer Call Put

14.00 | 3.0930 | 0.2399 | 2.8531 | 0.0000 3.48 0.27

14.50 | 2.7307 | 0.3444 | 2.3863 | 0.0000 3.05 0.35

15.00 | 2.3746 | 0.4614 | 1.9132 | 0.0000 2.65 0.46

15.50 | 2.0638 | 0.6152 | 1.4486 | 0.0000 2.28 0.59

16.00 | 1.7544 | 0.7811 | 0.9733 | 0.0000 1.95 0.76

16.50 | 1.4935 | 0.9884 | 0.5051 | 0.0000 1.65 0.97

17.00 | 1.2787 | 1.2368 | 0.0419 | 0.0000 1.39 1.23

T=273 | 17.50 | 1.0736 | 1.5009 | 0.0000 | 0.4273 1.15 1.52

18.00 | 0.8962 | 1.7913 | 0.0000 | 0.8951 0.94 1.85

18.50 | 0.7365 | 2.1014 | 0.0000 | 1.3649 0.76 2.23

19.00 | 0.6186 | 2.4476 | 0.0000 | 1.8291 0.60 2.63

19.50 | 0.5008 | 2.7998 | 0.0000 | 2.2990 0.47 3.06

20.00 | 0.4012 | 3.1711 | 0.0000 | 2.7699 0.35 3.51

20.50 | 0.3200 | 3.5608 | 0.0000 | 3.2408 0.26 3.98

14.00 | 3.4517 | 0.2765 | 3.1751 | 0.0000 2.60 0.00

14.50 | 3.0951 | 0.3750 | 2.7202 | 0.0000 2.10 0.00

15.00 | 2.7673 | 0.5003 | 2.2670 | 0.0000 1.60 0.00

15.50 | 2.4371 | 0.6319 | 1.8051 | 0.0000 1.10 0.00

16.00 | 2.1343 | 0.7926 | 1.3417 | 0.0000 0.60 0.00

16.50 | 1.8707 | 0.9841 | 0.8866 | 0.0000 0.10 0.00

17.00 | 1.6345 | 1.2032 | 0.4313 | 0.0000 0.00 0.40

T=371 | 17.50 | 1.4264 | 1.4460 | 0.0000 | 0.0196 0.00 0.90

18.00 | 1.2112 | 1.6973 | 0.0000 | 0.4861 0.00 1.40

18.50 | 1.0462 | 1.9882 | 0.0000 | 0.9421 0.00 1.90

19.00 | 0.8874 | 2.2846 | 0.0000 | 1.3972 0.00 2.40

19.50 | 0.7573 | 2.6104 | 0.0000 | 1.8530 0.00 2.90

20.00 | 0.6472 | 2.9565 | 0.0000 | 2.3092 0.00 3.40

20.50 | 0.5418 | 3.3077 | 0.0000 | 2.7660 0.00 3.90

Fuente: elaboracion propia.
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Resumen

En este trabajo se definen dendritas y el conjunto de Julia para las clases
de funciones racionales y enteras trascendentes. Con las definiciones ante-
riores, se estudian ejemplos en el area de sistemas dindmicos holomorfos,
donde los conjuntos de Julia son continuos, en particular dendritas. Para
funciones enteras trascendentes se enuncia una conjetura para una fami-
lia en particular y algunas preguntas abiertas, relacionadas con dendritas
v los conjuntos de Julia de la familia.

1 Introducciéon

La teoria de los continuos trata sobre el estudio de espacios métricos com-
pactos y conexos. La metrizabilidad, la conexidad y la compacidad son inva-
riantes topolégicos asi, la nocion de continuo es un invariante topologico. En
este capitulo, estamos interesados en los objetos llamados dendritas que son
continuos localmente conexos que no contienen curvas cerradas simples. Re-
cordemos que la palabra dendrita proviene del antiguo vocablo griego dendron
qué significa arbol. En la teoria de continuos existen ejemplos de dendritas
como F}, el punto peludo, peine nulo, etc.

Por otra parte el estudio de los sistemas dinamicos holomorfos generados
por la iteracion de funciones holomorfas tiene su inicio a finales del siglo XIX,
motivado por el analisis de la convergencia para el método de Newton. Pero
fueron los trabajos de Pierre Fatou (3|, [4] y de Gaston Julia [6], en los alrede-
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dores de los anos 20 del siglo pasado, los que impulsaron el estudio intenso de
la teoria global. Estos dos matematicos estudiaron principalmente la iteracion
de funciones racionales de la esfera de Riemann. Pierre Fatou fue el primero
en estudiar, en 1926, las funciones enteras trascendentes (funciones con una
singularidad esencial en infinito). La inovacion méas importante en los trabajos
de Fatou y Julia fue, sin duda, el uso de la teoria de familias normales para
dividir la esfera en dos conjuntos de comportamiento dindmico totalmente di-
ferente; estos conjuntos son conocidos como los conjuntos de Fatou y de Julia.

Uno de los problemas en dindmica compleja es caracterizar la topologia
de los conjuntos de Julia o al menos determinar algunas propiedades topo-
logicas y si es posible investigar la dindmica cattica del conjunto de Julia
cuando iteramos la funciéon. Depende de la funcion dada, el conjunto de Julia
puede ser un espacio sencillo (por ejemplo el circulo) o complicado como un
continuo, una dendrita, un conjunto de Cantor, etc. En este capitulo dare-
mos dos ejemplos de funciones racionales que tienen como conjuntos de Julia
dendritas en el sentido estricto de la topologia de continuos. Para funciones
enteras trascendentes se grafica la funcion 2isen z y se observa que es una
dendrita . Sin embargo, aunque el conjunto de Julia asociado a la funcién
2i sen z cumple las condiciones de ser un continuo no se sabe si en realidad es
una dendrita, por lo tanto, es un conjetura que se enuncia en el capitulo.

El capitulo consta de dos secciones: la Secciéon 2 trata sobre la dinadmica
de funciones racionales y enteras transcendentes y la Seccién 3 contiene dos
ejemplos de funciones polinomiales donde sus conjuntos de Julia son dendri-
tas. También, se estudia una familia de funciones enteras trascendentes que
tienen para ciertos parametros conjuntos de Julia que parecen ser dendritas
y por lo tanto, enunciamos una conjetura y algunas preguntas abiertas.

2 Dinadmica de funciones racionales y enteras
transcendentes

En esta seccién enunciaremos algunas definiciones bésicas relacionadas con
la dindmica holomorfa. Denotamos el plano complejo por C y la estera de
Riemann por C. Hacemos la observacion que la topologia en C y C respecti-
vamente, que define términos como convergencia es la inducida por la métrica
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euclidiana y esférica, respectivamente.

En adelante trabajaremos con funcién de variable compleja. Denotamos
A(zg,r) como el disco con centro 2y € C y radio r > 0.

(i) Una funcion f es analitica en un conjunto abierto V' C C si para
cualquier zg € V existe r > 0 con A(zp,7) C V y una serie de potencias
Yoo gan(z — z9)™ convergente en A(zg,r), tal que para todo z € A(zg,r) se
tiene:

f(z) = Zan(z — 2"
n=0
(ii) Sea V' C C un conjunto abierto y f una funcion f : V — C, decimos
que f es diferenciable en un punto zy € V si

f(z0+ 1) — f(20)

h
existe; el valor del limite se denota por f'(zy) y se llama la derivada de f en
zo. Si f es una funcion compleja diferenciable en cada punto de V', decimos
que f es holomorfa.

limy, 0

Con las definiciones anteriores podemos enunciar el siguiente teorema,
véase |7] para una demostracion.

Teorema 2.1. Sea V' C C un conjunto abierto y sea f una funcion de variable
compleja f 'V — C. La funcion f es analitica si, y solo si es holomorfa.

Cuando una funcién de variable compleja deja de ser analitica, se tiene la
siguiente definicion.

Definicién 2.2. Se dice que una funciéon f : C — C tiene una singularidad
en zp € C, si f no es analitica en z5 y en todo entorno de zy existen puntos
donde la funcion f es analitica.

Existen singularidades aisladas y no aisladas, en particular estamos in-
teresados en las singularidades aisladas por ello a continuacién enunciamos
su definicion.
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(iif)

Singularidad aislada. El punto z = 2y es una singularidad aislada o
un punto singular aislado de f, si podemos encontrar un 6 > 0 tal
que | z — zp |< 0 no encierre puntos singulares distintos de zy. Si tal d
no puede ser encontrado, decimos que zj es una singularidad no aislada.

Las singularidades aisladas pueden ser de las siguiente forma:

Singularidad remouwible. Si la funciéon f tiene una singularidad aislada
en zg, entonces el punto zy es una singularidad removible si, y solo si

lim, ., (2 — 20) f(2) =0

Polo. Si podemos encontrar un entero positivo n tal que

lim (z — 20)" f(2) = ¢,

Z—r 20
con ¢ # 0, entonces z = 2 es llamado un polo de orden n. Sin =1, 2
es un polo simple.

Si g(z) = (2 — 20)"f(2), donde f(z9) # 0y n € N, entonces z = 2 es
llamado un cero de orden n de g(z). Si n = 1, z es llamado un cero
simple. En tal caso zy es un polo de la funcién ﬁ.

Singularidad esencial. Una singularidad que no es polo ni singularidad
removible es llamada una singularidad esencial. De forma equivalente
2z = zp es una singularidad esencial si no podemos encontrar algin n € N
tal que lim, . (z — 20)" f(2) = c.

Definicién 2.3. Una funcién meromorfa es analitica excepto en polos.

El objeto de estudio en este capitulo son las funciones racionales y enteras
transcendentes que se definen en el siguiente apartado.

Funciones racionales y enteras trascendentes

Las funciones racionales son funciones holomorfas f : C — C que se ex-
presan como el cociente de dos polinomios complejos p(z) y q(z), es decir
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f(2) = p(2)/q(2) sin factores comunes. El grado de la funcion racional f se
define como grad(f) = max{grad(p), grad(q)}. Mientras que las funciones
enteras transcendentes son analiticas en todo el plano complejo, excepto en
el punto al infinito (que es una singularidad esencial aislada). A estas clases
de funciones las denotamos como se enuncia a continuacion:

R=A{f: C — C: f es racional de grado mayor igual que 2}.

E={f:C—C: fesentera transcendente}.

Ejemplos de funciones en las clases antes mencionadas son:
En clase R: g(z) = 22/(2* + 2 + 1).
En clase &: f(z) = e* y h(z) = sen(z).

Iteraciéon de funciones en las clases R y £

En adelante asumiremos siempre que X = C o C y que la funcién f es racional
o entera trascendente, es decir, f : X — X, donde f no es constante.

Definiciéon 2.4. Se define la n-ésima iterada de la funciéon como la composi-
cion f* = fo f» ' n> 2 donde, f' = f.

Se puede demostrar como ejercicio que funciones en la clases R y £ cum-
plen:

St f € R, entonces f" € R, paran € N.

Sife&, entonces f* € £, paran € N.
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Sea zp un punto en X, se definen los siguientes conjuntos:

La orbita hacia adelante de z se define como:
O™ (20) = {2 : ["(20) = z,n € N}.
La drbita hacia atrds de zy se define como:
O (20) = {z: f"(2) = 2, € N}.
La gran orbita de zy se define como:
O(29) = O (20) UO™ (20).

Definiciéon 2.5. Decimos que f : X — X es topologicamente conjugado a
g:Y — Y si existe un homeomorfismo h: X — Y tal que ho foh ! =g.

La conjugacion topologica es una relacion de equivalencia. Si dos aplica-
ciones f y g son topolégicamente conjugadas, también lo son f" y ¢". Las
orbitas de una de las aplicaciones pueden ser estudiadas a partir de las or-
bitas de la otra, lo que muchas veces facilita el anéalisis del comportamiento
dindmico de la aplicacién original.

Clasificacién de puntos fijos

En este apartado definiremos punto fijo de una funcion f € R (o en £) y su
clasificaciéon en la dindmica holomorfa.

Definicién 2.6. El punto zy € C (o en (/C\I) es un punto fijo de la funciéon f si
cumple f(zo) = 2.

Definicién 2.7. El punto z; € C (0 en @) es un punto fijo periddico de
periodo n de la funcién f si n es el menor natural que cumple f"(zy) = zo.

Definicion 2.8. Sea zp un punto periodico de periodo n. A la 6rbita O™ (z)
se le llama ciclo.

Definiciéon 2.9. Si zy es un punto fijo peridédico de periodo n de la funcion
f, se define el multiplicador como A = (f™) (zo). Si n = 1, el multiplicador de
z0 es A = (f)'(=0).
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De la Definicion 2.9 podemos hacer dos observaciones sobre el multiplica-
dor.

Observacion 1. Por la regla de la cadena

n—1

(f")(z0) = [ [ F(F*(z0)).

k=0
Observacion 2. Si z = oo, el multiplicador \ es:
L1
z = —.
()

Si zp es un punto periédico de la funcion f, su clasificacion es la siguiente:

e 2y es super atractor si A = 0.
o 2y es atractorsi 0 < |A| < 1.
e 2 es repulsor si |\ > 1.

e 2 es indiferente si |\ = 1.

Los puntos fijos indiferentes se dividen en:
(a) racional indiferente si \™ = 1, para algin m € N.
(b) irracional indiferente si A = e*™ con § € R\ Q.

Conjuntos de Fatou y Julia y sus propiedades

Para definir los conjuntos importantes en la dindmica holomorfa es importan-
te enunciar la siguiente definicion de familia normal y el Teorema de Montel,
véase [1].

Recordemos que una funcién meromorfa es analitica excepto en polos con
esto en mente podemos enunciar la siguiente definicion.

Definicién 2.10. Sea D un dominio de C y F una familia de funciones
meromorfas en D. Decimos que F es una familia normal en D si para cual-
quier sucesion { f,, }nen en F existe una subsucesion { f,,, }jen, tal que {fy, }jen
converge localmente uniformemente en D a una funciéon meromorfa o a co.

Matemadticas y sus aplicaciones 12, Capitulo 5, paginas 111-124



Maurico Esteban Chacén Tirado, Patricia Dominguez Soto, Maria de
118 Jestis Lopez Toriz

Teorema 2.11. (Montel) Sea F una familia de funciones meromorfas defi-
nidas en un dominio G C C , a,b,c € C distintos a pares. Si f(z) # a,b,c
para toda z € G y para toda f € F, entonces F es una familia normal en G.

Para funciones en las clases R y £ se definen los conjuntos de Fatou y
Julia como sigue.

Definicién 2.12. El conjunto de Fatou para f € R (0 en &) se denota como
F(f) y se define como el conjunto de todos los z € C, tal que la sucesion
de iteradas {f"},en es normal en alguna vecindad de z. El complemento del
conjunto de Fatou se define como el conjunto de Julia y se denota como J(f).

En el siguiente teorema se enuncian algunas propiedades bésicas impor-
tantes que tienen los conjuntos de Fatou y Julia para las funciones racionales
y enteras transcendentes.

Teorema 2.13. Si f € R (0 en &) se tiene las siguientes propiedades:
(i) F(f) es abierto y J(f) es cerrado.

(1) F(f) y J(f) son completamente invariantes; es decir, z € F(f) si, y sdlo

si f(z) € F(f) yze J(f) siysdlosi f(z) € J(f).
(iit) F(f") = F(f) y J(f") = J(f), para toda n € N.

(v) J(f) es perfecto.

El Teorema 2.13 fue demostrado por Julia y Fatou pare funciones en R
en (3| [6] y por Fatou en [4] para funciones en £ en 1926.

3 Conjuntos de Julia que son dendritas para
funciones en R y &£

Recordemos que un continuo es un espacio métrico, compacto y conexo con
més de un punto. El ejemplo mas simple es el intervalo [0, 1]. Una dendri-
ta es un continuo localmente conexo que no contiene circunferencias, donde
cualquier conjunto homeomorfo a S! es una circunferencia.
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Los continuos que construiremos en esta secciéon, se podran formar unien-
do una cantidad numerable de arcos, teniendo cuidado de no formar ciclos y
de obtener continuos con la propiedad de conexidad local. Los continuos con
estas propiedades son dendritas que se pueden encajar en el plano complejo C.

La familia f,.(z) = 22 + ¢

En los sistemas dindmicos holomorfos a las funciones polinomio de una varia-
ble compleja con conjunto de Julia conexo y s6lamente con puntos peridédicos
repulsores se les llama dendritas. También, decimos que el conjunto de Julia es
una dendrita cuando cada punto finito critico del polinomio es pre-periédico
pero no periodico.

Si tomemos la familia de polinomios f.(z) = 2% + ¢, que es una funcion
racional con denominador la constante uno, se pueden demostrar los siguien-
tes resultados, véase [5] para la demostracion.

Teorema 3.1. El conjunto de Julia de una funcion en f.(z) = 2% + ¢ es
compacto para toda ¢ € C.

Por la propiedad (i) del Teorema 2.13 sabemos que J(f.) es cerrado y por
Teorema 3.1 el conjunto de Julia J(f.) es acotado.

Teorema 3.2. z € J(f.) si, sdlo si —z € J(f,).

En otras palabras, el Teorema 3.2 enuncia que el conjunto de Julia J(f.)
es simétrico con respecto al origen.

Recordar que un subconjunto Y C X es invariante por f si f(Y) C Y. Es
evidente que tanto la unién como la intersecciéon de conjuntos invariantes es
invariante. Se puede demostrar, como ejercicio para el lector, que los conjunto
de Julia J(f.) son invariantes bajo fy f~'.

Ahora, analicemos a la familia f.(z) = 2% + .

(i) f.(z) tiene puntos fijos en donde 2% + ¢ = 2, es decir, hay dos puntos fijos

21, 22.
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(i) fe(z) tiene puntos criticos donde la derivada de f.(z) es cero, es decir,
cuando 2z = 0 y tiene valor critico en f.(0) = 0 + ¢ = c.

(iii) Los puntos fijos 2, y 2, seran repulsores cuando | f (z1)| > 1y |f (22)| > 1,
véase definiciones en la Seccion 2, es decir, cuando [2z1] > 1y 22| > 1.

(iv) Por inciso (iii) es posible determinar cuando los dos puntos fijos son re-
pulsores para un parametro ¢ dado.

(v) Decimos que el conjunto de Julia es una dendrita cuando cada punto fi-
nito critico del polinomio es pre-periddico pero no periddico, véase 2] para
su demostracion. Un punto es pre-peridédico cuando alguno de sus iterados es
un punto periédico.

Los siguientes ejemplos muestran conjuntos de Julia que son dendritas
para diferentes parametros de la familia f.(z) = z* + ¢ .

Ejemplo 3.3. Sea f.(z) = 2?+cy ¢ = i. Haciendo célculos bésicos obtenemos
que el punto critico z = 0 es preperiddico pero no periddico.

f(0) = —i,
f2(0) =-1—1,
£7(0) =4,
fH(0) = ~-1—1,
F2(0) =i

Asi, el cero es un punto critico preperiodico, pero no periédico y por (v)
el conjunto de Julia es una dendrita, véase Figura 1.

Ejemplo 3.4. Sea f.(2) =22 +cyc=—1.4.

Por (i) y haciendo calculos bésicos obtenemos que los dos puntos fijo son:

_ 14(5.6)'2
=

Zi Li=1,2.
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Figura 1: El conjunto de Julia de f;(2) = 22+

Por (iv) tenemos que |2((1 + (5.6)Y/2)/2)| > 1y |2((1 — (5.6)"/2)/2)| > 1.

Asi, los dos puntos fijos son repulsores, por lo tanto el conjunto de Julia
es una dendrita, véase Figura 2.

Figura 2: El conjunto de Julia de fi(z) = 2% — 1.4
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Como en los dos ejemplos anteriores, es posible dar diferentes valores del
parametro ¢ para los cuales el conjunto de Julia es una dendrita.

La familia fy\(z) = Asenz, A # 0

Para dar ejemplos de conjuntos de Julia de funciones enteras trascendentes
que son dendritas, debemos tener presente que el infinito es una singularidad
esencial, por lo tanto no se pueden utilizar los resultados de funciones polino-
miales. También, hay que observar que los polinomios siempre tienen puntos
fijos y criticos, mientras que las funciones en clase £ pueden no tener puntos
fijos, por ejemplo, la funciéon e* + z.

Tomemos la familia fy(z) = Asenz con A € C\{0}. Lo que podemos decir
de la familia f)(z) es lo siguiente:

(i) Los puntos fijos de fy(z) se obtienen solucionando la ecuacion Asenz—z =
0, que tiene soluciones dependiendo del parametro A\ y que no son faciles de
calcular porque se tienen que usar métodos de aproximaciéon. También, pode-
mos ver geométricamente las intersecciones de las funciones Asen z y z para
encontrar puntos fijos de la funcion para una un parametro A dado.

(i) Los puntos criticos de fy(z) = Asen z son los puntos que cumplen f,(z) =
0, es decir, Acosz = 0 si, y solo si z = (2k + 1)7/2, con k € Z. Por lo tanto,
los puntos criticos de fy son de la forma z, = (2k+ 1)7/2. A diferencia de los
polinomios la familia f tiene un conjunto contable infinito de puntos criticos.
Sin embargo, al evaluar los puntos criticos en f, obtenemos s6lamenmte dos
valores criticos {\, —A}.

(iii) La familia fy(z) para A un nimero real es simétrica con respecto al eje
imaginario.

El siguiente ejemplo es una conjetura que es motivada por el grafico ob-
tenido con Fractal eXtreme de la funcion fy(z) = 2isen z.

Conjetura 3.5. Si f(z) = 2isen z el conjunto de Julia es una dendrita, véase
Figura 5.
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Figura 3: El conjunto de Julia de fa;(z) = 2isenz

Concluimos este trabajo citando algunas preguntas abiertas.

Pregunta 1. Sea Asenz con A > 0. ;Qué condiciones debe cumplir el para-
metro A para que el conjunto de Julia sea una dendrita?

Pregunta 2. ;Es verdad que para un conjunto de valores A la familia Asen 2z
con conjunto de Julia conexo y s6lamente con puntos periédicos repulsores
son dendritas (casi anélogo a polinomios)?

Pregunta 3. Si es verdad la Conjetura 3.5, ;podemos obtener un conjunto
de valores A\ cercanos a 2i, donde los conjuntos de Julia asociados a cada A
sean dendritas?

Pregunta 4. Si f es una funcién en clase £ tal que cada punto finito critico
es preperiodico, pero no periodico, jserd su conjunto de Julia una dendrita?
Para polinomios esta demostrado en [2].
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Capitulo 6

El arco y la curva cerrada simple, tinicos

continuos localmente conexos sin triodos
simples

David Herrera Carrasco, Antonio de Jestuis Libreros
Lopez, Fernando Macias Romero
FCFM, BUAP

Resumen

En este capitulo probaremos un resultado bien conocido en la teoria de
continuos, y bastante ttil, que es el siguiente: si X es un continuo lo-
calmente conexo sin triodos simples, entonces X es un arco o una curva
cerrada simple. Ademas, se verd la importancia de que el continuo debe
ser localmente conexo para que se cumpla este resultado.

1 Introducciéon

Si le pidieran pensar en un continuo lo mas seguro es que pensarian en uno
que sea localmente conexo, véase la Definicion 5.1, no seria hasta saber de la
existencia de continuos como el continuo SGH(%), véase el Ejemplo 7.1, para
que uno pudiera pensar en espacios méas complejos. Ahora, es claro que el
intervalo cerrado [0, 1] y la circunferencia unitaria S' en R? no contienen al
espacio con la forma de T, surgiendo la pregunta: ;habra otros espacios que
cumplan con esta condicion? A lo cual podria responder uno sin pensar tanto
que no hay otro espacio con esta propiedad, cometiendo el mismo error al no
saber de la existencia de espacios como el continuo sen(%). Sin embargo, si esto
lo reducimos a espacios que sean continuos localmente conexos el resultado
es cierto, no obstante la prueba de este hecho no es sencilla.

En este capitulo dedicaremos a exponer la teoria y resultados necesarios
para poder pobrar le resultado que lleva por titulo este trabajo, empezando
con la definicion de arco, curva cerrada simple y triodo simple, luego intro-
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duciendo lo que es un punto de no corte junto con la existencia de estos en
continuos con mas de un punto, y finalmente, antes de llegar a nuestro ob-
jetivo, revisaremos varios resultados sobre continuos localmente conexos. Por
ultimo, daremos algunos ejemplos de continuos con propiedades particulares
que nos ayudaran a entender la importancia de que el continuo sea localmente
conexo y que esta propiedad no puede ser sustituida por otra que cumplan el
arco y la curva cerrada simple.

2 Preliminares

Dado un espacio topolégico X y Y subconjunto de X, usaremos intx(Y),
clx(Y) y Frx(Y) para denotar al interior, la cerradura y la frontera de Y en
X, respectivamente. Recordemos que los abiertos de Y son los abiertos de
X intersectados con Y. Diremos que un espacio topoldgico es no degenerado
si tiene més de un punto. Si A es una coleccion de subconjuntos, la uniéon
de sus elementos y la interseccion de estos lo denotaremos por (JA y [ A,
respectivamente. Si X es un espacio y A es una coleccion de subconjuntos de
X, diremos gie A es una cubierta para X si X C (JA.

Definicién 2.1. Un continuo es un espacio métrico no vacio, compacto
y conexo. Un subconjunto de un continuo que también es un continuo le
llamaremos subcotinuo.

La definicién de conexo y compacto, al igual que muchos resultados sen-
cillos pero importantes sobre estos temas, pueden ser encontradas en muchos
libro de topologia, por mencionar algunos [1] y [9], para quien guste ahondar
més sobre el tema. En la mayoria de los resultados estaremos trabajando con
continuos no degenerados, que al ser estos conexos no solo tendréan dos puntos
sino tantos como los niimeros reales. Para terminar con estos preliminares,
veamos una equivalencia de conexidad que nos sera ttil mas adelante.

Definicién 2.2. Sean X un espacio topologico y A, B subconjuntos de X.
Decimos que A y B estéan separados si cly(A)NB =0y Ancly(B) = 0.

En ocasiones contruir conjuntos abiertos con condiciones especificas es
muy laborioso, por esto es importante conocer otros métodos como el siguiente
teorema que nos proporciona una alternativa de como saber si un espacio es
disconexo sin la necesidad de usar abiertos.
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Teorema 2.3. Sean X un espacio topologico y Z C X no vacio. Z es disco-
nexo si y solo si existen A y B subconjuntos de X no vacios y separados tales
que Z = AU B.

Demostracion. Supongamos que Z es disconexo. Entonces existen U y V
abiertos de X tales que ZNU y ZNV son no vacios, ajenosy Z C UU V.
Sean A=Z7ZNUy B=Z7ZNV.Notemos que Z = AUB y A, B son no vacios.
Veamos que A y B estan separados. Supongamos que existe p € clx(A) N B.
Entonces p € clx(A) y p € V, y por tanto, V N A # (). Luego, AN B # (),
lo cual contradice que A y B sean ajenos. Asi, clx(A) N B = (). De manera
analoga, se prueba que ANcly(B) = (). Por lo tanto, A y B estan separados.

Ahora supongamos que existen A y B subconjuntos de X no vacios y
separados tales que Z = AU B. Sean U = X —clx(B) y V = X — clx(A).
Notemos que U y V son abiertos en X que contienen a Ay B, respectivamente.
Masain, A = ZNU, B=ZNV y Z C UUV. Por lo tanto, Z es disconexo. [

3 El arco, la curva cerrada simple y el triodo
simple

Antes que todo, empecemos por presentar los continuos que estaremos estu-
diando, asi como algunas propiedades interesantes de estos.

Definicién 3.1. Un arco es un espacio homeomorfo al intervalo cerrado
[0,1]. Sea « : [0,1] — A un homeomorfismo, diremos que «(0) y «(1) son
los puntos extremos del arco A.

/NS
W @) V5

Figura 1: Ejemplos de arcos
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Lema 3.2. Sea I C R no degenerado. I es conexo si y solo si I es un
intervalo.

Demostracion. Sea I conexo. Supongamos por el contrario, que I no es un
intervalo. Entonces existen a,b € I tales que [a,b] ¢ I. Sea z € (a,b) tal que
z& 1. Luego, U={x el :x<z}yV ={yel:z<uy} son abiertos de [
ajenos y no vacios tales que I = U UV, lo cual contradice la conexidad de 1.
Por lo tanto, I es un intervalo.

Ahora, sea I un intervalo. Supongamos por el contrario, que I es disconexo,
es decir, existen U y V abiertos de R tales que U NI y V NI son no vacios,
ajenosy I CUUV.Sean A=UNIy B=VNI,entonces [ = AU B. Sean
a € Ay b e B. Sin perdidad de generalidad supongamos que a < b. Como
I es un intervalo, tenemos que [a,b] C I. Sea D = [a,b] N A. Como D esta
acotado superiormente por b, existe § = sup D. Notemos que 5 € I. Luego,
peAopeB.

Caso 1. § € A. Asi, b— 3 > 0. Luego, existe ¢ > 0 tal que e < b— [y
(6 — 2,8+ 2¢) C U. Notemos que 5+ ¢ < b. De esto, §+¢ € D, lo cual es
una contradiccion al ser (3 el supremo de D.

Caso 2. 3 € B. Luego, existe § > 0 tal que (8—49,5+0) C V. Puesto que
B es el supremo de D, existe d € D tal que § —d < d < 3. De esto, d € B, lo
cual contradice que A y B sean ajenos.

Por lo tanto, I es conexo. O

Un hecho muy importante y bastante ttil en la topologia es el hecho de
que la conexidad y la compacidad son invariantes topologicos, es decir, que si
dos espacios son homeomorfos y uno de ellos es conexo (o compacto), entonces
el otro es conexo (o compacto).

Teorema 3.3. Sea X un espacio métrico. Si A es un arco en X, entonces A
es un continuo.

Demostracion. Sea A arco en X. Como [0, 1] es cerrado y acotado, tenemos
que [0, 1] es compacto. Ademaés, por el lema 3.2, [0, 1] es conexo. Puesto que
A es homeomorfo a [0, 1], concluimos que A es conexo y compacto. Por lo
tanto, A es un continuo. O

Definicién 3.4. Un curva cerrada simple es un espacio homeomorfo a la
circunferencia unitaria en el plano S*.
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Oans

Figura 2: Ejemplos de curvas cerradas simples

Teorema 3.5. Sea X un espacio métrico. Si C es un curva cerrada simple
en X, entonces C' es un continuo.

Demostracion. Sea C' curva cerrada simple en X. Como S! es cerrado y aco-
tado, tenemos que S! es compacto. Sean p = (1,0) y ¢ = (—1,0). Entonces
St—{p} y S*—{¢} son homeomorfos a un intervalo abierto de R. Luego, por el
Teorema 3.2, S'—{p} y S*—{q} son conexos. Como (S'—{p})N(S*—{q}) # 0,
tenemos que (S*—{p})U(S' —{q}) es conexo. En consecuencia, S* es conexo.
Puesto que C es homeomorfo a S, concluimos que C es conexo y compacto.
Por lo tanto, C' es un continuo. O

Definiciéon 3.6. Un triodo simple T es la union de 3 arcos que tinicamente
se intersectan en un punto extremo v de dichos arcos. El punto v es llamado
el vértice de 7.

Figura 3: Triodo simple

Matemadticas y sus aplicaciones 12, Capitulo 6, paginas 125-149



David Herrera Carrasco, Antonio de Jesas Libreros Lopez, Fernando
130 Macfas Romero

Un resultado sobre conexidad que usaremos en el siguiente teorema, y en
muchos otros resultados méas adelante, es que la unién de conjuntos conexos
es un conexo si la interseccion de estos es no vacia.

Teorema 3.7. Sea X un espacio métrico. St T es un triodo simple en X,
entonces T' es un continuo.

Demostracion. Sea T = A; U Ay U Az un triodo simple en X con vértice v,
donde A;, Ay y As son arcos tales que la interseccion dos a dos es {v}. Como
los arcos son continuos, tenemos que A;, Ay y Az son compactos y conexos.
Luego, A; U Ay U Az es conexo, porque A; N Ay N A3 = {v}. Més ain, como
la unién finita de compactos es un compacto, tenemos que A; U Ay U As es
compacto. Por lo tanto, T" es un continuo. O]

Una propiedad que comparten el arco y la curva cerrada simple, y que no
tiene el triodo simple, es que todo subcontinuo propio no degenerado es un
arco, lo cual se prueba a continuacién.

Teorema 3.8. Sea A un arco. 5i S es un subcontinuo propio no degenerado
de A, entonces S es un arco.

Demostracion. Sea S subcontinuo propio no degenerado de A. Como A es un
arco, existe o : A — [0, 1] homeomorfismo. Como S es conexo, por el lema
3.2, tenemos que «(S) es un intervalo. Mas atin, al ser S compacto, tenemos
que a(S) es un intervalo cerrado. Asi, a(S) es homeomorfo a [0,1]. Luego,
por transitividad, S es un arco. O

Teorema 3.9. Sea C' una curva cerrada simple. Si S es un subcontinuo propio
no degenerado de C', entonces S es un arco.

Demostracion. Sea S subcontinuo propio no degenerado de C'y p € C'— S.
Entonces existe h : C'—{p} — (0, 1) homeomorfismo. Como S es conexo, por
el lema 3.2, tenemos que h(S) es un intervalo. Mas ain, al ser S compacto,
tenemos que h(S) es un intervalo cerrado. Asi, h(S) es homeomorfo a [0, 1].
Luego, por transitividad, S es un arco. O]

4 Puntos de no corte

Definicién 4.1. Sean X un continuo y p € X. Decimos que p es un punto
de corte de X si X — {p} no es conexo y p es un punto de no corte de X
si X — {p} es conexo.
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Un hecho muy util y no complicado de probar es que si A, By Z son
subconjuntos del espacio X tales que A y B estan separados, Z es conexo y
Z C AU B, entonces Z C A o Z C B, mismo que usaremos en el siguiente
lema.

Lema 4.2. Sean X un espacio conexo y Z C X conexo. St X —Z =AUB
con A y B subconjuntos de X no vacios que estdn separados, entonces Z U A
y Z U B son conezxos.

Demostracion. Sean A y B subconjuntos de X no vacios tales que A y B
estdn separados y X — Z = A U B. Supongamos que Z U A es disconexo.
Entonces existen K y L subconjuntos de X no vacios y separados tales que
ZUA=KUL. Como Z es conexo, tenemos que Z estd contenido en K o en
L. Sin pérdida de generalidad, supongamos que Z C K. Luego, L C A. De
esto, L y B estan separados. Notemos que X = (BUK)U L. Mas ain, BUK
y L estan separados, lo cual contradice la conexidad de X. Por lo tanto, ZUA
es conexo. Anélogamente, Z U B es conexo. [

Lema 4.3. Sea X un espacio conexo. Supongamos que para a,b € X existen
K,L,M y N subconjuntos de X no vacios tales que K y L estin separados,
M y N estin separados, X —{a} = KUL y X —{b} =MUN. Siae My
be K, entonces N U{b} C K.

Demostracion. Por el Lema 4.2, N U {b} es conexo. Como a € M, tenemos
que NU{b} C KUL. Luego, NU{b} C K o NU{b} C L. Dado que a € K,
concluimos que N U {b} C K. O

Teorema 4.4. (Principio Maximal de Hausdorff). Si £ una coleccion de
conguntos, entonces todo nido de L esta contenido en un nido mazimal. (Un
subcoleccion N de L es un nido, si para cada A, B € N, tenemos que A C B
oBCA).

El siguiente teorema nos ayudard a probar el resultado que tiene como
objetivo este capitulo, y ain que parezca sencillo el enunciado, la ideas que

se usan para probarlo no lo son.

Teorema 4.5. Si X un continuo no degenerado, entonces X tiene al menos
dos puntos de no corte.
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Demostracion. Sean a,q € X. Siay ¢ son puntos de no corte de X, se cumple
el resultado. Supongamos que a es un punto de corte de X. Entonces existen
Uy V abiertos de X ajenos y no vacios tales que X — {a} =UUV.

Supongamos que todo elemento de V' es punto de corte de X. Luego,
para cada b € V, existen U, y V, abiertos de X ajenos y no vacios tales que
X —{b} = U, UV, y a € Uy Luego, por el Lema 4.3, para cada b € V,
V,U{b} C V. Més ann, por el Lema 4.2, para cada b € V, V,U {b} v U, U {b}
SON CONExXOs.

Afirmacién: Sib e V y p € V4, entonces V, U {p} C V4.

En efecto, sea b € V' y p € Vj,. Supongamos que b € V,, es decir, U, C X — .
Como U, U {p} es conexo y p € V;, tenemos que U, U {p} C V,. Puesto que
a € U,, concluimos que a € V}, lo cual contradice que V;, y U, sean ajenos. De
esto, V, C X —{b}, y por tanto, V,U{p} C V4. Concluyendo asi la prueba de
la afirmacion.

Sea L = {V, U{b} : b € V}. Luego, por el Teorema 4.4, existe un nido
maximal C de £. Supongamos que [|C = (). Luego, X = | {V, : UyU{b} € C}.
Como X es compacto, tenemos que X = Vj, U--- UV, . En consecuencia,
(Up, U{b1}) U--- U (U, U {b,}) = 0, lo cual contradice que C es un nido.
Por lo tanto, ((C # 0. Sea ¢ € (C. Notemos que ¢ € V. Méas ain, dado
V,U{b} € C, c € V, U{b}. Sic =0, entonces V.U {c} = V, U {b}, y si
c € Vi, por la afirmacion, V. U {c} C V;. En cualquier caso, concluimos que
V.U {c} C V, U{b}. En consecuencia, V.U {c} C NC.

Ahora bien, sea z € V.. Notemos que z € V, y por tanto, V,U{z} € L. Por
la afirmacion, V,U{z} es subconjunto propio de V.U{c}. De esto, CU{V,U{z}}
un nido de £ que contiene propiamente a C, lo cual contradice la maximalidad
de C. Por lo tanto, V' tiene un punto de no corte de X. Analogamente se prueba
que U tiene un punto de no corte de X. Por lo tanto, X tiene al menos dos
puntos de no corte. O

5 Continuos localmente conexos

Habiendo probado la existencia de puntos de no corte, atin no es suficiente
para proceder al resultado principal porque atn nos falta analizar la propiedad
de ser localmente conexo, la cual definimos a continuacion.

Definicién 5.1. Un espacio topologico X es localmente conexo si para
cada punto p € X y cualquier abierto U de X que contenga a p, existe V
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abierto y conexo tal que p e V C U.

Como se ha mencionado anteriormente, en ocasiones la construccion de
abiertos con propiedades particulares no es secilla, por lo que los Lemas 5.2
y 5.5 serdn muy utiles en posteriores resultados.

Lema 5.2. Sea X un espacio topolégico. St para cada punto p € X y cualquier
abierto U de X que contenga a p, existe N subconjunto conexo de X tal que
p €intx(N) C N C U, entonces X es localmente conexo.

Demostracion. Sea p € X y U abierto de X que contiene a p. Sea C' la
componente de U que contiene a p. Veamos que C' es abierto de X. Sea q € C.
Por hipotesis, existe N, subconjunto conexo de X tal que ¢ € intx(N,) C
N, C U. Luego, por la maximalidad de C, N, C C' . Asi, ¢ € intx(N,) C C.
Por lo tanto, C' es abierto y conexo tal que p € C' C U. O

Otras definiciones que necesitamos para poder continuar son la siguientes.

Definicién 5.3. Un espacio topolégico X es arco-conexo si para cada par
de puntos a,b € X existe un arco en X con puntos extremos a y b.

Definicién 5.4. Un X espacio topologico es localmente arco-conexo si
para cada punto p € X y cualquier abierto U de X que contenga a p, existe
V' abierto y arco-conexo tal que p e V C U.

No es dificil probar que si un espacio es arco-conexo, entonces este es
conexo (el reciproco no es cierto), y de esto podemos notar que un espacio que
es localmente arco-conexo es localmente conexo (nuevamente el reciproco es
valido). Aunque estos resultados no sean usados en lo que estaremos probando
es bueno saber que relacion hay entre estos tipos de conexidad.

Lema 5.5. Sea X un espacio topoldgico. St para cada punto p € X y cualquier
abierto U de X que contenga a p, existe N subconjunto arco-conexo de X tal
que p € intx(N) C N C U, entonces X es localmente arco-conezo.

Demostracion. Sea p € X y U abierto de X que contiene a p. Entonces existe
N subconjunto arco-conexo de X tal que p € intx(N) C N C U. Sea

V= U{A CU:pé€ Acon A arco-conexo}.
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Notemos que V' es arco-conexo y p € V C U. Para terminar la prueba,
bastard probar que V es abierto de X. Sea ¢ € V. Entonces existe A, C U
arco-conexo tal que p,q € A,. Ademas, por hipdtesis, existe N, subconjunto
arco-conexo de X tal que ¢ € intx(N,) C N, C U. Sea V, = A, U N,. Luego,
q € intx(V,) C V, C V. Por lo tanto, V' es abierto. O

El siguiente teorema es muy importante en la teoria de continuos y sera
muy util para probar resultados posteriores, asi como el resultado principal,
sin embargo por la gran cantidad de material que se necesita para probar-
lo, solo daremos la referencia en la que puede encontrar su prueba para el
interesado.

Teorema 5.6. [9, Teorema 8.23] Todo continuo no degenerado localmente
CONETO es arco-conexo.

Definicién 5.7. Sea X un espacio métrico y Z un subconjunto no vacio de
X. El diAmetro de Z, el cual denotaremos por didm(Z7), es el supremo de las
distancias entre los puntos de Z, es decir, didam(Z) = sup{d(p,q) : p,q € Z}.

Con la finalidad de poder probar el Teorema 5.13, introduciremos la si-
guiente definicion, la cual tiene relacion con la conexidad local y que satisface
una propiedad que nos seré tutil.

Definicién 5.8. Sea X un espacio métrico. Un subconjunto no vacio Z de
X se dice que tiene la propiedad S si para todo € > 0, existen subconjuntos
conexos Ay, ..., A, de Z con diAmetro menor que ¢ tales que Z = AU- - -UA,.

Veamos la relacion que hay entre la conexidad local y la propiedad S.

Teorema 5.9. Sea X un espacio métrico. St X tiene la propiedad S, entonces
X es localmente conexo.

Demostracion. Usaremos el Lema 5.2 para probar esto. Dado p € X y U
abierto de X que contiene a p. Sea r > 0 tal que B(p,r) C U. Como X tiene
la propiedad S, existen Aj,..., A, subconjunto conexos de X con didmetro
menor que 3 tales que X = A;U---UA,. Sea N = [J{A; : p € clx(4;)}.
Notemos que N es un subconjunto conexo de U. Como

(X = N) el ([t 1 p & elx(4))}) = | Helx(4)) : p & el (4))},

tenemos que p & clx(X — N), y en consecuencia, p € intx(N). Por lo tanto,
X es localmente conexo. ]
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El reciproco del teorema anterior no siempre se cumple, para ejemplificar
S = {(z,sen(2)) : = € (0,1]} es localmente conexo pero no tiene la propie-
dad S. No obstante, el teorema siguiente nos da condiciones suficientes para
que esto se cumpla, y dado que los continuos satisfacen esta condicién, la

propiedad S y ser localmente conexo seran equivalentes en los continuos.

Teorema 5.10. Sea X wun espacio métrico compacto. St X es localmente
conexo, entonces X tiene la propiedad S.

Demostracion. Sea € > 0. Como X es localmente conexo, tenemos que para
cada p € X existe V), abierto y conexo tal que p € V,, C B(p, 5). Notemos que
el diAmetro de cada V,, es menor a . Luego, por la compacidad de X, existen
Vors oo, Vp, tales que X =V, U---UV, . Por lo tanto, X tiene la propiedad
S. O]

A diferencia de la conexidad, la propiedad de ser localmente conexo no se
mantiene en la cerradura, es decir, si Y es un subespacio localmente conexo
de X, entonces clx(Y) no necesariamente es localmente conexo, un ejemplo
que sirve es el continuo sen(%), véase el Ejemplo 7.1 y tomar a Y = S. Sin
embargo, la propiedad S si se mantiene en la cerradura como se prueba a
continuacion.

Teorema 5.11. Sean X un espacio métrico y' Y C X que tiene la propiedad
S. 8172 CX tal queY C Z C clx(Y), entonces Z tiene la propiedad S.

Demostracion. Sea e > 0. Como Y tiene la propiedad S, existen subconjuntos
conexos Ay, ..., A, de Y con didmetro menor que 5 tales que Y = A; U---U
A,. Para cada i € {1,...,n}, sea B; = clz(A4;). Notemos que Bji,...,B,
son subconjuntos conexos de Z con didmetro menor que €. Como clx(Y) =
clx(A;) U---Uclx(Ay), tenemos que Z = [clx(A;) U---Uclx(A,)] N Z
By U---UB,. Por lo tanto, Z tiene la propiedad S.

Ol

La siguiente definicién nos ayudara a definir conjuntos que sean abiertos
y conexos que tengan la propiedad S, como se vera en la prueba del Teorema
5.13.

Definicién 5.12. Sean X un espacio métrico, Ly, ..., L, subconjuntos de X
y € > 0. Diremos que £ = {L4,..., L,} es una S(¢)-cadena si se satisface lo
siguiente:
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(1) para cada i € {1,...,n— 1}, L; N Liy1 # 0,

(2) para cada i € {1,...,n}, L; es conexo,

(3) para cada i € {1,...,n}, didm(L;) < 5.
A los elementos de £ los llamaremos enlaces. Sip € L1y q € L,, diremos que
L es una S(e)-cadena de p a gq.

Teorema 5.13. Todo subconjunto abierto de un continuo localmente conexo
es localmente arco-conero.

Demostracion. Sean X un continuo localmente conexo y W subconjunto
abierto de X. Sea p € W y U abierto de X tal que p € U. Luego, existe
r > 0 tal que B(p,r) C U. Sea

V ={q € X : existe una S(r)-cadena de p a ¢}.

Notemos que V' es un subconjunto conexo de U. Més aun, dado ¢ € V
existe una S(r)-cadena {Ly,..., L, } de p aq. Como X es localmente conexo,
existe Lp41 abierto y conexo de X tal que ¢ € Lyy1 C B(q, 5mz). Asi,
{L1,..., Ly, Lyps1} es una S(r)-cadena, y en consecuencia, ¢ € Ly,11 C V.
De esto, V es abierto de X.

Afirmacioén. V tiene la propiedad S.

Para esto sea 0 > 0. Luego, existe k € N tal que 5= < %. Definamos a

K ={q € X : existe una S(r)-cadena con a lo méas k enlaces de p a ¢}.

Notemos que p € K C V. Por el Teorema 5.10, X tiene la propiedad
S, y por tanto, existe una cubierta finita para X de conjuntos conexos con
didmetro menor que 557. Sean Ey, ..., E, los miembros de esta cubierta que
intersectan a K. Es claro que K € EyU---UE,. Sean i € {1,...,n} y
¢; € E;N K. Entonces existe una S(r)-cadena £; con a lo méas k enlaces de p a
¢;- Luego, £; U{E;} es una S(r)-cadena. Por la definicion de V', tenemos que
E; C V. Por lo tanto, E1, ..., E, son subconjuntos conexos de V' de didmetro
menor que g. Para cada i € {1,...,n}, sea

Bi=| {M CV: M es conexo ,MNE; # 0y didm(M) < $}.
Notemos que cada B; es un subconjunto conexo de V' con didmetro menor

que 0 que contiene a F;. Para terminar la prueba de la afirmaciéon, veamos que
VcBUu---UB,. Como K C F1U---UFE, C BjU---UB,, bastara tomar a
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veV—K.SeaL={Ly,..., Ly} una S(r)-cadena de p a v. Dado que v € K,
tenemos que m > k. Sea H = L U---U L,,. Como L es una S(r)-cadena,
tenemos que H es conexo y didm(H) < didm(Ly)+- - - +didm(Ly,) = 7[5 —
L] < %, Mas atn, por la definicion de K, Ly C K, y por tanto, H N E; # ()
para algun j € {1,...,n}. Asi, H C B;. Por lo tanto, V. C By U---U B,,
concluyendo asi la prueba de la afirmacion.

Resumiendo, V' es un subconjunto abierto y conexo de U que tiene la
propiedad S. Luego, por el Teorema 5.11, clx (V') es un continuo que tiene la
propiedad S. Por los Teoremas 5.9 y 5.6, clx (V') es arco-conexo. Asi, p esta
en el interior de un conjunto arco-conexo contenido en U. Como esto se da
para cada elemento de W, por el Lema 5.5, tenemos que W es localmente
arco-conexo. O]

El teorema siguiente es el que usaremos para poder probar nuestro resul-
tado principal.

Teorema 5.14. Cualquier subconjunto abierto y conexo de un continuo lo-
calmente conexo es arco-conero.

Demostracion. Sean X un continuo localmente conexo y W subconjunto
abierto de X conexo. Sea p € W y definamos E como sigue:

E ={p}U{a €W : existe un arco en W con extremos a y p}.

Supongamos que W — E # (). Por el Teorema 5.13, W es localmente arco-
conexo. Sea a € F, en particular, a € W. Luego, existe U subconjunto abierto
de X arco-conexo tal que a € U C W. Asi, a € U C E, concluyendo que F
es abierto de X.

Por otro lado, sea b € W — E. Entonces, existe VV subconjunto abierto de
X arco-conexo tal que b € V C W. Notemos que V N E = (), ya que en caso
contrario por la arco-conexidad de V' habria un arco en W con extremos by p,
lo cual es una contradiccion al hecho de quebe W —E. Asi, be V C W — E,
concluyendo que W — E es abierto de X. Esto contradice la conexidad de W.
En consecuencia, W — E = (). Por lo tanto, W es arco-conexo. O
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6 Continuos localmente conexos sin triodos sim-
ples

Finalmente hemos llegado con los recursos necesarios para poder probar nues-
tro resultado principal, véase el Teorema 6.4, pero antes de comenzar veamos
el siguiente lema que nos facilitara la prueba del Teorema 6.2.

Lema 6.1. Sean X un continuo, Ay y Ay dos arcos de X diferentes. Si Ay
y As coinciden en sus puntos extremos, entonces eriste una curva cerrada
simple C' contenida en X tal que C C Ay U As.

Demostracion. Sean a: [0,1] — Ay y 5:[0,1] — Ay homeomorfismos tales
que a(0) = p = 5(0), (1) = ¢ = B(1). Notemos que o # 3, es decir, existe
to € (0,1) tal que a(ty) # S(to).

Sea t, < to tal que a(t,) = 5(t,), y para cada t € (t,,to], a(t) # 5(t) y sea
to < t, tal que a(t,) = B(t,) v para cada t € [to,t,), a(t) # B(t).

Sea C' = a([t,, t,]) UB([ty, ty]). Veamos que C' es una curva cerrada simple.
Sean hy: [t,,t,] — [0,7], donde hy(t) = 7(:=2) ¥ hy: [t,,t,] — [7,27], donde

tq_tp

ho(t) = m(1 + tiq—_ti) Notemos que hy y hs son homeomorfismos.

Definimos a la funcién h: C — S* dada por

Figura 4: C' C A; U As

Como h es composicion de funciones continuas, tenemos que h es continua.
Mas atin, h es biyectiva. Asi, h es un homeomorfismo. Por lo tanto, C es una
curva cerrada simple contenida en A; U As. O
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El resultado que acontinuaciéon probamos es donde usaremos todo el ma-
terial antes expuesto y que nos ayudara a llegar a nuestro objetivo.

Teorema 6.2. Sea X un continuo localmente conexo y no degenerado. St X
no es un arco, entonces X contiene una curva cerrada simple o un triodo
simple.

Demostracion. Como X es un continuo no degenerado, por el Teorema 4.5,
tenemos que X contiene al menos dos puntos de no corte, a saber, p v ¢. Sea
Aj un arco que une a py ¢. Como X no es un arco, existe t € X — A;. Al ser
p de no corte, tenemos que X — {p} es abierto de X y conexo. Luego, por el
Teorema 5.14, X — {p} es arco-conexo. Sea Ay un arco en X — {p} que une
atyagq.
Caso 1. A; N Ay = {q}.

Como ¢ es de no corte, tenemos que X —{q} es abierto de X y conexo. Luego,
por el Teorema 5.14, X — {q} es arco-conexo. Sea Az un arco en X —{q} que
une a t y p. Notemos que As es distinto al arco A; U A,, mas atn, coinciden
en sus puntos extremos. Por el Lema 6.1, A; U As U A3 contiene una curva
cerrada simple. En consecuencia, X contiene una curva cerrada simple. Véase
la Figura 5.

As

t p Ay q

Figura 5: A; N Ay = {q}.

Caso 2. A; N A, tiene méas de un punto.
Sean oy : [0,1] — Ay y a9 : [0,1] — Ay homeomorfismos tales que a;(0) =
p, a1(1) =q¢=a3(0) y as(1) =t. Sea F = {l € [0,1] : ax(l) € A;}. Notemos
que F = 042_1(141 NAjy). Como ay es continua y, A; y Ay son cerrados, tenemos
que F' es cerrado, acotado y no vacio. Entonces F' tiene méximo, a saber, L.
Sea v = as(L). Sean A, C A el arco que une apy v, A, C Ay el arco que une
aqyvy A C Ayelarcoque une aty v. Notemos que A,NA, = {v}. Veamos
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que A,NA; = {v}. Seaa € A, N A;. Asi, a € Ay N As. Luego, existe [ < L
tal que as(l) = a. Dado que as(l) € A;, tenemos que [ > L. En consecuencia,
[ = L, y por tanto, a = v. Analogamente se prueba que A,NA; = {v}. Por lo
tanto, A, U A, U A; es un triodo simple con vertice v contenido en X. Véase
la Figura 6. ]

Figura 6: A; N A, tiene méas de un punto.

Por ultimo, con ayuda del teorema anterior, probemos el siguiente resul-
tado con el que concluiremos de manera inmediata el resultado principal.

Teorema 6.3. Sea X es un continuo localmente conexo y no degenerado
distinto del arco. St X no contiene triodos simples, entonces X es una curva
cerrada simple.

Demostracion. Por el Teorema 6.2, X contiene una curva cerrada simple C.
Supongamos que X # C. Seap € X —C ya € C. Como X es localmente
conexo, existe un arco A que une a py a. Sea « : [0,1] — A un homeo-
morfismo tal que a(0) = py a(l) = a. Sea F' = {l € [0,1] : a(l) € C}.
Notemos que F' = a (AN C). Como « es continua y, A y C son cerrados,
tenemos que F' es cerrado, acotado y no vacio. Entonces F' tiene minimo, a
saber, lp. Sea ¢ = «a(lp). Sea A; C A el arco que une a p y q. Notemos que
A1 N C = {q}. Como C es una curva cerrada simple, existen arcos Ay y As
tales que A; N A3z = {q}. Luego, A; U Ay U A3 es un triodo simple contenido
en X, contradiccion. Por lo tanto, X = C, es decir, X es una curva cerrada
simple. O

Por este teorema se obtiene de manera inmediata el resultado principal
que deseabamos probar.
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Figura 7: X # C.

Teorema 6.4. S7 X es un continuo localmente conexo sin triodos simples,
entonces X es un arco o una curva cerrada simple.

Aunque uno pudiera pensar desde un inicio que el resultado no es muy im-
portante, tiene muchas aplicaciones y usos en varias investigaciones recientes
por mencionar una |2].

7 Continuos sin triodos simples que no son lo-
calmente conexos

Ahora analizaremos, mediantes algunos ejemplos, que la conexidad local es
necesaria para la implicacion del resultado y no puede ser cambiada por otra
propiedad (no equivalente a la conexidad local) que cumplan el arco y la
curva cerrada simple. El Teorema 5.6 lo estaremos usando en esta seccion
para demostrar que un continuo no es localmente conexo, probando que no
es arco-conexo.

Ejemplo 7.1. Sean J = {0} x [-1,1] y S = {(z,sen(2)) : = € (0,1]}. Como
S es conexo, tenemos que clgz(S) es conexo. Mas ain, clg2(S) = JU S es
cerrado y acotado, y por tanto, compacto. Asi, clgz(S) es un continuo, al cual
se le conoce como el continuo sen(%), véase la Figura 9.

Este continuo es obvio que no es un arco ni una curva cerrada simple,
sin embargo no es localmente conexo y no contiene triodos simples como se
muestra en los Lemas 7.2 y 7.3, respectivamente. De esto, la condiciéon de ser
localmente conexo no puede ser eliminada del Teorema 6.4.
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J S

Figura 8: Continuo sen(%)

Lema 7.2. El continuo sen(L) no es arco-conexo.

Demostracion. Denotemos por S al continuo sen(%). Supongamos por el con-
trario que S es arco-conexo. Sean p € J y ¢ € S. Asi, existe un arco A en
S queune apy q. Sea «: [0,1] — A un homeomorfismo tal que «(0) = p
y (1) = q. Sea L = a~'(J N A). Entonces L es un subconjunto cerrado de
[0,1] y no vacio, porque « es continua y J N A es cerrado en A. Veamos que
L es abierto de [0,1]. Sea I € L, entonces «(l) = (0,q;). Sean 0 < & < 3y
U=[(-¢,¢) X (aj —eg,a; + )] N A. Notemos que J N U es una componente
de U. Por la continuidad de a, o' (U) es un abierto de [0,1] que contiene
a . Como [0, 1] es localmente conexo, existe V' abierto y conexo de [0, 1] tal
que [ € V C a™(U). Luego, a(V) es un subconjunto conexo de U que con-
tiene a a(l). En consecuencia, a(V) C JN A. Asi, V C a™*(J N A), es decir,
[l € V C L. Lo cual implica que, L es abierto de [0, 1]. Esto contradice la
conexidad de [0, 1]. Por lo tanto, S no es arco-conexo. O

Lema 7.3. El continuo sen(%) no contiene triodos simples.

Demostracion. Supongamos por el contrario que existe un triodo simple T
contenido en §. Notemos que J y S son homeomorfos a intervalos de R.
Luego, por el Lema 3.2, T no puede estar contenido en J o en S, es decir,
TNJ#DyTNS#0.SeapeTNJyqgeTnNS. Como T es arco-conexo,
tenemos que existe una arco A en T con extremos p y q. Como T C S,
tenemos que A es un arco en S que une un punto de J con uno de S, lo cual
no es posible como se probd en el Lema 7.2. Por lo tanto, S no contienen
triodos simples. O
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Como ya hemos visto, sin la conexidad local el resultado principal no es
cierto, pero jserd posible cambiar esta propiedad por otra que cumplan el arco
y la curva cerrada simple de tal manera que el resultado siga siendo valido?
Como se puede notar en la prueba de los Teoremas 6.2 y 6.3, un hecho que se
usa es la construccion de arcos, por lo que uno podria pensar que es posible
cambiar la propiedad de localmente conexo por arco-conexo (propiedad que
obviamente cumplen el arco y la curva cerrada simple) en el enunciado del
Teorema 6.4. El ejemplo siguiente nos muestra que esto no es posible.

Ejemplo 7.4. Sea S el continuo sen(1). Sea I un arco con extremos (0, —1)
v (1,sen(1)) tal que SN I = {(0,—1),(1,sen(1))}. El circulo de Varsovia,
al cual denotaremos por C, es la unién de S con I. Por sencillos argumentos,

C es un continuo.

Figura 9: Circulo de Varsovia

El circulo de Varsovia claramente no es un arco ni una curva cerrada
simple y, a diferencia del continuo sen(%), es arco-conexo, porque los puntos
del segmento J y los puntos de la curva S pueden ser unidos por un arco
con ayuda del arco I. Ademas, este continuo no es localmente conexo y no

contiene triodos simples, véase los Lemas 7.5 y 7.6, respectivamente.
Lema 7.5. El circulo de Varsovia no es localmente conexo.

Demostracion. Sea U = B(0,3) N C. Luego, si V es un subconjunto conexo
de U que contiene a 0, entonces V C U N J. Como inte(J) = 0, tenemos que
V' no es abierto. Por lo tanto, X no es localmente conexo. O
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Lema 7.6. El circulo de Varsovia no contiene triodos simples.

Demostracion. Supongamos que existe un triodo simple T contenido en C.
Como T es compacto, tenemos que T es cerrado en C. Como el continuo
sen(%) no contiene triodos simples, existe b € S tal que T C JUIU.S;, donde
Sy es el arco en S con extremos by (1,sen(1)). Al ser JU I U .S, homeomorfo
a un intervalo de R, por el Lema 3.2, tenemos que T es un arco, lo cual es
una contradiccion. Por lo tanto, C no contiene triodos simples. O]

Con esto hemos visto que la arco-conexidad no es suficiente para que
el Teorema 6.4 se cumpla. Sin embargo, el continuo sen(i) y el circulo de
Varsovia tiene subcontinuos propios dsitintos del arco, a diferencia del arco y
la curva cerrada simple. Esto podria llevarnos a pensar que es posible enunciar
el Teorema 6.4 como sigue: “si X es un continuo tal que todo subcontinuo
propio no degenerado es un arco, entonces X es un arco o un curva cerrada
simple”. Un continuo muy interesante, introducido por Bronislaw Knaster en
el articulo de Casimir Kuratowski [6], que cumple con las hipdtesis de este

enunciado pero no con la tesis es el siguiente.

Ejemplo 7.7. Denotemos por Cj al conjunto de cantor y para cada n € N,
sea C), ={ce Cy: 3% <c< 3n1,1}. Para cada ¢ € (Y, sea

S ={(z,y) eR*: (z =3P +y*=(c— 1) yy >0},

la semicircunferencia superior con centro (,0) tal que (¢,0) es un extremo

2
de S(o,). Para cadan € Ny c € ), sea

Stey={(z,y) eER*: (2 — 35 +y* = (c— 575=)> y y < 0},

la semicircunferencia inferior con centro (537, 0) tal que (c,0) es un extremo

de S(n). Definimos, para cada n € NU {0}, a S, = U{Sm, : ¢ € Cp}.
A la uniéon de los S,, se le conoce como el Arcoiris de Knaster, al cual
denotaremos por IC, véase la Figura 10. Como para cada semicircunferencia
superior existe una semicircunferencia inferior que lo intersecta y viceversa,
tenemos K es conexo. Mas aun, es cerrado y acotado, puesto que Frgz2(K) = K.
De esto, I es compacto, y por lo tanto, un continuo.

Este continuo pertenece a una familia de espacios conocidos como conti-
nuos indescomponibles que definimos a continuacion.
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Figura 10: Arcoiris de Knaster

Definicién 7.8. Sea X un continuo. Se dice que X es descomponible si
existen A y B subcontinuos propios de X tales que X = AU B. Un continuo
es indescomponible si no es descomponible.

La prueba de que el arcoiris de Knaster es un continuo indescomponible
necesita de varios resultados, que de anadirlos este trabajo se extenderia de-
masiado, sin embargo puede consultar la prueba de esto en [5] o una version
maés reciente de la prueba y en espanol puede ser consultada en [8]. A conti-
nuacion veremos el material necesario para poder probar que el Arcoiris de
Knaster no es arco-conexo, y por tanto, no localmente conexo, resaltando asi
la importancia de la conexidad local en el Teorema 6.4.

Teorema 7.9. Un continuo X es descomponible si y solo si existe un sub-
continuo propio con interior no vacio.

Demostracion. Sea X un continuo. Supongamos que X es descomponible.
Entonces existen A y B subcontinuos propios de X tales que X = AU B.
Notemos que X — B C A. Como B es un subconjunto propio y cerrado de
X, tenemos que ) # X — B C intx(A). Asi, A es un subcontinuo propio con
interior no vacio.

Ahora, supongamos que existe A subcontinuo propio de X con interior no
vacio. Consideremos los dos siguientes casos:

Caso 1. X — A es conexo. Entonces clx (X — A) es cerrado y conexo en X,
y por tanto, un subcontinuo de X. Notemos que intx(A) Neclx (X — A) = 0.
Como intx(A) # ), tenemos que clyx (X — A) es un subcontinuo propio de X.
Luego, X = AUclx(X — A).
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Caso 2. X — A es disconexo. Entonces existen K, L subconjuntos no vacios
de X separados tales que X — A= K UL. Por el Lema 4.2, AUKy AUL
son subcontinuos propios de X tales que X = (AU K)U (AU L).

En cada caso se tiene que X es la unién de dos subcontinuos propios de
X. Por lo tanto, X es descomponible. O

Definicién 7.10. Sean X un continuo y p € X. La composante de p es
K(p) = {q € X : existe S subcontinuo propio de X tal que p,q € S}

Teorema 7.11. Toda composante de un continuo es union numerable de
subcontinuos propios.

Demostracion. Sea X un continuo y K (p) una composante de X. Como X
es un continuo, entonces X posee un base numerable B = {B,, : n € N}. Para
cadan € N, sean U,, = B,, — {p} v C,, la componente de X — U,, que contiene
a p. Notemos que cada C), es un subcontinuo propio de X que contiene a p.
En consecuencia (J{C,, : n € N} C K(p). Ahora, dado ¢ € K(p), existe S,
subcontinuo propio de X tal que p,q € S,. Luego, X — S, es un abierto de
X, por lo que existe m € N tal que B,, C X — S,. Asi, S, es un subconjunto
conexo de X —U,, que contiene a p. En consecuencia, S, C C,,, en particular,
q € Cy,. De esto, K(p) C |J{C, : n € N}. Concluyendo asi la prueba. O

Teorema 7.12. (Teorema de Baire.) Sean X un continuo y {S, : n € N}
una coleccion de subcontinuos propios de X. Si cada S, tiene interior vacio,
entonces | J S, tiene interior vacio.

Demostracion. Para cada n € N, sea U, = X — S,,. Como intx(S,) = 0,
entonces U, es denso y abierto de X. Sea V abierto de X y no vacio. Asi,
existen Xy € X y ro > 0 tal que B(zg,79) C V.

Afirmacioén: existen {z,}°%, sucesion en X y {r,}°°, sucesion en R
tales que B(xy,2r,) C U, N B(xp_1,7n_1) y Tn < %

En efecto, sea n € N. Supongamos que x,, y 7,, ya estan elegidos para m <
n. Como U, es denso, existe x,, € U,NB(x,_1,7n_1). Al ser U,NB(x,_1,7n_1)
abierto de X, existe r,, > 0 tal que r,, < % y B(p,2r,) CUNB(xy_1,70-1).
Concluyendo asi la prueba de la afirmacion.

Notemos que para toda n € N, B(z,,2r,) C B(x,_1,m,-1) C V. De
esto, d(p, Tnt1) < 1, < =. Por tanto, {z,}32, es una sucesion de Cauchy.

Matemadticas y sus aplicaciones 12, Capitulo 6, paginas 125-149



El arco y la curva cerrada simple, inicos continuos localmente conexos sin
triodos simples 147

Como X es compacto, existe x € X tal que =z, — x. Sea n € N. Como
r, > 0, por la convergencia de {x,}22,, existe ng > n tal que d(z,z,,) <
rn. En consecuencia, d(z,x,) < d(z,zn,) + d(Tny, Tn) < Th + 10 = 27y, €3
decir, x € B(xy,2r,). Como B(z,,2r,) C U,, tenemos que x € (| U,. De
esto, z € (U, N V. Por lo tanto, (U, es denso en X. Finalmente, como
X-NU,=UX =U,) = Sn, US, tiene interior vacio. O

Teorema 7.13. Sea X un continuo. X es descomponible si y solo si X es
composante de alguno de sus puntos.

Demostracion. Supongamos que X es descompnible. Entonces existen A y B
subcontinuos propios de X tales que X = A U B. Por la conexidad de X,
tenemos que AN B # (). Sea p € AN B. Luego, A C K(p) y B C K(p). Por
lo tanto, K(p) = X.

Ahora, supongamos que existe p € X tal que K(p) = X. Luego, por el
Teorema 7.11, X = JS,,, donde cada S,, es un subcontinuo propio de X. Por
el Teorema 7.12, S, tiene interior no vacio, para algin m € N. Por lo tanto,
por el Teorema 7.9, X es descomponible. O

Teorema 7.14. Si X es un continuo indescomponible y K (p) una composante
de X, entonces K(p) es composante de cada uno de sus elementos.

Demostracion. Sea q € K(p), entonces existe S, subcontinuo propio de X tal
que p,q € S,. Veamos que K(q) = K(p). Dado a € K(q), existe S, subconti-
nuo propio de X tal que ¢,a € S,. Luego, S, U S, es un subcontinuo de X.
Maés atn, por la indescomponiblilidad de X, S,US, es un subcontinuo propio
de X que contiene a p y a. En consecuencia, K(q) C K(p). Similarmente se
tiene la otra contencion, concluyendo asi la prueba. O

Corolario 7.15. St X es un continuo indescomponible, entonces las compo-
santes de X son ajenas dos a dos.

Demostracion. Sean K(p) y K(q) composantes de X distintas. Supongamos
que K(p) N K(q) # (. Sea a € K(p) N K(q). Por el Teorema 7.14, K(p) =
K(a) = K(q), lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, K(p) y K(g) son
ajenas. O]

Teorema 7.16. Si X es un continuo indescomponible, entonces X no es
arco-conexo.

Matemadticas y sus aplicaciones 12, Capitulo 6, paginas 125-149



David Herrera Carrasco, Antonio de Jesas Libreros Lopez, Fernando
148 Macfas Romero

Demostracion. Supongamos por el contrario, que X es arco-conexo. Como X
es indescomponible, por el Teorema 7.13, existen p,q € X tal que K(p) #
K(q). Como X es arco-conexo, existe un arco A que une a p y ¢g. Como X
no es un arco, por ser indescomponible, tenemos que A es un subcontinuo
propio que contiene a p y ¢. En consecuencia, p € K(q). Por el Teorema
7.14, K(p) = K(q), lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, X no es arco-
CONexo. O]

De esto, el arcoiris de Knaster no es arco-conexo, y por lo tanto, no es
localmente conexo.
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Capitulo 7

Los continuos enrejados tienen (n,m)—ésimo
hiperespacio suspensién tinico

David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero,
German Montero Rodriguez
FCFM, BUAP

Resumen

Sean X un continuo métrico y n € N. Consideramos los hiperespa-
cios Cp(X) = {A C X: A es no vacio, cerrado de X con a lo mas n
componentes} v F,(X) = {A C X: A es no vacio, cerrado de X con a lo
més n puntos}, con la métrica de Hausdorff. Dados m,n € N tales que
m < n, sea HS] (X) el espacio cociente Cp(X)/F,(X) con la topologia
cociente. Aqui demostramos que si m,n € N — {1}, tal que m < n, X es
un continuo enrejado y Y un continuo tal que HS), (X) es homeomorfo
a HS' (Y), entonces X es homeomorfo a Y.

1 Introduccion

Uno de los conceptos principales a lo largo de este trabajo es el de continuo
el cual es un espacio métrico no vacio, compacto y conexo. Un hiperespacio
es una familia de subconjuntos de un continuo con ciertas caracteristicas en
particular. Dado un continuo X los primeros hiperespacios que se comenzaron
a estudiar fueron 2%, C(X), C,(X) y F,(X) y que seguiran siendo objeto de
estudio en este trabajo.

En 1979, S. B. Nadler Jr. introduce el concepto de hiperespacio suspen-
sion de un continuo, véase |18, Pag. 125]. En 2004, Sergio Macias lo genera-
liza al n—ésimo hiperespacio suspension de un continuo y es definido como
el espacio cociente C,(X)/F,(X) el cual se obtiene de C,(X) al identificar
a F,(X) en un punto y se denota como HS,(X), véase |13, Pag. 127|. El
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(n,m)—ésimo hiperespacio suspension de un continuo X es el espacio
cociente C,,(X)/Fn(X) que se obtiene de C,,(X) al identificar a F,,(X) a un
punto, donde m,n € N con m < n, y lo denotamos por HS}" (X). La prueba
de que HSJ (X) es un continuo se encuentra en |7, Capitulo 3, Corolario 4.15
-

Sean X un continuo y H(X) un hiperespacio de X, decimos que X tiene
hiperespacio Gnico H(X) si se cumple lo siguiente: si Y es un continuo tal
que H(X) es homeomorfo a H(Y'), entonces X es homeomorfo a Y.

El estudio de la unicidad de hiperespacios ha sido estudiada para algunas
familias de continuos; graficas finitas, continuos enrejados, dendritas, etc.

En [8, Teorema 3.8], se demuestra que si X es una gréfica finita y n € N|
entonces X tiene hiperespacio C,(X) tnico. Posteriormente, en |3, Corolario
5.9], se demuestra que si X es una gréfica finita y n € N, entonces X tie-
ne hiperespacio F,,(X) tunico. También, en [4, Teorem 37|, se demuestra la
unicidad del hiperespacio C,(X) para cuando X es un continuo enrejado.

En [5, Teorem 3.4], se demuestra que si X es un continuo enrejado y
n € N, entonces X tiene hiperespacio HS,(X) tnico. Aqui generalizamos
este resultado al HS! (X ), véase el Teorema 6.4.

En |2, Teorema 3.6|, se demuestra que si X es una grafica finitay m,n € N
tal que m < n, entonces X tienen hiperespacio HS” (X) tnico. Como las
graficas finitas son continuos enrejados, el Teorema 6.4, que originalmente
se encuentra en [6, Teorema 4.4], extiende este resultado a una familia mas
grande.

2 Preliminares

Dado un subconjunto A de un continuo X, el interior, la cerradura y la
frontera de A en X, son denotados por intx(A), clx(A) y Bdx(A), res-
pectivamente. Si d es la métrica de X, t € X y ¢ > 0, sea Bx(t,e) = {x €
X:d(t,z) < e}. Como es usual, los simbolos ), N, Q, R, R y R?, representan
el conjunto vacio, los ntimeros naturales, los ntimeros racionales, los ntimeros
reales, los niimeros reales positivos y el plano euclidiano, respectivamente. La
cardinalidad de un conjunto A se representa por |A|.

Sea n € N. Un arco es un espacio topologico homeomorfo al intervalo
cerrado [0,1]. Una n-celda es un espacio topologico homeomorfo a la bola
unitaria B,(0,1) = {z € R™: ||z||, < 1}. Una curva cerrada simple es
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un espacio topologico homeomorfo a la circunferencia unitaria S = {z €
R?: ||z|]a = 1}. Un n-odo simple es la unién de n arcos que se intersectan
solamente en un punto extremo v. El punto v es llamado el vértice. Un 3-odo
simple es llamado triodo simple.

Sean X un continuo y x € X. Decimos que X es localmente conexo
en x, si para cada abierto U de X tal que x € U, existe un abierto y conexo
Ven X tal que x € V C U. El continuo X es localmente conexo, si X es
localmente conexo en cada uno de sus puntos.

Teorema 2.1. Un espacio X es localmente conexo si y solo si las componentes
de cada subconjunto abierto en X son abiertas en X.

Demostracion. Supongamos que X es localmente conexo. Sean U abierto en
X y C componente de U. Sea p € C C U. Como X es localmente conexo,
tenemos que existe V' abierto y conexo en X tal que p € V C U. Luego, por
la maximalidad de C, p € V C C. Por lo tanto, C' es abierto en X.

Ahora, supongamos que las componentes de cada subconjunto abierto de
X son abiertas. Dados p € X y U abierto en X que contiene a p. Sea C' la
componente de U que contiene a p. Luego, C' es abierto y conexo en X tal
que p € C C U. Por lo tanto, X es localmente conexo. O

Con ayuda del Teorema 2.1 se puede demostrar el siguiente resultado.

Teorema 2.2. Sea X un espacio localmente conexo. St U es un subconjunto
abierto de X, entonces U es localmente conexo.

Demostracion. Supongamos que U es un subconjunto abierto de X y x € U.
Sea V' un abierto de U tal que z € V. Como U es abierto de X, entonces V'
es un abierto de X. Como X es localmente conexo, existe V'’ abierto de X y
conexo tal que x € V' C V. Como U es abierto, entonces V' es abierto de U.
Por tanto, U es localmente conexo. O

Lema 2.3. Sean X,Y continuos y f: X — Y una funcion continua. Si X
es localmente conexo, entonces Y es localmente conexo.

Demostracion. Sea U un abierto de Y y C' una componente de U. Considera-
mos = € f~1(C) y C, la componente de f~1(U) tal que = € C,. Como X es
localmente conexo y f~(U) es un subconjunto abierto de X, por el Teorema
2.1, C,, es abierto de X. Como f es continua, entonces f(C,) es conexo. Ade-
més, f(z) € f(C,) C U. Como C es componente de U y f(x) € C, entonces
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f(Cy) C C. Asi, C, C f7YC). Es dedir, f~*(C) es un subsconjunto abierto
de X. Luego, X — f~1(C) es un subconjunto cerrado de X y dado que f es
cerrada, entonces f(X — f71(C)) =Y — C es un subconjunto cerrado de Y.
Asi, C' es abierto de Y. Por el Teorema 2.1, Y es localmente conexo. ]

Otro tipo de conexidad es la de espacio conexo en pequeno, la cual nos
ayuda en la prueba del Teorema 5.2.

Definicién 2.4. Sean X un espacio topologico y p € X. Decimos que X es
conexo en pequeno en p si para cada subconjunto abierto U de X tal que
p € U, existe un subconjunto V' de X conexo tal que p € intx (V) C V C U.
El espacio X es conexo en pequeno, si X es conexo en pequeno en cada uno
de sus puntos.

De las definiciones se puede observar que si un espacio es localmente cone-
X0 en un punto, entonces es conexo en pequeno en ese mismo punto. Pero el
regreso no siempre es cierto. Sin embargo, de manera global las dos nociones
de conexidad coinciden, como lo muestra el siguiente resultado.

Teorema 2.5. Un espacio X es localmente conexo si y solo si X es conexo
eN pequeno.

Demostracion. Sean U un abierto de X y C una componente de U. Seay € C.
Como y € U y X es conexo en pequeno en y, existe un conjunto conexo V'
de X tal que y € intx (V) C V C U. Como C es conexo maximal, entonces
V C C. Asi, y € intx (V) C C. Por tanto, C' es abierto de X. Por el Teorema
2.1, se tiene que X es localmente conexo. La otra parte es inmediata. O

Sean X un continuo, p € X y [ un ntmero cardinal. Decimos que p
tiene orden en X menor o igual a 3, denotado por ord(p, X) < 3, si p
tiene una base de vecindades B en X tal que |Bdx(U)| < f, para cada
U € B. Decimos que p tiene orden en X igual a  (ord(p, X) = () si
ord(p,X) < By ord(p,X) & « para todo namero cardinal o < (. Sean
EX) ={r € X:ord(z,X) = 1}, O(X) = {2z € X:ord(z,X) = 2} y
R(X)={z € X: ord(x,X) > 3}. Los elementos de E(X) (respectivamente,
O(X) y R(X)) son llamados puntos extremos (respectivamente, puntos
ordinarios y puntos de ramificacion) de X.

Una grafica finita es un continuo que puede ser expresado como la unién
de un namero finito de arcos tales que la interseccién de cualesquiera dos de
ellos es un conjunto finito.
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Teorema 2.6. Sean X un continuo y x € X. Si U es un subconjunto abierto
de X tal que x € U, existe un subconjunto abierto V de X tal que x € V C
clx(V)cU.

Demostracion. Como U es un subconjunto abierto en X y x € U, entonces
X — U escerrado de X y x ¢ X — U. Como X es un espacio métrico, se
puede probar que existen V,W abiertos X ajenos tales que z € V y X —
U c W. Ademas, como V C X — W y X — W es cerrado de X, entonces
cdx(V) ¢ X —=W. Como X — U C W, se tiene que X — W C U. Asi,
reV Ccdx(V)CU. O

Dado cualquier nimero entero n mayor o igual que —1, vamos a definir re-
cursivamente cuando un espacio métrico separable X tiene dimensién menor
o igual que n, lo cual denotamos por dim[X] < n, de la siguiente forma:

(a) Para cualquier espacio métrico separable X, dim[X] < —1 si y solo si
X =0.

(b) Dada n > 0, supongamos que hemos definido cuando un espacio métrico
separable tiene dimension menor o igual que n — 1. Entonces, para
cualquier espacio métrico separable X y cualquier p € X, dim,[X] <n
si X tiene una base local de vecindades de p cuyas fronteras tienen
dimension menor o igual a n — 1. Ademas, si para cada p € X se
satisface que dim,[X] < n, entonces dim[X] < n.

Definimos también lo siguiente:

(a) Para cualquier espacio métrico separable X y cualesquiera p € X y
n >0, dimy[X] = n si dim,[X] < ny es falso que dim,[X] <n — 1.

(b) Para cualquier espacio métrico separable X y cualquier n > 0, la di-
mension de X es n, denotada por dim[X] = n, si dim[X]| < n y es falso
que dim[X] <n — 1.

(c¢) Para cualquier espacio métrico separable X, la dimension de X es oo,
denotada por dim[X]| = oo, si dim[X] < n es falso para cada n € N.

El siguiente resultado refleja como se comporta la dimensioén con respecto
a subespacios.
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Teorema 2.7. [1, Teorema 1.68] Si X es un es un continuo, A un subespacio
de X yp€ A, entonces

(a) dim[A] < dim[X].
(b) dim,[A] < dim,[X].
(c) Sip e intx(A), entonces dim,[A] = dim,[X].

Dado un continuo X, un ciclo en X es una curva cerrada simple S
en X tal que |Bdx(S)| < 1. Un arco libre en X es un arco a tal que
Bdx(a) C E(a). Un arco libre maximal en X es un arco libre en X que
es maximal, con respecto a la inclusiéon. Un arco exterior en X es un arco
libre maximal « tal que Bdx(«) € E(«a). Sean
Ar(X)={J C X: J esun ciclo en X}.

Ag(X)={J C X: J es un arco exterior en X }.
As(X)={J C X: J es un arco libre maximal en X} U Ag(X).

Definicién 2.8. Dado un continuo X, sean

G(X) = {p € X: p tiene una vecindad W en X tal que W es una gréafica
finita}, y
P(X)=X-G(X).

El continuo X es casi enrejado si el cunjunto G(X) es denso en X, y un
continuo casi enrejado es enrejado si X tiene una base de vecindades ‘B tal
que para cada U € B, U — P(X) es conexo.

Observacion 2.9. Si X es un continuo casi enrejado, para cada U # () abierto
de X, se tiene U NG(X) # 0, es decir, U ¢ P(X). Asi, intx(P(X)) = 0.

Cabe mencionar que un continuo enrejado es localmente conexo, como lo
muestra el siguiente resultado.

Teorema 2.10. S X es un continuo enrejado, entonces X es localmente
conexo.

Demostracion. Sea B una base de vecindades de X tal que para cada U €
B, U — P(X) es conexo. Como X es casi enrejado, por la Observacion 2.9,
intx (P(X)) = 0. Asi, para cada U € B, intx(U) C clx(U — P(X)). Por lo
tanto, la famila B’ = {clx(U — P(X)): U € B} es una base de vecindades
conexas para X. Luego, X es localmete conexo. O
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Figura 1: Continuo enrejado

3 Hiperespacios

Dados un continuo X y n € N, consideremos los hiperespacios de X siguientes.

2X = {AC X :Aesnovacioy es cerrado de X }.
F.(X) = {Ae€2¥: A tiene a lo mas n puntos}.
Co(X) = {A€2%: Atiene a lo mas n componentes}.

Definicién 3.1. Sea X un continuo con métrica d. Para cualesquiera A C X
y € > 0, definimos la nube de radio ¢ alrededor de A, denotada por N (e, A),
como el conjunto

N(e,A) ={z € X : d(z,a) < ¢, para algtin a € A}.

Escribiremos Nx (e, A) cuando el espacio topolégico X necesite ser mencio-
nado.

Definicion 3.2. Sea X un continuo con métrica d. Definimos la funcién
H: 2% x 2%X — [0,00) como

H(A,B)=inf{r >0: ACN(r,B)y BC N(r,A)}.

Teorema 3.3. [21, Teorema 0.2/ Si X es un continuo, entonces la funcion
H es una mélrica para 2%, conocida como la métrica de Hausdorff.

Matemadticas y sus aplicaciones 12, Capitulo 7, paginas 151-166



David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero, German Montero
158 Rodriguez

Dado que C,,(X) y F,(X) son subespacios de 2%, los consideramos con la
métrica de Hausdorff heredada de 2%.

Definicion 3.4. Sean X un continuo con métricad, e > 0y A € 2% definimos
Bf(e,A) ={B €2X: H(B,A) < ¢}.

Definicién 3.5. Sean X un continuo, n € Ny Ay,..., A, subconjuntos no
vacios de X. El vietorico de Ay,..., A,, denotado por (Aj,..., A,), es el
conjunto

{Be2X:Bc ., Ay BNA; #0paracadaic {1,...,n}}.

Teorema 3.6. [21, Teorema 0.11] Si X es un continuo con una topologia T,
entonces la coleccion

{(S1,...,8,): S; € T para cada i € {1,...,n},n € N},
es una base para una topologia para 2X.

La topologia generada por la base mencionada en el Teorema 3.6 es cono-
cida como la topologia de Vietoris.

Teorema 3.7. [21, Teorema 0.13] Si X es un continuo, entonces la topologia
inducida por la métrica de Hausdorff sobre 2% coincide con la topologia de
Vietoris.

Para un continuo X, el hiperespacio F,(X) es el n-ésimo producto si-
métrico de X y C,,(X) es el n-ésimo hiperespacio de X. Escribimos sim-
plemente C'(X) para denotar a C1(X). A C(X) se le conoce como el hiper-
espacio de los subcontinuos de X. Note que F(X) = {{z}: x € X} es
una copia isométrica de X. Definimos Fy(X) = 0.

Definicién 3.8. Sean X un continuo y A C 2%, denotamos a la unién de los
elementos de A como |J.A y es el conjunto

UA:{IGX: existe A € A tal que z € A}.

Lema 3.9. /21, Lema 1.49] Sean X un continuo y A un subcontinuo de 2%
tal que ANC(X) # 0, entones |JA es un subcontinuo de X.
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4 El (n,m)-ésimo hiperespacio suspension

Una forma de obtener continuos a partir de uno dado, es mediante el proceso
de pegar o identificar algunos de sus puntos. Se puede decir que esa es la idea
intuitiva del espacio cociente. Para llegar a esto necesitamos las siguientes
definiciones.

Definicién 4.1. Una descomposiciéon D de un continuo X es una familia
de subconjuntos no vacios de X ajenos entre si tal que |JD = X.

Para un continuo X, dada una descomposicion de X el espacio cociente,
denotado por X/D, es el espacio cuyos puntos son los elementos de D. La
funcion ¢: X — X/D definida como ¢(z) = D donde D es el unico elemento
de D tal que x € D, se conoce como la funcién cociente. La topologia para
X /D definida como 7(D) = {U C X/D: ¢ *(U) es subconjunto abierto de
X}, se conoce como la topologia cociente. Véase [11, Teorema 2.2|. No es muy
dificil de convencerse de que 7(D) es la topologia méas grande para X/D que
hace continua a la funcién cociente g véase [11, Teorema 2.2].

Definicién 4.2. Sean X un continuo y D una descomposicion de X. Decimos
que D es semicontinua superiormente si para cada elemento D € Dy cada
abierto U de X tal que D C U existe un abierto V de X tal que D C V' y
ademés si W € D tal que W NV # (), entonces W C U.

Por |20, Teorema 3.10] si X es un continuo y D es una descomposicion
semicontinua superiormente de X, entonces el espacio cociente (X/D, 7(D))
es un continuo.

Nuestro interés especifico, de los espacios cociente se centra en un caso
particular, como acontinuaciéon lo definimos. Sean X un cotinuo y A C X
cerrado no vacio. Consideramos la siguiente descomposicion de X;

D={{z}: e X -A}U{A}.

En este caso, el espacio cociente X/D lo denotamos por X/A. Como D es
semicontinua superiormente, el espacio cociente X/A es un continuo. Intuiti-
vamente, el espacio cociente X/A se obtiene de X al identificar a A con un
punto.

En [15, Seccion 1.8| se prueba que si X es un continuo y n € N, entonces
2% O, (X) v F,(X) son continuos. Ademés, Fi(X) C F,(X) C C,(X) C
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2X. Asi, el (n,m)-ésimo hiperespacio suspension de X, denotado por
HS(X) v que es el objeto de estudio de este trabajo, es el espacio cociente
Cn(X)/F(X) con la topologia cociente, que intuitivamente es identificar
F,,(X) con un punto.

Dados X un continuo, m,n € N con m < n, gx denota la proyeccion
natural gy : C,(X) — HS](X) y F¢ denota el elemento gy (F,,(X)). Note
lo siguiente:

Ix|0n(x)-Fn(x): Cn(X) — Fiu(X) — HS](X) — {F¥'}
es un homeomorfismo.

Los siguiente ejemplos ilustran a un continuo X con sus respectivos hi-
perespacios C(X) y HS}(X).

Ejemplo 1. Sea X = [0,1]. En [9, Pdg. 23] se demuestra que un modelo para
el hiperespacio C(X) es un tridngulo T en el plano con vértices en (0,0), (0, 1)
y (1,1), (una 2-celda). donde los elementos de F1(X) quedan representados
por el un lado de T (la diagonal). Asi, el hiperespacio suspension HST(X),
que se obtiene de C(X) al comprimir a F1(X) en un punto, también es una
2-celda. La Figura 2 ilustra lo dicho.

F(X) .‘/F1(X)
X C(X) HS{(X) = C(X)/Fi(X)

Figura 2: Hacia el hiperespacio suspension del arco.

Ejemplo 2. Sea T el triodo simple. En [9, Pdg. 24] se demuestra que un
modelo para el hiperespacio C(T) es la union de un cubo solido en R con
tres tridngulos sdlidos, donde los elementos de Fi(T') quedan representados
por la union de los lados de los tridngulos que se intersectan unicamente en
el punto (0,0,0). Asi, al comprimir a F\(T) de C(T) en un punto, se obtiene
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Figura 3: Hacia el hiperespacio suspension de T.

un modelo para el hiperespacio suspension HSI(T) el cual es homeomorfo a
C(T). La Figura 3 ilustra lo dicho.

En los Ejemplos 1 y 2 se puede observar que el hiperespacio C(X) es
homeomorfo al hiperespacio suspension HS}(X). Se puede uno preguntar si
eso sucede siempre. En el Ejemplo 3 se ilustra que no siempre pasa eso.

Ejemplo 3. Sea S' la circunferencia unitaria en el plano centrada en el
origen. En [9, Pdg. 23] se demuestra que un modelo para C(S') es el disco
en el plano centrado en el origen, donde F(X) queda representado por la
frontera de dicho disco. Asi, tenemos que HS](S') es una 2-esfera. La Figura
4 muestra lo dicho.

(s F(SY)

St C(Sh)  HSi(S") = C(SY)/Fi(SY)

Figura 4: Hacia el hiperespacio suspension de S!
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5 Resultados previos

En esta secciéon presentamos algunos resultados que son necesarios para ob-
tener el resultado principal.

Teorema 5.1. [1/, Teorema 3.2] Sea n € N. Un continuo X es localmente
conezo si y solo si C,(X) es localmente conexo.

Teorema 5.2. Sean X un continuo ym,n € N conm < n. Si Cp(X)—F,(X)
es localmente conexo, entonces X es localmente conexo.

Demostracion. Sean x € X y U abierto de X tal que x € U. Como U es abier-
to, existe ¢ > 0 tal que By(x,e) C U. Sea K la componente de clx(B(z,¢)) tal
que xz € K. Asi, K es un subcontinuo no degenerado de X tal que z € K C U.
Luego K € (U). Mas atn, K € (U) — F,,(X).

Como C,(X)—C,,(X) es localmente conexo, existe V' abierto y conexo de
Cn(X)—F(X) tal que K € V' C (U) — F,,,(X). Como C,,(X) es regular, por
el Teorema 2.6, existe V" abierto de C,,(X) tal que K € V" C cle, (x) (V") C
V'. Sea V' la componente de V" tal que K € V, luego K € V C cl¢,(x)(V) C
(U) — Fu(X).

Note que K € clg,x)(V) N C(X). Por el Teorema 3.9, se tiene que
U(CICH(X)(V)) es un subcontinuo de X. Sea C' = U(Clcn(x)(v))- Como V es
abierto en C,(X) existe £ > 0 tal que By, (K,e1) C V. Sea y € By(z,e1),
entonces K U {y} € By, (K, ¢e1). Luego K U{y} € clg, (x)(V), lo cual implica
que y € C. Por tanto By(z,e1) C C. Asi, z € intx(C) C C. Sea h € C,
entonces {h} € clg, (x)(V) C (U) — F,,(X) lo que implica {h} C U es decir,
h € U. Por tanto x € intx(C) C C C U, es decir, X es conexo en pequeno en
x. Como x fue arbitrario, entonces X es conexo en pequeno. Por el Teorema
2.5, se tiene X es localmente conexo. O

6 Resultados principales

Sea X un continuo, m,n € N, y m < n. Sea A una clase de continuos y H(X) €
{2% F,(X),C,(X), HS" (X)}. La clase de continuos \ es H—Determinada si
prueba que: si X,Y € Ay H(X) es homeomorfo a H(Y), entonces X es
homeomorfo a Y.
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Teorema 6.1. [6, Corolario 4.2] Los elementos de la clase de continuos casi
enrejados localmente conexos son HS] —Determinado, para cada m € N —
{1}, n € N—{1,2} tales que m < n.

Dado un continuo X y n € N, consideramos el siguiente subespacio de
Ch(X).

Fu(X) ={A € C\(X): dimy[C,(X)] < oo}
El siguiente resultado nos ayuda en la prueba del Teorema 6.3.

Teorema 6.2. [/, Teorema 5] Sea X wun continuo localmente conexo. Los
siguientes son equivalentes:

(a) X es enrejado.
(b) Para cadan € N, F,,(X) es denso en Cy,(X).

(¢) Eziste n € N, tal que F,(X) es denso en C,(X).

Teorema 6.3. Sean X un continuo enrejado y m,n € N conm <n. Si Y
es un continuo tal que HS" (X) es homeomorfo a HS'(Y'), entonces Y es
enrejado.

Demostracion. Como X es localmente conexo, por el Teorema 5.1, C,,(X) es
localmente conexo para todo n € N. Como HS” (X) = q(C,(X)) y la pro-
piedad de ser localmente conexo es invariante bajo funciones continuas, véase
[12, Teorema 5, Pag. 257|, se tiene HS! (X) es localmente conexo. Luego,
HS(Y) es localmente conexo. Asi, HS] (Y) — {F{"'} es localmente conexo,
véase [12, Teorema 3, Pag. 230]. Como gy |c, (v)-Fn(v): Cu(Y) = Fin(Y) —
HS] (Y) — {Fy'} es un homeomorfismo, tenemos que C,(Y) — F,,,(Y) es lo-
calmente conexo. Por el Teorema 5.2 Y es un continuo localmente conexo.

Sean h: HS'(X) — HS}(Y) un homeomorfismo, A € C,(X)y B €
Cn(Y) tales que h(qy(A)) = F{* y h™!(qy(B)) = F¥. Definimos los siguientes
conjuntos

K = Cp(X) — (Fr(X)U{A}),
L=Cn(Y)— (Fn(Y)U{B}),
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También definimos la funcion g: K — £ por g = (qy) "' o h o gx|k, la cual
resulta ser un homeomorfismo.

Como Ky L son abiertos en C,,(X) y C,(Y), respectivamente, para cada
W e K, se tiene dimy [Cy,(X)] = dimw [K] = dimgw[L] = dimyw [Cr(Y)],
por el Teorema 2.7. Lo cual implica g(F,(X) N K) = F.(Y) N L. Por el
Teorema 6.2, F,(X) es denso en C,(X) y como K es abierto en C,(X),
entonces F,(X) N K es denso en K, lo cual implica que F,(Y) N L es denso
en L. Como L es denso en C,(Y), entonces F,,(Y) es denso en C,,(Y"). Por el
Teorema 6.2, Y es un continuo enrejado. O

El siguiente resultado es el principal objetivo de este trabajo.

Teorema 6.4. Sean X un continuo enrejado, m,n € N — {1}, con m < n.
Entonces X tiene hyperespacio HS" (X)) dnico.

Demostracion. Sean Y un continuo y h: HS](X) — HS}(Y) un homeo-
morfismo. El caso m = n se obtiene de [5, Teorema 3.4]. Supongamos que

m < n.
Como X es enrejado, por el Teorema 6.3, Y es enrejado. Por el Teorema
6.1, Y es homeomorfo a X. Por tanto, X tiene hiperespacio HS" (X) tnico.
O]
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Capitulo 8

Una introduccién a la categoria 7 op, a los
espacios Fréchet y limites inferiores

José Juan Angoa Amador, Agustin Contreras Carreto,
Manuel Ibarra Contreras

FCFM, BUAP

Resumen

En un principio se pensd, después de dar una definicién de limite de
una sucesion, que los espacios secuenciales eran la posible definicién de
espacio topologico. Posteriormente se observé que existian otros espacios
que no eran de este tipo. Aqui presentamos algin tipo de universalidad
que si cumplen los espacios Fréchet y secuenciales, y es la teoria de
categorias la que nos proveerd las herramientas para entender que estos
espacios son “universales”.

En este trabajo recordaremos los conceptos categéricos necesarios, asi
como sus versiones topologicas, para obtener al final los Teoremas 9.1 y
9.2 y el Corolario 9.3.

1 Preludio topolbgico
Algunas nociones fundamentales en un espacio topologico son:

Definicién 1.1. 1. Para todo espacio topolégico X y A C X, definimos el
conjunto

Suc(A) = {{zp}nen : para todon € N, z, € A}.

2. Dado X un espacio topologico v {2, }nen € Suc(X), diremos que = €
lim{x, }nen siy solo si para toda vecindad abierta de z existe ny € N tal que
{neN:n>ny} C{neN:z, eV}
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3. lim(Suc(A)) = {x : x es limite de alguna sucesion {z, },en € Suc(A)}.

Con estas nociones, se pueden definir dos clases de espacios topologicos
importantes:

Definicion 1.2. 1. Un espacio Fréchet (también conocidos como Fréchet-
Uryshon) es un espacio topologico X que cumple que para todo A C X,
clx(A) = lim(Suc(A)).

2. Un espacio X es secuencial si para todo A C X se tiene que A es cerrado
si y solo si lim(Suc(A)) C A.

2 Preliminares categoéricos

Para este trabajo daremos la nocién de categoria mas adecuada a nuestro
interés.

Definicién 2.1. Una categoria A consta de:

(1) Un par de clases, Ob(A) y Mor(A), llamadas clase de objetos de Ay
clase de morfismos de A, respectivamente.

(2) Un par de funciones Dom : Mor(A) — Ob(A) y Cod : Mor(A) —
Ob(A) tales que:

(a) Para todo A, B € Ob(A), la coleccion

Homa(A,B) ={f € Mor(A): Dom(f)=Ay Cod(f) = B}

es un conjunto.
(b) SiC ={(f,g) € Mor(A) x Mor(A) : Dom(f) = Cod(g)}, existe una
funcion o : C — Mor(A), tal que

(i) Dom(o((f,9))) = Dom(g) y Cod(o((f.g))) = Cod(f).
(iil) Sean (f,g),(g,h) € C; entonces (of
cumple que

o((o((£;9)), b)) = o((f, o((g, 1))))-

(iii) Para todo X € Ob(A), existe Ix € Hom4(X, X), tal que para todo
Y € Ob(A), se cumple que si f € Homy(X,Y)y g € Homy(Y, X), entonces

o((Ux,9)) =gy o((f.Ix)) = [
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Observemos que si denotamos o((f, g)) por f o g, la propiedad (ii) de la
Definicion 2.1, (2), (b) se escribe como:

i (f.9). (9:h) € C. entonces (f o g)oh= fo(goh).

También, la propiedad (iii) de la Definicion 2.1, se escribe como:
para todo X € Ob(A), existe Ix € Homy(X, X), tal que para todo Y €
Ob(A), se cumple que si f € Homy(X,Y) y g € Homu(Y, X), entonces
Ixof=fylxog=y.

Definiciéon 2.2. Sea A una categoria y H = (B, M) una dupla de clases,
tales que B C Ob(A) y M C Mor(A). Si

1. Dom(g) € B para todo g € M,

2. Cod(g) € B para todo g € M,y

3.51C" ={(f,9) e M x M : Cod(g) = Dom(f)} v para todo (f,g) € C',
se cumple que o(f,g) € M.
Entonces Dom%, : A — B, Cod§, : A — By o' : C' — M estan bien
definidas como las respectivas restricciones de Dom, C'od, o y le dan estructura
de categoria a la dupla (B, M). Diremos que H es una subcategoria de A.

Definicién 2.3. Dada ‘H = (B, N) subcategoria de A = (A, M), diremos
que H es una subcategoria plena se A, si para todo W,V € B, se cumple que

Homy (W, V) = Homa(W, V)

Observacion 2.4. Sean A una categoria y B una subclase de Ob(A), siempre
se puede construir una subcategoria B de A, donde Ob(B) = By Mor(B) =
U(ny)eBxB Hom4(X,Y). Notar que B es una subcategoria plena de A. En lo
que sigue, dada una subclase B de Ob(A), diremos que B es una subcategoria
de A, con la estructura dada para A.

Nota 2.5. Denotamos por 7T op, a la categoria de los espacios topologicos
como objetos y las funciones continuas como morfismos.

Se pueden definir, como subcategorias plenas de T op, las categorias T op;,
donde los objetos son los espacios T; con i € {0, 1,2, 3}; también las subcate-
gorias plenas Com, de los espacios compactos, la de los espacios Thychonoff,
que denotaremos por 7 ych, la de los espacios Fréchet, que denotaremos por
Frech, y la de los espacios secuenciales, que denotaremos por Sec.
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Definicion 2.6. Si A es una categoria, definimos A (la categoria opuesta
de A) como la categoria que satisface las siguientes condiciones:

1. Ob(A?) = Ob(A).

2. Mor(A®) = Mor(A).

3.Dom® : Mor(A®) — Ob(A%), definida como Dom®(f) = Cod(f).

4. Cod®? : Mor(A?) — Ob(A), definida como Cod?(f) = D d(f).

5. 81 C7 = {(f,g) : Cod™(g) = Dom™(f)} = {(g9,f) : (9.f) € C},
definimos 0% : C? — Mor(A°) como o?(f,g) = o(g, f).

6. Tenemos que para todo A, B € Ob(A), Hom gor (A, B) = Hom4(B, A)
y [;p = ]X-

Asi, dada una propiedad P en una categoria A, la propiedad P es la
propiedad P, enunciada con las correspondientes relaciones, pero en A%?. A
veces se enuncia P° como la propiedad co-P o la propiedad dual a P. Una
herramienta muy 1util en el trabajo con categorés es el llamado Principio de
Dualidad, que dice: Si una propiedad P, escrita en el lenguaje de la teoria de
categorias, es verdadera en toda categoria, es decir, es un teorema de la teoria
de categorias, entonces también es verdadera PP en toda categoria (es decir,
también es un teorema de la teoria).

3 Algunos tipos de morfismos

Podemos definir algunos tipos de morfismos por medio de las propiedades
generales de los morfismos de una categoria.

Definicion 3.1. Sean A una categoria, X, Y € Ob(A) v f € Homu(X,Y).

(1) Diremos que f es monomorfismo, si para todo Z € Ob(A) y u,v €
Homa(Z,X),si fou= fouv entonces u = v.

(2) Diremos que f es epimorfismo, si para todo Z € Ob(A) y u,v €
Homy(Y,Z), siuo f =vo f entonces u = v.

(3) Diremos que f es bimorfismo, si f es monomorfismo y epimorfismo.
(4) Diremos que f es seccion, si existe g € Hom (Y, X) tal que go f = Iy.
(5) Diremos que [ es retraccion, si existe h € Hom (Y, X) tal que foh =
[y.

(6) Diremos que f es isomorfismo si existe t € Homy(Y, X) tal que fot =
[y y to f = IX-
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(7) Si f es monomorfismo, diremos que f es monomorfismo extremo, si
siempre que f = hog, con h,g € Mor(A) y g es epimorfismo, podemos
implicar que ¢ es isomorfismo.

(8) Si f es epimorfismo, diremos que f es epimorfismo extremo, si siempre
que f = hog, con h,g € Mor(A) y h es monomorfismo, podemos implicar
que h es isomorfismo.

Si f € Mor(A) es isomorfismo, entonces existe ¢ € Mor(A) tal que
tof = Idpoms) ¥y fot = Idcey)- Se puede demostrar facilmente que ¢
es tinico, con lo que podemos acordar la notacion t = f~1, y que f~! es iso-
morfismo.

No es dificil demostrar que:

Proposicion 3.2. Si A es una categoria y f € Mor(A), entonces:

(i) Si f es seccion, entonces f es monomorfismo.

(ii) Si f es retraccion, entonces f es epimorfismo.

(111) Si f es seccion y epimorfismo, entonces f es f es isomorfismo.

(iv) Si f es retraccion y monomorfismo, entonces f es isomorfismo.

(v) Si [ es isomorfismo, entonces f es bimorfismo.

Si ademds f € Homa(A,B), g € Homu(B,C) y h = go f, entonces:

(vi) Si f y g son monomorfismos (respect. secciones), entonces h es mo-
nomorfismo (respect. seccion,).

(vii) Si f y g son epimorfismos (respect. retracciones), entonces h es epi-
morfismo (retraccion).

(viii) Si h es monomorfismo (respect. seccion), entonces f es monomor-
fismo (respect. seccidn).

(ix) Si h es epimorfismo (respect. retraccion), entonces g es epimorfismo
(respect. retraccion).

Demostracion. Demostremos algunas afirmaciones. Las otras se cumpliran
por el Principio de Dualidad.

(i) Supongamos que f es seccion. Sea fou = fov y supongamos que existe
h € Mor(A) tal que ho f = Idpom(y), luego (ho f)ou = (ho f)ow, entonces
Idgom(s) © u = Idpom(s) © v, por tanto u = v, es decir f es monomorfismo.

(iii) Supongamos que f es seccion y epimorfismo, entonces existe h €
Mor(A), tal que ho f = Idpom(y), luego (foh)of = foldpem(sy = Idcoqs)of,
por ser f epimorfismo, f o h = Idc.q(f), luego f es isomorfismo.
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(vii) Supongamos que fy g son epimorfismos y que uoh = voh, entonces
uo(gof)=wvo(gof), como f es epimorfismo entonces uog=wvo f, como
g es epimorfismo, tenemos que u = v.

(viii) Si h es monomorfismo y fou = fow, entonces go(fou) = go(fow),
es decir howu = how, luego u = v. ]

Recordemos el concepto de objeto separador en una categoria.

Definiciéon 3.3. Sean A una categoria y S € Ob(A). El objeto S es un
separador de la categoria A si para X,Y € Ob(A) y f,g € HomX,Y) con
f # g, entonces existe s € Hom 4(5, X), tal que fos# gos.

Definicién 3.4. Si A es una categoria, definimos las relaciones:

(i) Para todo f,g € Mor(A), diremos que f es isomorfo a g, si existe un
isomorfismo h € Mor(A) tal que f =hogo f=goh.

(i) Para todo A, B € Ob(A), diremos que A es isomorfo a B, si existe
h € Hom (A, B) tal que h es isomorfismo.

Se puede demostrar que tales relaciones son de equivalencia en las clase
Mor(A) y Ob(A) respectivamente, y también que todas las propiedades enun-
ciadas en las definiciones 3.1 y 3.3, son invariantes respecto a estas relaciones.
En la proposicion siguiente aclaramos esta afirmacion.

Proposicion 3.5. (i) Sean f,l € Mor(A). Si f cumple alguna propiedad
definida en la Definicion 3.1 y 1 es isomorfo a f, entonces | cumple la misma
propiedad.

(ii) Si A, B € Ob(Mor), B es isomorfo a A y A es separador, entonces B
es separador.

Demostracion. (i) Veamos algunos casos, por ejemplo:

(1) Si f y [ son isomorfos y f es monomorfismo, entonces [ es monomorfis-
mo. En efecto, si f = tol con t isomorfismo, entonces t 1o f = [, es claro que
t~! es monomorfismo, asi que t~! o f es monomorfismo, (usar la Proposicion
3.2). Analogamente, si f =l ot.

(2) Si f y [ son isomorfos, digamos f = tol, con t isomorfismo, y f es epi-
morfismo extremo, entonces [ es epimorfismo extremo. En efecto, seal = hog
con h monomorfismo; notemos que usando [ = t~! o f, tenemos que [ es epi-
morfismo. Por otro lado, f = to(hog) = (toh)og; como toh es monomorfismo,
tenemos que t o h es isomorfismo; por lo tanto h = t~! ot o h es isomorfimo.
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Asi concluimos que [ es epimorfismo extremo. En el caso en que f =[ot, con
t isomorfismo, y si [ = h o g, con h monomorfismo, entonces, como f es epi-
morfismo y f = [ot, [ es epimorfismo, y, como f = lot = (hog)ot = ho(got)
y f es epimorfismo extremo, h es isomorfismo.

(ii) Sean A, B € Ob(A), A objeto separador de A, A isomorfo a B. Sea
h € Hom4(A, B) isomorfismo, es decir h™' € Hom4(B, A) es un isomorfismo.
Por otro lado, sean f,g € Homyu(D,C) con f # g, entonces existe [ €
Homu(A, D) tal que fol # gol, notar que [ o h™' € Homu(B, D), y si
fo(loh™) =go(loh™), entonces (fo(loh™'))oh = (go(loh™'))oh, luego
fol = gol,lo cual es una contradiccion. Por tanto, fo(loh™') # go(loh™1)
conloh™t: B — D, asi que B es un objeto separador de A. O

En Top, tenemos algunos conceptos basicos muy importantes: Un iso-
morfismo en 7 op, es una funcion continua abierta y biyectiva, es decir un
homeomorfismo.

Asimismo, toda funcién f € Homy,,((X,7),(Y,0)) tiene dos factoriza-
ciones canonicas:
a) f = io ffX, donde fI'™) : (X,7) = (f[X],0lsx)) es la restriccion
del codominio de f, e i : (f[X],0|fx]) = (Y,0) es la inclusion. Ambas son
continuas. A esta factorizacion le llamaremos, por el momento, la primera
factorizacion canonica de f.
b) f = fom., donde ~ es la relacion de equivalencia en X dada por: z ~ v si,
ysolosi, f(xz) = f(y); 7w : (X, 7) = (X/ ~,7x/~) es la funcion cociente, don-
de 7y/ = {O C X/ ~: 721(0) € 7}. La funcion f: (X/ ~,7x.) = (Y,0),
es la funcion tal que, para toda elemento [z] € X/ ~, f([x]) = f(z). Esta
ultima estd bien definida, por la naturaleza de la relaciéon ~, y es continua
pues, si U € o, entonces 72 (f1(U)) = (for.) Y (U) = f~Y(U) € 7, lo cual
implica que f~1(U) € Tx/~. A esta factorizacion le llamaremos, también por
el momento, la segunda factorizacién canénica de f.

Definicion 3.6. Si f € Homy,,(X,Y), diremos que:
L. f es encaje o inmersion si es inyectiva y f|/1X] 1 X — f[X], la restriccion
de f a su codominio, que aparece en la primera factorizacion canoénica de ella,

es isomorfismo.
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2. f es cociente o identificacion si es suprayectiva y f : X/ ~— Y la
funcién que aparece en la segunda factorizaciéon canoénica de f, es isomorfismo.

Tenemos los siguientes equivalencias:

Lema 3.7. Sea f € Homy,,((X,7),(Y,0)).

1. Si f es inyectiva, entonces son equivalentes:

a)
b)
c)

d)

d)

f es encaje,
T={f"YV):V €0} (la topologia inicial de X respecto a ((X,7), f)),

para todo (Z,n) € Ob(Top) y para toda funcion g : Z — X, si fog:
(Z,m) — (Y,0) es continua, entonces g : (Z,n) — (X, T) es continua,

si ' es una topologia de X tal que f : (X,7") — (Y,0) es continua,
entonces T C 7.

. Si f es sobreyectiva, entonces son equivalentes:

f es cociente,
o={VCY:fYV)er},

para todo espacio topoldgico (Z,n) y para cualquier funcion g :Y — Z,
sigof:(X,7) = (Z,n) es continua, entonces g : (Y,0) = (Z,n) es
continua,

si o’ es una topologia de Y para la cual f: (X, 7) = (Y, ') es continua,
entonces o' C 0.

Demostracion. 1. a) = b) Como f es encaje, h = f|/X], de la primera facto-
rizacion canoénica de f, es homeomorfismo. Sea 7/ = {f~*(V) : V € ¢}. Como
f:(X,7) = (Y,0) es continua, entonces 7" C 7. Pero si U € 7, entonces
fU)=h(U) € o|f]X], asi que existe V € o tal que h(U) =V N f[X]. Pero,
dado que f es inyectiva, U = f~1(f(U)) = fFH(V N fIX]) = fY(V)eT.

b) = ¢) Sean (Z,n) un espacio topologico y g : Z — X una funcion tal
que fog: (Z,n) — (Y,0) es continua. Para ver que g : (Z,n) — (X,7) es
continua, sea U € T, entonces existe V € o tal que U = f~%(V), con lo cual
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g7 (U) =g (V) = (fog) (V) €n.

c)=d) Ix: (X,7") — (X, 7) es continua ya que folx:(X,7)— (Y,0)
es continua. Asi 7 C 7.

d) = a) Sea h = f|/X] la funcion que aparece en la primera factorizacion
canonica de f. Para probar que h es isomorfismo basta probar que es una
funcion abierta. Sea 7" = {U C X : h(U) € o|f[X]}. Como h es biyectiva 7/
es topologia de X. Ademaés, la funcion f : (X, 7") — (Y, 0) es continua pues si
V € o, entonces h(f~1(V)) = h((ioh) 1 (V)) = h(h 17 (V))) =i (V) €
o| f[X]. Por lo tanto f~'(V) € 7/ y por d), 7 C 7’ lo cual implica que h es
abierta.

2.a) = b)Seac ={VCY:fV)er} Como f: (X,7) = (YV,0)
es continua, entonces 0 C o . Por otro lado, si f = f o es la segun-
da factorizacion canonica de f, f es homeomorfismo, asi que, si V € o,
Y f1(V)) = f~YV) € 7. Por la definicién de 7/ ~, fY(V) € 7/ ~ y,

como f es homeomorfismo, V € o.

b) = ¢) Sean (Z,n) y g: Y — Z como en el enunciado de ¢) y sea W € n.
Como g o f es continua, (go f)~' (W) € 7 lo cual implica que g~ (W) € o.
Por lo tanto ¢ es continua.

c)=d) Iy : (Y,0) = (Y,0’) es continua ya que la composicion Iy o f :
(X,7) = (Y,0') es continua y asi, o’ C 0.

d) = a) Como f es continua y biyectiva basta ver que es abierta. De-
finamos ¢ = {f(U) : U € 7/ ~} que es una topologia sobre Y tal que
f:(X/) ~,7/~)—= (Y,0) es continua. Por d), ' C o y por lo tanto, f es
abierta. [

Teorema 3.8. (1) En Top, todo objeto no vacio es un objeto separador.
Si f € Homy,,(X,Y), entonces:
(2) f es epimorfismo si y sélo si f es sobreyectiva.
(3) f es monomorfismo si y sdlo si f es inyectiva.
(4) f es monomorfismo extremo si y sdlo si f es encaje.
(5) f es epimorfismo extremo si y sdlo si f es identificacion.
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Demostracion. (1) Sean f,g € Homyy,(X,Y) con f # g; S # 0 con S €
Ob(Top) y z € X tal que f(x) # g(z). Definimos s : S — X, tal que s(l) =z
para toda [ € S; es claro que s € Homy,, (S5, X), ya que es una funciéon cons-
tante y también que f o s(l) = f(z)y go s(l) = g(x) para todo [ € S; como
S # (), podemos concluir que existe [ € S, tal que f o s(l) # g o s(l); luego,
fos# fos.

(2) Sean f € Homy,,(X,Y) sobreyectiva y u,v € Homy.,(Y, Z), tales
que u o f = vo f. Supongamos que u # v, entonces existe y € Y, tal que
u(y) # v(y); como f es sobreyectiva, existe x € X tal que f(x) = y, luego
uo f(xr) =wvo f(x), perouo f(x) = u(y) y vo f(x) = v(y) los cuales son
diferentes, lo cual es una contradiccién.

Ahora supongamos que f € Homy,,(X,Y) es epimorfismo y que existe
Yo € Y\ f[X]. Denotamos por 2 al espacio topologico {0, 1} con la topologia
indiscreta, es decir 73 = {{0,1},0}. Sea la funcion u : Y — 2, definida como:

)1 siye fX]
“(y)_{ 0 siyé¢ fIX]

la cual es continua, y v : Y — 2, definida como v(y) = 1 para todo y € Y.
Notar que uo f(z) =1y vo f(x) = 1 para todo x € X. Sin embargo u(yy) = 0
vy v(yo) = 1, 0 sea u # v lo que contradice la hipotesis de que f sea epimor-
fismo. Por tanto Y = f[X], es decir f es sobreyectiva.

3. Sean f € Homro(X,Y) inyectiva, y u,v € Homy,,(Z, X), tales que
fou = gov. Supongamos que u # v, entonces existe z € Z tal que u(x) # v(x);
como f es inyectiva f(u(x)) # f(v(z)), luego f ou(x) # fowv(z), lo cual es
una contradiccion.

Ahora, supongamos que f € Homy,,(X,Y) es un monomorfismo y que
existen 1,2 € X tales f(x1) = f(x2) pero z1 # zy. Sea u : Z — X tal
que u(z) = xy para todo z € Z y v : Z — X tal que v(z) = xo para todo
z € Zy Z € Ob(Top). Notemos que u,v son continuas y fou(z) = f(z1)y
fouv(z) = f(xs) para todo z € Z; luego fou = f owv, pero u # v, contradi-
ciendo la hipotesis de que f es monomorfismo.

4. Si f € Homyep(X,Y) es un monomorfismo extremo y f = ioh es
la primera factorizacion canoénica de f, donde h es el epimorfismo f|fX)
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entonces h es homeomorfismo porque f es monomorfimo extremo, asi que f
es composicion de encajes.

Ahora, supongamos que f es encajey f = hog con g epimorfismo; enton-
ces g es encaje suprayectivo y, por lo tanto, homeomorfismo. Por lo tanto, f
es monomorfismo extremo.

5. Sea f = f o la segunda factorizaciéon canonica de f. Como f = f es
monomorfismo, si f es epimorfismo extremo, f = f es homeomorfismo y por
lo tanto identificacion, asi que f es composicion de identificaciones.

Ahora supongamos que f es identificaciéon y que f = h o g donde h es
monomorfismo; entonces h es identificacion inyectiva y por lo tanto homeo-
morfismo. [

Sin embargo en Tops falla 2., ya que f es un epimorfismo si y sblo si f
es una funcion continua con imagen densa (ver [1], Proposicion 1.65, pagi-
na 42). Terminamos esta seccion demostrando que en T op, los epimorfismos
extremos son en esencia los morfismos a un cociente y los monomorfismos
extremos son en esencia las inclusiones.

Teorema 3.9. Si f € Homr,,(X,Y), entonces:

1. f es epimorfismo extremo en Top si y solo si existe una relacion de
equivalencia ~ en X tal que [ es isomorfa a la funcion cociente p : X —
X/ ~.

2. f es monomorfismo extremo en Top si y solo si [ es isomorfo a una
inclusion.

Demostracion. 1. Si f es epimorfismo extremo en Topy f = fom es la
segunda factorizacion canoénica de f, entonces f es isomorfismo. Asi, f es
isomorfa a .

Ahora supongamos que existe una relacion de equivalencia ~ en X tal
que f es isomorfa a la funcion cociente p : X — X/ ~. Entonces existe un
isomorfismo h : X/ ~— Y tal que f = hop. Como p es epimorfismo extremo,
f también lo es (ver Proposicion 3.5).

2. Si f es monomorfismo extremo y f =i o h, donde h = f|#X] entonces
esta funcion es isomorfismo, asi que f es isomorfa a la inclusion.
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Inversamente, si existe Z C Y tal que f es isomorfa a la inclusiéon j : Z —
Y, entonces, como j es encaje, es monomorfismo extremo y, por la Proposicion
3.5, f es monomorfismo extremo. O

4 Funtores

Dadas las categorias A y B, un funtor es una “funciéon” entre categorias que
preserva la estructura de categoria.

Definicion 4.1. Dadas las categorias A y B, un funtor F' entre Ay B es una
funcion F : Mor(A) — Mor(B) tal que:

1.Si f € Homu(A, B), g € Hom (B, (), entonces

(i) CodgF(f) = DomgF(g).

(ii) F(goa f) = F(g)os F(f).

2. Para todo A € Ob(.A), F(IA) = ]DomBF(IA)-

Un funtor F' genera una funcién F; : Ob(A) — Ob(B), definida como
Fi(A) = Domp(F(14)) y otra funcion Fy : Mor(A) — Mor(B), definida
por I5(f) = F(f). Reciprocamente, si tenemos dos funciones Fy : Ob(A) —
Ob(B) y Fy: Mor(A) — Mor(B) tales que:

1. Si f € Homu(A, B), entonces Fo(f) € Homg(F1(A), Fi(B));

2. 5i A € Ob(A), entonces F5(14) = Ip (a);

3.51 f € Homa(A,B)y g € Homy(B, (), entonces Fa(goa f) = Fa(g)os
F5(f), entonces Fy es un funtor en el sentido de la Definicion 4.1. Por cierto,
ésta es la forma méas comiin de presentar un funtor: proponiendo dos reglas de
asociacion, una para los objetos y otra para los morfismos, no distinguiendo
los nombres de las funciones y operando en funtor indistintamente con el
mismo nombre en los objetos o en los morfismos.

Ejemplo 4.2. 1. Si B es una subcategoria de A, I : B — A definido como
i(f) = f es un funtor.

2. Id: A — A, definido como Id(f) = f, es un funtor.

3. Si denotamos por Con la categoria de conjuntos, definimos el funtor
F :Con — Con, si f: A — B es una funcién entre los conjuntos A y B,
entonces F(f) : P(A) — P(B), es una funcion entre los conjuntos potencia
de Ay B respectivamente, donde F'(f)(W) = f[W] (aqui W C Ay f[W] =
{b € B : existe a € A tal que f(a) = b}, es decir f[W] es la imagen directa
de W bajo f).
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4. Definimos el funtor G : Con? — Con°", donde si f € Homeonor(X,Y),
entonces G(f) : P(B) — P(A), definida como G(f)(V) = f~(V), donde
V C By f7YV) es la imé4gen inversa de V bajo f.

5 Productos y co-productos

Definicién 5.1. Sean A una categoria.

1. Una A-fuente es una familia {p, : X — X, : @ € I} de A-morfismos
indicada por un conjunto I.

2. Si I es un conjunto, {X, : @ € I} es una familia de objetos de A.
Diremos que la A-fuente {p, : X — X, : @ € I'} es un producto de la
familia {X, € Ob(A) : o € I} si dada cualquier A-fuente {q, : ¥ —
X, : a € I}, existe un unico morfismo p : ¥ — X tal que para todo
a € I, el diagrama

conmuta.

3. Un A-pozo es una familia {i, : X, - M : a € I} de A-morfismos
indicada por un conjunto I.

4. Sil esun conjunto, {X, : @ € I'} es una familia de objetos de A, diremos
que el A-pozo {i, : Xo — M : « € I} es un co-producto en A de la
familia {X, : « € I} si dado cualquier A-pozo {j, : Xo = L: «a € I},
existe un tnico morfismo ¢ : M — L tal que para todo a € I, el
diagrama en A
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conmuta.

5. Diremos A tiene productos (co-productos) si dada cualquier familia
{Xa € Ob(A) : a € I}, existe un producto (co-producto) en A.

Observemos que la A-fuente {p, : X — X, : a € I} es un producto en
A de la familia {X, : @ € I} siy solo si {ps : Xo =& X : a € I} es un
co-producto en A% de {X, : a € I}.

Lema 5.2. Sea {X, € Ob(A) : a € I} con I conjunto.

1. Sidpa : X = Xo:a€l} y{g.: Z — X, :a €1} son dos productos,
entonces existe h : Z — X isomorfismo tal que p, o h = q,.

2. 81 {ia : Xo > X :a€l} y{jo:Xae = Z:a¢€l} son dos co-
productos, entonces existe h : Z — X isomorfismo tal que h o jo, = i,.

Demostracion. 1. Sean {py : X = Xp:a €1} y{¢a:Z — Xo:a € I} dos
productos, por definicion existen h : X — Z y t : Z — X morfismos tales
que: o ©h = Po V Po 0t = q,. Asi que los diagramas siguientes conmutan:

Por la unicidad del morfismo, tenemos que t o h = Ix. Anélogamente los
diagramas siguientes conmutan:

y por la unicidad se tiene que hot = I.

2. Se establece de forma analoga a 1 o por el Principio de Dualidad. [
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La categoria Top tiene productos y co-productos. Dado un conjunto de
espacios topologicos el producto Thychonoff coincide con el producto en la
categoria Top y la suma topoldgica es el co-producto. Se sabe que dada
{X; : X; € Ob(Top),i € I}, entonces 1,1 X; el producto cartesiano tie-
ne como topologia la generada por los sub-bésicos {m;'(0) : O € 7y},
donde m;(x) = x; para todo x € I/ X; v x; es la i-ésima coordenada
de x, es decir m; es la i-ésima proyeccion del producto cartesiano. Ahora,
si{¢ Y — X, : i € I} es una Top-fuente, entonces existe una tnica
funcion continua v : Y — X tal que m; o1 = ¢;. Asi que la Top-fuente
{m;i : W;er X; — X; i € I}, es un Top-producto.

Analogamente, si {X; : X; € Ob(Top),i € I}, se consideran los conjuntos
ajenos X; x {i}, se denota [[,.; X; = U;e; X; x {i} con la topologia con base
{0 x {i} 1€ 1,0 € 7;} y se define j; : X; — [],.; X; como ji(x) = (z,1),
entonces el Top-pozo {j; : X; = [[,c; X1 : 4 € I} cumple que dada otro T op-
pozo {t; : X; — Z : i € I}, existe una tnica funciéon continua F': [[.., X; —
Z tal que F o j; = t;, es decir el Top-pozo {{ji : X; = [[,c; Xs :i € I}} es
un 7 op-co-producto.

6 Reflexiones y co-reflexiones

Dada una categoria A y una subcategoria B de A, vamos a definir una relacion
entre estas dos categorias. Esta relacion tiene un aire bastante topologico, pero
en general, estas son relaciones que describen como incide la subcategoria
dada en la categoria grande.

Definicion 6.1. 1. Si B es una subcategoria de A, diremos que B es reflexiva
en A, si para todo X € Ob(A), existe RX € Ob(B), llamado la B-reflexion
de X,y Rx € Homp(X, RX), llamado el B-reflector de X, tal que para todo
Y € Ob(B)y f € Homy(X,Y), existe un tnico f° € Homg(RX,Y) tal que
f?o Rx = f. Describimos esta relacion mediante el diagrama conmutativo.

2. Si B es una subcategoria de A, diremos que B es co-reflexiva en A, si
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para todo X € Ob(A), existe CX € Ob(B), llamada la B-co-reflexion de X,
y Cx € Homg(CX, X), llamado el B-co-reflector de X, tal que para todo
Y € Ob(B) y f € Homy(Y, X), existe un tnico f° € Homg(Y,CX) tal que
CX o f= f. Describimos esta relacion mediante el diagrama conmutativo.

Observemos que B es subcategoria reflexiva en A si y s6lo si B es sub-
categoria co-reflexiva en AP,

Definicion 6.2. Sea & C Mor(A)
1. Diremos que £ es cerrada bajo isomorfismo de A, si dado un isomorfismo
de A y un elemento de &, su composicion, si es posible, es un elemento de £.
2. Sean B una categoria reflexiva (co-reflexiva) en Ay & C Mor(A) cerra-
da bajo isomorfismo de A. Diremos que B es E-reflexiva (€-co-reflexiva) sobre
A si es reflexiva (co-reflexiva) y ademas el reflector Ry € & (el co-reflector

Cx € &), para todo X € Ob(A).

Asi, si € es la clase de epimorfismos de A y si B es E-reflexiva (E-co-
reflexiva) en A, diremos que B es epi-reflexiva (epi-co-reflexiva) en A. De
igual manera si £ es la clase de los monomorfismos, diremos que B es mono-
reflexiva en A (mono-co-reflexiva), y si € es la clase de los bimorfismos de A,
diremos que B es bi-reflexiva en A (bi-co-reflexiva).

Veamos la siguiente propiedad:

Teorema 6.3. Si B es una subcategoria de A y S un objeto separador de A
tal que S € B, entonces B es bi-co-reflexiva en A si y solo si B es co-reflexiva

en A.

Demostracion. Es claro que bastara demostrar que si B es co-reflexiva, enton-
ces B es bi-co-reflexiva. Sean X € Ob(A) y cx el co-reflector de X. demostra-
remos que cy es bimorfismo, es decir que cx es epimorfismo y monomorfismo.

Primero, sean u,v € Homy(X, Z), tales que uocx = vocy y supongamos
que u # v; entonces existe h : S — X tal que hou # howv. Como S € Ob(B),
existe h? : S — CX tal que cx o h® = h. Describamos estas relaciones con el
diagrama:
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X — = X— =z

Tenemos (uocx)oh® = (vocx)oh® entonces uoh = voh, lo cual es una
contradiccién, por tanto u = v y cx es epimorfismo.

Ahora veamos que cx es monomorfismo; supongamos que cx ou = ¢x o v,
como en el caso anterior describamos las relaciones mediante un diagrama:

X
7= _CX X
u
hO
¢z cxovocyz=h=cxouocy
cZz

donde h° es el Gnico morfismo tal que cx o h® = h, con h = cx o (uocy) =
cx o(vocy). Entonces uocy = h® = vocy y, como ya demostramos que B es
epi-co-reflexiva, entonces tenemos que v = v; por tanto B es mono-co-reflexiva,
y asi, B es bi-co-reflexiva. ]

Si aplicamos el Teorema 6.3, obtenemos que toda subcategoria co-reflexiva
de Top que tenga un objeto no vacio es automaticamente bi-co-reflexiva. Es
decir, en Top tenemos el siguiente teorema.

Teorema 6.4. Si U es co-refleiva en Top y tiene un objeto no vacio, en-
tonces cada co-reflexion cx es biyectiva.

Definicién 6.5. Sean A una categoria, £ y M subclases de morfismos de A.
Diremos que:

1. A es (£, M)-factorizable si, para cada A-morfismo f : X — Y existe
una terna (Z, g, h) que consiste de un A-objeto Z y morfismos g : X — Z
en &, h:Z — Y en M tales que f = hog. La terna (Z, g, h) se llama (&,
M)-factorizaciéon de f.
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Xx—71 .y
DN
Z
2. A tiene la propiedad de la (£, M)-diagonalizacién si siempre que
los morfismos f W — X, g W — Y h: X — Zyk:Y — Z

satisfacen que ho f = kog, f € £y k € M, entonces existe un tnico
morfismo d: X — Y talqueg=do fy h=kod.

f

w - X
|
yZ 7z

k

Al morfismo d se le llama un morfismo diagonal (o una diagonal) del
cuadrado (f,g,h, k).
3. Si una categoria cumple 1., 2. diremos que es una (£, M)- categoria

Veamos algunas importantes propiedades de las (£, M)-categorias.

Lema 6.6. Sea A una categoria y € C Epi(A) o M C Mono(A). Si A es
una (£, M)-categoria, entonces € y M son cerrados bajo composicion.

Demostracion. Sean f: X =Y, g:Y — Z, tales que f,g € £. Sea (W, h, k)
una (£, M)-factorizacion de g o f, es decir el diagrama

W
h \
gof 4
es conmutativo, con h € £ y k € M. Usando la propiedad de la (£, M)-
diagonalizacion para

X
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x— 71 .y
/
/
/
/
h g
/ d d
/
}
w : Z

vaque f € £y k € M, entonces existe d : Y — W, tal que do f = h y
ko d = g. Nuevamente, usando la (£, M)-diagonalizacion para

Y A
7/
/
/
/
d / a Iz
/
/
»
w - A

vaque g € £y k € M, obtenemos d tal que d og = dy kod = Ij.
Por lo tanto k es retracciéon y, como es monomorfismo, es isomorfismo. Como
gof =koh,h e EyE& escerrada bajo composicion de isomorfismos, entonces
fogef.

Ahora veamos que M es cerrada bajo composicion. Dualizando el ante-
rior resultado, tenemos que si A es una (€, M)-categoria con €& C Epi(A)
o M C Mono(A, entonces A es una (M E°P)-categoria con M?P C
Epi(AP) o £P C Mono(A%), por lo anterior tenemos que M es cerrada
bajo composicion en A%, por tanto M es cerrada bajo composiciéon en A. [

En el lema que sigue veremos otra importante propiedad de las (€, M)-
categorias. Recordemos que, si A es una categoria, diremos que N’ C Mor(A)
es cerrada bajo coproductos si, dadas las familias {X; : i € [}, {Y; : i €
I} € Ob(A) y sus respectivos co-productos (J],c; Xi, (5i : Xi = [1;c; Xi)ier),
(ILic; Vi, (55 + Xi = [ie; Yi)ier), v la familia {f; : X; = Y; i € I} C N, si
LI fi: [Lic; Xi = Llic; Yi denota al tinico morfismo tal que [ f; 0 j; = s; 0 f;,
entonces [ f; € N. Dualizando se define que N es cerrada bajo productos.

Lema 6.7. Si A es una (£, M)-categoria, entonces
(1) si M C Mono(A), la clase & es cerrada bajo coproductos y
(2) si € C Epi(A), la clase M es cerrada bajo productos.

Matemadticas y sus aplicaciones 12, Capitulo 8, paginas 167-205



José Juan Angoa Amador, Agustin Contreras Carreto, Manuel Ibarra
186 Contreras

Demostracion. Sean {X; : i € I},{Y; : © € I} C Ob(A) con coproductos
(Wier Xis Ui =+ Xi = ies Xidier), (ILier Yer (si : Xi = [ies Yi)ier). Dada la
familia {f; : X; = Y, :1 €1} CEy f=1]]/fi para todo i € I los siguientes
diagramas son conmutativos:

f
Hie[ Xi Hie[ Y;

Ji S5

Xi fi Yi

Si (M, h,k) es una (€, M)-factorizacion de f, es decir

M )

Hie[ Xi I Hie[ Y;

es conmutativo con h € £ y k € M. Usando la propiedad de (£, M)-
diagonalizacion tenemos que para cada ¢ € I, existe d; : Y; = M € Mor(A)
tal que

k Hiel Y;
conmuta. Sea d : [[,.;Y; — M, el tnico morfismo que hace conmutar, para
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cada i € I, el diagrama:

Los siguientes diagramas conmutan:

Hzel Y; a M e ]_LEI Hz’e[ Y;

ze] UzEI Y,
Si
i
Y;

En efecto, (kod)os; = kod; = s;. La conmutatividad del segundo es trivial.
Como es inico el morfismo con esta propiedad, concluimos que kod = Iy, _ v;;
como k es monomorfismo, entonces k es isomorfismo y, como h € £, que es
cerrada bajo composicion de isomorfismos, se tiene que f = koh € £.

(2) Se obtiene dualizando (1). O

Veamos estos conceptos en T op.
Teorema 6.8. 1. Top es una (Epi ex, Mono)-categoria.

2. Top es una (Epi, Mono ex)-categoria.

Demostracion. 1. Top es (Epi ex, Mono)-factorizable pues toda funcion con-
tinua f : X — Y tiene una segunda factorizacién canénica f = f o w donde
7 es una funcién cociente (epimorfismo extremo) y f = f es monomorfismo.

Ahora veamos que T op satisface la propiedad de (Epi ex, Mono)-diagona-
lizacion. Sean f : X — Z, epimorfismo extremo e ¢ : Z — Y monomorfismo,
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tales que conmuta el diagrama (1) en T op:

x—1 .z X Z
//
s
v
(1) f1 i1 (2) fi i}/ i1
/
s
}
71 Y Z1 Y

% %

Definamos ¢ : Z — Z;, como ¥(z) = fi(x) tal que f(x) = z (recordemos
que f es epimorfismo). Veamos que 1t esta bién definida: supongamos que
f(z1) = zy f(x) = z; entonces f(z) = f(z1) implica que i1 (f(x)) = i1(f(z1)),
es decir, por la conmutatividad del cuadrado (1), i(fi(z)) = i(f1(x1)) y, como i
en inyectiva, fi(x) = fi(z1). Por otro lado, dado que f es cociente y f; = 1o,
entonces ¢ es continua.

La unicidad se sigue de que ¢ es monomorfismo.

2. Top es (Epi, Mono ex)-factorizable, pues toda funcion continua f :
X — Y tiene una primera factorizacion canoénica f = i o f|fX] donde la
inclusion 7 es monomorfismo extremo y la restriccion f|/1X! es epimorfismo.

Veamos que T op satisface la propiedad de (Epi, Mono ex)-diagonalizacion:
Sean f: X — Z epimorfismo e ¢ : Z — Y, monomorfismo extremo, tales que
el diagrama en 7 op conmuta:

X Z
f1 i1
Z1 Y

i

Definamos ¢ : Z — Z;, como ¥(z) = fi(x) tal que f(x) = z. La existencia
de esta z se sigue de que f es epimorfismo. Veamos que 9 esta bién definida:
supongamos que f(z1) = z y f(x) = z; entonces f(x) = f(x1) implica que
i1(f(x)) = i1(f(z1)), es decir, por la conmutatividad del cuadrado anterior,
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i(fi(x)) =i(fi(x1)) y, como i en inyectiva, fi(x) = fi(z1). Ahora, como i es
encaje e i, = 1 0 1, entonces ¢ es continua.
De nuevo, la unicidad se sigue de que i es monomorfismo. O

Definicién 6.9. Una (£, M)-categoria (respectivamente, (M, &£)-categoria)
se llama £-co-bien potenciada (respectivamente, £-bien potenciada) si
para cada objeto X de A, la clase de todos los morfismos que pertenecen a &,
que tienen como dominio (respectivamente, como codominio) a X, tiene un
conjunto de representantes respecto a las relaciones de equivalencia f ~q g si
y solo si existe h isomorfismo tal que f = h o g (respectivamente f ~gy g siy
solo si existe h isomorfismo tal que f = go h).

Notemos que f ~; g en una categoria A si, y solo si f ~5 g en A,

Teorema 6.10. 7T op, es
1. (Epi ex, Mono)-categoria Epi ex-co-bien potenciada,
2. (Epi, Mono ex)-categoria Epi-co-bien potenciada,
3. (Epi ex, Mono)-categoria Mono-bien potenciada,
4. (Epi, Mono ex)-categoria Mono ex-bien potenciada.

Demostracion. 1. Dado X € Ob(T op) denotamos por 7x la topologia de X.
Por el Teorema 3.9, dado f : X — Y epimorfismo extremo, existe ~ relacion
de equivalencia en X y 7. : (X, 7x) — (X/ ~,7.) con 7w (z) = [z] = {z:
z~aty 7o ={0 C X/ ~: 71 (O) € 7x}, tal que f es isomorfo a 7.

Sean Sim = {~:~ es relacion de equivalencia en X} y TCo = {1 :~€
Sim}. Las colecciones Sim y T'Co son conjuntos, asi que Ilg;, = {m. :~€
Sim} es conjunto; por lo tanto, la clase de los epimorfismos extremos con
dominio X, tiene como conjunto de representantes al conjunto Ilg;,,.

2. Si X € Ob(Top), denotamos por 7x a la topologia de X y la cardi-
nalidad de X por | X]|. Por propiedades de la teoria de cardinales, para todo
conjunto Y, existe ¢y : Y — |Y| funcion biyectiva. Si Y € Ob(Top), de-
finimos una topologia en Y| como 7y = {¢y(0) : O € 7v}. Usando la
biyectividad de 1y, se puede demostrar que es homeomorfismo.

Se sabe que |X| = {f : fescardinal y f < |X|} es un conjunto, asi que
C = Uge x| homsa(X, B) es un conjunto.

Sea f: X — Y un epimorfismo en 7 op. También es T op-epimorfismo la fun-
cion g =Yy o f: (X, 7x) — (|Y],7v|) ¥ es isomorfa a f, pues f = (¢y) ' og.
Pero g € homyo,((X,7x), (|Y],71v|)) € homse(X,|Y]) € C. Asi que todo
T op-epimorfismo con dominio X es isomorfo a un elemento de un conjunto
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de T op-epimorfismos con dominio X.

3. Dualizando 2. Sean X € Ob(T op)

Mono®(A) ={h:Y — X : h es monomorfismo en A},

Epix(A”®)={g: X = Y : g es epimorfismo en A"},

Pero, por 2., Epix(A°) tiene una clase de representantes bajo la relacion
~1, que es un conjunto. Por tanto, Mono*(A) tiene una clase de represen-
tantes bajo la relacion ~q.

4. Dualizando 1. Si X € Ob(T op):

MonoEx™(A) = {h:Y — X : h es monomorfismo extremo en A},

EpiExx(A”) ={g: X — Y : g es epimorfismo extremo en A%}.

Entonces, por 1., EpiExx(A°) tiene una clase de representantes bajo la
relacién ~1, que es un conjunto. Por tanto, MonoEz* (A) tiene una clase de
representantes bajo la relacion ~s. ]

Definicién 6.11. Sea B una subcategoria de A.
1. Diremos que B cerrada bajo isomorfismos, si dado X € Ob(B) e Y €
Ob(A), tal que X es isomorfo a Y, podemos concluir que Y € Ob(B).

2. Diremos que B es cerrada bajo productos (co-productos) si dada {X,, :
a€l} CObB)y {pa: X — X, :a € I} esun producto en A, podemos
concluir que X € Ob(B) (resp. {io : Xo = Y : a € I} es un co-producto en
A, podemos concluir que Y € Ob(B)).

Enseguida presentamos una caracterizacion de subcategorias co-reflexivas,
el cual serd fundamental para nuestro trabajo en 7T op.

Teorema 6.12. (Caracterizacion de las subcategorias M-co-reflexivas) Su-
pongamos que A es una (€, M)-categoria M-bien potenciada, con M C
Mono(A), y que A tiene co-productos. Entonces, para una subcategoria plena
y cerrada bajo isomorfismos B de A, las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

1. B es M-co-reflexiva en A.
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2. B es cerrada bajo co-productos y satisface que si f : X — Y pertenece
a€ yX e 0b(B), entonces Y € Ob (B).

Demostracion. 1.=2. Primero, sea {X, :a € I} COb(B) y {iq: X0 = Y :
a € I} un A-co-producto, vamos a demostrar que Y € Ob(B). Para cada
a, sean % @ X, — CY tales que ¢y 012 = i,, las cuales forman el A-pozo
{i® : X, — CY'}, por la propiedad del co-producto existe un tinico morfismo
Y :Y — CY tal que el diagrama

/ Y
X, 0
cYy

conmuta.

Pero (cy o) 0, = ¢y 01i% = i,, nuevamente por la propiedad del co-
producto, como los diagramas

Y Y
| |
/ | / |
Xa | cy o Xa | Iy
| |
(21 Y x Y
Y Y

conmutan, la unicidad del morfismo, muestra que cy oy = Iy, asi que cy es
retraccion y monomorfismo, luego es isomorfismo, luego Y € Ob(B).

Ahora supongamos que f: X — Y con f € £, X € Ob(B), demostremos
que Y € Ob(B). Como X € Ob(B), existe f°: X — CY, tal que ¢y o f° = f.
Como ¢y € My f € &, aplicamos la propiedad de la diagonalizacion, al
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diagrama (1), obtenemos el diagrama conmutativo (2)

X ! Y X ! Y
//
/
/
(].) fe Iy (2) fe //d Iy
/
/
k
CY — Y CY — Y

Es decir ¢y od = Iy, como ¢y es monomorfismo y retraccion es isomorfis-
mo, asi que Y € Ob(B).

2.=1.Sea X € Ob(Top), la categoria es M-bien-potenciada, existe Mono™
conjunto de representantes de todos los morfismos de M con codominio X

.. e X
respecto a la relacion ~y, tomamos la subfamilia Mono~ = {h € Mono* :

Dom(h) € Ob(B)}, el cual es un conjunto. Sea {Y; : existe h; € MonoX,
Dom(h;) = Y;}. Ahorasi {j; : Vi = Y : Y € Ob(A),j; € Mor(A)}, es un
co-producto en A, ya que {Y; : existe h; € MonoX, Dom(h;) =Y;} € Ob(B)
es un A-pozo, por hipotesis Y € Ob(B), como {h; : Y; = X : h; € MonoX},
entonces existe el inico morfismo ¢ : Y — X tal que ¢ o j; = h;.

Usemos la propiedad de la (£, M)-factorizacion, entonces existen f : Y —
Zcon fe& g:Z— Xcongée M tales que v = gof, por hipotesis tenemos
que Z € Ob(B), afirmamos que g es el co-reflector y Z es es la co-reflexion de
X, para esto sea M € Ob(B) y L : M — X, queremos hallar L° : M — Z tal
que g o L° = L. Por otro lado existen t € £ y s € M tal que L = sot, sean
t: M —Vs:V — X, porhipotesis V € Ob(B), entonces existe h; € Mono™
tal que s ~o h;, es decir existe un isomorfismo n : V. — N tal que s = h; on,
definimos L° = fojonot: M — Z, tenemos que los siguientes diagramas
conmutan

Y Y A M - \%

}/;' w 'lli g L S
hi

\ 1 X ——X X — X

Matemadticas y sus aplicaciones 12, Capitulo 8, paginas 167-205



Una introduccion a la categoria T op, a los espacios Fréchet y limites

inferiores 193
V —~ Y;
s h;
Xx— . x

Calculemos: go L° = go(foj;onot) = (gof)o(jjonot) =1 oj(not) =
(h;jon)ot = sot = L. Ahora la unicidad se logra ya que g es monomorfismo. [

Usando los Teoremas 3.8 (5), 6.3, 6.8 1., 6.10 1. y 6.12, y como en T op los
co-productos son sumas topologicas, obtenemos.

Teorema 6.13. Sea U una subcategoria de Top con por lo menos un objeto
no vacio. U es bi-co-reflexiva en Top si, y solo si es cerrada bajo sumas to-
poldgicas y funciones cocientes'.

Obtenemos nuevos corolarios del Teorema 6.12.

Corolario 6.14. Si A es una (€, M)-categoria M-bien potenciada, con M C
Mono A, que tiene co-productos, entonces se cumple lo siguiente.

La interseccion de cualquier clase de subcategorias M-co-reflexivas plenas
y cerradas bajo isomorfismos de A es M-co-reflexiva en A.

Demostracion. Sea { A, : A € C} una clase de subcategorias de A, tales que
para todo A € C, A, es una subcategoria co-reflexiva, plena de A y cerrada
bajo isomorfismos. Queremos demostrar que [].A, es co-reflexiva en A. Re-
cordemos que Ob([)Ay) = ((Ob(Ay)) v Mor(()Ax) = () Mor(A,). Veamos
que [)A, es plena y cerrada bajo isomorfismos: sean A, B € Ob((\A)) ¥
f € Homy(A, B); como para todo A € C, A, B € Ob(A,) y A, es plena,
entonces f € Homy, (A, B) para todo A € C, asf que f € Homna, (A, B),
por tanto [].Ay es plena en A. Ahora, sean A € Ob(()A\) y B € Ob(A),
tales que A y B son isomorfos; como para todo A € C, A, es cerrada bajo
isomorfismos, entonces B € Ob(A)) para todo A € C, es decir, B € Ob([ A,).

Por el Teorema 6.12, bastard demostrar que:
(1) (.A, es cerrada bajo co-productos, y que

1Una subcategoria U de Top, es cerrada bajo funciones cocientes si dado X € Ob(U) y
f: X — Y una funcion cociente, podemos concluir que Y € Ob(U)
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(2) si f : X — Y pertenece a £y X € Ob([)A)), entonces Y €
Ob(N A,).

(2) Si f: X — Y pertenece a £y X € Ob([).A,), entonces para todo
A €C, X € Ob(A)); como A, cumple las hipotesis del Teorema 6.12, tenemos
que Y € Ob(A,) para todo A € C, o sea Y € Ob([ A,).

(1) Ahora sea {C; : i € I} C Ob([).Ay), con I un conjunto. Como A
tiene co-productos, existe un A-pozo (C,(¢; : C; — C)ier) que es su A- co-
producto. Sabemos, que para todo A € C, se cumple que {C; : i € I} C
Ob(A,); nuevamente, como A, cumple las hipotesis del Teorema 6.12, existe
un Ay-pozo (C), (C(M : Cy = C))ier) que es un Ay-co-producto de la famlha

Por otro lado, para cada A € C, sean [ : C;, — C las Ajy-co-reflexiones
con co-reflector Cj, para C'. Como Ci € Ob(A,), para c(; ), existe un tnico
morfismo ¢7, tal que Iy o ¢, = ¢;. Por la propiedad universal de los co-
productos en el co-producto (C’A,( cin : Ci = Ch)ier), existe ¢1 : C\ — O
tal que ¢1 0 ¢y = ¢;,. Pero también por la propiedad universal del co-
producto en el co-producto (C, (¢; : C; — C)ier), existe ¢y : C' — C) tal que
GPp00C; = C@iN)-

Como ¢y 0 (Ixopr)ocury = (p201)) 0ciy = ¢20¢; = (i Y, por otro lado
(Ixo(prodz))oci = (Ixogr)ocuny = lxocfy = ¢, tenemos que los siguientes
diagramas conmutan.

¢20(lx001) Ixo(¢1002)

(i)
C(i,\)

Por la propiedad del co-producto tenemos que ¢g 0 (I 0 ¢1) = I, vy que
(Ixo ¢1) 0 ¢pa) = Iy o (1 0 p2) = I, luego ¢y es un isomorfismo, asi que
C, es isomorfo a C), por tanto C € Ob(A,) para todo A € C, por tanto
C € Ob([Ay). Como () A, es subcategoria plena, entonces ¢; € Mor([.Ay),
por tanto el pozo (C, (¢; : C; — C)ier) es un (). Ax-co-producto. O]

Antes de iniciar la demostracion del siguiente corolario del Teorema 6.12,

Matemadticas y sus aplicaciones 12, Capitulo 8, paginas 167-205



Una introduccion a la categoria T op, a los espacios Fréchet y limites
inferiores 195

subrayamos las siguientes propiedades de los productos y co-productos, que
nos seran tutiles en dicha demostracion.

Lema 6.15. Sean A una categoria, {X; : i € I} C Ob(A), tales que para
cada i € 1, existe I; tal que {Xj, : ji € I;} C Ob(A). Si denotamos por
[.cr, X5 (I1.e, Xji» respectivamente) al objeto coproducto (producto, res-
pectivamente) de la familia {X;, : j; € 1;} C Ob(A), entonces son ciertas las
siguientes proposiciones.
(1) Si A es una categoria que tiene co-productos y X; =[]
tonces
[Lier Xi = i, (e, X50) es isomorfo a 11 cp, ser Xii-
(2) Si A es una categoria que tiene productos y X; =[]

[lic; Xi = Hielq_[jieli Xj,) es isomorfo a Hjieli,iel X,

Ji€li Xj“ en-

ser Xj;» entonces
1 1

Corolario 6.16. Si A es una (€, M)-categoria M-bien potenciada, con M C
Mono A, que tiene co-productos, entonces se cumple lo siguiente. Para cual-
quier subcategoria B de A, existe una subcategoria M-co-reflexiva B* de A
que satisface las siguientes condiciones:

1. B* D B.

2. Si B’ es subcategoria plena, cerrada bajo isomorfismos, M-co-reflexiva
de A y B' D B, entonces B' D B*.

3. Un A-objeto X pertenece a B* si, y sdlo si existe un conjunto {X; | i €
I} de B-objetos X; y un morfismo f : [[..; X; — X que pertenece a
E.

el

Demostracion. Sea
F = {C subcategoria de A : C es M-co-reflexiva, plena, cerrada bajo
isomorfismos y Ob(B) C Ob(C)}.

Por el Teorema 6.12, tenemos que A es subcategoria M-co-reflexiva de A,
asi que F # (); por el Corolario 6.14, tenemos que [ F es M-co-reflexiva; sea
B* = F. Veamos que cumple lo pedido.

Trivialmente cumple (1) y (2), veamos que cumple (3). Sea B la subcate-
goria plena de A, tal que

Ob(B) = {X € Ob(A) : existen {X; € Ob(B) :i € I}
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y f € & tal que

Dom(f) = HXi

el
y Cod(f) = X.

Para que B = B* bastara ver que Ob(B*) = Ob(B). Como B* es M-co-
relexiva y Ob(B) C Ob(B*); si X € Ob(B), entonces existe una familia {X :
icl} CObB)y fe&talque f:[[,c; Xi = X, como [[,.; X; € Ob(B"),
entonces X € Ob(B*). O sea Ob(B) C Ob(B*).

Ahora, veamos que B € F, con ello B* es subcategoria de B . Primero
mostremos que Ob(B) C Ob(B). Sean Z € Ob(B) y (M, h,k) una (£, M)-
factorizacion de Iz, 0seah € £, k € My I; = koh; como k es monomorfismo,
entonces k es isomorfismo, por tanto I, € &; trivialmente [[ Z = Z, entonces
I;:11Z — Z con I € &, entonces Z € Ob(B).

Ahora veamos que B es cerrada bajo isomorfismos. Si X € Ob(B) y Z €
Ob(A) tal que X y Z son isomorfos entonces existe una familia {X; : i €
I} CObB), feEtalque f:]],.; Xi = Xy ¢: X — Z isomorfismo, como
pofelyoof:]l;Xi— Z, entonces Z € Ob(B).

Finalmente veamos que B es M-co-reflexiva; por el Teorema 6.12, bastara
demostrar lo siguiente:

(i) Dado X € Ob(B)y f € Econ f: X — Y, entonces Y € Ob(B) y

(i) dada {Z; : i € I} C Ob(B), entonces [[,., Z; € Ob(B).

(i) Como X € Ob(B), existen {X; :i € I} CObB)y g: [[;c; Xi = X
con g € &; por el Lema 6.6, tenemos que fog € &, asi que Y € Ob(B).

(ii) Sea {Z; : i € I} C Ob(B); entonces, para cada i € I, existen I; y
{Zj; 1 ji € L} CObB) y fi: [er, Zi = Zi confzeg Por el Lema 6.7,
tenemos que f =[] f € £ %Y, =1, Zj;, por el Lema 6.15, [[,; Y,
es isomorfo a [, cSea ¢ 1 [crier Z - [1;c; Y: tal isomorfismo;
como

iel
Ji€l; ze]
f:]_[m:H(H X;) = |1 %
iel i€l jiel; iel
entonces f o ¢ [[; ;ic;Zi = [licr Zis v ademds fo ¢ € &, por tanto
[1ic; Zi € Ob(B).

Para finalizar la demostracion, como Ob(B) C F, tenemos que Ob(B*) C
Ob(B); por tanto, B = B*. ]
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Como aplicacion de este corolario obtenemos su version en 7 op.

Teorema 6.17. Si U es cualquier subcategoria de Top, entonces eziste la
subcategoria co-reflexiva mds pequena U de Top que contiene a U. Ademds U
es la categoria de todos los cocientes en T op de sumas topoldgicas de objetos
deU. AU se le llama la envolvente co-reflexiva de Top.

7 Limites inferiores y limites superiores

En T op, podemos generar la siguiente clase de funciones {clx : X € Ob(Top)},
tal que clx : P(X) — P(X) donde denotamos por P(X) al conjunto potencia
de X, es decir el conjunto de subconjuntos del conjunto X, y clx(A) es la
clausura del conjunto A.

Inspirados por este operador, el operador clausura, definimos los opera-
dores limite.

Definiciéon 7.1. 1. Un operador limite superior es una clase £ = {lx : X €
Ob(Top) y lx : P(X) — P(X)}, tal que:

(i) Para todo X € Ob(Top)y Z € P(X), clx(Z) Clx(Z);

(11) Para todo X € Ob(TOp) y Zl,ZQ € P(X), lx(Zl U ZQ) = lx(Zl> U
Ix(Z2);

(iii) Para todo X € Ob(Top), Lx(0) = 0;

(iv) Para todo X,Y € Ob(Top), Z €
cumple que f(Ly(Z)) C by (f(2)).

2. Un operador limite inferior es una clase S = {sx : X € Ob(Top) y sx :
P(X) > P(X)}, tal que:

(i) Para todo X € Ob(Top)y Z € P(X), Z C sx(Z) C clx(Z);

(ii) Para todo X € Ob(Top) y Z1,Zs € P(X), sx(Z1 U Zy) =
sx(22);

(iii) Para todo X € Ob(Top), sx(0) = 0;

(iv) Para todo X,Y € Ob(Top), Z € P(X)y f € Homr,,(X,Y), se
cumple que f(sx(Z)) C sy (f(2)).

3. Dado £, un operador limite superior y X € Ob(T op), diremos que X
es L-separable, si para todo Z € P(X), se cumple que Ix(Z) = clx(Z). A la
subcategoria plena de T op, con objetos los espacios L-separables y morfismos
las funciones continuas entre ellos, se denotara por S(L).

P(X) y f S HomTop(X7Y)a se

sx(Z1) U
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4. Dado S, un operador limite inferior y X € Ob(Top), diremos que X
es S-separable, si para todo Z € P(X) tal que Z = sx(Z), se cumple que
sx(Z) = clx(Z). A la subcategoria plena de Top, con objetos los espacios
S-separables y morfismos las funciones continuas entre ellos, se denotara por

S(S).

En el siguiente teorema, vemos la importante relaciéon entre estas subca-
tegorias y la co-reflexion. Recordemos que una subcategoria es cerrada bajo
isomorfismos si dado un objeto de la subcategoria todo objeto isomorfo a él
es objeto de la subcategoria.

Teorema 7.2. Si B es una subcategoria plena y cerrada bajo isomorfismos
de Top con por lo menos un objeto no vacio, entonces
B es bi-co-reflexiva en Top si y solo si existe S un operador limite inferior

tal que B = S(S).

Demostracion. Probaremos primero que si B = S(S) para algun operador
limite inferior S, entonces B es bi-co-reflexiva en T op.

Sea S un operador limite inferior. Por el Teorema 6.13 es suficiente de-
mostrar que S(S) es cerrada bajo co-productos y funciones cocientes.

Sea {X; | 1€ I} C Ob (S(S)) vy (X =]]Xi,{ji : Xi — X} su co-
producto topoldégico en T op, notar que para todo i € I, j; es monomorfismo
(ver la construccion de la pagina 181). Veamos que X es un S(S)-objeto. Sea
Z en P(X) con Sx(Z) = Z, se tiene que

Sxi( ( )) =
para cada 1€ 1.

C X(] (5:1(2))) € S8x(Z) = Z lo cual implica que j; ' (Z) C
Ji (Gi(Sx, (571 (2))) C ji7H(Z), uego Sx,(5; 1(2)) = 4 (2)

Como j; (Z) € X; € Ob(S(S)) para cada i € Iy Sx,(j; '(Z)) = j; ' (2),
entonces j; *(Z) = clx,(j; '(Z)), es decir, para cada i € I, j;'(Z) es cerrado
en X;. Por la topologia en un co-producto en T op, se tiene que Z es cerrado
en X. Osea Z C Sx(Z) Celx(Z) = Z, luego clx(Z) = Sx(Z). Por lo tanto,
X es un S(S)-objeto.

Sea f : X — Y una funcion cociente con X un S(S)-objeto. Veamos que
Y es un S(S)-objeto. Sea Z en P(Y) con Sy (Z) = Z, se tiene que
F(Sx(f7H(2))) € Sy(f(f71(2))) € Sy(Z) = Z, tenemos que Sx(f~'(Z)) C
FYf(Sx(f(2)))) € f71(Z), por lo tanto, Sx(f~1(Z)) C f~*(Z), de donde
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Sx(f71(2)) = f71(2).

Como X € Ob S(8), entonces f~1(Z) = clx(Z) y puesto que f es una
funcion cociente, se tiene que Z es cerrado en X. Por lo tanto, Y es un S(S)-
objeto.

Ahora supéngase que B es co-reflexiva en Top. Sea ¢z : Xg — X la B-
co-reflexion de X. Probaremos que sy (A) = c5(Clx,(cz' (A))) es un operador
limite inferior.

1. Probaremos primero que: A C c5(Clx,(cg'(A))) = sx(A) C Clx(A).

Recordemos que cg es biyectiva y continua. Sea A € P(X). Entonces:
A= cp(cp' (A)) € eplelx, (cp' (A))) = sx(A)
También:
sx(A) = cs(Clxy(c5' (A))) C Clx(cslcs' (A))) = Clx(A).
2. Ahora probaremos la aditividad de sx:
Sean A; y Ay en P(X). Entonces:

Sx(AlLJAg) :CB<CZX ( 1(A1UA2)))

5(Clx,s (cg' (A1) U ez (A2))) = sx (A1) U sx(Az)
[ 1
(

Il
o

= ¢5[(Clxys(cg' (A1) U (Clxy(cg' (A2)))]
8(Clx,(c5' (A1) U es(Clxy(cg' (A)))
x (A1) Usx(Az)

3. Ahora, si f: X — Y un T op-morfismo, probaremos que

f(es(clxs(cs' (A)))) C di(clys (dg' (f(A)))),

donde dg : Yg — Y es la B-co-reflexiéon de Y.
Veamos que para cada A en P(X):

dg' (f(cs(clx, (cg' (A))))) € clys(dg' (£(A)))-

Puesto que dg es una B-co-reflexion v Xp estd en B, para h = focg: Xg —
Y existe un tnico B-morfismo h° : X — Y tal que focg = dgoh®. Como
dp es biyectiva, se tiene que dg' o f o cg = h°. Sea A en P(X)

|
o

C
S
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dig' (f(cs(clxs(cs' (A))))) = h°(clxs(cg'(A)))
C cly (h*(c5' (A))) = cly (d" (£(A))),

Por tanto S es un operador limite inferior. Solo resta demostrar que B =
S(S). Sea X € Ob(B), para Idx : X — X, existe Id% : X — Xz, tal que

Xy—F X

1ds
X Idx

X

conmuta. Asi que ¢z es un homoeomorfismo. Ahora, supongamos que A C
X es tal que Sx(A) = A, es decir cp(clx,(cg'(A))) = A, luego cz'(A) =
clxs(cg'(A)), es decir cz3'(A) es cerrado en Xp, luego A = cp(cz'(A)) es
cerrado en X, asi que X € S(S).

Ahora, supongamos que X € S(S), veamos que cg : X — X es un
homeomorfismo, bastara demostrar que es abierta, ya que cg es biyeccion. Sea
O C Xj conjunto abierto, queremos demostrar que c¢z|O] es abierto en X, es
decir que X \ ¢g[O] es cerrado en X, veamos que Sx (X \ ¢g[0O]) = X \ ¢5[O].
Para esto, como ¢z es biyeccion, c¢z' (X \ ¢5[0]) = X5\ Oy c5(X5\ O) =
X \ (&7 [O]

Ast que Sx(X \ c5[0]) = ea(el (5" (X \ s[0)))) = ealelx (X5 \ 0)) =
CB(XB \ O) = XB \ CB[O].

Luego Xg vy X, son homeomorfos, por tanto X € B. Y finalmente B =
S(S). O

8 Espacios secuenciales

Un importante ejemplo de operador limite inferior es el siguiente:

Definicién 8.1. Dado X € Top, y Z € P(X), definimos

Sx(Z) ={x : existe una sucesion {x, },eny C Z con x € lim{x, tnen},
es decir:

xr € Sx(Z) siy sblosix € lim(Suc(Z)).

Matemadticas y sus aplicaciones 12, Capitulo 8, paginas 167-205



Una introduccion a la categoria T op, a los espacios Fréchet y limites
inferiores 201

Lema 8.2. (1) § = {Sx : X € Top}, es un operador limite inferior.
(2) S(S) = Sec.

Demostracion. (1) Sea X € Topy Z,W C X,

(i) Si Sx(0) # 0, sea x € Sx(0), existe {x, tnen € Suc(d) = 0, tal que
x € limy/({xn }nen), lo cual no es posible. Por tanto Sx(0) = 0.

(ii) Veamos que Z C Sx(Z) = lim(Suc(Z)) C clx(Z).

Sea x € Z, tomamos x,, = x para toda n € N, es claro que {z,}nen €
Suc(Z) y que lim{x, }neny = z, asi que z € lim(Suc(Z)) = Sx(2).

Ahora, sea x € lim(Suc(Z)), entonces existe {x, tnen € Suc(Z) tal que
lim{z, }nen = . Por otro lado, sea V una vecindad abierta de x, entonces
existe ng € N, tal que {n:n >ne} C{n:x, € V}, como {n:n > ng} es no
vacio, sea r > ng, entonces z, € Z NV, por tanto x € clx(Z).

(iii) Sx(ZUW) = Sx(Z) U Sx(W).

Sea x € Sx(ZUW), existe {zy, }neny € Suc(ZUW) tal que lim{x,, }neny = .
Denotemos por A ={n e N:xz, € Z}y y B={neN:z, € W\ Z}, es
claro que ANB =0y AUB = N. Si A o B es finito, existe ng € N tal que
{n :n > ng} es subconjunto de A o de B (del que no es finito), definimos
UYn = Tntny, €NtONCES:

(@) {yn}nen € Suc(Z) o {yn}tnen € Suc(W)y

(b) lim{yn}nen = 2.

Para esto, sea V' una vecindad abierta de x, entonces existe n; € N, tal
que {n :n >mn} C{n:z, €V} . Tomamos ny > max{ng, ni}, ahora
sin > ng, entonces n > ngyn—ng=1r €N, osean = r+4 ng luego
Yn = Tring, PETO0 m > ng, asi que z,4,, € V, luego y, € V, finalmente
{n:n>ny} CT{n:y, € V}, luego lim{y, }nen = .

Combinando lo anterior tenemos que x € Sx(Z) U Sx (V).

Ahora, si ambos, A y B, son infinitos, definimos por induccion:

FiN = A, f(1) = minA, f(n+1) = min (A\ {f(1), £(2),-- , f(n)}).
afirmamos que f es estrictamente creciente:

Demostremos que: para todo n € N se cumple que f(n) < f(n + 1).
Como f(n+1) € A\{f(1), -+, f(n)} CA\{f(1),---, f(n— 1)}, entonces
Fn+1) € A\{f(1), - . f(n — D)}, luego f(n) < f(n+ 1), pexo f(n) ¢
AN{F(1), -+, F(m)}, es decir f(n) £ f(n+ 1), luego f(n) < f(n+1).

Veamos que si f : N — N es mono6tona creciente entonces para todo
n € N se cumple que n < f(n). Supongamos que C' = {n : f(n) < n}
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es no vacio, sea ng = min C, como ny € C, se cumple que f(ng) < ny,
luego f(f(no)) < f(no), asi que f(ng) € C, luego ng < f(ng), lo cual es una
contradiccion.

Ahora, definimos para todo n € N, y,, = x (), esta sucesiéon cumple:

(@) {Yn}nen € Suc(Z).

Esto es claro ya que f(n) € A, luego y, = x5 € Z.

(b) lim{yn}nen = x. Para esto sea V una vecindad abierta de z, entonces
existe rg € N, tal que {n : n > rq} C {n: x, € V}. Sea n > ry, entonces
ro <n < f(n), asi que xy,) € V, por tanto y,, € V, luego lim{y, }nen = .

Combinando lo anterior, tenemos que

z € lim(Suc(Z)) C lim(Suc(Z)) U lim(Suc(W)).

Para la otra contencién. Si x € Sx(Z) U Sx(W), entonces z € Sx(Z) o
x € Sx (W), entonces existe {z, }neny € Suc(Z) C Suc(ZUW) o
{Zn}nen € Suc(W) C Suc(Z U W) tal que lim{z,}nen = x, por tanto
x € lim(Suc(Z UW)).

(iv)Ahora sean X,Y € Ob(Top)y f € Homy,(X,Y), demostremos que

f(Sx(Z)) € Sy(f(Z)).

Para esto, sea © € Sx(Z) y {zp}nen € Suc(Z) tal que lim{z,}nen = z,
es claro que {f(z,)}nen € Suc(f(Z)). Si lim{f(x,)}nen = f(x), entonces
f(z) € limSuc(f(Z)), asi que f(Sx(Z)) C Sy (f(Z)). Sea W una vecindad
abierta de f(x), por la continuidad de f, existe V vecindad abierta de x
tal que f(V) C W, como lim{z,}n,en = x, entonces existe o € N, tal que
{n:n>re} C{n:x, € V} veamos que {n:n >ro} C{n: f(x,) € W; sea
n > rg, entonces x, € V, luego f(z,) € W, por tanto lim{ f(x,) tneny = f(x).

(2) Sea X € Ob(Top) tal que X es S-separable, veamos que X es un espa-
cio secuencial, sea Z C X supongamos que Z es cerrado, entonces clx(Z) = Z
pero lim(Suc(Z)) C clx(Z), asi que lim(Suc(Z)) C Z. Ahora supongamos
que lim(Suc(Z)) C Z, como Z C lim(Suc(Z)), entonces Z = lim(Suc(Z)),
pero X es S-separable, asi que clx(Z) = lim(Suc(Z)) = Z, por tanto Z es
cerrado.

Ahora, supongamos que X es secuencial y que Z C X, tal que Z =
lim(Suc(Z)), en particular, de la igualdad tenemos que lim(Suc(Z)) C Z,
como X es secuencial, tenemos que Z = clx(Z), nuevamente por la igualdad,
cx(Z) = lim(Suc(Z)), asi que X € Ob(S(S)). O
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Corolario 8.3. Sec es una subcategoria bi-co-refleziva.

Demostracion. Por el Teorema 7.2, ya que Sec es cerrada bajo isomorfismos,
como Sec = S(S), entonces Sec es bi-co-reflexiva. O

Podemos interpretar estos resultados de la siguiente forma.

Proposicion 8.4. Dado X € Top, existe CXe€Ob(Sec), tal que X es una
condensacion de CX.

Demostracion. Sabemos que Sec es co-reflexiva en Top, como Sec, tiene un
objeto separador, entonces Sec es bi-co-reflexiva en Top. Sea f el bi-co-
reflector de Sec en Top, asi que f : CX — X, es una biyeccion continua
en donde CX € Ob(Sec). O

Proposicion 8.5. (1)Todo espacio topoldgico tiene una topologia mds fina
con la cual es secuencial.

(2) Las sumas topoldgicas y los cocientes de espacios secuenciales son
secuenciales.

Demostracion. (1) Sea (X, 1) € Ob(Top), sea CX € Ob(Sec), por la Propo-
sicion 8.4, existe f: CX — X una biyeccion continua, entonces tomamos

7 ={A € X: f(A) es un abierto en CX}.

No es dificil demostrar que 7’ es una topologia para X tal que 7 C 7’ y ademas
f:CX — (X,7') es homeomorfismo, por tanto (X, 7’) es secuencial.

(2) Como Sec es co-reflexiva, por el Teorema 6.13, Las sumas topologicas
y los cocientes de espacios secuenciales son secuenciales.

[

9 Espacios Fréchet

Ahora nos preguntamos si los espacios Fréchet tienen una propiedad analoga,
tal cosa no sucede.

Es claro que todo espacio Fréchet es un espacio secuencial, y se tienen
ejemplos de espacios secuenciales que no son Frechét (ver [3]), asi que los
espacios Fréchet son una subcategoria propia de los secuenciales.
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Teorema 9.1. (1) La subcategoria de los cocientes de espacios Fréchet es una
subcategoria co-reflexiva.

(2) Todo espacio topoldgico es condensacion de un cociente de un espacio
Fréchet.

Demostracion. (1) Como la envolvente co-reflexiva de los espacios Fréchet
es la clase de cocientes de sumas directas de espacios Fréchet (ver Teorema
6.17) y toda suma directa de espacios Fréchet es Fréchet, asi, se obtiene que
la envolvente co-reflexiva de los espacios Fréchet es la clase de los cocientes
de espacios Fréchet.

(2) De (1), es claro. O

Como todo espacio primero numerable es Fréchet usando Corolario 2.22
de [2]|, que dice que un espacio es secuencial si y solo si es cociente de un
primero numerable, tenemos que:

Teorema 9.2. Todo espacio secuencial es cociente de un espacio Fréchet.

Corolario 9.3. La envolvente co-reflexiva de los espacios Fréchet es la clase
de los espacios secuenciales

Existe un Fréchet que no es secuencial, asi que Frec no es co-reflexiva en
Top. Asi que Frec C Frec = Sec.
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