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Capitulo 1

Fundamentos matematicos y computacionales
de la criptologia (Mathematical and computing
basis of cryptology)

Juana Elisa Escalante Vega!, Francisco Sergio Salem
Silva?, Luis Abraham Tlapa Garcia
IFEI, ?FM, Universidad Veracruzana

Resumen

RSA es el criptosistema mas utilizado actualmente. Con el fin de facilitar
la comprensiéon de su funcionamiento a los estudiantes de criptografia
se analizaron e implementaron tres algoritmos que muestran cada uno
de los pasos del funcionamiento del criptosistema: generacion de primos
grandes, elevacién a una potencia médulo n y determinacion del inverso
multiplicativo médulo N. Los algoritmos mostraron la eficiencia de la
generacion de claves de hasta 600 digitos. Se comprob¢ la calidad de las
claves generadas utilizando una implementacion del RSA .

Palabras Clave: Criptosistema,RSA numeros primos, Seguridad.
Abstract

Nowadays the RSA is the most used cryptosystem. In order to facilitate
the understanding of its function to cryptography students, three algo-
rithms were analyzed and implemented, showing each of the steps of the
cryptosystem operation: generation of large primes, elevation to a power
module n and determination of the multiplicative inverse module N. The
algorithms showed the efficiency of key generation up to 600 digits. The
quality of the generating keys was verified using an RSA ad hoc imple-
mentation.

Keywords: Cryptosystem, RSA, prime numbers, Security.

http://www.fcfm.buap.mx/cima/publicaciones/ 5
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1 INTRODUCCION

La criptologia se ocupa del estudio de los algoritmos y sistemas utilizados
para proteger la informacion y proporcionar seguridad a las comunicaciones.
Actualmente, el criptosistema mas utilizado es el RSA (Baig, 2001). Este sis-
tema utiliza métodos para cifrar un mensaje transforméandolo en bloques de
numeros (Beissinger & Pless, 2006). A pesar de que existen varias implemen-
taciones de este sistema como en Philippe Aumasson 2018, cada vez hay mas
formas de romper este sistema de seguridad, por lo cual es importante tener
elementos que aumenten su seguridad. Esta tarea es imposible sin entender
a profundidad el funcionamiento del criptosistema. Se pretende contribuir a
dicho entendimiento analizando los algoritmos de los que consta el sistema, a
saber:

e La generacion de niimeros primos con una gran cantidad de digitos.
e La elevacion de un numero dado a una potencia n.
e La determinacion del inverso multiplicativo de un ntimero dado.

El conocimiento de estos métodos permite analizar las debilidades y fortalezas
del criptosistema RSA. Para lograrlo se analizaron los algoritmos junto con
sus resultados valorando la eficiencia de los algoritmos en términos del tiempo
de ejecucion y exactitud.

2 MARCO TEORICO

Actualmente el criptosistema méas utilizado es el RSA (Fujisaki et. al. 2001).
RSA permite encriptar y desencriptar mensajes basado en la factorizaciéon
en primos. Debe su nombre a sus creadores Ron Rivest, Ad Shamir y Len
Adleman (Rivest & Shamir & Adleman, 1978). En este sistema se utiliza una
clave para encriptar y una clave diferente para desencriptar, lo que mejora la
seguridad. El sistema RSA es el primer ejemplo de un criptosistema asimé-
trico (Diffie & Hellman 1976).El funcionamiento de RSA esta basado en la
exponenciaciéon modular, especialmente los teoremas de Euler y Fermat.

Para comprender el sistema RSA es necesario conocer conceptos de Teorfa de

Matemédticas y sus aplicaciones 11, Capitulo 1, paginas 5-21
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numeros, enteros modulo (n) (denotados por: Z,), algoritmos implementa-
dos en Python, entre otras cosas. De acuerdo con (Bowne, 2018; Stein, 2009;
Delfs & Knebl, 2015) para comprender el algoritmo RSA es fundamental lo
siguiente:

a) Conocer las propiedades algebraicas de los enteros y enteros positivos
(denotados por: Z y Z* respectivamente ) particularmente la multipli-
cacion.

b) Lo mismo que en el inciso a) para Z,.
¢) Tener un dispositivo para generar nimeros primos grandes para poder
construir las claves.

Se usaran las propiedades algebraicas usuales como las reglas de la aritmé-
tica ley conmutativa, ley asociativa, ley distributiva y divisibilidad (Hoffstein
& Pipher & Silverman, 2000).

Definicion 1. Dados a,b € Z, con a # 0 se dice que a divide a b y se denota
por alb, si existe k € 7 tal que, ak = b, en este caso se dice que a es un
divisor de b.

Entre los nimeros enteros positivos hay una subclase muy importante, la
clase de los primos.

Definicion 2. Un nimero entero positivo p se llama primo si se cumple que:
e p>1
e p no tiene divisores positivos ademas de 1 y p.

Por ejemplo, los niimero 37, 199 son primos, es importante notar que 1 no se
considera primo. Normalmente reservamos la letra p para los nimeros primos.

La teoria de la divisibilidad ha sido estudiada durante aproximadamente 3000
anos, cuando los antiguos griegos consideraron problemas sobre los nimeros
particularmente problemas sobre primos, algunos de los cuales atin no se han
resuelto (Bessinger & Pless, 2006).

Definicion 3. Dados a,b € Z se dice que m es el mdximo comin divisor si:

e m divide a a y b.

e m es divisible por cualquier divisor comin k£ de a y b.

El méaximo comun divisor de a y b se denota MCD (a, b).

Matemédticas y sus aplicaciones 11, Capitulo 1, paginas 5-21



Juana Elisa Escalante Vega, Francisco Sergio Salem Silva, Luis Abraham
8 Tlapa Garcia

Algoritmo de la division

Sean a,b € Z tal que b # 0, el algoritmo calcula enteros ¢ y r tales que:
0<r<|b|lya=bg+r.

Teorema 1. Dados a,b € 7Z, tales que a = bg + r, entonces:
MCD(a,b) = MCD(r,b)

Para encontrar el MCD de dos ntimeros a, b aplicando repetidamente este
resultado.

Algoritmo del Maximo Comiun Divisor
1. Ingrese a,b # 0.

2. Tenemos que MCD(a,b) = MCD(| a |,| b|) podemos considerar que
a>b>0.

3. Si a = b se termina. Si suponemos que a > by b=0, MCD = a.

4. Usando el algoritmo de la division escriba a = bqg+r, con 0 <r < by
q €.

5. Sir =0 entonces b | a entonces MCD = b.
6. Entonces sustituya a <— by b < r y regrese al paso 4.

Ahora calculamos M C'D(2024, 748) usando el algoritmo euclidiano, que es un
método més rapido para calcular el MCD como demostraremos a continua-
cion:

2024 — 748 - 2 + 528
748 = 528 - 1 + 220
028 = 220 - 2 + 88
220 = 88 -2 1 44
88 =44-2 +0

por lo tanto MCD = 44

Matemédticas y sus aplicaciones 11, Capitulo 1, paginas 5-21
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Enteros moédulo n

Sean € Z* y a,b € Z entonces a es congruente con b modulo n (denotado
por: a = b mod n), si a y b dejan el mismo residuo cuando se dividen por n
o de manera equivalente si n|(a — b).

La relacion en Z x Z, definida por: a ~ b si solo sia = b mod n. Es una relacion
de equivalencia (Delfs & Knebl, 2015), al conjunto [a] = {z | z = @ mod n}
se le llama la clase de residuo moédulo n, a es un representante de la clase. El
conjunto de todas las clases de equivalencias {[a] | a € Z} se le denomina los
enteros modulo n y es denotado por Z,.

Para entender el concepto de inverso multiplicativo en 7Z,, es necesario tener
la nocién de primos relativos:

Definicion 4. Dados a,b € Z se dice que son primos relativos si MCD(a,b) =
1.

En Z los tnicos elementos que satisfacen a xb = 1, sona=0=1y
a = b= —1. Sin embargo en Z, tenemos lo siguiente:

Un elemento a en Z, tiene inverso multiplicativo b, si a * b = 1 mo6d n, por
lo tanto se cumple una ecuacion de la forma nm + ab = 1 con m adecuada,
esto implica que MCD(a,n) = MCD(b,n) = 1.

Definicion 5. Decimos que [a| es una unidad en Z,, si tiene inverso multipli-
cativo.

El conjunto de unidades en Z, es:
Z',={la)|1<a<n-—-1y MCD (a,n) =1}
|Z*,,, es igual al nimero de primos relativos con n en el intervalo 1,2, ..., n — 1

(donde |Z*,| denota la cardinalidad Z*,).

Definicion 6. La funcion definida por: p(n) = |Z*,| serd llamada la funcidn
de Euler.

El grupo Z*,, es un grupo con p—1 elementos es ya que : Z*, = {g,¢*,...,g* '}
cuando g € Z, \ {0}

Matemédticas y sus aplicaciones 11, Capitulo 1, paginas 5-21
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RSA

El algoritmo RSA, que de acuerdo con varios autores (Aumasson, 2018) (Tal-
bot & Welsh, 2006) es el algoritmo de clave publica mas utilizado en las
aplicaciones, que fue inventado por Rivest, Shamir y Adleman en 1977, se
ha convertido en la base de toda una generaciéon de productos en tecnologia
de seguridad. RSA es un sistema de cifrado, se basa en hechos de la Teoria
Nimeros.

Dos personas quieren comunicarse a través de un mensaje, y quieren ocultar
el contenido de un posible atacante externo ya que serd mandado por un canal
de comunicacion inseguro. El emisor cifra el mensaje y el receptor tiene que
descifrar el mensaje. Para lograr esto se deben de generar dos claves una de
ellas es piblica es decir cualquier persona puede verla, la otra clave es privada
y solo la conoce el receptor del mensaje.

Descripcion del funcionamiento del sistema RSA:

Lista 1 :

1. El Receptor genera la clave privada que consiste en (n,e) y es enviada
al emisor.

(a) Para eso se seleccionan dos nimeros primos muy grandes p, ¢ y se
obtiene n = p * q.

(b) Se escoge un e € Z, tal que 1 < e < ¢(n), donde Z, son los enteros
modulo n y la funcién ¢(n) es la funcion que determina cuantos
primos relativos con n menores que n (funcién de Euler)(Stein,
2009)

2. Se calcula d el inverso multiplicativo de e mod ¢(n), d es la clave privada
que solo conoce el receptor.

3. El Emisor cifra el mensaje M de la siguiente manera C' = M¢ mod (n)
(C es el mensaje cifrado).

4. El Receptor descifra el mensaje calculando C? = M® mod (n) =
M mod (n).

Matemédticas y sus aplicaciones 11, Capitulo 1, paginas 5-21
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Nota

En el punto 2 de la lista 1 se obtiene d tal que ed = 1 mdd p(n) (*) , en la
proposicion 3.3.1 de (Stein, 2009) se asegura que (*) es suficiente para que
M = M®mo6d(n). Y asi recuperar el mensaje original.

3 METODOLOGIA

Se analizaron los algoritmos de la criptologia que son:

a). Programa que genera numeros muy grandes y prueba si son primos, este
programa es utilizado por RS A para generar parte de la clave publica.

b). Programa de exponenciacion rapida modulo n, se usa para obtener las
claves en los puntos 3, 4 de la lista 1.

¢). Programa para calcular d, inverso multiplicativo de e modulo ¢(n), d es
la clave privada que se utiliza para descifrar el mensaje (M = C*? mod (n)).

Para analizar estos programas se desarrollaron los algoritmos principales de
la criptologia como, dado un nimero p decidir si es primo o no, dado e € Z,
tal que e es primo relativo con n encontrar el inverso multiplicativo en Z,, y
exponenciacion.

Generar niimeros primos muy grandes

Rabin-Miller (vea Rabin 1980) es una prueba de primalidad probabilistica y
practica que determina si un ntimero n es primo con un error Probabilisti-
co bajo, que puede ser reducido tanto como queramos , pero no a cero. El
algoritmo se basa en los siguientes dos teoremas:

Teorema 2. sea p un primo . Entonces 22 = 1 mdd(p)
si solo si = 1 mod(p)
Prueba: vea el (Yan & Yung & Rief, 2013) pag. 168

Teorema 3. (Rabin Miller ) Sea n un nimero primo: n =1+ 2/d donde d es
impar. Entonces la b- secuencia definida por:

Matemédticas y sus aplicaciones 11, Capitulo 1, paginas 5-21
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{04,074, 6 65 b0 b med (n)
(1) tiene una de las siguientes dos formas:
(1,1,1,...,1,1,1,...,1) (2)

(2,2,...,2,-1,1,1...,1) (3)

reducidas médulo n, para cualquier 1 < b < n . Los simbolos de interrogaciéon
representan un numero diferente de £1
. La prueba de primalidad va como sigue:

1. Escoja la base b, generalmente un primo pequeno.
2. Calcular la b secuencia de n(1).

(a) Escriba n — 1 = 2/d donde d es impar.

(b) Calcule b*mo6d(n) y elevar al cuadrado repetidas veces hasta obte-
ner la b secuencia definida en (1) todo reducido mod (n).

3. Sin es primo la b secuencia de n sera de la forma 2 o 3.

4. Si la b secuencia es alguna de las 3 siguientes formas es:
(a) (7,...,7,1,1,...,1)
(b) (7,...,7,7,7,...,—1)
() (7,....0,7,7,...,7)

Entonces ciertamente n es compuesto.

Un nimero compuesto n puede ser reportado como primo para algunas cuan-
tas selecciones de la base b. De hecho el siguiente teorema nos da una cota
para el nimero de bases que un ntimero compuesto impar puede pasar.

Teorema 4. Sea n > 1 un ndmero impar compuesto. Entonces n pasa la
prueba de Rabin-Miller a lo mds para n — 1/4 bases b con 1 <= b < n
demostracion seccion 8.4 del (Rosen, 2005)

En la figura 1 se puede observar el codigo de la implementacion de Rabin-
Miller y una corrida de éste.

Matemédticas y sus aplicaciones 11, Capitulo 1, paginas 5-21
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import random, sys, time
def RM(numero):
#print("Numero: " +str(numero))
if numero % 2 == @ or numero < 2:
return False
if numero == 3:
return True
p=True

menos = numero -1
veces = @

while menos % 2 == @:
menos = menos// 2
veces += 1

for checa in range(5):
NewNum = random.randrange(2,numero-1)
expRap = pow(NewNum,menos,numero)
if expRap != 1:

i=0
while expRap != (numero-1):
if i == veces-1:

return False
else:
i=i+1
expRap = (expRap ** 2)%numero
return True
p = True

p=False
tamanoClave= int(input(“Ingresa el tamano de la clave: "))
inicio_de_tiempo = time.time()
while p== False:
numero = random.randrange(2**(tamafioClave-1), 2**(tamafioClave))
if RM(numero):

p= True
print(“Total de digitos: ",len(str(numero)))
print("Numero Primo: " +str(numero))

tiempo_final = time.time()

tiempo_transcurrido = tiempo_final - inicio_de_tiempo

print ("\nTomé %d segundos.™ % (tiempo_transcurrido))
Ingresa el tamafio de la clave: 1024
Total de digites: 3@9
Numero Primo: 17095598402289174504323358936348742834428598124877889837285715086396928433706923028375
88120861716215465743689817626794840406748499296083756161419972293709346884190179536836204424133158451
55015021090168741886571643144498764974372361133795324848864917714545119086256873053780068421106889370
10286532654959269927247

Tomé 6 segundos.
Figura 1: Algoritmo de primalidad probabilistico

El programa anterior, genero un niimero primo de 309 digitos y solo tardo
alrededor 6 segundos. El sistema RSA corre este programa dos veces en la
primera genera p vy la segunda vez genera ¢. En la linea 4 de la funcion RM
se determina que el niimero generado no sea par. En la linea 10 al niimero
le resta 1 y empieza a reducir dividiendo por 2 repetidamente hasta que sea
impar, posteriormente prueba con 5 ntimeros aleatorios su primalidad.
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Exponenciacion Rapida

A continuacion se describe un algoritmo para calcular grandes potencias de
un ntimero moédulo n (a* = b mod (n)):

1. Se transforma el exponente k a binario ((k)p).
2. La base a se guarda en una variable x.

3. El programa recorre de izquierda a derecha cada uno de los bits de

((K)eit)-
4. El programa entra en un ciclo para conocer si el bit es igual a 0 o 1.
5. x se actualiza de la siguiente manera:

(a) Si el bit es igual a 0 entonces calcula: z = 22 mod (n)

(b) Pero si el bit es 1 entonces z = (2 * a) mod (n).
6. El algoritmo termina cuando se prueba el altimo bit de (k)p;.

En la figura 2 se puede apreciar el codigo elaborado con apoyo del pseudoco-
digo en (Yan & Yung & Rief, 2013) junto con una corrida.

#it Algoritmo de exponenciacion Rapida

import sys,time

print("Algortimo de exponenciacién rapida\n")

a= int(input(”a = Ingresa la base "))

b= int(input("b = Ingresa el numero exponente "))

n= int(input("n = Ingresa el modulo n"))

inicio_de tiempo = time.time()

def exp(x, y,n):
exp = bin(y)
print(“(1).- El exponente se pasa a binario$")
value = x
print("(2).- Si el bit es © entonces = X = (x* 2 modulo (n)")
print("(3).- 5i el bit es 1 entonces = X = (x**2)*a modulo (n)")
print(“(4).- Entra en un ciclo hasta el ultimo bit")
print("\n")
print ("el numero en binario es:",exp[2:])
print ("Bit\tResultado™)

print(1,":\t","x = ",value)
for i in range(3, len(exp)):
if(exp[i:i+1]=="0"
o=value
value = (value * value)Zn
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z = (o * o)
t=z%n
print(i-1,":\t","x = ",0,"**2","mod",n ,"=",z,"mod",n ,"=",value)
else:
if(exp[i:i+1]=="1"):
ezvalue
value=((value ** 2)*x)%n
q=(e**2)
q1=(q*x)
q3=(ql%n)
#value = (value*x)%mod
print (i-1,":\t","x = (",e,"**2)*",x,"mod",n ,"=",q1,"mod",n ,"=",value)
return value

print ("\n Calculamos a*b mod (n)")

print ("a=",a)

print ("b=",b)

print ("n=",n)

print ("==== Pasos ="

res=exp(a,b,n)
print ("Resultado:",res)

print ("==== ")

tiempo_final = time.time()
tiempo_transcurrido = tiempo_final - inicio_de_tiempo
print ("\nTomé %d segundos.™ % (tiempo_transcurrido))

Algortimo de exponenciacidn rapida
Ingresa la base :29

Ingresa el numero exponente :37
Ingresa el modulo n :221

a
b
n

Calculamos a™b mod (n)

a= 29
b= 37
n= 221
== Pasos
(1).- El exponente se pasa a binario$%

(2).- si el bit es @ entonces = X = (x* 2 modulo (n)

(3).- si el bit es 1 entonces = X = (x**2)*a modulo (n)

(4).- Entra en un ciclo hasta el ultimo bit

el numero en binario es: 100101

Bit Resultado

1 X = 29

2 X = 29 *¥2 mod 221 = 841 mod 221 = 178

3 X = 178 **2 mod 221 = 31684 mod 221 = 81

4 x = ( 81 *%2)* 29 mod 221 = 190269 mod 221 = 2089

5 X = 209 **2 mod 221 = 43681 mod 221 = 144

6 x = ( 144 **2)* 29 mod 221 = 601344 mod 221 = 3
3

Resultado:

Tomé © segundos.

Figura 2: Algoritmo de exponenciacién rapida paso a paso

En la seccion anterior se ha ejemplificado el algoritmo de exponenciaciéon ra-
pida, donde se utilizaron ntimeros pequenos para simplificar el procedimiento.
Aunque generalmente se necesita ingresar nimeros muy grandes para la base,
el exponente y el modulo, para este caso el coédigo del algoritmo sigue funcio-
nando de manera eficiente. En estos casos el despliegue del algoritmo se puede
volver confuso para el lector, por lo que se recomienda quitar las impresiones
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de cada paso para solo observar el resultado como se muestra en la figura 3.

run exp.py

Algortimo de exponenciacién rapida

b = Ingresa la base 89345787887478248757476538258356473467345774567345

e = Ingresa el ndmero exponente 87236532765234563757634563785782378236785723562387537852385328752376
793473

n = Ingresa el modulo n7863457738563528368346893248626734672739647943868923467438684367343498738688

Calculamos b~e mod (n)

Pasos
(1).- E1 exponente se pasa a binario$
(2).- 5i el bit es @ entonces = X = (x* 2 modulo (n)
(3).- si el bit es 1 entonces = X = (x**2)*a modulo (n)
(4).- Entra en un ciclo hasta el ultimo bit

El nimero en binario es: 11006101611111110001101161011011000111000010001110000001601011011600101100
leelloeeleeleloeelloelllelloeleelllleelecesleeleslllellelesllllllllieeelelllllleeleelleloleleoleoole
919101008010111110100010011000110101101011111000100110011100100110000001

El nimero en binario es: 11000181011111110001121101911011000111006016001110000001001011011000181160
1001100010010100011001110110010011110010000160100111011216011111111100016111111001001101010120100010
010101000010111110100016011600116161101011111600100110011160100116000001

bre mod (n) : 2697707690788234150846590946112876070159690228640224228995046431807568371633

Tomd @ segundos.

Figura 3: Algoritmo de exponenciacién rapida sin pasos
Inverso multiplicativo

Para finalizar se analiz6 el algoritmo que: Dado e mod (n) encuentra d tal

que
ed = 1mod(n)

A continuacién se describe el algoritmo de Euclides extendido.

1. Se ingresan dos niimeros a,n # 0 aplicando repetidas veces el algoritmo
de la division se obtiene:

n=ag +r

a=1ryq;+re

TN =Toq3+ T3

Tp—2 = Tn—3Qn—1 + Tn-1

Tn-1 = Tn—2qn—2 + 0
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2. Sir,_1 = 1 entonces a es primo relativo con n. siga al paso 3.

3. Se despejan los residuos

" =n—aq

T2 =a —T142

1= T'n—1 = Tn—2 — T'n—3Qn-1

4. Realizando un ciclo que sustituye para cada i, el valor de r;, en la
expresion de r;y; al final obtendremos ki, ko € Z tal que 1 = kja + kon

5. ki, es el inverso multiplicativo de a ya que 1 — kja = kon = k1 = mod

(n)

En la figura 4 se muestra la implementacién y una corrida con un ntmero
y mo6dulo con mas de 100 digitos, esta implementacion fue obtenida de un
trabajo anterior (Tlapa, 2019).

import random, sys, os, time
def MCD(a, b):
# Devuelve su MCD de g y b usando el algoritmo de Euclides extendido
while a I= o:
(a, b) =(b % a, a)
return b

de

=+

Inverso(a, m):
# Devuelve el inverso modular de a% m, que es
# el nimero x tal que a * x¥m = 1

if mcD(a, m) != 1:
print("No son primos relativos™)
return None #si a y m no son primos

# Calcular utilizando el algoritmo euclidiano extendido:

ul, uz, u3 =1, @, a
vi, v2, v3 =@, 1, m

i)
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while v3 I= 0:
D =u3 // v3 # // es el operador de division entera
vl,ul=(ul - D * v1),vl
v2,u2=(uz - D * v2),v2
v3,u3=(u3 - D * v3),v3

t=ul%m
print("\n El inverso multiplicativo del nimero es",t)

if _name__ == ' main_ ":
x =int(input("\n Ingresa el numero para conocer su inversa: "))
n =int(input("\n Ingresa un numero para el modulo: "))
inicio de tiempo = time.time()
Inverso(x,n)
tiempo_final = time.time()
tiempo_transcurrido = tiempo_final - inicio_de_tiempo
print ("Tomé %d segundos."” % (tiempo_transcurrido))

Ingresa el numero para conocer su inversa: 14496788378468488557687722015569718224559178423687636694
6412746373084206151094221328841667939619422743335468139682306184368792416365060060084929889567620947
A377731523275670263411546326239090517211217683716666460934790056328890376423769256541303414578090379
©5032841031841878199829895955335316623668948737452599

Ingresa un numero para el modulo: 19112778733563662157882625754185733792652806909840224411226686792
3215589394818874978166062265206286135616845341875342425010611804286609733642993463592470546553894912
1764099724142529294470680250782572838451919146628810109346832216506854177112094854819260735164264999
9643121018165196297985364781599649911875911515666671960118110013603078135804934150245007069845208141
83121849660021650537778610584941926163040672406303154085254479548556867383062862266603368322707225928
©6645748539594657480316105413830587209874293300677189907402546497523620145795427152529257727869912674
7434474725210198840626320556447655758969359827261611

El inverso multiplicativo del nimero es 16113079916688985604344248710470565758097335891965946937483
9990372478539478265865899533547787269161439912276313491657389149606348681593854708097490493630404398
4909043762423374825677644965881766928216021500492219690727020182557854731281192454288296461768262665
55611279136811619827097028984107976060574845721852604119639745625396084930718227561686408659785221597
1511672621948648565296909346468913780768445088870699787285259893940211488529078793341576701122960927
3058902987966933725920427912097879476634762621360595846102557401665294753095053397762916288074386779
8244863065693844544381125763957552303602275027299285483245
Tomd @ segundos.

Figura 4: Algoritmo para encontrar inverso multiplicativo

EL programa anterior es sencillo y ademas eficiente porque encuentra el in-
verso multiplicativo en muy pocos pasos.

RESULTADOS

A lo largo de la presente investigacion se analizaron tres algoritmos funda-
mentales que son utilizados por el sistema de seguridad RSA., estos fueron:

e Algoritmo para generar niimeros primos muy grandes basado en Rabin-
Miller, la implementacion de este algoritmo se corrié ingresando un
numero de 1024 bits y genero un ntimero de més de 300 digitos tardando
muy poco tiempo.
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e Algoritmo de exponenciacion rapida modulo n. La parte fundamental
de este algoritmo es expresar el exponente en sistema binario, la imple-
mentacion de este algoritmo funcion6 atin con ntimeros muy grandes en
muy pocos segundos.

e Encontrar el inverso multiplicativo de un nimero. Dado dos nume-
ros que sean primos relativos (emn), aplica el algoritmo de Euclides
extendido, para poder expresar 1 en la combinacion lineal entera de
1 = exx+ nx*xy. Que fue probado con nimeros muy grandes y sus
tiempo de ejecucion fue minimo.

Se observd que el sistema RSA utiliza una parte teoria de nimeros relativa-
mente sencillas. Por otro lado la seguridad de RSA depende de la dificultad en
factorizar n. De acuerdo con el autor (Castro & Cipriano & Malvacio, 2013)
este problema es muy dificil. En un trabajo posterior se abordara el proble-

ma

de factorizar n, usando un algoritmo probabilistico y con esto crakear el

sistema RSA cuando las claves no son excesivamente grandes.
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A new approach to the Bernstein problem

Jorge Bustamante Gonzalez
FCFM, BUAP

Resumen

For a weight W we present several conditions which characterize when the
polynomials are dense in the weighted space Cyy (0, 00). These conditions
are used to provide a new proof of some known results.

1 Introduction

The problem of weighted polynomial approximation on the real axis was posed
by Bernstein in 1924 and was solved by Achieser, Mergelyan and Pollard in
a qualitative form. It particular, if G : R — (0, 1] is a continuous function
and Cg(R) = {f : R = R: [|Gf]loc < 00, liM|g|00(G f)(x) = 0}, then the
polynomials are dense in Cg(R) if and only if

> ]
/‘Qgﬂ@ﬁ:_m
_ 1+

o0

where

. . | P()G(t) | }
Q(z) =su P(z)|: P is a polynomial and sup ———2<1,.
@) =sw{| ) poly up PEW T

This problem has been studied extensively by different authors (for a long
survey see [6]. The above characterization and other ones can be found in [1]
and [5]. A similar problem can be stated for weighted approximation in the
semi axis [0, 00).

All known solutions of the Bernstein’s approximation problem essentially
make use of several results of complex analysis. In this paper we present new
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characterizations of the weights which solves the Bernstein’s problem using
other arguments.

For a topological space Y, C(Y) is the space of all continuous function
f:Y — R and Cy(Y) is the space of bounded functions in C(Y') with the
norm | fllos = supyey | f(y) |-

Throughout the paper we used the following notations. We set X = (
A weight is a continuous function W : [0,00) — [0, 1] such that W (0
W {(z) > 0 for z > 0 and, for each non negative integer n,

0,00).
) =0,

lim W(x)z" = 0.
T—r00

The weighted space Cy(X) if the family of all f € C'(X) such that

xlglo(Wf)(x) =0 and . lgnoo(Wf)(x) = 0.
In Cy (X)) we consider the norm || f|lw = [|W f]]oo-
The Bernstein’s approximation problem is presented as follows: when is
it true that, for every function f € Cyy, there exists a sequence {P,} of
polynomials such that

T}g{)lo 1(f = Po)W[jo,00) = 07

Section 2 is devoted to the problem of finding conditions equivalent to
completeness of polynomials. We present several results. Condition (xv) in
Theorem 2.3 is perhaps the most significant. In Section 3, we use it to present
a new proof of completeness of polynomials for some classical weights. We
believe the approach presented here is of intrinsic interest.

2 Characterizations

First we present a problem of approximation of continuous functions on a
compact space which is equivalent to the Bernstein problem.

Let X = [0,00) U {oo} be the one point compactification of [0, 00) and
Cy(X) be the family of all functions g € C()?)\ such that ¢g(0) = g(o0) = 0.
Notice that Cy/ (X) can be identified with Cy(X) (as Banach spaces). In fact,

o~

if h € Cy(X), by setting

g(z) = ha)

W(z)’

z € (0, 00),
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we obtain a function in Cy (X). Moreover

[Plloc = sup | A(y) [= sup | W(z)g(x) [= llgllw-

yeX

In what follows, given f € Cy (X) we denote by f the corresponding element
in Cy(X). -

Let X* be the quotient space obtained from X by identifying 0 and oo
and 7: X — X* be the quotient map. The space Cw(X) is related with the
subspace Co(X™) of all f € C(X*) such that f(zo) = 0, where xy = 7(0). In
fact, it follows from the properties of the quotient space that there exists a
map M : Co(X) — C(X*) such that, for each g € Cy(X),

g=Mgor. (1)

With these notations we define a map ® : Cw(X) — C(X*) as follows: if
f € Cw(X), then ®(f) = Mf (where f is the (unique) extension of f to X
and M f is defined by (1)). In C(X) and C(X*) we consider the sup norm.
For our first result we need other notations. Set II for the family of all
polynomials,
My = {WP: Pelll,

Pw={Q€C(X): Qlx=Q ey},
szﬂw@R:{Oé+S OZE]R, SEH{/V},

RW:ﬁW@R:{a—i—S: a e R, 3675;},

and
OQw =Py ®R={a+T: acR, TePy}

Proposition 2.1. For a weight W the following assertions are equivalent:
(i) The family of all polynomials is dense in Cw(X).
(ii) The linear space Py is dense en Co(X).
(iii) The linear space Py, is dense en Co(X™).
(iv) The linear space Quw is dense en C'(X*).
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o~

Proof. (i) < (ii). It follows from the fact the function H : Cy (X) — Co(X)
given by H /(i) = f is linear, surjective and preserves the distant. Moreover
H(Ily) = Pw.

(ii) < (iii). The function M : Cy(X) — Co(X*) defined by (1) is li-
near, surjective and preserves the distant. Moreover M(ﬁv\y) = M(H(Ily)) =
() = Py

(iii) < (iv). Assume that Py}, is dense in Cy(X™) and fix f € C'(X*). Since
g(x) = f(z) — f(zo) € Co(X™*), there exists a sequence {p, } en Py;, such that
pn — g. By setting p (x) = p,(x) + f(xo) we obtain a sequence in Qy which
converges uniformly to f.

On the other hand, if Qy is dense in C(X*) and f € Cy(X*), there exist
pn € Qw, n € N, such that p, — f. Since | p,(z0) |=| f(xo) —pn(zo) | = 0, by
setting pi () = pn(z) — pn(xy) we obtain a sequence in Pj;, which converges
uniformly to f. O

In the next theorem we use some characterization of dense subspaces of
C(Z), for a compact Hausdorff space Z. We need another definition.

Given a compact topological Hausdorff space Z and two closed sets A, B C
Z, we say that a family F C C(Z), S-separates A and B if, for each § € (0, 1)
there exists g € F such that, 0 < g <1, g(A) C [0,40] and ¢g(B) C [1 — 4, 1].
In such a case we say that g d-separates A and B.

In the next Proposition int(A) denotes the interior of the set A and z is
the point defined at the beginning of this section.

Proposition 2.2. For a fivzed weight W the following assertion are equivalent:

(i) The polynomials are dense in Cy (X).

(v) Qw S-separates each couple of closed disjoint sets in X*.

(vi) Qw S-separates each couple of closed disjoint sets A and B in X*
such that xy € int(A).

(vil) Rw S-separates each couple of closed disjoint sets C' and D in X
such that 0 € int(C) and D is compact subset of (0,00).

(viii) Given reals ¢ and d, 0 < ¢ < d, and two disjoint closed sets C;, D C X
such that D is compact and ([0,c] U [d,00)) C C, then Pw S-separates the
sets C' and D.

(ix) For each compact set K C (0,00) and any bounded open neighborhood
V of K such that 0 ¢ V, there is a bounded open neighborhood W of K such
that W C V and Pw S-separates K and X \ W.
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(x) For each n € N, a > 0 and a finite family of numbers
O<ai—a<bt+a<a—a<bta<---<a-—-—a<b, +a<oco, (2)

the subspace Py S-separates the sets K = U}_, ax, by] and J, where J = X\ I
and I = Up_(ap — a, by + ).

Proof. (i) < (v). It follows from a result of Blasco and Molto in [2] that
(v) and (iv) (in Proposition 2.1) are equivalent. Then, the assertion follows
from the relation (i) < (iv) proved in Proposition 2.1.

(v) = (vi). It is trivial.

(vi) = (v). Fix two disjoint closed sets C' and D in X*. One may assume
that =g ¢ D. Let F be a closed neighborhood of g such that END = (). Then
set A=CUF and B = D. Since Qy S-separates A and B, it S-separates C'
and D.

(vi) = (vii). Fix closed disjoint sets C' and D in X such that 0 € int(C)
and D is compact subset of (0,00). Fix > 0 such that D C [0, ], Set
A =71(CU[2a,¢]) and B = 7(D), where 7 is the quotient map defined at
the beginning of this section. Since C'U [2«, 0] is 7-saturated neighborhood
of 0 and 7 is open, A and B are disjoint closed sets in X* and z( € int(A).
Therefore Qy S-separates A and B. Given § € (0,1/4) there exists g € Q,,
such that 0 < g <1, g(A) C [0,4] and g(B) C [1—4, 1]. Then, for the function
f € Rw such that f = gor,onehas 0 < f <1, f(C) C f(CU[2c, 0]) C [0, ]
and f(D) C [1 —9,1]. Thus Ry S-separates C' and D.

(vii) = (vi). Fix closed disjoint sets A and B in X* such that xy € int(A)
and set C' = 771(A) and D = 77!(B). Since C' and D are disjoint closed
r-saturated sets in X and 0,00 € int(C), D is a compact subset of (0, 00).
From (vii) Ry S-separates C' and D. If § € (0,1) and f € Ry, d-separates
C and D, then the function g given by the relation f = g o 7 d-separates A
and B.

(vil) = (viii). Fix two reals c and d, 0 < ¢ < d, and two disjoint closed sets
C, D C X such that D is compact and ([0, c]U[d, 00)) C C'. Since D C [0, c0),
Rw S-separates C' and D. But Py is the restriction of functions in Ry to
X, thus Py S-separates C' and D.

(viii) = (vii). Fix closed disjoint sets C' and D in X such that 0 € int(C)
and D is compact subset of [0,00). Fix reals ¢ and d, 0 < ¢ < d such that
[0,c] € C'and DN[d,00) = 0. If we set E = C'U[d, 00), then Py, S-separates
D and E. It is sufficient to prove that Ry S-separates C' and D.

Mateméticas y sus aplicaciones 11, Capitulo 2, paginas 25-38



30 Jorge Bustamante Gonzélez

(vill) < (ix). It is easy to proof.

(ix) = (x). Assume that (ix) holds and fix numbers «, a; and by as in (x).
The set I is a bounded open neighborhood of K such that 0 ¢ I. Therefore,
there is a bounded open neighborhood W of K such that W C V and Py
S-separates K and X \ W. Since X \ I C X \ W we have the result.

(x) = (ix). Fix a compact set K C (0,00) and a bounded open neigh-
borhood V' of K such that 0 ¢ V. Since V' is the union of some intervals
and K is compact, there is a finite number of bounded intervals {I,}}_; in
such that K C U}_;I; C I. There there exist numbers a > 0, {ax}}_;, and
{br}7_; such that K C Up_;(ag, bx) C Up_;(ax —a, bpy+a) C Up_; 1. If we set
W = Up_,(ax — a, by + «), we have obtained a bounded open neighborhood
of K such that W C V. From (x), Pw S-separates K and X \ W. O

Our next goal is to change condition (x) in Proposition 2.2 by some new
ones involving approximation of a particular class of functions.

Theorem 2.3. For a fized weight W the following assertion are equivalent:
(i) The polynomials are dense in Cy (X).
(xi) For eachn € N, a > 0 and a finite family of numbers as in (2), every
function f € C(X) such that 0 < f <1 and

{1 if reK

J(x) = 0 of xzelJ,

where K and J are defined as in (x) in Proposition (2.2), can be uniformly
approzrimated by elements of Py .

(xii) For eachn € N, a > 0 and a finite family of numbers as in (2), there
exists a function f € C(X) such that 0 < f <1 and

{1 if rekK

fx) = (3)

0 of xzelJ,

where K and J are defined as in (x) in Proposition (2.2), a f can be uniformly
approzrimated by elements of Py .

(xiil) For any numbers 0 < a < a < b and every function g € C(X) such
that 0 < g <1,

2 — 1 if x€la,b
9() {O if xe€]l0,00)\[a—a,b+al,
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and g can be uniformly approximated by elements of Py .
(xiv) For any numbers 0 < a < a < b, there exists a function h € C(X)
such that 0 < h <1,

)1 df xela,b]
h(x)_{o if xel0,00)\[a—a,b+al,

and h can be uniformly approximated by elements of Py .
(xv) For any numbers 0 < a < a < b, there ezists a function h € C(X)
such that 0 < h <1,

)1 df x€a,b]
h(x)_{() if zel0,00)\]a—a,b+al,

and h can be uniformly approxrimated by elements of Iy .

Proof. (i) = (xi). The space Cy (X) contains all functions considered in
(xi).

(xi) = (xii). It is trivial.

(xii) = (i). We will prove that (xii) = (x) of Proposition 2.2. Fix «,
{ar}}_y and {b;}7_, satistying (2) and let J and K be defined as in Propo-
sition 2.2. Fix a function f € C(X), 0 < f < 1 such that (3) holds and f
can be uniformly approximated by elements of Py . For each § € (0, ), fix
t € (0,6) and P, € Py such that || f — P,||oc < t. One has P,(J) C [—t,t] and
P,(K) C [1 —t,1+t]. Notice that

< o—t 1+t+446
1420 = 1426

, 0—t 14+t4+9
§ = min , 1 — .
1420 1+2

One has 0 < s < §. Take P € Py such that

0

Set

1

(e 9]

Let us prove that P is one of the function we are looking for. In fact, for
z € [0, 00),

60—t 1 1
—s < —s < <
s < (Pi(z)+96) S_P(ZL’)_1+25

0<
T 142 1426

(Pi(z) +0)+s < 1.
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On the other hand, if x € J,

1
1+260

0< P(x) < (Pi(x)+0)+s < (t+9)+0d <30

1+260
Finally, if x € K,

1
1426

P(z) > (Pi(z) +0) —s > (I1—t+0)—s>1-234

1426
Therefore, 0 < P <1, P(K) C [1 —36,1] and P(J) C [0, 36].

(xi) = (xiii) It is clear that (xiii) is a direct consequence of (xi).

(xili) = (xiv) It is simple to prove.

(xiv) = (xii) Any function f as in (xii) can be written as a linear combi-
nation of the functions as the ones given in (xiv).

(xiv) = (xv). It is simple.

(xv) = (xiv). It can be obtained as in the proof (iv) = (iii) in Proposition
2.1. U

3 A sufficient condition

We need some auxiliary results.
Set p(x) = /z, for x > 0. If p> 0, ¢t > 0 and g € C|0, p| set

We(g,t)op = sup  sup | Apga)g(x) | (4)
he(0,t] z€J (h,p)
where
App@)9(z) = g(x + hp(x)/2) — g(x — hp(z)/2)
and

J(h, ) ={x € (0,p) : x &+ hep(x)/2 € [0, p]}.
Proposition 3.1. Fiz 0 < o < a < b and consider the function f € C(X)
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given by

0 if ze€l0,a—a]Ulb+ a,o00)
(x—a+a)/a if z€(a—a,a)

1 if =€ la,b

| O+a—z)/a if ze(bb+a)
If c> b+« and
fley)/Wey), ity e (0,1],

9(y) = : (6)
g(0)=0 if y=0.

then there ezists a constant C(a,b, ) such that, for 0 <t <1,

we(g, )01 < Cla, b, @) (Ve +wo (W, V) 0 p1a)) - (7)
Proof. Let us denote

1

b= min {W(y):y € a—a,b+al}

(8)

Fix h € (0,t] and z € (0,1) such that 0 < x—hyp(x)/2 < z+hp(z)/2 < 1.
We should consider several cases.
(1) If 2 + hep(x) < (a — ) /c or & — hp(x) > (b+ «)/c, then
g9(x +he(x)/2) — g(z — heo(x)/2) = 0.
(2) Suppose that £ hp(x)/2 € [(a — a)/c,a/c]. Since x < a/e, p(x) <
¢(a/c). Therefore

o | Anng(a) |= | BT RE@/2) —ata  ce —ho(r)/2) —ata

Wi(c(z + he(x)/2)) W(c(x — he(x)/2))
< che(x) | (e(@ = hep()/2) — a+ ) Achga) fp(en) W () |
~ Wic(z + he(x)/2)) Wi(e(z + heo(2)/2))W (c(x — hi(x)/2))
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< Bvchp(a) + B2 aw, (W, V/ch) o ptal-

That is Bola)
a
| Brpioy9(@) 1€ =22 /eh + B, (W, Vehopal
(3) If x £ hp(x)/2 € [b/c,(b+ a)/c], the estimate is obtained as in the
case (2).

(4) If x £ ho(x) € [a/e,b/c], then

| AheptnW(er) |
W(e(x + he(x)/2))W (el — he(x)/2))

tw(x)) 2
< BPw (W, = B2 (W, 1) 0 b ral-
v p(cr) [0,b+a] ol )[0 el

(5) Suppose that z — hp(x)/2 € [0, (a — «)/c) and x + hp(z)/2 € ((a —
a)/c,a/c). Since x < a/e, p(x) < p(a)/p(c), we have
(x4 hp(z)/2) —a+«
W(e(z + he(r)/2))

| Ahp@)9(2) |=| g(z + he(2)/2) |= ¢

(= hp(x)/2) + chp(x) —a+a
- W (e(z + o@)/2)) < Behp(z) < Byla)p(c)h.
(6) Suppose that  —hp(z)/2 € [0, (a—a)/c) and x+hp(x)/2 € (a/c,b/c].
From this conditions one has a < chy(x) < hg(a)p(c). Therefore
1 he(a)p(c)
Wt he@2) = e
(7) Suppose that x — hp(x)/2 € [0, (a —a)/c) and z+ hp(z)/2 € (b/c, b+
«)/c]. Then

| Ahap(x)g(x) |:

_btao- c(x + ho(x)/2))
W (cx + chp(x)/2)

(8) Suppose that = — hp(z)/2 € [(a — «)/c,a/c) and x + hp(x)/2 €
(a/c,b/c|. Then

oz —hp(z)/2) —at+a 1
aW(c(z — he(z))) (W(e(x + he(x)/2))
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o ~ hole)/2) —a > x x — c(r — T
Tl oy |+ OV (el hofa)/2)) = (W (el = hip(2)2) |

< Behp(x) + BPup (W, tp(x) /¢(c)) < Bho(b)p(c) + B2y (W, tp(c)) op+a)-

The other cases can be treated analogously. O

Theorem 3.2. There exists a constant C such that, for each g € C[0,1] and

n > 17
1
En — inf _ < C ) ’ !
0= jof lo—plon < Cos (5.1) "

where || f|[jo1] denotes the sup norm on [0,1], 1L, is the family of all polyno-
mials of degree no greater than n and p(x) = /.

Proof. Tt is known (see [3], Th 7.2.1) that there exists a constant M such
that, for each g € C[0,1] and n > 1,

1
En(g) S CW¢ (ga _) )
[0,1]

n

where ¢)(z) = \/x(1 — 2) and wy(g, t)p,1] is defined as in (4) with the function
1 instead of ¢. Thus we only need to verify the inequality wy(g,t)p,1 <
Wy (g, t)oay- But, if 0 < h <t <1 and z+ hp(x)/2 € [0,1], then

| [+ hip(2)/2) = [z = hp(2)/2) |=| Bpyizpe () |

< Ww(g,tv - x)[O,l] < wgo(gat)[o,l]- O

Theorem 3.3. If W is a weight which the following property:
(P) For all reals d > 0 and & > 0, there exist n € N and q, > d such that

n 2 "
Vn <e and sup W(z)2" (_x — 1) <e, (10)

n Z€[gn,00) Adn
then the polynomials are dense in Cy (X).

Proof. We will derive the result from assertion (xv) in Theorem 2.3. In
particular, for fixed numbers 0 < o < a < b, we will prove that (xv) holds
with the function f defined by (5). That is, for each € € (0, 1), there exists a
polynomial P such that || f — WP| ) < €.
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Given € > 0, we start with choosing a constant ¢y > 0 such that, for
t € (0, 1]

5
“e W-Dosse < 5660 b a)
where C' is the constant in (9) and C(a,b,«) is the constant in (7). Fix &*
such that
0<e*<min<t ! !
£* < min —— — ¢
' 4CC(a,b,a) 48[ 7

where [ is defined by (8). By the assumptions of the theorem there exist
n € N and ¢ > b+ « such that

2 n
ve <e* and  sup W(x)2" (_x — 1) < e”.
n T€[e,00) C
With this number ¢, we work with the function g defined by (6).
Let p € I1,, be the polynomial of best approximation for g in C[0, 1]. That
is £,(9) = |lg — plljo,1)- By the choice of €*, (9) and Proposition 3.1, we have

< CC(a,b,a) <\/E T (W’ ﬁ) [0,b+od)

n n

1
||g _pH[O,l] S chp (ga E)

[0,1]

e €
< CCl(a,b o< -
< (a,b,a)e —|—4<2

Let P(x) = p(z/c). It follows from the latter estimates that

su Tr) — i I) |— su T f(ff)
s | (@) = W(@P) = swp W) | g0

fley) _ B
veo1] Wi(ey) Pley) | yilﬁ}lg(y) p(y) |<

Notice that

— P(z) |

< sup |

DO | ™

gl = sup <B.

yel(a—a)/c,(b+a)/d

f(ey) ‘ I (€D
= p

W(Cy) z€[a—a,b+al W(Z)Z')

Consequently, we obtain

121011 < llgllo + llg = pllo.y < 2llgllp,y < 25.
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If is known that if @ is a polynomial of degree n and | Q(y) |< K, for
|y |< 1, then | Q(y) |< K(2y)", for y > 1 (see Lemma 3 in [4]). Therefore, if

we set Q(y) = p((1 +y)/2), for y > 1,
| Qy) =] p(1+y)/2) |< 26(2y)"

P = (D) <oz (1)L ase

or

Finally
sup | f(z) = W(z)P(z) |= sup [W(z)P(z)|
x€[e,00) T€[e,00)
o (2% " oe
<28 sup W(x)2"|——-1) <=. O
Z€[e,00) c 2

Condition (10) may seen severe. In fact, we need it because in place of the
best approximation of the function in the semi axis, we approximate it in a
compact interval.

Let us obtain a known result from the last theorem.

Theorem 3.4. If W(z) = ztexp(—2") with X\ > 0 and v > 1, then the
polynomials are dense in Cy (X).

Proof. Define the sequences {r,} and {¢,} by
rm=m+N/YY" and g, =n'te? n € N.

Since
(W(x)z") = 2" e ™ (n + X — y27)

the function G, (z) = 2" exp(—a7), decrease for x > r,. Therefore, for n
such that n(ylog2 + 1) < n¥(1+les2)

2 n 22n 22n
A= s W (Z 1) <20 w60 - 26,

ZE[qn,0) dn qn x€[gn,00) n

2n, A(14+log2)  —n(1+log2) 2n 2 A(1+log 2
) = A Ho2) o < 2 Aiog2),

__o2n, A 0
=2 Qnexp(_qn — envlog2 on

Using these inequalities and the equalities

lfm A, = lm Y2 — g,
n—00 n—oo MmN

we obtain that conditions in (10) hold. O
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Capitulo 3

Axiomas de completaciéon equivalentes

Manuel Ibarra Contreras, Armando Martinez Garcia
FCFM, BUAP

Resumen

Este capitulo tiene como objetivo dar algunas proposiciones equivalentes
al Axioma del Supremo, entre ellas, el Axioma de Cortadura, el Teorema
de Valores Extremos, el Teorema del Valor Intermedio y el Teorema del
Valor Medio.

1 Introducciéon

Se sabe que en los primeros cursos de matemaéticas de licenciatura se trabaja
con los niimeros reales como un campo ordenado completo, donde la completez
estd dada en términos del Axioma del Supremo. En este capitulo veremos que
este Axioma es equivalente a otras proposiciones, en particular, al Axioma de
Cortadura, al hecho de que el conjunto de nimeros reales R es conexo, al
Teorema de Valores Extremos, al Teorema del Valor Intermedio y al Teorema
del Valor Medio, entre otros maés.

2 Resultados generales

En este capitulo consideraremos a los ntimeros reales, conjunto que denota-
remos como es usual, por R. Se sabe que R es un campo ordenado completo,
donde la completez esta dada por el Axioma del Supremo. Los conceptos to-
pologicos se pueden consultar en [3|; el material restante de esta seccion, a
excepcion de la Definicion 2.17 y la Observacion 2 que se pueden ver en [5],
se puede consultar en [1] y [2].

Dados a,b € R con a < b, el intervalo abierto (a,b), el intervalo abierto
(a,00) y el intervalo abierto (—oo,b) son los conjuntos
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e (a,b)={reR:a<xz<b},
e (a,0)={zeR:a<ua}y
o (—00,b) ={r e R:x < b},

respectivamente.
Los intervalos cerrados [a, b], [a, 00) vy (—00, b] se definen como los siguien-
tes conjuntos:

e [a,b]={reR:a<z<b},
o [a,00)={reR:a<uz}y
o (—oo,b)={reR:2<b},

respectivamente.

Dado g € Ry r > 0, el intervalo abierto con centro en x( y radio r, el
cual denotaremos como B, (zg), es el conjunto B,(xg) = {z € R: 2z —1r <
r < x4+ 1}

Definicion 2.1. Sea A C R.

1. A es un conjunto abierto en R

si para todo x € A existe r > 0 tal que B,(z) C A.

2. A es un conjunto cerrado en R si R\ A es un conjunto abierto en R.

3. La cerradura de A es el conjunto

cl(A) ={x € R: paratodor > 0,B,.(x)NA# 0D}
4. x € R es punto de acumulaciéon de A, si para todo r > 0,
(Br(z) \ {z}) N A #0.

5. R es conexo si no existen conjuntos abiertos no vacios A, B C R tales
que
R=AUBy ANB=0.
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Lema 2.2. Sea A C R, entonces A es un conjunto cerrado si y solo st A =

cl(A).

Demostracion. Supongamos que A es cerrado. De la definicién de cerradura
de A se tiene que A C cl(A), y si x ¢ A, dado que X \ A es abierto, existe
r > 0 tal que B.(z) C X\ A, lo que implica que = ¢ cl(A), es decir cl(A) C A.
Por lo tanto, A = cl(A).

Por otro lado, si suponemos que A = cl(A) y x € X \ A, entonces x €
X\ cl(A) y asi, existe r > 0 tal que B,(z) N A = (), es decir, existe r > 0 tal
que B.(z) C X \ A lo que implica que X \ A es abierto y, por lo tanto, A es
cerrado. ]

Dado x € R, el valor absoluto de z, el que denotaremos como |z| es
o [z|=xsi >0y
e |z|=—x si z<0.

Como consecuencia inmediata, se tiene lo siguiente.

Observacion 2.3. 1. Siz € R, entonces —|z| < x < |z].

2. Siz € Ryr > 0, entonces x| <rsiysolosi —r <x <rsiysolosizée
[—7,7].

Definiciéon 2.4. Dado A C R, diremos que

1. A es acotado superiormente si existe r € R tal que para todo a € A,
a<r.

2. A es acotado inferiormente si existe r € R tal que para todo a € A,
r <a.

3. A es acotado si existe r > 0 tal que para todo a € A, |a| <.

4. Una familia de subconjuntos de R es una cubierta abierta de A si cada
uno de sus elementos es un conjunto abierto y la uniéon de todos ellos
contiene a A.

5. A es compacto si de toda cubierta abierta de A podemos extraer una
subcubierta finita.
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Lema 2.5. Sea A C R. A es acotado si y solo si A es acotado superiormente
e inferiormente.

Demostracion. Es claro que si A es acotado entonces A es acotado supe-
riormente e inferiormente. Ahora supongamos que A es acotado superior e
inferiormente, es decir, existen r1,79 € R tales que r; < a < ry para todo
a € A. Como ry < |ro| y —|r1] <7 se sigue que —|ry| < a < |ryf.

Sea r = max{|r|, ||}, es claro que |ry| < r, —r < —|rq|, se sigue que
—r < a < r paratodo a € A, lo cual implica que |a| < r paratodoa € A. O

Lema 2.6. Si A C R es acotado superiormente, entonces cl(A) es acotado
superiormente.

Demostracion. Como A es acotado superiormente, existe r € R tal que para
todaa € A, a <r.

Afirmamos que r es cota superior de cl(A). En caso contrario existiria
x € cl(A) tal que r < x, entonces para € = x — r se tiene que B.(x) N A # (),
lo cual implica que existe a € A tal que z — € < a < = + ¢, se sigue que r < a
lo que es una contradiccion, ya que r es cota superior de A. Por lo tanto cl(A)
es acotado superiormente. O]

De forma analoga se prueba también el siguiente resultado.

Lema 2.7. Si A C R es acotado inferiormente, entonces cl(A) es acotado
inferiormente.

De los tres Lemas 2.5, 2.6 y 2.7, se tiene el siguiente corolario.
Corolario 2.8. Si A C R es acotado, entonces cl(A) es acotado.

Lema 2.9. 57 A C B C R son tales que A es un conjunto cerrado en R y B
compacto, entonces A es compacto.

Demostracion. Si U = {U; : i € I} es una cubierta abierta de A , entonces
YV =UU{R\ A} es una cubierta abierta de B, lo cual implica que existen
Ui, ..., U, € U tales que {Uy, ..., U,, (R\ A)} es cubierta abierta de B, se sigue
que {Uy, ..., U, } es una cubierta abierta de A. Por lo tanto A es compacto. [

Ahora recordemos que una sucesién en R es una funcién f: N — R y que
si para cada n € N, f(n) = x,, entonces es costumbre denotar a la sucesion
f como {z, }nen, costumbre que seguiremos de aqui en adelante.
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Definicion 2.10. Dada la sucesion {x,},en v 2 € R diremos que
1. {2, }nen converge a x o que x es el limite de {x, },en si

para todo € > 0 existe N € N tal que para todo n > N, x, € B.(x).

2. {&p}nen es creciente si para todo n € N, z, < x,.;.

3. {zn}nen es decreciente si para todo n € N, x,.1 < xp,.

Si la sucesion {x, }ren converge a z lo denotaremos como lim z, = x.
n—oo

Definiciéon 2.11. Sean A C R y ag € R. Diremos que ag es supremo de A si
cumple las siguientes dos condiciones.

1. Para toda a € A, a < ag

2. Si existe b € R tal que para toda a € A, a < b, entonces ag < b.
Nota: Sea A C R.

1. Si A tiene supremo, éste es unico.

2. Siag € R es el supremo de A, denotaremos como ay = sup(A).
Axioma del Supremo:. Si A C R es tal que

1. A#0Qy

2. A es acotado superiormente,

entonces A tiene supremo.

Lema 2.12. 5i A C R es tal que
1. A£0y
2. A no tiene supremo,

entonces cl(A) no tiene supremo.
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Demostracion. Supongamos que existe r € R tal que r = sup(cl(A)).
Afirmamos que r = sup(A). Es claro que para todo a € A, a < r. Ahora
supongamos que existe ¢ € R tal que para toda a € A, a < t. Sit < r,
entonces t no es cota superior de cl(A) por lo tanto existe z € cl(A) tal que
t <z <r,dedonde para e = x —t se tiene que B.(x) N A # (), lo cual implica
que existe a € A tal que r — € < a < = de donde se sigue que t < a lo cual es
una contradiccion, se sigue 7 = sup(A), lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto cl(A) no tiene supremo. O

Definiciéon 2.13. Sea A C Ry ag € R. ag es infimo de A si

1. Para toda a € A, ay < a.

2. Si existe b € R tal que para toda a € A, b < a, entonces b < ay.
Observaciéon 2.14. Sea A C R.

1. Si A tiene infimo éste es tinico.

2. Siag € R es el infimo de A denotaremos como ay = inf(A).

Teorema 2.15. Si A CR y ag € R tal que ag = sup(A), entonces para todo
€ >0 existe a € A tal que |a — ag| < €.

Demostracion. Si e > 0, como ag — € < ag y ag = sup(A), entonces existe
a € A tal que ap — € < a < ag, se sigue que |a — ag| < €. ]

Corolario 2.16. Si A C R y ag € R tal que ag = inf(A), entonces para todo
€ >0 eziste a € A tal que |a — ag| < e.

Definicion 2.17. [5]| Sean A, B C R tales que A # 0 y B # (). La pareja
ordenada (A, B) es una cortadura de R si

1. R=AUBy
2. Para todoa € Ay b € B, se tiene que a < b.

Axioma de Cortadura:
Para toda cortadura (A, B) existe un r € R tal que

Para todoa € Ay b € B, se tiene que a < r < b.
Nota: Al punto r € R dado en el Axioma de Cortadura se le llama punto

de cortadura de la cortadura (A, B) y es tnico.
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Definicion 2.18. Dada una funcion f : [a,b] = R y zg € [a, b] diremos que

1. f es continua en xy si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que |z —xo| <,
entonces |f(z) — f(xo)| < e

2. f es continua en a por la derecha si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal
que si a < x < a+ 9, entonces |f(z) — f(a)] <e.

3. f es continua en b por la izquierda si para todo € > 0 existe 6 > 0
tal que si b—0 < x < b, entonces |f(xz) — f(b)] <e.

En caso de que f sea continua en zy lo denotaremos como lim f(z) =
T—T0

f(zo) y si f es continua en z para todo = € [a,b] diremos que f es continua

en [a,b], es claro que en xy = a la continuidad es por la derecha la cual

se denotara como lm f(z) = f(a) y en g = b, la continuidad es por la
T—a

izquierda la cual denotaremos como 11’1}71 f(z) = f(b).
T—0—

Definicion 2.19. Para una funcion f : [a,b] = Ry zo € (a,b) diremos que

f@)—f(=o)

1. f es derivable en x4 si lim — existe ,
T—T0 T—To
2. f es derivable en a por la derecha si Hm+ W existe,
r—a

3. f es derivable en b por la izquierda si lim w

T—b~

existe.

En el caso de que f sea derivable en xy denotaremos como f’(zq) como

o @) = fla)

T—rxT0 xr — 1’0
Si para cada x € [a,b], f es derivable en x diremos que f es derivable en
[a,b]. Una vez méas, para x = a la derivada es por la derecha y para x = b la
derivada es por la izquierda.

Lema 2.20. Si f : [a,b] — R es una funcidn derivable en |a,b] tal que
f'(b) <0 (o f'(b) > 0), entonces existe o € (a,b) tal que f(xy) > f(b)
(f(zo) < f(b), respectivamente).
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Demostracion. Supongamos que f'(b) < 0y que para todo = € (a,b), f(z) <
f(b), es decir f(z) — f(b) < 0y como = < b se sigue que z —b < 0 lo cual
implica que %j(b) > 0 para cada = € (a,b), se sigue que f'(b) > 0 lo cual
es una contradiccion. Por lo tanto existe xy € (a,b) tal que f(xo) > f(b).

El caso cuando f'(b) > 0 es analogo al anterior: si para todo x € (a,b),
f(z) > f(b), entonces f(z) > f(b), es decir, f(z)— f(b) >0y comoxz—b<0

f@)=f(

se sigue que x—:bb) < 0 para todo x € (a,b) lo cual implica que f'(b) <0
que contradice la hipotesis del teorema. Por lo tanto existe xg € (a, b) tal que

f@o) < f(b). O
En forma similar se demuestra el siguiente corolario.

Corolario 2.21. Si f : [a,b] — R es una funcion derivable en [a,b] tal que
f'(a) > 0 (f'(a) < 0), entonces existe xy € (a,b) tal que f(xy) > f(a)
(f(zo) < f(a), respectivamente).

3 Teoremas implicados por el Axioma del Su-
premo

En esta seccion daremos algunos teoremas que en su demostracion utilizan el
Axioma del Supremo ya sea en forma directa o indirecta. Los resultados de
esta seccion se pueden consultar en |1, [2] v [4].

Teorema 3.1. El Axioma del Supremo implica cada una de las siquientes
afirmaciones.

1. S1 A CR es tal que
() A# 0Dy

(b) A estd acotado inferiormente,
entonces A tiene infimo.

2. (Teorema de Weierstrass) Si {,}nen es una sucesion tal que:

(a) {x,}nen es creciente y

(b) {x,}nen estd acotada superiormente,

entonces {x, tnen €8 convergente.
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3.

10.

(Teorema de Bolzano- Weierstrass) Si A C R es tal que:

(a) A es infinito y
(b) A estd acotado,

entonces A tiene un punto de acumulacion.
(Teorema de Heine-Borel) Si A C R es un conjunto tal que

(a) A es cerrado y
(b) A estd acotado,

entonces A es compacto.
Si (A, B) es una cortadura de R, entonces

(A, B) satisface el Azioma de Cortadura.

R es conexo.

Si f : la,b] = R una funcion continua en [a, b], entonces existen x1, xe €
R tales que

f(@1) < f(z) < fla)
para todo x € [a,b].

(Teorema del Valor Intermedio) Si f : [a,b] — R es una funcidn conti-
nua en [a,b] tal que f(a) < f(b), entonces

para cada ¢ € (f(a), f(b)) eziste xy € (a,b) tal que f(xy) = c.

(Teorema del Valor Medio) Si f : [a,b] — R es una funcion continua
en [a,b] y derivable en (a,b), entonces

fla) = /)

eziste xg € (a,b) tal que f'(xy) = b—a

(Teorema de Darbouz) Si f : [a,b] — R es una funcidn continua en
[a,b] y derivable en [a,b] tal que f'(a) < f'(b), entonces

para cada y € [f'(a), f'(b)] existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) =y.
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Demostracion. 1.Sea A C R con A # () y A acotado inferiormente. Definamos
el conjunto

B={-z:x¢€ A}.

Como A # 0y A C R, entonces B # () y B C R. Ademas, como A esta
acotado inferiormente, existe r € R tal que r < x, para todo = € A, lo cual
implica que —z < —r para todo = € A, es decir, —r es cota superior de B;
entonces por el Axioma del Supremo existe ay € R tal que

ag = sup(B).

Afirmamos que
—ag = inf(A).

Como ag = sup(B), entonces —x < ag para todo z € A, se sigue que —ay <
para todo = € A, lo cual implica que —ag es cota inferior de A. Ahora, si
t € R es otra cota inferior de A, es decir, t < x para todo x € A, entonces
—x < —t para todo = € A, de donde —t es cota superior de B y, como ag =
sup(DB), se sigue que ay < —t, es decir, t < —ag. Por lo tanto, de la Definicion
2.13, se sigue que —ay = inf(A).

2. Sea {z, }nen una sucesion tal que:
(a) {Zn }nen es creciente y
(b) {x,}nen estda acotada superiormente.
Definamos el conjunto

A={x, :neN}

Es claro que A C R, A # () y A es acotado superiormente, entonces, por el
Axioma del Supremo, existe x € R tal que

x = sup(A).
Afirmamos que

lim z, = z.

n—o0

Sea € > 0. Como z — e < x y x = sup(A), entonces, por el Teorema 2.15,
existe N € N tal que x — e < zny < x y, dado que {x,},en es creciente,
entonces para todo n > N se tiene que z — € < z, < z, lo cual implica que
r —e€<x, <x+e€paratodan > N, es decir |z, — x| < € para toda n > N.
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Por lo tanto lim z,, = x.
n—oo

Observemos que, de manera analoga, se puede probar la siguiente afirma-
cion:

Si {Yn }nen €s una sucesion tal que:

(a) {Yn}nen es decreciente y

(b) {yn}nen esta acotada inferiormente,

entonces {y, tnen €s convergente al infimo del conjunto {y, : n € N}.

3. Sea A C R tal que A es infinito y acotado.

Como A es acotado, entonces por el Lema 2.9, A estd acotado superior e
inferiormente lo cual implica que existen a,b € R tales a < x < b para toda
x € A, se sigue que A C [a,b] = [ay, by]. Consideremos ¢ = %2, Como A es
infinito, entonces A N [a, c] es infinito o A N [¢, b] es infinito. Sin pérdida de
generalidad supongamos que AN [a, c] es infinito y definamos [ag, bo] = [a, c|.

En general, para n € N si ya tenemos definido al intervalo [a,b,]| de tal
manera que AN [a,,b,] es infinito, entonces vamos a elegir [a,,1, b,11] de la
siguiente manera: una vez mas, si ¢, = @, entonces AN [a,, c,] es infinito
o AN ey, by es infinito. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
AN [ay, ¢, es infinito y elijamos [a,+10n11] = [an, ¢4).

Por construccion, la familia de intervalos {[a,,b,] : n € N} satisface las
siguientes propiedades:

(a) Para toda n € N: a,, < a,41 Yy a, < by.

(b) Para todan € N: b, 1 < b, ya; <b,.

(c) Para toda n € N: [ap41,bpt1] C [an, byl

(d) Por el Teorema 3.1 inciso 2) existen ag, by € R tales que

lim a, =apy lim b, = by.
n—oo n—0o0

Ademés,

1 1
by —a1=b—a,by—ay = 5(51 —ap) y en general b, — a, = 2—n(61 —ay),
se sigue que
(e) lim (b, — a,) = Hm 5 (b1 —a1) = 0.
n—oo n—oo
Por lo tanto de (d) y (e) tenemos que ag = by.
Afirmamos que ag es punto de acumulacion del conjunto A.
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Sea (¢, d) un intervalo abierto en R tal que ag € (¢, d).
Como
ag = sup{a, : n € N} =inf{b, : n € N},

del Teorema 2.15 y Corolario 2.16, existen n,m € N tales
c<a, <ay<b, <d,

de donde ¢ € [a,,b,] C (¢,d). Por lo tanto si 7 = méax{n,m}, entonces
¢ € la;,b] C (¢,d), lo cual implica que (¢,d) N A # (. Es decir, ag es punto
de acumulacién del conjunto A.

4. Sea A C R un conjunto cerrado y acotado.

Como A esta acotado, entonces, por Lema 2.5, A esta acotado superior-
mente e inferiormente, lo cual implica que existen a,b € R tales quea < x <b
para todo x € A, lo cual implica que A C [a, b].

Ahora consideremos una cubierta abierta U = {U; : i € I}, de [a,b] ¥
definamos el conjunto B como

{z € [a,b] : existen Uy, ...,U, € U tales que [a,x] C LJ{Uz cie{l,---,n}t}t}

Es claro que a € B, que x < b para toda x € By que B C R, entonces por
el Axioma del Supremo existe » € R tal que

r = sup(B).

Como a € B y b es cota superior de B, entonces a < r < b lo cual implica
que existe U;, € U tal que r € U;,. Como U, es un conjunto abierto en R y
r € U, existe x € A tal que x € U, se sigue que existen Uy, ..., U, € U tales
que [a,z] CJ{U;:i € {1,--- ,n}} lo cual implica que

la, 7] CU{U; i € {1,--- ,n}} UU,,

se sigue que r € B.

Sabemos que r < b; si r < b, podemos elegir € > 0 tal que r € (e—r, e+r) C
Ui, con e+1 < blo cual implica que existe 2’ € (r,e+r) C Uy, lo cual implica
que ' € B lo cual no puede pasar ya que r = sup(B) y r < 2’. Por lo tanto,
r = b, se sigue que [a,b] es compacto. Como A C [a,b] y A es cerrado,
entonces, por el Lema 2.9, A es compacto.
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5. Sea (A, B) una cortadura de R. Como para todo a € Ay b € B tenemos
que a < b, entonces A es un conjunto acotado superiormente y como A C R
y A # (), entonces por el Axioma del Supremo existe x € R tal que

x = sup(A).

Ademas si existiera by € B tal que by < z, entonces existiria ag € A tal
que by < ag lo cual no puede suceder, y esto implica que = es un punto de
cortadura y, por la Observacion 2, éste es tnico. Por lo tanto, (A, B) satisface
el Axioma de Cortadura.

6. Supongamos que R no es conexo, entonces existen conjuntos abiertos
no vacios U,V C Rtalesque UNV =0y UUV =R.

Sean u € Uy v eV conu<wvy definamos el conjunto

B = [u,v]NU

es claro que u € B y que v es cota superior de B, entonces por el Axioma del
Supremo existe r € R tal que

r = sup(B)

lo cual implica que r € U o r € V pero no en ambos.

Supongamos que r € U. Como v € V, r < vy, dado que U es un conjunto
abierto de R, podemos elegir € > 0 tal que (r—e,r+e¢) C Uy tal que r+e€ < v,
elijamos r <« < r + ¢, entonces v’ € [u,v] N U lo cual no puede pasar ya
que r = sup(B). Por lo tanto r ¢ U. Como r ¢ U, entonces r € V y como
V' es un conjunto abierto de R existe € > 0 tal que (r —€,7 +¢€) C V lo cual
implica que existe b € B tal que b € (r—e,r+¢) C V,dedondebe UNV,y
esto no puede ser. Por lo tanto r ¢ V' y como r ¢ U, entonces r ¢ R lo cual
no puede ser. Por lo tanto R es conexo.

7. Demostraremos que existe xo € [a,b] tal que f(z) < f(z3) para todo
x € [a,b]. Como f es continua en [a,b], entonces f es acotada en [a,b], en
particular, es acotada superiormente en [a,b], entonces, por el Axioma de
Supremo, existe m € R tal que

m = sup{f(z):x € [a,b]}.

Si f(z) < m para todo z € [a, b], entonces m — f(z) > 0 para todo = € |a, b]
y asi, se puede definir g : [a,b] — R como

g(x) = m para toda z € [a, b].
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Es claro que g es continua en [a,b]; por lo tanto, g es acotada en [a,b] vy,
en particular, acotada superiormente y, como g(z) > 0 para todo x € [a,b],
podemos elegir 7 > 0 tal que g(x) < r, de donde m+f($) < r para todo

x € [a,b] lo cual implica que

1
f(z) < m — — para toda x € [a, b],
r
y esto no puede ser ya que m — + < m y m = sup{f(z) : x € [a,b]}. Por
lo tanto existe x5 € [a,b] tal que m = f(xq) v asi, f(z) < f(z2) para todo
x € [a,bl.
8. Definamos el conjunto

A={x€la,b]: f(z) < c}.

Como f(a) < ¢, entonces a € Ay dado que A C [a, b], entonces A es acotado
superiormente y, por el Axioma del Supremo, existe xy € R tal que

xo = sup(A).

Como a € A, entonces a < xy. Ahora si b < xg, entonces por el Teorema 2.15
existe d € A tal que b < d lo cual no puede suceder; por lo tanto, xg < by
esto implica que g € [a, b].

Afirmamos que f(zg) = c.

Supongamos que f(xg) > c¢. Como f(xg) > ¢, entonces f(xg) — ¢ > 0; por
lo tanto, para € = f(zg) — ¢ existe 6 > 0 tal que para toda x € [a,b] tal que
|z — x| < 0 implica que |f(x) — f(zo)| < €, entonces para toda x € [a, b] tal
que |xr — x| < § implica que

f(wo) = (f(2o) = ¢) < f(z) < flwo) + (f(20) = ©),

se sigue que para toda = € [a,b] tal que |x — xy| < d implica que f(z) > c.
Ahora, como xy = supA, por el Teorema 2.15, existe x € A tal que o — d <
xr < xg, lo cual implica que f(z) > ¢, y esto no puede pasar ya que z € Ay
f(z) >c.

Si f(xg) < csea e = c— f(xg), entonces existe & > 0 tal que para toda = €
[a,b] tal que |z — x| < 0 implica que |f(z) — f(x9)| < € entonces para toda
x € |a,b] tal que |x — zo| < § implica que

f(@o) = (e = flwo)) < f(x) < f(zo) + (¢ — f(z0)),
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se sigue que para toda x € [a, b] tal que |x — x¢| < § implica que f(x) < c.
En particular para x € [a, b] tal que xg < = < xy+J se sigue que f(z) < ¢
lo cual implica que = € A y esto no puede ocurrir ya que xy = sup(A) y
xo < z. Por lo tanto f(x¢) = c.
9.Sih(z) = f(z)— W(x —a)— f(a), entonces h es continua en [a, b],
derivable en (a,b) y h'(z) = f'(x) — W
Usando 7. existen x1, s € [a,b] tales que

para todo z € [a,b] : h(z1) < h(z) < h(z,y).

Si z; € (a,b) 0 x5 € (a,b) elegimos ¢ = x; 0 ¢ = z3 y no es dificil probar
que h'(c) = 0. Si x1, 25 € {a, b} entonces la funcion es constante y cualquier
c € (a,b) satisface que h'(c) = 0. Los dos casos anteriores muestran que existe
c € (a,b) tal que f'(c) = () ().

10. Sea y € (f'(a), f (b)) "Definamos la funcion g : [a,b] = R dada como

9(x) = yz — f(z).

Es claro que g es derivable en [a,b] y ¢'(z) =y — f'(x), de donde
g(a@)=y—f(a) >0y g () =y—f(b)<0

Si se aplican el Lema 2.20 y el Corolario 2.21, existen z1,xs € (a,b) tales que
g(z1) > g(b) y g(x2) > g(a), lo cual implica que g no alcanza su maximo ni en
a, ni en b. Por lo tanto, por 7., existe ¢ € (a,b) tal que g(c) > g(x) para todo
x € [a,b] y como g es derlvable en ¢ se sigue que ¢'(¢) = 0, lo cual implica

que f'(c) = ]

4 Teoremas que implican el Axioma del Supre-
mo

En esta seccidon veremos que cada uno de los teoremas de la seccién anterior
implican el Axioma del Supremo. Para ver y ampliar informacién sobre los
resultados de esta seccion se pueden consultar [4] y [5].

Teorema 4.1. Cada una de las siguientes proposiciones implican el Axioma
del Supremo.
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1. St A CR es tal que

(a) A#0y

(b) A estd acotado inferiormente,
entonces A tiene infimo.

2. (Teorema de Weierstrass). Si {x,}nen s una sucesion tal que:

(a) {x,}nen es creciente y

(b) {xn}nen estd acotada superiormente,
entonces {x, tnen €8 convergente.
3. (Teorema de Bolzano-Weierstrass). Si A C R es tal que:

(a) A es infinito y
(b) A es acotado,

entonces A tiene un punto de acumulacion.
4. (Teorema de Heine-Borel). Si A C R es un conjunto tal que

(a) A es cerrado y
(b) A es acotado,

entonces A es compacto.
5. El Azioma de Cortadura.
6. R es conexo.

Demostracion. 1. Sea B C R, B # () y B acotado superiormente.
Definamos el conjunto

A={-xz:2€ B}

Como B C R, B # (), entonces A C R, A # 0 y, como B esta acotado
superiormente, entonces existe by € R tal que x < by para toda x € B,
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lo cual implica que —by < —x para toda x € B, es decir, A estd acotado
inferiormente; por lo tanto, existe r € R tal que

r=inf(A).

Afirmamos que
—r = sup(B).

Como r = infA, r < —z para todo x € B, se sigue que x < —r para todo
x € B, lo cual implica que —r es cota superior de B.

Ahora, si existe t € R tal que x <t para todo x € B, entonces, —t < —x
para todo x € B lo cual implica que —t es cota inferior de A y, como r =
inf(A), entonces —t < r, de donde —r < t.

Por lo tanto, de la Definicion 2.11, —r = sup(B).

2. Primero observemos que se satisfacen las siguientes propiedades.

(a) Si toda sucesion creciente y acotada superiormente es convergente,
entonces toda sucesion decreciente y acotada inferiormente es convergente.

Es suficiente observar que si {x, },en €s una sucesion decreciente y acotada

inferiormente, entonces la sucesion {y, }nen con vy, = —x, para todo n € N
es una sucesion creciente y acotada superiormente, lo cual implica que existe
y € R tal que hm Yn = Yy, entonces lim z, = —y.

n—oo

(b) La sucesion {=},en conlverge a 0.
Es claro que la sucesion {}nen es decreciente y acotada mferlormente;

por lo tanto { }nen es convergente, es decir, existe x € R tal que lim S =1
n—oo

Como 1 > 0 para toda n € N se sigue que z > 0.

Slx>0parae——ex1steN€Nta1queparatodan>N € B.(z), lo
cual implica * € (%, 3;) de donde 2 < 1 < 3% para toda n>N.

Ahora si n > N, como 4n > n, se sngue que 5 < 4n lo cual implica que
22 < 1 < 3% v esto no puede ser.

Por lo tanto r=0.

(¢) La sucesion {(3)"}nen converge a 0.

Es suficiente observar que para toda n € N se tiene que 0 < (3)" < 2y
aplicar el inciso (b)

Sea A C R, A # () y A acotado superiormente. Si existe ay € A tal que
ag es cota superior de A, entonces ag =sup A. Si no es el caso, consideremos
a; € Ay by € R cota superior de A. Como a; < by, al tomar ‘“+b1 , se tienen
los siguientes casos:
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Caso 1. ‘MQLI” es cota superior de A.

En este caso elijamos as € A tal que as = a1 y by = ‘“—;rbl

Caso 2. %Lbl no es cota superior de A.

En este caso elijamos as € A tal que CUQLI” < asy by =b.

Recursivamente obtenemos dos sucesiones {a, fnen ¥ {bn }nen tales que

(d) {an}nen es creciente y a,, € A para todo n € N,

(€) {bn}nen es decreciente y b, es cota superior de A para todon € Ny

(£) 0 < by —an < (3)(bp1 — ano1) < .. < (3)"(b1 — a1).

Entonces por el inciso (a), tenemos que

(i) Existen ag, by € R tales que lim a, =agy lim b, = by y ag < by. Por

n—0o0 n—oo
lo tanto

(i) 1fm (bo — ao) < lim (b, — an) < lfm (3)"(by — a1) = 0,

y asi obtenemos que

(111) ag = bg.

Afirmamos que ag = sup(A).

I) ag es cota superior de A.

En caso contrario existe a € A tal que ag < a lo cual implica que by < a,
de donde existe N € N tal que by < a lo cual no puede ser ya que b, es cota
superior de A para toda n € N.

IT) Ahora sea t € R tal que a <t para toda a € A, entonces a,, <t para
toda n € Ny como nh_)rgo a, = ag, entonces ag < t.

Por lo tanto ay = sup(A).

3. Por el inciso 2. sera suficiente demostrar que toda sucesion creciente y
acotada superiormente es convergente.

Sea {x, },eny una sucesion creciente y acotada superiormente.

(a) Si existe N € N tal que para todo n,m > N, z, = x,,, entonces
{Zn}nen es convergente.

(b) Si para todo n # m, se tiene que x, # z,, se sigue que el conjunto
{z,, : n € N} es infinito y acotado; por lo tanto, {x, : n € N} tiene un punto
de acumulaciéon zg € R.

Como zp € R es punto de acumulacion del conjunto {x, : n € N}, dado
r > 0 existe N € N tal que xy € B,(xg) y dado que {x,},en una sucesion
creciente para toda n > N se tiene que x,, € B,.(zo).

Por lo tanto {z, }nen converge.

4. Supongamos que existe B C R no vacio y que no tiene supremo.
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(a) Si B es acotado inferiormente, aplicando el Lema 2.6 se sigue que B
es acotado y por el Corolario 2.8, cl(B) es acotado.

Como cl(B) es cerrado y acotado, entonces cl(B) es compacto y por el
Lema 2.12 ¢l(B) no tiene supremo, por lo tanto para cada x € cl(B) existe
Y. € cl(B) tal que z < y,, de donde

{(=00,y,) : x € cl(B)}

es una cubierta abierta de cl(B).
Por lo tanto existen y,,, ..., ¥, € cl(B) tales que

cd(B) C U{(—o0,ys,) 1 1 ..n} = (—00,y0), donde

Yo = maa{y,, i =1,...,n},

pero yo € cl(B) y yo ¢ (—00,Yo)-
Por lo tanto B tiene supremo.

(b) Si B no esta acotado inferiormente, como B # (), elijamos by € By
definamos el conjunto

D:{bGBbOSb}

es claro que D es acotado inferiormente y que D C B, lo cual implica que D
es acotado superiormente y asi, aplicando el Lema 2.5, D es acotado y, por
el Corolario 4.8, ¢l(D) no tiene supremo.

Asi, si seguimos un argumento similar al caso anterior concluimos que B
tiene supremo.

5. Sea C' C R acotado superiormente con C' # ().

Definamos

B ={r € R:r es cota superior de C} y A=R\ C.

Es claro que (A, B) es una cortadura de R. Por lo tanto, existe r € R tal
que para toda a € Ay b € B se tiene que a < r < b.

Afirmamos que r = sup(C).

Sir ¢ B, entonces r € A lo cual implica que existe ¢ € C' tal que r < ¢,
lo cual implica que r < =< < c.

Como r < 3¢ < ¢, entonces
implica que ”+‘ € B, se sigue que

Por lo tanto r e B.

¢ < clo cual implica que ¢ € Ay r < =

’”“‘ € AN B lo cual es Contradl(;(:lon
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Ademas es claro que para todo € > 0, r — ¢ < 7 lo cual implica que
r—eé¢ B.
Por lo tanto
r = sup(C).

6. Supongamos que existe A C R no vacio, acotado superiormente y que no
tiene supremo.
Sea
M = {m € R :m no es cota superior de A}.

Como A es un conjunto no vacio, entonces M es un conjunto no vacio. Sea
m € M, entonces existe a € A tal que m < a.

Afirmamos que (—o00,a) C M ya que si z € (—00,a), entonces < a lo
cual implica x no es cota superior de A, por lo tanto x € M, de donde M es
un conjunto abierto.

Ahora sea

N ={n € R: n es cota superior de A}.

Es claro que N es un conjunto no vacio. Sean € N, como N no tiene minimo,
entonces existe n’ € N tal que n' < n.

Afirmamos que (n’/,00) C N lo cual es claro ya que si n” € (n/,00) se
sigue que n’ < n” lo cual implica que n” es cota superior de A; por lo tanto,
n” € N, es decir, N es un conjunto abierto.

Claramente R = M UN y M NN = () lo cual implica que R no es
CONEXO. O]

5 Teoremas que implican el Axioma de Corta-
dura

En esta seccién veremos que cada uno de los teoremas de esta seccién implican
el Axioma de Cortadura (ver [5]).

Lema 5.1. Si (A, B) es una cortadura de R sin punto de cortadura, entonces
A y B son conjuntos abiertos.

Demostracion. Como (A, B) es una cortadura la cual no tiene punto de cor-
tadura, entonces para cada r € A existe a € A tal que x < a, ya que en
en caso contrario existe xro € A tal que para todo a € A, a < xy y como

Mateméticas y sus aplicaciones 11, Capitulo 3, paginas 39-63



Axiomas de completacion equivalentes 59

xg € A, entonces zy < b para todo b € B lo cual implicaria que zy es punto
de cortadura de la cortadura(A, B).

Por lo tando dado = € A existe a € A tal que =z < a.

Afirmamos que (—oo,a) C A ya que en caso contrario existe y € (—o00, a)
tal que y ¢ A lo cual implicaria que y € B, de donde a < y lo cual no puede
ser ya que y € (—00,a).

Por lo tanto (—oo,a) C A.

En forma similar se demuestra que B es un conjunto abierto. [

Teorema 5.2. Cada una de las siguientes afirmaciones implican el Axioma
de Cortadura.

1. Si f : |a,b] — R es una funcion continua en [a,b], entonces existen
1, T2 € R tales que

f(z1) < fx) < f(a2)

para todo © € |a, b|.

2. (Teorema del Valor Intermedio) Si f : [a,b] — R es una funcion conti-
nua en [a,b] tal que f(a) < f(b), entonces

para cada ¢ € (f(a), f(b)) existe o € (a,b) tal que f(xq) = c.

3. (Teorema del Valor Medio) Si f : [a,b] — R es una funcién continua
en |a,b] y derivable en (a,b), entonces

£(b) = ()

eziste xg € (a,b) tal que f'(xy) = ;
—a

4. (Teorema de Darbouzr) Si f : [a,b] — R es una funcidn continua en
[a,b] y derivable en [a,b] tal que f'(a) < f'(b), entonces

para cada y € [f'(a), f(b)] existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) =y.

Demostracion. 1. Supongamos que no se satisface el Axioma de Cortadura,
entonces existe una cortadura (A, B) de R sin punto de cortadura y, por el
Lema 5.1, A y B son conjuntos abiertos.

Sean a € Ay b € B, entonces la funcion f : [a,b] — R definida como

flz)=zsize ANfa,b]y f(x) =a—1siz e BN]a,b]
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no alcanza su maximo en [a,b], ya que en caso contrario existe ¢ € [a, b] tal
que f(z) < f(c) para todo x € [a, b].

Como ¢ € [a, b], entonces ¢ € [a,b] N Ao c € [a,b] N B.

(a) Si ¢ € [a,b] N B, entonces f(¢) =a—1y como a—1< a < x para
r € ANla,b , entonces f(c) < f(a) < f(x) = x para x € AN |a,b] lo cual
implica que f(c) < f(x) para z € AN [a,b).

(b) Sic € [a,b]NA, entonces ¢ € Ay como A es abierto existe a’ € AN|a, b]
tal que a’ > ¢y, dado que ¢,a’ € AN [a,b], se sigue que f(c) < f(a').

Por lo tanto, existe una funcion continua en el intervalo cerrado [a,b] la
cual no alcanza su maximo.

2. Supongamos que no se satisface el Axioma de Cortadura, entonces existe
una cortadura (A, B) de R sin punto de cortadura y, por el Lema 5.1, Ay B
son conjuntos abiertos.

Sean a € Ay b € B, entonces la funcion f : [a,b] — R definida como

flz)=0siz e ANja,b]y f(z)=1siz € BNJa,b

es continua y claramente f no satisface el Teorema del Valor Intermedio.

3. Una vez maés, si no se satisface el Axioma de Cortadura, entonces existe
una cortadura (A, B) de R sin punto de cortadura y, por el Lema 5.1, Ay B
son conjuntos abiertos.

Sean a € Ay b € B, entonces la funcion f : [a,b] — R definida como

flz)=0siz e ANja,b]y f(z)=1siz € BNJa,b

satisface que

) - fl@) 1
b—a b—a

f'(z) = 0 para cada = € (a,b) y

De aqui, concluimos que f no satisface el Teorema del Valor Medio.

4. Si no se satisface el Axioma de Cortadura, entonces existe una cortadura
(A, B) de R sin punto de cortadura y, por el Lema 5.1, Ay B son conjuntos
abiertos. Sean a € A y b € B, entonces la funcion f : [a,b] — R definida
como

flz)=zsize ANfa,b]y f(x) =a—1siz e BNla,b|

satisface que para cada = € (a,b), f'(z) € {0,1}, de donde f’ no tiene la
propiedad del valor intermedio. ]
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De los Teoremas 4.1 y 5.2 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.3. Cada una de las siguientes afirmaciones implican el Axioma
del Supremo.

1. Si f : [a,b] = R una funcion continua en [a, b], entonces existen x1, xo €
R tales que

fxr) < flx) < fla2)

para todo = € [a,b].

2. (Teorema del Valor Intermedio) Si f : [a,b] — R es una funcion conti-
nua en [a,b] tal que f(a) < f(b), entonces

para cada ¢ € (f(a), f(b)) existe xo € (a,b) tal que f(xq) = c.

3. (Teorema del Valor Medio) Si f : [a,b] — R es una funcion continua
en [a,b] y derivable en (a,b), entonces

fla) = 1)

eziste xg € (a,b) tal que f'(xy) = 3
—a

4. (Teorema de Darbouz) Si f : [a,b] — R es una funcion continua en
[a,b] y derivable en [a,b] tal que f'(a) < f'(b), entonces
para cada y € [f'(a), f'(b)] existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) =y.

De los Teoremas 3.1 y 4.1 y Corolario 5.3 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.4. Cada una de las siquientes afirmaciones es equivalente al
Axioma del Supremo.

1. 51 A CR es tal que
(a) A# 0Dy

(b) A es acotado inferiormente,
entonces A tiene infimo.

2. (Teorema de Weierstrass). Si {x,}nen s una sucesion tal que:
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(a) {x,}nen es creciente y

(b) {2, }nen estd acotada superiormente,

entonces {x, tnen €8 convergente.

. (Teorema de Bolzano-Weierstrass). Si A C R es tal que:

(a) A es infinito y
(b) A es acotado,

entonces A tiene un punto de acumulacion.

. (Teorema de Heine-Borel). St A C R es un conjunto tal que

(a) A es cerrado y
(b) A es acotado,

entonces A es compacto.

. Si (A, B) es una cortadura de R, entonces

(A, B) satisface el Azioma de Cortadura.

. R es conexo.

. Si f :]a,b] = R una funcion continua en [a, b], entonces existen x1, xo €

[a,b] tales que
flar) < f(z) < flao)
para todo © € |a,b].

. (Teorema del Valor Intermedio) Si f : [a,b] — R es una funcion conti-

nua en [a,b] tal que f(a) < f(b), entonces

para cada ¢ € (f(a), f(b)) existe xy € (a,b) tal que f(xg) = c.

. (Teorema del Valor Medio) Si f : [a,b] — R es una funcion continua

en [a,b] y derivable en (a,b), entonces

fla) — 1)

eziste xg € (a,b) tal que f'(xy) = >
—a
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10. (Teorema de Darbouz) Si f : [a,b] — R es una funcion continua en
[a,b] y derivable en [a,b] tal que f'(a) < f'(b), entonces

para cada y € [f'(a), f'(b)] existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) =y.
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Resumen

El lenguaje matemético natural de la mecénica cuantica es el algebra
lineal, por lo que el uso de operadores que actiian en el espacio vectorial de
estados tiene un so6lido fundamento teérico pero ademas mucha utilidad
practica. El método de factorizacién de Dirac para resolver la ecuacién
de Schrédinger, central en la mecanica cuantica, es un mecanismo muy
sencillo pero al mismo tiempo elegante, y tiene su base en operadores
llamados de escalera pues a partir del conocimiento de la funcién de
onda asociada a un estado dindmico, es posible generar todas las demas.
Desafortunadamente, no es aplicable a todos los sistemas. FEn este trabajo,
desarrollamos y utilizamos un criterio que nos permite, en principio, saber
si para un sistema dado el método de factorizacion funciona. Presentamos
dos problemas en los que nuestro método funciona muy bien, y como
una linea de investigacién futura, su posible empleo a nuevos sistemas
cuanticos.

Introduccion

Una de las caracteristicas de la mecanica cuantica es el uso de operadores
hermiticos para representar las cantidades fisicas que describen a un sistema.
En particular, la energia tiene como representacion al operador hamiltoniano

http://www.fcfm.buap.mx/cima/publicaciones/
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H , el cual es un operador diferencial de segundo orden, con el que se establece
la ecuacion de Schrédinger, central dentro de la mecanica cuantica. Existen
otros operadores que son usados como herramientas para facilitar los calculos
requeridos, por ejemplo, para resolver la mencionada ecuacion diferencial de
segundo orden de Schrodinger. Este es precisamente el objetivo de este tra-
bajo, el cual se enmarca en una linea de investigaciéon que se inicié casi desde
el nacimiento de la mecanica cuantica y la cual continta vigente: la soluciéon
de la ecuacion de Schrédinger por métodos puramente algebraicos.

Podemos decir que el lenguaje natural de la mecanica cuantica es el dlgebra
lineal, por lo que el uso de operadores no es sorprendente. Dentro de este
esquema es donde aparece el llamado método de factorizacion de Dirac [2], el
cual es utilizado por casi todos los trabajos sobre el tema [6].

Los operadores diferenciales de primer orden que factorizan al hamilto-
niano del oscilador armonico [4] y que ademas sirven para generar las funcio-
nes de onda, las cuales contienen a los polinomios de Hermite, son un buen
ejemplo de solucion algebraica de una ecuacion diferencial de segundo orden.
El método de factorizacion ha sido aplicado con éxito a otros sistemas cuan-
ticos, por ejemplo, al 4tomo de hidrogeno [10]. En algunos casos, ha servido
como punto de partida para encontrar nuevos sistemas cuanticos con solu-
cion exacta |7]. En [12], el autor presenta un procedimiento sistematico para
construir una jerarquia de hamiltonianos no relativistas con la propiedad de
que los miembros adyacentes de la jerarquia son supersimétricos. El siguien-
te ejemplo que citamos es el del oscilador isotonico [1, 3, 8], cuyo potencial
presenta una barrera infinita en el centro de un oscilador armoénico normal.
Nuestra contribucion a esta linea de investigacion sera aplicada al final a
este sistema cuéntico. La motivacion para realizar este trabajo esta en la fal-
ta de algunos criterios generales para 1) proponer operadores que factorizen
al hamiltoniano, 2) construir operadores que generen todas las funciones de
onda del sistema dado. Estos ultimos operadores son llamados de ascenso y
descenso u operadores de escalera.

El trabajo se desarrollard de la siguiente manera: En la Seccion 2, pre-
sentamos algunos fundamentos de la mecanica cuantica, resaltando aspectos
que son importantes para nuestro objetivo. En la Secciéon 3, mostramos el
prototipo de sistema cuéntico, el oscilador armoénico, y cémo se resuelve con
el método algebraico. A continuacion, en la Seccién 4 presentamos nuestra
contribucion: un criterio para construir operadores diferenciales de primer or-
den que factorizen al hamiltoniano. Luego mostramos una forma de construir
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operadores de escalera [9], ahora de segundo orden, a partir de los operado-
res de factorizacion. En la Seccion 5, aplicamos nuestro método al oscilador
isotonico y comparamos nuestros resultados con algunos que aparecen en la
literatura, mostrando también un mecanismo particular para reducir el orden
de derivacion de los operadores de escalera. Finalmente en la Seccion 6 damos
nuestras conclusiones.

2 La mecanica cuantica

Presentamos una breve revision de algunos puntos importantes de la mecanica
cuantica que se requieren para este trabajo [11].

2.1 Los Postulados

Postulado 1. Un estado es un conjunto de valores de las cantidades fisicas
(cantidades medibles) que definen completamente al sistema fisico. El estado
de un sistema cudntico es especificado por la funcion de onda V,, (7,t) que
depende de las coordenadas y del tiempo.

Este postulado no es exclusivo de la mecénica cuantica en lo que se refiere
a lo que entendemos por un estado fisico, pues es aplicable en toda teoria
fisica. La novedad es que se asigna una funcion ¥, (?, t) en la cual esta toda
la informacién que se puede conocer sobre el sistema dado.

Postulado 2. Toda cantidad fisica A es representada en mecdnica cudntica
por un operador hermitico A.

Un operador hermitico es una clase especial de operadores. El hecho de
que debe ser un operador hermitico el que represente a una cantidad fisica se
debe a que sus valores propios son reales, para que haya conguencia con el
siguiente postulado.

Postulado 3. Cualquier medida de la cantidad fisica A, cuyo operador aso-
ciado es E, da como resultado inicamente uno de los valores propios A,, de la
ecuacion de valor propio E\Ifn = AV, donde V,, representa el estado fisico,
de acuerdo al Postulado 1.

Los postulados 2 y 3 nos indican que el lenguaje matematico natural de
la mecanica cuantica es el algebra lineal.
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Postulado 4. El valor promedio o valor de expectacion de una cantidad fisica
es

@@:/mﬂ?@ﬁ@{ﬁﬂfp

Este postulado introduce un aspecto no conocido en la mecanica clésica:
el caracter probabilistico de las predicciones tedricas de la mecanica cuantica.
Aqui la fisica pierde parcialmente su sentido determinista: a tal causa tal
efecto. Ahora las condiciones iniciales dan lugar a situaciones que solo se
pueden predecir en términos de la probabilidad de que ocurran.

Postulado 5. La evolucion temporal de la funcion de onda WV, (7, t) es dada
por la ecuacion de Schridinger.

Podemos decir que la ecuaciéon de Schrodinger es la ecuaciéon de movi-
miento de la mecanica cuantica, que sustituye a la ecuacion de Newton de
la mecénica clasica. La ecuacion de Schrodinger es la mas importante de la
mecanica cuantica y hablaremos de ella en las siguientes Secciones.

Estos postulados son la esencia de una de las teorias méas exitosas de la
fisica. La mecanica cuantica describe los fenémenos que ocurren en la natu-
raleza a escala del 4tomo con una precisiéon asombrosa, una manifestacion de
lo cual se traduce en una aplicacion practica: las comunicaciones. Se esperan
nuevas aplicaciones que en un plazo muy corto pruducirdn una revolucién en
el manejo de datos por medio de la computacion cudntica y en la seguridad
de la transmisién de informacion por medio de la criptografia cuantica.

2.2. Las cantidades fisicas y los operadores

En particular, en relacion con el Postulado 1, hablamos de dos cantidades
fisicas que tienen gran relevancia en nuestro trabajo. La primera es el mo-
mento lineal de un cuerpo de masa m y que lleva una velocidad 7, el cual
clasicamente es ? = m . El operador asociado es

p= —ih— (1)

mientras que la posicidn esta representada por
z =zl (2)
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Otro operador que necesitamos es el de energia cinética

~ 1 n* d?
e )

H=—-" 4V (). (4)

En (4), se tomaron unidades tales que & = m = 1. De las expresiones an-
teriores deducimos que para encontrar los valores fisicos permitidos de ambas
cantidades fisicas debemos aplicar esos operadores a ciertas funciones dan-
do lugar a ecuaciones de valor propio. Para el operador hermitico A, el cual
representa a la cantidad fisica a, tenemos

A f=af.

Es aqui donde se aprecia la utilidad del algebra lineal en la mecénica
cuantica, lo que refuerza por lo que sigue. Los eigenvalores (reales) de la
anterior expresion son los que tienen que ver con una medicién experimental
de la variable dinamica a, de acuerdo con el Postulado 3.

El caso méas importante en la mecanica cuantica es la ecuacion de valor
propio

Hi, = Etb,. (5)

llamada ecuacion estacionaria de Schrodinger, donde E es la energia del siste-
may H esel operador de energia, llamado operador de Hamilton o simplemen-
te operador hamiltoniano. En la Seccién 4, planteamos su origen, significado
y como resolverla, pero lo que es necesario mencionar es que las soluciones
Y, (z) de la ecuacion estacionaria de Schrodinger, es decir, los estados cuan-
ticos, forman un espacio vectorial tal como contempla el algebra lineal. Dos
resultados de esta teoria matemética que tienen consecuencias muy significa-
tivas son

1) Si dos operadores conmutan entonces tienen funciones propias comunes.

2) Si dos operadores no conmutan entonces sus variables dindmicas no
pueden medirse simultdneamente.
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La no conmutatividad de ciertos operadores tiene un papel muy impor-
tante en este trabajo, aunque no en el sentido fisico expresado por las aseve-
raciones anteriores, sino mas bien en sus consecuencias matemaéticas, lo cual
es aprovechado para establecer una herramienta poderosa para resolver la
ecuacion de Schrodinger: el método de factorizacion de Dirac, como veremos
en lo que sigue.

2.3. La ecuacion de Schrodinger

De acuerdo al Postulado 5 la ecuacion de Schrédinger describe la evolucion
temporal del sistema fisico sujeto a la fuerza establecida en el potencial V' (z)
por medio de

oV (x,t)

or

Sin embargo, una caracteristica de la ecuacion de Schrédinger es que la
fuerza no entra directamente, a diferencia de la ecuacion de Newton de la
mecanica clasica. Otra cosa que es notable es que la funcion potencial V' (z, t)
tiene la misma forma matematica en mecéanica clasica y en mecénica cuantica.
Los sistemas cuanticos mas importantes que aparecen en la naturaleza tienen
la caracteristica de que su potencial es constante en el tiempo. Este hecho da
lugar a una simplificacion notable al resolver la ecuacion de Schrédinger. En
efecto, en este caso es posible aplicar el método de separacion de las variables,
en el que se separan la posicion z y el tiempo ¢ en la funcién de onda:

F=-—

U(x,t)=v(x)T (). (6)
Notamos que al separar las variables, obtenemos dos ecuaciones diferen-
ciales ordinarias. La ecuaciéon en x es
h? d*y
————+ V()Y = Ev. 7
S+ V (@) = By (7
Esta tltima ecuacion es una forma mas detallada de la ecuaciéon estacio-
naria de Schrodinger (5), y el objetivo de este trabajo es resolverla de manera
algebraica, cuando sea posible. La ecuacion diferencial para la variable tem-
poral es

dT
" — BT 8
"t (8)
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La solucion de la ecuacion temporal (8) es trivial:

T(t) = e 'nt, (9)

por lo que la forma general de la funcion de onda (6) es

U (z,) = (x) e Ph, (10)

La ecuacion (7) es llamada ecuacion de Schrédinger estacionaria. Siguien-
do la costumbre de la literatura especializada, llamaremos simplemente ecua-
cion de Schrodinger a (7); en lo que sigue de este trabajo nos concentraremos
en su solucion.

En la mayoria de los casos importantes la forma de 1 (x) no es la de una
funcion elemental. Aparte del caso de la particula libre en el que V (z) =
0, el método de solucion es el de series de potencias el cual no trataremos
aqui. En algunos casos en los que el potencial tiene una forma apropiada, se
puede utilizar el método de factorizaciéon de Dirac. Este método es puramente
algebraico, y se le tiene como una forma de solucién sencilla y muy elegante.
Desafortunadamente no tiene validez general y se ha usado en pocos casos.
En la siguiente Seccion damos un esquema de aplicacion al caso mas sencillo:
el oscilador arménico. En la literatura aparecen con frecuencia trabajos en
los que se describe la utilidad de este método, lo cual constituye una linea
de investigacion muy importante dentro de la mecénica cuantica. Como se
mencionoé en la introduccion, en este trabajo reportamos nuestra contribucion
al tema, lo cual haremos en las Secciones 4 y 5.

3 La factorizacion del oscilador armoénico

En el algebra ordinaria el producto de dos cantidades s y ¢ es conmutativo

st = ts. (11)

Como una consecuencia tenemos la identidad

sf—t?=(s+t)(s—1). (12)

la cual es conocida en los textos elementales de algebra como la factorizacion
de la diferencia de cuadrados. Sin embargo, en el algebra de operadores en

Mateméticas y sus aplicaciones 11, Capitulo 4, paginas 67-90



Mario Alberto Maya Mendieta, José Jacobo Oliveros Oliveros, Guadalupe
74 Sandoval Moreno, Evelia Teniza Tetlalmatzi

general la ley conmutativa no es valida. Si A y B son dos operadores lineales
entonces debemos partir de que

iB £ BA (13)

Para ilustrar una de las consecuencia de la no conmutatividad de opera-
dores hacemos el producto

(4-B)(A+B) = A4+ AB-BA-BB - & — B+ AB - BA. (1)
Si definimos el conmutador de los operadores A y B como:
[4,5) - AB- B4, (15)
entonces (14) se puede escribir asi
-B - (A-B)(1+B)- 18], (16)

Notamos la diferencia entre (12) y (16). Entonces el algebra de operadores
es un algebra no conmutativa. Es claro que si A y B conmutan, el conmutador
es cero.

Como caso muy especial y muy importante podemos demostrar que los
operadores de momento p y de posiciéon z no conmutan. En efecto, un calculo
cuidadoso muestra que su conmutador es

[z, p] = 1. (17)

El método factorizacion de Dirac se basa en la Ec. (16), precisamente en
un algebra no conmutativa, como se ilustra a continuacién. Analizamos el
caso del oscilador armoénico cuyo hamiltoniano es

Hy=——=—+ 2" = =p* + =7°. (18)
El hecho de que H 4 sea la suma del “cuadrado” de dos cantidades sugiere

el uso de la identidad algebraica (16). Con la analogia s «— \/Li/x\, t+— \%iﬁ
podemos introducir los operadores
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(Z +1p), (19)

Hg|H
[\)

7 (Z —ip). (20)

Se puede comprobar que a* es el hermitico conjugado de a~. Siguiendo
las reglas del algebra no conmutativa podemos demostrar que

H=a'a —[pa]. (21)

La expresion (21) es lo que entendemos como la factorizacion del hamilto-
niano. No es la factorizacion algebraica ordinaria, debido al segundo término
en (21), pues estamos trabajando con un algebra no conmutativa. La Ec. (21)
es central en el método algebraico de solucion de la ecuacion de Schrodinger.
Escribimos los operadores a* y @~ en su forma diferencial:

i = %(d%m), (22)
at = %(—%va), (23)

con la expresion explicita (1) del operador de momento. De (22) y (23) y con
(17) se desprenden las propiedades

ata- = Hy—- (24)
aat = ﬁA+§. (25)

En las expresiones anteriores tenemos la factorizacion explicita del ha-
miltoniano (3.8). La relacion de conmutacion entre los operadores at y a~
es

[at.a" ] =1. (26)
Las siguientes propiedades son las que garantizan que a* y @~ sean ope-

radores que sirven para que a partir de una solucion se puedan generar todas
las demas.
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|:ﬁA7 a_:| = _a_a
[EI‘A, a*} e

Ahora describimos brevemente como se pueden encontrar las soluciones
de la ecuacion estacionaria de Schrodinger para el oscilador arménico con los
operadores a* y a~. Si escribimos la ecuacion estacionaria de Schrodinger (7)
para el estado dinamico definido por el indice n, es decir, para el estado cuya
funcién de onda es 1, en la forma

ﬁAwn = nwna (27)

y aplicamos a™ a cada lado y luego utilizamos la propiedad (25), encontramos
que

Hyat, = (B, + 1)@t iy, (28)

es decir, si ¥, es solucion de (3.15) también lo es at), pero con valor propio
E, + 1, por lo que podemos escribir que el estado de nimero cuantico n + 1
se encuentra a partir del estado n con el operador a*:

U1 0 @ P, (29)

De la misma forma, pero utilizando la propiedad (22) encontramos

Yn—1 X A Y. (30)

Tenemos entonces que los operadores a™ y @~ sirven para construir v,
y ¥n_1 a partir de una solucion 1, conocida. Este es un logro importante,
pues uno de los beneficios es que se evita la engorrosa solucion por series de
potencias. Por lo anterior a los operadores at y @~ se les llama de ascenso y
descenso respectivamente y genéricamente operadores de escalera. Un calculo
cuidadoso nos indica que

a+7vbn = Vn+11/}n+17 (31)
aiwn = \/ﬁwnfh (32)
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Normalmente se encuentra primero la solucion 1 (z) que corresponde al
estado de minima energia Fy > 0. La existencia de tal estado se infiere de
la forma del potencial V' (z) = 127 el cual tiene un valor minimo V (0) = 0.
Para calcular la funcion de onda de tal estado se establece la condicion

671?0 = 07 (33)

la cual da lugar a la ecuaciéon diferencial de primer orden

dipo _
s zthy = 0, (34)

cuya solucién es

Yo (@) = e, (35)

y mediante un proceso inductivo, la soluciéon que corresponde al estado n-
ésimo es

U (x) = (@) " o (2). (36)

Efectuando este proceso se encuentra la conocida solucion para el oscilador
armonico cuantico en términos de los polinomios de Hermite H,, (x):

1.2

Uy () = C H, (z) e 2%, (37)

donde C), es una constante determinada por la condiciéon de normalizacion

/m i (@) Pz = 1.

Finalmente, utilizando las propiedades (24) o (25) se encuentra el espectro
de energia

1

Hemos encontrado la soluciéon de la ecuacion de Schrodinger para el os-
cilador armoénico con el método algebraico de Dirac. Se confirma el hecho
mencionado acerca de la simplicidad y elegancia, pero también debemos re-
cordar lo mencionado antes: el método no tiene aplicacién general.
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4 El método generalizado de factorizaciéon

4.1 La factorizacion del hamiltoniano

Vamos a tratar el caso de un sistema cuantico arbitrario, es decir, cuyo po-
tencial V' (x) sea una funciéon abierta, sélo con la condicién de que mantenga
a la particula atrapada en una region del espacio para que aparezca la cuan-
tizacion. Proponemos que los operadores que factorizan al hamiltoniano de
ese sistema sean de la forma

b= %(—%H(z)), (39)

~ 1 d
b = —|—+f(2)]). 40
(o) (40

Aqui la novedad es la funcion f (x), la cual depende del potencial V' ().
Entonces para cada sistema cuantico existe en principio una factorizacion, es
decir, una funcion f (x). Si para un sistema dado existe una funciéon asi, tal
que el hamiltoniano se pueda factorizar de la siguiente manera

—~

H = b'b —ay, (41)
H = b bt —a, (42)

con ay y ay funciones de x que dependen de la foma del potencial V' (z), en-
tonces podemos afirmar que dicho hamiltoniano es factorizable. Si lo anterior
se cumple, entonces es posible usar a los operadores bt y b~ como operado-
res de escalera o para poder construir a partir de ellos otros operadores, que
pueden ser de segundo orden, que sean efectivamente operadores de escalera.
Si es posible eso, podemos tener un sistema cuéntico que pueda ser resuelto
algebraicamente. En lo que sigue tratamos de establecer un camino para que

Dado un hamiltoniano f—[\, encontrar una funcion f(x) tal que los opera-
dores (39)y (40) cumplan con la factorizacion (41), (42).

Para ello hacemos los productos b y b~ b". Encontramos que f (z) debe
satisfacer simultaneamente el siguiente par de ecuaciones
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df
— = ay—a
dx 2 1,
2 = 2V +as+a,
y combinindolas de manera adecuada llegamos a
f@) = g2V tap + ) (43)
r)=—"" as +a
2(ag — ay) dx S

Aunque esta formula nos permite conocer la funcién f (z) y en consecuen-
cia los operadores de factorizacion bt y b , tiene el inconveniente de que se
requiere conocer as v ai, es decir, la factorlzacic’)n de l/LI\, lo cual, de entrada,
es desconocido. Entonces debemos buscar otra forma de construir f (z).

Si b~ es un operador de descenso, entonces debe tener la capacidad de
destruir al estado base, es decir, al estado de minima energia. Si b~ no es
operador de descenso, entonces, como veremos en la siguiente Seccién, se
construye otro operador Z*, generalmente de segundo orden, a partir de b
que si lo sea. Tomando en cuenta lo anterior, pasamos a calcular la funcion
f(z) de una forma diferente a la establecida anteriormente: Si la funcion
¢o () es la funcion de onda del estado de minima energia, entonces

/6_ ¢0 = 07 (44)

y usando la forma explicita (40) de b~ obtenemos

d
(@)t =o. (49
De (45) encontramos otra forma para calcular la funcion f (z) buscada:

_ _Ldd
f@)=-55 (46)

Entonces podemos concluir lo siguiente:

St de alguna forma se logra conocer la funcion de onda del estado cudntico
de minima energia y si la operaciones indicadas en (46) dan un resultado
finito, entonces existe la funcion f(x) y el hamiltoniano de dicho sistema es
factorizable.
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Por otro lado, la funcién del estado base o de minima energia ¢q se pue-
de determinar, por ejemplo, con las condiciones de frontera que determina
el potencial V (z). En particular, para el oscilador arménico la funcion de
onda del estado base (35) se puede deducir facilmente con las condiciones de
frontera, las cuales son lim, 1., ¥y = 0. Luego, aplicando (46) se encuentra
que f (z) =z, por lo que (39) y (40) dan lugar a (22) y (23).

4.2 Operadores de escalera

La segunda caracteristica para que el método de factorizacion de Dirac sea
til para encontrar las soluciones de la ecuacion de Schrodinger es que deben
existir operadores de ascenso AT y descenso A~ en el sentido de que, conocida
la solucion ¢, para el estado n, se puedan encontrar las soluciones para estados
contiguos

Pk (1) o At (2), (47)
Pt (¥) o< A pn(2), (48)
donde £ = 1,2,... depende de la separacion de los niveles de espectro de

energia. R

Estos operadores AT no siempre son los bt que factorizan al hamilto-
niano, incluso pueden ser de segundo orden en la derivada. Aqui proponemos
un mecanismo para que, dado un potencial, se puedan construir los operado-
res de escalera correspondientes. La condicion basica que deben cumplir los
operadores de escalera se establecen en sus relaciones de conmutacion con el
hamiltoniano [9]:

[ﬁ, Xi] — +AE, A%, (49)

con AE, = E, 1, — E, (los valores del entero positivo k = 1,2, ... dependen
de la cuantizacion de la energia y de la manera elegida de numerar los estados
cuanticos). En [9] se demuestra que (49) garantiza la validez de (47) y (48).

5 Aplicacion al oscilador isoténico

Como hemos visto, se requieren dos pasos para poder utilizar el método alge-
braico de factorizacion de Dirac: 1) encontrar operadores b* que factoricen al
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hamiltoniano segtin (41) y (42); 2) Encontrar operadores que sean de escalera
de acuerdo a (49). Para el oscilador isoténico el hamiltoniano es

— 1d 1, 1(1+1)

H=—— 4224+ —~—- 50

1= Toge Tt T T (50)
y la ecuacion de Schrédinger correspondiente
1 d?p, 1, 1(l+1)

— = = —— n — Ln¥n- 51

2 da? {29[5 T | 7 (51)

5.1 La factorizaciéon del hamiltoniano

La condicién necesaria para poder utilizar nuestro método es conocer la fun-
cion de onda del estado base g, lo cual no siempre es posible utilizando
inicamente las condiciones de frontera. Entonces el primer paso para que el
método expuesto en la Seccion 4.1 sea de utilidad aqui es determinar esa
funcién de onda para un sistema dado de la manera que sea posible. Afortu-
nadamente para el oscilador isotonico se puede calcular la funcion de onda
@o con las condiciones de frontera. El potencial es de la forma [8]

1, I(l+1)
VI—§£U —|——2x2 . (52)

El primer término de (52) es el oscilador armonico. El segundo término,
como lo mencionamos en la introduccion, es una barrera de potencial infinita,
que la particula no puede atravesar, por lo que las condiciones de frontera son

lim ¢(z) =0, limep(x)=0.

r—+o0 z—0

La funcion de onda debe ser de la forma

tal que

lim ¢g(z) = 0,

r—+o00

limh(x) = 0.
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Como se trata de la parte del oscilador armoénico sabemos que g (z) debe
ser una exponencial

glz)=e"", b>0.

Para h (z) la forma maéas sencilla que cumple la condicién de frontera en
x— 0es

h(xz)=2z% a>0.

En resumen, la funcién buscada tiene la forma

wo (z) = 2%, a,b> 0. (53)

Para determinar las constantes a y b de (53) usamos el hecho de que
@o (z) debe satisfacer la ecuacion estacionaria de Schrédinger (51). Su forma
asintotica en v — 0 es

1 d? L(1+1)

ECY AL

Al introducir ¢ () obtenemos

900:0.

ll+1)+a—a*=0=a=1+1.

Ahora, cuando z — oo la ecuacion de Schrodinger asintotica que se deriva
de (51) es

1 d? 1
g gt =0
que da lugar a la ecuacion algebraica para b:
1 1
2 =0=>b==
2 2’

y finalmente nuestra funcion ¢q (x) es

wo (z) = l’l+1€_%m2, (54)

Ahora calculamos la funcion f (x) por medio de (6.6). El resultado es

f(x):x—l+1. (55)

X
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Lo anterior coincide con lo que aparece en la Ref. [§].
En resumen, para el oscilador isoténico tenemos que los operadores de
factorizacion (4.1) y (4.2) son ahora

~ 1 d [+1
+ — - _
bt = \/ﬁ( dx—i—x ” ), (56)
~ 1 d [+1
o= — (Lo
\/§(d:l:+x " ), (57)

operadores que coinciden con los de la Ec. (13) de [8].

5.2 Los operadores de escalera

A diferencia del oscilador armonico en el que una inspecciéon de su hamilto-
niano (3.8) permite establecer directamente sus operadores de escalera, en el
caso del oscilador isoténico no es posible, por lo que procedemos a construir-
los a partir de las propiedades generales establecidas anteriormente. Nuestros
resultados serdn comparados con los de [8] como una manera de comproba-
cion. Debemos mencionar que en esa referencia utilizan la teoria de grupos
para generar los operadores de escalera.

Se sabe que este sistema tiene su espectro de energia similar al del oscilador
armonico [8]. Pero hay una diferencia: los niveles contiguos estan separados
por dos unidades, por lo que

AE, = Epyy — E, = 2.
Entonces se cumple (49) con AT en la forma
[ﬁ, Zﬂ — 24+, (58)

Vamos a utilizar (58) para construir al operador A*. Utilizando (18) po-
demos cambiar (50) a

1 1+

H,=a - . 59
I aa—|—2+ 5,2 ()

Proponemos que A" sea de segundo orden en la derivada y ademas que
sea de la forma
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At = (@) +q (). (60)

La Ec. (58) es la que nos va a decir como es la funcion ¢(x). Con (59) y
(60) podemos escribir

o —l(+1
[HbAﬂ _ {HA+ %,aqu} — Oy + Cy+ s, (61)
con
C, = _H\A,a+a+],
CY2 - ﬁAaQ:|7
Li+1)
Cy = o ,a*a*].

Utilizando las relaciones de conmutacion llegamos a los resultados

C, = 2(@)?, (62)
B dg d 1d%q
= L rdE (63)
L(l+1)d L(I+1) 31(1+1)
- - _ — ) 4
Cs 3 dx x? 2x4 (64)

Introduciendo (62), (63) y (64) en (61), encontramos que el conmutador
esta dado por

[E,%]:M@*)ﬂ(””” @)d Ld% 1(I+1) 310+1)

3 dr)dr  2da? x? 204
(65)

Ahora comparamos con (58) en la forma
At =2 (@) +q(@)]. (66)

La comparacion de (65) y (66) da lugar al par de ecuaciones para la funcion
desconocida ¢ (z):
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[(l+1) dg
- = 67
p - 0, (67)

1d?q¢ 1(I+1) 3l(+1)

1t — = 2 .
2 dx? 2 214 ¢(z) (68)
La funciéon
I+

es consistente con (67) y (68). De la misma manera, con

[ﬁ, Zf] = 24",

A =(@) +q@),

se llega al mismo resultado (69) para la funcion ¢ (z). Por lo tanto, con (69) y
(60) hemos demostrado que los operadores de escalera del oscilador isotonico
son

I(1+1)
202
Estos operadores coinciden con los que aparecen en [1], [3] v [8]. Tene-
mos entonces un caso en que los operadores de escalera no necesariamente
coinciden con los de factorizacion. Esta situacion es analizada con detalle en
[9]. R
La siguiente tarea es poner a los operadores de escalera A* de (70) en
términos de los operadores de factorizacion b* de (56) y (57). Esto es necesario
para que podamos calcular ¢, 1y ¢,-1 a partir de ¢, de una manera practica.

Se hace facilmente a través de la relacion entre a* y b* que se puede deducir
por medio de (56), (57),(19) y (20). Esta relacion es

At = @) 4+ q(x) = @) - (70)

~ [+1
b+ — a+ - ﬁ, (71)
~ 1
o= -t (72)

-
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Un calculo un poco laborioso nos lleva a

@) = (B+)2 L2040 (41042 -
\/51' 21’2 ’
@) = (B‘)2 42 (l\/g;)g‘ + l(lz;l). (74)

Finalmente, introduciendo (73) y (74) en (70) obtenemos

~ ~\2 20+ 1)~ 1+1

+ + +

a _<b>+\/§xb+x2, (75)
e 204 1)

i = (i) Ly (76)

5.3 Las funciones de onda del oscilador isoténico

Como aplicacion final de todo lo anterior, calculamos las soluciones ¢, (z) de
la ecuacion de Schrodinger (51) para el oscilador isoténico. Para empezar, al
aplicar el operador b~ de (72) al estado base g () dado por (54) obtenemos

~_ - 1 d [+1 141 —1z2\
bgog(x)—\/é<—dx+x— " )(1’ e 2 )—O. (77)

El resultado (77) implica que A=¢q (z) = 0, lo cual es correcto pues ¢ ()
es el estado de minima energfa. Ahora calculamos la funcion de onda para el
estado con n = 1 por medio de AT g (z). De acuerdo con (73) necesitamos

~\2 1] d? [+1) d [(1+1)

b+) e = —2+a2—3 78

< 2 [d:ﬂ (x T )dm+< z? i - (78)
el cual, como era de esperarse, es de segundo orden en la derivada. Prosi-
guiendo con el calculo de ¢4 (x) llegamos a

p1(z) = At () = (227 — 21 — 3) 0. (79)

El polinomio de Laguerre [11] de grado n =1 es
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LY (&) =—-¢+a+ 1.

En términos de &€ = 22 tenemos
LY (%) = -2 +a+1
Asi que con el polinomio

1
2x2—2l—3:—2(—x2+l+§+1>,

que aparece en (79), identificamos

1
=]+ =
« +2,

y entonces la funcion de onda correspondiente al primer estado excitado se
escribe asi

o1 (2) = CLLYT? (22) o (2).

Por un proceso inductivo podemos demostrar que la solucion general de
la ecuacion de Schrodinger para el oscilador isotonico es

on (@) = (A7) "0 (2) = CuLa™ (a2) g0 (), (80

que coincide con lo que aparece en la literatura. Finalmente, podemos emplear
un método que permite eliminar la segunda derivada que aparece en (78) por
medio de la ecuacion diferencial de Laguerre:

d*u du
r—+(a—x+1)—+nu=0. 81
dx? ( ) dx (81)
Con este mecanismo los operadores de escalera At y A~ se convierten en
operadores diferenciales de primer orden [9] y permiten un ahorro considerable
de calculo.
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6 Conclusiones

El método de factorizacion de Dirac es muy tutil para sistemas cuénticos
en los que se puede aplicar. Pero a pesar del avance que se ha tenido a
través de los anos, todavia falta establecer criterios estrictos para demostrar
la existencia de los operadores de factorizacion y los operadores de ascenso
y descenso, y en segundo lugar, para construirlos. Notamos en la literatura
que en algunos casos esos operadores se encuentran a prueba y error. Nuestra
contribucion principal en este trabajo es la forma de construir los operadores
de factorizacion a partir del conocimiento de la funcion de onda ¢ (x) por
medio de

_ _1déo
f@)=-52 (52

Si existe tal funcion f (z) en todos los puntos en los que el potencial
mantiene confinada a la particula, o en otras palabras, si ¢y (z) # 0 en ese
rango de valores de z, entonces (46) es buen resultado, y podemos esperar
que el método de factorizacion sea aplicable al sistema cuéantico en cuestion.
Hemos visto la utilidad de (46) en el oscilador isoténico, pues el rango de
posiciones de la particula permitido por el potencial es —o00 < z < Oy
0 < z < +o00. En esa region ¢q (r) dada por

wo (z) = xl“e’%ﬁ, (83)

es diferente de cero y el método de factorizacion funciona. En el caso del
oscilador arménico la factorizacion funciona pues la region permitida es —oo <
r<+00y

2

o (z) = e 3" (84)
es diferente de cero en todos los puntos de esa zona. Finalmente, un camino

para continuar este trabajo es buscar nuevos sistemas cuanticos a los que sea
aplicable nuestro criterio.
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Capitulo 5

Estudio iconologico y geométrico de la escultura

de San Cristébal ubicada en el Museo Regional
de Puebla

Emma Garrido Sanchez
Universidad de Morelia, Centro INAH Puebla

Resumen

La Historia del Arte nos ensena que el Patrimonio Cultural puede es-
tudiarse desde diversos enfoques interdisciplinarios, contribuyendo todos
a la apreciacién e interpretacion de la obra de arte. Es necesario consi-
derar el andlisis desde el encuentro de varias perspectivas, en este caso
donde confluyen la geometria y la iconologia. El anélisis iconoldgico y
geométrico de la escultura de San Cristobal se realizara utilizando el mé-
todo iconologico de Erwin Panofsky, que establece tres niveles de estudio:
el preiconografico, el icononogréfico y el iconolégico, por ello, en primer
lugar se realizara el andlisis iconolégico, posteriormente el anélisis geomé-
trico para verificar la proporcién o desproporcién en las dimensiones del
bien histérico. Finalmente un anélisis de la obra frente a la produccién
artistica de la época para detectar posibles variaciones plasticas en la
escultura y si esta corresponde a los cdnones de proporcién del contexto
en el que fue elaborado.

1 Introducciéon

El interés en investigar la escultura de San Cristobal ubicada en el Museo
Regional de Puebla obedece a la necesidad de contar con informacion tan-
to histérica como plastica del objeto de estudio de mi tesis de Maestria en
Historia del Arte. La investigacion parte de las interrogantes: ; Quién fue San
Cristobal?, ;Como lleg6 al Museo Regional de Puebla?, ;Qué importancia

tiene?, preguntas aparentemente simples pero que poseen una gran compleji-
dad.
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Segin Jacobo de la Vorégine, fraile que perteneci6 a la orden dominica
en Italia, a San Cristobal se le llama “Portador de Jestis”. De la Voragine fue
obispo de Génova entre 1292 y 1298, escribié una cronica de la ciudad de
Génova y es considerado el autor de La Leyenda Doradal9], la recopilacion
hagiografica més importante en torno a los santos martires y desde luego la
més relevante en la iconografia pictorica y escultorica de los mismos. Desde
el siglo XVI a San Cristobal se le considera conductor de almas y patrono de
los viajeros[6]. Actualmente es considerado patrono de los automovilistas y
de los camioneros.

En el presente capitulo se realizard el andlisis iconologico y geométrico
aplicando la seccion durea a fin de determinar si la escultura de San Cristobal
obedece a los modelos artisticos establecidos en siglo XVIII y se analizara el
contexto histérico en que la obra fue elaborada.

La justificacion y relevancia de la presente investigacion radica en los
siguientes aspectos: La escasa informacion bibliografica conocida sobre San
Cristobal, la escultura colonial poblana ha sido poco estudiada y el interés en
investigar la utilizacion de la proporcién aurea en el diseno y elaboraciéon de
las obras escultoricas poblanas del siglo XVIII.

2 Meétodo iconolbgico

El anélisis iconologico y geométrico de la escultura de San Cristobal se reali-
zara con base en los postulados de Erwin Panofsky quien plantea tres niveles
de lectura: preiconogréfico, iconografico e iconolégico. Este analisis iconolo-
gico e iconografico se elaborard desde una perspectiva cualitativa y a través
del analisis de contenido que esté ligado a varias técnicas, entre ellas: La con-
sulta documental, el analisis del estado del arte, la observacion directa y la
fotografia.

El objetivo general planteado es realizar el anélisis iconologico y geomé-
trico de la escultura de San Cristobal para ampliar el conocimiento artistico
e historico de la obra en cuestion. Derivandose de este los siguientes objetivos
particulares:

1. Identificar en los archivos del Deposito del Centro INAH Puebla, datos
que proporcionen informaciéon sobre la llegada de la escultura de San
Cristobal al Museo Regional de Puebla.
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2. Comparar con la proporcion aurea las proporciones de la escultura de
San Cristobal para determinar si corresponde a los cdnones de propor-
cion de la época.

3. Estudiar el contexto historico y social en que fue elaborada la escultura
de San Cristobal.

La investigacion de la escultura de San Cristobal se pretende realizar desde
una epistemologia cualitativa, ya que ésta puede ser aplicada a las ciencias
sociales, en especifico a los estudios de las artes, a los textos artisticos: pintura
y escultura, por ejemplo, al proceso de su creacién y evolucién puesto que
decodifica y codifica la obra, por lo que el sentido semiotico esta presente en
el analisis de la obra[l].

Erwin Panofsky plantea que el anélisis iconografico considera la identifica-
cion acertada de los motivos iconograficos y el significado intrinseco o conte-
nido. La significacién intrinseca o contenido se percibe investigando aquellos
“supuestos” que muestran la actitud de una nacién, un periodo, una clase, una
creencia religiosa o filoséfica calificados en cuanto a calidad por una persona
y representados en una obra. La interpretacion de los motivos iconograficos es
el prerrequisito para un correcto analisis iconografico en sentido més estricto,
por otra parte, el analisis de las imagenes, las historias y las alegorias es el
prerrequisito de una correcta interpretacion iconografica en un sentido méas
profundo, es decir, iconologica.

El anéalisis iconografico a que se refiere el estudio de las imagenes ya sea
pintura, escultura, historias y alegorias, considera una familiaridad con te-
mas y conceptos especificos, lo cual presupone un conocimiento previo de los
procesos y hechos historicos|18].

El analisis iconologico e iconografico de la escultura de San Cristobal ubi-
cada en el Museo Regional de Puebla, plantea tres niveles:

1. Nivel pre-iconogréfico (significacion primaria o natural). Este nivel se
refiere a la “interpretacion elemental” inmediata, descriptiva de la obra
de arte.

2. Nivel iconografico (significacion secundaria o convencional). Correspon-
de al “contexto social y cultural de la obra [. . .|, que al investigador le es
consabido en el mundo del que este forma parte por lo que es necesario
una interpretacion inteligible”[18].
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3. Nivel iconolégico (Significacion intrinseca o contenido). También se le
conoce como iconografia en sentido profundo. Se relaciona con un “sig-
nificado intrinseco” al “significado individual” de la obra, a su autor, a la
técnica, a su insercion y creencia religiosas, etc. y que han sido confirma-
das por otros testimonios, textos literarios u otras pinturas del propio
autor. Implica una decodificaciéon y es un nivel donde la interpretacion
de la obra es mas profunda, es decir ya “no es mera descripcion, sino,
plenamente historia”. Panofsky plantea que “una obra de arte debe con-
siderarse para su estudio como un todo”[18].

3 Analisis de la obra artistica

La escultura de San Cristobal data del siglo XVIII, es de autor anénimo,
mide 3.10 m de altura y se encuentra en el Museo Regional de Puebla. Este
bien historico esta construido en madera y con la técnica policromadal2].
De acuerdo con los datos encontrados el autor es del municipio de Acajete,
Puebla. Es una imagen artistica que destaca por sus atributos iconograficos.
Podemos observar a un personaje masculino con barba, pelo rizado, cuya
mirada es estatica y dirigida hacia el cielo. Su indumentaria consta de una
saya floreada remangada hasta las rodillas asida por un cinturén en el que se
sujetaba a los pasajeros. Su posicion es erguida como la de un guerrero, con
posicion firme, con la pierna izquierda hacia adelante, listo para emprender
el viaje. En su espalda posee una capa de yeso de color rojo.

En el hombro derecho se puede observar que San Cristobal porta al Nifo
Jestis quien sostiene con la mano izquierda el globo terrdqueo que hace alu-
sion al universo terrestre o celestial, por lo que cuando el Nino Jests pidi6 a
San Cristobal lo trasladara al otro lado del rio, le pesé tanto, que el gigante
le pregunté: “;Por qué pesas tanto si eres un nino?”, y el Nino le contesto:
“Porque yo soy Jesus y traigo el mundo en mi espalda”|21]. El Nino Jests
se encuentra con la mirada hacia enfrente y con la mano derecha senalan-
do como dando la bendicién. San Cristébal se deriva de Cristoéforo, nombre
que adquirié cuando se convirtio al catolicismo[6]. De ahi que San Cristobal
significa “Portador de Jests ”[9] y su rostro sea similar a Cristo.

En un estudio de campo realizado en el Estado de Puebla se encontré que
existen esculturas de San Cristobal en el municipio de Tepeojuma, en San
Cristobal Tepatlaxco, municipio de San Martin Texmelucan y en San Cristo-
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bal Tepontla, municipio de San Pedro Cholula. Dichas esculturas no rebasan
1.5 m de tamano y algunas de ellas no han sido adecuadamente restauradas.
En la actualidad estas imégenes sacras son veneradas en sus respectivos tem-
plos catolicos, especialmente el 25 de julio, cuando son cargadas en andas y
llevadas en procesion por algunas calles del centro del pueblo.

Con base en la informacion anterior podemos afirmar, que por sus di-
mensiones y su estado de conservacion, la escultura de San Cristébal que se
encuentra en el Museo Regional de Puebla se coloca como la mas importante
en el Estado y ya no es venerada porque es considerada un objeto artistico.

Existen también pinturas de gran formato de la época virreinal, como por
ejemplo, la ubicada en la Catedral de Puebla, pero ellas no son motivo de
este estudio, por lo cual no las enumeramos aqui.

Considerando que el método panofskyano establece considerar a la obra
artistica de manera integral debido a que implica un andlisis profundo (ico-
nologico), en una observacion detenida la escultura del gigante San Cristobal
muestra desproporcion. Resulta muy importante comprobar tal afirmacion
debido a que, como se explicara en la Secciéon 5, en la imagineria del siglo
XVIIT lo importante era la belleza sagrada y lograr la conexion con Dios, no
las adecuadas proporciones en las dimensiones.

También en esa época habia una influencia a través de la arquitectura de la
aplicacion de la proporcidon dorada en el arte, por ello también confirmaremos
tal desproporcion mediante una metodologia cientifica basada en la seccién
aurea. A continuaciéon se realiza el anélisis geométrico para determinar si
cumple o no con los canones de proporcion divina.

4 Analisis geométrico de la escultura de San
Cristobal

Secciéon aurea

Al realizar la investigacion historiografica se encontré que era necesario con-
siderar proporciones, lo cual se hizo basado en la seccién adurea o proporciéon
divina. Esta proporcién, entendida en su momento como una ley matematica
y divina que organiza los elementos del mundo en una armonia perfecta, tiene
sus origenes con Pitagoras (582 AC - 507 AC) para quien todo es nimero.
Pero se debe a Euclides (325 AC - 265 AC) la definicion geométrica formal.
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Figura 1: Escultura de San Cristobal. SECRETARIA DE CULTURA.-INAH.-
MEX: “Reproduccién autorizada por el Instituto Nacional de Antropologia e
Historia”. Titulo: San Cristobal. Autor: Anénimo. Data: Siglo XVIII. Técnica:
Estofado. Dimensiones: 3.10 m. Ubicacion: Museo Regional de Puebla.
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Figura 2: Seccion aurea.

La seccion aurea, “que corresponde a la particion mas simple de una magni-
tud en dos partes desiguales o particion mas logica [...]"[5] es lo que Euclides
en el libro VI, proposicion 30, de “Los Elementos”, plantea como dividir una
recta dada en extrema y media razon, y define asi al inicio del libro (Def.3):
“Se dice que una recta esta dividida en extrema y media razon, cuando la
totalidad del segmento es al segmento mayor como el segmento mayor es al
menor”[8].

A la proporciéon de la particion desigual o asimétrica de una magnitud
en dos partes que se establece entre la magnitud inicial y sus dos partes, se
le denomina media y extrema razoén o secciéon aurea si cumple la proporcion
expresada en la ecuacion (1). Sean a y b estas dos partes (ver Figura 2),
entonces

a+b a
=< 1
=7 (1)
La ecuacion (1) se puede escribir como
b a
1+-=12
* a b

Haciendo ® = ¢ y considerandola como incognita se tiene[5],[10]

1
1+- =
T3

De la cual se obtiene la ecuacién cuadratica

P*—d-1=0 (2)

cuya solucion es

S

1+

d, = 5

~ 1.618

Matemadticas y sus aplicaciones 11, Capitulo 5, paginas 93-109



100 Emma Garrido Sanchez

Figura 3: Seccion aurea en el cuerpo humano|11]

S

1—

o, = ~ 0.618

De aqui que

a+b

a
— ~ 1.618
a b

Seccién Aurea en el cuerpo humano

Uno de los primeros documentos sobre el estudio de las proporciones humanas
fue escrito por Marcus Vitruvius Pollio, arquitecto romano en el siglo I, para
quien “...] en el cuerpo humano bien formado existe una perfecta armonia
entre todas sus partes.”[13]

Los primeros estudios de la seccién aurea en el cuerpo humano se encuen-
tran en el famoso dibujo, el hombre de Vitruvio, de Leonardo Da Vinci. Ahi
se resumen algunas ideas importantes del pensamiento renacentista sobre la
seccion dorada. Leonardo Da Vinci también ilustro el libro de Luca Paccioli
La divina proporcion publicado en 1509.

También en el Renacimiento, Alberto Durero realiz6 estudios minuciosos
sobre las proporciones humanas de nifnos y adultos|13].
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En el cuerpo humano se puede encontrar la seccion durea en las siguientes
proporciones (Ver Figura 3)[11]:

1. h es la altura total y a es la altura del ombligo, medida desde la planta
de los pies, o también la longitud desde la parte mas alta de la cabeza
hasta la punta de los dedos de las manos, medida con los brazos estirados
v pegados al cuerpo.

2. b es la distancia desde la parte superior de la cabeza al codo, y b es la
seccion aurea de a.

3. ces la longitud desde el codo hasta la punta de los dedos, y también el
ancho de hombros. d, que es la secciéon aurea de ¢, es la longitud desde
el codo hasta el comienzo de la mano en la muneca, y también el ancho
de la cintura.

4. e es la distancia entre el ombligo y la rodilla, y su seccién aurea f, es
la distancia desde la rodilla a la planta de los pies.

Asi al calcular las razones siguientes se obtiene el nimero de oro.

E ~ 1.618,

a b c
a b

(&
~ 1.618, - =~ 1.618, — ~ 1.618, — ~ 1.618
Y c Y d Y f

Seccion Aurea en la escultura de San Cristébal

Una observacion importante antes de describir la metodologia para la medi-
cién y comparacion es la siguiente: Se utilizaron fotografias de la escultura
porque es dificil moverla debido a su peso y tamano, ademas no se permi-
te manipularla ya que puede ser danada y porque en la fotografia se puede
modificar adecuadamente el tamano de la imagen sin alterar la escala. Las
mediciones se realizaron sobre una imagen fotografica, pero el esquema que
muestra los segmentos de recta utilizados en este trabajo es un dibujo a escala
de la escultura de San Cristobal porque no esta permitido rayar o deformar
las imagenes de los bienes que son patrimonio historico o cultural de nuestro
pais.

Para realizar las mediciones de los segmentos considerados en la compa-
racion se procedioé de la siguiente manera: Se utiliz6 una fotografia de frente
como la mostrada en la Figura No. 1. Las mediciones verticales se hicieron

Matemadticas y sus aplicaciones 11, Capitulo 5, paginas 93-109



102 Emma Garrido Sanchez

Figura 4: Seccion aurea en la escultura de San Cristobal.

con base en el pie derecho porque permite una medicién con menor distorcion
y como consecuencia una mejor aproximaciéon en los resultados.

Debido a que la posicién del cuerpo humano representado en la escul-
tura no es completamente vertical se utilizaron como apoyo dos fotografias
de perfil, una del izquierdo y otra del derecho. En cualquiera de estas dos
fotografias se encontr6 que una primera linea recta que vaya del centro del
cuerpo en la cintura a la base del pie (fascia plantar) pasando a lo largo de
la pierna derecha y una segunda linea recta que vaya del centro del craneo a
la fascia plantar derecha estan separadas formando un angulo de 10 grados
aproximadamente.

Esta separacion pequena nos permite considerar como buena la aproxima-
cion de coplanaridad de los puntos extremos de los segmentos medidos para
el calculo del niimero de oro.

Los segmentos tienen las siguientes magnitudes:

a—e+f=7.6 cm, A=5.5 cm, h—=a+A=13.1 cm C=2.7 ¢cm, d=2.5 cm, e—=4.1
cm, f=3.5 cm

de las cuales, al realizar los cocientes se obtiene:
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estatura

h/a = ~ 1.723

~altura del ombligo

¢/d = ancho de h(?mbros ~ 1.08
ancho de cintura

longi ligo-rodill
ongitud ombligo-rodilla ~ 117

e/f =

De las proporciones obtenidas arriba podemos observar que la relacion
estatura-altura ombligo es muy proxima a ®, lo cual significa que en las di-
mensiones de altura la escultura estd aproximadamente proporcionada, sin
embargo, los cocientes que involucran las extremidades (relacién longitud
ombligo-rodilla y longitud rodilla-planta del pie) y la anchura del tronco (re-
lacion ancho de hombros y ancho de cintura) son aproximadamente 2/3 de
®, lo cual implica que la mayor desproporciéon se encuentra en la relacion
hombros-cintura.

Como puede constatarse con estos resultados la figura humana represen-
tada en esta escultura, San Cristobal, no tiene las dimensiones perfectas o
divinas. No mantiene una proporcionalidad perfecta en sus dimensiones, sin
embargo, no cae en la deformacion, esto es, la figura humana no cambia de
forma, no sufre alteraciones o distorsiones, solo presenta una complexiéon del-
gada en lugar de una complexion atlética.

longitud rodilla-planta del pie

5 San Cristébal frente al contexto de la época

La iconografia e iconologia de San Cristébal estan ligadas a lo sagrado y lo
profano, a lo sagrado por cumplir con una devocién definida por el Concilio de
Trento del 3 de diciembre de 1563, asi como por la ideologia de la época cuyo
rigor de religiosidad catoélica permeaba produciendo “un modelo de arte al
proponer ciertos lineamientos en la expresion que origin6 un tipo de imagen
que predomina en la escultura colonial”[20], sin embargo, fue el TIT Conci-
lio Provincial Mexicano de 1585 presidido por el Arzobispo — Virrey Pedro
Moya Contreras quien confirmando el de 1583, recomend6 que las iméagenes
cumplieran su objetivo piadoso ya que era importante que no se presentaran
“indecentes o profanas, que pudiera impedir la devocion de los fieles”, por lo
que en la Nueva Espana los artistas tenian que acatar las disposiciones de la
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legislacién eclesidstica ya que era obligatorio que toda imagen religiosa cum-
pliera con el objetivo, transmitir a los fieles la religiosidad y la devocion|4],
porque de acuerdo a lo establecido en el Concilio de Trento “|...]quien ense-
fie algo contradictorio a estas resoluciones debe ser proscrito.”[4] Por esto es
evidente que el Concilio Provincial Mexicano reafirmaba lo dispuesto por el
Concilio de Trento. De ahi que el rostro de la escultura de San Cristobal tenga
un rostro de piedad, de sufrimiento, de divinidad por parecerse a Cristo.

El barroco popular tridentino participaba de una representacién donde los
cuerpos de la imagen tenfan que ser “poesia” por su asociacion con el personaje
representado, una virtud propia quizd emparentada para mas de un devoto
indio o mestizo. Estas imagenes tenfan que poseer una triada: representacion,
simbolo y teofania, entendiéndose este tltimo concepto como consagrar un
lugar y hacerlo comunicante con el cielo|7].

En el siglo XVIII, la imagineria novohispana destaca en libertad de mo-
vimiento pero pierde en emotividad. Se hace aparatosa o se supedita a la
arquitectura o cae, al final de ese periodo, en el academicismo llamado neo-
clasicismo. La Nueva Espana vive y sobresale valientemente ante los nuevos
paradigmas expresando estos esquemas, pero siempre con elementos propios
ya que siempre esta presente el sentido de la talla indigena, ejemplo de ello es
la Iglesia de Santa Monica donde en una de sus hornacinas externas se puede
apreciar una escultura de San Cristobal tallada en piedra que para la época
se consider6 moderna, aunque su rostro denota no nada més inexpresividad
e inmovilidad, sino también desproporcion|16].

Estas convenciones dieron paso a un prototipo convencional de escultura
sagrada. Este modelo de escultura tenfa que ocultar la verdadera personalidad
fisica del personaje representado, tal es el caso de San Antonio que en palabras
de Vargas Lugo, “era un hombre bajo, gordo e hidropico” y absolutamente
nada de eso se transmite o representa en sus imagenes. Por lo que las imagenes
al colocarse en los altares tenian que proyectar dulzura, juventud y belleza,
adquiriendo fama entre la poblacion|20].

La tendencia a deshumanizar las imagenes para sacralizar su belleza “se
da en toda la imagineria; casi no se puede reconocer una imagen si no lleva
sus atributos”, esto debido al deseo de la Iglesia de insistir en que los fieles
“no podian adorar a la imagen en particular, ni al ser de carne y hueso, sino
al simbolo y la personalidad espiritual con la cual se significo al subir a los
altares.”|20]

Otra caracteristica de la escultura novohispana, es la desproporciéon en los
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cuerpos humanos, no importaba a los fieles ni al puablico de la etapa barroca,
que un mismo santo aparentara diferentes edades, sino que reflejara paz y luz
a la vez[20].

Por otra parte, la arquitectura colonial tuvo gran influencia del niimero
de oro desde el siglo XVI[12][19], esto debido a que “los frailes franciscanos
que construyeron los conventos del siglo XVI del estado de Puebla tenian
solidos conocimientos sobre geometria y arquitectura [...]” [15] Su fuente de
inspiracion son los planos ideales de un “monasterio de regla benedictina:
Saint Gall en Suiza.” Los elementos geométricos utilizados en el diseno de
Saint Gall fueron: “El rectangulo de proporcién aurea, el cuadrado de San
Benito y espirales de pulsacién cuadrantal con sus rectangulos rectores que
contienen las leyes de la armonfa universal.”[15]

Recordemos que varios de los escultores tenian formacién en arquitectura y
escultura, por lo cual es de esperar que su formacion influyera en la aplicacion
de la seccion aurea en el diseno y la elaboracion de su obra artistica.

Mas tarde, en el siglo XVIII, los escultores mexicanos del neoclasicismo
se propusieron con insistencia el regreso “a la bella porcion, al candn, a la
serenidad, y a las materias nobles, como el marmol y el bronce, [...]” Pero,
como apunta Moreno Villa, “[...Jel hecho es que la mayoria de ellos se quedo
sin alcanzar, ni siquiera entender, la divina proporcion en los griegos.”|16]

“La escultura poblana del siglo XVIIT ha sido muy poco estudiada |...]
7 Toda ella estd dominada por “un apellido prestigioso”. Cora. Cualquier
escultor poblano de ese siglo es opacado por la presencia de los Cora. El
primero, José Antonio Villegas, “se dedicé a la arquitectura y la escultura,
artes en las que salio maestro consumado.”|3]. Se observa en el caso de Puebla
que en el siglo XVIII la formacién de arquitecto también tiene influencia en
la escultura.

La llegada de San Cristébal al Museo Regional de Puebla esta asociada
con la desaparecida Iglesia de Guadalupe, que estuvo ubicada en el Cerro
de Loreto, y que con la llegada de los betlemitas esta escultura fue expulsa-
da. También esta vinculada con la estancia de San Cristobal en la Catedral
de Puebla, de donde también sali6 para su traslado a la Iglesia de Santia-
go. Durante la intervenciéon francesa, en 1863, la escultura fue utilizada como
trinchera en el Fuerte Morelos, donde perdié uno de sus brazos. Posteriormen-
te regres6 al Tempo de Santiago donde fue abandonada y arrumbada|17]. En
1976, fecha de inauguracion del Museo Regional de Puebla el objeto historico
fue ubicado como pieza importante en la exposicion permanente del Museo en
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mencion, previa restauraciéon exhaustiva realizada por el Instituto Nacional
de Antropologia e Historia, ya que se encontraba en estado deplorable[14].
Actualmente, permanece en la Sala de Historia.

Como se puede observar, la escultura de San Cristébal, objeto de la pre-
sente investigacion, al encontrarse en el Museo Regional de Puebla, adquiere
una resignificacion, es decir, un nuevo significado, un nuevo valor, una histo-
ricidad.

Conclusiones

El analisis iconologico y geométrico determind que la escultura de San Cris-
tobal, tanto en sus dimensiones como en su técnica, obedece a la produccion
artistica del siglo XVIII. Su gigantez corresponde a la caracteristicas plas-
ticas de la época puesto que importaba maéas la expresividad divina que la
proporcion de su cuerpo.

El estudio geométrico realizado en el presente capitulo en la obra de arte de
San Cristobal también demostro que la Historia del Arte como ciencia social
no esta disociada de otras disciplinas y en especifico, de la geometria que
permiti6, en este andlisis, obtener resultados precisos sobre las proporciones
de la escultura. La aplicaciéon de la seccién aurea permitié mostrar que la
escultura del gigante mutilado de San Cristobal ubicado en la sala de Historia
del Museo Regional de Puebla posee mayor desproporcién en sus dimensiones
transversales, el torso, que en las dimensiones relacionadas con su altura.

Con base en las investigaciones de campo realizadas en algunos municipios
poblanos se pudo constatar que la escultura de San Cristobal que se expone
en el Museo Regional de Puebla, es una obra artistica tnica en el Estado
de Puebla debido a sus dimensiones, su técnica escultorica y sus atributos
iconograficos.
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Resumen

Un resultado muy conocido en topologia debido a su importancia en el
analisis moderno es el que se conoce como el Lema de Urysohn estable-
cido a inicios de los anos 20 s del siglo pasado por el matemaético ruso
Pavel Samuilovich Urysohn. Este Lema fue genaralizado para espacios
bitopolégicos normales por pares por Kelly en 1963. Ahora hacemos la
generalizacién a los mismos espacios bitopologicos pero con la normali-
dad por pares fuertemente. De igual manera hacemos la generalizacion del
teorema de Katétov que fue establecido para espacios topolégicos norma-
les en 1951 y generalizado por E. P. Lane en 1967 a espacios bitopolégicos
normales por pares. Aqui hacemos la correspondiente generalizacion para
espacios bitopologicos normales por pares fuertemente.

1 Preliminares

El primero en hablar de los espacios bitopologicos fue Kelly, en [7], y fue
también el primero en introducir los axiomas de separaciéon por pares, el
término por pares es agregado para involucrar ambas topologias. Un espacio
bitopologico es un conjunto X en el cual estan definidas dos topologias 71 y
Ty y se denota por (X, 71, 72) . En adelante, para referirnos en forma general a
alguna de las topologias 7, 0 7o se pondra 7; donde i € {1,2}, y si incluimos
7; se entendera que 7,7 € {1,2} e i # j.

En un espacio bitopologico (X, 71, 7), a los elementos de 7;, i = 1,2,
se les llama 7; -abiertos. A los complementos de un 7; -abierto se le llama
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7; -cerrado. Dado A C X, denotemos por int, (A) al interior de A respecto
a la topologia 7;, y por cl,,(A), a la clausura de A respecto a la topologia
T;, 1 =1,2. A continuacion se enuncian los conceptos de Hausdorff y normal
por pares dados por Kelly.

Definicién 1.1. Un espacio bitopologico (X, 7, 72) se dice Hausdorff por
pares, si para cualesquiera dos puntos distintos x,y € X, existen conjuntos
U 7;-abierto, V m-abierto tales que z € U, yeV y UNV =0.

Definicion 1.2. Un espacio bitopologico (X, 71, 72) se dice normal por pares,
si dados FF C X 7, -cerrado y G C X 7;-cerrado, con F'NG = (), existen
conjuntos U T7;-abierto, V' 7;-abierto, tales que ' C U y G C V, con
unv =140.

Ejemplo 1.1. El conjunto X = R, con las topologias

71 =0U{(-00,a):a R}

7 =0U{(a,+0) : a € R}

no es Hausdorff por pares, pues para z,y € X, con x < y, no existe un
Ty-abierto que contenga a  y no a .

Ejemplo 1.2. El conjunto X={a, b, c}, con las topologias 7 = {X, 0, {a}}
y 72 = {X,0,{b,c}} es normal por pares. En efecto, los unicos conjuntos
cerrados con respecto a las topologias distintas son ' = {b,c} 7-cerrado,
G = {a} m-cerrado y claramente U = {b,c} es m-abierto, V = {a} es
T-abierto y cumplen lo requerido.

En el siguiente resultado se incluyen algunas equivalencias que se pueden
ver en [8] y [10] del concepto de normalidad por pares, pero ademds estamos
anexando 4 y 5 que hemos establecido.

Teorema 1.1. En un espacio bitopoldgico (X, 1, 72), los siguientes enuncia-
dos son equivalentes:

1. X es normal por pares.

2. Para cada FF C X 7;-cerrado y para cada U C X T7j-abierto, con
F CU, existe V T1;-abiertoy G T;-cerrado tales que F CV C G C U.
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3. Para cada F C X 7;-cerrado y para cada U C X 7j-abierto, con
F CU, ewmiste V. 1j-abierto que cumple:

FcVce,(V)cCU.

4. Para cada Fy C X 7-cerrado y cada Fy C X 7j-cerrado con FiNFy = 0
existe un U C X 1j-abierto, cumpliendo: Fy CU y FyNel,(U) = 0.

5. Para cada Fy C X T;-cerrado y cada Fy C X 7j-cerrado, con F1NF, =
0, existen U C X 7; -abierto, V C X 7, -abierto tales que:

FLcU F,CcV y c,(U)nd,(V)=0.

En general, la unién arbitraria de cerrados no necesariamente es un cerra-
do, por lo anterior existe el concepto de conjuntos F, los cuales son uniones
a lo mas numerables de conjuntos cerrados, mientras que las intersecciones
numerables de conjuntos abiertos son denotados por Gs. Es facil darse cuenta
de que el complemento de un F, es un G5 y que el complemento de un Gs es
un F.

El resultado siguiente puede encontrarse en [1] y su demostracion
estd basada en las equivalencias anteriores.

Teorema 1.2. Sea (X, 71, 72) un espacio bitopoldgico normal por pares. Sean
A, B C X tales que A es un conjunto 7-F,, B es un conjunto mo-F, y

cd,, (A)NB=0=And,, (B).

Entonces existe un conjunto U my-abierto, con A C U y un conjunto V
T1-abierto, donde B C V. y tal que U NV = 0. Mds ain, estos conjuntos
satisfacen también la relacion:

AcUcCd,(U)cX—-B, y BcVcd,(V)cX-A.

2 Axiomas de separacién por pares fuerte

En el 2013, Ajoy Mukharjee, en [4], define los axiomas de separacion fuertes
aprovechando el hecho de tener dos topologias fijas en un mismo espacio y
que posiblemente los interiores respecto a topologias contrarias pudieran ser
vacios.
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Definicién 2.1. Sea (X, 71, 72) un espacio bitopoldgico. Un subconjunto A de
X es (75, 7j)-dualmente abierto si existe un 7j-abierto B, tal que A = int,, (B).

Anélogamente, un subconjunto C' de X es (7;, 7;)-dualmente cerrado, si
existe un 7;-cerrado D, tal que C' = ¢l (D).

En general no se tiene que con esta clase de conjuntos se pueda obtener una
topologia, pues en general, la unién finita de conjuntos dualmente abiertos,
no necesariamente vuelve a ser un conjunto del mismo tipo, ver [4].

Definicion 2.2. Un espacio bitopologico (X, 7y, 72) se dice Hausdorff por
pares fuertemente, si para cada par de puntos x,y € X, x # y, existen U 7;-
abierto y V' 7j-abierto, tales que x € int,, (U), y € int (V) y UNV ={.

Ejemplo 2.1. ([4], Ejemplo 2.2, pag. 167) Sea X = R, con 7, la topologia
usual y 7 la topologia generada por los intervalos de la forma (a,b], con
a,b € R. A ésta topologia se le llama topologia del limite superior. Dados
x,y € X, conx <y, sean a,b,c € R tales que a <z < b <y < ¢, pongamos
Uy = (a,b) € 7, Vi = (b, ] € 7. Claramente x € int,, (Uy), y € int, (V1) v
U;NVy = 0. De igual manera, haciendo Uy = (b,¢c) € 7y, Vo = (a,b] € 75 se
cumple que x € int,, (Va), y € int,, (Uz) y UyNVy = 0. Por tanto (X, 71, 7o)
es Hausdorff por pares fuertemente.

Notese que si (X, 7, 72) es Hausdorff por pares fuertemente, entonces es
Hausdorff por pares segtin Kelly. Sin embargo, lo contrario no es cierto, como
lo muestra el ejemplo siguiente.

Ejemplo 2.2. Sea X =R, 7y la topologia usual y
7o ={0} U{U U (z,4+0) 2 €R, U €m}.

Probamos ya que (R, 71, 75) es Hausdorff por pares, sin embago no es Hausdorff
por pares fuertemente, pues si < y, entonces cualquier intevalo (a,b) € 1,
con = € (a,b), tendra interior vacio respecto a la topologia .

Con los dos ejemplos anteriores, tenemos que estos conceptos no son equi-
valentes.

Teorema 2.1. Sea (X, 7,7) un espacio bitopoldgico, los siguientes enun-
ciados son equivalentes:

1. X es de Hausdorff por pares fuertemente.
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2. Dado x € X |, para caday € X, x # vy , existe U T;-abierto tal que:
z€int, (U) y y¢cl, (c;U))
3. Para cada x € X, se cumple que:

m {cl, (cl, (U)) :2 €U, U 7-abierto} = {z}.

4. El conjunto (X x X) — A es la unidn de subconjuntos A,
(75 XT3, Ti X 7j)-dualmente abiertos, para los cuales A = int, ., (W),

con W C (X x X)— A, 7,xTj-abierto, donde

A={(r,z) v € X} C(XxX)

Demostracion.
1) = 2) Supongamos que se cumple 1), sea z € X, para cada y € X, con

x # y, existen U 7;-abierto y V 7;-abierto tales que:

x €int, U, y€int,V y UNV =0.

Como U C XV, con XV 7;-cerrado, se tiene que cl,, (U) C X—V; pero
int;, (V) CV luego X =V C X —int,, (V), siendo éste tltimo 7;-cerrado. De
aqui cl, (cl,, (U)) € X —int,, (V), como int,, (V)Nint,, (U) = 0, concluimos
que y ¢ cly, (clr, (U)).

2) = 3) Sea z € X, consideremos

M = ﬂ {clﬂ. (clTj (U)) xelU, U Ti—abierto} )

Claramente z € M, y para y # x, existe A 7;-abierto tal que z € A, con
y & cly, (clr, (A)), luego y ¢ M. Por tanto M = {x}.

3) = 4) Sean (z,y) € (X x X)— A, x#y, por 3) existe U 7;-abierto
tal que = € int,, (U) y y ¢ cly, (cly, (U)), de aquf:

ye X —cdy, (cly, (U)) =int,, (X —cl,, (U)) .
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Si hacemos V = X —cl. (U), V es 7;-abierto y
(z,y) € intr, (U) xint, (V) =int_, (UxV).

Dado que U Ccl;, (U), se tiene que V =X —¢l, (U) C X — U, por tanto
V N U = 0; obteniendo U x V C (X x X) — A.

Asi, si tomamos (z,y) € (X x X) — A, z # y, existen U 7;-abierto, V'
j-abierto, tales que = € int,, (U), y € int,, (V) y UNV = (. De donde
(U xV)NA = 0. Luego,

(z,y) € int,, (U) xint,, (V) CUXV C (X x X)— A,
pero
int., (U) xint,, (V) =intr ., (UxV).

Si A =int (U x V), entonces A es (1; x 7;, 7; X 7;)-dualmente abierto.

Tj ><7—,L-

Por tanto, (X x X) — A es unién de conjuntos dualmente abiertos.

4) = 1)Siz,y € X, x # y,entonces (x,y) € (X x X)—A. Luego, existe
A (1 X 7, ; X 7;)-dualmente abierto tal que (z,y) € A= it (UxV),
con U xV t;xrj-abierto y U xV C (X — A). De lo anterior, claramente
se tiene que = € int, (U), y €int, (V) y UNV =0. H

Otro de los axiomas de separacion dado por Ajoy Mukharjee en [4], es la
normalidad por pares fuertemente.

Definiciéon 2.3. Un espacio bitopologico (X, 7, 73), se dice que es normal
por pares fuertemente, si para cada par de subconjuntos F' 7;-cerrado y G ;-
cerrado, con F'N G = (), existe un 7;-abierto U y un 7-abierto V tales que
F Cint.,(U) y G Cint,,(V), con UNV =0,

Teorema 2.2. En un espacio bitopoldgico (X, 11,72), los siguientes enuncia-
dos son equivalentes:

1. (X, 7, 72) es normal por pares fuertemente.

2. Para cada F T1;-cerrado y cada U Tj-abierto, con I C U, existen W

Tj-abierto y D 7;-cerrado tales que:

F cint,(W)CcW CDCel,(D)CU.
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3. Para cada F' 7;-cerrado y cada U Tj-abierto, con F C U, existe W

Tj-abierto, tal que

F Cint, (W) C cl,(W) C cly, (cl,(W)) C U.

4. Para cada par de conjuntos F' 1;-cerrado y G 7j-cerrado, con

FNG =0, existe un 7;-abierto W tal que

F Cint,(W) y Gnel, (cl,(W)) =0.

Demostracion.

1) = 2) Supongamos que (X, 71, 72) es normal por pares fuertemente, sean
F 7;-cerrado y U 7j-abierto, con F' C U. Como X — U es 7j-cerrado y F'N
(X —U) = 0, existen W 7j-abierto, V' 7-abierto tales que F' C int,, (W) y
X —U Cint; (V), con WNV = 0. De lo anterior,

el (X = V) =X —int_(V)CU

int, (V)cVcX-WcX—int (W)CX-F

Luego F Cint, (W) CW C X -V CX—int (V)=cd,(X-V)CU
Haciendo D = X —V, el cual claramente es 7;-cerrado, se obtiene el resultado.

2) = 3) Sea F 7i-cerrado, U Tj-abierto, con F C U, como X — U es
r;-cerrado y F'N (X —U) = 0, por 2), existe W 7j-abierto y D 7;-cerrado
tales que I C int,,(W) C W C D C cl,,(D) C U. Dado que D es 7;-cerrado,
cl,(W) C D C cl;(D); luego cly, (cl.,(W)) C cl,,(D) C U. Esto implica

F cint, (W) C cl,(W) C cly, (cl,(W)) C U.
3) = 4) Sean F 7-cerrado, G Tj-cerrado, tales que F'N G = 0, luego
F C X — G el cual es 7j-abierto. Por 3), existe W T;-abierto, tal que F C

int, W C cl,(W) C cly, (cl,(W)) C X =G, luego G C X —cl, (cl,(W)), de
aqui que G N cly, (cl,(W)) = 0.

4) = 1) Supongamos que se cumple 4). Sean F' 7;-cerrado y G 7;-
cerrado, tales que F' N G = (). Por hipotesis, existe W 7;-abierto tal que
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F Cint, (W) y Gnecl (cl,(W)) = 0. Luego G C int,, (X — cl,(W)).
Tomando V = X — ¢l (W), el cual es ;-abierto, se cumple que VNW C
(X —=W)NnW = 0. O

Ejemplo 2.3. ( [4], Ejemplo 2.5, pag. 168) Sea R el conjunto de los niimeros
reales y a € R fijo, consideremos las topologias

T = {R’ ®a (_007 a)v [CL, +OO)} ’

7 ={R,0,R —{a}, (—00,a), (—00,al, (a,+00)}.

Los posibles conjuntos 7-cerrado son los mismos abiertos de 7y, y los posi-
bles mp-cerrados son R, 0, {a},[a, +0), (a,+00) y (—00,a]. Las parejas for-
madas por un Ti-cerrado con un Te-cerrado, no triviales, cuya interseccion
es vacia, son: {(—o0,a),[a,+o0)},{(—00,a),{a}},{(—00,a), (a,+00)}. Pa-
ra cada pareja de la lista anterior, existen un 7;-abierto U y un 7;-abierto
V, disjuntos, cuyos interiores respecto a las topologias contrarias, contienen
a los cerrados dados. Por ejemplo, para la primera pareja, (—oo,a) es 7-
cerrado y (—o0,a) C int, (—00,a) = (—o0,a) € T, mientras que |a, +00) es
To-cerrado y [a, +00) C int,, [a,+00) = [a,+00) € 1. Por tanto, este espacio
bitopologico es normal por pares fuertemente.

Del hecho de que int,, (U) C U, se deduce que la normalidad por pares
fuertemente implica la normalidad por pares de Kelly. Sin embargo, en [4] se
da un ejemplo donde el reciproco no se cumple:

Ejemplo 2.4. ( [4], Ejemplo 2.5, pag. 168) Sea X = {a,b,c}, con topologias
= {Xy(b?{a}a{a?b}?{a?c}}? y
To = {X7 @, {b} ) {b7 C}} :

Veamos que este espacio bitopolégico es normal por pares. Los posibles con-
juntos 71-cerrados no triviales son {b,c},{c},{b}, v los posibles m-cerrados
no triviales son {a,c},{a}. Las parejas formadas por un 7i-cerrado con un
To-cerrado, no triviales, cuya interseccion es vacia, son:

i) {{b;c} {a}}, ii) {{c},{a}},
iii) {{b},{a}} y iv) {{b},{a,c}}.
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Para cada pareja de la lista anterior, existen un 7;-abierto U y un 7;-abierto
V, disjuntos, que contienen a los cerrados dados. Por ejemplo, para la pareja
i), {b,c} es m-cerrado y {b,c} C {b,c} € o, mientras que {a} es m-cerrado y
{a} C {a} € 7. Por tanto, este espacio bitopologico es normal por pares, sin
embargo no es normal por pares fuertemente, pues para la pareja del inciso
i) los interiores de los unicos abiertos disjuntos int,, {a}, int, {b,c} son
vacios.

Notese que el espacio del Ejemplo 2.4 no es Hausdorff por pares. El siguien-
te ejemplo, muestra un espacio bitopoldgico Hausdorff por pares y normal por
pares, que no es normal por pares fuertemente.

Ejemplo 2.5. Sea X =R, 7y la topologia usual y
7 ={0}U{UU(z,40): 2 €R, U €€mn},

como ya se mostro en el Ejemplo 2.2, este espacio es Hausdorff por pares,
pero no Hausdorff por pares fuertemente. Probemos ahora que es normal por
pares, pero no normal por pares fuertemente. Para probar la normalidad por
pares, usaremos la equivalencia 3 del Teorema 1.1.

Pimer caso: Sea A un conjunto 7i-cerrado y U my-abierto con

ACU=U U (b, o00),

para algin U; € 71 y b € R. Notemos que (R, 7y) es normal y que 75 C 71, por
lo que U € 7. De lo anterior, existe V; 1j-abierto tal que

AcViCed,(Vy) CU.

Si AN (b,4+00) = 0, hacemos V = V; N (¢,00), con ¢ = b+ 1. En caso
contrario, sea ag = inf AN (b, +00). Puesto que A es 7-cerrado, U es To-
abierto, se tiene que ag € A y existe un € > 0, tal que B, (ag,€) C (b, +00).
Con lo anterior, si § = min {§, 1}, obtenemos que V = V; U (¢, +00) € 7,
con ¢ = ag — 0, cumple que:

AcCV e, (V)cCU.

Segundo caso: Sea A un conjunto 7o-cerrado y U 7y-abierto con A C U.

Se tiene
X-UcCcX-A,
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donde X — U es 1y-cerrado y X — A m-abierto. Esto tltimo nos regresa al
primer caso, por lo que existe V5 € 7 tal que

X-UcV,Cd, (V) C X —A.
Sacando complementos tenemos:

ACcX—cd, (Vo)) c X -V, CU,
haciendo V = X — cl,, (V) = int,, (V5) € 71, se tiene que

AcCcV Ce,(V)c X -V, CU.

Asi, el espacio bitopologico (X, 7y, 72) es normal por pares. Sin embargo,
el conjunto A = (—o0,0] es 7p-cerrado y es disjunto con B = [1,2], el cual
es 7i-cerrado. Claramente, para cualquier 0 < «a < 1, los conjuntos U, =
(—o0,a) €y V = (a,3)U (4, +00) € 15 se cumple que A C U, B C V, con
U,NV = (. Sin embargo, int,,(U,) = 0, por lo que la condicion A C int,,(U,)
no puede ser satisfecha, lo que hace que éste espacio no sea normal por pares
fuertemente.

El siguiente resultado que hemos obtenido es una generalizaciéon del Teo-
rema 1.2.

Teorema 2.3. Dado (X, 7,72), wun espacio bitopoldgico normal por pares
fuertemente, sean A,B C X tales que A es un conjunto 7;,-F,, B un
conjunto T;-Fy y

cr,(A)NB=0=AnNcl,(B).

Entonces existe un conjunto U Tj-abierto y un conjunto V  7;-abierto,
con A Cint, (U), B Cint (V) y tales que UNV = (0. Estos conjuntos
satisfacen también la relacion

Acint (U)CUCecl,(U) Ccly, (cl,(U)) C X - B (1)
Y
Bcint (V)CV Cd, (V) Cd, (clr,(V)) € X — A
Demostracion.

Sean A= JA, v B= UB,, con A, 7-cerrado y B, 7j-cerrado.
n=1 n=1
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Aplicando el inciso 3) del Teorema 2.2, 2 A; y X —cl. (B), existe un
conjunto U; 7; -abierto con
Ay C nt, (U), Cecl,, (U),
C cly, (cy, (U1) C X —cl; (B).
Dado que By N (cl,, (A)U ¢, (Uy)) € (Bnecl, (A) U (Bnedl, (Up)) = 0,
usando nuevamente el inciso 3) del Teorema 2.2 para los conjuntos B; y
X — (e, (A)udl,, (Uy)), existe un conjunto Vi, 7;-abierto tal que
By C int. (V1) Ccl, (V1)

C el (17))

C X —(d(A)uUc, (Uh)).
Ahora, como (A U cly, (Ur))N (clr, (B) Ucl,, (V1)) =

vamente el inciso 3) del Teorema 2.2 a:

Ay Ucl,, (Uy) C X — (cly, (B) Ucly, (V1))

() podemos aplicar nue-

para obtener un conjunto U, 7; -abierto para el cual
Ay U ClTZ. (Ul) C intn (UQ)
C cly, (Us) C el (cly, (Ua))
c X —(cd, (B)yud,, (Vh)).
Una vez mas aplicando el mismo resultado a By U cl, (V1) y a:
X — (cl;, (A)Udl,, (Uy)Udl,, (Us)),
puesto que (B, U cl,, (V1)) N (cly, (A)Ucly, (U)Udl, (Uz)) = 0, se obtiene
un conjunto V5 7; -abierto tal que:
ByUcl,, (Vi) C int,, (V)
C cly, (Vo) Ccly(clr, (Va))
C X —(cdy (A)Ucl, (U))Ud,, (Uy)).

Continuando de esta manera, se definen inductivamente los conjuntos U,, T; -
abiertos y los conjuntos V,, 7; -abiertos, satisfaciendo

A, Ucl,(Uy)U...Uudl,(Uy—1) C int, (Up)
C cly, (Un) Ccly,y (el (Un))
C X — (c,(B)Ucl,(Vi)U..Ucl,(Vo_1)),
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B,Ucl;ViU...Ucl V1 C intr, (Vi)
C clr, (Vi) Ccly(cly, (Vi)
C X —(c,(A)Uc,(U)U..Ucd,(U,)),

para todo nimero natural n, donde Uy = Vy = 0.

[e.e] o
Si hacemos U = (JU, y V = UV, se tiene que U es 7; -abierto,
n=0 n=0
mientras que V es 7; -abierto y claramente

AcCU, BcCV y UnV=A{.

Dado que V es 7;-abierto y UNV =0, se sigue que cl,, (U)NV =1, asi
que cl,, (U)NB = 0. Mas aun, como |J int,, (U,) C int,, ( U Un> , se sigue
n=0

n=0
que

AcCint,, (U) Cd, (U)CX—B.
Ahora, una vez mas podemos aplicar la equivalencia de normalidad por pares
fuertemente (3) a los conjuntos cl,, U y X — B para obtener un W 7; -abierto,

tal que

c, U C int,, (W) Cecl,, (W) C
C cly, (cl, (W)) C X - B,

y asf, por cl,(cl, U) C cly, (cl,W) C X — B, se llega a

A Cint,, (U) Cdly, (U) Cecly(cly, (U)) CX - B.
Anéalogamente, se puede obtener:

B Cint,, (V) Cecly, (V) Cely(cl, (V) C X — A,
lo que prueba el teorema. O
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3 Lema de Urysohn

El Lema de Urysohn nos da una caracterizacion de los espacios topoldgicos
normales, cabe senalar que Kelly mostr6 este hecho para la normalidad por
pares. Ahora obtuvimos la extension de este importante resultado para la
normalidad por pares fuertemente y con esto mostramos que efectivamente,
el axioma dado por Ajoy Mukharjee en [4] es méas fuerte que el dado por
Kelly.

Si (X, 7) es un espacio topolégico, la funciéon f: X — R es semicontinua
superiormente si para todo a € R, el conjunto

{reX: flz)<a}

es un abierto en X. Analogamente, f es semicontinua inferiormente si para
todo a € R, el conjunto
{reX: f(x)>a}

es un abierto en X.

Definicion 3.1. Sean (X, 7y, 72) v (Y, 01, 09) dos espacios bitopologicos. Una
funcion f: (X, 7, ) — (Y, 01, 09) es llamada continua por pares o bicontinua
si las dos funciones f: (X, 7;) = (Y,0;) i=1,2 son continuas.

En el caso de funciones bicontinuas de valores reales f : (X, 7, 72) — R,
se considera al espacio real como el espacio bitopologico (R, vy, v), donde
v; = vy representa a la topologia usual. De igual forma, en la expresion
f : (X,7, ) — [0,1] bicontinua, el conjunto [0,1] representa al espacio
([0,1],v1,v9) , donde vy = vy seré la topologia usual restringida al intervalo.

Para el caso de la normalidad por pares, Kelly obtuvo la siguiente ex-
tension del Lema de Urysohn para espacios bitopolégicos que se enuncia a
continuacion:

Teorema 3.1. (Urysohn, [7] ) Si (X, T, 72) es un espacio bitopoldgico normal
por pares, entonces para cualesquiera par de conjuntos F 1i-cerrado y G To-
cerrado con FNG = (), existe una funcion f : (X, 11, 72) — [0,1] que satisface:

a) f(x)=0, paratoda x € F y f(x)=1, para toda x € Gy
b) f es Ti-semicontinua inferiormente y To-semicontinua superiormente.

Para el caso de normalidad por pares fuertemente, se obtuvo:
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Teorema 3.2. (Extension del Lema de Urysohn) Sea (X, T, 72) un espacio
bitopoldgico normal por pares fuertemente. Si A, B C X son tales que A
es Ti-cerrado, B es Tj-abierto y AN B = 0, entonces existe una funcion
f: X —[0,1] bicontinua que satisface:

fla=0 y fis =1,
esto es, para cada x € A, f(x)=0,y f(z)=1, para z € B.

Demostracion.

Seguiremos el esquema de la clasica demostracion del Teorema de Urysohn.
Hagamos Dy = Ay Vi = X — B. De esta forma, Dy es 7;-cerrado, V; es
T;-abierto y Dy C V;. Por (2.2) existen D% T;-cerrado y V% 7;-abierto, tales
que:

Dy Cint,, (V) € Vy € Dy C by, (D) € WA

Aplicando la misma propiedad a los pares Dy C V% y D% C Vi, afirmamos la
existencia de dos pares de conjuntos Di’ D% T;~cerrados y Vi’ V% 7;-abiertos
tales que:

Dy C int. (v%) CVicDs
C cl,. (Di> C V% C D%
C int,, Vg) CV%

¢ Dy Cdy, (Dy) C Wi,

Continuando en esta forma obtenemos dos familias de conjuntos no decrecien-
tes {DQL :neN, k=0,1,...,2" ' +1}y {V% :neN, k=0,1,...,2" 1}
que satisfacen:

D% C i, (V&) C an
C Dy Cd, (Dz%)
C Vk+1 C Di1

on

para k = 1,...,2" 1. Por conveniencia hacemos D; = X y V; = (. De manera

general:
Dy Cintr, (Vp) CV, C D, (2)
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Ccly, (Dy) C V. C D

para cada ¢,p,r € D, (donde D es el conjunto de nimeros diadicos), con
g<p<r.
Con lo anterior, se puede definir la funcién f: X — [0, 1], por:

flx)=inf{p:2ze€V,}, z€X, (3)

la cual es la misma que propone Kelly y que como se menciona en [7| y en
[1], esta funcion f asi definida, también es igual a:

flz) =mf{p:2 € D,},

para cada z € X. En el mismo trabajo se prueba que f es 7;-semicontinua
inferiormente y 7;-semicontinua superiormente, ahora probaremos que ésta es
7;-semicontinua superiormente y 7;-semicontinua inferiormente. Afirmamos
que f(z), definida en (3), es también igual a:

inf{p: z €int,, (V,)} e (4)

nf{p: x € cly; (D,)}. (5)

En efecto, para ver que la expresion de (4) es igual a f(x), de:
inf{p:2z € D,} <inf{p:z cint, (V,)}
se puede deducir de {p: z € int,, (V,)} C{p:x € D,}, ysi
pr=Mf{p:2x € D,} <{inf{p:z € int, (V,)} = po,
entonces existen ¢, € (p1,p2) N D, con g < r, para los cuales (utilizando 2)
v € D, Cint, (V;) CV,. C D, Cecl (D),

lo que contradice la definiciéon de p,. De manera similar se puede verificar
que la expresion de (5) es igual a f(z). También es claro que para cualquier
reX,0< f(z) <1;que f(x)=0,siz €Ay f(x)=1,siz € B.

Para probar que [ es 7;-semicontinua superiormente, sea « un nimero
real, con 0 < o < 1. De la expresion (4), se tiene que:

f(x) < a siy solosi, existe p, p < a, z € int,, (V)
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siysolosi © € U int;, (V,),

p<a

probando asi que f~!([0,«)) = U int,, (V,) es un conjunto 7-abierto. La
p<c

7;-semicontinuidad inferior de f se deduce de la expresion (5) de f(x) y de
que

f(x) > a siysdlosi,existe p, p>a, v € (X —cl, (D))

siysolosi z € U (X —clr; (Dp)).

p>a
Probando asi que el conjunto f~*((a, 1]) es 7;-abierto. O

Ejemplo 3.1. Sea X = R, con topologias

T = {R>®7 {3}}7 y
7 ={R,0,R —{3}} U{(—00,a) — {3} : a € R}.

Veamos que este espacio bitopologico es normal por pares. El tinico 7y-cerrado
no trivial es A = R—{3} y por tanto, B = {3} es el tnico m-cerrado disjunto
a él no trivial. Claramente U =R — {3} € » y V = {3} € 7, satisfacen que
AcUyBcCcV,conUNV = 0.

Dado que int,,(V) = () y B no es vacio, este espacio no es normal por
pares fuertemente.

Por otro lado, cualquier funcion f : (X, 7, 7) — [0, 1] que satisfaga las
condiciones del Lema de Urysohn para los cerrados disjuntos A y B dados
anteriormente, esto es, que f(z) = 0 para cada x € Ay f(x) = 1, para
x € B, serd trivialmente 7j-semicontinua inferiormente y my-semicontinua
superiormente. Sin embargo, f no es 7;-semicontinua superiormente pues para
cada 0 < a < 1, el conjunto

{reX: f(r)<a}=R-{3},

no es 7y-abierto; por lo tanto, f no es bicontinua.
Esto muestra que la normalidad por pares fuerte, es indispensable para la
bicontinuidad.
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4 Teorema de Katétov

En 1952 Katétov en [5] y [6], establece el siguiente resultado: en un espacio
topologico (X, 7) normal, para cada par de funciones f,g: X — R, con f
semicontinua superiormente, g semicontinua inferiormente y f < g, (esto es,
f(z) < g(x), para cada x € X), existe una funcion continua h : X — R
tal que f < h <g.

Unos anos después, en 1967, Lane en [9] extiende este resultado para
espacios bitopologicos de la siguiente manera:

Teorema 4.1. (Ezxtension Teorema Katétov, Lane [9]) Un espacio bitopoldgi-
co (X, 11, 72) es normal por pares si y sélo si para cualesquiera par de funcio-
nes f,g: X = R con f 7-semicontinua superiormente, g T;-semicontinua
inferiormente y f < g, existe una funcion h : X — R que cumple:

a) f<h<g, y
b) h es T-semicontinua superiormente y T;-semicontinua inferiormente.

Recientemente, hemos mostrado una extension de este resultado para la
normalidad por pares fuertemente, que a continuacién enunciamos. Para la
demostracion de este teorema utilizaremos el Teorema 2.3.

Teorema 4.2. (Eztension del teorema de Katétov) Un espacio bitopoldgi-
co (X,11,72) es normal por pares fuertemente si y solo si para cada par
de funciones f,g : X — R, con f 7;-semicontinua superiormente, g T;-
semicontinua inferiormente y f < g, existe una funcion bicontinua h : X —»
R tal que f < h <g.

Demostracion.

Supongase primero el caso particular f, g : X — [0,1] . Pongamos Dy = ()
y para cada r € QN [0,1], sean D, = g~ ([0,7)) y O, = f~1((r,1]). Se tiene
que, para cada 0 < s < r, g~ ([0, s]) es 7j-cerrado ya que la funcion g es 7;-

semicontinua inferiormente. Como se puede ver D, = |J ¢ '([0,s]), por
0<s<r
tal motivo D, es un conjunto 7;-F,. Ahora, puesto que f es 7;-semicontinua

superiormente, se tiene que el conjunto f~'([s,1]) es 7;-cerrado y asi O, =
U f7'([s,1]) es un 7;-F,. Ademas, es facil verificar que:
r<s<1l

d., (D,)NO, =0 =D,Ncly, (O,). (6)
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Por la forma en que se han definido los conjuntos D, y O, y las igualdades
dadas en (6) obtenemos que Dy y Oy satisfacen las hipdtesis del Teorema 2.3,
de aqui que existe un conjunto U; 7j-abierto tal que:

D, C intn (Ul) cU C ClTi (Ul)
C cly, (cly, (U1)) C X = Ox.

De igual manera, existe un conjunto U: 7;-abierto tal que:
2

D: C int, (U%> cUscd, (U%>

c ey, (ct (V1))

- [X—O%]ﬁUl.

1
2

Similarmente existen dos conjuntos U Ly U 3 7;-abiertos tales que:

D: Udl,, <U%) C int, (U) cU

1

C d,, (U%> C cl, (Cl” <U§)>

C [X—=0s3|nU;.

alw

Continuando recursivamente, obtenemos conjuntos U, Tj-abiertos, que
satisfacen la relacion general

om—1 2m

D% Ucl, <Ui> C nt,, <U2i71)

C Uss C el (Una)

C dy (cln (U%)>

C [X—O%]ﬂUi ,

om—1
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para i = 1,2,...,2" 1 m € N, donde Uy = (. De lo anterior, si ponemos

r= 2;;1, se puede ver que se cumple:

D, C int.U, C U,
C c, (Uy) Ccly(cly, (Uy))
c X-0,

para todor € D= (0,1)N{L :neN, k=0,1,...2" '} y
U, C cl(cl, (Uy)) Cint,, (Uy) C Uy

para cada r,7” € D, con r <7’
Asi, podemos definir la funcién

h(z)=tf{re D:xz €U}, v € X.

De igual manera que en la demostracion del Lema de Urysohn, respecto a la
definicion de la funcién f, se pueden deducir otras expresiones para h, como:

h(z) = Wf{re D:zecint, (U,)}
= inf{reD:xzed, (U)}
= mf{re D:zec,(c,U,)}, z€X.

La bicontinuidad de h se deduce de manera similar a la de f en el Teorema
3.2.

Resta probar que f < h < g. Para hacerlo, sean x € X y r € D tales
que 7 < f(z), entonces para cada "€ D con 0 < 1" < r, se tiene z ¢ X — O,
y por tanto z ¢ U,, implicando que h(x) > r; pero si h(x) > r, para cada
r € D, conr < f(x),se tiene que f(x) < h(x). Por otro lado, si r € D es tal
que g(x) <r, entonces x € D, C U, y por tanto h(x) < r, para todo r € D,
implicando asi que h(x) < g(z).

Para deducir el caso general f : X — R se usara el caso particular ya
probado, al utilizar el homomorfismo estrictamente creciente ¢ : R — (0, 1)
dado por:

o(z) = le+a+1 "
2(lx[+1)

Consecuentemente se puede aplicar el resultado probado para las funciones
f=¢ofyg=pog,encontrando una funciéon h : X — (0.1) bicontinua tal

e R.
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que f < h <73. De tal forma que la funcion buscadaes h = ¢ 'oh: X — R
igualmente bicontinua.

Reciprocamente, supongase que A y B son dos subconjuntos disjuntos
1;-cerrado y Tj-cerrado, respectivamente. Las funciones caracteristicas x4
¥y Xx-p son funciones 7;-semicontinua superiormente, 7;-semicontinua infe-
riormente y satisfacen xya < xx_p. Por hipotesis existe una funcién bi-
continua h : X — [0,1] tal que y4 < h < xx_p, por la bicontinuidad
de h, U = h7'((,1]) es un conjunto 7-abierto y 7;-abierto, mientras que
D = h7Y([4,1]) es un conjunto T-cerrado y 7;-cerrado. Ast:

Acint, (U)cUCDCecl,, (D)CX—B.

Con lo que queda probado el resultado.
]

Ejemplo 4.1. Consideremos el espacio X = R, con topologias del Ejemplo
3.1.

Como ya se probo, este espacio bitopolégico es normal por pares pero no
normal por pares fuertemente. Ahora, las funciones:

0 si x#3
f(x) =
1 st =3
y
1/2 st x#3
g(z) =
1 st r=3

satisfacen las hipotesis del Teorema 4.2, esto es, f es Tp-semicontinua supe-
riormente, g T-semicontinua inferiormente y f < g.
Cualquier funcion
h:(X,7,7) =R

que satisfaga la condicion f < h < g, deberd cumplir también que h(3) = 1
y0<h(z) < %, pero esta funcion no serd bicontinua; mostrando asi que la
normalidad por pares fuerte es indispensable para concluir la bicontinuidad

en nuestra extension del Teorema de Katétov.
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Capitulo 7

Progresiones aritméticas como base para
algunos espacios topologicos

Felipe de Jestis Aguilar Romero, David Herrera
Carrasco, Fernando Macias Romero, Fernando Mauricio
Rivera Vega
FCFM, BUAP

Resumen

En el presente trabajo se revisan propiedades topolégicas como la co-
nexidad, regularidad y compacidad de los espacios topolégicos definidos
por Furstenberg, Golomb y Kirch, los cuales tienen como base conjuntos
de progresiones aritméticas. El primero definido sobre el conjunto de los
nimeros enteros, Z, y los dos tltimos sobre el conjunto enteros positi-
vos, N. Ademds, se incluyen algunas aplicaciones de los espacios antes
mencionados a la Teoria de los Nuimeros.

1 Preliminares

Las letras Z, N y Ny denotan el conjunto de los enteros, el conjunto de los
enteros positivos y los enteros no negativos, respectivamente. El simbolo O(a)
denota el conjunto de todos los factores primos de a € N, es decir, si a =
PPy .pitt es la descomposicién de a en producto de potencias de primos,
donde m; € N para cada ¢ € {1,...,n}, entonces ©(a) = {p1, pa, ..., P }. Para
a,b € Z, se usan los simbolos (a,b) y |a,b] para denotar el maximo comin
divisor y el minimo comin multiplo de a y b, respectivamente. Ademaés, para
a,b € Ny c e Z, haciendo un abuso de notacién diremos que

{an + b} = {an +b:n € Ny},

{an} = {an : n € N},

http://www.fefm.buap.mx/cima/publicaciones/ 135



Felipe de Jesus Aguilar Romero, David Herrera Carrasco, Fernando
136 Macfas Romero, Fernando Mauricio Rivera Vega

{az+c} ={az+c:z€Z}.

2 La topologia de Furstenberg

En 1955 H. Furstenberg define la base B de una topologia 77 en el conjunto
de los niimeros enteros Z, véase |7, pagina 900]. Dicha base esta conformada
por la coleccion de todas las progresiones aritméticas {az + c}. Sin dificultad
se logra ver que un subconjunto U C Z es un conjunto abierto si y solo si es
el vacio o cada = € U admite algiun entero positivo a tal que {az +x} C U.
Veamos que, en efecto, B es base para una topologia en Z.

Es claro que, | JB C Z. Para la otra contencion basta notar que Z = {z},
es decir, basta elegir a =1y ¢ = 0. Asi, Z = B.

Sean {a1z + c1}, {azz + ca} € B tales que {a1z + b1} N {azz + ba} # 0.
Tomemos = € {a;z+b; }N{azz+by} y consideremos el abierto basico {az+z}
con a = [ay, as), ademés, supongamos que a = ajny y a = asng para algunos
ni,ny € Z. Es claro que z € {az + =}, ademas, afirmamos que {az + 2} C
{a1z + b1} N {azz + by}. En efecto, sea 2/ € {az + '}, entonces existe z € Z
tal que 2’ = az 4 x. Como = € {a1z+ b1} N{azz+ by} existen z, 2y € Z tales
que £ = a1z1 + by y © = aszs + by. Entonces

¥ =az+4+a1z1 + b
=ainz+ a1z + bl

= al(nlz + 21) + bl

y también,

r = az+ aszy + by

= A9N2Z + Qg2o + b2

= ag(naz + 22) + by
Asiy x € {az+ 2} C{arz+ b1} N {azz + b}
Por lo tanto, B es base de una topologia para Z.

Observaciéon 2.1. Notar que la base B tiene tantos elementos como nimeros
naturales, es decir, el espacio (Z, 7r) es segundo numerable.

Matemadticas y sus aplicaciones 11, Capitulo 7, paginas 135-148



Progresiones aritméticas como base para algunos espacios topolégicos 137

Observaciéon 2.2. Ningin abierto en 7p, a excepcion del vacio, puede ser
un conjunto finito, ya que si A # @ es un conjunto abierto entonces existe
{az+0b} € B,cona € Ny b€ Ztal que {az+b} C A, donde {az+ b} es una
progresion aritmética infinita. De ello también se tiene que el complemento
de un conjunto finito no puede ser cerrado.

Observacion 2.3. Los subconjuntos {az + b} son abiertos (por definicion)
y cerrados, ya que podemos escribir {az + b} como el complemento de una
unién de subconjuntos abiertos

a—1

{az—O—b}zZ\U{az—i—(b—l—j)}

J=1

Es decir, el espacio (Z, Tr) es un espacio cero dimensional y por lo tanto,
totalmente disconexo.

Furstenberg también comenta en |3] que el espacio (Z,7r) es normal, y
por lo tanto metrizable. Para nuestros propositos nos restringiremos a ver que
dicho espacio es regular.

Teorema 2.4. Fl espacio (Z,Tr) es reqular.

Demostracion. Primero veamos que el espacio (Z, 7r) es un espacio T}; para
ello tomemos z,y € Z tales que x # y. Supongamos sin pérdida de generalidad
que x < y y consideremos {(y —x+ 1)z+a},{(y—x+1)z+y} € B. Es claro
queze{ly—z+)z+atyye{ly—z+1)z+y}.

Siz e {(y—x+1)z+y} entonces x = (y —x+ 1)z; +y para algin 2; € Z,
vasi, t—y = (y—x+1)z;. Como x < y, se tiene quey—x+1 > 1lyx—y < 0,
por lo cual z; < 0. Si z; = —1, se tendria que x —y = x — y — 1, lo cual es
un contradiccion, por lo tanto, z; < —1. Entonces z —y = (y —x + 1)z <
—(y —x + 1), es decir, z —y < x —y — 1, lo cual tampoco es posible y lo
obtenemos a partir de suponer que z € {(y — x + 1)z + y}, por lo tanto,
v ¢ {(ly—z+1)z+y}

Siy e {(y—x+1)z+x)}, entonces y = (y—x+1)2o+2x para algin 2z, € Z,

yvasi,y—x = (y—x+1)z. Como x < y, se tiene que y—x+1 > 1lyy—z > 0,
por lo cual z5 > 0. Si z5 = 1, se tendria que y —x =y — x + 1, lo cual es un
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contradiccion, por lo tanto, zo > 1. Entonces y—z = (y—z+1)2z0 > (y—z+1),
es decir, y—x > y—x+1, lo cual nuevamente tampoco es posible y se obtiene
de suponer que, y € {(y —z+ 1)z +x)}, porende y ¢ {(y —x + 1)z + z)}.
Por lo tanto, (Z, 1r) es T.

Ahora veamos que, (Z, 7r) cumple el inciso (2) de la Proposicion 5.26 de
[2]. Sean x € Z y U C Z un abierto tal que x € U. Entonces existe a € N tal
que z € {az+x} C U, pero {az + x} € B es un conjunto abierto y cerrado,
entonces x € {az + 2} = {az+ 2z} C U.

Por lo tanto, (Z, 7r) es regular. ]

Corolario 2.5. El espacio topoldgico (Z,Tr) es metrizable

Demostracion. Como el espacio (Z, 7r) es regular y segundo numerable, en-
tonces por el Teorema de Metrizacion de Uryshon, el espacio es metriza-
ble. [

Con lo desarrollado hasta ahora daremos una prueba topologica de la
infinitud de los niimeros primos que se le atribuye a Furstenberg.

Teorema 2.6. El conjunto de los nimeros primos es infinito.

Demostracion. Notar que los tinicos niimeros que no son miltiplos de nimeros
primos son —1 y 1. Es decir,

Z\A{-1.1} = [ J{p=}

peP

donde P es el conjunto de los niimeros primos.

Por la Observacion 2.2, se tiene que U{pz} no puede ser cerrado ya

peP
que su complemento es un conjunto finito. Por otro lado, por la Observacion

2.3, se tiene que los subconjuntos {pz} son cerrados. Asi, si hubiera una
cantidad finita de niimeros primos, se tendria una unién finita de subconjuntos
cerrados, la cual seria cerrada. Luego, U{pz} es cerrado, lo cual es una

peP
contradicciéon por la Observacion 2.2. O]

Veamos algunos resultados mas del espacio topologico (Z, Tr).
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Teorema 2.7. Toda progresion aritmética en Z es disun conjunto conezxo.

Demostracion. Sea {az+0b} C Z. Notar que la progresion aritmética {(2a)z+
b} C {az+b}, y ademas {(2a)z+b} es un conjunto abierto y cerrado no vacio.
Por lo tanto, la progresion {a + b} es disun conjunto conexo. O

Corolario 2.8. El espacio topolégico (Z,Tr) no es conexo.

Demostracion. Notar que, Z = {z}, es decir, elegir a = 1y b = 0. Por el
Teorema 2.7, la progresion aritmética {z} es disun conjunto conexo. Por lo
tanto, el espacio topologico (Z, 7r) también lo es. O

Teorema 2.9. El espacio topoldgico (Z,Tr) no es localmente conezxo.

Demostracion. Tomemos x € Z y V,, una vecindad abierta x. Si (Z, 1) fuera
localmente conexo entonces existiria U, C V, abierto y conexo tal que z € U,.
Entonces existe un entero positivo a tal que {az+2} C U,. Como {az+z} es
abierto y cerrado entonces U, no es conexo, lo cual es una contradiccion. [

3 La topologia de Golomb

En 1959 S. Golomb [4] present6 una prueba similar a la de la infinitud de los
numeros primos dada por Furstenberg, usando una topologia 74 en N, cuya
base es

B = {{an+ b} : (a,b) = 1}

que fue descrita en 1953 por M. Brown [1]. Réapidamente se tiene que todo
conjunto abierto no vacio en (N, 7) es infinito porque contiene una progresion
aritmética. Sin embargo, todas las progresiones aritméticas {pn}, donde p es
un nimero primo, son cerrados pero no abiertos porque su complemento

L_J{pn +i}

es union de conjuntos abiertos.
Veamos la version de la prueba de la infinitud de ntmeros primos dada
por Golomb.
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Teorema 3.1. El conjunto de los nimeros primos es infinito.

Demostracion. Sea X = U{pn} donde P es el conjunto de los nimeros pri-

peP
mos. Si X es una unién finita de conjuntos cerrados, entonces X es cerrado.

Pero el complemento de X es el singular {1}, el cual no es vacio ni infinito y
por lo tanto, no puede ser abierto. Como el complemento de X no es abierto,
X no puede ser cerrado, por lo cual la unién no es finita, y asi, los nimeros
primos son infinitos.

]

El espacio de Golomb tiene diversas propiedades topoldgicas que son de
ayuda para aplicaciones en Teoria de Nimeros. A continuacién presentamos
algunas de ellas.

Teorema 3.2. El espacio topoldgico (N, 7¢) es Hausdorff.

Demostracion. Sean s,t € N distintos. Supongamos sin pérdida de genera-
lidad que s > ¢t y tomemos un nimero primo p > s. Entonces {pn + s} y
{pn + t} son conjuntos abiertos y ajenos que separan a s y t. En efecto, si
existiera x € {pn+ s} N{pn+t} entonces x = pn; + s = pny +t para algunos
ny,ny € Ny. Claramente ny # ng, de lo contrario, s = t, lo cual no es posible.
Si ny > ng, entonces pny + s > png + t, porque s > t, lo cual es una contra-
diccion. Si ny < ng, entonces s = p(ng — ny) + t. Luego, como ng —ny > 1y
t € N entonces s > p, lo cual es nuevamente una contradiccion.

O

La siguiente observacion sera de gran utilidad de aqui en adelante por las
caracteristicas que tienen los abiertos basicos de (N, 7).

Observacion 3.3. Si a,b € N son coprimos entonces existen s € N y ¢ un
entero negativo tales que 1 = as + bt.

Teorema 3.4. FEl espacio topoldgico (N, 1g) es conezo.

Demostracion. Supongamos que existen dos conjuntos abiertos, no vacios y
ajenos Op y Oq tales que N = O1 U Oy. Sean {ayn+ b1}y {asn + by} abiertos
béasicos de los conjuntos O y O,, respectivamente. Sea o un multiplo de a; de
la forma ain; con n; € N. Si a esta en Oy se tendria que a = ajny = Ang+ B
para algtin ng € Ny, y donde {An + B} C Oa.
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Como (A, B) = 1, existen s,t € Z tales que 1 = As + Bt = As + (o —
Ang)t = A(s — not) + at, y por lo tanto (a, A) = 1. De lo anterior, como
a = ayny entonces 1 = A(s — not) + a1(nit), es decir, (A,a;) = 1. Entonces
{ain + b1} N {An + B} # @, de lo contrario, como (A,B) = 1 y por la
Observacion 3.3, existen s; € N y ¢; un entero negativo tales que As; + Bt; =
1, entonces Asiby = by — Btiby. Notar que, © = ajni(—t1by + 1) + by €
{ain + b1}, porque ni(—t1b; + 1) > 0. Pero,

r=—atiby + o+ b
= —Anqt1b; — Bt1by + Any + B + by
= —Anit1by + Any + by — Bt1by + B
= A(—mit1by +nq1) + (by — Bt1by) + B
= A(—nit1by +n1) + As1by + B
= A(—nit1by + nqy + s1b1) + B

donde —nt1b; + ny + s1by > 0. Entonces x € {An + B}, contradiciendo que
01 y O, son ajenos. Por lo tanto, todo multiplo de a; de la forma a;n con
n € N debe pertenecer a O;. De manera anéloga, los miltiplos de la misma
forma de as deben pertenecer a O,. Pero entonces los miltiplos comunes de
a1 y ap que tienen la misma forma deben pertenecer tanto a O; como a O,
lo cual contradice nuevamente que ambos conjuntos son ajenos. Por lo tanto,
(N, 7¢) es conexo.

O

Teorema 3.5. El espacio topoldgico (N, 7¢) no es reqular.

Demostracion. El conjunto {2n} es cerrado ya que N\ {2n} = {2n + 1}
vy 1 ¢ {2n}. Supongamos que existen cubiertas abiertas para {2n} y 1 que
los separan. Cualquier cubierta abierta del 1 que no intersecte a {2n} debe
contener una progresion {en + 1}, donde e es un nimero par, es decir, e €
{2n}.

Sea {an+b} un elemento de la cubierta abierta de {2n} que contenga a e,
entonces e = ang+ b para algin ng € Ny. Como (a, b) = 1, por la Observacion
3.3, existen s,t € N tales que 1 = at +b(—s). Si x = e(s+ 1)+ 1, es claro que
x € {en + 1}, ademas,
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r=es+e+1
=angs + bs +ang+ b+ 1
=angs+ang+1+bs+b
= angs + ang + at + b
= a(ngs +no+1t)+b

luego, € {an + b}. Entonces {en + 1} N {an + b} # . Asi, el conjunto
cerrado {2n} y el punto 1 no pueden tener vecindades abiertas ajenas. O

Corolario 3.6. FEl espacio topoldgico (N, 1) no es localmente compacto.

Demostracion. Como (N, 7¢) es Hausdorff, si ademas fuese localmente com-
pacto entonces serfa regular. [

Teorema 3.7. El espacio topoldgico (N, 1) no es compacto.

Demostracion. Notar primero que, si p es un nimero primo entonces {pn +
(p—1)}={pm—1} e B donde n € Ngy m =n+ 1 € N. La union

G =Jlpm -1}

peP

donde P es el conjunto de los niimeros primos, es una cubierta abierta infinita
para los enteros positivos. En efecto, si suponemos que existe x € N\ G
entonces (Vp € P)(Vm € N)(z # pm — 1), por lo cual x + 1 # pm. Luego
x + 1 no puede ser primo ni compuesto. Entonces x + 1 = 1, es decir, z = 0,
lo cual es una contradiccion. Asi, G es cubierta abierta infinita de los enteros
positivos.

Notar que, si quitamos a {gm — 1} con ¢ € P de la cubierta GG, entonces
g—1¢ G\ {gm — 1}, de lo contrario existe p’ € P tal que ¢ — 1 € {p'm — 1},
es decir, existe ng € N tal que ¢ — 1 = p'ng — 1. Como ¢,p’ € P entonces
ng = 1y p' = ¢q lo cual es una contradiccion. Asi, G no admite subcubiertas
finitas. O]

El siguiente teorema da una caracterizacion completa de la conexidad de
las progresiones aritmA(©ticas en la topologia de Golomb 74 sobre N.
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Teorema 3.8. (Teorema 3.3, [10]) Sean a,b € N. La progresion aritmética
{an + b} es conexa en (N, 7¢) si y solo si ©(a) C O(b). En particular,

1. La progresion {an} es un conjunto conezxo.

2. Sila progresion {an + b} es un elemento de la base B', entonces esta es
conexa solo para a = 1.

Uno puede estudiar algunas caracteristicas topologicas de los niimeros
primos como la siguiente.

Teorema 3.9. En el espacio topoldgico (N,7g), el interior del conjunto de
los numeros primos es vacio.

Demostracion. Sihubiera un conjunto abierto que consistiera exclusivamente
de nameros primos, existirfa una progresion {an + b} con 1 < b < a cuyos
elementos son todos primos. Pero tomando ng = a + b+ 1 se tiene que

ang+b = (a+b)(a+1)

el cual es compuesto. O

4 La topologia de Kirch

En 1969 A. M. Kirch [5] probo6 que el espacio topologico (N, 7¢) no es local-
mente conexo. Ademas, definié una topologia 75 en N con la base,

B" = {{an +b} : (a,b) =1, b<a, a— square — free}

la cual construye a partir de abiertos subbasicos de la topologia 74, que son
todas las progresiones {pn + ¢} donde p es un nimero primo mayor que c.
Cuando Kirch comparé las topologias 7¢ y 7 observo rédpidamente que

TT®k C Tg
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Por lo tanto, la topologia de Kirch, 75 es més fina que la topologia de Go-
lomb, 7¢. De lo anterior, inmediatamente se tiene que cada conjunto abierto
no vacio en (N, 7x) es infinito por como esta dada la base B” de 7x.

Veamos la demostracion de Kirch sobre la disconexidad local del espacio

(N,Tg).

Teorema 4.1. El espacio topoldgico (N, 7¢) no es localmente conexo.

Demostracion. Supongamos que el espacio (N, 7¢) es localmente conexo. To-
memos la vecindad abierta {2n+1} del punto 1. Como el espacio es localmente
conexo, existe un conjunto abierto y conexo C' tal que 1 € C' C {2n+1}. Sean
x,y € C distintos (C es infinito porque es abierto) y supongamos sin pérdida
de generalidad que x < y. Luego, existen nqy,ne € Ny con 0 < ny < ny tales
que r =2n; + 1y y = 2ns + 1. Entonces

ni 2m2—1
A= J{2#n+ (420} vy B= |J {2%n+(1+20)}
=0 i=n1+1

son conjuntos abiertos y no vacios. Supongamos que A N B # &, entonces
existe z € AN B, se sigue que z = 2" ny + (1 + 2i) = 22 ny + (1 + 2j),
donde ny,mo € Ny 0 < i < nyyn+1< 5 < 2" — 1, de lo anterior se
tiene que m; > mg, porque i < j. También se cumple que j — i < 2m271,
por lo cual, 2(j — i) < 2". De las representaciones de z obtenemos que
22 (p) — ny) = 2(5 — 1). Esto implica que 2™ < 2(j — i) < 2™, lo cual es
una contradicciéon. Por lo tanto, AN B = @.

Es claro que AUB C {2n+1}; probemos que la contencion inversa también
se cumple. Sea z € {2n+ 1}, entonces z = 2ng+ 1 para algtn ng € Ny. Notar
que AUB = {2""'m+(1424)} donde i € {0, ...,2"2—1}. Sing € {0, ...,2"2—1}
basta elegir i = ng y se verifica facilmente que z € {2"!n + (1 + 2i)}. Si
por el contrario ng > 2" — 1, es decir, ng = 2" — 1 + 5 con 7 € N entonces
z € {2 p+ (1+24)} donde i es el residuo de dividir j — 1 entre 2"2 — 1. M4s
ain, si z = 2ng+1 = 2(2" — 1+ j) + 1, entonces z = 22 g+ (14 2i), donde
q es el coeficiente que multiplica a 227! que resulta de aplicar el algoritmo de
la division entre j — 1y 2"271. Por lo tanto, {2n+ 1} = AU B. Como z € A
ey € B, ANC y BN separan a (', lo cual es una contradiccion. ]

Veamos algunas propiedades del espacio topologico (N, 7).
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Teorema 4.2. Fl espacio topoldgico (N, 1x) es Hausdorff.

Demostracion. Sean a,b € N distintos. Supongamos sin pérdida de generali-
dad que b > a. Tomar un nimero primo p > b. Notar que {pn+a}, {pn+b} €
B" por la eleccion de p, y ademas son conjuntos abiertos y ajenos que separan
a ay b (la demostracion es exactamente igual a la del Teorema 3.2). O

Teorema 4.3. FEl espacio topoldgico (N, 1x) es conezo.

Demostracion. Como 1x C 7, todo abierto de (N, 7x) es abierto en (N, 7).
Por lo tanto, como (N, 7) es conexo, también lo es (N, 7x). O

Kirch también prob6 que a diferencia de la topologia 7o con la que dota
Golomb al conjunto de los enteros positivos, el espacio (N, 7x) si es localmente
conexo. Antes de dar la prueba de ello, veamos un teorema y un corolario que
utilizaremos en dicha prueba.

Teorema 4.4. (Teorema 4, [5]) Sea A; = {pn + a;} con i € {1,2,....k}
k

abiertos subbdsicos distintos, y sea A = ﬂ A;. Si A es no vacio, entonces los
i=1

enteros positivos p; son todos distintos y A = {Pn+a}, donde a es el menor
k

elemento comin de todos los A; y P = Hp,».
i=1
Como la coleccién de todas las intersecciones finitas de abiertos subbasicos
forman una base, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.5. (Corolario 5, [5]) Si A # @& es un abierto bdsico en la topo-
logia Tk, entonces A tiene la forma {an + b}, donde a es libre de cuadrados.

Observacion 4.6. Si {cn+d}, {an+b} € B” son tales que {ecn+d} C {an+b}
entonces alc.

Teorema 4.7. El espacio topoldgico (N, 1) es localmente conezo.

Demostracion. Mostremos que (N, 7x) tiene una base que es un conjunto
conexo. Sea A = S(P,a)y un abierto basico y supongamos que A no es conexo.
Entonces deben existir abiertos U y V tales que ANU y ANV son no vacios,
ajenosy ACUUV. Sean a; € ANU y as € ANV. Por la Observacion 4.6,
deben existir abiertos basicos de la forma A; = {PQn+b,} y A = {PRn+by}
(porque Ay, Ay C A) tales quea; € Ay C ANU yay € Ay C ANV con PQ y
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PR libres de cuadrados. Como P, PQ) y PR son libres de cuadrados, entonces
@ v R también son libres de cuadrados. Notar que ) y R no pueden tener
factores primos en comin con P, de lo contrario PQ) y PR no seran libres
de cuadrados. Por lo tanto, la factorizacion de potencias de primos de QR
carece de los factores primos de Py viceversa, por lo cual (P,QR) = 1. Como
P y QR son primos relativos existen enteros positivos mq, mo € N tales que
1 = QRmy — Pms, entonces a = QR(mia) — P(moa) = QRr — Ps, donde r =
miay moa = 8. Sea a’ = a+ Ps = QRr. Como U y V forman una separacion
de A, asumamos sin pérdida de generalidad que ¢’ € AN U. Entonces para
algin abierto basico { PSn+ '} se tiene que o’ € {PSn+b'} C ANU, donde
PS es libre de cuadrados. Como o' € {PSn + b'}, existe n’ € N tal que o’ =
PSn' +b = QRr. Si existe un nimero primo p tal que p|S y p|QR, entonces
existen nq,ny € N tales que pn; = PSn’ y pny = QRr, asi a’ = pni+b = pna,
de donde ademas tenemos que n; < no. Entonces b’ = p(ny—ny), es decir, p|V/,
entonces (PS,b') > p, lo cual no es posible porque (PS,b") = 1. Por lo tanto,
(S,QR) = 1, de ahi se obtiene que (PS, PQR) = P, y ademés como P|ay —d’
porque ag—a’ = (Pq+a)+(—a+ Ps) = P(q+s), existen enteros positivos u y
v tales que PSu—PQRv = ay—a’. Luego, como a’+PSu = PSn'+b'+PSu =
PS(n'+u)+V y ay+ PQRv = (PRt + by) + PQRv = PR(t' + Qu) + bs,
se tiene que y (ANU)N(ANV) # 0 porque PS(n’ +u) +0 € ANU y
PR(t'+ Qu) + by € ANV, contradiciendo la suposicion original. Por lo tanto
A es conexo y (N, 1) es localmente conexo. O

Teorema 4.8. Fl espacio topoldgico (N, Tx) no es regular.

Demostracion. Es analoga a la del Teorema 3.5. [

Sabemos que todo espacio localmente compacto Hausdorff es regular, co-
mo el espacio (N, 7x) no es regular, pero si es Hausdoff, es inmediato que no
es localmente compacto. Por otro lado, todo espacio compacto es localmente
compacto, por ello (N, 75 ) tampoco es compacto. Y en este caso los conceptos
de ser compacto y numerablemte compacto coinciden, por lo que tampoco es
numerablemente compacto.

Tal como en el espacio (N, 7¢), el siguiente teorema da una caracterizacion
completa de la conexidad de las progresiones aritméticas en la topologia de
Kirch, 74 sobre N.

Matemadticas y sus aplicaciones 11, Capitulo 7, paginas 135-148



Progresiones aritméticas como base para algunos espacios topolégicos 147

Teorema 4.9. (Teorema 3.5, [10]) Toda progresion aritmética en (N, 7x) es
un conjunto conexo.

5 Una aplicaciéon en Teoria de Ntuimeros

Es facil convercerse de que todo entero positivo impar tiene la forma 4n + 1
0 4n + 3 con n € N, y sin mucho esfuerzo se pueden encontrar ntimeros
primos con tales formas. Si uno tiene a la mano una lista de los primeros
10,000,000 de nimeros primos podria pensar rapidamente que, de hecho, hay
una infinidad de primos de la forma 4n + 1 o 4n + 3. Pero, ;Qué hay de los
ntmeros de la forma 7n + 2 o 13n + 77, ; También habra muchos primos asi?
El matemaético aleman G. Lejeune Dirichlet resolvié estd cuestion en 1837,
cuando us6 métodos de Analisis Complejo para probar el siguiente resultado.

Teorema 5.1. (Dirichlet)[6] Sean a,b € N tales que (a,b) = 1. Entonces la
progresion aritmética {an + b : n € N} contiene una infinidad de primos.

No se conoce una prueba simple del teorema de Dirichlet sobre ntme-
ros primos en progresiones aritméticas. En 9] Spira propone como ejercicio
demostrar la siguiente equivalencia: si (a,b) = 1, entonces la progresion arit-
mética {an + b} tiene infinitos nameros primos, si y sblo si la progresion
aritmética {an + b} tiene al menos un nimero primo.

Tomando como cierta la equivalencia antes dada, a continuacién presen-
tamos otra equivalencia atribuida a Golomb del teorema de Dirichlet desde
una perspectiva topologica.

Teorema 5.2. FEl teorema de Dirichlet sobre primos en progresiones arit-
meéticas es equivalente a la afirmacion de que los numeros primos son un
subconjunto denso del espacio topoldgico (N, 1¢).

Demostracion. Supongamos que se cumple el teorema de Dirichlet. Sean U
un conjunto abierto no vacio en (N,75) y {an + b} C U un abierto basico.
Entonces U contiene niimeros primos, es decir, el conjunto de ntimeros primos
es un subconjunto denso en (N, 7).

Reciprocamente, asumamos que el conjunto de los niimeros primos es den-
so en (N, 7). Entonces de manera particular, todas las progresiones aritmé-
ticas {an + b} con (a,b) = 1, deben tener al menos un nimero primo. Por la
equivalencia que propone |4, Problem E 1218, pag. 342.] como ejercicio, las
progresiones {an + b} tienen infinitos nimeros primos. [
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Capitulo 8

Haces equivariantes y G-fibraciones

Alexander Bykov, Mauricio Esteban Chacén Tirado,
Patricia Dominguez Soto
FCFM, BUAP

Resumen

Una G-fibracidn representa una version equivariante de una fibracion de
Hurewicz, es decir, es una G-funcién que tiene la propiedad de levanta-
miento de G-homotopias. Se sabe que, en la teoria clisica de fibraciones,
haces principales (en inglés: principal bundles) son fibraciones de Hure-
wicz bajo condiciones bastante generales. En el presente capitulo utiliza-
mos el concepto de haz principal equivariante introducido el trabajo de
R.K.Lashof y J.P.May [10] y presentamos las condiciones bajo las cuales
tales haces puedan considerarse como G-fibraciones.

1 Preliminares

En todo el capitulo la letra G denotard un grupo compacto de Hausdorff.
Los fundamentos de la teoria de G-espacios (también conocida como la teoria
de los grupos topologicos de transformaciones) se puede encontrar en |[3],
[4] v [11]. Sin embargo, para la conveniencia del lector, recordamos algunas
definiciones y hechos conocidos.

Un G-espacio es un espacio topologico X junto con una accion (izquierda)
continua fija - : G x X — X, (¢,2) — g -z, de G en X. En la practica se
escribe gz en lugar de g - . Una funcion continua f: X — Y, donde X y Y
son G-espacios, se llama G-funcion o funcion equivariante si f(gx) = gf(x)
para todos los (g,z) € G x X. Si una G-funciéon f es un homeomorfismo,
decimos que es un G-homeomorfismo.

Para cada subgrupo H de un grupo topolégico G, el espacio cociente G/H
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es un G-espacio con la accidn por traslacion izquierda, (¢, gH) — ¢'gH.
Notemos que la proyeccion natural G — G/H, g — gH es una G-funcion.

Sea X un G-espacio. Un subconjunto A C X se llama G-invariante o
un G-subconjunto si ga € A para cada g € Gy a € A. Parax € X, el
subgrupo G, = {g € G | gr = z} se denomina el grupo de isotropia en
z y el G-subconjunto G(z) = {gz | G € G} se llama la G-drbita de z. Si
J X — Y es una G-funcion, entonces, para cada x € X, tenemos G, C Gy,
v f(G(z)) = G(f(x)). Una G-funciéon dada se llama isovariante si conserva
los grupos de isotropia, es decir, G, = Gy(,) para cada z € X.

Dado un G-espacio X, el conjunto de sus G-orbitas, dotado con la topo-
logia cociente, es llamado el espacio orbital de X y es denotado por X/G.
La proyeccion natural 7x : X — X/G (definida por mx(z) = G(x)) se llama
la proyeccion G-orbital de X; es una G-funcién si consideramos el espacio
orbital X/G como un G-espacio con la accion trivial de G.

Sif: X — Y esuna G-funcion, entonces existe una tinica funcion continua
f/G: X/G — Y/G, lamada la funcion inducida por f, tal que el diagrama

X

Y

X/G —— Y/G
f1G
conmuta. Claramente, f/G es definida por (f/G)(G(x)) = G(f(x)).

Sea GG un grupo compacto, X un G-espacio y x € X. Decimos que una
vecindad abierta G-invariante U de G(x) en X, es un tubo alrededor de la
orbita G(x) si existe una G-funcion f: U — G/G,.

El siguiente teorema desempena un papel importante dentro de la teoria
de grupos topologicos de transformaciones (ver [3, Ch.II, Th.5.4]).

Teorema 1.1. Sean G un grupo compacto de Lie y X un G-espacio de Ty-
chonoff, entonces existe un tubo alrededor de cada una de las orbitas de X.

Sean X y Y G-espacios. Una homotopia equivariante o G-homotopia es
una funcion continua H : X x I — Y, tal que H(g - z,t) = g - H(z,t) para
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cada (z,t) € X x Iy toda g € G, es decir, H es G-funcion considerando X x I
con la accion diagonal, donde GG actua trivialmente en el intervalo unitario
I =10,1].

Si para un subconjunto cerrado G-invariante A de X se cumple H(a,t) =

H(a,0), para cada a € Ay t € I, se dice que H es una G-homotopia relativa
a A.

Decimos que una G-funcién p : E — B tiene la propiedad equivariante de
levantamiento de G-homotopias respecto a un G-espacio X (FHLP(X)) si
para toda G-funcion f : X — E, y toda G-homotopfa F': X X I — B tal que
F(z,0) = po f(z) para cada x € X, existe un relleno F': X x I — E para el
siguiente diagrama:

X E
Ao F p (2)
X x1 — B

donde 9y(2) = (z,0). Es decir F satisface pF = F y Fdy = f.
Una G-funcion p se llama G-fibracion de Hurewicz si p tiene la propiedad de
levantamiento de G-homotopias respecto a todo G-espacio X.

Diremos también que p tiene la EHLP relativa si para cada diagrama
conmutativo F' : X x I — E el cual es una G-homotopia relativa a A C X
siempre y cuando F' sea GG-homotopia relativa a A.

Proposiciéon 1.2. Sea p : E — B una G-fibracion donde G es un grupo
compacto. Si B es un G-espacio metrizable, entonces p tiene la EHLP relativa.

Demostracion. Consideremos el diagrama conmutativo (2) donde F' es una
G-homotopia relativa a A C X. Como G es compacto, B admite una métrica
compatible G-invariante d, es decir una métrica que satisface d(gb,gl’) =
d(b,b') para todo b,/ € By g € G. Ademas, podemos elegir d tal que
diam(B) < 1. Sea ¢ : X — I una funciéon dada por p(z) = diam(F ({z} xI)).
Claramente ¢ es una G- funcién continua invariante. Modifiquemos la G-
homotopia F' como sigue:

F (o 1) = { Fla,t/o(x)) if t < ()
’ F(z,1) if t > p(x)
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Es facil ver que I es una G-funcion continua para la cual F'dy = pf. Como p
es una G-fibracion, existe una G-homotopia F: X X I — FE tal que F(?o f
y. pE = F'. Ahora definamos una G-homotopia F: X x1— E por F(z,t) =

F(z,tp(x)). Bs rutina checar que F' es un relleno para el diagrama (2) la cual
es una G-homotopia relativa a A. ]

Un G-espacio metrizable E se llama G-extensor absoluto de vecindades
o, brevemente, un G-ANE si toda G-funcién f : A — E, donde A es un
G-subconjunto cerrado de un G-espacio metrizable X, se puede extender a
una G-funcion f : U — E, f|la = f, para alguna vecindad G-invariante U
de A en X. Si, en este contexto, f se puede extender hasta una G-funcién
f: X — E (es decir, se puede siempre tomar U = X) se dice que E es G-
extensor absoluto o un G-AFE. Obviamente cualquier G-subconjunto abierto
de un G-AFE es un G-ANE.

Proposicion 1.3. [12] Si G es un grupo compacto de Lie y H es un subgrupo
cerrado en G, entonces G/H es un G-AN E-espacio.

Un subgrupo cerrado H de un grupo compacto G se llama grande o un
subgrupo extensor si el espacio cociente G/H es G-ANE.

En la teoria de G-espacios el concepto de G-fibraciéon surge de manera
natural: cada G-funcion F — G /H es una G-fibracion si G es un grupo com-
pacto de Lie. Este resultado es bien conocido para pero no es facil encontar su
demostracion en la literatura; la demostraciéon directa para el caso metrizable
se puede encontrar en [2[:

Proposiciéon 1.4. (|2, Proposition 3.1|) Sean H un subgrupo cerrado de un
grupo compacto de Lie G y E un G-espacio metrizable. Entonces cada G-
funcion p: E— G/H es una G-fibracion.

Decimos que una G-funcion p : E — B de G-espacios metrizables es una
G-fibracion reqular si para cada subconjunto G-invariante A de un G-espacio
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metrizable X y para cada diagrama de G-funciones

Xx{O}UAxI—f>E

X x1I

B

existe una G-homotopia F: X x 1 — E como relleno (es decir, Fi = fy
pF =F).

Claramente, cada G-fibracion regular de G-espacios metrizables es una G-
fibracion (basta tomar A = (}). Por otro lado, se tiene la siguiente afirmacion:

Proposicion 1.5. (|2, p. 50]) Sip : E — B es una G-fibracion, donde E y
B son espacios G-ANE, entonces p es una G-fibracion reqular.

Sea 8 : G’ — G un homomorfismo continuo de grupos topologicos. Cada
G-espacio X se puede considerar como un G’-espacio wvia (3, es decir, con
respecto a la accion * del grupo G’ dada por ¢’z = S(g’)x. Claramente cada
G-funcion puede considerarse como una G’-funcion via f.

Proposicién 1.6. ([1, Proposition 3.1|) Sea § : G' — G un homomorfismo de
grupos compactos. Si p: E — B es una G-fibracion(regular) entonces, al ser
considerada como G'-funcion via 3, p es también una G'-fibracion(regular).

Destacamos dos casos particulares de la Proposicion 1.6.

Corolario 1.7.

(i) Sea p: E — B una G-fibracion (regular). Si H es un subgrupo cerrado
de G, entonces p es también una H-fibracion (regular) via H — G.

(ii) Sea N un subgrupo cerrado normal de un grupo G. Si para una G-
funcion p : E — B, la G/N-funcion inducida p/N : E/N — E/N es una
G/N-fibracion (regular), entonces p/N es también una G/N-fibracion (regu-
lar) via G — G/N.

Las G-fibraciones regulares se pueden caracterizar localmente de la si-
guiente forma (para el caso de G-fibraciones, ver e.g., |4, p.53|):
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Proposiciéon 1.8.(|2, Prop. 3.6]). Sea p : E — B una G-funcién entre G-
espacios metrizables. Si para cada punto b € B existe una vecindad abierta
G-invariante U tal que la restriccion de p, p Y (U) — U es una G-fibracion
reqular, entonces p es una G-fibracion reqular.

2 Cuadrados pull-back

En esta seccion recordaremos la definicion de un cuadrado pull-back y dare-
mos algunos ejemplos de cuadrados pull-back importantes para este trabajo.

Definicién 2.1. El diagrama conmutativo de G-funciones

Ip (3)

B’—>f B

se llama cuadrado pull-back (o cuadrado universal) si satisface la siguiente
propiedad universal:

Si X es un G-espacioy a: X — B'y f: X — FE son funciones equiva-
riantes tales que fa = pf, entonces existe una tnica G-funciéon h : X — 7
tal que el diagrama conmuta.

Al G-espacio Z se le conoce también como pull-back (o producto fibrado)

de B L B& E. v debido a la propiedad universal, es inico salvo isomorfis-
mo. Este G-espacio puede ser definido de manera explicita como

Z={(t,e)e B x E| f(t') =ple)},
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con la accion diagonal de G, es decir, g - (b, e) = (gb', ge).

Al igual que en el caso de limites inversos, si esta dado que el cuadrado (3)
es un diagrama en G-TOP (de G-espacios y G-funciones) tal que es pull-back
en TOP, entonces es también un cuadrado pull-back en la categoria G-TOP.

En efecto, si X es un G-espacio, y a 'y § son G-funciones tales que fa = pf3,
como (3) es un cuadrado pull-back en TOP, existe una tinica funcion continua
h tal que el diagrama (4) es conmutativo. Esta h es G-equivariante, ya que
para cada x € X y g € GG, tenemos

f'(h(gzx)) = Blgx) = gB(x) = gf'(h(x)) = f'(gh(z)),
analogamente, se verifica que p'(h(gz)) = p'(gh(z)); lo que significa que
h(gz) = gh(x).
Proposicion 2.2. En el cuadrado pull-back (3) se cumple:

(a) Sip es sobreyectiva (o inyectiva), también lo es p'.
(b) Sip es abierta, también lo es p'.

(c) Sip tiene una seccion s, entonces p' también tiene una seccion s tal
que fos' =so f.

(d) Sip es perfecta, p' también lo es.

Un caso importante es aquel en el que p es una proyecciéon orbital, es decir,
cuando B = E/G; y la accion de G en B’ es trivial. En esta situacion p’ se
puede considerar también como la proyeccion orbital de Z.

Proposicion 2.3. Sea X un G-espacio, y sea Z el pull-back de B’ EN X/G &
X, donde B’ es un G-espacio con la accion trivial. Entonces el espacio B’ es
homeomorfo al espacio orbital Z/G.

Demostracion. La proyeccion n’ : Z — B’ induce la funcion ¢ = 7'/G :
Z/G — B'/G = B’ (Proposicion 1.3.1). Como 7 es una funcion abierta (pues
B’/@ tiene la topologia cociente) y sobreyectiva, 7’ también lo es (Proposicion
2.2); luego es facil ver que ¢ es abierta y sobreyectiva. Por otro lado, si (b, 1),
(b, x9) € Z, entonces 7(x1) = f(b) = m(x2), lo que significa que z1 y x2 estan
en la misma orbita, luego (b, z1) v (b, x2) estan también en la misma Orbita;
lo que prueba la inyectividad de . Por lo tanto ¢ es un homeomorfismo. [
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Proposicién 2.4. Sea f : X — Y wuna G-funcion, donde G es un grupo
compacto, y X yY son G-espacios de Hausdorff. El diagrama

X f

Y

X/G——Y/G
/G —= Y/
es un cuadrado pull-back si y solo si f es isovariante.

Demostracion. Supongamos que f es isovariante.

Sea P ={(G(x),y) | G(f(x)) = G(y)} el pull-back de X/G — Y/G + Y.
Veamos que la G-funcion inducida h : X — P, 2 — (G(x), f(x)), es un G-
homeomorfismo. En efecto, si (G(z),y) € P, existe g € G tal que y = gf(z),
v h(gx) = (G(gz), f(g9z)) = (G(z),y), luego h es sobreyectiva.

Supongamos ahora que (G(z1), f(x1)) = (G(x2), f(x2)), entonces existe
g € G tal que 71 = gz, luego f(z2) = f(z1) = f(g22) = gf(x2), lo que
significa g € Gf(zy) = Gy, ¥y POI tanto a1 = 9, es decir, h es inyectiva.

Por tltimo podemos afirmar que h es cerrada ya que la proyeccion orbital
mx es perfecta (Proposicion 1.3.2) y el espacio P es de Hausdorff (ver, por
ejemplo, |6, Prop. 3.7.5]).

Reciprocamente, si el diagrama es pull-back, entonces X es G-equivalente
a P,y Go = Ge).f@) = Gow NG = GNGye) = G, v por tanto, f
es isovariante. O]

Proposicion 2.5. Suponga que el diagrama conmutativo de G-funciones

gl F

/
B — B
es un cuadrado pull-back. Entonces

(a) sip esuna G-fibracion(regular), entonces p' es una G-fibracion(regular);

Matemadticas y sus aplicaciones 11, Capitulo 8, paginas 149-175



Haces equivariantes y G-fibraciones 157

(b) si E, By B son espacios G-ANE y p es una G-fibracion, entonces E’
es un espacio G-ANFE.

Demostracion. Solo probaremos la afirmacion (b) pues la prueba de (a) es
sencilla y son similares a las pruebas de las correspondientes versiones no
equivariantes (ver, e.g., [8, Proposition 6.31] and [5, Proposition 6.4]).

Sea h : A — E’ una G-funciéon, donde A es un G-subconjunto cerra-
do de un G-espacio metrizable X. Como E y B’ son G-ANE’s, existen G-
extensiones f : U — E y p : U — B’ de las G-funciones f'h y p'h, res-
pectivamente, sobre una vecindad G-invariante U de A en X. Obtenemos la
G-funcion pf, fp : U — B para la cual pf]A = fp|la. Usando que B es un
G-ANE, por un argumento estandar (ver, e.g., |8, Proposition 8.12]), para
alguna vecindad G-invariante V' de A en U (y por lo tanto en X') podemos en-
contrar una G-homotopia F : V x I — B relativa a A tal que F(v,0) = pf(v)
y F(v,1) = fp(v) para todo v € V. Como p es una G-fibracion, existe una
G-homotopia F : V x I — E tal que F(v,0) = f(v) y pF = F. Ademas,
afirmamos que F se puede elegirse asi esta serd relativa a A al igual que F
(aunque no se supone que p tiene EHLP relativa).

Para probar la altima afirmaciéon, notemos que la funciéon F' se factoriza
atraves del espacio cociente V' x I/ ~, donde ~ es la relacion de equivalencia
minimal sobre V' x I tal que (a,t) ~ (a,t') para a € Ay t,t' € I. Entonces
podemos construir el siguiente diagrama conmutativo de G-funciones

1% ? Z r E

80|A ﬁl p
T F’

Vx]I ——=VxI/~ B

donde 7 es la funcion cociente, F' = F'7, el cuadrado derecho es un cuadrado
pull-back y ¢ es tal que f|, = F\go (¢ es una G-funcion inducida por fly
y T70p). Ahora observe que p es una G-fibracionpor la afirmacion (a) y el
espacio cociente V' x I/ ~ es metrizable por |6, Theorem 4.4.15|, ya que
V x I es metrizable y 7 obviamente es una funcién perfecta. Claramente
7 es una G-homotopia relativa a A y por lo tanto por la Proposicion 1.2,
existe una G-homotopia D : V' x I — Z relativa a A como relleno para el
cuadrado izquierdo. Ahora la G-homotopfa requerida F' se obtiene como una
composicion de D y F.
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Finalmente definamos f : V — E por f(v)N: F(v,1). Entonces pf = fp|v
y ademas para todo a € A, f(a) = F(a,1) = F(a,0) = f(a) = f'h(a), esto es,
f|A = f’h. También como p|4 = p'h, podemos concluir que por la propiedad
universal de pull-back, las G-funciones f y ply determinan una G-extension
VoEdeh:A— F. O

La siguiente proposicion tendrd muchas consecuencias relevantes para el
presente trabajo.

Proposicién 2.6. Sean K y N subgrupos cerrados de un grupo compacto G
tales que KM = MK, entonces el diagrama de proyecciones naturales

G/(KNM) "~ G/M

“K\ Iﬁk (5)

G/K G/KM

M

es un cuadrado pull-back.

Demostracion. Sea P el pull-back de G/K LLN G/KN £e G//N dado por
P={(zK,yM) e G/K x G/M |t KM = yKM}.

Por la propiedad universal de pull-back existe una tnica funcién continua
¢ :G/(KNM)— P inducida por las proyecciones mx y mx. Esta funcion se
define explicitamente como ¢(z(K N M)) = (zK,xM) y es una G-funcion.

Veamos que ¢ es un homeomorfismo.

e ¢ es inyectiva: Sean z(K N M), y(K N M) € G/(K N M) tales que
e(x(KNM)) = p(y(K NM)), entonces (zK,xM) = (yK,yM), luego
y v e Kyy'le € M, estoes y o € KN M, lo que significa que
r(KNM)=y(KNM).

e ¢ es sobreyectiva: Supongamos que (xK,yM) € P. Entonces KM =
yKM. Como yM C yKM, tenemos t KM NyM =# (), lo que implica
que zK NyM # (.

Sea z € t K NyM, entonces existen k € Ky m € M tales que z = xk =
ym. Luego p(2(K N M)) = (zkK,ymM) = (xK,yM).
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Concluimos que ¢ es un homeomorfismo por ser una funcién continua
biyectiva entre espacios compactos. O]

Corolario 2.7. Sean K y M subgrupos cerrados de un grupo compacto G
tales que K es normal y K N M = {e}. Entonces el cuadrado pull-back (5)
tiene la forma

G - G/M gM

ST

—

G " G/M T (9)M

TK

donde G = G/K y M = 7x(M).

Ademds, las proyecciones T y B se pueden considerar como proyecciones
K-orbitales respecto a las acciones de K sobre G y G/M por traslaciones
izquierdas; estas acciones son libres.

Demostracion. Cosideremos el diagrama (5). Como K N M = {e}, tenemos
G/(KNM)=Gy

M=ng(M)={mK|meM}=KM/K.

Notemos que el espacio G/K M se puede identificar con (G/K)/(KM/K), es
decir, con con G/M, usando el G-homeomorfismo canénico

G/KM — (G/K)/(KM/K)

dado por gKM — (gK)(KM/K).
Como (gK)(KM/M) = mk(g)M, la proyeccion Bk : gM — gK M esté

identificada con gM +— 7wg(g)M y la proyeccion By : gK — gKM esta
identificada con gK s m(g)M.

Asi obtenemos el diagrama (6) el cual es un cuadrado pull-back por la
Proposicién 2.6.

Claramente, mx y B se pueden considerar como proyecciones K-orbitales
por las traslaciones izquierdas g — gk v gM +— kgM respectivamente. En
efecto,

K(gM)={kgM | ke K} = KgM = gKM
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pues K es un subgrupo normal de G. Asi, Bk (gM) = K(gM).

La accion por traslacion de K sobre G es obviamente libre y por lo tanto asi
es la accion de K sobre G/M ya que ), es una K-funcion isovariante debido
a la Proposicion 2.4. (Note que (6) se puede considerar como un cuadrado
pull-back de K-funciones). O

3 Sucesiones exactas cortas y productos semi-
directos

Recordemos que una sucesion exacta corta es un diagrama de homomor-
fismos de grupos

1 K——T—/—=G 1 (7)
donde 1 = {e} es el grupo trivial, tal que
(i) ¢ es un monomorfismo,
(ii) 7 es un epimorfismo,
(iii) Im(c) = Ker(m).

A veces se dice que el grupo ' es una extension de G por K.

Claro que, en esta situacién, podemos considerar K como un subgrupo
normal de I" (al identificar K con «(K)) y suponer que G = I'/ K, mientras 7
es la proyeccion canoénica I' — '/ K.

En caso de grupos topoldgicos siempre se supone que

e . es un encaje cerrado (es decir, ¢ realiza un homeomorfismo entre K y
el subgrupo cerrado «(K) = Im(¢)),

e la funcién 7 es abierta.
En esta seccion vamos a considerar detalladamente el caso cuando la su-
cesion exacta corta (7) de grupos topologicos es escindida, es decir, cuando

para (7), existe un homomorfismo de grupos topolégicos j : G — I' tal que
™ Oj = idg.
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Como un ejemplo de una sucesion exacta corta escindida sirve la sucesion

mn

1 K Gx K 2~ @ 1 (8)

donde G x K es el producto directo de los grupos topolégicos Gy K, el
monomorfismo in es la inyeccion natural de K en G x K, in(k) = (e, k), y
el epimorfismo pr es la proyeccion natural de G x K sobre G, pr(g,k) = g.
Claramente, la inyeccion j : G — G x K dada por j(g) = (g,e) es un
homomorfismo tal que pr o j = idg.

Veremos que, en general, cada grupo I' obtenido como una extension de
G por K mediante una sucesion exacta corta escindida tiene estructura de
un producto semidirecto que generaliza la nocién de un producto directo. A
continuacion recordaremos la definicion de esta nocion generalizada.

Sean GG y K grupos topologicos y supongamos que « : G — Aut(K),
g — oy es un homomorfismo, donde Aut(K) es el grupo de automorfismos de
K, tal que la correspondiente accién

GxK—K
(g7 k) = Qg(k)a
de GG sobre K es continua, es decir, G actiia en K por medio de automorfismos.
Bajo las condiciones de arriba diremos que G y K estdn relacionados por
a. En esta situacion podemos considerar un nuevo grupo denotado por Gx, K

y llamado el producto semadirecto de los grupos G 'y K que se define como
sigue:

(a) Gxo, K =G x K, es decir, como un espacio topologico G X, K es nada
més que el producto topolégico G x K.

(b) La operacion en G x, K esta definida por
(9, k) (9 F') = (99", kag(K)).

Es facil ver que G x, K es un grupo topolégico y se tiene la sucesion
exacta corta escindida

pr

1 K -2 Gx, K G 1 (9)

donde in y pr (y 7 que escinde la sucesion) se defininen como en (8).
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Diremos que dos extensiones I'1 y I's de K por G son equivalentes si
existe un isomorfismo v : I'y — I's tal que el diagrama

Iy

1—>K/ w\G—>1
N

Iy
es conmutativo.
Proposicion 3.1. Si la sucesion exacta corta de grupos topoldgicos (7) es
escindida por medio de un homomorfismo j : G — T', entonces es equiva-

lente a una sucesion exacta corta que tiene la forma (9), es decir, existe un
isomorfismo de grupos topoldgicos ¢ : G X K — T tal que el diagrama

Gx, K

es conmutativo. Mas precisamente, 1 se define por

Y(g,k) = 1(k)j(g) (10)

mientras para el homomorfismo o : G — Aut(K), g — a4, el automorfismo
oy K — K esta definido como sigue:

k=t (9)uR)i(g™h), keK. (11)

Demostracion. Claramente, la funcion ¢ dada por (10) es continua pues las
funciones ¢ y j son continuas.

Y es un homomorfismo:
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Como (91, kl)(gz, ]{32) (glgg, klagl (kQ)) tenemos

V(g1, k1) (g2 k) = t(krag, (k2))j(g192) = t(k1)e(eg, (K2))i(91)5(g2) =
= 1(k1)i(e (5 (90)e(k2) 3 (g1 )))d(91)5(g2) = 1(k1)3(91)e(k2) i (g )i (91)d(g2) =
= 1(k1)j(g1)e(k2)3(g2) = ¥ (g1, k1)¥ (g2, ka)-
Y es inyectiva:

Sea (g,k) € Ker(v). Entonces ¢(k)j(g) = e y, por lo tanto,

e = 7(u(k)j(g)) = 7e(k) - mj(g) = - g = g.

Ahora e = «(k)j(g) = v(k)j(e) = (k) y, como ¢ es inyectiva, k = e. Resulta
que Ker(y) = {(e,e)} (desde luego, (e, e) es el elemento del grupo G x,, K).

Y es sobreyectiva:

Sea y € I'. Tenemos 7 (vj(r(v71))) = n(v)mjn (v ) = 7(N7(v) =€, es
decir, vj(m(y7!)) € Ker(m). Como Ker(r) = Im(t) existe tinico k € K tal
que ¢(k) = vj(r(y~")). De aqui, v = (k)j(7(7)) = ¥ (7 (7)., k).

De la prueba que 1 es sobreyectiva, vemos que la funcién /="' inversa de
1 estd dada por medio de la correspondencia

v (m(y), T (vgm (v ) (12)
y es evidentemente continua pues j y 7 son continuas mientras ¢ establece el
homeomorfismo K — ((K). O

Aplicamos la Proposiciéon 3.1 a la siguiente situacion.
Sean GG y K subgrupos cerrados de un grupo topolégico I' tales que

i) T' = KG,
(ii) GN K = {e},
(iii) K es un subgrupo normal de I'.
Dado v € T, su representacion como v = kg, (g,k) € G x K (que existe por

(i)) es tnica debido a (ii). En efecto, si kg = k'¢’, entonces K > (K')"'k =
g9t € G, que implica (K')'k = ¢/g7' = e, es decir, g = ¢ vy k = K.
Notemos que la funciéon 7 : I' — G, kg — g, es un homomorfismo bien

definido: w(kg - k'¢') = n(kk"g9g) = g9 = w(kg)n(kg') (aqui usamos que
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k' = gk'g~! € K debido a (iii)). Obtenemos la sucesiéon exacta corta de
grupos topologicos

L m

1 K r G 1

donde «(k) = k escindida por j : G — T, j(g9) = g.
Segun la Proposicion 3.1 tenemos el isomorfismo

v Gx, K =T, ¥(g,k)=kg
donde el homomorfismo o : G — Aut(K), g — o, esta definido por

o,(k) = gkg™".

En otras palabras, G actiia en K por conjugacion.

En esta situaciacon, es decir, cuando un grupo I' satisface las condiciones
(i)-(iii), se dice que I es un producto semidirecto interno de sus subgrupos
G v K y se escribe simplemente I' = G x K.

Ya hemos visto que el producto semidirecto interno I' = G'x K es natural-
mente isomorfo al producto semidirecto “externo” I' = G x, K. En realidad
cada producto semidirecto es un producto semidirecto interno en virtud de
la siguiente consecuencia de la Proposicién 3.1:

Corolario 3.2. Si la sucesion exacta corta de grupos topoldgicos (’7)_68 es-
cindida por medio de un homomorfismo j : G — L', entonces I' = G x K,
donde G = j(G) y K = «(K). En particular,

Gx,K=GxK,
donde G ={(g.¢) | g€ G} y K ={(e,k) | g € K}.

Demostracion. Veamos que I' satisface la condiciones (i)-(iii) de la definicion
de un producto semidirecto interno.
Por la formula (10) tenemos

I'={i(k)j(g) | k€ K,g € G}

ya que 1 es sobreyectiva. Por lo tanto, I' = K - G. Si v € K N G, entonces
existen k € K y g € G tales que v = (k) = j(g). Luego v = j(g9) =
j(mi(g)) = j(mu(k)) = j(e) = e. Resulta que K NG = {e}. Por fin, K =
i(K) = ker(r). Asi, K es un subgrupo normal de T O
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4 Haces principales equivariantes

En esta seccion usaremos el enfoque general del concepto de un haz principal
equivariante dado en el trabajo de R.K.Lashof y J.P.May [10].

Definicién 4.1. Sean G y K grupos topologicos. Sea [' una extension de G
por K mediante la sucesion exacta corta (7). Una I'-funcién p : E — B un
(K;T')-haz principal si cumplen las siguientes condiciones:

(a) p es una funcion sobreyectiva y abierta,;

(b) la accion - de K en E via ¢ (es decir, tal que k -z = «(k)x para k € K
y x € E) es libre;

(c) para z,y € E, p(x) = p(y) si y solo si y = k - x para algtn k € K.
Observacion 4.2. Supongamos p : E — B es un (K;I")-haz principal.

(i) Podemos tratar p : E — B como una proyecciéon K-orbital (respecto a
la accion - de K en E dada por (b)) en virtud de conmutatividad del

diagrama
E
7 X

E/K

- B

donde h es un homeomorfismo dado por h(K(z)) = p(z). En verdad, la
condicion (c) nos dice que h es inyectiva y esta bien definida. Es continua
por la definicién de la topologia cociente. Ademaés, h es sobreyectiva y
abierta gracias a la condicion (a). Por lo tanto, h es un homeomorfismo
y, en particular, podemos identificar B con el espacio K-orbital E/K y
escribir B = E/K.

(ii) Por la definicion E'y B son T'-espacios con las acciones (v,y) — Yy y
(7,b) — b, v € T, respectivamente; p : E — B es una [-funciéon pero,
en general, no es una G-funcién. No obstante, siempre podemos tratar
B como un G-espacio con la accién * dada por

gxb=7b, yer(g).
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Supongamos que 7,7 € 7 !(g). Entonces v v € Ker(m) y existe
k € K tal que 7' = (k). Como p es sobreyectiva, existe z € p~1(b) y
tenemos

Vb =yu(k)b = yp(u(k)x) = vp(k - z) = yp(x) = 7b.
Por lo tanto, la funciéon G x B — B, (g,b) — g * b, esta bien definida.

Es facil ver que de verdad % es una accién continua.

Teorema 4.3. Sea I' un grupo compacto de Lie. Sip: E — B es un (K;TI')-
haz principal, donde E es un I'-espacio metrizable, entonces p es una I'-
fibracion regular.

Demostracion. Sin perdida de generalidad podemos considerar K como un
subgrupo normal de T

Dado un punto b € B, tomemos algtin punto y € p~!(b). Para el subgrupo
de isotropia Iy, tenemos K NI', = {e}. En verdad, si k € K NI, entonces
ky = y que implica k = e pues por la definicion de (K;T')-haz principal la
restriccion de la accion de T en su subgrupo K es libre (véase Definicion 4.1(b)
tomando en cuenta que K = ((K)). Ademas, K es un subgrupo normal de
['y G =T/K. Segin la Proposicion 2.6 tenemos el cuadrado pull-back de
proyecciones naturales

r —— /I,

G — T/KT,

Notemos que se puede considerar m y @ como proyecciones K-orbitales
si tratamos I' y I'/I', como K-espacios respecto a las acciones de K por
traslaciones izquierdas. Ademas, estas acciones son libres: la traslacion de K
en I' es obviamente libre y la accién de K en I'/T,, es libre ya que la proyeccion
I' - I'/T', es K-isovariante por la Proposicion 2.4 (véase también el Corolario
2.7).

Como I' es un grupo compacto de Lie, existe un tubo alrededor de la 6rbita
I'(y) (véase el Teorema 1.1), es decir, existe una I'-funcion f : U — I'/T", para
alguna vecindad abierta ['-invariante U de y en F.
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Observemos que U = p~!(p(U)). Claramente, U C p~'(p(U)). Por otro
lado, si x € p~(p(U)), entonces p(z) = p(y) para algin punto y € U. De
acuerdo con la definicién de un haz principal equivariante existe k& € K tal
que x = ky y, como U es I'-invariante, x € U.

Sea V = p(U), entonces V es una vecindad abierta I'-invariante de b = p(y)
pues la funcion p es abierta. La I-funcion f : p~' (V) — T'/T', induce la funcion
f/K de los espacios orbitales tal que el diagrama

pfl(v) —f> F/Fy

)
~—~

—_

w
~—

plu

v

K I'/KT,
es conmutativo. Como f se puede considerar como una K-funciéon de K-
espacios libres (en particular, f es K-isovariante), este diagrama es un un
cuadrado pull-back por la Proposicion 2.4.

En virtud de la Proposicion 1.4 7 es una I'-fibraciéon. Ademas, los espacios
cocientes I'/T', y I'/ KT, son I'-ANE (ver [12, Corollary 1.6.7]) que significa
que la proyeccion 7 es una I'-fibracion regular (por la Proposicion 1.5). Co-
mo el diagrama (13) es un cuadrado pull-back, la proyeccion p|y también lo
es. Ahora aplicando la Proposiciéon 1.8 concluimos que p es una I'-fibracién
regular. ]

5 Haces principales como G-fibraciones

En esta seccion consideremos el caso particular de un (K;T')-haz principal,
cuando I' es una extension de un grupo GG por K por medio de una sucesion
exacta corta escindida o, equivalentemente, en virtud de la Proposicion 3.1 y
el Corolario 3.2 cuando I' es un producto semidirecto.

Supongamos que una I-funcion p : E — B es un (K;I')-haz principal
(véase la Definicion 4.1), donde T" es una extension de un grupo G por K por
medio de una sucesion exacta corta

L ™

1 K r G 1
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que es escindida por un homomorfismo j : G — I, es decir, 7 o j = idg. La
accion de I en E induce la accion izquierda x de G en E y la accion derecha
-de K en E via j y ¢ respectivamente:

gxy=34(9y, y-k=uk)y, keK geGy€eE

Notemos que la accién = de K es libre debido la condicion (b) de la Definicion
4.1.

Es muy importante para que ahora podemos considerar la I'-funcién p :
E — B como una G-funcién via j : G — T

De verdad, ya sabemos que el I'-espacio B tiene una estructura natural de
un G-espacio segin la Observacion 4.2(ii): la accion * de G en B fue definida
de la siguiente manera:

gxb=nrb, yer(g).

Como j(g) € 7 1(g) (pues 7(j(g9)) = g), tenemos g * b = j(g)b. En otras
palabras, * es una accion de GG en B via j.

Por consiguiente, la I'-funciéon p : E — B es una G-funciéon via j : G — I’
en el sentido de la Seccién 1.5:

plgxy) =p(i(9)y)) = j(9)p(y) = g * p(y)

parage Gy ye FE.

Ahora, tomando en cuenta estas observaciones, podemos presentar la si-
guiente version particular del Teorema 4.3.

Teorema 5.1. Sea E un I'-espacio merizable, donde I' es un grupo compacto
de Lie. Supongamos que I' es una extension de un grupo topoldgico G por un
grupo topologico K mediante la sucesion exacta corta

L ™

1 K r G 1

escindida por medio de j : G — T.
Si una U-funcion p : E — B es un (K;T")-haz principal, entonces p es una
G-fibracion regular respecto las acciones de G en 'y B via j.

Demostracion. Por el Teorema 4.3 p es una ['-fibraciéon regular. Por consi-
guiente, p es también una G-fibracion regular como una G-funcion via j en
virtud de la Proposicion 1.6. O
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Esstamos interesados en situaciones cuando haces principales equivariantes
cuales satisfacen al Teorema 5.1 surgen de una manera natural.

Notemos primero que para las acciones x y - definidas arriba tenemos la
relacion:

g*x(y-k)=(9*xy)-a4k), geG, ke K, yekE (14)

donde ay se define por (11).

De hecho, las acciones * y - determinan la accién inicial de I' en E; en
otras palabras, podemos reestablecer la acciéon de I en E usando las acciones
* y -. Méas precisamente, (gxy) -kt = (i(kfl))flj(g)y = i(k)j(g)y v segin
las formulas (10) y (12) obtenemos

yy=(g*y)- k', y€T, yekE (15)

donde g = m(y) y k= (yj(w(y71)))-

Las relaciones (14) y (15) se utilizan en el siguiente teorema que es una
consecuencia del Teorema 5.1.

Teorema 5.2. Sean G y K grupos compactos de Lie realcionados por el
homomorfismo o : G — Aut(K). Sea E un G-espacio izquierdo metrizable
dotado también de una accion derecha libre del grupo K tal que se tiene la
relacion

g*(y-k)=(gxy)-ag(k), geG, keK, yek

(aqui * y - denotan las acciones G y K respectivamente). Entonces la pro-
yeccion K-orbital p : E — B es una G-fibracion reqular, donde el espacio
K-orbital B = E/K estd considerado como un G-espacio dotado de la accion
gxyK = (g*y)K (aqui, yK = (y)K ={y -k | k € K} denota la K-drbita
deye ).

Demostracion. Las acciones x y - determinan la accién izquierda de I' =
G X, K en E como sigue:

(9,k)y=(g*y)- k', (9,k) €T, yeE.

Notemos que la accion  esta bien definida: si y K = ¢y K entonces ¢y = y-k
para alguna k € Ky

(9*y)K = (gx(y-k)K = ((g*y) - au(k)) K = (g xy) K.
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Por consiguiente, la accion de I' en B dada por (g, k)yK = g * yK esta bien
definida y podemos considerar p : F — B como una I'-funcién pues

p((9,k)y) = p((g*y)- k1) = ((gxy) -k K = (g*y) K = gxyK = (9. k)p(y).

Con estas acciones de I', p: E — B es un (K;G)-haz ya que obviamente se
cumplen las condiciones (a)-(c) de la Definicion 4.1.
Ademaés, la sucesion exacta corta

n pr

1 K G Xo K G 1

se escinde por j: G —= T, g — (g,e).

Evidentemente, las acciones x y * pueden tratadas como las acciones de GG
en E y B obtenidas de las acciéon de I' la via j. En efecto, para g € G,y € £
y b=yK € B, tenemos

i@y =(g,e)y=(gry)-e ' =gxy

J(9)b=j(9)(yK) = (9,e)yK = g * yK.

Por ultimo, el grupo I' es un grupo compacto de Lie porque, como un
espacio topologico, es G x K. Concluimos que el (K;G)-haz p : E — B
satisface el Teorema 5.1 y por lo tanto p es una G-fibraciéon regular. ]

Observaciéon 5.3. Observe que la funcién p : E — B del Teorema 5.2 es
un (G, a, K)-haz numerable en el sentido de [4, (8.7)]. La demostracion del
Teorema 5.2 es, de hecho, una realizacion de la idea de la prueba de [4,
Proposition (8.10)] la cual afirma que p es localmente trivial como (G, a, K)-
haz.

Uno puede usar argumentos estandares para probar que un (G, a, K)-haz
numerable localmente trivial tiene la EHLP, utilizando la estructura de haz
sobre B x I; esta estructura esta dada en [4, Proposition (8.13)].

6 Funciones por conjugacion como fibraciones

En esta seccidon consideramos una aplicacion del Teorema 5.2 a asi llamadas
“funciones por conjugacion”.
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Dado un subgrupo cerrado K de un grupo topologico G, es costumbre
considerar el espacio cociente G/K como un G-espacio con la acciéon por
traslacion izquierda g- ¢’ K = g¢’ K. Claramente, si H es un subgrupo cerrado
de G, podemos considerar G/K como un H-espacio por traslacion izquierda.
Pero en este trabajo estamos interesados en la posibilidad de considerar G/ K
con la accion * del subgrupo H de G sobre G/K por conjugacién dada por
h*gK = hgh ' K. Vamos a dar las condiciones para tener esta accion.

Observemos primero que no hay obstaculos para considerar la accién por
conjugacion de H sobre G dada por hxg = hgh™!. Es facil ver que en verdad
es una accion. Notemos que un subgrupo K de G es invariante respecto a esta
accion, es decir, cumple hiKh™! = K para todo h € H, si y s6lo si se tiene

H C N(K),

donde N(K)={g € G| gKg~ ' = K} es el normalizador de K en G.

Proposicion 6.1. Sean H y K subgrupos cerrados de un grupo G. La funcion
HxG/K — G/K,
dada por (h,gK) — hxgK = hgh 'K es una accion si y sélo st H C N(K).

Demostracion. Supongamos que * es una acciéon bién definida.

Sea h € H. Veamos que hKh™!' C K. Siy € hKh™!, entonces y = hkh™!
para alguna k € K y hkh 'K = hx kK. Como la accién esta bien definida y
kK = eK, tenemos:

hkh 'K = hxkK = hxeK = hh 'K = K

lo cual implica que y = hkh™' € K y, por lo tanto, hKh™! C K. Como
hKh™' C K para cada h € H, en realidad tenemos hKh™! = K, es decir,
he N(H).

Ahora supongamos que H C N(K). Si 1K = g, K, entonces g, ‘g1 € K.
Para cada h € H, tenemos hKh™' = K y, en particular, hg, 'g1h~" € K. Esto
se puede reescribir (hgoh™') "' (hgih™') € K, lo cual implica que hgih 'K =
hgoh 'K, es decir, hx g1 K = h* g, K. Concluimos que la funcion (h, gK)
h * gK esta bien definida.

Veamos que es una accion. Sean e € H, hy,hs € Hy gK € G/K.
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(a) exgK = gK
(b) hlhg *gK = (h1h2>g<h1h2)_1K = h1<hggh2_1)h1_1K = hl * (hQ *gK)

La continuidad se sigue de la conmutatividad del diagrama:

HxG —2 + ¢

idHXq\ ‘q

HxG/K —— G/K

donde 0(h,g) = hgh™', q(9) = gK, y 0*(h,gK) = hxgK = hgh™'K, y
ademas de que ¢ es una funcion abierta. O

Observacion 6.2. La accion de H en G/H por conjugacion esta bien definida
pues H C N(H). De hecho esta accion coincide con la acciéon por traslacion
izquierda de H sobre G/H : (h,gH) + hxgH = hgh™*H = hgH.

Corolario 6.3. Sean H, K y M son subgrupos cerrados de G tales que M C
K. SiHC N(M)NN(K), entonces la proyeccion natural

q:G/M - G/K, gMw~— gK.
es una H-funcidn respecto a las acciones de H en G/M y G/K por conjuga-
cion.

Demostracion. Como H C N(M) y H C N(K), de la Proposicion 6.1 H
actia sobre G/M y G/K por conjugacion, es decir, tenemos las acciones
h*gM = hgh™*M y h* gK = hgh™'K.

Es inmediato verificar que ¢ es una H-funcién. En efecto, si h € H y
gM € G/M, entonces

q(hxgM) = q(hgh™'M) = hgh™'K = h*x gK = h*q(gM).

Definicion 6.4.

(i) Sean H y K subgrupos cerrados de un grupo G. Vamos a decir que
G/K es un H-espacio por conjugacion si H C N(K) y G/K esta dotado
de la accion (h,gK) — hx gK = hgh™'K.
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(ii) Sean H, K y M son subgrupos cerrados de G tales que M C K. Se

dice que la proyecciéon natural

q:G/M - G/K, gMw— gK.
es una H-funcién por conjugacion si H C N(M) N N(K) y los espacios
G/M y G/K son H-espacios por conjugacion.

En particular, si H es un subgrupo cerrado de un grupo G, entonces
siempre podemos considerar la proyeccion natural ¢ : G — G/H como una
H-funcién por conjugacion.

En realidad, el proposito de esta seccidon es probar la siguiente afirmacion:
Teorema 6.5. Sea G un grupo compacto y sean H y K subgrupos cerrados

de G tales que H C N(K). Si M es un subgrupo normal grande de G tal que
M C K, entonces la proyeccion

q:G/M — G/K,
considerada como H-funcion por conjugacion es una H-fibracion regular.

Demostracion. Como M es un subrupo normal cerrado de G, tenemos que
HM y KM son subgrupos cerrados de G y los grupos cocientes HM /M y
KM /M son subgrupos cerrados de del grupo cociente G/M. Como, ademas,
M es un subgrupo grande, G/M es un grupo compacto de Lie y, por lo tanto,
HM/M y KM/M también son grupos compactos de Lie pues son subgrupos
cerrados de G/M.

Vamos a considerar G/M como como un H M /M-espacio izquierdo con la
accion de HM /M por conjugacion

hM x gM = (hM)(gM)(hM)™" = hgh™'M
y como un K /M-espacio derecho por traslaciones derechas
gM - kM = (gM) (kM) = gkM.

Obviamente, esta accidén derecha es libre.

Sea o : HM/M — Aut(K/M), hM — appr, el homomorfismo dado por
any (kM) = hkh='M. Este esta bien definido ya que H C N(K). Ademas
tenemos

hM%(gM-kM) = hgkh™*M = (hgh )M -hkh™ "M = (hRM*gM)-cps (kM).
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Esto significa que el espacio G/M (que, desde luego, es metrizable por ser un
grupo de Lie) con las acciones % y - satisface las condiciones del Teorema 5.2.
Por lo tanto, la proyeccion K /M-orbital

¢ G/M — (G/M)/(K/M)

es una H M /M-fibracion regular.

Segtin la Proposicion 1.6, ¢’ es también una H-fibracion regular respecto
a la accion de H sobre G/M y (G/M)/(K /M) via el homomorfismo  : H —
HM/M, h — hM. Evidentemente, es una accion por conjugacion debido a
la definicion de la accion . De manera natural podemos identificar el espacio
(G/M)/(K/M) con G/K por medio del homeomorfismo

(G/M)/(K/M) — G/K, gM(K/M)— gK.

Por consiguiente, podemos identificar ¢’ con la H-funciéon ¢ : G/M — G/K.
O]

Observacion 6.6.
(a) La proyeccion ¢ : G/M — G/K en el Teorema 6.5 se puede considerar
como un (HM /M, o, K/M)-haz localmente trivial en el sentido de [4, (8.7)].

(b) Tomando M = {e} y K = H en el Teorema 6.5, tenemos la siguiente
afirmacion: la proyeccion natural G — G/H, considerada como H-funcidn
por conjugacion, es una H-fibracion siempre que G sea un grupo compacto de
Lie y H sea un subgrupo cerrado de este. Este hecho se puede encontar en [9,
p.266].
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Capitulo 9

Modelo del hiperespacio suspension del
continuo de Knaster

Gerardo Hernandez Valdez, David Herrera Carrasco,
Fernando Macias Romero
FCFM, BUAP

Resumen

En este capitulo probamos lo siguiente: que el continuo de Knaster es
indescomponible; que posee la propiedad de cono = hiperespacio; una
caracterizaciéon de continuos indescomponibles. Finalmente, se construye
un modelo del hiperespacio suspension del continuo de Knaster que ilustra
dicha caracterizacion.

1 Introduccion

Un continuo es un espacio métrico no degenerado, compacto y conexo. Recor-
demos que un continuo descomponible es aquel que se puede expresar como
la unién de dos subcontinuos propios. Asi, un continuo es indescomponible
si no se puede expresar como la unién de dos subcontinuos propios de este.
Ejemplos de continuos descomponibles existen muchos, por mencionar algu-
nos, tenemos al arco, la curva cerrada simple, las gréaficas finitas. A partir de
la definicién surge la pregunta natural: ;Existen continuos que no son des-
componibles? La respuesta es afirmativa, y los conocemos como continuos
indescomponibles. El primer ejemplo de un continuo indescomponible lo des-
cribi6 el matematico danés L. E. J. Brouwer en su articulo de 1910 [3]. Un
afio mas tarde, Z. Janiszewski [9, VI| propuso el ejemplo que ahora conoce-
mos como el continuo de Knaster, y de hecho fue el primer ejemplo de un
continuo indescomponible que no separa al plano. Bronislaw Knaster, mate-
mético polaco, en su articulo de 1924 [10| prueba, utilizando un resultado
de Kazimierz Kuratowski acerca de la irreducibilidad entre dos puntos, que
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cierto continuo, en efecto es indescomponible. Es por esta razén que a es-
te continuo se le conoce como el continuo de Brouwer-Janiszewski-Knaster.
Tuvieron que pasar algunos anos mas para que se estudiara una propiedad
interesante acerca del hiperespacio del continuo de Knaster. James Rogers
demuestra que el hiperespacio del continuo de Knaster es homeomorfo a su
cono. Esta propiedad nos ayuda en la construcciéon del modelo del hiperespa-
cio suspension de este continuo. Asi, tendremos bien identificado el espacio de
todos los subconjuntos del continuo de Knaster que tienen solo un punto. Al
final de este capitulo, utilizaremos esta construccion para ilustrar el teorema
que relaciona la propiedad de un continuo de ser indescomponible y que su
hiperespacio suspension al removerle dos puntos especificos no es arco-conexo.
Una de las razones por la cual se realiza el capitulo es debido a que en la li-
teratura es dificil encontrar una demostracion acerca de la propiedad de cono
= hiperespacio para el continuo de Knaster, Rogers solo menciona en |17, 1|
que el continuo de Knaster posee esta propiedad, pero no da los detalles de
su prueba, por lo cual aqui nos damos el placer de demostrarla.

2 Preliminares

A lo largo de este capitulo, X denotara un continuo y d su métrica. Sin € N,
consideraremos los siguientes hiperespacios de X:

2X={AC X : A#(y Aes cerrado de X},
Co(X)={A €2 : Atiene a los mas n componentes},
F.(X)={A€2¥ : Atiene a lo més n puntos}.
A estos hiperespacios se les dota de la topologia de Vietoris:

Definicién 2.1. La topologia de Vietoris para 2% es la topologia mas peque-
fia, 7y tal que 2% tiene la siguiente propiedad: {4 € 2% : A C U} € 7y para
todo U abierto de X,y {4 € 2%X : A C B} es cerrado bajo la 7y, para todo
B cerrado de X.

Si Uy, ..., U, son abiertos de X, entonces

(Up, ., Up) ={A 2% AC UUi y ANU; # 0 para cada i}
=1
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es un bésico para la topologia de Vietoris (véase [6, Teorema 1.2]). Denotamos
a C1(X) simplemente por C(X), se le conoce como el hiperespacio de los
subcontinuos de X.

El otro hiperespacio que es de nuestro interés sera el espacio cociente
Co(X)/Fn(X) con nym € Ny n > m, denotado por HS](X), y se conoce
como el (n, m)-ésimo hiperespacio suspensién de X (véase [1]).

Para la siguiente definiciéon, recordemos primeramente que el cono de X
es el espacio cociente que se obtiene al identificar X x {1} en un solo punto,
en el espacio X x [0,1], y se denota por Cono(X). El vértice y la base del
cono se denotan por v(X) y B(X), respectivamente.

Definiciéon 2.2. Un continuo X posee la propiedad cono — hiperespacio
si existe un homeomorfismo h : C(X) — Cono(X) tal que h(X) = v(X) y
h(F1(X)) = B(X).

Veamos que el intervalo unitario posee esta propiedad.

Ejemplo 2.3. Por [8], tenemos que C([0,1]) se puede modelar como un
tridngulo en R?, a través de la funcion v : C([0,1]) — R? definida por
v(la, b)) = (a,b), la cual es un homeomorfismo entre C([0,1]) y el tridngu-
loT ={(a,b) eR*: 0<a<b< 1},

Fi([0,1])

B(I)

(a) C(I) (b) Cono(I)

Figura 1: Hiperespacio y cono del intervalo

Sea h : C([0,1]) = Cono([0,1]) la funcién definida por h([a, b)) = (3(a + b),b — a)
donde C(I) se esta rotando -45° en R? y luego se ajusta la base y la altura. De
la funcion, es claro que h un homeomorfismo, y por definicién de h, tenemos
que h(F1([0,1])) = B([0,1]) y h([0,1]) = v(]0, 1]). Concluimos que el intervalo
[0, 1] posee la propiedad de cono = hiperespacio.
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Las siguientes definiciones ayudaran en la construccion del homeomorfismo
entre el hiperespacio de los subcontinuos del continuo de Knaster y su cono.

Definicion 2.4. Sean {X;};cn una sucesion de continuos y { f;}ien una suce-
sion de funciones continuas f; : X;.; — X;. La sucesion doble {X;, f;}ien €s
una sucesioén inversa, donde los X; se conocen como espacios factores y
las funciones f; como funciones de ligadura. Si {X;, f;}ien es una sucesion
inversa, escribimos

X, x, xS,

Antes de continuar, es menester mencionar que f;; denota la composiciéon
de las funciones de ligadura f; o fif10--- f;.
Con la definicion anterior, se define el siguiente concepto limite inverso.

Definicidon 2.5. Si {X;, fi}ien es una sucesion inversa, definimos el limi-
te inverso de la sucesion inversa, y lo denotamos por lim(X;, f;), como el
F
subespacio del producto cartesiano [[ X;, definido por
ieN

h/gl(Xi, fi) = {(@i)ien € HXii fi(zi+1) = x; para cada i € N}.

€N

Un resultado inmediato de la definicién es el siguiente, que se encuentra
en [16, Teorema 2.4

Teorema 2.6. Si {X;, f;}ien €s una sucesion inversa, entonces el limite in-
verso es un continuo.

Denotaremos por m; : Im(X;, f;) — X, a la proyeccién natural y sea
—
T hln(C(Xi), f]) = C(Xj) una proyeccion sobre C'(X;) para cada j, donde
fI(A) = f;(A), para cada A € C(X;11).

3 Construccion del continuo de Knaster

En esta seccion procedemos con la construcciéon del continuo de Knaster,
tomada del articulo original [10].

Para la construccion del continuo de Knaster es necesario tener presente
la construccion del conjunto de Cantor, al cual denotaremos por C, y se define
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de la siguiente manera: sea |0,1] es el intervalo cerrado unitario, en el primer
paso tenemos al conjunto F; = [O, %} U [%, 1}, es decir, removemos el intervalo
abierto central de [0,1]| al dividirlo en tres partes. De manera similar, F, =
[O 1} U [2 2} U [2 Z] U [8 1], donde removemos el intervalo abierto central de

9 973 379 93
cada subintervalo cerrado en F}. En general, suponiendo que hemos construido
3n—1
el conjunto F,,_4,si F,, = (J [Sﬁn, %] N F,_1, obtenemos F,,; removiendo
0

el intervalo abierto central de cada subintervalo en F,. Asi, el conjunto de
Cantor se define por
C={)Fu (1)

neN
Asi mismo, utilizaremos la siguiente definiciéon del conjunto de Cantor,
que se encuentra en |2, Seccion 7],

c=1{) a€{0,2}}. 2)

Teniendo en cuenta lo anterior, considere C x {0} el conjunto de Cantor
encajado en R?, es decir, insertamos el conjunto de Cantor en el eje de las
abscisas. Considere, para cada n € N, el conjunto

2
Cn ={(z,0) € C x {0}: ™ <z< 3n_1}.

Dado x € C, definamos al cojunto T, = {(a, 8) € R?: (a — %)2 + 3?2 =

(fE — %)2, f > 0} y denotamos por Dy = {71, }.,ec, es decir, Dy es la familia
formada por las semicircunferencias 7T, que estan por encima del eje de las
1

abscisas, que tienen como centro al punto (5,0) y los puntos extremos de

cada semicircunferencia pertenecen al conjunto de Cantor. De manera analo-

ga, definimos para cada n € N, T" = {(a,3) € R?: (a— 2%”)2 + 5% =
(z— %)2, B < 0} y la familia D, = {T"},cc, compuesta por las semi-
circunferencias 7' que se encuentran por debajo del eje de las abscisas, con
centro en (%, 0) y que tienen como puntos extremos a puntos del conjunto
Cp.

Definamos ahora el conjunto

e=U(Un)
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A fin de mostrar que K es un continuo indescomponible, considere la su-
cesion infinita {5, }nen de semicircunferencias contenidas en K que satisfacen
las siguientes condiciones:

(i) S une los puntos (0,0) y (1,0),

(ii) para cada n > 1, S, N S,41 se compone del extremo comun de S, y
Spat-

Consideremos la unién de los elementos de la sucesion de acabamos de

construir, S = |J S,. Si denotamos por Z al conjunto de los extremos de los
neN

segmentos de longitud 3%, con k > 1, que pertenecen a C x {0}, tenemos que

este conjunto es denso en C x {0}. Mas ain, veamos que J C S. Observe

que (1,0) € 51N Ss, (%,0) €SNS3y (%, O) € S3N S, Y supongamos que,
para algin m € N,y k € {1,2,...,3™ — 1}, tenemos que (3%,0) €S, NSy,
donde dicho elemento pertenece también al conjunto C x {0}. Veamos que
existe un punto de Z en S,.,1 NS, 5. Tenemos dos casos; cuando S, es una

circunferencia superior y cuando es inferior.

Caso 1. Supongamos que S, es una semicircunferencia superior. Supondremos

sin pérdida de generalidad que S,,5 es una semicircunferencia inferior
tal que (BL,O) es el extremo derecho de S, 5. Entonces, 3i < %, lo
que nos indica que k < 3™~!. Ahora, notemos que el centro de S, es
(2.3%, 0) 0 (%, O), tenemos que el otro extremo puede ser el punto

(M O) o el punto (g;—i’f, O), los cuales pertenecen al conjunto 7, pues

3m )
la longitud de los intervalos [%;k, 3%] [g‘;i’f, 3%] son % y gf;?,

respectivamente.

Caso 2. Supongamos que S, es una semicircunferencia inferior. Supondremos
sin pérdida de generalidad que (dim, O) se encuentra en el extremo iz-
quierdo de S,9, la cual es una semicircunferencia superior con centro

en (%, O) y tenemos que k < 3™ — 1. Entonces, el otro extremo de S,

es el punto (1 — 3%,0), el cual es un punto de C x {0} que esta en

Sry1 NSy o

Ahora, puesto que J es denso en C x {0}, tenemos que cl(S) = K, lo
cual demuestra que el espacio K es un continuo, pues es la cerradura de una
unién de conexos, y que la interseccion es no vacia. Por otro lado, tenemos
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que cl (C x {0} —Z) = C x {0}, que a su vez implica cl (K — &) = K. Esto es,
K — S es denso en K.

Para probar que K es un continuo indescomponible, necesitamos la si-
guiente definicion.

Definicién 3.1. Un continuo X es irreducible en p y ¢ si no existe un sub-
continuo propio de X que contenga al conjunto {p, ¢}.

Definicién 3.2. Un punto ¢ en un continuo X es de irreducibilidad si
existe ¢ € X tal que X es irreducible en p y q.

La siguiente caracterizacion de continuos indescomponibles se encuentra
en [16, Corolario 11.19].

Teorema 3.3. Un continuo X es indescomponible si y solo si todo punto de
X es un punto de irreducibilidad.

Utilizaremos la densidad de IC — S y el resultado anterior para probar la
indescomponibilidad de .

El siguiente lema nos provee de una propiedad fundamental para demos-
trar que el continuo K es indescomponible.

Lema 3.4. Si A es un continuo sujeto a las siguientes condiciones
ACK, A#K, ANS#0,
entonces existe n € N tal que A C S USyU---US,.

Demostracion. Sea ¢ € AN S. Puesto que S pasa por todos los puntos de
la forma (3%, O) como se probo anteriormente, sabemos que el conjunto S es
denso en K y la desigualdad conjuntista A # K hace posible encontrar un
punto p € S— A. Méas aun, como ¢q € S, existe m € N tal que g € .S,, podemos
escoger el punto p € S,,,1 de manera que si « es el arco con extremos en (0, 0)
y p, entonces ¢ € S N . Veamos que A C «a. Procedemos por contradiccion,
supongamos que existe 1 € A — a. Sea ny un nimero natural tal que la

distancia de p a A, asi como la distancia de r a « exceda 3%0 y que

2m0 1

a C U Sz (3)
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Ahora considere la banda P = Frgz |J B (a, gngﬁ), formada por todos los
acx

circulos de radio 3713% que tienen por centro a un punto de «. Dicha banda
se puede visualizar en la Figura 2.

Figura 2: Banda P alrededor de «a.

El borde de la banda se compone de dos arcos paralelos a a y dos semicir-
cunferencias con centro en (0,0) y en p. Notemos que las dos lineas paralelas
a « y la semicircunferencia con centro en (0,0) son ajenos a K, puesto que
sus puntos de interseccién con el eje de las abscisas no pertenecen, en vir-
tud de la inclusion (3), al conjunto C. Esto ocurre debido a que g3z no
se encuentra en C, puesto que posee al menos un digito 1 en su expansion
ternaria. Ahora, note que la circunferencia de centro p es ajena a A, puesto
que la distancia de p a A es mayor a 3%0 que a su vez es mayor a 3,1;%. De
esta manera, la banda entera P es ajena a A. Asi, A es un subcontinuo de IC
tal que A C |J B (a, gup5z) 0 bien, AN U B (a, 5m52) = 0, contradiciendo

aco aco

reA—ayqe ANS, respectivamente. Concluimos que, A C « y se sigue
el resultado. ]

De esta propiedad y utilizando el Teorema 3.3 concluimos esta secciéon con
el siguiente corolario.

Corolario 3.5. El continuo de Knaster es indescomponible.

Demostracion. Sean p,q € K tales que p € Sy ¢ € K-8 y sea K un
subcontinuo propio de K tal que p,q € K. Note que K NS # (), pues p
esta en dicha interseccion. Utilizando Lema 3.4, tenemos que existe ng € N
tal que K C S U ...US,,, lo cual es una contradiccién, pues ¢ € K, pero
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qg ¢ S1U...US,,. Concluimos que K es un continuo indescomponible, por
Teorema 3.3. O]

4 Propiedad de Cono = Hiperespacio

En esta seccion probaremos que el continuo I posee la propiedad de cono =
hiperespacio. Para ello, haremos uso de los limites inversos.

El primer paso es identificar al continuo X como un limite inverso. Para
ello, considere el siguiente lema.

Lema 4.1. Supongamos que los espacios factores X; de X, estdn encaja-
dos en un continuo X y las funciones de ligadura satisfacen las siguientes
condiciones

(a) existe un N € M tal que para cada i y x € Xiyq, d(z, fi(z)) < &,

(b) para cada espacio factor X; y cada € > 0, existe 6 > 0 tal que si k > i
y p,q € Xy con d(fu(p), fi(q)) > €, entonces d(p,q) > 9.

Entonces, para cada v € X, la sucesion de coordenadas x; converge a un
punto unico h(x) € X y la funcion h : Xoo — X es un encaje.

Demostracion. Si x;4; € X411, entonces existe M > 0 tal que para cada ¢

i+ 1+1 ’
d(zit1, filziv1)) = d(xizr, z;) < 25 Con esto, {z;}ien es una sucesion de
Cauchy en un continuo, por lo que converge. De esta manera, h esti bien
definida (envia sucesiones a su limite en X). Veamos que h es una funcion

o0
continua. Sea g9 > 0. Puesto que Y 2% es una serie convergente, existe N € N
i=1

2t
i=N
cada r € X,

o
tal que Y 2 < . De este modo, si z € X y por (a), tenemos que, para

d(h(z),zn) < d(xn,zn+1) + d(xyi1, h(T)) < 2%]\[ +d(zni1, h(x)) < 3 (4)

Six € X, considere U = By, (xN, %0), el cual es un abierto de Xy;
tenemos entonces que 7y (U) es abierto en X.,. Més atn, si y € 75" (U),
entonces yy € U, y utilizando (4), tenemos
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€0 o o
d(h(z), h(y)) < d(h(z), zn) + d(zn, yn) + d(yn, h(y)) < 3ty ty=¢

De aqui, se sigue que h es continua. Finalmente, veamos que esta funcion es
uno a uno. Supongamos que x # y. Entonces existe ng € N tal que ,,, # ¥,
Sea ¢ = w. Por (b), existe > 0 tal que si kK > ng y p,q € Xj que
satisfacen d( f,k (), fnor(q)) > €, entonces d(p, q) > d. Asi, para cada k > ny,
d(xk,yr) > 0 y puesto que klggoxk = h(x)y klggo yr = h(y), se tiene que

d(h(z),h(y)) > 6. De esta manera, h es un encaje. O

Lo que sigue es encontrar un homeomorfismo entre el continuo K y un
limite inverso.

Definicién 4.2. Una funcion f : X — Y es indescomponible si para cada
par (A, B) de subconjuntos de X, tales que X = AUB, se tiene que f(A) =Y
o f(B)=Y.

Es inmediato de esta definicion que, un continuo es indescomponible si su
funcién identidad es indescomponible.

Teorema 4.3. El continuo de Knaster es homeomorfo a un limite inverso de
arcos con funciones de ligadura indescomponibles.

Demostracion. Buscamos aplicar el lema anterior. Para ello, sean ay = (0,0)
y a; = (3i . %, —% . %) para cada i € N donde a; es el fondo de los semicirculos
por debajo del eje de las abscisas. Denotaremos por A,, al arco contenido en
KC que une a ag y a,. Es claro que A,, C A, 1 para cada n € N. En la siguiente

figura se muestran los primeros dos arcos.

ap a2
ai

Figura 3: Construcciéon de los arcos A,
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Los arcos A; seran nuestros espacios factores y consideraremos las funcio-
nes r; : Ajy1 — A; definidas de la siguiente manera: los puntos de A; son
fijos; los puntos restantes corresponden al arco A; 11 — (A; — {a;}), el cual se
puede encajar en A; (al ser ambos arcos) a través de una funciéon continua
e: A1 — (A — {a;}). Asi, definimos a r; como sigue:

x st x €A,

e(r) si x€ Ay — (A —{ai}).

ri(z) =

Mas atin, le pedimos a la funcion de encaje e que cumpla la desigual-
dad d(z,ri(x)) < %, lo cual es posible gracias a que la distancia entre los
arcos A;11 y A; siempre es menor que % Observe que las funciones r; son
retracciones y éstas seran las funciones de ligadura. Por ser r; retracciones,
tenemos que las funciones r; son indescomponibles, por definicion. Luego,
se satisface la condicion (a) del Lema 4.1, con K = 1. Asi, tenemos que la

funcion h : lim(A;,7;) — K esta bien definida y es continua. Puesto que
H

o0
K =cl (U Ai>, tenemos que a través de sucesiones, la funciéon h es supra-
i=1

vectiva al ser continua. Veamos que h es inyectiva. Sean x,y € lim(A;, r;),
(—

tales que h(z) = h(y). Por definicion, existe N € N tal que si n > N, en-
tonces d(x;,y;) < €. Puesto que z,,y, € A,, tenemos que r,(z,) = z, y
Tn(Yn) = yn. Mas atn, se tiene que 7,11(2,) = (€n) ¥ Tns1(Yn) = Yn, pues
TnyYn € A, C Apyq. Esto es, z, = y, si n > N. Por otro lado, como
rv(zn) = zn, por definicién de limite inverso, ry_1(zn) = Tn_1

Pero como h(z) = h(y), existe m € N, tal que si m > i, entonces z,, ¥ Ym
estan en el mismo radio. Entonces, z,, = "1 (Tmi1) = Tma1 (Yma1) = Ym S
m > 1. Por definiciéon de h, tenemos que x = y y asi, h es inyectiva. ]

Teniendo esto, podemos hacer que el continuo de Knaster sea homeomorfo
a un limite inverso mas accesible. Para ello, considere el siguiente lema, que
serd auxiliar para lograr lo que acabamos de mencionar.

Lema 4.4. Sean X, y Y, dos limites inversos tales que existe una sucesion
de homeomorfismos h; : X; — Y; que satisfacen h; o f; = g; o hyy1 para cada
1. Entonces, X €s homeomorfo a Y.

Demostracion. Definamos hx : Xoo — Yo por hx ((2;)ien) = (hi(x;))ien-
Veamos que hx esta bien definida. Si (z;);en € Xoo, entonces h * ((z;)ien) =
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(hi(x:))ien donde hy(x;) = hi( fi(zip1) = gi(hiv1(Tiv1) ¥ hiva(zip1) € Yiqa, por
lo que

gi(hiv1(wit1)) € Y3,

Mostraremos que h#* es una biyeccion. Sea (y;)ien € Yoo. Entonces para
cada 7, y; € Y; y como h; es un homeomorfismo, existe x; € X; tal que
hi(z;) = yi. Mas atn, y; = hi(x;) = hi(fi(zit1)) = gilhir1(@ig1) = 6i(Yir),
de donde se sigue que h * ((x;)ien) = (¥i)ien. Veamos que hx es inyectiva.
Sean (x;)ien, (¥i)ien € Xoo, tales que h * ((x;)ien) = h * ((y;)ien). Entonces,
hi(z;) = hi(y;) para cada i € N. Por ser h,, un homeomorfismo, tenemos que
x; = y; para cada ¢ € N y de aqui, se sigue la inyectividad de hx.

Finalmente, veremos que hx es continua, y para ello, veremos que es con-
tinua coordenada a coordenada por Teorema ... [14]. Para esto, notemos que
m; o hx = h;m; para cada ¢ € N. Entonces, 7; o h* es continua, pues h; y m; lo
son. Tenemos ademds el siguiente diagrama

X, ox, e x, X
N
Y] < Yy < Y e Y

g1 g2

De manera similar, h; ' define el homeomorfismo (h*)™! y tenemos el
resultado. O

Finalmente, podemos identificar al continuo K con un limite inverso que
consiste de intervalos y la funcion tienda definida en ...

Teorema 4.5. K es homeomorfo a lim(I,T).
<

Demostracion. Sea g1 : Ay — I un homeomorfismo tal que gi(ag) = 0y
g1(a;) = 1. Definamos g5 : Ay — I como

1—@ St ZIZ'EAQ—A:[.

{ 9() St T € Al,

Veamos que g ory =T o gs.
Si z € Ay, tenemos que ¢1(ri(z)) = g1(x), por definicion de r;. Por otro

lado, T(ga(x)) = T (242) =2 (242) = gu(a).
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Six € Ay — Ay, tenemos que ¢i(ri(z)) y por otro lado, T(ga(z)) =
T (1- 20 29 (1 20El) — g ().

De la misma manera, definimos g, : A, — I tal que g, 1071, 1 =T o g,.
Asi, la sucesion de homeomorfismos g,,, por lema 4.4, induce un homeomor-
fismo gx : lim(A;, r;) — lim(Z,T') tal que

— —

A1< o AQ(TQ Az<r—‘h'm(AZ,7‘,)
<+
To—— T —— ] +—— ---h’in(I,T)
Se sigue que K es homeomorfo a lim(/,7T). O
H

Ahora, probaremos un teorema de manera general, el cual identifica al hi-
perespacio de un limite inverso como el limite inverso que tiene como espacios
factores a los hiperespacios de los espacios factores del limite inverso original.
Si denotamos por Cu(X) al limite inverso l{{n(C’(XZ-), f1), tenemos que

Teorema 4.6. Si X es homeomorfo a im(X,, f;), entonces C(X) es homeo-
H
morfo a Cu(X).

Demostracion. Construiremos un homeomorfismo entre los dos espacios con-

siderando las siguientes observaciones: si A € Coo(X), entonces A = (A, As, ...

donde A; € C(X;) para cada i € N. Por otro lado, si D € C'(X), puesto que X
es un limite inverso, tenemos que D = {(x,z3,...): x, € D, = m,(D)}. Con
esto, definamos h : Coo(X) — C(X) por h(A) = {(x1, 2, ..., T4, ...) s 7 € A}
Mostraremos primeramente que esta funciéon es uno a uno. Para ello, sean
A, B € C(X) tales que h(A) = h(B). Entonces, por definicion, tenemos
que {(z1,....zi...): 2 € Ay = {(y1, -, Yi, ) ys € B;}. Asi, para cada
x; € A;, existen (xq,..,x;...) € h(4A) v (y1,-,¥i,...) € h(B) tales que
(n)nen = (Yn)nen, donde x, = y,, para cada n. De esta manera, x; € B;
y tenemos que A; C B;. De manera analoga se obtiene la otra contencion,
llegando a A; = B; para cada . Se sigue que A = B y h es una funcién uno
a uno.
Veamos ahora que h es suprayectiva. Sea B € C'(X). Entonces

B ={(z1,...,xj,...): ; € B;} = h((B;)en)-
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De esta manera, h es suprayectiva y por ende, una biyeccion. Sean Uy, ..., U,,
abiertos en X . Por lema [18, 1.3], tenemos que (7, ' (U}), ..., m,, * (U,,)) es abier-
to en C'(X). Considere

W (7 (U)o 1 (Unn))) = {A € Coo(X) 1 h(A) € (m (U), oooy 7 (Un))}

n n

sz

={A e Cu(X): h(A) Cc U, (U;), h(A) Nnm, Y (U;) #0}

=1

m

={A e Cu(X): (moh)(A) C UU, (m,oh)(A)NU; # 0}

=1

={Ae Co(X): m({(x1,..c, i, ...): & € A}) € (Up, ..., Up) }

={AeCu(X): {zp: z, € Ay} € (Up,....,Un)}
={AeC(X): A, € (Uy,....,Upn)}
={AeCo(X): Ae (n) ' (U, ..., U))}

= (7))L ((Uy, ..., Un)).

Observe que este ultimo conjunto es abierto en Co(X), pues 7, es conti-
nua. Con esto, probamos que h es un homeomorfismo y concluimos que C'(X)
es homeomorfo a Cy (X). O

De este lema, y el homeomorfismo entre K y lim(7, I), tenemos que C'(K)
es homeomorfo a lim(C(7),T”"), donde T"(A) = T<(_A).

Probaremos ah;ra que Cono(Xs) es homeomorfo a liln(C’ono(Xi),fi”).

Antes de probar esto, es necesario definir de manera correcta el espacio
lim(X;, f). Para ello, considere las siguientes funciones:
(—

g+ X; x [0,1] = Cono(X;)

fi Xiva < [0,1) = X5 < [0,1), fi((wi41), 1) = (fil@iz1,?)
Denotaremos por ¢; a la restriccion ¢;|x, <o) : Xi x [0,1) = Cono(X;) —
v(X;). Con esto, podemos definir a las funciones ' : Cono(X;,1) — Cono(X;)
de la siguiente manera:

) = { v(X;) st x=v(Xi1),
g0 fio(gha) (@) st x# u(Xy).
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Por como se define la funciéon, tenemos que es un homeomorfismo si x #
v(X;). Veamos la continuidad en el punto faltante. Utilizaremos sucesiones
para proceder con la demostracion. Sea {a, }nen una sucesion en Cono(X;41),
y supondremos sin pérdida de generalidad que a, # v(X;y1) para cada n.
Sea P, la proyeccion sobre la segunda coordenada, la cual es una funcién
continua. Definamos P : Cono(X;1) — [0,1] por P(x) = Py(q; '(x)), para
cada z € Cono(X;;1). Luego, para cada n € N, existen b, € X; 1y, € [0, 1]
tales que a, = qi+1(bn,t,). Luego, P(a,) = t,. De esta manera, puesto que
{an fnen converge a v(X;41) y al ser P continua, se sigue que {t, },en converge
a P(v(X;41)) = 1. De aqui, {f/(a,)}nen converge a v(X;). De esta manera,
tenemos la continuidad y podemos continuar con el teorema.

Teorema 4.7. Sea X un continuo homeomorfo al limite inverso im(z;, f;).
H

Entonces, Cono(X) es homeomorfo a lim(Cono(X;), fI').
F

Demostracion. Puesto que X es homeomorfo a lim(X;, f;), existe un ho-
—

meomorfismo h entre dichos espacios. Ahora, definamos ' : X x [0,1) —
lim(X;, f;) x [0,1) de la siguiente manera: para cada z € lim(X;, f;) v cada
— —

t € [0,1), tenemos que h'(z,t) = (h(x),t). Asi, es claro que h' es un homeo-
morfismo. Definimos ahora la funcion ¢ : X x [0,1] — Cono(X) y sea ¢ la
restriccion gl xxjo,1) : X x [0,1) = Cono(X) —v(X), la cual es un homeomor-
fismo. Si denotamos por v (z) al punto (v(Xy),v(X2), ..., v(X5),...), veamos
que [0,1) xlim(X;, f;) es homeomorfo a lim(Cono(X;), f!') — {veo(x) }. Defina-

— —
mos la funcion g : [0,1) x Um(X;, f;) — [0, 1) x Him(Cono(X;), fI') —{veo(x)}
— —

como sigue:

Qoo (t, 21, Toy ooy 4, 20)) = (8, @1 (21, 8), ooy @ (4, 1), 0.

La funcion ¢, es continua al ser ¢ continuas para cada i, por [14, Teorema
19.6]. Veamos la inyectividad de esta funcion. Sean (t1, x1, s, ...), (t2, Y1, Y2, ...) €
[0,1) x hin(Xi,fi) tales que (t1,x1,%2,...) # (t2,91,Y2,...). Tenemos dos ca-
sos: primeramente, si t; # to, tenemos que ¢’ (x;,t1) # qf(x;,t2) para cada
i, y por ende qoo((t1,T1,%2,...)) # Goo((t2,y1,Y2,...)). Para el segundo caso,
suponemos que existe j € N, tal que z; # y;. Una vez mds, tenemos que q;
es un homeomorfismo, por lo que se sigue la inyectividad. Veamos la supra-
yectividad de esta funcion. Sea (aq,aq,...) € hzn(Cono(Xi),fi”) — {voo () }.
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De aqui, a; € Cono(X;) — {v(X;)}, pues si a; = v(X;) para algin i, entonces
(a1, aq, ...) = Vs, por definicion de f!'. Luego, existe (x;,t;) € X;x[0, 1) tal que
qf (z;,t;) = a; para cada i. Veamos que t; = t;11. Tenemos que a; € Cono(X;),
por lo que existen x; € X; y t; € [0,1) tal que ¢ ((x;,t;)) = a; y se cumple
que
a; = f{'(ai1) = (¢ o fi o (gi11) ") ai)

= (q; o f)((@ir1, tit1))

= q; (fi((zit1, tiv1))

= ¢; ((fi(zis1), tirr))-

Se sigue que ¢;((zi,t;)) = ai = ¢ ((fi(xit1),ti41)), de donde fi(zit1) y
t; = t;v1. Con esto, tenemos que ¢ es biyeccion. Veamos que la inversa
es una funcion continua. Dado a € [0,1) X (h’m(Cono(Xi), - {voo(:v)}),
<—

tenemos que a = (t,ay,as,...), donde t € [0,1) y a; € Cono(X;) — {ve(x)}.
Si P; es la funcion proyeccion sobre la primera coordenada, tenemos que la
funcion inversa de ¢, procede de la siguiente manera

a— (t, Pi(q; (ar)), ..., P (gilay)), ...

Debido a la continuidad de P, y de ¢; para cada i, se sigue la continuidad
de la inversa de ¢.

Definimos ahora la funcién que nos ayudara a demostrar la tesis del teo-
rema. Sea h” : Cono(X) — lim(Cono(X;), f') definida por
“—

N e sia=u(X),
() {qoooh’oq’(ac) si a# v(X).

Observemos que h” es una biyeccion, por definicién de la funcion. Méas atn,
h" es continua en a # v(X), por la composicion de homeomorfismos. Para
la continuidad en v(X) se procede de manera analoga a la demostracion de
continuidad de la funciéon f”. ]

Teniendo los resultados anteriores en cuenta, procedemos a demostrar que
el continuo de Knaster posee la propiedad de Cono = Hiperespacio.

Teorema 4.8. FEl continuo K posee la propiedad de Cono = Hiperespacio.
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Demostracion. El teorema 4.5, tenemos que K es homeomorfo a lim(7,T).
%
Por teoremas 4.6 y 4.7, tenemos que C'(K) es homeomorfo a lim(C(1),T") y
H
Cono(K) es homeomorfo a lim(Cono(I), T"). Sea g : C(I) — Cono(I) el ho-
—

meomorfismo que se obtiene de la propiedad Cono = Hiperespacio obtenida
del Ejemplo 2.3. Notemos que se cumple g o T" = T" o g, por definiciéon de
las funciones de ligadura. Por teorema 4.4, se sigue que existe un homeomor-
fismo G entre hzn(C([),T’) y hzn(Cono([),T”) tal que G((1,1,...,1,...)) =

(v(I),v(I),....) vy G(F\(I), F,(I),..., FA(]),...)) = (B(I),B(I),...). Luego, sea
H : C(K) — Cono(K), definida por H =h"ogoh y es tal que H(K) = v(K)
y H(F1(K)) = B(K). Se sigue el resultado. O

5 Hiperespacio suspensiéon

Teniendo en cuenta lo descrito en la seccién anterior, podemos construir un
modelo para el hiperespacio suspension de K. Ademés, en esta seccion, co-
mo ya se mencioné anteriormente, probaremos un teorema relacionado con la
indescomponibilidad de un continuo X y la arco-conexidad del (n, m)-ésimo
hiperespacio suspension. El siguiente lema ayudard a probar el teorema prin-
cipal de esta seccién.

Lema 5.1. Si X es un continuo descomponible, entonces Cy,(X) — ({X} U
F.(X)) es arco-conexo.

Demostracion. Puesto que X es descomponible, existen A, B € C(X) — {X}
tales que X = A U B. Probaremos el resultado por induccién sobre n. La
prueba para el caso C(X) — ({X} U Fi(X) se encuentra en [4], y la prueba
para el caso C,(X) — ({X} U F,(X)) se encuentra en [13]. Probaremos el
resultado para m < n, tomando un elemento M € Cy(X) — ({X} U F1(X))
y lo uniremos con un elemento en Cy(X) — ({X} U F2(X)) o en C(X) —
({X} U Fi(X)). Teniendo lo anterior, se sigue la arco conexidad. Sea M €
Co(X) — ({X} U Fi(X)). Entonces, A debe tener dos componentes, pues de
lo contrario, M € C(X) — ({X} U Fi(X)). Sean M;, My componentes de A.
Si My o M, son no degeneradas, entonces M € Co(X) — {X} U Fy(X)) v
se tiene el resultado. Luego, A; = {a1} y A2 = {as}. Tenemos los siguientes
casos para la localizacion de dichos puntos:

Matemadticas y sus aplicaciones 11, Capitulo 9, paginas 177-198



Gerardo Hernéndez Valdez, David Herrera Carrasco, Fernando Macias
194 Romero

Caso 1. Sizy € A— By xy € B— A, entonces, por [15] existe un arco ordenado
a:]0,1] = Cy(X) tal que o(0) = {21} U{z2} vy a(l) = AU {axs}, el
cual es un elemento en Co(X) — ({ X} U Fo(X).

Caso 2. Si z1,22 € AN B, existe un arco ordenado [15], 8 : [0,1] — Cs(X)
tal que 5(0) = {x1} U{za} y B(1) = A, el cual es un elemento en
CX)—({X}UFi(X)). Andlogamente si ambos puntos estan en A o en
B.

De ambos casos, tenemos que Ca(X)—({ X }UF (X)) es arco conexo. Aho-
ra supongamos que C,,(X)—({ X }UF,,(X)) es arco conexo, con m < n. Proba-
remos que Cp11(X) — ({X}UF,(X)) es arco conexo, con k < n+1, utilizando
la misma técnica: para cada M € C,11(X) — ({X} U Fr(X)), encontraremos
un arco cuyos extremos sean M y algun elemento de C,,(X) — ({X}UF, (X)),
el cual ya es arco conexo. Observe que el caso Cyi1(X) — ({X} U Fop1 (X))
estd probado en [13]|. Luego, buscamos demostrar el resultado cuando k& < n.
Sea M € Cp11(X) — ({X} U Fi(X)). Entonces, M posee exactamente n + 1
componentes, pues de lo contrario, M € C,,(X)—({X}UF,(X)) y por hipote-
sis de induccion, tendriamos el resultado. Sean My, Ms, ..., M,, 1 componentes
de M. Notemos que si existe j € {1,2,...,n+1} tal que M; es no degenerada,
entonces M € Cp1(X) — ({X} U F,11(X)) v se tiene el resultado. Luego,
M; = {z;} para cada i € {1,2,...,n+ 1}. Por el Principio de las Casillas, po-
demos suponer sin pérdida de generalidad que, x1, 2o € A. Entonces existe un
arco ordenado « : [0, 1] — Cp41(X) tal que (0) = {z1 }U{z2}U...U{zp11} ¥
a(l) = HU{z3}U...U{z,41}, el cual es un elemento de C,,(X)—({ X JUF,(X),
y se sigue el resultado. ]

Continuamos con el teorema importante de esta seccion.

Teorema 5.2. Un continuo X es indescomponible si y solo si HS] (X) —
{¢R(X), F{} no es arco conexo.

Demostracion. Supongamos primero que X es un continuo indescomponi-
ble. Por Teorema 6.3 en [13], tenemos que C,,(X) — {X} no es arco-conexo.
Entonces, existen dos puntos A y B en dos arco-componentes distintas de
Cn(X) — {X}. Ahora, supongamos que el arco que une a gx(A) con gx(B)
en HS!"(X) — {gx(X)} no pasa por F. Entonces existe « C HS!(X) —

{gx(X), F¢} arco que une a gx(A) con qX( ). Como HS' (X)—{¢x(X), F¢}
es homeomorfo a C,(X) — ({X} U F,,(X)), existe un arco o’ en C,(X ) -
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{X}UF,(X)) que une a A con B. Puesto que C,,(X) — ({X} U F.(X)) C
Cr(X) —{X}, tenemos una contradiccion. Luego, tenemos que cualquier arco
que una a ¢¢(A) y ¢%(B) en HS' (X)—{¢%(X)}, pasa necesariamente a tra-
vés de F'. Esto implica que ¢ (A) y ¢%(A) estan en dos arco-componentes
distintas de HS!" (X) — {¢%(X), F¥}. Se sigue que este espacio no es arco-
CONexo.

Por otro lado, supongamos que X es descomponible. Por el Lema 5.1,
Cn(X)—({X}UF,,(X)) es arco-conexo. Puesto que HS) (X) —{¢%(X), F{}
es homeomorfo a C, (X )—({ X }UF,,,(X)), tenemos que HS? (X )—{q¢%(X), F{'}
es arco conexo. O

Para ejemplificar este teorema, consideremos al continuo de Knaster y su
hiperespacio suspension.

Ejemplo 5.3. Construyamos el hiperespacio suspension de I, HS(K). Para
ello, utilizaremos el hecho de que C(K) es homeomorfo a Cono(K), pues K
posee la propiedad de cono = hiperespacio. De este homeomorfismo, tenemos
que el modelo para C(K) se ve como en la siguiente figura.

K
Figura 4: C(K)

En la figura anterior, tenemos que la base del cono representa al primer
producto simétrico F1(K) y dado que el hiperespacio suspension del continuo
de Knaster se define al comprimir F;(K) a un solo punto, tenemos que HS(K)
se ve como sigue

En la figura anterior, podemos notar que si removemos los puntos ¢(K)
y F1(K), nos queda un espacio que no serd arco-conexo, cumpliendo con el
Teorema 5.2, pues sabemos que K es un continuo indescomponible.
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Fy(K)

Vi)

Figura 5: HS(K)
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