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Presentacion
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Fifth International Conference on Mathematics ant its Applications (5CIMA, 2018),
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personajes de diversas universidades, nacionales y extranjeras, tanto en el desarrollo
del 5CIMA como en su memoria escrita, que es el presente libro. La base ha sido un
comité organizador especializado, entusiasta y vigoroso emanado de la Academia
de Mateméticas de la Facultad de Ciencias Fisico Matematicas de la BUAP. Este
producto no es ni siquiera sietemesino, es normal, de por lo menos nueve meses
de trabajo constante. Por el amor a la matematica es que ha nacido este ejemplar
que nos brinda la sabiduria necesaria para mostrarles parte de nuestros quehaceres
cotidianos.

Los capitulos de este libro estan agrupados por secciones de acuerdo al area
tematica en el 5SCIMA. Dichos capitulos fueron sometidos a arbitraje riguroso.

Agradecemos, con toda el alma, a todos los arbitros su amabilidad, gentile-
za, dedicacion y trabajo cientifico. Un agradecimiento especial a Antonio de Jesus
Libreros Lopez por su apoyo en la edicién de esta obra. Gracias por dejar huella.

David Herrera Carrasco
Fernando Macias Romero
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Capitulo 1

Dificultades de uso de la légica de los sistemas
matematicos de signos involucrados en la construccién
del ntimero natural

Maria Leticia Rodriguez Gonzalez, Eugenio Filloy Yagiie

Departamento de Matematica Educativa, Cinvestav-IPN

Resumen

Este proyecto de investigacién tiene el proposito de observar y analizar las di-
ficultades de los ninios de 6 a 9 anos con el uso de la légica de los Sistemas
Matemaéticos de Signos (SMS) involucrados en la construccion de nimero na-
tural, con base en el Modelo de John von Neumann. El anélisis se centra en
la actuacion de los alumnos durante el intercambio de mensajes mateméticos
en escenarios escolares, donde se presentan diversos significados (logicos) y que
son resultado de procesos cognitivos. Con la estructura teérica de los Modelos
Teéricos Locales y sus cuatro componentes y los aportes de las psicologias cog-
nitivas y soviéticas en relacién con la loégica de construcciéon de niimero natural
de los nifios, en particular la Teoria de las Acciones Mentales, se pretende dise-
fiar un modelo de ensenanza que traslade el Modelo formal a un modelo con el
uso de material concreto.

1 Introduccion

En todos los espacios de la vida cotidiana los seres humanos estamos involucrados
con el uso de los nimeros, a los ninos se les introduce desde el momento en que
tienen que clasificar, seriar y contar. Histéricamente el hombre tuvo la necesidad de
representarlos simbélicamente, usando diversos registros como marcas como puntos
y rayas sobre tablas, huesos, piedras, nudos y otros objetos; o bien, usando su cuerpo
para poder contar como una técnica corporal, método que atn persiste en algunas
comunidades indigenas [9, pags. 33-37]. Este recorrido histérico también lo hacen
los ninos pequenos a través de la imitacion. Sin embargo, el que los ninos puedan
expresar oralmente secuencias numéricas, reconocer y dibujar algunos numerales
e incluso algunas regularidades del sistema de numeracién, no significa que estén
contando o que tengan la nocién de niimero natural.

Por otro lado, las practicas escolares siguen enfatizando en el conocimiento de
los nameros en el sentido cardinal, descuidando la ordinalidad, como afirman Ma-

http://www.fcfm.buap.mx/cima/publicaciones/ 5



6 Maria Leticia Rodriguez Gonzalez, Fugenio Filloy Yagiie

ravilla y Filloy en [11, pags. 129-130] que los usos y costumbres van a repercutir
en los modelos de ensefianza, mismos que son avalados por los docentes. Llegan
a la conclusién de que el problema de la ensehanza de los ntimeros naturales en
educacion preescolar se enfrenta al desconocimiento de las educadoras del concep-
to de namero, al observar las incongruencias en las secuencias de actividades que
desarrollan y la prevalencia de la repeticion.

Confrontando esta experiencia con el nivel de educacién primaria y con el Plan
de Estudios [17, pag. 53| nos dice que “...el estudio de la matematica considera el
conocimiento y uso del lenguaje aritmético, algebraico y geométrico, asi como la
interpretacién de informacién y de los procesos de medicion”. En los programas de
estudio se estructuran los aprendizajes en tres ejes: Sentido numérico y pensamiento
algebraico, Forma espacio y medida y Manejo de la informacién. Los contenidos se
organizan secuencialmente de lo simple a lo complejo. La estrategia pedagogica pro-
puesta en los libros “Desafios Mateméticos” presentan una secuencia de actividades
problematicas para que los nifios y docentes desarrollen herramientas matematicas
que les permita poner en préactica sus conocimientos matematicos.

Sin embargo, a pesar de que se empezaron a trabajar desde el afio 2011, se tienen
serias dificultades para comprender las orientaciones didacticas para trabajarlas
con los ninos. Se sugiere trabajarlos en el salon de clase, con diferentes formas de
interaccion: individual, en parejas, en equipos y grupalmente; pero la experiencia
que se ha observado es que los maestros trabajan los desafios como lecciones o
ejercicios, de forma individual e incluso los dejan de tarea en casa, los califican
perdiendo la esencia metodolégica para promover la creatividad y gusto por las
matematicas. Se rompe con el sentido pedagdgico de la evaluaciéon como un proceso
de valoracion y anélisis de los procedimientos que realizaron para consensar los més
factibles y econémicos, las dificultades que tuvieron y cémo lo resolvieron; se saltan
desafios generando una pérdida de la secuencia gradual en torno a la complejidad
conceptual. Se observan también practicas centradas en mecanizaciones que van
desde secuencias numéricas orales, escritas, ejercicios fotocopiados (de libros de
matematicas que no tienen coherencia con el enfoque didactico de la asignatura de
matematicas), series de sumas y restas por columnas como por ejemplo:

845 935
+ 356 — 237
1201 698

Este tipo de practicas pueden generar en los nifios experiencias de rechazo y obs-
taculizar el desarrollo del pensamiento matematico para desarrollar la creatividad
en la solucién de los problemas contextualizados, a partir de mostrar y expresar los

Matematicas y sus aplicaciones 10, Capitulo 1, paginas 5-31
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argumentos que validen sus resultados.

Por lo que, el interés de esta investigacion esta centrada en responder la pregun-
ta: ; Qué dificultades tienen los ninos al usar la légica de los Sistemas Matemaéticos
de Signos en la construccién de los ndmeros naturales, teniendo como bage el modelo
formal de John von Neumann? Se propone partir de una estructura matemaética que
pueda servir de base de la construccion del pensamiento matematico; propuesta que
se viene explorando con nifios preescolares con el trabajo mencionado anteriormen-
te y ahora en esta nueva etapa con ninos de los tres primeros grados de educacién
primaria. La estructura aritmética que se propone es la légica de construcciéon de
los Sistemas Mateméaticos de Signos implicados en la construcciéon de los nimeros
naturales, sus propiedades y operaciones. Pues de acuerdo con Filloy [4, pags. 1 -
11], en la investigacién en Matematica Educativa las dificultades estan en la propia
matemaética, “... de ahi la conveniencia de que el observador cuente con competen-
cias de uso de un SMS mas abstracto que englobe todos los utilizados en el proceso
observado” [4, Pag. 7]. Desde esta perspectiva en este proyecto se propone un mo-
delo formal matematico, para trasladarlo a actividades concretas en un modelo de
ensenanza, para identificar las dificultades que tienen los ninos con esta manera
particular, para ello se han disefiado los siguientes objetivos:

(1) Comprender las dificultades que tienen los ninos en los primeros ciclos de edu-
cacion primaria, al usar la légica de los Sistemas Mateméaticos de Signos en
la construccién de los ntuneros naturales, con base en el modelo de von Neu-
mann, a través del desarrollo de procesos de iteracion y recursividad; teniendo
como referente teérico y metodologico a los Modelos Teéricos Locales.

(2) Diseniar un modelo de Ensenanza que traslade el Modelo de la Matemética
Formal a un Modelo Matemético Concreto; sin intervenir ni obstaculizar la
estructura curricular, con la finalidad de conocer los procesos de generalizacién
y comunicacién con contenido matematico, a través del estudio de casos como
estrategia metodolégica.

Con el marco tedrico de los Modelos Tedricos Locales (MTLs) |5, pag. 30| y
sus cuatro componentes este proyecto de investigacion se ha estructurado de la si-
guiente manera: (a) Modelo Formal de John von Neumann precisa una logica de
construcciéon de los nimeros naturales a partir del orden, con los procesos de itera-
cion y recursividad, se puede ir construyendo el sucesor a partir del antecesor; (b)
Modelo de Cognicidn recupera las aportaciones de la epistemologia psicogenética
y su relacién con la légica en la construcciéon de ntimero y las contribuciones de
la psicologia soviética con la Teoria de las Acciones; (c) Modelo de Comunicacion
implica a los usuarios competentes para usar los Sistemas Matematicos de Signos

Matematicas y sus aplicaciones 10, Capitulo 1, paginas 5-31



8 Maria Leticia Rodriguez Gonzalez, Fugenio Filloy Yagiie

(SMS) involucrados en las nociones de ntumero y; (d) Diseriar un Modelo de Ense-
nanza que traslade el modelo formal a un modelo con el uso de material concreto y
la recta numérica.

2 Marco Teoérico

La logica de construcciéon de los ntimeros naturales que se propone tiene que ver
con el interés de proponer una construccién en cualquier contexto, para que los
estudiantes puedan operar con nimeros en dos niveles: con objetos y sin ellos.

1 Modelos Teo6ricos Locales

Los MTLs son una propuesta tebrica que toma en cuenta las dificultades que la
mateméatica tiene en si misma y las que se producen en las aulas cuando se plan-
tean diferentes tipos de actividades que tienen que ver con la produccién de sentido
de mensajes matematicos y su decodificacion. La observaciéon empirica es la prin-
cipal herramienta para comprender los procesos cognitivos que se articulan en la
competencia formal y pragmaética. Lo local es porque profundizan en el analisis de
un fendémeno especifico, el cual es analizado a la luz de las cuatro componentes:
formal, cognitivo, ensefianza y de comunicacién. Los disenos experimentales tienen
la intenci6n de analizar la informacién que permita comprender las dificultades a
las que se enfrentan los actores en situaciones probleméticas para observar las in-
teracciones y contraposiciones de las competencias (cogniciones) que se ponen en
juego en el espacio textual; como se van construyendo los intertextos a través del
modelo de engenanza especifico con un soporte en el modelo formal y qué compe-
tencias comunicativas usan para decodificar y codificar los mensajes, asi como las
dificultades o posibilidades que tienen para realizar un esbozo logico semidtico de
la situacién problematica.

1.1 Modelo de Competencia Formal

Para Filloy [4, pag. 56] en el modelo formal “...se trata de los fenémenos que es-
tan organizados en las matemaéticas tomadas en su estado, el momento actual y
considerando su uso actual”. Dicho en otras palabras se trata de los conceptos ma-
tematicos. Y de acuerdo con Freudenthal |6, pag. ix| es partir de las dificultades
de construccién histoérica del concepto matematico en cuestion, en nuestro caso son
los ntiimeros naturales. La tradicién histérica la iniciamos con las aportaciones de
los griegos, quienes conceptualizaron a los ntimeros naturales relacionados con pro-
porciones numeéricas y que gracias a Eudoxo se consolida como “... la teoria de las
proporciones expuesta por Euclides” [3, pag. 15|, que permeé hasta el siglo XIX.

Matematicas y sus aplicaciones 10, Capitulo 1, paginas 5-31
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Dedekind, en correspondencia con Cantor y Frege [3, pags. 51-60] relacionan al ni-
mero con la teoria de conjuntos. William, |21, pags. 596-597| afirma que Pierce en:
“on the logic of number”, propone una logica para comprender si las proposiciones
sobre los numeros son verdades probadas. Dice que “los objetos de un sistema que
tienen una relaciéon fundamental de cantidad son llamadas cantidades y el sistema
es llamado sistema de cantidad.” |21, pag. 599]. Para ello define cantidad simple,
cantidad multiple, cantidad discreta, cantidad semi-infinita, definiciones relaciona-
das con el orden (sucesor y antecesor). Mas tarde Zermelo |12, pag. 51| ofrece una
nueva prueba para demostrar el teorema del buen orden y la teoria con conjuntos
infinitos.

Con estos antecedentes, John von Neumann [19, pag. 346] propone construir
el conjunto de los nameros naturales como niimeros ordinales, que constituye otra
manera de hacerlos con un manejo de la lé6gica més preciso. En este modelo von Neu-
mann [12, pag 186] propone el principio del orden que se consolida con la iteracion
y la recursividad.

Mosterin [12, pag. 187] afirma que en:

...la concepcién de von Neumann, cada ordinal es el conjunto de los
ordinales precedentes. Esta clase estd bien ordenada, por la relacién de
pertenencia o, si se prefiere por la equivalente relacién de ser menor. En
efecto, un ordinal « precede a otro (3 siy solo si a € 3, (...). Asi, 0 es el
conjunto vacio, 1 es el conjunto cuyo tnico elemento es 0, 2 es el conjunto
cuyos elementos son el vacio y 1, y asi sucesivamente.

Esta plataforma tiene como base un sistema formal expresado en axiomas, lo
que constituye un sistema logico. Para evitar las paradojas logicas establece dife-
rencias entre conjuntos y clases. Si bien todo conjunto es una clase, no toda clase
es un conjunto. En este sentido conjunto se refiere aquellas clases que pertenecen
al conjunto. El principio “...de orden de un conjunto bien ordenado seria la clase
de todos los conjuntos bien ordenados isomorfos con é1” [12, pag. 186|. Sin embar-
go, esta situacién llevé a contradicciones dentro de la misma teorfa intuitiva de
conjuntos, a lo que von Neumann propuso que en lugar de “...identificar un ordi-
nal con una enorme clase de conjuntos isomorfos entre si, propuso identificarlo con
un representante (un elemento) particular de esa clase, con la que desaparecen los
peligros asociados a la gran cardinalidad y se simplifica la teoria” [12, pag. 186].
Entonces se tiene que: “Cada ordinal es el conjunto de todos los ordinales que lo
preceden” [19, pag. 347] lo que se puede representar por las siguientes definiciones:
“Cero es el conjunto vacio; i. e., 0 = (", [8, pag. 76| la definicién 2 del mismo texto
dice: 1 = {0} = 0U {0}, de manera similar se construyen los nimeros siguientes [8,
pag. 76]:
0=10

Matematicas y sus aplicaciones 10, Capitulo 1, paginas 5-31
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{0}

{0,{0}}
{0,{03,{0,{0}}}
{0

{0

{03, {0, {033, {0, {0}, {0, {0} } }}

1
2
3
4
5= {0, {0}, {0, {0}}, {0, {0}, {0, {0} }}, {0, {0}, {0, {0} }, {0, {0}, {0, {0}} } }}

Si los ordinales estdn ordenados por la relaciéon de pertenencia, se tiene que
0ele2e3... Entonces “...cada conjunto bien ordenado es isomorfo a cada uno
de estos ordinales de von Neumann” [12, pag. 187]. Con el recurso de la iteracion
se realiza la construccion.

La iteracion es el proceso que se repite una y otra vez. Choate, Devaney y
Foster [1, pag. IX] afirman: “Iterar significa repetir algo una y otra vez”. Es decir,
el procedimiento que se hizo para el primer elemento, se hace para el segundo,
para el tercero y asi sucesivamente, dicho de otra manera: el paso n + 1 se obtiene
directamente del paso n.

El procedimiento recursivo es la ejecucién inicial que se repite exactamente
para el caso anterior. Con la recursion se puede definir una funcién para todos los
ordinales, basta hacerlo con el primero que es el cero y se realiza el mismo proceso
para los demas.

“El teorema de la recursién transfinita nos permite definir una funcién
para todos los ordinales, definiéndola para el 0 y, suponiendo que ya
esté definida para un ordinal cualquiera «, definiéndola para o + 1, vy,
suponiendo que ya esté definida para todos los ordinales menores que un
ordinal limite A, definiéndola para A\’ [12, pag. 188].

Asimismo, este autor afirma que “una funcién computable puede definirse tam-
bién como funcién recursiva. Toda definicién recursiva es computable, y a la inversa,
toda funcién computable es recursiva”. Mas adelante refiere: “... una funcién es re-
cursiva si y solo si es computable...” [12, pag. 295].

La abstraccién de los niimeros naturales posibilita a los alumnos operar con
ellos, usar los ntmeros por si mismos en cualquier contexto. La intencién de in-
troducir este modelo en la escuela primaria, es para identificar las dificultades a
las que se enfrentan los nifios en el aprendizaje de estos nuevos SMS. Nos interesa
comprender los niveles de actuacién de los ninos para analizar, razonar y comunicar
los significados mateméticos que van construyendo.

1.2 Modelo de cognicién

Este componente se centra en analizar los procesos cognitivos que siguen los indi-
viduos, para llegar a la generalizacién y abstracciéon del conocimiento, a través de

Matematicas y sus aplicaciones 10, Capitulo 1, paginas 5-31
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la memoria, la atencién, la percepcion, los procesos de andlisis y sintesis; y c6mo se
desarrollan los procesos de aprendizaje usando una légica especifica de construccién
de numero. En nuestro caso, la logica esta dada por el modelo formal propuesto; por
lo que nuestro interés, es identificar y analizar las dificultades cognitivas a las que se
enfrentan los nifios de los primeros grados escolares de la escuela elemental con este
modelo de ensenanza, poniendo atencién en los Sistemas de Signos Matemaéticos
(SSM) que usan para acercarse a la logica de construccion de los SMS involucrados
en la construccién de ntimero natural. Las aportaciones tebricas de las psicologias
piagetianas y soviéticas en torno a la adquisiciéon de ntimero natural de los nifos
en edad escolar, nos permitiran comprender los procesos l6gicos que usan los nifios,
cuando estan realizando diversas actividades matematicas en escenarios escolares.

1.2.1 La logica y la psicologia cognitiva piagetiana

La relacion entre logica y matematica de acuerdo con Piaget [13, pag. 28] se origina
en las acciones para conformar sistemas formales auténomos. Este es un proceso que
se va dando por niveles en el que interviene una estructura que él ha denominado
agrupamiento,

...y que mateméaticamente posee propiedades de la estructura de grupo
y de la estructura de reticulo. Estas dos tltimas son las que caracterizan
la conducta propia del dltimo periodo del desarrollo intelectual en el que
sujeto se servirfia de los esquemas mas generales y simples de la légica
formal, es decir, los esquemas de la logica de proposiciones —lo que en los
Principia Mathematica se denominaba “teoria de la deduccion” [2, pag.
28].

Piaget [13, pags. 39-42] identifica algunas contradicciones que se presentan desde
el punto de vista psicolégico:

(a) No se puede hablar de verdades empiricas con independencia de las relaciones
logicas. La experiencia no puede ser interpretada haciendo abstraccion del
aparato logico conceptual de la interpretacion. Para ejemplificar esta situacion
recurre a los experimentos realizados con Inhelder donde se les pide a los
ninos que comparen e identifiquen si el agua contenida en un tubo de cristal
inclinado es horizontal. Por los resultados obtenidos afirmaron que los nifios
no descubren la “horizontalidad” hasta haber construido un marco espacial de
referencia.

(b) Las operaciones logicas no aparecen en el transcurso del desarrollo del nifio,
como un simple sistema de expresiones lingiiisticas o simbélicas; sino que
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implican un grupo de operaciones. Es hasta los 7 — 8 anos en que los nifios
pueden construir la relacién de inclusiéon y con ello se abre la posibilidad de
la presencia de las acciones reversibles de composicién y descomposicion.

(c) Considera que la logica no es simplemente un lenguaje; es un proceso lento y
tardio en el pensamiento del nifio. Entre los 7 — 8 afios aparecen las primeras
operaciones de clases; sin embargo, la relacién de transitividad estd ausente,
el nifo acepta que A = By B = C, pero rechaza que A = C. Es hasta los 11
— 12 anos en que aparecen las operaciones con proposiciones.

Para resolver estas contradicciones Piaget [13, pags. 44-45], presenta las opera-
ciones como acciones légicas de pensamiento interiorizadas y reversibles por medio
de los cuales los sujetos desarrollan un sistema estructurado para comprender los
simbolos de tal forma que se pueden establecer y desarrollar conocimientos en todas
las areas. Los ninos poco a poco van desarrollando la capacidad de ir estableciendo
las relaciones numéricas en un sistema y a partir del desarrollo de las operaciones
concretas pueden ir comprendiendo y estableciendo la relacién entre conservacién
y reversibilidad operatoria; pero, este proceso no es inmediato, implica descubrir
la conservacién para reconocer las transformaciones de los objetos, del espacio y
tiempo. Descubrir “... la conservacién de la sustancia es hacia los siete-ocho afos,
del peso a los nueve-diez y del volumen a los once-doce. ..” 14, pag. 102|. La nocion
de conservacidn implica transformaciones reversibles: inversiones o reciprocidad; y
la reversibilidad es la clave para desarrollar el pensamiento operatorio, con la nocién
de agrupamiento de clases (aditivos o multiplicativos) y grupo INRC (Identidad,
Negacion, Reciprocidad, Correlatividad) y el reticulo, permitiran al sujeto desarro-
llar los desplazamientos conceptuales que den cuenta de un pensamiento operatorio
estructurado. “Los esquemas operatorios, por tanto, han de ser considerados como
estructuras actualizadas, que implican las diversas posibilidades implicitas en el
todo estructurado, es decir, en la forma de equilibrio de las operaciones proposicio-
nales” [13, pag. 77].

Con el comienzo de la reversibilidad se construye la representacién conceptual
[14, pags 103-111] y el establecimiento de las relaciones de inclusion, orden y clasi-
ficacion de los objetos; con la relacion de transitividad se consolida el razonamiento
logico — matematico, Piaget [14, pags. 27-37] afirma que éste es producto de las
experiencias del sujeto, va a depender del ambiente favorecedor y de la convivencia
con los otros, para contar con mayores oportunidades de consolidacién de sus es-
tructuras légico-matematicas, en especial la génesis del niimero. La conservaciéon de
la materia, del peso y del volumen les permite a los sujetos establecer las relaciones
de clasificacién, seriacion y ordenacion de los objetos del mundo cotidiano. A través
de la clasificacion agrupan los objetos usando el concepto de pertenencia; con la
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seriaciéon establecen relaciones entre varios objetos y al ordenarlos hacen compa-
raciones y aplican criterios de jerarquia entre ellos. Estas relaciones se consolidan
con la transitividad, reciprocidad y reversibilidad. La conservaciéon de nimero les
permitird comprender la variaciéon de la cantidad, posicién y forma. La conservacién
de espacio, tiempo, velocidad, distancia, masa y volumen serdn fundamentales en
la transicién de la accién a la operacién. La coordinaciéon de las acciones conforma
el proceso de la asimilaciéon y con ello se pueden conferir diversos significados a los
objetos a través de la acomodacion.

Isaacs [10, pags. 22-27| fue un investigador piagetiano que retoma la conceptua-
lizacién de niumero como la sintesis o fusién de dos procesos béasicos subyacentes a
la légica: la clasificaciéon y la seriacién. Afirma que: “El paralelismo existente entre
los procesos y reglas de la légica y de la aritmética hace resaltar atin mas la ano-
malia implicita en las actitudes educacionales por completo diferentes que tenemos
entre ambas” [10, pag. 74]. Considera que la légica ha sido fundamental para la
construccién de las matemaéticas y a su vez la relaciéon entre las matematicas y la
logica conforman el desarrollo intelectual humano. Desde el inicio del proceso de
desarrollo de los nifios, comienzan a identificar relaciones logicas entre los objetos
del mundo que los rodean, distinguen distintos significados de orden: “ir primero,
antes, después, el que sigue, el que esta antes”, comparan donde hay pocos, muchos,
cuantos mas, ...” aunque algunas de estas frases y palabras no tienen significado
matematico, si podemos encauzarlas para encontrar referentes con el modelo for-
mal matematico. Isaacs [10, pags. 86-91] refiere que la relacion légica vinculada con
la nocién de ntmero es la de parte y todo, en sus diferentes variedades, clases y
subclases, por ejemplo: clase los animales y subclases aves, peces, mamiferos, rep-
tiles e insectos. Ademés, reconoce las dificultades que tienen los nifios al dominar
la capacidad para manejar las relaciones légicas; pero serd hasta después de los seis
o siete afios de edad que podran hacerlo sin dificultad. Sefniala que estas relaciones
logicas estan presentes desde el momento en que se va construyendo el conocimiento
a través del razonamiento que van realizando los pequenos. Por lo que propone el
desarrollo del pensamiento logico, como objetivo de la educacion, de esta mane-
ra, los ninos tendrdn mayores oportunidades para establecer relaciones légicas de
manera mas temprana y con mayor certeza de acceso al concepto de namero.

1.2.2 Las Psicologias Soviéticas y la Teoria de las Acciones mentales

Galperin [7, pags. 25-28] es el fundador de la teoria de las acciones mentales y
tiene como antecedentes las contribuciones de Vigotsky. Esta linea tedrica se ha
seguido desarrollando en el campo de la educaciéon por Talizina [17, pags. 7-30 y
111-156] lo que representa quizd una oportunidad para observar las acciones que
realizan los ninos, en lo referente a la manipulacion, y la relacion entre la accion
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y la operacién como procesos de pensamiento; pero ahora con la componente de
los procesos de significaciéon. Para este enfoque tebrico, la relacién sujeto - objeto
genera, procesos de significacién mediados por la actividad que los individuos hacen
sobre los objetos, con el uso de instrumentos socioculturales como las herramientas
y signos. El lenguaje y sus cédigos de signos son herramientas que constituyen una
experiencia histérico - cultural, en la que los sujetos a través de su accién mediada
por los usos en la interaccién social, pueden internalizar el conocimiento a través del
desarrollo de la “psique humana”. La accidn es la base organizacional de la actividad
social. Los signos son producto de la evolucién sociocultural y su manifestacion en
el lenguaje los consolidan como herramienta de mediacién. El desarrollo psicolégico
posibilita al sujeto interiorizar el proceso de las transformaciones cualitativas en
tres momentos:

1. La percepcién del sujeto actiia de manera confusa en un primer momento;

2. La ejercitacion de sus funciones psicologicas le va a permitir la toma de deci-
siones, el uso de la memoria, del pensamiento y del lenguaje;

3. El uso de las funciones superiores le facultaré el control de la accién y podra
contar con la capacidad de regular su accién voluntaria, ser consciente de
su toma de decisiones, la implicacién social de ellas y usar los signos como
mediadores.

Galperin |7, pags. 57-86] y Talizina [18, pags. 21-38] desarrollan la teoria de la
formacion por etapas de las Acciones Mentales, afirmando que se requiere de la
légica como la ciencia que permitird comprender el proceso de construccién del
pensamiento, a partir de la descripcién del paso de la actividad externa hacia la
actividad interna en la psiquis del hombre.

En este aparato teérico, las capacidades matematicas se pueden desarrollar a
través de la ensefianza, no estan de acuerdo con Piaget en lo referente a la aparicién
de las operaciones l6gica hasta la adolescencia, afirman que:

Si estamos de acuerdo con el punto de vista de Piaget, entonces no es
necesario estudiar las matematicas antes de la adolescencia o estudiarlas
de manera inadecuada y acostumbrarse a los malos resultados en esta
materia. (... ) Por el contrario, si reconocemos la naturaleza social de las
leyes del desarrollo de la psique del hombre y, entre ellas, las del intelecto,
entonces se resolverdn de otra manera los problemas de la aplicacién del

pensamiento l6gico y de las correlaciones entre la ensenanza y el desa-
rrollo [18, pag. 11].
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Dado que el desarrollo de las capacidades humanas son producto de la interac-
cion social, los conocimientos son una fuente de experiencias sociales que constituyen
los elementos de las acciones del hombre. “La accién es aquella unidad que tenemos
para el anélisis de cualquier proceso de aprendizaje” [18, pag. 12], “...constituye
el acto de la actividad vital del sujeto” [17, pag. 14]. La accién como proceso in-
termedio y la operacién como la automatizacién que depende de la accién, son los
procesos que permiten la relacion de la actividad y la construccion de significados.
A través de las acciones mentales, en el proceso de enseflanza — aprendizaje, se
plantean cinco etapas: motivacional, base orientadora de la accién, material, verbal
y mental.

Etapa motivacional. - es permanente, su influencia es positiva, es el objetivo
de la actividad, en un primer momento permite al sujeto la formacion del sentido,
para poder resolver con las herramientas que ha construido, apropiarse de nuevos
conocimientos a través del aprendizaje.

Base Orientadora de la Accidn. - permite al sujeto obtener informaciéon sobre
el objeto de estudio, asimildndolo ordenada y sistematicamente, de acuerdo con las
actividades que va a realizar, asf como con las acciones y operaciones que intervienen
0 se requieren para comprenderlo.

Material. - el sujeto va a planear y ejecutar la accién, apoyéndose en el uso de
material concreto, mapas mentales, dibujos, esquemas y signos.

Verbal. - se da el paso de la accion al lenguaje verbal (oral o escrito), a través
de la socializacion, el sujeto pone en préctica la reflexién sobre su acciéon, logrando
la generalizacién y su autonomia.

Mental. - se sintetiza todo el proceso, el sujeto va de manera progresiva: de la
accién a la automatizacion y al pensamiento reflexivo para llegar a la argumentacion.

Para Talizina [18, pag. 25| el concepto del nimero es una de las dificultades
que no ha podido ser atendidas adecuadamente, lo que conlleva a deficiencias en el
desarrollo matematico de los ninos. Asegura que la logica esta presente en cualquier
concepto formal o informal, entendiendo ésta como el sentido de construccién. Con
estos referentes es necesario preguntarse sobre los usos de los niimeros en su caracter
absoluto, ya que a los ninos se les ha enseflado que los niimeros van cambiando de
acuerdo con la secuencia numeérica, pero cuando se les plantea una situacién en
la que no necesariamente el 8 es mayor que el 5, los ninos entran en conflicto,
por ejemplo, si les preguntamos quien es el mas grande, generalmente responden
el 8, pero cuando los situamos en magnitudes la situacién puede cambiar, como
cuando se trata de unidades diferentes: 8 centimetros y 5 decimetros. O bien, seis
monedas de dos pesos y una moneda de diez pesos. Generalmente el contexto social
permite convertir la experiencia social en una experiencia individual, al momento
de descubrir el caricter relativo de los niimeros.
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El desarrollo del pensamiento légico es el proceso que guia la construccién del
concepto, en la que intervienen tipos de acciones. El primer tipo de accién es la
induccion al concepto, en la cual es necesario senalar las caracterfsticas de los objetos
para incorporarlos a una clase; el segundo es establecer los criterios de pertenencia a
un conjunto, esta accién permite a los sujetos establecer comparaciones, seleccionar
y discriminar a los objetos por su condicién. “El contenido de inducir al concepto,
requiere de un analisis especial que presupone todo un sistema de conocimientos y
habilidades previos y no sélo de las mateméticas, sino también de la logica” |18,
pag. 32|

El papel de la memoria va a ser fundamental, para que los nifios puedan orga-
nizar la informacion que estan asimilando a través de la actividad y de las acciones
de comparar, deducir consecuencias, clasificar entre otras. Entonces las nociones
son en un principio el producto de las acciones de los escolares a través de la ac-
tividad con los objetos. “P. Ya. Galperin, (...) lleg6 a la siguiente conclusion: los
conceptos matematicos pueden formarse de manera completa, sélo después de la
previa asimilacion de las operaciones matematicas generales, de los conceptos y de
las relaciones” [18, pag. 49]|. Este proceso continta desarrollandose para acceder a
escenarios més complejos: asimilacién del concepto y

...el trabajo con las habilidades l6gicas y simbdlicas no termina, sino
que, gradualmente, pasa a niveles mas complejos de actividad, los cuales
se consideran las tareas de seriacion y clasificacion, asi como en las tareas
sobre la actividad de signos y simbolos” [18, pag. 57].

El uso de los MTLs permite analizar las dificultades de los nifios para ser actores
competentes con el uso de la logica de los SMS en la construccién del Numero
Natural, asi como identificar las tendencias cognitivas que se generan con un modelo
de ensenanza que tiene como base formal la contribucién de von Neumann. La
preocupacién estd en comprender como estructuran el esbozo logico semidtico de la
situacién, qué papel juega la memoria en la construccién de representaciones y las
inferencias que promueven la construccién del niumero natural, para poderlo operar
en diferentes contextos. Qué tipo de codigos personales usan para referirse a las
acciones, como las nombran y las posibilidades de generalizacién y abstraccién, que
van desde los codigos, dotacion de sentidos intermedios, retrocesos, obstéculos, hasta
la necesidad de dotar de sentidos a las redes de acciones cada vez méas abstractas
hasta convertirlas en operaciones [4, pags. 43-44].

1.3 Modelo de Comunicacién

De acuerdo con Filloy, Puig y Rojano [5, pags. 7-8] la matematica educativa se ocupa
de comprender y entender como son los procesos de significacién y comunicacion
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que se generan en los espacios educativos. El referente es el uso de los conceptos
semidticos como signo, texto y sistema (matematico) de signos. Para fundamentar
esta conceptualizaciéon, se apoyan en la semiética de Pierce, quien centra su atencién
en el signo y su doble dimensién: acto como accidén y representacion; asi como
su relacion triadica, en la cual el interpretante (cogniciéon) va a jugar un papel
fundamental, generando tres premisas:

— El signo es una relacion triadica con la actuacién del interpretante y no es
s6lo una relacion diadica como lo explica Saussure (significante/significado).

— El signo esta relacionado con la cognicién.

— La relacién triadica del signo no es arbitraria, implica una relacién entre el
signo (representamen), el objeto y el interpretante. El representamen es el
fundamento de las ideas, es el objeto que representa al signo, y los interpre-
tantes van construir el sentido y significacion: a través de la triada: signo —
objeto — interpretante.

En la introduccion a la Obra Légico Semidtica [16, pags. 7-23] escrita por Serco-
vich afirma que la representacién como la esencia del pensamiento, es con el apoyo
de la logica y refiere que “Pierce define asi a la légica, en sentido amplio, como una
semiotica general que trata no sélo de la verdad, (...) los pensamientos son signos,
la mente es un signo y, (...) el hombre mismo es un signo.” [16, pag. 8] Asi el objeto
de estudio de la Semidtica son los signos, para lo que propone otra triada:

...una gramdtica pura a la gramdtica speculativa (asignandole el cometi-
do de determinar qué es lo que debe ser cierto del signo o del representa-
men para que pueda encarnar algin significado), llama ldgica propiamen-
te dicha (exacta) a la ciencia de lo que es cuasi-necesariamente verdadero
de los representamenes para que puedan ser vélidos para algin objeto, o
sea, verdaderos, y (...) la retérica pura, que deber determinar las leyes
mediante las cuales un signo da nacimiento a otro signo, un pensamiento
a otro pensamiento” [16, pag. 9].

Este planteamiento conlleva a identificar los procesos de induccién y deduccion,
en el primero comprender los hechos homogéneos para clasificar, pero no explicar;
mientras que con el segundo el razonamiento permite discriminar premisas verda-
deras o falsas, desarrollar la inferencia a través del mecanismo de abduccién, para
formular hipétesis y conjeturas explicativas, con la finalidad de establecer su falsa-
bilidad como posibilidad de que una proposicién que puede ser negada. Este proceso
de abduccién implica un uso correcto de la logica de los SMS, sus c6digos y sus
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reglas convencionales, artefactos lingiiisticos que se emplean en una comunidad ma-
temética. Pero también los sujetos usan metacédigos que constituyen “una coleccién
de instrumentos discursivos y semioticos heterogénea y divergente que dan cuen-
ta de la <masa de actividades de significacién y comunicaciéon que en la préactica
acompanan el primer modo (formal y rigoroso) de presentar las matematicas>" [4,
péag. 63].

Con estos referentes, se pretende comprender la complejidad que implica la
estructura logica de las acciones de construccion de numero, qué SMS usan para la
produccién de sentido de las actividades de niimero que se les estdn proponiendo.

1.3.1 Uso de la Légica de los Sistemas Mateméaticos de Signos

Nuestro interés para comprender el uso de la logica de los SMS esta centrado en
la realizacion de actividades sobre el ntmero, apoyandonos en el uso de algoritmos
y de los SMS que usan los nifios para poder observar lo que llevan a cabo en la
construcciéon de los niimeros naturales. Es comiin que en la ensehanza se proponga
una manera de construir y operar con los nimeros usando los algoritmos convencio-
nales, para lo cual los alumnos usan sus dedos, objetos o calculadoras. Sin embargo,
en este punto es necesario precisar que nuestro interés es comprender los modos
de significacion, pues lo matemético estd en los sistemas no en los signos [4, pag.
63]. Asi los SMS se constituyen “...como una herramienta de andlisis de los tex-
tos que producen los alumnos” [4, pag. 63| cuando estan construyendo los nimeros
naturales con los procesos de iteracion y recursividad, para operarlos usando los
algoritmos correspondientes.

1.4 Modelo de Ensenanza

El modelo de ensefianza es una coleccién de textos, con la que se genera un in-
tercambio de textos, modelando situaciones con lenguajes que van de concretos
a abstractos; y en donde se producen “...co6digos para desarrollar habilidades de
resolucion” [4, pag. 26]. Estas habilidades son tanto sintacticas como semanticas.
En este modelo de Ensenianza se van a proponer acciones, las cuales se llevan a
efecto en un espacio textual, a partir del intercambio de mensajes entre el profesor
y el nino, poniendo en accién sus SMS y que permita observar la concatenacion que
se produce con la utilizacion del SMS que los alumnos poseen, asi como identificar
las competencias discursivas que emplean. Este proceso de concatenacién tiene que
ver con lo que Filloy, Rojano y Puig [5, pag. 121] afirman que en los modelos de
ensenanza los textos se van interrelacionando a partir de situaciones probleméticas,
en las cuales los alumnos realizan diversas acciones y construyen nuevos SMS; van
generando sentido y significacion a la secuencia de esos textos, en donde a partir
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de la ensenianza se consolidan y fortalecen nuevos conceptos para proveer nuevas
etapas de abstraccién estratificada.

Filloy [4, pags. 61-71] afirma que el investigador pondra atencion en observar
los coédigos que usan los ninos, como los van transformando, las dificultades del
uso logico que tienen en su decodificacion, cémo construyen nuevos estratos de
abstraccion de niimero natural, cémo van transitando de SMS concretos a los méas
abstractos y como los usan en la solucién de diversos problemas relacionados a la
conceptualizacion de los niimeros naturales con el modelo de von Neumann.

1.4.1 Diseno y experimentacion de un modelo de ensenanza para la cons-
truccion de los Numeros Naturales

El modelo de ensenanza se ha disenado con la intencién de tomar como punto de
partida a la observacién experimental con la finalidad de centrarnos en las difi-
cultades que tienen los ninos en la construccién del ntmero natural; trabajando
distintas actividades basadas en el Modelo formal de John von Neumann; donde
la iteracion y recursion estaran presentes. El algoritmo simple se va a usar con el
recurso de la iteracion; ademas del cerebrum (calculadora) que usaremos como una
herramienta de comprobaciéon de resultados; para que descubran el numeral o grafo
de representaciéon de los ntimeros.

Teniendo como base el Modelo Formal se podra realizar una observacion de las
situaciones por medio del SMS més abstracto, que nos va a posibilitar decodificar
los textos que se producen en el intercambio de mensajes con contenido matematico
en las aulas y donde se conjugan diferentes grados de competencia de uso de los
SMS utilizados.

En esta primera etapa el disefio consta de dos momentos, cada uno con una
secuencia de actividades distribuidas en sesiones de 40 minutos aproximadamente:

(a) Construccion de los diez primeros nimeros naturales (0 — 9)

La accion consiste en observar las dificultades que tienen los nifios para construir
los 10 primeros ntumeros a partir del orden, incluyendo al cero. Los niimeros son
ordenados por la construccion, y cualquier nimero es menor que cualquier posterior
[8, pag. 77], al construir un namero ordinal como un representante del tipo de orden
de un conjunto bien ordenado, con el proceso de la iteracién construyen el sucesor,
entonces todos tienen un antecesor excepto el cero que es el principio del orden.

A partir de la iteracion los ninos van a repetir el mismo procedimiento para la
construccién n+1, con la recursividad van a repetir exactamente las mismas acciones
que hicieron para el caso anterior. El orden de la construccién de los numeros
naturales, se va dando uno a uno, conformando el sucesor a partir del antecesor,
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y verificando que, dado cualquier subconjunto no vacio de sus elementos, posee al
menos un elemento.

Con la recta numérica se comienzan a ubicar los nimeros de acuerdo con el orden
de construccion, ademas de trabajar la suma y la resta. A los niflos se les proponen
representarlo en la recta numérica como los saltos de la rana para “adelante” y para
“atras’”.

Las preguntas o cuestionamientos seran fundamentales para guiar la actividad
de los nifios en este proceso de construccion, de acuerdo con las acciones y actitudes
que van manifestando. La preocupacion es identificar las dificultades que tienen para
desarrollar esbozos 16gico semiéticos de los SMS que descubren y emplean. Algunas
de las preguntas pueden ser: ;Qué hay en la bolsa? ;Se podra construir el que
sigue? ;Qué se necesita? ;Cémo lo nombramos? ;En dénde lo colocamos? ;Quién
es el primero? ;Quién es el segundo? ;Cudl fue el primero que construimos?...

Para trasladar el modelo formal de von Neumann a un modelo concreto, usando
los procesos de iteracién y recursién se usan bolsas de hule transparente de 10
diferentes medidas (3 cm x 3 ¢cm, 5 ¢cm x 5 cm, 7 cm x 7 cm,. .. ) como recipientes
de los elementos que van a contener; cuadrados de foami de 7 cm x 7 ¢cm y cubos
de madera de 5 cm de arista y una calculadora. Para cada numeral se emplea un
color diferente (0 — amarillo, 1 — naranja, 2 — azul claro, 3 — verde claro, 4 — rosa, 5
— blanco, 6 — azul obscuro, 7 — lila, 8 — rojo, 9 — verde oscuro), que se identificara
con la bolsita contenedora y, en la calculadora se cubren las teclas de acuerdo con
el color previamente asignado a los numerales.

— En el inicio de la construccion se les muestra una bolsa (la més pequena) de
hule transparente y vacia, con la finalidad de que los ninos puedan nombrar al
vacio como una entidad matematica llamada “cero”, invitarlos inmediatamente
a que presionen en la calculadora la tecla que tiene el color marcado en la
bolsa (previamente en la bolsa se pusieron dos lineas de color amarillo) y
elijan el numeral que sale en la pantalla (0) para que lo seleccionen de los
numerales que se les muestran (0,1,2,3,...9), mismos que también son del
color predeterminado, en este caso al cero se le asigné el color amarillo.

— Una vez que pegan el numeral “cero” por fuera de la bolsa contenedora, se
hace énfasis en que hemos “construido el cero”; de inmediato se les pide que
lo coloquen en la recta numeérica como el principio de la construccién, siendo
el primer elemento de la secuencia, mismo que se coloca en la recta numérica.

— Se les pregunta ;Se podra construir el que sigue?, con la finalidad de que
ellos lo puedan hacer. Ahora se dispone de la bolsa que sigue en tamafio més
grande y se les pregunta: ;Qué tiene la bolsa? ; Como esta la bolsa? Se espera
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que contesten: cero, vacio o nada. Se les vuelve a preguntar ;Qué podemos
hacer para “construir el que sigue”?, pues la bolsa no contiene elementos y
por lo tanto representa al cero. Entonces se les propone tomar otra bolsa (del
mismo tamarno con la que se construyo el cero) para que vuelvan a construir el
cero e introducirla en la nueva bolsa que ahora representara al uno. Se realiza
el mismo procedimiento que el anterior con la finalidad de que ellos vayan
déndole sentido a n+ 1; sin quitar el cero construido y que ya estaba colocado
en la recta numeérica, ahora se coloca el “uno construido” en la recta numeérica.
Se vuelve a preguntar, ;podemos construir el que sigue?, es muy probable que
algunos ninos respondan que sigue el nimero dos. Para esta nueva construc-
cion, tienen que volver a construir el “cero y el uno”, lo que implica el uso de
la recursividad; por lo tanto, tienen que reproducir el proceso, “el siguiente” se
construye, construyendo los anteriores para ser introducidos en la nueva bolsa
contenedora que representa al niimero dos. Este procedimiento se realiza para
todos los demds numeros hasta el 9. Las bolsas van creciendo de tamano por
su contenido.

El siguiente momento de la construcciéon es con el uso de cubos, cuadrados de foami
y puntos, para ir afirmando la construccién a partir de la iteracién y la recursividad;
se les plantean ejercicios escritos en los que se les solicita identificar el orden a partir
del numero que estd antes y/o después de. ..

(b) Construccion de la tabla de Pitdgoras para suma y multiplicacion, y los pro-
cesos de conteo a partir del orden.

Se inicia con la actividad denominada “Cambio”, con el uso de dados y fichas de
color azul y rojo, la cual consiste en que los nifios organizados en equipos lanzan un
dado y dependiendo del valor obtenido (1 a 6) toman las fichas de color azul que
correspondan, con la consigna de que al reunir 10 hacen el cambio por una roja, la
que previamente se les explica que tiene un valor de 10. Al principio de la actividad
se construye la recta numérica, escribiendo de color negro los numerales (0 — 9),
(11,12,...) y de rojo los que representan 10,20, 30, ...90. Cada equipo tiene cinco
turnos para lanzar el dado y tomar las fichas que correspondan, con la consigna de
hacer cambio en el momento en que retinan diez fichas de color azul. Para finalizar
el juego, se representan en la recta numérica las cantidades que obtuvieron cada
equipo, representando de la siguiente manera: 10 + 3; 10 + 5,... Gana equipo que
muestra en la recta numeérica que el total de puntos obtenidos estd méas alejado del
cero.

Con este referente se propone la siguiente actividad: la construccion de las tablas
de Pitagoras (+) y (z); con los procedimientos algoritmicos de iteracion y recursion
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se construyen de acuerdo con el teorema 43 y 50 [8, pags. 109 y 111] los ntimeros que
siguen al diez se representan como: 104+1,1042,10+3,10+4, .... El nimero 10 se
escribe con color rojo, tanto en la recta numérica como en la tabla de Pitagoras, con
la finalidad de que sirva de referente de la nueva unidad. En la tabla de multiplicar
se representan siguiendo este patrén como sigue: 3 x 4 se representa como 10 + 2;
4 x5 como 2-10; 9 x 6 como 5-10+ 4.

Para promover el proceso del conteo, se propone la actividad de contar a partir
del orden con dos, tres y cuatro objetos. Para que ellos encuentren todas las posibles
formas de poder contarlos.

Hasta el momento se han trabajado estas actividades con tres grupos: primero,
segundo y tercer grado de tres escuelas publicas de educacion primaria, de la Ciudad
de México. En cada grupo se han trabajado un promedio de 9 sesiones. Cada una
de las sesiones se han video grabado. A continuacién se presentan los primeros
acercamientos de andlisis de la observacion.

3 Primeros acercamientos de andalisis de la observacion
de la experiencia empirica con el Modelo de Ensenanza.

Considerando que la accién que se pretende observar son las dificultades que tienen
los ninos para la construccién de los ntmeros a partir del orden, se han propuesto
las categorias de andlisis:

(a) ;A qué obstructores se enfrentan los ninos para darle sentido a las acciones
encaminadas a la construccién de ntimero natural?

(b) ;Qué inferencias analiticas se promueven para identificar el nivel de la re-
presentacion y uso de la memoria, que hacen del SMS para generar un esbozo l6gico
semio6tico de la situacién problemética y los procesos de significacion y sentido de
las acciones que van realizando?

(c) {Qué tendencias cognitivas se identifican en este proceso de construccion,
que les permiten transitar de SMS intermedios a otros més abstractos?

Con estos indicadores se pretende observar las dificultades que tienen los ninos
en tres niveles:

Sintdctico en el uso correcto de signos y simbolos matematicos (+ — x) para la
representaciéon de los nameros con la iteracién y la recursion.

Semdntico para reconocer las dificultades que tienen para darle sentido a la
logica de construccion de los nimeros, decidir entre un SMS y otro para bosquejar
un proceso de solucién.

Conocimientos intuitivos para identificar qué usos espontaneos hacen de los ni-
meros y qué correspondencia tiene con estratos de SMSs, que les permiten hacer
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nuevas decodificaciones y desarrollar nuevas tendencias cognitivas.
(1) Ninos de primer grado (6 — 7 anos)

Los ninos de primer grado ya habian desarrollado actividades concernientes al sen-
tido numérico; sin embargo, tuvieron mayor dificultad para realizar la construccién
de los primeros nameros (0 —9).

En el inicio de la construccién del namero cero lo relacionaron rapidamente con
la palabra de “nada” y después con la nocién de wvacio, ello a partir de las acciones
de llenado y vaciado de la bolsa contenedora. La nocién de peso fue uno de los
argumentos de los ninos para senalar que la bolsa esté vacia:

- 2 Qué tiene la bolsa?

: Nada.

- 5 Como quedd la bolsa?

: vacta.

- 5 Como podemos saber que mi bolsa estd vacia?
: Porque no tiene nada.

SESARZER

. Porque si no metes algo, no tienes nada.
N3: Si estd vacio, no estaba pesado.

En este episodio, se interpreta que el nino est4 haciendo una inferencia al hacer
uso de la memoria, al referir al peso como lo contrario de wvacio. Reconocieron y
usaron sin problema el numeral cero, haciendo uso eficiente de lo sintdctico. Para
indicar el orden, se colocod la bolsa que representé al “cero construido” en la recta
numérica, como principio de la construccion.

Para continuar con la construccién del siguiente ntimero, se les pregunté a los
ninos, ;podemos construir el que sigue?, los nifios responden de inmediato que es
el nimero uno. A esta respuesta se les pregunté ; Como le hacemos? A lo cual los
ninos senalaron una bolsa y colocaron el numeral uno. Por lo que la investigadora
les mostré que la bolsa estaba vacia, y por lo tanto, representaba al cero. Ahora
pregunté: ;jcomo podemos construir el que sigue? los ninos insistian que era el
numero uno por colocarle el numeral uno, sin identificar que dentro de la bolsa no
habia elementos. Por lo que se les pregunté por el namero cero que se construyd,
y se les mostré6 que para que sea uno debia contener un elemento, el cual era el
antecesor (cero). Asi que se volvio a insistir, para que ellos dieran el argumento de
lo que se necesitaba, para que realmente fuera el ntiimero uno. El obstructor al que
se enfrentaron fue el de reconocer sélo al numeral, por lo que la investigadora les
mostré el proceso para la construccién del nimero uno, tomando otra bolsa més
pequena (del mismo tamano que la del cero) para construir el cero nuevamente,
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comprobando que no tenfa elementos; entonces la introdujo en la bolsa del uno,
pidiéndole a los nifios que verificaran que ahora esta nueva bolsa ya tenia elementos:
uno, que en realidad es el “cero construido”, en este proceso se aprecia la iteracién
y la recursién, ésta ultima en la importancia de “construir el anterior” para poder
construir el “posterior”. Sin embargo, al pedir a los nifios que verificaran que era el
numero contaron dos elementos: la bolsa del cero y la del uno, debido a que la bolsa
era transparente, no daban cuenta de que la bolsita del nimero uno debia contener
un elemento: el cero. Por lo que la investigadora volvié a repetir el proceso, para que
centraran su atenciéon en la accién de introducir el elemento “cero” en la siguiente
bolsa (del uno) como el elemento que contiene la bolsa del uno. Esta dificultad se
present6é con los dos nimeros siguientes el dos y el tres, por lo que se optd por
cambiar las bolsas transparentes con las bolsas de papel opaco, lo que facilito el
proceso.

Este proceso fue complicado para los nifios, en la construccion de cada ntimero se
dedico una sesion de 40aproximadamente. De acuerdo con Piaget [14, pags. 101-102],
esta dificultad se debié a que atin no han consolidado la nocién de conservacion de la
materia. Una vez construidos cada uno de los ntimeros, el proceso de identificacién
del numeral que los representa fue inmediato al momento de teclear en la calculadora
el color correspondiente, asi como su colocacién de acuerdo con el orden en la recta
numérica. El obstructor estuvo presente al usar el proceso de la recursién, si bien,
iteraron correctamente para construir “el que sigue”, se enfrentaron al conflicto de
no reconocer que tenian que volver a construir todos los anteriores de la misma
manera, sélo se referian a los numerales. Otra de las dificultades que se presentaron
al momento de verificar el namero de elementos que contiene la bolsa del ntiimero
uno, pues su respuesta era dos, ya que consideraban tanto la que habian introducido
(cero) como la que los contenia. Debido a que las bolsas eran transparentes, fue el
obstructor para no usar la nocién de conservaciéon para centrar su atenciéon en el
proceso de iterar: agregar un elemento. Por lo que la investigadora tuvo que explicar
que lo que se cuenta es lo que introducimos, estamos agregando un elemento a la
bolsa: entonces la bolsa contiene un elemento que es el cero. De manera similar
ocurrié al construir el namero dos.

Consideramos que las dificultades que se presentaron al iterar el proceso para
construir los siguientes nimeros con el uso de la recursividad para repetir el proceso
que se hizo con el nimero anterior (uno), pueden ser consecuencia de las experiencias
sociales, culturales y escolares que han aprendido, predominando la repeticiéon de
la secuencia numérica oral y escrita sin haberla construido. De forma reiterativa
en cada construccion de “el que sigue”, los alumnos sélo tomaron las bolsas con el
numeral correspondiente, por lo que se tuvo que estar interviniendo para repetir
el proceso cuantas veces fuera necesario, usando la técnica de la pregunta para
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que reflexionaran sobre el uso de los procesos de iteraciéon y recursién de cada
construccion, reconocer quién es mayor y menor por su construccion.

Una vez, que se terminaron de construir los primeros diez niimeros, se paso6 a la
siguiente actividad con otro material concreto: cubitos de madera, figuras geomé-
tricas de foami para que las manipularan y pudieran reconocer y usar la iteracion
y recursion en la construccion del nimero que sigue a partir del anterior.

Para la iteracién (n + 1) los procesos se representaron de la siguiente manera:
1+1=2;2+1=3;3+1=4,... sedieron cuenta para construir el que sigue, s6lo
bast6 con agregar uno.

Para la recursividad: 0+1+2 = 3;04+1+24+3 =6; 0+14+2+ 3+
4 = 10;... Les sorprendi6 mucho darse cuenta de que no es lo mismo tener un
conjunto con 0,1,2,3,... elementos, que hacer la construccién de cada nimero,
pues para construir el siguiente, se requiere de los anteriores, por ejemplo para
construir el nimero cinco necesitaron un total de quince cubos distribuidos de la
siguiente manera: (0 cubos) + (1 cubo) + (2 cubos) + (3 cubos) + (4 cubos) + (5
cubos).

Otra de las actividades que trabajaron fue la construcciéon de la unidad simple
y la unidad miltiple, para inducir el conteo con nimeros después del ntimero 9,
mismas que sirvieron de referente para la construccién de la tabla de Pitdgoras de
suma. Esta fue la actividad del “Cambio”; las fichas de color azul para representar
a los nameros del uno al nueve de color azul y rojo para “el cambio” de la nueva
unidad (10). El obstructor que se present6 fue que los nifios centraron su atencion
en reunir el mayor nimero de fichas y no hacer el cambio cuando tenian 10 azules;
la falta de conservacion de la materia, les llevo a centrarse en la cantidad y no en el
valor. Para verificar qué equipo fue ganador se usé la recta numeérica representando
las cantidades que obtuvo cada equipo, por ejemplo, una roja y cinco azules se
representé como 10 més 5 azules: 10 + 5, mientras que otro equipo obtuvo 10 + 3
preguntandoles: qué equipo gana: “;el que estd mas lejos del cero o el qué estd mas
cerca?”, la representacion con el uso de la recta numérica, fue un recurso didéctico
que permitié a los nifios identificar rapidamente quién era el ganador.

La construccion de la tabla de Pitagoras de suma Teorema 43 [8, pag. 109] se
realizé con mayor facilidad, comprendieron el uso de 10+ 1,10+ 2,104 3,...

En la actividad del Conteo con el principio del orden, se les entregaron dos fi-
chas de diferente color (roja y azul) con la finalidad de que encontraran diferentes
maneras de contarlos, es decir, se podfan contar: rojo, azul; o azul, rojo. El obs-
tructor fue que no le dieron sentido a que se puede contar de manera diferente a
partir del primer elemento que se coloca; s6lo lo pudieron hacer con dos elementos
distintos; cuando se les dieron tres 3 corazones de diferente color, algunos nifios
lograron encontrar hasta cuatro maneras distintas para contarlos.
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(2) Ninos de sequndo grado (7 — 8 arnos)

Los alumnos de segundo grado comprendieron y usaron los procesos de iteracién y
recursividad sin problema, s6lo al principio con la construccién del niimero uno y
dos se present6 el problema de centrar su atencién en usar las bolsas con numerales,
sin construir los anteriores; situaciéon que rapidamente fue resuelta una vez que se
les mostré cémo construir el siguiente a partir del anterior. Para la construccién de
los primeros diez niimeros se trabajaron en 3 sesiones de 40aproximadamente. Las
tendencias cognitivas se hicieron presentes al terminar de construir el ntimero nueve
al preguntarles:

M : ;Hubieran imaginado que dentro del nimero nueve hay todos estos nimeros?
Ng: Nooo! jEstd bien gordo!

Un alumno se adelante y dice:

Ni: y va ser mds gordo que nunca, jimaginate el diez?

Ny: Se tendria que tener una bolsa de la basura para el cien.

Los nifios pudieron imaginar el tamafio de la nueva bolsa contenedora, lo que
es un referente de tendencias cognitivas al dotar de sentidos intermedios [4, pag.
123] la construccion del namero que sigue y més atn otro mayor, asi como dotar
de sentidos a las redes de acciones cada vez mds abstractas hasta convertirlas en
operaciones |4, pag. 123].

Las dificultades estuvieron cuando se les propuso realizar el proceso a la inversa,
es decir, ir deconstruyendo cada uno de los ntimeros a partir del tltimo ntunero que
construyeron. Para lo cual el recurso de la recta numérica fue til, pues permitié
que se fuera representando el proceso hacia atras, lo que implicé n — 1, al principio
lo estaban haciendo como n + 1. Se les ejemplific6 con el nimero nueve, al sacar
de la bolsa el ultimo ntmero construido que se iteré a la bolsa y contando que
efectivamente estaban todos los nimeros construidos correctamente.

La actividad “Cambio” permitié que los ninos rapidamente comprendieran la
importancia de cambiar las fichas y poder representarlas tanto en la recta numeérica
como sintacticamente, por ejemplo, al finalizar la actividad, representaron en la
recta numérica las cantidades que habian obtenido, representandolos de la siguien-
te manera: 10 + 8, o bien 2 - 10 4 3. Para encontrar al equipo ganador pudieron
representar facilmente al que logréd llegar més lejos del cero.

En la construccién de la tabla de Pitagoras de suma hicieron en un menor tiem-
po, usaron la iteracion del ndmero tantas veces se indicaba en la columna y fila
que le correspondia. En la construcciéon de la tabla de Pitagoras de multiplicacién
pudieron rapidamente iterar los nimeros que se indican en la columna y la fila
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que corresponde, por ejemplo 7 veces 3, lo representaban en la recta numérica y
lo escribian en la tabla como 2 - 10 + 1. Las experiencias han tenido los alumnos
de segundo grado, les ha permitido ir consolidando la nocién de conservaciéon de la
materia, accediendo méas rapido en este nivel sintactico.

(3) Ninos de tercer grado (8 — 9 anos)

Con los alumnos de 3° el proceso fue mucho mas rapido, en una sesién se cons-
truyeron los primeros diez nimeros naturales, el uso de la iteracién y recursiéon de
los tres primeros ntmeros fue complicado al principio, pero cuando identificaron el
sentido de la iteracién y recursién para construir el siguiente a partir del antecesor,
fueron los mismos ninos quienes estaban al pendiente de construir cada nimero que
se iba necesitando, iterando el proceso para el siguiente y la recursion para iterar el
mismo proceso que se hizo para el anterior. Para referirse a la construccién de cada
uno de los numeros usaron la palabra “pasajeros™

M: ;Qué nombre le voy a dar a esta nueva bolsa?

N: Uno.

M: Uno. jMuy bien! Y entonces, ya tengo una bolsa con el nimero uno.
Ng: ST

M: Para que yo le pueda poner el uno squé debe tener?, ;como estd?
Ny: Vacia.

M: No puede ser el uno. Es el uno hasta que yo lo meta.

N: Lo meto (el nitio introduce la bolsa del cero en la bolsa contenedora del uno).
M: Ahora si es el uno.

N: jHasta que entre el pasajero!

M: jHasta que entre el pasajero! jMuy bien!

Las dificultades que tuvieron con la actividad del “Cambio” se generaron cuando
se representaron en la recta numérica la nueva unidad (10) e iterarla, es decir, un
diez, dos dieces,... El uso de la recta numérica fue un auxiliar para que le dieron
sentido a esta iteracién y hacer un uso sintactico de las operaciones que estaban
realizando: suma y multiplicacién, por ejemplo, cuando al final de algunas rondas
del juego, cada participante “contaba” las fichas obtenidas, y alguno de ellos tenia
5 fichas rojas y 6 azules, lo representaban de la siguiente forma: 5-104 6. Con este
antecedente pudieron construir las tablas de Pitagoras de suma y multiplicacién
poniendo en uso las propiedades de la suma y la multiplicacién: conmutativa y el
elemento neutro (el cero para la adicion y el uno para la multiplicacion).
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4 Discusion Final

En este altimo apartado, se precisa que estamos en la primera etapa de la construc-
cion del Modelo Teorico Local [4, pag. 9], fundamentacion tedrica que sustenta este
proyecto de investigacion, se ha avanzado en la construccién de cada componente:
Modelo de ensenanza, Modelo de comunicaciéon, Modelo de cognicién y el Modelo
Formal; de acuerdo con Filloy [4, pag. 9], se ha disenado un Modelo de Ensenanza
con base en el modelo formal, se han trabajado 27 sesiones con alumnos de 6 a 8
afios, mismas que se videograbaron y se estdn analizando para el diseno del modelo
definitivo de ensenanza.

A partir de lo observado, la toma de datos, los anélisis de esos datos serén
interpretados en términos del MTL en esta primera etapa:

— Problemaética: “Observar las dificultades que tienen los nifios de 6 a 9 afios con
el uso de la logica de los SMS involucrados en la construccién de los ntimeros
naturales con el modelo de von Neumann”. Se parti6 de la comprension y
adaptacion del modelo formal de von Neumann a un modelo de ensenanza
con actividades y uso de material concreto.

— Nuestro marco de referencia constituye el Modelo de Cognicién y Comuni-
caciéon con los aportes piagetianos y la tradiciéon de la psicologia soviética,
encabezada por Vigotsky, Galperin y Talizina; asi como las contribuciones de
Pierce en los procesos de significacion en el uso y sentido de los SMS.

— En este primer disefio de MTL, la experimentacién incluyé el diseno de ins-
trumentos de planeacién, observacién y medicién.

— Se revis6 y analizé la estructura del modelo propuesto a partir de las actuacio-
nes de los nifios. Pues si bien al principio de las sesiones fue complicado para
los nifios entender el proceso de construccion de los diez primeros ntmeros (0-
9), dependi6 de la edad y grado escolar: los nifios de primer grado necesitaron
una sesi6n de 40 minutos para cada ntimero; para los de segundo grado fueron
tres sesiones de 40 minutos para cada nimero; y para los de tercer grado una
sesion de 40 minutos. Con este antecedente, se pudo acceder rapidamente a
la construccion de las tablas de Pitdgoras de suma (para los tres grados) y de
multiplicacion (para tercer grado). Los ninos de primer y segundo pudieron
entender y usar sin dificultad las propiedades conmutativa y el cero como el
elemento neutro para la la suma; y los alumnos de tercer grado entendieron
v usaron sin dificultad la propiedad conmutativa y el elemento neutro para la
suma y la multiplicacién.
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— Con los datos obtenidos se realizara su interpretaciéon en términos de Modelo
Teérico Local.

Con estos resultados se propone la segunda etapa de la investigacién, en donde
el Modelo Teérico Local, permitira elegir a la poblaciéon a estudiar, con alumnos de
6 a 9 afios de educacién primaria, disefiar y aplicar el instrumento de evaluacién
que permita seleccionar a los alumnos de acuerdo con el diagnéstico, clasificar a la
poblacién para elegir a quienes participaran del Estudio de Casos para ser observa-
dos en entrevista clinica, elaborar un reporte de las observaciones de acuerdo con
las componentes del Modelo Teérico Local.

Implementaciéon de un sistema para una ensenanza controlada: “del modelo
de la Matemaética Formal a un Modelo Matematico Concreto”.

— Diseno y aplicaciéon de un instrumento de evaluacién diagnostica a la poblacién
seleccionada, para conocer su eficiencia en el uso de los SMS que se consideran
estratos concretos del SMS abstracto.

— Clasificacién de la poblaciéon, proponer dos perfiles de acuerdo con el desem-
peno en el diagnéstico: alumnos con la propuesta y alumnos sin la propuesta.

— Eleccion de la poblacién para ser observada en entrevista clinica.

— La observacion en este estudio de casos de la poblacién elegida, se realizara
apoyéandose en las técnicas de esta metodologia de investigacion.

— Analisis e interpretacion de las entrevistas clinicas realizadas.

— Elaboracién de un reporte de las observaciones, en términos de los propoésitos
tedricos del estudio:

(a) Modelo de Ensenanza. - recuperar las aportaciones a la Ensenianza a
partir de las observaciones generados del modelo propuesto.

(b) Modelo de Comunicacion. - recuperar los elementos relevantes de la ob-
servacion, experimentaciéon y entrevistas clinicas, para la generalizacién
del proceso de comunicacién.

(¢) Modelo de Cognicién. - Comprender y explicar las dificultades cognitivas
que tienen los ninos con el uso de la logica de los SMS involucrados en la
construccién del niimero natural con base en el modelo de von Neumann.

— Analizar, comprender y reportar por los procesos teorico-conceptuales que se
promueven a través de la ensenanza y las dificultades que tienen los ninos con
el uso de la logica de los SMS involucrados en la construcciéon de los ntmeros
naturales.
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Los Elementos de Euclides en la ensenanza de las
matematicas en el México colonial

Marco Arturo Moreno Corral
Instituto de Astronomia, UNAM

Resumen

Este trabajo es una resena sobre investigaciones tendientes a establecer el uso
que se hizo de los Elementos en el sistema educativo de la Nueva Espana, texto
geométrico escrito por Euclides en el siglo III a. C. También se indican los
ejemplares de las diferentes ediciones de esa obra que, a partir de informacion
confiable puede afirmarse que entraron a nuestro pais durante los trescientos
anos de régimen colonial, senalando quiénes fueron los posibles usuarios.

1 Introducciéon

A lo largo del desarrollo de la cultura occidental han existido unos cuantos libros,
que por su trascendencia y su vigencia, se consideran paradigmaticos. En el campo
de las matematicas, existe una obra de este tipo; los Elementos escritos por Euclides
hacia el ano 300 anterior a nuestra era. Este es un texto que, cuando Europa se sumi6
en la Edad Media, preservo y trasmiti6 la matemaética de la Grecia clasica. Cuando
comenzd la colonizacién de América, los europeos implantaron su cultura en el
Nuevo Mundo. Fue asi que durante el siglo XVI llegaron a la Nueva Espana grandes
remesas de libros, muchos de caréacter religioso, pero algo de aquella literatura versé
sobre la ciencia de ese tiempo, conformada por disciplinas como la fisica aristotélica,
las matematicas (aritmética y geometria) y la astronomia [10].

Formando parte de aquellos primeros libros, se hallaban los Elementos, texto
muy valorado por los europeos de aquel tiempo, pues en él aprendian la ciencia
griega que entonces renacia. Como el nimero de ejemplares de esa obra que entraron
a nuestro pais durante el periodo colonial, fue superior al esperarado por un hecho
fortuito, hace pensar que debieron ser solicitados a los libreros espanoles, con el fin
expreso de utilizarlos como textos en los cursos de Filosofia Natural, que desde al
menos 1541 se impartieron en la Nueva Espana. Para comprender adecuadamente
el desarrollo cientifico de nuestro pais durante los tres siglos de coloniaje, resulta
relevante investigar las lecturas que los novohispanos hicieron sobre temas de ese
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campo, por lo que aquf se analizara la presencia y uso de los Elementos en el sistema
educativo colonial.

2 Los Elementos de Euclides.

Los Elementos son una recopilacién de parte importante del saber matematico de los
antiguos griegos, aunque los especialistas consideran que ese libro también contiene
aportaciones propias de Euclides [3]. Esta obra es fundamentalmente un texto de
geometria, ciencia que su autor presenté en forma axiomdtica, pues a partir de
23 definiciones, 5 postulados y 5 axiomas generales o nociones comunes, demostréd
teoremas y derivo corolarios [11]. Originalmente estuvo compuesto por trece libros,
aunque posteriormente se le agregaron los libros XIV y XV, pero se ha mostrado que
son apocrifos [38, 27]. Los seis primeros se ocupan de la geometria plana, mientras
que los tres siguientes, tratan de la teoria de los niimeros y el décimo est4 dedicado a
los nimeros irracionales o inconmensurables y los tres tltimos estudian los cuerpos
solidos [27].

La historia misma de los Elementos resulta interesante [33|, pero aqui resumi-
remos solamente los hechos principales. Durante el primer milenio de nuestra era,
este texto, como muchos otros de la antigua cultura griega, se perdié para Europa
pero fue preservado por los arabes. En el siglo IX Al Hajjaj ibn Yusuf ibn Matar lo
tradujo a su lengua, por lo que importantes matemaéticos de esa cultura pudieron
estudiarlo, haciendo nuevas traducciones y escribiendo comentarios sobre el texto
euclidiano. Hacia el afio 1120 Adelardo de Bath tradujo aquella versiéon al latin,
volviendo asf a estar disponible para los estudiosos europeos, quienes al redescu-
brirla, también escribieron comentarios sobre los Elementos. El matematico italiano
del siglo XIII Giovanni Campano de Novara reviso, corrigié y ampli6 la version de
Bath, logrando un texto homogéneo, que en 1482 fue utilizado para publicar la pri-
mera edicion impresa. A partir de entonces, este manual griego de geometria, que
es el més antiguo de este tipo que ha llegado hasta nosotros, ha tenido miltiples
ediciones en muchos idiomas. Actualmente se considera que después de la Biblia, es
el texto que mayor nimero de impresiones ha alcanzado.

El rigor l6gico y la manera sistematica utilizada por Euclides a lo largo de todo
su libro, resultan muy formativos para los estudiantes, razones que seguramente
contribuyeron a que esta obra haya sido usada por tanto tiempo como texto in-
troductorio para comprender la geometria. Sobre este particular, Sotero Prieto, el
primer profesor de matemaéticas superiores del México moderno, escribié que Eu-
clides “sistematizd la ensenianza de la Geometria. Puso en orden los trabajos de
Eudozio y de otros platénicos. La superioridad de los Elementos sobre las obras de
otros autores, se revela en el gran nimero de copias que se hizo desde la Antigiiedad,
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por lo que no se perdieron: los otros son libros ya perdidos” [26].

3 Temprana presencia de ese libro en el Nuevo Mundo.

La informacién existente sobre el gran caudal de libros que fluydé a estas tierras a
lo largo de los siglos XVI y XVII [21], ha permitido establecer que, entre aquellos
textos, entraron a la Nueva Espana ejemplares de las primeras ediciones impre-
sas de los Elementos. Confirma esta afirmacién el hecho que el Museo del Estado
de Michoacan en Morelia, exhibe un ejemplar del Fuclidis Megarensts Mathemati-
cis Clarissimi Elementorum Geometricorum, publicado en Basilea en 1537, que de
acuerdo a la informacion que pudimos recabar, form¢ parte de la biblioteca original
del Convento de Tiripetio aproximadamente desde 1549, siendo por ello, el ejemplar
més antiguo que se ha preservado entre los que llegaron a nuestro pafs en el siglo
XVIL

El alemén Enrico Martinez, que se radico en la Nueva Espafia en 1589 ejerciendo
las profesiones de cosmografo, ingeniero, impresor y escritor, poseyd una biblioteca
con algunos libros de ciencia, entre los que se hallaba al menos un ejemplar de la
obra geométrica de Euclides, pero hasta el momento no ha sido posible identificar
qué ediciéon fue. Como Cosmografo de su Majestad, que fue el titulo que tuvo en
estas tierras, tenia la obligacién de ensenar mateméticas, lo que al menos hizo con
su hijo, quien al mediar el siglo XVII, publicé un texto astronémico-astrolégico.
Como se dird més adelante, Martinez hizo uso de la geometria euclidiana para su
trabajo matemético.

Como esos ejemplos hubo méas, ya que antes del término del siglo XVI, se han
podido identificar en los inventarios de libros llegados a la Nueva Espana, al menos
otros diez ejemplares de diferentes ediciones de los FElementos. Fsa cantidad y el
hecho de que en aquellos tempranos afios de régimen colonial, traer libros al Nuevo
Mundo resultaba muy caro, ademés de que habfa que hacer diversas gestiones y
cumplir requisitos de control estrictos impuestos tanto por las autoridades civiles
como por las religiosas, indican que esas obras fueron encargadas para su estudio y
no como meras curiosidades bibliograficas. Entre aquellos primeros libros llegados
a Ameérica, se hallaba la primera traduccion al espanol de la obra geométrica que
nos ocupa; Los seis primeros libros de la Geometria de FEuclides, traducido por
Rodrigo Zamorano y publicado en Sevilla en 1576. Seguramente porque no todos
los interesados en el contenido del texto euclidiano dominaban adecuadamente el
latin, esta version castellana fue muy usada por los novohispanos de ese y el siguiente
siglo [19].
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4 Los usuarios.

i Pero quiénes fueron los lectores de esos libros?, que por su contenido no eran de
lectura facil, ya que estaban escritos en el lenguaje matemético especializado usado
por la ciencia de aquel tiempo. Para tratar de responder esta pregunta, veamos
déonde pudo usarse el texto de Fuclides. Las diferentes 6rdenes religiosas que se
asentaron en la Nueva Espana, ademas de fundar conventos, crearon Casas de Es-
tudios Mayores, donde se ensefiaban las disciplinas del Trivium (gramatica [latin],
dialéctica y retorica) y del Cuadrivium (aritmética, geometria, astronomia y musi-
ca); materias que, desde la Edad Media, formaban parte integral de los planes de
estudio de la estructura universitaria europea. A partir de 1541, el religioso agustino
Alonso de la Veracruz impartid, en la casa de estudio anexa al convento de Tiri-
petio, Michoacan, la catedra de Artes [2], en la que explico esas disciplinas. Para
ayudar a los estudiantes en una época y lugar donde realmente era dificil hacerse
de libros adecuados, fundé ahi una bien surtida biblioteca, de la que parece haber
formado parte el ejemplar de los Elementos exhibido en el museo michoacano.

Entre 1554 y 1557 de la Veracruz escribié y publicéd en la Ciudad de México, tres
gruesos volimenes en latin, donde se ocup6 de la Loégica, la Dialéctica, la Fisica,
las Matematicas y la Astronomia, cubriendo de esa forma los temas del Trivium y
del Cuadrivium. En particular en 1557 publico el texto Physica Speculatio (Espe-
culaciones sobre Fisica), donde trato las ideas aristotélicas relativas a la materia, el
movimiento, el espacio, el tiempo, asi como la visién cosmogoénica que del universo
tuvo Aristoteles [23, 24]. En diferentes secciones de ese libro, fray Alonso recurrié
a partes de los Elementos de Euclides, dejando ver que suponia el conocimiento de
esa obra por parte de sus lectores, lo que indica que, al menos sus alumnos, entraron
en contacto con el texto que aqui nos ocupa.

Otro ejemplo del uso temprano de la obra euclidiana en nuestro pais, se encuen-
tra en un documento manuscrito resguardado en la Biblioteca Nacional de México
[39], formado por un legajo de 319 hojas escrito por el jesuita Antonio Arias quien,
como parte de un curso de Filosofia Natural que impartié al finalizar el siglo XVTI,
incluy6 el estudio de la astronomia geocéntrica. Para explicar los movimientos pla-
netarios, hablé de los circulos que componen el firmamento y de su proyeccioén en
el cielo, haciendo uso de conceptos geométricos de los Elementos.

5 El siglo XVII novohispano y el uso de los Elementos.

El ya mencionado Enrico Martinez, publicé en 1606 el Repertorio de los Tiempos
e Historia de la Nueva Espana, donde se ocup6 de diversos temas, dedicando gran
parte del libro al binomio Astronomia-Astrologia que todavia entonces era conside-
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rado parte de la ciencia [20]. Al referirse a los tamarfios del Sol y de la Luna, Martinez
hizo algunos célculos, recurriendo explicitamente a la obra de Euclides, pues cité
partes del libro XII de los Elementos, mostrando asi que conocia esa obra. Otro
novohispano de la primera parte del siglo XVII que mencioné a Euclides y su libro,
fue fray Andrés de San Miguel, arquitecto que construyé varios de los conventos de
la orden Carmelita en México. Este personaje dejé un texto manuscrito donde se
ocupé de Matematicas, Astronomia, Fisica y Arquitectura. En cuanto al valor que
daba a la Geometria, escribio que “sin esta ciencia seria falsa la Arquitectura, la
Matemdtica en todo ciega y muerta la Cosmografia". Comenzo la parte geométrica
de su manuscrito, citando explicitamente a Euclides |1] e introduciendo varias de las
definiciones incluidas en los Elementos, como las de punto, linea, superficie, angulo
y otras. Pero San Miguel fue més lejos, pues al desarrollar su texto, aplicé la geome-
tria euclidiana para ensenar a construir y medir diversas figuras como triangulos,
rectangulos, circulos y algunos poligonos, todo ello con la intencién de utilizarlos
en trabajos arquitecténicos y de construccion, asi que aqui se tiene un ejemplo no
solamente del estudio tedrico de la ciencia geométrica usando los Elementos, sino
también de su aplicacién directa en labores practicas.

Poco después, en el afio de 1637, fray Diego Rodriguez fundé en la Real y Pon-
tificia Universidad de México la catedra de Astrologia y Matematicas [36], primera
de este tipo en todas las universidades de Ameérica. En sus manuscritos y en el
Gnico impreso que ese profesor dejd, se encuentran aplicaciones directas de la geo-
metria euclidiana. La Biblioteca Nacional de México guarda su manuscrito titulado
Tractatus Proemialium disciplinarum Mathematicarum (Tratado introductorio a las
disciplinas matematicas) [40], en el que ese religioso recomendd el uso de los Ele-
mentos de Fuclides, ademas en la cuarta parte de ese legajo no impreso, fray Diego
escribio sobre De divisione Geometriae et elementorum Fuclidis (De las divisiones
de la Geometria y de los Elementos de Euclides), lo que muestra que conocia bien la
obra del matemaético griego y debié explicarla, al menos en su parte elemental, a los
alumnos de aquella primera cétedra americana de ciencias exactas. Como cientifico
de su época, Rodriguez utilizé la geometria euclidiana, pues en el desarrollo de su
Tratado del modo de Fabricar Relozes [29], asi como en los dibujos que hizo para
representar las fases de eclipses lunares que ilustran su manuscrito Modo de calcular
cualquier eclipse de Sol y de Luna [30], recurri6 a conceptos expresados en esa obra.

En torno a este personaje hubo un grupo de novohispanos, no necesariamente
alumnos de la Universidad, interesados en las materias que ensenaba, especialmen-
te en las ideas astrologicas. El més notable fue el Obrero Mayor de la Catedral
de México, quien en 1655 fue apresado y enjuiciado por poseer libros prohibidos.
Este personaje llamado Melchor Pérez de Soto, debe mencionarse, pues la biblio-
teca que le incaut6 el Tribunal de la Inquisicion [31] es una gran veta para saber
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qué lefan los novohispanos cultos de mediados del siglo XVII, pero ademés, por su
profesion, este personaje estuvo interesado en los libros técnicos y cientificos de su
tiempo. En efecto de los 1509 volumenes que le confiscaron, alrededor de 183 eran
de temas que tenfan que ver con lo que actualmente llamamos ciencias exactas.
iAlgo verdaderamente notable para el México de aquella época! Entre esas obras se
hallaban textos tan importantes como el De Revolutionibus orbium coelestium (So-
bre las revoluciones de los cuerpos celestes) de Copérnico, el Epitome astronomicae
Copernicae (Compendio de la astronomia copernicana) de Kepler, el De Magnete,
magneticis que corporibus, et de magno magnete tellure (Sobre el magnetismo, los
cuerpos magnetizados y el gran iman de la Tierra) de William Gilbert y el General
trattato di numeri (Tratado general de los ntimeros) de Nicolo Tartaglia. En cuanto
al texto que nos interesa, en el inventario de los libros de Pérez de Soto se han
podido identificar 11 ejemplares distintos de los Elementos, lo que confirma que
al mediar el siglo XVII, esa obra habfa entrado en nuestra nacién en cantidades
considerables.

En el testamento del hijo de Enrico Martinez llamado Juan Ruiz [25], dictado
en la Ciudad de México en 1675, se mencionan varios instrumentos cientificos como
globos terrestres y celestes, relojes, ballestillas y compases, as{ como diveros libros,
principalmente astronémicos y astrologicos, aunque también habfa algunos de ma-
tematicas, entre los que se encontraban “un libro de rometria en pergamino”, asi
como “un libro pequerio intitulado Velides"”. Al menos una de estas dos obras era
un ejemplar de los FElementos. Es importante senialar que en aquella época el costo
de los libros era tan alto, que se consideraban como bienes preciados, por lo que
frecuentemente eran mencionados en los testamentos. Por cierto, parte de lo listado
en el de Juan Ruiz, debi6 recibirlo afios antes como herencia de su padre y maes-
tro, pues eran instrumentos y libros propios de un practicante de la Astronomia de
aquella época, dificiles de conseguir en la, Nueva Espana.

Otro importante novohispano de ese periodo del que se tiene constancia que
utilizo los Elementos en su actividad profesional, fue Carlos de Siglienza y Goén-
gora, quien ocupé la citedra de Astrologia y Matemdticas de la Real y Pontificia
Universidad de México por veintitres anos. En su Libra Astrondmica y Filosdfi-
ca publicada en 1690 en la capital de la Nueva Espana, present6é un conjunto de
calculos geométricos en los que apoy6 los desarrollos matematicos que realizé para
establecer la trayectoria que siguié en el firmamento el brillante cometa que se vio
al finalizar 1680 e iniciar 1681 [34]. Con ese motivo cité explicitamente teoremas
demostrados por Euclides, lo que muestra nuevamente el uso que se hizo en nuestro
pais de tan importante texto clésico.
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6 El Siglo de la Luces.

Es frecuente que cuando se estudia el desarrollo histérico de la cultura occidental,
el siglo XVIII sea llamado Siglo de las Luces o de La Ilustracidn, debido a que en
aquella centuria, se asumié que, mediante el uso juicioso de la razon, la sociedad
alcanzarfa un estado de bienestar y de progreso ilimitado, basado en el avance de
la ciencia y el desarrollo tecnolégico. A pesar que la Nueva Espana participo de
ese proceso, en fecha tan avanzada como 1773, el curso de ciencias de la Real y
Pontificia Universidad de México se impartia usando el tratado de astronomia geo-
céntrica De Sphaera (La Esfera) escrito en el siglo XIII por Johannes de Sacrobosco
[35]. Aunque entonces la version que usaban los profesores novohispanos, era el Tex-
tus de Sphaera Ioannis de Sacrobosco: introductoria additione quantum necessarium
est commentantio que, ad utilitatem studentium philosophiae parisiensis academie
tlustratus. Cum compositione annuli astronomici Boneti latensis: et geometria Eu-
clidis megarensis (Texto de la Esfera de Juan de Sacrobosco, con la adicion de un
comentario introductorio de cuanto es necesario en la universidad parisina para los
estudiantes de filosofia. Con el libro de Bonett de Lattes sobre la composicion de los
circulos astronomicos y la Geometria de Euclides), que fue publicado en Paris en
1531, asi que los profesores de la Universidad Mexicana lo estaban usando con un
retraso de mas de doscientos cuarenta anos, que si bien para el caso de la geometria
no era importante, pues para entonces el saber geométrico seguia siendo el clasico,
no era asi para el campo astronémico, donde habia ocurrido toda una revolucién,
de la que evidentemente no habian participado los universitarios de esta nacion.

Por esas fechas existié en la Nueva Espana un pequeno grupo que abrazd, en-
tendi6 y difundi6é publicamente la ciencia surgida de la Revolucion Cientifica. Dos
de ellos —Joaquin Velazquez de Lebn y José Ignacio Bartolache- ocuparon incluso la
catedra universitaria de matemaéticas e hicieron esfuerzos serios por modernizar lo
que ahf se ensefiaba. Desgraciadamente la inercia en la Universidad era tan grande
[23], que el escolasticismo seguia siendo la filosofia dominante, asi que no pudieron
implementar cambios importantes y ambos la dejaron. En particular cuando Bar-
tolache intenté modernizar la ensenianza de las ciencias fisico-matematicas, publicé
sus Lecciones de Matemdticas [16], donde hablé de Euclides y su método deductivo
para demostrar teoremas. Ademés, indic6 que para gentes que tuvieran que estu-
diar las matematicas sin maestros —como fue el caso de muchos novohispanos que
se interesaron en esa disciplina- el libro del autor griego era muy apropiado.

Que esos personajes poseyeron y estudiaron los Elementos lo confirma la in-
formacién que sobre sus bibliotecas particulares nos ha llegado. Los documentos
correspondientes [32, 9, 17] muestran que los textos de Euclides formaban parte
de ellas. En efecto, en la de Velazquez se hallaba el Fuclides Megarensis geometri-
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corum elementorum libri XV (1516), mientras que en la de Bartolache habia dos
ejemplares, Elementos Geométricos de Euclides (1637) y el Elementorum libri prio-
res sex (1756). Benito Diaz de Gamarra que fue otro de esos innovadores, poseyo el
Euclidis Elementa Geometrica (1666), asi como los Elementa Geometriae qual nova
et brevi metodo demonstravit (1755). Por su parte en la de Antonio Leén y Gama
-otro de aquellos notables personajes- se han identificado cuatro ejemplares de los
Elementos, entre los que destacan Les Elémens d’Euclide expliquez dine maniere
nouvelle & tres facile (1677) comentado por el francés Francois Milliet Dechales
y Les Elémens de Geometrie ou de la mesure de Uentendue qui comprennet Les
Elémens D’Euclide; obra debida a Bernard Lamy y publicado en Paris en 1731.

En 1774 Gamarra publicé en la capital novohispana sus Elementa recentioris
philosophiae (Elementos de filosofia moderna) [4], donde se ocup6 de la fisica new-
toniana, de la electricidad y del magnetismo. Para facilitar la comprensién de esas
disciplinas, incluyé el texto Flementorum Geometriae quae ad rem physicam plu-
rimum adtinet epitome (Elementos de Geometria resumidos para el uso en fisica),
escrito por Agustin de la Rotea, religioso novohispano interesado en las matemé-
ticas. De esa forma, ambos autores brindaban a los estudiantes novohispanos las
bases geométricas necesarias para comprender los desarrollos de la fisica.

En 1782 Gamarra, como profesor del Colegio de la Congregacion del Oratorio de
San Miguel Allende, Guanajuato, organiz6 unas Academias de Geometria, donde
sus alumnos expusieron los avances que en esa disciplina habfan alcanzado. Uno
de ellos, Juan Joseph Mazorra y Buenaiio, tratd sobre la Utilidad de la Geometria
para las Ciencias y Artes: necesidad de ellas para el estudio filoséfico [13] donde,
hablando de la matemética que se les ensenaba en aquel colegio, se refirié al texto
escrito por de la Rotea y expuso lo que en él se decia sobre los primeros cuatro libros
de los Elementos de Euclides, confirmando asi que en efecto, aquellos alumnos de
nivel preparatorio, estudiaban a ese matemético griego.

Un individuo més de aquel reducido grupo de novohispanos, que sin una accién
coordinada se interesaron en ensenar la nueva ciencia, fue el relojero Diego de Gua-
dalajara Tello [37], quien en 1789 tenia el nombramiento de director de matematicas
de la Academia de Nobles Artes de San Carlos de la Ciudad de México. Se sabe
que ese profesor dejé un manuscrito -ahora perdido- sobre matematicas, aunque ha
subsistido otro que elaboré en 1792 bajo el titulo de Representacion del director de
matemdticas, don Diego de Guadalajara sobre el método con que se propone ensenar
en el curso de geometria [15, 18]. Sin duda este profesor explicé a los alumnos de
esa instituciéon los fundamentos de la geometria euclidiana, pues ahi se formaban
los arquitectos, pintores, escultores y grabadores de la Nueva Espana, quienes re-
querian de conocimientos de esa disciplina para su futura profesién, necesidad que
quedd reflejada en los planes de estudio de la Academia de San Carlos, que incluian
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al menos dos cursos de geometria.

Otro personaje que debe mencionarse en el contexto que nos viene ocupando
es Pedro de Moncada, noble espafiol radicado en la Nueva Espana, que en 1791
escribioé Exposicion de los Elementos de Newton, obra que qued6 manuscrita hasta
muy recientemente [14], donde se ocup6 de la Optica y de la Fisica newtoniana. En
la introduccién senalé explicitamente que el aprendizaje de esas materias, “suponia
a los jovenes instruidos de la geometria al menos”, asi que aqui vuelve a tenerse un
personaje de fines del siglo XVIII, que insistia que los estudiantes de nivel medio
superior de la Nueva Espafa interesados en la ciencia, debfan manejar el lenguaje
geométrico y para hacerlo, tenfan que conocer los Elementos de Euclides.

Pero no solamente los novohispanos directamente interesados en los problemas
cientificos o en la aplicacién de la ciencia tuvieron ese libro, pues también hay
informacion que muestra que profesionales de areas diferentes a las ciencias fisico-
matematicas los poseyeromn, seguramente porque cuando fueron estudiantes, los usa-
ron en sus cursos generales de filosofia. Como ejemplo puede citarse el caso del oidor
de la Audiencia de la Nueva Galicia, José Manuel de la Garza Falcén, quien entre
los 518 libros que poseia en el afio de 1763 [6] -la gran mayoria sobre leyes y religion-
fueron identificados dos ejemplares del texto euclidiano: Los seis primeros libros,
once y doce de los elementos de Euclides (1688) y el Euclidis sex libri primi (1693).

Otro caso similar fue el del Visitador General José de Gélvez, quien en 1765
viaj6 a la Nueva Espafia y trajo 253 obras de temas diversos, pertenecientes a su
rica biblioteca ubicada en su villa madrilena. Entre esos libros se hallaban los Ele-
mens de Geometrie, comentario escrito en 1674 por Dechales, asi como Los seis
primeros libros, once y doce de los Elementos Geométricos del famoso filésofo Fu-
clides, traduccién hecha al espartiol por Sebastidn Ferndndez Medrano y publicada
en Amberes en 1728 que, inclufa un amplio comentario de este personaje al texto
euclidiano. Como se conoce la lista de los libros que Galvez regresd cuando vol-
vio a Espana [28], se sabe que esos dos textos se quedaron en nuestro pais. Muy
probablemente hayan sido los que poseyd Leén y Gama, quien hizo amistad con
el Visitador, que lo vio realizar trabajos cientificos en compania de Veldzquez de
Leén, a quien ese funcionario tuvo como colaborador y asesor cientifico, lo que hace
plausible explicar los cuatro ejemplares diferentes del texto de Euclides que poseyd
Leén y Gama, sobre todo si se toma en cuenta que dicho personaje nunca conté
con recursos econdmicos para dedicarlos a solventar su pasion por la Astronomia y
las Matematicas.
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7 Comentarios.

Como se ha mostrado a lo largo de este trabajo, desde que se inici6 el proceso para
implantar la ciencia occidental en nuestra nacién, se recurrié al texto europeo de
matematicas mas usado: los Elementos, que sirvié para ensenar a los novohispanos
los conocimientos geométricos originados o recopilados por los antiguos griegos.

Siendo las bibliotecas novohispanas una herramienta para el trabajo académi-
co realizado en estas tierras durante los siglos de coloniaje, se han buscado los
Elementos en aquellas que han sobrevivido o en las ya desaparecidas, pero que se
conocen sus inventarios, encontrando que conventos, colegios e individuos distribui-
dos a lo largo y ancho del pais, tuvieron ejemplares de esa obra, incluso regiones tan
apartadas del centro neurdlgico de la Nueva Espana como fueron las misiones del
territorio de Baja California, poseyeron en sus acervos de libros algunos ejemplares
de los Elementos [12], confirmado lo que se ha mostrado en este articulo, que ese
fue un texto muy usado por los novohispanos.

La importancia que esa obra adquirié durante y después de la Revoluciéon Cien-
tifica fue grande, pues los Elementos siguen vigentes y han sido muy valorados por
personajes tan notables como Newton, quien en su biblioteca personal tuvo cinco
ejemplares [8] o Adrien-Marie Legendre quien afirmé6 “que la geometria era len-
gua muerta después de Fuclides”. En la actualidad el texto euclidiano sigue siendo
impreso, pues hay ediciones modernas en muy diversos idiomas. En México por
ejemplo, se han publicado los Elementos en una versién bilingiie griego-espafol he-
cha en 1944 [5] y més recientemente un comentario que se publico en 1998 [7] y la
razén de ello, es que en las escuelas y facultades donde se estudia matematicas, to-
davia son utilizados en los cursos de Geometria Moderna, ya que el método seguido
por Euclides contintia considerdndose didactico y formativo.
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Capitulo 3

Génesis del (n, m)-ésimo hiperespacio suspensiéon de un
continuo

Gerardo Hernindez Valdez, David Herrera Carrasco, Fernando
Macias Romero

FCFM, BUAP

Resumen

Dado un continuo X sean n,m € N con n < m, llamamos (n,m)—ésimo hi-
perespacio suspension de X al espacio cociente C,,(X)/F,,(X)con la topologia
cociente D, y denotamos a este hiperespacio por HS! (X). A lo largo de este
capitulo, se demuestra de manera detallada que HS]!,(X) es un continuo.

1 Introduccién

El concepto de hiperespacio suspension de X (cuando X es un continuo) fue in-
troducido por el matematico estadounidense Sam B. Nadler (1939 - 2016) en su
articulo [8] A fized point theorem for hyperspace suspensions a través del espacio
cociente C1(X)/F1(X), donde C1(X) se refiere a los subcontinuos de X y Fj(X)
son los subconjuntos de X que consisten de un solo punto. Méas tarde, S. Macias
generalizé el estudio de este espacio al llamado n-ésimo hiperespacio suspension
de X, denotado por HS,(X), el cual es el espacio cociente Cp,(X)/F,(X). S. Ma-
cias se dedicé a mostrar propiedades sobre este espacio en [2| Asi, el estudio del
(n,m)-ésimo hiperespacio suspension de X es una generalizacion de la teoria para

HS,(X).
2 Preeliminares

Definiciéon 2.1. Decimos que X es un continuo si (X, d) un espacio métrico no
vacio, conexo y compacto.

Definiciéon 2.2. Sea (X, 7) un espacio topologico no vacio. Un hiperespacio de X
es una coleccién de subconjuntos de X con la topologia de Vietoris.
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Restringiremos nuestra atencion a los hiperespacios cuyos puntos (en este caso,
subconjuntos de X) sean conjuntos cerrados. Para n € N, algunos hiperespacios
son:

2X ={AC X : A#(y Aes cerrado en X},
Cn(X)={Ac2X : A tiene a los mis n componentes},
Fo(X)={A€2%X : Atiene a lo mas n puntos}.

Procederemos a definir la topologia de Vietoris para el espacio 2¥.

Definiciéon 2.3. Sea (X,7) un espacio topolégico. La topologia de Vietoris pa-
ra 2% es la topologia mas pequefia, 7y tal que 2% tiene la siguiente propiedad:
{Ae2X . AcU}eryparatodoU € 7,y {A€2X : AC B} es cerrado bajo
la 7y para todo B cerrado en X bajo 7.

Lo que sigue es conseguir una base para esta topologia; para ello, necesitamos
la siguiente definicién:

Definicion 2.4. Sean X un continuo y S1,5%,...,5, C X. El vietérico de
51,52, ,Sn (S}

(S1,S82,...,8)={Ae2X : Ac U S;, ANS; # D paraic {1,..,n}}.
i=1

El siguiente resultado es una propiedad de los vietéricos, que nos ayudara a
probar el teorema 2.6.

Lema 2.5. Sean S1,55...,S, C X, donde X es un continuo. Entonces
(s1.50,05) = (0 590 (1050,
i=1 i=1

n

Demostracion. Por un lado, sea A € (S1,959,...,5,). Entonces A € |J Si v
i=1

n

ANS; # 0 para todo i € {1,....,n}. Luego, A € (U Si) y A € (X,S;), para todo
i=1

i € A{l,..,n}, y la primera contencion se sigue. Por otro lado, si

n n n
Ae (U Sﬁﬂ(ﬂ (X, Sl)> ,entonces A C |J S;y ANS; # O paratodoi € {1,...,n}.
i=1 i=1 i=1
Luego, A € (51,52, ...,5,), y €l resultado queda demostrado. O
Con este resultado, se proporciona una base para la topologia 7y .

Teorema 2.6. Sea (X, 7) un continuo. Considere la coleccion

Matematicas y sus aplicaciones 10, Capitulo 3, paginas 51-71



Génesis del (n, m)-ésimo hiperespacio suspension de un continuo 53

By = {{(Ui,...,Un) : Ui €T, paraic{l,..,n}, n<oo}.
Entonces By es una base para Ty .

Demostracion. Usando la notacion de la definicién 2.4, podemos observar que si U
es abierto en X y B es cerrado en X, tenemos que

{Ac2X: AcU}=(U), (1)
{Aec2X: AcB}y=2Y—(X,X - B). (2)

Observe que (1) se sigue de la definicién 2.4, por lo que mostraremos (2). Para
ello, considere A € 2% — (X, X — B). Luego, A ¢ (X, X — B). Esto implica que
A¢g X o AN (X — B) = 0. Es claro que lo primero no puede ocurrir, por lo que
AN (X — B) =0, o equivalentemente, A C B. La otra contenciéon se obtiene de
manera analoga. Asi, 7 es la topologia més pequefia para 2% tal que contiene a
los conjuntos de la forma (U) y (X, U) con U abierto en X. Definamos ahora una
subbase S para Ty:

S={U):UertU{(X,U):Uer} (3)

Observe que la unién de los elementos de S es precisamente 1. Luego, la colec-
cion §* que consta de las intersecciones finitas de elementos de S es una base para
Ty . Asi, seréd suficiente probar que §* = By . Mostraremos primero que By C S*.
Para ello, sean Uy, Us, ..., U, € 7. Ahora, por lema 2.5, tenemos que el vietérico de
U1, Us, ..., U, se expresa como la intersecciéon del Vietérico de la unién de los U; y la
interseccion de los vietoricos (X, U;), v esta interseccion se encuentra en §*. Queda
entonces probada dicha contencion. Para ver que §* C B, primeramente probare-
mos que si U, W € By, entonces U N W € By. Para esto, puesto que U, W € By,
existen U;,W; € 7 con i € {1,...,k}, j € {1,...,m} tales que U = (Uy,...,Uy) y

k m
W = (W, ..., Wy,). Hagamos ahora U* = |J U; y W* = |J W,. Veamos entonces
i=1 =1
que !
UnW=UnW* . UNW" WiNU* ... W, NU"). 4)
Probaremos (4). Para ello, sea A € U NW. Luego, de la definicién tenemos que
k
) Ac YU, =0~
i=1
(I) ANU; #0,14€{1,...,k},

(ITT) AcC ~U1 W; = W*,
J:
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(IV) ANW, #0, j € {1,....,m}.

Notemos que de (I) y (III) obtenemos que A € U*UW™*. De (II) y (IV) tenemos
que AN(U*NW;) # 0y AN(W*NU;) # 0 para todo ¢ € {1,....,k} y j € {1,...,m}.
Luego, se sigue la primera contencion. Ahora, sea A € (U NW*, .. U, NW* Wi N
U*, ... Wy, NU*). De la definicion 2.4, obtenemos que A € U* N W*, de donde se
obtiene (I) y (III). Ademas, AN (W; NU*) # 0y An (U; N W* # () para todo
i€ {l,...k} yje{l,..m}, de donde se siguen (IT) y (IV). Asi, se llega a la
igualdad y concluimos que U N W € By. Entonces, para ver que §* C By, basta
mostrar que la interseccién de cualesquiera dos miembros de §* es elemento de By, .
Para ello, notemos que si Uy, Us € T, se tiene que

(D) {U1) N (U2) = (U1NU2) € By,
(IT) (U1) N(X,Usz) = (U1, U1 NUs) € By,
(I11) (X,U1) N (X, Us2) = (X,U1,Us) € By.
Con esto, se llega a la contencion deseada y se sigue el resultado. O
Procederemos con el siguiente teorema, el cual serd de utilidad méas adelante.

Teorema 2.7. Sean X,Y dos continuos homeomorfos. Entonces, 25 es homeomor-
Y
foa2".

Demostracion. Al ser X y Y homeomorfos, existe h : X — Y homeomorfismo.
Definamos h* : 2% — 2 como sigue: h*(A) = h(A) para todo A € 2X. Puesto que
A es cerrado y h es homeomorfismo, tenemos que h(A) es cerrado en Y, por lo que
h*(A) € 2Y. Veamos ahora que h* es suprayectiva. Para ello, sea B € 2Y. Al ser
B cerrado en Y, tenemos que h~!(B) € 2X y asi, h*(h~'(B)) = B y la conclusién
se sigue. Ahora, al ser h biyectiva, se tiene que h* es inyectiva, por lo que h* es
un biyecciéon. Para mostrar que es un homeomorfismo, veamos primeramente dos
igualdades:

(D) ()Y (W1, .., W) = (R=Y(Wy),...,h=1(W,,)) con W; abiertos en Y para
ie{l,..,n},

(I1) h*((Ut, .oy Um)) = (h(U1), ey B(Up)).
Mostraremos (I). Sea A € (h*) = (W1, ..., Wy,)); luego, h*(A) € (W1,...,W,,), pero
W*(A) = h(A), por lo que h(A) € L) Wiy h(A) N W; £ 0 para i € {1,...,n}.
i=1

n
Ahora, dado que h es biyeccién, lo anterior es equivalente a A C |J h=(W;) y
i=1
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ANh=YW;) # 0. Por ende, A € (h=Y(W1),...,h=1(W,,)). Andlogamente se llega a
la segunda inclusion, y utilizando argumentos similares, se muestra (II).

De (I), se deduce que h* es continua, pues la imagen inversa de todo basico es
abierto, y de (II) obtenemos que (h*)~! es continua, pues h* es una funcién abierta.
La conclusién se obtiene de esto dltimo. O

El siguiente paso es inducir una métrica al espacio 2X. Para ello, se tienen las
siguientes definiciones

Definicion 2.8. Sea (X,d) un espacio métrico. Para cada 2 € X y A € 2% la
distancia de x a A es

d(z, A) = inf{d(z,a)}, (5)
acA
y si r > 0, la nube centrada en A con respecto a la métrica d como
Ng(r,A) ={x € X:d(z,A) <r}. (6)
Ahora, considerando lo anterior, definimos la métrica de Hausdorff.

Definiciéon 2.9. Sea (X,d) un espacio métrico con métrica acotada. La funcion
Hy: 2% x 2%X — RT se define para A4, B € 2% como

Hy(A, B) = inf{A C No(r, B), B C Na(r, A)}. (7)

Veamos que esta funciéon en realidad es una métrica:

Teorema 2.10. La funcidn H, definida anteriormente es una métrica para 2%, y
se conoce como la métrica de Hausdorff.

Demostracion. Observe primero que al ser d una métrica para X, se sigue que Hy
es una funcién bien definida y no negativa. Ademaés, de la definicion es claro que es
simétrica, es decir, Hy(A, B) = Hq(B, A).

Ahora, sean A, B € 2% tales que Hy(A, B) = 0. Veamos que A = B. Sean
a € Ayr, =1paran e N Luego, dado que A C Ny(ry, B), existe {by}nen
sucesion en B tal que d(a,by,) < r,. Puesto que B es cerrado en X, se sigue que
a € B. Anédlogamente, tenemos que B C A y obtenemos la igualdad. Por otro lado,
si A= B, de (7) se sigue que Hy(A, B) = 0.

Para probar la desigualdad triangular, necesitaremos el siguiente resultado que
proviende directamente de la definicion: dados A,B € 2% y € > 0, se tiene que
AC Nd(Hd(A, B) + e, B)

Sean A,B,C € 2X y considere ¢ > 0, y a € A. Por el resultado discutido
anteriormente, tenemos que existe b € B tal que

d(a,b) < Hq(A, B) +e. (8)
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De la misma manera, dado que b € B, existe ¢ € C tal que
d(b,c) < Hy(B,C) +«. 9)
Utilizando la desigualdad triangular de la métrica d y de (8) y (9) tenemos que
d(a,c) < Hy(A,B) + Hy(B,C) + 2¢. (10)
Puesto que a € A fue arbitrario, concluimos que
A C Ngq(Hq(A,B)+ Hy(B,C) + 2¢,0). (11)

De manera analoga, comenzando con ¢ € C' arbitrario y utilizando la simetria de
H,, se tiene que

C C Ng(Hq(A,B) + Hy(B,C) + 2¢, A). (12)
Finalmente, de (11) y (12), y al ser ¢ aribitrario, se obtiene Hy(A,C) < Hy(A, B) +
Hy(B, ). Concluimos que Hy es una métrica para 2%, d

Una vez definida una meétrica para 2% surge el cuestionamiento natural de la
comparaciéon de la topologia inducida por la métrica Hy y la topologia de Vietoris.
En efecto, ambas topologias coinciden, como lo muestra el siguiente teorema.

Teorema 2.11. Sea X un continuo con méirica d. Entonces 2% es metrizable, es
decir, Ty = TH,.

Demostracion. Mostraremos primero que 7y C 7p,. Observemos que basta con
demostrar que (U), (X,U) € Ty, con U € 7, pues dichos abiertos dan pie a 7y.
Primeramente, si U = X, tendriamos que (U) = 2% y por definicién de topologia,
llegariamos a (U) € 1y .

Supongamos entonces que U # X, y sea A € (U). Considere

c=dAX-U)= _ inf  {d(a,2)}. (13)

Notemos que € > 0, pues A C U y A es compacto. Veamos que By(e, A) C (U). Para
ello, sea B € B, (e, A). Entonces Hq(A, B) < ey de (7), se tiene que B C Ny(e, A).
Ahora, si b € B, tenemos que

inf inf 14
nf{d(a,b)}t < _ Wf  {d(a )}, (14)

y de aqui, b € U por lo que B C U, lo que es equivalente a B € (U). Luego,
<U> € THy-
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Veamos que (X,U) € 7g,. Sea A € (X,U). Entonces ANU # (), por lo que existe
x € ANU. Dado que x € U y U es abierto en X, existe § > 0 tal que By(d,z) C U.
Basta probar que By, (0, A) C (X,U) para lograr la conclusion deseada. Sea B €
Bp, (9, A), entonces Hy(A,B) < 0 y por (7) se sigue que A C Ny4(0, B); dado que
a € A, existe b € B tal que d(a,b) < 0 y por la eleccion de ¢, tenemos que b € U.
Asi, BNU # 0 y concluimos que B € (X,U), por lo que (X,U) € p,.

Veamos ahora que 7y, C 7. Para este fin, probaremos que para cada abier-
to Bp,(r,A) con r > 0y A € 2%, existen Uy, ...,Uy,, abiertos en X tales que
Ae <U1, ooy Um> C BHd(’l", A)

Sea A € 2X y > 0. Como A es compacto y no vacio existen abiertos Uy, ..., U,
de X tales que

M Ac U,
=1

1

(I) ANU; # 0 para todo i € {1,...,m},
(III) didm(U;) < r para todo i € {1,...,m}.

De (I) y (IT), tenemos que A € (Uy,...,Uy,). Ahora, sea K € (Uy,...,U,,); obser-
vemos que si k € K, entonces existe n € {1,...,m} tal que k € U, y de (II) y
(TIIT), se sigue que K C Ny(r, A). Ademas, como K NU; # () para cada i, por (I)
y (III), tenemos que A C Ny(r, K). Concluimos que Hy(A, K) < r, por lo que
A e (Uy,...,Uy) C By,(r,A). Por lo tanto, se tiene que 75, C 7y y con esto, las
topologias coinciden. O

Con este resultado, tenemos que serd equivalente tomar la topologia de Vietoris
y la topologia inducida por la métrica de Hausdorff para 2.

3 Hiperespacios 2%, C,(X), F,(X)
Nuestro siguiente objetivo serd mostrar que si X es un continuo, entonces 2%,
Cn(X) v F,(X) son continuos. Comenzaremos con un teorema:

Teorema 3.1. Sean X un continuo con métrica d yn € N. St D,, denota la métrica
en X" dada por

Dy ((z1, s n), (Y1, -y Yn)) = max{d(z1,y1), ..., A(Tr, Yn) }, (15)
para cada par (z1,...,2n), (Y1,...,yn) € X", entonces la funcion f, : X" — F,(X)
definida por fn((x1,...,x25)) = {x1,...,xn} es suprayectiva y satisface la ecuacion

n))
Hd(fn((l'l, "'7$n))7fn((y17 "ayn>)) < Dn((xlv ...,.%'n), (yla "'73/”))' (16)
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Demostracion. Sea A = {z1,..,xm} € F,(X), donde m < n. Considere
(T15 s Ty Tg1s o @) donde zf = x; para @ € {l,..,m} y 2} = mz, para
Jj € {m+1,...,n}. Asi, es claro que fo((z7,...,x})) = Ay se sigue que f, es
suprayectiva.

Sean (Z1,...,%n), Y1,y Yn) € X"y r = Dp((z1,--s2n), (Y1,--,Yn)), y € > 0.
Asi, Dy ((z1, ooy ), (Y1, -, Yn)) < r + . Esto implica que para cada j € {1,...,n},
tenemos que d(xj,y;) < r + ¢; entonces, para cada z; € fp((x1,...,2y)), se tiene
que yj € fn((y1,--syn)) vy d(x;,y;) <7 +¢€. Con esto, llegamos a que

fu((21, - 20)) C Ba(r + &, fa((y1, -, yn))), (17)
De manera anéloga, tenemos que fp,((y1,...,yn)) C Ba(r + ¢, fn((21,...,2y))) y por
(7), se tiene que Hy(fn((z1,---,2n)), fn((Y1,-,Yn))) < r+e. Al ser ¢ aribitrario, el
resultado se sigue. O

Como consecuencia de este teorema, tenemos los siguientes corolarios.

Corolario 3.2. Sea X un continuo con métrica d y n € N. Entonces la funcidn
fn : X™ — F(X) del teorema anterior es continua.

Demostracion. Sea € > 0. Haciendo § = ¢, y por (16), se obtiene el resultado. [

Corolario 3.3. Si X es un continuo, entonces F,(X) es un continuo para cada
n € N.

Demostracion. Al ser X un continuo, se sigue que X™ es un continuo con métrica
D,,. Luego, dado que f, es continua, preserva conexidad y compacidad, por lo que
F,(X) es un continuo. O

Para ver que 2% es un continuo, necesitamos ver que sea un conjunto conexo, y
compacto, pues ya tenemos que es metrizable y no vacio. Para ver la compacidad,
procederemos encontrando una subsucesién convergente a cada sucesion en 2%, por
ello es necesario definir la convergencia en 2% como lo haremos a continuacion.

Definicién 3.4. Sea A, € 2% para n € N. Definimos el limite inferior y superior

de la sucesion {A;, }nen como

liminf A,, = {z € X: para cada U € 7, x € U, existe N € N
neN (18)
tal que A, NU #0, n> N}
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limsup A, = {x € X: para cada U € 1, x € U, existe M C N infinito
neN (19)
tal que A, NU £ 0, ne M}

Diremos que la sucesién converge a A si liminf, ey A, = limsup,,cy A, = A.
Continuamos con ciertas propiedades consecuencias de la definicion:

Lema 3.5. Sean X un continuo y {Ap}nen una sucesion en 2%. Entonces, se
cumple lo siguiente.

(I) liminf,en Ay, C limsup,,cy An,
(II) liminf,en Ay, y limsup,, ey Ay, son cerrados en X,
(III) lim sup,, ey An # 0,

(IV) Sean A, B € 2% y {A,}nen, {Bntnen son dos sucesiones en 2% que convergen
a A y B, respectivamente. Si A, N By, # 0 para cada n, entonces AN B # ().

Demostracion. (I) De la definiciéon, tenemos que un elemento en lim inf, ¢y cumple
cierta propiedad a partir de un niimero natural dado, mientras que limsup,,cy A,
cumple la propiedad para cualquier subconjunto infinito de N.

(IT) Sea M C N infinito y m € M. Luego, AS, es abierto en X,y asi, |J A%, es

meM
abierto en X. Seax € |J AY,, luego, existe § > 0 tal que z € By(d,z) C |J AS,.
meM meM

Entonces, By(d,x) N Ay, = () para m € M. Andlogamente, lim inf,cn A;, es cerrado
en X.

(IIT) Puesto que A, € 2X para todo n, existe {an}nen sucesion en X, y al
ser éste compacto, existe {anj }jen subsucesion convergente a x € X. Luego, para
todo U abierto en X tal que x € U, existe N € N tal que x € A, para n > N.
Concluimos que = € limsup,, ¢y Ap.

(IV) Para cada n € N, tomemos x,, € A, N By,. Por la compacidad de X, existe
{zn, } subsucesion convergente a € X. Luego, por la definicién de convergencia y
(IIT), x € limsup,,cy A, = Ay © € limsup,,cy Bp. Luego, x € AN B. O

Probaremos un tltimo resultado que sera de utilidad para mostrar la compaci-
dad de 2%:

Teorema 3.6. Sea {A,}nen sucesion en 2% con X un continuo con métrica d.
Entonces {An}nen converge a A en el sentido de la definicion 3.4 si y solo si
{An}nen converge a A segun la méltrica de Hausdorff.
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Demostracion. Supongamos primero que {A,, },en converge a A en el sentido de la
definicion 3.4. Puesto que A = limsup,,cy Ay, de (III) del lema 3.5 se sigue que
A £, porlo que A € 2X. Sea e > 0, y observe que A = lim sup,en An C Ng(e, A)
y al ser Ny(e, A) abierto en X, se tiene que (Ng4(e, A))“ es compacto. Sean z,, € A,
para n € N, y supongamos que z, € (N4(g,A))¢ para n € N. Entonces existe
{7n, }jen subsucesion que converge a x € (Ng(g, A))¢. Si U es abierto que contiene
a x, existe N € N tal que z,;, € U para j > N. Esto es, A, NU # 0, v asi,
x € limsup, ey An = A, lo cual es una contradiccion. Se sigue que existe N € N
tal que A, C Ny(e, A) para n > Nj.

Ahora, como A es un compacto no vacio, existe k € N y Uy, ..., Uy abiertos en
X tales que

° dlém(UZ) <eg,
e UyNA#Dparaie{l,.. k}.

Entonces, dado que A = liminf,cy A4, existen, para cada j € {1,...,k} nameros
naturales M; tales que A, NU; # () para n > M. Considere No = méx{M, ..., M}}.
Si a € A, entonces a € liminf, ey A, y existe j € {1,...,k} tal que a € U; y asi,
U; N Ay, # 0 para j > Nj. Puesto que diam(U;) < ¢, concluimos que a € Ny(e, A,,)
para n > Ny. Haciendo N = max{Ni, N2}, observe que se cumple lo anterior.
Concluimos que Hg(A, A,) < € paran > N.

Por otro lado, supongamos que {A,},cn converge a A segin la métrica de
Hausdorff. Veamos primero que limsup, cy A, C A. Sea ¢ > 0. Entonces existe
N € N tal que Hy(A,, A) < € para n > N. Por (7), tenemos que A,, C Ny(e, A)
para n > N. Si a € limsup,cy Ay, tenemos que d(a,z) < € para © € A. Al ser ¢
arbitrario, se sigue que lim inf,cn 4, C A.

Veamos finalmente que A C liminf,,cny An. Sea e > 0y a € A. Existe N € N
tal que Hy(A, A,) < € para n > N y por (7), tenemos que A C Ny(e, A,) para
n > N. Entonces By(e,z) N A, # 0 para n > N y al ser € arbitrario, se tiene que
a € liminf,cy Ay,

De lo anterior y usando (I) del lema 3.5, se obtiene el resultado. O

Podemos probar finalmente que 2% es compacto.
Teorema 3.7. Si X es un compacto, entonces 2% es un compacto.
Demostracion. Por el teorema 3.6, es suficiente con demostrar que toda sucesién

en 2% posee una subsucesion convergente en el sentido de la definicién 3.4. Sea
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{An}nen sucesion en 2% Definiremos sucesiones {AL}en, {42} nen, - {AT bnen,

. como sigue: sea U = {U, }nen base numerable para X. Definase {AL},en por
Al = A, paran € N. Supongamos ahora que de manera inductiva hemos definido la
sucesion {A™},en. Se definira { A1}, oy en alguna de las sigueintes dos maneras:

1. Si {A"},en posee una subsucesion {AQ”; }ien tal que (limsup; ey AQ”;) NU,, =
(), haremos que {A™*1}, .y sea dicha sucesion.

2. Si toda subcuesionde {A]"},en posee un punto de su limite superior en U,
entonces sea { AT}, oy dada por AL = AT

Consideremos la sucesion diagonal { A7 },en, la cual es una subsucesion de { A, }nen.
Supongamos que {A”"},en no converge; por (I) del lema 3.5, tenemos que existe
x € limsup,,cy A7, que no esta en el limite inferior. Por esto, existe U, € U tal que
n; ., n;
a EnjUg y UnNAy, =0 para algunainsubsucespn {f;nj }ien de. {A"}en. Luego,
{An] 152, es una subsucesion de {A}'}nen. Asi, {A7'}nen satisface (1) , por lo
que (imsup;ey A7) N Uy = 0, pero a € (Hmsup, ey AR N Uy, = 0; y como
{AR}oe 1 es una subsucesion de {A7"T1},cn, tenemos que (imsupey A7) MUy, =
0, 1o cual es una contradiccion, pues z € (limsup,,cy Al)NUy,. Se sigue que {A7 }ren
converge y asi, 2% es compacto. O

Con este teorema, finalmente podemos mostrar que 2X es un continuo, siempre
y cuando X lo sea.

Teorema 3.8. Si X es un continuo con métrica d, entonces 2% es un continuo.

Demostracion. Por el corolario 3.3, F,,(X) es un continuo para cada n € N. Con-

sidere F(X) = |J Fn(X). Observemos que F(X) es conexo, pues es al unién
neN
de conexos que comparten al menos un punto. Veremos que F(X) es denso en

2X Sea e > 0y A € 2X. Al ser A compacto, existen z1,...,x, € A tales que
A C Upty Ba(e, zi). Observe que {z1,...,xm} € F(X), A C Ny(e,{z1,....zm}) ¥y
{z1,....,xm} C Ny(e, A). Entonces Hy({x1,...,xm}, A) < € y se sigue que F(X) es
denso en 2% por lo que 2% sera conexo. Por el teorema 3.7, tenemos que 2% es un
continuo. O

Finalmente probaremos que Cp,(X) es un continuo cuando X lo sea. Para ello,
es necesario el siguiente teorema, que se encuentra en [1, 1.13]:

Teorema 3.9. Si X es un continuo, entonces C(X) es un continuo.

Para mostrar que C,,(X) es un continuo para cada n, necesitamos algo de teoria:
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Definiciéon 3.10. Definimos el espacio 22% como la familia de los subconjuntos
no vacios y cerrados de 2% con la métrica de Hausforff Hg definida para todo

X
Ao, Ac € 227 como

Hj(Ay, Ag) = jg%{fll C Npg,(r,As2), Az C Ng,(r, A1)} (20)

Observe que la demostracion de que Hg es métrica, es anédloga a la de Hy.
Considere el siguiente lema

Lema 3.11. Sea X un espacio métrico compacto con métrica d. Sea o : 92X _, 9X

dada por o(A) = |J A. Entonces o estd bien definida y satisface la desigualdad,
AcA

para todo Ay, Ao € 22X,
Hy(o(A1,0(As) < Hi(Ap, As). (21)
En particular, o es continua.

Demostracion. Probaremos que 0(22X) c 2X Sea A € 22% Sea x € X punto
limite de A; buscamos que o(.A) sea cerrado en X. Existe {z,}nen sucesion en
o(A) que converge a x. Luego, para cada x,, existe L,, € A tal que z,, € L,, pues

o(A) = |J A. Observe que A es compacto en 22X, por lo que existe {Ln,; }jen
AcA
subsucesion convergente a Lo € A. Ademés, {xy, }jen converge a , y por (IV) del

lema 3.5, se obtiene x € Ly. Luego, x € o(A) y asi, es cerrado en X y por ende

compacto, por lo que pertenece a 2%. Ahora probaremos (21). Sean A, Ay € 22X,
A1= U A Ay = | Ay A= Hy(Aq, Ag). De (7), se tiene que, sin pérdida de
Ae A, Ac Az
generalidad, A; ¢ Ny(\, Az), por lo que existe z € A;p tal que d(z,z) > X para todo
x € Ay. Ahora, como z € Ay, existe A* € A; tal que z € A*; de donde se obtiene que
A* ¢ Ng(A, L) para todo L € Az. Por (7), obtenemos Hy(A*, L) > X para L € As.
Esto es, A* ¢ Np,(\, A2) y asi, A1 ¢ Np, (A, Az). Entonces, H3(A;, A2) > X. Con
esto se prueba la desigualdad y haciendo € = 4, llegamos a que o es continua. [

Corolario 3.12. Sea X un continuo con métrica d. Entonces Cy,(X) es un continuo
para cada n € N.

Demostracion. Puesto que C(X) es un continuo, tenemos por corolario 3.3, que
F,(C(X)) es un continuo. Ahora, sea o definida como en el lema 3.11, y observemos
que o(F,(C(X)) = Cr(X). Asi, C,(X) es un continuo para cada n € N. O
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4 Hiperespacio HS) (X)

Se define el espacio en cuestion, conocido como (n,m)— ésimo hiperespacio de
suspension de X.

Definicién 4.1. Sea X un continuo y n,m € N con n > m. El (n,m)-ésimo
hiperespacio de suspension de X, denotado por HS) (X), es el espacio cociente
Cn(X),/ Frn(X), el cual se obtiene de Cp,(X) encogiendo F,,(X) a un punto bajo
la topologia cociente.

Nuestro interés se basara en mostrar que, efectivamente, HS, (X) es un conti-
nuo. Para ello, necesitaremos algunos resultados previos, comenzando con al defi-
nicién de topologfa cociente:

Definicién 4.2. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Sea D una coleccion de subcon-
juntos de X no vacios y ajenos dos a dos tales que su unién es X. Llamaremos a
esa colecciéon D una particién de X. Sea

TD)={UcD: |JUer} (22)
vel

El espacio (D, (D)) es conocido como el espacio cociente de X, y 7(D) se conoce
como la topologia cociente.

Definicion 4.3. Sean X y Y espacios topolégicos v p : X — Y una funcién
suprayectiva. Se dice que p es una funcién cociente si cumple que dado U C Y es
abierto en Y si y solo si p~!(U) es abierto en X.

En nuestro caso, dado un espacio topolégico X y una particién D, denotaremos
por px : X — D a la funcién cociente.

Teorema 4.4. Sea X un espacio topoldgico y D una particion. Entonces la funcion
px : X — D donde px(z) es el unico elemento de la particion que contiene a x es
la funcidn cociente.

Demostracién. Sea U C D. Observemos que py' (U) = |J U. De la definicion de
veud
topologia cociente, y por la observacién anterior, tenemos que U es abierto en D si

y solo si py' () es abierto en X. O

Considere los siguientes resultados, que seran de gran ayuda para mostrar que
HS) (X) es un continuo.

Teorema 4.5. Sea f: X — Y wuna funcion continua suprayectiva, X un espacio
métrico compacto y Y un espacio Hausdorff. Entonces Y es metrizable.
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Demostracion. Sea f: X — Y como en las hipotesis del teorema. Dado que f es

continua, se tiene que Y es compacto y ademas es Hausdorff, por lo que bastara con

demostrar que Y posee una base numerable. Sea By una base numerable para X.

Para cada subconjunto finito C de Bx, sea E(C) =Y — f(X — |J C) y considere
ceC

P ={E(C): ¢(C) < oo}. Veamos ahora que P es numerable. Observemos que dicho
conjunto consta de los subconjuntos finitos de un conjunto numerable. Como By es
un conjunto numerable, existe una funcion biyectiva g : Bx — N. Construyamos una
funcién f : F — N, donde F es el subconjunto de Bx de todos los conjuntos finitos,
definida por f((C)) = [] pr+1, donde p, denota el n-ésimo nimero primo y

keg(C)
definamos f(0) = 1. SiR,S € F tales que f(R) = f(S), dado que la descomposicion
en primos es tnica, tendremos que g(R) = ¢g(S). Y como g es una biyeccion, tenemos
que R = S. Asi, f es inyectiva. Luego, se sigue que F es a lo mas numerable, y
por como se construyb P, se sigue que es a lo mas numerable. Puesto que X es
compacto y Y es Hausdorff, f es una funciéon cerrada. Se sigue que los elementos de
‘P son abiertos en Y. Ahora, sea U abierto en Y y x € U. Puesto que f es continua
y Y es Hausdorff, f~!({z}) es un compacto del abierto f~1(U) y como Bx es una
base, existe un subconjunto finito Cy de By tal que

ey c U Ccf i),

CeCo
Se sigue que x € E(Cp) C U. Concluimos que P es una base numerable para Y

y asi, es metrizable. O

Corolario 4.6. El espacio cociente (D,7(D)) de un espacio métrico compacto X
es metrizable si y solo si es Hausdorff.

Demostracion. Observe que px : X — D es una funcién continua y asi, si el
espacio cociente es Hausdorff, podemos aplicar el teorema 4.5 para ver que el espacio
cociente seré metrizable. Por otro lado, si el espacio cociente es metrizable, podemos
encontrar abiertos al rededor de cada punto de D tales que no se intersecten. [

Corolario 4.7. El espacio cociente de un continuo es un continuo si y solo si es
Hausdorff.

Demostracion. Observe que si el espacio cociente es Hausdorff, podemos usar el
corolario 4.6 y que px preserva conexidad para observar que dicho espacio serd un
continuo. Por otro lado, si el espacio es Hausdorff, por el corolario 4.6 es metrizable
y se sigue el resultado. O

Buscamos generar espacios cociente continuos a partir de espacios continuos,
pero no serd 6ptimo siempre revisar si el espacio es Hausdorff vy asi, metrizable.
Para ello, introducimos la definicion:
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Definiciéon 4.8. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Una particion D de X es semi
continua superiormente (scs) si cada vez que D € D, U €7y D C U, existe V € 7
con DCVtalquesiAe Dy ANV # (), entonces A C U.

Observe que esta definicién se basa tnicamente en la forma en que la particién
D esta siendo tomada, por lo que se utilizaré la topologia cociente.

Definicién 4.9. Si D es una particion de X, entonces cualquier subconjunto de X
que sea la unién de una subcoleccién de D se dird D-saturado.

Lema 4.10. Sea (X, T) un espacio topoldgico, D una particion de X y px la funcion
cociente. Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

(I) D es semi continua superiormente,
(1) px es una funcion cerrada,

(11I) si D € D, U € 7, y D C U, entonces existe V € 7 tal que D C V C U es
D-saturado.

Demostracion. Mostraremos que (I) implica (IT). Sea C cerrado en X. Sea
z € py (D — px(0)); asi, px(z) € D — px(C). Veamos que px(z) N C = 0.
Supongamos por el contrario, que y € px(z) N C, entonces px(z) N px(y) # 0
y asi, px(x) = px(y) vy se seguiria que px(x) € px(C), lo cual es una contradic-
cion. Tenemos entonces que px(r) C X — C. Como X — C es abierto y D semi
continua superiormente, existe V' € 7 con px(x) C V tal que si v € V, entonces
px(v) C X — C. Supongamos que px(v) € px(C), entonces px(v) = px(y) para
algin y € C' y asi, y € px(v) N C, entonces px(v) ¢ X — C, lo cual contradice la
definicion de v Por lo tanto, px (V) € D —px(C). Luego, z € V C p* (D — px(C))
y se sigue que es abierto. Finalmente, como px es la funcion cociente, se sigue que
px(C) es cerrado en D.

Veamos que (II) implica (III). Sean D € Dy U € 7 tal que D C U. Considere
V= p)_(1 (D — px(X —U)). Notemos que V es abierto puesto que px es cerrado y
D cV CU. Para ver que V es D-saturado, veamos que V = [ J(D — px (X — U)).
Sea v € V. Entonces v € px(V) € D —px(X —U) y asi, v € D — px(X —U).
Por otro lado, si v € |JD — px (X —U), entonces existe A € D —px (X —U) tal que
v € A. Luego, px(v) = A. Asi, v € p;(l(D —px(X —=U), y por lo tanto se cumple
(T11).

Finalmente, se sigue de la definicion que (III) implica (I). O

Teniendo en cuenta este lema, procederemos a probar el resultado principal para
nuestro fin.
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Lema 4.11. Si (D,7(D)) es un espacio cociente con una particion semi continua
superior de un espacio (X,T) con la propiedad Ty, entonces D es una particion
cerrada de X.

Demostracion. Considere la funcién cociente px. Al ser D semi continua superior,
se tiene por lema 4.10 que px es una funcién cerrada. Ahora, si x € X, dado
que 7 es T, tenemos que {z} es un subconjunto cerrado de X. Luego, px({x}) es
cerrado en X. Al ser x arbitrario, se sigue que todo elemento de la particion D es
un subconjunto cerrado en X. O

Teorema 4.12. Todo espacio cociente que proviene de una particion semi continua
superiomente de un espacio métrico compacto es metrizable.

Demostracion. Observemos que por el corolario 4.6, bastaré con demostrar que el
espacio cociente es Hausdorff. Sea X un espacio métrico compacto con topologia
7, D una particién semi continua superior de X y px la funcién cociente. Sean
Dy, Dy € D con Dy # Dy. Por lema 4.11, Dy y Ds son subconjuntos disjuntos
cerrados de X y ademés X es normal, existen Uy, Us € 7 tales que Uy NUs = ()
y D1 C Uy, Dy C Us. Puesto que D es semi continua superior, por lema 4.10,
existen V1, Vs € 7 tales que D1 C Vi, C Uy y Dy C Vo C Us con Vi, Vo D-satudados.
Observamos ahora que D1 € px (V1) y D2 € px(V2). Como V4 y V4 son D-saturados,
p)_(l (px(V1)) =Wy p)_(l (px (Va)) = V4 son abiertos y ajenos. Por lo tanto, el espacio
(D, 7(D)) es Hausdorf. O

Corolario 4.13. Todo espacio cociente de una particion semi continua superior de
un continuo es un continuo.

Demostracion. Tenemos que por el teorema 4.12, tenemos que el espacio cociente
serd metrizable y ademés, tendremos que se preservard la compacidad y conexidad,
pues la funcién cociente es continua. ]

Lema 4.14. Sea X normaly F C X cerrado en X. SiD = {F}U{{zx} : v € X—F},
entonces D es semi continua superior.

Demostracion. Sea D € D y U abierto en X tal que D C U. Por la definicién de
D, obtenemos dos casos:

Caso 1. Si D = {a}, para algtin € X — F, tenemos que D y F son cerrados
en X. Puesto qeu X es normal, existen Uy, Us ajenos tales que D C Uy y F C Us.

Sea V. =UNU,. Asi, tenemos que D C V C U y notemos que V = |J {z}. Asi, V
zeV
es D-saturado.
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CAsO 2. Si D = F, haciendo V = U, que asuvez U = {F}U U {z},
zeU—-F
tenemos que V' es D-saturado.

De ambos casos y utilizando el lema 4.10 (III), tenemos que D es semi continua
superiormente. ]

Con esta teoria, concluimos que

Corolario 4.15. Si X es un continuo, y m,n € N con m < n, entonces HS},(X)
es un continuo.

Demostracion. Considere D = {F,,(X)} U{{A} : A € C,(X) — F;n(X)}. Puesto
que Cp,(X) es normal y F,,,(X) es cerrado al ser compacto, tenemos que D es semi
continua superior por lema 4.14. Finalmente, por el corolario 4.13, se sigue que
HS} (X) es un continuo. O

En trabajos como [6] y 7] es comin denotar por gx : Cp(X) — H)(X) a la
funcién cociente la cual es suprayectiva y denotaremos gx (Fy, (X)) = F'¢.

Lema 4.16. La funcw’n gx: Cn(X)—Fm(X) ’ Cn(X) — Fm(X) — HS%(X) — {F}?}
es un homeomorfismo.

Demostracion. Observe que de la definciéon 4.3, tenemos que gx es bicontinua, y al
restringir su dominio, obtenemos la biyeccién. O

5 Ejemplos
En la presente seccién se presentan algunos ejemplos de hiperespacios suspensiéon
cuando X es un continuo en especifico.

Intervalo unitario

Es claro que el intervalo unitario [0, 1] es un continuo, pues es un intervalo cerrado
de R, de donde se sigue la compacidad y conexidad. Ademas, al ser subespacio
de un espacio métrico, éste es métrico. Construiremos HS([0, 1]), el hiperespacio
suspension del intervalo unitario. Para ello, buscamos la caracterizacién de los hi-
perespacios C([0,1]) y F([0,1]). Primero, observemos que

C([0,1]) = {[a,b] e R?: 0 < a < b < 1}. (23)

Esto ocurre pues por definicion, C([0,1]) son los subcontinuos de [0,1]. Ahora,
consideremos la funcién v : C([0,1]) — R? definida por v([a,b]) = (a,b) es un
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1([07 1})

Figura 1: C([0,1])

Més ain, el conjunto de los conjuntos unipuntuales Fj([0,1]) esta representado
por la diagonal del tridngulo. Ahora, como buscamos hacer que todo elemento de
F1([0,1]) se convierta en un punto a través de la topologia cociente, encogeremos
la diagonal de T' a un solo punto. Entonces, el hiperespacio suspension de [0,1] se
puede ver en a figura 2.

Flo )

Figura 2: HS([0,1])

La circunferencia unitaria, S*

Consideremos la circunferencia unitaria en R? centrada en el origen. Lo que sigue
es buscar una representaciéon para C(S!). Para cada subarco A de S! sea m(A) el
punto medio de A en S y sea £(A) la longitud de A. Ahora definamos la funcién
¢ : C(S') — D' donde D! es el disco unitario, por
» 1
o(A) = { [1— (¢(A)/2r]m(A) si A+ 51,
(0,0) si A= S

Para ver cémo se comporta la funcién, considere la figura 3.

m(A)

Figura 3: Imagen de A bajo ¢
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homeomorfismo entre C([0,1]) y el tridgngulo T = {(a,b) € R*: 0 < a < b < 1}.
Entonces, T' es una representacion de C([0,1]) y se muestra en la figura 1.

Veamos que ¢ es un homeomorfismo. Para ello, sean A, B € C(S') tales que
A # B. Por esto, se tiene que m(A) # m(B). Ahora, si alguno de estos coincide con
St tenemos que p(A) # ¢(B). Si ninguno coincide con S!, tenemos que aunque
L(A) = {(B), por el hecho de que m(A) # m(B), se sigue que p(A) # ¢(B). Asi, ¢ es
inyectiva. Ahora, sea (s,t) # (0,0), donde s,t € [0,1]. Considere A = [1— (¢(A)/27]
y %(5, t). Ahora, es claro que podemos hacer que éste sea el punto medio de algin
arco en S! y efectivamente, dicho arco sera la preimagen de (s,t). Asi, la funcién
es sobreyectiva y por lo tanto, biyectiva.

Ahora, observe que ¢ es una funcién de un espacio compacto a un espacio
Hausdorff como lo es D', por lo que si mostramos la continuidad, tendriamos
también la continuidad de la inversa. Asi, considere A € C(S!) de manera que
A # S Luego, existe 7 > 0 tal que By, (r,A) NS = . Sea E > 0 y tomemos

0 <6 <min{re,1, }6 Sea B € BHd( ). Entonces Hy(A, B) < g. De aqui,

| £(B) — £(A) |< 2sen™? <g> , (24)
| m(B) —m(4) < 3. (25)

1/2 .
Ahora, como § < 1, tenemos que 2sen ™! (%) < 2 (%) / < 5. Considere ahora lo
siguiente

| o(4) = @(B) =] [L = 5 m(A) - [1 = “Lm(B) |

=l m(A) —=m(B) || +5; | €(A)m(A) — {(B)m(B) |
<[ m(A) = m(B) || +5; || €(A)ym(A) — L(A)m(B) ||

+or [ €(A)m(B) — ((B)m(B) |
=| m(A) = m(B) | +5; | L(A) | - || m(A) = m(B) ||

+or [m(B) || [ €(A) - £(B) |.

Como A es un arco en S, | £(A) |< 27 y dado que m(B) se encuentra en S!,
| m(B) ||= 1. Utilizando (24) y (25) tenemos que:

I o(A) = (B) [[<[| m(A) =m(B) || + [| m(A) —m(B) || + [ £(A) = £(B) |
) 0 —
<gt+tgts<st+tst+s=c
Hasta aqui, hemos probado que ¢ es continua si A # S!. Veamos que ¢ es
continua en S1. Para esto, consideremos una sucesién de arcos {4, hnen que tiende

a S'. Luego, por el comportamiento de la funcién, es claro que entre més grande
sea el arco A,, su longitud tiende a 27 y asi, ¢(A,) tiende al origen. Como esta
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sucesion tiende a S!, tenemos que lim,, o ¢(A4,) = (0,0), y concluimos que ¢ es
continua en S™.

Con esto, probamos que ¢ es continua y por lo mencionado anteriormente, un
homeomorfismo. Asi, podemos modelar C(S') como el disco unitario. Lo que sigue
es identificar al hiperespacio F1(S'). Para ello, consideremos la imagen bajo ¢ de
{p} donde p es un punto en S'. Observe que £({p}) = 0y m({p}) = p, por lo que
©({p}) = p. Con esto, es claro que F(S!) se puede identificar precisamente como
St en D!, lo cual lo mostramos en la figura 4.

Fi(SY)

Figura 4: Modelo de C(S?!)

Finalmente, haciendo uso de la topologfa cociente, haremos de S un solo punto,
formando una especie de gota eliptica en R? como se muestra en la siguiente figura
5. Observe que el vértice de la gota es precisamente Fél.

Figura 5: Modelo de HS(S*)
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Capitulo 4

Complejos ctbicos difusos

David Herrera Carrasco, Adolfo Maceda Méndez, Fernando
Macias Romero

FCFM, BUAP

Resumen

La teoria de complejos cibicos ha sido utilizada para definir y estudiar propie-
dades topoloégicas de imagenes digitales binarias. Por otra parte, la matematica
difusa se ha empleado para estudiar las imagenes digitales en tonos de gris, pero
no se contaba con una generalizacién del concepto de complejo ciibico mediante
conjuntos difusos que resultase util para fines similares. En este capitulo se ilus-
tra, con varios ejemplos en el caso bidimensional, la teoria de complejos cubicos
difusos desarrollada en [7].

1 Introduccion

En este capitulo se presentan algunos de los resultados més importantes de la teoria
de complejos cibicos difusos desarrollada en [7] y se ilustra con diversos ejemplos y
figuras en el caso bidimensional los conceptos principales de la misma. Primero, se
hace un recuento de la definicién y propiedades de los complejos cubicos ordinarios.
Posteriormente, se presentan algunos antecedentes de la teorfa de conjuntos difusos,
a partir de los cudles se propone una extensiéon del concepto de complejo cibico.
Se propone una definicién de conexidad y se introducen los conceptos de méximo y
minimo regional para estos complejos. Por dltimo, se propone una definicién de sus
grupos de homologia y se ilustra la relacién entre estos y el concepto de conexidad.

2 Celdas

Definiciéon 2.1. Una k-celda o celda k-dimensional en R™ es un conjunto de la
forma

s(x,A) =11 x Iy x ... x I (1)
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donde x = (z1,29,...,2,) € Z", A es un subconjunto de {1,2,...,n} con k ele-
mentos, e
{x,\—%,:r,\—i—%} si A €A,
I, =
{ﬂf)\ + %} si A ¢ A.
Los 2F elementos que la forman son sus vértices. Cuando no sea relevante indicar
el elemento x ni el conjunto A, se escribird simplemente s.

Figura 1: Celdas en R?. En (a) se muestra la O-celda s (z), en (b) la I-celda
s(x,{1}), en (c) la 1-celda s(z, {2}) y en (d) la 2-celda 52 (z), donde = = (21, 29).

En la figura 1 se muestran celdas de dimensiones 0, 1 y 2 en R2.
La O-celda s(z, ) se denotara simplemente por s (z).

Definicion 2.2. Dado =z € Z™, la n-celda centrada en = se define como
s () = s(x,{1,2,...,n}).

Noétese que los vértices de la n-celda centrada en x son los vértices del cubo
unitario con centro en x. Ademads, cualquier k-celda s(x,A) esta contenida en la
n-celda s (z).

Para estudiar diversas propiedades de las celdas es importante saber cuando una
de ellas esta contenida en otra. En el siguiente lema se dan condiciones necesarias
y suficientes para esto.

Lema 2.3. Sean
s1 = s(z,Ay),
S22 = S(ya A?)a
dos celdas en R™. Si s1 C so, entonces:

1. A C AQ,
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2. xx=yx st A€ N o N¢ Ay,
3. xye{yn—Lyn}t si A€ Aoy — Ay,
Reciprocamente, si se satisfacen estas tres condiciones, entonces s1 C s2.

Cuando la celda s; estd contenida en la celda so, se dice que s; es una cara de
$9. Si ademés s1 # s9, se dice que s1 es una cara propia de so.

En R?, las caras propias de la 2-celda s)((x1,x2)), mostradas en la figura 2,
son las 1-celdas

5(($1,$2), {1})3 S((xl’l?)a {2})a 5((x1 - 1,:E2), {1}),8((%1,$2 - 1)’ {2})

y las 0-celdas

x2
L4 I I I L4 I
[ - R [ - R
x1 T x1 T
(a)
| B | [ | | B | [ |
I I I e | e ! I e ! I I I e !
To v X h o Lo i T
Ce e Lo e e
Lo -1 I | Lo -1 R |
Z1 I Z1 I

Figura 2: Caras propias de la 2-celda s = s ((x1,22)) En (a) se muestran las
cuatro 0-celdas que son caras propias de s y en (b) las cuatro 1-celdas que son caras
propias de s.

3 Complejos ciibicos

Definicién 3.1. Un complejo cibico en R™ es cualquier coleccién de celdas en R™.
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Ejemplo 3.2. FEl conjunto

K = {50((0,0)), 5((1,0), {1}, s((1, 1), {2}), 5((2, 1), {1}). s (2, 1) } .

es un complejo cubico formado por una 0-celda, tres 1-celdas. y una 2-celda.

En particular, el conjunto de todas las celdas en R™ es un complejo cabico que
se denota por |Z™|. También el conjunto vacio es un complejo cubico.

Definicién 3.3. Un complejo cabico L es un subcomplejo de un complejo cabico
Ksi L CK.

Ejemplo 3.4. El complejo ctbico

L ={s((1,0),{1}),s((1,1),{2})}
es un subcomplejo del complejo ctibico del ejemplo 3.2.

Definicion 3.5. El complemento de un complejo cubico K en R” es el conjunto de
las celdas en R™ que no pertenecen a K. Se denota por K¢.

Ejemplo 3.6. Algunos elementos del complemento del complejo ctibico del ejemplo
3.2 son las O-celdas

s9((1,0)),s9((1, 1)), sV((2,1)), (2, 0))

y las dos 1-celdas

5((2,0),{1}),s((2,1),{2}).

Es claro que (K¢)¢ = K. Ademas, la coleccion de complejos cubicos es cerrada
bajo uniones, intersecciones y complemento.

Definiciéon 3.7. Una celda s es una cara de un complejo cibico K si existe una
celda s’ en K tal que s es cara de s'.

De acuerdo con la definicién de complejo ctibico, puede ocurrir que una celda
sea cara de un complejo ctbico sin pertenecer a él.

Ejemplo 3.8. Un complejo cibico formado tnicamente por una 1-celda, no con-
tiene a las dos 0-celdas que son caras propias de dicha 1-celda.

Ejemplo 3.9. Las 0-celdas y 1-celdas del ejemplo 3.6 son caras del complejo cabico
del ejemplo 3.2, aunque no pertenecen a él.
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En la coleccién de los complejos cubicos se define un operador que permitira
estudiar ciertas propiedades de tipo topoldgico.

Definiciéon 3.10. Dado un complejo cabico K, su frontera es el complejo cubico
cuyos elementos son las celdas que son caras tanto de K como de K¢ Se denota

por §(K).

Ejemplo 3.11. La frontera de un complejo cibico formado por una 0-celda es el
mismo, mientras que la frontera de un complejo ctbico formado por una 1-celda
consta de los dos vértices de la 1-celda.

Ejemplo 3.12. La frontera del complejo cibico del ejemplo 3.2 estd formada por
las cinco 0-celdas

s((0,0)),s7((1,0)), s7((2,0)), sV ((1,1)), sV ((2,1))
y las cinco 1-celdas
s((1,0),{1}),5((2,0),{1}),s((1,1),{2}), s((2,1),{1}), s((2,1),{2}).
Una propiedad importante de la frontera de un complejo ctbico es la siguiente.

Teorema 3.13. Si K es un complejo cibico, entonces §(6(K)) C §(K).

A partir del operador frontera se pueden definir algunos conceptos topoldgicos
para un complejo cubico.

Definicion 3.14. Sea K un complejo cibico.
1. La cerradura de K es K = K U §(K).
2. El interior de K es K? = K — §(K).
3. El complejo cubico K es cerrado si 6(K) C K.
4. El complejo cibico K es abierto si KN §(K) = 0.

Ejemplo 3.15. La cerradura de un complejo cibico formado por una 0-celda es él
mismo y por tanto es cerrado, mientras que su interior es vacio.

Ejemplo 3.16. Los complejos ctbicos () y |Z"| son cerrados y abiertos.

Ejemplo 3.17. El complejo ciibico del ejemplo 3.2 no es ni cerrado ni abierto, de
acuerdo con el ejemplo 3.12. Su cerradura se obtiene de su frontera al agregarle
la tnica 2-celda de K, mientras que su interior consta tnicamente de la 2-celda
mencionada.
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En general, un complejo cibico K es cerrado si K = K y es abierto si K = K.

Observacion 3.18. Por el teorema 3.13, la frontera de un complejo ciibico es un
complejo ctibico cerrado.

Los complejos cubicos cerrados se caracterizan por la siguiente propiedad.

Teorema 3.19. Un complejo cibico es cerrado si, y solo si, contiene todas las caras
de sus celdas.

Un concepto que result till en algunas demostraciones relacionadas con el in-
terior de un complejo cibico es el de estrella de una celda s.

Definicion 3.20. La estrella de una celda s en R™ es el complejo cubico

str(s) ={s' :sC§'}.
Ejemplo 3.21. En R2, la estrella de la 0-celda s(©) (x) es el complejo cibico formado
por

1. la 0-celda s(0)(z),

2. las cuatro 1-celdas
s(z,{1}), s(z, {2}), s(z + (1,0), {1}), s(z + (0, 1),{2})

3. las cuatro 2-celdas centradas en los puntos =, z + (1,0), x+(0,1) y z+ (1, 1),
respectivamente.

En la figura 3 se muestran las celdas de esta estrella.

Ejemplo 3.22. La estrella de la 1-celda s(z, {1}) esta formada por esta celda y por
las dos 2-celdas centradas en x y en x + (0, 1), mientras que la estrella de la 1-celda
s(x,{2}) esta formada por la 1-celda s(z,{2}) y por las dos 2-celdas centradas en
xzyenz+(1,0).

En la figura 4 se muestran las celdas de esta estrella.

Utilizando el concepto de estrella de una celda se pueden caracterizar las celdas
que pertenecen al interior de un complejo ctbico.

Teorema 3.23. Dado un complejo cibico K, una celda s pertenece a K° si, y sélo
si, str(s) C K.

Corolario 3.24. Un complejo cibico K es abierto si, y sdlo si, para cada s € K,
str(s) C K.

Todos los conceptos descritos hasta este punto corresponden a objetos mate-
maticos “discretos”. Con el fin de asociarles una imagen geométrica, se define su
realizacion poliédrica.

Matematicas y sus aplicaciones 10, Capitulo 4, paginas 73-101



Complejos cibicos difusos

79

| | |
$2L - - - T2
A S B R S N
I x1
Coo e
| | | | | | | |
[ CTTT T T
T R B S 9
A S B R SR N
I x1

i i i

I R

e | e I I .

-4 - | I U
Z1 z1

« el L e 1 e

I | | ot

T T T [ T B
1 ® I I [
4--1-—1 L2 -4 --1- -1
I I I I I I I
[ R P Lo d 1)
x1 T

Figura 3: Celdas de la estrella de la O-celda s = s(z,0), con = (z1,x2). En (a),
(b) y (c) se muestran las O-celdas, 1-celdas y 2-celdas de str(s), respectivamente.

4 Realizacién poliédrica

Para establecer relaciones entre las propiedades topolédgicas de los complejos ctbicos
y las de ciertos subconjuntos de R", se propone una definicién de su realizacion

poliédrica.

En lo sucesivo, se considera R™ con la topologia usual.

En primer lugar se propone la definicién de realizaciéon poliédrica de una celda.

Definicion 4.1. La realizacién poliédrica de la k-celda 1 es

Is(z,A)] = J1 X Jo X ... X Jy,

donde
(23 = 3,22 + 3)
Jy =
{zx+3})

Esta realizacion poliédrica se denota por |s|.

si €A,

siA¢A.
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Figura 4: Celdas de la estrella de la 1-celda s = s((x1,22),{1}). En (a) se muestra
la tinica 1-celda y en (b) las dos 2-celdas de str(s).

i I i I
| | | S |
x2‘r771777:777: ZCQL——f‘———:———\ -fUQ ’,,,1,77:777:
e e e e e
I | Lol Lol
1 x1 I

Figura 5: Celdas de la estrella de la 1-celda s = s((z1,x2),{2})

Notese que la realizacién poliédrica de una k-celda esté definida como el produc-
to cartesiano de k intervalos abiertos y de n—k puntos. En particular, la realizacién
poliédrica de una n-celda es un conjunto abierto en R".

Ejemplo 4.2. En la figura 6 se muestra la realizaciéon poliédrica de celdas de
dimensiones 0, 1 y 2 en R?.

Utilizando la realizacién poliédrica de una celda, a cada complejo cubico se le
asocia un subconjunto de R™ que serd muy importante para estudiar algunas de sus
propiedades.

Definiciéon 4.3. Dado un complejo cibico no vacio K, su realizaciéon poliédrica
es el subconjunto de R™ dado por la unién de las realizaciones poliédricas de sus
celdas. Se denota por |K].

Ejemplo 4.4. En la figura 7 se muestra la realizacién poliédrica del complejo ctibico
del ejemplo 3.2.

Ejemplo 4.5. En la figura 8 se muestra la realizacién poliédrica de las estrellas de
celdas de dimensiones 0 y 1.
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Figura 6: Realizacién poliédrica de celdas en R?. En (a) se muestra la realizacion
poliédrica de la 0-celda s ((z1,22)), en (b) la de la 1-celda s((x1, x2), {1}), en (c)
la de la I-celda s((z1, z2), {2}) v en (d) la de la 2-celda s®((z1,z2))

Figura 7: Realizacion poliédrica del complejo ctubico del ejemplo 3.2

A partir de la realizacion poliédrica, representada geométricamente, es posible
indicar cudles son las celdas que forman al complejo cabico.

Ejemplo 4.6. En la figura 9 se muestra la realizacién poliédrica de un complejo
cubico. A partir de ella se observa que el complejo cubico estd formado por tres
celdas de dimensién 0, cinco celdas de dimensién 1 y tres celdas de dimensién 2.

Una de las propiedades més importantes de la realizacién poliédrica estd dada
en el siguiente teorema.

Teorema 4.7. Para todo complejo cibico K, Fr(|K|) = |0(K)|.

De acuerdo con la definicion 3.14 y utilizando este teorema, se deduce las si-
guiente equivalencia entre las propiedades de un complejo ciibico y las propiedades
topologicas de su realizacion poliédrica.

Teorema 4.8. Un complejo cibico K es cerrado (abierto) si, y sélo si, su realiza-
cion poliédrica |K| es un subconjunto cerrado (abierto) de R™.

Otra consecuencia es la relacién estrecha entre las propiedades de la adherencia
e interior de un complejo cibico y las correspondientes de su realizacién poliédrica.

Teorema 4.9. Para todo complejo cibico K:
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(a) (b) (c)

Figura 8: Realizacion poliédrica de la estrella de una (a) 0-celda, (b) 1-celda hori-

zontal, (c) 1-celda vertical.

Figura 9: Realizacién poliédrica de un complejo cibico.

1. K| = K],
K

2. K| = K"

5 Conexidad

Una propiedad topolégica importante de los complejos ctbicos es la de conexidad.
En primer lugar, se establece una relacién de conexidad entre dos celdas de un
complejo cibico.

Definiciéon 5.1. Sea K un complejo ctibico no vacio. Dos celdas s y s’ en K estan en
relacion de conexidad en K si existe una sucesion de celdas s = s, 89,...,8, = s en
K tal que s; es cara de s;;1 0 bien s; 41 es cara de s;, para todoi € {1,2,...,m—1}.

Es claro que esta es una relacion de equivalencia en K. Sus clases de equivalencia,
son las componentes conexas de K. Se dice que el complejo cubico K es conezo si
tiene una tnica componente conexa.

Se tienen las siguientes relaciones entre la conexidad de un complejo ctbico y
la conexidad de su realizacién poliédrica.

Teorema 5.2. Si K es un complejo cibico conezo, entonces |K| es un conjunto
arco-conexo.
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Teorema 5.3. Si K es un complejo cibico tal que |K| es un conjunto conezo,
entonces K es conexo.

Ejemplo 5.4. En la figura 10 se muestra la realizacién poliédrica de un complejo
ctibico conexo y la de uno que no es conexo, de acuerdo con los resultados anteriores.

Figura 10: Conexidad de complejos ctibicos. En (a) se muestra la realizacion polié-
drica de un complejo conexo y en (b) la de uno disconexo.

Corolario 5.5. Dado un complejo cibico, las componentes conexas de su realizacion
poliédrica coinciden con sus componentes arco-conexas.

Corolario 5.6. 5i K es un complejo cibico, la funcion que a cada componente
conexa L de K le asigna su realizacion poliédrica |L| es una biyeccion entre el
congunto de componentes conexas de K y el conjunto de componentes arco-conezas
de |K]|.

Este resultado permite determinar el ntmero de componentes conexas de un
complejo ctibico utilizando las componentes arco-conexas de su realizaciéon poliédri-
ca. Esto ultimo puede hacerse empleando grupos de homologia.

6 Grupos de homologia

La realizacién poliédrica de un complejo ctibico permite establecer la siguiente de-
finicién de los grupos de homologia y los nimeros de Betti de un complejo ciibico
arbitrario. Ademaés, se pueden emplear teoremas de topologia algebraica para estu-
diar sus propiedades.

Definicién 6.1. Dado un complejo ctubico K, su m-ésimo grupo de homologfa se
define como
Hp(K) = Hp (K]
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donde H,,(|K|) es el m-ésimo grupo de homologia singular de la realizaciéon polié-
drica de K. Si estos grupos son finitamente generados, el m-ésimo numero de Betti
de K es igual al rango de H,,(|K|) y se denota por f,,(K).

En el caso de que K sea un complejo ciibico cerrado en R”, estos grupos coin-
ciden con los grupos de homologia cubica definidos en, por ejemplo, [1, 3].

Es sabido que el 0-ntimero de Betti de un espacio topolégico es igual al namero
de sus componentes arco-conexas de él. Utilizando el corolario 5.6 se deduce el
siguiente resultado.

Teorema 6.2. Para cualquier complejo cibico K, el 0-nimero de Betti (o(K)
coincide con el nimero de componentes conexas del complejo cibico K.

A partir de los numeros de Betti se define la caracteristica de Euler de un
complejo cibico.

Definiciéon 6.3. Dado un complejo cibico K cuyos grupos de homologia sean
finitamente generados, su caracteristica de Euler se define como

n

X(K) =D (1) B (K).

m=0

De acuerdo con las definiciones anteriores,

xX(K) = x([K]).
Se demuestra que si K es un complejo cibico finito y ax(K) es el namero de
k-celdas de K, entonces, para un complejo ciibico cerrado

n

X(K) =D (~1)*ay(K).

k=0

En el caso de que K sea un complejo ctbico abierto, las demostraciones en [8]
pueden generalizarse para cualquier valor de n a fin de obtener una férmula para
calcular su caracteristica de Fuler a partir del nimero de celdas de cada dimensién.
Teorema 6.4. Si K es un complejo cibico abierto finito

n

X(K) =) (~1)anj(K).

J=0

En el caso bidimensional, el 1-ntmero de Betti corresponde a la cantidad de
agujeros del complejo cibico.
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Ejemplo 6.5. En la figura 11 se muestra la realizacién poliédrica de un complejo cii-
bico cerrado K. Este complejo ctbico tiene una componente conexa y dos agujeros,
por lo que fp(K) =1y 51(K) = 2. Ademas, S2(K) = 0. Su caracteristica de Euler
es x(K) = 1-240 = —1. Por otra parte, ap(K)—a1(K)+a(K) = 13—15+1 = —1.

Figura 11: Realizacién poliédrica de un complejo cuabico cerrado.

Ejemplo 6.6. En la figura 12 se muestra la realizacién poliédrica de un complejo
cibico abierto K. El complejo tiene dos componentes y un agujero, por lo que
Bo(K) =2y B1(K) = 1. Como en el ejemplo anterior, S2(K) = 0. Su caracteristica
de Euler es x(K) =2 —-140 = 1. Por otra parte, ap(K) — a1(K) + a2(K) =
0-11+12=1.

Figura 12: Realizaciéon poliédrica de un complejo ctibico abierto.

7 Conjuntos difusos

En la matematica difusa, el concepto principal es el de conjunto difuso. En este
tipo de conjuntos, en lugar de indicar que un elemento pertenece o no pertenece
a dicho conjunto, se asigna a cada elemento de un conjunto X un valor numérico
que representa el grado de pertenencia de dicho elemento a un conjunto difuso. Si
un elemento pertenece a X, este grado es 1, mientras que si no pertenece, el grado
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es 0. Se puede encontrar una explicaciéon mas amplia sobre el origen y aplicaciones
estos conjuntos en [4].
A partir de esta seccién, I denota al intervalo unitario [0, 1].

Definiciéon 7.1. Dado un conjunto ordinario X, un conjunto difuso en X es una
funcién A : X — 1. Al valor de A en un elemento x € X se le llama el grado de
pertenencia de x al conjunto difuso A.

Cualquier subconjunto ordinario Y de X se puede identificar con un conjunto
difuso en X mediante su funcién caracteristica.

Definicién 7.2. Dado a € I, se define @ como el conjunto difuso en X que tiene el
valor constante a.

En particular, 0 es la funcién caracteristica del conjunto vacio y 1 es la funcién
caracteristica de X.

Definicién 7.3. Sea {A)},c, una coleccién de subconjuntos difusos en X. Se

define la unién de esta coleccién como el conjunto difuso \/ Ay cuya regla de

AEA
correspondencia esta dada por

(\/ AA> () =sup{Ax(z): A e A}z e X

AEA

y su interseccion es el conjunto difuso /\ A con regla de correspondencia
AEA

(/\ AA> (z) = inf{A\(z) : A€ A},z € X.

AEA

El complemento de un conjunto difuso A en X es el conjunto difuso A° con
regla de correspondencia

A(z) =1— A(x).

Estas definiciones generalizan las definiciones usuales de unién, interseccién com-
plemento e inclusién entre conjuntos ordinarios si se considera su funcién caracte-
ristica. Ademaés, estas operaciones son conmutativas, asociativas, distributivas y
satisfacen las leyes de De Morgan. No se cumple, en general, que AV A° =1 o
AN A =0.

Algunas propiedades de los conjuntos difusos se pueden estudiar utilizando los
conjuntos ordinarios llamados niveles. Ademas, estos conjuntos se utilizan para
generalizar diversos conceptos de la matematica tradicional a conjuntos difusos.
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Definicion 7.4. Dado un conjunto difuso A en X y a € I, se define el a-nivel
superior cerrado de A como el conjunto ordinario Ay, = {x € X : A(z) > a}. De
manera similar se denotan

A(a):{$EXZA(l’)>a},
Al = {z e X A(z) < a},
A = {r e X:Alx) <al.

El conjunto A g) es el soporte de A y se denota por supp(A).

Definicion 7.5. El rango de un conjunto difuso A es

rank(A) ={a € I : a = A(z) para algin z € X}.

8 Topologia difusa

Con el fin de emplear los conjuntos difusos en el estudio de propiedades topoldgicas
de imagenes en tonos de gris, se utilizara la siguiente definicién de espacio topolégico
difuso, propuesta en [2].

Definicion 8.1. A una coleccién 7 de conjuntos difusos en X que satisface las
condiciones:

1. 0,1 eT;
2. A,B € 7 implica ANB € T;
3. Ay e, A€ Aimplica \/ycy Ay €T

se le llama una topologia difusa en X y (X, 7) es un espacio topologico difuso. Los
elementos de 7 son los conjuntos abiertos. Un conjunto difuso en X es cerrado si su
complemento es abierto respecto a esta topologia.

Aunque hay diversos métodos para construir este tipo de topologias, para los
fines de este capitulo la construccién més importante hace uso de un tipo especial de
funciones definidas sobre un espacio topolégico ordinario (X, T') llamadas funciones
semicontinuas inferiormente (ver, por ejemplo, [5]).

Definicién 8.2. Dado un espacio topoldgico ordinario (X,7T'), una funcién
f:X — 1 es semicontinua inferiormente si fl% = {z € X : f(z) < a} es un
conjunto cerrado en X, para todo a € I.
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Se verifica que un subconjunto A de X es abierto si y s6lo si su funcién carac-
teristica es semicontinua inferiormente.
Una propiedad importante de estas funciones esta dada en el siguiente teorema.

Teorema 8.3. Dado un espacio topoldgico (X, T), la coleccion de las funciones de
X en I que son semicontinuas inferiormente constituye una topologia difusa en X

La funcién caracteristica de un conjunto cerrado es un conjunto difuso cerrado
respecto a esta topologia. Ademés, un conjunto difuso A en X es abierto si, y s6lo
si, cada conjunto Al es cerrado. Equivalentemente, cada A(q) debe ser un conjunto
abierto para que A sea un conjunto abierto. También, el conjunto difuso A es cerrado
si cada conjunto A, es cerrado, es decir, si cada A(@ es abierto.

A la topologia del teorema anterior se le denota por w(T'). Al par (X,w(T)) se
le considera la copia difusa del espacio topologico (X,T"). Cuando no haya lugar a
confusion, se escribird w(X) en lugar de w(T'). La topologia difusa w(X) tiene un
papel muy importante, dado que se utiliza para indicar si alguna extensiéon de un
concepto de la topologia tradicional es buena [6].

9 Complejos difusos

En esta seccién se presentan las definiciones de celda difusa y de complejo cibico
difuso propuestas en [7].

Una celda difusa se define como un conjunto difuso cuyas propiedades se rela-
cionan con las de las celdas ordinarias definidas en la seccién 2.

Definicion 9.1. Una k-celda difusa en R"™ es un conjunto difuso s en R™ cuyo
soporte es una k-celda y que es constante en dicho soporte. El valor de k es la
dimension de la celda difusa y el valor constante mencionado es el grado de la celda,
denotado por deg(s). Los elementos de su soporte son sus veértices. El conjunto de
todas las celdas difusas se denota por |Z"|;.

A la celda difusa con soporte s(z, A) y grado a se le representara por s(z, A, a).
Cuando A sea el conjunto vacio, se utilizard la notacion s (z,a) y si A = {1,2,...,n},
se escribira s (z, a).

En el caso particular de que la celda tenga grado 1, esta definicién coincide con
la de funcién caracteristica de una celda ordinaria.

En las figuras siguientes ell grado de pertenencia se representa mediante dife-
rentes tonos de gris. Se conviene en que el color negro corresponde al grado de
pertenencia 1 y el color blanco corresponde al grado de pertenencia 0

Ejemplo 9.2. La figura 13 muestra un ejemplo de una 2-celda difusa de grado 0.3.
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Figura 13: 2-celda difusa con grado de pertenencia 0.3.

A partir de estas celdas difusas se definen los complejos cabicos difusos.

Definicion 9.3. Un complejo cubico difuso K es cualquier coleccion de elementos
de |Z"|; tal que celdas difusas diferentes tienen distintos soportes.

En el caso de que todas las celdas del complejo cubico difuso tengan grado de
pertencia 1, esta definicién coincide con la de complejo ctubico ordinario, identifi-
cando cada celda con su funcién caracteristica.

Ejemplo 9.4. El conjunto K formado por la 0-celda difusa s(9((1,1),1), las tres
1-celdas difusas

S((1,1), {1},0.5), 5((2, 1), {2}, 1), 5((2,2), {1},0.5)
y la 2-celda difusa s(2((2,1),0.2), es un complejo cubico difuso.

Para los complejos cuibicos difusos se definen su soporte y sus conjuntos de nivel
de forma similar al caso de los conjuntos difusos. La diferencia principal es que estos
objetos son complejos ciibicos ordinarios.

Definicion 9.5. Dado un complejo cibico difuso K, su soporte es el complejo
cubico ordinario definido por

supp(K) = {supp(s) : s € K},
y su fondo, denotado por Bk(K) es el complejo complemento de su soporte.

Definiciéon 9.6. Si K es un complejo cubico difuso, para cada a € I — {0}, su
a-nivel superior cerrado K, es la coleccion de los soportes de sus celdas difusas de
grado > a. El conjunto Ko es, por definicién, el complejo ctibico |Z"|. De manera
similar, para a # 0 se define

K@ = {supp(s) : s € K, deg(s) < a} UBKk(K)
mientras que K9 es el complejo cibico vacio. Para todo a € I se definen
K@) = {supp(s):s € K,deg(s) > a},
Kl = {supp(s) : s € K, deg(s) < a} UBk(K).
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Noétese que Koy = supp(K), K = Bk(K), Kay=0y KU = |z7).

Ejemplo 9.7. Para el complejo difuso del ejemplo 9.4, su soporte es el complejo
ordinario formado por las celdas

sO((1,1)), s((1,1), {1}), 5((2, 1), {2}), s((2,2), {1}), s ((2. 1)).
El conjunto Kjg 5 esta formado por las celdas
s((1,1),0),5((1,1),{1}), s((2,1),{2}), s((2,2),{1})

y el conjunto K esta formado por las celdas

sO((1,1)),5((2,1),{2}).
Observacion 9.8. Los conjuntos de nivel satisfacen

K = (K@)°

K = (K.

Los complejos cubicos difusos se clasifican en cerrados o abiertos, dependiendo
de las propiedades de sus conjuntos de nivel, de forma similar a la caracterizacién
de los conjuntos abiertos o cerrados respecto a la topologia difusa de las funciones
semicontinuas inferiormente mencionada en la seccién 8.

Definicion 9.9. Un complejo cibico difuso K es:

1. cerrado si K, es un complejo cubico cerrado para todo a € I,

2. abierto si K% es un complejo cubico cerrado para cada a € I.

Si las celdas del complejo ctibico difuso tienen grado igual a 1, estas definiciones
coinciden con las de complejo ctibico cerrado y complejo ciibico abierto, respectiva-
mente.

Ejemplo 9.10. El complejo difuso del ejemplo 9.4 no es cerrado, porque la realiza-
cioén poliédrica de su soporte, mostrada en la figura 14, no es un conjunto cerrado
en R2.

Sin embargo, si se le agregan las 0-celdas difusas

s©0((2,1),1),59((3,1),0.2), s ((2,2),1), s9((3,2),0.5)
y las 1-celdas difusas

s((2,1),{1},0.2), s((3,1), {1},0.2)

se obtiene un complejo difuso cerrado.
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Figura 14: Realizacion poliédrica del O-nivel superior del complejo ctubico difuso del
ejemplo 9.4.

Ejemplo 9.11. El complejo cibico difuso que consta de las 1-celdas difusas

s((1,2),{1},0.2),s((2,2),{2},0.2)
y de las 2-celdas difusas
sP((1,1),0.5),52((1,2),0.2), s2((2,2),0.5)
es abierto.
Por la observacién 9.8, es claro que un complejo ctbico difuso K es:

1. cerrado si, v solo si, K(%) es un complejo cibico abierto para cada a € I.

2. abierto si, y solo si, K(,) es un complejo cubico abierto para todo a € I.

Para algunas discusiones posteriores, relacionadas con conceptos de conexidad,
serd util la siguiente definicién.

Definiciéon 9.12. El rango de un complejo cibico difuso K cuyo fondo es vacio,
denotado por rank(K), es el conjunto de elementos a € I para los cuales existe una
celda difusa s € K tal que deg(s) = a. Si el fondo de K es no vacio, se agrega el
elemento 0 al conjunto anterior.

10 Realizacién poliédrica

Con el fin de estudiar algunas propiedades topoldgicas de un complejo difuso y
de ilustrar geométricamente algunos conceptos posteriores, en [7] se propone una
definicién de su realizaciéon poliédrica como un subconjunto difuso de R™.

Definiciéon 10.1. Si s es una celda difusa, su realizacién poliédrica es el conjunto
difuso en R™, |s| : R™ — I cuyo soporte es la realizacion poliédrica del soporte de s
y cuyo grado de pertenencia en los puntos de su soporte es deg(s). La realizacion
poliédrica de un complejo cubico difuso K se define como el conjunto difuso en R”

dado por
K=\ Is|-
seK
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En el caso de una celda de grado 1, estda definicién coincide con la de funciéon
caracteristica de la realizacién poliédrica de su soporte. En consecuencia, si las
celdas de un complejo cubico difuso son de grado 1, esta definicion coincide con la
de la funcién caracteristica de la realizacién poliédrica de su soporte.

Ejemplo 10.2. En la figura 15 se muestra la realizacién poliédrica del complejo
cubico difuso del ejemplo 9.4.

Figura 15: Realizacién poliédrica del complejo difuso del ejemplo 9.4

Ejemplo 10.3. En la figura 16 se muestra la realizaciéon poliédrica del complejo
difuso del ejemplo 9.10.

Figura 16: Realizacion poliédrica del complejo difuso cerrado del ejemplo 9.10.

Ejemplo 10.4. En la figura 17 se muestra la realizaciéon poliédrica del complejo

difuso abierto del ejemplo 9.11.
Figura 17: Realizaciéon poliédrica del complejo difuso abierto del ejemplo 9.11.

Algunas relaciones entre los a-niveles de un complejo ctubico difuso y los de su
realizacion poliédrica se presentan en el siguiente teorema. Fstas permiten demos-
trar propiedades del complejo ctubico difuso a partir de propiedades de su realizacién
poliédrica
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Teorema 10.5. Sea K un complejo cibico difuso. Para todo a € I:
Kig]| = [K]{q)-

Demostracion. Si a # 0, dado = € [K],], se cumple [s|(z) > a para una tnica celda
difusa s € K. Con esto, x € supp(s) y deg(s) > a, de donde supp(s) € Ky y
z € |Kpg)|

Ahora, si ¥ € |Kjq|, entonces x € |s| para alguna celda s € K. Como
s = supp(s’) para alguna celda difusa s’ € K con deg(s’) > a, entonces [K|(z) =
|s'|(z) > a, con lo que x € [K]g.

Cuando a = 0, es clara la igualdad. O

Propiedades similares son validas para los otros conjuntos de nivel.

Utilizando el teorema 10.5 se obtiene la siguiente caracterizacion importante de
los complejos cubicos difusos cerrados (abiertos) en términos de la copia difusa de
R™ definida anteriormente. Este resultado es una generalizaciéon del teorema 4.8.

Teorema 10.6. Un complejo cibico difuso es cerrado (abierto) si, y sdlo si, su
realizacidn poliédrica es un conjunto difuso cerrado (abierto) en R™ con respecto a
la topologia difusa w(R™).

11 Conexidad de complejos ctibicos difusos

En esta seccion se presentan definiciones relacionadas con el concepto de conexidad
para complejos cibicos difusos y se mencionan algunas de sus propiedades.

La conexidad de un complejo cibico difuso se define a partir de la conexidad de
sus a-niveles superiores cerrados.

Definiciéon 11.1. Un complejo cabico difuso K es conexo si todo a-nivel superior
cerrado K, es un complejo ctbico conexo.

Ejemplo 11.2. El complejo ctbico difuso formado por las 0-celdas
s©((1,1),0.2), s9((2,1),0.5),
las 1-celdas
s((1,1),{1},0.2),s((2,1),{2},0.5), s((2,2),{1},0.7)

y la 2-celda s(®((2,1),0.7), es conexo. Si se cambia la O-celda s(®((1,1),0.2) por
s(0((1,1),0.7), se obtiene un complejo difuso que no es conexo. La realizacion po-
liédrica de estos complejos difusos se muestra en la figura 18.
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(a) (b)

Figura 18: Conexidad de complejos difusos. En (a) se muestra la realizacion polié-
drica de un complejo difuso conexo y en (b) la de uno que no es conexo.

En el caso de los complejos cibicos difusos que no son conexos, se propone
el concepto de méximo regional. Se mostrard que este tiene, en varios sentidos,
propiedades similares al de componente conexa.

Definicion 11.3. Sea K un complejo ctubico difuso. Un maximo regional de K de
nivel a > 0 es un complejo cibico ordinario L que satisface:

1. L es una componente conexa del complejo ctubico K,
2. Para todo b > a, LN Ky = 0.

En el caso de que las celdas del complejo cibico difuso sean de grado 1, esta
definicién coincide con la de componente conexa de un complejo cubico.

De manera analoga, los minimos regionales tienen un papel similar al de las
componentes conexas del complemento de un subconjunto del plano.

Definiciéon 11.4. Un minimo regional de nivel a, 0 < a < 1, de K es un complejo
ciibico ordinario L tal que

1. L es una componente conexa del complejo ctbico Klal.
2. Para todo b < a, LNK = 0.

Si el fondo de K es no vacio, un minimo regional de nivel 0 de K es una componente
conexa de Bk(K).

Definicién 11.5. Un extremo regional de nivel a de K es cualquier complejo ctubico
ordinario que es un méaximo o un minimo regional de nivel a de K.

Ejemplo 11.6. Sea K el complejo cibico difuso formado por la 0-celda s(©) ((2,2),0.2),
las 1-celdas

s((1,2),{1},0.5),s((2,2),{1},0.5),s((2,1),{2},0.5), s((2,2), {2}, 0.5)
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y las 2-celdas

s@((1,1),0.5), s ((2,1),0.7), s?(((1,2)),0.7), 52 ((2,2),0.5).

El complejo cabico formado por la 0-celda s(9((2,2)) es un minimo regional de
nivel 0.2 de K. Por otra parte, los complejos ctbicos {s((2,1))}, {s®((1,2))}
son maximos regionales de nivel 0.7 de K. En la figura 19 se muestra la realizacion
poliédrica de este complejo difuso.

Figura 19: Realizacion poliédrica del complejo difuso del ejemplo 11.6, con dos
méaximos regionales de nivel 0.7 (las dos 2-celdas de tono més obscuro) y un minimo
regional de nivel 0.2 (la 0-celda del centro).

Por otra parte, en la figura 20 se muestra la realizacién poliédrica de los a-niveles
superiores cerrados de este complejo difuso, correspondientes a los valores 0.7, 0.5

//A// %//

Figura 20: Realizacién poliédrica de los a—niveles superiores cerrados del complejo
difuso del ejemplo 11.6, correspondientes a los valores (a) a =0.7, (b) a =0.5y (c)
a =0.2.

Las componentes conexas de los a-niveles superiores cerrados de un complejo
cubico difuso tienen propiedades similares a las de las componentes conexas de un
complejo ciibico ordinario, como se ilustra en los siguientes teoremas.
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Teorema 11.7. St K es un complejo cibico difuso y L1, Ls son componentes
conezas de Ki,,) y de Ki,,), respectivamente, con a1 > az, entonces Ly N Ly = 0o
L; C Ls.

Demostracion. Es claro que Ki,,) C Ky,). Como Ly es un subcomplejo conexo de
Kiay) ¥ L2 es una componente conexa de K, la condicion Ly N Ly # () implica
L C LQ. ]

Teorema 11.8. Si K es un complejo cibico difuso cerrado entonces sus mdzimos
regionales son complejos cibicos cerrados.

Demostracion. Si L es un maximo regional de nivel a de K, entonces su realizaciéon
poliédrica |L| es, por el corolario 5.5, una componente conexa del conjunto cerrado
]K[a]\ en R” y, por tanto, es un conjunto cerrado. Asi, L es un complejo cubico
cerrado. O

Este resultado es similar al correspondiente para las componentes conexas de
un conjunto cerrado en un espacio topolégico.
En el caso de los minimos regionales se tiene el siguiente resultado anilogo.

Teorema 11.9. Los minimos regionales de un complejo cibico difuso abierto son
complejos ciibicos cerrados.

El siguiente teorema muestra una relacién importante entre conexidad y méxi-
mos regionales de un complejo cubico difuso.

Teorema 11.10. Un complejo cibico difuso K con rango finito es conezo si, y sdlo
st, tiene un Unico mdzrimo regional.

Demostracion. Sean a1 < ag ... < ay los elementos del rango de K. Si K es conexo,
entonces K[g,] es un maximo regional de nivel a;. Ademds, para todo a < ag, Ky
es conexo y contiene a K, 1, por lo que no hay méximos regionales de nivel a de K.

Ahora, si K tiene un tinico maximo regional, como cualquier componente conexa
de K[, es un méaximo regional de nivel aj de K, se deduce que K[,,) es conexo y
corresponde al tinico maximo regional de K. Ademads, una componente conexa L
de K[g,_,) no es un maximo regional de K, por lo que LN Ky, # 0y LU Kia]
es un complejo cubico conexo contenido en Ky, ) v por tanto L = L UK,.
Asi, Kg,) C L. Se deduce que Kp,, ,j tiene una tnica componente conexa y en
consecuencia es conexo. El mismo razonamiento se puede aplicar a los complejos
cubicos K, para los elementos restantes a en el rango de K. Por tanto, K es
conexo. O
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En el caso de que el rango de un complejo cubico difuso sea finito, se puede dar
una caracterizaciéon més simple de sus méaximos regionales.

Teorema 11.11. Sea K un complejo cibico difuso con rango finito y sean
a < ...<ag,
sus elementos no nulos.
1. Las componentes conezas de K4, 1 son mdzimos regionales de nivel ay, de K.

2. Sil <k, una componente conexa de K, es un mdzimo regional de nivel a;
de K si, y sélo si, LNK[,, | = 0.

Para los minimos regionales se tiene una caracterizacion similar en el caso de
que el fondo de K sea vacio.

Teorema 11.12. Dado K un complejo cibico difuso, sean
a; < ...<ag,

los elementos no nulos de su rango y sea ag = 0. Para 1 <1 < k, una componente
coneza de K\ es un minimo regional de K de nivel a; si, y sélo si, LNK@-1 = (.

Los minimos regionales tienen una estrecha relacién con el complemento de las
secciones del complejo cubico difuso, como se muestra en el siguiente teorema.

Teorema 11.13. Sea K un complejo cibico difuso con rank(K) = {ao,...,ax},
donde ag < ... < ag. Si L es un minimo regional de nivel a; de K para algin i < k
y a; # 0, entonces es una componente coneza de (K[aiﬂ})c.

Demostracion. Basta observar que (K[aiﬂ])c =K@it) =Klalgij < kya; 0. O

De forma similar se demuestra que si L es un maximo regional de nivel a; del
complejo cibico difuso K, entonces es una componente conexa de (K[aifl])c.

Utilizando este resultado, se deducen las siguientes propiedades de los extremos
regionales.

Teorema 11.14. Sea K un complejo cibico difuso con rango finito.
1. Si K es cerrado, sus minimos regionales son complejos cibicos abiertos.

2. Si K es abierto, sus mdzimos regionales son complejos cibicos abiertos.
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12 Grupos de homologia

A cada complejo ctibico difuso se le pueden asociar grupos de homologia utilizando
sus a-niveles superiores cerrados.

Definicién 12.1. Dado un complejo ctibico difuso K con soporte finito y rango
rank(K) = {ao, ..., axr}, su m-ésimo grupo de homologia de nivel a; se define como

Hp (K, ai) = Hi (Ko, [Kig,,,1])-

donde el lado derecho es el m-ésimo grupo de homologia singular del par topolégico
(1K (a5 Kiazn)]) ¥ Kiay, ) €8, por convencion, el complejo ciibico vacio. El rango de
este grupo, cuando es finito, es el m-ésimo ntumero de Betti de nivel a; y se denota
por B (K, a;). La caracteristica de Euler de nivel a; se define como

n

X(K,a5) = Y (1) B (K, a).

m=0

En el caso de que K sea un complejo difuso cerrado, denotando por oy (K, a;) el

numero de k-celdas de K|,;; que no pertenecen a K[, j, se demuestra que

n

XK, ai) =) (1) (K, a;).

k=0

Es sabido que si X es un espacio topoldgico arco-conexo y A es cualquier sub-
conjunto no vacio de X, entonces el O-grupo de homologia singular Hy(X, A) es
trivial. También se sabe que Hy(X, D) es isomorfo a Hy(X) para cualquier espa-
cio topolégico X. De esto se deduce que, en general, si X tienen un ntmero finito
de componentes arco-conexas, entonces el rango de Hy(X, A) es igual al name-
ro de componentes arco-conexas de X que no tienen elementos de A. Por esto,
el O-niimero de Betti del par (|K{g,[, K, ,j|) es igual al nimero de componentes
de |Kjq,| que no contienen elementos de [K| Aplicando el teorema 11.11, se
obtiene el siguiente resultado.

ai+1]L

Teorema 12.2. El nimero de mdzimos regionales de nivel a; de un complejo cibico

difuso K es p(K, a;).

Cuando todas las celdas de K tienen grado 1, fy(K,1) es igual al namero de
componentes arco-conexas del soporte de K y por lo tanto este teorema es una
generalizacion del teorema 6.2.
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Ejemplo 12.3. En la figura 21 se muestra la realizaciéon poliédrica de las nueve
0-celdas difusas, las doce 1-celdas difusas y las cuatro 2-celdas difusas de un com-
plejo cubico difuso K. El tono de gris mas claro corresponde a celdas con grado de
pertenencia 0.4 y el mas obscuro corresponde a celdas de grado 0.7. En este caso,
agp =0, a; =04 y as = 0.7. Los a-niveles superiores correspondientes a los valores
0.7 y 0.4 se muestran en la figura 22. El O-nivel superior es el complejo ctibico |Z2|.

BN |
L.
(b)

c)

(a)

Figura 21: Realizacion poliédrica de (a) las nueve 0-celdas, (b) las doce 1-celdas y
(c) las cuatro 2-celdas del complejo cubico difuso del ejemplo 12.3.

(a) (b)

Figura 22: a-niveles superiores del complejo ctibico difuso del ejemplo 12.3 corres-
pondientes a los valores (a) a2=0.7 y (b) a1=0.4.

En el siguiente cuadro se muestran los nimeros de Betti, el nimero de celdas y
la caracteristica de Euler por niveles de este complejo ctubico difuso.

i a;i | Bo|B1|B2|a| ar| as|x
041 0
21071 1 0 0 7 8

—_ O
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Capitulo 5

Aproximaciéon de funciones con PyChebFun

Juana Elisa Escalante Vega!, Esteban Escamilla Navarro??,
Francisco Sergio Salem Silva®

IFEIL *FM-UV, 3FI-UV

Resumen

Con el crecimiento de la potencia de los procesadores de las computadoras, es fa-
cil asumir que se puede realizar toda clase de algoritmos con ellas. Sin embargo,
éstas siguen presentando problemas de optimizacién, lo que ha llevado al estudio
de algoritmos para resolver éstos problemas. Un ejemplo de ello son los algo-
ritmos que forman el sistema ChebFun implementado en Matlab, desarrollado
por Bates y Threfethen. Dentro del software libre, se ha desarrollado su equiva-
lente PyChebFun en el lenguaje Python, desarrollada por Chris Swierczewski,
mantenido por Oliver Verdier. En este articulo estudiaremos los conceptos que
hacen a la biblioteca PyChebFun eficiente para la aproximacién de funciones.
También se veran varias de las utilidades que incluye esta biblioteca.

1 Introduccién

En la actualidad es conveniente aprovechar las capacidades que poseen las compu-
tadoras para hacer calculos que podrian ser practicamente imposibles de resolver
analiticamente. Para usar estas capacidades de manera eficiente, es muy importante
entender la teoria que las sustentan. En este sentido se desarrolla este trabajo. En
particular, se dan todos los conceptos necesarios para definir a las series de Chebys-
hev y se demuestra que éstas series son eficientes para la aproximacién de funciones
(véase [4]), lo que hace pertinente el uso de una computadora para desarrollar méto-
dos que aprovechan la estructura de su serie de Chebyshev, en particular, el cilculo
de raices aproximadas que resulta sorprendentemente rapido debido a que esto se
hace a traves de la transformada rapida de Fourier(véase [2]) , el calculo de su inte-
gral por medio de una cuadratura y el calculo de derivadas por medio de métodos
espectrales (véase [5]).
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Figura 1: Ocho puntos de Chebyhsev

2 Bases: Puntos, Polinomios, y Series de Chebyshev

Definicion 2.1. Para n € N, los n puntos de Chebyshev son x; = cos n]—fl para j
=0,1,..,n1

Si se toma la particion del intervalo [0, 7], constituida por 0, %,...,(2121)71-,71',

los puntos de Chebyhsev son las proyecciones sobre el eje X de los puntos que estan
en la parte superior del circulo unitario, con 4ngulos determinados por la particién
(vease Figura 1).

Estos puntos son muy importantes en la teoria de aproximacién, ya que en
muchos casos, corrige el fenémeno de Runge y hace la aproximacién "maés eficien-
te"(véase [4]). PyChebFun usa éstos puntos para crear sus aproximaciones.

Definicion 2.2. El k-ésimo polinomio de Chebyshev esta dado por
Ti(z) = cos (karccosz), k € N,z € [-1,1]

Por medio del analisis complejo, se puede demostrar que Ty(x) = %(zk +27F)
para z = x + 4y, |z| = 1, que es la parte real del polinomio z*. Esto facilita
la demostracién de la siguiente ley de recurrencia para polinomios de Chebyshev
(véase [5]):

Tiy1(x) = 22Tk (z) — Tp—1(x)

con
To(z) =1,Ti(z) = =

confirmando que Tj(z) es un polinomio de grado k. El Cuadro 1 muestra los pri-
meros polinomios de Chebyshev usando la ley de recurrencia.

Ademas, estos polinomios forman una base para el conjunto de los monomios y,
en general, para los polinomios (véase [4]) en R. Como ejemplo, el siguiente codigo
con PyChebFun:

Matematicas y sus aplicaciones 10, Capitulo 5, paginas 105-117



Aproximacion de funciones con PyChebFun 107

Cuadro 1: Polinomios de Chebyshev

k Ti(z) k Ti(z)

0 1 3 4z® — 3z

1 =z 4 8rt—8x2+1

2 222—-1 5 162°—202% + 5z

In [2]: x = Chebfun.from_function(lambda x:x)

In [3]: print x

<Chebfun(2)>

Primero se genera el objeto Chebfun en la linea 2. El objeto Chebfun es un poli-
nomio que interpolara a la funciéon en los puntos de Chebyshev, y es una combinacién
lineal de polinomios de Chebyshev. A partir de este momento, toda operacion y/o
modificacion sobre x seguird generando objetos Chebfun. Al imprimir la variable
x, Python dice que ha creado un objeto Chebfun con 2 elementos. Estos elementos
son los puntos de Chebyshev usados para interpolar:

In [4]: print X.coefficients()
[e. 1.]
El método .coefficients regresa los coeficientes correspondientes a los polinomios
de Chebyshev en orden ascendente para formar al objeto Chebfun, en este caso, x.

Es decir:
r=0-To(z)+1-T1(x)=0-1+1-z

Teniendo el objeto Chebfun en la variable x, se procede a definir a y como el
objeto Chebfun elevado a la 4. Es decir:

In [5]: y = x**4
print y.coefficients()

[ ©.375 ©. 8.5 0. 9.125]
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esto es: 3 1 1
4
° =< -To(x) + = - Ta(z) + <Tu(x
g To(@) + 5 Ta(e) + gTu(2)
Por los ejemplos, se podria intuir que todo polinomio en R se puede reescribir
como una combinacién lineal finita de polinomios de Chebyshev. Esto nos lleva a
la siguiente definicion:

oo
Definiciéon 2.3. Una serie de Chebyshev esta dada por ) apTk(z), con ar € R
k=0
Por lo tanto, un Chebfun es una serie truncada de Chebyshev. Como la utilidad
de PyChebFun no se limita a polinomios, se presenta el siguiente teorema para
justificar su uso en funciones en R:

Teorema 2.4. Si la funcién f es Lipschitz continua en [-1, 1], tiene una represen-
tacion winica como una serie de Chebyshev absoluta y uniformemente convergente

fl@) =) axTi(x)
k=0

Ademds, sus coeficientes estdn dados por:

e [ )T f1 k=0
ak_w/l N el N2 k>1

No se indagara en la demostracién. La clave es la relacién que hay entre la serie
de Chebyshev para « € [—1, 1], la serie de Laurent para |z| = 1 y la serie de Fourier
para 6 € [—m, | (véase [4]).

El comando .from fuction en PyChebFun permite usar estos conceptos para
crear objetos aproximados en gran medida a funciones (mientras éstas sean Lips-
chitz). Un ejemplo en PyChebFun es el siguiente codigo que genera la Figura 2:

In [6]: dimport numpy as np

f = Chebfun.from_function(lambda x: np.exp(x**2)
[ (14x*¥%10))

In [7]: from pychebfun import plot
import matplotlib.pyplot as plt

plot f, ".°
plt.show()
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Figura 2: Grafica de f(z) = 1515
PyChebFun ha obtenido los coeficientes ay para 1S5 = > axTy(z), encon-
k=0

trando una N que aproxime suficientemente los valores de la funcién con los valores
de la serie. Esto se obtiene por medio de un algoritmo adaptivo que revisa la diferen-
cia obtenida entre la funcién y la serie truncada. Si no es suficientemente pequena
(el error minimo de la computadora usada), usa otro valor de N.

La funcion plot() importada de PyChebFun es diferente a la funcion plot usada
en la biblioteca "matplotlib.pyplot". Los puntos en la gréafica de la funcién son
los puntos usados para crear el objeto Chebfun. Los coeficientes de la serie son
obtenidos por medio de la Transformada Discreta de Fourier (véase [2]):

e Dados y; = f(x;) evaluados para z; = cos ( ) j=0,1,. -1

1) Se genera un vector

V= [y()ayla vy Yn—25Yn—1, Yn—2, ---73/1] = [U07UI7 oss Un—2,Un—1, Un, --~71)2n—3]
de longitud 2n — 2

2) Para los coeficientes ay:
0S8ik=00k=n—-1

o Parak=1,2,...n—2:
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En particular, para la funcién se tienen 59 coeficientes:

et
1+3310 ?

In [8]: print (len(f.coefficients()))
print f.size()

59
59

El método .size() muestra la cantidad de puntos de Chebyshev usados para
interoplar, y el comando len() arroja el tamano del vector f.coefficients(). Por el
c6digo anterior, se puede ver que la cantidad de coeficientes coincide con la cantidad
de puntos de Chebyshev usados para interpolar.

3 Meétodos para Series de Chebyshev

Intervalos y operaciones

Hasta ahora, se han trabajado con funciones en el intervalo [—1, 1]. Se pueden usar
intervalos del tipo [a, b], a,b € R para un Chebfun como sigue:

In [9]: f_cos = Chebfun.from_function(
lambda x:np.cos(x), [-np.pi, np.pi])
Chebfun.from_function(

lambda x:np.sin(x), [-np.pi, np.pi])

f sin

plt.grid()
plot(f_cos,
plot(f_sin,
plt.show

, color="blue')
, color="red")

En este caso, se ha usado el intervalo [—7, 7] para las funciones cosz y sinz,
graficados en la Figura 3.

Los Chebfuns se pueden sumar y multiplicar entre ellos y por un escalar. Por
ejemplo:
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Figura 3: Graficas de coseno y seno en [—, 7]

In [18]: suma = f_cos + f_sin
producto = f_cos * f_sin

print (suma)
print (producto)

print (.5%*suma)
print (2*producto

<Chebfun(20)>
<Chebfun(26)>
<Chebfun(20)>
<Chebfun(26)>

El print a las variables muestra que se han generado objetos Chebfuns nuevos
operando las funciones definidas anteriormente. Se muestra ademas las graficas de
los Chebfuns en la Figura 4:

In [11]: plt.grid()
plot(suma, ".', color="blue’)
plot(producto, ".', color="red")
plt.show
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Figura 4: Graficas de la suma y producto de coseno y seno

Calculo aproximado de raices

Una serie de Chebyshev es un polinomio. Entonces existe una matriz cuyos valo-
res propios corresponden con las raices de la serie de Chebyshev. Esta matriz es
conocida como matriz compaitiera (esto se justifica en |1]) con el siguiente teorema:

n

Teorema 3.1. Las raices del polinomio >, arTy(x), con an, # 0 son los valores
k=0

propios de la matriz cuadrada de dimension n:

0 1 0
1 1
5 0 5 0 0
1 1
0 2 0 3
1 1
2 0 2
_ @ _ a1 _ a2 _On=2 1 _ana
L 2an 2an 2any e 2an 2 2a, 4

Los elementos que no se muestran en la matriz son cero.

En PyChebFun, el método .roots() encuentra las raices aproximadas de una
funcién encontrando los valores propios de su matriz companera. Como ejemplo se
usan las funciones suma y producto, definidas anteriormente:
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Figura 5: Grafica de tig(x) = Qe%x(sin 5z + sin 101x)

In [12]: print (suma.roots())

[-©.78539816 2.35619449]

In [13]: print (producto.roots())

[ -3.14159265e+0@ -1.57079633e+00 3.14159265e+00
1.96615291e-17
1.57@79633e+00]

Otro ejemplo mas ilustrativo es el de la Cola del Tigre, presentado por Threfet-

hen:

In [14]:

tt = Chebfun.from_function(lambda
x:2*np.exp(.5*x)*(np.sin(5%x) + np.sin(101%x)),
[-1,2])

from time import time
start = time()
raiztt= tt.roots()
end = time()

plot(tt, color='orange')

plt.plot(raiztt, np.zeros(len(raiztt)), '.", color="blue')
plt.grid(True)

plt.show()

La linea continua en la Figura 5 es la Cola del Tigre, y los puntos son las raices
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de la funcién. Ademads, se incluyen comandos necesarios para calcular el tiempo que
le tom6 a PyChebFun hacer los calculos.

Cabe destacar que se han calculado mas de 90 raices en 36 centésimas de se-
gundos, como se puede ver aplicando los siguientes comandos:

In [15]: print (len(raiztt))
print (end-start)

S6
©.936095619201660156

Calculo aproximado de integrales

Se puede calcular la integral aproximada de una funcién del tipo f; f(z)dz obte-
niendo su Serie de Chebyshev y usando la Cuadratura de Clenshaw-Curtis (véase
[3]). A continuacion se describe:

Teorema 3.2 (Cuadratura de Clenshaw-Curtis). Sea f(z) en [—1,1], con serie

o0
de Chebyshev > aiTy(z) tal que su serie de Chebyshev converge uniformemente.
k=0

FEntonces

1 B > 2ak
_lf(m)d:r—ao+ Z 112

k=2.4,...

En PyChebFun, se usa el método .sum() para obtener la integral aproximada
de una funcién por medio del teorema 3. Por ejemplo:

In [14]: cos = Chebfun.from_function(
lambda x:np.cos(x))
print (cos.sum())

1.68294196962

Este codigo muestra el resultado aproximado de f_ll cos xdx. Comparando re-
sultados con la integral exacta evaluada en Python:

In [23]: print (np.sin(1)-np.sin(-1))

1.68294196962
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se puede ver que el resultado es exacto, al menos en 12 digitos. Si se requiere integrar
en otro intervalo, se modifica desde la creacion del Chebfun:

In [15]: sin = Chebfun.from_function(
lambda x:np.sin(x), [@, np.pi])
print (sin.sum())

2.0

donde se ha integrado foﬂ sin zdz. Para finalizar, se muestra la integral aproximada

de la funcién cose® + sin 2522 en el intervalo por defecto:

In [16]: Ffuncion = Chebfun.from_function(lambda
x:np.cos(np.exp(x**2))-np.sin(25%x*%2))
print funcion.sum()

©.0144800014078

Otro método que ocupa la cuadratura de Clenshaw-Curtis es .dot(), que obtiene el
producto escalar de Hilbert dado por ff f(x)g(x)dx de la siguiente manera:

In [17]: print f_cos.dot(f_sin)
2.04878586898e-16

Este resultado es congruente con el hecho de que las funciones coseno y seno sin
ortogonales bajo el producto escalar de Hilbert.

Calculo aproximado de derivadas

Para calcular la derivada de una funcién en un intervalo, PyChebFun usa de las
técnicas de derivacion espectrales (véase [5]) bajo el método .differentiate(). Por
ejemplo:

In [18]: der_cos = f_cos.differentiate()

plot(f_cos, color="blue')
plot(der_cos, color='red')
plot(-(f_sin), 'o', color='red')
plt.grid True

plt.show()
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Figura 6: Grafica de la funcion coseno y su derivada

En el cédigo anterior, se le da a la variable der cos la derivada del objeto
f cos, que se le ha asignado anteriormente la funcién coseno en el intervalo [—m, 7.
Se procede a hacer la grafica de los objetos f cos y der_cos, y se grafican algunos
puntos del objeto -(f_sin), que es el negativo de la funcion seno de [—7, 7]. Se puede
ver que los puntos de -(f_sin) estan dentro de la grafica de la derivada del coseno,
que precisamente es -seno (véase Figura 6).

Se puede calcular el valor de la derivada en un punto especifico:

In [19]: derivada = funcion.differentiate()

print (derivada(.5))

-26.217824155040766

Se ha usado la funcion cos e +sin 2522 en el intervalo por defecto, y se ha calculado

el valor de la derivada en x = %

4 Conclusiones

El trabajo combinado de los métodos que usan las series de Chebyshev en Py-
ChebFun brindan al interesado una seleccién de métodos computacionales para la
aproximaciéon de funciones, con un margen de error menor a 1x10716, lo que de-
muestra que es un sistema preciso y eficiente para el trabajo con funciones. Mas
ann, el sistema tiene el potencial de permitir la resolucién de ecuaciones diferencia-
les ordinarias y parciales, de dificil resolucion analitica. Se espera poder continuar el
estudio de los métodos que podrian permitir a PyChebFun resolver éstas ecuaciones,
para poder incluirlo al sistema.
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Capitulo 6

VaR y CVaR con cépulas elipticas: una aplicacién a
portafolios de inversién bivariados con analisis
retrospectivo

Jacobo Guzman Trujillo, Maria Teresa Verénica Martinez
Palacios, Ambrosio Ortiz Ramirez

Escuela Superior de Economia, Instituto Politécnico Nacional

Resumen

En este trabajo se analiza la capacidad predictiva de los métodos: simulacion
historica (SH), paramétrico (P) y simulacién Monte Carlo (SMC) para el célcu-
lo del Valor en Riesgo (VaR) y Valor en Riesgo Condicional (CVaR). Se su-
pone que los rendimientos logaritmicos de los activos siguen una distribuciéon
bivariada con estructura de dependencia caracterizada por copulas elipticas,
posteriormente con una serie de precios historicos de AMXL, WALMEX vy ti-
po de cambio FIX del periodo 30/06/2014 al 29/12/2017, se calcula el VaR y
el CVaR por simulacién Monte Carlo con copula gaussiana y t-Student, y con
los métodos SH, P y SMC al 99% de confianza. Se considera una diversifica-
cién simple al invertir 50 % en cada activo seleccionado o un titulo por cada
activo. Para verificar las ventajas de este procedimiento con cépulas sobre los
modelos estandar de estimacion del VaR, se ejecuta un andlisis retrospectivo
(backtesting) del 30/12/2016 al 29/12/2017 con 252 observaciones. La evidencia
empirica muestra que el modelo con cépula t-Student es el més eficiente para
los portafolios (AMXL, FIX), (FIX,WALMEX) y (AMXL,WALMEX) puesto
que fue el que present6 el menor nimero de excepciones de VaR y CVaR.

1 Introducciéon

En los ultimos anos la innovacién de metodologias para la medicién de los riesgos
financieros se ha expandido. Dado que las crisis han ocasionado estragos en el
sistema financiero internacional, se han propuesto métodos que cuantifiquen de
forma precisa y apropiada los riesgos a los que se esta expuesto una entidad, para asi
poder gestionarlos y controlarlos lo més acertadamente posible. Segan [15] algunas
de las entidades financieras més importantes han sufrido cuantiosas pérdidas debido
a que no se presto la suficiente atencién a la exposicién por los riesgos financieros,
por ejemplo, la bancarrota del banco inglés Barings, el desastre del condado de
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Orange en Florida, el banco Daiwa en Japoén y la crisis subprime con el colapso del
banco Lehman Brothers que tuvo consecuencias de una magnitudes inesperadas,
hechos que dieron lugar al replanteamiento de medidas regulatorias més robustas
como lo es Basilea I11'.

Uno de los métodos que ha tenido varias extensiones es el Valor en Riesgo?
(VaR). Como paradigma en la mediciéon del riesgo financiero, este método tiene su
origen en la mitad de la década de los noventa y hoy en dia es una métrica estandar
en la medicion del riesgo mercado [28|. Se hace énfasis en que la definicién de VaR
es valida Ginicamente para condiciones normales de mercado, ya que en momentos
de crisis o turbulencias, la pérdida esperada se define con pruebas de stress o valores
extremos. Una medida alterna al VaR es el Valor en Riesgo Condicional (CVaR)
[25], cuyo proposito es medir el riesgo mas alla del VaR, es decir, la pérdida esperada
en la cola de la distribucién de pérdidas y ganancias, pues el VaR no es una medida
de riesgo coherente [1]. Las técnicas estadisticas estandar para estimar el VaR y
CVaR de un portafolio de inversiéon y que se usan en este trabajo son : el método
paramétrico, simulacion Monte Carlo y simulacién histérica [4].

Una de las desventajas de la estimacion del VaR es que se supone normali-
dad de los rendimientos de los activos individuales y correlacién lineal simple como
estructura de dependencia entre los diferentes activos de riesgo del portafolio, am-
bos supuestos se han criticado, en particular sobre el supuesto de normalidad, los
conglomerados de volatilidad y el exceso de curtosis [3], pues en la préctica se ha ob-
servado, que la mayorfa de los activos no siguen un comportamiento estrictamente
normal, ademés de que las transformaciones de los datos podrian afectar los calcu-
los, otra limitacion es que la correlacién no esta definida a menos que las varianzas
de las variables aleatorias sean finitas. Por otra parte, el riesgo de un portafolio esta
directamente relacionado con la dependencia de los activos que lo componen, por lo
que si la dependencia entre los activos no es lineal, puede acarrear una valoracién
inadecuada de la exposicién al riesgo, por lo tanto, una estructura de dependencia
bien identificada y tratada de forma idonea ayudaré a llevar a cabo una medicién
de riesgos con mayor precision.

Una manera de resolver los problemas derivados de lo anterior es con teoria
de copulas [23] y adaptarla a la medicion del VaR y del CVaR en un contexto de
administracién de riesgo de mercado. El término cépula se deriva del latin “cépula”
y se refiere a unioén, conexién, entrelazar. Fué usado por primera vez en un contexto

!Basilea III es un estandar mundial de regulacién voluntaria sobre la adecuacion del capital
de los bancos, de pruebas de estrés y de riesgo de liquidez. Uno de sus objetivos principales es
reforzar los requerimientos de capital de los bancos mediante el aumento de liquidez bancaria y
disminuir el apalancamiento bancario.

2VaR: Pérdida maxima que puede tener un portafolio dado un horizonte temporal y un nivel
de confianza, bajo condiciones normales de mercado.
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matematico por Abe Sklar en 1959 [26] en un teorema que describe la relacion
funcional que existe entre las marginales y su funcién de distribucién, en el cual
el objetivo de las copulas es encontrar la distribucién conjunta que mejor refleje
la relacién entre las variables aleatorias X e Y y que garantice que la distribucién
condicional asociada represente fielmente esa relacién de dependencia, es decir, se
toma en cuenta toda la estructura de dependencia del fenémeno analizado sin partir
de supuestos sobre sus distribuciones, esto para después utilizarse en el cilculo de
métricas de riesgo. Por lo que analizar el comportamiento conjunto de los diferentes
factores de riesgo, resulta de vital importancia para la correcta medicién del riesgo
de mercado. En |6] se desarrolla una introduccion formal a los conceptos y resultados
bésicos sobre copulas, ademaés de su utilidad para estudiar y medir dependencia de
variables aleatorias, como consecuencia del Teorema de Sklar.

El objetivo principal de este trabajo es proponer y aplicar una metodologia para
calcular el VaR y CVaR mediante copulas elipticas de tres portafolios de inversion
bivariados compuestos por las acciones de AMXL y WALMEX cotizadas en la bolsa
mexicana de valores (BMV) y el tipo de cambio peso-dolar (FIX) publicado por el
Banco de México, es decir, estimar el VaR y CVaR de los portafolios: (AMXL,
FIX), (FIX, WALMEX) y (AMXL, WALMEX) con los tres métodos estandar y
con las copulas elipticas (copula: t-student y gaussiana), tomando los precios de
cierre en el periodo 30/06,/2014 al 29/12/2017 con un nivel de confianza del 99 %.
Se considera un titulo por cada activo del portafolio. Para los portafolios bivariados
se selecciona el tipo de cambio FIX puesto que es una de las series mas volétiles en el
mercado, esto para analizar como influye su comportamiento en las otras dos series
seleccionadas, las cuales son de las mas representativas en cuanto a ponderacién y
porcentaje de la BMV. De esta forma las copulas se usan con la idea de capturar
toda la estructura de dependencia entre las series y as{ obtener una estimacioén més
precisa para la pérdida maxima que puedan tener los portafolios y después realizar
un andlisis de backiesting con el cual se pretende comprobar la hipétesis: si con
informacion al dia ¢ la pérdida pronosticada por el VaR para el dia siguiente (¢+1),
es rebasada por la pérdida real del dia (t+ 1), a las cuales se les llaman excepciones,
por lo que el modelo més eficiente serd el que tenga menor niimero de excepciones.

Este trabajo esta organizado como sigue. En la siguiente seccién se presenta una
introduccién a la teoria de copulas. En la seccion 3 se describe la cépula producto
y su relacion la cotas de Fréchet-Hoeffding [10], [13], asi como las copulas elipticas
y Arquimedianas. En la seccién 4 se plantean los métodos de simulacién de Monte
Carlo para copulas. En la seccién 5 se describen los principales métodos de estima-
cion de los parametros de copulas. En el apartado 6 se plantea los métodos para
calcular el VaR y CVaR por cépulas. En la seccién 7 se analizan y discuten los
resultados obtenidos del VaR por céopula y se realiza el backtesting. Por tltimo, se
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concluye en la seccion 8.

2 Introduccién a la teoria de copulas

En esta seccion se presentan las principales propiedades de las copulas. Hay muchas
definiciones equivalentes de cépula pero la mas general es la siguiente.

Definicién 2.1. Una copula de dimension d es una funcion C' de [0,1]¢ — [0,1]
que cumple con las siguientes propiedades:

i) C(u1,...,uq) es creciente en cada componente u; € [0,1],i =1,...,d.
i) C(1,...,1,u;1,...,1) = u; para toda u; € [0,1],i=1,...,d.

iii) Para toda (ui,...,uq), (uy,...,u,) € [0,1]% con u; < u; se tiene:

2 2
Z . Z (—1)i1+"‘+idC (vj1, -+, v5a) =0,
i1=1 iq

!

donde vj1 = u; y vj2 = u;,

Vji=1,...d.

La primera y la tercera propiedad indican que las copulas son funciones conec-
tadas y que todos los cubos de dimensioén d con vértices en [0, 1]¢ tienen un volumen
C no negativo. Ambas propiedades garantizan que las copulas son funciones de dis-
tribucién en el cubo unitario de dimensiéon d, mientras que la segunda propiedad
implica que las copulas tienen distribuciones marginales uniformes. De esto se tiene
la siguiente definicién equivalente de cépula.

Definiciéon 2.2. Una cépula de dimension d es una distribucion de dimensién d
con distribuciones marginales uniformes.

Observe que al considerar variables aleatorias X1, ..., Xy con funciones de dis-
tribucion univariadas Fx,,..., Fx, y las variables aleatorias U; = Fx,(X;),i =
1,...,d con distribucion uniforme en [0, 1], una copula se puede interpretar como

la distribucién conjunta de las distribuciones marginales.

La teoria sobre copulas ha mostrado un desarrollo notable desde el trabajo de
[26]. Sin embargo, muchos resultados ya habian sido demostrados en [13] y [14]
por W. Hoeffding quien podria haber sido el fundador de la teoria de cépulas si
hubiera considerado la dependencia estocéstica en el cubo unitario [0, 1]2 en vez de
sobre [—1/2,1/2]* como lo habia hecho. Las copulas permiten que las distribuciones
marginales se separen de la estructura de dependencia. El teorema de Sklar une las
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copulas con funciones de distribucién de modo que, por un lado, cada funciéon de
distribucion puede “descomponerse” en su distribucion marginal y (al menos) una
copula y, por otro lado, se obtiene una copula (tnica) al “desacoplar” cada funcion
de distribuciéon multivariada (continua) de sus distribuciones marginales.

Teorema 2.3. (Teorema de Sklar). Sea F una funcion de distribucion multivariada
con marginales Fy, ..., Fy, entonces eziste la copula C tal que

F(z1,...,2q) = C[Fi(x1),. .., Fa(za)],x1,...,7a € R.

Si F; son continuas para i = 1,...,d entonces C' es inica. De lo contrario, C se
determina de forma tinica en F1(R) x --- x Fy(R).

Inversamente, si C' es una copula y son funciones de distribucion univariadas,
entonces la funcion F definida anteriormente es una funcion de distribucion mul-

tivariada con marginales F, ..., Fy.

La demostracion del teorema de Sklar se puede consultar en [26], [23]. La repre-
sentacion en el Teorema de Sklar se puede usar para construir nuevas distribuciones
multivariadas al cambiar la funcién cépula o las distribuciones marginales. Para una
distribucién multivariada continua arbitraria, se puede determinar su cépula a par-
tir de la transformacion:

C(ul,...,ud):F[Fl_l(ul),...,Fd_l(ud)], ul,...,ude[o,l], (1)

donde F|~ !'son funciones de distribucién marginales inversas.

Las copulas son invariantes bajo transformaciones mondétonas crecientes. Esta
propiedad es muy tutil en la practica, donde con frecuencia resulta mas apropiado
describir la dependencia o la independencia en lugar de la correlaciéon o la falta de
correlacion. El siguiente resultado hace referencia a esta propiedad.

Teorema 2.4. Sea X = (X;,... ,Xd)T un vector aleatorio con marginales conti-
nuas, copula Cx yTi,. .., Ty funciones estrictamente crecientes en el rango(X1), . ..
,rango(Xy). SeaY = (Y1,...,Yy) ", Y; = Ty(X;) un vector aleatorio con copula Cy .
Entonces Cx = Cy casi siempre.

Una variable aleatoria de dimensién d determina una cépula a través de sus
distribuciones conjunta y marginal. Ademas, las transformaciones crecientes mono-
tonas en la variable aleatoria no afectan a la cépula. Estas son las principales ideas
utilizadas para obtener la copula gaussiana: la variable aleatoria X = (X1, ..., Xd)—r
con distribucién normal multivariada y copula Cx se transforma en la variable es-
tandarizada Z = (Z1,...,24)",Z; ~ N (0,1). La cépula de la variable aleatoria Z
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es C'x. Dado que la funcién cépula es una distribucion multivariada con marginales
uniformes, se deduce que la densidad de la copula se puede determinar al derivar:

00 (w, - . - ug)

1].
au1,,.8Ud 7u17 7ud e [07 ]

C(ulv"' ,Ud)
Al considerar el teorema 2.3 y la ecuacion (1) se puede escribir la funcién de densidad
f() de la distribucion bivariada F' en términos de una copula como sigue:

d

flx,.. ) = c[Fi(z),..., Fa(xa)] [ ] filei), w1,...,34€R. (2)
=1

3 Tipos de cépulas

Dado que existen muchas funciones que satisfacen los supuestos del teorema 2.3,
deben clasificarse por construcciéon y propiedades. En esta parte se consideran al-
gunas de las principales, como son: cépulas simples, copulas elipticas y copulas
Arquimedianas.

Coépulas simples

Casos especiales, como independencia, dependencia perfecta positiva o negativa,
se pueden representar mediante una funciéon cépula. Si d variables aleatorias X =
(X1,...,X4) son estocasticamente independientes del teorema 2.3, entonces la es-
tructura de tal relacion esta dada por la cépula producto:

d
IT (s sua) = T e (3)
j=1

Las copulas estan limitadas, esto significa que para todo u = (uq, . .. ,ud)T € [0, 1]d :
W(uy,...,uq) < C(ug,y...,uqg) < M (ug,...,ug)

donde:
M (uy,...,ug) = min (u,...,uq)

se le conoce como la cota superior de Fréchet-Hoeffding y

d
W (uq,...,uq) = max (Zui—d—i— 1,0)

=1
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es la cota inferior de Fréchet-Hoeffding. Mientras que W no es una coépula para
d > 2, M es una copula para toda d. Ambas estructuras representan la dependen-
cia positiva perfecta y negativa perfecta. A partir de esta observacion, se puede
concluir que una copula arbitraria C refleja la dependencia que se encuentra entre
la dependencia negativa perfecta y la dependencia positiva. La figura 1 muestra
las cotas de Fréchet-Hoeffding y la cépula producto, se observa estd relacion de
dependencia de manera empirica.

M(ul,u2)

7
A
AP
T
i
1

LEILLIIL
PRI
T
L7
e

06

04

2
02

Figura 1: Cota superior de Fréchet—Hoeffding M (u1, u2), copula producto II(ug, us),
Cota inferior de Fréchet—Hoeffding W (u1, u2). Fuente: elaboracion propia.

Cobpulas elipticas

El amplio uso de las distribuciones Gaussiana (o Normal) y ¢-Student ha hecho
que las copulas elipticas también sean importantes en la teoria y aplicaciones. La
construcciéon de tales copulas se basa directamente en el teorema 2.3.

Definiciéon 3.1. (Distribucion eliptica). Si Y es un vector aleatorio de dimensién
d y para algin vector u en R?, alguna matriz d x d simétrica definida no negativa
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¥ y alguna funcién ¢ : [0;00) — RY, la funcién caracteristica Yy es de la forma
oy _u(t) = ¢ (tTEt), se dice que Y tiene una distribucién eliptica con parametros
1,2y ¢ la funcion caracteristica de Y.

Las copulas elipticas se derivan de las distribuciones elipticas utilizando el Teo-
rema 2.3.

Coépula Gaussiana

La copula gaussiana representa la estructura de dependencia de la distribucién nor-
mal multivariada, lo que significa que las distribuciones marginales normales se
combinan con una coépula gaussiana para formar distribuciones normales multiva-
riadas. La combinacién de distribuciones marginales no normales con una cépula
gaussiana da como resultado distribuciones meta-gaussianas, es decir, distribuciones
donde solo la estructura de dependencia es gaussiana.

Para deducir la cépula Gaussiana sea X = (X1,...,Xq)" ~ Ny(p,X) con
X; ~N(uj,05) para j =1,...d. Una copula Cx existe:

Fx(fL'l,. . .,xd) = CX [Fl(l'l), . ,Fd(acd)} s

donde Fj es la funciéon de distribucion de X; y Fix la funcion de distribucion de X.

Sea Yj = S;(X;), Sj(x) = (x — p;)/oj. Entonces Y; ~ N(0,1) y (Y1,...,Yg) " ~
N;(0,0), donde © es la matriz de correlacioén asociada a ¥. Una cépula C§ es una
copula gaussiana y se denota como:

Fy(y1,---,ya) = C§ [®(11), .., 2(ya)] - (4)

La expresion explicita para la cdépula gaussiana se obtiene al reescribir la ecuacién
anterior y haciendo u; = ¢(y;):

C@G)(ul, ey ud) = Fy [Cb_l(ul), ey <I>_1(ud)]
o (u1) ()
= / / (271')_%’@’_% exp <—;7‘T9_1T> dry...drg.

—0o0 —0oQ
Como Sj(x) es creciente se deduce del Teorema 2.4 que:
Cx =C§.

Por lo tanto, cualquier distribucién normal multivariada se puede construir a partir
de sus distribuciones marginales y una cépula gaussiana C’g con matriz de correla-
cién O.
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Si © = I; la copula gaussiana se convierte en la cépula producto:

<I>_1(’U,1) q)_l(ud) d 1 d
/ / (2m)" 2 exp —527’]2- dry...drg
j=1

o0 —00

CIGd(ul,...,ud) =

—1
&7 (ua) 1,

7 (wm) 1,
= / exp (—27“1> dry x -+ % / exp(—ird)drd

—eo V2m —o0

U1

Uy
uy

(a) Densidad copula gaussiana. (b) Funcion de distribucién copula gaussia-
na.

Fuente: elaboracién propia.

Figura 2: Funcion de densidad (a) y funcion de distribucion acumulada (b) de una

)
copula gaussiana c§(u,uz),© = 0.5.

La densidad de la copula gaussiana (figura 2) se obtiene al derivar la ecuacion
(4):
1
\27r9|*% exp (—23:T@1x> =G [®(x1),... P(xq)]
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al reordenar términos y definir ¢; = ®(u;),7 =1,...,d, ¢ = (o1, ... ,cpd)T :

1 1 _
¢§ (u1,. ua) =16 2 exp [—oo" (07— Lu) | . (5)

Coépula t-Student

La copula t-Student tiene una estructura de dependencia a partir de la distribucién
t multivariada, se obtiene de forma similar.

Sea X = (X1,...,X9)" ~tg(o,;,2) y Y = (Y1,...,Yy) " ~ tg(v,0,0) donde
© es la matriz de correlaciéon asociada a X. La tnica copula de Y es la copula t-
Student Cf)’@. De manera similar como se hizo para la cépula normal se sigue de
Teorema 2.4 que Cx = Cf;,e-

Para u = (u1,...,ug)" €[0,1]% la copula t-Student estd dada por:

Clo(u,...,uq) =ty [ty (W), ... t; " (ua)]

donde ¢ I es la funcion cuantil de la distribucion ¢ univariada y ty,e es la funcion
de distribucion de Y. La densidad de la copula ¢ (figura 3) estéa dada por:

tvo [ty (w), ..., t; (ug)]

o (u, ... ug) = y . (6)
[T tve [to' ()]
j=1
Con ¢; = t;1(uj) para j = 1,...,d, la densidad de la copula ¢ se puede expresar
como:
L) [T 0Ty
Cv,0 (u17 7ud) = ‘6‘ 2 d o1 7

En [7], [8] se pueden consultar propiedades y caracterizaciones adicionales de
las copulas elipticas. Ademés, dos familias de distribuciones elipticas son las distri-
buciones Pearson tipo Il y tipo VII, a partir de las que se pueden construir otro
tipo de copulas elipticas [24].
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(a) Densidad copula ¢-Student. (b) Funcién de distribuciéon copula -
Student.

Fuente: elaboraciéon propia.

Figura 3: Funcion de densidad (a) y funcion de distribucion acumulada (b) de una
copula t-Student cf(u1,u2),0 = 0.8,v = 5.

Coépulas Arquimedianas

A diferencia de las copulas elipticas, las copulas Archimedeanas no se construyen
usando el Teorema 2.3, sino que estan relacionadas con la transformada de Laplace
de funciones de distribucién univariadas. Sea IL la clase de transformadas de Laplace
que consiste en funciones diferenciables estrictamente decrecientes |17|, es decir:

L = {:10,00) = [0, ]16(0) = 1, 6(00) = 05 (=169 = 03j = 1,...,00}.
La funcién C : [0,1]¢ — [0, 1] definida por:
C (ula s ,Ud) =¢ [¢_1(u1) ..ot ¢_1(Ud)] y ULy v, U € [07 1]
es una copula Archimediana de dimension d, donde ¢ € IL y se le denomina genera-
dor de la cépula, ademas C(uq, ..., uq) satisface las condiciones de la Definicion 2.1.
Las principales copulas Arquimedianas son: copula Frank [9] que es la tinica copula
arquimediana eliptica, copula Gumbel [12] que se utiliza con frecuencia en aplica-

ciones en finanzas y copula de Clayton [2] que, a diferencia de la copula Gumbel,
tiene mas masa en la cola inferior y menos en la superior.
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4 Simulacién Monte Carlo para cépulas

La simulacién Monte Carlo resulta ser una solucién rapida y confiable en la solucién
de problemas en finanzas cuantitativas y otras disciplinas que involucran procesos
estocasticos. La simulacion requiere que las variables aleatorias se generen a partir
de alguna distribucién en particular. De acuerdo con [23] una de las principales
aplicaciones de las copulas es la simulacién Monte Carlo, por lo que muestras de
variables pseudo-aleatorias de una copula en especifico se pueden generar y mostrar
el resultado en una grafica, lo que permite visualizar propiedades de dependencia
como la dependencia de cola inferior y superior®. Una descripcién mas detallada de
los métodos presentados en esta seccion esta en los capitulos 6 y 7 de [5], y en [27].

Método de la inversa condicional

La simulacién de d variables pseudo-aleatorias con distribucién conjunta definida
por la copula C y d distribuciones marginales Fj,j = 1,...,d puede hacerse por
diferentes técnicas.

Sea la distribucion marginal de dimensién j de la copula C; para j = 2,...,d—1
como: Cj (u1,...,u;) = C(u1,...,u5,1,...,1) y la derivada de C} con respecto a
los primeros j — 1 argumentos como:

3j_1Cj(u1, R ,Uj>.

d_y(u uj) = (8)
U, .Uy
4 ’ ’ 8’LL1,...,8UJ;1
La probabilidad P (U; < uj, Uy = uq,...,Uj—1 = uj_1) se escribe como:
. Cj(ur+Auy,...,uj_1+Auj_1,u;)—Cj(u,...,uy) j
lim J J J=1ly ) o= (ug, ... us).
Aug,..,Auj_1—0 Auy,..,Aujq J_l( ’ ’ ])
Por lo tanto, la distribucién condicional ¥(u;) (dados fijos u1,...,u;—1 ) es una

funcion del cociente de las derivadas:

\If(u]) = P(UJ < ’LL]'|U1 = U1, .- .,Uj,1 = ’LLjfl)
_ P(UJ S uj,Ul :ul,...,Uj_l = uj_l)
(Ul :ul,...,Uj_l :Uj—l)
c; (U, . uy)

(ul,.. uj 1).

3Las definiciones de dependencia de cola para vectores aleatorios multivariados se relacionan
principalmente con sus funciones de distribucion marginales bivariadas. En términos generales, la
dependencia de cola describe el cociente del limite que una marginal excede un cierto umbral dado
que la otra marginal ya ha excedido ese umbral, véase [17].
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Los pasos para generar d niimeros pseudo-aleatorios con distribuciones marginales
dadas por Fj,j =1,...,d y estructura de dependencia dada por la cépula C' son:

1. Generar vy, ...,vg nimeros pseudo-aleatorios independientes y distribuidos
uniformemente en el intervalo [0, 1].

2. Generar ntimeros pseudo-aleatorios j = 1,...,d de acuerdo con u; = \Ilfl(vj).
Los ntimeros pseudo aleatorios uy, . . ., uq tienen distribuciones marginales uni-
formes en [0, 1] y estructura de dependencia dada por la copula C.

3. Hacer z; = Fj_l(uj). Los ntmeros pseudo aleatorios xy, ..., x4 se distribuyen
segln las distribuciones marginales deseadas y estructura de dependencia dada
por la copula C.

Clayton con marginales A [0, 1]

Figura 4: Simulacién por monte carlo de 10,000 variables pseudo-aleatorias con
marginales distintas con estructura de dependencia dada por una cépula Clayton
con f = 0.71.

Fuente: elaboracién propia.

En figura 4 del lado izquierdo se observan 10,000 realizaciones por monte carlo
de variables pseudo-aleatorias con marginales normales estandar y estructura de
dependencia dada por una cépula Clayton con § = 0.71, y en el lado derecho
10,000 realizaciones por monte carlo de variables pseudo-aleatorias con marginales
uniformes en [0, 1] y misma estructura de dependencia.

Si C es la copula Gaussiana los pasos de la simulacién son:
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Generar nimeros pseudo aleatorios vy, . . ., vy distribuidos como una AV (0, ©).

Hacer u; = ®(v;),j = 1,...,d. Los ntumeros pseudoaleatorios u = (u1, ..., uq)
tienen distribuciones marginales uniformes en [0, 1] y estructura de dependen-
cia dada por Cg.

Hacer x; = Fj_l(uj). Los nimeros pseudo aleatorios z1, ..., x4 se distribuyen
con las distribuciones marginales y estructura de dependencia requeridas.

Si t es la copula t-Student los pasos de la simulacién son:

1.

2.

Generar nimeros pseudo aleatorios vy, ..., vy distribuidos como t4(v, 0, ©).

Hacer u; = t,(v;),j = 1,...,d donde t es la distribucién ¢, con v grados de
libertad. Los nimeros pseudo aleatorios u = (uy, ..., uq) tienen distribuciones
marginales uniformes en [0, 1] y estructura de dependencia dada por sz},@~

Hacer x; = Fj_l(uj). Los ntiimeros pseudo aleatorios z1, ..., x4 se distribuyen
con las distribuciones marginales y estructura de dependencia requeridas.

0.8

0.6+

Uz

0.4

02k

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.6

(15

0.4

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5: Simulaciéon por monte carlo de 5,000 muestras de una coépula t-Student
con v = 3 y diferente correlaciéon ©.

Fuente: elaboracién propia.
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Si las distribuciones marginales son ¢, los nimeros pseudo-aleatorios se distribu-
yen de acuerdo a una t multivariada. En otro caso, es una meta distribucion ¢. Al
repetir N veces alguno de los procedimientos anteriores se produce una muestra de
Monte Carlo (I’jﬂj)i\il, para j =1,...,d de una variable aleatoria con la distribucién
requerida.

En la figura 5 se simulan 5,000 muestras de una cépula ¢t-Student con v =3 y
diferentes valores de ©. Observe que u; y ug muestran dependencia lineal cuando
O se aproxima a %1, pero independencia completa cuando © se aproxima a 0.

5 Meétodos de estimacion de copulas

La estimacion de una distribucién multivariada basada en una cépula comprende la
estimacion de los parametros de la copula 6 asi como las marginales F},j =1,...,d,
no obstante, todos los parametros de la copula y de las marginales también se pueden
estimar en un soélo paso. Las propiedades y la bondad de ajuste del estimador

dependen en gran medida de las estimacion de las marginales Fj,j = 1,...,d.
Se debe distinguir entre una especificaciéon paramétrica y no paramétrica [27|. Si
solo interesa la estructura de dependencia, el estimador de {d1,...,d4,0} debe ser

independiente de cualquier modelo paramétrico para las marginales. Sin embargo,
en aplicaciones practicas, es deseable contar con un modelo de distribucién completo
y por lo tanto, los modelos paramétricos son los adecuados para la estimaciéon de
las marginales.

Para la estimacién no paramétrica de las marginales, se puede mostrar la consis-
tencia y la normalidad asintética de los estimadores de méxima verosimilitud (MV)
y derivar los momentos a partir de la distribucion asintotica [22]. La estimacion por
MYV se puede realizar simultaneamente para los parametros de las marginales y de
la funcién cépula. De manera alternativa, se puede aplicar un procedimiento de dos
etapas, donde en la primera se estiman los pardmetros de las marginales y en la
segunda los pardmetros de la copula.

En [19] se comparan propiedades asintoticas de tres métodos semi-paramétricos
para estimar pardmetros de algunas cépula mediante maxima pseudo-verosimilitud
del estimador por momentos con la rho de Spearman y con la tau de Kendall. Se
utiliza simulacién de monte carlo para examinar el desempeno de los diferentes
estimadores con muestras finitas y calcular la eficiencia relativa asintotica.

Sea X una variable aleatoria de dimensién d con distribuciones marginales uni-
variadas paramétricas Fj(z;;d5),j = 1,...,d. Ademas, sea una copula perteneciente
a una familia paramétrica C = Cy,0 € O. La distribucién de X se puede expresar
como:

Fx(x1,...,2q) = C[F1(21;61), . .., Fa(za; 0a); 0],
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y su densidad como:

f(xl,--.7$d;(51,..-,5d,9):C[Fl(xl;él),.. $d,(5d Hfj :L‘]a '7
donde: .
0 C’(ul,...,ud)
clug,...,ug) = .
(- a) Ouy ...0ug
Para una muestra de observaciones (xt);l oy = (x4, ... ,.’Edﬂg)—r y un vector de
parametros « = (41, ..., dq, H)T € R 1a funcién de verosimilitud est4 dada por:
T
L(O[;$1,. . .,%T) = Hf(:ELt?"‘7xd,t;517"'75d79)7
t=1

y la funcién I:

T
l (a;a:l, v ,(L'T) = Zlnc [Fl(xl’t; (51), v 7Fd($d,t§ (5d>; 0]

T d
+ Zzlﬂfj(xj,t;5j)-

t=1 j=1

El vector de parametros a = (d1, ..., dq, Q)T contiene d parametros J; a partir de
los marginales y el pardmetro 6 de la copula. Todos estos parametros se pueden
estimar en un solo paso. Sin embargo, en aplicaciones practicas es méas eficiente un
procedimiento de estimacién en dos pasos.

Estimacién por maxima verosimilitud

En el método de estimacion por Maxima Verosimilitud (MV), el vector de parame-
tros « se estima en un solo paso como:

djvjv = maxl(a).
e
; : x S = AT ol ol 0l
Las estimaciones ary = (61, ey 04, 9) resuelven <87517 e Beg %) = 0. De
acuerdo con la teorfa estdndar sobre la estimaciéon por MV esta es eficiente y asin-

toticamente normal. Sin embargo, su calculo de manera numérica resulta ser muy
demandante.
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Inferencia sobre las marginales

En el método inferencia sobre las marginales (IM), los parametros d; de las distri-
buciones marginales se estiman en el primer paso y se utilizan en el segundo paso
para estimar el pardmetro de dependencia 6 como sigue:

1. Para j = 1,...,d el logaritmo de la funcién de verosimilitud para cada una
de las marginales es:

T
= In fi(xj: ;)
t=1

v los parametros estimados:

~

5j = m?xlj(éj).
2. El logaritmo de la pseudo funcién de verosimilitud denotada por [ es:

l (9; o1, . .,5d> = ilnc {Fl(xl,t;él), . ,Fd(:):di;(gd);e}.
t=1

se maximiza en 6 para obtener la estimaciéon del parametro de dependencia 6.

Las estimaciones ajp = (51, e ,5d, é)T resuelven <ngsll7 ey g—g, %) = 0. Una
revision exhaustiva sobre este método estd en [16]. Hay que considerar que este
procedimiento no conduce a estimadores eficientes, sin embargo, como se argumenta
en [17] la pérdida en la eficiencia es relativa. La ventaja del procedimiento IM radica
en la amplia reduccién de los calculos numéricos.

Método de maxima verosimilitud canoénica

En el método de méxima verosimilitud canénica (MVC), las distribuciones margi-
nales univariadas se estiman mediante la funcién de distribucién empirica F'. Las
propiedades asintoticas de los estimadores multietapa de no dependen explicitamen-
te del tipo del estimador no parameétrico, sino de sus propiedades de convergencia.
Para j =1,...,d se sigue que:

T
T+1 Z 1( x]t <)
t=1
la funcién I:

Zlnc [F1 Slilt Fd(:L'd t) 0
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y el estimador de los parametros de la cépula Onive esta dado por:

Ovve = arg max[(6).
9

Observe que el primer paso de los métodos IM y MVC se estiman las distribucio-
nes marginales. Después de estimar las marginales, se obtiene una muestra {u;}
de pseudo-observaciones transformadas en el cubo unitario de dimensiéon d y se
utiliza en la estimacion de la cépula. Asi como en el método IM, el estimador
semi-paramétrico 6 es asintoticamente normal bajo condiciones de regularidad ade-
cuadas.

Estimacién de la cépula gaussiana

De una muestra de pseudo-observaciones {ut}le con u = (u,...,ug)" €10,1], la
densidad de la cépula normal estd dada por:

1 1 _
¢§ (u1,...,uq) = 6] exp [—ZWT (7' - I) 90] :

y la funcién [ es:
T 1 «
LB urg, .- uag) = =5 In[O] = 2;%? (O — 1) ¢

donde: ;= (P14, 0ar) | ¥ pre =P (ujy).

El estimador méaximo verosimil de © es: © = argmax ((©). donde Q es el con-
0cQ
junto de todas las matrices identidad triangulares inferiores. La maximizaciéon es

factible pero lenta cuando se consideran varias dimensiones. Se puede obtener una
solucién aproximada usando el estimador méaximo verosimil para la matriz de co-
varianza > como:

Y = argmax (%)
by

entonces el estimador es:
T
1
2= T Z <Pt90tT
t=1
al definir T = diag <2”> se obtiene © = Y1311,
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Estimacién de la cépula t-Student

Uno de los métodos de estimaciéon para la cépula t-Student se basa en la estimacién
de la 7 de Kendall por el método de los momentos. Para una pseudo-muestra {ut}thl

donde u = (uy,...,uq)' € [0,1] el coeficiente 7 para cada par de observaciones
1,5 =1,...,d esta dado por:

. T .
pr(ui, uj) = < > D signo (uiy — i) (i, — ) -

2 1<t <to2<T

Cada elemento de la matriz de correlacién © se estima como:

©,; = sen [gﬁT (ug, uj)} .

El parametro v se estima por maxima verosimilitud con la matriz © fija. En este
caso, el logaritmo natural de la pseudo funcién de verosimilitud denotado por [ es:

T
L(vsuig,...,uqr) = Z In [ci@ (uig, ... ,ud’t)]
t=1

donde ctV,@ (uit, ..., uqz) se define en (3). El estimador para el niimero de grados
de libertad es entonces:

U = arg max (V).
velN

6 Calculo del VaR y CVaR por Cépulas

El requerimiento de capital de las instituciones financieras depende de la magnitud
del riesgo de sus portafolios. Fl riesgo asociado a un portafolio puede originarse de:

1. Variaciones en el precio de los activos financieros que componen un portafolio
(riesgo de mercado).

2. Variaciones en el comportamiento de los deudores, por ejemplo: un portafolio
de crédito al consumo (riesgo de crédito).

3. Variaciones por el evento de que una posicién larga o corta no pueda ser
ejecutada o cubierta en condiciones normales para renovar pasivos o contratar
otros. (riesgo de liquidez).

4. Incertidumbre relacionada con factores tecnolégicos, personales y naturales
que pueden influir en el valor del portafolio (riesgo operacional).
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Para modelar el riesgo de un portafolio, se deben identificar los activos sujetos a
riesgo v sus factores de riesgo asi como los cambios en el valor del portafolio causa-
dos por los factores de riesgo evaluados [21]. Los cambios negativos reflejados por
pérdidas son relevantes para la administraciéon del riesgo. El Valor en riesgo es una
medida que cuantifica el riesgo de un portafolio. Esta medida y su precision son de
crucial importancia para determinar el requerimiento de capital de las instituciones
financieras y es una de las razones por las cuales se ha prestado mayor atencién a
los métodos para el calculo del VaR.

Las pérdidas y las probabilidades asociadas con ellas (distribuciéon de pérdidas)
son necesarias para describir el grado de riesgo de un portafolio. Cuanto mas riesgo
tiene un portafolio, mayor es la probabilidad de que las pérdidas sean mayores
que cierta cantidad. En otras palabras, a mayor riesgo, mayores son las pérdidas
minimas para una determinada probabilidad (también llamado nivel). Esta es una
definicién del VaR: el VaR es un cuantil de la distribucién de pérdidas del portafolio
que representa las pérdidas minimas para un cierto nivel [18]. Si se realiza un
andlisis de la distribucién de las pérdidas se verifica que las pérdidas grandes estdan
influenciadas por pérdidas simultdneas en los factores de riesgo. Por lo tanto, la
distribuciéon de las pérdidas depende de la distribucién conjunta de los factores de
riesgo.

Un modelado preciso de la distribuciéon conjunta de los factores de riesgo es fun-
damental para investigar y calcular el VaR. Una practica convencional para modelar
distribuciones conjuntas de rendimientos financieros es aproximarlos mediante dis-
tribuciones normales multivariadas. Sin embargo, eso implica que las estructuras de
dependencia de los rendimientos se reducen a una sola clase. Incluso si se omite la
estructura de autocorrelacién, el supuesto de una distribuciéon normal multivariada
significa que se cumplen los siguientes supuestos:

i) Distribuciéon simétrica de rendimientos.
i1) Las colas de la distribucion no son relativamente pesadas.
i11) Dependencia lineal.

La evidencia empirica de estos supuestos rara vez se verifica y se necesita un mo-
delo alternativo, con una estructura de dependencia mas flexible y distribuciones
marginales arbitrarias. Estas son exactamente las caracteristicas de las copulas. Las
copulas son muy utiles para modelar y estimar distribuciones multivariadas. La ver-
satilidad de las copulas se deriva basicamente del Teorema de Sklar [26], que afirma
que cada distribucién conjunta se puede “desacoplar” en sus distribuciones margi-
nales y una coépula C responsable de la estructura de dependencia. Dos factores
importantes [21] que en la practica se basan en este teorema son:
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1. La construccién de distribuciones multivariadas se puede hacer en dos pasos
independientes: la especificacion de distribuciones marginales (no necesaria-
mente idénticas) y la especificacion de una estructura de dependencia. Las
copulas “unen” las distribuciones marginales en una distribucién multivariada
con la estructura de dependencia deseada.

2. Las distribuciones conjuntas pueden estimarse por separado a partir de una
muestra de observaciones: las distribuciones marginales se estiman primero,
después la estructura de dependencia.

El enfoque de cépulas es mas eficaz que el supuesto de normalidad, las distribuciones
marginales con colas asimétricas, tipicas para rendimientos financieros, se pueden
combinar con diferentes estructuras de dependencia, lo que resulta en distribucio-
nes multivariadas (diferentes de la normal multivariada) que describen mejor las
caracteristicas empiricas de distribucién de rendimientos financieros. También las
copulas pueden adaptarse a un modelado dindmico y se pueden adaptar a diver-
sos portafolios, copulas con distintas propiedades pueden asociarse a portafolios de
acuerdo con estructuras especificas de dependencia. Ademaés, los parametros de una
copula pueden cambiar a medida que transcurre el tiempo, lo que refleja la evoluciéon
de la dependencia entre los activos financieros. En resumen, la estimacion del VaR
con copulas es superior a cualquier método basado en el supuesto de normalidad.

Planteamiento del problema

Se muestra la extension del problema clasico de asignacién de activos a mode-
los basados en copula. Considere un agente con una funcién de utilidad del ti-
po Coeficiente de Aversion Relativa al Riesgo (Constant Relative Risk Aversion:
CRRA), de la forma: U(z) = (1 — k)~'z'™" que se dispone a asignar su rique-
za a d activos riesgosos. Sea Sy = (Si4,.. .,Sd,,t)—r el vector de dimensién d de
precios de los activos y sus rendimientos bajo composicién continua al tiempo
t+1 por Xt+1 = (Xl’t+1,...,Xd7t+1)T donde Xt+1 = ID(SH_l) — ln(St) Sea,
w = (wi,... ,wd)T el vector de pesos del portafolio. Sea Fy41 la funcién de dis-
tribucién de dimensién d de Xy41 con media g1 y matriz de covarianza 34 1.
El objetivo es pronosticar Fj;; para el periodo de tiempo t + 1 usando los datos
hasta el tiempo t. El estimador se denota por Ft—i—l con la media fizy1, la matriz de
covarianza por f]tH v la densidad ft+1- El objetivo del inversionista es maximizar
la utilidad esperada al tiempo ¢ + 1. Esto conduce al problema de optimizacién:

maxBp | Ul +w'Xi)]. (9)
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En el caso de que no haya una restriccion de ventas en corto sea W = {w € [0,1]%:
w'l =1} en otro caso W = {w € R?: w'1 = 1}. La esperanza condicional en (9)
implica que se integra la utilidad con respecto a la distribucién pronosticada Ft+1.
Esto reduce el problema en (9) a:

gleaWX/ e / U(l + wTXt+1)ft+1(Xt+1>dXt+1.

Existen varios enfoques paramétricos alternativos para modelar la funcién Ft+1- Sea
Y4,t+1 la matriz diagonal que contiene solo la diagonal principal de ¥;11. Entonces
se puede escribir X1 = /Xq+1Q+1/2a+1 , donde ;11 denota la matriz de
correlacién. Un enfoque estdndar es suponer que los rendimientos de los activos
siguen un distribucién normal como sigue:

(Xt — )

V2d 41

donde los momentos condicionales u; v ¢ pueden ser modelados por ejemplo, por
un proceso de tipo GARCH.

Para introducir una distribucién basada en cépulas en la asignacién de activos,
se omite el supuesto de normalidad y suponga que F' = C(F1, ..., Fy). Por lo tanto,
(10) se cambia por:

NNd(Ov Qt)v (10)

K1) o, Ry (11)

con algunas formas funcionales dadas por la copula y distribuciones marginales
por definir. Los parametros de los momentos condicionales de la copula y de las
distribuciones marginales se estiman por el método de maxima verosimilitud.

VaR de los rendimientos de un portafolio

Si el rendimiento de la accién ¢ al tiempo t se denota como X, entonces el valor
del portafolio V' al tiempo ¢ se define [11] de manera recursiva como :

d
Vi=Vi1 (1 + ZwiXit> ) (12)

=1

donde w; con i = 1,...,d son los pesos del portafolio correspondientes a cada activo.
De acuerdo con esta notacion, el rendimiento del portafolio estd dado por:

v d
R=— 1= Xuw;.
p Vi, ; itWi
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Para un conjunto de activos se puede considerar un portafolio con pesos iguales, es
decir, w; = 1/d parai = 1,...,d. El rendimiento del portafolio es variable aleatoria
y su distribucién depende en gran medida de la distribucién subyacente de sus
componentes.

Si se omite el subindice del tiempo, la funciéon de distribucion de R, es:

Fg,(c) =P(R, <¢). (13)

Luego al resolver Fr,(¢) = a se encuentra R, = VaR(«).

Una de las principales ventajas de las cépulas es el hecho de que permiten un
modelado diverso del comportamiento de la cola de las distribuciones multivariadas.
Dado que el comportamiento de cola explica los valores atipicos simultaneos de los
rendimientos de los activos, es de especial interés en la administracién de riesgo. El
VaR de un portafolio al nivel « se define como el a-cuantil inferior de la distribucién
de los rendimiento del portafolio, es decir:

VaR(a) = Flgpl(oz). (14)

El VaR es una medida razonable del riesgo con el supuesto que los rendimientos
son modelados por una distribucion eliptica. Ademés, tal supuesto implica que
minimizar la varianza en el problema de Markowitz también minimiza el VaR, el
déficit esperado (ezpected shortfall) y cualquier otra medida coherente de riesgo. Sin
embargo, esta afirmaciéon no se cumple en el caso no eliptico. Ademas, con respecto
al efecto de la diversificacion, la varianza es la mdas pequena (més grande) para
correlacion negativa (positiva) perfecta de los activos. Esto también se aplica al
VaR en el caso eliptico, sin embargo, no se cumple para distribuciones no elipticas.
Esto implica que, para la distribucién basada en cépulas gaussianas, el VaR se debe
usar con precaucién y complementarse con pruebas de stress.
El objetivo es determinar € tal que P (R, < ¢) = a Observe que:

R, = w' X = ZwZX Zw, uZ

donde F; denota las distribuciones marginales de los rendimientos de los activos
individuales u; = F;(X;) ~ U|[0,1] para toda ¢ = 1,...,d y u1,...uq ~ C. La
copula C' define la estructura de dependencia entre los rendimientos de los activos.
Esto implica que:

Fp,(e) =P(R, <¢) = /uc(ul, o ug)duy ... dug, (15)
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U = {[o, 1]d_1 X [0,uq(e)]}, wuqle) = Fa{e/wq— sz L, )/wa}- (16)

Para un « fijo, el VaR se determina resolviendo numéricamente (15) para e. La
integracion numeérica multidimensional directa es una tarea un tanto tediosa que
puede simplificarse sustancialmente utilizando integracién por Monte Carlo. Para
este propodsito, se generan muestras aleatorias de C por simulacion.

En una primera fase se estima a partir de los datos la matriz de covarianza

3= (f)zj) e el vector de medias i = (f1;),_; 4 v estimar (o suponer) las
ij=1,...,
distribuciones marginales Fj(-) para¢ = 1,...,d. Después se simulan uy,...,uq € U

de (16). Primero se simula el vector u de una dimension d — 1:
Ulye ooy Ug—1 "~ U(O, 1)

De acuerdo con u sea x = {x;}i—1,.4—1 que para marginales normales es igual a:

xizfﬁ_l(ui) iii—l—ﬂi,i:l,...,d—l,

9,
:t_l(ui)m-Fﬂi,i:1,...,d—1,
(2

donde 7 =1, ...,d son los grados de libertad de las distribuciones marginales. Esta
transformacion da como resultado un vector x con distribucién normal o ¢-Student
con los mismos parametros que el conjunto de datos real.

y para marginales t:

VaR de las pérdidas y ganancias de un portafolio

En esta parte se presentan los supuestos y pasos para estimar el VaR a partir
de las pérdidas y ganancias de un portafolio lineal utilizando cépulas de acuerdo
con [11]. Suponga que al tiempo ¢ un portafolio lineal compuesto por d posiciones
w={wi,...,wq} con w; € Z en activos con precios logaritmicos Y; = In S;. El valor
V; del portafolio esta dado por:

d
Vi = ijeyﬂ. (17)
j=1
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La funcién de pérdidas y ganancias (PyG) se define como Liy; = (Vig1 — V). Sea
X1 = (Yiy1—Y) el incremento en ¢ y su efecto en los factores de riesgo del periodo
t hasta ¢t 4+ 1, la funciéon L1 se puede escribir como:

Lit1 = (Vig1 = Vp)

d
= D w;Sj [Nt —1].
j=1

La funcién PyG, expresa el cambio absoluto en el valor del portafolio del periodo t
at+ 1. La funcién de distribucién de L sin el subindice de tiempo es:

Fr(x) =P(L < z). (18)

Por definicién, el VaR al nivel o de un portafolio w se define como el a-cuantil de
FL :
VaR(a) = F; ().

Se deduce de (18) que F, depende de la distribucion de dimension d de los ren-
dimientos logaritmicos Fx. En general, la distribucién de pérdidas Fr depende de
un proceso aleatorio que representa los factores de riesgo que influyen en las pér-
didas y ganancias de un portafolio. En este caso, los rendimientos logaritmicos son
una eleccion adecuada del factor de riesgo. Por lo tanto, modelar su distribucion es
esencial para obtener los cuantiles de la distribucién de pérdidas y ganancias FTp,.

La distribucién univariada Fj, depende de la distribuciéon Fx de dimension d.
Con copulas, las distribuciones marginales Fx,; de cada incremento univariado se
pueden modelar por separado a partir de su estructura de dependencia y luego
unirse para construir la distribucién multivariada Fx. Para obtener el VaR, el pa-
rametro de dependencia y la funcién de distribuciéon se estiman a partir de una
serie de rendimientos y se utilizan para generar muestras de pérdidas y ganancias
del portafolio mediante simulacion Monte Carlo. Los cuantiles a diferentes niveles
son las estimaciones del VaR.

Para un portafolio w con d activos y una muestra {z;;}7 | con j =1,...,d de
rendimientos logaritmicos, el VaR al nivel « se estima como sigue:

1. Determinar y estimar las distribuciones marginales Fj(z;).

2. Especificacion de una familia de copula paramétrica C(uq,...,uq;0) y esti-
macion del parametro de dependencia 6.

3. Generar trayectorias con Xpyq ~ C (ul, e, UGS 9).
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4. Generar conjunto de pérdidas y ganancias Lp4q (X74+1) de acuerdo con la
copula elegida.

5. Estimacion del @Tﬂ(a), que es el cuantil al nivel « de Lpi1 (Xpy1).

6. El CVaR, = E(I|l < VaR,) , donde [ es la parte del vector de PyG que son
menores que el VaR.

Con el procedimiento anterior se calcula de VaR al horizonte de tiempo elegido.
T

Para una ventana de tiempo s = k,...,T se genera una serie de {@t} " Pos-
teriormente, se ejecuta un analisis de backtesting para evaluar el desempeno de la
familia de copulas C especificada. Los valores estimados para el VaR se comparan
con realizaciones reales {l;} del portafolio, una excepcién que ocurre por cada I,
menor que @t(a). El cociente entre el numero de excepciones y el nimero de
observaciones determina la razoén de excepciones a:

1 < —

=5 1{l; < VaRq(a)}.

t=r

7 Analisis y discusion de resultados

=——AMXL =—=FIX =——WALMEXYV ... RAMXL ------ RFIX ----RWALMEXV

0.15

0.10

31052015

006! 20
3107200

Figura 6: Precios de cierre y rendimientos de AMXL, WALMEXYV y FIX.

Fuente: elaboracién propia.
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Con precios de cierre diarios obtenidos de la base de datos economética del periodo
30/06/2014 al 29/12/2017, con el objetivo de analizar en ese periodo una hipotética
estructura de dependencia y como influye la volatilidad del tipo de cambio FIX en
las series financieras AMXL Y WALMEXYV cotizadas en la BMV en portafolios de
inversion bivariados (AMXL, FIX), (AMXL, WALMEXV) Y (FIX, WALMEXYV).
Las acciones de América Movil y Walmart de México como se muestra en la figura
6 poseen la misma caracteristica de heterocedasticidad (volatilidad no constante) y
se aprecian los periodos de alta o baja volatilidad denominados conglomerados de
volatilidad.

Asimismo el tipo de cambio FIX presenta su periodo de volatilidad mas alto
a finales de 2016 y principios de 2017, que es cuando toma posicion el presidente
de los Estados Unidos de América, y se observa que las tres series presentan una
alta volatilidad por sus conglomerados. En la figura 6 se observan altos periodos de
volatilidad en las tres series durante el periodo de analisis. Por ejemplo, se observa
que AMXL sigue un comportamiento similar en volatilidad al tipo de cambio FIX|
por lo que una alta volatilidad en el tipo de cambio implica alta volatilidad en las
series de rendimientos AMXL Y WALMEXYV. Mientras que la serie de precios de
WALMEXYV presenta mayor variabilidad en precios con una tendencia hacia la alza
en el periodo de backtesting.

Resultados y analisis del Backtesting

En esta parte se calcula el VaR y CVaR por tres métodos: histérico, paramétrico,
Monte Carlo y con copulas elipticas: copula gaussiana y copula t-student por Monte
Carlo al 99 % a un dia. El método de estimacién de los parametros de las copulas es
IM. Se analizan los resultados obtenidos de dichos modelos mediante el backtesting
con la prueba de Kupiec (Véase Apéndice 9). Para realizar el backtesting por simu-
lacion historica del primer portafolio (AMXL, FIX) durante el 2017, se considera
un titulo por cada accién y con precios de cierre a partir del viernes 30/12/2016
como primer dato, 2/01/2017 como segundo dato y asi sucesivamente, hasta con-
cluir el 29/12/2017, se obtiene la posicién normal del portafolio, la posicion back,
las pérdidas y ganancias reales del portafolio y se compara con el VaR.

Los resultados del backtesting del modelo VaR por simulacién histérica del por-
tafolio AMXL-FIX, se observan tres excepciones (con dos observaciones muy cer-
canas al VaR) y considerando la tabla de Kupiec “region de no rechazo para el
numero de observaciones fuera del VaR” reporta que para un periodo de 255 dias
como es el caso, son aceptables hasta 6 excepciones y recalca que mientras més
alto sea el nivel de confianza se presentan menos excepciones, por ejemplo, si se
hubiese tomado el nivel de confianza de 95 %, hasta un maximo de 20 excepciones
se considerarian aceptables en el modelo, por lo que el modelo de simulacién his-
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torica resulta aceptable aiin con las 3 excepciones que se presentaron durante el
periodo. El promedio del VaR para este modelo en el periodo dado es de $0.5656,
registrandose la pérdida real mas alta el 24/10/2017 por $1.35 cuando el VaR de
ese dia fue de $0.6190, seguida de la pérdida de $0.67 el 21 de febrero del mismo
afio cuando el VaR habia registrado $0.5083 y otra mas el 02/02/2017 por $0.58
con el VaR de $0.5017 cuando el tipo de cambio paso de $20.45 a $19.91 pesos por
dolar. La eficiencia del modelo es de: (252 — 3)/252 = 249/252 = 0.9881 = 98.81 %.

OPyG —VaR-SH --CVaR Port - OPyG —VaR-Param =-CVaR Port

AP
L D e SURUPL L

Vv b gl

-140

(a) Backtesting por simulacién historica. (b) Backtesting por método paramétrico.

CPyG —VaR-SM --CVaR Port

S PO2S
Vo A -,
- R LTy NN

(c) Backtesting por simulacién Monte Carlo.

Fuente: elaboraciéon propia.

Figura 7: Resultados de backtesting del portafolio AMXL-FIX por método de
Simulacion histoérica (a), paramétrico (b) y Simulacion Monte Carlo (c) al 99 %.

Para el backtesting de modelo VaR paramétrico del portafolio AMXL-FIX, se
observan tres excepciones en las mismas fechas y de acuerdo a la tabla de Kupiec,
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resulta aceptable. El promedio del VaR para este modelo en el periodo dado es
de $0.5735 con una eficiencia de 98.81%. En el backtesting del modelo VaR por
simulacion Monte Carlo del portafolio AMXL-FIX, se observan dos excepciones en
las mismas fechas de los casos anteriores y de acuerdo a la tabla de Kupiec, resulta
aceptable. El promedio del VaR para este modelo en el periodo dado es de $0.6951,
lo cual es ligeramente mayor a los dos modelos anteriores, con una eficiencia de
99.21 %.

Los resultados del backtesting con céopulas elipticas son:

JPyG —VaR-CGauss =-CVaR port - e - ==

ﬁjnnﬂmm |
IH i

; il II'MLE il ‘m% {7 :IH’V' Pl

N~ annmn —a.
S e C W L LN

ol »,
RPN o e,
115 115 - ha e S 2oy

(a) Backtesting por copula gaussiana. (b) Backtesting por copula ¢-Student.

Fuente: elaboracién propia.

Figura 8: Resultados de backtesting del portafolio AMXL-FIX por copula gaussiana
(6.8(a)) y copula t-Student (6.8(b)) al 99 %.

Los resultados del backtesting del modelo VaR con cépula gaussiana del porta-
folio AMXL-FIX, se observan dos excepciones y de acuerdo a la tabla de Kupiec,
resulta aceptable. Se observa que tiene una excepciéon menos que el VaR por simu-
lacion histérica y paramétrico, pero igual de aceptable que el método de simulacién
Monte Carlo con dos excepciones. El promedio del VaR para este modelo en el
periodo dado es de $0.6911, con una eficiencia de 99.21 %. En el backtesting del mo-
delo VaR por copula t-student del portafolio AMXL-FIX, se observa una excepcion,
por lo que este modelo es aceptable con una eficiencia del 99.6 %. El promedio del
VaR para el periodo dado es de $0.9604, lo cual se distingue de las anteriores al ser
aproximadamente una tercera parte mayor que el VaR de los modelos restantes.

El cuadro 1 muestra el ntimero de excepciones de cada modelo de VaR y CVaR
para los tres portafolios considerados en el estudio. Es importante sefialar que para
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los cinco modelos se observa una excepcion que corresponde al 24/10/2017, ya que
de acuerdo con la serie de precios, la acciéon de AMXL tuvo una caida en su precio
de $17.69 a $16.46, que representa una variacion de -6.93 %.

Cuadro 1: Resumen de nimero de excepciones de VaR y CVaR para los tres porta-
folios y cinco modelos.

Excepciones de VaR y CVaR
Modelo SH c§ Clo SMC Param.
VaR | CVaR | VaR | CVaR | VaR 'C VaR | VaR | CVaR | VaR | CVaR
AMXL-FIX 3 1 2 1 1 1 2 1 3 1
FIX-WALMEXV 3 0 2 0 0 0 2 0 3 0
AMXL-WALMEXV 3 0 2 1 0 0 2 1 3 1
Total 9 1 6 2 1 1 6 2 9 2

Fuente: elaboracion propia.

8 Conclusiones

La modelacién del riesgo mediante cépulas con una estructura de dependencia y
distribuciones marginales resulta ser un método alternativo y eficiente en compara-
cion con los métodos usuales. La ventaja de las cépulas se desprende del Teorema
de Sklar el cual afirma que cada distribucién conjunta se puede escribir en térmi-
nos de sus distribuciones marginales y una cépula C' que describe la estructura de
dependencia entre las variables subyacentes.

En este trabajo se aplico una metodologia para calcular el VaR y CVaR al 99 %
a un horizonte de un dia mediante cépulas elipticas de tres portafolios de inversion
bivariados compuestos por las acciones de WALMEX Y AMXL cotizadas en la
bolsa mexicana de valores (BMV) y el tipo de cambio peso-dolar (FIX) publicado
por el Banco de México, del periodo 30/06/2014 al 29/12/2017. Asimismo se calcula
el VaR y CVaR por tres métodos: simulacién histérica, paramétrico y simulacién
monte carlo. Para verificar las ventajas de los modelos con cépulas elipticas se
ejecuta un andalisis de backtesting para el periodo 30/12/2016 al 29/12/2017 que
corresponde a 252 observaciones.

De acuerdo a los cinco andlisis del backtesting realizados para el portafolio
(AMXT,FIX), el modelo VaR con cépula t-student considerando un nivel de con-
fianza de 99 %, resulto ser el modelo mas eficiente con 1 excepciéon, comparado
con los demés modelos los cuales presentaron dos excepciones: VaR por simulacién
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Monte Carlo y VaR por copula gaussiana y presentando tres excepciones los mo-
delos: VaR por simulacion historica y VaR paramétrico. Para el portafolio (FIX,
WALMEX) y de acuerdo con sus cinco respectivos backtesting, el modelo VaR con
copula t-student resultd ser el modelo maés eficiente con cero excepciones, los mo-
delos VaR por simulacién Monte Carlo y VaR por coépula gaussiana presentaron
dos excepciones, v con tres excepciones los modelos VaR por simulacién histérica y
VaR paramétrico. Para el portafolio (AMXL, WALMEX), se obtuvieron resultados
similares. Por lo tanto, en general se concluye que el modelo con cépula t-student
es el modelo mas eficiente en la medicién del riesgo mercado al presentar el menor
numero de excepciones de VaR y CVaR para los tres portafolios bivariados.

Una explicacién de la evidencia empirica es que las marginales con distribucién
t-student tienen més densidad en las colas que la distribucién normal, por lo que el
enfoque paramétrico no mide el VaR adecuadamente. La cépula gaussiana no tiene
esta ventaja y las marginales pueden ser elegidas arbitrariamente. Los resultados
respaldan esta propiedad y muestran que el VaR basado en copulas al 99 % son
diferentes. A diferencia de la copula t-student, independientemente de la correlacion
pen (-1,1), la copula gaussiana no describe la dependencia de cola. En consecuencia,
la copula t-student conduce a un VaR mas conservador que la copula gaussiana, es
decir, si las distribuciones marginales indican dependencia de cola es preferible la
copula t-student.

Por dltimo, la teoria de cépulas muestra una tendencia creciente; sin embargo,
el estudio de las copulas dista mucho de ser completo. La investigacién contintia en
temas como la extensién de copulas bivariadas al caso multivariado y la incorpora-
cion de series de tiempo en aplicacién de cépulas para modelar con mayor precisién
la estructura de dependencia de un conjunto de datos. Es importante destacar que
existen diversas lineas de investigacién acerca del desarrollo pruebas de bondad de
ajuste para el caso multivariado y sus distribuciones.
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9 Prueba de Kupiec

El analisis retrospectivo (backtesting) es un proceso basado solamente en obser-
vaciones pasadas que sirve para comprobar si el cilculo del VaR es acertado con
respecto a los resultados de pérdidas y ganancias observadas. Consiste en contar el
niimero de veces que las pérdidas observadas exceden el VaR. La metodologia para
su calculo es la siguiente:

1. Las pérdidas y ganancias se calculan con cambios en la valuacién o Mark-to-
Market.

2. Se debe comparar periédicamente el VaR observado ajustado a un dia con las
pérdidas y ganancias diarias.

3. Los errores o excepciones detectados se calculan contando el ntmero de veces
que las pérdidas y ganancias exceden al VaR observado.

4. El nivel de eficiencia del modelo sera: namero de excepciones (N)/niumero de
observaciones (7).
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El analisis retrospectivo consiste en contar las veces que las pérdidas y/o ganancias
exceden el VaR durante un periodo. Se supone que N es el niimero de observaciones
que exceden la pérdida o ganancia y para un nivel de confianza dado (1—p) se prueba
si la N observada es estadisticamente diferente a la probabilidad de error p que se
considera para el calculo del VaR. La probabilidad de observar N excesos durante
un periodo de T observaciones en total, se explica con una distribucién binomial

dada por:
(1—p)"Np".

La decision practica que se necesita tomar consiste en determinar si la relaciéon de
excesos de pérdidas y/o ganancias contra las observaciones totales, 1.5 %, 6 %, 16 %,
etc., es estadisticamente diferente a la probabilidad que se utiliza para el calculo
del valor en riesgo, es decir, 1%, 5%, 10 %, etc.

Cuadro 2: Regién de no rechazo para el nimero de observaciones fuera del VaR, N.

Nivel de confianza Numero de observaciones: T'
P 255 510 1000
0.01 N <7 1<N<11 4<N<17
0.025 2<N<12 | 6<N<21 | 15<N<36
0.05 6<N<2l | 16<N<36| 37T<N <65
0.075 1I<N<28 |27T<N<5l| 59< N <92
0.10 16<N<36|38<N<65|8l<N<I120

Fuente: elaboracion propia con base en [18].

Kupiec [20] desarrollé unas regiones de confianza con base en una distribucién
chi-cuadrada con un grado de libertad (véase cuadro 2), considerando la hipotesis
nula de que p es estadisticamente igual a la probabilidad utilizada para el VaR
contra la hipétesis alternativa de que p sea diferente a dicha probabilidad. Estas
regiones fueron determinadas de los extremos de la méaxima verosimilitud dada por:

L= —2In((1—p)"Vp) +2In((1 — (N/T)"N (N/T)Y)

Con ¢ : nivel de confianza, p : probabilidad de error, N : nimero de veces que
se excedio el limite de VaR sobre T dias, N/T : frecuencia en la que las pérdidas
exceden el VaR.
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Resumen

La madurez 6sea de una persona normalmente se estima a partir de una radio-
grafia de la mano no dominante por medio de una evaluacién subjetiva, reali-
zada por un radidlogo experto, esta prueba otorga informaciéon relevante para
meédicos de otras especialidades que buscan un diagnoéstico de posibles desor-
denes de crecimiento. En este trabajo se presenta un método semi-automético
de aprendizaje para estimar la edad 6sea. Se consideran cinco regiones de in-
terés (ROIs), que se encuentran entre los huesos metarcapianos y falanges, las
cuales son determinadas colocando puntos estratégicos. Las ROIs obtenidas son
re-ordenadas en un so6lo vector para obtener vectores de caracteristicas de cada
mano. El método consiste de dos etapas, entrenamiento y evaluacién, para el
cual se utilizaron imagenes radiograficas de hombres y mujeres en un rango de
1 a 18 anos de edad 6sea. La etapa de entrenamiento se enfoca en estructurar
vectores de caracteristicas de 300 imagenes etiquetadas por su edad 6sea para
cada género, con el fin de tener un conjunto de prototipos que sera usado en un
clasificador de regresion. La segunda etapa se centra en aproximar la edad dsea
de una imagen radiografica desconocida, obteniendo su vector de caracteristicas
y comparandolo con el conjunto de prototipos. La edad es determinada usando
el clasificador k-NN ponderado. Con un conjunto de 100 imégenes de evaluacion
para cada género, se demuestra que es posible obtener un error medio absoluto
(MAE) de edad estimada, similar al error de edad obtenido con algunos algo-
ritmos encontrados en el estado del arte usando sélo cinco regiones pequenas
(ROIs) de cada radiografia.

1 Introduccién

La estimacién de edad 6sea, un indicador del grado de maduracién de una persona
que no necesariamente es igual a la edad cronolégica, es un estudio médico, comin-
mente realizada por radiélogos, este indicador es utilizado por médicos de otras
especialidades para diagnosticar posibles desordenes de crecimiento que pueden ser
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debidos a problemas genéticos, trastornos hormonales o enfermedades sistémicas. El
método més comun para estimar la edad 6sea consiste en usar una imagen radiogré-
fica de la mano no dominante (usualmente la mano izquierda) la cual es analizada
por el radidlogo para realizar la evaluacién en dénde el rango 1util para determinar
la edad 6sea usando este método es de 1 a 18 anos debido a que es el periodo mas
importante relacionado con el crecimiento de ninos, ademas, después de 18 afios
el interés médico para estimar la edad 6sea decrece asi como los cambios en la
estructura de los huesos se vuelve menos apreciable que en edades tempranas.

Los métodos mas utilizados para realizar la evaluacién 6sea son usualmente sub-
jetivos porque se basan en comparaciones visuales de la radiografia con un conjunto
de imagenes estandarizadas de un manual [9]. La subjetividad es inherente en los
métodos tradicionales provocando resultados diferentes dependiendo de la persona
que haya realizado la prueba. Para reducir la subjetividad, otros métodos como
[17], [13] se basan en puntuar individualmente diferentes regiones de huesos y luego
obtener una suma ponderada para estimar la edad 6sea. A pesar de ser menos sub-
jetivo que el método en [9], el [17] consume mas tiempo y lo vuelve poco préctico
para realizar la evaluaciéon diariamente.

La edad osea es un indicador aceptado [10, 15| para conocer el grado de madu-
racién de una persona durante la etapa de crecimiento, la subjetividad inherente en
los métodos tradicionales puede evitarse utilizando enfoques de reconocimiento por
computadora. Se han propuesto varios trabajos [1], [2], [5], [12], [14], [11]. Algunos
de ellos funcionan como sistemas expertos, generalmente se basan en la extraccién
de caracteristicas muy especificas de los huesos y compararlas con valores predefini-
dos por expertos radidlogos [14]. Otros trabajos utilizan de nuevo las caracteristicas
muy especificas de los huesos, pero la clasificacion se lleva a cabo mediante métodos
de aprendizaje automético que normalmente requieren una etapa de entrenamiento
con un gran conjunto de ejemplos |7, 11, 12].

En [11], Hsieh determina las caracteristicas geométricas de las ROI definidas en
los huesos carpianos para las edades de 1 a 8 afos, y propone una red neuronal
artificial para estimar la edad ¢sea. En [7], Giordano automatiza el método de
Tanner y Whitehouse [17] mediante técnicas de procesamiento de imagenes con
el fin de segmentar las regiones de metéfisis, la epifisis y la diafisis de los huesos
para obtener un vector de caracteristicas compuesto por un numero reducido de
longitudes y areas calculado a partir de esas regiones. Después, utiliza un algoritmo
de clasificaciéon basado en modelos ocultos de Markov para estimar la edad dsea.

Se han desarrollado trabajos que s6lo utilizan métodos de aprendizaje auto-
mético, como Spampinato [16] que propuso clasificar con métodos conocidos como
redes neuronales y ademas permitié que el algoritmo autométicamente eligiera las
caracteristicas de clasificacién en las imagenes radiograficas que diferencian mejor
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las edades 6seas usando ejemplos de entrenamiento. Con un enfoque de aprendiza-
je profundo (deep learning), utiliza una red neuronal convolucional para aprender
autométicamente las caracteristicas. Se utilizan las imagenes de la mano entera y
no es necesario definir regiones especiales de interés. A pesar de que la precision
del método anterior es alta (un MAE o error medio absoluto de 0,8 anos), debe
mencionarse que requiere una gran cantidad de imagenes de entrenamiento (1400
imagenes tomadas de una base de datos publica en [6]).

Hay poco trabajo que implica caracteristicas de bajo nivel como pixeles. Esto
sucede porque los pixeles de una imagen no siempre representan el mismo lugar de
un objeto que se va a reconocer. El mismo objeto en una segunda imagen puede
haber sido desplazado, girado, escalado o incluso adoptado otra perspectiva. Sin
embargo, los pixeles pueden usarse como caracteristicas de clasificacién siempre y
cuando las imagenes estén correctamente alineadas antes de realizar la comparacion.
En [3] Ayala-Raggi utiliza una apariencia alineada de toda la mano como un vector
caracteristico para ser clasificado por el algoritmo de regresiéon k-NN que estima
la edad 6sea. Se calcula un modelo de apariencia activa [4] especialmente disefiado
para imégenes de mano radiograficas con el propdsito segmentar la radiografia de
evaluaciéon y alinearla con una forma estandar, después se compara con un conjunto
de prototipos de radiografias alineadas. A pesar de que el método funciona (MAE
de 1.8 anos), se observa que el conjunto de datos reducido que utilizaron para deter-
minar el error, no es suficiente, considerando a la gran cantidad de caracteristicas
implicadas.

A diferencia de los enfoques anteriores, en este trabajo se propone utilizar s6lo
cinco pequenas regiones de interés para estimar la edad 6sea (menos del 10 de la
superficie de la mano). Estas regiones se localizan entre los huesos metacarpianos
y falanges, fueron seleccionadas porque los cambios en la apariencia observada de
1 a 18 anos es méas notable que en otras regiones y por lo tanto pueden ser utiliza-
das como caracteristicas para estimacion de la edad ésea. Aqui, los pixeles pueden
utilizarse como caracteristicas de bajo nivel gracias a la alineacién de las pequenas
ROI. Se propone un método simple pero original para calcular el tamafio (escala),
de cada ROI relacionado con el tamafnio de la mano en la imagen. Del mismo mo-
do, también se calcula un angulo de rotacién con el fin de normalizar las ROI en
tamano y rotaciéon. Las ROI normalizadas se re-ordenan para formar un vector de
caracterfsticas el cual es usado con un algoritmo de regresién k-NN para estimar
la edad 6sea de una radiografia desconocida. Se muestra que es posible obtener un
error (MAE) de estimacion cercano a un afio al comparar la edad 6sea estimada
por el algoritmo desarrollado y la edad reportada en la base de datos utilizada [6],
siempre y cuando las regiones estén correctamente alineadas en escala y rotacion.

Matematicas y sus aplicaciones 10, Capitulo 7, paginas 159-173



José Luis Tonatiuth Banda Escobar, Salvador Eugenio Ayala Raggi, Aldrin
162 Barreto Flores

Pre Colocacion
Imagen para manual de Segmentacién

— procesamiento —
entrenamiento P . puntos de de ROIs
de la imagen i 2
interés

Prototipos
almacenados

Figura 1: Etapa de entrenamiento.
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Figura 2: Etapa de evaluacién.

2 Sistema general

El método propuesto para la estimacion de la edad 6sea consiste en dos etapas
principales: entrenamiento y evaluaciéon, como se muestra en las Figuras 1 y 2. Se
lleva a cabo un pre-procesamiento tanto en la etapa de entrenamiento como en la
de evaluaciéon como un primer paso antes de la extraccion de caracteristicas. Este
proceso segmenta la mano en la imagen, elimina posibles etiquetas de la radiografia
asi como objetos no deseados en el fondo, finalmente con el objetivo de estandarizar
se ajusta el contraste, antes de entrar en el sistema.

El segundo paso en las etapas de entrenamiento y evaluacién es la colocacién
manual de los puntos de referencia (puntos de interés) en ubicaciones estratégicas
dentro de la imagen radiografica. El tercer paso, también presente en ambas etapas,
corresponde a la segmentacién y normalizacién en escala y rotaciéon de cinco ROIls
utilizadas para formar un vector de caracteristicas.

Por altimo, el cuarto paso es diferente para cada etapa. En el entrenamiento,
se almacena el vector de caracteristicas como un prototipo etiquetado por edad
dentro de una base de datos. En la evaluacién, se utiliza el vector de caracteristicas
como un prototipo para ser clasificado por el algoritmo de regresién k-NN basado
en funciones de base radial. Este clasificador de regresiéon estima la edad 6sea por
regresién a partir de los prototipos de entrenamiento etiquetados por edad 6sea
almacenados durante la etapa de entrenamiento.
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3 Pre-procesamiento de la imagen

Las imagenes radiograficas originales podrian ser diferentes entre si, ya sea por tener
un contraste diferente o por contener objetos no deseados o marcadores radioldgicos
presentes en el fondo que rodea la mano. En esta seccién, se describen las dos fases
utilizadas para el pre-procesamiento de las imagenes radiolégicas.

Segmentaciéon de la mano

El contraste en las ROI utilizadas en este trabajo debe ajustarse de tal manera que
la intensidad de gris de las regiones dseas y la intensidad de gris del fondo deben ser
muy similares en todas las imégenes del sistema para poder hacer comparaciones
entre ellas. Dado que las ROIs utilizadas en este trabajo son pequenas regiones
situadas entre los huesos metacarpianos y falanges, entonces la cantidad de osifica-
cion visible y el fondo dependen en gran medida de la edad ésea. Si la cantidad de
osificacion visible es diferente en dos imagenes, obtendremos diferentes intensidades
de grises para la osificaciéon y el fondo cuando aplicamos el mismo criterio de ajuste
de contraste a ambas imagenes, por ejemplo, una ecualizacién del histograma. En
tal caso, no es posible comparar las imagenes satisfactoriamente.

En la imagen radiografica completa, aunque la cantidad de osificacién es diferen-
te para cada edad ésea, esta diferencia es mucho méas pequena y menos perceptible
que la presente en las pequenas ROIs seleccionadas. Como consecuencia, en lugar
de llevar a cabo el ajuste de contraste de cada ROI por separado, se decide ajustar
el contraste a las imagenes radiograficas completas. Sin embargo, el fondo que rodea
la mano no es parte de ella, por lo que es necesario segmentar la regién de la mano
con el fin de ajustar el contraste s6lo a esta zona de la imagen.

Entonces, es necesaria una fase de segmentacion de la mano antes de llevar a
cabo el ajuste de contraste. Se utiliza una variacién del algoritmo floodingfill descrito
en [8] para segmentar la region de la mano. Una vez que la mano esta segmentada,
se utiliza una mascara binaria como se muestra en la Figura 3 con el fin de hacer
el ajuste de contraste en esa region.

Ajuste de contraste

La imagen binaria de la mano obtenida en la dltima seccién se utiliza para ajustar
el contraste sélo dentro de la regiéon de la mano. Se propone realizar este ajuste
de contraste mediante un mapeo lineal simple basado en una media méxima y una
media minima de los valores de las intensidades de nivel de gris en la imagen. Para
obtener estos valores, primero se calcula la media p y la desviacién estandar o de
las intensidades de los pixeles. Entonces, la media méxima y minima se pueden
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Figura 3: Ejemplo de méscara binaria usada para ajuste de contraste local.

calcular como MeanMax = p+ 1.50 y MeanMin = p — 1.50. A partir de estos
dos valores es posible hacer un mapeo lineal de todos los valores de gris a un nuevo
rango de 0 a 255. La Figura 4 ilustra este proceso de ajuste del contraste.

(a) Imagen radiografica con  (b) Imagen radiografica con
contraste original contraste corregido

Figura 4: Ajuste de contraste en la regién de la mano

4 Colocacién manual de puntos estratégicos

Con el fin de obtener cinco ROIs estratégicas, se propone una colocacién manual de
10 puntos de interés que serdan denominados puntos de referencia, cinco de ellos si-
tuados entre las falanges proximal e intermedia y los demas entre los metacarpianos
y falanges proximales. La disposicion de los 10 puntos de referencia se representa
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en la Figura 5. Ademas, se propone ubicar el punto de referencia exactamente en
la posicién intermedia entre los huesos, en donde no hay algan tipo de osificacién,
como se muestra en la Figura 6.

Figura 5: Posicién de 10 puntos para segmentar las ROIs propuestas.

Figura 6: Los puntos son colocados en la regién intermedia que no presenta osifica-
cion.

5 Segmentacion de ROIs

Una vez completado el proceso de colocacién de puntos de referencia, el siguiente
paso es extraer las ROIs. En este trabajo se propone utilizar sélo cinco ROIs para
determinar la edad ésea. Los cinco puntos de referencia situados entre las falanges
proximal e intermedia se utilizan como una referencia geométrica para calcular el
angulo de inclinacién 6 de cada ROI con respecto a la vertical, como se muestra en
la Figura 7.

El tamaifio de cada ROI se calcula en base a la distancia entre los dos puntos
en el mismo dedo multiplicado por un factor constante. Se resume el proceso para
extraer cada ROI alineada en tamano y orientacion en el siguiente algoritmo:

1. Calcular la distancia entre los puntos de referencia de cada dedo.
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Figura 7: ROIs utilizadas. Angulo 6 es calculado usando el punto ubicado entre las
falanges proximal e intermedia en el mismo dedo. El tamatio de la ROI es calculado
usando la distancia entre ambos puntos en el mismo dedo multiplicado por un factor
constante.

2. Multiplicar la distancia por una constante D para cada dedo. Obteniendo asi
el tamanio del ROL

3. Segmentar la ROI cuadrada para cada dedo.

4. Calcular el angulo 0 entre la vertical y la linea imaginaria entre los dos puntos
de referencia para cada dedo.

5. Rotar cada ROI para que el nuevo angulo 6 sea igual a cero.
6. Re-dimensionar cada ROI para tener un nuevo tamano de 32x32.

7. Aplicar una maéscara binaria circular a cada imagen ROI (didmetro = 32)
para preservar sélo los mismos pixeles de imagen antes de la rotacion.

La Figura 8 muestra el proceso descrito. Una vez segmentadas las cinco ROIs de
una imagen, el siguiente paso es formar un vector de caracteristicas o prototipo que
se almacenara en una base de datos o se utilizard como un prototipo de evaluacién
para la estimar la edad 6sea.

6 Formado del vector de caracteristicas o prototipo

El prototipo se forma ordenando en un vector columna cada uno de las cinco ROIs
de tal manera que su nuevo tamafio sea 1 x 1024 (lineas por columnas) en lugar
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()

Figura 8: Proceso de alineaciéon y normalizacion de cada ROI. (a)ROI inicial. (b)ROI
rotada. (¢)ROI re-dimensionada. (d)ROI enmascarada.

de 32 x 32. Los cinco vectores de linea se concatenan para formar solamente un
vector de linea con un tamafo de 1 x 5120. Durante la etapa de entrenamiento, los
prototipos se almacenan, y cada uno es etiquetado con su edad 6sea correspondiente
de la base de datos. Durante la evaluacién, el prototipo formado serd analizado por
un algoritmo de regresién k-NN para estimar su edad 6sea.

7 Regresion con el clasificador k-NIN

Finalmente la edad dsea se estima por el algoritmo de regresién k-NN similar a la
clasificacion utilizada en [3]. Una vez que ya se formo el vector caracteristico de la
imagen es posible usar el algoritmo que se describe a continuacién:

1. Calcular la distancia euclidiana d entre el vector caracteristico de la muestra
v los prototipos.

2. Conservar solo los k prototipos con menor distancia d.

3. Calcular la ponderacién de cada uno de los k prototipos en funciéon de la

distancia obtenida. )
i

202

W; = exp
Con a = % y d; es la menor distancia calculada.

4. Calcular la edad 6sea sumando las etiquetas (edades) ponderadas de los k
prototipos.
K
Bdad — ==tV
Zi[il Wi

Donde A; representa la edad 6sea respectiva de cada prototipo.
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8 Conjunto de imagenes utilizado y resultados

Se utiliz6 una base de datos publica descrita en [6] la cual esta disponible en
http://ipilab.usc.edu/BAAweb/, contiene imagenes radiograficas de la mano iz
quierda de personas en un rango de edad 6sea de 0 a 18 afios. La base de datos
contiene la imagenes separadas por edad oOsea, género (femenino y masculino) y
por raza (asiatico, afroamericano, hispano y caucasico). Para probar el algoritmo se
elige separar las imagenes tinicamente por género, es decir, se tienen dos conjuntos
en dénde cada uno estd compuesto por 400 imagenes que incluyen todas las edades
6seas y todos los tipos de raza de la base de datos.

Re-dimensionado de las imagenes originales

Las imégenes originales en la base datos son de diferentes tamanos. Normalmente,
la dimension vertical (columna) es 256 y la dimension horizontal (renglén) es menor
de 256 pero no siempre la misma. Entonces, se tomé la parte central de las imagenes
(donde se encuentra la mano) y se agregaron dos bandas laterales a la cuales el color
se calcul6 a partir de los pixeles en cada borde lateral de la imagen tomada. Para
obtener una imagen final de 256 x 256.

Estimacion de la edad 6sea

El sistema fue probado para el grupo femenino y el masculino por separado usando
100 imégenes de prueba. La Figura 9 muestra los histogramas de edad 6sea co-
rrespondientes a cada grupos de pruebas (femenino y masculino), mostrando un
equilibrio de edad adecuado con el fin de demostrar la capacidad del algoritmo para
estimar la edad ésea independientemente de la edad y el origen étnico.

Se usaron 300 iméagenes de todas las razas y edades para la etapa de entrena-
miento. Cada imagen fue etiquetada manualmente con los 10 puntos de referencia,
y se formo el vector de caracteristicas para cada imagen. Se evalué el sistema cal-
culando el error medio absoluto (MAE) entre el vector formado con las 100 edades
Oseas actuales y uno formado con las 100 edades éseas estimadas por el sistema.
De forma similar, se calculé el error medio cuadratico calculado entre los vectores
anteriores.

La evaluacién se realiz6 variando k de k = 2 a k = 26, y se obtuvieron los
mejores resultados con k = 7 para las imagenes femeninas y k& = 10 para las
imégenes masculinas como se muestra en la Figura 10.

Finalmente, la Figura 11 muestra graficamente una comparaciéon entre las edades
6seas actuales y las estimadas, ordenadas de menor a mayor. Se observa en ambas
graficas una mayor separacion de los valores actuales y estimados de la edad en los
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Histograma de edades éseas actuales en ol conjunto d evaluacién (100 imagenes Mascuiinas)
Histograma de edades 6seas actuales en el conjunto de evaluacion (100 imagenes femeninas)

Frecuencla
Frecuencia

Grupo de edad csen(anos)

A I‘|||||i|I|I||I

Grupo de edad osez [anos)

(a) Histograma del grupo femenino (b) Histograma del grupo masculino

Figura 9: Histogramas de la edad 6sea actual del conjunto de imagenes usadas para
evaluacion (100 por cada grupo).

Error MAE y RMSE (calculado para un conjunto de 100 imagenes de prueba) vs Error MAE y RMSE (calculado para un conjunto de 100 imagenes de prueba) vs
K usando 300 iméagenes de prototipo (Femenino) K usando 300 iméagenes de prototipo (Masculino)
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Figura 10: Error de estimacién con 300 imAagenes de entrenamiento para cada con-
junto con 100 imégenes de evaluacién, variando el parametro k del algoritmo k-NN.
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Edad ésea Actual vs Estimada usando una regresién K-NN (K=7) Edad ésea Actual vs Estimada usando una regresién K-NN (K=10)
y 300 imagenes de prototipo (Femenino) y 300 imagenes de prototipo {Masculino)
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(a) Edad ¢sea actual vs Edad 6sea estimada  (b) Edad 6sea actual vs Edad 6sea estimada
(femenino) (masculino)

Figura 11: Edad 6sea actual vs Edad ésea estimada, usando 300 prototipos de
entrenamiento y 100 imagenes de evaluacion donde la edad 6sea actual fue ordenada
de menor a mayor. Se uso el valor de k con el menor error MAE obtenido para cada

grupo.

limites del rango de edad, 1 y 18 anos. Esto podria ser consecuencia de la naturaleza
del enfoque k-NN para la interpolacién, pero no seria asi con extrapolacion de
edades.

La Tabla 1 muestra los errores reportados para diferentes métodos encontrados
en la literatura. En el método propuesto, al promediar el MAE para el grupo feme-
nino y el MAE para el masculino, se obtiene un MAE = 0.95 afios.

9 Conclusiones y trabajo futuro

En este articulo se propone un algoritmo simple para estimar la edad dsea a partir
de cinco pequenas ROIs centradas alrededor de cinco puntos de referencia ubicados
estratégicamente sobre una imagen radiografica de una mano.

Los resultados muestran que el error entre la estimaciéon de edad ésea obtenida
por el algoritmo y la reportada en la base de datos es de MAE = 1.0 y RMSE
= 1.24 anos para el grupo femenino y MAE = 0.89 y RMSE = 1.21 anos para el
grupo masculino, el error MAE en este trabajo es similar al error MAE, reportado
en algunos trabajos revisados en la literatura Tabla 1, que es alrededor de 1 afio.

A diferencia de otros métodos de aprendizaje automatico, este método necesi-
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Tabla 1: Comparacion de algunos métodos revisados en la literatura

Método Banco de imagenes MAE(anos)

Propuesta Digital Hand Atlas Database * 0.95 anos
System [6]

Ayala-Raggi et al [3] Imagen Exakta laboratories (165 1.8 anos
imégenes)

Spampinato et al [16]  Digital Hand Atlas Database 0.8 afos
System |6]

Giordano et al [7] Conjunto de imégenes privadas 0.41 aflos

(360 imégenes)

ta relativamente pocas imégenes de entrenamiento (se usaron 300 imagenes para
entrenar cada grupo) para alcanzar practicamente el mismo error de edad que los
otros métodos reportan como en [16] en dénde se utilizan alrededor de 1400 ima-
genes para entrenamiento. Se considera que las contribuciones son las siguientes:
1. Un algoritmo original para alinear las regiones de interés de las imégenes radio-
graficas. El método calcula el tamano de las ROIs a segmentar en funciéon de las
posiciones relativas de la ubicacién de los puntos de referencia. Luego, normaliza
(en orientacion y escala) las ROIs para ser utilizados en la formacion de vectores
de caracteristicas. 2. Una forma original de formar vectores alineados de caracteris-
ticas utiles para una clasificacién exitosa. 3. Una forma de obtener caracteristicas
para clasificacién que permiten realizar una estimaciéon en imagenes desconocidas y
discriminantes basadas en la aplicacién de una correccién adecuada del contraste a
las iméagenes involucradas.

Como trabajo futuro, se esta desarrollando un algoritmo completamente auto-
matico para detectar los puntos de referencia utilizados en este trabajo.
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