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Presentacion

Las Grandes Semanas Nacionales de la Matematica son un ejercicio anual del colec-
tivo matemaético nacional que, organizado bajo la direccion de la Academia de
Matematicas de la Facultad de Ciencias Fisico Matemaéticas, presenta una gran
gama de actividades que forman parte del quehacer matematico.

Es este libro la expresion de un esfuerzo por dejar constancia de la riqueza matemati-
ca de la Sexta Gran Semana Nacional de la Mateméatica (6GSNM). Toda obra
editorial se realiz6 con la esperanza de tener numerosos lectores; si por lo menos
los asistentes se convierten en lectores y éstos propagan este volumen, estaremos
satisfechos.

En este libro se recogen algunos trabajos de la 6GSNM, agrupandolos de acuerdo a
las sesiones de la misma, los cuales fueron sometidos a arbitraje riguroso. Agrade-
cemos sinceramente a todos los arbitros su dedicacién y profesionalismo asi como a
los encargados de las mencionadas sesiones: José Enrique Ramén Arrazola Ramirez,
Lidia Aurora Hernandez Rebollar, David Herrera Carrasco, Raul Linares Gracia,
Francisco Javier Mendoza Torres, Maria Monserrat Morin Castillo y José Jacobo
Oliveros Oliveros.
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CApriTULO 1

LA m-CONVERGENCIA EN EL ESPACIO DE FUNCIONES:
INTEGRACION

JUAN ALBERTO ESCAMILLA REYNA
MARIA GUADALUPE RAGGI CARDENAS

RESUMEN. Dada una sucesién {fn} de funciones integrables en un interva-
lo cerrado y no acotado, sucesién m-convergente a f, probaremos con la m-
convergencia, un teorema que nos asegura la igualdad entre el limite de las
integrales de estas funciones y la integral del limite f.

1. Introduccién

Consideremos una sucesién de funciones {f, }nen, donde f, : [a,00) — R. Nos
preguntamos,

1.1. PREGUNTA. ;Para qué tipo de convergencia se cumple

(%) Si {f,} 2 f, entonces /aoO In— /:Of?

Para responder esto, presentaremos el concepto de m-convergencia para suce-
siones de funciones reales de variable real, su relacién con la convergencia puntual
y la uniforme. Ademads analizaremos el comportamiento de la integral de estas suce-
siones con respecto a la m-convergencia.

Consideremos una sucesién de funciones {f,}nen, donde f, : I € R — R.
Hablaremos sobre la convergencia de este tipo de sucesiones con diferentes tipos
de convergencia: cuando I es un intervalo cerrado acotado [a,b] y cuando es un
intervalo no acotado [a, c0).

Analizaremos las igualdades:

b b
(1) h'mn_mo/ fn(x)dx:/ lim,, o0 fr(x)dx.

para funciones definidas en intervalos cerrados y acotados, y

2) 1y, o / T () dx = / o fo() dx.

para funciones definidas en intervalos no acotados.

2. Convergencia de Funciones

Empezaremos recordando algunas definiciones:
3



4 ESCAMILLA REYNA, RAGGI CARDENAS

2.1. DEFINICION (Convergencia Puntual). Para cadan € Nsean f,, f: ACR — R.

Diremos que la sucesién {f,} converge puntualmente a f, (f, <5 f) si para cada
x, € Ay cada e > 0, existe N € N, N = N(z,,¢) > 0 tal que

para toda n > N, se cumple que |f,(x,) — f(2,)| < e
o de otra manera, la sucesiéon de ntimeros reales
{fn(zo)} converge a f(z,) cuando n — oco.
Una definicién similar, pero mas fuerte es la de la convergencia uniforme:

2.2. DEFINICION (Convergencia Uniforme). Para cada n € N, sea A C Ry
fa,f + A — R. Diremos que la sucesién {f,} converge uniformemente a f,

(fn ©% f) si para cada € > 0, existe N € N, N = N(¢) > 0 tal que
para toda n > N, se cumple que |f,(x) — f(z)| <€, paratodaxz € A

Es casi inmediato que

Si f, “% f, entonces f, “5 f.

Pero la implicacién reciproca, no, como lo podemos ver con el siguiente ejemplo:

2.3. EJEMPLO. Sean n € N,y f,, : [0,1] — R definidas como f,,(z) = n?z(1 — 2?)".
Es fécil de comprobar que, para cada z, € [0, 1] se tiene que

1My, o0 fr(T0) = limy, oo n?a,(1 — 22)™ = 0.

Sin embargo, es facil comprobar que esta sucesién no converge uniformemente a

0.

30 T

PR NN

S 33 3

25 b

20 q

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FIGURA 1. f,(z) = n?z(1 — 2?)"
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Ahora, considerando que la sucesién converge puntualmente a 0, analicemos el

comportamiento de ésta, con respecto a la igualdad (*).
Si integramos

1 1 1
/ lim f,(z)dx = / lim n2z(1 —2?)"dx = / 0dx = 0.
0 0 0

n—oo n—oo

pero, por otro lado, tenemos que

1 1
h’mn_,oo/ fo(z)dx = limn_)oo/ n?z(1 — )™ dx
0 0

|
é\
3
!
8

Sin embargo, si una sucesiéon de funciones integrables, definidas en un intervalo
cerrado y acotado, converge uniformemente a una funcién integrable, definida en el
mismo intervalo, si se cumple la igualdad (*), esto es:

2.4. TEOREMA (Integracién de una Sucesién Uniformemente Convergente). Para
cadan € N,sean f, : [a,b] C R — R, una sucesién de funciones Riemann integrables
en [a,b] y f una funcién definida en [a,b]. Supongamos que f, “5 f en [a,b].
Entonces f es Riemann integrable en [a, b] y

b a
(1) lim fn(x) dX:/ lim f,(x)dx.
n—oo a b n—oo
DEMOSTRACION.

La prueba consiste en demostrar primero que f es Riemann integrable utilizando
sumas inferiores y superiores y, después con las propiedades de las integrales, se
demuestra la igualdad:

Sea € > 0, entonces

(a): existe N = N(e) € N, tal que para todan > N

[fn(2) = f(2)] <

€
m para toda x € [(Z,b].

(b): Para esta N, como fn es Riemann integrable, existe una particién P =
{a =y, 21,...,2, = b} de [a,b] tal que

1S(fn, P) — s(fn, P)| < %

De (a) se sigue que

€
|SUD (4, w) [ (@) —SUD(y, 4y F(2)] < 30b—a)
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¥y que

m

Z(Sup(a:i,l,wi) fN(‘r) - Sup(wi,l,mi) f(.l?))(l’z - xifl)

i=1

< Z ‘ Sup(xi_l,xi) fN(x) - Sup(xi_l,zi) f($)| (xl - xifl)
=1

Sii[a?i@]““‘“‘”:[abi@}“‘“)

=1

[S(fn, P) = S(f, P)| =

Por lo tanto

(@)}

S(fu P) = S(£.P) < 5.

Andlogamente se obtiene que

€
(s P) = 5(1,P)| < 5.
De esto y de (b), concluimos que
IS(f, P)=s(f, P)| < [S(f, P)=S(fn, P)|H|S(fn. P)=5(fn, P)|+|5(fn, P)=s(f, P)|
€ € €
< g + g + g =€
Luego, f es Riemann integrable en [a, b].
Veamos ahora que

b a
h’mn_,oo/ fn(x) dx:/ lim,, oo fr(x)dx

b
Sea € > 0, entonces existe N = N(€) € N, tal que, para toda n > N

€

(b—a)

para toda z € [a,b].

[fn(2) = f(2)] <

De aqui que

L?nm> )) d

Luego entonces,

</ | fo( |dx</ab (bia)dx:(bfa)(b—a):e.

b a
lim fn( )dXZ/ lim f,(z)dx
b

n—oo n—oo

O

Pero, si cambiamos el intervalo [a,b] por un intervalo de la forma [a,0), el
teorema 2.4, ya no se cumple. Veamos el siguiente ejemplo.

2.5. EJEMPLO. Para cada n € N, n > 2 sean las funciones f, : [1,00) — R,

definidas como
1/x, si1<z<n
n\T) = .
fn(2) {n/mz, si x> n.
Se demuestra que:
o fu(z) % 1/x en [1,00).
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= Para cada n € N, la integral impropia floo fn(z)dx =1+ log(n).
= Pero, sabemos que la funcién limite f(z) = 1/z no es Riemann integrable
en el intervalo (1, 00).

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

FIGURA 2. f,(z) =n/2% z>n

Pero ain cuando se tenga una sucesién de funciones cuyos elementos sean Rie-
mann integrables en un intervalo no acotado, que converja uniformemente sobre
ese intervalo y que la funcién limite también sea Riemann integrable en ese inter-
valo, tampoco se cumple necesariamente la igualdad (2) como lo mostramos en el
siguiente ejemplo.

2.6. EJEMPLO. Para cada n € N, n > 2 sean las funciones f, : [1,00) — R,
definidas como
/22, si 1<x<n

f’ﬂ(‘r) = 2

n/x®, st x> n.

Se demuestra que:
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s f, Y 1/2% en [1,00).
» Para cada n € N, la integral impropia [, f,(z)dx =2 —1/n.
Ademis

e 1
lim fo(z)dx = lim (2 - ) =2.

n—00 1 n— o0 n

Pero, por otro lado,

/Ooh'm fn(z)d /Oo 1d lim /bld lim 1 ! 1
n—oo Jn X = — UX = — 00 — UX = —00 -7 ) =1
1 1 .r2 b 1 .732 b b

0.9r

= 0 O N

N

= Jies e I §

N

=

x
N

0.6

0.5

0.4r

0.1F

FIGURA 3. f.(z) =n/2% 2 >n

Podemos agregarle condiciones a la sucesién de funciones para que con la conver-
gencia uniforme se cumpla la igualdad (2), ver [1], o. .., desearfamos tener otro tipo
de convergencia donde la igualdad (2) sea verdadera, es decir, si la sucesién {f,}
“converge” a la funcién f en el intervalo [a,00) y cada f, tiene integral impropia
entonces f tiene integral impropia y

(o) (o)
lfim Jn(2)dx = / lim f,(z) dx.
a a n—oo

n—oo

y que, por supuesto, coincida con la convergencia uniforme en intervalos cerrados
y acotados.

3. m~Convergencia

Eliakim Hastings Moore, matemdtico americano, (1862-1932), definié otro tipo
de convergencia, ver [5], en la cual, la igualdad (2) es vélida.

Veamos un concepto necesario para la definicién de la convergencia propuesta:
Ct(A)={e: A—R|e(x) >0Vz € A, € continua}.
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3.1. DEFINICION (m-convergencia). Sean f y {f,} una sucesién de funciones, con
fifn: ACR — R, entonces {f,} es m—convergente a f (f, =5 f) si, para toda
e € CT(A), existe N = N(e) tal que, para toda n > N,

|fn(z) — f(z)] < €(x), para toda x € A.

El primer resultado que tenemos sobre la relacién entre la m-convergencia y la
convergencia uniforme es un teorema muy sencillo de demostrar:

3.2. TEOREMA. Sean [y {f,} una sucesién de funciones tales que f,,f: ACR —
R. Si f, ™ f en A entonces f, “% f en A.

Si el dominio de las funciones es un intervalo cerrado y acotado entonces las dos
convergencias son equivalentes, esto es:

3.3. TEOREMA. Sean f y {f,} una sucesién de funciones tales que f,, f : [a,b] = R
son continuas y f, =% f en [a,b]. Entonces f, =5 f en [a, b].

DEMOSTRACION.

La demostracién se basa en el hecho de que € es una funcién continua positiva
definida en un intervalo cerrado [a,b] y que, por lo tanto, en ese intervalo alcanza
su minimo.

Sea €* € CT(A). Por ser €* continua en A y A cerrado y acotado, existe a € A
tal que 0 < M = €*(a) < €*(x) para toda z € A.

Como f, “% f en A, existe N € N tal que para toda n > N

|fn(z) — f(z)] < M, para toda x € A.

Por lo tanto, f, =" f en A.
O

Pero si el dominio no es acotado, la convergencia uniforme de una sucesién de
funciones no garantiza la m-convergencia.

El ejemplo 2.5 nos muestra una sucesiéon de funciones continuas cuya convergen-
cia es uniforme, sin embargo, la sucesiéon no es m-convergente. La demostracion de
esto, es por contradicciéon: suponemos que es m-convergente y tomamos
e(z) =1/2% > 0.

Sin embargo, existe una relacion entre la convergencia uniforme y la m-convergen-
cia en intervalos no acotados, como lo veremos en el siguiente teorema. Ademads este
teorema es fundamental para la demostracién de la igualdad (2).

3.4. TEOREMA. 0 Sean f,, f : [a,00) — R. Entonces f, ™% f en [a,o0), si y s6lo
si, existe M > a, tal que f, “% f en [a,M]y fn — f = 0 en [M, 00) excepto para
un numero finito de subindices n.

DEMOSTRACION.
[=](Contradiccidn)
m.c. .’ .
Supongamos que f, — f en [a,00) y que la conclusién no se cumple, es decir,
CcC.U.

para toda M > a, f, - fen [a,M] 6 f, — f # 0 en [M,00) para un ndmero
infinito de subindices n.

Por el teorema 3.2, se tiene que para toda M > a, f, > f en [a, M], luego
fn— f #Z0en [M,00) para un nimero infinito de subindices n.
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Sea M = |a|+1, existe n; € N tal que f,,, — f Z 0 en [|a| + 1, 00), es decir, existe
x1 > lal + 1 tal que fp,(x1) — f(x1) #0.

Sea M = x1 + 1, existe ng € N, ny > ny tal que f,,, — f Z 0 en [z + |a|, 0), es
decir, existe xo > 1 tal que f,,(z2) — f(z2) # 0.

Podemos encontrar dos subsucesiénes {f,, } v {xx} con z5r1 > zk, {zr} con-
vergente a oo y tal que (fn, — f)(zx) # 0. Llamemos ¢, = | fn, () — f(ak)]/2

Consideremos la funcién € : [a,00) — R con:

o si x € [a,x1],
@) = d ex, siz=uwx, k€N,
Skl (g gp) 4 cp, st € [Tp, 2pyq], kK €N

Tk+1—Tk

Claramente € es continua, luego, existe N € N tal que para toda n > N,
|fr(x) — f(z)] < €(x), para toda x € [a, ).
Sea ng > N, entonces
| fr (k) = f(@r)| < €(zk), para toda k € N,
lo cual es una contradiccién.
[«<]
Sean {nj};?:l tal que fn, — f # 0y e(x) > 0, por el teorema ?? existe N € N,
tal que, si n > N, entonces
|fr(x) — f(z)| < e(x), para cada z € [a, M].
Sean > N’ = max{N,ny,na,...,ni}, y & € [a,0), entonces
[fu(2) = f(2)] < e(x).
Luego, fn =5 f en [a, 00).

(]

Finalmente, con el teorema anterior, podemos asegurar la validez de la igualdad
(2):
3.5. TEOREMA. Sean fy, [ : [a,00) = R, n € N. Si f, ™% f en [a,00) y [° fy,
existe, entonces faoo f existe y

(2) lim,, /aoo folz)dx = /:O f(z)dx.

DEMOSTRACION.
Por el teorema 3.4, existe M > a tal que f, % fen [a,M]y f, —f =0 en
[M, 00) excepto para un nimero finito de subindices n.

Como . " .
/a f:/a f+/M /,

entonces, faoo f existe, pues cada integral del segundo miembro de la igualdad an-
terior existe.
Demostremos ahora que [~ fn — [ f.
n
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[ o A= [ [ [
- /aMf"‘/aMf +(/M°Ofn—/;f) .

Como cada integral [y} fn, [y fexistey [y fo—[or f = [a (fa—f) =0, entonces

& =

=

=

[ o=\ e )

De esta igualdad y por el teorema 2.4, podemos concluir el resultado, esto es

o0 o0
limy, 00 / Jn = / limy, o fr-
a a
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CAPITULO 2

UN TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA LA DERIVADA
SIMETRICA

JUAN ALBERTO ESCAMILLA REYNA
VICTOR HUGO RODRIGUEZ AVILA
ANEL VAZQUEZ MARTINEZ
FCFM - BUAP

RESUMEN. Presentaremos, para la derivada simétrica, un resultado analogo al
Teorema del Valor Medio clasico. Usaremos este resultado para probar una
equivalencia entre la derivada simétrica y la derivada clasica.

1. INTRODUCCION

Como ya hemos visto en nuestros cursos de célculo, una funcion diferenciable,
cumple ciertos teoremas y propiedades, en esta memoria veremos una generalizacion
de la derivada clasica, la cual llamaremos derivada simétrica.

Graficamente podemos observar que la interpretacion de la derivada clasica y la
interpretacion de la derivada simétrica parecen ser la misma, pero mostraremos que
desde el punto de vista analitico ambos conceptos no son equivalentes.

2. DERIVADA CLASICA Y DERIVADA SIMETRICA

2.1. DEFINICION. Sean I un intervalo abierto, z € I y f : I — R una funcion, se
dice que:
a) f tiene derivada clasica (DC) en x, si

L ft k)~ f(@)
h—0 h
existe. A este limite lo denotaremos como f'(x).
En este caso, diremos también que la derivada de f existe en x. Si este limite no
existe, diremos que f no tiene derivada en x o que la derivada de f no existe en x.
b) f tiene derivada simétrica (DS) en z, si

r+h)—fx—h
S h) — fa =)
h—0 2h
existe. A este limite lo denotaremos como fs(x). Tenemos las mismas observa-
ciones que en a) para la derivada simétrica.
13
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>
»

(x-h,f(x-h))

(x+h,f(x+h))

7 ‘ » X i T i » X
x x+h x-h X x+h

F1GURA 1. Representacion grafica de la derivada clasica y derivada
simétrica, respectivamente.

2.2. OBSERVACION. Si una funciéon es simétricamente diferenciable en todo punto
del intervalo, entonces diremos que la funcién tiene DS en ese intervalo.

2.3. TEOREMA. Si una funcién f es diferenciable en = € I, entonces f es simétri-
camente diferenciable en z. Mas atn, f/(z) = fs(x).

DEMOSTRACION. Mostraremos que f,(x) existe.

flx+h) = flz—h)

folz) = Jim, 2h
i JE AN @) @)~ fa—h)
h—0 2h h—0 2h
1, 1.,
= /@) + 5l @)
= f'(z),

O

El Teorema 2.3 afirma que DC implica DS, pero es importante notar que el
reciproco de este teorema no siempre se cumple, es decir, que si f tiene derivada
simétrica en un punto no necesariamente tiene derivada clasica.

2.4. EJEMPLO. Consideremos la funciéon f : R — R definida por f(x)=|z|, esta
funcion es simétricamente diferenciable en cero, pero no es diferenciable en cero.

DEMOSTRACION. Si tomamos los limites laterales de f en cero, el limite lateral
izquierdo es -1 y el limite lateral derecho es 1, observemos que como estos limites
laterales son distintos, entonces el limite de f en cero no existe, por lo tanto, la
funcién no tiene derivada clasica en cero.

Ahora veamos que f tiene derivada simétrica en cero.
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_ o J(O+h)—f0O—h)
R =] =h]

= 1 _—_—
hli% 2h

= limO
h—0

= O)

por lo tanto f5(0)= 0. O

FIGURA 2. Grafica de la funcion f(z) = |z| y grafica de la recta
tangente a esta funcion en el punto (0,0). (en el sentido de la
derivada simétrica)

2.5. OBSERVACION. Al generalizar la definiciéon de DC a DS se pierden algunas
propiedades de DC como son: la continuidad y el Teorema del Valor Medio, entre
otras.

2.6. EJEMPLO. Veamos una funcién con derivada simétrica en un punto z, que no
es continua en x,, consideremos la funcién f : R — R definida como

f(x)z{ 2, S? x #0,

5, si x=0.

La funcion f tiene DS en cero, ;Sera f continua en cero?

DEMOSTRACION. Veamos que f es simétricamente diferenciable en cero.

_ o f(O+h)—f0O—h)
L0 = Jim 2h

por lo tanto fs(0) = 0.

Para responder la pregunta anterior, notemos que el limite lateral izquierdo de f
en 0 es igual a 2 y el limite lateral derecho de f en 0 es igual a 2, por lo tanto el
limite de f en 0 existe y es igual a 2, como f(0) = 5, entonces f no es continua en
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cero. |

<

Ficura 3. Grafica de la funcion f

2.7. EJEMPLO. Veamos una funcién que no tiene derivada simétrica en un punto.
Consideremos la funcién f : R — R definida como

m, si x#0,
ﬂ@—{ 0, si x=0.

La funcion f no es simétricamente diferenciable en cero.

DEMOSTRACION. Esto lo podemos demostrar calculando el siguiente limite

f(O+h) = f(O-h)

1+(0) P 2h
[l |=h]
— lim =M
h—0 2h
. |h|
= m e

este ultimo limite no existe, por lo tanto f no es simétricamente diferenciable en
cero.

O

(h,1)

(-h,-1)

FIGuraA 4. Grafica de la funcion f(z) = %
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Ahora recordemos lo que dice el Teorema del Valor Medio para la derivada clésica
y veamos si se tiene un teorema del valor medio para la derivada simétrica.

2.8. TEOREMA. Sea f una funcién continua en [a,b] y derivable en (a,b), entonces
existe k € (a,b) tal que:
f() = f(a)

7w = 2

2.9. EJEMPLO. Consideremos la funcion f : R — R definida como f(z)=|z|. Esta

funcion no satisface el Teorema del Valor Medio en el intervalo [-1,2], si se considera
la derivada simétrica en lugar de la derivada clésica.

el g x#0
fs(:”)_{ 0, si x=0.

DEMOSTRACION. Fijémonos en la imagen de fs que es el conjunto {0, —1,1}, y en
la pendiente de la recta secante que une los puntos (—1,1) y (2,2) de la grafica de
f que esta dada por:

FR) - 4= 1
3 3
Notemos que 3 ¢ {0, 1,1}, es decir, no existe z € [-1,2] tal que fy(z) = 5. O
y
=1 f{(x)=L
/22

('1v2)j

fs XFO > X

-~

FIGURA 5. Grafica de una funcién que no cumple con el Teorema
del Valor Medio para DS.

3. UN TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA LA DERIVADA SIMETRICA

Esta secciéon es la parte central de esta memoria, ya que estableceremos un
Casi Teorema del Valor Medio para funciones con derivada simétrica. Ademas
mostraremos que toda funcién continua en un intervalo cerrado, cuya derivada
simétrica tiene la propiedad de Darboux cumple con la conclusién del Teorema del
Valor Medio.
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3.1. LEMA. Sea f una funcién continua en el intervalo [a, b] y simétricamente dife-
renciable en (a, b).

a) Si f(b) > f(a), entonces existe « € (a,b) tal que
fs(a) = 0.

b) Si f(b) < f(a), entonces existe 3 € (a,b) tal que
fs(B) <.

DEMOSTRACION. Suponemos que f(b) > f(a), sea k un nimero real tal que f(a) <
k < f(b). Consideremos el conjunto A = {z € [a,b] | f(z) > k}. A esta acotado
inferiormente por a, ademés como es un subconjunto de R distinto del vacio, ya
que b € A, entonces tiene infimo, digamos 1. Primero probaremos que 7 es distinto
de a y b, como 7 es el infimo de A, existe una sucesion {z,} de elementos de A que
converge a 1), luego como f es continua en ny z, € A, (n € N), entonces f(n) > k,
por lo tanto n > a. Como f es continua en by f(b) > k, existe § > 0 que cumple

size (b—0,byx € [a,b], entonces f(z) > k.

Sea x € (b—6,b] y = € [a,b), entonces x € A y por lo tanto n < z < b. Sea
(n—r,n-+r) una vecindad de 7 contenida en [a, b], Ahora probaremos que f,(n) > 0.
Lo haremos por contradiccion. Como fs(n) < 0, existe r > r; > 0 tal que

fn+h)—f(n—h)

(1) si 0 < h < ry, entonces o < 0.
(2) Para cada 0 < h < ry1, se tiene que f(n—h) < k.
Para cada 0 < h < rq, existe 0 < hy < 71, tal que
(3) n+hy € A, es decir, f(n+ hy) > k.
De (2) v (3)

font+h) = fln—h) _
2h -
Lo cual es una contradiccion con (1).

Analogamente se demuestra que si f(a) > f(b), entonces existe £ € (a, b) tal que
fs(n) > 0. ([

El siguiente teorema es considerado como una version del Teorema de Rolle para
funciones simétricamente diferenciables.

3.2. TEOREMA. Sea f una funcion continua en [a,b] y simétricamente diferenciable
en (a,b). Supongamos que f(a) = f(b) =0, entonces existen a y 3 € (a,b) tal que

fs(a) >0y f@(ﬂ) <0.

Ahora, una vez mencionadas las dos herramientas anteriores, probaremos el Casi
Teorema del Valor Medio para funciones simétricamente diferenciables.
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3.3. TEOREMA. Sea f una funcioén continua en [a,b] y simétricamente diferenciable
en (a,b), entonces existen o y 3 € (a,b) tales que

fulo) < OO )

DEMOSTRACION. Consideremos la funcién g : R — R definida como

o@) = £ s - 1O g

La derivada simétrica de g(x) esta dada por:

wiw) = o) - HO-I
Veamos que se cumplen las condiciones del teorema 3.2
b) —
o) = S~ so) - LT g,

gla) = 0,
y analogamente pasa con b, es decir g(a) = 0 = g(b). Aplicando el teorema 3.2 a g
en el intervalo [a, b] obtenemos:

1) = f(a) -

gS(a):fs(a)_ b—a >0,
0:(9) = o) - 1O =T o
es decir
fula) > OO,
f(b) — f(a)
18 < F—2,
entonces b) B f(a)
ru < 1O < )
O
y
(b.f(b))
(a.f(@)
» . p— > X

FI1GURA 6. Ilustracion del Teorema 3.3
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Observemos que el Teorema 3.3 es un teorema anélogo al Teorema del Valor
Medio para funciones simétricamente diferenciables. Una pregunta "natural" que
surge es, ;Qué condicion o qué condiciones deben ser impuestas a la derivada
simétrica de f para que la conclusién del Teorema del Valor Medio se cumpla?,
la respuesta a esta pregunta es, si la derivada simétrica de f tiene la Propiedad de
Darboux, entonces se cumple dicha conclusion.

3.4. DEFINICION. Sea una funcion f : [a,b] — R, decimos que f tiene la propiedad
de Darboux si para cualesquiera a y € [a,b] y un nimero k entre f(a) y f(3), se
tiene que existe un ntmero 7y entre o y 3 tal que

k= f(7).

3.5. OBSERVACION. Si una funcién f es continua, entonces tiene la Propiedad de
Darboux. Si f tiene la propiedad de Darboux puede ser discontinua, ver [1].

A continuacion, enunciaremos y demostraremos el Teorema del Valor Medio para
funciones simétricamente diferenciables.

3.6. TEOREMA. Sea f una funcion continua en [a,b] y simétricamente diferenciable
en (a,b). Si fs tiene la Propiedad de Darboux, entonces existe v € (a,b) tal que:

f() — f(a)
b—a
DEMOSTRACION. Por hipdtesis, sabemos que f es continua en [a,b] y simétrica-

mente diferenciable en (a, b), entonces por el Casi Teorema del Valor Medio, existen
ay B € (a,b) tal que:

fs(v) =

f(b) — f(a)
b—a

y como f, tiene la Propiedad de Darboux, para k =

entre o y [ tal que k = f5(v), por lo tanto

f(b) — f(a)
b—a

fs(a) < < fs(B),

W existe un numero y

fs(rY) =

4. UNA APLICACION

Como las funciones simétricamente diferenciables no son necesariamente diferen-
ciables, la pregunta a seguir seria, ; Qué condiciones adicionales deben ser impuestas
en la derivada simétrica para que sea igual a la derivada clasica? En esta secciéon
mostraremos, por medio del Teorema del Valor Medio, que si f(z) y fs ambas son
continuas en el mismo intervalo, entonces f es diferenciable.

4.1. TEOREMA. Sea f una funcion continua y simétricamente diferenciable en (a, b).
Si fs es continua en (a,b), entonces f’ existe y

f'(@) = fs(@).



UN TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA LA DERIVADA SIMETRICA 21

DEMOSTRACION. Elegimos h lo suficientemente pequena para a < x + h < b.
Ademaés, sabemos que f es continua y simétricamente diferenciable en (a,bd), y fs
es continua, entonces tiene la propiedad de Darboux, es decir, existe v € (a,b) tal

que: ,
fs(rY) = Wa

a
Luego, sea a =z +h y b=z, tenemos que:

flx+h)— f(x
i) = LI,
para alguna v € (z,z + h). Ahora aplicando el limite a ambos lados de la igualdad
cuando h —0, y sabiendo que el limite del lado izquierdo de la igualdad existe,
obtenemos:
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CAPITULO 3

EL LEMA DE COUSIN
APLICACIONES AL ANALISIS REAL

MARIA GUADALUPE RAGGI CARDENAS
ERICKA TLATILPA GUARNEROS
TERESA TORRES CALZADA

RESUMEN. Nuestro propésito es usar el Lema de Cousin para dar demostra-
ciones alternativas a los Teoremas siguientes: el Teorema del Valor Intermedio,
el Teorema de Continuidad Uniforme, un Teorema de Weierstrass para fun-
ciones reales definidas en un intervalo cerrado finito.

1. INTRODUCCION

Alrededor de los afios 60’s del siglo pasado, el matemético checo J. Kurzweil y
el matematico inglés R. Henstock construyeron una integral que generaliza a la in-
tegral de Riemann, la de Lebesgue, la de Newton, las integrales impropias, permite
integrar todas las derivadas y tiene buenos teoremas de convergencia, ver [1, 3, 5].

Para demostrar la unicidad de la integral de Henstock-Kurzweil de una funcién
se usa un lema conocido como Lema de Cousin. La demostracién de este lema se le
atribuye al matemédtico belga P. Cousin, ver [5]. Este lema permite dar demostra-
ciones alternativas, entre otros, a varios resultados del analisis real como el Teorema
del Valor Intermedio, el Teorema de Weierstrass, el Teorema de Continuidad Uni-
forme, etc. Nuestro propdsito es presentar estas demostraciones, ya que son poco
conocidas.

Iniciaremos la siguiente seccién, introduciendo algunos conceptos béasicos nece-
sarios para la demostrar estos resultados.

2. PRELIMINARES

2.1. DEFINICION . Sea I = [a,b]. Una particién es una coleccién finita de subinter-
valos de I (denotada {I;}?* ;) con cada I; = [z;_1, ;] para i = 1,...,n, donde

a=z9g<x1 <T9<..<xH="0

2.2. DEFINICION . Una particién etiquetada de I es una particién a la cual, para
cada subintervalo I; se le asigna un punto t; € I; que se llama etiqueta. Asi, decimos
que la particién estd etiquetada y se denota por:

23
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2.3. DEFINICION . Sean I = [a,b] y 6 : I — R es una funcién medidora, si §(¢) > 0
para todo t € I.

2.4. DEFINICION . Sean P = {(I;,t;)}! ; una particién etiquetada y ¢ una funcién
medidora de I, se dice que P es d-fina si:

Notacion: Si la particién P es é-fina, se denotard como P < 4.

2.5. DEFINICION . Sea f : [a,b] — R. [ es uniformemente continua en [a,b], si
para todo € > 0 existe 6 = . > 0 tal que

si | — y| < 4§, entonces |f(x) — f(y)| < e.

2.6. OBSERVACION. Si f es uniformemente continua en [a, b, entonces f es continua
en [a,b]. Pero el reciproco no siempre se cumple.

2.7. EJEMPLO. Sea f:(0,1) — R, f(z) =1

I fix) =+ = €(0,1]

FIGURE 1. Gréfica de f(x) =1/z

f es continua, pero no es uniformemente continua en (0,1) como lo demostraremos
a continuacion.
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Sea ¢y = % y sea § > 0, por la propiedad arquimediana, existe n € N, tal que
1 1
2

1 1 1 1

Por lo tanto f no es uniformemente continua.

< 4, entonces

% < 0/2, de donde, existen ny,no € N, tal que

1
:|n17n2\21>§.

2.8. PROPOSICION. Sea f : [a,b] — R, ¢ € [a,b], L € R. Si f continua en t y
f(t) < L, entonces existe d; > 0 tal que

six €la,bly |z —1t]|<d, entonces f(x) < L.

DEMOSTRACION. Sea € = L — f(t) > 0, como f es continua en ¢, entonces existe
d; > 0 que cumple

stz € [a,b] y |x —t| < &, entonces |f(z) — f(t)] <e.

Es decir, tenemos que

[f(x) = fO)] < L= f(2)

por lo tanto f(z) < L.

(BBl

FIGURE 2. Interpretaciéon Geométrica de la Prop. 2.8
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2.9. PROPOSICION. Sea f : [a,b] — R, t € [a,b], L € R. Si f continua en ¢ y
f(t) > L, entonces existe §; > 0 tal que

siz € [a,b] y |z —t| <, entonces f(z) > L.

DEMOSTRACION. La demostracién es ansloga a la de la Propdsicién 2.8.

2.10. PROPOSICION. Sea f : [a,b] — R. Si f es continua en ¢, entonces existen
d0¢ >0y M; > 0 tales que

siz € la,b] y |x —t| < 0, entonces |f(z)] < M.

DEMOSTRACION. Sea ¢ = 1, como f es continua en ¢, entonces existe d; > 0 tal que
si|x—t|<dtyx€la,b], entonces | f(z) — f(t) |< 1.

Pero ademads, sabemos que
@) [ =1f@O < [f@)=f@O) |y [flx)-f0) <1,
entonces

[f (@) = [f(B)] < 1.

Por lo tanto
| f(@) [< 1+ | f(t) |= M.
O

Sea una funcién f : [a,b] — R y una particién etiquetada P = {([z;-1, i), ;) |
i=1,...,n} A

S(f,P)= Zf(ti)(mi —zi_q).

le lamamos la suma de Riemann para la funcién f con respecto a la particién
etiquetada P.

2.11. DEFINICION . Sea f : [a,b] — R una funcién. Decimos que f es una funcién
Henstock-Kurzweil integrable sobre [a, b], si existe A € R, tal que para todo
€ > 0, existe § una funcién medidora en [a,b], tal que

si (P < 6), entonces |S(f, P) — A| <e.
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3. LEMA DE COUSIN

Puede parecer un poco sorprendente que una particién é-fina siempre exista. Sin
importar “lo mal” que la funcién ¢ se comporte. Sin embargo, es importante que
é sea mayor que cero y que el intervalo sea compacto. El descubrimiento de la
existencia de una particién J-fina para cualquier ¢ positiva se remonta al siglo XIX
por el matemaético belga Cousin.

3.1. LEMA (Cousin). Si I = [a,b] y 6 : I — (0.00), entonces existe una particién
etiquetada d-fina del intervalo [a, b].
DEMOSTRACION. Consideremos el conjunto

S ={x €[a,b] | existe una particién J-fina en [a, z|}.

Es claro que S # () pues a € S y ademds esté acotado superiormente por b. Asf
que por el Axioma del Supremo existe & = sup S, ademds « € [a, b].

Vamos a demostrar que o € S, es decir que el intervalo [a, o tiene una particién
etiquetada J-fina.

Como §(a) >0, o — @ no es cota superior de S, entonces existe g € S tal que
0
o — % < Zop.

El intervalo [a, z¢)] tiene una particiéon P < 0 y
P = PU([xo,0q],a)

es d-fina en [a, a]. Por lo tanto a € S.

Para terminar la demostracién, probaremos que a = b. Por contradiccién,
supongamos que « < b, sea z € [a, b] tal que

a < z < min{a + §(a), b}.

Entonces P U {([a, 2], @)} es una particién etiquetada é-fina del intervalo [a, 2],
es decir z € S, lo cual contradice que « es el supremo de S.
g

4. APLICACIONES DEL LEMA DE COUSIN

4.1. TEOREMA. Sea f : [a,b] — R. Si f es Henstock-Kurzweil integrable sobre
[a, b], entonces existe un tnico A que cumple con:

si (P < §), entonces |S(f, P) — Al <e.
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DEMOSTRACION. Supongamos que existen A; y Ay con A; # Ay que cumplen la

Azl

./ Aq— . . .
conclusion del teorema. Sea e = %, existen d; y do funciones medidoras, tales

que
(1) [S(f, P) — Ar| <€
(2) [S(f, P) — As| <€

cada vez que P < 61 y P < ds.

Sea 0 = min{d;,d2} y sea P una particién etiquetada J-fina (el Lema de Cousin
nos garantiza la existencia de al menos una). Entonces

|A1 7_/42‘ < ‘Al *S(f,P)| -+ |S(f,P) 7A2‘ < 2= |A1 7A2|.

Esto es una contradicién. Por lo tanto A; = As.

Las pruebas de los siguientes teoremas fueron obtenidas de [2, 4].

4.2. TEOREMA (Teorema del Valor Intermedio (TVM)). Sea f : [a,b] — R una
funcién continua y L un ntimero entre f(a) y f(b), entonces existe ¢ € [a, b] tal que

fle)=L.
DEMOSTRACION. Supongamos que f(a) < f(b) y que f(x) # L para toda z € [a, b].

Six € [a,b],sea = € [a,b] se tiene f(z) > L o bien f(x) < L,

(1) si f(z) > L, por la Proposicién 2.9, existe d, > 0 tal que f(t) > L para
t € [a,b] que cumpla |t — x| < 0.

(2) si f(x) < L, por la Proposicién 2.8, existe d, > 0 tal que f(t) < L para
t € [a,b] que cumpla [t — z| < §,.

Sea la funcién ¢ : [a,b] — (0,00) definida como 6(z) = d,. Por el Lema de
Cousin existe una particién J-fina

P = {([mi_l,xi],ci) | i = 1, e ,7’1},

donde, para cada 4, f(t) > L para cada t € [x;_1,2;], o bien, f(t) < L para cada
te [Iifl,Ii].

Como f(a) < L, entonces f(t) < L para cada t € [xg, 1], f es menor que L, en
particular en x1, esto es f(x1) < L.

Como f(z1) < L, entonces f(x) < L para cada t € [r1,z2], en particular
f(z2) < L y de manera andloga continuamos con el proceso hasta llegar al in-
tervalo [Z5,—1, %], donde f(z,—1) < L, entonces f(t) < L para cada t € [zp—_1, Zn],
en particular f(z,) < L, pero z, = b de modo que f(b) < L lo cual contradice la
hipétesis. Podemos concluir que existe ¢ € [a, b] tal que f(c) = L.

De manera anslaloga se puede ver en el caso de que f(x) > L. O
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FIGURE 3. Interpretacién Geométrica del TVM

4.3. OBSERVACION. Una consecuencia del Teorema del Valor Intermedio es que si
f(a) vy f(b) tienen signos opuestos, hay cuando menos un nimero c entre a y b, tal
que f(c) =0. Asi, si el punto (a, f(a)) estd abajo del eje x y el punto (b, f(D)) esta
arriba del eje x, o viceversa, la grafica cruza el eje x cuando menos una vez entre
r=ayx=0>b, como se ve en la siguientes figuras.
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FIGURE 4. Interpretacion Geométrica de la Observacion

4.4. TEOREMA (Teorema de Weierstrass). Sea f : [a,b] — R continua en [a,b],
entonces existe M > 0 tal que | f(z) |< M para cada = € [a, ]

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 2.10 tenemos que para cada t € [a,b] existe
0 >0y M; >0 tal que

si x €a,b]y |x—t| <&, entonces |f(x)| < M.

3)
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Definamos 9 : [a,b] — (0,00) como §(t) = &, entonces por el Lema de Cousin
existe
P= {([mi—l,xi],ti) ‘ 1=1,2,... ,n} < 5)

Sea M = max{M, |i=1,2,...,n}. Sea x € [a,b], existe i, € {1,...,n} tal que
x € [Tiy—1,®,], entonces |z — t; | < §(t;,) entonces, por (3),
[f(@)] < My, < M.
O

4.5. TEOREMA (Continuidad Uniforme). Si f : [a,b] — R es continua en [a, b],
entonces f es uniformemente continua en [a, b].

DEMOSTRACION. Sea € > 0, como f es continua en ¢ € [a,b], existe d; > 0 tal que
siz € [a,b]y |z —t| < d, entonces |f(x) — f(1)] < §.

Definimos 0 : [a,b] — R como 6(¢) = % . Por el Lema de Cousin existe

P = {([xi_l,:z:i],ti) | 1= ].,. .. ,TL} ) (P < 5)
Sea 6 = min{d(t;) |i=1,...,n}.
Sean z,y € [a,b] tal que |z —y| < d,por demostrar que |f(z) — f(y)| < e.

Existe 1 < i < n,tal que x € [x;—1, ;] ,entonces

St
|I — ti| < 5(t1) = %
Probaremos que

|y - ti| < 5tri,

Sabemos que |z — y| < 4, en particular se tiene que:

i
lv—yl < o) =
Luego
S.. . 6
ly—ti| = ly—z+z—t;] < ly—zl+lz—t] < F+5 = b
Entonces

[f@) = fWl < [fl@) = FfE)l+1ft) - fly)l < 5+5 = «

Por lo tanto f es uniformemente continua en [a, b].
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4.6. OBSERVACION. Existen otros resultados del andlisis real, que se pueden de-
mostrar usando el Lema de Cousin. El contenido de esta memoria serd parte de
un estudio mas extenso sobre este tema que sera la base del trabajo de tesis de la
licenciatura en matematicas de la estudiante Ericka Tlatilpa Guarneros.
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CAPITULO 4

ESTIMACION DE PARAMETROS DE UN MOTOR DC CON
INTERFAZ PARA LA CONSTRUCCION DEL MODELO DE
REFERENCIA DE UN CONTROL ADAPTATIVO
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RIGOBERTO JUAREZ SALAZAR
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RESUMEN. En este trabajo se presenta la descripcién de un motor de corriente
directa (DC) al cual se tiene acceso via una interfaz electrénica, se presenta
un modelo que describe tanto al motor DC como la interfaz con la finalidad de
estimar solo un conjunto de pardmetros suficientes para fines de control y que
incluyen tanto los pardmetros del motor DC como los de la interfaz; posteri-
ormente se estiman los pardmetros aplicando el método recursivo de minimos
cuadrados con factor de olvido. La estimacién de los pardmetros se realiza en
el tiempo que se obtienen los datos (en linea) considerando el problema del
desfase en tiempo de las senales involucradas y los problemas de derivacién
provocados por ruido en las senales. Finalmente con los pardmetros estimados
se construye un modelo de referencia para la implementacién de un control
adaptativo.

1. INTRODUCCION

Las configuraciones tipicas de sistemas de control pueden dividirse principal-
mente en tres partes: la planta, el controlador y la interfaz entre los dos tltimos
[1]. En la figura 1 se ilustra una configuracién tipica de sistemas dindmicos y los
sistemas de control con interfaz entre estos; debido a esta configuracion, no se puede
operar directamente sobre la entrada del sistema, al igual que no se pueden realizar
mediciones directamente.

F1curA 1. Configuracion tipica de los sistemas de control.
35
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Las interfaces juegan el papel de acoplamiento entre las senales del controlador
(digitales y de baja magnitud®) y las del sistema (continuas y de alta magnitud?)
para ser lo suficientemente potentes para la planta y lo suficientemente bajas para
poder ser manipulables por el controlador.

Una de las caracteristicas de estas interfaces es que son disenadas de tal manera
que los formatos de sefiales continuas y/o discretas sean transparentes tanto para
el controlador como para el sistema y que las operaciones realizables por la interfaz
sean estrictamente escalados y traslaciones lineales e invariantes. Por esta razon, se
considera una interfaz para un sistema arbitrario que modifica las senales sélo con
escalado y traslacién de senales como se ilustra en la figura 2.

FicurA 2. Conjunto interfaz de entrada, sistema e interfaz de salida.

Se aplica el método de minimos cuadrados con factor de olvido [2, 3, 4, 5, 6]
para la estimacién de los pardmetros de un motor de corriente directa (DC) de lab-
oratorio fabricado por la empresa Feedback Instruments Limited [7] disefiado para
ser operado desde la plataforma de Matlab Simulink; en la figura 3 se muestra un
dibujo del motor con el que se realizaron los experimentos. Este motor estd equipa-
do con un tacémetro analégico, encoders como medidores de posicion angular con
resolucién de 27/32 rad., un sensor de corriente de armadura, engranaje de reduc-
cion de velocidad y freno magnético de operacion manual. La tarjeta de adquisicion
de datos es una PCI-1711 con 16 canales para entradas analégicas, 2 canales para
salidas analdgicas, 2 canales de 8 bits para entradas digitales, 2 canales de 8 bits
para salidas analdgicas, un contador de eventos y temporizador programable. Opera
con una frecuencia de hasta 100 kHz y los convertidores A/D son de 12 bits.

Se considera modelo lineal de primer orden para el motor DC

(1) W= —biw + by,

donde w es la velocidad angular del eje del motor, by es el coeficiente de friccion, by
una ganancia de amplificacién de la entrada y v es el voltaje aplicado. Suponiendo
que las interfaces de entrada y salida son invariantes en el tiempo, aportan tnica-
mente amplificacién lineal (a1, ¢1) y traslacién constante de la entrada (conocida
como offset) (az, c2) como:

(2a) v=a1V + ag,
(2b) W = cw+ ca,

donde W y V son las senales que entrega la interfaz que se corresponden con w y
v respectivamente. .
Por la ecuacién (2b) se tiene que w = 2(W — o) y & = %W entonces:

c1
(3) W = bW + arbac1V + agbacy + bica = mW + 2V + ns,
1ge expresa “baja magnitud” para generalizar tanto a voltaje, corriente o ambos.

23e expresa “alta magnitud”para generalizar adecuadamente niveles elevados de corriente,
voltaje, temperatura, fuerza, etc., dependiendo del sistema.
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Ficura 3. Motor de laboratorio empleado para la realizacién de
los experimentos mostrados en este trabajo.

donde m = —bl, N2 = a1b261 yn3 = CLQbQCl + b102.

1.1. Pre-filtrado. El sistema sobre el que se trabaja cuenta con un sensor que
mide la velocidad a la que gira el eje del motor; sin embargo, la medicién incluye
error no estacionario. Para obtener W no se puede derivar W directamente por la
alta sensibilidad de la derivada al ruido en la medicién.

Si el ruido en la medicién fuera estacionario, entonces se podria derivar direc-
tamente; suponga que la medicién de la variable x(¢) es Z(t) = x(t) + 6 donde §
es el término de error constante tan grande como uno quiera, en ese caso, ' = 7.
Por otro lado, suponga que §(t) = sin(¢?t)/¢, en este caso &’ = x’ + ¢ cos(¢?t);
note que si ¢ — oo entonces § — 0, sin embargo ain siendo el término de error §
muy “pequeno” (o baja amplitud; del orden de 1/¢), la alta frecuencia (del orden de
#?) provoca que la derivada ' sea muy distinta de 2’ (del orden de H¢cos(¢2t)H).
Con ésto se puede concluir que, mas que la amplitud, es la componente frecuencial
del término de error lo que hace que la derivada de la medicién con error sea muy
distinta respecto a mediciones sin error.

En vista de que el ruido en la sefial W es suficiente para que la derivada numérica
sea errénea; se aplica un filtro pasa-bajas del tipo Butterworth [8] debido a que
presenta respuesta plana; es decir, en el rango de operacién se mantiene constante
casi hasta la frecuencia de corte, punto donde decrece con cierta pendiente funcién
del orden del filtro; para este caso en particular el filtro de Butterworth es de tercer
orden con frecuencia de corte ¢; = 60 rad/s [9]. Se define la sefial W = F(W),
donde F(+) indica la operacién del filtrado.

Las dos principales caracteristicas de la sefial W son primeramente la atenuacién
de las componentes de frecuencia mayor a la frecuencia de corte cy del filtro, y la
segunda es que W presenta un retardo 75 respecto a W que estd en funcién del orden
del filtro empleado. Para el proceso de estimacion de los pardmetros, se requiere
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Datos: O_1, Px—1, Yk, Pk, A-
Resultado: Ok, Py.
Po_1oT

Ki = Stopet

Py, = 5 (Pt — Ky Pi1);

ek = Yr — PkOk-1;

O = Op_1 + Kpey;
Retorna: O, Py.
CuaDRO 1. Algoritmo de estimacién recursiva por minimos
cuadrados con factor de olvido.

que los datos estén en fase; debido al retardo 7 de W, es necesario proporcionar el
mismo retardo a la senal V para que ambas sigan en fase, por lo tanto se usara la
senal V = F(V).

1.2. Derivacién numeérica. Como la sefial W es discretizada con periodo de
muestreo constante T, entonces W (t) = W (kT') y puede calcularse numéricamente
la derivada aplicando la forma centrada de orden O(h?*) como [10]:

(4) i~ —fa+8f1—8f-1+ f-2

12h ’
donde f; = W(tp—;),i=—-2,2y h="T.

1.3. Estimacién de parametros. La ecuacion (3) es lineal respecto a los pardmet-
ros y se puede escribir como

(5) y = ¢0,

donde y = W, o = [W \% 1] y 0= [771 o ng}T. Discretizando (5), se puede
aplicar el método de estimacién recursiva de pardmetros por minimos cuadrados
con factor de olvido A € (0,1] y matriz de covarianza inicial Py = ol3 para A,
o € [103,10], adecuados. Este algoritmo se resume en el cuadro 1.

1.4. Implementacién. La aplicacién de la derivada numérica (4) requiere re-
tardar 7, = 2h la sefial W para tener disponibles W(tkH) y W(tk+2) en el instante
t; cuando se calcula la derivada. Como el estimador de parametros no considera
desfase de los datos, se propone la referencia temporal £ que estd retrasada 2h + 75
respecto a la referencia original ¢ como

(6) t=1t—1p — T4,

y en t se realiza la estimacién de los pardmetros como

(7) 7= ¢0,

donde

g= W= 2"2W = 272%F(W),

1 =W?=272W? = 2 2F(W),

(8) By = W = 22T = 2 2F(W),
G3 =V =272V =272F(V),
4= 1.
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Una representacién grafica de esta implementacion se muestra en la figura 4.

FiGurA 4. Estructura del estimador de parametros con retardo.

1.5. Resultados experimentales. A continuacién, se muestra el resultado de
la estimacién de parametros del motor DC. En la figura 5 se muestran las gréaficas
de evolucion de la estimacién de pardametros realizando el experimento durante un
intervalo [0, 100] seg. con un factor de olvido A = 0,95 y matriz de covarianza inicial
Py = 10*I3. En la figura 6 se muestra la validacién del modelo por comparacién
directa con los datos experimentales (n; = —4,13, 7o = 3,91, n3 = —0,162) y una
grafica del error de prediccion.

= -2 QZWW ;—oJMlHJ

o
IS

0o
- 0 0.2

0 50 100 100 0 50 100
Tiempo [s] Tiempo [s] Tiempo [s]

FiGurA 5. Evolucién de la estimacién de los pardametros 11, 12, 13
considerando periodo de muestreo 7" = 0,01 seg., A =0,95y Py =

1015.

5 0.6
oy 4 0.4
3 —
e 3 3 02
Q9 e
§ 0 Ajuste w -0.2

Datos -04
-1 T
5 10 15 20 5 10 15 20
Tiempo [s] Tiempo [s]

FIGURA 6. Izq.) Validacién del modelo por comparacién directa
con los datos experimentales. Derecha) Error de prediccién e =
w—w.
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Es importante remarcar que el pardmetro 73 es pequeno en comparacién con
los pardmetros n; y 12. Por la ecuacién (3) se sabe que 73 = agsbacy + bica, de la
ecuacion de la interfaz en la entrada (2a) y la interfaz en la salida (2b) vemos que
los términos as y co corresponden a los offset que las interfaces aportan; por lo
tanto, que 73 sea “pequeno”’sugiere que los offset de las interfaces son pequenos o
nulos. Para simplificar el modelo, basandonos en este razonamiento consideramos
que as = cg = 0 = n3 = 0. Lo anterior no puede ser una pérdida de generalidad, ya
que siempre es posible lograr que los offset sean nulos con la traslacién (9a) donde
se eligen a (9b) como cantidades de desplazamiento.

(9a) v=v-0", W=W-46",

(9b) 8% =as, 6V =cy.

2. ESTIMACION DE PARAMETROS DE UN MOTOR DC CON INTERFAZ
SIMPLIFICADA DE ENTRADA Y SALIDA

Considerando nuevamente las ecuaciones (2) y suponiendo que los offset de la
interfaz de entrada y salida son nulos por la aplicacién previa de la traslacién (9);
es posible simplificar el modelo (3) como:

(10) W: bW + a1bacV = mW +nsV,

donde 11 = —b y n9 = a1bscy. Aplicando nuevamente todo lo descrito en la seccién
anterior, pero ésta vez definiendo y = W, ¢ = [W V] y 0 = [7]1 ng}T. La
evolucién de la estimacién de pardmetros se muestra en la figura 7 y en la figura
8 se presenta una grafica del error de estimaciéon y una comparacién directa del

modelo ajustado con 1, = —3,53, 172 = 3,06 y los datos experimentales.

4 . ; .
3 4
2 4

< |
O 4

0 20 40 60 8 100 o 20 40 60 80 100
Tiempo [s] Tiempo [s]

Figura 7. Evolucién de la estimacion de los parametros 1y, 12,
considerando periodo de muestreo 7" = 0,01 seg., A =0,95y Py =
10%15.

Observe que en esta estimacién la pérdida de grados de libertad pone de mani-
fiesto una deficiencia en el modelo (1). En la grifica del error de la figura 8, en el
tiempo ¢ = 20 s inicia un pico con magnitud cerca de 1, a diferencia de la grafica del
error de la figura 6 donde el error se mantiene acotado en 0,6, lo que hace evidente
que el ajuste del modelo se hace mas pobre debido a una no linealidad no consid-
erada en el modelo: la planta presenta efectos de un torque elastico que provoca
que la velocidad caiga rdpidamente a cero (incluso por debajo de él) mientras que
el modelo cae exponencialmente lo que provoca que en ese intervalo de transicién
el error se dispare. Sin embargo, el precio que se ha pagado puede compensarse
con la facilidad con la que puede obtenerse una funcién de trasferencia del modelo
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F1cura 8. Izq.) Validacién del modelo por comparacién directa
con los datos experimentales. Derecha) Error de prediccién e =
w—w.

W(t) = mW(t) + 02V (t) — w(s)/v(s) = na/(s — m), algo que no puede realizarse
tan sencillamente para el modelo W (t) = mW (¢) + 02V (¢) + n3.

3. CONTROL ADAPTATIVO

En el contexto del control automaético el término adaptativo se refiere a la facultad
de cambiar el comportamiento o parametros del control en respuesta a cambios en
las circunstancias del sistema controlado. Un regulador adaptativo serd aquel que
pueda modificar su comportamiento en respuesta a cambios en la dindmica del
sistema y/o las perturbaciones [4, 5, 6].

Existen varios enfoques para el diseno de control adaptativo, en los que figuran
principalmente: ganancia tabulada, modelo de referencia y reguladores autosintoniz-
ables. En este trabajo se presenta un control adaptativo por modelo de referencia
que consiste en el ajuste de parametros del controlador tal que la diferencia entre
la salida del proceso y la de un modelo prescrito se minimice; esto es conocido co-
mo sequimiento de modelo. Para lograr éste objetivo existen varios métodos entre
los que figuran el método de gradiente negativo del error, teoria de estabilidad de
Lyapunov y teoria de de pasividad.

En este trabajo se aplica el método de teoria de estabilidad de Lyapunov. En
esta clasificacién, podemos encontrar principalmente dos tipos de reguladores: reg-
uladores con parametros ajustables proporcional al vector de estados y reguladores
con adaptacion de ganancia, éste ultimo es el que se aplica en este trabajo. Partic-
ularmente, este controlador, en [11] es formulado como control de accion integral
y se desarrolla como solucién al problema de perturbaciones en el proceso, derivas
e inexactitud en los pardmetros estimados e incertidumbres (dindmicas no mode-
ladas).

3.1. Control adaptativo por modelo de referencia mediante el método
de estabilidad de Lyapunov para adaptacién de ganancia. Se considera el
problema de ajuste de una ganancia 6 del sistema (11a) y al modelo de referencia
(11b).

(11a) w(t) = G(p)bv,
(llb) wm(t) = G(p)@mv,
donde

(12) G(p) = ;; p d
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y p es el operador derivada temporal. Note que si las condiciones iniciales con las
que se resuelve (11) son cero, entonces p = s donde s es la variable compleja del
dominio de la transformada de Laplace; con lo que G(p) = G(s) es una funcion de
transferencia.

Se define al error e = y — y,, = G(p)uc. — G(P)0u. = G(P)(O — O)u. =
G(p)puc, donde ¢ = 0 —0,,. En el espacio de estados tenemos que & = Az + Bou,;
e = Cz. Eligiendo (13) como funcién candidata de Lyapunov donde la matriz P > 0,
obtenemos la regla de ajuste de ganancia como (15) donde ~ es conocida como la
ganancia de adaptacion.

1
(13) V= 3 (vaT Pz + ¢?),
(14) V= —%xTQx + (9 + VugBTPI) ,
(15) 0 = —yul' BT Px.

Si adicionalmente G(p) es estrictamente positiva real, entonces existe una matriz
P tal que BTP = C, entonces la regla de ajuste de los pardmetros puede ser
expresada como (16) cuya representacion gréfica se muestra en la figura 9.

(16) 0 =—yule.

Ficura 9. Diagrama de bloques de la implementacion del control
adaptativo por modelo de referencia (16).

Lema 1: (Kalman-Yakubovich [4]) Sea el sistema completamente observable
y completamente controlable, lineal e invariante en el tiempo (17a).

. & = Ax + Bu,
(17a) y=Cx,
(17b) G(s)=C(sl — A)~'B.

La funcién de transferencia (17b) es estrictamente positiva real si y solo si existen
matrices definidas positivas tales que:

ATP 4+ PA=—Q,

18
(18) BTpP=cC.
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4. RESULTADOS

La controlabilidad y observabilidad para sistemas lineales se prueban verificando
que las matrices Q = [B, AB, A?B,--- A" Yy O = [CT,ATCT ... (A"~HTCT]
tengan rango méximo, es decir, rank(Q)) =rank(O) = n = 1, lo cual se satisface pues
A = [m], B = [ne], C = [1] y rank([m]) =rank([1]) = 1. Respecto a la estabilidad,
se puede aplicar el criterio de Hurwitz, donde el polinomio caracteristico de A es
A =1 y como 11 < 0 se prueba que la estabilidad es asintética y global; por el
lema 1 se concluye que G(p) es estrictamente positiva real y se puede aplicar la
senal de control (16).

Se propone sea el modelo de referencia con la misma estructura que (10) con los
parametros estimados. Se excita al sistema con una senal cuadrada con amplitud
igual a 5 cl_1 V y periodo igual a 10 seg., la ganancia de adaptacion v = 0,05 y
un periodo de muestreo de 0,001 seg. Se muestran los resultados obtenidos tras
un experimento que consiste en la activacién y desactivacion alternada del freno
acoplado al mecanismo del motor. Aplicando la regla de adaptaciéon de ganancia
(16) se obtienen los resultados que se muestran en la figura 10.

FI1GURA 10. Arriba) Comparacién entre la salida del modelo de
referencia y la respuesta del sistema. Medio) Comparacién entre el
control nominal y el control aplicado al sistema. Abajo) Activacién
y desactivacién del freno.

5. CONCLUSIONES

Los parametros del motor DC considerado varfan con el tiempo como se pudo
observar en las figuras 5 y 7; sin embargo, el control adaptativo que se aplicé logra
mantener al sistema dentro de los margenes de operacion preestablecidos por el
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modelo de referencia, atin cuando los parametros son modificados bruscamente por
la aplicacién del freno en el mecanismo del motor como se ve en la figura 10. Esto
comprueba la principal propiedad del control adaptativo de adaptarse a los cambios
de los pardmetros del sistema.

Para resolver un problema de control, en general, no se recomienda emplear so-
lo un controlador adaptativo, pues es preferible que el sistema sea, de antemano,
asintoticamente estable. Esto no es una pérdida de generalidad, ya que para todo
sistema completamente controlable y completamente observable, siempre se puede
estabilizar con algin control cldsico (conocido como controlador fijo de primer niv-
el) tal como retroalimentacién proporcional al vector de estados y, al sistema resul-
tante (asintGticamente estable), aplicarle un controlador adaptativo como control
de sequndo nivel para robustecer al controlador de primer nivel.

De la figura 9, el control adaptativo (16) que se aplicd, consiste solo de un
sumador, cuatro productos escalares y una operacién de integracién numérica; por
lo que el controlador es muy econdémico computacionalmente; ésto permite ser im-
plementado en sistemas computacionales minimos o empotrados. Sin embargo, el
modelo de referencia también se debe resolver en tiempo real lo que, para sis-
temas muy complejos, puede significar una carga computacional considerable; sin
embargo, es posible considerar un modelo de referencia con estructura diferente a
la del proceso (incluso no ser un sistema de ecuaciones diferenciales), con salida
suficientemente suave para mantenerse en la regién de atraccién del controlador;
ésta estructura puede ser un spline de grado adecuado.
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CAPITULO 5
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RESUMEN. En este trabajo se presentan resultados numéricos de problemas de
conveccién natural en cavidades verticales (altas) y horizontales llenas de aire.
Se estudia el fenémeno de los ojos de gato a medida que algunos pardmetros
como la razén geométrica (A) y el dngulo de inclinacién de la cavidad varfan.
Los ojos de gato son una serie de celdas co-rotantes similares sucesivas debidas
a perturbaciones en un flujo base. En particular, [1] muestra que el régimen de
los ojos de gato s6lo puede ser observado en cavidades llenas de aire de razén
geométrica mayor a un valor critico entre 11 y 12.

Los flujos puede ser modelados mediante la aproximacién no estacionaria de
Boussinesq en la formulacién funcién corriente-vorticidad, la cual es resuelta
mediante un proceso iterativo de punto fijo aplicado a un sistema eliptico no
lineal que resulta después de una discretizacién en el tiempo.

Los experimentos se llevan a cabo en cavidades con razones geométricas
A=16y A= 1—16; los flujos térmicos son convergentes al estado estacionario o
bien corresponden a cierto tiempo final T';. Se consideran niimeros de Rayleigh
Ra = 1,1 x 104, Ra = 1,4 x 10* y mayores. Matematicamente, el problema
de conveccién natural se puede modelar mediante la aproximacién de Boussi-
nesq no estacionaria en variables funcién corriente-vorticidad. Los resultados
se obtienen usando un método numérico, el cual, después de una discretizacién
apropiada de segundo orden en el tiempo, nos lleva a la solucién de un sistema
de ecuaciones elipticas no lineales, el cual a su vez es resuelto mediante un pro-
ceso iterativo de punto fijo. Entonces, en cada iteracién, se tienen que resolver
problemas elipticos, lineales, simétricos, bien condicionados y desacoplados.

1. INTRODUCCION

El estudio de flujos de conveccién natural tiene considerable importancia, tanto
tedrica como practica y se ha convertido en un problema clasico en mecanica de
fluidos [2]. La fisica involucrada en flujos de conveccién natural modela muchas
aplicaciones en ingenieria: sistemas de almacenamiento de energia, ventilacién de
edificios, enfriamiento de dispositivos electrénicos, invernaderos, sistemas de energia
solar. Existe interés, no sélo en la dindmica y la evolucién del fluido, sino también
en la transferencia de calor, y cémo éstos se ven afectados por las caracteristicas
del dominio del flujo.

Esta clase de flujos, acoplados térmicamente a fluidos viscosos en un sistema
gravitacional, pueden ser modelados mediante la aproximacién de Boussinesq no
45
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estacionaria, la cual estd basada en el hecho de que las variaciones de temperatura
son suficientemente pequenas, lo cual implica nula variacién en la densidad, excep-
to por la fuerza de flotacion en la ecuaciéon de momento, llevando a una estructura
incompresible. Ademas, en este trabajo, se considera la formulacién en 2D en vari-
ables funcién corriente-vorticidad; la restriccién de incompresibilidad se satisface
automdaticamente y se evita el calculo de la presién. Los resultados se obtienen me-
diante el uso de un método numérico que después de una discretizaciéon conveniente
de segundo orden en el tiempo, lleva a la solucién de un sistema de ecuaciones elipti-
cas, no lineal, el cual, a su vez, es resuelto mediante un proceso iterativo de punto
fijo. Con este método iterativo se tienen que resolver problemas elipticos, lineales,
simétricos, bien condicionados y desacoplados. Para este tipo de problemas existen
ya resolvedores eficientes, como Fishpack [9], y Modulef [10] independientemente
de la discretizacién espacial. Este método numérico, previamente reportado en [3]
para conveccién mixta y en [4] para conveccién natural en cavidades inclinadas, ha
mostrado ser suficientemente robusto como para permitir hacer un estudio de los
efectos, para flujos de conveccién natural en cavidades bidimensionales verticales
(altas) y horizontales, llenas con aire y calentadas por un lado. Los ntmeros de
Rayleigh (Ra) considerados, corresponden a Ra = 1,1 x 10*, Ra = 1,4 x 10* y ma-
yores; la razén geométrica A (A=razo6n de la altura al ancho) corresponde a A = 16
yA= %

2. MODELO MATEMATICO Y METODO NUMERICO

Sea Q C RY (N = 2,3) la regién de un fluido no estacionario, térmico y viscoso,
v I' su frontera. La derivacién de las ecuaciones de Boussinesq estd basada en cuatro
suposiciones acerca de los efectos térmicos y termodindmicos del flujo. La primera
suposicion es que las variaciones de la densidad son despreciables, excepto por el
término de fuerza en la ecuacién de momento, el cual estd dado por pg, donde p de-
nota la densidad y g denota la constante de aceleracién debida a la gravedad. Como
una simplificacién, se puede suponer que la densidad en el término pg estd dada
por p = po[l — B(T — Tp)], la cual es una aproximacion lineal de la ecuacién de
estado p = p(T,p) alrededor de una temperatura de referencia Ty a presién con-
stante; pg es la densidad en Tj y (3 es el coeficiente de expansién térmica. También
podemos suponer que, en la ecuacién de energia, uno puede despreciar el término
de disipacién de energia mecédnica; y que la viscosidad v el coeficiente de expansién
térmica 3, la conductividad térmica &, el calor especifico a presién constante ¢, son
constantes. Las ecuaciones que resultan de estas suposiciones, son las ecuaciones de
Boussinesq.

Si suponemos que hay una escala de longitud ! y una temperatura 7; — Ty,
caracteristicas, Ty < 7, inherentes al problema, por ejemplo, la distancia y la
diferencia de temperatura entre dos paredes, se define el niimero de Prandtl adi-
mensional Pr = k/cp, el nimero de Rayleigh Ra = %(Tl — Tp). Si ademads
adimensionalizamos de acuerdo a z — z/l, u — u/U, T «— (T — Ty)/(T) — Tv),
p— (p—g-2)/(pAU?) obtenemos el siguiente sistema incompresible adimensional
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w—Vu+Vp+(u-Vju = %Ge, (a)

(1) V-u = 0, (b)
1

et—ﬁv29+u~v9 = 0, (c)

en (), t > 0; donde u, p y 6 son la velocidad, presién, y temperatura del fluido
respectivamente, e es el vector unitario en la direccién gravitacional.

El sistema debe ser provisto con condiciones iniciales u(x,0) = ug(x) y
0(x,0) = Op(x) en Q; y condiciones de frontera, por ejemplo, u = f y Bf = 0
en I', £ > 0, donde B es un operador de frontera para la temperatura que puede
involucrar condiciones de tipo Dirichlet, Neumann y mixto.

Restringiendo las ecuaciones (la-c) a una regién bidimensional €2, tomando el
rotacional en ambos lados de la ecuacién (1a) y tomando en cuenta que

(2) Uy = o-, Uy = ——o—,

lo cual se sigue de (1b), con ¢ funcién corriente y (u1,us) = u; la componente en
la direccién k = (0,0,1) da el sistema escalar

V3 = —w, (a)
Ra 00
— 2 . — -
(3) wr—Vw+u-Vw Pr o (b)

0, —YV?0+u- VvVl

0, (©)

donde v = 1/Pr y w es la vorticidad, la cual, de wk = V x u = —V?k, da (3a)
vw= % — %—“yl también. Entonces, el sistema (3) resulta ser la aproximacién de
Boussinesq en variables funcién corriente y vorticidad. La condicién de incompre-

sibilidad (1b), por (2), se satisface automdticamente y la presién p ha sido eliminada.

Este trabajo trata con conveccién natural en cavidades rectangulares, entonces
las ecuaciones son validas en Q = (0,a) x (0,b); a > 0, b > 0. Para construir la
condicién de frontera para w, lo cual no es trivial , véase por ejemplo [5], usamos la
propuesta dada en [6], extendida a problemas de conveccién natural en cavidades
rectangulares: por expansion de Taylor de ¢ en la frontera y usando (3a), se obtienen
las siguientes relaciones O(h2)(las primeras dos) y O(h;) (las tltimas dos), donde
hy y hy son los tamanos de paso en z y y respectivamente.
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GO18) = g0 0nt) = 6ot

wlapt) = g (e ey t) ~ Vo= 2.0,
(4) w(@,0.8) = —Q%[Swwy,t)—w<x,2hy,t>],

(@, bt) = —2}1%[81/)(a:,b—hy,t)—w(xb—Zhy,t)].

Debe observarse que los valores de frontera para w son valores dados en  y
t > 0, todavia desconocidos de la funcién corriente 1. Este problema sera resuelto
como parte de un proceso iterativo de punto fijo.

En transferencia de calor entre en una frontera (superficie) y un fluido, el niimero
de Nusselt (pardmetro adimensional) es la razén de transferencia de calor convec-
tiva a transferencia de calor conductiva através de ( o normal a) la frontera. Un
numero de Nusselt cercano a la unidad es caracteristico de flujo laminar. Un niimero
de Nusselt grande corresponde a conveccién mas activa, con flujo turbulento tipi-
camente en el rango de 100 y 1000.

El niimero de Nusselt local Nu mide la transferencia de calor en cada punto de la
pared donde la temperatura mayor es dada y el niimero de Nusselt global Nu mide
la transferencia de calor promedio en la pared. Estos parametros adimensionales
estan definidos por

Numero de Nusselt local:

00 o0
= _aiy|y:0,b y Nu(y) = _%‘w:&a

Ntumero de Nusselt global:

Nu(x)

_ 1 /[ — 10
Nu |y—op= —/ Nu(z)dx 6 Nu|g—0,a= */ Nu(y) dy
A, A

Las derivadas temporales de w y 8 en (3) son aproximadas mediante la aproxi-
macién de segundo orden siguiente

3fn+1 _ 4f" + fn—l

2At ’
donde n > 1, x € Q, At > 0 es el paso de tiempo, y " = f(x,7At); en cada
nivel de tiempo ¢t = (n + 1)At se obtiene un sistema semidiscreto, en 2, con sus
correspondientes condiciones de frontera en I', el cual resulta ser

(5) filx, (n+1)At) ~

2 n+1 __ n+1 n+1 _
\Y 1/’ = —w ) d) |F - 07
n+1
n+1 V2 n+1 n+1 v n+1 _ Ra 89 n+1 _ n+l1
ow — VW +u" -V = b 52 + fu, W' =W,

(6) af"tt — AV Vet = ), BO"H | =0.
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o 3 o 4wn_wn71 o 49n_9n71. . e,
donde a = 533, fu = “5a— ¥ fo = T3 Wy denota la conc%mlon de fr.on—
tera de w dada en (4), B denota el operador de frontera para § mencionado arriba,
y las componentes 11 and us of u, en términos de v, estdn dadas por (2).

Después de renombrar (1p™*1 w™ T §7"T1) por (¢, w,f) se obtiene un sistema
eliptico no lineal de la siguiente forma

Vi = —w, Yl =0 (a),

Ra 06
(7) aw_v2w+u'vw:ﬁ%+fW7 w‘l—‘:wbc (b>7
al — V20 +u- Vo = f, Bllr=0 (c).

Para obtener (w!, #,9!) en (6), se puede usar una aproximacién de primer orden
para las derivadas a través de una subsucesién con un At més pequeno; también se
obtiene un sistema estacionario de la forma (7).

Denotando
Ra 06
= — 2 . —_————
R,(w,¥) = aw—-Vw+u-Vw Pr o fus
Ro(0,7) = abf =4V +u-Vl— fo.

Entonces, el sistema (7) es equivalente, en 2, a

V2 = —w, ¥ =0 sobre T,
(8) Ry(0,¢) =0, BO =0 sobre T,
RW(wa ¢) =0, w = wp. sobre T.

Para resolver (8), en cada nivel de tiempo (n+1)At, se aplica el siguiente proceso
iterativo de punto fijo, en Q:

Con {0°,w°} = {6™,w"} dados, se resuelve, hasta tener convergencia en 6 y w,

VZymtl = —um ™t =0 sobre T,
ot = 0™ — pg(al — V) Re(0™, ™),
(9) BO™t = 0 sobre T, py >0,
W =W pu(ad = V) R, g,
wmtt = wg;"’l sobre T', p, >0,

y se toma (wn+17 wn+1’ 0n+1) — (merl’ wm«kl7 9m+1).

Cuando decimos, “hasta tener convergencia’, nos referimos a que dos valores
consecutivos de 6 (y w), o sea, 0™ y ™ (y de w™*! y w™ respectivamente), no
difieran en més de una cierta tolerancia, tol, dada, por ejemplo, tol = 1077.

Debe hacerse notar que la construcién de la condicién de frontera de w, wp. en
(4), dada implicitamente por valores desconocidos de 1 en €2, se realiza como parte
del proceso iterativo en (9). Finalmente, el sistema (9) es equivalente a
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Vit = ™ g™t =0 en T,
(al =4Vt = (ol —yV?)0™ — pgRo (0™, "),
(10) BI™T = 0en T, pg>0,
(af = VW™ = (al = V3™ — pRou(w™, ™),
oMt — wgz+1 en I', p, >0.

Luego entonces, en cada iteracién, se tienen que resolver en (), tres problemas
elipticos lineales y desacoplados asociados con los operadores V2, al — yV2, y
2
al —V-.

Para la discretizaciéon de los problemas elipticos, como los de (10), puede uti-
lizarse o bien diferencias finitas o elemento finito, si se consideren dominios rectan-
gulares.

Para el caso de elemento finito, deben escogerse formulaciones variacionales y
restringirlas a los espacios de elementos finitos de dimensién finita, como aquellos
en [7] y [8]. Para los resultados especificos que se muestran en este trabajo, se usa
la aproximacién de segundo orden de Fishpack[9]. Luego, dicha aproximacién de
segundo orden en espacio, combinada con la aproximaciéon de segundo orden en
(5) para las primeras derivadas en tiempo, la aproximacién de diferencias centrales
de segundo orden en los puntos interiores, y con (5) en la frontera, para todas
las primeras derivadas en el espacio, y la regla trapezoidal de segundo orden para
calcular el Niimero de Nusselt global Nu implica que el problema discreto completo
se basa en discretizaciones de segundo orden solamente.

3. RESULTADOS NUMERICOS

Los resultados se llevan a cabo en cavidades verticales (altas) y horizontales,
con razones geométricas A=16y A = % llenas con aire (Pr = 0,71) y correspon-
den a flujos convergentes al estado estacionario o bien a un cierto tiempo final 7%,
mostrando, en estas condiciones, que el flujo es dependiente del tiempo.

En este trabajo se consideran niimeros de Rayleigh Ra = 1,1x10%, Ra = 1,4x10*
(y mayores). Se usan los siguientes valores de h, y hy:

(hayhy) = (1/32,16/512),
(hg, hy) = (1/48,1/768),
(e, hy) = (1/64,1/1024);

W N =

para 1) y 2), At = 0,0001, mientras que para 3), At = 0,00001.

Para justificar que los resultados obtenidos son correctos, se realizaron estudios
sobre la independencia del tamano de la malla en términos del error relativo L.
discreto, punto a punto, en la cerradura de la cavidad €, o sea, se busca el maximo,
en valor absoluto, de la diferencia entre los valores obtenidos usando una malla y
la otra. Los resultados con las mallas anteriores se muestran en la siguiente tabla.
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malla | —error | 0 — error
1) Vs2)| 046% | 0.16%
1) Vs 3)| 0.6% 0.2%
2) Vs 3)| 0.17% 0.06 %
Tabla 1. Independencia de la malla: Ra = 1,1 x 10* con A = 16
700 700
6 0 Olff 600
s 0o 50q
400l 40
300 "’,’J ! 30
200qff 20
100 10
FIGURA 1. Ra = 1,1 x 10%; (hs, hy) = (1/48,16/768), At = 0,0001 a

Tss = 5,68

En la figura (1) se muestran resultados para Ra = 1,1 x 10*, y razén geométrica
A =16, con hy =1/48 y h, = 16/768. El resultado converge al estado estacionario
T.. = 5,68. Como puede observarse, para este numero de Rayleigh aparecen tres
ojos de gato en las lineas de corriente, a la izquierda, mientras que en las isotermas,
derecha, aparecen ondulaciones, asociadas a los ojos de gato.

500
400
300
200
100
(o
O 50

FIGURA 2. Ra = 1,4 x 10%; (ha, hy) = (1/32,16/512), At = 0,0001, a
Ty = 30.
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Ahora, en la figura (2), para un nimero de Rayleigh mayor, 1,4 x 10%, con
hy = 1/32 y hy, = 16/512, al tiempo final Ty = 30, aparece un ojo de gato bien
formado, y dos que tienden a desaparecer. Las ondulaciones, en las isotermas tam-
bién tienden a desaparecer. Entonces, a medida que el Ra crece, podemos inferir,
que los ojos de gato tienden a desaparecer.

500 500

400

300 300

200 | il 200

100

O 50

FIGURA 3. Ra = 1,4 x 10%; (ha, hy) = (1/32,16/512), At = 0,0001, a
Ty = 50.

En la figura (3) se muestran los resultados obtenidos para el mismo nimero de
Rayleigh que en la figura anterior, Fig. 2, pero ahora a Tt = 50. Los ojos de gato
y las ondulaciones tienden a desaparecer ain mas.

S
i
@) (@5
§
LSS
§

100 100 100 100 100 100

) e ° D) ° °) c) © °

&—wm = s =0 = = - e

FIGURA 4. a) Ra = 2,775 x 10* (13-sL), b) Ra = 2,790625 x 10" (SL)-
Ra = 3,60501747 x 10* (SL), ¢) Ra = 3,60501747375 x 10* (SL-IS)

En la figura (4), se muestran en a), las isotermas (izquierda) y las lineas de
corriente (derecha), para Ra = 2,775 x 10*, un ntimero de Rayleigh mayor al de



INESTABILIDAD DE LA CONVECCION NATURAL EN CAVIDADES VERTICALES... 53

la figura anterior. Pueden observarse sélo dos ojos de gato, y las oscilaciones de
las isotermas, asociadas a los ojos de gato, también tienden a desaparecer. En b),
el ndmero de Rayleigh es mayor, Ra = 2,790625 (izquierda) y Ra = 3,60501747
(derecha). Para estos casos se muestran sélo las lineas de corriente (SL), y pueden
verse también s6lo dos ojos de gato. Para c), Ra = 3,60501747375 x 10* se muestran
las lineas de corriente (izquierda) y las isotermas (derecha), y como puede verse,
los ojos de gato desaparecen y también las ondulaciones en las isotermas.
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100

0L
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=
—

FIGURA 5. Ra = 1,1 x 10%; (ha,h,) = (16/768,1/48), At = 0,0001 a
Ty = 9.

En la figura (5), se muestran los resultados para Ra = 1,1 x 10% y una cavidad
horizontal, A = %6 a Ty = 9. En este caso, no se observa el fenémeno anterior
de los ojos de gato en las lineas de corriente (izquierda) ni las ondulaciones en las

isotermas (derecha).
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FIGURA 6. Ra = 1,1 x 10%; (hy,hy) = (16/768,1/48), At = 0,0001 a
Ty = 30.

En la figura (6), se muestran los resultados para el mismo nimero de Rayleigh
que en la figura anterior y la misma razén geométrica. En las lineas de corriente
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(izquierda), puede observarse una especie de cotonete, y las isotermas (derecha) no
presentan ondulaciones.

Te= 90 (Nu=33484)
T;=30: (Nu = 2.0822)

02 04 06 0.8 1y

5 Ra=14,000 T;=30: (Nu=1.6439

-+ = -Ra=14000 T;=50: (Nu=1.6299)
4 % * ~%—*Ra=11000 T=Tg: (Nu=15246)

25 5 75 10 125 15 Y

FIGURA 7. Ra =1,1 x 10* con A =1/16 (arriba). A = 16:
Ra=14x10"y Ra = 1,1 x 10* a T'ss = 5,68 (abajo)

Por 1ltimo, en la figura (7), se presentan (arriba) las graficas de los nimeros de
Nusselt locales, y los ntimeros de Nusselt globales para Ra = 1,1 x 10* con A = E
a Ty = 9 y 30 respectivamente. Puede observarse que la transferenma de calor es
mayor para Ty = 9. Abajo aparecen los niimeros de Nusselt globales y las graficas
de los ntimeros de Nusselt globales para Ra = 1,4 x 10* a Ty = 30 y 50, y para
Ra = 1,1 x 10* al estado estacionario. Puede verse que para Ra = 1,4 x 10%, el
ntmero de Nusselt global es mayor que para Ty = 50 y que para Ra = 1,1 x 104,

4. CONCLUSIONES

Se han presentado resultados en cavidades verticales (altas) y horizontales con
razones geométricas A = 16 y %6 para nimeros de Rayleigh Ra = 1,1 x 10%,
Ra = 1,4 x 10*, y mayores. Se trata de ver como la estructura de ojos de gato
en cavidades altas permanece, cambia o desaparece. Los resultados muestran que
para algunos Ra’s el flujo es dependiente del tiempo cuando la razén geométrica A
cambia de vertical a horizontal, o bien, si Ra se incrementa.

Célculos preliminares muestran para Ra més grandes, con A = 16, que una vez
que la estructura de ojos de gato desaparece en el estado estacionario, se obtiene
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una estructura bien formada, lo cual no tiene nada que ver con una estructura
periédica mencionada por otros autores [11].

Con respecto a la sensibilidad a errores del esquema que se propone en este
trabajo, cabe hacer notar que al discretizar los problemas y resolver el sistema de
ecuaciones resultante, si el At es pequefio, se trabaja con una matriz que resulta
ser diagonalmente dominante y como se sabe, para este tipo de matrices, no se
tiene ningin problema al resolver el sistema de ecuaciones asociado. Entonces, el
esquema planteado, trabajando con un At adecuado y también con un tamano de
discretizacién espacial (hy, y hy) adecuado no presenta problemas de convergencia,
aunque si hay que ser cuidadoso en la eleccion de los pardametros antes mencionados.
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CAPITULO 6

LA SUMABILIDAD DE BOREL EN LA SOLUCION DE
ECUACIONES DIFERENCIALES

LAURA ANGELICA CANO CORDERO
FCFM - BUAP

RESUMEN. El presente manuscrito pretende dar un esbozo sobre el uso de
los criterios de sumabilidad, en particular, el de Borel, en la resolucién de
ecuaciones diferenciales de segundo orden. Asi como mostrar algunas de sus
aplicaciones.

1. INTRODUCCION

Comencemos el presente articulo planteando una pregunta clasica de nuestros
cursos de Caélculo Integral. Dada una serie «,, = Z? a;, a; € Rba; € C, jes
convergente y a qué valor converge, es decir, lim,_,, a,, = L, para algin L € C 6
L e R?.

Esta pregunta nos causa muchos estragos y en el proceso de entender criterios
de convergencia, también aprendemos algunas series con nombre propio. Algunos
ejemplos de series que nos son familiares son:

1.1. EJEMPLO.

(1) (Serie Arménica)
(2) (Serie alternada)

(3) (Funcién Gamma)
1794279 4+3 % +... = Zn’s, donde s € Cy Re(s) > 0,
n=1

(4) (Heaviside)

cC—T

= T
- 0.
§F(C_T+1),conc7 >

Para establecer la convergencia de ésta y otras series, aprendemos algunos crite-
rios de convergencia.

1.2. EseMPLO. Criterios de convergencia Sea Y~ ; ay
57
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Condicién del resto. Para que una serie sea divergente, una condicién
suficiente es que

lim ap = 0.
k—oo

Esta afirmacion es muy 1til, ya que nos ahorra trabajo en los criterios
cuando el limite es distinto de cero.

Criterio de la razén. Supongamos que los términos de la serie son posi-
tivos. Si existe

. ag
lim
k=00 @41

= Lcon L € [0,00)
el Criterio la razén establece que:

(a) si L < 1, la serie converge.
(b) si L > 1, entonces la serie diverge.
(c) si L =1, no es posible decir algo sobre el comportamiento de la serie.

Criterio de Cauchy Supongamos que los términos aj son positivos que
lim Vka, = L, L € [0,00).
k—oo

Entonces, si:
(a) L <1, la serie es convergente.
(b) L > 1 entonces la serie es divergente.
(¢) L =1, no podemos concluir nada a priori y tenemos que recurrir al
criterio de Raabe, o de comparaciéon, para ver si podemos llegar a al-
guna conclusion.

Criterio de Raabe. En algunas series, puede ocurrir que ni el criterio de
la razon ni el de la raiz nos permitan determinar la convergencia o diver-
gencia de la serie, entonces recurrimos al criterio de Raabe.

Sea una serie tal que aj > 0 (serie de términos positivos). Y supongamos
que existe
ak

lim k(1 —
k—o00 Aft1

) =1L,
con L € [0,00) Por tanto, si L > 1, entonces la serie es convergente y si
L < 1, la serie es divergente.

Una serie de la forma Y, (—1)"a, se llama alternada. Tal serie converge
si se cumplen las siguientes condiciones:

(a) limg— oo (—1)"a, = 0 para n par y n impar.

(b) La serie tiene que ser absolutamente decreciente, es decir:

| ak [2] ak+1 | -

Si esto se cumple, la serie es condicionalmente convergente, de lo con-
trario la serie diverge.
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Lo dicho hasta aqui, sugiere que nuestro tema se ha agotado ahora que tenemos
criterios de convergencia. Sin embargo, este estudio solo es una parte puesto que
la mayor parte de la series que se obtienen de las aplicaciones, son divergentes en
todos los puntos, un ejemplo de ellas en la serie de Heaviside del Ejemplo 1.1 inciso
(4), la cual Heaviside obtuvo en sus estudios en Electromagnetismo. Mds atn, los
siguientes teoremas nos muestran la importancia de tener series convergentes.

1.3. TEOREMA.

(1) (Fourier.) Toda funcién periédica real se puede escribir como una combi-
nacién lineal infinita de senos y cosenos.

(2) Toda funcién analitica es holomorfa, y reciprocamente.

(3) La solucién de ecuaciones diferenciales de segundo orden se puede dar por
medio de serie de potencias.

Esta problematica fue causa de estudio de matematicos como A. Cauchy, en-
tre otros, quienes inmersos en esta problematica se plantearon la necesidad de
replantear el concepto de convergencia de una serie. Bajo esta luz, surgen las
siguientes definiciones de sumacion de una serie, conocidas hoy en dia como condi-
ciones de sumabilidad.

2. TIPOS DE SUMACION

A continuacién definiremos formalmente los conceptos de sumacién méas impor-
tantes.

2.1. DEFINICION.

(1) Sumacién de Cesaro. Sea {a;} una sucesién, siendo

k
Sk = § O,
n=1
la suma k-ésima de los primeros k términos de la serie.

La sucesién {a,} se denomina sumable Cesaro, con una suma de
Cesaro a a, si

1
lim Zs; —
oo R T

(2) Sumacién de Abel. Sea ZZ:O ap una serie y sea (r,) una sucesién de
nimeros tal que r, — 17 y sea k < 0. Decimos que la serie es Abel
sumable con suma de Abel igual a « si:

: k
lim E TSk =
n—oo

n>0

. k . -
(3) Sumacién de Euler. Sea ) . _a, una serie, la sumacién de Euler de
esta serie se define como:

S S 3 ()
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2.2. OBSERVACION. Un tipo de sumacién de vital importancia para nuestro propésito
es la sumacién de Borel. Sin embargo hablaremos con mayor detalle de la misma
més adelante.

Las definiciones anteriores nos llevan a plantearnos de manera natural las sigu-
ientes preguntas:

LAl considerar estas definiciones de sumaciones en una serie, las series diver-
gentes en el sentido usual serdn convergentes en alguno de los sentidos anteriores?

. Las series convergentes en el sentido usual lo seran segin el sentido de suma-
bilidad anteriores?

La respuesta a ambas preguntas es afirmativa; respecto a la primera los siguientes
ejemplos nos seran ttiles.

2.3. EJEMPLO.

(1) La sucesién de Grandi, definida por a, = (—1)
(2) (Teorema de Féjer) Sea f € L'[—m,n] una funcién 27 periédica entonces
en cada punto t donde f(t7) y f(tT) existe, la serie de Fourier para f es

Césaro sumable a W

(3) La serie de Fourier de una funcién f € L[—m, 7] 27 periddica es Abel
sumable a f(t) para casi todo ntimero real ¢, es decir, si u(r,t) = %@ +
+(an cosnt + by, sinnt)r™, 0 < r < 1, entonces u(r,t) — f(t) cuando r — 1
para casi todo t.

n+1

Respecto a la segunda pregunta, se deja al lector como un ejercicio, el cual le
permitira resfrescar sus conocimientos de calculo.

2.4. OBSERVACION. Basta mostrar la afirmacién anterior para el caso de la suma-
bilidad de Ceséro pues la sumabilidad de Cesaro implica la sumabilidad de Abel,
el lector interesado puede consultar [2] para tener una demostracién detallada.
3. ECUACIONES DIFERENCIALES
En [5] Euler investigé el problema de la suma de la serie formal
§s=1—-246-24+120— ...

y de hecho se este estudio lo generaliz a la siguiente serie

(1) f=

k() 2> 0.

M8

bl
Il

0

Maés aun, Euler nota que f es la soluciéon para de la ecuacién diferencial de
segundo grado:

(2) 2y +y =z

Sin embargo, (1) es una serie divergente para x € RT\{0} (esta tiltima afirmacién
se puede verificar usando el criterio de la razén). Entonces para estos valores de x
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no es posible tener una aproximacién de la solucion.

Un primer intento para resolver este problema es utilizar el método de cuadra-
tura, es decir, dar una solucién de la ecuacién diferencial mediante la combinacion
finita de integrales de funciones simples. Como lo muestra la siguiente proposicién.

3.1. PROPOSICION. Para todo z >0
| f(x) = fi(z) |< Kl
donde

Y
y fr(z) = Zﬁié (—=1)"nlz™*L f es una solucién para la ecuacién diferencial de
Euler.

Demostracién. Consideramos la siguiente féormula, la cual es sencilla de veri-
ficar,

el
I
—

p YF
1+

1 —_
1+

(=1)"" +(=1)

0

3
Il

Entonces

fl@) = [ e (TR0 (-1 + (—1)F ) dy

k=1 poo =¥ o . (oo ke s
DN A R N G Ve I

Usando la siguiente igualdad
o
(3) I'n+1)=n!l= / e *dz,
0

la cual implica:

4 * n _;/’d _ !n+1’
(4) / $redy = nla
asi

k-1 9] k %w
B g = e DN = ) + )
donde Ry = f — fx. De esto,

[ yke= B

(6) @)= [ s [T ke —petm

Sin embargo, esta solucién parece muy artificial, por lo que este proceso resulta
ser poco viable para el caso de una perturbacién de la ecuacién de Euler. Por
lo que de manera natural podriamos preguntarnos ;jcémo obtener una soluciéon de
la forma (5) para la ecuacién generalizada de Euler? Para este caso jpor qué no
aplicar algun criterio de sumabilidad a nuestro problema? Los tipos de sumabilidad
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mencionados anteriormente no proporcionan una sumabilidad que de una solucién a
nuestro problema; por ello es necesario introducir un nuevo criterio de sumabilidad.

3.2. DEFINICION. Sumacién de Borel
Sea fozo a, una serie entonces la sumacién de Borel S de la serie se define
€omo:

D s B S [ [ 5
n=0 n=0 n: n=0 nJo 0 n=0 n

Con la ayuda de (7) podemos introducir el concepto de sumabilidad de Borel.

3.3. DEFINICION. Una serie Y -, a, se dice Borel sumable si:

(1) La serie Y ° 922" es convergente.
(2) El radio de convergencia se puede extender a todo el eje real positivo.

(3) La integral [;(37, %2™)e *dz es convergente.

Anteriormente vimos que la sumabilidad de Abel es més débil que la sumabilidad
de Cesaro, por lo que podemos preguntarnos jla sumabilidad de Borel es més débil
que la sumabilidad de Cesaro, o serd una generalizacién de la misma?

Para responder a esta pregunta necesitamos la siguiente definicién.

3.4. DEFINICION. Sean {v,.},,_y ¥ {Pn},  dos sucesiones de niimeros reales. En-
tonces la sumacién de Cesaro de v,, con pesos p, se define como:

_ P1U1 + P2v2 + ... + PpUp

8 Wy -
®) p1+p2+ ... +Dn

3.5. OBSERVACION. Claramente si consideramos p, = 1, V¥n € N tenemos la suma-
bilidad de Cesaro.

3.6. PROPOSICION. La sumabilidad de Borel es la de Cesaro con pesos p,, = An—

Demostracion. La veracidad de esta afirmacion se sigue del hecho que la serie
e}
> o2 o Pn es convergente y converge a e*. l

Pero como verificar que realmente este método resuelve nuestro problema para
el caso de la ecuacién de Euler. Para ello son necesarios algunos célculos que a
continuaciéon hacemos.

3.7. EJEMPLO. Sea a, := (—1)"nlz"!. Entonces

T 1tz
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Asi

2 o) 00 —z fo%e) =

an, _ e e =

— 2" | e Fdz = —dz = —dy,
/0 nz::on! /0 1+ 2z /0 1+ay v

la cual es la solucién de la Proposicion 3.1.

Maés aun, los Teoremas Tauberianos nos permiten hablar de la extensién del
dominio de convergencia de una serie en direcciones; concepto que a continuaciéon
definimos.

3.8. DEFINICION.

(1) Una serie de potencias »., _,a,2z""! es 1-sumable en la direccién d,

n

donde d es la semirrecta del origen en el plano complejo si la serie ZZO:O an ’fl—,
es convergente y la integral

oo

() e a
0 n.

n=0

es convergente con valor S(x).

(2) Si una serie no es l-sumable en la direccién d, entonces la direccién d se
llama direcciéon excepcional.

(3) Una serie es 1- sumable si es 1-sumable en todas las direcciones d excepto
en numero finito de direcciones excepcionales.

Hasta lo expuesto pareciera que la sumacion de Borel es adecuada para encontrar
una expansién asintdtica para la solucién de la Ecuacién de Euler, sin embargo, la
proposicién siguiente nos muestra que la misma técnica se puede aplicar para un
espacio de funciones.

3.9. TEOREMA. Consideremos una ecuacién algebraica diferencial

F(z, 9,y s s y™) = 0,

donde F es un polinomio de varias variables. Si f(z) = a,z™ es una solucién formal
de la ecuacion diferencial y f es borel absolutamente sumable con suma de Borel
f(x), entonces f(x) es una solucién de la ecuacién diferencial y tiene expansién
asintotica a f

El lector interesado puede encontrar en [7] una demostracién de esta proposicion.

Nuestro analisis nos has llevado a una solucién asintética de la ecuaciéon de Euler
en el eje real, el cual corresponde en el plano complejo a {z € C: Re(z) > 0}, por
lo que al considerar dicha solucién como un subconjunto del plano complejo es
natural plantearse la posibilidad de aplicar las herramientas del Anélisis Complejo
para dar una prolongacién analitica de dicha solucion. Para ello realicemos el
siguiente analisis.

Una forma simple de obtener una prolongacién analitica de

(9) / " e ()dy

0
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es considerar una rotacién por dngulo 6, de la trayectoria de integracién, como se
muestra en la figura.

FicuraA 1. Rotacién por dngulo 6 de la trayectoria de integracion

La integral fd fe=*¥ p())drp define una funcién ¥?(x) en el semiplano Py, donde
Py se define como
Py :={x | Re(z-1) >0, Vi € dyg},

y Re(z - ) no es otro que el producto escalar hermitiano < z, >.

F1GUrA 2. Semiplano Py

Por el teorema de Cauchy, f y ¢? coinciden en la interseccién de los semiplanos
Py y Py := {Re(z) > 0}. Asi cuando realizamos una rotacién en sentido contrario
a las manecillas del reloj obtenemos una prolongacién analitica de f.

Por ende, esta construccién nos provee de una prolongacién analitica de f en
todo C excepto cuando 6§ = 7, pues en v = —1 f tiene una singularidad. Asi,
excepto en una direccién podemos hablar de una prolongaciéon de la soluciéon de
f . Sin embargo, de manera casi natural podemos plantearnos lo siguiente: Si para
obtener una prolongacién analitica de f en el plano complejo una herramienta til
para hacerlo fue la deformacién de la trayectoria en donde conociamos la solucién
asintotica, jpodemos deformarla de manera tal que evitemos la singularidad y tener
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FicurA 3. Dominio de la prolongacién analitica de f

informacién en esa direccion? Una tentativa inicial seria considerar la trayectoria
inicial y solo deformarla en —1 jcomo? pues mediante una rotacién en la misma,
como se muestra en la siguiente figura.

FiGuraA 4. Trayectoria de la integral cuando existe una singularidad

Si continuamos este procedimiento, de manera iterada obtenemos que para el
semiplano Re(z) > 0 una prolongacién analitica de f dada por

01w = [ o,

™

donde df es el camino que evita la singularidad de la ecuacién, siendo como se
muestra a continuacién .

FicurA 5. Trayectoria para la prolongacion analitica de f

M4s atin, para todo x en el semiplano Re (z) > 0 tenemos dos prolongaciones
analiticas de f dados por las figuras (3) y (4). Por lo que debemos considerar
el hecho de que estas prolongaciones no sean iguales, cuestion que resolvemos a
continuacion.

(7 — o7 )(x) = [ye_wliwdz/) = —2ime”, Va: Re(z) >0
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FIGURA 6. Trayectoria df —d_

donde 7 es la trayectoria df — d;, donde d} — d; es un camino de la forma:
Por lo tanto, ¢ # ¢7.

Lo anterior lo podemos resumir en la siguiente proposicion.

3.10. PROPOSICION.

(1)

Las sumas de series 1-sumables en las diferentes direcciones d dan funciones
las cuales son continuaciones analiticas una de la otra conforme movemos
la linea d continuamente sobre las direcciones en las cuales las series son
1-sumables. Esto provee una funcién definida en un sector con vértice en
el origen.

La suma de Borel de una serie de potencias divergente puede no ser uni-
forme en una vecindad del origen. Es necesariamente ramificada. Este
comportamiento se conoce en la literatura como el fenémeno de Stokes.
Si una serie ZZOZO anz™ ! tiene un radio de convergencia r y su suma es
una funcién f para | & |< r, entonces un teorema de andlisis complejo
establece que la funcién f tiene al menos una singularidad en el circulo
| z |= r. La idea de Borel es que una serie divergente es una serie con radio
de convergencia r = 0. Asi tenemos al menos una singularidad escondida
en una direccién: para la ecuacién de Euler es la direccion R™.

4. PoLIGONO DE BOREL

El inciso (3) de la Proposicién (3.10) no da la informacién sobre la existencia
de una singularidad para la suma f, y hemos estudiado a dicha funcién utilizando
trayectorias que no pasan por la singularidad. Por lo que debemos considerar el
comportamiento de f en una vecindad de f.

Para ello, supongamos que c¢ es una singularidad de f, y que dicha funcién tiene
radio de convergencia | z |= ¢, alrededor de un punto P. En este caso,

J(z):=c! /e_t(l_g)dt,

la cual es convergente si y sélo si Re(Z) < 1, i.e,, si z y el origen estdn en el
mismo lado de la linea LP que pasa a través de P perpendicular a OP. La regién
asi definida estan al interior de un poligono convexo, el cual puede ser cerrado o
abierto y puede ser homotoépico a un angulo, una banda o un medio plano, dicho
poligono es llamado un poligono de Borel.
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4.1. EJEMPLO. Sea f(z) = 15 entonces la frontera del poligono de Borel estd

formado por las lineas x = +1.

A continuacién explicaremos una de las bondades que presentan las funciones
Borel sumables, en el poligono de Borel.

Supongamos que f(u) es regular, i.e., u no es singularidad de f, supongamos
ademdas que se encuentra al interior de una cerrada K que contiene al 0 tal que
para todos los puntos z € K se cumpla que

(10) Re(%) <1-6<1.
Entonces
1 1 .

la dltima igualdad estd dominada por

1 [ f)] st
27r/ ] |du|/e dt.

Por lo que podemos invertir el orden de las integrales; y obtenemos

(12) f(z):/a%t%/@&idu:/e*tf(t,z)dt.

Dado que f(u) es regular al interior de K y e'% es regular excepto en 0, podemos

/ . . ’ .
calcular I(t, z) contrayendo K a una curva K al interior del circulo de convergencia
. = . /
de f(u). Las series para f(u) y e'% son uniformemente convergentes en K , y
entonces

I(t,z) = %/K/ Zanu”Z%(%})ndg = Zan% = a(tz).
Asi
flz) = /eta(tz)dt.

El lector interesado puede consultar [6] para conocer las propiedades que pre-
sentan las funciones Borel sumables al interior del poligono de Borel, asi como su
relacién con la sumacién de Borel de la cual solo dimos la definicion.

5. APLICACIONES

El estudio de la sumabilidad de Borel no solo se restringe a la soluciéon de
ecuaciones diferenciales, también ha encontrado un campo fértil en el Anélisis
Matematico, rama en la que se realiza un estudio abstracto analogo al de la teoria
de Fourier para funciones 27 periddicas.

5.1. DEFINICION. La transformacién
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que asocia a una serie formal en términos de % una serie entera en términos de ¥
es llamada transformacion de Borel.

Mas aun, en dicha transformaciéon podemos definir la operaciéon multiplicacién,
la cual se define como:
G- th = P,
donde

(6 # 6)(a) = /0 " p(u)éa — u)du,

y se denomina la convolucion de la transformada de Borel o bien multipli-
cacion para la transformacién de Borel.

5.2. OBSERVACION. Una de las peculiaridades de la transformada de Borel es que
con esta operacion, la multiplicacién entre dos funciones se define como la multi-
plicacién entre gérmenes analiticos alrededor de 0, [1].

Este tema es muy extenso y dar una exposicién detallada va més alld de este
articulo, pues requiere de temas mas avanzados de Anélisis que los aqui expuestos.
El lector interesado en profundizar en este tema puede consultar [3].

En la Fisica ha repercutido en el estudio de la siguientes series, cuyo significado
fisico no discutiremos pues rebasa el contenido del presente trabajo.

(1) Series Lindstedt
(2) Solucién de la ecuacién 1D de Schréndinger.

Pero lo mas interesante de este tema, es que la sumaciéon de Borel comenzamos
estudidandola en la modelacién de un sistema dindmico continuo, que se estudia me-
diante la ecuacién de Euler, ésta misma tiene aplicacién en los sistemas dindmicos
discretos en el estudio de un fenémeno conocido como universalidad de las fun-
ciones unimodales que fuera descubierto por Feigenbaum en 1978, [4].

REFERENCIAS

[1] Allan Clark, Elements of abstract algebra, Dover, 1984.

[2] Bachman George, Narici Lawrence, Beckenstein Lawrence Fourier and Wavelet Anaylisis,
Springer- Verlag, 2000.

[3] Costin Ovidiu, Asymptotics and Borel summability (Monographs and surveys in pure and
applied mathematics ; 141), CRC Press, 2008.

[4] Eckmann Jean Pierre, Computer Methods and Borel Summability Applied to Feigenbaum’s
Equation (with P. Wittwer). Lecture Notes in Physics, Springer-Verlag, Berlin Heidelberg
New York, Vol. 227 (1985).

[5] Euler L., De seriebus divergentibus, Novi Commentarii academiae scientiarum Petropoli-
tanae(1754-55) 1760,pp. 205-237, reprinted in Opera Omnia Series, I vol. 14, pp. 585-617.

[6] Hardy Godfrey Harold, Divergent series, 2 Edition, AMS Bookstore, 2000.

[7] Rousseau Christiane, Divergent series: past, present, future . . ., Internal Communication
Département de mathématiques et de statistique and CRM Université de Montréal .

Facultad de Ciencias Fisico Mateméaticas, BUAP.
Av. San Claudio y 18 Sur, Col. San Manuel,
Puebla, Pue., C.P. 72570.

caclmx@yahoo.com.mx



CAPITULO 7

ALCANCES Y LIMITACIONES DEL COMPUTO CIENTIFICO:
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RESUMEN. En este trabajo hecharemos un vistazo a algunas capacidades y
limitaciones del computo cientifico. En Particular veremos que no se puede
invertir una matriz de dimensién 10000 por 10000 aun siendo esta tridiagonal
con valores constantes en la diagonal, en la subdiagonal y la superdiagonal
(matriz que resulta al resolver la ecuacién de Poisson de dimensién 2), esto si
tratamos de resolverlo con un programa ingenuo y no tomamos en cuenta la
estructura de la matriz. Por otro lado daremos una impresionante aplicacién de
la transformada rédpida de Fourier que implicitamente resuelve un sistema de
ecuaciones lineales del orden de 11000 por 11000. Este sistema resulta cuando
queremos interpolar una cierta funcién y queremos que el error sea del mismo
orden que la epsilon de la maquina. Los cédlculos serdn realizados en Python y
Matlab.

1. INTRODUCCION

Actualmente la existencia de equipos de computo, con grandes capacidades de
almacenamiento y de calculo, hace que en ocasiones pensemos que el cémputo
cientifico es algo magico. Cuantas veces no hemos oido decir a alguien: Qué chiste
tiene resolver un sistema de ecuaciones, si con un simple programa puedo obtener la
solucion, hay personas supuestamente con buen bagaje matematico que comentan a
alumnos -pues estd muy bien que hayas analizado este algoritmo, pero actualmente
Mathematica puede calcular el 50,000-avo primo siguiente-, o decir -que maple
puede elevar un niimero a la 512-ava potencia modulo 345, sin ningiin problema-,
lo que no dicen es que esto puede tomar horas o que los algoritmos para lograr
esto tienen que ser tremendamente bien disefiados y recordamos que muchos de los
algoritmos que hoy en dia usamos han sido el resultado de un proceso inventivo
de mucha gente, que evitaban en lo posible acumular errores de redondeo y lograr
un ahorro considerable de almacenamiento, asi como una optimizacién del uso del
procesador. Este trabajo es una mirada un tanto retrospectiva de lo que ha sido
el computo cientifico, pues aqui presentamos dos ejemplos en los que si los algo-
ritmos se emplean de manera ingenua ain con computadoras con gran capacidad
de almacenamiento y un buen procesador podemos no tener buenos resultados. En
particular usamos dos computadoras, la computadora 1(Memoria RAM de 2GB,
versién 7.8.0.347 de MATLAB, Windows?7.) y la computadora 2 (Memoria RAM
de 4GB, versién 2.6 de Python, Ubuntu 10.04). En el primer ejemplo observaremos
que en Matlab no es posible cargar una matriz de 10,000 x 10,000 mucho menos re-
solver un sistema de ecuaciones lineales que determina la matriz propuesta. Cuando
usamos la computadora 2 si podemos almacenar la matriz y resolver una sistema
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de ecuaciones lineales, usando Python, pero atin tenemos el problema de que el
tiempo de ejecucién es muy grande, en ambos casos ( Matlab y Python) atacamos
el problema aprovechando la estructura de nuestra matriz -tridiagonal-. El prob-
lema de almacenamiento como el tiempo de proceso se solucionan, aprovechando
que la matriz es dispersa. En el segundo ejemplo atacamos el problema de la in-
terpolacién polinomial y recordamos que las matrices de Vandermonde que surgen
de este problema atin de dimensiones pequenas estdn mal condicionadas[2], en este
caso abordaremos el problema usando polinomios de Chebychev y el polinomio
trigonométrico equivalente para poder usar el algoritmo de la transformada rapida
de Fourier, y asi poder obtener un polinomio de grado de méas de 11000 (nece-
sario para lograr una precisién del orden del épsilon de la méquina), en un tiempo
impresionantemente corto .

2. FALTA DE ALMACENAMIENTO

A continuacién, mostramos que las capacidades del espacio de trabajo como la
capacidad de almacenamiento y el sistema de programaciéon pueden resultar inttiles
si no sabemos aprovechar la estructura de las matrices que resultan del proceso de
discretizacion de un problema dado. Un primer ejemplo que resulta interesante
explorar es el siguiente:

2.1. EJEMPLO. La ecuacién de Poisson.
Sea L >0

(1) —y'(z) = f(x), =€(0,L).

Esta ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden con valores en la frontera
describe la distribucién de la temperatura y en una barra de longitud L, f es una
funcién que representa la fuente de calor a lo largo de la barra. Ademaés, y(0) = y;

y y(L) = ya.

Resolvemos el problema usando el método de diferencias finitas. Dividimos el
intervalo [0, L] en n + 1 subintervalos de longitud h = T#l, asi los extremos de los
subintervalos son z; = j - h, j =0,1,...,n + 1. Buscamos una solucién aproximada
en los puntos z;, es decir, y; = y(z;) con j = 0,1,...,n + 1. Para aproximar y"
usamos la siguiente formula conocida como diferencias centrales. Debemos aclarar
que los elementos de la solucién sélo contiene los valores en el intervalo (0, L), en
los extremos los valores son proporcionados por las condiciones de frontera.

y(z +h) = 2y(x) +y(z —h)
2) OB . .
Entonces el problema se reduce a resolver un sistema de ecuaciones lineales
Ay = r de la forma, donde los r; son los valores de f evaluados en x;.

dl aq 0 0 Y1 1

b2 dg as 0 Y2 T9
(3) . . — .

0 bnfl dnfl Ap—1 Yn—1 Tn—1

0 0 bn dn Yn Tn
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La matriz A resulta ser tridiagonal, donde las entradas de las diagonales son
los tnicos elementos distintos de cero (A también es llamada matriz banda). En la
mayoria de los casos la matriz A resulta ser muy grande si queremos una buena
aproximacién a la solucién del problema. Como caso particular, resolveremos el
siguiente sistema que estd definido por una matriz tridiagonal que es dominante
diagonalmente, la matriz A es una modificacién al sistema de ecuaciones que se ob-
tiene al resolver la Ecuacién de Poisson, trabajaremos con este sistema en particular
pues como mencionamos anteriormente la matriz A es dominante diagonalmente

310 .. 0 i 1
1 3 1 0 Vs 0
(4) : : =1 :
0 .. 1 3 1 Y1 0
0 .. 01 3 Un 0

Primero resolvemos el problema directamente usando MATLAB con las carac-
teristicas de la computadora 1. Como queremos una buena aproximacién usamos el
valor de n = 10000, luego cargamos la matriz A con la siguiente serie de comandos:

n=10000; Al=eye(n);
A2=diag(ones(1,n—1),1); A3=diag(ones(1,n—1),—1);
A=A2+3xA1+A3;

En este punto tenemos un problema, no podemos cargar una matriz con estas
dimensiones, asi que buscamos un limite de almacenamiento y encontramos un val-
or de n = 6500, con el que si se puede cargar al menos una matriz. Sin embargo,
surge otro problema: con este nuevo valor ya ocupamos toda la memoria de la
computadora y atn nos falta resolver el sistema. Procedemos con otro método [1]
aprovechando que A es una matriz en banda. El propésito es ignorar los elementos
cero. Para resolver el sistema (4) usamos el método de Thomas, el cual s6lo alma-
cena las entradas de las diagonales. El método de Thomas [8] es el siguiente:

L. Iniciamos con a; = ¢, 1 = .

2. Parai=2,...n—1

;i i — biri_1
- 5 s _— .
d; — bia;—1 d; — ba;—1

3. Para la ultima ecuacién:

a; =

Tn — bn"nnfl
dn - bnanfl
4. Sustitucién hacia atras

Yn = Tn

yi:Ti_aiyiJrl? i:n—l,n—Q’...71.
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La siguiente funcién de MATLAB implementa Thomas:

function y = Thomas(a, d, b, r)

n=length (d);
a(l)=a(1)/d(1);
r(1) = r(1)/d(1);
for i = 2:n-1
denom = d(i) — b(i)*a(i—1);
if (denom = 0), error(’denominador._cero’), end
a(i) = a(i)/denom;
r(i) = (r(i)=b(i)*r(i—1))/denom;

end

r(n) = (r(n)=b(n)*r(n-1))/(d(n) — b(n)*a(n—1));
y(n) = r(n);

for i n—1:—-1:1

y(i) = r(i) — a(i)sy(i+1);

La ventaja de ocupar Thomas es muy notoria, pues sélo ocupa 3n entradas de

las n? que contiene A.

Finalmente, el tiempo de solucién del sistema de ecuaciones del problema par-

ticular de Poisson es:

&+ < = T & B

y

= 10000;

[ones(1, n—1) 0];

= 3%omnes(1l, n);

[0 ones(1l, n—1)];

[1 zeros(l, n—1)];

Thomas(a, d, b, r);

ic, y; toc

Elapsed time is 0.000283 seconds.

Los primeros 5 elementos de la solucién y; son:

(1:5)
ans =
0.381966011250105
—0.145898033750315
0.055728090000841
—0.021286236252208
0.008130618755783

Ahora observamos que sucede si los cdlculos anteriores se realizan en Python con

las caracteristicas de la computadora 2.
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En Python[2] no tenemos problemas para cargar la matriz, en parte por las
capacidades de la computadora 2. Con las siguientes instrucciones podemos cargar
la matriz mencionada anteriormente, ademas intentamos invertirla.

from numpy import eye, diag, ones
from numpy.linalg import inv
n=10000
A= 3xeye(n) + diag(ones(n—1), 1) + diag(ones(n—1), —1)
I= inv (A)
Este proceso tarda aproximadamente 15 minutos. El proceso de invertir una
matriz de tales dimensiones representa una sobrecarga para la memoria y el proce-
sador de la computadora, es por ello que no vamos a invertirla, veamos que pasa

si intentamos resolver un sistema de ecuaciones lineales de este tamamno con una
implementacién simple del método de eliminacién gaussiana.

from numpy import dot, array,eye,diag,ones,concatenate ,zeros

def gaussElim (a,b):
n=len (b)
for k in range(0,n—1):

for i in range(k+1,n):
if ali,k] != 0.0:
lam = a[i,k]/a[k,k]
ali, k+1'n] a[i,k+1:n]—lam*a[k,k+1:n]
b[i]= b[i]- am*b[}
for k in range(n—-1,-1,-1):
b[k]= (b] ]— dot(a[k7k+1:n},b[k+1:n]))/a[k7k}
return b
n=10000

a = eye(n)*x3 + diag(ones(n—1),1) + diag(ones(n—1),—1)
I=gaussElim (a, concatenate ((ones(1l),zeros(n—1))))
print I

lo anterior representa un problema muy sencillo, sin embargo por las dimensiones
de la matriz este proceso es muy tardado, por lo que no es muy practico usarlo.
Igual que antes usamos el método de Thomas para aprovechar la estructura de

la matriz(tridiagonal), a continuacién presentamos una implementacién de Thomas
en Python:

def thomas(a,d,b,r):
n=len (d)
a[0]=a[0]/d[0]
r[0]=r[0]/d[0]
for i in range(1,n—2):
denom = d[i] — b[i]*xa[i—1]
if (denom==0):
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print "DENOMINADOR._CERO”
else:
al[i]= a[i]/denom
r[i]=(r[i] — b[i]*r[i—1])/denom
r[n—1]=(r [n=1]-b[n—1]xr[n—2])/(d[n—1] — b[n—1]*xa[n—2])
#FIN DEL METODO DE THOMAS
x=zeros (n)
x[n—1]=r[n—1]

b

for i in range(n—2,—-1, —1):
x[i]= r[i]—afi]*x[i+1]
return x

Recordemos que este método solo usa las entradas de la matriz que son distintas
de cero, asi logramos liberar la memoria utilizada por las entradas que son ceros.
Con las siguientes instrucciones resolvemos el sistema Ax = b, para este caso b es
la, primer columna de la matriz identidad, = resulta ser la primer columna de A~1.
Repetimos este proceso con cada una de las columnas de la matriz identidad, y
de este modo logramos calcular A~' con una reduccién aproximada del 50 % del
tiempo respecto al comando inv . En el c6digo creamos las diagonales de la matriz
A; otra opcion es extraer las diagonales de dicha matriz. Para definir las diagonales
de la matriz A y resolver el sistema tenemos lo siguiente:

d=3xones (10000)

b=concatenate ((ones(9999),zeros (1)))
a=concatenate ((zeros(1),ones(9999) ))
r=zeros (10000)

r[0]=1

11 = thomas(b,d,a,r)

3. PROBLEMA DE INTERPOLACION

Como ha sido comentado, aprovechar la estructura de las matrices es la mejor op-
cién cuando queremos una buena exactitud a la solucién de un problema dado. Sin
embargo, en general nos topamos con problemas que involucran matrices densas, en
estos casos debemos recurrir a métodos de factorizaciéon o replantear el problema
para poder aprovechar otros métodos de solucién. Un ejemplo que involucra una
matriz densa es el siguiente.

3.1. EJEMPLO. Interpolaciéon polinomial. Si sabemos los valores de una funcién
Y1,Y2, ---, Yn €n los puntos de interpolacion x1, xs..., ,, podemos encontrar un poli-
nomio de interpolacién usando la siguiente forma de potencias.

(5) P(x)=cz" 4 ez 2+ . 4 cp1a + Cp,

cuyos coeficientes se pueden obtener resolviendo un sistema de la forma Ve = f
donde las entradas de la matriz V estédn dadas por Vi ; = 2”7 y obtenemos el
siguiente sistema.
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x?_l a;?_Q z; 1 c1 Y1

x;_l JIEL_Q . T9 1 C2 Y2
(6) . S| =

=l a2 o, 1 Cn Un

La matriz V' de este sistema se define como una Matriz de Vandermondel[l],
donde cada z; de la matriz es: v;; = xzﬂ. Es bien conocido que esta matriz
estd mal condicionada[2]lo cual nos hace tener errores al resolver este sistema.

Observemos un caso particular, donde usaremos como puntos de interpolacién
los puntos de Chebyshev, resolveremos el sistema que involucra la matriz V' con un
lado derecho f con el siguiente codigo

from numpy import arange, cos,pi,vander,zeros ,ones,
concatenate ,dot
from numpy.linalg import solve

n=1000

p=arange (0 ,n+1)

pTchev = cos(pi*p/n)

Mevander (pTchev)

c=solve (M, concatenate ((4xones(1),zeros(n))))
print (dot (M,c))

para este caso estamos usando como lado derecho el vector columna

¢ =1[4,0,0,...,0] que tiene dimensién 1 x n + 1; la matriz de Vandemonde es una
que definimos a partir del siguiente vector

[1,0,99999507,0,99998026, ..., —0,99998026, —0,99999507, —1.], y usando el
comando vander construimos la matriz, luego usando solve resolvemos el
sistema, finalmente calculamos el producto de V¢ comparamos con nuestro lado
derecho y podemos ver que el ¢ que calculamos nos da un resultado incorrecto.

A continuacién usando un método en [6] replanteamos el problema (6), para
aprovechar el algoritmo de la Transformada Rdpida de Fourier [3] y reducir el
ntimero de operaciones.

Para la interpolacién de los datos ocupamos una serie truncada en polinomios
de Chebyshev [4] ahora el problema consiste en calcular los coeficientes de la serie
truncada. Los datos de entrada es un conjunto de ntmeros fy, ..., fny que pueden
ser muestras de una funcién f(z) en los puntos de Chebyshev. Antes de seguir con
la formulacién del problema se presentan algunas definiciones.

3.2. DEFINICION. Los puntos de Chebyshev estdn definidos por

(7 zj =cos(mj/N), 0<j<N.
3.3. DEFINICION. Se define el j-ésimo Polinomio de Chebyshev.
(8) Tj(z) = cos(j arcos(z)), x€[-1,1].
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3.4. DEFINICION. El polinomio de interpolacién equivalente a un polinomio de
Chebyshev, puede ser considerado como una serie truncada de Chebyshev, esto
es

N
(9) f(z) = p(z) = Z a;T;(x).

El método para calcular dichos coeficientes se basa en tres identidades entre una
variable real z, una variable angular #, y una variable compleja z = e sobre el
circulo unitario del plano complejo.

3.5. OBSERVACION. Para z € [—1,1] se cumple lo siguiente:

(10) z = Rez = %(z—i—z_l) = cost)
donde z € [-1,1], 0 € [0,27] y |2] = 1.

3.6. DEFINICION. El j-ésimo polinomio de Chebyshev se puede escribir de acuerdo
a la observacion anterior como:

(11) T;(z) = Rez’ = 5(23 +277) = cosjo

Se pueden hacer algunos céalculos para ver que efectivamente se trata de un
polinomio en z. Recursivamente se obtiene

(12) Tjs1(x) = 22T (x) — Tj-1(x)
para cada j > 0.

3.7. OBSERVACION. De la recursividad anterior se deduce que T es un polinomio
de grado N para cada N > 0, con coeficiente principal 2! para N > 1.

3.8. OBSERVACION. Como que Ty es de grado N para cada N, cualquier polinomio
de grado N se puede escribir como una serie truncada en polinomios de Chebyshev
(unicidad del polinomio de interpolacién)[7].

Las observaciones anteriores permiten las siguientes equivalencias que son la base
del método para calcular los coeficientes de una serie truncada de Chebyshev.

» En la variable € [—1,1], p(z) es un polinomio algebraico determinado
por sus valores en los N + 1 puntos de Chebyshev zq, ..., xn.

N
(13) f(z) = p(z) = Z a;T;(x).
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= En la variable 6 € [0, 27], la misma funcién es un polinomio trigonométri-
co P(0) determinado por sus valores en los 2N puntos equidistantes
o, ....,00n+1 con 0; =mj/N, j =0,...,2N + 1; en este caso la funcién toma
valores iguales en 6 y 2 — 0. Asi podemos escribir

N
(14) f(cosf) ~ P(0) = Zajcosjt‘).
=0

La equivalencia anterior ayuda a replantear el problema del célculo de coeficientes
de Chebyshev en el eje real al problema del célculo de coeficientes de un polinomio
trigonométrico en un intervalo regular [0, 27]. Las series truncadas p(z) y P(6) se
tratan como interpolaciones de las funciones f(x) y F(6), respectivamente. Los

puntos de interpolacién son x; = cosf; = Re(z;) con 0 < j < Ny 0; = QW”
gm
9J - ﬁ’
Ahora se describe el siguiente método para calcular los coeficientes de una serie
truncada en polinomios de Chebyshev:

1. Sean z; puntos de Chebyshev con 0 < j < N y los siguientes valores

fi = f(z;) = p(z;) = ;.
Estos valores pueden ser evaluaciones en los puntos de Chebyshev de una

funcién f(z). Estos valores se extienden a un vector V' de longitud 2N con
la siguiente condicién. Es decir

N
(15) V= {p07p17p2: «+yDN;PN—-1,PN—-2, ~"7p27p1}-

Esto se hace porque el conjunto de puntos de Chebyshev toma valores
iguales en los correspondientes puntos sobre el circulo unitario, la distribu-
cién de los puntos de Chebyshev. Los valores son etiquetados como sigue:

Vo=p0,Vi =p1,.... VN = pN§, VN1 = PN-1..., Voan—1 = 1.

2. El problema ahora consiste en calcular los coeficientes de un polinomio
trigonométrico de interpolacién cuyos datos son ‘—/), los nodos igualmente
distribuidos (puntos de interpolacién) ; = jn/N con j = 1,2,...,2N — 1,
esto se traduce a un sistema de ecuaciones lineales de la siguiente forma

2N—1
(16) Vi= Y e, j=01,..,2N—L
k=0

Esto también se puede escribir matricialmente, es decir de la forma

(17) V = Fn?.

que explicitamente se escribe
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Vi R T 1 o 1 co
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Von—-1 1 eifenv-1 o eiMN)lav-1 o Gi(2N=1)02n—1 CaN—1

(18)

(19)

(20)

(21)

3.9. OBSERVACION. La matriz Fhy es conocida como la matriz de Fourier. Es
facil ver que las columnas de la matriz Foy son ortogonales y que las columas

T
de ﬁFz NY ﬁFQ ~ son ortonormales[5], por lo que el producto de estas

. T . .
matrices produce Ion, donde Fyn es la matriz transpuesta conjugada de

3.10. OBSERVACION. La inversa de Fyy estd dada por

1 —r
E 2_1\} 9N Fon.
. Ahora que se trabaja con un conjunto de puntos igualmente distribuidos
0; con j = 0,1,...,2N — 1 en el intervalo [0, 27], se procede a calcular los
coeficientes ¢, para la cual se reescribe el problema como sigue:

T=FV = %FZTNV.

En apariencia los coeficientes ¢ son faciles de obtener ya que todos los
valores 6 y V; son conocidos, la matriz Fyy es facil de obtener y su tamafio
depende del niimero de puntos de Chebyshev z; que sean tomados sobre el in-
tervalo [—1, 1]. Si se requiere una buena aproximacién del polinomio de inter-
polacién se deben resolver sistemas de ecuaciones muy grandes que implican
resolver matrices de Fourier de doble dimensién, lo que computacionalmente
parece ser mas costoso. Sin embargo podemos calcular los valores ¢j usando
el algoritmo de la Transformada Rapida de Fourier, logrando que el niimero
de operaciones del orden de O((2N)?) (si el sistema se resuelve de manera
directa) se realicen en un nimero de operaciones del orden de O(2N log, 2N).

Una vez obtenidos los coeficientes ¢, se manejan en el siguiente orden:

CNy--3C1,C0, CN41y +-+y C2N—1-

La razoén de esto es que los valores ¢y, ..., ¢o corresponden a los coeficientes
an, ---, ag de la serie truncada de Chebyshev, como se muestra a continuacion.
Para obtener los coeficientes a; de la serie truncada es necesaria la siguiente
igualdad [3]:

2N—-1 N

PO = Z ey = Zaj cos j6.

k=0 §=0
Realizando algunos calculos sencillos se obtiene que los valores a; estdn
dados por
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(22) AN = ——=CN,...,Q1 = —C1,00 = Co.

N 2N

A continuacién presentamos un ejemplo del problema de interpolacién usando el
método anterior codificado en Python.

3.11. EJEmMpPLO. Calcular los coeficientes de una serie truncada en polinomios de
Chebyshev para la siguiente funcién

f(z) = 2% cos 20z + 2% sin 507z, x € [—m,37].

Para trabajar con los puntos de Chebyshev sobre el intervalo [—m, 37| usamos
el siguiente cambio de variable. Sean ¢ € [—1,1] puntos de Chebysev, en general
para un intervalo [a,b] tenemos

b—at +cc—i—b
9 'k 2

Proponemos un valor de NV = 11207, para alcanzar una buena exactitud.

(23) T =

N 11207; a=pi; b = pi; y = arange (0,N+1);
x = cos(pixy/N) * (b—a)/2 + (atb)/2
f
n

(x*x%2)x(cos (2*%x)) + (x*x5)*(sin (50xpix(xxx2)))
= len(f)

g= arange(n—2,0,—1)
v = concatenate ((f ,f[q]))

c = fft(v).real
m = len(c)
y=arange (n—2,0,—1)

print c¢[n—1]/m
print c[y]/N
print c[0]/m

Con el programa anterior podemos ver que obtenemos los coeficientes de un
polonomio que es de grado mayor a 11000, en aproximadamente menos de .3 se-
gundos.

4. CONCLUSIONES

En la actualidad el hardware con el que cuentan las computadoras llega a ser
impresionante, si lo comparamos con el que se usaba hace algunos anos, por el-
lo algunas veces pensamos que es posible resolver problemas muy complejos; sin
embargo aun con las supercomputadoras existentes y los modernos lenguaje de
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programacién, un problema aparentemente sencillo puede llegar a exhibir las lim-
itaciones del hardware y de los lenguajes de programacién. Por ello es importante
desarrollar algoritmos eficientes e inteligentes para resolver problemas, capaces de
aprovechar el hardware porque, si no, aun con los avances tecnolégicos podemos
llevarnos desagradables sorpresas
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CAPITULO 8

LA CONSTRUCCION DE RECTAS TANGENTES ANTES DE LA
INVENCION DE LA DERIVADA

LUCIA CERVANTES GOMEZ
ANA LUISA GONZALEZ PEREZ
GRISELDA SANCHEZ DENICIA

FCFM - BUAP

RESUMEN. Mostramos algunos métodos que se utilizaban para construir las
rectas tangentes antes de la invencién de la derivada, tomando como ejemplos
la circunferencia, la parabola y la cicloide. La intencién de este trabajo es ilus-
trar una de las grandes ventajas de la derivacién: el hecho de que constituye
un método general que permite definir y construir las rectas tangentes para
una gran clase de curvas.

1. INTRODUCCION

Es un hecho conocido que areas muy importantes de la Fisica estdn escritas
en el lenguaje de las ecuaciones diferenciales y ademads, que actualmente muchos
fenémenos de diversas areas como la Biologia, Ingenieria, Economia, etc, por sus
caracteristicas y los objetivos que se pretenden, siguen teniendo este lenguaje de-
terminista como mejor opcién para modelarse, sin embargo, hemos encontrado que
para que los estudiantes lleguen a interesarse, se involucren y fluyan mejor en la
elaboracién de estos modelos deterministas, es deseable que hayan comprendido
de una manera mas profunda el concepto de derivada y su importancia, por lo que
consideramos importante poner a su disposiciéon informacién de la derivada comple-
mentaria al material que se cubre normalmente en los cursos de Célculo Diferencial,
con la intencién de que amplien su panorama.

Como estudiantes, es comun que al concluir un primer curso de Célculo nos
hayamos quedado con la idea de que derivar consiste sélo en una serie de reglas que
hay que memorizar y aplicar, dificilmente nos ubicamos en que somos herederos
de una rica tradicién matematica que nos permite resolver ahora, de manera casi
rutinaria, problemas que en la antigiiedad representaban enormes desafios incluso
para los mejores matematicos.

En este trabajo trataremos de ilustrar el poder de la derivaciéon para la obten-
cién de las tangentes a curvas que pertenecen a la clase de funciones derivables,
contrastando con la manera en que era necesario construirlas cuando el célculo no
existia como tal.

Por supuesto, podemos preguntarnos: jpara qué trazar rectas tangentes? en real-
idad hay varias razones, mencionaremos sélo una superficialmente. Tomemos como
ejemplo una particula moviéndose rapido sobre una circunferencia y que se soltara

81
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repentinamente (o desaparecieran las fuerzas que la mantenfan all{), la particula
continuarfa moviéndose (al menos durante un momento, mientras no ganaran otras
fuerzas actuantes) sobre la recta tangente (es muy fécil disenar varios experimentos
que te permitan convencerte de esto, te invitamos a inventar algunos), en realidad,
si la particula estuviera moviéndose describiendo como trayectoria cualquier curva
y se soltara en un punto de la curva en la cual puede trazarse una recta tangente,
la particula continuaria su movimiento sobre la tangente, por lo que si estamos
interesados en la comprensiéon y descripciéon del movimiento, nos conviene poder
trazar la recta tangente (cuando exista) en cualquier punto de una curva dada.

Primero construiremos las rectas tangentes a la circunferencia y la parabola con
los métodos inventados por los griegos desde hace mas de 2,000 anos, sus con-
strucciones era principalmente geométricas, usando regla (no graduada) y compés.
Puedes revisar bellos ejemplos de este tipo de construcciones en el libro IV de Los
elementos de Euclides, que se calcula fue escrito aprox. en el afio 300 a.C., leyendo
la traduccién al espaiiol [7] publicada en 1576.

Posteriormente mostraremos otros métodos generados en el siglo XVII para con-
struir las rectas tangentes a la cicloide.

2. TANGENTE A LA CIRCUNFERENCIA

Debido a que la idea que dimos de recta tangente en la introduccién puede no ser
muy comoda para las pruebas que requeriremos, al principio vamos a llamar la car-
acterizacién que seguramente tu recuerdas de la prepa o bachillerato: empezamos
recordando una de las propiedades importantes de la recta tangente a la circunferen-
cia: La recta tangente a la circunferencia en un punto dado la toca sélo en ese punto.

Ademsés esta propiedad caracteriza a una recta tangente de la circunferencia,
esto es, si una recta toca a la circunferencia en un sélo punto, entonces es tangente
en ese punto; nota que si trazdaramos una recta en una hoja donde estuviera el
dibujo de una circunferencia, lo més probable es que no la tocara o la cruzara en
dos lugares distintos (ver fig. 1).

FicurA 1. La mayoria de las rectas no tocan la circunferencia o
la cruzan dos veces

Antes de describir el procedimiento conviene recordar la manera de trazar me-
diatrices' a un segmento dado, para trazar la mediatriz a un segmento de recta se

1La mediatriz a un segmento es la recta perpendicular que pasa por el punto medio del segmento
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trazan dos circunferencias con centro en los extremos e igual radio (toma un radio
que sea mayor que la mitad de la longitud del segmento, puedes ver animaciones
de las construcciones en [6]), la recta que se obtiene uniendo los dos puntos de
interseccién de las circunferencias es la mediatriz (te invitamos a practicar esta
construccién y que pruebes que en efecto obtienes una mediatriz, ver fig. 2).

F1curA 2. Construccién de la mediatriz de un segmento dado

Construccién de la recta tangente a una circunferencia en un punto dado P us-
ando la regla y el compés:

Primero encuentra el centro de la circunferencia, este paso es necesario ya que no
siempre estd claro cual es el centro, por ejemplo, cuando tienes la circunferencia que
obtuviste dibujando el contorno de una moneda, para encontrar el centro escoge
tres puntos sobre la circunferencia que te permitiran obtener dos cuerdas juntas;
a continuacién traza las mediatrices a ambas cuerdas y donde se intersecan sera el
centro. En segundo lugar dibuja el radio que pasa por P y por iltimo traza la
perpendicular al radio por P, para esto prolonga el radio duplicando su longitud y
encuentra la mediatriz del segmento. (ver fig. 3):

F1GURA 3. Construccién de la tangente a la circunferencia

Es facil demostrar que la perpendicular construida con este procedimiento debe
ser tangente a la circunferencia en el punto deseado P.
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La demostracion consiste en probar que este punto P es el tnico lugar donde la
recta construida toca a la circunferencia.

Para esto supongamos que S es algtin punto diferente del punto P ubicado sobre
la recta, entonces los tres puntos C, S y P seran los vértices de un tridngulo
rectangulo, con el segmento C'S como la hipotenusa (ver fig. 4).

FIGURA 4. Dado S diferente de P sobre la recta, S debe estd fuera del circulo

Dado que la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo siempre es méas larga que
cualquiera de sus dos lados, vemos que el segmento CS serd mas largo que el seg-
mento C'P. Pero CP es el radio del circulo dado, por lo tanto, el punto S no puede
estar sobre la circunferencia porque estd a una distancia mayor que el radio del
centro del circulo: C'P. Esto nos dice que el punto P es el tinico punto donde la
recta y la circunferencia se encuentran, y muestra, por lo tanto, que la recta es
tangente a la circunferencia en P.

Notemos que este sencillo procedimiento que hemos descrito para construir una
recta tangente a una circunferencia tiene la desventaja de que no funcionard con
otras curvas, es facil convencernos de ésto, ya que podemos tomar una curva y
simplemente ver que las perpendiculares a sus tangentes no necesariamente se in-
tersecan en un punto central, ésto es porque una curva no circular no tiene un
centro, la construccién usa una propiedad exclusiva de las circunferencias o sus ar-
cos, por eso no funcionard en otros casos (ver fig. 5).

FIGURA 5. Esta curva no tiene un centro
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3. TANGENTE A LA PARABOLA

Después de la circunferencia, la parabola es una de las curvas mas sencillas, ésta
consta de todos los puntos del plano que se encuentran a igual distancia de un
punto fijo y de una recta fija. Al punto fijo se le conoce como el foco de la pardbola,
y a la recta fija como la directriz (ver fig. 6).

FIGURA 6. Paribola

Claro que hay muchas parabolas diferentes, dependiendo de la manera en que se
escogen el foco y la directriz, igual que existen muchos circulos diferentes, obtenidos
al variar la ubicacién del centro y el tamano del radio.

Cualquier parabola, sin embargo, automaticamente serd simétrica con respecto
a la recta perpendicular a la directriz y que pasa a través de su foco.

Esta recta de simetria, llamada el eje de la parabola, debe cruzar la parabola en
exactamente un punto, conocido como el vértice.

Las diferentes partes de la parabola, su foco, directriz, eje, y el vértice, se mues-
tran en la figura (ver fig. 7).

FIGURA 7. La pardbola, su foco, directriz, eje y vértice

Podemos describir el método griego para dibujar rectas tangentes a la parabola
en tres pasos:

Supongamos que P denota un punto sobre la parabola a través del cual deseamos
dibujar una tangente. Primero trazamos una perpendicular de este punto P al eje
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de la pardbola, sea @ el punto en la base de esta perpendicular (ver fig. 8).

FIGURA 8. Traza la perpendicular del punto Q al eje

En segundo lugar, dibujamos un circulo a través del punto @, teniendo el vértice
V como su centro. Este circulo interseca al eje de la pardbola en un nuevo punto,
diferente de P, al cual denotaremos como R(ver fig. 9).

FIGURA 9. Localiza R equidistante de V

Finalmente, dibujemos una recta que pase a través de los puntos P y R. Pode-
mos probar que esta recta PR toca la pardbola solo en el punto P, y ésto debe
convencernos de que la recta PR es la tangente que estamos buscando (ver fig. 10).

FIGURA 10. Traza la recta que une Ry P

Para llevar a cabo la demostracién, vamos a suponer que S denota un punto
sobre la recta PR diferente de P. Probaremos que ese punto S debe estar més lejos
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del foco que de la directriz, y por lo tanto que S no esta sobre la parabola.

Para que esta prueba sea mas clara nos apoyaremos en la siguiente notacién: para
denotar un segmento lo haremos con una rayita arriba, por ej.: BP = segmentoBP
y la longitud del segmento acotdndolo entre dos rayitas verticales, por ejemplo,
|BP| = longitud del segmento BP.

Comenzaremos esta demostraciéon trazando perpendiculares desde los puntos Sy
P hacia la directriz de la pardbola, denotando sus bases A y B, respectivamente, es
claro que el segmento SB es més largo que el segmento SA, porque los tres puntos
A, By S son los vértices de un tridngulo rectdngulo que tiene como hipotenusa SB.
y sabemos que la hipotenusa de un triangulo rectangulo, siempre es mas grande que
cada uno de los lados (ver fig. 11).

FIGURA 11. La longitud de SB es mayor que la de SA

Lo que probaremos ahora es que los segmentos SF v SB tienen la misma longi-
tud, una vez que hayamos establecido esta igualdad, obtendremos que SF' debe ser
mayor que SA.

(1) |SF| =|SB| > |SA]

En consecuencia, S no podra estar sobre la pardbola ya que la ésta, por defini-
cién, consiste sélo de los puntos que son equidistantes del foco y la directriz. Esto
deja a P como el tnico punto posible que pertenece tanto a la parabola como la
recta RP.

Asi, el argumento completo se reduce a mostrar que S estd a igual distancia de
By F, lo cual vamos a establecer probando que el segmento de recta RP es la
mediatriz del segmento BF y usando el hecho conocido de que todos los puntos
sobre la mediatriz estdn a igual distancia de cada extremo del segmento original
(en este caso By F) (ver fig. 12).

Probaremos que el cuadrildtero > BPFR es en realidad un rombo.
Sea C' el punto donde el eje de la pardbola se interseca con la directriz, sabemos

que BP y CQ son paralelos y tienen la misma longitud, ya que son los lados op-
uestos de un rectdngulo (por la manera como se determinaron Q y B sobre el eje y

2Un cuadrildtero es un poligono con cuatro lados
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FIiGcura 12. La longitud de SB es igual a la de SF ya que S estd en
la mediatriz de BF

la directriz, las cuales son perpendiculares)

(2) [BP| =[CQl, BP|CQ

Probemos ademés que la longitud de CQ es igual a la longitud de RF, de la
figura 12 es facil notar que®

(3) FQ=VQ-VF

(4) RC =RV -CV

ademas, por la manera en que se generé R:

(5) VQ| =RV
por la definicién de parabola y que V pertenece a la misma:
(6) [VF|=|CV]|

Tomando la ecuacién (3) y sustituyendo en ella las longitudes [V Q| y |V F| por
las longitudes equivalentes descritas en las ecuaciones (4) y (5), obtenemos:

FQ=VQ-VF = RV-CV =RC

con lo que hemos probado que la longitud del segmento F'Q es igual a la longitud
del segmento RC"

(7) [FQ| = |RC|

Por otra parte, regresando nuevamente a la figura 12 podemos notar que

(8) |[RF| = |RC| + |CF]|

Usando la ecuacién (7) para sustituir |[RC| por |FQ| en la ecuacién (8),

3Expresa la manera en que deben modificarse las ecs. cuando el punto R queda entre C'y V'
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|[RF| = [RC| +|CF| = |[FQ|+[CF| = [CF|+[FQ|=|CQ|

Con lo que obtenemos:

(9) [RF| =|CQ)|

Combinando las ecs. (2) y (9) obtenemos:

(10) |RF| = |BP|, RF || BP

Usando el resultado que garantiza que un cuadrildtero que tiene dos lados op-
uestos paralelos de la misma magnitud, necesariamente es un paralelogramo? y la
ecuacion (10), obtenemos que los otros dos lados del cuadrildtero BPFR deben ser
también paralelos y con magnitudes iguales entre si, esto es:

(11) |RB| = |FP|, RB|| FP

Por otra parte, como P pertenece a la parabola, debe cumplirse que

(12) |BP| = |FP|

Considerando la informacién de las ecuaciones (10), (11) y (12) obtenemos que nue-
stro paralelogramo RF' PB es en realidad un rombo.

Finalmente, empleando el teorema de geometria que afirma que las diagonales
de un rombo son mediatrices entre si (puede ver la animacién del resultado en [6] y
una demostracién en el apéndice de [1]), queda concluida la demostracién, ya que
el segmento BF es una de las diagonales de nuestro rombo BPF'R, y la recta que
pasa sobre RP coincide con la otra diagonal; asi acorde al teorema mencionado, la
recta que pasa sobre RP debe ser la mediatriz de BF y, como mencionamos antes,
esto implica que las longitudes de los segmentos SB y SF son iguales, lo cual a su
vez implica que |SA| es menor que |SF| (ec. 1), lo cual significa que cualquier otro
punto S de la recta RP no pertenece a la pardbola y por lo tanto, completa nuestra
demostracion de que la recta RP toca a la parabola dada s6lo en el punto deseado P.

4. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DE LAS TANGENTES

El procedimiento anterior de tres pasos ideado por los griegos para construir
tangentes a una pardbola no funcionard con otros tipos de curvas debido a que
estd basado en propiedades geométricas especiales que solo posee la parabola. Es
necesario usar un procedimiento diferente si deseamos construir tangentes a otro
tipo de curvas (una construccién para la elipse pude verse en [2]).

Al principio encontramos un método sencillo para trazar la recta tangente de
la circunferencia en un punto dado, la construccién para la parabola tampoco fue
complicada, sin embargo, la demostraciéon de que en efecto era la recta tangente

4Un paralelogramo es un cuadrildtero cuyos lados opuestos son paralelos y tienen longitudes
iguales
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fue un poco mas laboriosa. Por otra parte, en ambos casos, para demostrar que las
rectas construidas efectivamente eran rectas tangentes usamos la propiedad de que
tocaban a las curvas sélo en el punto dado (P).

La propiedad que caracteriza la recta tangente a la circunferencia de tocarla
solo en el punto de tangencia, puede guiarnos en algunos casos para identificar
tangentes, por ejemplo en la figura 13.

FiGura 13.

Pero al observar otro tipos de curvas, nos damos cuenta de que esa caracteri-
zacion de recta tangente no nos permite definirla, al menos no coincide con la idea
intuitiva expresada en la introduccién, de que es la recta por la que continuaria
el movimiento de la particula si al encontrarse en el punto P repentinamente se
soltara o desaparecieran las fuerzas que la obligaban a continuar en la curva dada
(ver fig. 14).

FiGURA 14.

Por otra parte, una recta puede tocar a una curva en mas de un punto y seguir
siendo considerada una tangente (ver fig 15).

FiGURrA 15.
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Asi vemos que incluso obtener la definicién de recta tangente a una curva es mas
complicado que generalizar el concepto especial de recta tangente a una circunfer-
encia, la cual podia definirse como la recta que la tocaba sélo en un punto.

Durante varios siglos, matemadticos importantes dedicaron sus esfuerzos a re-
solver el problema de encontrar las rectas tangentes a curvas dadas e inventaron
varios métodos para construir tangentes a ciertas curvas especiales.

Incluso alrededor de 1640 todavia no habia una definicién de tangente acep-
tada por los principales matemadticos de la época [3]; de hecho, se manejaba la
tangente concibiéndola de diferentes maneras, algunas hacian méas énfasis en as-
pectos geométricos, otras en aspectos dindmicos y otras en la idea de limite, la
cual ya estaba en el ambiente como la concebimos actualmente pero todavia no se
habia formalizado; presentamos solo dos ejemplos de construccién de tangentes a
la cicloide con los principales argumentos, los detalles requieren profundizar en la
concepcion de limite y los posponemos para una siguiente oportunidad; por otra
parte, para profundizar en construcciones de la tangente a la cicloide con este tipo
de métodos, te invitamos a leer [5]).

5. LA CICLOIDE

La forma geométrica usada actualmente definir la cicloide es la siguiente: La
cicloide es la curva descrita por un punto de una circunferencia que Tueda Sin
resbalar sobre una recta, esta definicién es la que manejaba Descartes (ver fig. 16).

F1GURA 16. Cicloide de Descartes

El método de Descartes para construir la tangente a la cicloide se basaba en
los ‘centros de rotacién instantdneos’. Consideremos un poligono, por ejemplo un
tridngulo, que rueda sobre una recta y fijémonos en la trayectoria que realiza un
punto fijo P del tridangulo, observemos que la curva descrita por el punto consiste
de la unién de arcos de circunferencia cuyos centros son los puntos sobre la recta
que tocan los vértices del tridngulo sobre los cuales se apoya para girar; en conse-
cuencia, la tangente a un punto de esta ‘cicloide’generada por el tridngulo serd la
perpendicular a la recta que une el punto P con el centro de la circunferencia del
arco en el cual se encuentra el punto (ver fig. 17).

En la figura 17 se muestran las curvas descritas por el vértice A y por el punto P
del triangulo ABC' al rodar éste sobre la recta, es claro que ambas estan formadas
por la unién de arcos de circunferencias, notemos cémo los puntos de rotaciéon son
C, después B, posteriormente A y luego otra vez C, repitiéndose la imagen. En
cualquiera de los arcos descritos por P, la recta tangente al punto P en una posi-
cién dada, serd la recta perpendicular al radio que une el punto con el centro de
rotacion correspondiente, por tratarse de un arco de circunferencia. La idea clave
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FicURA 17. ‘Cicloide’generada por un tridngulo

que usaba Descartes era considerar la circunferencia como la figura limite de los
poligonos regulares inscritos, pudiendo determinar asi la tangente a un punto P de
la cicloide como la perpendicular al centro de rotacién ‘limite’que corresponderia
s6lo al punto P al que podemos visualizar como el limite del arquito generado por
un poligono y en el caso limite se convirtié en el punto P (para una explicacién
més amplia puedes consultar [1]).

Basada en la idea anterior, la construccién para la tangente se muestra a con-
tinuacion (ver fig. 18)

F1GURA 18. Construccién de Descartes

Sea D cualquier punto del arco de la cicloide AB, para construir la tangente
primero hay que trazar la paralela a AC que pasa por el punto D; sea E el punto
de interseccion de esta paralela con la circunferencia, traza la recta que une a C'y
E y luego la paralela a ésta que pasa por D, la perpendicular a esta iltima recta
que pasa por D es la tangente a la cicloide en D (jcémo se podria justificar que es
la tangente?).

Roberval definia la cicloide de la siguiente manera:

Consideremos que el didmetro AB del circulo se desplaza paralelamente a su
posicién inicial con el punto A sobre la recta AC hasta que llega a la posicién CD.
Simultaneamente hagamos que el punto A se mueva sobre la circunferencia de tal
forma que la velocidad del punto A sobre la circunferencia sea igual a la velocidad del
didmetro AB a lo largo de AC; en particular se tendrd que el punto A alcanzard la
posicién D en el momento que el didmetro alcance la posicién CD. Esto significa
que el punto A es conducido por dos movimientos, uno el del propio punto a lo
largo de la circunferencia y el otro, el de traslacién de la semicircunferencia (ver
fig. 19).
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F1GURA 19. Cicloide de Roberval

El método que usaba Roberval para encontrar la tangente a la cicloide en el
punto E es el siguiente: traza la paralela a AC que pasa por E; ésta interseca la
semicircunferencia AB en F, luego considera la tangente L a la semicircunferencia
en F'y su paralela en E, esta recta forma cierto dngulo con la recta que pasa por F
y E, cuya bisectriz es la tangente buscada, ya que es el resultado de dos ‘movimien-
tos iguales’; esto es, uno de ellos, el desplazamiento lateral daria como tangente a
la recta que pasa por F'y F, el otro, el movimiento a lo largo de la circunferencia
darfa como tangente a L y como las velocidades son igual magnitud, la tangente
resultante es N.

6. CONCLUSIONES

Durante siglos, la teoria de las tangentes se mantuvo como una coleccién de
métodos no relacionados entre si para la construccién de tangentes a curvas es-
peciales. Vistos de manera separada, estos procedimientos son muy interesantes y
nos proveen espléndidos ejercicios de razonamiento geométrico, sin embargo, vistos
en conjunto, arrojaban poca luz sobre las caracteristicas de la naturaleza de las
tangentes, dado que cada procedimiento se aplicaba sélo a un tipo de curva.

El primer progreso importante en la teoria de la unificacién de las tangentes fue
posible a principios del siglo XVII gracias al desarrollo de la Geometria Analitica re-
alizado por René Descartes. Esencialmente, lo que la Geometria Analitica proveyé fue
una manera de fusionar la geometria con el algebra, de tal manera que los proble-
mas en un dominio pudieran traducirse en problemas correspondientes en el otro;
la base de esta identificacién fue la identificaciéon de puntos con parejas ordenadas
de nimeros y las rectas y curvas con ecuaciones algebraicas apropiadas.

Casi simultaneamente con este proceso, se tuvo el desarrollo del calculo diferen-
cial, el cual nos permite contar ahora, en primer lugar, con una definicién precisa
de recta tangente para una gran variedad de curvas (todas las que son derivables)
y, ademads, transformar una coleccién de métodos para encontrar tangentes en uno
sélo: la derivacion.
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CAPITULO 9

COTAS DE ERROR PARA LA TERCERA DERIVADA DE
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RESUMEN. Se presenta una demostracién de la convergencia de las terceras
derivadas de los splines cibicos interpolantes, para funciones cuyas terceras
derivadas son absolutamente continuas en problemas de frontera fija, de esta
manera puede obtenerse buen grado de generalidad al mismo tiempo que las
demostraciones pueden realizarse usando calculo diferencial e integral.

1. INTRODUCCION

Dada su importancia, los libros modernos de Anélisis Numérico a nivel licen-
ciatura incluyen el tema de la interpolacion mediante splines cibicos y algunos
incluso enuncian algunos teoremas para cotas de error [2],[4], pero no incluyen las
demostraciones debido a que son complicadas, por otra parte, en libros avanzados
para nivel de posgrado se pueden encontrar enunciados mas generales de este tipo
de teoremas cuyas demostraciones requieren conocimientos avanzados, dejando una
brecha muy grande entre lo que se encuentra a nivel licenciatura y después a nivel
posgrado .

El propésito de este trabajo es reducir la brecha mencionada y contribuir en la
profundizaciéon de la comprension del célculo diferencial, para ello enunciaremos
dos cotas del error para la interpolaciéon con splines ciibicos con condiciones de
frontera libre, basados en el articulo de De Boor [1] cuyas demostraciones utilizan
principalmente resultados de calculo diferencial que permiten la comprension de los
teoremas a nivel licenciatura y muestran ademds aplicaciones interesantes de los
resultados utilizados.

Una funcién spline esta formada por varios polinomios, cada uno definido sobre
un subintervalo, que se unen entre si obedeciendo ciertas condiciones de continuidad
y/o derivabilidad. La definicién formal para un spline cibico es la siguiente:

Dada una funcién f definida en [a,b] y un conjunto de puntos de un intervalo
llamados nodos a =z, < x1 < ... < x, = b, una funcién spline cuibica inter-
polante s para f es una funcién que satisface las siguientes condiciones:

a. s(z) es un polinomio ciibico, denotado s;(z), en el subintervalo [x;, z;11] para
cadat=0,1,...,n—1;
95
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b. s(z;) = f(x;) para cadai=0,1,...,n;

c. sH_l(xH_l) Si(ziy1) paracada i =0,1,...,n —2;
. 8i 1 (xig1) = sj(xi41) para cada i =0,1,...,n —2;

e. 3z+1($z+1) s/ (x;41) para cada i = 0,1,...,n — 2;

f. Se satisface uno de los dos conjuntos de condiciones de frontera:
i)s"(xo) = 8" (x,) = 0 Condicién de frontera libre o natural;
i1)s'(xg) = f'(x0) v §'(xn) = f'(x,) Condicién de frontera fija.

Aunque los splines cibicos pueden definirse con otras condiciones de frontera,
generalmente las mds empleadas son las enunciadas en el inciso (f). En el caso en
que se cumplen las condiciones de frontera libre, el spline se llama natural y su
grafica semeja la forma que una cuerda flexible tomaria cuando se le fuerza a pasar

por los puntos (IOa f(mO))a (:1713 f(xl))v SRR (mna f(xn))

En general, las condiciones de frontera fijas conducen a mejores aproximaciones
ya que incluyen mas informacién sobre la funcién, aunque para que se cumplan este
tipo de condiciones, es necesario tener el valor de la derivada en sus puntos finales
o una buena aproximacién a esos valores, lo cual no siempre es posible, por esta
razon es que algunas veces es necesario usar las condiciones de frontera libre.

2. ENUNCIADO DE LAS FUNCIONES INVOLUCRADAS

Sin pérdida de generalidad esencial podemos suponer que el intervalo en el que
deseamos interpolar es [0,1], vamos a considerar ademds que f"’(z) es absoluta-
mente continua en [0, 1]. Para cualquier particién 7 : 0 = zg < 21 < - <z, =1
de [0, 1], sea la funcién de interpolacién tipo spline ctbico (para 7) con la condi-
ciones de frontera fijas: s(x) € C? y

(1) f(xl) :S(IL’l), 2:07 » T4 fI(O) :S/(O) fl(l) =5

Definimos las funciones cardinales C;(z) para una interpolacién spline sobre 7
como las funciones spline que satisfacen

(2) Cile)) =0y, CHO)=CI1)=0 i=1,--,n—1

Por definicion, el error en la interpolacién spline es

(3) e(z) = f(x) — s(x).

Si ps(x) denota el polinomio ctibico el cual satisface

pr(we) = f(z) v p}(xk) = f'(zx),
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para k = 0,n, entonces el error en la interpolacién spline de f(z) es la misma que
en la interpolacién spline de g(z) = f(z) —py(z), la cual satisface dg’”’(z) = df"'(z)
y 9(0) = ¢'(0) = g(1) = ¢’(1) = 0; por esta razén podemos asumir, sin pérdida de
generalidad,

(4) f(0) = f(0)=f(1) = f'(1) = 0.
Para tales funciones, tenemos

(5) fmzéamwww»

donde G(z,y) es la funcién de Green para el problema de valores extremos definido
por f()(z) = h(z) y (4). Explicitamente, G(z,%) estd dada por

(6) G(z,y) = ((z —y)3)/3! = P(z,y),

donde, para y fijo, P(z,y) = 2%(1 —y)?(x + 22y — 3y) /6 es el polinomio ciibico en
tal que G(0,y) = G,(0,y) = G(1,y) = G,(1,y) = 0. La funcién (z)" estd definida
por

k. x>0,
0, x<0.

Por esta razén, considerado como una funcién sélo de z o y, G(z,y) es una
funcién tipo spline con exactamente un nodo en x = y. De la misma manera, para
funciones que satisfagan (4) tenemos

() s() = 3 fz)Cila),

i=1

donde, por (3),(5) y el parrafo precedente,

®) w=[

Usando (8) y las propiedades especiales de las funciones cardinales, acotaremos
la 7-ésima derivada (") (z) de érdenes r = 0,1,2, 3.

n—1

Ga,y) =Y Ci(x)Glwiyy) | df"(y).

i=1
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3. PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES CARDINALES
Por conveniencia, definiremos la cota M, de la razén de la red por

(9) M, = |r|/minAx;, |r|=maxAx;, Az, =41 — x4,

y escribiremos ||f|| = max|f(z)| en [0,1]. El principal resultado de esta seccién
serd que cada funcién cardinal C;(x) decae exponencialmente lejos de x;, y que
|C;(x)| estd acotado en [x;_1,x;41] por una constante K’ dependiendo sélo de
M. La prueba usard algunas propiedades cualitativas de los signos de Cj;(z) y
sus derivadas, las cuales serdn establecidas en una serie de lemas.

3.1. LEMA. Si p(z) es un polinomio ciibico el cual se anula en 0 y h # 0, entonces

(10) p'(h) = =2p'(0) = h((¢"(0))/2), ¥ (¢"(h))/2 = =3/hp'(0) — 2((»"(0))/2).

Bn verdad, p(z) = /(0)z + ((#"(0))/2)2> — A2[p/(0) + (¢ (0))/2)R]z, de la
cual se sigue (10).

3.2. COROLARIO. Para i # j+ 1,7, C;(z) satisface

(11) Ci(zj41) = —2Ci(x5) — Az;((C] (24))/2),

(Ci'(2541))/2 = =(3/(Az))Ci(;) — 2((C (25))/2)-

El significado de las ecuaciones (11) es claro: son relaciones recursivas sobre los
vectores {C}(x;), (C/(x;))/2}, cuyos coeficientes constituyen la matriz (con todos
sus coeficientes negativos)

-2 7A5Ej
—3/AZL']‘ —2
3.3. COROLARIO. Parai=1,--- ,n— 1, C;(z) satisface
(12a) Ci(z;)C'(zj) >0, para j<i,
(12b) Ci(z;)C{'(zj) <0, para j>1i.
La prueba para j = 0,--- ,i— 1 es por induccién sobre j. Para j = 0, se sigue de

(2). Debido a que los coeficientes en (11) son todos negativos y la condicién (12a)
establece que Cj(z;) y C/(x;) tienen el mismo signo, se obtiene que Ci(zj+1) ¥y
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C!(xj11) tienen el mismo signo, es decir, el contrario de Cj(x;) y C'(x;). La prue-
ba para j > i se obtiene cambiando x por —z, lo cual cambia el signo de C(z)C}'(z).

3.4. COROLARIO. Parai=1,--- ,n—1, C;(z) satisface

(13) [Ci(z;)] < 1/2[Ci(xj41)l, J <i—1, [Ci(zja)l < 1/2|Ci(x;)l, j > i.

La primera desigualdad se sigue de (12a) y (11), con la observacién de que
C/(x0) # 0 (de otra forma, por (11), C;(z) = 0), por esta razén C}'(z;) # 0, j < i.
La segunda desigualdad se sigue entonces por simetria con respecto a x;.

El decaimiento exponencial de cada |C;(x)]| lejos de x;, se sigue del Corolario 2.4

a menos que Az; incremente exponencialmente lejos de z; como funcién de |7 — i,
en una tasa comparable al decremento exponencial de |C}(z;)]|.

3.5. LEMA. Sea S(x) cualquier funcién spline con nodos en x;, la cual satisface
(14) Si_1=Si+1=0, Si=h>0, zll ZO 7’;+1 z+1§0

donde S;_1 = S(x;-1), Siy1 = 8" (xit1), ete.
Entonces Sj’ <0, S/ | >0, S;,, <0,y S(x) > 0 sobre [x;_1,2i41].

Prueba. Por calculos directos:

(15&) Sl/ = Sh/(A.’tlfl) - 252/-_1 - 1/251{/_1A$i,1,
(15b) S) = (—=3h)/(Ax;) — 250, | +1/287, A,
(15(’,) 1/2A£L’Z_1S:/ = 3h/(A$1_1) - 35;_1 - él_lAZL'i_l
(15d) 1/2Az;S] = 3h/(Ax;) + 35; ., — Si 1 Awy,

y asi

(16) S;+1/28]Ax; = S;,, —1/2S]" | Ax;.

Ahora suponga que S;_; < 0, entonces S’ ; < 0 a que por (12a) deben coin-
cidir en signo; pero por (15a) (15(:) S; >0y S > 0. Si ahora Sj, ; > 0, entonces
.1 <0, asi por (15a), S; < 0, lo cual es una contradiccién. De la misma manera,
si Sj,; <0, entonces S, > 0, asi S + 1/2Axz;S;’ < 0 por (16), lo cual es otra
vez una contradiccién. Por lo tanto S_; > 0. Por simetria con respecto a x; se
sigue que S; ; < 0. Por esta razén S;_; y Si’ | son no negativos. Como la segunda
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diferencia dividida S(x;_1,x;,z;11) es negativa, se obtiene S’ < 0.

A continuacién suponga que para algin = € [x;—1, 2], S(z) < 0. Si S, = 0,
entonces S”(z) < 0en (xz;_1,;), pero S(x;—1,z;, x;+1) > 0, lo que es una contradic-
cién. Si, por otro lado, S}’ ; > 0, entonces, como S;_; > 0, existe y € (z;—1,2;) tal
que S(t) > 0 para t € (z;-1,y). Pero entonces S(z;—1,y,z) <0, S(y,x,z;) > 0, lo
cual implica que la funcién lineal S”(x) tiene dos ceros distintos en (z;_1,z;) sin
ser idénticamente cero, lo que es una contradiccién. Por lo tanto, S(x) > 0,

x € (x;—1, ;). Por simetria con respecto a z;, se obtiene que S(x) > 0 idéntica-

mente en (z;, T;11).
3.6. LEMA. Sea T'(x) un spline con un nodo en z;, tal que

(17) Tia=T,=T41 =0, T/,<0, T/,>0.

Entonces T'(z) > 0 sobre [z;_1, 2,].

Prueba. Con h =0, como T; = 0, (15a)-(15d) da

(18) Az T+ 2(Axiq + Axy)T) + Az T], = 0.

Si T!_; < 0, entonces se obtiene, como en el Corolario 3.3, que T} > 0, T}" > 0,
pero Tj,; < 0, que es una contradiccién. Por lo tanto Tj_; > 0. Por esta razén, si
ahora T = 0, entonces por (18), T;_, =T}, =0, y asi T'(x) = 0, lo cual completa
la prueba para este caso. De otra forma, por ((18)), T/ < 0, y ya que T; = 0, existe
un y € (x;—1,x;) tal que T'(z) > 0, z € (y,z;). Pero entonces la suposicién de que
T(x) < 0 para algin x € (z;_1,y) implicarfa que T(z;_1,z,y) > 0, T(x,y,x;) <0,
por lo que T} ; <0, la funcién lineal 7" (z) tendria dos ceros distintos en [x;_1, z;]
sin ser idénticamente ceros, lo cual es imposible.

3.7. COROLARIO. Sea M = M. Parai=1,--- ,n—1:

M(M +1)?
1 < 7 < i—1y 44 ) =90,
(19) 0<Ci(x) <L sobre [x;_1,2;+1], donde L=3 S AN
(20) ICH1)| < =) [Clisn)] <
i\Wi—1)| = A.Q?i,l’ i\ TLi+1)| > sz

Por el Corolario 3.3, C;(x) satisface la hipStesis sobre S(z) en el Lema 3.5,
por esta razén la primera desigualdad en (19) sigue de ese lema. Para probar la
segunda desigualdad para x € [z;_1, z;], sea U(x) un spline con un nodo en z; tal
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que Ui—y = Uy1 = U’y = Uj;; =0, U; = 1. Entonces T'(z) = U(z) — Ci(x)
satisface la hip6tesis del Lema 3.6, ya que por el Lema 3.5, como se aplicé a C;(z),
Ci’ 1 >0, C},; <0. Por esta razén 0 < Cj(x) < U(x) sobre [r;_1,7;]. Ya que
U;_1 = 0, uno obtiene

(21) U(x) < Azi_imazyy, | . U (y).

Aplicando el Lema 3.5 a U(z) nos da U’ < 0. Pero U/’ ; = 0, por esta razén
U"(x) <0en (x;_1,2;),y asi

(22)
" 3 (Adii_l + AJL‘Z)Q < 1 (M + 1)2

. U (y) =U", =
max[a:lilwl] (y) i1 A{I,'iflA.’Ei ?)Al'l + 4A(Ei,1 - A.’L'7;71 (3/M) + 4’

y (19) sigue ahora para x € [xi — 1, z;]. La primera desigualdad de (20) es una con-
secuencia inmediata. Las afirmaciones restantes se siguen de la simetria alrededor
de Zi;.

3.8. COROLARIO. Parai=1,--- ,n—1,
(230) Ci(a)| < ICla)|Aa; sobre [5,a541], G > 1,
(23Db) |Ci(x)| < |Ci(z;)|Axj_y sobre [z;_1,z;], j<i—1.

Sea j > i, y suponemos sin pérdida de generalidad que C/(z;) < 0. Entonces
por el Corolario 3.3, Cl(z;) > 0, Ci(zj+1) < 0, y la prueba del Lema 3.6 muestra
que Cj(x) > 0 sobre [z}, z;41]. Ademas Cj(z;) > Cj(x), v € [z, x;41]; por esta
razén se obtiene (23a). Por simetria alrededor de z; (23b) es consecuencia de (23a).

4. PRIMERAS COTAS Y DESIGUALDADES FUNDAMENTALES

Podemos probar ahora el primer resultado principal

4.1. TEOREMA. Existe una constante K que depende sélo de M, (K = K(M,)) ,
tal que

1
(24) / Ci()|de < K],
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Prueba. Para j < 4, por (23b) y (13),

(25) |Ci()] < 1C())] < Azjoy < 277 FHCi(wi-1)|Ax(j — 1),

Para = € [z;_1,x;]. Por esta razén, por (22),

(26) |Ci(2)] < 27" LAz /Ay <207 LM,

donde L = L(M,) esta dado por (19). Consecuentemente
(27)
/ 2)|da = Z/ 2)|de < Zzﬂ LM, Aw; 1 < (2My + 1)L,
0 Tj—1

va que Y o 27F =2y Az;_; < |r|. Combinando la desigualdad precedente con
una desigualdad como la de j > ¢, obtenemos (27) con K = (4M, + 2)L. Como L
estd dada por (19), tenemos que K < 3M, (M, + 1)2.

Alternativamente, podemos acotar la integral en (27) en términos del radio maximo
de las longitudes de redes sucesivas. En realidad,

i—1 i—1
. < (i Al“,l
(28) 2970 VAg; | <Az, Yy 270D (J) .
j; ’ .722:1 Al‘i_l

Ahora elegimos R, tal que R;! < (AA;L) < R;,i=1,---,n. Si para la

particién dada w, R, < 2p < 2, entonces

(29) ZQJ (i~ 1)(ij 1) sz FDRG-D-G < !
xz 1

j=1 = T l-p

Ademas

(30) | i@ < (525 +1) 1

donde L estd dada por (19) con M = R,.Esto prueba el

4.2. COROLARIO. Si R, < 2 entonces existe una constante K que depende solo de
R, tal que (27) es verdadera.
Ahora recuerde que el error de interpolacién estd dado por (8) como
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(31) @)= | 1

4.3. LEMA. La siguiente identidad es valida:

n—1

Glx,y) — 3 Ci(e)Clay) | " ().

i=1

(32) 3 Ci@)Gany) = 3 Gl w)Cily).

Prueba. Por (3),(6),(7), obtenemos

53) Y GGy = ( cz(:c)G(xi,xj)) Cyly) = 3 G, ,)C o).

4.4. COROLARIO. La tercera derivada del error existe y satisface

(34a) e’”(aj):/o Gs(z,y)df"'(y) donde

3 n—1

3
(34b) Gs(z,y) = %G(x,y) — [%G(x,xl)] Ci(y).

=1

La diferenciacién bajo la integral estd justificada ya que G3(z,y) es continua por
pedazos (vea por ej. el lema 2 que garantiza la diferenciacién bajo la integral en
[3]). Note que aqui y en lo siguiente usamos la normalizacién

1 x>0
0 _ ) = Yy
()3 = { 0, x<0.
4.5. COROLARIO. Para z € (0,1) fijo, existe j € [1,n — 2] tal que

(35) Gs(z,y) = g(y) — 9(z;)C;(y) — 9(xj4+1)Cj+1(y),

donde ||g|| = 1,9(y) = 0 para y ¢ (z;_1,Tj12).



104 CERVANTES GOMEZ, JORNET PLA, OLIVEROS OLIVEROS
Prueba. Se sigue de (6)que

33
——G(z,y) = (x— )] — (1 —y)*(1+2y).

(36) B

Sea x € [rr_1,x)) y escogemos j tal que 0 < j— 1<k < j+2<mn. Sea
h(y) = L(y; xj—1,%j,%j+1, Tj+2) la tercera diferencia dividida en z de
L(y;z) = (2 — y)9 sobre @;_1,x;,%;41, ;1. Entonces h(y) es una funcién spline

la cual es igual a (z — )% paray ¢ (z;_1,2;42) y permanece entre 0 y 1 dentro de

[2j_1,xj42]. Por esta razén con g(y) = (z — y)% — h(y) se obtiene

(37) Gs(z,y) = g(y) — Z 9(z:)Ci(y),

de donde se puede concluir el Corolario 3.8.

5. COTAS DE ERROR

Dos cotas para e"/(x),la tercera derivada del error (i.e. el error en la tercera
derivada) se pueden derivar. como la funcién spline tiene una tercera derivada con-
tinua por pedazos, el error en la tercera derivada sera, en general, acotado lejos del
cero a menos que f(z) € C2. Antes de probar esta afirmacién, primero establecer-
emos un resultado mas fuerte vélido para f(z) € C*.

5.1. TEOREMA. Sea f(x) € C*, y sea e(z) el error (3) que ocurre cuando f(z) es
interpolada por una funcién spline en una particion dada

m:0=zxg<z21< - <z = 1.

Entonces existe una constante K; (M) dependiente sélo de M, tal que

(38) [l 1] < ||| K1 (M) .

Prueba. Sea x € (0, 1) fijo, por el Corolario 4.5 se tiene

1 Ij+2 1
(39) / G, y)ldy < / dy + 2mac; ;41 / Ci(w)ldy,
0 x 0

j—1

para alguna j € [1,n—2]. Sea K la constante del Teorema 4.1, con K1(M,) = 3+2K,
se obtiene:

(40) / Ga(e,y)ldy < Ky (My)]a],



COTAS DE ERROR PARA LA TERCERA DERIVADA DE SPLINES CUBICOS... 105

en consecuencia, con (38),
(41)

1 . 1 .
@) =| [ Gateaar )| <151 [ 1Gate iy < 1510l 2 € 0,1)
0 0
Se obtiene el Teorema 5.1 ya que €'/(0) = ¢’ (0+), €"”’(1) = ¢’/(1—). Para encontrar

las cotas correspondientes a la r-ésima derivada e(™) cuando r < 3, observe que, por
el teorema de Rolle, existe £ con

(42) 0=¢§ < <&E< <&, 15§, =1
tales que (") (&) = 0,i =1,--- ,n, — 1, y max; A&l < (r + 1)|x|. Por esta razén
3
@) @< [y < AGI L o e €€,
&
(44) eI < (r+ DIzl V)], <3,

5.2. COROLARIO. Bajo la hipétesis del Teorema 5.1, existen constantes K, (M)
que dependen sélo de M, tales que

(45) e < ||f 1K |n*™",  r=0,1,2,3.

Si 7, es una sucesién de particiones de [0,1] tal que |m,| — 0 mientras que
M, < M permanece acotado, entonces el Teorema 5.1 implica que para el error
correspondiente e, (x) de la interpolacién spline se tiene

(46) le”(x)| — 0,  uniformemente sobre [0, 1],

si f(z) € C*. Podemos ahora hacer la suposicién mas débil que f”’(x) es continua
y de variacién acotada sobre [0, 1], lo cual se implica por la suposicién hecha al
comienzo de que f”(z) es absolutamente continua. La convergencia puede todavia
ser probada bajo esta suposicién por medio de un andlisis mas cuidadoso de la
integral (22).
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5.3. TEOREMA. Sea f”’(x) absolutamente continua sobre [0, 1]. Sea 7, una sucesién
de particiones de [0, 1] tal que |m,| — 0 mientras que M, < M cuando n — oc.

Sea ep(z) el error incurrido cuando f(x) se interpola por la funcién spline sobre
7,,. Entonces

(47) le’’(z)] — 0 uniformemente sobre [0,1], cuando n — oo.

Prueba. Sea ¢ > 0 dado. Como f"’(z) es absolutamente continua existe § > 0 tal
que para todo I = [a,b] C [0,1], con b—a < §

(48) /I dF" ()] < e.

Como |m,| — 0, existe N tal que para n > N, |m,| < d. Sea ahora n > N,
Tn:0=xg<z1 < <zt =1,y x € (0,1). Por el Corolario 4.5

(49) Gs(z,y) = g(y) — 9(z;)Ci(y) — 9(zj4+1)Cj+1(y),

donde ||g|| <1, g(y) =0 para y ¢ (z;_1,x;+2), para alguna j € [1,n — 2]. Por esta
razén

(50)
@)= |fo Galw.m)dr" ()|

<

[ 0" @) + | s W) + | @)

Tj—1

pero

df///

df//l ‘

< Zmax[% 1,24] 11Cily \/ |df" (y)

Por esta razén, al elegir n, y por la prueba del teorema 4.1,

1
(52) / Oi(y)df”’(y)’ < CK(M),

donde K (M) depende sélo de M. En consecuencia

(53) " (2)] < (3 + 2K(M)),
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y puede concluirse que el Teorema es vélido ya que,
e///(o) — e///(0+)’
e///(l) _ 6///(1—).

Con lo cual se ha terminado la demostracién.

6. CONCLUSIONES

Como puede apreciarse, la construccién de las demostraciones requiere conocimien-
tos de funciones de una o dos variables que incluyen los conceptos de decaimiento
exponencial, convergencia de sucesiones, continuidad absoluta, asi como algunos re-
sultados bésicos como el teorema de Rolle y condiciones que permitan el intercam-
bio de la derivada y la integral; todos los cuales forman parte de los conocimientos
obligatorios de cualquier licenciatura en matematicas; por lo que cualquier estudi-
ante puede, con un poco de paciencia, reproducir las demostraciones, desarrollando
los detalles necesarios, logrando, de esta manera, practicar sus conocimientos de
Célculo Diferencial en situaciones fuera de los ejercicios del libro de texto y ademas
probar unos teoremas de cotas de error desde la licenciatura.
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CAPITULO 10

ESTABILIZACION DE LA ORIENTACION DE UN SATELITE
POR MEDIO DE LEYES DE CONTROL NO LINEALES CON
RETROALIMENTACION DE SALIDA
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RESUMEN. El presente trabajo aborda el desarrollo de leyes de control no lin-
eales para la estabilizacién de la orientacién de un satélite. El objetivo principal
consiste en alinear la antena de comunicacién del satélite con la antena de la
base terrestre. Para esto, dos leyes de control son propuestas; la primera con-
sidera que el vector de velocidad angular es disponible, asi como un vector
de direccién de la antena de la estacién en tierra expresado en el sistema de
referencia del satélite, el cual tiene como origen el centro de masa del mismo.
La segunda ley de control solo considera al vector de direccién de la antena
de la estacién en tierra expresado en el sistema de referencia del satélite y el
efecto de amortiguamiento introducido por el vector de velocidad angular es
reemplazado por un sistema dindmico “virtual”construido por el vector antes
mencionado y su derivada filtrada. Esto es lo que se conoce como un esque-
ma de retroalimentacién de salida con inyeccién dindmica. Desde un punto de
vista préactico, la ventaja y originalidad del esquema propuesto es el de utilizar
el menor niimero de sensores posibles, sin degradar el desempeno de la esta-
bilizacién. Por medio de un anélisis basado en el formalismo de Lyapunov se
demuestra que las leyes de control estabilizan al sistema de manera asintética
y global. Simulaciones computacionales corroboran el desempeno del sistema
en lazo cerrado y muestran su robustez con respecto a incertidumbre en el
conocimiento de los pardmetros y con respecto a ruido en las medidas.

1. INTRODUCCION

Desde hace varias décadas el desarrollo del control aplicado a la estabilizacién
de la orientacién de sistemas que pueden considerarse como cuerpos rigidos, ha
tenido un creciente interés, especialmente en areas como aerondutica, aeroespacial,
control y robotica. Esto se debe a que sistemas tales como aviones, helicépteros,
misiles tacticos, naves espaciales, satélites, robots manipuladores e incluso vehicu-
los subacuéaticos se pueden modelar como cuerpos rigidos y todos ellos necesitan
ser orientados para sus distintas aplicaciones. Varios métodos de control se han
aplicado en la solucién del problema de control de orientacién, algunos de ellos son
Linealizacién por retroalimentacién [15], Control PD [14], Backstepping [10], [4],
Control robusto [11], Métodos optimales inversos [7], [5], claramente esta lista no
es exhaustiva.

Las leyes de control desarrolladas mediante los métodos mencionados anterior-
mente consideran que los estados del sistema son conocidos, es decir, la orientacién

109
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F1cUrA 1. Estructura general de los sistemas de control.

del cuerpo y su velocidad angular. Puesto que la orientacién no se mide directa-
mente, se tiene que estimar usando diferentes tipos de sensores como giréscopos,
magnetometros, inclinémetros, acelerémetros, seguidores de estrellas, detectores so-
lares, etc. Los algoritmos de estimacion se basan principalmente en el filtro de
Kalman y el filtro de Kalman extendido [1]. La orientacién estimada se usa en-
tonces en el control. Sin embargo, puesto que el modelo dindmico es no lineal, no
es posible aplicar el principio de separacién y la convergencia global del sistema no
puede ser garantizada. Actualmente existen muchas unidades de orientacién com-
erciales (estimadores de orientacién) [9], [16]. De esta manera, los controladores
se implementan bajo la suposicién de que la estimacién de la orientacién corre-
sponde a la realidad. Debido al costo de estos sistemas, se ha tratado de simplificar
el problema y minimizar el nimero de sensores utilizados. En [8] se presenta el
diseno de un observador no lineal, con la medida de torque y la orientacién como
entradas, para estimar la velocidad angular y estabilizar el sistema. Otros traba-
jos explotan la inherente pasividad de los sistemas entre el torque y la velocidad
angular y entre la velocidad angular y alguna parametrizaciéon para la cinemaética.
La velocidad angular es reemplazada por un filtrado no lineal del cuaternién en
[6] o de los pardmetros de Rodrigues y los pardmetros de Rodrigues modificados
en [13]; el control es garantizado mediante una retroalimentacién lineal. Recien-
temente en [12], [3] se propuso una retroalimentacién de salida dindmica basada
en cuaterniones para el seguimiento de orientaciéon de una nave espacial rigida sin
medida de velocidad. Los métodos mencionados han mostrado efectividad en varias
aplicaciones. Sin embargo, ninguno de estos trabajos consideran solo las medidas de
los vectores de referencia para el problema del control de orientacién. En todos los
métodos mencionados cualquier parametrizacion de la orientacién se supone siem-
pre como una medida de la orientacién. En la Figura 1 se muestra un esquema de
la estructura tipica de un control de orientacién en lazo cerrado.

En el presente trabajo se presentan dos leyes de control no lineales para la es-
tabilizacion de la orientacién de un satélite de dimensiones reducidas, el cual se
considera como un cuerpo rigido en un ambiente libre de friccién con la atmésfera.
Asi mismo se considera que el satélite estd equipado con los actuadores necesarios
para modificar su orientacién. En el diseno de la primera ley de control se considera
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que se conocen el vector de velocidad angular y un vector de direcciéon de la antena
de la estacién en tierra expresado en el marco de referencia fijo al satélite, los cuales
tienen como origen el centro de masa del mismo. Para el disenio de la segunda ley
de control se omite la velocidad angular y se consideran tnicamente vectores de
direccién en la antena de la estacién en tierra expresados en el marco de referen-
cia fijo al satélite, en este caso, el efecto de amortiguamiento debido al vector de
velocidad angular que se considera para la primera ley de control es reemplazado
por un sistema dindamico “virtual”construido a partir de los vectores mencionados
ademads de su derivada filtrada. El esquema descrito anteriormente se conoce como
retroalimentacién de salida con inyeccién dindmica. Como se mencioné anterior-
mente, es importante disenar controladores que reduzcan los costos en una posible
implementacién practica del sistema, en este sentido, una ventaja y originalidad del
esquema, propuesto es el de utilizar el menor ntimero de sensores posibles, sin que es-
to implique degradar el desempenio de la estabilizacién. Adicionalmente, se muestra
con detalle el andlisis realizado a la ley de control basado en el formalismo de Lya-
punov [2] donde se demuestra que estas estabilizan al sistema de manera asintética.
Como una forma de verificar la efectividad de las leyes de control se realizaron
simulaciones computacionales haciendo uso de la herramienta Simulink/MATLAB,
cuyos resultados se muestran en este reporte. Finalmente se construyo un prototipo
de animacién con el fin de tener una imagen visual del comportamiento del satélite
bajo la accién de la ley de control.

El contenido adicional de este trabajo estd organizado de la siguiente manera.
En la secciéon 2 se establece la representacion matematica de las herramientas a
utilizar para el desarrollo de este trabajo, y se incluye una breve descripcion de
la forma en que se usa la informacién obtenida por los sensores para analizar el
sistema tratado. En la seccién 3 se plantea el problema a resolver en este trabajo.
Los resultados principales se describen en la seccién 4, se explica la naturaleza de
cada uno de las dos propuestas de control y se presenta la prueba de convergencia
de cada una basada en la teoria de Lyapunov. La seccién 5 esta dedicada a presentar
los resultados en simulacién de un escenario particular usando ambas propuestas.
Aqui se menciona el valor de los parametros usados con los que se obtuvieron estos
resultados. Un conjunto de conclusiones se presentan en la seccién 6. Finalmente
se muestra la bibliografia base para la realizacién de este trabajo.

2. PRELIMINARES MATEMATICOS

Considere un satélite como el cuerpo rigido con un marco de referencia ortonor-
mal B fijo al centro de masa, denotado por B = [z, yp, 2], con ejes alineados con
los ejes principales de inercia, adicionalmente un marco de referencia inercial da-
do por N =[xy, Yn, 2n], localizado en algin punto en el espacio. Denotando con
G = [wr wy ws3]T el vector de velocidad angular del marco del cuerpo B relativo al
marco inercial N, expresado en B, el modelo matemético del satélite usado en este
trabajo, conformado por la ecuacién cinemaética y dindmica, esta dado por:

(1) R=—[5]"R,
(2) IS =-3x I +T,

donde R € SO(3) es la matriz de rotacién y representa la rotacién del marco de
referencia fijo al cuerpo B con respecto al marco de referencia inercial N, x denota
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FIGURA 2. Satélite y estacién en tierra.

el producto cruz, [£*] es el tensor antisimétrico asociado con el vector axial £ y
estd dado por

X

&1 0 =& &
(3) €] =1 & = & 0 =& |,
&3 & & 0

I = diag(I, I, I3) representa la matriz de inercia constante definida positiva del
cuerpo rigido expresada en el marco de referencia B y T € R3 es el vector de torques
de control generados por los actuadores. Debe notarse que los torques también
dependen de las perturbaciones del medio ambiente, pero esto no se toma en cuenta
para el diseno del control. Como se puede observar, el sistema de ecuaciones (1)-(2)
representa inicamente el movimiento rotacional del cuerpo rigido.

Adicionalmente, sean 57 € R? un vector unitario que estd en la direccién, pero
en sentido opuesto, de una antena sobre el satélite y §'£ € R? un vector unitario fijo
que esta en la direccién y el mismo sentido de la antena de recepcién en la estacién
en tierra (ver esquema de la Figura 2).

En aplicaciones de control de orientaciéon encontramos generalmente dos tipos
de sensores:

= Sensores de velocidad angular: Estos sensores proporcionan la medida de la
velocidad angular . Aqui se supone que estos sensores funcionan de forma
perfecta.

= Sensores de vectores de referencia: Considere un vector unitario sx; con sus
representaciones §£ en el marco de referencia inercial N y 52 en el marco
de referencia fijo al cuerpo B. Suponiendo que §£ es constante, estas repre-
sentaciones estan relacionadas por la matriz de rotacién R de la siguiente
forma

b pof
En aplicaciones de control de orientacion, los vectores §’£ también se llaman “vec-
tores de referencia”, y en general son conocidos con bastante precision. Los vectores
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en el cuerpo §',f son conocidos como “vectores de observacién”y se obtienen con
sensores a bordo (acelerémetros, magnetémetros, detectores de sol, seguidores de
estrellas, etc.). k € {1,2,...,n} representa el nimero de diferentes tipos de sensores
de vectores de referencia. Las posibles imperfecciones como factores de escala, off-
set, etc. de los sensores no se toman en cuenta aqui. Los vectores de observacién y
la velocidad angular se relacionan a través de la ecuacién cinematica

(5) =[N0 =5 xd=-ax 3,

extendiendo a n sensores se puede hacer

, 5t (57)
(6) S=| 1 |= &= M&.
5 (52)

Esta tltima expresién proporciona la idea de que es posible conocer la infor-
macién de la velocidad angular & con solo conocer la informacién medida por los
sensores y la derivada de esta informacion. Esta idea se explotard para la segunda
propuesta de control.

3. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

El objetivo general consiste en alinear la antena de comunicaciones de un satélite
con la antena en la base terrestre a partir de una orientacion inicial cualquiera. Para
esto, se asume que el satélite cuenta con sensores de velocidad angular y sensores
de referencia.

Primeramente se desarrollard una ley de control considerando que la velocidad
angular es disponible de manera explicita y que la direccién de la antena en la
estacion de tierra se obtiene por medio de un sensor de referencia, entonces la ley
de control debe hacer posible que

(7) 50— & y &—0 cuando t — oo,

como se muestra en la Figura 3(a). La segunda propuesta considera solo la medida
de dos vectores en el sistema de referencia inercial, uno que representa la direccién
de la antena en la estacién terrestre y otro que debe ser no colineal a este, entonces
esta ley de control debe hacer posible que

(8) 5t — & y o cuando t — oo,

como se muestra en al Figura 3(b).

4. RESULTADOS PRINCIPALES

Para enfrentar el problema de estabilizar el satélite en una orientacién predeter-
minada, en este trabajo se proponen dos leyes de control. La primera ley no requiere
la estimacion de la orientacién, es decir, no se necesita el diseno de un observador
(que se muestra en el esquema de la Figura 1), solo requiere sensores que midan
la velocidad angular & del sistema y un vector de observacion. La segunda ley de
control ademas no requiere de la medida de la velocidad angular &, pero si de por
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(a) (b)
FicuraA 3. Estabilizacion de orientacion mediante las dos leyes de control.

lo menos dos vectores de observacién a partir de los cuales & es reconstruida. A
continuacion se muestra la forma de estas leyes de control.

4.1. Ley de control usando vectores de observacion y velocidad angular.
Supéngase que mediante un par de sensores adecuados se conocen la velocidad
angular & y un vector de observacién §(If sobre el sistema, el primer control propuesto
para alinear las antenas del satélite y la estacién en tierra es el siguiente.

4.1. PRoPOSICION. Considere la dindmica rotacional del satélite descrita por las
ecuaciones (1)-(2) con la entrada de control I' de la forma

(9) I'=—ad— k(sg x 52).
con o, k € RT.

Entonces la entrada (9) estabiliza asintdticamente el satélite al punto de equi-
librio (50 = 5 ,& = 0), con regién de atraccién R3 x [—1,1]3.
4.2. OBSERVACION. De acuerdo al esquema de la Figura 2, cuando la ley de control
anterior estabiliza el satélite en la orientacién deseada, el vector 55 — §'£ y por
la disposicién de las antenas en el satélite y la estacién en tierra, estds quedan
alineadas, como se puede observar en la Figura 3(a).

DEMOSTRACION. Sea la funcién candidata de Lyapunov

oo 1., 1. k. _ . o
(10) V@5 = 50718~ 515§~ S = 5071~ S(5 ~ 5 (5%~ ),
derivando lo anterior se tiene
(11) V(@,50) = &"16 — k(5§ — )58,

sustituyendo (2) en (11) y tomando en cuenta la relacién (5) se tiene

(12) V(3,50 = 37 (—& x I3) + &"T — k52 (—& x 58) + k&l (-5 x 5Y),
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utilizando las propiedades del triple producto escalar, (12) se puede reescribir como

(13) V(@,s8) =3TT + k(5 x 52).
aplicando la ley de control (9) en (13) se obtiene

(14) V(3,50 = —azT@d <0,

el teorema no permite establecer si el sistema es asintdticamente estable, pues en
la ecuacién (14) no esta representado el vector 57.

Para completar la prueba, se invoca el principio de invarianza de LaSalle. Todas
las trayectorias del sistema en lazo cerrado convergen al mayor conjunto invariante

Qen Q= {(@,5):V=0}={(&,5)): =0} Para permanecer en este conjunto,
se debe satisfacer & = —k[(sg)c x 5%)] = 0 lo que implica que §£ x 5% = 0. Entonces

b -

(5%,3) = (5F,0) es un punto de equilibrio asintéticamente estable con dominio de
atraccion [—1,1]3 x R3. a
4.3. OBSERVACION. Note que una condicién para la estabilidad asintética es que
s"g X5 =0yd= 0. Esto implica que existen dos puntos de equilibrio (38,) =
(é'g ,0) y (58,0) = (—é’g ,0), en lazo cerrado. Estos puntos de equilibrio correspon-
den respectivamente a un minimo (V' = 0) y a un mdximo (V = 2k) de la funcién
de Lyapunov (10). En consecuencia V =0 en estos dos puntos de equilibrio. Si en
to = 0 el sistema en lazo cerrado se encuentra en alguno de estos puntos, entonces
permanecerd ahi para todo t > tg. Sin embargo, desde el punto de vista préactico
y puesto que utilizamos vectores unitarios, el sistema en lazo cerrado nunca per-
manecers en (50,&) = (—5’5 , 6) puesto que un pequerio ruido proporcionado por los
sensores decrementard el valor de la funcién de Lyapunov (V' < 2k), y debido a que
V < 0 fuera de estos dos puntos de equilibrio, la ley de control actua para asegurar
la convergencia al punto de equilibrio (52,&) = (5),0) para el cual V =V = 0.

4.2. Ley de control usando vectores de observacion. En la segunda ley
de control se considerara que la velocidad angular & no es disponible. En su lugar
se supone que se conocen las proyecciones de dos vectores fijos en el marco de
referencia inercial (é’g , §{ ) sobre el marco fijo al cuerpo, es decir un par de vectores
de observacién.

La relacion entre los vectores de observacién y la velocidad angular es

(15) 5P =50 xa,

(16) st =350 x@.

que matricialmente se escribe como

o ()

con M € R%*3 y & € R3*L,

Para cuestiones practicas, S se obtiene por medio de la derivada filtrada que
tiene la forma

b]x X
% S=MIJeRS
1
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(18) Vn = (pIs + A)"'pBS.

donde p es la variable compleja de la transformada de Laplace, A = I - a € R6%6,
B=1Is-bec R6*6,

4.4. DEFINICION. Se puede definir ahora la siguiente transformacién lineal

(19) 5 = MTva
la cual proporciona informacién sobre la velocidad angular.

4.5. OBSERVACION. El proceso de obtener el valor de la derivada filtrada 17m es una
sucesion iterativa construida a partir de los vectores de observacién, y multiplicarla
por lamatriz M7 (que también se construye a partir de estos vectores) para obtener
la ley de control que da origen al sistema dindmico “virtual”’que se usard en este
caso, lo que se conoce como un esquema de retroalimentacién de salida con inyeccion
dindamica, con esto es posible la propuesta de control que a continuacién se describe.

4.6. PROPOSICION. Considere nuevamente la dindmica rotacional del satélite de-
scrita por las ecuaciones (1)-(2) con la entrada de control dindmica I' tal que

1 1
I'= —CV119 — Q9 E 5‘{ X §ib, = —OélMTVm — (g E 5{ X gib’
(20) i=0 i=0

V. = AV, + BS.

con ag o € RY.

Entonces la entrada (20) estabiliza asintéticamente el satélite al punto de equi-
librio (57 = &,& = 0), con i € {1,2} y regién de atraccién R3 x [—1,1]3. Se
puede observar que aqui solo se consideran 2 vectores de observacion, sin embargo
el nimero de vectores de observacién puede ser mayor con lo que se tendria mas
informacién y se mejoraria el control. Como antes, cuando el control estabiliza al
satélite, 57 = "{ con lo que las antenas del satélite y la estacién en tierra estan
alineadas.A continuacién se hace la prueba de convergencia de la ley de control
propuesta, esta solo es para 2 vectores de observacién, pero se puede extender a un

nimero mayor.

DEMOSTRACION. Sea la funcién candidata de Lyapunov

1

. 1 k- .
(@) V@5 Va) = 5816 - Y5 Sl SVIB T Vi,
=0

esto se puede reescribir como

1
. 1 k- .
(22) V(3,3 V) = 20715 - 2N (5P - &) 75 -5 + SV B Vo,

2 2 c K3 ? 7
=0

derivando lo anterior se tiene
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(23) V(@,5,V,) =3TI5 — ay Z —#HTE L kVTB,,.

Sustituyendo (2) y la derivada de V,, de (20) en (23), y tomando en cuenta (5)
se tiene

ay Y 8§ (—& x 5)) + kV,)B~H(—AV,, + BS),

utilizando las propiedades del triple producto escalar y tomando en cuenta que

S = Ma, (24) se puede escribir como

1
(25) V(@5 V) =3 T+ a2y (5 x 5/ + kV,] B~ (—AV,, + BM).
=0
Sustituyendo I’ de (20) en (25) se obtiene

(26) V(@3,5, V) = (k—a)(@TMTV,,) — kVIB1 AV,

haciendo k£ = a4 lo anterior se puede reescribir como

(27) V(@3,5, V) = —anVIB AV, <0
Nuevamente, no es posible establecer si el sistema es asintéticamente estable,
pues en la Ecuacién (27) no estdn representados los vectores & y §'f
Finalmente, para completar la prueba, se invoca el principio de invarianza de

LaSalle, del cual se tienen las siguientes implicaciones Ve=0=9=0=& =
O =4. Todas las trayectorias convergen al conjunto invariante mas grande () en
={@,5,V,)):V=0}= {(_’, 5/ V,,) : V,, = 0}, donde se considera que si la

Velomdad angular reconstrmda Vin =0, entonces la velocidad angular real & = 0.
En el conjunto invariante, & = [Zf 1 §7f x 57 = 0, esto es, 2 se reduce al punto

de equilibrio tratado. Esto finaliza la demostracién de la estabilidad asintdtica del
sistema en lazo cerrado. O

4.7. OBSERVACION. Como se describié en la Observacién 2, una condicién para la
estabilidad asintGtica en este caso es que & x 52 = 0y 5] x 52 = 0. Esto implica que
existe mas de un punto de equilibrio, y por razones similares a las expresadas en esa

misma observacién, la ley de control propuesta para este caso actia para asegurar

la convergencia al punto de equilibrio (52, 57) = (59,5)) para el cual V =V = 0.
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5. RESULTADOS EN SIMULACION

Con el fin de analizar el comportamiento del sistema en lazo cerrado, utilizan-
do las leyes de control propuestas, se realizaron simulaciones con la herramien-
ta Simulink/MATLAB. En esta ocasién se analiza un escenario con las condi-
ciones iniciales para el satélite que se muestran a continuacién & = (—0,5 3 1)T y
(¢ 6 ¢)T = (15° 25° —30°)T. Los valores utilizados para las componentes de la
matriz de inercia I del satélite fueron I; = I, = I3 = 0.1 K¢ m?. Los resultados
obtenidos son presentados en seguida. Cabe mencionar que a pesar que en la ley de
control no se utiliza ninguna parametrizacién de la orientacién, aqui se mostraran
los dangulos de Euler con el fin de ser explicitos.

5.1. Resultados en simulacién para la primera propuesta de control.
En este caso, el valor utilizado para el vector de referencia es §£ = [0 0 1]T.
En la Figura 4 se pueden observar gréaficas con los resultados obtenidos bajo la
accion de esta ley de control. La primera grafica muestra los valores del torque
aplicado al satélite, al inicio son de unos -3.5 pero rapidamente convergen a cero.
La grafica 4(b) muestra la orientacién del sistema, los valor de ¢ y 6 convergen a
cero aproximadamente en 6 segundos y en este momento el satélite esta orientado
de forma que las antenas han quedado alineadas, i puede tomar cualquier valor
ya que el movimiento alrededor del eje z del sistema no afecta la alineacién de las
dos antenas, incluso podria estar variando sin afectar nuestro objetivo. La grafica
4(c) muestra la evolucién de las velocidades angulares que convergen a cero en
aproximadamente 6 segundos, lo que esta en concordancia con la gréafica anterior,
ademds se puede observar que los valores iniciales son los propuestos. La grafica 4(d)
expresa los valores del vector de observacién 50 en sus tres componentes. Se puede
observar como evolucionan estas componentes durante el movimiento del sistema,
al estabilizarse, las componentes en = e y se anulan y solo queda la componente en
z, lo que ocurre en aproximadamente 5 segundos. Con esto 5% = é’g y las antenas
quedan alineadas como se queria.

5.2. Resultados en simulacién para la segunda propuesta de control.
Para la simulacién usando la segunda ley de control, los valores utilizados para los
vectores de referencia son 8 = [0 0 1)7 y & =[0,5 0 v/3/2]T. Esta propuesta de
control utiliza solo los vectores de observacion para lograr la orientacion del sistema,
a partir de estos vectores se obtiene informacién de la velocidad angular a través
de una derivada filtrada, lo que se describié anteriormente. Para esta simulacion
se utilizaron los valores a = b = 25 para construir las matrices diagonales A y B.
Adicionalmente, los valores de los vectores de observacién fueron contaminados con
una perturbacién de tipo ruido blanco, de amplitud 0.01 y frecuencia 1 Hz para el
vector 50 y amplitud 0.05 con la misma frecuencia para el vector 57.

Los resultados obtenidos de esta simulacién se muestran en las graficas de la figu-
ra 5. En la primera grafica del conjunto se expresan las magnitudes de los torques
aplicados al sistema para su estabilizacién, se puede notar que la accién de los
torques es una senal de alta frecuencia que al final se mantiene en un promedio
de cero donde T'; es el de mayor magnitud y los dos restantes son de magnitud
similar. Debe mencionarse que una senal de este tipo no podria ser aplicada por un
actuador tipo propulsor de gas debido a la frecuencia, pero si se pude aplicar para
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FiGurA 4. Resultados en simulacién para la primera ley de control.

uno de ruedas inerciales, que funcionan en base a motores DC que en si mismos son
un filtro para este tipo de senal, con lo que lograria un mejor desempeno. La grafica
5(b) muestra la orientacién del satélite mediante los valores de los dngulos ¢, 6 y
1, se puede observar que el tiempo de estabilizacién es de aproximadamente 7 se-
gundos, llama la atencién que a pesar de la forma rebuscada de la senal de control,
la orientacién tenga un comportamiento muy suave, lo que muestra la robustez del
control. Las gréficas 5(c) y 5(d) muestran la velocidad angular real y la reconstruida
mediante los vectores de observacién, se observa que existe una marcada diferen-
cia entre ambas basicamente debido al ruido registrado en los vectores base y que
producen la respuesta mostrada para el control, a pesar de esto, la velocidad angu-
lar converge en un tiempo aproximado de 7 segundos y se mantiene con pequenas
variaciones. Las dos tltimas gréficas 5(e) y 5(f) muestran el comportamiento de los
vectores de observacion 5'(’)3 y 52, respectivamente, es clara la diferencia en amplitud
de las perturbaciones introducidas en cada vector. Aun con esto, el control logra
hacerlos coincidir, en promedio, con los vectores de referencia en un tiempo aproxi-
mado de 6 a 7 segundos en ambos casos. En este momento, 5% = §'g y 50 = _’{, con
lo que las antenas quedan alineadas en alguna vecindad debido a las perturbaciones
sobre el sistema.
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FiGUrA 5. Resultados en simulacion para la segunda ley de control.

6. CONCLUSIONES

De lo expuesto anteriormente se pueden enumerar las siguientes conclusiones:

Se consiguié disenar una ley de control que estabiliza un satélite, considerado
como un cuerpo rigido, conociendo solo su orientacién y velocidad angular, con un
buen desempeno de este. Adicionalmente se consiguié disenar una ley de control
que estabiliza este mismo sistema conociendo solo las proyecciones sobre el sistema
de referencia fijo al cuerpo de dos vectores de referencia, los cuales son usados para
reconstruir la velocidad angular del cuerpo. Asimismo se demuestra que las leyes
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de control estabilizan al sistema de manera asintética mediante un analisis basa-
do en el formalismo de Lyapunov. Por medio de simulaciones computacionales se
corrobor6 el desempeno del sistema en lazo cerrado y se muestran su robustez con
respecto a incertidumbre en el conocimiento de los parametros y con respecto a
ruido en las medidas. En términos practicos estas leyes de control hacen posible la
reduccién del nimero de sensores necesarios para la estabilizacion de la orientacion
de sistemas tipo cuerpo rigido, lo que reduce los costos de su implementacion. A
si mismo eliminan la necesidad del diseno de observadores con lo que se reduce el
costo de célculo. Finalmente, la simplicidad de estas leyes de control también per-
miten su uso en sistemas embarcados donde la capacidad de cémputo es reducida.
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RESUMEN. Los problemas de identificacién son ampliamente estudiados en mu-
chos campos de la investigacién, como la medicina, donde se ha despertado un
gran interés en el problema de identificacién de fuentes bioeléctricas cerebrales,
a partir de los datos obtenidos por medio de un electroencefalograma (EEG),
entre las ventajas de este tipo de técnicas de diagnostico estd el hecho de ser
no invasivas, su bajo costo y su alta resolucién temporal. Este problema de
identificacién se conoce como Problema Inverso Electroencefalogréfico (PIE) y
se sabe que es mal planteado en el sentido de que mediciones cercanas pueden
producir grandes variaciones en la solucién del problema. En este trabajo, se
estudia el problema de identificar una fuente tipo dipolar con base en un mo-
delo de medio conductor considerando una geometria esférica de la cabeza; el
potencial generado en la superficie del cuero cabelludo, por efecto de la fuente,
se expresa por medio del método de las funciones de Green. Por otra parte, se
construyé un sistema fisico que simula una fuente dipolar con la finalidad de
obtener un EEG experimental. Se plantea la identificacién del momento dipo-
lar de la fuente, mediante la resolucién de un problema de minimimizacién,
suponiendo conocida la ubicacién de la misma, y a través de una técnica de
regularizacion, se obtiene una solucién estable.

1. INTRODUCCION

En diversos campos de la investigacién se presentan situaciones en las cuales
es necesario conocer las causas que producen cierto fenémeno a través de la infor-
macién parcial que se obtiene del mismo [1]. Este tipo de problemas son llamados
de identificacién, y se presentan en la vida cotidiana con més frecuencia de la que
imaginamos.

En particular, en el area de la medicina se ha despertado un gran interés en el
estudio de los problemas de identificacion, ya que permiten detectar posibles danos,
anomalias o mal funcionamiento de algunos érganos del cuerpo humano. Algunos
de estos problemas han sido resueltos a través las diferentes técnicas de diagnédstico,
las cuales proporcionan cierta informacién del 6rgano en cuestion.

123



124 FLORES MENA, FRAGUELA COLLAR, GUTIERREZ ARIAS ET AL.

Para resolverlos, se utilizan modelos matematicos, que por su forma se conocen
como problemas inversos [2]. Por lo general, en la mayoria de los planteamien-
tos operacionales de este tipo de problemas, se pueden presentar situaciones como
la inexistencia de la solucién, falta de unicidad o inestabilidad en el sentido de
pequenas perturbaciones en los datos de entrada, resultan en grandes errores en la
solucién. Cuando se presenta alguno de estos inconvenientes se habla de problemas
mal planteados [3]. Para corregir la inexistencia o unicidad se proponen restric-
ciones a la solucion del problema, estas en general son sencillas de implementar.
Sin embargo, para corregir la inestabilidad es necesario el uso de técnicas conocidas
como métodos de regularizacién [1],[3].

Dentro del grupo de problemas inversos, uno de gran interés es el que busca
identificar las fuentes bioeléctricas que son producidas por érganos como el corazdén
o el cerebro; cuyos efectos pueden ser observados desde el exterior del cuerpo a
través de potenciales eléctricos [4].

A las fuentes que son generadas por la actividad electroquimica de estos érganos
se les conoce como fuentes bioeléctricas. En este trabajo, es de especial interés
recuperar aquellas que provocan los focos epilépticos. Ya que la epilepsia es un
padecimiento que afecta a una parte importante de la poblacién a nivel mundial.

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

El modelo matematico que se utiliza en este trabajo ha sido estudiado en [1],

[3], [5], [6], en él se representa la actividad eléctrica del cerebro como un medio
conductor, constituido por capas conductoras.
En este trabajo se realiza la implementacién de un sistema fisico que simula a una
fuente dipolar inmersa en un medio conductor, con la finalidad de validar el modelo
presentado, debido a las dificultades técnicas que presenta la construccién de un
sistema fisico completo, se construye sélo una regién y se considera que dicha regién
representa al cerebro y la medicion del potencial se realiza directamente sobre la
corteza cerebral. La figura 1, muestra un esquema de esta representacién, donde S
denota la superficie de la corteza cerebral.

Se tiene que Q = Q, donde Q denota a la regién Q y su frontera. En esta regién
se supone una conductividad constante o1 y g5 = 0, la cual corresponde a la con-
ductividad del aire.

Se sabe que existe un potencial electrostatico u en la region €2, tal que E = Vu
[1], [3] que satisface el siguiente problema de contorno:

v JP

(1) Au = _divd en
g1

0122 =0 en S,

donde J? es la densidad de corriente primaria o impresa dentro de la regién 2. El
término oq denota a la conductividad del medio en la regién Q, u = ulq, y % es la
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(O)) u
OF]

Q

cerebro

S

FicurA 1. Representacién de la cabeza en una sola capa conductora.

componente normal de la densidad de corriente en la superficie. En nuestro estu-
dio, sélo se consideran densidades de corriente contenidas en el volumen cerebral,
es decir, se desprecian las corrientes corticales.

Las ecuaciones (1), (2) se denomina Problema de Contorno Electroencefalogrdifico
(PCE).

3. SOLUCION DEL PROBLEMA

La solucion del Problema de Contorno Electroencefalogréfico, se divide en dos
partes, la solucion del problema directo y la solucién del problema inverso, los cuales
se definen como sigue:

3.1. DEFINICION. Problema directo asociado al PCE. Se llama Problema Di-
recto Electroencefalografico asociado al PCE, al problema que consiste en hallar la
solucién u(z) del PCE cuando se conocen f(z) = 9v9%

g1

3.2. DEFINICION. Problema inverso asociado al PCE. Dada una funcién V'
definida sobre S encontrar f(x) de manera que para la solucién u(z) del problema
directo correspondiente a f(z) se cumpla que: u |[g= V.

El problema inverso, corresponde a la categoria de problemas mal planteados
en el sentido de Hadamard [3] debido a que presenta inestabilidad numérica en su
solucién [1], ya que el problema es sensible a error en las mediciones, el cual se
relaciona con el tipo de sistema de medicién que se utilice.

Otro aspecto que se debe considerar en la solucién del problema de contorno
electroencefalografico es el tipo de fuente bioeléctrica presente dentro del volumen
cerebral que determina el potencial producido en el cuero cabelludo. El principal
interés de este trabajo, son las fuentes bioeléctricas que generan focos epilépticos,
ya que estas pueden ser modeladas por medio de dipolos.

3.1. Caso de una fuente bioeléctrica tipo dipolar.

Se sabe por [7], [8], que un foco epiléptico, usualmente se modela como una fuente
tipo dipolar, ya que de esta forma se expresa a la actividad eléctrica del cerebro
que se presenta en el pico del ataque, en otras palabras, la densidad de corriente se
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concentra alrededor de una pequena region.

Potencial (V)
Potencial (uV)

0 1 2 f(seg) 0 1 2 t(seg)

FicURA 2. Un EEG normal y uno con presencia de un foco epiléptico.

En la figura 2, se observan dos secciones de registro de EEG, la izquierda, muestra
un EEG normal, y en la derecha se observa la presencia de un exceso de potencial
en aproximadamente 1.4 seg, el mayor pico en la senal se clasifica como un foco
epiléptico.

Para la representacién matemaética de este tipo de fuentes se utilizan funciones ge-
neralizadas, las cuales no son funciones en el sentido usual, ya que su contradominio
puede ser otra funcién. La densidad de corriente impresa J” para este tipo de fuentes
se expresa de la forma [8]:

(2) J? =p d(x— a),

donde p = qd representa el momento dipolar, ¢ es la carga del dipolo, d es la
distancia que separa a las cargas del dipolo y d es la funcién delta de Dirac y re-
presenta la concentracién de carga en el punto a.

Con base en esta expresion, para el PCE, la fuente bioeléctrica estd representada
por:

g4 [p(y)d(x —y)]
= - .

Una forma de hallar el potencial que satisface el problema (1), (2) es mediante el
método de la funcién de Green, el cual permite encontrar la solucién de ecuaciones
diferenciales sujetas a condiciones de frontera. La funciéon de Green es utilizada
como ntcleo de un operador lineal integral de modo que la solucién para el problema
estd determinada por la expresion

9]
u(x) = / G(x,y) f(y) dy,

donde x es el punto donde se desea conocer el potencial, y es el punto donde se
ubica la fuente, u(x) es la solucién del problema, G(x,y) denota a la funcién de
Green y f(y) representa a la fuente ubicada dentro la regién €2.

Para el caso de una fuente dipolar concentrada en el punto a, la expresién anterior
toma la forma [10]:

3) ulx) = 1% 9,G(xy)
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De modo que, el potencial en el caso de una fuente dipolar, se expresa en funcién
de los parametros del dipolo mismo y el gradiente de la funcién de Green. Por lo
que se introduce la siguiente:

3.3. DEFINICION. Funcién de Green para el problema (1)-(2) Llamaremos
funcién de Green del problema (1)-(2) a la funcién G(z,y) de las variables z,y €
Q) C R3? que satisface al problema de contorno [11]

(4) AG(x,y) = 6(x—y)—m X,y € ,
(5) 5? =0 x€S=00ycQCR3
5n5

donde m(12) es el volumen de la regién.

Ademis, se sabe que la solucién u del problema existe y es tnica salvo constantes
st [3]:

(6) fly)dr=0.
Q
3.2. Representacion del potencial para el caso de una region esférica.

En el caso en que la regién €2 corresponde a una esfera, para la obtencién del
potencial en un punto sobre la superficie de la regién, se determina que dicho punto
x(0,0,29) € 0 y la fuente se ubica en el punto y(z,y,z) € Q. Asi, la funcién de
Green se plantea de la forma [12]:

@ GOoy) = 1 +glxy),

donde r = |x — y|, g(x,y) = aR® + gi(x,y), para a = —g ey, R? = 2® +y* + 22
y Agi(x,y) =0.

Con base en lo anterior, la expresion que representa el potencial en el punto x para
el problema (1),(2), estd dado por la siguiente funcién de Green [12, 13]:

(8) Gxy)=—+—"———-———+C,

para la cual

1
26: zo’ r1:|yfxl|7 w710g6(2’072+r1)7
2
20
A
87 4 08, 20

De modo que, al calcular el gradiente de la ecuacién (8) y realizar el producto
interno de éste y el momento dipolar, se calcula el potencial en un punto sobre la
superficie, especificamente, el polo norte de la regién. Para determinar el potencial
en un punto diferente, se utilizan matrices de rotacion.
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4. VALIDACION DEL MODELO MATEMATICO Y SU SOLUCION

Para realizar la validacién del problema de contorno electroencefalogréfico, se
construy6 un sistema fisico que nos representa una fuente dipolar inmersa en un
medio conductor, contenido en una regién esférica.

Una forma de modelar un foco epiléptico, es a través de un dipolo de corriente
equivalente [14], [15], ya que se ha observado que el campo eléctrico generado por
un foco epiléptico es similar al generado por un dipolo eléctrico.

Es sabido que el comportamiento de la actividad eléctrica del cerebro es casi
estético [5], [6], por lo cual la mejor forma de simular una fuente bioeléctrica dipolar
es a través de un dipolo eléctrico. Se sabe, que un dipolo eléctrico estd constitui-
do por dos cargas de igual magnitud y de signo contrario separadas una distancia
relativamente pequena. Para la construccién de éste, se utilizaron generadores de
Van de Graaff, éstos son maquinas electrostaticas que pueden acumular grandes
cantidades de carga eléctrica [13].

El principio de funcionamiento de esta méaquina se basa en el frotamiento por
rotacién de dos materiales distintos, en los cuales, al estar en contacto, se presenta
un desprendimiento de electrones, con lo ello se genera carga eléctrica [16], ésta es
transportada por una banda hacia un domo o esfera metélica hueca donde la carga
es acumulada. Estos generadores, permiten la construccién del dipolo eléctrico el
cual es introducido en un medio conductor cuya conductividad es de 2 x 10712 S

Qm?’
un valor suficientemente cercano al considerando dentro del modelo.

Los potenciales generados por esta fuente inmersa en el medio conductor artifi-
cial, se miden por medio de electrodos que son colocados de forma simétrica sobre
la superficie exterior de una esfera de material no conductor, que representa al
cuero cabelludo, y cuya funcién es convertir los potenciales iénicos en potenciales
eléctricos.

Este sistema, simula la medicion de potenciales sobre el cuero cabelludo y permite
la obtenciéon de valores experimentales, con la finalidad de compararlos con los
obtenidos de forma tedrica y realizar la identificacion de la fuente.

5. SOLUCION EXPERIMENTAL DEL PROBLEMA DIRECTO

Para la obtencion de los potenciales tedricos en diferentes puntos sobre la fron-
tera de la region, se desarrollé un programa en MATLAB®), por medio del cual se
calcula la distribucién del potencial sobre la frontera, se consideran 8 puntos, ya
que éstos nos facilitaran el manejo de la informacién. La ubicacién de dichos puntos
se realiza de forma que se pueda observar la distribucién del potencial en algunos
puntos de la superficie, como se observa en la figura 5. El algoritmo realizado nos
proporciona la solucién al problema directo utilizando la ecuacién (3). Este progra-
ma, considera que la regién €2 esta representada por una esfera y la fuente se ubica
dentro de la regién en una posicion fija, los pardmetros que conforman el momento
dipolar como la carga y la distancia de separacion entre ambas cargas puntuales
y la conductividad del medio son valores que dependen del sistema fisico que se
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estd utilizando.

FicuraA 3. Distribucién de los electrodos sobre la superficie.

Como una prueba de validacién se colocé el origen de la fuente dentro de un sis-
tema cartesiano de referencia, en la posicién: (0,0.03,0.01) m y posee un momento
dipolar p = 1 x 10712(0.101,0,0) C m. Los valores de los potenciales obtenidos para
cada uno de los electrodos se muestran en la tabla I:

No de electrodo | Potencial tedrico (Volts) | Potencial experimental(Volts)
1 0,034 0,032
2 0,050 0,046
3 0,063 0,072
4 0,050 0,047
5 0,034 0,042
6 0,028 0,044
7 0,026 0,037
8 0,028 0,033

Tabla I: Comparacién entre potenciales tedricos y experimentales.

Se puede observar que el valor del potencial varia en forma proporcional a la
distancia entre el electrodo y la fuente, es decir, entre mas cercano se ubique el
electrodo de la fuente mayor sera el potencial registrado en él y viceversa.

Para esta prueba, se obtuvo un error promedio de:

proe =
0.0072

con unidades de Volts.

Estos resultados muestran, que en la mayoria de los puntos, los potenciales teéri-
cos y experimentales son similares, de forma que se puede decir que el modelo es
acorde a la situacién experimental.



130 FLORES MENA, FRAGUELA COLLAR, GUTIERREZ ARIAS ET AL.

6. SOLUCION DEL PROBLEMA INVERSO ELECTROENCEFALOGRAFICO

El problema inverso electroencefalografico, consiste en determinar la fuente bio-
eléctrica que genera una determinada distribucién del potencial sobre el cuero ca-
belludo. En este caso, ya que se estudia una fuente bioeléctrica tipo dipolar, se
deben determinar los pardmetros que caracterizan a dicha fuente, es decir, el mo-
mento dipolar.

Se sabe que el problema inverso electroencefalografico es mal planteado en el sen-
tido de que pequenas perturbaciones en los datos resultan en una gran desviacién
de la solucién real. Para poder obtener una solucién estable del problema, se em-
plean las técnicas de regularizacién, este trabajo toma como base la técnica de
regularizacion de Tijonov, minimizando el siguiente funcional:

9) J(X) = [|AX = Y|* + o] X%,

donde A € R"*P_ para n nimero de datos, y p nimero de pardmetros, X € R"*!
es la solucién exacta del problema, Y € RP*! denota a los datos exactos, o es el
parametro de regularizacién. Pero, se sabe que los datos que se tiene posee pertur-
baciones, de modo que la solucién para esta caso, esta dada por:

argmin

(10) X0 = X

{IAX = Y°? + ol X|*}

donde Y son los datos con error, X° es la solucién aproximada del problema y que
cumple con las ecuaciones normales modificadas:

(11) ATAX® +alX® = ATY?.

Asi se puede escribir que:

(12) X0 = (ATA+al) " ATY?,

donde o > 0 y se puede elegir « = «(9) tal que a(d) — 0 cuando § — 0 y X¢

converja a la solucién exacta cuando 6 — 0 [17].

Especificamente, para el PIE, la solucién del mismo se obtiene a partir de la
expresion siguiente :

(13) J(p) = “romin {Z [0(x) — u(xx)]” +a||p|2}

p k=1

donde v(xy) son los datos medidos sobre la superficie de la regién en los k puntos
y u(zr) = —p - VyG(xk,y;,) son los potenciales tedricos obtenidos para cada uno
de los k puntos generados por la fuente dipolar, y p es el momento dipolar.

Asf que se establece a partir de los funcionales (9) y (13) se establecen las siguientes
relaciones:

X € R¥™  X=(p,p,p.)
Y € R Y = (v(x1);v(x2); ...v(xy))
A € RnXS
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y los elementos de la matriz A son:

g = 780(;;”“) k=1,2,..n
s = aG(g@;pk) k=1,2,.n
&k3:% k=1,2,..n

donde a denota la ubicacién de la fuente dentro de la regién y la cual se supone
conocida.

Considerando el ejemplo anterior, donde se sabe que la fuente se ubica en la
posicién: (0,0.03,0.01) m, de igual forma se conoce de antemano el valor de la con-
ductividad del medio ¢ = 2e — 12. De modo que, con base en el gradiente de la
funcién de Green propuesta para la solucién del problema inverso, se desarrollo el
algoritmo que permite la recuperacién de la fuente, en este caso de los pardmetros
del momento dipolar; el cual se sabe que es: p = 1 x 10712(0.101,0,0) C m.

El algoritmo se implementé en MATLAB; primero se obtuvo una solucién del
problema considerando sélo la minimizacién del mismo, sin regularizar la solucién,
cuyo resultado es:

Y =

1.0e-010 *
-0.1830
0.0000
0.0184

Comparando el resultado de éste con el momento dipolar de la fuente, se observa
que se tiene un error de:

errorp =
1.0e-010 *
0.1820

0
0.0184

errorpro =

1.8292e-011
con unidades en C m.
Al aplicar diversos valores del pardmetro « se obtuvieron los resultados mostra-

dos en la tabla II; se muestran el maximo del error relativo en la primera entrada
y del error absoluto, dividido entre 10~'2 para la segunda y tercera entradas:
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o} momento dipolar error
0.001 | 1e-12[0.1691,0.0027,0.0269] | 0.6742
0.0011 | 1e-12[0.1537,0.0027,0.0253] | 0.5217
0.0012 | 1e-12]0.1409,0.0027,0.0241] | 0.3950
0.0013 | 1e-12[0.1301,0.0027,0.0230] | 0.2881

[ ]
[ ]
| |
0.0014 | 1e-12[0.1208,0.0027,0.0221] | 0.1960
[ )
[ )
[ )
[ ]

0.0015 | 1e-12]0.1127,0.0027,0.0212] | 0.1158
0.0016 | 1e-12]0.1056,0.0027,0.0205] | 0.0455
0.0017 | 1e-13]0.9937,0.0268,0.1992] | 0.1992
0.0018 | 1e-13]0.9382,0.0268,0.1936] | 0.1936

Tabla II: Solucién del problema para diversos valores de «

Se puede observar que el valor para el pardmetro de regularizacién que ofrece
una mejor solucién al problema es o = 0,0016 y para valores menores y mayores
que este, la solucién se aleja del valor real del momento dipolar.

La elecciéon del parametro de regularizacién, también puede ser realizada por
medio del principio de discrepancia de Morozov, el cual senala que el parametro
debe elegirse de forma que [18]:

lu(z*®) —v(@)]|* =,

donde 6 es el error que se comete en la medicién. El hecho de determinar el
pardmetro a(8) es equivalente a encontrar el cero de la funcién f(a) = [|[AXS —
Y92 — 62 para un delta fijo, donde X2 es la solucién regularizada del problema de
minimizacién y Y son los datos con error. La correcta eleccién del pardmetro de
regularizaciéon permite desarrollar un algoritmo estable para recuperar los pardme-
tros del momento dipolar, es decir, realizar la identificacién de la fuente bioeléctrica
dipolar. Sin embargo, la eleccién del parametro por este u otro método no es estu-
diada en este trabajo.

7. CONCLUSIONES

En este trabajo se obtuvo la solucién del problema de contorno electroencefalo-
grafico, para una geometria esférica de la cabeza, por medio de la técnica de las
funciones de Green. En particular, se consideré el caso de una fuente tipo dipolar y
se obtuvo el potencial en diversos puntos sobre la superficie que representa al cuero
cabelludo, es decir Con lo que se halla la solucién del problema directo electroence-
falografico que a su vez sirve como base para dar solucién al problema inverso. Se
construyé un sistema fisico, el cual consiste en una regién conductora y una fuente
dipolar contenida en su interior. Se observo que los resultados tedricos y experi-
mentales para el modelo estudiado son similares; de igual forma se tomé en cuenta
la presencia de errores, cuyas fuentes pueden ser muy diversas, como los errores de
aproximacion, los debidos a los instrumentos, al redondeo, etc, y los cuales estan
presentes en todas las situaciones experimentales.

Se pudieron identificar los parametros de la fuente correspondiente al momento
dipolar, mediante la propuesta de un algoritmo estable, en el cual se considera que
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la fuente se localiza en una posicién fija conocida, para con ello tener un proble-
ma lineal. Para realizar la identificacion de la fuente en forma completa, es decir,
determinar también el punto dénde se localiza el dipolo junto con el momento dipo-
lar se requiere utilizar minimos cuadrados no lineales, lo cual sera desarrollado en
trabajos futuros.
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RESUMEN. El principal objetivo de este trabajo es realizar una simulacién de
crecimiento de cultivos partiendo de modelos matemaéticos y programas por
computadora capaces de describir el crecimiento aproximado del tomate (ly-
copersicum L.) Como resultado de una investigacién y la consulta con espe-
cialistas en el campo de la Biologia, se determiné que el modelo més apropiado
para este trabajo es el propuesto por W. Jones y Luyten. Este modelo estd de-
scrito por ecuaciones de estado y proporciona una aproximaciéon adecuada de
las variables dependientes e independientes que participan en el crecimiento
del tomate. Con este modelo se elaboré un programa por computadora uti-
lizando la programacién orientada a objetos y se cre6 una interfaz gréafica de
usuario utilizando ventanas, botones, graficos y tablas que nos permiten simu-
lar el crecimiento de los cultivos. Este trabajo permite predecir el crecimiento
del tomate en ambiente controlado, el uso de la programacién y de los métodos
de optimizacién son utilizados para resolver las ecuaciones de crecimiento de
cultivos con el fin de mejorar la calidad y aumentar la produccion.

1. INTRODUCCION

Los primeros modelos de simulacién datan de los anos 50, donde los primeros
cultivos modelados fueron el maiz, el arroz y el trigo, cerca de los anos 60 aparecio el
concepto de sistemas dindmicos y no fue hasta los 70 que se formalizo6 este concepto,
en los 80 y 90 se utilizaron los avances tecnoldgicos de la computacién para estudiar
y resolver diversos problemas especificos de la agricultura. Para el caso particular
del tomate, en la actualidad se emplean diversos modelos de cultivos y uno de ellos
es el propuesto por Jones y Luyten, esta descrito por un sistema de ecuaciones
no lineal el cual describe el crecimiento potencial del tomate y haciendo uso de
diversos métodos numéricos y valiéndonos de la programacién orientada a objetos
es posible simular y entender el crecimiento de este cultivo, y en un futuro aplicar
a este modelo la teoria del Maximo de Pontryagin.

135
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A continuacién se presenta una tabla (2) que contienen las variables del modelo
de Jones y Luyten y especifica las unidades y una breve definiciéon de cada una de
ellas:

CUADRO 1. Definicién de Variables del modelo de Jones

Variable | Definicién Unidad
Variables de estado
N Ntmero de nodos vegetativos no. nodos
W, Materia seca del follaje M
m?[suelo)
W, Materia seca de la raiz M
m?[suelo)
Otras Variables
Tm Tasa maxima de aparicién de hojas 1/h
r(T) Funcién de la temperatura °C
t Tiempo transcurrido seg
w Materia seca total g[tejido] /m?[C H3O]
E Eficiencia de conversién de CHyO g[m.s.]/m?m.s.]
P, Tasa de fotosintesis bruta g[C Hy0]/m?[h]
R Tasa de respiracién de mantenimiento | g[C'H30]/gh[tejido]
F, Fraccion del crecimiento total adimensional
K Coeficiente de extincién de luz adimensional
T Conductancia de hoja pumol[COs] /m?s[hojas]
D Coeficiente de conversién de fotosintesis | g[C HoO]/m?[h]
C Concentracién de COq pmol[COs]/ umol|aire]
a Eficiencia de la luz umol[C O3]/ umol| fotones]
m Coeficiente de extincién de luz adimensional
01 Temperatura con fotosintesis maxima °C
on Temperatura con fotosintesis cero °C
T Temperatura °C
K, Tasa de respiracién a 25 °C umol[C H3 0]/ pmol|h)
L Indice de érea foliar m?2[hojas]/m?[suelo]
I, Densidad méxima de flujo de luz pmol| fotones]/m?s[suelo)
th Longitud de dia adimensional
Jé] Coeficiente empirico para [ adimensional
) Coeficiente empirico para & adimensional
o Densidad de poblacién m?[plantas]
ny Coeficiente empirico adimensional

2. DESCRIPCION DEL SISTEMA

En este trabajo se pretende realizar un simulador de crecimiento de tomates
utilizando la metodologia presentada en la figura (1):



ANALISIS DEL CRECIMIENTO DE TOMATES EN AMBIENTE CONTROLADO 137

Problematica

Disefiar solucion

A
Analisis del
problema y
modelos
matematicos

A

Programacién y
pruebas

A

Interpretacion y
presentacion de
resultados

FiGURA 1. Descripcién del sistema.

3. MODELO DE JONES

Las ecuaciones del modelo de Jones y Luyten (1998) [1],[3],[4] son ecuaciones que
describen el crecimiento potencial de biomasa de la planta tomatera y diversos tipos
de ella, para ello se considera que el sistema se encuentra a una temperatura que
puede variar, ademés de contener pardametros ideales como son: agua, nutrientes,
humedad y libre de plagas y enfermedades, entre muchas otras variables, estas
ecuaciones son las siguientes:

dN

(1) T Tt (T),

(2) d;zs — E(P, - R,,W)F.,
AW,

®) W — B(p, - RaW)( - R,

donde los elementos de la ecuacién (1) son:

N: Numero de nodos vegetativos, este término se usa para definir el punto donde
nace o crece una rama, la cual puede contener una rama solo con hojas o una rama
con flores, estas flores son las que al final de la reproduccién nos entregaran el fruto,
dependiendo el nimero de flores serdn el nimero de frutos concebidos [4].
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rm: Es la tasa maxima de aparicién de hojas. La tasa de apariciéon de hojas tiene
un comportamiento lineal. Este valor es una cantidad obtenida en cada hora de-
pendiendo del tiempo de simulaciéon se multiplica por el factor deseado.

t: El tiempo transcurrido. Puede darse en horas, minutos, dias, semanas, pero es
recomendado trabajar en lapsos de dias, respetando la variable de tiempo segundo.

r(T): Es una funcién de la temperatura [°C], los rangos de temperatura son los
permitidos por la planta vistos en la tabla 1;

CuUADRO 2. Consideraciones de temperatura del modelo de Jones

Condicién valor de r(T)
—20°C < T <9°C | r(T)=0

10°C < T <15°C | r(T) = 0,55
16°C' < T < 20°C | 7(T) = 0,75
21°C < T < 25°C | r(T) =1

26°C < T <30°C | r(T)=0,55

T > 31°C r(T) =0

Los elementos de las ecuaciones (2) y (3) son:

W,: Representa la biomasa del follaje o masa seca' del follaje. En pocas palabras,
representa todo el tejido de la planta formado por encima de la tierra tomando en
cuenta ramas, hojas, flores y frutos de dicha planta.

W,.: Representa la biomasa o masa seca de la raiz o cominmente materia seca de
la raiz. Esta variable representa toda aquella parte de la planta que se encuentra
por debajo de la tierra.

E: Parametro de eficiencia de conversién de CH,0? a tejido de la planta. Este
parametro nos expresa la cantidad de conversién del CH>O a tejido de la planta o
materia viva de la planta.

P;: Es la tasa de fotosintesis bruta del follaje. Esta funcién es afectada por la
luz, la temperatura en grados centigrados, COy (diéxido de carbono) y el tamano
de la planta. Jones et al.[7], el siguiente modelo, el cual incluye la influencia de
la temperatura, describe apropiadamente la fotosintesis en el tomate. La tasa de
fotosintesis bruta P, se expresa con la siguiente ecuacion:

1La materia seca, 6 peso seco aqui mencionada como masa seca de un cultivo se obtiene cuando
una muestra es colocada en un horno a una temperatura de 105 °C durante 24 horas, el agua
se evapora y el alimento seco restante es la materia seca. La materia seca de un cultivo contiene
todos los nutrientes.

2CH,0 : En forma simplificada la fotosintesis o reaccién clorofilica, puede escribirse de la
siguiente forma: CO2 + H20O = CH20 + 02, en donde C'H2O representa la combinacién molecular
bdsica de un aztcar [2]. Cada molécula de CO2 del aire queda convertida en un dtomo de carbono
orgdnico (Corg), que pasa a formar parte de un aztcar, y en una molécula residual de oxigeno
(O2), que pasa al reservorio de la atmdsfera. Por eso, de una forma maés esquematica, la reaccién
fotosintética puede escribirse asi: COg + luzsolar = Corg + Oa.



ANALISIS DEL CRECIMIENTO DE TOMATES EN AMBIENTE CONTROLADO 139

TCp(T) aKIy+ (1 —m)rC
4 P,=D 1
4) g K " aKIpe KL + (1 —m)rC |’
donde:
- -'.I
".O‘\. .
O ¥
ek ) -
'_':' ) i Oi‘lﬁ‘ ONodos vegetativos [N]
" [ I‘I:_--. Masa seca del follaje [Ws]
| 'Q = 2 L Masa seca de la raiz [Wr]
%

FI1cURA 2. Representacién de las variables de estado N, W y W,..

D: Coecficiente de conversién de fotosintesis® de COy a CH,0. Este proceso se
produce por efecto de la fotosintesis en las hojas y es la consecuencia de un proceso
quimico.

7: Conductancia de hoja a C'Oy. Esta concentracion de COy se encuentra en las
hojas y es regulada por los estomas de las mismas.

C': Concentracion de C'O; del aire. Esta concentracion se puede medir en el ambiente
con aparatos especiales y se miden a partir de la cantidad de biéxido de carbono
existente en aire. Las concentraciones son medidas a partir de cantidad de sustancia,
y su unidad es el mol?, ésta es una de las siete magnitudes fisicas fundamentales
del Sistema Internacional de Unidades.

p(T): Es el factor de reduccién de fotosintesis, esta funcién expresa el efecto de la
temperatura sobre la tasa méaxima de fotosintesis para una hoja simple.

K: Coeficiente de extincién de luz del follaje, éste coeficiente muestra la cantidad de
luz que la planta pierde, ya que la luz es absorbida por la planta y debe contemplarse
esta disminucién en el modelo.

3La fotosintesis (del griego antiguo pwTo [foto], "luz”, y cvvbeois [sintesis], iinién”) es la
conversién de energfa luminosa en energia quimica estable, siendo el adenosin trifosfato (ATP) la
primera molécula en la que queda almacenada esa energia quimica.

4El nimero de unidades elementales atomos, moléculas, iones, electrones, radicales u otras
particulas o grupos especificos de éstas existentes en un mol de sustancia es, por definicién, una
constante que no depende del material ni del tipo de particula considerado. Esta cantidad es
llamada nimero de Avogadro (N4)? y equivale a: 1 mol = 6,02214179% 1023 unidades elementales.
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m: Coeficiente de transmisién de luz de las hojas. Es la cantidad de luz absorbida
y asimilada por la planta en cierto lapso de tiempo.

L: Indice de 4rea foliar (IAF5) del follaje. Representa la cantidad de hojas por
metro cuadrado.

R,,: Es la tasa de respiracion de mantenimiento, la cual representa la pérdida
de CO, debida al gasto y resintesis® del tejido existente, la cual depende de la
temperatura. El modelo propuesto por Gent y Enoch [5] es usado en este modelo:

(5) R,, = Km€0’0693(T_25)

donde:

T: Representa la temperatura en grados centigrados (°C') a la que se encuentra la
planta. Se sabe que la temperatura es una de las variables de entrada méas impor-
tantes y que se encuentra contenida en este modelo.

K,,: Tasa de respiraciéon a 25 °C), representa la cantidad de bidéxido de carbono
por hora que la planta puede asimilar; para que la planta pueda respirar debe de
encontrarse a una temperatura idénea, ya que si la planta se encuentra por encima
o por debajo de esta temperatura, en este caso a 25 °C, los estomas, que son los
encargados de realizar la respiracion no se abrirdn, esto provocaréa que la planta no
respire y por consecuencia su muerte, es por ello la importancia de la temperatura.

W: Es la materia seca total de la planta, representa la suma total de la materia
seca de la raiz y la materia seca del follaje.

fe: Es la fraccién del crecimiento total del cultivo particionado a follaje.

El cdlculo de L (indice de area foliar) se realiza mediante una funcién exponencial
la cual fue usada para ajustar el drea de la hoja con el niimero de nodos vegetativos
por Jones et al.[7] para tomates cultivados con dos niveles de CO5 y tres niveles de
temperatura. La expresion es de la siguiente forma:

(6) L = p(6/B) In[1 + PN=m)],
donde:

p: Densidad de poblacién por metro cuadrado.

3,6,np: Son coeficientes empiricos de la ecuacién exponencial, estos coeficientes se
obtiene de la experimentacién al contar con datos de campo los cuales sirven para
hacer un ajuste en el modelo y con esto tener resultados mas cercanos a la realidad.

p(T): Es el factor de reduccién de fotosintesis, esta funcién expresa el efecto de la
temperatura sobre la tasa maxima de fotosintesis para una hoja simple. Se expresa
con la siguiente ecuacion:

5El término Foliar = Folio = Hoja. El area foliar de una planta se refiere a la cantidad de
superficie de hoja que ella posee en determinada proporcién de area de suelo.

6La accién o proceso de resintetizar algo en este caso conversion de la energia en tejido o
materia
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2

donde:

¢1: Es la temperatura a la cual la fotosintesis es mdxima (°C).
¢n: Es la temperatura a la cual la fotosintesis es cero (°C).

«: Eficiencia de utilizacién de luz por la hoja.

Iy: Densidad de flujo de luz sobre el follaje, esto expresa la cantidad de fotones
que hay en determinada area en un tiempo determinado. Cada hora deben ser
calculados los valores de I, un método apropiado ha sido sugerido por Goudriaan
(1986) [6], en el cual se supone una longitud de dia de 12 h (6 < ¢, < 8).

(8) Iy = I,sen [277 [”}2 6” ,

donde: t5: Es la hora del dia en la que se encuentra el sistema.

I,: Es la densidad méxima de flujo de luz por dia.

4. SIMULACION DEL CRECIMIENTO

Este simulador es capaz de simular el crecimiento de una planta de tomate tomando
en cuenta las variables que estdn involucradas en el modelo de Jones. En este soft-
ware es posible cambiar parametros y valores empiricos que en la realidad no seria
posible hacerlo, ademés de poder intercambiar condiciones iniciales y condiciones
de crecimiento para la planta como la temperatura, el flujo de luz, la respiracién o
la tasa de fotosintesis en varias ocasiones y con esto es posible observar que tipo de
concentraciones son las mas adecuadas para el crecimiento de la planta.

Para introducir las ecuaciones de Jones al programa es necesario primero conocerlas
y saber que repercusion tienen en el crecimiento de la planta, después de esto es
necesario adaptar estas ecuaciones de manera correcta ya que hay algunas ecua-
ciones que trabajan con un lapso de dias y otras que trabajan en un margen de
tiempo mas corto, si no se hace esto tendriamos datos incorrectos, y después es
necesario resolver las ecuaciones diferenciales del modelo, esto se hace utilizando
una derivada numérica para cada ecuacion, ya que las variables de estado dependen
entre si y sus ecuaciones involucradas. Después nosotros dentro de las ecuaciones
podemos definir el tiempo de cosecha o tiempo de simulacién de crecimiento de cul-
tivo, esto depende mas de nuestra experiencia del cultivo, y finalmente adecuamos
los resultados obtenidos e interpretamos para saber que es lo qué se obtiene.

El diagrama de flujo general que describe al sistema se presenta a continuacién,
ver figura (3):
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F1aurA 3. Diagrama de flujo del programa.

El programa contiene un campo para ingresar la temperatura en grados centigra-
dos (de —20 a 50 grados centigrados), dependiendo de la temperatura que se desea
iniciar sera la respuesta que entregue las ecuaciones de estado. El segundo campo
es para colocar las horas de luz en que el tomate trabajard, puede ser desde 0 horas
hasta 24 horas; el nimero de horas recomendado es de 12 ya que es el periodo de
horas de luz aproximado por dia.

Contiene dos campos donde despliega los valores de la variable de estado, nimero
de hojas N y la variable de estado materia seca de la raiz W estos usando un tipo
de dato entero.

Contiene un botén llamado Ecuacién 1, el cual resuelve solo la primera ecuacién
con respecto al tiempo, los valores de la primera variable de estado se pueden ver
en la pantalla de graficado. El botén llamado Ecuacién 2, resuelve solo las primeras
dos ecuaciones de estado, el resultado obtenido se aprecia en la pantalla de graficado.



ANALISIS DEL CRECIMIENTO DE TOMATES EN AMBIENTE CONTROLADO 143
En la parte inferior derecha contiene 6 botones, dichos botones resuelven las tres
ecuaciones de estado del sistema, podemos desplegar en la pantalla de graficado

varios resultados, los cuales son:

Graficar N: entrega los valores posibles de los nodos vegetativos vs 80 dias sim-
ulados (los dias han sido convertidos en horas) ver gréifica (5).

Graficar W,: muestra los valores posibles de la variable de estado materia seca
del follaje vs 80 dias de simulacién, ver grafica (6).

Graficar W,.: muestra los valores posibles de la variable de estado materia seca
de la raiz vs 80 dias de simulacidén, ver grafica (7).

Graficar T AF": despliega en pantalla los valores posibles de la ecuacién L denom-
inada indice de érea foliar vs 80 dias de simulacidn, ver gréfica (8).

En la siguiente figura se presenta la pantalla principal del programa elaborado
en Ct.

Aqui van las graficas

]

Campos para
variables

Resuelven modelo de 1
variable de estado

Resuelven modelo de 3

Resuelven modelo de 2 variables de estado

variables de estado

FiGuraA 4. Pantalla principal del programa.

5. GRAFICAS

La figura (5) muestra el comportamiento de la variable de estado N con diferentes
temperaturas dadas en grados centigrados °C, la figura (5.a) muestra la variable de
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estados N en el rango de —20°C a 9°C la figura (5.b) muestra la variable N en los
rangos de temperatura de 10°C a 15°C, la figura (5.c) en el rango de 16°C a 20°C,
la grafica (5.d) en las temperaturas de 21°C' a 25°C, la figura (5.e) en el rango de
temperaturas de 26°C a 30°C y la figura (5.f) en rangos mayores de 31°C. Con
esto se observa que la temperatura es factor principal para el desarrollo del ntimero
de hojas con respecto al tiempo evoluciona.

Niimero de hojas (N)
Niimero de hojas (N)
o de hojas (N)

Nimer

ero de hojas (N)
mero de hojas (N)

Nimero de hojas (N)

Nim
Nin

d f

FiGURA 5. Numero de nodos vegetativos vs nimero de horas.

La figura (6) se muestra el crecimiento de la materia seca del follaje W del
cultivo a diferentes temperaturas, la figura (6.a) es en un rango de —20°C a 9°C, la
figura (6.b) es el comportamiento debido a la temperatura de 10°C' a 15°C, la figura
(6.c) es el crecimiento de la materia seca del follaje a un rango de 16°C a 20°C, en
el rango de 21°C se observa en la figura (6.d) el mayor crecimiento, a partir de las
temperaturas superiores vistas en las figuras (6.e) y (6.f) hay un decremento de la
materia seca, cabe anadir que para que las graficas tenga un mejor resultado hay
que colocar que tendran luz durante 12 horas en el dia, tiempo en que una planta
real recibe la luz solar en una jornada.

2

ca del follaje (Ws) kg/m'2
ca del follaje (W) kg/m
Materia seca del follaje (Ws) kg/m'2

Materia se
Materia s

del follaje (Ws) ke/m"2

del follaje (Ws) kg/m"2
del follaje (Ws) ke/

Materia seca
Materia seca del follaje (W
fateria seca

d f

F1GURA 6. Materia seca del follaje vs nimero de horas.

Las siguientes figuras mostradas representan el crecimiento de la materia seca
de la raiz W, del cultivo a diferentes temperaturas, la figura (7.a) es en un rango
de —20°C a 9°C, la figura (7.b) es el comportamiento debido a la temperatura de
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11°C a 15°C, la figura (7.c) es el crecimiento de la materia seca del follaje a un
rango de 16°C a 20°C, en el rango de 21°C se observa en la figura (7.d) el mayor
crecimiento, a partir de las temperaturas superiores vistas en las figuras (7.e) y
(7.f) hay un decremento de la materia seca, cabe anadir que para que las figuras
tenga un mejor resultado hay que colocar que tendran luz durante 12 horas en el
dia, tiempo en que una planta real recibe la luz solar en una jornada.

Ia raiz (Wi

cca de la raiz (Wr) kg/m2
(W) ke/

ia seca de

M;
Materia st
Mate

n2
iz (W) ke/m'2

aiz (W) ke/m

delar

seca de la raiz (Wr) kg/m2

t
x

d e £

FIGURA 7. Materia seca de la raiz vs numero de horas.

El indice de 4rea foliar L se observa en la figura (8.a) diferentes temperaturas, la
grafica 8.a es en un rango de —20°C a 15°C, la figura (8.b) es el comportamiento
debido a la temperatura de 16°C' a 20°C, la figura (8.c) es el crecimiento de la
materia seca del follaje a un rango de 21°C' a 25°C' y por tltimo el comportamiento
debido a las temperaturas mayores a 31°C' se observa que el mayor crecimiento se
da en el rango de 25°C a 31°C.

indice de area foliar (L) hojas/m*2
Indice de 4rea foliar (L) hojas'm”"2

indice de area foliar (L) hojas/m"2
Indice de area foliar (L) hojas/m”2

¢ d

FiGUrA 8. Indice de érea foliar vs nimero de hojas.
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6. CONCLUSIONES

Utilizar el modelo de Jones para describir cultivos es apropiado para analizar el
crecimiento del tomate sobre todo el de la materia seca y nimero de hojas, este
modelo a pesar de que es un modelo simplificado del modelo denominado TOMGRO
por sus siglas en inglés (TOMato GROw), y éste tiene la ventaja de mostrarnos el
crecimiento potencial del cultivo a partir de la materia seca del follaje, la materia
seca raiz y el nimero de nodos de una forma mas simple, ya que TOMGRO utiliza
casi 67 variables de estado para explicar el modelo de una forma més aproximada,
después en un futuro se pretende aplicar técnicas de control éptimo y con esto
garantizar que el crecimiento de la planta y el producto sera el 6ptimo.

Con este programa es posible simular el crecimiento de la planta del tomate y
poder cambiar parametros y valores que en la realidad seria imposible hacerlo y
sobre todo esperar a que la planta crezca nuevamente para ver su comportamiento.

Es posible trabajar con variedades de tomates, para esto es necesario tener datos
experimentales de estas variedades de cultivo y con esto realizar los cambios de los
pardmetros que sean necesarios en el modelo.
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RESUMEN. El objetivo de este trabajo consiste en desarrollar un programa
computacional para el diseio automético de circuitos electrénicos analégicos
en tiempo minimo. La técnica elegida estd basada en el diseno por andlisis
donde se han incorporado principios de control éptimo para generar diferentes
trayectorias de diseno y obtener significativas ganancias en tiempo. El modelo
matematico del circuito se obtiene empleando técnicas ampliamente conocidas
en el andlisis de circuitos electrénicos. Se emplean diversos métodos numéricos
dentro de la estrategia para solucionar el modelo y optimizar el tiempo de
disenio. El programa se desarrollé bajo la plataforma de programacién Visual
C# usando programacién orientada a objetos. Los resultados que arroja el
programa permiten lograr el disefio de algunos circuitos electrénicos con base
en los pardmetros requeridos. Se realizaron pruebas satisfactorias con circuitos
simples y se aprecia que la ganancia en tiempo se incrementa conforme aumenta
su complejidad.

1. INTRODUCCION

Tipicamente el proceso de diseno de circuitos electrénicos de forma automatica
involucra una secuencia de operaciones repetitivas de analisis que demanda grandes
recursos de computo y tiempo de ejecucién conforme los sistemas crecen en com-
plejidad. Las tecnologfas de disefio (DT!) para circuitos integrados florecieron en
la década de 1970, y condujo a una comprensién sélida de la teoria y la préactica
de modelado, andlisis y sintesis de circuitos y sistemas, asi como en la industria
de la automatizaciéon de disetio electrénico (EDA?) que suministra las herramien-
tas y los flujos [1]. Algunos de los algoritmos de la EDA evolucionaron a partir de
algoritmos cldsicos en ciencias de la computacién (por ejemplo, la ruta més cor-
ta) y especializada para los problemas particulares de interés, mientras que otros
(por ejemplo, herramientas de diseno) se inventaron para abordar las cuestiones de
disenio de circuitos en la fabricacion. Cuando los cientificos de la década de 1970
intentaron obtener las soluciones exactas para la mayoria de los problemas de DT
no las lograron debido a la complejidad intrinseca computacional, por lo que se

Design Technologies por sus siglas en inglés.
2Electronic Design Automation por sus siglas en inglés.
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emplearon métodos aproximados para la solucién a problemas de diseno.

Uno de los principales retos al iniciar el proceso de diseno de un circuito electré-
nico, consiste en elegir la topologia® adecuada y los valores de los componentes que
se ajusten mejor para cumplir con el propdsito de diseno deseado. Este problema se
observa mejor en el proceso de simulacion, ya que depende de los valores y condi-
ciones que el disenador elija, en caso de no tomar una buena eleccién de valores se
tiende a realizar un nimero muy grande de simulaciones.

Para dar solucién a este problema, se emplea una metodologia llamada estrategia
general de diseiio? para realizar el disefio de circuitos electrénicos, la cual se basa
en el modelo del circuito electrénico y en las condiciones de diseno para determinar
después de un proceso de computo la solucion de diseno en un tiempo minimo.

Algunas ideas de la estrategia general resuelven este problema y se han presen-
tado en diversos trabajos previos, por ejemplo en [2] se presenta una metodologia
de diseno 6ptimo en tiempo de cémputo; donde se formula una metodologia para el
diseno de circuitos no lineales empleando la teoria de control 6ptimo y un conjunto
de funciones de control especiales para generalizar la metodologia y producir varias
estrategias de diseno diferentes dentro del mismo proceso de optimizacién. Otras
ideas consisten en combinar dos o més de estas estrategias para obtener una ganan-
cia en tiempo adicional ademds en diversos trabajos [3], [4] se evaliia la ganancia en
tiempo obtenida en los resultados experimentales comparandolos con los resultados
generados por dicha estrategia.

En este trabajo se presentan diversos métodos numéricos que soportan la imple-
mentacion de la estrategia general y cuyo desemperno es evaluado para determinar si
es necesario realizar una sustitucion de métodos que ofrezcan una mayor eficiencia
para lograr el objetivo de diseno en menor tiempo. Los métodos numéricos que se
evalian para la estrategia general tienen como propoésito:

= a) Resolver sistemas de ecuaciones lineales y no lineales que representan al
modelo del circuito.

= b) Métodos de optimizacién para alcanzar el punto de diseno.

= ¢) Métodos de integracién y derivacién numérica necesarios en a y b.

2. ASPECTOS DEL DISENO

Ahora se presenta el planteamiento de la estrategia general de disefio de circuitos
electronicos, la cual incluye la estrategia tradicional y la estrategia tradicional modi-
ficada. La estrategia general requiere el conocimiento de tres aspectos importantes:
la topologia del circuito, el modelo matematico y las condiciones iniciales y de
diseno.

2.1. Estrategia tradicional de diseno (ETD). El proceso de disefio de sis-
temas analdgicos puede definirse como el problema de minimizar la funcién objetivo
C(7), donde T € R™*! es un vector, con un conjunto de restricciones dado por el

3Forma de interconexién de elementos electrénicos que generan una red eléctrica.
4Propuesta por Zemliak, véase[6]
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modelo matematico del sistema fisico. Se supone que el minimo de la funcién obje-
tivo C(T) lleva a cabo todos los objetivos de diseno, ademds la topologia del circuito
electrénico se conoce y se describe como:

(1) 9;(@) =0, j=12.m,

donde g¢;(%) = 0 representa el modelo del sistema y j es el nimero de ecuaciones
del modelo. El vector T puede ser separado en dos partes:

(2) T=(T,7"),

donde T’ € R*, es el vector de variables independientes, k es el nimero de variables
independientes, T/ € R™, es el vector de variables dependientes y m es el niimero
de variables dependientes [2],[5],[6].

Entonces el niimero total de variables presentes en el modelo se denota como:
n = k + m. El sistema electrénico descrito se conoce como tradicional donde de
forma natural se definen los elementos del sistema como variables independientes
y los pardmetros fisicos (voltajes, corrientes, etcétera) como variables dependientes.

El proceso de optimizacién para minimizar la funcién objetivo C(Z) por un
procedimiento se define en caso general como:

(3) T =72+ h® - H(z%),

con las restricciones del modelo (1) donde: s es el niimero de iteracién, h® es el paso
de integracién temporal, H es el vector de direcciéon de decremento de la funcién
objetivo o también conocido como método de optimizacidn, figura (1) [2, 3, 4].

Comenzar

5«0
—_s - - -
e = (5. T )
1l Solucidn del sistema

gj(fs) =0;,=12,...,m | principal

=x"x") s¢=s+1

|

Evaluacion de
la funcién
objetivo

jC,S-H (_er + hs . H(xS)

Cierto

Terminar

FiGura 1. Estrategia tradicional de diseno (ETD).
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El caracter especifico del proceso de diseno para sistemas electrénicos consiste
en el hecho de que no necesariamente satisfaga la condicién del modelo (1) para
todos los pasos del proceso, es suficiente satisfacer dichas condiciones en el punto
final del proceso de diseno.

La figura (1) muestra el orden que sigue la metodologia tradicional, donde se
considera s «+ 0 como la primera iteracién en cero, después se introduce el vector
de variables independientes T = (z%, 23, ..., z]) que representa a los elementos del
circuito (resistencias, capacitores, etcétera), este vector depende de la primera ite-
racién, pues sélo se evalua una vez.

El siguiente paso introduce y evalua el modelo del circuito ¢;(Z°) = 0 considerando
el vector ¥ = (T'%,7"*), éste realiza una separaciéon de vectores de variables de-
pendientes e independientes. Después se evalua la funcién objetivo |C(Z®)| < € si
cumple con el criterio de error € termina, de lo contrario realiza un proceso de op-
timizacién para minimizar la funcién objetivo como: Z'* + h® - H(T®) y se asigna su
valor al vector 1!, después vuelve a realizar el paso de la evaluacién del modelo.
Este proceso se realiza de forma iterativa hasta cumplir con el criterio de error.

2.2. Estrategia tradicional de diseno modificada (ETDM). Esta técnica
estd determinada como el procedimiento de optimizacién sin restricciones, es decir,
sin un sistema de ecuaciones como tal y por lo tanto no existe la necesidad de
resolverlo en ningin momento. Es posible utilizar este enfoque de diseno porque
aparecen las funciones de penalidad que emulan al sistema, es decir, un problema
con restricciones es resultado como si estas no existieran.

La funcién vectorial H esta definida como una funcional de la funcién objetivo
C(z) y la funcién adicional de penalizacién p(z) : H® = f(C(x), ¢(z)). La estruc-
tura de la funcién de penalizacién incluye todas las ecuaciones del sistema (1) y se
define como:

1 M
(4) pla®) = - Zg?(fs%

el término Z;Vil gjz (z°) se refiere a la sumatoria de las funciones de penalizacién,
¢ es un factor de peso, que puede ser igual a 1, cuando existe un niimero pequenio
de funciones de penalidad. La eleccién de los términos g]2- (Z*) como funciones de
penalizacién garantiza que en el punto final gjz (Z°) =0V j, ya que ésta es una de
las condiciones de terminacién del proceso de diseno.

Se define el problema de diseno como una optimizacién sin restricciones en el
espacio R™, n = m + k asi que se define como una funcién aditiva:
(5) F(T) = C(T) + ¢(T).
En este caso se necesita alcanzar el minimo de la funcién objetivo inicial C(Z) y
cumplir con el objetivo de disefio en el punto final del proceso de optimizacién.
A esta aproximacion se le llama método tradicional modificado. Esta metodologia
otorga otra estrategia de diseno asi como otras trayectorias de diseno en el espacio

R™. Desde el punto de vista computacional, el hecho de que no se tenga que resolver
un sistema de ecuaciones simultdneas no lineales implica un ahorro importante en
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Comenzar

s<s+1

Evaluacion de
la funcién de
penalizacién

XX+ V)

Terminar

FIGURA 2. Estrategia tradicional de disefio modificado (ETDM).

el consumo de tiempo, en caso contrario un método numérico resuelve el sistema
no lineal de forma iterativa hasta aproximarse a la solucién.

La interpretaciéon del diagrama de flujo (1) es similar al diagrama (2). Para
procesos iterativos de diseno en la metodologia modificada, el diseno inicia con
la obtencién del modelo g;(Z), pero ahora se incluye la funcién de penalizacién
F () que incluye a la funcién objetivo C(T) y de manera anédloga se pregunta si
cumple con la condicién de error, en caso de cumplir el proceso termina y en caso
contrario el proceso continua, ahora el vector de cambio descendente H se actualiza
y se realiza el nuevo céalculo de valores y se vuelven a evaluar hasta cumplir con el
criterio establecido.

2.3. Meétodos de la funcion de penalizacién. Resulta conveniente plantear el
problema de programacién no lineal (dado como problema con restricciones (PC));
por su solucién y programacién dindamica, de la forma:

(6) (PC) min{C%z)\ x € D CR"},
donde C? : R™ — R! es una funcién continuamente diferenciable y C' es un subcon-

junto de R"™.

La idea detras de los métodos de la funcién de penalizacién es la solucién del
problema (6), mediante la construccién de una secuencia de puntos z; € R™ los
cuales son éptimos para una secuencia de problemas de minimizacién sin restriccio-
nes (PS); de la forma:

(7) (PS); min{C%x)+p;(z) \z € R"}, i=0,1,2,...n,
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el elemento (PS); es construido de tal forma que z; — X € D cuando i — oo y X
es 6ptimo para (PC), el método denominado funcién de penalizacién exterior, fue
propuesto por Courant [7].

2.4. Formulacién de la teoria de control para el problema de diseno. La
propuesta se construye a partir de la formulaciéon del problema de diseno como el
problema de control éptimo. Se considera un vector de la funcién especial

U= (’LLl, Uy oeny um),
donde u; € ©, Q = {0,1}. Estas funciones tienen un propésito como funciones de

control del proceso de diseno ademas de generalizar la estrategia de diseno.

El propésito de la funcién de control u; es el siguiente: j representa el ntimero de
ecuaciones del sistema (1) y el término g?(T) es removido de la parte derecha de la
expresién (4) cuando u; = 0, y por otra parte el nimero de ecuaciones j es removido
del sistema (1) y es presentado en la parte derecha de la ecuacién (4) cuando u; = 1.

En este caso se tienen las siguientes ecuaciones para el modelo del sistema:

(8) (1—-wuj)g;(@) =0, j=1,2..m,
y para la funcién de penalizacién:

1 _
9) P(@) = -2y 93 (7).

Todas las variables de control u; son las funciones de los puntos de corriente del
proceso de optimizacién. El vector de direccién de movimiento H es la funcién de
los vectores T y U en este caso: H = f(Z,U). El ndmero total de las trayectorias
de diseno las cuales son producidas internamente en el proceso de diseno, son prac-
ticamente infinitas. Entre todas estas estrategias existe una o un nimero pequeno
de estrategias éptimas que alcancen los objetivos de diseno para un tiempo mini-
mo de computo. Por lo tanto el problema de la bisqueda de estrategias de diseno
optimo se presentan también en la teoria de control. El problema principal de esta
definicién es una dependencia 6ptima desconocida de todas las funciones de control
u;. El problema de tiempo minimo de la teoria de control se basa en la eleccién de
un indicador de desempeno el cual muestre el control que cumpla con llegar a la
solucion en el menor tiempo.

OBSERVACION 2.1. En este trabajo los elementos del control u; se fijan desde el
inicio del proceso de optimizacién hasta que cumplen con el objetivo de diseno, dado
que no contamos con un indicador de desempeno. Por lo tanto, la estrategia que
cumpla con el menor tiempo de diseno, dentro de todas las combinaciones posibles,
es la elegida como 6ptima.

2.5. Estrategia general de disenio (EGD). En este caso la funcién de pena-
lizacién incluye solo el término z, (%) = = 57, ¢?(z°) donde z € [0,m] y m — z
€

ecuaciones que conforman una modificacién del sistema (4):

(10) 9;(®) =0, j=z+1,z+2..m.
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De la figura (3) resulta claro que cada nuevo valor del parametro z produce una
nueva estrategia de diseno y una nueva trayectoria de diseno. Esta idea puede ser
generalizada en el caso donde la funcién de penalizacién ¢(Z) incluya z funciones
arbitrarias. El niimero total de diferentes estrategias de diseno para este caso son
2™ si el pardmetro z corre todos los valores de la regién [0, m]. Todas estas estrate-
gias existen dentro del mismo proceso de optimizacién.

El proceso de optimizacién se realiza en el espacio R**#. El niimero de variables
dependientes m se incrementa conforme se incrementa la complejidad del sistema y
el niimero de estrategias de diseno crece exponencialmente. Estas estrategias tienen
varios tiempos de cémputo porque tienen diferentes ntimeros de operaciones.

Resulta apropiado en este caso definir el problema de la bisqueda estrategias de
diseno 6ptimo que cumplan con un tiempo minimo de computo. En este trabajo se

define la optimizacion de los procesos de disenio como la minimizacion del tiempo
de cémputo.

Comenzar

s<0

s =S s -
xX° = (x1 ,xz,...,xK)

u=u,u,,..,u,)

y
(I-u,)g, () =0
j=L2,...,m

F(F) =3 u,gh(T)

s<s+1

Evaluacion de

la funcién de

penalizacion y
control

XX+ F( 1)

Cierto

Terminar

FIGURA 3. Estrategia general de diseno (EGD).

2.6. Forma continua del proceso de diseno. El proceso de disefio en la for-
mulacion de la teoria de control puede ser dispuesto en forma continua y se supone
que la expresion (3) puede ser cambiada por la siguiente ecuacién diferencial:

d(z)

(11) T = f(@,U),
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donde la funcién f(z,U) es la direccién del vector de movimiento H y tiene de-
pendencia de la funcién objetivo generalizada F (T, U). Significa que el problema
principal del proceso de diseno puede ser formulado como el problema de la in-
tegraciéon de un sistema (11) con condiciones adicionales (8). La estructura de la
funcién H para tres métodos se define como:

(12) H=f(F@U))=-F(z,0),
para el método del gradiente,
(13) H = f(F(z,U)) = ~{F'(.U)}"" - F'(z,U),

para el método de Newton, donde F"(Z,U) es una matriz de derivada de segundo
orden,

(14) H= f(F(z,U))=-B(z,U) - F'(z,U),

para el método de Davidon-Fletcher-Powell, donde B(Z, U) es una matriz simétrica
y definida positiva del algoritmo de Davidon-Fletcher-Powell. En este caso el prob-
lema de la busqueda del proceso de diseno en tiempo 6ptimo ha sido formulada
como el problema clésico de tiempo minimo de la teoria de control para el sistema
diferencial (11) con la parte derecha que depende concretamente del método de
optimizacién por ejemplo en (12), (13), (14), con la funcién objetivo que se ha he-
cho para las ecuaciones (5) y (9) con condiciones adicionales (8). En este contexto
el objetivo del control 6ptimo es poner el vector de funciones f(Z,U) a cero para
el tiempo final y minimizar el tiempo total de cémputo. El problema de tiempo
minimo para el sistema (11) con funciones de control no continuas puede ser re-
suelto de forma adecuada por medio del principio del mdximo de Pontryagin [8].
Para formular el problema de control 6ptimo de Pontryagin es necesario definir el
sistema conjugado para la funcién adicional ;:

-2 axz i, 1=1,2,.n.

El Hamiltoniano del sistema esta dado como Ho(Z,U, ¥) = 7" | ¢, fi(Z,U). Es-
ta funcién tiene un valor supremo durante la trayectoria 6ptima con el principio
del maximo de Pontryagin:

(15)

(16) M(z,¥) = supHy(Z,U, ¥), u € Q.

OBSERVACION 2.2. El problema principal de la aplicacién del principio del mdximo
en esta formulacién es el vector desconocido ¥ de los valores iniciales de la funcién
1;. Este problema tiene una solucién adecuada sélo para las funciones lineales

fi(f7 U)

3. RESULTADOS

A continuacion se muestran algunos de los circuitos electrénicos analdgicos que
se programaron para realizar el diseno electréonico empleando la metodologia gen-
eral y mostrar el comportamiento de las distintas trayectorias de diseno generadas.
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Wy
ml f. ﬁ

L= - =]

FIGURA 4. Circuito electrénico de un nodo.

EJEmpPLO 3.1. 1. Se propone el disefio de un circuito muy simple, el cudl se muestra
en la figura (4):

Se desea hallar el valor de r; para lograr que V; sea el 10% de Vj, es decir
Vi =w-Vy, con w = 0,1. Este circuito tiene una variable independiente k = 1 dada
por la resistencia r; y una variable dependiente m = 1 representada por el voltaje
nodal V7, el niimero total de variables es n =m + k = 2.

La resistencia no lineal r,, tiene la siguiente dependencia r,; = a, + b, - V1,
donde a,, es una constante y b,, es un parametro de no linealidad diferente de cero.
Aplicando las leyes de Kirchhoff se tienen el modelo del circuito como:

71 —V T1
(ri+mn1) 0 (r1 4 an+by- Vi)

Las coordenadas del vector T = (21, x2) son definidas como: 22 = r; y zo = V;.
El elemento no lineal adquiere la forma r,1 = a,, + b, - 2 entonces:

(17) Vi=Vp-

(=)
(22 + ay, + by, - T2)
Asi el modelo del circuito queda expresado como:

(19) 9(T) = by - a3 + (@f + an) -2z = Vo - 2] =0,

(18) zo =V

y sus raices como:

(2by,) '
En este ejemplo sélo existen dos estrategias la tradicional y tradicional modifi-
cada, ambas comprenden la estrategia general. La funcién C(Z) es:
(21) C(f) = (.732 —w - V0)2 =0.

Sélo una funcién de control u es definida en esta caso y sélo dos estrategias
diferentes de disefio componen la base estructural, u = 0 y u = 1. Se emplea el
método de integracion de Euler y a cada estrategia:

(20) Ty =

dvy _ ) dF
dt o dl‘l7
(22)
doe _ . A (1. T2t d)

dt dz; dt
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Consecuentemente la funcién objetivo F(T) toma las dos formas:

Caso 1.- u = 0 (Diseno tradicional):

(23)

(24)

F(z) = C(@) = (2 —w- W),

Caso 2.- u = 1 (Disefio tradicional modificado):

para todos los ejemplos € = 1.

OBSERVACION 3.2. Se realizé un algoritmo y su codificacién en el lenguaje de pro-
gramacién Visual C'# para generar y graficar las trayectorias de la metodologia
general, el programa calcula el nimero de iteraciones y el tiempo de cémputo, figu-

1
F(@) =C@)+ - -u-gi(@)
= (w2 — w V)% + [bwa + (3 + an)z2 — Vo3,

ra (5).
Diseno Tiempo de diseno | Numero de R1 Vi
n (milisegundos) | iteraciones (ohms) (volts)
1 156 1160 0,333390747 | 0,100031005 |
2 202 1345 0,324910287 | 0,100010072

Se muestra la tabla (1) con los parametros de diseno para el circuito no lineal 1,
donde se observa que la estrategia 0 requiere un menor tiempo de 156 milisegundos

TABLA 1. Tabla de valores del circuito 1.

para lograr el diseno.

FI1GuraA 5. Diseno de un circuito de un nodo.
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EJEMPLO 3.3. 2. El segundo ejemplo es un circuito no lineal pasivo de dos nodos®
figura (6), consta de tres variables independientes k = 3 dadas por las admitancias
Y1, Y2 v y3 y dos variables dependientes m = 2 representada por los voltajes nodales
Viy Ve

OBSERVACION 3.4. Las consideraciones siguientes son validas para ejemplos de dos
y tres nodos que se presentan aqui. El niimero total de variables es n = m + k, las
admitancias y,;, con ¢ = 1...m — 1, tienen un comportamiento no lineal regido por
Yni = Gn + by, -V, donde a,, # 0 es constante y b, es el parametro de no linealidad.
Se desea hallar los valores de y; con j = 1...k, para lograr que V,, sea el 10% de
Vo, es decir V,,, = w - V4, con w = 0,1.

w N @ i @ .
—

L l l =
FI1GuraA 6. Circuito electrénico de dos nodos.

El modelo del circuito se halla aplicando el método de voltajes nodales:

—L+1,+1,=0,
I, 413 =0.

Ahora en términos de admitancias y voltajes nodales:
N =WV) -y +Vi-yge+ (Vi = Vo) -y, =0,

(25)

2

(26) (Vo — Vi) g + Vo -y = 0,

o bien,

(27) (1 +y2+uyn) Vit (=yn) - Va=uy1- Vo,

(=Yn) - Vi+ (yn +y3)- V2 =0.
Para este caso el vector de coordenadas de fase es:

(28) T = (1,22, 23, T4, T5).

Se cambian todos los valores de las admitancias y; por x? ca? =y, 23 =y,

23 = y3, x4 = V4, x5 = Vo, asi el modelo del circuito se define como:
(29)
91(Z) = [(23 + 23+ an + by - 24) - 24 — [(@n + by - 24) - 35] — (21 - Vo) =0,
92(T) = [(an + by - 24) - xa) + [(an + by - w4+ 23) - 5] = 0.
Se introducen los factores mmy y mmso que limitan el proceso al caso donde se
cumplan determinados valores para 3 y 23 y se permita variar z%, asf la funcién
objetivo C(Z) toma la forma:

(30) C(@) = (w5 — w-Vp)* + (2 — mmy)? + (25 — mmg)? < 1077,

5Punto de unién de dos o mds dispositivos dentro de la red eléctrica.
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Para la metodologia general los componentes del vector de control u = (u1, ug)
tienen diferentes combinaciones (uq,us) = (00,01,10,11), por lo que la funcién
objetivo F(T) toma las formas:

Caso 1.- u3 =0y ug = 0 (Diseno tradicional):

(31) F(T)=C@) = (x5 —w- Vo) + (22 — mm1)? + (22 — mm2)%.

Caso 2.-u; =0y up =1:

1
FE) = 0@ + 1w g3(7),
(32) = (z5 —w-Vp)? + (2% — mm1)? + (23 — mm2)?
+ [— [(an + by - x4)xy] + [(an + b, T4 + x%)xs]]z
Caso 3-u; =1y up =0:

1
F(E) = 0@ + 1 w1 g} (7).
x5 —w-Vp)? + (23 — mm1)? + (23 — mm2)?

(33) = (
+ [~ [(2% + 23 + an + by - 24)xa] — [(an + by - Ta)w5) — 21 - VO]]2 .

Caso 4.- u; = 1 y ug = 1 (Diseno tradicional modificado):

F(@) = 0@ + w1 g(@) + - -w - g3(7),

(34) = (v5 —w - Vp)* + (2] — mm1)® + (23 — mm2)? ,
+ [ [(@% + 23 + an + by - 4)wa] — [(an + by - 24)w5] — [21 - Vo]
+ [~ [(an + by - 24)24] + [(@n + by - 24+ 23)a5]] 7

para todos los ejemplos € = 1.

En este ejemplo y en el siguiente se consideran a, = 1, b, = 107° y Vj =1
ademads se supone que los valores iniciales k =1...n.

OBSERVACION 3.5. Este programa permite evaluar la estrategia tradicional y la
estrategia tradicional modificada y las correspondientes combinaciones de la es-
trategia general. Al igual que en el programa anterior se cuenta con botones para
resolver y graficar, se tienen valores iniciales con la propiedad de poder cambiar los
parametros y observar distintas trayectorias para las estrategias programadas.

A continuacién se muestran la tablas (2) y (3) con los pardmetros mas impor-
tantes de diseno para el circuito no lineal de dos nodos, se muestran los tiempos de
diseno y el nimero de iteraciones.

Tabla con los parametros del circuito no lineal de dos nodos (Gradiente).

Tabla con los pardmetros del circuito no lineal de dos nodos (Newton).
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FiGura 7. Diseno de un circuito de dos nodos.

Disefio | Control | Tiempo | Iteracién | R1 | R2 | R3 | V1 V2
n U U2 (miliseg) Q Q Q v v
1 00 19 160 0.5 0.75| 1.0 | 0.184 | 0.10
2 01 17 572 0.51]0.74 | 1.1 | 0.172 | 0.10 [
3 10 14 345 0.5 | 0.75 | 1.0 | 0.190 | 0.11
4 11 24 871 0.5 0.75| 1.1 | 0.178 | 0.09
TABLA 2. Valores de los elementos del circuito 2 usando gradiente.
Diseno | Control | Tiempo | Iteracién | R1 R2 | R3 Vi1 V2
n ULU2 (miliseg) Q Q Q v v
1 00 45 1840 0.5 | 0.75| 1.0 | 0.191 | 0.11
2 01 74 2028 0.49 | 0.74 | 0.97 | 0.194 | 0.10 |
3 10 79 2250 0.49 | 0.74 | 0.97 | 0.194 | 0.10
4 11 51 1899 0.49 | 0.73 | 0.96 | 0.194 | 0.10

TABLA 3. Valores de los dispositivos del circuito 2 usando Newton.

EJEMPLO 3.6. 3. El tercer ejemplo es un circuito pasivo de 3 nodos figura (8) tiene
cuatro variables independientes k = 4 dadas por las admitancias 41, Y2, Y3 ¥ Y4 ¥
tres variables dependientes m = 3 representada por los voltajes nodales Vi, V5 y

Vs.

Para este caso el vector de coordenadas de fase es:

(35)

T = ($1,$2,$3,I4,$5,$6,$7)7
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F1Gura 8. Circuito electrénico de tres nodos.
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y se cambian todos los valores de las admitancias y; por zj: 27 = y1, 25 = Yo,
23 = y3, 23 = Y4, ¥5 = Vi, 16 = Va, 7 = V3, asi el modelo del circuito se define
como:

gl(E):[(m%+x%+yo+a~x5)~x5—(yo+a~$5)-x6—x%-V0:O
(36) 92(T) = 7(y0+a-x5)-z5+(2-yo+a-ws+x§+a-zg) ~x6 — (yo+a-xe) - x7 =0
93(T) = —(yo +a-we) - w6 + (Yo + a-z6 +x3) - w7 =0
La funcién objetivo C(T) se define como el voltaje de salida igual a una constante,
en este caso my, asf C(T) = (x7 —m1)? y con fines de comparar los tiempos de las
diferentes trayectorias hacemos que todas las trayectorias lleguen al mismo punto
final de disefio se agregan los términos (xo — m2)? y (w3 — mg3)?, asi la funcién
objetivo final queda expresada como:

(37) C(T) = (z7 —w- V0)2 + (x% - mm1)2 + (:L'g - mm2)2 + (:c?z) — mm3)2 <1077,

los factores mmy, mmso y mmsg fuerzan el proceso para que converjan en determina-
dos valores para 3, 3 y 23 y se permita variar 2%. De tal forma que las condiciones
iniciales se definen como yg =1, a1 =1,as =1, Vo =1, m; =01, me = 0,5y

ms = 0,3.

La metodologia general contempla los componentes del vector de control u como:
(u1,us,us) = (000,001,010,011,100,101,110,111) La funcién objetivo F(T) queda
expresada como:

— S N PN P
(39) F(@) = O@) + 3@ + ~3(@) + ~g3(@),
donde se elige ¢ = 1 y considera F(T) < ¢ ~ 107.
OBSERVACION 3.7. La figura (9) muestra el programa que calcula los resultados

numéricos y produce las graficas con las trayectorias de diseno para el circuito de
tres nodos, ademas muestra los tiempos de diseno y el nimero de iteraciones.

La tabla (4) muestra los pardmetros de diseno obtenidos para el circuitos de tres
nodos no-lineal al evaluar todas las estrategias de diseno, se observar que la estrate-
gia 001 cumple con el objetivo de diseno en un tiempo minimo de 768 milisegundos.
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FI1GURA 9. Diseno de un circuito de tres nodos.

Disenio | Control Tiempo Tteracion R1 R2 R3 R4 V1 V2 V3
n wiuzus | (miliseg) Q Q Q Q v v v
1 000 818 27022 0.49 | 0.74 | 0.24 | 0.802 | 0.216 | 0.155 | 0.09
2 001 768 13760 0.5 0.74 | 0.25 | 0.801 | 0.217 | 0.156 | 0.10
3 010 867 19852 0.49 | 0.74 | 0.25 | 0.803 | 0.217 | 0.156 | 0.09
4 011 792 28645 0.5 0.75 | 0.25 | 0.801 | 0.218 | 0.157 | 0.10
5 100 834 18323 0.5 0.74 | 0.24 | 0.802 | 0.217 | 0.156 | 0.10
6 101 784 20626 0.5 0.75 | 0.24 | 0.801 | 0.216 | 0.155 | 0.09
7 110 806 25349 0.5 0.74 | 0.25 | 0.802 | 0.217 | 0.156 | 0.09
8 111 968 33711 0.5 0.74 | 0.24 | 0.802 | 0.217 | 0.156 | 0.10

TABLA 4. Tabla de valores del circuito 3.

OBSERVACION 3.8. Todos los resultados obtenidos y mostrados en los cuadros 1-4
se programaron en un computadora personal HP dv5—1135la con procesador AMD
Turion™ X2 Dual-Core con memoria DDR2 de 3072 MB a 800 MHz.

4. CONCLUSIONES

Después de investigar el desempeno de métodos numeéricos, se programaron den-
tro de la metodologia general, esto dié paso al diseno de circuitos no lineales donde
se pudieron aplicar dichos métodos y se lograron generar distintas trayectorias de
diseno.

Debido a las caracteristicas que sigue la metodologia en su forma matemaética
obliga a encontrar la solucién del sistema de ecuaciones que describe el modelo en
cada iteracién.

El ntimero de iteraciones durante el proceso numérico no tiene relaciéon con el
numero de operaciones en cada paso, sin embargo, el conocimiento del niimero de
operaciones incide directamente en la eficiencia del tiempo.
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CAPITULO 14

VALIDACION NUMERICA DE UN CONTROL OPTIMO
DISCRETO PARA UN ROBOT MOVIL

JOSE ELIGIO MOISES GUTIERREZ ARIAS
MARIA MONSERRAT MORIN CASTILLO
GELACIO SALAS ORTEGA
FACULTAD DE CIENCIAS DE LA ELECTRONICA - BUAP

RESUMEN. En este trabajo presentamos el modelo dindmico de un robot mévil
auténomo de los que también son conocidos como seguidores de linea, asi como
la sintesis de un algoritmo de control para la estabilizacién del robot en trayec-
torias programadas. Analizamos algunos conceptos matematicos importantes
de la teoria de optimizacién para el planteamiento del problema de control op-
timal. En la practica, un problema de optimizacién es aquél en donde se desea
conducir la solucién del sistema a un estado objetivo y4 y para ello se minimiza
la distancia entre el estado inicial y e yg4. Asi, con este planteamiento, nuestro
problema de control, se reduce al calculo de puntos extremos con restricciones.

La solucién al problema de optimizaciéon planteado en este trabajo se en-
cuentra mediante el principio discreto del minimo, esto nos lleva a resolver una
ecuacion algebraica matricial del tipo Riccati.

1. INTRODUCCION

La tendencia en los sistemas de ingenieria es hacia una mayor complejidad de-
bido a los requerimientos de tareas cada vez mas complicadas y de elevada precision.
En la Robédtica y en el area de la inteligencia artificial por ejemplo, surgen nuevas
teorias, con el fin de resolver objetivos que mejoren la capacidad de autonomia de
los robots. La idea de construir un robot que pueda moverse en un entorno de man-
era libre (sin intervencién del ser humano) es muy atractiva, estos robots son los
llamados robots méviles y cuando hablamos de estos, nos referimos a un tipo par-
ticular de agentes que se construyen con un minimo de inteligencia, necesaria para
interactuar en el entorno fisico que le rodea. Estos robots reciben estimulos prove-
nientes de sensores que miden propiedades fisicas, como son: Distancia, tamano,
color, sonido, intensidad luminosa, etc. del entorno fisico en que se encuentren y
como respuesta a estos estimulos el robot ejercerd una accién mediante movimien-
tos oportunos y/o programados.

La autonomia de un robot movil se basa en el sistema de navegacién automatica;
en estos sistemas de navegacién se incluyen tareas de planificacion, percepcién y
control. En el presente manuscrito solo consideramos a la percepcién y al control,
cuando se realiza un recorrido determinado; en donde se requieren valores minimos
de energia y tiempo, es decir, recorrer una trayectoria definida en el menor tiempo
posible. Esto nos conduce a un problema de control éptimo en el cual se considera
el tipo de trayectoria que se desea que el robot realice y el modelo matematico
del mismo. La optimizacién en la teoria de control es una técnica que tiene como
objetivo aumentar o mejorar el valor de una variable que en la practica puede ser
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de naturaleza muy variada: temperatura, velocidad, posicién, energia, etc.

En este trabajo se hace la sintesis de un algoritmo de control éptimo discreto
para un robot movil de los denominados seguidores de linea. En trabajos previos
[2] se considera este mismo problema para un sistema reducido a tres ecuaciones
que describen el movimiento del robot; aqui utilizaremos cinco ecuaciones obtenidas
en el modelo matematico, también se muestran resultados que se obtienen usando
la misma metodologia (principio discreto del minimo) pero empleamos una forma
distinta de resolver al sistema acoplado final.

En la siguiente tabla se muestran los simbolos utilizados en el desarrollo de este

trabajo.
Variable | Valor | Descripcién
Vo 0,352 | Velocidad [m/s]
a 0,40 | Distancia entre ruedas [m]
0,05 | Distancia del centro de masa al eje de las ruedas [m]
h 0,10 | Distancia del eje de las ruedas al arreglo de sensores infrarrojos
[m]
m 4,5 | Masa del robot [kg]
p 0,08 | Radio de las ruedas [m]
R 0,35 | Radio de inercia del carro [m]
X 0,01 | Friccién viscosa
o 0,009 | Fuerza contraelectromotriz del motor
J 0,2868 | Momento de inercia
w Velocidad angular
@ ,
Angulo que forma el eje de simetria del mévil x y el eje £
F. Fuerzas activas
R, Fuerzas reactivas
M Torque de los motores [kg/m)]
P Punto donde se coloca un arreglo de sensores
T Tiempo de muestreo [milisegundos]

TABLA 1. Parametros del robot.
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2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Considerando el siguiente proceso controlable (1)

. y:f(yvu)a
(1) u)eU={u:u(t) e QCR"},

donde y es el vector n— dimensional que contiene las coordenadas de estado del
sistema, u es un vector r—dimensional que representa los controles de entrada. El
control es una funcién vectorial continua a trozos, la cual en cada instante de tiempo,
toma sus valores en un conjunto ) convexo, cerrado y acotado. Suponemos que
dado algiin movimiento y%(t) y un control u?(t) deseado, satisfacen las siguientes
ecuaciones

(2) { yd = f(yd(t)vud(t))’

u() e U, te [to,tl).

Se tiene un arreglo de sensores que nos dan informacién sobre el movimiento
que realiza el mévil. Después de procesar dicha informacién se pueden estimar las
desviaciones que ocurren x(t) = y(t) — y%(t) para asi poder ejercer el control sobre
los actuadores.

Dadas las siguientes notaciones:

Au=u—u® control adicional,

z =1y —y? desviacién respecto al movimiento deseado,
Z = ¢(y) — p(y?) vector de la informacién que se recibe sobre la desviacién,

las ecuaciones diferenciales que gobiernan las desviaciones z(t) = y(t) — y%(t) para
algtin movimiento deseado y(t) = y?(¢) y un control deseado u(t) = u?(t), pueden
escribirse

(3) T = f(‘r7t)7

donde f(0,t) = 0 para t € [to,t1) v x(fo) # 0. Estas ecuaciones admiten una solu-
cién trivial correspondiente al movimiento deseado y® del sistema.

Asumimos que u?(t) € Q para t € [tg,t1). Se considera la estrategia de control
u = u? + Au(Z,t) donde Au es el control adicional.

Obtenemos las ecuaciones lineales en desviaciones
(4) & = A(t)z + B(t)Au,

con

Aty = S By = S
y el modelo lineal de medicién
(5) Z=H(t)r ,detH # 0,
donde (o)
_ Oply(t
H(t) = oy

Suponemos que las perturbaciones sobre el sistema, asi como los errores de medi-
cién de los sensores son nulos. Casi sin excepcion, hay presentes perturbaciones
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iniciales x(t,) # 0. Posiblemente se tenga la situaciéon que para Au = 0 se cumple
x(t) — 0 si t — oo; pero es mucho mds probable tener el caso que para Au = 0 se
cumple z(t) - 0 si t — oo.

Aparece el problema de estabilizacion: Mediante el empleo de la informacién de
la trayectoria deseada, determinar el control Au(Zz,t) tal que las desviaciones ac-
tuales disminuyan asintéticamente. En este trabajo asumimos que contamos con
informacién completa y exacta de todas las coordenadas, esto es, suponemos que
tenemos sensores para medir todas las coordenadas, y que ademds no tienen error
en sus lecturas.

3. ECUACIONES DINAMICAS DEL ROBOT

Considerando la clase de robots méviles auténomos que consisten de tres ruedas,
dos activas y una pasiva, con restricciones no-holonémicas, que aparecen como
consecuencia de la hipétesis de no deslizamiento [1], [10]. Las velocidades del centro
de las ruedas son denotadas como v, y v, ver figura (1).

FiGurA 1. Sistema de coordenadas fijo (§,7) y sistema de referencia
relativo al punto P.

La posicién del robot con respecto al sistema de referencia inercial &n, estan
dadas por las siguientes relaciones

a = w,
(6) § = wcosa— hwsina,
n = wsina+ hwcosa.

Para obtener las ecuaciones dinamicas, se consideran principalmente fuerzas acti-
vas F',., F';. Se deducen las ecuaciones del sistema relativo al punto P,, mediante los
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teoremas principales de la mecanica, obteniendo las siguientes relaciones dindamicas
m(o+bw?) = F.+ F,
(7) Jw+mbwv = (F,— F})a.

Sustituyendo las fuerzas activas por los torques de los motores y los voltajes que
son aplicados a los mismos, hallamos:

(8) M = Fp,
donde M es el torque del motor, y el modelo méas simple [8], [9] del motor es
M = Xu — O—Sb?

donde el miembro derecho (yu — o¢) es la suma de la friccién viscosa y la fuerza
contraelectromotriz. Entonces para la rueda derecha

(9) Fo= XU 9
p
Up v+ wa
SDT = — =
P P

Sustituyendo en la ecuacién para cada rueda, y realizando operaciones en (7) se
obtienen las ecuaciones dindamicas:

2
m®+mbw2+p%v = %(ur+ul)7
2
(10) Jw+mbwv+%w = %(ur—ul).

Finalmente se obtienen las ecuaciones que describen el movimiento del robot,
cinco en total:

(. =v cosa—bw sinq,
Ne =0 sina+bw cosa,
(11) o= w,

mo=—-mbw?— 2L v+ %(ur+ul),

J w = mbwv — zap%—k%(ur—ul),

donde w1 = (ur +up) y us = (uy — uy).

4. TRAYECTORIAS PROGRAMADAS Y ECUACIONES EN DESVIACIONES

Una trayectoria deseada se puede presentar considerando la configuracién de
lineas como se representa en la figura (2), se observa que el robot puede realizar
su actividad por una linea recta horizontal o vertical en sus dos sentidos y por un
semicirculo; en cuyo caso, se tienen ocho posibles configuraciones.

Ahora, las trayectorias estacionarias o programadas y?, son determinadas a par-
tir de la actividad o movimientos especificos del robot.

La tabla (2) muestra el conjunto de trayectorias deseadas, cuando el movimiento
se realiza a lo largo de un segmento de linea paralela al eje (0,&) o al eje (0,7).
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FIGURA 2. Tablero que muestra posibles trayectorias y combinaciones
de las mismas.

Trayectoria

1. Linea horizontal vot + o 0 0 v 0

sentido positivo

2. Linea horizontal vot + §o 0 ™ v 0

sentido negativo

3. Linea vertical 0 vot + Mo

w3

v 0

sentido negativo

4. Linea vertical 0 vot + Mo - vo 0

w3

sentido positivo

TABLA 2. Trayectorias programadas de las lineas horizontal y vertical

Si deseamos que el robot viaje en una linea recta horizontal o vertical, segun la
tabla (2), se debe suponer que no se tendrd movimiento angular (w = 0).

4.1. Ecuaciones lineales en desviaciones. Si u?(t) es una entrada nominal al
sistema, descrito por las ecuaciones (11) y y? es una trayectoria nominal de dicho
sistema, entonces el sistema de ecuaciones lineales en desviaciones se obtiene de la
siguiente forma:

¢ vot + &o

n? 0
(12) al | = 0

vd Vo

W 0

considerando la linea horizontal en sentido positivo (caso 1 de la tabla 2) como
trayectoria deseada [2], [4], vector columna (12).

Aplicamos el jacobiano a nuestro sistema de ecuaciones (11) y evaluamos, para
obtener nuestras variables de estado:
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of (z,u) B of (z,u)

A= o |(9c°,u0)7 Tkx“,uo)'

Sustituyendo los valores numéricos de los parametros del robot mostrados en la
tabla 1, tenemos que las matrices A y B son:

00 0 —1 0 0 0
00 -15 0 ~0,10 0 0

A=]l00 o0 0 1 ., B= 0 0
00 0 —0625 0 0,02777 0
00 0 0  —0,39225 0 0,17433

Nuestro sistema lineal de tiempo continuo expresado en variables de estado queda
de la forma:

(13) &= Ax(t)+ Bu(t).

5. DISENO DEL ALGORITMO DE CONTROL

El problema de disenio puede plantearse de la siguiente manera: Determinar el
control 6ptimo u°(t) sobre [0, N] tal que el indice de desempeiio (14)

(1) 3= 5alt)Salt)) +5 [ Lol Qu(t) + (u(t) Ru(t)d.

sea minimo, sujeto a la restriccién de igualdad (4), donde ¢ty = NT, t; es el tiempo
final y T el periodo de muestreo, ademas
S es una matriz simétrica (de dimensién n x n)
semidefinida positiva.
Q es una matriz simétrica (de dimensién n x n)
semidefinida positiva.
R es una matriz simétrica (de dimensién p x p)
definida positiva.
El término 3 (z(ty),Sz(ts)) que aparece en la ecuacién (14) es el costo final del

indice de desempeno, y se requiere como restriccién final sobre la condicién en el
extremo sélo si x(N) no es fijo.

En este trabajo se considera que ty = oo, entonces este primer término de (14)
es cero y las matrices Q y R toman los siguientes valores,

10000
0100 0 Lo
Q=001 00 ,R=<01>.
00010
0000 1

Para poder aplicar el principio del minimo discreto [3], [5], procedemos a dis-
cretizar el sistema (13), y obtener asi, al sistema:

(15) z[(k + 1)T) = A(T) x(kT) + B(T) u(kT),
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donde T = 0,1 s. Entonces, las matrices resultantes son:

10 0 —0,09693909 0

1 -0,1500 0 —0,01720930
0 1 0 0,09806414
0 0 0,93941306 0

0 0 0 0,96153433

e
I

)

o O oo

—0,0001356 0
0 —0,00012919
B= 0 0,00086036
0,00268521 0
0 0,01709552
Nuestro sistema ya discretizado es:

(16) z[(k+1)] = A z(k) + B u(k).

Ahora, como ya hemos mencionado el objetivo de disefio es encontrar u°(k) tal
que minimice al funcional J dado en (14), al discretizarlo queda como:

1 N-1
In = 5o/ (NT)Sz(NT) +§kZ:O (KT)Q(T)x(kT)
(17) + 22/ (KT)M(T)u(kT) + o' (T)R(T)u(kT)],

haciendo los calculos tenemos que,

330 0 0 0 0
0 333 0 0 0
0

(18) Q= 0 0 340 0 ’ﬁ10’0X<062 g)
0 0 0 297 0
0O 0 0 0 300

Fl siguiente paso para minimizar a la funcional Jy, consiste en definir al Hamil-
toniano, como:

H(k) = Hz(k),pk+1),u(k)]
(@(k), Qu(k)) + (x(k), Mu(k))
(u(k), Ru(k)) + (p(k + 1), Az (k) + Bu(k)),

este funcional es la base del principio discreto del Minimo [3], [7].

—+ w\»—ngg

DN | =

(19)

Por tanto, al resumir, la condicién necesaria para que Jy tenga un extremo es:

8% (k)

(20) o) p°(k) = Qu°(k) + A'p°(k + 1) + Mu®(k),
(21) m — 2%(k+1) = A2° (k) + Buo(k),
(22) OIC) _ N () + Ruo (k) + B'pP(k +1) = 0.

oue (k)
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El control éptimo se obtiene de la ecuacién (22),
(23) u(k) = —R7[B'p°(k + 1) + M'a(k)).

Si sustituimos la expresién (23) en las ecuaciones (20) y (21), obtenemos las
ecuaciones canoénicas de estado

(24) p°(k) = (A" = MR™'B')p°(k + 1) + (Q - MR™'M')k°(k),

(25) 2°(k+1) = (A — BR™'M')2°(k) — BR™'B'p°(k + 1).

Estas expresiones representan 2n ecuaciones de diferencias que es necesario re-
solver con las condiciones de frontera x(0) y p°(N) = Sz°(N). Como se puede
observar estas ecuaciones estan acopladas en z°(k) y p°(k).

Como se plantea en trabajos anteriores [2], es complicado resolver de manera
directa las ecuaciones canénicas de estado acopladas; sin embargo se demuestra en
[4] que la solucién es de la forma

(26) p(k) = K(k)z(k),

teniendo a p(k) podemos resolver al sistema acoplado dado por (24) y (25), asi tam-
bién hallamos a u°(k) realizando las respectivas sustituciones; como podemos ob-
servar todo se reduce a encontrar a la matriz K(k) que se le conoce como matriz
de ganancias de Riccati.

Entonces la soluciéon a nuestro problema de diseno en tiempo infinito puede
obtenerse al hacer que k — —oo. Cuando N — oo, la matriz de ganancia de Riccati
K(K) se vuelve constante; esto es,

limg—, o K(k) = K.
La matriz de ganancias de Riccati queda,
(27) K=AKA+Q- (AKB+M)[R+ BKB) ' (BKA+M),
que se conoce como ecuacion algebraica de Riccati y que resolvemos con ayuda de
MATLAB.

Ahora u°(k) podemos expresarlo como
(28) u’(k) = —(R + B'KB) " (B'KA + M')z°(k),

donde el término (é + B'KB)"Y(B'KA+ M) se le conoce como matriz de retroal-
imentaciéon y se denota por la letra G siendo esta matriz constante, quedando
finalmente

(29) w (k) = —Ga°(k).

Ahora bien, decimos que para nuestro sistema discreto de la ecuacién (16), si
el indice de desempefio es Jy, el control éptimo que minimiza a Jy es (29). Al
sustituir u°(k) en (16) nos proporciona el sistema de lazo cerrado asintéticamente
estable,

(30) 2°(k +1) = [A — BGlz°(k),

el cual se le puede dar solucion haciendo las iteraciones debidas para k = 1,2, ..., N.
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6. SIMULACION

Para poder medir el estado actual del robot moévil de forma experimental como
se muestra en la figura (3), se pueden construir arreglos de sensores fisicos que nos
darian informacién completa sobre los movimientos del robot. Después de procesar
dicha informacién ya se podrian estimar las desviaciones x(t) = y(t) — y%(t), donde
el efecto del control se notard cuando las variables de estado z(t) — 0; en nue-
stro caso suponemos que contamos con informacién completa al resolver el sistema
retroalimentado (30) con condiciones iniciales distintas de cero, esto es, conocemos a
todas las variables antes mencionadas. Al resolver (30), estamos resolviendo nuestro
sistema en desviaciones (o diferencias) esto quiere decir que estarfamos alcanzando
la trayectoria deseada y?(t), con los controles u; y us actuando directamente sobre
los motores de las ruedas.

FIGURA 3. Movimientos al recorrer una linea horizontal en sentido positivo.

En la figura (4) se muestran las graficas de las variables de estado y los controles;
estan separadas en las variables que corresponden al desplazamientos sobre la su-
perficie del suelo (plano X, Y'), los movimientos angulares (o, w), la velocidad (v)
y los controles uy y us.

Podemos observar en las gréficas que la variable (w) tiene un sobre tiro consid-
erable, la interpretacién fisica correspondiente a este fenémeno la podemos hallar
cuando consideramos los movimientos que realiza el robot mévil al tratar de cubrir
la tarea programada. Como el Robot parte de una posicién inicial (distinta de
la trayectoria deseada), este se moverd sobre la superficie del suelo buscando una
linea marcada, entonces la velocidad angular del robot cambiara al realizar dicho
movimiento. Su velocidad angular aumenta y una vez que encuentra dicha linea,
este la seguird. Por efecto del cambio en la velocidad angular tenemos como conse-
cuencia también desplazamiento en X y Y, el dngulo (a) que se forma entre el eje de
simetria del robot y el eje (0,&) también cambia. Al igual que con (w), se observan
valores negativos grandes para (1) que podemos interpretar como un cabeceo que
el robot harfa hasta hallar la linea marcada sobre el eje (0,&) y seguir sobre ella,
ver figura (3).

En la figura (4) se muestran las grificas de los controles u; y ug o energfa
necesaria para que el robot logre estabilizarse al cubrir la trayectoria programada,
como describimos anteriormente al tratar de buscar la linea marcada emplea mas
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FIGURA 4. Gréficas del sistema.

energia en uno de los actuadores que en el otro (gira hacia un sentido); como
observamos en esta gréfica, (uz) toma valores grandes para alcanzar dicho tiempo
de estabilizacién (¢t = 1,2 s). Las expresiones para u; = U, + u; y ug = U, — U,
donde w,- y u; son los controles para las ruedas izquierda y derecha.

7. (CONCLUSIONES

La aplicacién del principio del Minimo para hallar el control 6ptimo que es-
tabilizard a nuestro sistema discreto resulté menos complicada de lo se esperaba,
resultando en resolver o hallar la matriz de ganancias de Riccati dicha matriz se
halla con la ayuda de MATLAB, asi como con MATLAB comprobamos cuestiones
de controlabilidad y observabilidad del sistema y se dejan para trabajos posteriores
la implementacion fisica del algoritmo de control.

Una de las ventajas que tiene este tipo de controles es que pueden sintetizarse
off-line (fuera de linea), desarrolldndose previamente de forma analitica por méto-
dos numéricos. La solucién mas apropiada puede consistir en aplicar una ganancia
de control K constante, que corresponda a la solucién en régimen permanente (esta-
cionario), generalmente esta alternativa es la de implementacién mds simple pero
requiere que el sistema cumpla con la condicién necesaria de ser controlable y es su-
ficiente que sea observable, como en nuestro caso. Independientemente de la sintesis
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que se hace del algoritmo de control, podemos complementar el funcionamiento del
algoritmo de control manipulando a las matrices de ponderacién Q y R obviamente
con el debido conocimiento del sistema a controlar.

El control sintetizado aqui, tiene una expresion relativamente simple en forma de
una ecuacién algebraica, cuando consideramos una trayectoria sencilla (linea recta
horizontal). Otra ventaja que tienen este tipo de control es que el control es inde-
pendiente del periodo de muestreo T' y una extensién de este trabajo es considerar
el planteamiento andlogo para las trayectorias restantes.

En general creemos que este trabajo contribuye al uso de técnicas alternas para
hallar solucién a sistemas de control lineal y no lineal, en este caso para encontrar
valores 6ptimos.
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CAPITULO 15

ALGUNAS CONSIDERACIONES SOBRE EL CONTROL DEL
CAOS DETERMINISTA

EVODIO MUNOZ AGUIRRE
FACULTAD DE MATEMATICAS - UNIVERSIDAD VERACRUZANA

RESUMEN. Al Principio se presenta una breve explicacién sobre la Teoria del
Control. Posteriormente, en base a un andlisis del sistema de Lorenz y el mo-
delo Logistico se discuten algunos elementos del Caos para sistemas dindmicos
deterministas continuos y discretos respectivamente, con el fin de mostrar las
principales definiciones del fenémeno del Caos que aparecen en la literatura.
Por ultimo, como una unién entre la Teorfa del Control y la definicién del
Caos, se describe en qué consiste el Control del Caos, simplificando en una sola
definicién, describiendo sus principales objetivos; al mismo tiempo se exponen
algunas aplicaciones en diferentes ramas de la ciencia de ésta importante area
de la Matemadtica.

1. INTRODUCCION

El término control implica actuacién y refleja el esfuerzo humano para intervenir
en el medio que lo rodea para garantizar su supervivencia y una mejora en la calidad
de vida. El drea de la Teoria de Control tuvo sus origenes en tiempos muy remotos,
desde los antiguos babilonios y egipcios cuando intentaban regular la crecida de los
rios Eufrates y Nilo. Sin embargo, su auge se dio con la invencién de la maquina
de Vapor de James Watt en la revolucién industrial. En la actualidad, se sabe
que muchos de los problemas de control pueden analizarse por medio de un estudio
minucioso de la ecuaciéon de estado que modela el sistema en consideracién, ya sea
fisico, econémico, bioldgico, quimico, etc. De hecho, “las variables de estado repre-
sentan la minima cantidad de informacién que nos resume todo el pasado dindmico
del sistema y es todo lo que necesitamos conocer para poder predecir su evolucién
futura frente a cualquier sefial que le apliquemos”, [4].

Por otra parte, el orden lleva asociado un grado importante de prediccion, al
Caos le sucede lo contrario. Los sistemas lineales representan el orden, son predeci-
bles y faciles de manejar, de ahi nuestra tendencia a generalizarlos, y casi siempre
nos va bien cuando proyectamos los datos del presente, para tratar de averiguar
un comportamiento futuro. Pero existen sistemas que se resisten, pequenas varia-
ciones o incertidumbres en los datos iniciales desembocan en situaciones finales
totalmente descontroladas e impredecibles. Se trata de los sistemas que se conocen
como cadticos, [10].

La palabra Caos proviene del griego “Kaos” que significa “abertura, oquedad,
insondable” y que en la Teogonia de Hesiodo designaba un espacio vacio infinito
que existia antes de todas las cosas. Actualmente se usa también con el significado
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de confusién y desorden.

Asi, los sistemas cadticos se caracterizan por dos propiedades que los definen:

(1) Sensibilidad a la dependencia de las condiciones iniciales.
(2) Transitividad, que es equivalente a la afirmacién de que existe una érbita
cadtica.

Ademis, se ha demostrado que el caos existe en una gran variedad de aplica-
ciones en la ciencia; como en la dindamica de los fluidos, en Quimica, en éptica no
lineal, en circuitos electréonicos, en algunos modelos de poblacién, en Meteorologia,
en oscilaciones fisioldgicas, etc.[2].

Desde la década de los setenta del siglo pasado, se introdujo con fuerza el con-
cepto del caos dentro de la ciencia. Los sistemas cadticos son una herramienta que
tienen los cientificos para modelar la incertidumbre que difiere de la probabilidad
clasica. Los movimientos cadticos son modelados como las soluciones de Ecuaciones
Diferenciales (o en Diferencias) con frecuencia y amplitud flotante, principalmente
en los sistemas que presentan dificultad para construir la grafica de las trayectorias,
lo que se hace maés dificil cuando se aumenta el nimero de variables.

Durante muchas décadas, la necesidad de cientificos e ingenieros de modelar los
comportamientos oscilatorios fue realizado para modelos lineales y no lineales con
ciclos limites. Se crey6 que ninguna otra clase de comportamiento oscilatorio podia
observarse en sistemas genéricos deterministas. Es sorprendente que esto haya
sido apoyado por resultados matemaéticos. Por ejemplo, de acuerdo al criterio de
Poincaré-Bendixon, el conjunto limite de cualquier sistema de segundo orden puede
contener sélo trayectorias y equilibrio periédicos. Sin embargo, en el ultimo cuarto
del siglo pasado, esto se aclard, descubriendo que existen fenémenos diferentes y
muy complejos que pueden ocurrir, sobre todo con mas frecuencia en sistemas de
ordenes tercero y superiores que no se presentan en los sistemas de segundo orden
para el caso de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. Una revolucién fué inspirada
por el articulo de E. Lorenz [3], quien estudié la dindmica de la turbulencia inducida
por la conveccién térmica de fluidos en la atmésfera.

Ott, Grebogi y Yorke (OGY) publicaron en 1990 su primer articulo sobre el
Control del Caos. Aunque algunos cientificos ya habian realizado algunos célculos
semejantes antes que ellos, fué a partir de entonces que ha crecido el interés por el
tema, especialmente por las aplicaciones: no siempre es deseable el comportamiento
caodtico. La estrategia OGY consiste en usar pequenas perturbaciones de la érbita,
de modo que ésta se estabilice en una de las érbitas periddicas inestables que exis-
ten en un atractor cadtico. La perturbacién pequenia significa que los pardmetros,
apenas variados, corresponden al caos que se va a controlar [5].

El articulo que se presenta esta organizado como sigue.

En la primera seccién se describen de manera escueta algunas caracteristicas de
la Teoria de control con el fin de mostrar el papel que desempena en la tercera
seccion. Sin duda alguna el Caos determinista es muy importante en la ciencia
actual, éste se describe mediante el desarrollo de algunos ejemplos clasicos en la
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=

FIGURA 1. Sistema de control en retroalimentacion.

tercera seccién. El significado del Control del Caos y sus principales objetivos se
describen en la cuarta seccion, sin pasar por alto algunas aplicaciones en la ciencia.

2. CONTROL

2.1. Significado de control. La idea sobre el concepto de control se puede pre-
sentar familiarmente, por ejemplo cuando se toma el volante de un auto, o cuando
se maneja la llave de la ducha de la regadera. El resultado puede ser bueno o malo,
pero en cualquier caso el concepto de control tiene los siguientes componentes:

e El sistema a controlar (o planta) -Que es lo que se quiere controlar-

e El objetivo del control (o el comportamiento deseado del sistema a contro-
lar)

e El conjunto de variables medibles (o salidas)

e El conjunto de variables de control (o entradas)

Otro importante componente que no se presenta en la etapa de formulacién
del problema de control es el controlador (o regulador), este componente siempre
aparece cuando el problema ya ha sido resuelto. Por la solucién del problema de
control se entiende a la ley de control (o algoritmo de control). Cuando se encuentra
la ley de control se utiliza el controlador para evaluar las entradas de control basadas
en la medicién de las salidas de la planta. Este proceso recibe un nombre especial,
segun se describe en la siguiente definicién:

2.1. DEFINICION. Al sistema compuesto de la planta y el controlador, se le llama
sistema de control en retroalimentacién o sistema en lazo cerrado.

La Figura 1 muestra esquematicamente un sistema en lazo cerrado.
Para los casos discutidos al principio, se utilizan decisiones muy sencillas de los
seres humanos para resolver esos simples problemas de control, por ejemplo:
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“Si el agua estd caliente, gira la llave a la izquierda”.
“Si el agua estd muy fria, gira la llave a la derecha”.

Sin embargo, esto no se puede hacer en situaciones mas generales y en casos mas
complicados.

2.2. Objetivos del control. Por lo general las plantas son modelos matematicos
descritos principalmente por ecuaciones diferenciales y algebraicas de la forma:

i(t) = [f(t,x(t),u(t))
y(t) = g(t,z(t),u(t)).
A la primera ecuacién se le conoce como ecuacién de estado, que representa la
dindmica de la evolucién del estado del sistema, mientras que a la segunda se le
conoce como ecuacion de salida. z, y y u son vectores n-dimensionales
s-dimensionales y m-dimensionales respectivamente.

De acuerdo a la tradicién, se consideran dos clases de objetivos de control: Reg-
ulacién y rastreo o conduccién. A continuacion se explican cada uno de éstos.

2.2. DEFINICION. El objetivo de regulacién se entiende como el objetivo de con-
ducir el vector de las variables de estado del sistema de control a algin punto de
equilibrio.

En términos matemadticos, este objetivo se describe:

lim z(t) = x.,

t—o0o

donde x, es un punto de equilibrio.

2.3. DEFINICION. El objetivo de rastreo se entiende como el objetivo de conducir
la trayectoria del sistema a una trayectoria deseada.

Es decir:

lim | z(t) — z.(t) |= 0,

t—oo

donde z,(t) es la trayectoria deseada.

Algunos otros objetivos son: Sincronizacién y la modificacién del comportamiento
asintdtico del sistema. El primero tiene que ver con el acoplamiento de algunos sis-
temas, mientras que el segundo tiene que ver con la modificacién de los sistemas
que tienen comportamiento oscilatorio.

Un algoritmo que se utiliza con mucha frecuencia en la Teoria de Control es el
principio de realimentacion proporcional de la forma:

u(t) = K(z(t) — xs).
La Teorfa de Control es muy extensa y existen una gran cantidad de resulta-
dos que proveen diferentes controles, sin embargo, lo que se describi6 es suficiente

para comprender el presente escrito. Si se desea, se puede consultar [7] para maés
informacién sobre teoria de Control.
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3. CAOS DETERMINISTA

3.1. Caos en Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. Un proble-
ma importante en Meteorologia y en otras aplicaciones de la dindmica de fluidos
hace referencia al movimiento de una capa de fluidos que estd mas caliente en la
parte inferior que en la superior, como la atmdsfera de la tierra. Si la diferencia de
temperaturas vertical denotada por AT es pequena, existe una variacion lineal de
la temperatura con la altitud, pero no se provoca ningtin movimiento importante
en la capa del fluido. Sin embargo, si AT es suficientemente grande, el aire m&s
caliente tiende a subir, desplazando al aire mas frio que estd arriba y se produce
un movimiento de conveccién estable. Si la diferencia en las temperaturas aumenta
més, entonces el flujo de conveccion estable se rompe y sobreviene un movimiento
més complejo y turbulento.

Cuando el meteoro6logo estadounidense Edward Lorenz estudiaba este fenémeno,
llegd al sistema de ecuaciones diferenciables ordinarias auténomo no lineal de tercer
orden conocido como Sistema de Lorenz (Ver [3], [8] v [12]), el cual se puede
escribir de la siguiente manera:

i = o(x—y)
) = rr—y—xz

z = —bz+uwy.

La variable x estd relacionada con la intensidad del movimiento del fluido, las va-
riables y y z estan relacionadas con las variaciones de la temperatura horizontal y
vertical respectivamente. Los parametros o, r y b son positivos, ¢ y b dependen
de las propiedades del material y geometrias de la capa del fluido. El parametro r
es proporcional a la diferencia de temperas AT, y el problema es investigar de qué
manera cambia la naturaleza de las ecuaciones de Lorenz con r. Para la atmésfera,

oc=10y b=_8/3. Ver [3]

Para determinar los puntos criticos, es necesario resolver el siguiente sistema de
ecuaciones algebraico:

olx—y) = 0
re—y—xz =

—bz+zy =

Realizando las operaciones respectivas para determinar la solucién, se hayan los
tres puntos criticos, a saber P; = (0,0,0), P, = (y/b(r —1),1/b(r —1),r — 1), y
Py = (—/b(r —1),—/b(r —1),r — 1). Sir =1, claramente los tres puntos coinci-
den en el origen. Cuando r crece pasando por 1, el punto critico P; se bifurca en
el origen, surgiendo los puntos criticos P, y P3. Cuando r < 1, los valores propios
correspondientes cuando o = 10 y b = 8/3 del sistema linealizado cerca del origen
son A\; = —8/3, Ao = —1052494 y A3 = —0.47506, los tres tienen parte real negativa
cuando r = 1/2. Por lo tanto, el sistema lineal tiene el mismo comportamiento que
el sistema original

Siry &~ 1.3456 y ro & 24.737, para 1 < ry < ro, P> y P53 son asintéticamente esta-
bles y P esinestable. Todas las soluciones cercanas tienden exponencialmente hacia
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P, o hacia P3. Para ry < r < 19, los puntos criticos P, y P son asintdticamente
estables y P; es inestable. Todas las soluciones cercanas tienden hacia P, o Ps,
la mayoria de ellas describen una espiral hacia el punto critico. Para ro < r los
tres puntos criticos son inestables. La mayoria de las soluciones cercanas a P, o Ps
describen una espiral que se aleja del punto critico.

Ficura 2. Dos soluciones del sistema de Lorenz con condiciones
iniciales distintas pero muy cercanas. El eje horizontal corresponde
a t, mientras que el vertical a z.

Ahora se considerardn soluciones para r algo mayores que 7. En este caso
P, tiene un valor propio positivo y cada uno de P, y Ps tiene un par de valores
propios complejos con parte real positiva. Una trayectoria puede aproximarse a
cualquiera de los puntos criticos sélo sobre ciertos caminos muy restringidos. La
menor desviacién con respecto a estos caminos provoca que la trayectoria se aleje del
punto critico. Ya que ninguno de los puntos criticos es estable, podria esperarse que
la mayor parte de las trayectorias tienden al infinito para ¢ grande. Sin embargo,
es posible demostrar que todas las soluciones permanecen acotadas cuando ¢ tiende
a infinito. Aln maés, es posible demostrar que, en el infinito, todas las soluciones
tienden a cierto conjunto limite de puntos cuyo volumen es cero. De hecho, esto no
sélo es cierto para r > ry sino que también lo es para todos los valores positivos de 7.

Las soluciones de las ecuaciones de Lorenz también son muy sensibles a las
perturbaciones en las condiciones iniciales, ver la Figura 2. [1], [3]. En la figura se
observa claramente el comportamiento de dos soluciones en x(t) que comienzan con
una condicién inicial diferente. Estas comienzan casi juntas, después de un tiempo
se separan, de tal manera que esa separacién es impredecible.

Fue esta propiedad la que en particular atrajo la atencién de Lorenz en el estudio
original de este sistema, y fue esta propiedad lo que hizo concluir que probable-
mente, no son posibles las predicciones climatolégicas a largo plazo. Este obstaculo
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a la prediccion se conoce con el nombre de Efecto Mariposa, desde que este im-
portante cientifico a nivel mundial dio una conferencia con el provocativo titulo:
Puede el batir de las alas de una mariposa en Brasil dar lugar a un tornado en
Texas?

El conjunto que atrae a las soluciones en este caso, aunque de volumen cero,
tiene una estructura un tanto complicada y se conoce como atractor extrano. En
el caso que se estd tratando se le llama atractor de Lorenz, ver la Figura 3.

FicuraA 3. Atractor de Lorenz. Ejes horizontales x y y, eje vertical z.

El término cadtico ya es de uso general para describir soluciones con este com-
portamiento. En general, se tiene la siguiente definicién:

3.1. DEFINICION. [3], [8]. Un atractor es un conjunto en el sistema espacio fase,
para el cual todas las trayectorias convergen. Es decir, satisface:

e Es un conjunto invariante
e Atrae todas las trayectorias que comienzan suficientemente cerca de él.
e Es minimo (no contiene atractores mas pequeﬁos)

En la dinamica cadtica los objetos geométricos méas importantes son los atrac-
tores extranos, conocidos también como atractores cadticos o atractores especiales
que exhiben dependencia sensitiva a las condiciones iniciales. Estas son las princi-
pales caracteristicas del Caos.

Es muy importante mencionar que en la presente seccién y la que sigue, se trabaja
con el fenémeno del caos “deterministico”, es decir, no se trata de ruido, sino de
soluciones aperiddicas de una o varias ecuaciones bien concretas y que determinan
la evolucién del sistema, principalmente gobernado por Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias y Ecuaciones en Diferencias.
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3.2. Caos Determinista mediante Ecuaciones en Diferencias. Con el fin de
describir el caos en los sistemas gobernados por Ecuaciones en Diferencias, se inicia
con la presentacién de modelos de poblaciones gobernados por Ecuaciones Diferen-
ciales Ordinarias.

A continuacién se tiene una ley de conservacion muy sencilla que rige a una
poblacién, pero que a la vez es muy importante.

T = nacimiento — muerte + migracion

Un modelo muy bésico (Ver las referencias [3] y [8]) del crecimiento de poblaciones
se debe a Thomas Malthus, quien desde 1887, sin considerar la migracién, muestra
que los términos de nacimiento y muerte son proporcionales a x:

T =bx — cx,
lo que implica
x(t) = zoexp (b — d)t,

con z(0) = xo.

Se ha comentado mucho en la literatura de Teoria de Ecuaciones diferenciales so-
bre este sistema. Sin embargo, este modelo no es muy realista porque el crecimiento
de las soluciones es exponencial, aunque se utilizé6 para predecir de manera muy
aproximada la poblacién mundial en 1900. No obstante, para tiempos mucho mas
grandes, es dificil hacer predicciones. Es por esto que debia de hacerse un ajuste
a este modelo. Fué asi que Francois Verhulst propuso un modelo mas sugestivo,
conocido como Modelo Logistico:

t=rz(l —z/K),
donde r y K son constantes positivas, la constante K se le conoce como el nivel

de saturaciéon o como la capacidad cinegética del ambiente para la especie dada,
mientras que a r se le denomina razén de crecimiento intrinsico.

La solucién a esta ecuacién esta dada por:

zoKe™t
a(t) = —2—
K+ 170(6” — 1)
donde z(0) = z¢. Se puede ver inmediatamente que el limite de esta funcién cuando
t tiende a infinito es la constante K.

A mediados del siglo XX los ecologistas concluyeron que muchas especies tienen
crecimiento regido por modelos en tiempo discreto, mas que en modelos de tiempo
continuo. En analogia a los modelos anteriores, propusieron modelos discretos en
términos de ecuaciones en diferencias o mapeos del tipo:

Tiy1 = f(x1).

Asi, en la década de los setenta, Robert May y Crafood Price propusieron un modelo
de mapeo logistico para modelar el crecimiento de poblaciones:

Tl = TIt(l — xt)
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donde r es el pardmetro Maltusiano que varfa entre 0 y 4 y 2:(0) = z pertenece a
(0,1). Para ello, en el mapeo de May, la funcién genérica f(x;) obtiene una forma
cuadratica especifica:
xy = rag(l — xy).
Para r < 3 hay un tnico punto fijo, para 3 < r < 3.4 el punto fijo x; oscila entre
dos valores. Ver la Figura 4.

FicguraA 4. Diagrama de bifurcacién del mapeo logistico. El eje
horizontal representa al valor r, mientras que el vertical corre-
sponde a x;.

Cuando r crece, las bifurcaciones ocurren cuando el nimero de iteraciones se
duplican. Estas bifurcaciones de doble periodo continian a un punto limite en
Tiim = 3.569944 que tiene periodo 2°° y la dindmica del mapeo se transforma en
cadtica. Este es un comportamiento que es de nuestro interés, puesto que presenta
irregularidades impredecibles, es un ejemplo del comportamiento cadtico; es decir,
el sistema presenta el fenémeno del Caos.

4. CONTROL DEL CAOS

4.1. Significado. La Teoria de control es uno de los temas centrales en ciencia e
ingenieria. A pesar del hecho de que ingenieros y matematicos aplicados han estado
tratando con problemas de control desde hace mucho tiempo, la idea de control del
caos apenas fue introducida a principios de la década de los noventa en el siglo
pasado con la publicacién de un articulo de Ott, Grebogi y York ([11] donde uti-
lizaron mapeos de poincaré para modificar comportamientos cadticos de sistemas
mediante la aplicacién de pequenisimas perturbaciones, ademas de realimentacion
lineal con el mismo fin. Esta nueva idea atrajo la atencién de los fisicos que impul-
saron una gran cantidad de trabajos sobre problemas de control, Ver [1].

El interés sobre los procesos cadticos radica en que se puede observar que su con-
junto caotico sobre el cual la trayectoria del proceso vive, tiene inmerso un ntimero
de Orbitas periédicas inestables conocidas. En adicién, la trayectoria visita o ac-
cede a las vecindades de cada una de éstas. Algunas de estas trayectorias periédicas
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pueden corresponder al funcionamiento deseado del sistema de acuerdo a algin cri-
terio.

El segundo ingrediente es la realizacion que el caos, mientras signifique dependencia
sensible a pequenos cambios para el estado ocurrente y a partir de este momento
la representacién del estado del sistema sea impredecible a largo plazo, ademas im-
plique que el comportamiento del sistema puede ser alterado utilizando pequenas
perturbaciones. Entonces, la accesibilidad del sistema a varias érbitas periddicas
diferentes, combinando con su sensibilidad a pequenas perturbaciones, permite al
control manipular el proceso cadtico. Estas ideas estimularon al desarrollo de una
gran variedad de nuevas técnicas del control del Caos [5].

En concreto, se tiene la siguiente definicién, misma que se describe con base en

las referencias: [1],[2], [5], [6], [7] ¥ [11].

4.1. DEFINICION. El término Control del Caos, se entiende principalmente como
el area que estudia la relacién entre los sistemas deterministas y el control, con
el fin de analizar los métodos de control para los sistemas deterministas cuando
presenten comportamiento cadtico.

4.2. Algunas aplicaciones sobre el control del Caos. En esta seccion se des-
criben a grandes rasgos algunas aplicaciones del Control del Caos, se mencionan sélo
algunas y de manera escueta, ya que no alcanzaria este espacio para enumerarlas
todas y explicarlas a plenitud. Sin embargo, existen aplicaciones muy importantes
en los sistemas de las comunicaciones, ya que tuvo una gran influencia en el avance
de éstas. Si se estd interesado en éstas y otras aplicaciones, se puede consultar [2]
y [6].

e En Mecanica se cuenta con la clase mas simple de sistemas mecanicos con
caracteristicas dindmicas complejas. El péndulo con friccién tiene un com-
portamiento cadtico si se excita mediante una fuerza armonica de suficiente
amplitud.

e La descripcion y el control de turbulencias permanecieron como uno de los
principales problemas de la Fisica en el siglo XX. Se puede dar la descripci-
6n en dimension infinita del flujo turbulento como una solucion a la ecuacién
de Navier-Stokes de una ecuacion diferencial parcial. Si la dimensionalidad
del flujo atractor en el espacio fase es relativamente pequena, entonces el
flujo turbulento se puede considerar cadtico, y se pueden aplicar las técnicas
del control del Caos. Un ejemplo de este tipo de flujos, es el flujo de un
liquido entre dos cilindros concéntricos rotando.

¢ En Quimica existen oscilaciones cadticas en reacciones quimicas. Se pro-
puso una aplicacién del algoritmo de control proporcional para la estabi-
lizacién de la reacciéon quimica de Belousov-Zhabotinsky. El objetivo de
control se formula como el intento de equilibrar el modo de la reaccién. Por
ejemplo, el comportamiento cadtico se desea para procesar la combustién
porque éste provoca aumento en la agitacion de la mezcla aire-combustible
y, concretamente, acelera el proceso.

e En Biologia y Ecologia se ha demostrado que las oscilaciones cadticas
pueden ser transformadas a Orbitas periddicas por medio de una accién
perioédica débil en un sistema de cuarto orden que describe la dindmica de
un ecosistema acuatico en donde conviven dos clases de micro algas y dos
de zooplacton.
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e En Medicina el estudio y tratamiento de arritmias cardiacas fueron una
de las méas apasionantes y primeras aplicaciones del control del caos. El
diseno de la alta velocidad en el marcapasos parecia ser un nuevo enfoque
radical en Cardiologia, no obstante el comportamiento del corazén humano
se torné més complicado ain. Algunos modelos y métodos para controlar
el proceso cardiaco de la actividad cardiaca han sido propuestos pr algunos
cientificos, uno de ellos es el que se basa en la realimentacién lineal de
tiempo en retraso de un paso para suprimir el ritmo patolégico de periodo
dos.

e Se ha demostrado que la dindmica de muchos modelos en Economia obede-
cen a sistemas no lineales, lo que provoca que suelan tener comportamientos
cadticos. El problema de controlar a tales sistemas sélo es posible en niveles
microeconémicos. En este caso es razonable pensar como un objetivo del
control a la supresién del caos, lo cual conduce a que sean mas predeci-
bles los ciclos en los negocios. Un algoritmo de control adaptativo condujo
satisfactoriamente a la supresién del caos descrito por dos compafiias com-
pitiendo con dos diferente estrategias de inversién (en el mismo sector del
mercado).

CONCLUSION

Mediante algunos ejemplos, se ha mostrado la fusién de la Teoria del Control
con la correspondiente del Caos en una nueva area de las Matematicas, El Control
del Caos. Asimismo, se explica a grandes rasgos la importancia que tiene esta drea
en las aplicaciones de la ciencia en general, con base en algunos ejemplos conocidos
de la ciencia en general.

(1]
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(5]
[6]

[7]
(8]
(9]

(12]

REFERENCIAS

B. R. Andrievskii and A.L. Fradov; Control of Chaos: Methods and Applications I. Automatic
and Remote Control, Vol 64, NO. 5, pp 673-713, 2003.

B. R. Andrievskii and A.L. Fradov; Control of Chaos: Methods and Applications II. Auto-
matic and Remote Control, Vol 65, NO. 3, pp 503-533, 2004.

W. E. Boyce. R. C. DiPrima; Ecuaciones Diferenciales y Problemas con Valores en la Fron-
tera. Limusa Weley. México. 2005.

S. Dominguez, P. Campoy, J. M. Sebastian y A. Jiménez; Control en el espacio de estado.
Prentice Hall. Espana. 2006.

J. 1. Causabon; Control del Caos usando la estrategia OGY Ciencia al dia, 2, Vol. 4. 2000.
A.L. Fradov, R. S. Evans and B. R.; Control of Chaos: Methods and Applications in Me-
chanics. Phl. Trans. R. Soc.,pp 2279-2307. 2006.

L. Fradov and Y. Pogromsky; Introduction to Control of Oscillations and Chaos. Uto Print,
Singapore,1998.

M. W. Hirsh, S. Smale and R. L. Devaney; Differential Equations, Dynamical Systems, and
an Introduction to Chaos. Academic Press. USA. 2004.

W. Just, H. Benns and E. Scholl; Control Of Chaos By Time-Delay Feedback: A Survey of
Theorical and Experimental Aspects. Adv. in Solid State Phis. Vol. 43, pp 589-603, 2003.

Z. Li; Fuzzy Chaotic Systems StudFuzz 199, pp 31-52. 2006.

K. Pyragas; Delayed Feedback Control of Chaos. Phil. Trans. R. soc. A., 364, pp 2309-2334.
2006.

Y. Zeng, and S. Singh; Adaptive Control of Chaos in Lorenz System. Dynamical and Control,
7, pp 143-154, 1997.

FACULTAD DE MATEMATICAS-UNIVERSIDAD VERACRUZANA
Lomas del estadio s/n, Zona Universitaria. C.P. 91000, Xalapa Veracruz México.
evmunoz@uv.mx






Ensenanza, Historia y
Divulgacion de las
Matematicas






/7
CAPITULO 16
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RESUMEN. Presentamos una resefia sobre la polémica que se gesté a partir de
las teorias que atentaron contra los pricipios aristotélicos, principalmente las
teorias contradictorias; asi como el proceso que llevé a las teorias paraconsis-
tentes propuestas por Newton da Costa.

1. INTRODUCCION

Aunque a finales del siglo XIX la Geometria de Lobachevsky ya se daba por
aceptada, en su momento fue motivo de polémica el trastocar los postulados de
la Geometria Euclidiana, ampliamente respaldada por la filosofia de Kant [11].
Ademss, la comunidad matematica de entonces no estaba preparada para cambios
tan dréasticos. Esto inhibi6 el desarrollo de las geometrias no euclidianas, que en la
actualidad son motivo de estudio y de multiples aplicaciones [10].

Mucho més costoso resulté para quienes tuvieron el atrevimiento de poner en duda
los principios de la filosofia aristotélica, que durante siglos ha dominado al menos
en el mundo occidental y, por supuesto, proporcionado los fundamentos del razona-
miento matematico. Retomaremos el punto de vista de Ludwig Wittgenstein, quien
encabez6 dicha polémica y cuya reputacion resulté gravemente afectada. Sin em-
bargo, como en la geometria no euclidiana, el tiempo es quien otorga la razdén.

2. LA GEOMETR{A NO EUCLIDIANA

Dos aspectos son motivo de inspiracion para el estudio de logicas no aristotélicas:
las geometrias no euclidianas y la teoria de conjuntos de Cantor. Empezamos por
dar una pequena resefia sobre las geometrias no euclidianas.

En 1792, a la edad de 15 anos, Gauss se dedicé a deducir las consecuencias de
una geometria en la que pueden dibujarse mas de una linea que pase por un punto
dado y que cada una sea paralela a una recta dada. Compartié su teoria con su
amigo, el mateméatico Farkas Bolyai, éste a su vez le pidié a su hijo, Janos, que no
perdiera una sola hora en el problema del quinto postulado. Sin embargo, en 1823
Janos Bolyai escribié a su padre diciendo “He descubierto cosas tan maravillosas
que estoy asombrado... de la nada he creado un extrano y nuevo mundo” [10].

Por su parte Lobachevsky publicé una obra sobre geometria no euclidiana en 1829
y ni Bolyai ni Gauss sabian del trabajo, principalmente porque fue publicado en el
189
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idioma ruso en una publicacién universitaria local. En dicho trabajo Lobachevsky
remplaza el quinto postulado de Euclides por su postulado de las paralelas [10]:

Dada una linea recta, existen dos lineas paralelas a ésta
Yy que pasan por un punto fijo que no estd en la linea dada.

Gauss mantuvo en secreto su trabajo: hasta cierto punto tenia razén, pues el intento
de Lobachevsky para llegar a un audiencia méas amplia fallé, cuando su articulo fue
rechazado por Ostrogradski. La comunidad matematica no estaba lista para aceptar
ideas tan revolucionarias. En esa época el pensamiento estaba dominado por Kant,
quien afirmaba [10]:

La geometria euclidiana es la inevitable necesidad de pensamiento.

Anos después, en 1854, Riemann dio una conferencia en la cual reformulé por
completo el concepto de geometria. Discutié sobre una geometria “esférica” en la
cual las rectas paralelas son imposibles. Esta platica fue publicada hasta 1868, dos
anos después de su muerte.

En el ultimo tercio del siglo XIX la autoridad de Kant y la condicién privilegiada
que su filosofia atribuye a la geometria clasica, solian invocarse para combatir a los
sistemas geométricos propuestos por Gauss-Bolyai, Lobachevsky y Riemann. Pero
las nuevas geometrias acabaron por imponerse como matematicamente legitimas.

Hoy sabemos que sustituir un axioma por su negacién, en un sistema de axiomas
independientes, no genera contradiccién interna en el nuevo sistema [6]. De hecho,
si el primer sistema es consistente, entonces el nuevo sistema sigue siendo consis-
tente. Por lo tanto, se pone de manifiesto que ambas geometrias se encuentran en
un mismo nivel de consistencia.

3. Locica CLAsICA

Las geometrias no euclidianas se basan en transformar, o sustituir, uno o méas
axiomas propios de la geometria cldsica. Nunca estuvo en duda el razonamiento
matematico, fundamentado por la lgica de Aristételes (384-322 a.C.), que domind
en el mundo occidental hasta ya iniciado el siglo XX y que esencialmente es lo que
conocemos por légica clasica. Sus principios son:

e Principio de no contradiccién: No es posible que algo sea y no sea, al mismo
tiempo y bajo la misma consideracion.

e Principio de identidad: Algo es igual a si mismo.

e Principio del tercero excluido: Cualquier cosa es o no es.

En el devenir de la lgica, es necesario nombrar a Friedrich Ludwig Gottlob Frege
(1848-1925) que en 1879 llevé a cabo la transformacién més radical de la légica
desde la época de Aristételes, ofreciéndo por primera vez en la historia un célculo
deductivo para las logicas de primer y segundo orden. Por ello es considerado el
fundador de la Loégica Matematica, o Légica Simbdlica.
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4. EL PROGRAMA DE HILBERT

En 1874 aparecié el primer trabajo de Georg Cantor (1845-1918) sobre teorfa
de conjuntos. Practicamente de inmediato su teoria fue puesta en duda con la
aparicién de paradojas. Esto provocé una gran crisis que hizo tambalear el razo-
namiento matematico.

A pesar de que la teoria de conjuntos resistié la crisis, la inquietud sobre los funda-
mentos del razonamiento matematico crecié. El problema fue tratado inicialmente
de forma ortodoxa, encabezado por Hilbert. Sin embargo dicha inquietud resulté
ser, en particular, un detonante para desviar la atenciéon hacia teorias no aris-
totélicas. Pero nuevamente, el mundo matematico no estaba preparado para ello.

4.1. La conferencia en Suiza. En 1917, Hilbert dio una conferencia en Zurich,
que posteriormente se publicé con el titulo “Pensamiento Axiomdético”, en dicha
platica senalé como diversos axiomas jugaban papeles significativos, mostrando
como determinar la consistencia de los axiomas reduciendo el problema a un sis-
tema mas simple. Hilbert requeria resolver varias cuestiones epistemolégicas: el
problema de la resolubilidad de cualquier cuestién matemaética, la verificabilidad
de cualquier resultado, un criterio para la simplicidad de las demostraciones, la
relacion entre contenido y formalismo en la matematica y la 16gica y, finalmente,
la decibilidad en un nimero finito de pasos (;puede demostrarse que un enunciado
dado es demostrable/refutable, o que es independiente, en una teorfa dada?). La
conferencia concluyé con una ilustraciéon de la naturaleza e importancia del prob-
lema de la decision.

Lo que empez6 como un conjunto de recetas para problemas especificos, se convirtio
en todo un programa para la matematical. Hilbert se sentia capaz de especificar
las condiciones bajo las que cualquiera, con buena voluntad, estaria de acuerdo en
que se habia llevado a cabo una tarea matematica. Las apuestas sobre si Hilbert lo
lograria, se elevaron [7].

4.2. El desafio de Brouwer. La filosofia del Intuicionismo de Brouwer se basa en
afirmar que: la inica manera de demostrar que un conjunto tiene cierto elemento, es
construyendo explicitamente un elemento semejante?. No basta con demostrar que:
la hipétesis de que el conjunto no tiene al elemento lleva a una contradiccion. En
particular, Brower crefa que la mente humana estaba sorprendentemente limitada
en su capacidad para trabajar con conjuntos infinitos donde, segun él, el principio
(aristotélico) del tercero excluido ya no era aplicable [7], [9].

Para Hilbert, el Intuicionismo era motivo de excomunién, luego de una serie de
existosas conferencias, por parte de Brouwer en 1927, asustado por las consecuencias
que visualizaba para la matemaética, Hilbert decidi6 proteger la revista “Mathema-
tische Annalen”, que veia como la mas importante de toda la matematica y de la
que él mismo era el editor en jefe. En 1928 Brouwer es despedido como editor,
cargo que tenfa desde 1915. Después Brouwer publicé poco sobre intuicionismo [7].

1Para una versién mas amplia sobre el programa de Hilbert ver [1], [9].
2Por su caréacter constructivo, la teorfa intuicionista es motivo de estudio en las ciencias de la
computacion.
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Finalmente, la filosofia de la matematica y la teoria de la demostracién de Hilbert
se plantan como el sistema de ideas dominante. Sin embargo, el verdadero ataque
llegd desde sus partidarios.

5. EL TEOREMA DE GODEL

En 1931, Kurt Godel (1906-1978) publicé su trabajo, poniendo al descubierto
dos limitaciones insuperables inherentes al método axiomético de Hilbert. De forma
sucinta dice [6]:

(1) En cualquier sistema axiomético, siempre es posible construir un teorema
que solamente sea demostrable cuando su negacién también es demostrable.
Esto es que, todo sistema de axiomas es incompleto y, mas aun, que es
incompletable.

(2) La consistencia de un sistema de axiomas solamente puede ser demostrada
refiriéndolo a otro sistema superior, y la de este ultimo refiriéndolo a otro
sistema mas superior; y sucesivamente, de manera interminable, siempre
fundamentando cada sistema en otro superior.

Godel demuestra que cualquier sistema que permita definir los nimeros naturales
es necesariamente incompleto, en el siguiente sentido: contiene afirmaciones que ni
se pueden demostrar ni refutar (incompletez). El teorema dio pie a diversas inter-
pretaciones erréneas, por ejemplo: no implica que todo sistema sea incompleto. A
pesar de que la geometria euclidiana es completa, hay construcciones imposibles
como la triseccion del angulo.

El teorema de incompletitud fue presentado en Konigsberg, ciudad natal de
Hilbert. Acabada la exposicion, Godel dijo: deseo indicar expresamente que este
teorema no contradice el punto de vista formalista de Hilbert, pues este punto de
vista presupone solo la existencia de una demostracion de consistencia en la que no
se utiliza otra cosa que medios finitos de demostracion, y es concebible que existan
demostraciones finitas que no pueden expresarse en el formalismo de P.

Para muchos, el ataque al trabajo de Hilbert era evidente, a pesar de que el mismo
Godel afirmara lo contrario. Las reacciones iniciaron con una serie de interpreta-
ciones tanto a favor como en contra, seguido de un escrutinio minucioso a la de-
mostracién. En 1939 se publicé el libro “Los fundamentos de las Matemdticas’ de
Hilbert y Bernays, el cual calmé la seria oposicién al trabajo de Godel.

6. LA FILOSOFiA DE WITTGENSTEIN

Durante su estancia en Manchester, Ludwig Wittgenstein (1889-1951) descubrié
su interés tanto en la matematica pura como en sus fundamentos, inspirado por
Principles of Mathematics, de Russell. Por consejo de Frege se dirige a estudiar
l6gica con Russell en Cambridge. En 1923 mantuvo una serie de conversaciones con
F. P. Ramsey. Posteriormente, el profesor Moritz Schlick, fundador del Circulo de
Viena, asi como Friedrich Waismann, uno de sus miembros, entraron en contacto
con Wittgenstein a raiz de la publicacién del Tractatus [15].
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A continuacién presentamos textualmente algunas observaciones y puntos de
vista de Wittgenstein sobre los fundamentos de la matematica tomados de las
platicas y conversaciones que sostiene con Schlick y Waismann, entre 1929 y 1931,
taquigrafiadas por Waismann [14]3.

Luego de leer un trabajo de Hilbert sobre consistencia, parece que
la cuestion ha sido planteada equivocamente. Surge una pregunta:

¢Pueden las matemdticas contener contradicciones?

Es decir, si surgieran contradicciones en las reglas del juego de la
matemdtica, lo mds fdcil del mundo seria remediarlo. Lo unico que
tenemos que hacer es una nueva estipulacion que cubra el caso en
el que las reglas entran en conflicto y asunto arreglado. Lo que
Hilbert hace es matemdtica y no metamatemdtica. Es una vez mds
un cdlculo, tan bueno como cualquier otro.

Debe decirse que las antinomias nada tienen que ver con las con-
tradicciones de la matemdtica, que no hay aqui ninguna contradiccion.
Porque las antinomias no surgen en el cadlculo, sino en el lenguaje
usual y ello porque se usaban las palabras de manera ambigua. De
manera que la resolucion de las antinomias consiste en reemplazar
el modo vago de hablar por uno preciso. Las antinomias se disuel-
ven gracias a un andlisis, no por medio de una prueba.

Por medio de autorizaciones y prohibiciones se puede siempre de-
terminar un juego, pero nunca el juego. Lo que Hilbert quiere
mostrar con su prueba es que los axiomas de la aritmética tienen
las propiedades del juego, y eso es imposible. Es como si quisiera
probar que la contradiccion es inadmisible. Cuando Hilbert dice:
“0# 0 no debe aparecer como una formula demostrable”, €l deter-
mina un cdlculo por medio de permisos y prohibiciones.

No puede haber ninguna cuestion como la de si eventualmente
se caerd en una contradiccion por proceder en concordancia con las
reglas. Yo creo que éste es el punto esencial, del cual depende todo
en la cuestion de la consistencia.

St veo esto candidamente, lo que nos tiene que llamar la atencion
es que los matemdticos siempre tengan miedo sélo de una cosa, que
es para ellos como una especie de pesadilla: la contradiccion.

Creo que dar una prueba de consistencia solo puede significar
una cosa: erxaminar cuidadosamente las reglas. No hay otra cosa
que se pueda hacer.

Pero ;qué pasa si examino sistemdticamente las reglas del juego? A
partir del momento en que me muevo dentro de un sistema, tengo
una vez mds un cdlculo; pero de nuevo se plantea la cuestion de la

3Publicado post mortem.
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consistencia. De hecho, no puedo hacer otra cosa que inspeccionar
una regla tras otra.

& Qué significaria que un cdlculo produjera el resultado 0 # 07

Claro estd, no estariamos lidiando con una aritmética modificada,
sino con una aritmética completamente diferente, con una aritmética
que no tiene el mds ligero parecido con la aritmética cardinal. Que
pueda aplicar un cdlculo asi es otra cuestion. Desde este punto
de vista, una férmula como 0 # 0 es absolutamente inentendible,
porque obviamente significaria que 0 mo es sustituible por 0.

jQué interesante seria si se produjera una contradiccion! En ver-
dad, yo predigo desde ahora que:

Habrd investigaciones matemadticas sobre cdlculos que
contengan contradicciones y hasta se estard orgullo-
so de haberse emancipado de la consistencia.

& Qué pasaria si quisiera aplicar un cdlculo asi? ;Lo aplicaria con
mala conciencia mientras no hubiera probado que no es inconsis-
tente?. “Si pude aplicar un cdlculo, entonces simplemente pude
aplicarlo”.

6.1. Septiembre de 1931. ... No tiene ningin sentido hablar de
una inconsistencia oculta. Porque ;jqué seria una inconsistencia
oculta? Se puede decir, por ejemplo: la divisibilidad del nimero
357567 por 7 estd oculta, esto es, mientras no haya aplicado el cri-
terio, de la division. Para transformar en abierta la divisibilidad
oculta, lo unico que debo hacer es aplicar el criterio. Todo este dis-
curso acerca de la inconsistencia oculta no tiene ningun sentido, y
el peligro del cual hablan los matemdticos es pura fantasia.

St alguién describiera la introduccion de los numeros irracionales
afirmando que descubrié que entre los puntos racionales de una
linea hay todavia mds puntos, nosotros le responderiamos: “es que
no descubriste nuevos puntos entre los anteriores sino que cons-
truiste nuevos puntos. Por consiguiente, lo que tienes delante de
ti es un nuevo cdlculo”. FEsto es lo que se le debe decir a Hilbert
cuando afirma que es un descubrimiento el que las matemdticas son
consistentes. En realidad Hilbert no comprueba nada, solo estipula.

Por dltimo, consideremos el caso en que mo tememos ningun
método para determinar si surge una contradiccion. gSurge ahora
aqui algin peligro?, ini el mds minimo!, ;de qué deberiamos es-
tar asustados?, ;de una contradiccion? Pero una contradiccion es
dada solo a través del método para encontrarla. Mientras no surja
no nos incumbe. Podemos estar totalmente tranquilos y hacer mds
calculos.
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sAcaso porque se encontrara una contradiccion en
la matemdtica cesaria subitamente todo lo que han
logrado los matemdticos a lo largo de centurias?

sDiriamos que no se trataba de cdlculos? En absoluto. Si surgiera
una contradiccion, sencillamente lidiariamos con ella. Pero no
necesitamos tener ahora ninguna preocupacion.

7. LAS REACCIONES EN CONTRA DE WITTGENSTEIN

En 1956 se edit6 la primera version de: Observaciones sobre los fundamentos
de la matemdtica. La publicacién produjo una fuerte reacciéon adversa tanto entre
filésofos como entre matematicos. Las primeras interpretaciones encontraron que
las referencias a los resultados de Gddel no sélo constituian una especie de pro-
fanacion, de aquello que los matematicos ya habian canonizado, sino que también
era facil poner en evidencia una clara ingenuidad de parte del autor.

Los 1é6gicos considerados los més grandes de todos los tiempos son: Aristoteles
(384 a.C.-322 a.C.), Frege (1848-1925), Godel (1906-1978) y Tarski (1902-1983).
Sélo Frege tuvo contacto directo con Wittgenstein, como ya mencionamos, él mismo
lo recomendo con Russell. Por su parte Godel y Tarski mostraron una fuerte
reaccion hacia el punto de vista de Wittgenstein.

7.1. Wittgenstein y Godel. En 1972, en respuesta a una peticion de Karl Menger,
Godel escribio:

Por lo que se refiere a mi teorema acerca de las proposiciones indecidibles,
se desprende con toda claridad de los pasajes que usted cita que Wittgenstein
no lo entendid (o fingid no entenderlo). Lo interpreta como si fuera una
especie de paradoja légica, cuando de hecho es precisamente lo contrario, a
saber, un teorema matemdtico [13], [12].

Otros comentarios de Godel recogidos por su amigo Hao Wang [12], [13] también
en respuesta a Karl Menger, son:

e FEl pasaje entero que usted cita me parece, dicho sea de paso, un sinsentido.
Repdrese, por ejemplo, en:

“Bl supersticioso temor de los matemdticos a las contradicciones”.

e ;Ha perdido Wittgenstein su cabeza? ;Opina €l esto seriamente? Lo que él
dice acerca del conjunto de todos los numeros cardinales revela una vision
perfectamente ingenua. Toma posicion cuando él realmente no tiene nada
que hacer aqui. Por ejemplo:

“Usted no puede derivar cualquier cosa a partir de una contradiccion”.

FEs sorprendente que Turing consiguiera sacar algo de sus discusiones con
alguien como Wittgenstein.
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7.2. Tarski y Wittgenstein. Alfred Tarski contribuyé a la madurez de la logica
estandar, de primer orden, fundando una metodologia conjuntista de las teorias
deductivas. Es de Tarski una de las primeras demostraciones del teorema de De-
duccién. Sus métodos seménticos, que culminaron en la teoria de modelos (de-
sarrollada en los afios 50 y 60), transformaron radicalmente la metamatemé&tica
consolidandola como ciencia estricta. En su articulo de 1936 “On the Concept of
Logical consecuence” defendié que la explicacién de la consecuencia logica depende
de la teoria semantica de la verdad.

Aunque poco, y poco documentado, rescatamos el punto de vista que Tarski
tenia sobre Wittgenstein, por tratarse de uno de los mas grandes en la historia de
la légica.

En el libro Alfred Tarski Life and Logic [2], se comenta uno de lo dltimos eventos a
los que Tarski asisti6, en Calgary:

Después de enterarse de que el interés hacia el trabajo Wittgenstein era
grande, al dfa siguiente le dio a Verena Huber Dyson* una seria conferencia
moral acerca de su deber de proteger a los estudiantes de malas influencias,
como la de Wittgenstein (pdg. 373).

La postura de Wittgenstein sobre temas asociados con los problemas de incom-
pletitud y consistencia se hallaba definitivamente desacreditada entre personajes
que contaban con un reputacién intachable. Sin embargo, al final, el tiempo le ha
dado la razén a Wittgenstein.

8. TEORIAS PARACONSISTENTES

De forma aislada surgié la inquietud de estudiar teorias que rechazaran total o
parcialmente el principio de no contradiccién. Jan Lukasiewicz y Nicolai Vasiliev
son considerados los pioneros en el estudio de las teorias paraconsistentes [4].

1. En su trabajo “On the Principle of Contradiction in Aristotle”, en 1910,
Lukasiewicz presenta tres propuestas del principio de no contradiccién, en
cada una argumenta que tal principio no puede ser tan bésico como gen-
eralmente se pensaba, creando un precedente para el inicio de las légicas
no clasicas.

2. Inspirado por los métodos de Lobachevsky (que inicalmente se llamé geo-
metria imaginaria), Vasiliev es considerado un precursor debido a sus ideas
sobre ldgicas imaginarias en 1911. Ademds tenia la creencia de que, como
en la geometria de Lobachevsky, sus sistemas también podrian presentar
alguna interpretacion clasica.

4Profersora emérita del Departamento de Filosofia de la Universidad de Calgary.
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8.1. El trabajo de Jaskowski. El inicio formal al estudio de ldgicas contradic-
torias no triviales se atribuye a Stanistaw Jaskowski. En 1948 propone el siguiente
problema [8]:

Trabajar con sistemas que incluyan contradicciones
y todavia contar con deducciones razonables.

El mismo da respuesta: con la influencia de Lukasiewicz, propone un céalculo
proposicional en el que la presencia de contradicciones no implica la trivializacién
del sistema, dando paso a la primera formulacién de teorias no triviales presentando
inconsistencia. A pesar de que su respuesta no es completa, el trabajo de Jaskowski
resulto6 ser de gran importancia y todavia motivo de estudio.

8.2. Newton da Costa. El crédito al origen de la Légica Paraconsistente, como
se conoce hoy a los Sistemas Formales de Inconsistencia, es para Newton Caneiro
Affonso da Costa. Desde 1954 ha creado de forma independiente, muchos Sistemas
Formales de Inconsistencia del cdlculo proposicional, extendiéndose al cédlculo de
predicados y teoria de conjuntos.

En 1959 da Costa propone el principio de Tolerancia en Matematica. Al respecto,
las primeras referencias de su pensamiento son:

De manera inmediata se sigue que, sintdctica o semdnticamente,
un lenguaje objeto en el que aparezcan contradicciones no puede ser
excluido a priori. En este dmbito, claro, no seria conveniente uti-
lizar, en la estructuracion del lenguaje en consideracion, el cdlculo
l6gico tradicional pues como ya sabemos, esto lo transforma en una
banalidad, algo desprovisto de toda importancia matemdtica. Sin
embargo, si cambiamos de manera apropiada las reglas “logicas” a
utilizarse, nada lo diferenciaria -en esencia- de las teorias consis-
tentes [5].

En su primera publicacién [3], en 1963, da Costa presenta el sistema Cj y la
jerarquia de logicas C, , 1 < n < w, proponiendo a C,, como el sistema limite de
la familia, que herede las propiedades comunes. A ésta le siguen publicaciones que
conducen a establecer las propiedades méas importantes de la jerarquia. La primera
teoria paraconsistente de conjuntos es propuesta con base en Cj.

Durante el “Third Latin-American Symposium of Mathematical Logic” en 1976,
en la ciudad de Campinas, Brasil, F. Miré Quesada, junto con da Costa, propusieron
dejar atrés la expresién “Sistemas Formales de Inconsistencia” para sustituirla con
el nombre de Loégicas Paraconsistentes.

La contribucién de da Costa no sélo esta en crear y desarrollar la légica para-
consistente como un campo auténomo de investigacion matematica, también ha
organizado y respaldado el tema, mejorandolo. Junto con sus colaboradores, da
Costa ha introducido el estudio de diversas légicas y teorias paraconsistentes, tales
como:
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Teor{a paraconsistente de conjuntos.

Semanticas apropiadas y algebras asociadas a estos sistemas.
Procedimientos de decidibilidad.

Teoria de modelos paraconsistentes.

Un célculo diferencial paraconsistente.

También cuenta con analisis de aplicaciones del analisis funcional y teorias

fisicas.

Ademads de las aplicaciones en los fundamentos de la ciencia y su andlisis fi-
loséfico, la Paraconsistencia es actualmente un campo del conocimiento, con apli-

caciones en informatica y tecnologia.

Por dltimo, cabe senalar que las teorias paraconsistentes no tienen como ob-
jetivo sustituir a las teorfas desarrollasdas antes, como las de Brouwer y Hilbert.
Retomando palabras del propio Wittgenstein: no se trata de eliminar todo lo que
los matemaéticos han desarrollado a lo largo de la historia. La Paraconsistencia no

excluye a priori una teorfa en la que aparecen contradicciones [4].
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CAPITULO 17

UN BOSQUEJO HISTORICO DE ALGUNAS RELACIONES
ENTRE LAS CIENCIAS Y LA MILICIA

JUAN FRANCISCO ESTRADA GARCIA
FCFM - BUAP

RESUMEN. En este articulo se hard un recuento histérico de algunas relaciones
entre los cientificos y ciertas aplicaciones militares de sus conocimientos.

1. ;QUE ES LA GUERRA?

La guerra es un acto de violencia para imponer nuestra voluntad al adversario
y privarlo de toda resistencia. La violencia, para enfrentarse a la violencia, recurre
a las creaciones de las artes y de las ciencias. La guerra es una serie de actos ir-
racionales que ha existido sin importar el nivel de civilizacién de los pueblos. Sin
embargo, estos actos son conducidos racionalmente, utilizando conocimientos sobre
estrategia y tactica. Asi, la invencién de la pélvora y el constante perfeccionamiento
de las armas para la guerra, muestran por si mismas con suficiente claridad, que
la necesidad inherente al concepto tedrico de la guerra, la de destruir al enemigo,
no ha sido en modo alguno debilitada o desviada por el avance de la civilizaciéon
(vale decir, de sus conocimientos en las artes y las ciencias). Por el contrario, con el
avance de la civilizacion, el armamento bélico se perfecciona, se hace mas sofisticado.

La guerra de una comunidad (guerra entre naciones, y particularmente de na-
ciones civilizadas) surge casi siempre de una circunstancia politica, y se pone de
manifiesto por un motivo politico. La guerra, es la mera continuacién de la politica
por otros medios. La guerra no es simplemente un acto politico, sino un verdadero
instrumento politico. Aqui, se considera la politica como lo relativo a la organi-
zacién del poder de un Estado, a su ejercicio.

La milicia es la encargada oficial del Estado de ejecutar la orden de guerra. Sin
embargo, el pais en guerra, con su superficie y poblacién, con su infraestructura
econdémica-politica, con su industria y todos sus recursos, es no sélo la fuente de las
fuerzas militares propiamente dichas, sino que, en si mismo, es también una parte
integral de los factores que actiian en la guerra.

OBSERVACION: De acuerdo a lo anterior, puede decirse que para llevar a cabo el
cometido del encabezado, es necesario un recorrido mas amplio, es decir, al menos
se requiere de la historia de las relaciones entre politica, economia, comercio, cien-
cias, tecnologias, industrias, armamentos y milicia, lo cual es una tarea que serd
minimizada en lo que sigue.
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2. DEL RENACIMIENTO A LA REVOLUCION FRANCESA

Antes del Renacimiento, las armas de fuego y la artillerfa trastocaron al arma-
mento, pero los cientificos no tomaron parte; principalmente ligada a la medicina
o a la alquimia, la quimica, como ciencia, participé casi nada en la confecciéon de
la pélvora para los canones o para la metalurgia, al menos hasta 1780; todo el
progreso se debia a artesanos con cierta técnica. Algo parecido puede decirse en la
construccién naval, pero no en el arte de la navegacion, la cual, a partir de 1550
aproximadamente, suscité en Londres el interés de los matemaficos, astrénomos y
cartégrafos (que con frecuencia son los mismos) como Robert Recorde, John Dee,
Thomas Digges y, por 1620, Henry Briggs, quien popularizé los logaritmos de Neper;
todas esas gentes estaban en contacto directo con los navegantes y los exploradores
y, difundiendo las matematicas en un ptublico relativamente vasto, contribuyeron
en la formacién del movimiento que condujo a la obra de Newton (1643-1727).

Los cientificos del Renacimiento, que son tanto artistas como ingenieros, imag-
inaron tanques, miquinas que vuelan, submarinos, etc. El Barén escocés Neper,
invent6 una bomba para sacar el agua de las minas de carbén; antipapista fanatico y
propagandista popular del Apocalipsis, propuso a la Reina Elizabeth un submarino
mucho méas imaginario, para luchar contra la Armada espanola; al final de su vida,
él pretendié haber inventado una maquina

“capaz de deshacerse en un campo de cuatro millas de radio, de
toda criatura viva con més de un pie de alto”.

Tentador programa que el ingeniero estadounidense nacionalizado britatico, Hiram
Maxim realizé con su ametralladora automaética de 600 tiros por minuto en 1884.
Muy cristiano, el padre de los logaritmos habia rehusado divulgar los planos de su
méquina porque alegé:

“Se ha dado ya a los hombres tantas armas para matarse entre ellos,
que si eso dependiera de mi, haria todo para reducir su nrhero. Pero
viendo que la maldad enraizada en el corazén del los hombres no lo
permitird jamas, quiero al menos evitar contribuir a su aumento”.

Los siglos XVII y XVIII son méas calmos, las naciones europeas controlaban la
mayor parte de Africa, América y gran parte de Asia. Los cientificos comenzaron
a organizarse, particularmente en Academias, y sonaron con la ventaja de estable-
cerse en ”comunidad internacional” y, hacer que se reconociera el valor intelectual
de sus trabajos, sin tener que desarrollar sus aplicaciones, si bien se habla de ellas
con frecuencia. En esta época, se puede decir que los problemas de mayor interés
fueron la cartografia, la geodesia, asi como los problemas técnicos de la navegacion
maritima, sobre todo la determinaciéon de la longitud en el mar, lo cual permi-
tirfa evitar errores catastréficos de navegacion. Para la solucién de este problema,
las potencias maritimas (Portugal e Inglaterra), ofrecieron recompensas extraordi-
narias, lo cual inspiré a Galileo, Huygens, Hooke y otros mas. El problema fue
resuelto en Inglaterra en el siglo XVIII por un modesto artesano, relojero autodi-
dacta. La relojeria provoca el desarrollo de maquinaria y de herramienta de tamano
reducido, incorporando ciertos principios que florecieron en el siglo siguiente. Todos
estos avances fueron utilizados posteriormente por los marinos militares, en partic-
ular, la fabricacion de resortes suscité la invencién en 1740, por el inglés Benjamin
Huntsman, de la técnica del acero acrisolado, la cual fue aplicada hacia 1860, por
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la artilleria en la confeccién de placas de blindaje.

Utilizando la mecéanica Newtoniana, la balistica comienzé a parecer una cien-
cia matemadtica y experimental hacia 1740; el matemético inglés Robins, inventé
instrumentos para medir la velocidad inicial de una bola y la resistencia al aire
(proporcional al cuadrado de la velocidad abajo de 300 m/s, y curiosamente al
cubo por encima de esa velocidad), lo cual le permitié corregir errores de cdlculo
hechos por Galileo; se comienzaron también a calcular tablas de tiro “con el método
de trapecios”. El libro de Robins (1742) fue traducido por Euler, quien lo adorné
con comentarios. Se estudiaron también las reacciones quimicas producidas por la
pélvora y se descubrieron nuevos explosivos, como el clorato de potasio(Berthollet
1793) y el fulminante de mercurio (Howard 1800), el cual se utiliz6 en la dinamita

de Nobel.

En un dominio cercano, estan los trabajos de Monge sobre geometria descriptiva,
aplicada al arte de las fortificaciones, lo cual era ensefiado en las escuelas militares
y de marina francesas.

La gran innovacién cientifico-militar de la revolucién francesa fue la Escuela
Politécnica, establecimiento piblico de ensenanza e investigacién, fundada en 1794
y militarizada por Napoleén en 1805. Se le llama “la X”, porque en su simbolo de
armas se pueden ver dos cafiones cruzados que forman una X . La X preparé la liga
entre la terna ciencias-milicia-industria, si bien esta institucién fue acompanada de
la creacién de otras instituciones como el Museo, La Escuela Normal, El Sistema
Métrico, La Oficina de las Longitudes, etc., las cuales en conjunto se interesaron
en “el progreso de las ciencias y de las artes” y, por supuesto, en la educacién.
Mientras que en EEUU, la academia militar més antigua (USMA), conocida como
West Point, se fundé en 1802.

3. LA REVOLUCION INDUSTRIAL

La Revolucién Industrial se realizé inicialmente de 1739 a 1869, en la que Gran
Bretana en primer lugar y el resto de Europa continental después, sufrieron el
mayor conjunto de transformaciones socio-econémicas, tecnolégicas y culturales de
la Historia de la humanidad. La sociedad feudal estamental dejé de existir y en su
lugar se erigi6 la sociedad de clases capitalista, articulada en torno a dos grupos
sociales: la burguesia y el proletariado.

Los elementos m$ importantes que permitieron las transformaciones que llamamos
Revolucién Industrial son:

(1) La aplicaién de las ciencias y las tecnologias en la invencién de maquinas
que aceleraban los procesos productivos.

(2) El uso de nuevas fuentes energéticas como el carbén y el vapor.

(3) La revolucién en el transporte: ferrocarriles y barcos de vapor.
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(4) La despersonalizacién de las relaciones de trabajo.

(5) El surgimiento del proletariado urbano.

Lo cual trajo consecuencias como:

(1) Econémicas: produccién en serie, desarrollo del capitalismo, intercambios
desiguales.

(2) Demograficas: traspaso de la poblacién del campo a la ciudad, migraciones
internacionales (crecimeiento sostenido de la poblacién).

(3) Sociales: con el proleteriado nace la cuestién social.

(4) Ambientales: deterioro del ambiente y degradacién del paisaje, explotacién
irracional de los recursos naturales.

La Revolucién Industrial se clasifica en las siguientes tres etapas: la primera,
desde los primeros usos del carbon en 1732 hasta la produccién de electricidad en
1869; la segunda, desde 1869 hasta la Primera Guerra Mundial (1914); la tercera,
desde el fin de la Segunda Guerra Mundial (1945) hasta la actualidad. Su base
técnico-cientifica es revolucionaria, generando asi el problema de la obsolescencia
tecnoldgica en periodos cada vez méas breves. Esta caracteristica de obsolescencia
e innovacion, se extiende a toda la estructura socio-econdémica de las sociedades
modernas. En este contexto, la innovacién es por definicién, negacién, destruccion,
cambio, la transformacién; es la esencia permanente de la modernidad. Nunca se
consideran los procesos de produccién como definitivos o acabados. El desarrollo
de nuevas tecnologias, como ciencias aplicadas en un receptivo clima social, lleva a
un proceso acumulativo de tecnologia, que genera bienes y servicios, mejorando el
nivel y calidad de vida. Todo esto, exige un sistema educativo adecuado y espiritu
emprendedor. Los procesos de industrializacion producen estados sociales muy in-
estables, en la practica inevitables, lo cual produce abundancia de problemas de
equilibrio y justicia social.

La revolucién industrial, en particular, los inicios de la industria quimica y la
sidertirgica, tuvieron efectos sobre el armamento y uniformes militares, en lo con-
cerniente a la fabricacién de canones y de recamaras de plomo, para la fabricacion
del 4cido sulfirico, necesario en la industria textil. La sidertrgica y la quimica per-
mitieron la industrializacién agraria, la cual también repercute eventualmente en
la manutencion del ejército. Entre las miltiples innovaciones que produjo, pode-
mos resaltar: la mecanizacién textil, la industria quimica (4cido sulfirico, cloro,
sosa, fertilizantes, colorantes, fotografia, plasticos, fibras artificiales, medicamen-
tos, electro-quimica, petréleo, etc.), ferrocarriles, navegacién con vapor, maquinas
agricolas, telégrafo eléctrico, teléfono, luz eléctrica, energia y traccion eléctrica,
turbinas hidrdulicas, a vapor y gas, motores de explosién (gas, gasolina, diesel),
automdévil, aerondutica, refrigeracién (alimentacién, licuefaccién de gas), imprenta
rotativa y linotipos, maquinas de escribir o contables, cine, radio, etc. Cabe senalar,
que no todas las innovaciones fueron hechas por gente con carreras universitarias o
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técnicas, sino por los llamados “hombres de la practica”.

A nivel mundial, aparecieeon entonces los paises ricos, es decir industrializados,
y los paises pobres, los no indutrializados, lo cual aunado a la ambicién de poder
comercial-econémico-politico de parte de los paises ricos, fortalecié sus ambiciones
coloniales y preparo el terreno para la guerra entre estos paises.

4. EL sicgLo XIX

Instituciones educativas y de investigacion

Paralelamente a los desarrollos industriales, en el siglo XIX apareci6 la ensenanza
cientifica y técnica, la cual varfa mucho de un pais a otro, especialmente en funcién
del papel que jugaban los poderes publicos en Alemania y Francia, y que en
Inglaterra y EEUU casi no aparecieron. En el mundo germanico, que sirvié de
modelo y desafio al resto del mundo a partir de 1870, la X inspiré una docena de
imitaciones en Praga (1806), en Viena (1815), y después en Karlsruhe, Munich,
Dresde, etc., y en Zurich en 1855, agregando buena cantidad de escuelas profesion-
ales de nivel menos elevado, fortalecido esto con el establecimiento obligatorio de
la escuela primaria un siglo antes por Prusia, asi como un excelente sistema de
ensenanza secundaria, inaugurado en 1819. En principio, la pedagogia y progra-
mas de estudio, no estaban encaminados a conectar las teorias con las précticas
industriales. El objetivo pedagdgico de los fundadores fue sobre todo proveer a
las futuras élites de una formacién cultural, fuertemente influenciada por las ideas
de filésofos, filélogos e historiadores que deseaban terminar con el obscurantismo
clerical de las universidades tradicionales. Es en este contexto que se desarrolld
la ideologia de una “ciencia pura”, opuesta a las concepciones utilitarias y comer-
ciales. Es asi como en Konigsberg en 1835, el joven Jacobi fundé junto con Franz
Neumann, el primer seminario de matematicas y de fisica, inspirado en el modelo
de un seminario de filologia que él frecuentaba en Berlin, y donde él preconizaba la
practica de la ciencia “por el honor del espirtu humano”.

Sin embargo, desde 1826, intentando contrarrestar la invasién de manufacturas
inglesas, J. Liebig en la universidad de Giessen en Alemania, instauré un sistema de
aprendizaje metédico del andlisis quimico, con presencia constante en el laborato-
rio. A pesar de multiples problemas financieros, estas ideas lograron conducir a la
creacién y al desarrollo de laboratorios universitarios en Munich, dirigidos por los
mejores quimicos de la época. A partir de 1870, Francia retomé el ejemplo aleman
a instancias de Pasteur y Berthelot. A fines de siglo XIX, Alemania produjo aprox-
imadamente el doble de ingenieros y de técnicos que Francia. Esta caracteristica se
mantiene hasta nuestros dias.

Hasta la Guerra de Secesién o Guerra Civil Estadounidense (1861-1865), EEUU
era un pais pequeno, tanto por su poblacién como por su produccién intelectual.
En la ensefanza técnica, se hicieron tentativas aisladas. West Point (1805), se re-
organizé mas tarde y produjo un Corps of Engineers, para la construccién de las
vias del ferrocarril, el Polytechnic Institute fundado por un filintropo en 1826, y
algunos servicios gubernamentales que contribuyeron a la actividad cientifica, espe-
cialmente el Geological Survey, al cual el Congreso rehusé financiar sus eventuales
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actividades cientificas (son las minas lo que le interesa), y la Marina.

El primer “gran salto hacia adelante” de este pais es dado por la ley federal de
1862, que le permite crear colegios de agricultura y de mecéanica, dotandolos de
un capital que proviene de la venta de terrenos federales. La mayor parte de los
colegios se convirtieron en las State Universities actuales por extensiones sucesivas
de su vocacién inicial. El MIT fue fundado por el gelogo W. B. Rogers en 1861.
En las universidades se instauré la organizaciéon en departamentos, independientes
unos de otros, correspondientes a las diversas disciplinas de interés, en donde se
proclamé como prioridad la investigacién. Los ejemplos maés célebres son: Johns
Hopkins en Baltimore, fundada en 1876, gracias a un capitalista filintropo quien
doné 3.5 millones de délares, en donde nacié en seguida el American Journal of
Mathematics; la Universidad de Chicago, fundada en 1892 por John D. Rockefeller;
las universidades de Stanford y de Cornell, fundadas antes de 1900 también por
filanitropos; el rey del acero, Andrew Carnegie, quien no tenia heredero, vendié en
1901 su negocio en cerca de 400 millones, dejando casi todo a fundaciones, entre
las cuales dejé 20 millones a un Carnegie Institution (Washinton), dedicada prin-
cipalmente a la investigacién aplicada; George Eastman (Kodak) dond, durante el
transcurso de su vida, aproximadamente 35 millones de ddlares a la Universidad de
Rochester y 20 al MIT.

Esas fundaciones y filantropos ejercieron hasta 1940 una gran influencia sobre
las univerisdades y la investigacion cientifica, no sélo en razén de la casi ausencia de
todo financiamiento federal, sino también en razén del hecho de que ellas ayudaron
en general solo a establecimientos administrados “racionalmente” y donde el nivel
intelectual era suficientemente elevado. Otros capitalistas siguieron estos ejemplos
hasta la actualidad. El control de la universidades pasé entonces a los generosos
donadores y a sus amigos industriales, banqueros o abogados de negocios, que
terminaron por constituir el 90% de sus consejos de administracién. A partir del
final del siglo XIX, fueron principalmente las nuevas empresas capitalistas (General
Electric, AT&T, Westinghouse, Stanford Oil, DuPont, etc.) las que, de méds en
mas, emplearon a los ingenieros e investigadores, dotdndose antes de la Primera
Guerra Mundial de los servicios de investigacién y desarrollo. Asi encontramos en
EEUU una simbiosis mas o menos completa entre la industria y los departamentos
técnicos o cientificos de las universidades o institutos de tecnologia. El ingeniero
en jefe de la AT&T expresa en 1916 una idea con gran futuro:

En qltimo andlisis, la distincion entre la investigacion cientifica
pura y la tnvestigacion industrial, es simplemente una cuestion de
motivos.

Nobel hace notar que la investigacion desinteresada en busca de la verdad y la que
busca la utilidad y el provecho, no son incompatibles, en resumen:

El cientifico podrd continuar inmerso en los misterios del uni-
verso, sin ocuparse de cuestiones prdcticas o financieras, tanto
como quiera, ya que sus descubrimientos pueden fdcilmente ser
traducidas por otros en provecho del desarrollo industrial capital-
ista. No se le pide estar de acuerdo con los motivos. Lo que se le
pide, es una coordinacion satisfactoria entre los medios y los fines
y, para tal efecto, una organizacion adecuada.
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Otros usuarios de la investigacién fundamental, que no es la industria capitalista,
tomaran ese comentario por su cuenta. La investigacién fundamental consistird
entonces en elaborar sin motivos practicos un catdlogo de herramientas a la dis-
posicién de cualquier usuario. Las dos Guerrras Mundiales, la Guerra Fria y otras
guerras, con este punto de vista, pusieron en problemas éticos a ciertos cientificos.

Estos desarrollos de EEUU, no pasaron desapercibidos por el resto de los paises
industrializados, lo cual condujo a la bisqueda constante, por tales paises, de la
supremacia en las ciencias y tecnologias, o al menos a evitar rezagarse. Estos en-
foques, al intentar ser realizados por los distintos paises, acarrearon problemas de
indole diversa, en particular econémicos (presupuestos), politicos y sociales, los
cuales no seran analizados aqui. Es conveniente senalar un hecho que liga una
vez més la industria con la milicia: en Alemania, donde se desarroll una gran in-
dustrria textil, tales empresas se transformaron repentinamente, durante la Primer
Guerra mundial, en fabricas de explosivos y de gas tdxico; ademéas proveyeron al
régimen nazi de grandes cantidades de petrdleo y de hule sintético, indispensables
en la guerra, sin contar otras cuestiones.

Los nuevos explosivos

Las propiedades explosivas de la nitroglicerina y de la nitrocelulosa, que dieron
lugar a una revolucién militar de primer nivel, fueron descubrimientos accidentales
y sin el minimo objetivo militar, conseguidos por los quimicos Sobrero y Schénbein,
en 1846-47, lo cual es poco sorprendente, ya que una de las distracciones favoritas
de los quimicos de esa época, era ligar radicales de NOy a todos los compuestos
orgdnicos que los aceptaran, lo cual convierte la quimica de los colorantes muy
préxima a la de los explosivos. Pero su utilizacién en la artilllerfa asi como a su
fabricacién y almacenamiento, dio lugar a accidentes espectaculares (aun antes de
1914, naves de guerra explotaron espontdneamente) y se enfrenté a dificultades
mayores que no fueron resueltas antes de 1880-90.

Nobel estabilizé en 1867 la nitroglicerina y la transformé en dinamita. Mas
importante aun, inventé los detonadores con fulminantes de mercurio accionados
eléctricamente. El mejoré a continuacion su dinamita, agregandole pasta de ni-
trato de amonio. El nuevo explosivo revolucioné no solamente el armamento, sino
también los trabajos publicos y las minas, las cuales hicieron un consumo prodi-
gioso. Después de 15 anos de trabajo, Nobel produjo para la artilleria, en 1888,
una “polvora”, mezclando nitroglicerina y colodién; él esperd, uno mds, hacer la
guerra suficientemente horrible y hacer que los hombres la rechazaran. Muchos
otros explosivos, militares (TNT sobre todo, conocido mucho tiempo antes en la
industria de los colorantes y que la armada alemana utilizara a partir de 1904) o
civiles, fueron descubiertos a continuacién en los laboratorios, especializados o no.
Un quimico aleméan publica en 1908, en Berichte, una historia del tema, donde hace
notar que en la quimica organica, cada quimico tiene un explosivo en sus utensilios;
con los deto-
nadores a la Nobel, permite hacer explotar casi cada uno de ellos.



206 JUAN FRANCISCO ESTRADA GARCIiA
Los comerciantes de la muerte

A partir de 1860-70, los progresos técnicos del armamento fueron favorecidos
por la competencia entre Gran Bretana, Francia, Alemania, Rusia, EEUU, Jap6n
e Italia. El sector naval era el més técnico. Pero las fabricaciones resultaban muy
costosas. El ritmo de cambio técnico resulté tan rapido, que los arsenales guberna-
mentales fueron obligados a recurrir, al menos en parte, a las empresas privadas, las
cuales les permitieron amortizar las enormes inversiones necesarias, y compensar
las altas y las bajas de pedidos nacionales, gracias a los productos civiles, por ejem-
plo, naves de pasajeros y sobre todo a las exportaciones de armas, donde la mejor
manera de obtener pedidos, es hacer el material de guerra cada vez mas sofisticado.
El progreso de los armamentos tiene, naturalmente, como principal objetivo, tener
mejores armas que los potenciales enemigos. Todo mundo se dio cuenta que la ca-
rrera armamentista necesita de sumas astrondémicas, sin otro resultado previsible
que transformar cada uno de los participantes en una amenaza para los otros.

5. EL sicLo XX

En la Conferencia de la Paz de 1906, que no llegd a casi nada, todo el mundo
reconocié que la mejor manera de evitar la guerra, es estar preparado para ella y
que a la postre hizo la Primer Guerra Mundial inevitable (1914-1918).

La energia nuclear

En 1896 H. Becquerel descubrié que algunos elementos quimicos emitian radia-
ciones. Se descubrié que estas radiaciones eran diferentes a los ya conocidos Rayos
X y que poseian propiedades distintas. En 1911 Rutherford describié estas radia-
ciones (alfa, beta, gama), que provenfan del nicleo atémico. En 1930 Pauli describié
tedricamente una particula llamada neutrino. En 1932 J. Chadwick descubrié la
existencia del neutrén predicho por W. Pauli, e inmediatamente después, E. Fermi
descubri6 que ciertas radiaciones emitidas en ciertos fenémenos de desintegracion,
eran en realidad neutrones. Fermi y sus colaboradores bombardearon con neutrones
mas de 60 elementos, entre ellos uranio, produciendo las primeras fisiones nucleares
artificiales. En 1938, en Alemania, L. Meitner, O. Hahn y F. Strassmann verificarén
los experimentos de Fermi, y en 1939 demostraron que parte de los productos que
aparecian al llevar a cabo estos experimentos con uranio, eran nicleos de bario.
Muy pronto, llegaron a la conclusién de que eran resultado de la divisiéon de los
nicleos del uranio, fenémeno llamado fisiéon, el cual produce energia. En Francia,
J. Curie descubrié que, ademads del bario, se emitian neutrones secundarios en esa
reaccion, haciendo factible la reaccién en cadena, las energias liberadas por cada
una de ésas fisiones, se suman, pudiendo alcanzar proporciones gigantezcas. De ahi
la idea de una bomba, la cual se intuia posible desde 1935. Un kilo de uranio libera
maés calor que mil toneladas de dinamita

Durante la Segunda Guerra Mundial(1939-1945), el Departamento de Desarrollo
de Armamento de la Alemania nazi desarrollé un proyecto de enrgia nuclear, con
vistas a la produccién de un artefacto explosivo nuclear. A. Einstein, en 1939, firmé
una carta al presidente F. D. Roosevelt de EEUU, escrita por L.Szilard (hingaro
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judio), en la que prevenia sobre este hecho. Ellos no fueron muy lejos en tal di-
reccién, ya que no recibié el visto bueno de Hitler. En menos de diez anos, la bomba
atémica pasé del estado de especulacién pura, a la de relidad terrorifica, engendrada
por una de las més prodigiosas concentraciones de materia gris de la humanidad. En
1942, en Los Alamos, pueblo perdido en los desiertos de Nuevo México, se retinen
un grupo de los mejores cientificos del planeta: fisicos, matematicos y quimicos.
Algunos de los participantes en este proyecto (Manhattan), fueron: Hans Bethe,
director de la seccién tedrica, Robert Wilson, el hombre de las maquinas para
acelerar las particulas, Philip Morrison, Richard Feynman, Robert Oppenheimer,
Stanistaw M. Ulam, John von Neumann, Edward Teller y Enrico Fermi, varios de
ellos de ascendencia judia.

La armada de EEUU instalé un stuper-laboratorio donde todos los medios son
puestos a disposicién de los investigadores, utilizando a fondo su formidable in-
fraestructura industrial y técnica. Se trabaja dia y noche sin tomar vacaciones,
estimulados por las victorias alemanas y los campos de exterminacion de judios.
El parto es largo y dificil. La bomba se manifiesta por primera vez en julio de
1945, en Alamogordo, Nuevo México. Poco después, el 6 y 9 de agosto de 1945, ella
muestra su verdadera cara. Dos ciudades japonesas son aniquilidas: Hiroshima y
Nagasaki. En algunos segundos, decenas de miles de personas, pasan literalmente
a estado gaseoso. En total, se estima que las bombas mataron 140 000 personas en
Hiroshima y 80 000 en Nagasaki.

Después de EEUU, la Unién Soviética, Francia, Inglaterra, China e India hicieron
explotar artefactos termonucleares. La bomba gand poder. En las nieves Siberi-
anas de la Nueva-Zembla, ella alcanzard el equivalente a decenas de millones de
toneladas de dinamita. Ademas prolifer6. Mas de 30 000 fueron diseminadas en los
arsenales del planeta.

REFERENCIAS

[1] Clausewitz K. V., De la Guerra, Ed. Didgenes S. A. México

[2] Godement R., Science et Défense, Gazette des Mathématiciens, n. 61, julio 1994 pp. 3-60

[3] Manegold K. H., Universitat, Technische Hochschulen, und Industrie, Ed. Duncker & Hum-
blot, 1970

[4] Reeves H., L’heure de s’enivrer, Editions du Seuil, 1992

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas, BUAP.
Av. San Claudio y 18 Sur, Col. San Manuel,
Puebla, Pue., C.P. 72570.

festrada@fcfm.buap.mx






CAPITULO 18

ESTRATEGIAS PARA RESOLVER PROBLEMAS DE
MATEMATICAS DE NIVEL PREUNIVERSITARIO

LIDIA AURORA HERNANDEZ REBOLLAR
MARIA ARACELI JUAREZ RAMIREZ
FRANCISCO JAVIER RODRIGUEZ MARTINEZ
FCFM - BUAP

RESUMEN. El objetivo de este articulo es presentar algunas herramientas que
ayuden a desarrollar la habilidad general para resolver problemas. Nos centra-
mos particularmente en el estudio de la metodologia de Pdlya presentada en
su libro “Cémo plantear y resolver problemas”, extrayendo de su literatura el
modelo general que él propone como método para resolver cualquier problema
de matematicas, y ademas, estrategias aplicables a la resolucién de problemas
de matemadticas en el &mbito de pruebas de seleccién por el hecho de que éstas
son utilizadas como vehiculos al servicio de otros objetivos curriculares tales
como probar un dominio del conocimiento, manejo de conceptos, actitudes y
procedimientos.

1. INTRODUCCION

La resolucién de problemas que impliquen el uso de un razonamiento légico y
matematico ha sido centro de atencién de todos aquellos que de una forma u otra
tienen la tarea de educar, especialmente de aquellos que lo hacen en el campo de
la matematica. Esto se debe a que la resoluciéon de problemas tiene un caracter
desarrollador del pensamiento légico en los estudiantes, donde la independencia
hard que el educando sea mas organizado en un trabajo dirigido a las exigencias
educativas de la actualidad.

Luego, la resolucion de problemas de matematicas se visualiza como una discipli-
na de la matematica, caracterizada por resultados precisos pero con procedimientos
flexibles e infalibles cuyos elementos bésicos son las operaciones aritméticas, los pro-
cedimientos algebraicos, manejo de conceptos geométricos y teoremas elementales;
saber y dominar esta matemadtica basica es equivalente a ser habil en desarrollar
procedimientos e identificar vias de solucion rapidas y eficaces.

Por lo tanto, se propone la resoluciéon de problemas matematicos no rutinarios
como una de las habilidades mas importantes a ser desarrolladas en el curriculo es-
colar, caracterizandola como una habilidad necesaria en el proceso de formacién de
los estudiantes que estan en transiciéon del nivel medio superior al superior, ya que,
independientemente de la carrera que deseen estudiar se encontraran con un examen
de admisién que pone a prueba sus conocimientos y dominio de conceptos, defini-
ciones y teoremas mas importantes y significativos, mediante una variada coleccién
de problemas de matematicas.
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En este trabajo, se busca ayudar al lector a desarrollar la habilidad de solucién de
problemas en el ambito de exdmenes de admisién de nivel universitario. Para esto,
se presenta una sugerencia de solucion para cada modelo de consigna y se proponen
algunas estrategias que pueden ser aplicadas, después, se presenta la solucién de los
problemas con la aplicacion de dichas estrategias, todo esto con el afan de promover
en el estudiante el uso deliberado de estrategias, principalmente las mencionadas
en la Metodologia de Pdlya.

Finalmente, se busca contribuir al mejoramiento del proceso docente mediante el
diseno de una guia para la preparacién de estudiantes en la solucién de problemas de
matematicas del estilo de los exdmenes de admisién para nivel superior. El trabajo
completo se puede consultar en la referencia [1], donde se presentan 60 problemas
resueltos con la aplicacién. Al mismo tiempo se cumple con lo que las tendencias
de ensenanza y aprendizaje exigen hoy en dia, en el hecho de hacer hincapié en el
desarrollo o promocién de los procesos de pensamiento propios de la matematica
mé&s que en la mera transferencia de contenidos.

2. METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

Se investigd acerca de estrategias para la solucién de problemas de mateméticas
expuestos en la literatura, y se seleccionaron las expuestas por G. Polya en su pub-
licacion “Coémo plantear y resolver problemasgon la finalidad de aplicarlas en los
problemas tipo examen de admisién.

Se llevé a cabo una seleccién de problemas tipo examen de admisién a partir de
diversas guias de estudio y material relacionado, para mostrar su solucién mediante
la aplicacién de las estrategias especificas.

3. MARcO TEORICO: METODOLOGIA DE POLYA

Pélya plantea que en la resolucién de problemas (Cémo plantear y resolver pro-
blemas, 1965), los aspectos matemdticos deben ser primero imaginados y luego
resueltos. Para esto, propone una metodologia compuesta por cuatro etapas, mis-
ma que nos servird de guia para el desarrollo de la propuesta plasmada en este
trabajo, y que ha sido enfocada a la resolucién de problemas de matemaéticas del
estilo examen de admisién de nivel superior.

Las reflexiones que Pdlya establece, estan dirigidas a afrontar un problema me-
diante una estrategia general constituida por cuatro etapas. Esta estrategia general
es la que el profesor debe enfatizar en el aula, mostrandola a lo estudiantes como
método general de solucién.

Etapa 1: Entender el Problema. El alumno debe ser capaz de identificar
las partes principales del problema, la incégnita, los datos, la condiciéon. Se deben
considerar estas partes atentamente y pensarlas desde diferentes angulos a fin de
extraer todos los datos implicitos que ésta contenga. Si hay una figura relacionada
al problema, debe dibujaria y destacar en ella la incognita y los datos. Es necesario
dar nombres a dichos elementos y por consiguiente introducir una notacion ade-
cuada.



ESTRATEGIAS PARA RESOLVER PROBLEMAS 211

Etapa 2: Configurar un Plan. Cuando ya se estd seguro de haber entendido
bien el problema y se tiene toda la informacién necesaria, entonces sera el momen-
to de elegir una estrategia para resolverlo. Existe una gran variedad de estrategias
que conviene conocer, practicar para mejorar la capacidad de resolver problemas, e
interiorizar para hacer un manejo consiente y automatico de ellas.

Etapa 3: Ejecutar el Plan. Ya elegida la o las estrategias adecuadas, el estu-
diante debe trabajarlas con decisién y no abandonar el proceso a la primera difi-
cultad. Pero si el procedimiento se complica sin frutos significativos, se debe volver
al paso anterior y probar con una estrategia diferente. Por lo general hay varias
formas de llegar a la solucién y no podemos esperar acertar siempre con la mas
apropiada al primer intento.

Etapa 4: Una Vision Retrospectiva. Esta etapa es muchas veces omitida.
Pélya insiste mucho en su importancia (y nosotros también), no sélo porque consi-
deremos que comprobar los pasos realizados y verificar su correccion, realizacion
efectiva y verdadera nos puedan ahorrar muchas respuestas erréneas, sino porque
la visién retrospectiva nos puede conducir a nuevos resultados que generalicen, am-
plien o fortalezcan el que acabamos de hallar. Entonces, en esta etapa conviene
examinar, revisar, familiarizarse, y finalmente reflexionar sobre el procedi-
miento realizado.

Estrategias Especificas
Ahora bien, para determinar la solucién de un problema, ademdas de una es-
trategia general se sugiere contar también con unas estrategias especificas que se
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aplicaran de acuerdo al tipo de problema que se presente. Disponer de un buen
repertorio de estrategias, y de la experiencia en el uso de éstas, es de gran ayuda
para el que soluciona problemas matematicos. Sin embargo, el éxito en su aplicacién
depende mucho de la experiencia, juicio y buen sentido de quien las use. Pélya sug-
iere las siguientes estrategias especificas:

1. El conocimiento de los recursos matematicos. El papel de un estudiante
ante una situacién matemdtica (ya sea de interpretacién o de resolucién de proble-
mas), parte de tener claro cudles son las herramientas matemadticas que tiene a su
disposicién, qué de la informacion que se proporciona es relevante para afrontar la
situacién matematica o problema, cémo acceder a esa informacién y como utilizarla.

2. Diversas posturas ante un problema matematico. Al tratar de encon-
trar la solucién a un problema podemos cambiar repetidamente nuestro punto de
vista, nuestra forma de considerar un problema cuantas veces sea necesario.

3. Plantearse preguntas. Considérense las preguntas: ;Cudl es la incégnita?,
jcudles son los datos?, ;cudl es la condicién? Estas son preguntas aplicables en toda
clase de problemas, ya sea un problema aritmético, algebraico o geométrico, etc.
Estas preguntas ayudan a esclarecer el problema.

4. Imitacion y practica. El estudiante debe adquirir en su trabajo personal la
mads amplia experiencia posible. El resolver problemas es una cuestién de habilidad
practica, habilidad que se adquiere mediante la imitacién y la préactica.

5. Buscar semejanzas con otros problemas. ;A qué le recuerda al estudi-
ante la situacion planteada en el enunciado del problema? ;No se intuye que tal vez
sea como alguna otra resuelta con anterioridad?

6. Marcar las palabras clave. Encerrar o subrayar las palabras clave es una
técnica muy efectiva, pues muchas veces por la tension y la presion del tiempo se
puede entender mal lo que se pide en el examen y seleccionar por esto una respuesta
equivocada.

7. Extraer informacion 1til. Poner mayor atencién para obtener informacién
implicita al leer un problema escrito puede ayudar a entenderlo y resolverlo rapi-
damente. Identificar los datos que dan y decidir cudles serviran para resolver el
problema.

8. Reducir lo complicado a lo simple. Normalmente el camino correcto para
la resolucién de un problema complicado es la division de éste en otros mas sencillos.

9. Hacer un dibujo. A veces, una imagen aporta mas que toda la informacion
implicita en un enunciado. En el dibujo o esquema que se haga, se deben incorporar
los datos realmente importantes y prescindir de lo demas.

10. Estudiar todos los casos posibles. Se trata de ver todas y cada una de
las posibilidades, analizar si se pueden aceptar o descartar y por qué. El enunciado
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de muchos problemas suele impactar por su formalidad y generalidad de lo que
plantean y tipo de soluciéon que solicitan.

11. Elegir una buena notacion. Eligiendo una buena notacién, un problema
se puede simplificar notablemente. El objetivo es relacionar los datos con las varia-
bles desconocidas y tratar de hacer los cdlculos de la mejor manera posible.

12. Incorporar algo adicional. A veces, al incorporar un elemento nuevo,
por ejemplo, una linea, una incégnita, una férmula conocida (aritmética, alge-
braica, etc.), se ponen de manifiesto relaciones que de otra forma pueden pasar
desapercibidas.

13. Sustituyendo ntmeros. Cuando un problema involucra variables (letras
o cantidades desconocidas) puede parecer dificil y confuso, simplemente reemplazar
las variables por nimeros.

14. Trabajando desde las respuestas. En ocasiones, la solucién a un proble-
ma serd obvia. En otras serd més util trabajar usando las respuestas que se proveen.
Se recomienda tener muy presente esta estrategia cuando se trabaja con problemas
de opcién multiple.

15. Determinar un patrén. Principalmente cuando se trata de problemas
donde la hipétesis estd dada por una serie de niimeros o condiciones que determinan
una situacion reiterativa se recomienda analizar elemento a elemento y descubrir el
comportamiento de éstos.

16. Hacer estimaciones. Esta estrategia sera recomendable aplicarla cuando
s6lo baste hacer calculos sencillos y hasta mentales.

17. Construir una ecuacién. La modelacién de problemas que conducen a la
solucién de ecuaciones lineales o a un sistema de dos ecuaciones lineales con dos
variables es una estrategia que contribuye a la solucién exitosa de un problema.

4. APLICACION DE LA TEORIA DE POLYA

En esta seccion se muestra la aplicacion de las estrategias sugeridas por Pélya
en problemas representativos de las tres areas elementales: aritmética, algebra y
geometria; atendiendo a los diferentes modelos que generalmente aparecen en una
prueba de admision. Cada problema cuenta con su respectiva sugerencia y solucién,
asf como la o las estrategias que recomendamos utilizar. Se menciona el niimero de
la lista dada en la seccion anterior y el nombre de la estrategia. En la solucién del
problema se puede apreciar la aplicacién de la o de las estretegias sugeridas. En la
referencia [17] se pueden consultar 60 problemas como los que aqui se enlistan y 60
mas que se proponen pero sé6lo con una sugerencia.

1. Si Carlos ahorra $1 el dia 1, $2 el dia 2, $3 el dia 3, y as{ sucesivamente,
jcudnto habrd ahorrado en total para el dia 317
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Sugerencia. El ahorro del dia corresponde al nimero de dia, por lo que para el
dia 31 Carlos habra ahorrado : 1 +2+3+4 4+ --- + 29 4+ 30 + 31. La férmula de
Gauss. FEstrategia 12: incorporar algo adicional.

Solucion. Para calcular el ahorro del dia 1 al 31 podemos incorporar algo adi-
cional, aplicar la féormula de Gauss, la cual sirve para hallar sumas de ntimeros
naturales consecutivos hasta un determinado ntimero n, estableciéndose que:

1
1+2+3+~~~+n71+n:%.

Luego, la suma de los ahorros diarios hasta el dia 31 es:

31(31+1) 992
—F—= = — =496.
5 > 96

2. Una compania de 720 hombres esta dispuesta en filas. El niimero de soldados
de cada fila es 6 mas que el numero de filas que hay. ; Cudntas filas y cuantos sol-
dados hay en cada una?

Sugerencia. Para resolver este problema, debemos generar una ecuacién de
la forma az? + bx + ¢ = 0, y posteriormente determinar alguno de los métodos
de solucién para dicha ecuacion. FEstrategias 12, 17, 7 y 1: incorporar algo adi-
cional, construir una ecuacion, extraer informacion util y conocimiento de recursos
matemdticos.

Solucién. Definamos a S como el nimero de soldados de cada fila, y a F' como
el nimero de filas en que esta dispuesta la compania de 720 hombres. Como “El
nimero de soldados de cada fila es 6 més que el numero de filas que hay”, entonces,
F = S — 6. Esta ecuacién serd nuestra ecuacién 1.

Por otra parte, si se multiplican las filas (F') por el nimero de soldados que hay
en cada una (S) obtendremos el total de soldados, por lo que F - § = 720. Esta
ecuacion serd nuestra ecuacién 2.

Entonces, sustituyendo la ecuacién 1 en la ecuacion 2 obtendremos:
F-§=8-6S="720.
De donde §2— 68 — 720 = 0, serd nuestra ecuacién cuadrética que cumple la
forma az? + bx + ¢ = 0.

Ahora bien, resolveremos esta ecuacién por medio de a factorizaciéon. Luego:
S§2— 68 — 720 = (S +24) (S — 30)
donde claramente el conjunto solucién es S; = —24 y S92 =30.
Elegimos el nimero de soldados que tiene cada fila como S5 =30, pues —24 solda-
dos en una fila no es una cantidad légica. Entonces, volviendo a nuestra ecuacién 1,

F =5 — 6, se tiene que F = 30 — 6 = 24.

Por lo tanto, el numero de filas es 24, habiendo 30 soldados en cada una.
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3. El dividendo de una division es 112. El divisor sumado con el triple del cociente
da 37. Hallar el divisor.

a)7 b) 58 c) 3 d) 16 e) Indeterminable

Sugerencia. Debemos determinar el divisor (considerando que el dividendo es
112), por lo que partiendo desde las respuestas podemos realizar las operaciones
correspondientes donde se evidenciara el cociente. FEstrategias 14 y 16: trabajando
desde las respuestas y hacer estimaciones.

Solucién. Atendiendo a la condicién: “El divisor sumado con el triple del co-
citente da 37”.

Realizando divisiones se nota que con la opcién a) obtenemos: % =7, de donde
se cumple que: divisor + 3(cociente) = 37.

4. Si AB y DC son paralelas y de igual magnitud, CD = 3 cm y BD = 5 cm.
;,Cudl es el area del tridangulo ADB?

~

A B

Sugerencia. La base se conoce y la altura es la longitud de uno de los catetos
del triangulo BCD. Estrategias 1, 12 y 16: conocimiento de recursos matemdticos,
incorporar algo adicional y hacer estimaciones.

Solucion. Para determinar el drea del tridngulo ADB necesitamos conocer su
base y de su altura. La base se conoce pero la altura no, sin embargo, es posible
descubrirla si observamos que tal altura es uno de los catetos del tridngulo CBD. In-
corporado algo adicional, como lo es el Teorema de Pitdgoras sabemos que: BD? =
CD? + CB2.

Luego 5% = 32 4+ CB?, de donde obtenemos que CB = /25 — 9 = v/16 = 4 cm.

Por lo que la altura del tridngulo CBD (misma altura para el tridngulo ADB)
es: 4 y su base AB = CD = 3. Entonces su drea sera:

= 6 cm?.

base - altura 3.4
2 2
5. En un grupo de 15 personas, seis son mujeres. Si la mitad de ellas tiene ojos

de color café, jcudl es la probabilidad de que al elegir una persona del grupo sea
una mujer con ojos de color café?

a) 35 b) ©) § d) 15 e) §
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Sugerencia. Unicamente hay que identificar al conjunto que cumple la condicién
(mujer con ojos de color café) respecto al conjunto total de elementos. Estrategia

1: Conocimiento de recursos matemdticos.

Solucion. De un total de 15, seis son mujeres y 3, entonces, la probabilidad de
elegir a una mujer que tenga ojos de color café es b) %

Instrucciones. El problema siguiente consiste en comparar dos can-

tidades o informaciones. La opcién correcta se marcara de la siguiente
manera:

a) Sila cantidad de la Columna A es mayor.

b) Si la cantidad de la Columna B es mayor.

c) Si las dos informaciones expresan la misma cantidad.
d) Si la informacién sea insuficiente.

Columna A Columna B
6. Sabiendo que x y ¥ son numeros enteros.
422 +4y? (22+ 2y)?

Sugerencia. La Columna B aporta (2z+ 2y)? el cual es el cuadrado de un bi-
nomio y se puede desarrollar algebraicamente. El enunciado sélo menciona que x y
y son enteros, pero no especifica su signo. FEstrategia 10: Estudiar todos los casos
posibles.

Solucién. La Columna B aporta (2z+ 2y)? el cual es el cuadrado de un bi-
nomio, que sabemos que se desarrolla como (2x+ 2y)? = 422+ S8xy+ 4y>.

Ahora bien, podriamos pensar que la Columna A es menor a la Columna B. Sin
embargo se sugiere no tomar decisiones precipitadas, ya que si bien es cierto que en
la Columna A hay un término algebraico méas que en la Columna B, no conocemos
exactamente los valores de las literales = y y.

Lo anterior sugiere estudiar todos los casos posibles, se refiere a lo siguiente:

Si x y y son ambos positivos, entonces: 4a?+4y? < 422+ Sxy+ 4y?.
Si x y y son ambos negativos, entonces: 4x2+4y? < 4%+ Sxy+ 4y>.
Si x es positivo y y negativo (o viceversa), entonces: 4x2+4y? > 4w+ S8xy+ 4y>.

Por lo tanto, la respuesta es d).
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5. CONCLUSIONES

FEl presente articulo es el resultado de una investigacion acerca de las estrate-
gias de resolucion de problemas y su aplicacién a problemas matematicos del tipo
examenes de seleccion para acceder a la educacion de nivel superior. Para esto,
se hizo una revision bibliografica de diversos autores que de alguna manera se
han involucrado en el diseno y anélisis de estrategias para abordar problemas de
matematicas.

Ademds, se hizo una revisién de diversas guias de estudio enfocadas a la acredi-
tacion de evaluaciones de las principales instituciones educativas de nivel superior,
esto con el fin de extraer los distintos modelos de problemas.

A los problemas extraidos le han sido aplicadas algunas de las principales es-
trategias definidas en su gran mayoria por uno de los principales autores de este
ambito, como lo es Pdlya. Ademds, se dan algunas sugerencias y recomendaciones,
asi como soluciones para los problemas propuestos. Es pertinente comentar que por
lo general estos problemas analizados no requieren de conocimientos especializados,
y las mismas técnicas y estrategias que ejemplificamos con problemas elementales
se pueden combinar para atender otros mas avanzados.

En suma, se pretende que este trabajo sirva como apoyo a profesores que de-
seen preparar estudiantes en la solucién de problemas, en particular problemas del
estilo de examen de admisién de nivel profesional. Nos enfocamos a la resolucion
de problemas en el ambito de pruebas de seleccién por el hecho de que estas son
utilizadas como vehiculos al servicio de otros objetivos curriculares tales como pro-
bar un dominio de conocimiento, manejo de conceptos, actitudes y procedimientos.
El trabajo completo se puede revisar en la tesis de licenciatura que tiene el mismo
titulo.
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ACERCA DEL ABUSO DE LA PROPORCIONALIDAD POR
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RESUMEN. La proporcionalidad es un tema importante que recibe mucha aten-
cién en educacién bésica, media y media superior de las matematicas; los es-
tudiantes se enfrentan con frecuencia a problemas proporcionales del valor
faltante, comtinmente llamados problemas de Regla de Tres, caracterizados
por una igualdad entre razones. Los estudios han indicado que los estudiantes
tienden fuertemente a aplicar métodos proporcionales a la solucién de proble-
mas del valor faltante, incluso a problemas donde el esquema es cuestionable o
aun claramente inadecuado. En la presente investigacion se utiliza un instru-
mento disenado especialmente para detectar el abuso de la proporcionalidad,
el cual fue aplicado a 100 estudiantes del tercer grado de preparatoria, con
la intencién ademas de describir y exponer el desenvolvimiento de las capaci-
dades cognitivas, presentadas por dichos jévenes, cuando se confrontan a un
problema con dichas caracteristicas.

1. INTRODUCCION

El abuso de métodos proporcionales en la soluciéon de problemas ha sido docu-
mentado y discutido por varios eruditos en el campo, tanto el concepto de linealidad
como sus caracteristicas y representaciones [1].

El razonamiento lineal es una herramienta importante que se utiliza para inter-
pretar los fenémenos del mundo real, incluso cuando los fenémenos son, en realidad,
no lineales. Es esencial para entender, solucionar e incluso formular una amplia
gama de los problemas mateméticos y cientificos (elementales y avanzados).

La familiaridad cada vez mayor y la experiencia de los estudiantes con ideas
lineales es importante, pero puede llevar a una tendencia a aplicar ciertos aspectos
de linealidades dondequiera, incluyendo en situaciones donde no son aplicables en
absoluto, los estudiantes se muestran seducidos frecuentemente por la idea de ver
cada relacién numérica como si fuese lineal, debido a la Ilusidn de linealidad.

En resumen, utilizan métodos lineales mas alla de su gama de aplicabilidad.

2. ANTECEDENTES

El razonamiento lineal desempena un papel primordial en la educacién de las
matematicas. Observamos que los estudiantes viven a todo tiempo experiencias
que se pueden caracterizar como lineales y que pueden establecer los fundamentos
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para el razonamiento lineal. Wim Van Dooren en [2] menciona 3 momentos donde
los estudiantes experimentan lo anterior:

= Desde los 6 6 7 anos hacen juicios légicos y eficaces en situaciones lineales,
por ejemplo se le dice que 1 coche tiene 4 ruedas, 2 coches tienen 8 ruedas,
ellos, desde esa edad, deducen que para 3 coches se tendran 12 ruedas.

= Los alumnos de segundo y tercer grado de primaria aprende a multiplicar y
dividir y reconocer cuando aplicar estas operaciones en problemas del valor
faltante, por ejemplo se le dice al estudiante si una caja de 12 ldpices de
colores costé 48 pesos, responder el costo de cada color.

= La nocién de la proporcionalidad se introduce desde el cuarto, quinto grado
de primaria, después se hace mas formalmente. Desde entonces, enfrentan
a los estudiantes con frecuencia a los problemas de proporcionalidad en un
formato de los llamados problemas de regla de 3.

Posteriormente, con los fundamentos para un razonamiento lineal, los estudiantes
tienen muchas ocasiones para practicar habilidades proporcionales en problemas de
razonamiento mas complejos:

= Durante la ensenanza secundaria la nocién més abstracta de la funcién lineal
se introduce, que es ahora en un plano cartesiano y aprendiendo a manipular
la relacién entre problemas de proporcionalidad directa y su representacion
en un plano.

= Luego los estudiantes encuentran varias relaciones proporcionales en las cien-
cias: entre el didmetro y el perimetro de un circulo, entre el tiempo y la
distancia a velocidad constante, entre la masa y el volumen de una sustancia
uniforme, o entre el voltaje y el amperaje en un circuito eléctrico.

2.1. Abuso de proporcionalidades en los problemas aritméticos pseudo-
proporcionales del valor faltante y en patrones numeéricos.

Existen problemas aritméticos a los que llamamos Pseudo-proporcionales del valor
faltante para los cuales es claramente inadecuado un método proporcional. Es im-
portante aclarar que los problemas de una pseudo-proporcionalidad son claramente
solucionables, haciendo notar que las habilidades matematicas de los estudiantes
enfrentados a dichos problemas son las suficientes para resolverlo.

La carencia de resultados satisfactorios en este tipo de problemas por parte de los
alumnos, pende de la presentacién del problema, se llega pues a pensar que porque
la mayoria de las tareas proporcionales del razonamiento encontradas en la escuela
fueron indicadas en un formato de valor faltante, y al mismo tiempo los problemas
no-proporcionales raramente fueron indicados en este formato, el problema carece
de una soluciéon facil. Ello indica una comprensiéon superficial de dicho concepto,
asi como de las circunstancias bajo las cuales es aplicable. En lugar, aprendieron
la asociacién superficial, entre una formulacién lingiiistica del problema y un pro-
cedimiento de la solucién. Se concluye que parte del problema radica en que los
libros de texto no acentuan suficientemente la capacidad de discriminar entre las
situaciones proporcionales de las que no lo son.
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En investigaciones previas, por ejemplo en [1], se ha demostrado que la tendencia
a dar respuestas proporcionales a los problemas no proporcionales en una formu-
lacién de valor faltante o de regla de 3 esté presente antes de la instruccién formal en
el razonamiento proporcional, asimismo el abuso de métodos proporcionales llega a
ser mas prominente cuando los problemas de la proporcionalidad del valor faltante
son centrales en el curso, siendo que disminuye cuando estos problemas dejan de
ser el tema a aprender.

Asi, por ejemplo, en un primer curso de calculo al solucionar problemas tales
como Si una planta mide 30 cm al principio de un experimento y su altura aumenta
un 50 porciento mensual, ;Cudnto medird después de 3 meses? En este problema el
62 por ciento de los estudiantes respondié de manera lineal con respecto al aumento
de la altura en funcién del tiempo, en vez de considerar el caricter exponencial de
este proceso de crecimiento [2].

La maés frecuente de las respuestas erréneas observada en los problemas de pa-
trones numéricos es debido a una asuncién de proporcién en vez de una determi-
nacién del razonamiento correcto. Esto se debe a que los patrones de respuesta
confirman que los estudiantes estan intuitivamente familiarizados con las relaciones
que aplican proporcionalidad. Estas relaciones generalizadas se deben quizas a un
malentendido anterior al estudio formal de los asuntos relacionados (cociente, ley
distributiva).

3. METODOLOGIA

Se llevé a cabo una investigacion con 100 estudiantes de nivel medio superior en
visperas de presentar su examen de admisién a nivel licenciatura de la Benemérita
Universidad Auténoma de Puebla (BUAP), en la cual el objetivo era percatarnos
que aun a nivel medio superior existe entre algunos jovenes la incapacidad de dis-
cernir entre ocupar un razonamiento proporcional o no. Esta investigacién se basa
en un instrumento que posee la caractetistica de ser un problema aritmético pseudo-
proporcional del valor faltante.

3.1. Instrumento de investigacién. Se disefié un instrumento especial para
esta investigacion, el cual fue ideado para detectar el abuso de proporcionalidad con
la intencién ademads de describir y exponer el desenvolvimiento de las capacidades
cognitivas presentadas por dichos jévenes, cuando se confrontan a un problema con
dicha caracteristica.

El instrumento es el siguiente:

Juntando las mesas.

Para una fiesta se tienen disponibles mesas rectangulares. Alrededor de una mesa
pueden sentarse 6 personas. Al juntar dos mesas, pueden sentarse 10 personas.

= Al juntar 4 mesas, ;Cudntas personas podrdn sentarse?
= Al juntar 10 mesas, ;Cudntas personas podrdn sentarse?
= Al juntar 100 mesas, ;Cudntas personas podrdn sentarse?

= Al juntar N mesas, ;Cudntas personas podrdn sentarse?
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Se le solicita justificar sus respuestas con palabras, ademds de que en las primeras
dos preguntas disponen de un espacio para realizar un dibujo para llegar a la re-
spuesta, si lo creen necesario.

3.2. Analisis de resultados. En esta seccién nos dedicaremos a analizar e in-
terpretar los resultados obtenidos del instrumento de investigacion.

Observamos en primera instancia que el patréon numérico que llega a resolver el
problema de manera satisfactoria estd dado por la funcién F(n) = 4n + 2 (ademés
de todo aquel patrén que sea equivalente al dado) donde n representa el nimero de
mesas y F(n) el ntimero de personas, y es a partir de dicha funcién que se llegan a
escrutar las caracteristicas y capacidades cognitivas de los estudiantes.

Ficura 1. Clasificacion de los estudiantes de acuerdo a sus 3
primeras respuestas

El primer gréfico es para distinguir aquellos estudiantes que logran responder
hasta la pregunta 3 correctamente, con lo cual se desea mostrar que dos terceras
partes de los estudiantes investigados tienen dificultades en aspectos cualitativos
del problema. Deducimos de este hecho que los estudiantes tienen conflictos al
momento de abordar ejercicios en donde no estd presente una proporcionalidad
directa, aunque el enunciado indicase posiblemente que si hubiere (La llamada
pseudo-proporcionalidad) y se presentan dichos conflictos desde la parte numéri-
ca y al momento de discriminar entre proporcionalidad o no.

Conforme a los que aciertan:

Este segundo gréfico corresponde a los 33 estudiantes que acertaron las tres
primeras cuestiones, pero ahora apreciamos si fueron capaces de llegar a plantear
un modelo para un nimero general de mesas. Nos percatamos que solamente 17 de
los 100 estudiantes que elaboraron la prueba llegaron a solucionar por completo el
problema de una manera correcta, ademds de que responder en la parte numérica
de manera correcta no brinda la garantia de que estos estudiantes sean capaces de
transportar sus respuestas a lo general.

Un rasgo primordial para evaluar una respuesta como correcta es la justificacion
de ésta, es ahi donde analizamos los tipos de argumentaciéon que sostuvieron los
estudiantes. Se decidié clasificar estas argumentaciones como validas e invalidas,
las primeras son aquellas que tienen una base matemdtica acertada, por ejemplo:
en cada mesa habrd cuatro personas a los lados y se sumardn solamente 2 que
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Ficura 2. Clasificacion de los estudiantes que acertaron al hallar
el caso de N mesas

Ficura 3. Clasificacion de los 33 estudiantes que acertaron de
acuerdo a su tipo de justificacion.

corresponden a las personas de las orillas e invalidas como aquellas que no le brindan
ningin aporte para llegar a la respuesta o que descansan en una tesis matematica
invalida, por ejemplo: pues depende de como vayan llegando a sentarse o el producto
de mesas por 6 disminuye de acuerdo al nimero de mesas, es decir si hay dos mesas
se tendrd 6 por 2 y disminuye 2, si hay 10 mesas entonces se tendrd las 10 mesas
por 6 personas menos 10, que es el numero de mesas y el resultado obtenido serd el
numero de personas que andamos buscando(figura 3).

La esquematizacion del problema es uno de los aspectos a analizar de los estu-
diantes investigados. Percibimos todo tipo de dibujos, van desde aquellos comple-
tamente realistas hasta los mas abstractos donde, para representar a las personas,
emplean nimeros, aunque cabe decir que solamente 7 de los alumnos fueron los que
recurrieron a este tipo de representacion. Resaltamos el hecho que encontramos una
relacién entre dibujos abstractos y buenos resultados en la solucién,(figura 4).

Ahora analizando los 67 personas que erraron en las 8 primeras respuestas:

Este quinto gréfico (figura 5) estd presente debido a que deseamos manifestar el
ntmero de estudiantes que emplean un razonamiento lineal proporcional, entendido
como aquel de regla de 3, a partir de su respuesta y justificacién, por ejemplo, al
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Fiaura 4. Clasificacion de los estudiantes que acertaron de acuer-
do a la elaboracion de dibujos

Ficura 5. Clasificacion, de acuerdo a su justificacion, de los es-
tudiantes que se equivocaron

decir si en dos mesas caben 10, en cuatro cabrdn 20. Observamos que aproximada-
mente de 1 de cada 3, a nivel medio superior, aiin no son capaces de discernir entre
problemas proporcionales y no proporcionales.

FicuraA 6. Clasificacion de los estudiantes que emplearon un ra-
zonamiento proporcional

Observamos que al momento de ocupar un razonamiento proporcional hay una
distincion entre aquellos que desde el inicio tienen dudas de como plantear el proble-
ma y es por ello que recurren a un razonamiento proporcional y aquellos estudiantes
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que al no poder disponer de los dibujos, en el caso de la pregunta de las 100 mesas,
recurren a un razonamiento de regla de 3. Esto lo observamos al momento de su
justificacién en la tercera pregunta: Al caber 42 personas en 10 mesas, cabran 420
en 100 mesas, (figura 6).

Ficura 7. Clasificacion de los estudiantes, de acuerdo a la elabo-
racion de sus dibujos, que utilizaron un razonamiento proporcional
desde la pregunta 1

La figura 7 nos refleja la clara confusién de los estudiantes, que recurren a un
razonamiento proporcional desde la pregunta 1, debido a que no son capaces de
concebir un dibujo; sabemos que existen muchos problemas que no pueden respal-
darse en un dibujo, pero este ejercicio es uno en los cuales un esquema es de gran
ayuda para deducir la respuesta.

Analizando a los 14 estudiantes restantes, nos percatamos que elaboran sus dibu-
jos ante las primeras preguntas, y que es un hecho imprescindible el apoyarse en un
esquema para poder responder de manera acertada, y al no disponer de un dibujo
en la tercera cuestion, titubean en su razonamiento y recurren al que intuitivamente
estd ahi presente: un razonamiento de regla de 3. Ademaés diremos que dichos
dibujos tienen caracteristicas menos abstractas que los de aquellos estudiantes que
acertaron en la respuesta. Consideramos que una caracteristica para lograr acertar
la respuesta es el hecho de no apoyarse de manera total en un dibujo, y por ende, el
dibujar de manera que solamente se abstraiga la informacion necesaria para hallar
la respuesta(Figura 8).

Por ltimo en este andlisis consideraremos aquellos que se equivocaron por una
razén distinta de un razonamiento proporcional. Los clasificamos de igual manera
que en el caso de los que acertaron:

= Una justificacién valida como por ejemplo: La relacion que se va obteniendo
es la tabla de 4 pero recorrida dos nimeros e
= Invélidos como por ejemplo pues dependen qué tan amontonados estén.

Observamos que es muy reducido el nimero de estudiantes que a pesar de haber
justificado de manera idénea no logran dar una respuesta correcta (solamente 7)
(ver Figura 9).

Analizando aquellos que optan por argumentos distintos a un razonamiento pro-
porcional estd presente una tendencia a basarse en ideas tales como depende qué tan
delgadas estén las personas o json ninos o adultos?; justificando de esta manera
estd claro que se presentaran mayores dificultades para concebir una respuesta para
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FicuraA 8. Clasificacion de los estudiantes, de acuerdo a la elabo-
racion de sus dibujos, que utilizaron un razonamiento proporcional
a partir de la pregunta 3

FicurA 9. Clasificacion de los estudiantes, de acuerdo su tipo de
argumentacidn, que erraron por una razdén distinta a un Tazon-
amiento proporcional.

nuestro problema.

Se ha observado que los estudiantes seleccionan y utilizan un método propor-
cional de una manera intuitiva. Los estudiantes optaron inmediatamente por éste,
y encontraron muy diffcil justificar su opcién (alrededor de una quinta parte de los
estudiantes no justifican sus respuestas).

Muchos demostraron deficiencias particulares con su conocimiento geométrico
(al momento de idear las mesas) y tienen actitudes y creencias inadecuadas para
solucionar los problemas matemaéticos del valor faltante (por ejemplo la creencia que
la primera solucion es siempre la mejor) y un tedio para utilizar demés recursos
(abordando un problema no trivial primero haciendo un bosquejo o un dibujo).

4. CONCLUSIONES

Existe una problematica en la resolucion de ejercicios del valor faltante: Alrede-
dor de una tercera parte de estudiantes emplea un razonamiento proporcional atin
cuando este tipo de razonamiento no es aplicable a nuestro problema, provocando
que no acierten la solucién.



ACERCA DEL ABUSO DE LA PROPORCIONALIDAD... 227

Las justificaciones con palabras de las respuestas nos indican que los estudiantes
estan altamente familiarizados en el empleo de razonamiento de Regla de Tres para
resolver este tipo de problemas y es por ello que yerran, pero debemos hacer hin-
capié que la resolucion del problema no rebasa las capacidades de los estudiantes,
es decir, los jévenes a este nivel de estudios poseen las herramientas cognitivas su-
ficientes para resolver este problema de manera satisfactoria.

Debido a ciertas situaciones (sabemos que en ciertos momentos en el plan de
estudios de matematicas existe una clara extension para el asunto referente a la
proporcionalidad; que los problemas no proporcionales, indicados en un formato
de valor faltante, son escasos en los libros de texto y el hecho de que las propor-
cionalidades se encuentran en las experiencias méds comunes y frecuentes de los
estudiantes) estd provocando la incapacidad de emplear el razonamiento idéneo
para problemas del valor faltante, incapacidad que perdura a través de los afos,
conllevando a un abuso del razonamiento proporcional aun a nivel medio superior.
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CapriTULO 20

FISICA Y MATEMATICA DESDE ARQUIMEDES

RAUL LINARES GRACIA
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RESUMEN. Presentamos un ejemplo de cémo trabajaba Arquimedes y de los
conceptos fisicos involucrados al resolver un problema matematico como es el
de la cuadratura de la parabola.

1. INTRODUCCION

La genialidad de la mente humana es maravillosa sin duda alguna, y para muestra
de ello hay que dar un vistazo a la historia, voltear a ver a esos grandes person-
ajes que aportaron grandes conocimientos al mundo. Fijemos nuestra atencién en
la antigua Grecia, siendo aun mas precisos, en la ciudad de Siracusa. Ahi vivié Ar-
quimedes cuya genialidad ha sorprendio ha sus conteporaneos y generaciones sigui-
entes.

La manera en que Arquimedes fue desarrollando sus ideas para concluirlas en
conocimientos concretos es digna de mencionarse y analizase, un ejemplo es aquel
pasaje cuando en un momento de relajaciéon en un bano piblico descubre la manera
de como comprobar un posible fraude que le estarian haciendo a su amigo el rey
Hierén y sale gritando del lugar aquella frase famosa: jEureka, Fureka! Arquimedes
también inventé numerosas e ingeniosas maquinas para mantener a distancia a los
romanos que trataban de invadir la ciudad como catapultas de alcance variable,
una maquina que incendiaba los barcos romanos, pértigas méviles que proyectaban
masas considerables sobre los barcos situados demasiado cerca de los muros de la
ciudad. Y no nada maés en aplicaciones muestra su talento sino también en la tedria,
como muestran sus principales obras. En las que da una contribucién original a las
matematicas de su época siendo otra prueba de su genialidad.

En este trabajo analizaremos su obra El Método en la cudl explica a Eratdstenes
como llegaba a tales resultados dando un ejemplo de como utilizd conceptos fisicos
para llegar a esos resultados pero antes daremos un breve esbozo de su vida y sus
obras principales.

2. LA VIDA DE ARQUIMEDES

Desafortunadamente no se cuenta en especifico con una biografia de Arquimedes
va que Heracleides escribié su biografia pero se perdié y por eso hay que recurir
a varias fuentes antiguas de veracidad irregular que nos dan pasajes de la vida de
Arquimedes. Tzetzes (gramético bizantino) refiere que Arquimedes murié a la edad
de setenta y cinco anos; puesto que murio en la caida de Siracusa en el ano 212
a.C. entonces se deduce que nacié hace el 287 a.C. Del historiador griego Diodoro
sabemos que estudié en la universidad de Alejandria, posiblemente con los sucesores
de Euclides.

229
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Tzetzes escribié en su Libro de historias (El bizantino del siglo XII, Juan Tzet-
zes, conservo en su libro un gran tesoro de detalles literarios, histéricos, teolégicos
y cientificos, pero se ha de usar con precaucién) sobre Arquimedes lo siguiente:

“Arquimedes el sabio, el famoso constructor de méquinas, fue de raza siracu-
sana, y trabajo con la geometria hasta la vejez, llegando a los setenta y cinco afos.
Dominé muchas fuerzas mecénicas y, con un aparato de tres poleas arrastré una
nave de cincuenta mil medimnos de peso, con sélo la mano izquierda. Cuando el
general romano Marcelo asaltaba Siracusa por tierra y por mar, levanté con sus
aparatos algunos buques de carga, los suspendié sobre la muralla de Siracusa y los
lanz6 amontonados a la profundidad, con su tripulacién. Después de retirar Marce-
lo sus barcos a distancia, el anciano proporcioné a los siracusanos la ma-nera de
levantar piedras tan grandes como un carro y, disparandolas continuamente, hundir
los navios. Al retirarlos Marcelo a un tiro de arco, el anciano construyé una es-
pecie de espejo hexagonal y puso espejos mas pequenos, tetragonales, a distancias
proporcionadas al tamanio del espejo, los movié con cuerdas y bisagras, constituyen-
dolo en centro de los rayos del Sol, los rayos de mediodia, tanto en verano como
en invierno. Después, al reflejarse los rayos en el espejo, provocé en los barcos un
terrible incendio, convirtiéndolos en ceniza a un tiro de arco de distancia. De esta
manera super6 el anciano a Marcelo con sus armas. Y en su dialecto dérico de Sir-
acusa, dijo: Si tuviera sitio para apoyarme, moveria con mi caristién toda la Tierra.”

Plutarco en su obra Marcelo cuenta la dramética historia de la muerte de Ar-
quimedes tras la caida de Siracusa:

Dicen, que él, viendo desde arriba la ciudad bella y espaciosa, derramé muchas
lagrimas, al pensar con dolor en lo que iba pasar, cuando en poco tiempo cambiaria
de aspecto y de forma, saqueada por la soldadesca. Marcelo permitié que se hiciera
presa del dinero y de los esclavos. En cuanto a las personas libres, dio érdenes de
que no fueran molestadas, ni se matara o ultrajara, o se esclavizara a ningun sira-
cusano. Pero lo que apend especialmente a Marcelo fue la desgracia de Arquimedes.
Estaba solo, examinando una figura de geometria, y habia entregado de tal forma
su pensamiento y sus ojos a la contemplacién, que no percibi6 la irrupcion de los ro-
manos ni la toma de la ciudad. De pronto, se le presenta un soldado y le ordena que
le siga hacia Marcelo. Arquimedes no quiere hacerlo antes de acabar el problema y
establecer la demostracién. El soldado se irrita y, desenvainando la espada, lo mata.
Otros dicen que el soldado se presenté directamente con la espada para matarlo y
que Arquimedes, al verlo, le rogé y suplicé que esperara un poco para no dejar la
investigacion sin terminar y sin demostrar, pero que el soldado, sin preocuparse, lo
matd. Se estd de acuerdo, sin embargo, en que Marcelo se aparté del asesino con
horror, como de un sacrilegio, y que buscé a los parientes para honrarlos.

3. LAS PRINCIPALES OBRAS

Los tratados de Arquimedes, que versan a la vez sobre geometria plana y geo-
metria en el espacio, aritmética, mecanica, hidrostatica y astronomia, estan siempre
orientados hacia el descubriemiento de nuevos conocimientos y contiene material
nuevo, resultado de aproximaciones originales y personales.

Arquimedes escribié méas de diez obras que se clasifican en el orden siguiente:
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Primer libro de los equilibrios, que trata de los centros de gravedad, los
paralelogramos y los triangilos.

. Cuadratura de la pardbola, que incluye un prefacio dirigido a Dositeo y trata

de la cuadratura de cualquier segmento parabdlico, problema para el que
ofrece dos soluciones: una mecédnica y otra geometrica.

Segundo libro de los equilibrios, que trata de los centros de gravedad de los
segmentos de pardbola.

Sobre la esfera y el cilindro I y II. Los principales resultados contenidos en
estas dos obras son:

a) la superficie de una esfera es cuatro veces la del gran circulo;

b) la superficie de un segmento de esfera es igual a un circulo de radio igual
a un segmento de recta trazado desde el vértice del segmento al punto
sobre la circunferencia de la base;

¢) si un cilindro estd circunscrito a una esfera y su altura es igual al
didmetro de la esfera, entonces, 1) el volumen y 2) la superficie (con
las bases) del cilindro son una vez y media el volumen y la superficie
respectiva de la esfera.

Este resultado debié gustar de manera especial a Arquimedes, ya que pidié a
los suyos que sobre su tumba representaran la figura de la esfera inscrita en el
cilindro. Gracias a esta inscripcion, en el ano 75 a. C., Marco Tulio Cicerén,
cuestor por entonces en Sicilia, pudo identificar la tumba de Arquimedes a
pesar del estado ruinoso en que se encontraba.

Sobre las espirales, que concierne a la espiral de Arquimedes, la figura en-
gendrada por un punto que se mueve con velocidad constante sobre una
semirrecta, radio vector, que a su vez gira con velocidad angular constante
alrededor de su origen (f = rf). El estudio de las tangentes y de las dreas
barridas por el radio vector.

Sobre los conoides y los esferoides, que trata de los volimenes barridos por
las elipses y parabolas que giran alrededor de un eje de simetria y por las
hipérbolas que giran alrededor de un eje transversal.

Medida del circulo, breve tratado que estd compuesto por tres proposiciones;
la primera demuestra la equivalencia de los problemas de la cuadratura y
la rectificacién; la segunda prueba que el circulo es los % del cuadrado
circunscrito si la longitud de la circunferencia es 3 veces el didmetro mas
un séptimo; por ultimo, la dltima proposicion afirma que el perimetro del
circulo es menor que los 3% del didmetro, puesto que es superior a los 3%
de este didmetro.

Arenario, que contiene un sistema de nimeros grandes, concebido en un prin-
cipio para que Arquimedes pudiese escribir un ntimero superior al nimero
de granos de arena necesarios para llenar todo el universo.

los cuerpos flotantes, libros I y II, que trata del equilibrio de un segmento de
paraboloide de revolucion que flota en un liquido, del principio hidrostético
de Arquimedes, etc.

Tratado del método, en donde Arquimedes revela a Eratdstenes algunos de
sus métodos de investigacion, utilizados para descubrir varios de sus teore-
mas.
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4. EL METODO DE ARQUIMEDES

El manuscrito del Método de Arquimedes se encontré en 1906 por Heiberg, tuvo
noticias del hallazgo en el convento del Santo Sepulcro de Constantinopla de un
palimpsesto de contenido matemético. Un palimpsesto es un pergamino, en él, el
primer texto escrito fue lavado para poder volver a escribir una nueva obra, en
este caso un libro de oraciones de la iglesia ortodoxa. Examinando el texto con
técnicas fotograficas, Heiberg descubrié que en el pergamino habia escritas obras
de Arquimedes que habian sido copiadas alrededor del siglo X. En sus 185 paginas
estaban Sobre la esfera y el cilindro, Sobre las espirales, La medida del circulo, Sobre
el equilibrio de los planos y Sobre los cuerpos flotantes ademds de la tnica copia
de El método. Durante la primera Guerra Mundial el texto volvié a desaparecer,
reapareciendo en 1998, en una de las célebres subastas de la Galeria Christie y un
coleccionista anénimo lo adquirié por dos millones de délares y lo dond, para su
cuidado, al Museo Walters de Baltimore.

La particularidad de este libro radica en el uso de la experimentacién previa a la
hora de resolver los problemas. Arqumedes en una carta a Eratdstenes lo expresa
de la siguiente manera:

“Reconociendo, como digo, tu celo y tu excelente dominio en materia de filosofia,
amén de que sabes apreciar, llegado el caso, la investigacion de cuestiones matemd-
ticas, he creido oportuno confiarte por escrito, y explicar en este mismo libro, las
caracteristicas propias de un método segun el cual te serd posible abordar la inves-
tigacion de ciertas cuestiones matemdticas por medio de la mecdnica.

Algo que por lo demds, estoy convencido, no es en absoluto menos util en or-
den a la demostracion de los teoremas mismos. Pues algunos de los que primero
se me hicieron patentes por la mecdnica, recibieron luego demostracion por geo-
metria, habida cuenta de que la investigacion por ese método queda lejos de una
demostracion; como que es mds fdcil construir la demostracion después de haber
adquirido por ese método cierto conocimiento de los problemas, que buscarla sin la
menor idea al respecto”

En otros términos, los procedimientos mecanicos sirven para proponer y explorar
los teoremas y no para probarlos. Asi, el método mecanico empleado para descubrir
teoremas no proporciona las pruebas de los mismos, pruebas en las que se utiliza
con frecuencia el método exhausivo. Las caracteristicas importantes de este método
exhausivo son esencialemente las siguientes:

Llamemos X a una figura plana o sélido cuya area o volumen se desconozcen. El
método [3] consiste en pesar elementos muy pequenos (infinitesimales) de X com-
parandolos con los elementos correspondientes de una figura Y de la que se conocen
el drea, o el volumen y el centro de gravedad. Para conseguir el equilibrio mecénico,
las figuras se disponen de un eje de tal manera que las figuras se encuentren en una
misma recta. Entonces, si los elementos infinitesimales son seccionados de figuras
obtenidas mediante planos paralelos, perpendiculares al eje comtn, que cortan a
las figuras, los centros de gravedad de todos los elementos estan en algin punto de
este eje. Eje que se convierte en el brazo de una balanza. Estos elementos se ven
entonces como lineas rectas (figuras planas ) o dreas planas (sélidos).

El propésito de Arquimedes consiste en balancear los elementos de X, aplicindo-
los todos en un tinico punto de la palanca, mientras los de Y permanecen en su sitio.
Y, como el centro de gravedad de Y, asi como el volumen o su drea son conocidos,
se imagina Y como una masa que actia sobre su centro de gravedad y por tanto,
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si X e Y estdn situados en sus puntos respectivos, conocemos las distancias de los
dos centros de gravedad al punto de aplicaciéon de la palanca y tambien el area y el
volumen de Y. Asi, se calcula el drea o volumen de X.
Ejemplo de su método, consideramos la proposicién 1 del Tratado del Método [3]
PROPOSICION. Sea ABC segmento de pardbola acotado por el segmento de
recta AC'y BD el eje de simetria de la pardbola (Figura 1). Entonces el drea del
segmento de pardbola ABC' es % el drea del tridngulo ABC.

Ficura 1. Segmento ABC

DEMOSTRACION.

Trazamos la tangente del segmento parabdlico en el punto C, la llamamos linea
L. Trazamos una linea Ly paralela a BD que pasa por A, la interseccién de Ly y Lo
es Z, consideramos a la linea AZ y ahora el segmento parabdlico ABC se encuentra
dentro del tridngulo ACZ (Figura 2). Extendemos la linea DB hasta intersecar a la
linea CZ en F y la linea CB hasta el punto K,

K] [ \_J
L

Ficura 2. Tridngulo ACZ
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Prolongamos CK hasta T de tal manera que CK = T K. El segmento T'C' sera el
brazo de la palanca y K su punto medio. Sea MX una recta paralela a ED que corta
en M, N, O, X, a la tangente, el segmento CK, la pardbola y base respectivamente
(Figura 3). EB = DBy AK = KZ (por ser la tangente y la semiordenada, esto se
demuestra segtin Arquimedes en los elementos de las cénicas de Aristeo y Euclides).

Z

FiGUuRrA 3

Ahora por la propiedad de la parabola probada en la proposicién 5 de su libro
cuadratura de la parabola

MX _ CA
X0 T XA
de donde
MX — OK _ TK (Euclides VI, 2)

Medir SH igual a XO y colocarla en su centro de gravedad en 7, de manera
que ST = TH, entonces puesto que N es el centro de gravedad de MX, se tiene
Ig—g = %; se desprende que SHen Ty MX en N estan en equilibrio alrededor de
K. (proposiciones 6 y 7 del primer libro de los equilibrios). Ademds K es el centro
de gravedad de todo el sistema.

Puesto que el tridngulo ACZ estd constituido por todas las paralelas como MX,
y el segmento CBA estd constituido por todas las paralelas como OX bajo la curva
limitada por AC, se desprende que el tridngulo A BC esta en equilibrio alrededor de
K con el segmento CBA situado con su centro de gravedad en 7.

Dividir KCen G de manera que CK = 3K G, entonces G es el centro de gravedad
del triangulo ACZ.

Ademaés

AACZ _ TK __ 3
segmento ABC ~— KG
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Ademés
segmento ABC = %AACZ
Pero
AZC =4AABC
Luego

segmento ABC = %AABC
(I

“Ahora bien, lo enunciado no estd realmente demostrado por el argumento uti-
lizado; pero este argumento nos ha proporcionado un indicio de que la conclusion
es verdadera. Entonces viendo que el teorema no estd demostrado, pero sospechan-
do sin embargo que la conclusion es verdadera, debemos recurrir a la demostracion
geométrica que yo mismo he descubierto y que ya he publicado. [3]”

Los conceptos que Arquimedes usa para su exploracion son los siguientes:

1. La teoria de las razones y las proporciones.
2. La teoria de los centros de gravedad.

3. La teoria de los equilibrios.

4. Métodos de comprension y aproximacion.

La demostracion a la que se refiere Arquimedes de la cuadratura de un segmento
de parabola se encuentra en la Cuadratura de la pardbola, proposiciones 16 y 17. Sin
embargo, en las siete tltimas proposiciones de esta misma obra, Arquimedes realiza
una demostracion diferente, basada sobre todo en la existencia de una serie infinita
de areas, cada una de ellas cuatro veces mayor que la siguiente, y cuya suma es
inferior al drea del segmento de parabola. El método utilizado en esta demostracion
es el exhausivo y no el de la suma infinita de dreas de la forma

4 42 o 4n o
que es e\/iden‘ emente igual a 3 A

Con este ensayo podemos ver que Arquimedes es uno de los matematicos mas
importantes de todos los tiempos, fue un hombre préactico de sentido comin, pode-
mos decir que fue el Newton de su época, que poseia la habilidad imaginativa y la
perspicacia para tratar la geometria, la mecdnica y que sento las bases del calcu-
lo integral. Y es facil ver porque se considera a Arquimedes el padre de la Fisica
Matematica.

“Quien comprenda a Arquimedes y Apolonio admirard menos los logros de
hombres posteriores.”
G. W. LEIBNIZ
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CApriTULO 21

EL TRATAMIENTO DE LOS INFINITESIMALES SEGUN
L’HOSPITAL

RAUL LINARES GRACIA
JOSUE VAZQUEZ RODRIGUEZ
FCFM - BUAP

RESUMEN. Presentaremos un ejemplo de cémo hallar la recta tangente a una
curva, comparindolo con la forma de trabajar de Arquimedes 21 siglos antes,
viendo asf la influencia de este tltimo.

1. INTRODUCCION

Nuestro célculo integral y diferencial se ha desarrollado mediante los trabajos
y aportaciones realizadas por grandes matematicos de distintas épocas y lugares
conforme al paso de los anos.

Al hacer un anélisis de como se dio la formacion de esta rama de las matematicas
nos percatamos que las bases fueron ideadas por los griegos (resaltando la figura
de Arquimedes), y dichas bases estdn presentes en el primer libro de célculo de
la humanidad: Analyse des Infinitiment petits, pour lintelligence des lignes courbes
(Anélisis de los infinitamente pequefios para el estudio de las lineas curvas) de Guil-
laume Francois Antoine de L‘Hospital, mejor conocido como Marqués de L‘Hospital.

Este primer libro aparecié tan sélo 12 anos después de la primera publicacién del
calculo como tal, compara las diferencias infinitamente pequenas de las magnitudes
finitas y descubre las razones de estas diferencias. Aborda uno de los problemas
més trascendentes para la geometria: El calculo de tangentes a cualquier linea
curva, dicha tesis se desarrolla a través del libro logrando resultados que hoy en
dia aun tienen vigencia, es por ello que se mostrard la manera en que el Marqués
de L‘Hospital trabajé con los infinitesimales considerando unas respectivas reglas
y condiciones.

2. ANTECEDENTES

Se remonta a la época helénica los fundamentos para el cdlculo de areas y
voliumenes que dieron direccién a lo que hoy conocemos y aprendemos como célculo
integral y diferencial, dichos fundamentos estan inscritos en el estricto dominio de
la geometria:

1. Eudoxio al indagar el volumen del cono y la pirdmide, brindé los primeros
modelos para el célculo de éstos (constatado por Euclides en sus Elementos
-libro XII, prop. 7,10-).

2. Arquimedes, que desarrolla de manera rigurosa el llamado método de ex-
haucién, en particular halla el area de la llamada espiral de Arquimedes,
donde da una definicién cinemdtica de la espiral (es decir, estd describien-
do una curva mediante el movimiento, como si tuviéramos una particula en
movimiento) permitiéndole calcular la tangente a la espiral, siendo éste el

237
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tnico caso que se conoce como fuente del cdlculo diferencial, ademés de la
determinacion relativamente facil de las tangentes a las cénicas y de algunos
problemas de maximos y minimos entendidos en aquellos tiempos.

Posteriormente, los mateméaticos del siglo XVII ante la multitud de problemas
nuevos que se les planteaban buscaron en el estudio de los escritos de Arquimedes los
medios de superarlo. Son en Galileo y Kepler, donde, primeramente, se manifiesta
dicha influencia; a partir de ese momento y mas o menos hasta 1670, no hay ningin
nombre que aparezca mas a menudo que el de Arquimedes en los escritos de los
precursores a los fundadores del Célculo infinitesimal: Descartes, Fermat Pascal,
Roberval, Torricelli, J. Wallis.

Una herencia mas para dicha época es que adquirieron el rigor en la forma de
trabajo de Arquimedes: Fermat incluso se limita a no adelantar nada que no pueda
ser justificado, condendandose a no enunciar ningin resultado general mas que me-
diante alusiones o en forma de método.

Subsiguientemente, durante el siglo XVI se contaba con:

1. Un élgebra literal (escuela italiana).

2. Tablas de “funciones”trigonométricas (en esta época atin no se contaba con
un concepto formal de funcién pero se tenfa presente una idea intuitiva).
Elementos necesarios para el despeje de la teoria de ecuaciones algebraicas.
Un célculo logaritmico

5. El método de los indivisibles de Cavalieri.

Ll

Es en el segundo tercio del siglo XVII cuando Francia se convierte en el principal
centro de la actividad matematica encabezada por Descartes, Fermat, Desargues,
Roberval y Pascal. Desarrollando la geometria analitica y las bases del céalculo
diferencial e integral entre otros, resolvieron los problemas de diferenciaciéon que
se les presentaron para dicha época, como el de poder hallar un método para la
pendiente de la recta tangente a la curva descrita por un circunferencia, dicho
método emplea argumentos plenamente algebraicos.

René Descartes (1596-1650) publica en 1637 el Discurso del Método . El primer
libro estd dedicado a la Geometria, contiene sus ideas sobre la geometria de coor-
denadas y el dlgebra (resolucién de ecuaciones algebraicas, su método consistia en
utilizar la representacién grafica de las ecuaciones), proporcionando una base ge-
ométrica al algebra; no sélo a propdsito de las tangentes, sino también a propdsito
de las velocidades, Galileo busca la ley de las velocidades en la caida de los cuer-
pos, Descartes hace lo mismo dentro del lenguaje de los indivisibles. En ambos el
papel principal corresponde a la grafica de la velocidad. En el libro IT de la Ge-
ometria aparece el método de la tangente, siendo éste un estudio completamente
algebraico y no recurre a conceptos de limite o infinitésimo. Sin embargo, queriendo
corregir la regla de maximos y minimos de Fermat, utiliza un procedimiento que es
préacticamente equivalente a definir la tangente como limite de una secante.

P. Fermat (1601-1665) se propone someter la teorfa de los lugares geométricos
a un andlisis que indique el camino hacia un estudio general de los problemas de
lugares. Cuando una ecuacion contiene dos cantidades desconocidas, hay un lugar
correspondiente, y el punto extremo de una de estas cantidades describe una linea
recta o una linea curva. Fermat esta introduciendo no sélo la geometria analitica,
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sino la idea de variable algebraica. Ademas contribuyé al calculo diferencial e inte-
gral (estudio de los maximos y minimos), a la geometria analitica, teorfa de niimeros
y teoria de probabilidades.

Tenemos que Descartes y Fermat se dedicaron al estudio del mismo problema
con enfoques distintos. Mientras que Descartes estudia el lugar geométrico a partir
del cual obtiene una ecuacién del lugar, Fermat parte de la ecuacién para deducir
las propiedades de su curva.

Gilles Personne de Roberval (1602-1675) consideraba que la materia podia di-
vidirse infinitamente en particulas cada vez mas pequenas, sin poder afirmar un fin
a esta descomposicion. Esta concepcion, transportada al campo de las matematicas,
caracteriza su método de los indivisibles. Con su método logré integrar funciones
de una potencia entera, cuadrar todas las parabolas en el infinito, la integral de la
funcién seno. Ademaés atacé el problema de la tangente a una curva. El método de
los indivisibles de Roberval difiere del de Cavalieri ya que este tltimo consideraba
que la descomposicién de la materia era limitada, estando compuesta de particulas
indivisibles.

E. Torricelli (1608-1647) conocia bien los trabajos de Arquimedes y el méto-
do de los indivisibles de Cavalieri y no satisfecho de las demostraciones de éste,
elaboré otras pruebas a la manera de Arquimedes (método de exhaucién) como
suplemento a las demostraciones. Contribuyé de manera original al desarrollo del
calculo integral demostrando que la rotacién de sélidos de longitud infinita en-
gendraba un volumen finito (aunque Oresme, Fermat y Roberval habian previsto
resultados semejantes). También se interesé por las tangentes, su método se basa
esencialmente en una concepcion dindamica de la tangente, la que recuerda a la tan-
gente a la espiral de Arquimedes (considerd las curvas generadas, por un punto que
se mueve a lo largo de una linea en notacién uniforme).

J. Wallis (1616-1703): Su contribucién fue la aritmetizacién de los indivisibles
asignandole valores numéricos, convirtiendo el calculo de dreas en cédlculo aritmético
(algo més que un primitivo paso al limite). Propone una genealogia del cédlculo:

Método de exhaucién (Arquimedes).
Método de los indivisibles (Cavalieri).
Aritmética de los infinitos (Wallis).
Método de series infinitas (Newton).

Ll

Ademas de los infinitésimos, cada vez se usan mas féormulas y menos dibujos,
y asi fueron creados de forma geométrica y aritmética los principios del cédlculo
diferencial e integral.

Es en el dltimo tercio del siglo XVII que se produce el descubrimiento del célculo
diferencial e integral en el sentido propio de la palabra.

Para I. Newton (1642-1727) el célculo de fluxiones era simplemente el reflejo de
la idea de que las leyes elementales de la naturaleza se expresaban por ecuaciones
diferenciales, y la obtencién de resultados que describen estos procesos mediante
las ecuaciones requiere de su integracion.

Mientras que para G.N. Leibniz (1646-1716) el cdlculo se forma bajo las siguientes
premisas:

1. Problema de sumatoria de series y la utilizacién de los sistemas de diferencias
finitas.
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2. Resolucién de problemas sobre tangentes, el tridngulo de Pascal y el pa-
so gradual de las relaciones entre elementos finitos a arbitrarios y después
infinitesimales.

3. Problemas inversos de tangentes, sumatoria de diferencias infinitamente pequenas,
descubrimiento de la inversibilidad mutua entre los problemas diferenciales
e integrales.

3. L’HOSPITAL Y EL PRIMER LIBRO DE TEXTO DEL CALCULO DIFERENCIAL

Las primeras publicaciones donde Leibniz presenta su célculo, ideado nueve anos
antes, son dos breves articulos en el Acta Eruditorum -revista cientifica y literaria
de Alemania- que datan de 1684 y 1686, los cuales llegan a ser del conocimiento
de los hermanos Jacques y Jean Bernoulli, son dichos hermanos los primeros en
contribuir al desarrollo del célculo creado por Leibniz (alrededor del afio 1700,
junto con Leibniz, ya habian creado, casi en su totalidad, lo que hoy se conoce
como calculo diferencial e integral elemental).

Es en el ano de 1691 cuando se conocen Jean Bernoulli y Guillaume Francois
Antoine de L’Hospital, matematico descendiente de una familia aristocratica, se
dice que mostré talento matematico desde muy temprana edad.

A partir de finales de 1691, L’Hospital contraté a Bernoulli para que le explicara
el nuevo célculo: El compromiso incluia tener que entregarle por escrito una leccién
en cada sesién a cambio de un buen salario, ademas de que todo aquel nuevo
descubrimiento de Jean sélo debia ser comunicado al Marqués. Literalmente se
puede decir que el cdlculo infinitesimal pensado por Leibniz, y a cuyo desarrollo
contribuyeron prominentemente los hermanos Bernoulli, fue vendido al Marqués de
L’Hospital por Jean Bernoulli, incluyendo los nuevos logros de éste.

Al dominar ya el nuevo célculo, L’Hospital publica el primer libro de texto sobre
esta materia: Analyse des Infinitiment petits, pour lintelligence des lignes courbes
(An4lisis de los infinitamente pequenos para el estudio de las lineas curvas) en el
ano de 1696, tan s6lo 12 anos después de la primera publicacién de Leibniz.

El libro es una introduccion a la Geometria de los infinitamente pequenios. No
contiene ejercicios o problemas para que el lector los resuelva: Todos los ejemplos
estdn resueltos. Sigue el estilo cldsico de la estructura axiomética de Euclides (y
Arquimedes), -este hecho se puede interpretar como un intento por formalizar el
concepto intuitivo de cantidades infinitesimales y las operaciones que regian su uso-.

Es en los afios posteriores cuando se presenté un debate en La Academia de Cien-
ctas de Paris sobre la admisibilidad logica del nuevo cédlculo, se dice que incluso para
Leibniz el problema era asegurar el uso confiable de las cantidades infinitesimales y
no su existencia. Fueron los resultados obtenidos por el calculo lo que impulsaron
su avance y aceptabilidad, algunos presentados en Analyse des inifiment petits y a
partir de él se continuaron las investigaciones.

4. ANALISIS DE LOS INFINITAMENTE PEQUENOS PARA EL ESTUDIO DE LINEAS
CURVAS

El analisis presentado en el libro compara las diferencias infinitamente pequenios
de las magnitudes finitas, descubre las razones de estas diferencias, se puede decir
que este analisis se extiende mas alla de lo infinito, pues no se limita a las diferencias
infinitamente pequeas, sino que descubre las razones de las diferencias de sus difer-
encias; mas ain aquéllas de las diferencias terceras, cuartas y asi sucesivamente, de
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tal manera que no sélo abarca el infinito, sino el infinito del infinito, o una infinidad
de infinitos.

Se retoman ideas de los matematicos de la era helénica, principalmente de Ar-
quimedes:

“Hicieron lo que nuestras mejores mentes hubieran hecho en su lugar, y si hubier-
an estado en nuestra época, se podria creer que tendrian las mismas concepciones
que nosotros. Todo eso es una continuidad de la igualdad natural de las mentes y
de la sucesién necesaria de los descubrimientos.” (Marqués de L’Hospital)

En el prefacio El Marqués elabora una cronologia acerca de las matematicas
donde resaltan algunos puntos:

= Se sorprende que grandes hombres (los llega a igualar con los antiguos) hayan
permanecido tanto tiempo sin avanzar més y que, por una admiracion casi
supersticiosa por sus obras, se hayan contentado con leerlas y comentarlas,
sin permitirse otra utilizacién de su genio que la que se necesitaba para
comprenderlos, sin atreverse a cometer el crimen de pensar alguna vez por
sf mismos, y de llevar su concepcién mas alld de la que los antiguos habian
descubierto.

= Comenta que se continué pensando y actuando de ésa manera hasta las
aportaciones de René Descartes, un “rebelde” capaz de abandonar las ideas
de sus tiempos y comenzar donde los antiguos griegos habian terminado.

= Abarca su opinién acerca de Pascal, Fermat, Barrow, Leibniz y los hermanos
Bernoulli, asi como una interpretacion propia de las obras de éstos person-
ajes.

Describe ademas al libro como tal, donde especifica que esta dividido en 10 secciones
de acuerdo a la evolucién que va obteniendo el desarrollo de los infinitesimales.

4.1. SECCION 1: Donde se dan las reglas del célculo de las diferencias.
El Marqués decide partir de dos definiciones:

4.1. DEFINICION. Se llaman cantidades variables aquéllas que aumentan o dismin-
uyen constantemente, y por lo contrario, cantidades constantes las que permanecen
siendo las mismas mientras otras cambian.

4.2. DEFINICION. La parte infinitamente pequena en la que la cantidad variable
aumenta o disminuye continuamente se llama Diferencia.

Ambas definiciones las ejemplifica para que se pueda obtener un mayor en-
tendimiento, consideremos el ejemplo que brinda para su segunda definicién:

Sea AMB, por ejemplo, una linea curva cualquiera que tiene por eje o didmetro
a la linea AC'y como una de sus ordenadas a la recta PM (Fig. 1), y sea pm otra
ordenada infinitamente cercana a la primera. Admitido eso, si se trazan MR paralela
a AC, y las cuerdas AM 'y Am, y luego se describe, con centro en A y radio AM, el
pequeiio arco de circulo MS, entonces:

Pp es la diferencia de AP, Rm la diferencia de PM, Sm la diferencia de AM,
Mm la diferencia del arco AM, el tridngulo Amm que tiene por base el arco Mm
serd la diferencia del segmento AM, y el espacio Mppm serd la diferencia del espacio
comprendido por las rectas APy PMy el arco AM.
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FIGURA 1

4.3. COROLARIO. Es evidente que la diferencia de una cantidad constante es nula
o cero, (lo cual es lo mismo) que las cantidades constantes no tienen diferencia.

Advierte que hara uso de la notacion 0 para denotar la diferencia de una cantidad
variable, denotard por las primeras letras del alfabeto a, b, ¢, etc. a las cantidades
constantes y por las iltimas letras del alfabeto z, y, 2, etc. a las cantidades variables.
Y también considera los siguientes postulados:

1. POSTULADO: Se pide tomar indistintamente una por la otra a dos can-
tidades que no difieran entre si mas que por una cantidad infinitamente
pequena.

2. POSTULADO: Se pide que una linea curva pueda ser considerada como
el ensamblaje de una infinidad de lineas rectas, cada una infinitamente
pequena, o (lo cual es lo mismo) como una poligonal de un ndimero in-
finito de lados, cada uno infinitamente pequeno, los cuales determinan, por
los dangulos que forman entre si, la curvatura de la linea.

Posteriormente el Marqués plantea 4 proposiciones que son problemas resueltos
y a partir de las cuales define las reglas para el calculo de las diferencias:

= REGLA 1: Para la adicion o sustraccion de cantidades. Se tomara la difer-
encia de cada término de la cantidad propuesta y conservando los mismos
signos, se compondré otra cantidad que serd la diferencia buscada. (Asi por
ejemplo la diferencia de a + z + y — z serd dz + Jy — 0%z)

» REGLA 2: Para las cantidades multiplicadas. La diferencia del producto de
varias cantidades multiplicadas entre si es igual a la suma de los productos
de la diferencia de cada una de estas cantidades por el producto de las
otras.(Asi por ejemplo la diferencia de (a+x)(b—y) serd bdx —ydz—ady—zdy

)
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= REGLA 3: Para las cantidades divididas, o para las fracciones. La diferencia
de una fraccién cualquiera es igual al producto de la diferencia del numerador
por el denominador, menos el producto de la diferencia del denominador por
el numerador, el total dividido entre el cuadrado del denominador. (Asf la
diferencia de £ sera _g?”

s REGLA 4: Para las potencias perfectas o imperfectas. La diferencia de una
potencia cualquiera, perfecta o imperfecta, de una cantidad variable es igual
al producto del exponente de esta potencia por esta misma cantidad elevada
a una potencia menor en una unidad, y multiplicada por su diferencia. (Asf la
diferencia de 2™ serd mz™ 10x)

Cabe decir que para ir deduciendo las reglas del cédlculo de las diferencias es a
partir de las reglas anteriores, por ejemplo de la regla del producto logra deducir
la regla del cociente y la regla de la potencia, solamente ajustdndola a ciertos
detalles, los cuales se describen en los problemas resueltos que anteceden a las
reglas enunciadas.

Asi se concluyen las reglas para el célculo de las diferencias y con ello la primera
seccion de su libro, posteriormente ejemplificard que a través de dichas reglas se
pueda hallar la tangente a cualquier curva.

4.2. SECCION 2: Uso del célculo de las diferencias para encontrar las
tangentes de todos los tipos de lineas curvas. El Marqués considera impre-
scindible el hecho de definir qué se entenderd por tangente debido a que es un
concepto que se ocupa en el transcuso de su libro:

4.4. DEFINICION. Si se prolonga uno de los infinitésimos lados Aa de la poligonal
que compone cualquier curva, este infinitésimo lado, asi prolongado, seréd llamado
la tangente de la curva en el punto A4 o a.

Posteriormente se propone el problema que daré el desarrollo del resto del libro:

4.5. PROBLEMA. Sea AM una linea curva tal que la relacién de la abscisa AP con
la ordenada PM esté expresada por una ecuacién cualquiera, se requiere trazar la
tangente MT por el punto M dado sobre estd curva. (Fig. 2)

FiGURA 2
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Daremos la solucién del problema tal como la expresé el Marqués de L’Hopital:

Habiendo trazado la ordenada MP, y suponiendo que la recta MT que intersec-
ta el eje en el punto T sea la tangente buscada, se concebird otra ordenada mp
infinitamente cercana a la primera, con una pequena recta MR paralela a AP. Y
al denominar a AP, x, y a PM, y, (y que estdn dadas luego Pp = MR = 9z y
RM = 0y), los tridngulos semejantes mRM y MPT dardn:

mE_ME o o o prou

Luego, por la diferencia de la ecuacién dada, se encontrard un valor de dz en
términos que estaran afectados por Oy, el cual al ser multiplicado por y y dividido
entre dy dard un valor de la sub-tangente PT, en términos completamente conoci-
dos y libres de diferencias, el cual servird para trazar la tangente buscada MT.

Observamos que el Marqués de L’Hopital realiza su demostracion a partir de las
ideas de Arquimedes de tomar la curva como una poligonal de una infinidad de
lados que difieren entre ellos sélo por la diferencia de los dngulos que estos lados
infinitamente pequenos forman entre si; y del uso de los infinitésimos de tal manera
como se empleaban en las matematicas griegas clasicas, ademds de retomar ideas
euclidianas como las razones y proporciones que brindan los tridngulos semejantes.

Ahora analizaremos que a partir de la unién de sus reglas de célculo de diferen-
cias y con la solucion del problema anterior logra hallar la tangente en cualquier
punto de cualquier curva.

4.6. EJEMPLO. Si se quiere que ax = 32 (fig. 3) exprese la relacién entre AP a
PM, la curva AM serd una parabola, al tomar las diferencias de una y otra parte
se tendra:

adx = 2ydy or = —nyy y PT = % = %

o, al sustituir a y? por su valor az , PT = 2z, de donde se sigue que si se toma PT
igual al doble de AP, y se traza la recta MT, ésta serd tangente en el punto M. Lo
cual se habia propuesto.

4.7. EJEMPLO. Sea a? = zy (fig. 4) la ecuacion que expresa la naturaleza de la
hipérbola se tendra al tomar las diferencias de ambos lados:

0y + yoxr =0 81::7‘/”—31’ Y PT:%:fx
de donde se sigue que si se toma PT = PA del lado opuesto del punto A, y se traza
la recta MT, ésta serd la tangente en M.

5. CONCLUSION

En esta primera elaboracién del andlisis infinitesimal estd presente ideas de la
geometria cldsica griega, donde la més sobresaliente es el uso de los infinitésimos
de manera tal como Arquimedes los empled en su método de exhauscién.
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FiGura 3

Ficura 4

El Andlisis de los infinitamente pequenos para el estudio de las lineas curvas
es la combinacién ideal de los avances que se lograron a través de los trabajos de
Descartes, Fermat, Leibniz, los hermanos Bernoulli y toda la base estructurada
matematica ideada por los griegos de la época helénica.
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BREVE RESENA DE MODEL CHECKING
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1. INTRODUCCION

En las pasadas dos décadas surge un planteamiento muy atractivo hacia la cor-
recion de sistemas de control basados en computadora, esto es lo que ahora se
conoce como “model checking”.

“Model checking” es una técnica de verificacion formal, la cual permite verificar el
comportamiento de ciertas propiedades de un sistema dado, esto en base a un ade-
cuado modelo del sistema y medio una sistematica inspecciéon de todos los estados
de dicho modelo. Lo atractivo de Model Checking viene del hecho que es completa-
mente automatico, es de rapido aprendizaje y ofrece contraejemplos en caso de que
el modelo falle al satisfacer alguna propiedad, esto sirve como informacion indis-
pensable para la depuracién. Ademas de esto, el rendimiento de las herramientas
del Model Checking se ha demostrado con el tiempo, gracias a un gran ntmero
de aplicaciones a la industria. Por ejemplo: imaginemos que nuestro teléfono movil
falle al digitar ciertos comandos o que nuestra videograbadora reacciones de una
manera inesperada; es claro que estos errores no atentan contra nuestra vida, pero
es claro que tendra sustanciales consecuencias financieras para el manufacturador
de dichos dispositivos. Como un ejemplo dramético tenemos el caso del error del
procesador Intel Pentium I en su unidad de punto flotante que caus6 una perdida de
475 millones de dolares para remplazar las unidades defectuosas ademés del dafio a
la reputacion de esta compania. Mas atn, los errores también pueden ser catastrofi-
cos. El software es usado para el proceso de control de sistemas de seguridad critica
tales como plantas quimicas, reactores nucleares, control de trafico aéreo y sistemas
de alerta. Claramente los errores en el software pueden traer problemas catastrofi-
cos. Por ejemplo, una falla en el software de control de la maquina Therac-25 causo
la muerte de 6 pacientes con cancer entre 1985 y 1987 ya que fueron sometidos a
una sobre exposicion.

La creciente dependencia en el software de aplicacion critica nos lleva a decir que
la fiabilidad de los sistemas de informacién y comunicacién es un punto clave en el
proceso de diseno del sistema.

La magnitud de los sistemas de informaciéon y comunicacion, crece tanto en su
complejidad, como en su espacio; dado que estos sistemas no son aplicaciones de
escritorio sino software embebido por todas partes, asi, al conectar e interactuar
con otros sistemas los vuelve mas vulnerable a errores y el nimero de defectos
crece de una manera exponencial. De manera particular, un fenémenos tal como

TRABAJO APOYADO POR EL PROYECTO VIEP-BUAP, PROGRAMACION LOGI-
CA POSIBILISTA Y TEORIA DE LA ARGUMENTACION.
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la concurrencia es lo que vuelve muy dificil de manejar a un modelo con técnicas
estandar.

Podemos decir de manera informal que los Métodos formales son la matemética
aplicada al modelado y analisis de los sistemas tecnologicos de informacién y co-
municacion (TIC). Sin embargo, al parecer hasta ahora una técnica en desarrollo,
existen instituciones que actualmente la emplean tal es el caso de:

= [EC - International Electrotechnical Commission, China.
= FAA - Federal Aviation Administration, EUA.
= NASA - EUA.

2. UN POCO DE TEORIA

Hasta ahora, hemos descrito algunas de las virtudes de Model Checking, que
al ser una técnica formal de verificacion, estd sustentada en fuertes teorias, por
ejemplo, la Logica Matemaética y la Teoria de Automatas entre algunas otras, al ser
asi cuenta también con algunas definiciones propias; en la seccién anterior habiamos
comentado acerca de la realizaciéon de un modelo del sistema en cuestion para luego
realizar la técnica mencionada. Este modelo suele representarse con un tipo de
grafo, que para nuestros fines lo denominaremos Sistema de transicion:

Definicion 1. Un sistema de transicion T'S es una tupla (S, Act, —, I, AP, L) donde
= S es el conjunto de estados,
» Act es el conjunto de acciones,
» —»C S x Act x S es la relacion de transicion,
= [ C S es el conjunto de estados iniciales,
= AP es el conjunto de proposiciones atoémicas,
s L:S — 247 es la funcion codificadora.
Decimos que un ST es finito si S, Act y AP son finitos.

Notas 1.

1. Escribiremos s — s’ en lugar de (s, ,s’) €—
2. Cuando |I| > 1, el estado inicial se selecciona de manera no determinista.
3. Note que puede que I = (), en tal caso el sistema de transiciéon no tiene
comportamiento.
Vamos a describir de manera intuitiva y algoritmica el comportamiento de un
sistema de transicion
1. El ST se inicia seleccionando al azar algin sg € S.
2. sy € S evoluciona de acuerdo a la relacion de transicion — (59 — ')
a) Se selecciona de manera no determinista sg.
b) Se realiza .
¢) Evoluciona a s’.
3. El procedimiento de seleccion es similar para s'.
4. Finaliza el proceso cuando se encuntra un estado que no tiene transiciones
de salida.
Aunque hemos presentado una la definicion de un sistema de transicién y algunas
notas acerca de él, a continuaciéon presentaremos un ejemplo particular.

Ejemplo 1. El sistema de transiciéon de la siguiente figura modela una méquina
despachadora de bebidas. Su descripcion es: La mdquina puede entregar cualquiera
de las dos bebidas, soda o cerveza.
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FiGura 1. La maquina vendedora

La figura 1 es la representacion grafica del sistema de transicion que modela la
descripcion de la maquina vendedora, de éste podemos notar que los 6valos son los
estados, los arcos, son las transiciones y las etiquetas de los arcos son las acciones,
el estado inicial es aque que estéa siendo apuntado por una flecha que no viene de
algtn lado. Aplicando la definicién a nuestro ejemplo:

1. El espacio de estados S = {pay, select, soda, beer}.

2. El conjunto de estados iniciales I = {pay}.

3. El conjunto de acciones Act= {get _soda, get beer, insert coin, 7}.

4. Las proposiciones atomicas dependen de las propiedades bajo consideracion.
Una eleccion simple es dejar que los nombres de los estados actuen como
proposiciones atémicas.

5. Del punto anterior se deduce que L(s) = {s}.

Notemos que en el punto 3 anterior, 7 € Act, lo cual nos dice que existe una
transicion del estado select a los estados beer y soda, el motivo de denotar de esta
manera a esta transicion, es solo para recalcar que en este grado de abstraccion
esa transicion no la modelaremos, de igual manera puede pensarse como “no habré
problemas en la transiciéon de select a beer o a soda’.

Es natural preguntarse que al estar en un estado s a qué otros estados podremos
llegar; ésto nos lo dice la siguiente definicion:

Definicion 2 (Sucesor y predecesor). Sea T'S = (S, Act,—,I, AP, L) un sistema
de transicion. Para s € S 'y a € Act, el conjunto de sucesores directos « de s esta
definido como:

Post(s,a) ={s' € S: 5> 5’} Post(s) = U Post(s, a)
a€Act
El conjunto de los predecesores a de s esta definido por:
Pre(s,a) ={s' € S:5 % s} Pre(s) = U Pre(s, a)
acAct

De manera coloquial podemos decir que el conjunto de los sucesores directos «
de s, se llena con todos los estados a los cuales podemos llegar por medio de la
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realizacion de la accion «. Por el contrario, el conjunto de los predecesores « de s,
es construido con todos aquellos estados s’ que llegan a s por medio de «.

De manera intuitiva los estados terminales son los estados que no tienen transi-
ciones de salida.

Definicién 3 (Estado terminal). Un estado s en un sistema de transiciones T'S es
llamado terminal siy solo si Post(s) = 0.

Ejemplo 2. Para un sistema de transicién que modele un programa secuencial,
los estados terminales ocurren como un fenémeno natural que representa el fin de
ejecucion del programa.

Definicion 4 (Fragmentos de ejecucion). Sea un T'S = (S, Act,—,I, AP, L) un
sistema de transiciones. Un fragmento de ejecucion finito o de T'S es una secuencia
alternante de estados y acciones que finalizan con un estado

[e7EE] .
0 = SpQ1S1Q2S2 ... Sy, tal que s; — 5,41 paratodo 0 < i <n

donde n > 0. Nos referimos a n como la longitud del fragmento de ejecucion p.
Un fragmento de ejecucion infinito p de T'S, es una secuencia alternante infinita de
estados y acciones

Qi1 .
p = Sp151282Q3 ... tal que s; — s;41 para todo 0 <4
De la definicién anterior surge lo siguiente:
Notas 2.

1. Observe que la secuencia sy € S es un fragmento de ejecuciéon de longitud
n = 0.

2. Cada sub fragmento de ejecucion infinito de longitud impar, es un fragmento
de ejecucion finito.

3. De ahora en adelante, el término fragmento de ejecucion serd usado sin
distincién para denotar a un fragmento de ejecucién finito o infinito.

Notacién 1. Los fragementos de ejecucion 9 = so1 ... QnS, ¥ p = Soq15102 . . .
se escribiran respectivamente como:

(5] [e7%% aq a2
Q=89 —— "+ — 8p y p=8y) —>8 —> -

Definicion 5 (Inicial y maximo). Un fragmento de ejecucion mdzimo es o un
fragmento finito de ejecuciéon que culmina en un estado terminal, o un fragmento
de ejecucién infinito.

Un fragmento de ejecucion es llamado inicial si comienza en un estado inicial,
es decir, si sg € 1.

Definicion 6 (Ejecucion). Una ejecucion del sistema de transicion T'S es un frag-
mento de ejecucion inicial y maximo.

Quizas nos parezca redundante la tltima definicion, sin embargo, con ésta quer-
emos enfatizar que para nuestro fin, una ejecuciéon debe comenzar en un estado
inicial y culminar en un estado terminal o bien no terminar, decimos esto ya que
puede ocurrir que no se finalice en un estado terminal, esto puede ser porque se
ha encontrado un error y que se llegd a éste por la violaciéon de alguna propiedad
que estamos modelando. Es también por esto que queremos saber qué estados son
alcanzable y cuéales no.
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Definicion 7 (Estado alcanzable). Sea T'S = (S, Act,—, I, AP, L) un sistema de
transicion. Un estado s € S es llamado alcanzable en T'S, si existe un fragmento
finito de ejecucion inicial

[e5] (6D [e7%)
Sop —> 81 —— - —> S = S.
Reach(TS) denota el conjunto de todos los estados alcanzables en T'S.

Ahora que contamos con un conjunto de definiciones “mas desarrollado” es mo-
mento de revisitar nuestro modelo de maquina vendedora y agragar algunos detalles
a la definicién de ésta.

Ejemplo 3. La mdquina vendedora cuenta el nimero de latas de soda y cerveza y
regresa la moneda si estd vacia. Introduciremos de manera informal un concepto, a
saber, transicion condicional.

true:coin true:refill
start  —  select y start  —"  start

Notas 3.

1. Las etiquetas de las transiciones condicionales son de la forma g : a donde g
es una condicion booleana (llamada guardia).
2. « es la accion que se realiza una vez que g se cumple.
Las transiciones condicionales:
nsoda>0:get _s nbeer>0:get b
select — 7 start y select — 7 start
modelan que una soda o una cerveza pueden ser obtenidas si por lo menos hay
alguna de las dos.
Las variables nsoda y nbeer almacenan el niimero de latas de soda o cerveza
respectivamente.
Finalmente la méquina regresa a la localizacion inicial, start, mientras regresa la
moneda insertada cuando ya no hay latas. El modelo es:
nsoda=0 A nbeer=0:ret_coin
select — - start
Notas 4.

1. Denotaremos con maz a la maxima capacidad de latas de la maquina.
2. La inserciéon de una moneda, deja sin cambio el nimero de latas.
3. Lo mismo aplica cuando la moneda es regresada.

Los efectos de las otras acciones son los siguientes
[ Accién | Efecto ‘
refill nsoda = max; nbeer = max

sget nsoda = nsoda - 1
bget nbeer = nbeer - 1

El siguiente ejemplo muestra el caso para max = 2.

Como puede observarse en la figura anterior, al realizar pocas modificaciones a la
descripcién de la maquina vendedora, crece el niimero de estados, ya que tenemos
que realizar una inspeccién sistematica de todas las combinaciones posibles, esto
nos lleva a decir que el problema que enfrentamos es el crecimiento exponencial del
espacio de estados.
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Ficura 2. La maquina vendedora revisitada
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De esta manera podemos llegar a decir que los sistemas con estado infinitos
son intratables. Sin embargo, con la modificaciéon de las estructuras de datos y
los algoritmos empleados para el problema que estemos tratando, podemos notar
una reduccién de nuestro problema, ya que podemos tratar una mayor cantidad de
estados.

3. ESTADO DEL ARTE

Algunas tendencias actuales:

1. Integrar diferentes lenguajes de especificacién. Cada una capaz de manejar
diferentes aspectos de un sistema.
2. Manejar aspectos diferentes al comportamiento del sistema, como
= Cuestiones de rendimiento.
» Limitaciones de tiempo-real.
= Politicas de seguridad.
= Disefnio de la arquitectura.

4. TRABAJO A FUTURO

Model Checking y la Demostracién automatica de Teoremas son las més prom-
etedoras direcciones en la integracion de métodos; su uso:
= Emplear Model Checking como procedimiento de decision sin un motor de-
ductivo.
= Combinar el marco de trabajo deductivo y Model Checking para obtener una
abstraccion de estados finitos, luego implementar usando Model Checking.
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1. INTRODUCCION

La Légica ha evolucionado desde los tiempos del griego Aristételes hasta la mod-
erna Logica Matemdtica creada por David Hilbert, entre otros. La Légica com-
prende entre otras temaéticas: la construccién de lenguajes formales, sistemas de-
ductivos, seméanticas formales y los procesos para obtener conclusiones a partir de
informacién incompleta o contradictoria.

2. Las TRES LEYES DEL PENSAMIENTO

Luego de algunos siglos de estudio se lleg6 a la conclusién de que para un “cor-
recto” razonamiento es obligatorio seguir tres reglas, a las que les han llamado “Los
Tres Principios Bésicos del Pensamiento” [1]:

Identidad: Todo enunciado verdadero es verdadero.
Contradiccién: Ningin enunciado puede ser verdadero y falso a la vez.
Tercero Excluido: Cualquier enunciado es verdadero o falso.

Otra notacién es:

Identidad: Es verdadero B — B

Contradiccién: Es falso B A -B

Tercero Excluido: Es verdadero BV =B

Estos tres principios, se supone, bastan para que no existan “problemas” en la

légica. Estos principios fueron tomados como “evidentes” durante muchos siglos,
de hecho, los tres principios fueron planteados de manera explicita por Aristételes,
(384 — 322 A.C.), y hasta principios de los afios veinte se comenzé a poner en tela
de juicio su caracter de “evidente”.

3. OMISION DE LA TERCERA LEY: INTUICIONISMO

El primero de los principios en ponerse en tela de juicio fue el Principio del Ter-
cero Excluido: BV-B. Este principio permite suponer la veracidad de una expresion,
una vez que se ha demostrado que su negacién es falsa o conduce a contradicciones.
Por ejemplo, este principio aplicado en el proceso de hacer demostraciones nos
permite afirmar que la siguiente demostracion es correcta:

TRABAJO APOYADO POR EL PROYECTO VIEP-BUAP, PROGRAMACION LOGI-
CA POSIBILISTA Y TEORfA DE LA ARGUMENTACION.
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Queremos demostrar que existen dos niimeros irracionales a y b tales

que a® es un nimero racional. Sea ¢ = /2" . Si ¢ es racional, entonces

hacemos ¢ = b = /2 y terminamos. Si ¢ es irracional, es decir, no es
racional, entonces observando que V2 =2 podemos hacer a = ¢ y
b = v/2. En cualquier caso, tenemos dos nimeros irracionales a y b
tales que a® es un nimero racional.

Pero queda la pregunta: ;Cudles son esos dos nimeros?. Durante el siglo pasado
se di6 un gran debate entorno a la pregunta de como tratar las demostraciones no-
constructivas en la matematica. ;Es valido decir que se ha demostrado la existencia
de un objeto matematico con cierta propiedad sin realmente poder encontrarlo o
“producirlo”?

A principios de los anos veinte, algunos 16gicos como Emil Post y los polacos Jan
Lukasiewicz y Alfred Tarski, pusieron en duda la necesidad del Principio del Ter-
cero Excluido y mostraron que era posible construir sistemas logicos trivalentes
perfectamente consistentes. En estos sistemas, a los valores“verdadero” y “falso”,
se anade un tercer valor de verdad al que se denomina “indeterminado”, “dudoso”
o “incierto”. A partir de entonces se han venido desarrollando sistemas 16gicos con
mas de tres valores de verdad, e incluso se han construido sistemas con infinitos
valores de verdad.

Después de los trabajos de Brower(1976), Heyting(1956), Kleene(1952), entre otros,
se creo un sistema axiomatico para describir las consecuencias de omitir el Prin-
cipio del Tercero Excluido como un principio béasico. Tal sistema se llama Logica
Intuicionista; Una formalizacién para el Célculo Proposicional Intuicionista, Int, es
la siguiente [4]:

1. Los simbolos que se utilizardn en Int son: =, — A, V,(,) y las letras A;,
donde 7 es un entero positivo; es decir: Ay, Ao, As, ... Los simbolos =, — se
llaman conectivos primitivos, y las letras A; letras proposicionales.

2. Las férmulas de intuicionismo se construyen de la misma forma que en légica
clésica.

3. Si B,C y D son féormulas de C, entonces los siguientes son axiomas:

Al) B— (C—B)
A2) (B—(C—D))—((B—C) — (B—D))
A3) BAC— B

A4y BAC—C

A5) B— (C— (BAC))

A6) B— (BVC)

A7) C— (BVC)

A8) B—D)— ((C—D)— (BVC)—D)

A9) (B—C)— ((B— —C)— —B)

A10) -B— (B—C)

4. La tnica regla de inferencia de Int es Modus Ponens: C es una consecuencia

directa de By B — C.

Observacién El conjunto de axiomas del Célculo Proposicional Clésico C, con-
sta de todos los axiomas de Int excepto que el axioma (Ajg) es substituido por
——B — B axioma de C, como se puede ver en [4], ademds con los axiomas de C' se
prueban los de Int, por ende, el conjunto de teoremas del Int estda contenido en el
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conjunto de teoremas de C

Algunas consecuencias son que las férmulas AV—-Ay =-—A4 — A no son teoremas
de Int. Més ain, una diferencia entre C' e Int es que para cualquier n € N, la férmula

(A1 <—>A2)\/(A1 <—>A3)\/~-'\/(A1 HAn)V(AQHAg)\/---\/(An_l <—>An)
resulta ser un teorema en cldsica, pero no en intuicionismo [4].

Las siguientes son algunas formulas que en C' son equivalencias y que en Int sélo
conservan una de sus implicaciones [3]:

1. B— -8B

2. "BV -C — ~(BAC)
3. (<BVC)— (B—C)
4. (B—C)— (-C — —B)

Observe que la implicacién (B — C) — (-BV C) no es teorema de Int, podemos
pensar en la siguiente justificacion intuitiva: Defina b, := “existe una cadena de n
nimeros 7 consecutivos en la expansién decimal de 7*”. Es claro que la implicaciéon
b1oo — bgg es valida, pero la validez de la féormula —b1gg V bgg no es segura.

La no aceptacion del Principio del Tercero Excluido tiene consecuencias impor-
tantes, debido a que sugiere que la forma en que hacemos matemdticas no necesari-
amente debe seguir y utilizar procedimientos clasicos; ;Porque no utilizar la Légica
Intuicionista como fundamento de los procedimientos y técnicas de la Matematica?
Con esta visién de la Matemaética es que se crea lo que se conoce como Matemdtica
Intuicionista. En esta matemadtica, el concepto central es el de “demostracién”.
i qué significa demostrar? ;Sigue siendo valida la demostracién presentada anteri-
ormente para la existencia de dos ntimeros irracionales con las propiedades men-
cionadas? En la matematica intuicionista, NO. En esta matematica, el concepto de
demostracién esta relacionado con el de construccidon, y por tanto demostraciones de
ezistencia como la anterior no son admitidas. En intuicionismo, demostrar quiere
decir exhibir un procedimiento finito para obtemer el objeto matematico del que
se habla o presentar el objeto mismo. Por ejemplo, la demostracién de Euclides
(= 325 — 265 a.C) de que hay un ndmero infinito de ntimeros primos; Para que
fuera valida en Matemadtica Intuicionista, se deberia proporcionar un método para
que dado un nimero primo, se pudiera obtener el siguiente, lo que no se hace en la
demostracion conocida por todos.

El hecho de que algunas de las equivalencias entre férmulas de C' no sean validas
en Int, da lugar a preguntas acerca del “verdadero” significado de los conectivos en
Int ; El significado de los mismos puede definirse por medio de tablas de verdad
como en el caso de la C'?7 La respuesta a esta pregunta es negativa y fué dada
por Godel (1933). A partir de esa fecha, el problema de asignar una semdntica a
los conectivos de la Int ha sido abordado desde diferentes perspectivas; Algunas
de éstas han sido la seméantica por medio de algebras de Heyting, la seméntica
de Arboles de Beth(1956), la semdantica por medio de espacios Topoldgios dada
por Stone(1937) y Tarski(1938) [y mas tarde desarrollada por McKinsey(1941)],
la seméntica relacional dada por Kripke (1965) y la semdntica probabilista dada
por Morgan-LeBlanc (1983). En este trabajo se platicard acerca de la semdntica
relacional de Kripke.
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3.1. Seméntica de Kripke. La Semantica de Kripke estd basada en la idea
intuitiva de “conocimiento”, a partir de relaciones entre elementos de un conjunto
ordenado y férmulas 16gicas. Veamos lo que significa que una férmula A sea “sat-
isfecha” en el nodo k, lo cual denotaremos por k I A y diremos que en k se fuerza
a A.

s k Ik A sila variable proposicional A esta asignada al nodo k

m kIFBACSikIFBykIFC

m kIFBVCsiklFBoklIFC

» klFB— C siparatodal >k, [ IF B implica que [ IF C.

= | no es forzado en algiin nodo.
En el caso de C, el asignar valores de verdadero o falso a las proposiciones, refleja el
estado de “las cosas”, el estado actual del mundo: algunas proposiciones son falsas
o son verdaderas. La seméantica para Int descrita por Kripke refleja un aspecto
dindmico: Nuestro conocimiento actual del estado de verdad de las proposiciones
puede mejorar. Algunas proposiciones cuyo valor de verdad era indeterminado pre-
viamente, pueder ser establecido como verdadero. El valor “verdadero” corresponde
a una verdad firmemente establecida, la cual se conserva durante el avance en el
conocimiento; el valor “falso” corresponde a “no verdadero todavia”[6].
Tenemos el siguiente teorema:

Theorem 3.1. [3] Sea I' - A. Si todas las formulas de T' son forzadas en algun
nodo de un modelo de Kripke, entonces también A es forzada en ese nodo.

Corollary 3.2 (Robustez). [3] Sil A, entonces A es forzada en todos los modelos
de Kripe.

La proposicién contrarreciproca del Teorema de Robustez permite probar que
una férmula no es derivable en Int, esto es:

Corollary 3.3. Si existe un modelo de Kripke en que A no es forzada, entonces
¥ A.

Asi, para demostrar que una féormula no es un teorema en el Célculo Proposi-
cional Intuicionista basta con encontrar un modelo de Kripke en el que esa férmula
no sea forzada.

Ejemplo 1: Considere la férmula =—A — A; Veamos que ésta férmula no es deriv-
able, para esto considere el siguiente modelo de Kripke:

ki1 A

ko

recordando que =A := A — 1, se puede ver que kg ¥ = A y también que kg IF == A,
pero ko ¥ ——A — A.

Ejemplo 2: Veamos que ¥ (A — B) — (—AV B). Para esto, considere el siguiente
modelo de Kripke:

ki B
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En este modelo, se puede ver que kg IF A — B, pero kg ¥ -AV B.
Ejemplo 3: Veamos que ¥ (——A — A) — (=AV A). Para ello, considere el siguiente
modelo de Kripke:

k1 A ko

Mostraremos que kg IF =—A — A, pero kg ¥ AV A.
Primero, directamente del modelo de Kripe se obtiene la informacién:

koW A kilFA
ko ¥ A

Con base en lo anterior, se tiene:

ko —=A k-4 kiF-a
ko =—A ki A Ry W -—A

Por lo tanto, se tiene kg IF =—A — A, pero ko ¥ —AV A.
La seméntica presentada por Kripke es Robusta y Completa, es decir, los teoremas
y férmulas validas son las mismas; Se cumple el siguiente teorema:

Theorem 3.4. [3] Sea A una férmula del Cdlculo Proposicional Intuicionista,
entonces:

Frnt A siy solo si A es forzada en todos los modelos de Kripke.

3.2. Légicas Intermedias. Una ldgica intermedia L es un conjunto de férmulas
el cual es cerrado bajo Modus Ponens y bajo Substitucién [2], tal que Th(Int) C
Th(L) ¢ Th(C), donde Th(X) abrevia conjunto de teoremas del sistema X. Observe
que el Calculo Proposicional Intuicionista es considerado una légica intermedia,
mientras que el Cédlculo Proposicional Clasico no lo es.

Existe un continuo de 16gicas intermedias [9], las cuales se construyen agregando uno
0 mas axiomas a los axiomas del Célculo Proposicional Intuicionista. Las 16gicas
intermedias que presentaremos a continuacién estan relacionadas de la siguiente
manera;

I1CJ,C...CD=nN2,G,C...CGsgCC.

Légica de Jankov (J,)
Esta logica se forma anadiendo a Int el axioma —.A4 V ——A, llamado el principio
débil del tercero excluido.

Légica de Gédel-Dummett (D)
Esta 16gica se forma afiadiendo a Int el axioma (A — B) V (B — A).
Otras légicas intermedias son:

Légica de Kreisel-Putnam (KP)
Esta 1dgica se forma anadiendo a Int el axioma (=A — (BV(C)) — ((=A4 —

B)V (~A = C)).
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Légica de Scott (SL)
Esta 16gica se forma afiadiendo a Int el axioma ((——A4 — A) — (AV -A)) —

(=—AV —A).

Légicas de Cardinalidad Acotada (BC,,)
Cada légica BC,, se forma anadiendo a Int el axioma \/]_,(A

j<i .Aj - Az)
Légicas de Profundidad Acotada (BD,,)

Cada légica BD,, se forma anadiendo a Int el axioma:
AV (A — (Apa V(Ao — - —= (A V (A2 — (A1 V—AL)) - 4)-
Légica G3 (o Légica de Smetanich)
Esta légica se forma anadiendo a Int el axioma:
(B —A) = (A= B) = A) — A).
Légicas n—valuada de Godel (G,,)

Cada logica se forma anadiendo a la Légica de Godel-Dummett el axioma BC,,_;
o el axioma BD,,_1, es decir, G,, = D+BC,,_; = D+BD,,_;.

Como pudimos ver la eliminacién del Trecero excluido aporta una gran variedad
de sistemas logicos cuyos teoremas son un subconjunto del conjunto de los teoremas
del Calculo Proposicional Clasico. Ahora, podemos preguntarnos ;Qué sucederia si
el principio que se elimina es el de contradiccién? La respuesta es que de manera
analoga se genera un conjunto de sistemas légicos denominados Paraconsistentes
[7], estos fueron desarrollados por Newton da Costa y actualmente tienen amplia
aplicacién en Ciencias de la computacién, veamos lo siguiente:

4. OMISION DE LA SEGUNDA LEY: PARACONSISTENCIA

Otra ley del pensamiento puesta en duda fué el Principio de No-Contradiccion:
Ningun enunciado puede ser verdadero y falso a la vez. Dicho principio resulta por
demas evidente para nuestra nocién intuitiva de verdad. De hecho, definimos una
expresién como falsa, cuando su negacién es verdadera. Una teoria (conjunto de
férmula de alguna 16gica) de la que se puede deducir una férmula B y a su negacién
=B se le denomina teoria contradictoria. En el Célculo Proposicional Clasico, el
hecho de que podamos deducir a una féormula y a su negacion lleva, irremediable-
mente, a que podemos deducir cualquier férmula; Por ejemplo, considere la siguiente
demostracién en la que se han deducido, de alguna forma, las férmulas B y —B5:

1. | B se dedujo de alguna forma
2. | B se dedujo de alguna forma
3. | B— (=C — B) Instancia Axioma 1

4| -C—B 1,3y M.P.

5. | =B — (-C — -B) Instancia Axioma 1

6. | C— B 2,5y M.P.

7.| (=C — B) — ((-C — —=B) — C) | Instancia de Axioma 3

8.1 (-C—-B)—=C 4,7 y M.P.

9. |c 6,8 y M.P.

observe que el simple hecho de haber deducido a una férmula B y a su negacién -1,
nos lleva que podemos deducir la férmula C, independientemente de que tan com-
pleja sea, o de si tiene relacion con deducciones anteriores. Este mismo fendomeno



ALGUNOS SISTEMAS LOGICOS 263

sucede en Int, donde el axioma A10, a saber: =8 — (B — (), nos da més claridad
al respecto.

Decimos que una teoria, o una légica, es trivial si se puede deducir cualquier férmu-
la en ella. Como acabamos de ver, una teoria contradictoria es una teoria trivial.
Observe que el reciproco también es vélido, tanto en C' como en Int: si una teoria
es trivial, entonces es una teoria contradictoria; Esto es asi, debido a que en ella
se pueden deducir una férmula B y su negaciéon —B. De esta forma, acabamos de
mostrar que los conceptos de Teoria Trivial y de Teoria Contradictoria coinciden
en C'y en Int.

Un tercer concepto que tiene relacién con los de Teoria Trivial y Teoria Contradic-
toria es el de Teoria Explosiva; decimos que una teoria, o una légica, es explosiva si
al agregarle una contradiccién (B y —B) se vuelve trivial. As{, tanto C' como Int son
légicas explosivas. Por mucho tiempo, el caracter de explosividad de una logica o de
una teoria fue algo indeseable, y se creia que desde el momento mismo en que se en-
contraban contradicciones en una teoria ésta debia ser desechada o modificada. Se
pensaba que una teorfa contradictoria, al ser trivial, no podia aportar informacion
util. Pero en la vida cotidiana es comuin obtener informacién 1til aun en situaciones
donde se ha encontrado una contradiccién; Considere la siguiente situacion:

Usted va manejando su auto por una carretera rumbo a la ciudad X
y llega a una bifurcacion. No existe alguna senal que le indique cual
es el camino hacia X. Al lado del camino se encuentran dos lugarenos
y usted les pregunta senalando unos de los caminos: ;jeste camino me
lleva a la ciudad X7 Sucedera alguna de las siguientes tres situaciones:

1. Los dos lugarenos le dicen “SI”

2. Los dos lugarenos le dicen “NO”

3. Un lugareno le dice “SI” y el otro lugareno de dice “NO”

Resulta que en los primeros dos casos no se puede tener la certeza de que los lu-
garenos estén mintiendo o no. Es sélo en el tercer caso, en donde existe informacion
contradictoria, donde uno puede estar seguro de que uno de los dos esta mintien-
do (o dando informacién equivocada). Luego, atin al encontrarnos con informacién
contradictoria podemos obtener informacién 1til.

Otra situacién en donde se tiene informacién contradictoria entre si es en las lla-
madas “paradojas de la autoreferencia” tales como la paradoja del mentiroso:

B : Esta oracion es falsa

Si aceptamos que B es verdadera, entonces se debe tener que la oracién es falsa,
es decir, también tenemos que —B es verdadera. Si, por otro lado, aceptamos que
B es falsa (y por tanto que =B es verdadera) entonces tenemos que la oracién B
es verdadera. En cualquiera de los dos casos, aceptar la veracidad o la falsedad
de la oraciéon B nos lleva irremediablemente a que tanto B como —B son ambas
verdaderas. Los ejemplos anteriores muestran la necesidad de una légica que sea
capaz de manejar inconsistencias sin que toda la teoria se vuelva trivial. Una légica
adecuada para modelar estos ejemplos deberia ser capaz de manejar el conocimien-
to inconsistente de la misma forma en que se maneja el conocimiento consistente.
La observacién de que en el devenir del mundo real existen contradicciones no es
una observacién nueva; Desde los tiempos de Heréclito (535 a.C. - 484 a.C.) ya
se proclamaba la existencia de tales contradicciones. Pero como es sabido, el tra-
bajo de Aristételes (384 a.C. - 322 a.C.) obscurecié por mas de 2,000 afios dichas
observaciones. Por supuesto que hubo muchos intentos, entre los que destacan los
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de Hegel y Marx, pero la mayoria no fueron lo suficientemente fructiferos y con-
tundentes como para acabar con la tradicién Aristotélica. Los primeros sistemas
formales de légica paraconsistente fueron creados después de la Segunda Guerra
Mundial, en lugares muy distintos y de manera independiente unos de otros; El
primero fue creado por el l6gico polaco Stanitaw Jaskowski (1949), y los restantes
se deben a F. G. Asenjo (Argentina, 1949), Newton C. A. da Costa (Brasil, 1958)
y T. J. Smiley (Reino Unido, 1959)[5].

4.1. Caiélculo Proposicional Positivo (CPP). Primero, comenzamos presen-
tando el Calculo Proposicional Positivo, el cual es construido por un lenguaje
proposicional usual, que consta de: Una formalizacién para C PP:

1. Los simbolos que se utilizardn en CPP son: =, —, A, V, (,) y las letras A;,
donde ¢ es un entero positivo; es decir: Ay, As, Az, ... Los simbolos =, — se
llaman conectivos primitivos y las letras A; letras proposicionales.

2. Las féormulas de C PP se construyen de la misma forma que en C.

3. Si B,C y D son férmulas de C. El conjunto axiomético del Célculo Proposi-
cional Positivo , estd definido por los axiomas A1)-A8), inciso (3) de la
formalizacién de Int.

4. Como tnica regla de inferencia, Modus Ponens(MP).

4.2. Légicas Paraconsistentes. Una Ldgica Paraconsistente es una logica que
“tolera” inconsistencias, es decir, que no se trivializa en presencia de contradic-
ciones. Algunas logicas paraconsistentes pueden ser construidas a partir del Célculo
Proposicional Positivo, agregando uno o més axiomas. Alternativamente, se pueden
definir de manera semantica.
El Sistema C.,,.

El sistema C,, se define como el Calculo Proposicional Positivo, mas los siguientes
dos axiomas:
Cy,1) BvV-B
c,2) —-—B-—B
Se puede demostrar que C,, es la légica paraconsistente “mas pequeiia” (en el sen-
tido de la contencién de teoremas).
La Légica G%. Para definir la légica Gé, debemos utilizar las siguientes abrevia-
ciones:
~B:=(B— (=BA-=-B))
BVC:=(B—C)—C)A(([C—B)—B)
B—C:=(B-=C)A(C—B)
VB = (e B)A(B)
Los axiomas de la Légica G5 son los de la logica C,, mas los siguientes:
Gsl)  (-B— —C) < (=—C — —~—B)
G32) (B —C) < ((B—C)A (=B —--C))
G33)  —=(BAC) « (—=BA-=C))
Gs4) (BA-B)AvC)—C

La Légica Pac.
La logica paraconsistente Pac se obtiene agregando a los axiomas de la légica C,,
los siguientes axiomas:

Pacl) ((B—C)—B)—B
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Ficura 1. Comparacién de algunas logicas

) B— -8

) (=(BVC)—= (-BA=C))A((wBA-C)— =(BVC())
Pacd) (=(BAC) — (-BV-=C))A((-BV—C)— =(BAC))

) ((B—=C) = (BA-C)A(BAC)—~(B—C))
Esta logica introduce las leyes de De Morgan como axiomas, lo cual nos permite
cancelar dobles negaciones y expresar la implicaciéon en términos de la disyuncion.
Estas propiedades no las posee la légica C.,.
Algunas de las l6gicas anteriores también pueden presentarse de manera semantica,
es decir, mediante tablas de verdad. La valuacion de los conectivos = pac, — Pacs 7Gss
“q, Y Gy Se encuentra en los Cuadros 1 y 2, mientras que: a Vpq. b = max{a, b}
y @ Apge b = min{a, b}. En la Figura 1 se ilustran las relaciones entre las diferentes
légicas expuestas [8].

a | T Pacl —pac |0 1]2
0] 2 0 [2]2]2
1] 1 1 012
2] 0 2 Jol1]2

CUADRO 1. Valuacién de los conectivos = pgec ¥ — pac-

a | 7Gsa@ a _|G;a’
0 2 0 2
1 0 1 2
2 0 2 0
—a, [01]2
0 2122
1 012]2
2 0|1]2

CUADRO 2. Valuacién de los conectivos —g,, = ¥ —as-
3

Las logicas que acabamos de describir en este trabajo resultan ttiles, no sélo
desde el punto de vista filoséfico, sino también desde el punto de vista técnico,
ya que en Programaciéon Légica permiten establecer un enlace entre la teoria de
modelos y la parte sintdctica (de demostracién) de alguna légica.
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]
[4]
(5]
(6]
[7]
(8]

[9]
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CAPITULO 24

LOGICA POSIBILISTA ESTANDAR
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RESUMEN. Se presenta una breve resena de la Légica Posibilista Estandar, se
demuestran teoremas de deduccién y Refutacién. Culminando el trabajo con
un teorema de robustez y completitud para la Légica Posibilista Estandar.

1. INTRODUCCION

El presente trabajo estd fuertemente apoyado en [5]. La Ldgica Posibilista fué
creada por Didier Dubois y Henri Prade, la cual emerge de la Teoria de la Posibilidad
de Zadeh, ofreciendo un marco para representar el estado parcial de ignorancia,
debido al uso de un par de funciones una denominada medida de necesidad y la
otra medida de posibilidad.

La Loégica Posibilista es una légica que utiliza medidas de incertidumbre para
razonamiento con evidencia incompleta y conocimiento parcialmente inconsistente.
En un nivel sintactico se trabaja con férmulas de una légica proposicional o de una
légica de primer orden, a las que se les asigna un ndmero en el intervalo [0, 1], en
general podria asignarse cualquier elemento de un conjunto totalmente ordenado.
Estas cotas inferiores son llamadas grados de necesidad o grados de posibilidad de
las formulas correspondientes.

En [10] Zadeh introduce la medida de posibilidad como un indice escalar que
evalia la consistencia de una proposicion difusa respecto al estado de conocimiento
expresado por medio de una restriccién difusa. Una restriccion difusa es un conjunto
difuso de valores posibles y su funcién membresia es llamada una distribucion de
posibilidad, para ésta existe una la nocién dual denominada distribucién de certeza
[9] o distribucién de necesidad [2].

La Légica Posibilista puede ser empleada para modelar partes de conocimiento
impregnado de incertidumbre, cuando la incertidumbre puede ser representada en
el contexto de la teoria de la posibilidad.

2. TEORIA DE LA POSIBILIDAD

El objeto basico de la teoria de la posibilidad es la distribucion de posibilidad,
la cual es una funcién que le asigna a cada elemento de un conjunto U de alter-
nativas un grado de posibilidad w(u) € [0,1]. La distribucién de posibilidad es la
representacién de lo que un agente sabe acerca del valor de alguna cantidad = que

TRABAJO APOYADO POR EL PROYECTO VIEP-BUAP, PROGRAMACION
LOGICA POSIBILISTA Y TEORIA DE LA ARGUMENTACION.

267



268ARRAZOLA RAMIREZ, ESTRADA ESTRADA, LAVALLE MARTINEZ, MAZON CAMBRON

toma valores en el conjunto U. La funcién 7, representa los valores mas o menos
plausibles para la cantidad desconocida x. Se asume que x puede tomar un sélo
valor.

Adoptamos las siguientes convenciones

7 (u) = 0 significa que = = u es imposible.
7 (u) = 1 significa que © = u es completamente permitido.
7z (u) > m,(u') significa que x = u es preferido a z = u'.

2.1. EJEMPLO. La distribucién de posibilidad mas simple es la funcién caracteristica
de un subconjunto E de U. Considere la funcién «,, : U — [0, 1], definida por

(1) = 1 siue F
A1 0 otro caso

Esta distribucién representa la situacién de que todo lo que se sabe sobre el valor
de la variable z es que no puede pertenecer al complemento de E. Este tipo de
distribucién surge de manera natural cuando se quiere representar, por ejemplo,
que “estamos en el mes de Febrero”. En este caso se tiene que U = { 1 de Enero,
2 de Enero, ..., 31 de Diciembre}, x es la variable que representa el dia actual y
E = { 1 de Febrero, 2 de Febrero, ..., 28 de Febrero}®.

2.2. DEFINICION. Sean m, y 7, dos distribuciones de posibilidad. Se dice que 7, es
maés especifica que 7/, si y sélo si m, < 7., es decir siy sélo si Vu € U, 7, (u) < 7l (u)
11].

La especificidad se refiere al nivel de precision de una distribucién de posibilidad.
Es decir, si 7, < 7, entonces 7, proporciona més informacién que 7. Si existe
ug € U tal que m;(ug) = 1 mientras que m,(u) = 0 para u # ug, entonces decimos
que el estado de conocimiento es completo (sabemos que x = ug). Similarmente, se
tiene un estado de total ignorancia cuando 7, (u) = 1 para todo u € U.

Un principio importante en la teoria de la posibilidad es el Principio de Minima
Especificidad, el cual dice que, dado un conjunto de restricciones que acotan el
valor de x, se deberia escoger 7, de tal forma que le asigne a cada u € U el maximo

grado de posibilidad acorde con las restricciones.

2.3. DEFINICION. Una medida de posibilidad es una funcién conjunto-valuada IT
que asocia a cada subconjunto A C U un ndmero II(A4) € [0,1]. Los axiomas
bésicos de la medida de posibilidad son

@) =0
(U) = 1
(UierAi) = sup;e; H(A;)

para un conjunto de indices I.

Una medida de posibilidad se puede obtener de una distribucién de posibilidad
Tz, la cual verifica que Yu € U, m,(u) = II({u}). En particular, tenemos

I(A) = 21612 e (u).

INo se estén considerando afios biciestos.
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II(A) expresa en qué medida existe un valor u € A que pueda presentarse como
valor de z. La funcién dual de la funcién conjunto-valuada II es llamada una medida
de necesidad, denotada por N y se define como [2]:

N(A) =1-T1I(A) = infyga {1 — 7, (uv)},

donde A es el complemento de A. N(A) evalua en qué medida todos los posibles
valores de x pertenecen a A, es decir, en qué medida uno estd seguro de que x
pertenece a A.

2.4. PROPOSICION. Sean A, B C U, entonces tenemos que
1. TI(AU B) = max {II(A),II(B)}

N(ANB)=min{N(A), N(B)}

(AN B) <min{II(A),II(B)}

N(AUB) > max{N(A),N(B)}

min { N (A), N(é)} =0

6. max {H(A),H(A)} =1

Crk N

DEMOSTRACION.

1) En esta parte de la prueba utilizaremos la propiedad de que sup {A U B} =
max {sup A,sup B}. Asi,
II(AUB) = sup,ec ayp Ta (1)
=sup {m,(u) | u € AU B}

=sup {my(u) |ue€ A6 B}

=sup {{my(u) | u € A} U {my(u) | u € B}}

= max {sup {7, (u) | w € A} ,sup {nz(u) | v € B}}

= max {II(A),1I(B)}.

2) (AOB)flf (AU B)
=1 - max {II(4),1I(B) }
=min {1 —II(4),1 - 1I(B)}
=min {N(A4),N(B)}.

3) II(AN B) = sup,canp T=(u). Supongamos que el supremo se alcanza en
u*, es decir, II(A N B) = 7, (u*). Ademds, II(A) = sup,c 4 mx(u) > 7(u*)
y H(B) = sup, e mz(u) > m(u*) lo cual implica que min {II(A),II(B)} >
m(u*) =II(AN B).

4) N(AuB)=1-1II(AU B)
=1-I(ANB) >1—min {II(A),1I(B)}
=max {1 —II(A),1 - II(B)}

(A
= max {N(A), N(B)}

5) min {N(A), N(A)}
1
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(]

3. LécicA PosIBILISTA ESTANDAR. FORMULAS DE NECESIDAD VALUADAS

La incertidumbre es un atributo de la informacién. El trabajo pionero de Claude
Shannon en la teoria de la informacién condujo a la aceptacion universal de que la
informacion es estadistica en su naturaleza. Asi, el manejo de la incertidumbre, sin
importar su forma, ha sido delegado a la Teoria de la Probabilidad.

Entre las aplicaciones de la Logica Posibilista se encuentran:

1. Razonamiento No-Monétono [3, 4], razonamiento con default rules [12].

2. Revisién de creencias [1].

3. Se puede usar la programacién légica para crear la Programacion Ldgica
Posibilista, la cual es particularmente til cuando se trata con incertidum-
bre o con optimizaciéon min-max. Los detalles formales sobre la seméantica
declarativa y procedural de la programas légicos posibilistas se pueden en-
contrar en [6] y algunas extensiones que incorporan la negacién por falla se
pueden encontrar en los trabajos de Wagner [8].

3.1. Lenguaje.

3.1. DEFINICION. Una férmula de necesidad valuada (también llamada una férmula
posibilista estdndar) es un par (¢ «), donde ¢ es una férmula proposicional cldsica
y a € (0,1]. (p «a) expresa que ¢ es cierta al menos desde un grado «, esto
es, N(p) > «, donde N es una medida de necesidad que modela el estado de
conocimiento. A la constante « se le conoce como la waluacién (o peso) de la
férmula y se denota como val(yp).

Una base de conocimiento posibilista estandar F se define como un conjunto
finito de formulas de necesidad valuadas. Denotamos por F* al conjunto de férmulas
cldsicas que se obtiene de F de la siguiente manera: si F = {(¢; ;) |i=1,...,n}
entonces, F* = {¢; | i =1,...,n}, tal F* se denomina la proyeccidn cldsica de F.

Una base de conocimiento posibilista estandar también puede ser vista como
una coleccién anidada de férmulas cldsicas: si a es cualquier valuacién de [0,1],
definimos el a—corte F, y el a—corte estricto Fz como:

Fo = {(@h)eF|B>0a}
I {(¢ B)eT|B>a}

sus proyecciones clésicas son J}, y J%, es decir

o = Hel(epPed, Bza}
55 = {el(pBeTF g>a}

Sea L un lenguaje cldsico asociado con el conjunto F* de férmulas clasicas
obtenido del conjunto ¥ de férmulas posibilistas y sea () el conjunto de interpreta-
ciones clésicas para L. Sea L’ el conjunto de férmulas cerradas de L, [7].

La semantica de un conjunto de férmulas clasicas F* estd definida por medio de
un conjunto de interpretaciones que satisfacen todas las férmulas en F*. Cada una
de tales interpretacines es denominada un modelo.

En la Légica Posibilista Estandar los conceptos de satisfaccion y consecuencia
logica estdn definidos en términos de distribuciones de posibilidad sobre el conjunto
de “mundos cldsicos”. Una distribucién de posibilidad 7 es una funcién de € (el
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conjunto de todos los mundos posibles) a [0, 1]. 7(w) refleja cuan posible es que w
sea el “mundo real”. Cuando m(w) = 1 (respectivamente, m(w) = 0) entonces es
completamente posible (respectivamente, imposible) que w sea el mundo real. Una
distribucién de posibilidad estd normalizada si y sélo si Jw tal que w(w) = 1.

La medida de posibilidad 11 inducida por 7 es una funcién de £ (un lenguaje
légico de primer orden o proposicional) a [0, 1] definida por

(p) = sup{7(w) : w ¢}

La medida de necesidad N inducida por 7 se define como
Np) = 1~ TI(~p) = inf{l — 7(w) : w bk ¢}

Se cumplen las siguientes propiedades:

N(T) = 1
N(pAy) = min {N(¢), N(¢)}
N(p V) > max {N(¢), N(¢¥)}

~—

SigplE1 entonces N() > N(p

DEMOSTRACION.

1) N(T)=1-T1I(=T)=1-TI(L)
=1-sup{r(w):wE 1}
=inf{l —7m(w):wkE= 1}
=inf @ =1.

2) Para esta parte de la prueba utilizaremos la siguiente propiedad sup {A U B} =
sup {sup 4, sup B}. Asi,
N(p A®) = 1 - TI(~(p A ¥))
=1-M(=p V)
— 1 —sup {m(w) : w =~V )}
— 1= sup {{m(w) : w b~} U{m(w) : w = 0}
=1 —sup{sup {7(w) : w |= =}, sup {7(w) : w |= ~¥}}
=inf{l —sup{r(w) :w | —p},1 —sup{n(w) :w = }}
inf {N (), N (1)} = min {N (), N(1)}.

3) En esta parte de la prueba utilizaremos la siguiente propiedad sup {A N B} <
min {sup A, sup B}, entonces 1—sup {A N B} > 1—min {sup A, sup B}. Asf,
N(pVv)=1-1II(=(p V1))

— 1= sup {r(w) s w =~ A1}
— 1= sup {{r(w) : w =~} N {7(w)  w =~}

1 —min {sup{n(w) : w |z =}, sup{m(w) : w |5 =}}

max {1 —sup {r(w) : w | ~p},1 —sup{r(w) : w = }}

— max {N(p), N(1)}.

v

4) Por hipétesis tenemos que ¢ = v, entonces toda w tal que w = ¢ sa-
tisface que w = v; Asi, tenemos que, w & ¢ implica w £ ¢ es decir, que
w =~ implica w |= =p. Por lo tanto {w: w = ¢} C{w:w = —p}. Asi,
{r(w):wE Y} C {r(w):wlE —p}. Por lo tanto, sup {n(w) : w = -}
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<sup{n(w) : w = —p}. Asi,
L sup {r(w) b~ > 1 sup {r(w) w b= ).
Por lo tanto,
N(¥) = N(¢).

(]

Decimos que una distribucion de posibilidad 7 satisface a la férmula posibilista

estdndar (p «) siy sélo si N(p) > «, donde N es la medida de necesidad inducida

por 7. Usaremos la notacién 7 |= (¢ «). Una distribucién de posibilidad 7 satisface

una base de conocimiento posibilista estdndar F = {(¢; ;) | i =1,...,n} sl y sdlo

siV; m E (p; a;). Esto lo denotaremos por 7 = F. Si 7 = (p a) es verdadera para
toda 7, lo denotaremos por |= (¢ «) y diremos que (p «) es vélida.

3.2. DEFINICION. Una férmula posibilista estdndar ® es una consecuencia légica de
una base de conocimiento posibilista estandar F si y sélo si para cualquier 7 que
satisfaga a F, se tiene que también 7 satisface a @, esto es, para todo 7 se tiene
que si (m = F) entonces (7 = ®@). Esto se denota como F |= ®.

3.3. PROPOSICION.

(1) (¢ @) = (¢ B) para todo a > f3.
(2) Ya > 0, (¢ a) siy sélo si ¢ es una tautologia?.

DEMOSTRACION. En [5] se presenta este resultado sin demostracién, a continuacién
damos la siguiente prueba:

(1) Sea 7 una distribucién de posibilidad tal que 7 = (¢ «). Por lo tanto, por
definicién, N(¢) > a. Si a > (3, entonces N(p) > 3, asi 7 |= (¢ ). Luego
(¢ ) = (v ).

2. (=) Supongamos que = (¢ «) por lo tanto, para toda 7w y para toda «,
se tiene m = (¢ ), es decir, N(¢) > «. Asi, en particular, si a = 1
se debe tener que para todo 7 se cumple N(¢) = 1. De aqui que
para todo m se cumple max {m(w) | w |= ~¢} = 0. Esto implica que
es imposible que alguna interpretacién cumpla con w |= —p entonces
para toda w € ) se tiene w = . Por lo tanto ¢ es una tautologia.

(<=) Supongamos que @ es una tautologfa. Asi, para toda interpretacién
w € Q se tiene w = ¢, y como el cdlculo proposicional cldsico es
consistente, se tiene que para ningin w € {2 se cumple w | —p. Asf
para toda m, el conjunto {7(w) | w = ¢} es el conjunto vacio. Asi,
se tiene que max {m(w) | w = —~¢} = 0 y por lo tanto N(p) = 1 —
max {7(w) | w E —¢} =1 > «a para toda « € [0, 1].

([l

3.4. DEFINICION. Definimos la valuacién de una férmula posibilista estdndar de la
siguiente manera:

Val(p, ) = sup{a € (0,1] | T = (¢ a)}.

2En el sentido clésico.
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Un resultado fundamental de la deduccién a partir de bases de conocimiento
posibilistas estandar es que siempre existe una distribucién de posibilidad menos
especifica que satisface una base de conocimiento posibilista estdndar F. A saber, si
F={(¢; o) | i=1,...,n} entonces la distribucién de posibilidad menos especifica
mg que satisface F se define como

(1 stwE eI Apa A Apy
”?(w)—{ 1—max{a; |wE -, i=1,...,n} otro caso

3.5. PROPOSICION. [5] Para cualquier distribucién de posibilidad 7, 7 satisface a F
siy sélo si m < 7.

DEMOSTRACION.
rEF s (Mi=1,2,...,n) 7 (¢ @)
sii (Vi=1,2,...,n) N(g;) > a; (donde N es la medida de
necesidad inducida por )
sii (Vi=1,2,...,n) inf{l —7n(w) |wE —¢;} > a;
sii (Vi=1,2,...,n) (VWwE —¢;) m(w) <1-—q
sii mw) <inf{l—ao; |wE—p;, i=1,2,...,n}
sii m(w) < 7y (w)

O

3.6. COROLARIO. [5] Sea F una base de conocimiento posibilista y sea (¢ «) una
férmula de necesidad valuada. Entonces,

F E (p a) siysdlosi g = (p a).

En otros términos, Val(p,F) = Ng(p), donde Ny es la medida de necesidad in-
ducida por 7.

DEMOSTRACION. En [5], se presenta este resultado sin demostracién, a continuacién
damos la siguiente prueba:

Supongamos que F |= (¢ «). Por la Proposicién 3.5 se tiene que 7y satisface a
F, por lo tanto, 75 = (p «).

Inversamente, supongamos que 75 = (¢ «). Asi Ny, (¢) > a. Sea 7 una
distribucién de posibilidad tal que 7 = F. Entonces, por la Proposicién 3.5 Vw,
m(w) < mg(w). Asi, inf{l —7(w) | w | 79} > inf{l — 7g(w) | w = —p}, luego,
Ny(w) > Ny, (¢) > a. Por lo tanto, 7 = (¢ «). O

3.2. Inconsistencia Parcial.

3.7. DEFINICION. Una base de conocimiento F cuya distribucién de posibilidad
asociada 7y es tal que 0 < supmg < 1 se llama parcialmente inconsistente. La
cantidad
Cons(F) = sup sup 7(w) = sup 75 (w)
TEF wef weN
se llamard grado de consistencia de F y la cantidad Incons(F) = 1—Cons(F) se
llamara grado de inconsistencia de F.

La inconsistencia parcial extiende la inconsistencia clasica en la siguiente forma:
Sea F ={y; |i=1,2,...,n} un conjunto de férmulas proposicionales y asociemos
con F' el conjunto de férmulas de necesidad valuadas totalmente certeras F =
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{(ps 1) | i=1,2,...,n}, entonces se puede demostrar inmediatamente que si F es
consistente entonces Incons(F) = 0 y si F es inconsistente entonces Incons(F) = 1.

3.8. PROPOSICION. Sea F = {(¢1 1), (p2 aa),. .., (pn an)}. Entonces, Incons(F) =
0 si y sélo si la proyeccion clasica F* es consistente en el sentido clésico.

DEMOSTRACION. Damos la siguiente demostracién:

Incons(F) =0 siysélosi 1—sup,ecqmg(w)=0
siy sélosi 1=sup,eqms(w)
siy solosi Jwy € Q,my(wy) =1
siysolosi Jwyg € QuwoEw1 Apa AL Apy
siy s6losi Jwy € Q,wg es un modelo clasico de F*
siy solosi JF* es consistente.

O

3.9. DEFINICION. Sea F una base de conocimiento de necesidad valuada, decimos
que F es parcialmente inconsistente, si

F = (L Incons(F)) con Incons(F) > 0

Asi, puesto que para cualquier férmula ¢ tenemos N(p) > N(L), cualquier
férmula ¢ es deducible a partir de F con una valuacién mayor o igual a Incons(F).
Esto significa que cualquier deduccién tal que F = (¢ «) con « = Incons(F) puede
deberse s6lo a la inconsistencia parcial de F y tal vez no tiene nada que ver con .
Esas deducciones son llamadas deducciones triviales. Por lo tanto, las deducciones
de férmulas de necesidad valuadas F |= (¢ «) con o > Incons(F) que no son cau-
sadas por la inconsistencia parcial, son llamadas deducciones no triviales.

3.10. PROPOSICION. [5] Sea F un conjunto de férmulas posibilistas y sea Incons(F)

= inc, entonces
(1) F es seméanticamente equivalente a Fine y a I3z U {(L inc)}
(2) F; es consistente
(3) Si F = (¥ @) no trivialmente (i.e., con o > inc) entonces F;— = (¥ ).

DEMOSTRACION. Ver [5]. O

3.11. PROPOSICION (Inconsistencia parcial y o — corte). [5]

1. Sea F un conjunto de férmulas de necesidad valuadas, entonces Incons(F) = 0
si y sélo si F* es consistente en el sentido clasico.

2.
Incons(F) = sup{a | F es inconsistente}
= inf{a | FL es consistente} .
y estas cotas se alcanzan.
DEMOSTRACION.
1. =) SeaF ={(p; ;) | i =1,...,n}. De acuerdo con su definicién, Incons(F)

= 0 si y sélo si 75 es normalizada, es decir, si y sélo si 3 w* € Q tal
que g (w*) = 1. Esto implica que w* = ¢;, para todo i. Por lo tanto,
F* es consistente.
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<) Si F* es consistente, entonces tiene un modelo w; asf,
m5(@) =inf{l —; | @ E~p;} =1
ya que, para todo i, @ | ¢;. Asi, 5 es normalizada e Incons (F) = 0.
2. Se sigue de 1) y de los puntos 1) y 2) de la Proposicién 3.10.
[l

Los siguientes resultados [5], generalizan las versiones seménticas de los teoremas
clasicos de la Deduccién y de la Refutacion:

3.12. PROPOSICION (Teorema de la Deduccidn).

FUu{le )} E @ a)siysdlosi FE= (¢ — ¢ a).
DEMOSTRACION.
(=) FU{(¢ 1)} E (¥ a) implica que Ngyg(, 1)}(¢) > @, por el Corolario 3.6,
se tiene que inf {1 — 75y 13 (W) | w =9} > a. Asi, para todo w tal
que w |= @ A—p, se tiene que, Ty (w) < 1—a, ya que Ty, 1)} (W) = Ty (w)
para cualesquier w = . Y Ng(p — ¥) > «, ya que ¢ — 1 es equivalente
a —(p A ). Por lo tanto, F = (¢ — ¢ «), nuevamente, por el Corolario
3.6.
(=) F E (¢ — ¢ a) implica que V& = F, N(p — ) > a. Luego, V1 =
F, N(¢) = 1implica N(¢) > a, dado que N(3) > min {N(¢), N(¢ — 9)}.
Asi, Vr = FU{(p 1)}, N(¢) > a. Por lo tanto, FU {(p 1)} = (¢ ).
O

3.13. PROPOSICION (Teorema de la Refutacion).
FE(pa)siysdlosiFU{(-¢ 1)} = (L )
0, equivalentemente,
Val(p,F) = Incons(F U {(—p 1)}).

DEMOSTRACION. Apliquemos el Teorema de la Deduccidén, reemplazando ¢ por =

y ¥ por L. Asi, tenemos que FU{(-p 1)} = (L a) siy sélosi F = (¢ — L a);

es decir, FU{(—¢ 1)} = (L «) siy sélo si F = (¢ ). O
La equivalencia se debe al hecho de que

Val(e F) = sup{ac (0,1] [T = (¢ a)}
= sup{a € (0,1] | FU{(-¢ 1)} = (L o)}
Incons(F U {(—¢ 1)}).

Como complemento a uno de los teoremas anteriores, tenemos el siguiente resul-
tado, el cual establece que en el proceso de deduccién de una férmula posibilista
(¢ «) s6lo son “Utiles” las férmulas que tienen un grado mayor o igual que a.

3.14. PROPOSICION. Sean F una base de conocimiento posibilista y (¢ «) una
férmula de necesidad valuada. Entonces

FE= (¢ a) siysdlosi Fy E (0 a).
DEMOSTRACION. Por el Teorema de Refutaciéon, F = (¢ «) es equivalente a
Incons(FU{(—¢ 1)}) > «; entonces, por la proposicién 3.10, tenemos que Incons(F,U
{(=¢ 1)}) > @, es decir, F, = (¢ «) por otra aplicacién del Teorema de Refutacion.
El inverso se obtiene debido a que, F, C F. ([l
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3.3. Aspectos No-mondétonos de la Logica Posibilista Estandar. Es posible
definir [5] un operador deductivo no-monétono como sigue: Definimos el operador
de deduccién no trivial® k como

Fr (p a) siysélosi F = (p a) y a > Incons(F).
Con este operador puede suceder que Fre (9 ) y FUTF ke (¢ ).

3.15. EJEMPLO. [5] Consideremos la siguiente base de conocimiento F = {®4,..., P},
en relacién a una eleccién cuyos candidatos son Mary y Pedro.

O, ;= ((Electo(Pedro) V Electo(Mary)) A (—Electo(Pedro) V —~Electo(Mary)) 1)
®, := (Va —Presidente-actual(z) V Electo(x) 0.5)
®3 := (Presidente-actual(Mary) 1)
&4 := (Vx -Apoya(Juan, x) V Electo(z) 0.6)
®5 := (Apoya(Juan, Mary) 0.2)
Og := (Va Victima-de-un-incidente(z) V —Electo(x) 0.7)
Se puede establecer que Incon(¥F) = 0, es decir, F es consistente. Estamos

interesados en saber quién sera electo y con qué grado de certeza maximal. Puede
probarse que
F & (Electo(Mary) 0.5)

F = (—Electo(Mary) 0)
F & (Electo(Pedro) 0)
F = (—Electo(Pedro) 0.5)
es decir, es moderadamente cierto que Mary sea electa (o equivalentemente, que

Pedro no lo sea); el grado de 0.5 es maximal, es decir, Val(F, Electo (Mary)) = 0.5.
Ya que Incons(F) = 0 también podemos escribir que

Fke (Electo(Mary) 0.5)
Fkr (—Electo(Pedro) 0.5)

Entonces nos enteramos de que Mary es la victima de un incidente (lo cual
es informacién completamente cierta). Esto nos lleva a actualizar la base de
conocimiento adicionandole a F la férmula posibilista

¥ := (Victima-de-un-incidente(Mary) 1)

Sea ¥, la nueva base de conocimiento tal que F; = FU {®7}. Se puede probar
que F; es parcialmente inconsistente, con Incons(F;) = 0.5. En efecto, la nueva
informacién nos permite inferir que Mary no serd electa, mientras que la base de
conocimiento previa F nos permite inferir que Mary serd electa. Se puede probar
que

F1 | (Electo(Mary) 0.5)
F1 = (= Electo(Pedro) 0.5)
pero esas deducciones ahora son invalidadas por el umbral de inconsistencia y
por lo tanto trivial. Usando el operador de deducciéon no trivial, todo esto se
reduce a escribir que la deduccién no trivial previa F|x (Electo (Mary) 0.5) y
F|l= (—Electo (Pedro) 0.5) ya no puede hacerse con F;. En este caso vemos un
comportamiento no-mondtono. Ademas de que tenemos

3Recordemos que la deduccién F |= (¢ a) es no trivial siy sélosi a >Incons(F)
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F1 | (—Electo(Mary) 0.7)
F1 = ( Electo(Pedro) 0.7)

y estas deducciones son no triviales ya que 0.7 > Incons(F1), es decir

F1k (—=Electo(Mary) 0.7)
F1k ( Electo(Pedro) 0.7)

lo cual significa ahora que Mary no es electa y Pedro si. Por lo tanto, el actualizar
la base de conocimiento nos lleva a una conclusién opuesta.

3.4. Axiomatizacién. En [5] se presenta un sistema axiomdtico para la Légica
Posibilista. Donde se proponen los siguientes tres axiomas,

(A1) (¢ = (W — ) 1)
(A2) ((p—= (W —=8) = ((p—=¥) = (p—8) 1)
(A3) ((mp = ) = (g = ¥) = ¢) 1)

junto con las reglas de inferencia

(GMP) (¢ a), (¢ = ¢ B) F (¢ min{a, 5})
(S) (pa)F(pP)sia=p

Como puede observarse estos axiomas son los axiomas del Célculo Proposicional
Clasico ponderados con 1. Ademds, observe que la regla de inferencia (GMP)
conserva formulas validas, donde GMP es llamado Modus Ponens Graduado. Este
sistema formal hace a la Légica Posibilista robusta y completa con respecto a la
semantica tolerante a la inconsistencia. Se tiene el siguiente resultado [5].

3.16. PROPOSICION. Para cualquier conjunto de férmulas posibilistas F tenemos
FE(pa)siysélosi Fk (p a),

asi, la Logica Posibilista es aziomatizable.

Para la demostracion de esta proposicion, necesitamos el siguiente lema:

3.17. LEMA. Sean JF un conjunto de férmulas de necesidad valuadas y (¢ «) una
férmula de necesidad valuada. Entonces

F E (¢ a) siysolosi Fl = ¢ en el sentido clésico.
DEMOSTRACION. (Del Lema 3.17):

FeE(pa) siysdlosi F, = (¢ o) (Proposicién 3.14)
siy sélosi Incons(F, U{(—¢ 1)}) > a (Teorema de Refutacion)
siy sélosi F:U{-¢} esinconsistente en el sentido clésico.
(Proposicién 3.11 (1))
siy sélosi F% = ¢ (propiedad de deduccién clésica).

DEMOSTRACION. (De proposicién 3.16 ):
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=) Usando el Lema 3.17, F = (¢ «) es equivalente a F% = 1. Entonces, ya que
el sistema formal constituido por la parte sin peso del esquema de axiomas
y de las reglas de inferencia (excepto (S) cuya parte no valuada es trivial),
es bien conocido por ser un sistema formal tipo Hilbert completo y robusto
para logicas de primer orden, entonces existe una prueba de v a partir de
JF7 en este sistema formal cldsico. Entonces, considerando las valuaciones,
la prueba obtenida por lo anterior es una prueba de (¢ v) a partir de F,
por el sistema formal dado, con v > «. Por iltimo, usando (S) obtenemos
una prueba de (¢ «) a partir de F, y a fortiori de F.
<) Por induccién sobre la longitud de la deduccién.
Caso base: Si F deduce a (¢ «) en un sélo paso, tenemos que es un axioma,
es decir, (¢ 1) o que (¢ a) € F.
Para toda 7, m = (¢ 1), en particular Vr’ tal que 7’ = F implica que
7' = (p 1). Ahora, si (p a) € F, para toda 7, 7 = F implica que 7 = (¢ «).
Supongamos que F F (¢ 3) y que la prueba requirio n pasos, entonces
Tl (6 5).
Supongamos que F F (¢ a) se probo en n 4+ 1 pasos. Analicemos el
ultimo paso de la prueba de (¢ «) supuesto F.
Supongamos que (p «) se obtuvo por GMP, es decir, que existen (¢ —
¢ B)y (¥v) talque F (v — ¢ B) y T+ (¢ v) y donde @ < min{p3, v}
Por hipdtesis inductiva, se tiene que F = (v — ¢ ) y F E (¢ 7). Por el
Lema anterior tenemos que Fj Eyv—oey I = ¢ en el sentido cldsico.
Asi, obtenemos por Modus Ponens que F = ¢ siy sélo si F = (¢ «).
Ahora, supongamos que (¢ «) es aplicacién de laregla (S) y sea F - (¢ )
con 8 > «. Por hipétesis inductiva F = (p ), ademds sabemos que
(¢ B) E (p ), es decir, para todo 7, 7 = F implica que 7 = (¢ §) y para
todo 7, m = (¢ B) implica que © | (¢ «). Asi, Vr, 7 = F implica que
m = (¢ «) y por lo tanto F = (¢ «).
O
Asi, la Proposicion 3.16 establece una semantica adecuada para la Légica Posi-

bilista Estandar, es decir, una semantica para la cual la Logica Posibilista Estandar
es Robusta y Completa.

(1]

(8]
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CAPITULO 25

DEMOSTRACION AUTOMATICA DE TEOREMAS

JOSE ARRAZOLA RAMIREZ
JOSE DE JESUS LAVALLE MARTINEZ*
JUAN PABLO MUNOZ TORIZ
FCFM - BUAP
* FACULTAD DE CIENCIAS DE LA COMPUTACION - BUAP

RESUMEN. En este trabajo se desarrolla un demostrador automatico de teore-
mas en ML basado en el sistema Gentzen. Para esto se da una breve introduc-
cién a ML. Esto es: qué es ML, cudl es la sintaxis usada en este lenguaje de
programacién, asi como algunos ejemplos de como programar en ML. Luego
se explica en que consiste formalmente Gentzen y como codificar en ML las
definiciones dadas. Finalmente se dan algunos ejemplos de ejecucién del pro-
grama.

1. INTRODUCCION

ML[1] es un lenguaje de programacién de propdsito general de la familia de
los lenguajes de programacién funcional, desarrollado por Robin Milner y sus co-
laboradores a finales de la década de 1970 en la Universidad de Edimburgo. ML
es un acréonimo de Meta Lenguaje dado que fue concebido como el lenguaje para
desarrollar tacticas de demostracién en el sistema LCF.

Entre las caracteristicas de ML se incluyen: alto orden, evaluacién por valor,
algebra de funciones, manejo automético de memoria por medio de recoleccién
de basura, polimorfismo parametrizado, andlisis estatico de tipos, inferencia de
tipos, tipos de datos algebraicos, llamada por patrones y manejo de excepciones.
Esta combinacién particular de conceptos hace que sea posible producir uno de los
mejores lenguajes actualmente disponibles. Es un lenguaje funcional fuertemente
tipificado, esto es que toda expresion en ML tiene un tnico tipo, es un lenguaje
interpretado no compilado.

Una funcién en ML se define poniendo la palabra reservada fun, seguida por los
parametros de la funcion, el simbolo = y finalmente el cuerpo de la funcién.

1.1. EJEMPLO. Definir en ML la funcién sucesor(z) = x + 1 se puede hacer de las
siguientes maneras:

fun sucesor x = x+1;

fun sucesorl x:int = x+1;
fun sucesor2 x = x+1:int;

fun sucesor3 x:int = x+1:int;

TRABAJO APOYADO POR EL PROYECTO VIEP-BUAP, PROGRAMACION LOGI-
CA POSIBILISTA Y TEORIA DE LA ARGUMENTACION.
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1.2. EJEMPLO. La funcion factorial definida mediante

factorial(n)

1 sin=20
n* factorial(n —1) sin >0
se puede codificar en ML por:

fun factorial 0 =1
| factorial n = n * factorial (n—1);

Por otro lado, como ya se dijo anteriormente ML es un lenguaje de programacién
fuertemente tipificado, asi que debemos caracterizar mediante tipos el sistema que
queremos construir. Para lo cual utilizamos el constructor de tipo datatype.

1.3. EJEMPLO. Supongamos que deseamos construir una lista de cadenas, la cual
se define recursivamente como:
= Una lista de cadenas esta vacia o
= Tiene una cadena como primer elemento y un resto que es una lista de
cadenas.

Expresado en ML:
datatype strlist = nul | ht of string x strlist;

Con lo anterior no s6lo hemos definido el tipo de datos strlist, también hemos
creado dos constructores para dicho tipo, a saber nul de aridad 0 y ht de aridad 2.
Asi para construir una lista de cadenas tenemos que basarnos en tales constructores,
como en

ht (”cadenal”  ht(”cadena2” ;ht(” cadena3” ,nul)));

Al introducir la linea anterior, ML nos dird que el tipo al que pertenece es a
strlist.

ML también cuenta con una forma de crear alias para tipos usando type, pero
con ésta no se define constructor alguno. Como ejemplo podemos escribir

type float = real;

En este caso float se puede usar posteriormente como un sinénimo del tipo real.
Una primera forma de ocultar codigo en ML es usando let e in como a continuacion
se muestra:

fun invierteLista (Lista) =
let
fun invierteLPA (nul,pa) = pa
| invierteLPA (ht (h,t),pa)
in
invierteLPA (Lista ,nul)
end ;

= invierteLPA(t,ht(h,pa))

En este caso la funcién invierteLista delega su trabajo a una segunda funcién
llamada invierteLPA. La funcién invierteLPA se encuentra oculta entre las palabras
reservadas let e in. La palabra reservada in indica el fin del let y después de ella
comienza el cuerpo de la funcién principal.
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Los lenguajes de la familia ML se usan para el disefio y manipulacién de cualquier
lenguaje, de ahf su nombre Meta Language (compiladores, analizadores, demostradores
de teoremas, etc.).

2. IMPLEMENTACION

Primero definiremos formalmente el lenguaje de la l4gica proposicional [2][3].
Para ello debemos definir su alfabeto y dar sus reglas sintacticas de formacién.

2.1. DEFINICION. El alfabeto del lenguaje de la légica proposicional estd conforma-
do por:

1. Paréntesis: (,);

2. Conectivos légicos: =, A, V, —;

3. Letras proposicionales: Cualquier letra con o sin subindices.

2.2. DEFINICION. Los elementos del lenguaje de la légica proposicional, que lla-
maremos proposiciones, se definitionnen mediante:
1. Toda letra proposicional es una proposicién,
2. Si A y B son proposiciones entonces (=A), (AAB), (AVB)y (A — B)
también son proposiciones.

Lo cual podemos escribir, practicamente tal cual, en ML de la siguiente manera:

datatype Prop = lp of string |
nega of Prop |
conj of Prop % Prop |
disy of Prop x Prop |
impl of Prop * Prop;

Asi tenemos cinco constructores para el tipo Prop:

1. lp de aridad uno y cadenas como argumento,

nega de aridad uno y proposiciones como argumento,
conj de aridad dos y proposiciones como argumentos,
disy de aridad dos y proposiciones como argumentos,
5. impl de aridad dos y proposiciones como argumentos.

P~ W N

Definimos Sec para crear listas de proposiciones, ya que en ML estd intercon-
struido el tipo lista y es polimorfo utilizamos type como alias para una lista de
proposicones. Para fines practicos pensaremos en Sec como un conjunto de proposi-
ciones.

type Sec = Prop list;

El sistema de Gentzen [2][3] nos permite saber si una proposicién es una tau-
tologia, en caso de que no sea una tautologia también nos permite saber bajo que
asignaciones, de valores de verdad a las letras proposicionales, la proposicién es
falsificable, se basa en el concepto de secuente. Un secuente es una pareja (T, A) de
secuencias (o conjuntos, posiblemente vacios) de proposiciones: I' =< Ay, ..., A, >
v A =< By,...,B,, >, decimos que I" y A son el antecedente y el consecuente,
respectivamente. Por brevedad escribiremos los secuentes como I' ~ A y en las
secuencias no usaremos paréntesis angulares.

Por lo tanto el constructor de tipo Secuente se define de la siguiente manera:

datatype Secuente = Ir of Sec x Sec;
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Las reglas de inferencia estan formadas como un conjunto de secuentes premisas
sobre una raya horizontal y un tnico secuente conclusiéon bajo la raya.

premisay, premisasg, . .., premisa,

- NombreDeLaRegla
conclusion

Las premisas resultan de la aplicacién de la definicién de la regla a la conclusion.
Las reglas de inferencia se clasifican en dos categorias: las que operan sobre el
antecedente (x ~~) y las que operan sobre el consecuente (~ x): cada regla descom-
pone a la proposicién principal en subproposiciones que son colocadas ya sea en
el antecedente o consecuente de las premisas, pudiendo incluso dividir un secuente
(conclusion) en dos (premisas). Las premisas obtenidas después de esta operacién
pueden contener o no operadores 16gicos, en caso de contenerlos las reglas de infer-
encia vuelven a ser aplicadas. Ello naturalmente permite representar a las pruebas
como arboles.

2.3. DEFINICION. El sistema de Gentzen se define a continuacién:

1. T, A representan secuencias arbitrarias de férmulas (conjuntos),
2. A, B representan proposiciones arbitrarias,
3. El tnico axioma es:

T Aw AA AT

4. Las reglas de inferencia de Gentzen son:

T'~ A A I'A~ A
L,(—A)-A [~ (-A),A
I'A,B~ A I'~AA T'~ BA
TAAB) =A™ Tw(AnrB),a "
I''A~ A F,BWA\/W I~ AB,A Y
I'(AVB)~ A '~ (AV B),A
'r~AA T',B~A I'A~ B,A
IL(A-B) ~A Tw(A=B,A

Note que en el sistema de Gentzen tenemos un axioma (Ax) y dos formas de
reglas de inferencia, aquellas que dado un secuente conclusién obtenemos sélo un
secuente premisa llamémosles InRuUno (coloquialmente las que no bifurcan) y aque-
llas que dado un secuente conclusién obtenemos dos secuentes premisas llamémosles
InRuDos (coloquialmente las que bifurcan), lo cual podemos definir en ML medi-
ante:

datatype SistemaG = Ax of Secuente |
InRuUno of Secuente |
InRuDos of Secuente * Secuente;

Hasta aqui se ha caracterizado el sistema de Gentzen, es decir, hemos creado
un tipo SistemaG cuyos elementos son la base para poder hacer demostraciones
en logica proposicional. A continuacién vamos a definir la funcién reduce = fun:
Secuente — SistemaG, ésta se encarga de aplicar las reglas de inferencia, en caso
de no poder aplicar una regla de inferencia, debido a que no encontré operadores
l6gicos a la cabeza de la lista, se llama a la funcién decide. El cédigo es el siguiente:
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fun reduce(lr (nega(a)::gama,delta)) =
InRuUno (Ir (gama,a:: delta)) |
reduce (1r (conj(a,b)::gama, delta)) =
InRuUno(1r (a::b::gama, delta)) |
reduce (Ir (gama,nega(a):: delta)) =
InRuUno (1r (a::gama,delta)) |
reduce (Ir (gama, disy (a,b):: delta)) =
InRuUno(1r (gama,a::b:: delta)) |
reduce (Ir (gama,impl(a,b):: delta)) =
InRuUno(1r (a::gama,b:: delta)) |
reduce (Ir (disy (a,b)::gama, delta)) =
InRuDos(1lr (a::gama, delta),lr (b::gama, delta)) |
reduce (Ir (impl(a,b)::gama, delta)) =
InRuDos (1r (b::gama, delta),lr (gama,a:: delta)) |
reduce (1lr (gama, conj(a,b):: delta)) =
InRuDos (Ir (gama,a:: delta),lr (gama,b:: delta)) |
reduce (sec) = decide (sec);

2.4. EJEMPLO. La linea
reduce (lr(conj(a,b)::gama, delta)) =
InRuUno(lr (a::b::gama, delta))
es la codificacién de la regla
I'A,B~ A A
I'(AAB) ~ A
y la linea
reduce (1r (impl(a,b)::gama, delta)) =
InRuDos (Ir (gama,a:: delta),lr (b::gama, delta))
es la codificacion de la regla
I'~AA TI'B~A
I(A— B)~ A

—>

Como se puede observar una instancia de nuestro tnico axioma es cualquier
secuente I' ~~ A tal que ' N A # &, esto es, contienen alguna proposicién en
comun.

En ML la forma de determinar si una proposicién es un teorema sera por medio
de la funciéon prueba: SistemaG — bool. Esta funcién se llama recursivamente
mientras reciba elementos de tipo InRuUno o InRuDos, es decir las premisas atin
contienen conectivos logicos, con los cuales llama a la funciéon reduce que es la
funciéon que aplica las reglas de inferencia. Cuando prueba recibe un elemento de
tipo Ax (premisa sin operadores 16gicos) entonces llamard a la funcién intersecta la
cual devuelve true si los conjuntos no son disjuntos, es decir la conclusiéon es una
axioma, y false en otro caso.

fun prueba (Ax(1r (left ,right))) =
intersecta (left ,right) |
prueba (InRuUno (up))
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prueba(printVal(reduce(up))) |

prueba (InRuDos (upl,up2))
prueba (printVal (reduce (u
( (u

)
pl))) andalso
prueba(printVal(reduce )

p2)));

3. FUNCIONES AUXILIARES

En esta seccién presentaremos funciones auxiliares que son llamadas por las
discutidas anteriormente.

3.1. Funcién intersecta: Secuente — bool. Recordemos que Secuente es de
tipo Sec * Sec, es decir tiene una lista del lado izquierdo y otra del lado derecho,
asi intersecta busca si la parte derecha tiene elementos en comun con la parte
izquierda, si este es el caso devuelve true, en caso contrario devuelve false. Esto
es porque si se tiene una o mas proposiciones iguales del lado derecho y del lado
izquierdo se llega a una contradiccién, lo cual quiere decir que no hay valores de
verdad que hagan falsa a la proposicion inicial.

fun intersecta ([],-.) = false
| intersecta(h::t,r) = let
fun esta(_,[]) = false

(-1
| esta(x,h::t) =x=nh
orelse esta(x,t);

in
esta(h,r)
orelse intersecta(t,r)
end;

i

3.2. Funcién decide: Secuente — SistemaG. La funciéon decide se llama
cuando no se ha encontrado un conectivo a la cabeza de gama ni a la cabeza de
delta, pero podria haber alguno todavia en el resto de alguna de las dos secuencias,
por lo tanto esta funcién tiene como propdsito buscar un conectivo y de hallarlo
dejarlo a la cabeza de la secuencia en la que lo halld. Si no lo encuentra en ninguna
de las dos secuencias se sospecha de que se trata de una instancia del tinico axioma.

fun decide(lr (gama,delta)) =
let
fun hayoperador(nil ,pa) = (false ,pa)
| hayoperador (lp (a): t ,pa) =
hayoperador (t,lp(a)::pa)
| hayoperador (x,pa) = (true ,x@pa)
val (valor ,gamal) =
hayoperador (gama, nil)
in
if valor
then InRuUno(lr (gamal, delta))
else
let
val (valorl  deltal) =
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hayoperador (delta , nil)
in
if valorl
then InRuUno(lr (gama, deltal))
else Ax(1r (gama, delta))
end
end;

)

Con lo cual tenemos el demostrador completo del sistema de Gentzen.

4. EJEMPLOS

A continuacién damos dos ejemplos de como funciona el demostrador y sus cor-
respondientes drboles de demostracion.

4.1. EJEMPLO. Para saber si la proposicién ((p — ¢) — ((—g) — (—p))) es siem-
pre verdadera, usando el sistema de Gentzen, tenemos que construir un arbol de
deduccién para el secuente ~ ((p — ¢) — ((—¢) — (—=p))) o usar el demostrador
automatico que hemos desarrollado de la siguiente manera:

prueba (InRuUno(1r ([] ,] 1mp1(1mpl(

Ip("p”),Ip("q”)),
impl (nega (1p(”q”)),nega(lp("p”))))]))

1))

Obteniendo

”

InRuUno(1r ([impl(1p "p”, 1p "q”)],
[impl(nega(lp 7q”), nega(lp ”p”) 1)
[

)
InRuUno(1r ([nega(lp ”q”), impl(lp 7p Ip 7q”)],
nega(lp "p”)]))

InRuUno (Ir ([1mpl(lp "p”, 1Ip "q")],
[Ip "q”, nega(lp "p”)]))
InRuDos( ([lp 7q’ ] [Ip "q”, nega(lp "p”)]),
r (], [1 "p”, 1p "q”, mnega(lp "p”)]))
InRuUno( ([lp 7q”],
[Hega(lp 'P"), 1p "q”]))
InRuUno(1r ([1p ”"p”, 1p ”q”],
[lp q’ ]))
Ax(1r ([1lp ”p”, Ip "q”"],
[Ip "d’ ]))
InRuUno(1r ([],
[ ega(lp "p”), 1p "q”, 1p "p"]))
InRuUno(1r ([1p "p’ ]
[Ip 7q”, 1p "p"]))
Ax(1r ([1p 7p”],
[Ip "a”, 1p "p"]))

> val it = true : bool
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Es decir, la proposicién ((p — q) — ((—g) — (—p))) es una tautologfa. Su drbol
de deduccién como lo hariamos las personas es el siguiente:

pg=q AT pepqg AT

g~ q,(-p) ~ D, ¢, (-p)
(p—a) ~ ¢ (-p)
(—q), (p — @) ~ (-p)
P—=a (9= (p)
~ ((p— @) = ((=g) — (=p)))
4.2. EJEMPLO. De la misma forma si queremos saber si la proposicion ((—p) A p)

es siempre verdadera, podemos construir un arbol de deducciéon para el secuente
~» ((=p) A p) o introducirla al programa de la siguiente manera:

prueba (InRuUno(1r ([] ,[conj(nega(lp("p”)).lp("p"))])));
Obteniendo

A T

—>

InRuDos( ([], [nega( "p")]),
r ([], [1p "p” 1))

InRHUMO( ([lp "p"], [1))

Ax(1r ([1p 7p”], []))>

val it = false : bool

Es decir, la proposicién ((—p) A p) no es una tautologia y se puede falsificar
cuando p toma el valor veritativo verdadero (aunque también cuando p es falso, ya
que en realidad es una contradiccién). Su drbol de deduccién es el siguiente:

71) ~ AT
~ (—p) ~ P
~ ((=p) Ap)

CONCLUSION

~ A

Como se ha mostrado ML es muy 1til para programar objetos definidos matematica-
mente, ya que nos permite modelar facilmente el alfabeto, la sintaxis y la seméntica
que se le da a dichos objetos. ML permite tener cédigo elegante y simple, también
facilita su entendimiento, interpretacién y mantenimiento.
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CAPITULO 26

LA TOPOLOGIA DE LOS HIPERESPACIOS
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RESUMEN. El material que contiene este trabajo pertenece a la rama de la
topologia denominada Teoria de los Continuos e Hiperespacios. Un continuo
es un espacio métrico, no vacio, compacto y conexo. Para un continuo X se
define el hiperespacio 2X = {A C X : A es cerrado en X y no vacio} con la
topologia generada por la métrica de Hausdorff. En este articulo analizamos
las propiedades de dicha métrica y vemos que la Topologia generada por ésta
coincide con la Topologia de Vietoris.

1. INTRODUCCION

En términos generales, la Teoria de los Continuos se encarga de estudiar las
propiedades de los espacios métricos, no vacios, compactos y conexos; precisamente,
un espacio con estas cuatro caracteristicas es un continuo; la Teoria de los Hiperes-
pacios se dedica a estudiar ciertos subconjuntos del conjunto potencia de un conti-
nuo, a los cuales se les asigna una métrica (conocida como la métrica de Hausdorff)
y a dichos subconjuntos distinguidos se les denomina hiperespacios. los primeros
trabajos se deben a los topdlogos alemanes L. Vietoris y F. Hausdorff. Vietoris de-
terming las propiedades basicas de los hiperespacios y Hausdorff definié una métrica
para éstos. En este articulo exponemos los conceptos y demostramos resultados de
los hiperespacios de continuos, necesarios para dotar de una métrica al conjunto
de todos los subconjuntos cerrados y no vacios de un continuo dado, es decir, dado
un continuo X, dotamos al conjunto 2% = {A C X : A es cerrado y no vacio}
de una métrica que se conoce como la métrica de Hausdorff. También dotamos de
una topologia a este conjunto, llamada topologia de Vietoris. El objetivo principal
de este articulo es probar que la topologia de Vietoris coincide con la topologia
generada por la métrica de Hausdorff.

2. METRICA DE HAUSDORFF

Un continuo es un espacio métrico, no vacio, compacto y conexo. A lo largo
de todo este trabajo, la letra d representara la métrica para un continuo X. Los
hiperespacios son ciertas familias de subconjuntos de X, con alguna caracteristica
particular. Dado un continuo X, consideraremos los siguientes hiperespacios de X.

2X ={A C X : A es cerrado en X y no vacio},
C(X) ={A € 2% : A es conexo}.

Como es usual, los siguientes simbolos R, R y N denotardn el conjunto de los
ntimeros reales, niimeros reales positivos y niimeros naturales, respectivamente. Las
nociones generales de topologfa fueron tomadas de la referencia [1]. El contenido
de este material fue inspirado de los ejercicios 2.2, 2.3, 2.6, 2.7 y 2.8 del Capitulo
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2 de la referencia [2]. El libro indicado por [3] al final, es el libro bdsico del buen
continuero, en el cual el lector encontrard mas informacién alrededor de la Teoria
de los Continuos.

Sea X un continuo, definimos la bola abierta en X con centro en un punto x € X
y de radio € > 0, como sigue:
B(e,z) ={y € X : d(x,y) < €}

Dados un continuo X y subconjuntos A y B de X, denotamos por d(A, B) la
distancia de A a B que se define como:
d(A,B) = inf{d(a,b) :a€ Ay be B}
y la distancia de un punto p a un conjunto C' es

d(p,C) = d({p}, C).

Por otra parte, dado un subconjunto cerrado A de un continuo X, definimos la
nube en X con centro en A y de radio € > 0, denotada por N(g, A), como sigue:

N(e,A) ={z € X : existe a € A tal que d(a,x) < €}.

2.1. LEMA. Sea X un continuo. Entonces se cumple lo siguiente:
1. Sie >0y A € 2%, entonces
(a) ACN(e A),
(b) N(e,A) =U,ca B(e,a). Asi, N(g, A) es un abierto en X,
(¢) N(0,A) C N(e,A) paracada §d >0 tal que d <e, y
(d) N(g,A) =U{N(0,4):6>0,0 <e}.
2. Si A € 2¥ y U es un subconjunto abierto en X tal que A C U, entonces
existe € > 0 tal que
ACN(g,A) y N(g,A) C U.
Sean A, B€2X.Si0<d§<ey AC B, entonces N(§,A) C N(g, B).
4. Sea ¢ > 0. Entonces para cualesquiera A, B € 2%, se tiene que
N(g,A)UN(e,B) = N(g,AUB).
5. Si A, B € 2% tal que AN B = (), entonces existe £ > 0 tal que
N(e,A)N N(e, B) = 0.

@

DEMOSTRACION.

Veamos 1.

(a) Es claro que se cumple.

(b) Sea x € N(e, A). Entonces existe a € A tal que d(a,z) < e, luego
x € B(e,a), asi, © € J,c 4 B(e, a). Por lo tanto

(2.1) N(e,A) c | Bz, a).
acA
Ahora bien, sea x € (J,c4 B(e,a). Entonces existe a € A tal que = €
B(g,a), asi, d(a,z) < €, es decir, x € N(g, A). Por lo tanto
(2.2) U B(e,a) € N(e, A).
acA
De (2.1) y (2.2), se tiene la igualdad.
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(c) Sean 6 > 0 tal que § < ey = € N(J, A). Entonces existe a € A tal que
d(a,x) < §. Como § < ¢, se tiene que d(a,z) < ¢, es decir, x € N(g, A).
Por lo tanto, N (4, A) C N(e, A).

(d) Sea z € N(e, A). Entonces existe a € A tal que d(a,z) < e. Sea d > 0
tal que d(a,z) < § < e. Asi, d(a,z) < §, de manera que x € N(4, A).
Luego, z € |J{N(5,A) : 0 >0, § < e}. Por lo tanto

(2.3) N(e, A) c | J{N(5,4): 6 >0, 6 <&}
Por (c), tenemos que
(2.4) U N6, 4) c N (e, A).
6<e

De (2.3) y (2.4), concluimos (d).

2. Como A C U, se sigue que AN(X\U) = (). Luego, Ay X\U son cerrados en X
y, as{, compactos. De manera que d(A4, X\U) > 0. Seae = w, notemos
que € > 0. Se sigue que N(e, A) C U. En efecto, si x € N(e, A), entonces
existe a € A tal que d(a,z) < e. Asi, z € B(e, a). De manera que z € U. En
caso contrario, es decir, si x € X \U, entonces B(e,a)N (X \U) # (), de modo
que existe z € B(e,a) N (X \U). Asi, d(a,z) <eye <d(A, X \U), lo cual
es una contradiccién. Por lo tanto, z € U. En consecuencia, N(e, A) C U.
Ahora, por 1.(a), se tiene que A C N(¢,A) y N(e,A) C U.

3. Sea z € N(0,A). Entonces existe a € A tal que d(a,z) < ¢. Como § < ¢, se
sigue que d(a, ) < €. Puesto que A C B, implicamos que a € B, de donde
x € N(e, B). Por lo tanto, N (4, A) C N(e, B).

4. Por 3, inferimos que N(e, A) C N(e,AUB) y N(¢,B) C N(e, AU B). Asi,

(2.5) N(e,A)UN(e,B) C N(e, AU B).

Ahora, sea z € N(e, AU B). Luego, existe b € AU B tal que d(b,z) < e.
Tenemos dos casos:

(i) Sibe A, entonces z € N(e, A).

(i¢) Sib € B, entonces z € N(e, B).

En ambos casos, se tiene que z € N(g, A) U N(g, B). Por lo tanto

(2.6) N(e,AUB) C N(e,A)UN(e, B).
De (2.5) y (2.6), concluimos que
N(e,A)UN(e,B) = N(e, AUB).

5. Supongamos que para cada € > 0, tenemos que N(g, A) N N(e, B) # 0.

Puesto que ANB =0y A, B son compactos en X, se tiene que d(A, B) >
0. Sea ¢ = @, notemos que € > 0. Por lo supuesto, deducimos que
N(e, A)NN (e, B) # (). Luego, existe z € N (e, A)NN (g, B). Asi, existen a € A
y b € B tales que d(a,z) < ey d(b,z) < e. Luego, aplicando la desigualdad
del tridngulo, d(a,b) < d(a,z) + d(z,b) < 2¢ = d(A, B), de manera que
d(a,b) < d(A, B), lo cual es una contradiccién. Con esto demostramos 5. [

2.2. DEFINICION. Sea A un subconjunto no vacio de un continuo X. El didmetro
de A, denotado por didm(A), es:

sup{d(a,b) : a,b € A}.
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2.3. TEOREMA. Sea X un continuo. La funcién didm : 2% — [0, 00), dada por
didm(A) = sup{d(a,b) : a,b € A} es una funcién continua.

DEMOSTRACION. Sean ¢ > 0, A, B € 2¥ y § = £ > 0. Si H(A,B) < §, por
el Lema 2.1, tenemos que A C N(§,B) y B C N(d,A). Como A es compacto,
existen ai, as € A tales que didm(A) = d(a1,az2). Luego, existen by, by € B tales
que d(aq,b1) < 0 y d(az,b2) < § (dado que A C N(J, B)). Por la desigualdad del
tridngulo:

didm(A) = d(ay,a) < d(a1,b1) + d(az, bz) 4 d(by, ba)
< 20 +d(by,by) = e+ d(by, ba).
Como d(by,b2) < didm(B), tenemos que
e+ d(by,bs) < e+ didm(B).
Por lo tanto,
(2.7 didm(A) — didm(B) < e.

De manera anéloga, como B es compacto, existen bz, by € B tales que didm(B) =
d(bs, bs). Luego, existen ag, aq € A tales que d(bs,a3) < § y d(bs,aq) < § (como
B C N(4,A)). Por la desigualdad del tridngulo:

didm(B) = d(bs,bs) < d(bz,as3) + d(bs, as) + d(as, as)
< 20+ d(az,aq) =€+ d(as,aq).
Como d(as, as) < didm(A), tenemos que
e+ d(as,as) < £ + didm(A).

Por lo tanto,

didm(B) — didm(A) < e.
Asi,
(2.8) —& < didm(A) — didm(B).
Por (2.7) y (2.8), concluimos que:

| didm(A) — didm(B) |< e.
Por tanto, la funcién didm es uniformemente continua, y asi continua. 0
2.4. NOTACION. Para cada A, B € 2% sean

E(A,B)={¢e>0:ACN(g,B)y BC N(c,A)}

E(A,B)+ E(B,C)={c+6:c¢ E(AB)ydcE(B,C)).

2.5. TEOREMA. Sea X un continuo. La funcién H : 2% x 2%X — R*TU{0} definida,
para cada A, B € 2%, por H(A, B) = inf E(A, B) es una métrica para 2% (conocida
como la métrica de Hausdorff).

DEMOSTRACION. Sean A, B, C € 2X y
E(A,B)+ E(B,C)={c +6:c€ E(A,B) y 6 € E(B,C)}.



(a)

(b)

(d)
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Veamos que H estd bien definida. Para esto, tenemos que probar que el
conjunto F(A, B) es no vacio y estd acotado inferiormente. Observemos que
d(z,y) <didm(X) + 1, para cada =, y € X. Asi, A C N(didm(X)+1,B) y
B C N(didm(X)+1, A). De manera que didm(X)+1 € E(A, B). Por tanto,
E(A, B) # 0. Claramente, E(A, B) estd acotado inferiormente por el cero.
Ahora, mostremos que para cada A, B € 2%, tenemos que H(A, B) > 0. Co-
mo E(A, B) esta acotado inferiormente por el cero, por definicién de fnfimo,
se sigue que H(A, B) > 0, para cada A, B € 2¥.

A continuacién, probamos que para cada A, B € 2%, tenemos que H(A, B) =
H(B,A). Por definicién de E(A, B), deducimos que F(A, B) = E(B, A), de
esto obtenemos (c).

Probaremos para cada A, B € 2% que H(A,B) = 0 si y s6lo si A = B.
Sean A, B € 2X. Supongamos que H(A, B) = 0. Mostraremos que A = B.
Para esto, sean € > 0y € A. Como H(A, B) = 0, existe § € E(A4, B) tal
que § < e. Luego, A C N(4,B) y como x € A, se sigue que x € N(§, B).
Entonces existe y € B tal que d(x,y) < 6 < e. Asi, y € B(z,e)N B, de donde
B(x,e)N B # () y como ¢ fue arbitrario, se tiene que z € B. Puesto que B
es cerrado en X, se sigue que x € B. Por lo tanto, A C B. Analogamente, se
tiene que B C A. Asi, A= B.

Ahora supongamos que A = B. Luego, para todo € > 0, tenemos que
e € E(A, B), asi, H(A, B) = 0.

Finalmente veamos que para cada A, B € 2%, tenemos que H(A,C) <
H(A,B)+ H(B,C).

Para esto, demostremos que F(A,B) + E(B,C) C E(A,C). Sea 8 €
E(A,B) + E(B,C), asi existen ¢ € E(A,B) y 6 € E(B,C) tales que 8 =
€+ 0. Luego, A C N(e,B) y B C N(6,C). Notemos que A C N(3,C),
dado que si € A, existe y € B tal que d(z,y) < e. Luego, existe z € C
tal que d(y,z) < 6. Asi, d(z,2z) < d(z,y) +d(y,z) < e+ = (. Por lo
tanto, A C N(8,C). Similarmente, C C N (3, A). De esto, deducimos que
B € E(A,C). Por lo tanto, E(A, B)+ E(B,C) C E(A,C). De lo anterior, es
inmediato que H(A,C) < H(A,B) + H(B,C). O

Para cada continuo X, tenemos que (2%, H) es un espacio métrico. Como C(X)

estd contenido en 2%, observemos que H también es una métrica para C(X). La
idea intuitiva de esta métrica es que dos conjuntos estan cercanos si ellos casi se
empalman uno en el otro. Esta idea geométrica es buena pero tenemos que notar
que, por ejemplo, si A es un disco en el plano, se pueden dar conjuntos finitos tan
cercanos a A como se quiera, simplemente se toma una cuadricula muy fina dentro
del disco y se toma como conjunto finito al conjunto de los cruces de la cuadricula.

2.6. OBSERVACION. Sea X un continuo no degenerado. Aunque H se puede definir
en la familia de todos los subconjuntos no vacios de X, en este caso H no es una
métrica para dicha familia.

2.7. NOTACION. Sean A € 2% y € > 0. Por B(e, A) entendemos la bola abierta en

con centro en A y de radio ¢, es decir,

B(e,A) = {Bec2¥:H(A, B) <¢}.
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2.8. LEMA. Sean X un continuo, A, B € 2% y & > 0. Entonces H(A,B) < esiy
sélosi AC N(e,B) y BC N(g, A).

DEMOSTRACION. Supongamos que H (A, B) < €. Luego, existe 8’ € F(A, B) tal que
0 <e, ACN(,B)y BC N(§,A). Ademds, por el Lema 2.1.1.(c), tenemos que
N(§',B) C N(e,B) y N(6',A) C N(e, A). Por tanto, A C N(¢,B) y B C N(¢g, A).

Reciprocamente, supongamos que A C N(e,B) y B C N(g, A). Asi, por el Lema
2.1.1.(d), se tiene que A C |Js.. N(6, B) para cada ¢ > 0 tal que § < €. Dado que A
es compacto, existen nimeros positivos, d1,do,...,d0,, con n € N, tales que 6; < €'y
A c Ui, N(6;,B). Sea a = mdz{d1,02,...,0,}. Luego, para cadai € {1,2,...,n},
tenemos que N (&;, B) C N(a, B). Asi, |J;-_; N(6;,B) C N(a, B). De manera que
A C N(a, B). De manera andloga, como B C N(g, A), existe vy > 0 tal que y < ey
B C N(vy,A).Sea 8 = mdz{a,~}. Se tiene que f < e, AC N(8,B)y B C N(B,A).
Asi, € E(A, B). En consecuencia H(A, B) < 8 < e. Por tanto, H(A,B) <e. O

2.9. DEFINICION. Dado un continuo X, definimos la funcién D : 2% x 2X — Rt U
{0}, para cada A, B € 2%, por D(A, B) = mdz{sup{d(a, B) : a € A}, sup{d(A,b) :
be B}}.

2.10. TEOREMA. Sea X un continuo. Si A,B € 2%, entonces D(A, B) = H(A, B).

DEMOSTRACION. Sean ¢ > 0y r = H(A, B) + ¢, se sigue que H(A,B) < r.
Luego, por el Lema 2.8, tenemos que A C N(¢,B) y B C N(g, A). Asi, para cada
a € A, existe un b € B tal que d(a,b) < r. De esta forma, para cada a € A,
deducimos que d(a, B) < r. De modo que sup{d(a,B) : a € A} < r. De manera
andloga, como B C N(g, A), se sigue que sup{d(b,A) : b € B} < r. Por lo tanto,
D(A, B) <r,esdecir, D(A, B) < H(A, B)+¢e. Como € > 0 fue arbitrario, inferimos
que D(A,B) < H(A, B).

Veamos que H(A,B) < D(A,B). Sean ¢ > 0y r = D(A, B) + ¢. Probemos
que A C N(r,B). Tomemos a1 € A, asi, d(ay, B) < sup{d(a,B) : a € A}. Como
sup{d(a,B) : a € A} < D(A, B), se sigue que d(ai,B) < D(A, B). Asi, d(a1,B) <
r. De manera que a; € N(r, B). Por lo tanto, A C N(r, B).

De manera andloga, se prueba que B C N(r, A). Luego, por el Lema 2.8, tenemos
que H(A, B) < r, es decir, H(A, B) < D(A, B) +¢. Dado que € > 0 fue arbitrario,
se sigue que H(A, B) < D(A, B). Por lo tanto, H(A, B) = D(A, B). O

Con el resultado anterior conluimos que D es una métrica para el hiperespacio
2% que coincide con la métrica de Hausdorff. De manera que los hiperespacios 2%
y C(X) pueden ser considerados con cualquiera de estas dos métricas, segiin nos
convenga.

2.11. DEFINICION. Dado un subconjunto A de un continuo X. Consideremos las
siguientes subcolecciones del hiperespacio 2% :

I'(A)={Be2X:BcC A},

AMA)={Be2X:BnA#0}y

®(A)={Be2X:ACB}.

2.12. TEOREMA. Sean X un continuo y A un subconjunto de X. Entonces se tiene
lo siguiente:

1. Si A es un abierto en X, entonces I'(4) y A(A) son abiertos en 2%.

2. Si A es cerrado en X, entonces I'(A), A(A) y ®(A) son cerrados en 2.
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DEMOSTRACION.

1. Sea A un subconjunto abierto de X. Probemos que I'(A) es abierto en 2X.
Sea B € T'(A), luego, B € 2X y B C A. Como A es abierto en X, por el
Lema 2.1.2, tenemos que existe € > 0 tal que B C N(g, B) C A. Veamos que
B(e, B) C T'(A). Sea C € B(e, B), se sigue que H(B,C) < ¢. Por el Lema
2.8, tenemos que C' C N(g,B) y como N(e, B) C A, se sigue que C C A.
Asi, C € T(A). Luego, B(e, B) C T'(A). En resumen, para cada B € T'(A),
existe ¢ > 0 tal que B(e, B) C T'(A), es decir, I'(4) es abierto en 2.

Ahora, demostremos que A(A) es abierto en 2%. Sea B € A(A), luego

Be2¥yBnNA#0 Seax € BNnA Como A es abierto en X, existe

€ > 0 tal que B(e,z) C A. Probemos que B(e, B) C A(A). Sea C € B(e, B),

luego H(B,C) < e, por el Lema 2.8, inferimos que B C N(g,C). Como

x € B, existe y € C tal que d(z,y) < e, es decir, y € B(e,x). Asi, y € A,

luego y € C'N A, de manera que C N A # (. Por lo tanto, C € A(A). Asi,
B(e, B) C A(A). Esto prueba que A(A) es abierto en 2.

2. Sea A un subconjunto cerrado de X. Para probar que I'(A) es cerrado en

2X | basta ver que I'(A) C T'(A). Sea B € T'(A) y supongamos que B ¢ I'(A),
es decir, B ¢ A. Tomemos b € B\ A, como A es compacto en X y b & A,
tenemos que d(A,b) > 0. Sea ¢ = d(A,b). Dado que B € T'(A), se sigue
que B(g,B) NT(A4) # (. Tomemos E € B(e, B) NT'(4), de manera que
H(B,E) < ey E C A. Por el Lema 2.8, implicamos que B C N(g, E).
Como b € B, existe e € F tal que d(b,e) < e. Dadoque E C Aye€ A,
tenemos que d(b, A) < d(b,e). De manera que d(b, A) < ¢, lo cual es una
contradiccién. Asi, B € T'(A). Por lo que I'(A) C T'(A). Concluimos que
I'(A) es cerrado en 2.

Por otro lado, si A es cerrado en X, entonces X \ A es abierto en X. Por
1. de este lema, se sigue que I'(X \ A) es abierto en 2%, asf, 2X \ T'(X \ A)
es cerrado en 2X. Notemos que A(A) = 2X \ T'(X \ A) (como 2% = A(A)U
[(X\A)y A(A)UT(X \ A) = 0). Por lo tanto, A(A) es cerrado en 2%X.

Ahora, veamos que ®(A) es cerrado en 2. Sea B € m y supongamos
que B € ®(A). Luego, A ¢ B, tomemos a € A\ B. Notemos que d(B,a) >
0. Sea ¢ = d(B,a). Como B € ®(A), tenemos que ®(A) N B(e, B) # 0.
Tomemos E € ®(A) tal que H(B,E) < e. Por el Lema 2.8, se sigue que
E C N(e,B). Como a € Ay E € ®(A), existe b € B tal que d(a,b) < e.
Como d(a, B) < d(a,b), tenemos que € < ¢, lo cual no puede ser. Por lo
tanto, B € ®(A). Asi, ®(A) C ®(A). En consecuencia, hemos demostrado
que ®(A) es cerrado en 2%, O

3. ToproLoGiA DE VIETORIS.

En esta seccién veremos que todos los hiperespacios de un continuo, los podemos
considerar ya sea con la topologia de Vietoris o con la topologia inducida por la
métrica de Hausdorff, indistintamente.

3.1. DEFINICION. Sean X un continuo, n € N y Uy, Us,,...,U, subconjuntos no
vacios de X.
Diremos que el wietérico de Uy, Us,...,U,, denotado por (Uy,Us,...,U,), es el
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conjunto

{Ae2¥:AC UUiyAﬂUi;é(I), para cada i € {1,2,...,n}}.

i=1
3.2. LEMA. Sean X un continuo, n € Ny Uy, Us, ..., U, subconjuntos no vacios de
X. Las siguientes afirmaciones se cumplen

1. (U1,Us, ..., Uy) =T (Ui, Ui) N[Ny AU,
2. Para cada A C X, tenemos que I'(4) = (A),
3. Para cada A C X, tenemos que A(4) = (X, A).

DEMOSTRACION. Para ver que se cumple (1) notemos que (U1, Us, ..., U,) = {A €
2X A cur, U n{A e 2X : AnU; # 0, para cadai € {1,2,...,n}} = T(UL,U;)
N[N, A(U;)]. Por lo tanto, (U, Us, ..., U,) = T(U,U;) N[N, A(U;)]. El resto de
la demostracién de este lema es similar. 0

3.3. TEOREMA. Sean m, n € N, Uy,Us, ..., U, y V1, Vs, ..., V,, subconjuntos de un
continuo X. SiU =J;_, U; y V =", V;, entonces

(U, Ugy .. ., U )N (1, Voo Vi) =
VAU,VAUs,...,VAU, UNVL,UNVa,...,UN V).
DEMOSTRACION. Sea
A e (Uy,Usgy ..., Uy N V1, Vay oo, Vi)

=T(U)N [ (j} A(Ui)} AT(V)N [ ﬁ A(m} .

ACUNV =UNV)U(VNU)

= [Um(@lm)] U {Vn(QUi)]

- [Uwnwv)|ulUwnu).

i=1 i=1
Por otro lado, como A NU; # 0, para cada i € {1,2,...,n} y A C V, se tiene que
AN(VNU;) #0, para cada i € {1,2,...,n}. Similarmente, AN (U NV;) # 0, para
cada i € {1,2,...,m}. De manera que

Ae{VNnU,VNUs,...,VNU, UNV,UNVy, ..., UNVp).
Para probar la otra contencién, sea
Ae{VNU,VNUs,...,VNU, UNV,UNV,, ..., UNV,).

Entonces, ACUNV. Esdecir, ACUyACV.Asi, AcT(U)y AeT(V). Por
otra parte, como AN (UNV;) = ANV, # 0, para cada i € {1,2,...,m}, se tiene
que A € N, (V;). Similarmente, A € N, (U;). Por tanto,

Ac <U1,U2,...,U,,L> n <V1,%,...,VWL>.

O
El siguiente resultado dota de una topologfa al hiperespacio 2% de un continuo
X dado.
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3.4. TEOREMA. Sean X un continuoy B = {{Uy,Us,...,U,) : U1,Us, ..., U, son abiertosen X yn €
N}. Entonces B es una base para una topologia del hiperespacio 2% (la topologia
generada por B), denotada por 7 y conocida como la Topologia de Vietoris.

DEMOSTRACION. . Primero veamos que 2% = [ JB. Notemos que (X) = {4 € 2% :
A cC X} =2%. Asi, 2¥ € B. De manera que 2% C |JB, luego, 2% = |JB.

La demostracién de la segunda condicién, es decir, que para cada U, V € B con
AeUNV, existe W e B tal que A € W C UNYV, se tiene del Lema 3.3. Por lo
tanto, B es una base para la topologia de Vietoris. O

3.5. TEOREMA. Sea X un continuo. El conjunto 8 = {T'(U) : U es abierto en X} U
{A(U) : U es abierto en X} es una subbase para la Topologia de Vietoris.

DEMOSTRACION. Pongamos 8’ = { (YW : W es un subconjunto finito de 8}. Para
ver que § es subbase para la topologia de Vietoris, basta probar que 8’ = B

Sea U € B. Luego, sean Uy, Us,...,U, conjuntos abiertos en X tales que U =
(U1,Us,...,Uy,) vy pongamos U = |JI_, U;. Notemos que por el Lema 3.2, U
(U1,Us,...,U,) =T(U)NAU),...,A(Uy,). Es decir, U es una interseccién finita
de elementos de 8. Asi, U € §'. De manera que B C §'.

Por otra parte, observemos que 8§ C B, pues si V € 8§, entonces V = T'(U) o
V = A(U), para algtin conjunto U abierto de X, es decir, V = (U) o V = (X, U),
de cualquier forma V € B. Ademas, por el Lema 3.3, sabemos que B es cerrado
bajo intersecciones finitas, de manera que 8’ C B. Por lo tanto, 8’ = B. Lo que
demuestra que § es subbase para la topologia de Vietoris. O

3.6. TEOREMA. Sea X un continuo. La Topologia de Vietoris 7y y la topologia
inducida por la métrica de Hausdorff 75 en 2% son iguales.

DEMOSTRACION. Sean U € 7 y A € U. Por el Teorema 3.4, tenemos que B es una
base de 7y. Asi, existen n € N y conjuntos abiertos Uy, Us,...,U, de X tales que
A C(Uy,Us,...,Uy,) C U Luego, |J;_, U; es abierto en X. Por el Teorema 2.12, se
sigue que I'(J!, U;) € Ty y A(U;) € Ti, para cada i € {1,2,...,n}. Asi,
n n
r((Ju)n[(AW)] € 7o
i=1 i=1
Por el Lema 3.2.1, inferimos que:
n
(U1, Us,....U) =T(|J

U)n [ﬂ AUS)).

Luego, U € 7. De manera que 7y C 7g.

Ahora, sean V € 7y v A € V. Probemos que existe W € B tal que A €¢ W C V.
Recordemos que una base para 75 estd dada por vz = {B(5,C) : C € 2% y § > 0}.
De manera que existen F € 2% y & > 0 tales que A € B(e, F) C V.

Por otro lado, observemos que la coleccién {B(5,b) : b € F} es una cubierta
abierta para F. Como F es compacto, existen n € Ny {by,ba,...,b,} C F tales
que F € UL, B(3,b).

Sea U; = B(5,b;), para cada i € {1,2,...,n}. Consideremos
W = (U1, Us, ..., Un) =T(J Us) N[ AW
i=1

i=1
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(por el Lema 3.2.1). Notemos que W € B.
Ahora, probemos que W C B(e, F'). Sea D € W, luego,

D e F(U Ui)n [ﬂ A(U;)].

Asi, Dc U/, U; y DNU; # 0, para cada i € {1,2,...,n}. Afirmamos que:
(3.1) D C N(e, F).

En efecto, si e € D, entonces existe j € {1,2,...,n} tal que e € U; = B(5,b;).
Asi, d(e, b;) < §, ademds b; € F. En resumen, para cada e € D, existe b; € F tal
que d(e, b;) < €. De manera que D C N(e, F).

Veamos que:

(3.2) F C N(e, D).

Si b € F, entonces existe k € {1,2,...,n} tal que b € Uy = B(5,bx). Asi,
d(b,bx) < 5. Dado que D NU; # 0, para cada i € {1,2,...,n}, inferimos que
DNUy, # 0, es decir, DN B(§,bi) # 0, se sigue que existe z € DN B(5,bx). Por la
desigualdad del tridngulo, tenemos que d(b, z) < d(b,by) +d(bx,2) < §+ 5 =¢, es
decir, d(b, z) < e. Por lo tanto, para cada b € F, existe z € D tal que d(b, z) < e.
En consecuencia, F' C B(e, D).

De (3.1), (3.2) y por el Lema 2.8, implicamos que H(F, D) < €. Asi, D € B(e, F).
Por lo tanto, W C B(e, F'). Dado que B(e, F)) C 'V, deducimos que W C V.

En resumen, para cada 'V € 7 tal que A € V| existe W € B tal que A C W C V.
Esto demuestra que 7y C 7y . Por tanto, 7y = 7. O
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CAPITULO 27

DENDRITAS LOCALES

LUIS ALBERTO GUERRERO MENDEZ
DAVID HERRERA CARRASCO
FERNANDO MACIAS ROMERO

FCFM-BUAP

RESUMEN. Un continuo es un espacio métrico no vacio, compacto y conexo.
Un subcontinuo es un continuo que es subespacio de un espacio topolégico. Una
dendrita es un continuo localmente conexo que no contiene curvas cerradas sim-
ples. Una dendrita local es un continuo tal que cada punto tiene una vecindad
que es una dendrita. En este trabajo retomamos varias propiedades de las
dendritas locales.

1. INTRODUCCION

Este trabajo pertenece a la rama de la Topologia conocida como Teoria de los
Continuos, la cual trata del estudio de las propiedades topolégicas de los espacios
métricos no vacios, compactos y conexos. De hecho a un espacio topoldgico con
estas caracteristicas se le llama continuo.

Casi todos los resultados que se mencionan en este articulo estan demostrados
en las referencias de la bibliografia senalada al final de este articulo, sin embargo,
nuestra aportacién consiste en la presentacion y la demostracién detallada de los
resultados que se prueban.

Todos los conceptos no definidos en este trabajo los consideramos igual que en
la referencia [4].

En este trabajo demostramos, vea el Teorema 3.7, que toda dendrita local es
un continuo regular, basdndonos en el hecho de que toda dendrita es un continuo
regular. Exhibimos un ejemplo de un continuo regular que no es dendrita local
(vea el Ejemplo 3.8), por lo que la coleccién de las dendritas locales estd contenida
propiamente en la colecciéon de los continuos regulares.

Ademis de esto, entre los resultados sobre dendritas locales que revisamos en
este trabajo estan los siguientes:

(a) Si X es una dendrita local, entonces existen dendritas D1, ..., D, tales que
X =", Intx(D;) (vea el Teorema 3.10).

(b) Si X es una dendrita local, entonces existe un nimero £ > 0 tal que todo
subcontinuo C' de didmetro menor que € es una dendrita (vea el Teorema
3.14).

(¢) Sean X un continuo localmente conexo y € = inf {didm(C): C es una curva
cerrada simple contenida en X}. Si e > 0, entonces X es una dendrita local
(vea el Teorema 3.15).

301
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(d) Sea X un continuo. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes
(vea el Teorema 3.17):
(1) X es una dendrita local.
(2) X es un continuo localmente conexo que contiene a lo mas un nimero
finito de curvas cerradas simples.
(3) X es la unién de una coleccién finita de dendritas {D;,...,D,} tal
que para i,j € {1,...,n} con ¢ # j, tenemos que |D; N D;| < oo.

2. PRELIMINARES

En la presente secciéon enunciaremos la notacion, las definiciones y los resulta-
dos esenciales que usaremos a lo largo de este trabajo. Para los resultados que
presentamos sin demostracion, damos en cada caso una referencia adecuada.

El simbolo N representara al conjunto de los ntimeros naturales y R al de los
ntmeros reales. Dado n € Ny (z1,22,...,2,) € R, supondremos que la norma
de (z1,29,...,7,) es || (x1,22,...,2,) |= /27 +23+ -+ 22 y que R” posee
la topologia usual, inducida por la norma. Cuando escribamos sobre un subcon-
junto de R™, lo consideraremos como un espacio topoldgico y supondremos que su
topologia es la usual. La cardinalidad de un conjunto Z la representaremos por |Z]|.

Sean X un espacio topoldgico y p € X, un subconjunto A de X es una vecindad
de p si existe un abierto U en X tal que p € U C A.

Sean X un espacio topoldgico y A C X, denotaremos al interior, la cerradura y
la frontera de A en X como Intx(A), Clx(A) y Frx(A), respectivamente.

Sean X un espacio métrico con métrica d; p € X y € > 0, la bola abierta
en X con centro en p y radio e, que denotaremos por B.(p), es el conjunto
B.(p) ={x € X: d(z,p) <e}.

Veamos las siguientes definiciones bésicas para el desarrollo de nuestro trabajo.

2.1. DEFINICION. Un continuo es un espacio métrico no vacio, compacto y conexo.
Un subcontinuo es un continuo que es subespacio de un espacio topolégico.

Sea S = {(x,y) € R?: 22 + y? = 1}. Una curva cerrada simple es un espacio
que es homeomorfo a S*.

2.2. DEFINICION. Un espacio topoldgico X es localmente conexo en p € X si
para cada vencindad V de p, existe una vecindad U de p tal que U es conexo, U
es abierto en X y U C V. Si X es localmente conexo en cada uno de sus puntos
decimos que X es localmente conexo.

La nocién de conexidad local estd dada en términos de vecindades. También
puede darse en términos de abiertos, de hecho en [1, Teorema 1.40, pag. 15] se
prueba una caracterizacién de esta propiedad.

2.3. DEFINICION. Una dendrita es un continuo localmente conexo que no contiene
curvas cerradas simples.

Recordemos el concepto de base local de un punto.

2.4. DEFINICION. Si X es un espacio topoldgico y p € X, entonces una base local
de p en X es una coleccién B, de abiertos en X tal que
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(1) SiU es abierto en X con p € U, entonces existe V € B, tal que pe V C U.
(2)pe ﬂve%,, V.

2.5. EJEMPLO. Para todo p € R", tenemos que B, = {B; (p):ne N} es una base
local de p en R™.

El siguiente resultado nos proporciona una base local de un punto para un sub-
espacio, a partir de una base local del mismo punto en el espacio topoldgico.

2.6. TEOREMA. Sean X un espacio topoldgico y p € X. Si B, es una base local de
pen X y Y es un subconjunto de X tal que p € Y, entonces {BNY: B € B,} es
una base local de p en Y.

DEMOSTRACION. Sean B, una base local de p en X y Y un subconjunto de X tal
quep €Y. Sea By ={BNY: B € By}

Como cada B € By, es abierto en X, tenemos que B, es una coleccién de abiertos
enY.

Sea U un abierto en Y con p € U. Veamos que existe V € B} tal quep e V C U.
Como U es abierto en Y existe W abierto en X tal que U = WNY. Luego, p € WnNY.
Como p € W y W es abierto en X, existe B € B, talquep € B C W. Asi, p € BNY.
Notemos que BNY C WNY. Luego,pe BNY C U.

Ahora, veamos que p € ﬂVeB; V.

Como p € ﬂBeB,, By peY, tenemos que

pe| () B|nY= ) BaY)= () V.

BeB, BEB, VeB:

Asi, B} es una base local de p en Y. O

2.7. EJEMPLO. Sean p = (1, sen (1)) e R? y

v { (s (1)) extro<a}

La coleccién B, = {B; (p):ne€ N} es una base local de p en R2. Notemos que
p € Y. Luego, por el Teorema 2.6, tenemos que

B;:{B;(p)ﬂY:nEN}

n

es una base local de p en Y.
Estamos listos para anotar el concepto de continuo regular.

2.8. DEFINICION. Si X es un continuoy p € X, entonces X es un continuo regular
en p si existe una base local de p en X, B, tal que la frontera de todo elemento de
B, es de cardinalidad finita. Un continuo X es un continuo regular si X es un
continuo regular en cada uno de sus puntos.

2.9. EsEMPLO. Consideremos el continuo X = [0,1]. Sean p € X y B, = {(p —
g,p+¢)NJ0,1]: € > 0}. Notemos que B, es una base local de p en X tal que para
todo B € B, tenemos que |Frx(B)| < co. Luego, X es un continuo regular.
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2.10. EJEMPLO. Sean Y = [0,1] x [0,1] y p € Y. Notemos que cualquier abierto
U enY conp e U tiene frontera de cardinalidad no finita. Luego, para cualquier
base local B, de p en Y, tenemos que todo B € B, tiene frontera de cardinalidad
no finita. Asi, ¥ no es un continuo regular.

En particular, las dendritas tienen esta propiedad, como lo dice el siguiente
resultado que se prueba en [4, 10.20, pag. 173].

2.11. TEOREMA. Toda dendrita es un continuo regular.

En seguida un teorema relativo a fronteras que nos ayudard a probar una pro-
piedad de los continuos regulares.

2.12. TEOREMA. Si A y B son subconjuntos de un espacio topolégico Z, entonces
FI'B(A N B) C Frz(A) N B.

DEMOSTRACION. Supongamos que Z, A y B son como en la hipétesis del teorema.
Observemos que
Frg(ANB)=Clg(ANB)NClg(B - (AN B))
=Clz(ANB)NClz(B-—A)NBCClz(A)NClz(Z—-—A)NB
=TFrz(A)NB. O

La propiedad de ser un continuo regular es una propiedad hereditaria.
2.13. TEOREMA. Todo subcontinuo de un continuo regular es un continuo regular.

DEMOSTRACION. Supongamos que X es un continuo regular y que Y es un sub-
continuo de X. Veamos que Y es un continuo regular. Para esto sea y € Y. Como
X es un continuo regular existe una base local B, de y en X tal que todo ele-
mento de B, tiene frontera de cardinalidad finita. Por el Teorema 2.6, tenemos que
B, ={BNY: B € By} es una base local de y en Y. Ademas, por el Teorema 2.12,
para todo B € By, tenemos que

FI‘y(B ﬂY) C Frx(B) ny,
y como Frx(B)NY C Frx(B), obtenemos que Fry(BNY) C Frx(B).
Luego, para todo B € B, tenemos que
[Fry (BNY)| < |Frx(B)| < oc.

Asi, Y es un continuo regular. O

Ahora, veremos un concepto que nos sera de utilidad en resultados posteriores.

2.14. DEFINICION. Un continuo X es hereditariamente localmente conexo si
todo subcontinuo de X es localmente conexo.

Obviamente todo continuo hereditariamente localmente conexo es localmente
conexo, sin embargo no todo continuo localmente conexo es hereditariamente local-
mente conexo, como se muestra a continuacion.

2.15. EJEMPLO. Sean W = {(z,sen (1)) e R*: 0<a <1} y J={0}x[-1,1].
Tenemos que Clgz (W) = W U J es un continuo, conocido como el continuo sen
(2), el cual no es localmente conexo. Consideremos Y = [0,1] x [-1,1]. Notemos
que Y es un continuo localmente conexo y el continuo sen (1) esté contenido en Y.

Luego, Y no es hereditariamente localmente conexo.
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El siguiente resultado se prueba en [4, 10.16, pag. 171].
2.16. TEOREMA. Todo continuo regular es hereditariamente localmente conexo.
El reciproco del Teorema 2.16 no es en general cierto, como se ve a continuacion.
2.17. EJEMPLO. [2, Observacién (i) del Teorema 2, pags. 283 y 284] Sea
A={(z,0)eR?*:0<x <1}

para cadan € Ny cada k € {1,2,...,2"7 1} sea
2% —1\°
Bn,kZ{(%Z/)EW: (x_ on ) +y2=4_",y>0};

y para cadan € NU {0} y cada k € {1,2,...,3"}, sea

2% —1\? 1
Cn,kz{(af,y)GRzi (ﬂf— 2,3n> +y2=1~9‘", ySO}.

)

o0 on—t o 3™
X =AU U kLJ Bn,k U [U (U O’ka>
=1

n=1 n=0 \k=1

entonces X es un continuo hereditariamente localmente conexo y no es un continuo
regular. Una aproximacion del continuo X es la siguiente:

2.18. TEOREMA. Toda dendrita es hereditariamente localmente conexo.
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DEMOSTRACION. Supongamos que X es una dendrita. Por el Teorema 2.11, te-
nemos que X es un continuo regular. Por el Teorema 2.16, concluimos que X es
hereditariamente localmente conexo. ]

La propiedad de ser una dendrita es una propiedad hereditaria.
2.19. COROLARIO. Todo subcontinuo de una dendrita es una dendrita.

DEMOSTRACION. Supongamos que X es una dendrita y Y es un subcontinuo de X.
Por el Teorema 2.18, tenemos que X es hereditariamente localmente conexo, luego,
Y es localmente conexo. Como Y C X y X no contiene curvas cerradas simples,
entonces Y no contiene curvas cerradas simples, concluimos que Y es una dendrita.
O

El teorema que sigue, nos da condiciones suficientes para que la cerradura (fron-
tera) de un conjunto A en un espacio topoldgico Z sea igual a la cerradura (frontera)
del mismo conjunto A en algin subespacio B de Z.

2.20. TEOREMA. Sean A y B subconjuntos de un espacio topolégico Z tales que
A C B. Las siguientes condiciones son verdaderas.

(1) Si B es cerrado en Z, entonces Clg(A4) = Clz(A4).

(2) Si A es abierto en Z y B es cerrado en Z, entonces Frp(A) = Frz(A).

DEMOSTRACION. Supongamos que Z, Ay B son como en las hipdtesis del teorema.

Veamos que se cumple (1). Supongamos que B es cerrado en Z. Como A C By B
es cerrado en Z, tenemos que Clz(A) C Clz(B) = B. Luego, Clz(A)NB = Clz(A).
Notemos que Clg(A) = Clz(A) N B. Asi, Clg(A) = Clz(A).

Probemos (2). Supongamos que A es abierto en Z y B es cerrado en Z. Como
A es abierto en Z y A C B, se sigue que A es abierto en B. Recordemos que una
propiedad bésica de la frontera es que Frg(A) = Clg(A) — Intg(A). Como A es
abierto en B, tenemos que A = Intg(A).

Luego,

FI'B(A) = ClB(A) — A.

Ahora, como B es cerrado en Z, por (1), tenemos que Clg(A) = Clz(A4). Como A
es abierto en Z, tenemos que A = Intz(A). Luego, Clg(A4)— A = Clz(A)—Intz(A).
Por lo tanto, Frp(A) = Clz(A) — Intz(A) = Frz(A). O

Concluimos esta seccién con otro resultado, demostrado en [1, Teorema 2.25,
pag. 41], que nos serd de utilidad.

2.21. TEOREMA. Si X es un continuo localmente conexo, p € X y € > 0, entonces
existe C' C X tal que C es un continuo localmente conexo, C' es una vecindad de p
y didm(C) < e.

3. DENDRITAS LOCALES

En la presente seccién definiremos lo que es una dendrita local, daremos ejemplos
y probaremos algunas propiedades de las dendritas locales, asi como una caracteri-
zacion interesante de éstas.

3.1. DEFINICION. Una dendrita local es un continuo tal que cada punto tiene una
vecindad que es una dendrita.
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3.2. EJEMPLO. Toda dendrita es una dendrita local.

3.3. EJEMPLO. La circunferencia unitaria S* no es una dendrita y sf es una dendrita
local.

Circunferencia unitaria S?.

3.4. DEFINICION. Una gréfica finita es un continuo que puede ser escrito como
la unién finita de arcos tales que cada dos de ellos se intersectan en un conjunto
finito.

3.5. EsEMpPLO. Consideremos en R? los siguientes puntos p; = (—=2,0) y p2 = (2,0).
Sean Cy y (5 las circunferencias de radio 1 y centradas en p; y po, respectivamente.
Sea P = Cy U ([—1,1] x {0}) UCs. El espacio P, la pesa, es un continuo tal que no
es una dendrita y si es una gréfica finita.

La pesa.

3.6. EJEMPLO. Toda grafica finita es una dendrita local.
Veamos una primera propiedad de las dendritas locales.
3.7. TEOREMA. Toda dendrita local es un continuo regular.

DEMOSTRACION. Supongamos que X es una dendrita local y que p € X. Existe
una dendrita Y que es una vecindad de p, luego, existe U abierto en X tal que
p €U CY. Notemos que U = Intx (U) C Intx (V). Asi, p € Intx (V).

Por el Teorema 2.11, existe una base local de p en Y, B, tal que para todo
B € B, tenemos que |Fry (B)| < co.

Sea By = {B € B,: B C Intx(Y)}. Afirmamos que B} es una base local de p en
X.

En primer lugar veamos que B # (. Notemos que Intx(Y) es abierto en Y.
Luego, como p € Intx (Y), existe B € By, tal que p € B C Intx(Y). Asf, B € Bj},.
Por lo tanto, By # ().

Veamos que todo B € Bj es abierto en X. Para esto supongamos que B € B;.
Como B es abierto Y, existe V' abierto en X tal que

B=VNnY CIntx(Y).
Luego,
B=VnNnY=WVnY)NIntx(Y)=VnN (Y NIntx(Y))
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=VNnIntx(Y)=Intx (V) NIntx(Y) =Intx (VNY) = Intx(B).

Asi, B es abierto en X.

Ahora, supongamos que W es abierto en X tal que p € W. Veamos que existe
B € B, tal que p € B C W. Notemos que p e UNW C U C Y. Como WNU es
abiertoen X y (WNU)NY = W NU, tenemos que W NU es abierto en Y. Por
lo tanto, existe B € By tal que p € B C WNU C U C Intx(Y). Asf, B € B}.
Ademdas,pe BCWnUcCW.

Como p € ﬂBegp By B; C By, tenemos que p € ﬂBe%; B. Asi, tenemos que
B, es una base local de p en X.

Veamos que todo elemento de By tiene frontera de cardinalidad finita. Supon-
gamos que B € By. Por el Teorema 2.20, tenemos que Fry (B) = Frx(B). Luego,
|Frx (B)| = |Fry (B)| < co. Por lo tanto, X es un continuo regular. O

El siguiente ejemplo nos muestra que no todo continuo regular es una dendrita
local.

3.8. EJEMPLO. Para todo n € N, sea

C, = {(m,y) € R2: (x—;n)ay? _ (21n>2}

Ahora, sea A = J,cyCn- El continuo A es conocido como el arete hawaiano
armonico, el cual es un continuo regular y no es una dendrita local, porque para
el punto p = (0,0) € R?, no existe una vecindad que sea una dendrita.

Arete hawaiano armonico

A continuacién una propiedad de las dendritas locales, la cual es consecuencia
del Teorema 3.7.

3.9. COROLARIO. Toda dendrita local es hereditariamente localmente conexo.

DEMOSTRACION. Supongamos que X es un dendrita local. Por el Teorema 3.7,
tenemos que X es un continuo regular. Luego, por el Teorema 2.16, concluimos
que X es hereditariamente localmente conexo. (I

Ahora, veamos una propiedad de dendritas locales, que nos asegura que toda
dendrita local es unién finita de ciertos conjuntos abiertos.

3.10. TEOREMA. Si X es una dendrita local, entonces existen dendritas D, ..., D,
tales que X = (JI, Intx (D;).
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DEMOSTRACION. Sean X una dendrita local y p € X. Existe una vecindad D, de
P que es una dendrita, luego, existe U, abierto en X tal que p € U, C D,,.
Notemos que X = J Up. Luego, la coleccién € = {U,: p € X} es una cubierta

peX
abierta para X. Como X es compacto, existe una subcoleccién finita {U,,, ..., Up, }
de €, tal que X = JI_; Up,.
Asi,

X =Up, U---UUp, =Intx(Up,)U---Ulntx(Up,) C Intx(Dp,)U---Ulntx(D,,).
Como Intx (Dp,) U ---Ulntx(D,,) C X, concluimos que

X =Intx(Dp,)U---Ulntx(Dy, ). -

Mas atn, toda dendrita local es unién finita de dendritas.
3.11. COROLARIO. Si X es una dendrita local, entonces existen dendritas Dy, ..., D,
tales que X = (JI", D;.

DEMOSTRACION. Supongamos que X es una dendrita local. Por el Teorema 3.10,
existen dendritas D1, ..., D, contenidas en X tales que X = U?:l Int x (D;). Note-
mos que

Intx(D1)U---Untx(D,) C Dy U---UD,.

Luego, X C D1 U---U D,,. Ademés, claramente D; U---UD,, C X. Asi, X =
DyU---UD,. O
El siguiente ejemplo nos muestra que la unién finita de dendritas no es en general

una dendrita local.

3.12. EJEMPLO. Para todo n € N, sean

1\? 1\?
Sn:{(x,y)€R2; <$_2n> +y2:<2n> ,y>0},

1\? 1\?
In{(x,y)€R2: (:ch> +y2<2n> ,yg()}.

Ahora, sean D = UneN Sny Dy = UneN I,,. Los espacios D1 y D5 son dendritas
v D1 U Ds no es una dendrita local porque precisamente D; U Do coincide con el
arete hawaiano arménico A (vea el Ejemplo 3.8).

LY

D; U D,

Antes de ver una propiedad més de las dendritas locales, veamos el siguiente
lema que nos ayudara a demostrar el Teorema 3.14.
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3.13. LEMA. [3, Lema 27.5, pig. 199] Lema del nimero de Lebesgue. Si X es
un espacio métrico compacto y C es una cubierta abierta de X, entonces existe un
nimero real § > 0 tal que para todo subconjunto de X con didmetro menor que 4,
existe un elemento de € conteniéndolo.

El nimero § se denomina niimero de Lebesgue para la cubierta C.

Ahora si, veamos otra propiedad de las dendritas locales.

3.14. TEOREMA. Si X es una dendrita local, entonces existe un nimero € > 0 tal
que todo subcontinuo C de didmetro menor que € es una dendrita.

DEMOSTRACION. Supongamos que X es una dendrita local. Por el Teorema 3.10,
existen dendritas, D1, ..., D, tales que X = J!_, Intx (D).

Por el Lema 3.13, existe un nuimero ¢ > 0 tal que todo subconjunto de X con
didmetro menor que ¢, estd contenido en alguno de los conjuntos Intx (D;). Por lo

tanto, si C' es un subcontinuo de X con didmetro menor que €, existe j € {1,...,n}
tal que C C Intx(D;) C D;. Luego, por el Corolario 2.19, tenemos que C es una
dendrita. O

En seguida, un resultado que nos da una condicién suficiente para que un con-
tinuo localmente conexo sea una dendrital local.

3.15. TEOREMA. Sean X un continuo localmente conexo y € = {nf {didm(C): C es
una curva cerrada simple contenida en X}. Si e > 0, entonces X es una dendrita
local.

DEMOSTRACION. Sea p € X. Por el Teorema 2.21, existe C' C X tal que C es un
continuo localmente conexo, C' es una vecindad de p y didm(C') < e.

Como didm(C) < €, tenemos que C no contiene curvas cerradas simples. Luego,
C es una dendrita.

Asi, hemos probado que p tiene una vecindad que es una dendrita y por lo tanto
X es una dendrita local. (]

El teorema que sigue nos ayuda a probar una interesante caracterizacién de las
dendritas locales.

3.16. TEOREMA. [2, Observacién 2 del Teorema 11, pag. 288] Si X es un continuo
regular, entonces para todo € > 0, existe una coleccion finita de continuos regulares,
{Fy,..., F,}, tal que
1) X =Up, F.
(2) Para todo i € {1,...,n}, tenemos que didm(F;) < ¢.
(3) Para todo 4,5 € {1,...,n} con i # j, tenemos que |F; N F};| < oo.
(4) Para todo i,j,k € {1,...,n} coni # j,i # k,j # k, tenemos que F; N F; N
F, = 0.

3.17. TEOREMA. Sea X un continuo. Entonces las siguientes condiciones son equi-
valentes:

(1) X es una dendrita local.

(2) X esun continuo localmente conexo que contiene a lo mds un nimero finito
de curvas cerradas simples.

(3) X es la unién de una coleccién finita de dendritas {Dq,...,D,} tal que
para i,j € {1,...,n} con ¢ # j, tenemos que |D; N D;| < oo.
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DEMOSTRACION. La prueba de (3) implica (2) se puede ver en [2, Teorema 4, pags.
303 y 304).

Veamos que (2) implica (1). Si X no contiene curvas cerradas simples, entonces
X es una dendrita. Luego, X es una dendrita local. Si X si contiene curvas
cerradas simples, entonces sean C1,...,C, las curvas cerradas simples de X y
e = min{didm(C;): i € {1,...,n}}. Como toda curva cerrada simple tiene di4-
metro positivo, se sigue que £ > 0. Por el Teorema 3.15, tenemos que X es una
dendrita local.

Veamos que (1) implica (3). Por el Teorema 3.14, existe un nimero £ > 0 tal
que todo subcontinuo C' de X con didmetro menor que € es una dendrita. Por el
Teorema 3.7, tenemos que X es un continuo regular. Por el Teorema 3.16, existe

una coleccién de continuos regulares {Dy, ..., D,} tal que
(a) X =UL, Di.
(b) Para todo i € {1,...,n}, tenemos que didm(D;) < ¢ (Notemos que cada
D; es una dendrita).
(c) Para todo 4,5 € {1,...,n} con i # j, tenemos que |D; N D;| < oc. O

Del Teorema 3.17, tenemos que si X es una continuo tal que no es localmente
conexo o si X contiene una cantidad no finita de curvas cerradas simples, entonces
X no es una dendrita local.

Veamos algunos ejemplos.

3.18. EsEMPLO. Sea P = ([0,1] x {0}) U ({1: n € N} x [0,1]) U ({0} x [0,1]). El
conjunto P, el espacio peine, es un continuo que no es localmente conexo. Luego,
por el Teorema 3.17, tenemos que P no es una dendrita local.

El espacio peine.

3.19. EJEMPLO. Consideremos el arete hawaiano arménico A (vea el Ejemplo 3.8).
El hecho de que A no sea una dendrita local se desprende mas facilmente del
Teorema 3.17, porque A contiene una cantidad no finita de curvas cerradas simples.

Para concluir este trabajo, consideremos las siguientes notaciones:

C1 ={X: X es dendrita}

Co ={X: X es dendrita local}

C3 = {X: X es continuo regular}

€y = {X: X es continuo hereditariamente localmente conexo}
Cs = {X: X es continuo localmente conexo},
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de acuerdo a algunos teoremas y ejemplos aqui revisados tenemos que estas clases
de continuos guardan la siguiente relacion:

G CCyC €y CCyCCs
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CAPITULO 28

;TIENEN LAS DENDRITAS LOCALES PRODUCTO SIMETRICO
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DAVID HERRERA CARRASCO
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RESUMEN. Sean X una dendrita y ®© la clase de todas las dendritas cuyo
conjunto de puntos extremos es cerrado. Sean X una dendrita local y £
la clase de las dendritas locales tal que cada uno de sus puntos tiene una
vecindad que pertenece a ®. En este articulo estudiamos diversas propiedades
de las clases ©® y £9.

1. INTRODUCCION

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no degenerado. Un
continuo X es localmente conexo en x € X si para cada vecindad V de z existe
un subconjunto abierto y conexo U de X tal que x € U C V. El espacio X es
localmente conexo cuando X es localmente conexo en cada uno de sus puntos.
Una dendrita es un continuo localmente conexo sin curvas cerradas simples.

Sean X un continuo y p € X. Sean € NU{Rp,w, c}, donde Ny, w, y ¢ denotan la
cardinalidad de los niimeros naturales, el primer ordinal numerable y la cardinalidad
de los nimeros reales, respectivamente. Sea n € N U {Rq, c}. Se dice que p es de
orden menor o igual que n en X, se denota por ord(p, X) < n, si para cada abierto
V en X tal que p € V, existe U abierto en X tal quep e U C V y |Fr(U)| <n
Se dice que p es de orden n en X, denotado por ord(p, X) =n, si ord(p, X) <ny
ord(p,X) £ a para cualquier @ < n. Se dice que p es de orden w en X, se denota
por ord(p, X) = w si para cada abierto V en X tal que p € V, existe U abierto en
X tal que p € U C V y |Fr(U)| es finito, pero ord(p,X) ¢ N (por conveniencia,
para cada n € N, suponemos que n < w < Ny ). Los puntos de orden 1, 2 y mayor o
igual que 3 son los puntos extremos, puntos ordinarios y puntos de ramificacién de
X, respectivamente. Los conjuntos de puntos extremos, puntos ordinarios y puntos
de ramificacién de X son denotados por E(X), O(X) y R(X), respectivamente.

En este articulo investigamos dendritas X cuyo conjunto de puntos extremos,
E(X), es cerrado. Sea
D= {X dendrita : E(X) es cerrado}.
Los resultados principales sobre la clase ® que estudiamos en este trabajo son
los siguientes:
1. Si X € ® y Y es un subcontinuo de X, entonces Y € ® .
2. Establecemos una caracterizacion de los elementos que pertenecen a la clase
D.

313
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Para conocer més resultados de la clase D, el lector puede consultar [10].

Una dendrita local es un continuo tal que cada uno de sus puntos tiene una
vecindad que es una dendrita. También, en este articulo, investigamos algunas
propiedades de las dendritas locales X pero con la condicién que cada uno de
sus puntos tiene una vecindad que pertenece a la clase ®. Sea

£D= {X dendrita local : cada punto de X tiene una vecindad que estd en D}.

Las clases ® y £® son importantes en el tema de Hiperespacios de Continuos,
para precisar en qué sentido son substanciales necesitamos lo siguiente. Dado un
continuo X, un hiperespacio de X es una colecciéon de subconjuntos de X con
ciertas propiedades. Sea n € N, algunos hiperespacios son los siguientes.

Cr(X)={A C X : A es cerrado no vacio y tiene a lo més n componentes} y
F,(X)={A C X : A tiene a lo mis n puntos}.

Los hiperespacios Cy,(X) y F,(X) tienen la topologia inducida por la métrica
de Hausdorff y son conocidos como el n-ésimo hiperespacio de X y el n-ésimo
producto simétrico de X, respectivamente. Cuando n = 1, escribimos C(X) en
lugar de C1(X) y C(X) es conocido como el hiperespacio de los subcontinuos de
X.

Si dos continuos X y Y son homeomorfos, entonces, para n € N, es claro que
Cp(X) es homeomorfo a C,(Y) y F,(X) es homeomorfo a F,,(Y). Sin embargo,
puede ocurrir que dos espacios no homeomorfos tengan el mismo hiperespacio; por
ejemplo, los hiperespacios de los subcontinuos de la circunferencia unitaria, C'((S1),
y del intervalo unitario [0, 1], C([0, 1]), respectivamente, son homeomorfos, vea [14,
Ejemplos 3.1 y 3.2].

1.1. DEFINICION. Para un continuo X, sea H(X) alguno de los hiperespacios C, (X)
0 F,,(X). Un continuo X tiene hiperespacio tinico H(X), si para cualquier con-
tinuo Y tal que H(X) es homeomorfo a H(Y"), entonces X es homeomorfo a Y.

Surge de manera natural la siguiente pregunta:

1.2. PROBLEMA. ;Bajo qué condiciones el continuo X tiene hiperespacio tnico
H(X)?

Para la clase ® hasta el momento sabemos lo siguiente:

(1) Si X € D y no es un arco, entonces X tiene hiperespacio tinico C(X), vea
[6, Teorema 10].

(2) Si X es una dendrita y X ¢ D, entonces X no tiene hiperespacio tinico
C(X), vea [1, Teorema 5.2].

(3) Si X € D, entonces X tiene hiperespacio tnico C2(X), vea [12] y [15, Teo-
rema 3.1].

(4) Si X € D, entonces X tiene hiperespacio tinico Cy,(X) para cada n € N —
{1,2}, vea [8, Teorema 5.7].

(5) Si X € D, entonces X tiene hiperespacio tinico F2(X), vea [16, Teorema 8§].
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(6) Si X € D, entonces X tiene hiperespacio tinico F,,(X) para cadan € N—{2},
vea [11, Teorema 3.7].

Para la clase £9 hasta el momento sabemos lo siguiente:

(7) Si X € £9 diferente de un arco y una curva cerrada simple, entonces X
tiene hiperespacio unico C(X), vea [2, Corolario 5.2].

(8) Si X € £0 y n € N—{1,2}, entonces X tiene hiperespacio unico C,(X),
vea [9, Teorema 5.4].

Los autores de este articulo actualmente estan investigando las siguientes cues-
tiones.

1.3. CONJETURA. Si X € £9, entonces X tiene hiperespacio tinico Fy(X).

1.4. CONJETURA. Si X € £9, entonces X tiene hiperespacio tnico F,(X) para
cadan € N —{1,2}.

2. PRELIMINARES

Sean X un espacio topolégico y A un subconjunto de X, los simbolos A, Fr(A),
Int(A)y A’ denotan la cerradura de A, la frontera de A, el interior de A y el derivado
de A en X, respectivamente. Si A C Y C X, entonces Ay, Fry(A) y Inty(A)
denotan la cerradura de A, la frontera de A y el interior de A en el subespacio Y
de X, respectivamente. La cardinalidad de un conjunto A se representa por |A|.
Como es usual, los simbolos @, N, y R, representan el conjunto vacio, los niimeros
naturales y los nimeros reales, respectivamente. De hecho, todos los conceptos no
definidos aquf serdn tomados como en [19].

En esta seccién presentamos los resultados necesarios para el desarrollo de este
articulo; en cada uno de ellos damos una referencia adecuada para el lector intere-
sado en sus demostraciones.

2.1. TEOREMA. [21, Corolario 2.2, pdg. 90] En un continuo hereditariamente local-
mente conexo, cuando hay una cantidad infinita de componentes en un conjunto
abierto, ellas forman una sucesién nula.

2.2. TEOREMA. [19, Corolario 5.9] Sean X un continuo y A un subcontinuo propio
de X. Si C es una componente de X — A, entonces C'U A es un continuo.

El siguiente resultado es 1til en la construccién de funciones continuas a partir
de otras funciones continuas, esta técnica se puede observar en las pruebas de los
Teoremas 3.1 y 3.2.

2.3. TEOREMA. [5, Teorema 9.4, pig. 83] Sean X un espacio topolégico y {4, :
a € A} una cubierta de X tal que:
(1) para cada o € A, tenemos que A, es abierto en X o;
(2) para cada o € A, tenemos que A, es cerrado en X, y tal cubierta forma una
familia de vecindades finita.
Para cada (o, 3) € A x A, sea fo : Ay — Y continua tal que fala,na, = fgla.nag-
Entonces existe una unica funcién continua f : X — Y extension de f,, es decir,

f|A(,y = fa~
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2.4. DEFINICION. Un arbol es un continuo que se puede escribir como una unién
finita de arcos tales que la interseccién de cualesquiera dos de ellos es finita y no
contiene curvas cerradas simples.

A continuacién damos dos resultados relacionados con el concepto de arbol; uno
de ellos hace notar que la propiedad de arbol es una propiedad hereditaria.

2.5. TEOREMA. [19, Teorema 9.28] Sea X un continuo. Entonces X es un drbol si
y solo si el conjunto de puntos de no corte de X es finito.

2.6. TEOREMA. [19, Corolario 9.10.1] Cada subcontinuo de un arbol es un &rbol.

2.7. DEFINICION. Sean X un continuo y A C X. Se dice que X es un continuo
irreducible respecto a A si ningtin subcontinuo propio de X contiene a A.

2.8. TEOREMA. [21, 11.2] Si X es un continuo y A es subconjunto cerrado de X,
entonces X contiene un subcontinuo irreducible respecto a A.

2.9. TEOREMA. [20, Teorema 2.16] Sean X un continuo localmente conexo, p un

punto de corte de X y C' una componente de X —{p}. Si ¢ € E(C) y ¢ # p, entonces
q € E(X).

A continuacién exponemos algunos ejemplos de dendritas, éstas juegan un papel
importante en las siguientes dos secciones.

2.10. EJEMPLO. Para cada n € N, sean a, = (&, ) puntos de R?. Definimos

F, = U [a,an], donde a = (0,0), vea la Figura 2.1. El continuo F,, es una dendrita.
neN

Figura 2.1: Dendrita F,,.

2.11. EJEMPLO. Para cadan € N, sean a,, = (%, %), b, = (%,0) puntos de R?; sean
a=(0,0) y ¢ = (—1,0). Definimos Wg = [a,b;] U ( U [an,by]) y W = [c,a] U Wk,

neN
vea las Figuras 2.2 y 2.3, respectivamente. Los continuos Wgr y W son dendritas.

Figura 2.2: Dendrita Wg.

Existen muchas formas de caracterizar a las dendritas, vea [3], [13] y [19], en-
seguida enunciamos dos de ellas y algunas de sus propiedades.
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Figura 2.3: Dendrita W.

2.12. TEOREMA. [19, Teorema 10.7] Sea X un continuo. Entonces X es una dendrita
si y sélo si cada punto de X es un punto de corte de X o un punto extremo de X.

2.13. TEOREMA. [19, Teorema 10.13] Sea X un continuo. Entonces X es una den-
drita si y sélo si para cada p € X cuando ¢(p, X) o ord(p, X) es finito, tenemos que
e(p, X) = ord(p, X).

2.14. TEOREMA. [19, Corolario 10.5] Toda dendrita es hereditariamente localmente
conexo.

2.15. TEOREMA. [19, Teorema 10.9] Cada subconjunto conexo no degenerado de
una dendrita es arco conexo.

2.16. TEOREMA. [19, Corolario 10.20.1] Si X es una dendrita y € X, entonces
ord(z,X) € No ord(z, X) = w.

Para concluir nuestra seccién damos el concepto de dendroide y una propiedad
de dicho concepto.

2.17. DEFINICION. Un dendroide es un continuo hereditariamente unicoherente y
arco conexo.

2.18. DEFINICION. Un dendroide X es suave en p € X si para toda sucesién
{zn}2, en X tal que lim z,, = z, tenemos que lim [p, z,] = [p, x].
n—oo n—oo

2.19. TEOREMA. [18, Teorema 8] Sea X un dendroide. Entonces X es una dendrita
siy sélo si X es suave en cada uno de sus puntos.

3. LA CLASE ®

En esta secciéon exponemos diversas propiedades de la clase ©, para ello, em-
pezamos probando dos resultados, el primero involucra a la dendrita F,,, y el se-
gundo resultado es una caracterizaciéon de arbol en la clase de las dendritas. Pos-
teriormente mostramos que si X € %, entonces todo subcontinuo Y de X es una
dendrita y E(Y) es cerrado, ademds, establecemos una caracterizacién de los ele-
mentos que estan en ©.

En seguida un resultado que nos da una condicién suficiente para que una den-
drita tenga un subcontinuo homeomorfo a F,,.

3.1. TEOREMA. Sean X una dendrita y z € X. Si ord(z,X) = w, entonces X
contiene un subcontinuo homeomorfo a F,.
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DEMOSTRACION. Supongamos que z € X es tal que ord(z, X) = w. Si c(z, X) es
finito, por el Teorema 2.13, concluimos que ord(z, X) es finito, esto contradice la
hipétesis. De modo que ¢(z, X) = Rg. Sean Cq,Co, ... las componentes de X — {z}.
Por el Teorema 2.14, implicamos que X es hereditariamente localmente conexo.
Aplicando el Teorema 2.1, tenemos que nh_)n;o diagm(C,) = 0. Por el Teorema 2.2,

para cada n € N, obtenemos que C,, U{z} es un continuo. Para cada n € N, usando

el Teorema 2.15, deducimos que C,, U {z} es arco conexo. Para cada n € N, sean

Yn € Cn vy Ap = [Yn, 2] C Cp U {z}. Asi, lim didgm(A4,) =0y A, N A, = {x}, si
n—oo

n # m.

o0
Sea Y = |J A,. Veamos que Y es homeomorfo a F,. Para cada n € N, sea
n=1
B,, = [an, a] (donde a,, y a son como en el Ejemplo 2.10). Para cada n € N, existe
fn + Ap — B, un homeomorfismo con f,(z) = a. En particular, para cada n € N,
deducimos que fy|4,—{z} : An — {x} — F, es continua. Notemos que la coleccién
{4, —{x}}5°, es una cubierta abierta de Y — {z}, luego por el Teorema 2.3, existe
una funcién f:Y — {r} — F, continua tal que f|4,_{;} = fn para cadan € N.

Sea g : Y — F,, definida, para cada y € Y, por:
, si z;
oly) = { fly), siy#

a, siy=w.

Veamos que g es continua en x. Sea U abierto en F,, tal que a € U. Como
{Bn}22; es una sucesién nula, existe N € N tal que si n > N, entonces B,, C U.
Esto implica que:

oo
(1) U B,CU.
n=N
Notemos que UN By, ..., UNBy_1 son abiertos en By, ..., By_1, respectivamente.
Dado que U N By,...,U N Byx_1 contienen al punto a y que las funciones f, son
continuas en z, existen Vi,...,Vy_1 abiertos en Aj,..., Ay_1, respectivamente,

que contienen al punto x tales que:
(Z’L) fl(‘/l) cUNBy,... ,fN—l(VN—l) cUNBy_1.

Para cada n € {1,..., N — 1}, tenemos que V,, = A, N W,, con W,, abierto en Y.
N—1
Sea W = (| W,. Notemos que W es abiertoen Y y € W.

n=1

Veamos que g(W) C U, para esto, empezamos describiendo a W de otra manera.

W=Wwn QlAn: [Wm(Nngn)]U WA o:LjNAn)].

Por tanto,
s07) = g7 0 (U A4 UgW 0 (U 4.))
Dado que

N-1

gwn (U An)=9(U (WnAy))

n<N n=1
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N-1 N-1
CglU Wnndyn)=g(U Va)
n=1 n=1
N-1

N—-1
= U g(Vn) = L:Jl fn(‘/n)y

n=1

N—1 N-1
aplicando (i¢), deducimos que gW N ( U 4n)) € U (UNBy,). Por lo que g(W N

N—1
( L_Jl Ay)) CU.
Por otra parte,

s (U A co U A
n=N n=N
= U gA) = U falAn)
n=N n=N

= U By,
n=N
aplicando (4), deducimos que g(W N ( |J A4,)) CU.
n=N

Con todo esto, g(W) C U. Por lo que ges continua en z. Luego, g es continua en
Y.

Como,
g(Y) = g( L_:JlAn) = L:Jlg(An) = L:Jl fn(An) = L:Jl B, = F,.

Por lo tanto, g es suprayectiva.

Veamos que g es inyectiva. Sean p,q € Y con p # ¢q. Consideremos los dos casos

posibles:
(a) Existe n € N tal que p,q € A,. Dado que g es una extensién de f,,, tenemos
que g(p) = fu(p) ¥ 9(q) = fn(q). Como f, es inyectiva, fn(p) # fu(q). Asi,

9(p) # 9(q).
(b) Existen n,m € N con n # m tales que p € 4,, y ¢ € A,,. Dado que g es una

extensién de f,, v f, implicamos que f,,(p) = g(p) v fm(q) = g(q). Tenemos
que fr(p) € By fm(q) € Bm. Ast, g(p) # 9(q)-
Asi, g es inyectiva. Por lo que g es una funcién continua y biyectiva entre continuos.
De aqui, concluimos que g es un homeomorfismo. Es decir, Y es un subcontinuo de
X homeomorfo a F,,. ([l

Dado que todo arbol es una dendrita, a continuacién vemos cuando se cumple el
reciproco.

3.2. TEOREMA. Sea X una dendrita. Entonces X es un arbol si y sélo si X no
contiene subcontinuos homeomorfos a F,, ni a Wg.
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DEMOSTRACION. Supongamos que X es un drbol. Por el Teorema 2.5, implicamos
que F,, y Wg no son arboles. Aplicando el Corolario 2.6, deducimos que X no
contiene subcontinuos homeomorfos a F,, ni a Wg.

Reciprocamente, supongamos que X no contiene subcontinuos homeomorfos a
F, ni a Wg. Por el Teorema 3.1 y Teorema 2.16, para cada z € X, tenemos que
ord(z, X) es finito.

Veamos que E(X) es finito. Para esto supongamos, por el contrario que E(X) es
infinito. Como X es compacto, existe una sucesién convergente {z,}52; de puntos
distintos de E(X). Sea x = lim x,. Como ord(z, X) es finito, por el Teorema 2.13,

n—oo

deducimos que ¢(z, X) es finito y asi podemos suponer que la sucesién {x,}>2 ;
estd en una misma componente de X — {z}.

Para cada n € N, sea p, = inf<_{x1,...,z,}. Dado que p, <, x; para cada
i€{l,...,n} Y pny1 <; z; para cada i € {1,...,n+ 1}, tenemos que p,11 <, Pn.
Es decir, con respecto al orden <, la sucesién {p, }5°; es una sucesién decreciente.
Ademds, para cada n € N — {1}, tenemos que p, € R(X).

Veamos que lim p, = z. Por el Teorema 2.19, tenemos que X es suave en .
n—oo

Por lo que [z,z,] — {z}. Sea ¢ > 0. Existe N € N tal que si n > N, entonces
Hy([z,z,),{z}) < e. De aqui, tenemos que [z,z,] C N(¢,{x}). Dado que p, €
[z, ], implicamos que p,, € N (¢, {z}); es decir, d(z,p,) < €. Por lo tanto, lim p,, =
n—oo
x.
Sin perdida de generalidad, supongamos que p,, # Py, si n # m. Por el Teorema
2.8, existe un continuo irreducible Y respecto a {z, : n € N} U {z}.

Veamos que Y es homeomorfo a Wg. Para cadan € N—{1}, sean A,, = [€,,—1, Dn]
y Bpn = [an—1,by], (donde a,,—1 y b, son como se definieron en el Ejemplo 2.11);
notemos que A, C Y .

Dado que A,, y By, son homeomorfos, para cada n € N— {1}, existen homeomor-
fismos g, : A, — B, tales que g, (z,) = an, gn(Pn-1) = bn-1 y gn(pn) = by. Por
otra parte, como la coleccién {4, : n € N—{1}} es una cubierta de Y —{z}, son con-
juntos cerrados, es una familia de vecindades finita y gn|a, na,. = gm|a,na,, para
cada n,m € N— {1}, asi por el Teorema 2.3, existe una funcién f : Y — {z} — Wx
continua tal que para cada n € N — {1}, tenemos que f|a, = gn.

Sea g : Y — Wpg definida, para cada y € Y, por:
, si x;

a, siy=uw.

Veamos que g es continua en x. Para ello, por el Teorema 2.3, notemos que para
cada n € N — {1}, las funciones f, : A, U{z} — B, U {a} definidas, para cada
y € A, U{z}, por:

_ gn(y)a siy # x;
Fnly) = { a, siy = .
son continuas.

Sea U abierto en W tal que g(z) = a € U. Como tenemos que lim didm(B,, U

n—oo

{a}) =0, existe N € N tal que si n > N, entonces B, U {a} C U. Asi,

@) U BnU{a}CU.
=N

n=
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Como UN(ByU{a}),...,UN(By-1U{a}) son abiertos en By U{a},...,By_1U
{a}, respectivamente, tal que contienen al punto a y dado que las funciones f,
son continuas en z, existen Vi,...,Vn_; abiertos en A; U {z},..., Ay_1 U {z},
respectivamente, que contienen al punto z tales que:

(’LZ) fl(Vl) cUn (Bl U {a})7 .. .,fol(VNfl) cUn (BN,1 @] {a})

Ahora para cada n € {1,..., N — 1}, tenemos que V,, = (4, U {z}) N W,, con
N-1
W, abierto en Y. Sea W = (| W,,. Notemos que W es abiertoen Y y x € W.
n=1

Veamos que g(W) C U, para esto, observemos que:

W=wnY=Wn Lijl(Anu{:c})

=W (U 40U (D A,

Por lo que,
97 = 9070 (U An U (1) Us 01 0 4,0 (o)
Como,
N-1 N-1
gW N ( 91 An U{z})) = g( gl(W N (An U {z})))
N-1 N-1
C g( L:Jl(Wn N (An U{z}))) = g( L:Jl Vi)
N-1 N-1
= L:Jl g(Vn> = L:Jl fn(Vn)a

por (i%), implicamos que g(W N (Ngll A, U{z})) c U (UN(B,UA{a})), de aqui,

g(Wn (Ngll A, U{z})) CU.

Por otra parte,
o0 o0

gWwn (U Anudz})) cg( U Anu{z})
N N

n= n=

= U gAnufe) = U fu(AnU{a})
n=N n=N
— {J B, u{al,
n=N

o0
por (%), inferimos que g(W N ( |J A, U{z})) CU.
n=N
Asi, g(W) C U. Por lo que g es continua en z. Concluimos que g es continua en
Y.

Para probar que g es biyectiva hacemos un procedimiento similar al que se hace
para probar que la g, de la demostracién del Teorema 3.1, lo es.
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Como g : Y — Wpg es una funcién continua y biyectiva entre continuos, tenemos
que g es un homeomorfismo, este hecho contradice la hipétesis. Por lo tanto, E(X)
es finito.

Aplicando el Teorema 2.5, concluimos que X es un arbol. O

A continuacién damos algunos ejemplos de dendritas que pertenecen a la clase
D.

3.3. EJEMPLO. Todo arbol pertenece a la clase 2.
3.4. EJEMPLO. La dendrita Wx pertenece a la clase 2.
3.5. EJEMPLO. Las dendritas F,, y W no pertenecen a la clase ©.

3.6. EJEMPLO. Sea L un subconjunto de N — {1,2} o bien L = {w}. En [4], se
prueba que existe una dendrita Dy, tal que:

(1) el ord(p,Dy) € L para cada p € R(Dp);
(2) paracadaarco [z,y] en Dy, y cadam € L, existe p € [z, y] tal que ord(p, D) =
m.

En la Figura 3.1, aparece una aproximacién de la dendrita Ds.

|
N

Figura 3.1: Dendrita Ds.

Observemos que p es un punto de acumulacién de E(Ds), pero p ¢ E(Ds). Es decir,
el conjunto E(D3) no es cerrado. Por lo que D3 no pertenece a la clase ©. De hecho,
para cada L subconjunto de N — {1, 2}, tenemos que Dy, no pertenece a la clase ©.

El siguiente resultado muestra que el ser un elemento de la clase ® es una
propiedad hereditaria.

3.7. TEOREMA. [20, Teorema 3.7] Sea X € ©. Si Y es un subcontinuo de X,
entonces ¥ € D.

Una manera sencilla para determinar si una dendrita pertenece a la familia ® es
la siguiente.

3.8. TEOREMA. Sea X una dendrita. Entonces X € © si y s6lo si X no contiene
subcontinuos homeomorfos a F, ni a W.

DEMOSTRACION. Supongamos que X € ©. Dado que E(F,,) y E(W) no son con-
juntos cerrados, por el Teorema 3.7, concluimos que X no contiene subcontinuos
homeomorfos a F, ni a W.
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Reciprocamente, supongamos que X no contiene subcontinuos homeomorfos a
F, ni a W. Veamos que X € ®. Supongamos lo contrario, es decir, existe z € X
y una sucesién {z,}52; de puntos distintos de E(X) tal que nILH;O Tpn = X, PEro
x ¢ E(X). Procediendo como en la demostracién del Teorema 3.2, tenemos que X
contiene un subcontinuo Y homeomorfo a Wg, donde x es la imagen de a. Por el
Teorema 2.12, deducimos que z es un punto de corte de X, de aqui, ¢(x, X) > 2.
Asi, existe C' una componente de X — {z} tal que Y N C' = (). Observemos que
C U{z} es arco conexo. Sean y € C'y [z,y] C C U{z}. De modo que Y U [z, y] es
homeomorfo a W, esto contradice la hipétesis. Concluimos que X € ©. ([l

3.9. TEOREMA. Si X € D, entonces ord(z, X) es finito para cada = € X.

DEMOSTRACION. Supongamos que existe z € X tal que ord(z,X) = w. Por el
Teorema 3.1, existe un subcontinuo de X homeomorfo a F,,, lo cual no es posible
por el Teorema 3.8. (]

Si tenemos una sucesiéon convergente de puntos distintos de ramificacién en una
dendrita X tal que E(X) es cerrado, entonces la sucesién converge a un punto
extremo de X; esto lo establecemos en el resultado que sigue.

3.10. TEOREMA. [20, Teorema 3.9] Si X € ® y {r,}52; es una sucesién de puntos
distintos dos a dos en R(X) convergente, entonces dicha sucesién converge a un
punto extremo de X. Es decir, R(X) c E(X).

DEMOSTRACION. Sear = lim r,,. Por el Teorema 3.8, deducimos que X no contiene

n—oo

subcontinuos homeomorfos a F,,, asi por el Teorema 3.1 y el Teorema 2.16, cada
punto de X es de orden finito, por lo que podemos suponer que todos los puntos r,
estdn en una componente de X —{r}. Sea p,, = inf<, {r1,..., 7, }. Observemos que,
cada p, es un punto de ramificaciéon de X. Ademads, todos los puntos p,, estan en
el arco [r, p1], porque pp+1 <, pn y la relacién <, es transitiva.

Como lim r,, =7, p, € [r,1,] y dado que X es suave en r, tenemos que lim p,, =

n—oo n—o0

r. Ademds, podemos suponer que p, # pm, si n # m. Por el Teorema 2.9 y dado
que p, € R(X), para cada n € N, podemos elegir un punto extremo e, de X
en una componente C,, de X — {p,} tal que C, N [r,p1] = 0. De modo que por
el Teorema 2.1, la sucesién {C),}52; es una sucesién nula. Asi, lim didm(C,) =
n—oo

lim diam(C,,U{p}) = 0. Esto implica que lim d(pn,e,) = 0 (donde d es la métrica
n—oo n—oo

de X), y como lim p, = r, tenemos que lim e, = r. Como E(X) es un conjunto

n—oo

n—oo

cerrado, se concluye que r € E(X). O

Terminamos esta seccion con el siguiente resultado.

3.11. TEOREMA. [7, Teorema 2.31] Si X € ® y {e,}52; es una sucesién en E(X)
convergente tal que e, # e, sin # m, y lim e, = e # e1, entonces existe una
n—oo

sucesion {r, 52, de puntos distintos en R(X) N [e,eq] tal que lim r, =e.
n—oo
4. LA CLASE £D

En esta seccién anotamos, con su referencia adecuada, propiedades de la clase
£9, recordemos que £0= {X dendrita local : cada punto de X tiene una vecindad
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que esta en D; después de leer dichas propiedades, el lector puede notar la similitud
con los resultados establecidos en la Seccién 3.

4.1. OBSERVACION. Si X € D, entonces X € £9.

4.2. TEOREMA. [2, Teorema 3.4] Sea X una dendrita local. Entonces X € £0 siy
sélo si X no contiene subcontinuos homeomorfos a F,, ni a W.

4.3. TEOREMA. [2, Corolario 3.6] Si X € £0 y Y es un subcontinuo de X, entonces
Y € £9.

4.4. TEOREMA. [2, Teorema 3.11] Si X € £9, entonces E(X) es cerrado en X.

En lo que sigue, ocuparemos el siguiente subconjunto de X:
E,(X)={p € X : existe una sucesién en E(X) — {p} que converge a p}.

4.5. TEOREMA. [2, Teorema 3.12] Sean X € £9 y x € X. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:
(1) @ € Ea(X);
(2) z es el limite de una sucesién de puntos de ramificaciéon de X distintos, todos
estan en un arco de X que contiene a x.

4.6. TEOREMA. [2, Corolario 3.13] Si X € £D, entonces O(X) es abierto en X.

4.7. TEOREMA. [2, Corolario 3.14] Si X € £9 y A es un subcontinuo de X. Entonces
se cumple lo siguiente:

(1) Eo(A) C Eo(X);
(2) Si AN E,(X) =0, entonces A es una gréifica finita.

Los resultados que hemos expuesto en este articulo acerca de la clase £3 son
algunos de los que conocemos hasta el momento, creemos que dichos resultados
forman una parte esencial para probar las Conjeturas 1.3 y 1.4.
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CAPITULO 29

SUBESPACIOS EN ESPACIOS ORDENADOS

MANUEL IBARRA CONTRERAS
ARMANDO MARTINEZ GARCIA
FCFM-BUAP

RESUMEN. Es conocido que si X es un espacio topoldgico linealmente ordenado
y Y C X entonces la topologia en Y, inducida por el orden de X restringido
a Y, no coincide con la topologia relativa en Y. En este capitulo se mostrara
que si Y es denso en el sentido del orden, o Y es compacto o Y es convexo,
entonces estas dos topologias sobre Y, coinciden.

1. INTRODUCCION

Una relacién sobre un conjunto X, <, es un orden lineal si se satisface que para
todo a,b,c € X:

(1) a<by b< cimplica que a < ¢,
(2) a<bob<a,
(3) Sia <b,es falso que b < a.

A la pareja (X, <) se le llama conjunto linealmente ordenado. Ahora, para cualquier
conjunto linealmente ordenado (X, <), se dird que I C X es un intervalo abierto
de X si existen a,b € X tales que:

I=(a,b)={reX:a<z<b}o
=(b)={zeX:z<b}o
=(a,—)={reX:a<z}o

1
1

Un espacio topoldgico (X, 7) linealmente ordenado si existe un orden lineal <
sobre X tal que la topologia inducida por este orden

T« ={0}U{A C X : A esunién de intervalos abiertos},

coincide con 7. En la siguiente seccién describiremos esta situacién con detalle,
veremos que en un subespacio Y, de un espacio topoldgico linealmente ordenado,
las topologias relativa y la inducida por el orden en el espacio restringido al conjunto
Y, no coinciden y, finalmente, daremos algunas condiciones sobre Y que provocan
la coincidencia de estas dos topologias. Si el lector estd interesado en estudiar méas
acerca de esta probleméatica y otras més, relacionadas con los espacios topolégicos
linealmente ordenados, puede consultar [1] (Problemas 1.7.4, 2.7.5 y 3.12.3), [2]
(capitulos 1y 3) y [3].
327
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2. ESPACIOS ORDENADOS Y ALGUNOS DE SUS SUBESPACIOS

En esta seccion mostramos que en un subconjunto Y de un espacio ordenado
X, las topologias relativa y la del orden restringido a ¥ no coinciden. También
probaremos que si Y es denso en el sentido del orden, convexo o compacto entonces
las dos topologias coinciden en Y.

2.1. LEMA. Sea (X, <) un conjunto linealmente ordenado. Entonces la familia
B={I C X : I esunintervalo abierto de X}

es base para una topologia en X, la cual serd denotada como 7.

DEMOSTRACION. Para esto serd suficiente ver que:
1) Para cualesquiera Iy, [ € fyx e 1Ny existe I € ftalque x € I C Iy N Is.
2) Para todo x € X, existe I € 3 tal que z € I.
Para ver (1) analicemos los posibles casos:
i) I1 = (a,b) con a < b; Iy = (¢,d) con ¢ < d.
Como z € I} N I5. Sea ry = max{a,c} y ro = min{b,d}, eligiendo I = (ry,r3)
se sigue que,
i‘EI,IGﬁngIlﬂIQ.
ii) I = (a,b) con a < b; Iy = (+,d).
Como x € I; N Iy entonces, a < d < b o b < d, eligiendo I = (a,d) o I = I,
respectivamente, se sigue que,
xE[,IE/ByIQhﬂIg.
iii) 1 = (a,b) con a < b; Iy = (¢, —).
Como x € I1 NIy entonces, a < ¢ < b o ¢ < a, eligiendo I = (¢,b) o I = I4,
respectivamente, se sigue que,
l’GI,IGﬁngIlﬂIQ.
iV) L = (Hvb); L= (Had)
Como z € I; N I entonces, b < d o d < b, eligiendo I = I} o I = I, respectiva-
mente, se sigue que,
zel, eyl CLnNI.
v) I = (a,—); I = (¢, —).
Como z € I; N I entonces, a < ¢ o ¢ < a, eligiendo I = I; o I = I, respectiva-
mente, se sigue que,
xEI,IEﬁngllﬂIQ.
vi) I1 = (a,—); Ia = («,b).
Como z € I; N I entonces, a < b, eligiendo I = (a,b) se sigue que,
l‘EI,IEﬂngIlﬂIQ.
vii) Si uno de los dos intervalos es («—, —) = X, entonces la interseccién es igual al
otro intervalo.

(2) sigue de lo que X = («—, —) es un intervalo abierto. O
El Lema 2.1 justifica la siguiente definicion.

2.2. DEFINICION. Un espacio topoldgico X es un espacio topoldgico linealmente
ordenado si su topologia es generada por un orden lineal, <, en X. En este caso,
denotaremos a este espacio como (X, 7) donde

7« ={0}U{A C X : Aesunién de intervalos abiertos}.
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Por el Lema 2.1 tenemos que la familia
B ={I C X : I esunintervalo abierto de X}

es una base para esta topologia.

Sean (X, 7<) un espacio linealmente ordenado y ¥ C X.

La topologia relativa en Y, inducida por 7. la denotaremos como 7{ y la
topologia en Y, generada por el orden lineal en X restringido a Y, la denotare-
IN0s COMO T, .

Es claro que una base para el espacio (Y, TZ) es la familia

B1={INY : I esun intervalo abierto de X}
y una base para el espacio (Y, 7<, ) es la familia
B2 ={J CY :J es un intervalo abierto de Y}.
Observemos que si J € (B2 entonces existen a,b € Y tal que,
J=(a,b)oJ=(a,—)oJ=(—boJ=Y.

En caso necesario, a los intervalos abiertos en X los denotaremos como (a, b) x
con a,b € X y de manera analoga en los otros casos y a los intervalos abiertos en
Y los denotaremos como (a, b)y con a,b € Y y de forma andloga en los otros casos.

El siguiente resultado, nos hace ver que siempre se satisface la siguiente con-
tencion:

T<y C Tz.
2.3. LEMA. Sea (X,7.) un espacio topolégico linealmente ordenado y ¥ C X.
Entonces
T<y C Tz.
DEMOSTRACION. Sea U € 7, y = € U, entonces existe un intervalo abierto J € (32
tal que =z € J C U, es decir, existen a,b € Y tal que,
J=(a,b)y oJ=(a,—=)y oJ=(—,b)yoJ =Y.
En cualquiera de los casos como Y C X, y a,b € Y se sigue que a,b € X y, por lo
tanto, eligiendo I € 3 con
I=(a,b)x ol =(a,—)x 0ol =(—,b)x oI =Y.
se sigue que J C I y, de aqui, eligiendo V =1 NY, tenemos que
VerYyzeVcl.
Por lo tanto,
T<y C TZ.
O

El siguiente ejemplo nos permite ver que, en general, estas dos topologias son
diferentes.

2.4. EJEMPLO. Sean X = R con la topologia inducida por el orden usual y
Y={zecR:z<0jU{reR:1<z}.
Dado z € Y con z > 1 tenemos que
[1,2) = (0,2)x NY € 7Y;
sin embargo, para todo J € 5 tal que 1 € J se tiene que
JN{zeR:z<0}#0Dy,
por lo tanto,
[1,2) & <y,
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. : Y oq ectri .
es decir, 77 es estrictamente mas fina que 7, .

En estos momentos uno podria plantearse la siguiente pregunta:

Si ya sabemos que Tz es mas fina que 7, , jexistird algin orden sobre Y de tal

manera que Tf coincida con la topologia inducida por ese orden?

Para darse cuenta de la magnitud de este problema (no es fécil) invitamos al
lector a consultar [4], paginas 247-252.

La siguiente definiciéon nos permitird enunciar la primera condicién sobre Y para
que se dé la igualdad en el Lema 2.1.

2.5. DEFINICION. Sean (X, 7.) un espacio topoldgico linealmente ordenado y Y C
X. Diremos que Y es denso en X en el sentido del orden si

para todo x,y € X con x < y existe z € Y tal que x < z < y.

2.6. TEOREMA. Sean (X, 7.) un espacio topolégico linealmente ordenado y ¥ C X
denso en X en el sentido del orden. Entonces
Tz :T<Y .
DEMOSTRACION. Por el Lema 2.1 es suficiente ver que Tz C1ey.
Sean U € 7¥ y z € U, entonces existe I € (3 tal que,
relnY CU.

(a) Si x no es extremo de X, entonces existen a,b € X tal que I = (a,b)x, es decir,
a<z<by, comoa,xz,be X yY esdenso en el sentido del orden, existen s,t € Y
tales que a < s < & < t < b; por lo tanto, si J = (s,t)y se sigue que
JCI,JepfyyxeJCU.
(b) Si z es maximo y no es minimo de X entonces
I=(—,z]x ol =(a,z]x
para algin @ € X. En el primer caso existe a € I tal que a < z, y entonces
(a,z] C I. Como Y es denso en el sentido del orden existe s € Y tal que a < s < x
Por lo tanto, si J = (s, z]y se sigue que
JCI,JepfryxeJCU.
(c) El caso cuando = es minimo y no es maximo de X es ismilar al caso (b).
(d) Si z es el minimo y el méximo de X, entonces X tiene s6lo un punto, y
X=Y.
O
El siguiente ejemplo nos muestra que no es suficiente pedir que clxY = X para
que se dé la conclusién del Teorema 2.6.

2.7. EJEMPLO. Sea
X={zeR:z<0lU{zeR:1<zx<2}U{reR:z >3}
con la topologia inducida por el orden usual en R restringido a X y consideremos
Y={zeR:z<0}U{zeR: 1<z <2}U{zeR:z >3}
Observemos que clxY = X. Es claro que
U=[1,2) ey
ya que para I = (1,2)x tenemos que I € §y U =1INY. Sin embargo
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U ¢ T<y
ya que para todo J € (s tal que, 1 € J tenemos que,
JN{xeR:z <0} #£0.

De donde se sigue que T}/ y T<, ho coinciden. Observemos que Y no es denso
en el sentido del orden ya que para 0,1 € X no existe y € Y tal que 0 < y < 1.

La siguiente definicién nos permitira dar la segunda condicién bajo la cual se da
la igualdad del Lema 2.1.

2.8. DEFINICION. Sea (X, 7.) un espacio topoldgico linealmente ordenado. ¥ C X
es convexo si

para todo z,y € Y (z,y)x CY.

2.9. TEOREMA. Sean (X, 7.) un espacio topoldgico linealmente ordenadoy Y C X
convexo. Entonces
¥=r_,.
DEMOSTRACION. Por el Lema 2.1 es suficiente ver que Tz C 7«, . Notemos que si
Y tiene menos de dos puntos, entonces Y tiene sélo una topologia, y la igualdad de
las dos topologias es trivial. Entonces suponemos que Y tiene al ménos dos puntos.
SeaUertyyazel.
Existen a,b € X U {«, — } tal que
zel=(abxyzrelnY cU.
Si existe y € Y tal que y < x, ponemos a = y, en el caso contrario ponemos ¢ =+«.
Si existe z € Y tal que < z, ponemos d = z, en el caso contrario ponemos
d=«.
Si (z,b)x NY # 0, sea z € (z,b)x NY. Eligiendo J = (y, 2)y tenemos que
Jef,zeJyJCU.
Si (z,b)x NY =0y (b,—)x NY # 0 al considerar z € (b, —)x NY se tiene que
(y,z) CY y, por lo tanto, b € Y. Asi, eligiendo J = (y,b)y tenemos que
JeB,zeJyJCU.
Si (z,—)x NY = 0. Eligiendo J = (y, —)y tenemos que
JeB,zeJyJCU.
Andlogamente six <yyyelInNyY.
Ahora supongamos que y <z yy ¢ I. Comoy <z 'y y ¢ I se sigue que y < a
vy (y,2)x CY, esdecir,a €Y.
Si(z,b)x NY #0, sea z € (x,b)x NY. Eligiendo J = (a, z)y se sigue que
Jef,zeJyJCU.
Si(z,b)xNY =0y (b,—)xNY #£Pseaze (b,—)xNY; entonces (z,2)x CY
y, por lo tanto, b € Y. Eligiendo J = (a,b)y tenemos que
Jef,zeJyJCU.
Si(z,0)xNY =0y (xr,—)x NY # 0. Eligiendo J = (a,—)y tenemos que
Jef,zeJyJCU.

Elcaso z <yyy ¢ INY se resuelve en forma similar al caso anterior.
En el caso que x sea extremo de X entonces

I=(ag,z]xol=[x,b)x ol =[z,—)x ol =(—,z]|x
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para algin a,b € X.
Si I = (a,x]x como Y tiene al menos dos puntos existe y € Y con y # x. Si
y € I, eligiendo J = (y, z]y tenemos que
JeB,zeJyJCU.
. Siy ¢ I entonces (y, xz]x C Y, de donde se sigue que a € Y. Eligiendo J = (a, z]y
se sigue que
Jef,zeJyJCU.
El caso en que I = [z,b)x se resuelve en forma similar.
Si I = [z,—)x, como Y tiene al menos dos puntos, existe y € Y con y # x.
Eligiendo J = [z,y)y se tiene que

JeB,zeJyJCU.

El caso en que I = (<, x]x se resuelve en forma similar. O

2.10. COROLARIO. Sean (X, 7<) es un espacio topoldgico linealmente ordenado y
Y C X componente convexa de X. Entonces

Y __
7-< =T<y -

2.11. EJEMPLO. Tomando X y Y como en el Ejemplo 2.7 podemos ver que Y no
es convexo y que no se da la igualdad del Lema 2.1.

Antes de enunciar y probar el ultimo resultado anunciado en este capitulo con-
viene recordar algunos resultados referentes a la compacidad en espacios linealmente
ordenados.

2.12. LEMA. Sean (X, 7<) es un espacio topoldgico linealmente ordenadoy A C X.
Si A no es acotado superiormente, entonces X no es compacto.

DEMOSTRACION. Como A C X no es acotado superiormente para cada z € X
existe p(z) € A tal que z < p(z).
Para ag € A fijo consideremos la siguiente cubierta abierta de X:
U={(ap,z):z € Xyap<z}U{(—,plag))}
que no tiene ninguna subcubierta finita. En efecto, para cada cada familia finita
{(a0, =) ;=7 U{(<p(a0))}
consideremos a x = mazx {x; : 1 <i < n}, entonces existe p(z) € A tal que
p(z) ¢ UiZT (ao, ;) U (<, p(ao))
de donde se sigue el resultado deseado. (|
En forma similar se puede demostrar el siguiente resultado.

2.13. COROLARIO. Sean (X, 7<) es un espacio topoldgico linealmente ordenado y
A C X. Si A no es acotado inferiormente, entonces X no es compacto.

2.14. TEOREMA. Sea (X,7.) un espacio topolégico linealmente ordenado. X es
compacto si y sélo si para todo A C X con A # ), A tiene supremo e infimo.

DEMOSTRACION. La necesidad de sigue del Lema 2.12 y Corolario 2.13.
Suficiencia. Sea U cubierta abierta y yo el primer elemento de X.
Consideremos el conjunto:

S ={y € X :[yo,y) se puede cubrir por una familia finita de U}.
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Por hipétesis podemos considerar a@ = supS. Entonces existe U € U tal que
«a € U, por lo tanto existe I € B tal que a € I C U.

Supongamos que existen a,b € X con a < btal que I = (a,b), entonces a < o < b
lo cual implica que a € S y que (o,b) = () ya que si z € (a,b) entonces z € S
contradiciendo la definicién de a. De aqui se sigue que b € S lo cual también es
imposible, por lo tanto I = (a,—). Entonces [ag,a) puede ser cubierto por un
ntmero finito de elementos de U y (a,—) C U. Por lo tanto X es cubierto por un
nimero finito de elementos de U, es decir, X es compacto. O

Ahora si, podemos enunciar y probar el siguiente teorema

2.15. TEOREMA. Sean (X, 7<) un espacio topoldgico linealmente ordenadoy Y C X
compacto. Entonces

Y __
Te=T<y -

DEMOSTRACION. Por el Lema 2.1 es suficiente ver que 7¥ C 7.

Sea U € 7Y, entonces existe V € 7« tal que U = V NY. Para cada z € U existe
ITeptalquezelInNY CU.

Aplicando el Teorema 2.14 podemos considerar

nn=inf{yel:y<zyeY}
zo=sup{yel:z<yyeY}.
Por lo tanto para J = (21, 22)y tenemos que
JePr,zeJy JCU.
Si («,2)NY = @, entonces z es el primer elemento de Y y z € (+,22)y C
INnNYy cU.
Si (z,—)NY = 0, entonces z es el dltimo elemento de Y y z € (z1,—)y C

InNy cU.
de donde se sigue que

Y
T2 S T<y-
|

2.16. EJEMPLO. Tomando X y Y como en el Ejemplo 2.7 podemos ver que Y no
tiene supremo y que no se da la igualdad del Lema 2.1.

3. COLOFON

A sugerencia del arbitro incluimos la siguiente demostracién alternativa del Teo-
rema 2.15:

e Todo espacio linealmente ordenado X tiene la propiedad de Hausdorff. En
efecto, si z,y € X con z # y, entonces, sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que z < y. Si existe z € (z,y), entonces («—,z) y (z,—) son
abiertos ajenos que separan a x y a y. Si (z,y) = 0, entonces («—,y) y
(x,—) separan a x y a y.

e Con las hipétesis del Teorema 2.15, la funcién identidad Id : (Y,7Y) —
(Y,7<, ), es un homeomorfismo, pues (Y,7Y) es un espacio compacto, la
funcién Id es una biyeccién continua y (Y, 7<, ) es Hausdorff.

La conclusién de los puntos anteriores nos da la conclusién deseada: 7¥ = 7., .
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