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Introducción
Se tendrá el Problema de Consumo e Inversión,
en el cual se presenta un cierto inversionista con
cierta riqueza o capital inicial y al comienzo de
cada uno de un número de N de periodos, este
puede decidir que parte consumir y que parte in-
vertir en el mercado financiero. Pero con la sor-
presa de que después de cada parte consumida e
invertida, este no sabe con exactitud cuanto ca-
pital tendrá realmente, pero se podrá deducir
mediante una distribución de probabilidad lo
que se podría tener en ese instante o momento.

• Para este tipo de problemas existe la teoría
de los Procesos de Decisión de Markov
Parcialmente Observables. Aquí el agente
no puede observar directamente el estado
subyacente del sistema. En cambio, puede
ver una observación basada en la acción y
el estado resultante.

• El objetivo del agente sigue siendo maxi-
mizar la recompensa futura acumulada es-
perada descontada.

PDMPO
Un PDMPO a tiempo discreto modela la
relación entre un agente y su entorno. For-
malmente, un PDMPO está constituido por
(E,A,D(x), Q, rn, gN , Ω, O, β), para cualquier
n = 0, 1, . . . , N .
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Problema de Consumo e inversión
Se tendrá:

1. Un inversionista con riqueza inicial X > 0,

2. En ciertos instantes se permite el consumo
y la inversión de capital disponible,

3. El consumo se evalúa mediante una fun-
ción de utilidad Uc(cn),

4. La riqueza restante es invertida en un ac-
tivo riesgoso y en un bono sin riesgo,

5. La riqueza terminal gN produce otra fun-
ción de utilidad Up(XN ).

Propósito
¿Cómo debería Consumir e Invertir su capital el
inversionista, con el fin de maximizar la suma
de sus utilidades esperadas?.

Dinámica del proceso de riqueza
El proceso de la riqueza evolucionará de la si-
guiente forma:

Xn+1 = (1 + in+1)(Xn − cn + an ·Rn+1)

Modelo de Decisión de Markov
El Problema puede ser resuelto por el siguiente
modelo de decisión de Markov:

• E := [0,∞),

• B := [0, 1],

• A := R+ ×Rd,

• D(x) := {(cn, an) ∈ A|0 ≤ cn ≤ xn y (1 +
in+1)(xn − cn + an ·Rn+1) ≥ 0, P− c.s.}

• Z := [−1,∞)d donde zn ∈ Z denota el
riesgo relativo,

• T (bn, cn, an, zn) := (1+in+1)(bn−cn+an ·
zn), la función de transición,

• QZ la distribución de Rn+1,

• rn(bn, cn, an) :=
∑
xn∈E bn(xn)Uc(cn), la

función de recompensa por etapa,

• gN (XN ) := Up(XN ), la función de recom-
pensa terminal.

• β ∈ (0, 1] factor de descuento.

Objetivo
Será optimizar el criterio de rendimiento que es
el de la recompensa total esperada descontada o
en su defecto el costo, que está definido por:

Vn(x) = sup
π∈Π

Eπnx

[
N−1∑
K=0

βbn(x)Uc(cn(bn))

+ bN (x)Up(XN )] .

Donde el supremo se tomará sobre todas las
políticas π = {f0, . . . , fN−1} con fn(bn) =
(cn(bn), an(bn)).

Función de Utilidad
En este trabajo se asumirá que ambas funciones
de utilidad Uc y Up serán de la forma:

−γ−1 exp(−γxn), γ > 0 y xn ∈ E,

Entonces será posible deducir el siguiente resul-
tado, el cual nos dará un mecanismo para en-
contrar la solución óptima para el Problema de
Consumo e Inversión y cuya función de utilidad
será creciente y aversa al riesgo. Además, su
prima de riesgo será invariante con respecto a la
riqueza.

Solución

Teorema. Se supondrá que ambas funciones
Uc(cn) y Up(XN ) son funciones de utilidad ex-
ponencial con γ > 0. Entonces se tendrá que:

VN+1(bN+1) = 0,

VN (bN ) = −bN (x)γ−1 exp(−γbN+1)

Vn(bn) = −kn exp(−dnbn+1), n ∈ {0, 1, . . . , N − 1},

el consumo óptimo por etapa n es c∗n = ζ∗nbn+1,
donde

γ(1 + in+1)bn+1 ln |bn(x)| − ln(βP(o|bn, a)bn+1(x)(1 + in+1)vn|

γ + γ(1 + in+1)

y la inversión óptima por etapa n es

a∗n = S0
N

S0
n(1 + in+1)α

∗
n,

donde α∗n es la solución de vn, que se puede en-
contrar a través de α∗n = 1

γ
S0
n

S0
N

α̃n donde α̃n es el
mínimo de

α 7→ E[exp(−α ·Rn+1)], α ∈ Rd.

Conclusiones

Los Procesos de Decisión de Markov Parcial-
mente Observables sirven de marco sólido para
la toma de decisiones en entornos caracteri-
zados por la incertidumbre y la información
incompleta. Mientras que los Procesos de
Decisión de Markov (MDP) con información
completa nos darán un marco matemático para
modelar decisiones en el cual se muestra un
sistema con una serie de estados y proporciona
acciones al tomador de decisiones basadas en
dichos estados. Por lo que los PDMPO se basan
también en ese concepto, pero con la diferencia
de que cómo un sistema puede hacer frente a los
desafíos cuando se tiene la observación limitada.

Se obtuvo lo siguiente:

1. Se resolvió el problema de Consumo e
Inversión a partir de información incom-
pleta.

2. Se obtuvo un mecanismo para la obtención
de la política óptima para el Problema de
Consumo e Inversión.
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