Este trabajo esta dedicado al concepto de funcion continua
en R, . Analizamos su definicidon y ejemplos interesantes.
También revisamos las propiedades que se conservan en
funciones continuas.

Definiciones ye ejemplos

Definicion (continuidad en R). Sea f - R — Ry 2y € R.
Decimos que f es continua en x si para todo ¢ > 0 existe
0 > 0 tal que para todo x € R,

z—zo| <o = |f(z) = f(zo)| <e

Equivalentemente, si z,, — x¢ entonces f(z,) — f(xg).
Decimos que f es continua en A C R si lo es en cada
punto de A.

Ejemplos en R.

* Los polinomios son funciones continuas en R; las fun-
ciones racionales son continuas en su dominio (donde el
denominador es diferente de cero).

* exp, sin, cos SON continuas en R; |x| es continua en todo
punto (no diferenciable en 0).

« Funciones por tramos son continuas si coinciden los va-
xQ, r <1
2v—1, x>1

lores frontera; p.ej. f(z) = { es continua

enlyaquel?=2-1—1.

*Si f, g son continuas, entonces f + g, f - g, min{f, g},
max{ f,g} Yy g o f son continuas (en sus dominios).

NS

y = |z|

Propiedades que se preservan con las funciones

continuas

1. Preimagen de abierto es abierto

O abierto

Y

f continua

— —%

f710) f710)

Sea O abiertode Ryy c Oy xz € f~1(O)y f(z) =y, por
continuidad existe £ > 0 tal que

B(y,e) C O,
entonces existe § > 0 con

f(B(z,0)) € B(y,¢e) € O,

asi B(z,0) C f~1(O )
Ejemplo: f(z) = z°, O = (0, 1). Entonces

f—1<0> = (=1,00U(0,1),
que es abierto.

2. Preimagen de cerrado es cerrado.
El complemento de un cerrado es abierto y f~! conmuta
con complementos:

e = (174e)
Ejemplo: f(z) = 2%, C = {1}. Entonces
{1y ={-1,1},

que es cerrado.

3. Imagen de compacto es compacto (Teorema clasico).
Si K compacto y (U;) es una cubierta abierta de f(K),
entonces (f~!(U;)) es una cubierta abierta de K, de la
que extraemos una subcubierta finita y pasamos por f.

Ejemplo: f(z) =sinxz en K = |0, w]. Entonces

f([0,w]) = [0, 1],
que es compacto.

4. Extremos maximo y minimo sobre compactos (Teo-
rema del valor extremo).
La imagen de compacto es compacto y en R un com-
pacto contiene supremo e infimo alcanzados.
Ejemplo f(z) = 22 en [—1, 1] alcanza minimo 0 y maximo
1.
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5.Imagen de conjunto conexo es conexa (Teorema del

valor intermedio).
Si la imagen se separase en dos abiertos disjuntos, sus
preimagenes los separarian, contradiccion.

Ejemplo: f(x) = z° en [—1, 1], entonces

f(=1,1]) = [0,1],

un intervalo conexo.

6. Preservacion de limites de sucesiones: si z,, — z en-

tonces f(z,) — f(x).

Ejemplo: v, = 1 — 0, f(z) = sinz, entonces f(zy) — 0.

7.Inclusion entre imagenes de clausuras:

f(A) C F(A).
Six. € Aconzx, — = € A, entonces f(x;.) — f(z), luego

f(z) € f(A).

Ejemplo: para cualquier A y f continua, la inclusién
siempre vale (pero puede ser estricta).

8. Uniforme continuidad en compactos:

Si f es continua en compacto, entonces f es uniforme-
mente continua (Heine—Cantor).

Ejemplo: f(z) = z° es continua en R pero no uniforme-
mente continua; si lo es en cualquier intervalo compacto
—M, M].

Propiedades que no se preservan en general

1. La imagen de un abierto no tiene por queé ser abierta.
Contragjemplo: f(z) = 2, A = (—1,1) es abierto pero

f(A) — [07 1)7

gue no es abierto.

2.La imagen de un cerrado no tiene por qué ser cer-

rado.
Contraejemplo: f(x) = arctanz continua en R, R es ce-
rrado pero

- (49

no es cerrado.

3. La preimagen de un compacto no tiene por queé ser

compacto.
Contraejemplo: f(x) = 0 funcion constante. {0} es com-

pacto, pero
({0} =

que no es compacto.

4. La imagen de un conjunto denso puede no ser densa.

Contraejemplo: f(z) = 0 constante. Q es denso en R,

pero
f(Q) = {0},

no es denso.

5.La continuidad no preserva la propiedad de ser

sucesion de Cauchy.

Contraejemplo: en (0,1], la sucesion z, = + es de
Cauchy. Con |
f(I) —
continua en (0, 1, la imagen es
f(ﬂfn) — N,
gue no es Cauchy.
XL
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3

6. La completitud no se conserva en la imagen.

Contraejemplo: f(z) = arctanz. La funcion f transforma
R (que es completo) en

gue no es completo.
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Speaklng about continuos functions

/. La cardinalidad puede reducirse o no.
Contraejemplo: f(x) = 0 en R manda conjuntos infinitos
a un conjunto con un solo elemento.

8. La imagen de la frontera no coincide necesariamente
con la frontera de la imagen.
Contraejemplo: para A = (—1,1),

0A ={-1,1}, f(z) =1

entonces
f(0A) = {1},
pero

Df(A) =d0,1) = {0,1}.

9. Un conjunto perfecto puede perder esa propiedad
bajo / una funcion continua.
Contraejemplo: A = R perfecto, f(x) = arctanz, en-

tonces T o
= (-53);

gue no es cerrado ni perfecto.

10. Continuidad no implica diferenciabilidad ni regulari-

dad superior.
Ejemplo: f(z) = |z| es continua pero no diferenciable en
0.

11. Continuidad no implica uniformidad ni Lipschitz en

R.
Ejemplo: f(z) = z? no es uniformemente continua en R;
f(z) = +/x no es Lipschitz cerca de 0.

12. Continuidad no implica preservacion de monotonia u

orden.
Ejemplo: f(z) = sinx es continua pero no monoétona.

Y,

Algunos teoremas como consecuencia de la

continuidad

Teorema (Extremos en funciones extrictamente cre-
cientes y continuas) Seana,b € Rcona <by f :|a,b] —
R continua. Si f es estrictamente creciente en (a,b), en-
tonces f es estrictamente creciente en |[a, b].

Idea breve: La imagen f((a,b)) es no vacia y acotada;
por continuidad en los extremos inf f((a,b)) = f(a) VY

sup f((a, b)) = f(b).

a, bl i T

[2, Teorema 2.31] Sea f :la,b] — R una funcion continua
en |a,b]. Defina F': |a,b] — R por

/ f(t) T € |a,bl.

Entonces
. Flx+h)—F(x)
Lim - = f(z) paraz € (a,b),
_ F+h)—-F@®) . Fla+h)—F(a)
hli%l— h = /1), hli% h = fla)

es decir, F'(z) = f(z) para todo z € [a, b].
[2, Teorema 2.32] Si f : |a,b] — R es continua en |a, b|,
entonces f es integrable en |a, b|.

[2, Teorema 2.33] Si f : la,b] — R es continua en |a, b,
entonces existe ¢ € [a, b] tal que

/f 7(c) (b — a).
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