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En esta exposicion, presentamos dos nuevos resultados
dentro de la teoria de homologia de caminos de quivers
(carcajes). En primer lugar, un teorema de coeficientes uni-
versales para la cohomologia de caminos de quivers. En
segundo lugar, un teorema de dualidad homologica para la
homologia de caminos de quivers.

1. Introduccion

En 2018, A. Grigoryan y colaboradores construyeron una
teoria de homologia de caminos para quivers basada en
(multi)grafos. Finalmente, en 2025, descubrimos un nuevo
tipo de dualidad homologica cruzada de caminos de qui-
vers que no son ni degenerados (degradados) ni ciclicos,
marcando un nuevo principio dentro de la topologia alge-
braica.

2. Quivers, Homologia y Cohomologia

Definicion 2.1. Un carcaj (quiver) Q = (Qg, @1, s,t) €s un
cuaterno que consiste de:

(1) Qo conjunto de vertices 0 puntos.

(2) @1 conjunto de flechas.

3)s: Q1= Qpyt: Q1 — Qtales que para todo a € @1,
s(a) es punto incial y t(a) es punto final de a.

Ejemplo 2.2. Sean ¢y = {1,2,3}, Q1 = {a, 8, A, pi},
s Q1 — Qycon 8(04) — 373(6) — 2>S(>‘) — S(:“) =1y
t: Q1 — Qoconila)=21tf)=11A) =t =3.

Entonces, Q = (Qy, @1, s,t) con su diagrama
2
y ’Y
1 A 3
!

es un carcaj (quiver).

Definicion 2.3. Sea n» € Z*, un n-camino elemental en
un carcaj @ es una sucesion ag,...,a,—1 € @1 tal que,
t(a;) = s(a;y1) paratodo 0 < ¢ < n — 2 el cual se denota
por P =apaj - - an_1.

Definicion 2.4. Sea R un anillo conmutativo con unidad tal
gue ningun entero es divisor de cero. El algebra de cami-
nos graduada ()..(Q) = R[PQ] es el R-mddulo libre gene-
rado por todos los caminos elementales en Q con producto:

ag - - apbg -+ by, Sitlan) = s(by)
pP-q=
0, otra manera

dondep=ag---any q=by---by SON caminos elementales.

Proposicion 2.5. Sean Q un carcaj completo de potencia
N tal que, paratodon > —1Yy ag---a, Uun camino elemental.
Se defiene 0,11 : Q,11(Q) = Qn(Q) por: pr1(ag - - - an) =
Nay - - - ap — [agaiag - - - an + aplayag] - - - ap + - - -+ (=1)"ay -
-+ ap_slap_1an] + (=1)""'Nag - - - a,,_;. Entonces, 92, , = 0

Y"'MQn(Q)%---%Ql(Q)iﬂl(Q)(LOOesel

complejo de cadenas de caminos de Q.

Teorema 2.6. Sea Q un quiver no degenerado (degradado)
ni ciclico. Entonces, para cualquier & € Z*, se cumple que:

PH"*(Q) = Ext(PH,._,,7Z) ® Hom(PH,., 7). (1)
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Ejemplo 2.7. Sea O el siguiente carcaj (quiver):
v

ai||az

a3
(%] 7 U3

Entonces, tenemos los siguientes complejos de cadenas:

Q()(Q) = Jv1 b Ly b Ly
Q1<Q) = Za1 D ZLay ® Zag

Consideremos la siguiente sucesion de cadenas y fronte-

ras.
02 0,0) 2 0y0) L 0

O1(a1) = 2(vy — v1)
81 (as) = 2(vg — v1) Ip(v1) = Op(v2) = Oy(v3) =0
01(az) = 2(v3 — v1)
2 —2 —2]
o]=12 2 0
00 2
=PH\(Q,Z)=
PH)(Q.7) — Z(Q) _  Zui®Zuy®Zey T

By(Q)  Z(2uy) ® Z(2up) ® {0}
Z)(Q) = ker(0y) = {co € Q0(Q) | y(cp) = 0}

n
0] - |n2| =0
n3

Por lo que ker(0y) = Ze| ® Zeg @ Zes = Zuy  Zuy & Zeq,
donde u; = (—1,1,0) y uo = (—1,0, 1).

By(Q)=im(01) = {cp € Q(Q) | D1(c1) = co}

n
01] - [n2| = o
| 73]
—2 —2 =2] [nq]
co=12 2 0 n9
I 0 0 2 | [n3
- -
co=(n1+n2) | 2| +nz|0
o O — b 2 —
Por lo que im(0)) = Zus ® Zuy, donde us = (—2,2,0) y
uy = (—2,0,2).
=PH,(Q,7)=
Z1(Q)  Zus
PH(Q.7) = NNy
Q2 =50~ )
Z1(Q) = ker(01) == {c1 € N(Q) | O1(c1) = 0}
o
01] - [n2| =0
|73

—2n1 — 2n9 — 2n3| 0
2n1 + 2n9 = |0
0
1

2ns

Por lo que ker(0;) = Zus, donde us = (—1,1,0).
B (Q)=im(0s) = {c1 € Q(Q) | Oa(c2) = c1} = {0}

Ahora bien, construimos los siguientes cocomplejos de co-
cadenas:

OV(Q) = Zwf @ 7w} @ 7w}
ONQ) = Za} ® Zal ® Zaj

Consideremos la siguiente sucesion de cocadenas y co-
fronteras:

1 0 —1
0 0lQ) <= %) <~ 0
22 0]
V= 1-220
M(v}) = —2a7 — 2a} — 24} 202

b S
1
80(05) = 2a7 + 2a5
0 (v5) = 2a}

0'(a}) = 9'(a3) = 0'(a3) = 0
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Por lo tanto,
Lo @ Ly B 4., =0
g (20755 -
pHi(0) - % =0
Lo® LoD L, q=

Teorema 2.8. (S1-GLMY-Bykov-Pineda Duality)

Sea Q un quiver finito no degenerado ni ciclico, tal que ten-
ga el mismo numero de vértices y flechas, y todas las fle-
chas tengan la misma direccion. Entonces, para k € {0, 1},
se cumple que:

PHk<Q7 Z) = PHl—k<Q7 Z) (2)

(%)) ®

al/
a

2 °
/
(%] > U
\\Q
°

\

§
Un

Demostracion. Sabemos que PH,(Q) = { . |
) q =
Por el Teorema 2.6,
PHY(Q,7Z) = Ext(PH_1,Z) ® Hom(PH,,Z)
~ Ext({0}, Z) ® Hom((Zs)* & Z, Z)

~~ (@ Hom(Zy, Z)) ® Hom(Z, Z)
k=1

PHY(Q,Z) = Ext(PHy,Z) ® Hom(PH,,7)
~ Ext((Zo)* & Z,7Z) & Hom(Z, Z)
~ Ext((Zy)*, Z) ® Ext(Z,Z) ® Hom(Z, Z)

n
~ (P Ext(Zy,Z) & Z
k=1

~ (P)oz
k=1

= (Zy)* oz

]

Estos dos teoremas exponen nuevos resultados significati-
vos en el campo de la homologia de caminos de quivers.
Estos resultados no solo proporcionan una nueva compren-
sidn de la estructura algebraica de los quivers, sino que
también introducen principios novedosos en la topologia
algebraica. La relevancia de estos hallazgos radica en su
potencial para abrir nuevas direcciones en la investigacion
y ampliar nuestras capacidades para abordar problemas
complejos en esta area.
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(Z)raZ, g=0y1<k<n



