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1 Conceptos Preliminares

Definicion 1 /La Integral de Stieltjes] Sean f,q : |a,b] — R funciones, si
para cualquier particion m = {Ix}"}-_, de |a, b, con I, = (x;_1,x1). Esco-
gemos cualquier punto zj, € I, = |xp_1, x| ¥y formamos la suma:

S(f.g.m) =Y flz)lg(zr) — glar_y)]

Si el limite existe,

lim S(f,g,m) = 7}52@ Z f(ze)lg(zr) — g(zp—1))

|7 |[—0

Se llama "Integral de Stieltjes"que se denota:

/abfdg

Significa: Ve > 0,30 > 0:V|r| < 6,Vz, € I,

| / fdg -3 Fl)lglae) — glap)]| < ¢

Definicion 2 [Variacion Acotada] Sean g € Cla,b] = {g : |la,b] —
R, continua} y m = {1 }’}._, una particion de |a, b|. La variacion de g sobre
a, b] representada por V'(qg) esta dada por

Vi(g) = sup ¥ |g(ax) — glar_1)[}

Es de variacion acotada si V’(g) < oo. Al conjunto de todas las funciones
de variacion acotada en |a, b| se denota por BV |a, D]

Definicion 3 [Funcional Lineal] Sea VV un espacio vectorial sobre un campo
K, un funcional lineal es una aplicacion

F:V —K
tal que es lineal, satisface la siguiente: Voo € K, Vx,y eV
Flaz +y) = aF(x) + F(y)
Definicion 4 Sea el espacio Ca, b|, definimos una norma sobre él.:

| flloc = sup {|f(x)| : € [a, b]}

Este espacio normado se denota, (Cla,b|, || f||s0)-
Sea el conjunto R, definimos sobre él la norma usual, valor absoluto:

[z]] =[]

denotdndolo como (R, ||.]]).
Seay = {T": (Cla, b, || flloc) — (R, []]]) 3

Sobre v definimos la norma.

| Elly = inf AM = [F(f)] < M| flloe, Vf € Cla, bl

T funcional lineal acotado }

F
—sup {1 € Clat)
Este espacio normado se denota (1, ||.||+).

Proposicion 1Si f € Cla,b| y g € BV|a, b| podemos definir un Funcional
lineal, F, en Cla, b| de la siguiente forma:

b
Fg(f) — / J dg
Es un funcional lineal acotado si,
b
F(DI=1 [ fdgl <Vl

[l < Vi(9)
Proposicion 2 Sean g € BVl|a, bl y f : |a,b] — R tal que |f(x)| < M,
Vx € |a,b| y existe fab f dg entonces,

b
I/ fdg| < MVY(g)

Proposicion 3Si ¢ € BV/|a,b| entonces existen g, g> : |a,b] — R fun-
ciones crecientes tal que son una descomposicion de Jordan de g, es decir,
g = g, — go y Si existen f&b fdg, y fab f dg, entonces existe fab fdg que es

igual a:
b b b
[ rdg= [ sas~ [ rag

2 Teorema de Representacion de Riesz en C[a,b]

Teorema 1Sea I’ € (v, ||.||-) un funcional lineal acotado en el espacio nor-
mado entonces, existe una funcion g € BV |a, b tal que

F(f)/abfdg,

Vf € Cla, by [|F]], = V;(g)

Demostracion 1Sea g : |a,b] — R,

(x) B Osix =a
I P(Xuw) siz € (a,b)

Veamos que g es de variacion acotada: Si m = {1 }]_, una particion de |a, 0|
y definimos o, = sgn|g(xir) — g(xr_1)|, tenemos:

Z ‘g@jk) o g(xk—l)‘ — F(Z O-kX[xk_l,a:k)) < ‘F(Z O-/fX[xk_l,:L’k)”
k=1 k=1 k=1

< IFI11 ) onXpeyaplloe = [IF]l
k=1

entonces
n

> lglae) — glar—)| < ||F|],

k=1

entonces g € BV|a,b] y V2(g) < ||F|l,

Para cualquier f € Cla,b| y cualquier m, ) tomamos 2, € I.. y defina-
mos.

[r|—0

i, F(s) = lim Y flenlolar) - glan)] = | fdg

Como f € Cla,b|, f es uniformemente continua en |a,b|: Ve > 0,36 >
0 : |z —y| < dentonces |f(x) — f(y)| < ¢ Vr,y € |a,bl. Si|m| < 9,
E(f) = F(s)] < |[F[I[f = sllee < €l[F][|y por lo tanto:

F(f) = lim F(s) = / 7 dg

[ |[—0

con |||, < V(g) por lo tanto || F||, = V}(g).

3 (T. Riesz) Espacios Topologicos de Hausdroff Localmente Compactos

Teorema 2 Sea X un espacio de Hausdorff localmente compacto y sea I’ un
funcional lineal positivo sobre C.(X) entonces existe una o-algebra en X
que contiene todos los conjuntos de Borel en X y existe una unica medida
regular de Borel |1 sobre la o-algebra tal que:

T(f) = /deu
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