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Motivacion
| a clasificacion de los niumeros entre

algebraicos y trascendentes para la
resolucion de problemas en teoria de

numeros.

Teoremas

Comenzaremos con algunos resultados basicos
sobre los numeros algebraicos y trascendentes.

Proposicion

— Todo nimero racional m /n es algebraico,
pues es raiz del polinomio nX — m = 0.

Teorema (de su cardinalidad)
— El campo A de todos los nimeros
algebraicos es un conjunto numerable.

Corolario

— Los numeros trascendentes existen, mas
aun, el conjunto de nimeros trascendentes

es no humerable.

Teorema de Liouville

En 1853, Liouville demostré que los nimeros
algebraicos no pueden ser bien aproximados
por nimeros racionales.

Teorema (Liouville)

— Dado ¢ un numero algebraico real de
grado n %~ 1, entonces existe una
constante positiva ¢ = ¢() tal que para
todo nimero racional 1—;, con (p,q) =1y
g > 0, |la desigualdad
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se cumple.

Utilizando este Teorema, Liouville pudo dar
ejemplos especificos de nimeros
trascendentes.

Ejemplos

Daremos ejemplos destacados que hacen uso
del Teorema anterior para su prueba.

Ejemplo

— El nimero
>
!
— 10™

es trascendente.

Con una argumentacion similar a la prueba
del ejemplo anterior es facil generalizar este

resultado.

Definiciones basicas

Un numero o« € C es algebraico complejo si
existe un polinomio

f(x) = a9+ ---a,x™ € Q[x] tal que
f(a) = 0, es algebraico real si a € R; es
trascendente si no es algebraico.

Ejemplo

— El ndmero
O
§ :a—n!
n=0

es trascendente para todo entero positivo
a.

Por una variante del argumento de la diagonal de Cantor,
el siguiente conjunto de nimeros es no numerable.

Ejemplo

— Todo numero de la forma
O

Z 5,10 %

k=1
es trascendente, donde s € {1, —1}.

De cualquiera de los ultimos dos ejemplos se deduce otra
orueba de la no numerabilidad de los nimeros trascenden-

tes.

Mejoras del Teorema de Liouville

En 1909, Thue logro mejorar la desigualdad
de Liouville.

Teorema (Thue)

— Dado a un numero algebraico real de
grado m, entonces existe una constante
positiva ¢ = c¢(«a) tal que para todo
%’ € Q, la desigualdad
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se cumple.

Una ecuacion se llama diofantina cuando las
soluciones se restringen a los nimeros
enteros. El siguiente teorema es una
aplicacion del Teorema de Thue a ciertas

ecuaciones diofantinas.

Teorema

- Dado f(x,y) un polinomio irreducible de
dos variables con grado n > 3.
f(x,y) = m para todo m € Z* solo
tiene un namero finito de soluciones.

Resultados notables

El Teorema de Liouville y sus mejoras, asi
como las aplicaciones de estos.

Teorema (Roth)

— Dado «x un nimero algebraico real de
grado M, entonces existe una constante
positiva ¢ = c(«a, €) tal que para todo
g € Q, la desigualdad
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Hubo muchas mejoras al Teorema de Liouville
pero uno de los resultados mas importantes
fue el que dio Roth en 1955 quien fortalecid
aun mas la desigualdad.

se cumple para todo € > O.

Esta mejora nos dio una nueva familia de nimeros tras-
cendentes.

Ejemplo
7 o0 _
— Los niimeros de la forma ) "~ . 2 f(n)
donde f : N — R, son trascendentes

slempre que

Una generalizacion del Teorema de Liouville es la siguiente.

Teorema

— El Teorema de Liouville de cumple para o,
donde o es un numero algebraico complejo

de grado n > 2.

Otros numeros trascendentes importantes son los siguien-
tes.

Teorema (Hermite, 1873)

— El nimero e es trascendente.

Teorema (Lindemann, 1882)
— Dado un numero algebraico @ no cero,
entonces e es trascendente, mas aun, 7

es trascendente.

Problemas abiertos

En la actualidad, todavia se desconoce si son
0 no trascendentes niumeros como e + T,
er, ((2n + 1), (en donde {(x) es la
funcion zeta de Riemanny n € N) y Ia
constante de Euler ~.
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