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Definicion

Un continuo es un espacio métrico no vacio, compacto y conexo.

Claramente un espacio conformado por solo un punto es un continuo, sin
embargo estamos mas intersados en los que tengan mas de un punto que suelen
denominarse continuos no degenerados. A continuacion se presentan los epacios
que estaremos estudiando.

Un arco es un espacio homeomorfo al in-
tervalo cerrado [0, 1]. Sea v : [0, 1] — A
un homeomorfismo, diremos que «(0) y
a(1) son los puntos extremos del arco A.
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Figure 1: Ejemplos de arcos

Curva cerrada simple

Un curva cerrada simple es
un espacio homeomortfo a la cir-
cunferencia unitaria en el plano Ej ﬁ
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Figure 2: Ejemplos de curvas cerradas simples

Triodo simple

Figure 3: Triodo simple

Un triodo simple 7' es la union de 3 arcos
que unicamente se intersectan en un punto
extremo v de dichos arcos. El punto v es
[lamado el vértice de T

Conexidad local

Un espacio topologico X es localmente conexo si para cada punto
p € X y cualquier abierto U de X que contenga a p, existe V' abierto y
conexo tal quep e V C U.

Claramente, el arco, la curva cerrada simple y el triodo simple son continuos, y
mas aun, localmente conexos. Antes de proceder con el resultado principal
veamos las siguientes definiciones que son necesarias.

Arco conexidad

Un espacio topologico X es arco conexo si para cada par de puntos
a,b € X existe un arco en X con puntos extremos a y b.

Puntos de corte

Sean X un continuo y p € X. Decimos que p es un punto de corte
de X si X — {p} no es conexo y p es un punto de no corte de X si
X — {p} es conexo.

Los siguientes resultados son muy importantes para obtener el resultado
principal, y los cuales pueden ser hallados en [1| v [2, 6.6], respectivamente.

Continuos localmente conexos son arco conexos

Cualquier subconjunto abierto y conexo de un continuo localmente conexo
es arco conexo.

Existencia de puntos de no corte

51 X un continuo no degenerado, entonces X tiene al menos dos puntos de
no corte.
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Teorema

Sea X un continuo localmente conexo y no degenerado. Si X no es un arco,
entonces X contiene una curva cerrada simple o un triodo simple.

Demostracion

Como X es un continuo no degenerado, tiene al menos dos puntos de no
corte, a saber, p y q. Sea A; un arco que une a p y ¢. Como X no es un
arco, existe t € X — Aj. Al ser p de no corte, tenemos que X — {p} es
abierto de X y conexo. Luego, X — {p} es arco conexo. Sea A, un arco en
X —{p} queuneatyyq.

Caso 1. A;N A, = {q}.

Como ¢ es de no corte, tenemos que X —{q}

A, es abierto de X y conexo. Luego, X — {q}

A, es arco conexo. Sea Az un arco en X — {q}
que une a t y p. Asi, A1 U Ay U A3 contiene

una curva cerrada simple. Véase la Figura
4.

Caso 2. A; N A tiene mas de un punto.
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Figure 4: A1 N Ay ={q}.

Para este caso, como se puede ob-
servar en la Figura 5, A;U A5 con-

tine un triodo simple.
Figure 5: Ay N Ay tiene mas de un punto.

Resultado principal

51 X es un continuo localmente conexo sin triodos simples, entonces X es
un arco o una curva cerrada simple.

Demostracion

Podemos suponer que X no es un arco. Por el Teorema, X contiene una
curva cerrada simple C'. Supongamos que X = C'. Como X es localmente

conexo, X es arco conexo.
Seap € X —C yp e C tal que el arco Ay que une

a py q satisface que Ay N C = {q}. Como C es una
curva cerrada simple, existen arcos A; v As tales que
S AsNA; = {q}. Luego, A1 U Ay U A3 es un triodo simple
contenido en X, contradiccion. Por lo tanto, X es una
curva cerrada simple.

Como se puede observar en la demostracion, la prueba se basa en la contruccion
de arcos, por lo que se puede pensar que es posible cambiar la condicion de ser
localmente conexo por arco conexo. El siguiente ejemplo nos muetra que no es
posible pues es un continuo arco conexo que no contiene triodos simples.

Circulo de Varsovia

Sean S = {(z,sen(2)) : x € (0,1]} y J s
J = {0} x |=1,1]. Sea I un arco con
extremos (0,—1) y (1,sen(1)) tal que
(JuS) NI ={(0,-1),(1,sen(1))}. El

circulo de Varsovia es la union de [,
JvyS Figure 6: Circulo de Varsovia
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