Resumen

Analizaremos la construcion en el intervalo
cerrado [0, 1] del conjunto Cantor y probare-
mos la siguiente propiedad.

e Para todo intervalo abierto en [0, 1]
contiene una componente en la
construccion del conjunto o esta contenido
en un intervalo contiguo.

Definiciones y resultados previos

Definicion 1. Se dice que un espacio topologi-
co X es Hausdortf, si para cualesquiera puntos
distintos x, y de X, existen abiertos U y V de X
talesquexc U yeV, yunV =0.

Definicién 2.Se dice que una familia ¥ de sub-
conjuntos de un conjunto X tiene la propiedad
de la interseccion finita, si para toda subtamilia
finita ¥’ no vacia de ¥, se tiene que (| F’ # 0.
Definiciéon 3. Un espacio X es compacto si y
sOlo si toda familia de subconjuntos cerrados
de X con la propiedad de interseccion finita
tiene interseccion no vacia.

Definicién 5.Un espacio X es disconexo (no co-
nexo), si existen U y V abiertos no vacios, tales
que X =UUVyUNYV =0.De lo contrario, se
dice que X es conexo.

Teorema 1. Todo intervalo en la recta real es
compacto.

Teorema 2. Si un conjunto abierto contiene a
la interseccion de una sucesion decreciente de
subconjuntos cerrados de un espacio de Haus-
dorft y compacto, entonces tal conjunto abierto
contiene a alguno de los subconjuntos cerrados
de esa sucesion.
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Teorema 3. Sean A y B dos conjuntos separados,
tales que K C (A U B) con K conjunto conexo.
Entonces K C Ao K C B.

Conjunto de Cantor

Se define al Conjunto de Cantor mediante la
construccion inductiva en el intervalo cerrado
[0, 1]. Dicha construcciéon se procede de la si-
gulente manera:
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Figura 1:Contruccion del conjunto de Cantor [1]

Es decir, el intervalo cerrado [0, 1] menos su ter-
cio medio es la union de dos intervalos cerrado
ajenos los cuales son las componentes conexas
de esta diferencia. Denotamos por T(B) al tercio
medio de un intervalo cerrado.
El conjunto de Cantor es definido como la in-
terseccion de la sucesion decreciente de con-
juntos cerrados definida recursiva como sigue
Eo =[0,1] y para cada nimero natural n > 1,
E,=E,—1\ U{T(B) : B es componente de E,,_1}.
Asi,

C =n{E,, : n € IN}.

Teorema 4. 5i un punto x del intervalo cerrado
[0, 1] pertenece al conjunto de Cantor.Entonces,
existe una unica sucesion decreciente de inter-
valos cerrados{B, ", tal que,

para cada n € N, B, , es una componente del
conjunto E,, y N{By, : n € N} = {x}.

Demostracion. Dado un punto x € C, basta no-
tar que, para cadan € N, x € E,, denotar por
By, ala (tnica) componente de E,, que contiene
al punto x. {B, , : n € IN} es una sucesion decre-
ciente y observar que lim,,_,o, didmetro(B, ;) =
0. Ademas, x € By ,, para todo n € IN. Suponga-
mos que existe y € N{B,, : n € N} = B tal que
Y # x, entonces existe n € N tal que 3l <|x -yl
entonces v ¢ B; lo cual es una contradiccion.

Teorema acerca del conjunto de
Cantor

Teorema 3. 5i a y b son numeros reales tales
que 0 < a < b < 1, entonces existe un niimero
entero positivo m tal que el intervalo abierto
(a, b) contiene una componente del conjunto E,,,
o el intervalo abierto (a,b) esta contenido en
algtin intervalo contiguo al conjunto de Cantor
C.

Demostracion. Con las hipotesis mencionadas,
analizamos dos casos:

Caso 1. El intervalo abierto (4, b) contiene algun
punto del conjunto de Cantor C: En este caso
tomamos un punto x en la interseccion (a, b)) NC,
y recordamos que {x} = N{B,, : n € N}, donde
B, es la componente del conjunto E, que con-
tiene al punto x. Observamos que la colecciéon
de esta componentes constituye una sucesion
decreciente de subconjuntos cerrados del inter-
valo [0, 1], cuya interseccion estd contenida en
el intervalo abierto (a, b).

De acuerdo con el teorema 2, el intervalo abier-
to (a,b) contiene a alguno de los subconjuntos
cerrados de esta sucesion. Es decir, existe un
numero entero positivo m tal que la compo-
nente B, ;, del conjunto E,, estd contenida en el
intervalo abierto (a, b).

Caso 2. El intervalo abierto (a,b) no contiene
algtin punto del conjunto de Cantor C. En es-
te caso el intervalo abierto (a, b) estd contenido
en la union de los intervalos contiguos al con-
junto de Cantor C. Es decir, (4,b) c U{T(B) :
B es componente de E,;, y n € IN}. Tomemos un
punto x en el intervalo (g, b). Existen un nimero
entero positivo m y una componente, digamos
B, del conjunto E,, tales que x € T(B,). Denote-
mos por U a la componente del conjunto T(B,)
que contiene al punto x. Observamos que U es
el tercio medio que constituye a T(B,). Por otra
parte, denotemos por V a la union de todos los
intervalos contiguos al conjunto de Cantor C
que son diferentes de U. Es decir V = U{T(B) :
B es componente de E,, y n € IN} — U. Tenemos
que U y V son dos conjuntos abiertos disjun-
tos tales que (4,0) € U U V. Como el intervalo
abierto (a,b) es un conjunto conexo, y puesto
que x pertenece a la interseccion (a, b) N U, con-
cluimos, por teorema 3, que el intervalo abierto
(a, b) estd contenido en el intervalo contiguo U.
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