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Resumen

En 1962 el matematico ucraniano Oleksandr Sharkovskii establecio un teorema que daba una respuesta a la pregunta: “si
n > 2y existe un punto de periodo n, entonces ;existen puntos de periodo 2?7”°. Sharkovskii descubri6é que la existencia de una
6rbita de periodo n > 1 en una funcién, obliga necesariamente a la existencia de 6rbitas de otros periodos k& # n. Sharkovskii
determind exactamente cudles son esos otros periodos £ obligados por la existencia de periodo n. En este trabajo se muestra
como la geometria de las funciones primitivas evidencia los comportamientos periodicos y establece relaciones entre periodos
relacionados por el Teorema de Sharkovskii, veremos coOmo este teorema relaciona la existencia de orbitas periddicas y cOmo
estas pueden ser estudiadas a través de grafos de Markov y funciones primitivas. Se abordara un ejemplo en el que el grafo
de Markov y la funcion primitiva nos permitiran conocer comportamientos no contemplados en el teorema de Sharkovskii y
encontraremos que una funcion es cadtica.

Sistemas Dinamicos

Definicion 1. Sean X un espacio métrico y f : X — X una funcion continua. Vx € X la sucesion
{z, f(z), f*(x), ...} es llamada érbita de x bajo f y se denota como O(z, f)

Definicion 2. El punto x se dice fijo para f si f(x) = z, es periddico de periodo n si f"(x) = x. El conjunto
de puntos periodicos de periodo n se denomina Pery(f). El conjunto de todas las iteraciones de un punto
periodico forman una orbita periodica.

iLa existencia de un punto peridédico de periodo n
garantiza la existencia de otros puntos periodicos?

Teorema 1. Li-Yorke Sea A un intervalo en R. Si una funcion continua f : A — A tiene una orbita de periodo
3, entonces, [ tiene una orbita de periodo n para todo niimero natural n.

Ejemplo:Periodo 4 no implica periodo 3 Sea / = [1,4] y f : I — I una funcién lineal por partes definida

por f(1) =3, f(3) =2, f(2) =4y f(4) =1
' » {1,2, 3,4} es una orbita periddica de periodo 4

a | = (Inico punto f1jo xg € [27 3]

3 = () es repulsor

= la 6rbita de todo punto x # x en |2, 3] even-

2 ~ tualmente escapa 1.e; existe n € /N tal que
| fix) ¢ [2,3]
! nr = % punto de periodo 2
: ‘ = exceptuando la orbita de 1, todos los puntos en
0 1 2 3 5

1,2]J]3, 4] son de periodo 4

Por lo tanto, los tnicos periodos presentes en f son 1,2y 4.

Casos particulares

Proposicion 1. Si f : A — A es continua en un intervalo Ay tiene una orbita de periodo 4 entonces f también
tiene una orbita de periodo 2

Proposicion 2. Si f : A — A es continua en un intervalo Ay tiene una orbita periddica de periodo ok con
k > 1, entonces, para cada j € {0,1,....k — 1}, f tiene una orbita periddica de periodo 2’.

Orden de Sharkovskii

Consideremos a los numeros naturales ordenados de la siguiente manera. (Denotaremos este orden con el
simbolo A)

SASATAIA - -
2%3A2 % HA2 % TA2 %« 9/ - - -
22 % 3A2% x 5A22 %« TA22 % 9A - -
23 % 3A23 % 5A23 % TA23 % 9A - ..

o ADAANADI A2 AN

n/Am siy sélo si m estd en el mismo renglén que n pero a la derecha de éste, o en algin renglén abajo del
renglon que ocupa n.

Teorema 2. (Teorema de Sharkovskii) Sea A un intervalo en R. Sean n y m niimeros naturales.

i) Si una funcion continua f : A — A tiene un punto de periodo n y n/Am, entonces f tiene un punto
periodico de periodo m

ii) Si m/A\n, entonces existe una funcion continua f : A — A que tiene periodo n pero no tiene periodo m.

iii) Existe una funcion continua f : A — A que tiene puntos periodicos de periodo ok para todo k € NU {0}
y no tiene puntos periodicos de ningun otro periodo.

Grafos de Markov

Los grafos de Markov son utilizados para estudiar la estructura de las Orbitas periodicas. Estos describen a
la Orbita periddica a través de las relaciones existentes entre las particiones que la definen y sus imagenes.

Definicion 3. Sean v1 < x9 < -+ < xy, son los n puntos que recorre una orbita periddica de periodo n de
una funcion f : A — A, A un intervalo de R

Para 1 < j <n, hacemos [; = K& js a:jH] Los vértices de una digrdfica asociada a esta orbita periodica van
a ser los subintervalos I y dibujamos una flecha de I; a Iy, I; — I}, si'y sélo si I}, C f(I;).

La digrdfica asi contruida se llama grdfica de Markov asociada a la orbita periddica.

Ejemplo: Sea a un punto periodico de periodo 3 cuya orbita esta recorrida como sigue:

f*(a) < a < f(a)

Considerando I; = [f*(a), a] e Is = [a, f(a)] las posibles digraficas asociadas son:

@ a f@ @ @ f@

Definicion 4. Dada una permutacion 0 € S), la funcion primitiva f asociada esta definida de la siguiente
manera.

i) f(k) = 0(k)

i) f(tk+ (1 —t)(k+ 1)) =t0(k)+ (1 —t)0(k + 1)
i) f(x) =0(1)siz < 1
v) f(x)=0(n)siz >n;,dondek=1,...ny0<t<1

y su grafica es:

Consideremos la permutacion f = b25do 6)

645123
La funcién primitiva asociada f esta dada por:

6 Si x<1 . |
2x+8  Si 1sx<2 NSNS
X+2 Si 2<x<3

-4x+17 Si 3<x<4 A T S S

X-3 Si 4<x<6 I \

3 Sl 65)( ....................................

Los intervalos para construir el grafo de Markov de f y € son:
J1=1[1,2], o =2,3|,J3 = [3,4], Jy = |4,5], J5 = |5, 6].
Se puede ver que: f(Jo) = Jy, f(Ja) = J1, f(J5) = Jo, f(J1) 2 Ju, f(J1) 2 J5, f(J3) 2 J1, f(J3) 2
Jo, f(J3) 2 J3, f(J3) 2 Jy

1= J2
\ = punto fijo en J3
= Orbita de segundo orden en J; y J4

J3 j} = Ja = Orbita de periodo 4 en Jy, J5, Jo y Jy

Js

Consideremos ahora la permutacion o = (; g i 111)

La funcion primitiva asociada g es:

2 i x<1

X+1 Si 1<x<3
8=\ 133« si  3<x<4

1 Si 4<x

Y su grafica es:

Los intervalos para construir el grafo de Markov de g y o son:
J1 = [172}7 Jo = [273}7 J3 = [374]
Se puede ver que: f(J1) 2 Jo, f(Jo) = J3y f(J3) = J1 U JoU J3

—— = Orbita de orden 3 en J1, Joy J3

Conclusion

El teorema de Sharkovskii nos permite afirmar la existencia de orbitas de periodo 2 y 1, mientras que el grafo
de Markov nos permite hallar una o6rbita de periodo 3 y de este modo nos garantiza la existencia de Orbitas de
todos los periodos.
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