Sobre la dinamica de una perturbacion meromortfa
de la familia senoidal
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Introduccion

La clase de funciones M esta dada por:
M = {f :C — C]| f es una funcidn trascendente meromorfa con al menos un polo que no es un valor omitido}
Dada una funcién f € M, consideramos los siguientes conjuntos:

El conjunto de Fatou, denotado por F(f), dado por los puntos z € C tales que la sucesion de las iteradas (f")nen
esta bien definida y forma una familia normal en alguna vecindad de z.

El conjunto de Julia, denotado por J(f), es el complemento del conjunto de Fatou.

Sea f € My U una componente periddica del conjunto de Fatou de periodo n > 1. Entonces la dinamica de la
funcion f restringida en U esta descrita por una de las siguientes posibilidades:

> L componente U contiene un punto periédico atractor zy de periodo n. Asi, f™(z) — z, para todo
z € U cuando k tiende a infinito. Decimos que U es una componente atractora.

P> Lafrontera de la componente U, denotada por dU, tiene un punto periddico z, de periodo ny
f™(2) — 2 para cada z € U cuando k tiende a infinito. Entonces (f")’(z) = 1. En este caso, decimos
que U es un dominio de Leau o una componente parabélica.

P> Existe un homeomorfismo analitico ¢ : U — D, donde D es el disco unitario, tal que ¢ conjuga f" con
2%z para alglin @ € R \ Q. En este caso, decimos que U es un disco de Siegel.

> Existe un homeomorfismo analitico ¢ : U — A, donde A es un anillo, A= {z:1< |z| <r}, r> 1, tal
que @ conjuga f™ con e¥"%z para algiin @ € R\ Q. En este caso, decimos que U es un anillo de Herman.

P Existe 20 € 9U tal que f™(z) — 2, para cada z en U cuando k tiende a infinito y f"(z) no esta
definido. En este caso, decimos que U es un dominio de Baker.
La clase B esta definida como el conjunto de funciones f € M de tipo acotado, esto es, la clase B consiste de
funciones f € M para las cuales sus valores singulares estan contenidos en un conjunto acotado de C.

La familia f3 ,,,(z) = Asin(z) + 2=, 4, i, zo € C \ {0}
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LEMA. Los valores singulares de la familia f3 ;. -, estan contenidos en una regién que contiene al eje real.

LEMA. La familia fy .z, (z) = Asin(z) + Z£=, A, p,z0 € R\ {0} pertenece a la clase B.
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TEOREMA A Si A, y, zy € R son pardmetros reales tales que 0 < |A| < 1, > 0 suficientemente pequefio y

|20| > |A| + 7, entonces el conjunto de Fatou de la familia

p

zZ— 2

Sapz (2) = Asin(z) +

es una sola componente atractora completamente invariante que es multiplemente conexa.
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Figura 1. Conjunto de Fatou, en negro, de la funcion f(o.5),(0.3),(3.2) = 0.5sin(2) + ;=55.

La familia f; ,(z) = Asin(z) + g, Ap € C\ {0}

Componentes atractoras en el conjunto de Fatou de f; .
Sead=-1ypu= 7% Lafuncién

foiq2(2) = —sin(z) + %2

tiene dos puntos fijos super atractoresen { = ry —={ = —r.
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Componentes parabélicas en el conjunto de Fatou de f; ,

LEMA. Para A = % - 27”, p= —#, donde r es una raiz de la unidad, el conjunto de Fatou de la familia

fau(z) = Asin(z) + 5 contiene dos dominios parabélicos.

Ejemplo. Seal=7mypu= —”TZ. La funcion

. 7[2
fn,_nTZ(Z) = zsin(z) — =

tiene dos puntos fijos indiferentes racionalesen { = Z y - = -Z.

Figura 3. Los conjuntos de Fatou y Juliade f _ .2 (z) = msin(z) — Z—j.
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Discos de Siegel en el conjunto de Fatou de f; ;.
LEMA. Si 8 € R\ Q es un niimero de Brjuno, A y it son pardmetros complejos tales que A = (€' + 1) (/2) y

p= (%)2 - ’IT”, entonces el conjunto de Fatou de f; ,,(z) = Asin(z) + ‘—; contiene dos discos de Siegel.

Ejemplo. El conjunto de Fatou de la funcion:

fA (g)z,/\l (Z) = Asin(z) + ”zjé)m, para A= (el(“z‘/g) + 1)(%),
P\ 2 2

contiene dos discos de Siegel.

P
(145
para A= ("7 +1)(%).
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Figura 4. Los conjuntos de Fatou y Julia de f, (2)'-2z (z) = Asin(z) +
L2 2

Conjuntos de Fatou de f3 , con dos tipos de componentes.
Sea A= -2y p = x? Lafuncién

fon2(2) = =2sin(z) + ”72

tiene dos puntos fijos indiferentes racionales en { = 7y —{ = —x. Mas alin, f_, 2 tiene otros dos puntos fijos los
cuales fueron obtenidos por métodos numéricos, y estos puntos son aproximadamente z3 ~ 4.9193 y z4 ~ —4.9193.
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Figura 5. Los conjuntos de Fatou y Julia de f_, ;2 (z) = —2sin(z) + — con componentes atractoras y parabdlicas.
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