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Resumen. En el presente cartel se revisan algunas propiedades to-
pológicas del conjunto omega lı́mite, se presenta la función ωf que
depende de una función f , la cual se define sobre un espacio métri-
co compacto X . Finalmente se caracteriza al tipo de funciones f que
hacen cotinuas a la función ωf , cuando X es el intervalo [0, 1].

1. Conjunto omega lı́mite

Definición. Sea x0 ∈ X . Decimos que y ∈ X es un punto lı́mite
de la órbita O(x0, f ), si existe una sucesión estrictamente creciente de
números naturales

{ni}∞i=1, n1 < n2 < n3...

tal que
ĺım
i→∞

fni(x0) = y.

La colección de todos los puntos lı́mites de O(x0, f ) se llama, con-
junto omega lı́mite de x0 bajo f . Denotado por,

ω(x0, f ) = {y ∈ X : y es un punto lı́mite de O(x0, f )}.
Teorema. Sean f : X → X una función continua y x ∈ X . Se

cumple lo siguiente.
(a)ω(x, f ) es un conjunto cerrado.
(b) Si X es compacto, entonces ω(x, f ) 6= ∅.

Teorema. Sean (X, d) un espacio métrico compacto y f : X → X

una función continua. Para toda x ∈ X , se tiene que f (ω(x, f )) =

ω(x, f ). Es decir, ω(x, f ) es un conjunto estrictamente invariante bajo
f .
Teorema. Sean X un espacio métrico compacto, f : X → X una

función continua, x0 ∈ X y U un subconjunto abierto de X tal que
ω(x0, f ) ⊂ U , entonces existe N ∈ N tal que para todo n ≥ N se
tiene que fn(x0) ∈ U.

Teorema. Sea T : [0, 1] → [0, 1] la función tienda. Existe x0 ∈ [0, 1]

tal que ω(x0, T ) = [0, 1].

2. La función ωf

Teorema. Sea X un espacio métrico compacto. Si f : X −→ X es
equicontinua, entonces ωf : X −→ 2X es continua.
Teorema. Si f : [0, 1]→ [0, 1] y ωf : [0, 1]→ 2[0,1] son funciones con-

tinuas, entonces F(f 2) es conexo.
Teorema. Sea f : [0, 1]→ [0, 1] una función continua y suprayectiva.

Si F(f 2) es conexo, entonces f 2 = Id.
Teorema. Sea X un espacio métrico y f : X → X es una función

continua y periódica (en el sentido fn = f , para algún n ∈ N con
n ≥ 2), entonces f es equicontinua.
Teorema. Sea f : [0, 1] −→ [0, 1] continua y suprayectiva. Las si-

guientes condiciones son equivalentes
1.f es equicontinua,
2.ωf : [0, 1] −→ 2[0,1] es continua,
3.F(f 2) es conexo.

3. Ejemplos de funciones ωf en el intervalo [0,1]

Sea f : [0, 1]→ [0, 1] definida como sigue:

f (x) =

{
−3x + 1 si x ∈ [0, 1

4],

−1
3(x− 1) si x ∈ [1

4, 1].

Sea g : [0, 1]→ [0, 1], definida por:

g(x) =

{
2(x− 1

2)
2 + 1

2 si x ∈ [0, 1
2],

−1
2

√
2x− 1 + 1

2 si x ∈ [1
2, 1].

Teorema. Sea f : [0, 1] → [0, 1] una función continua, suprayecti-
va y estrictamente decreciente. Entonces f 2 = Id si y solo si existe
b ∈ (0, 1) y g : [0, b] → [b, 1] continua, suprayectiva y estrictamente
decreciente tal que

f (x) =

{
g(x) si x ∈ [0, b],

g−1(x) si x ∈ [b, 1].

Teorema. Sea f : [0, 1]→ [0, 1] una función continua y suprayectiva.
Si fn = Id para algún n ∈ N, entonces f 2 = Id.
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