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RESUMEN

Hablando en general, el Lema del Ping-Pong es un criterio para construir grupos libres a partir de acciones adecuadas. La primera version de este Lema es atribuida a Felix Klein quien lo uso
para el estudio de grupos Kleininanos, es decir, para el estudio de grupos discretos que actuan en la esfera de Riemann.

En el cartel se daran los preliminares (grupos libres su construccion (a groso modo) y su propiedad universal), posteriormente se enunciara el Lema del Ping-Pong y a partir de este se dara
un ejemplo de su aplicacion para la construccion de un grupo Kleininano generado por dos elementos parabolicos.

Grupos libres

En esta seccion se definira a los grupos libres, para después estudiar a groso modo la cons-
truccion de grupos libres y su propiedad universal.

Definicion 0.1. Sea S un subconjunto no vacio de un grupo G. El subgrupo generado por S,
denotado (S), se define como la interseccion de todos los subgrupos de GG que contienen a
S, es decir,

(S)=(){H: H <G esunsubgrupo de G con S C H}.

Observe que siempre existe un subgrupo que contiene a S: G mismo. De hecho, (S) es el
subgrupo mas pequeno que contiene a S, pues si S C H < G, entonces (S) < H. S = (S5)
cuando S es subgrupo. Otra forma de caracterizar a (S) es

(S) :{S‘il-sgz---sm neN, s1,89,...,50 €S 1,69,...,en €{—1,+1}}.

Definicion 0.2. Se dice que S genera a G si (S) = G.

Si el conjunto S genera a un grupo G, cierto producto de elementos de S pueden dar el
neutro de G, por ejemplo

1.Si s € S entonces ss— ! = e.

2. S G es ciclico de orden n generado por g entonces ¢ = e.

A un producto de elementos de S que sea igual a la identidad en G se le llama una relacion
entre elementos del conjunto generador S. Hay dos tipos de relaciones.

= Triviales, si son consecuencia de los axiomas de grupo como en [1.
= No triviales, si son las que dependen de la estructura de grupo como en 2.

Definicion 0.3. S/ S es un conjunto generador de GG decimos que G esta libremente gene-
rado por S si todas las relaciones entre los elementos de S son triviales.

Construccion de grupos libres y propiedad universal

En esta seccion se dara a groso modo la construccion de grupos libres, la construccion
completa y todas las consecuencias de tal construccion (el problema de la palabra) puede
consultarse en [1].

Sea S un conjunto. Sus elementos son llamados letras o simbolos. Sea S~ = {s7!| s € S}
el conjunto de letras inversas (o simbolos inversos). Se considera al conjunto formado por las
letras o simbolos de S U S~ a el cual lamaremos Alfabeto. El conjunto S*, es el conjunto
de todas las palabras construidas adjuntando letras del alfabeto de manera finita, es decir,
una palabra sobre S* es una sucesién finita (posiblemente vacia) de elementos de S U S~ 1,
cuya expresion es de la forma

€1 €9

w =S Log5n
11T U

cons;, € SUStye; = +1. Se usara la notacion de 1 para la palabra vacia (la palabra que
no tiene elementos) y se considera a esta en S*. Como un ejemplo de palabra se tiene

515251_15253 c S*.

En el conjunto S* hay una operacion binaria (-) consistente en adjuntar palabras. La palabra
vacia seria elemento neutro de la operacion (-), que es obviamente asociativa. La longitud
de la palabra w es el numero de letras en esta palabra. La longitud de la palabra vacia es 0.
Pero S™* todavia no es grupo, por la ausencia de elementos simétricos. Para lograrlo, se dice
que, una palabra w € S* es reducida, si esta no contiene un par de letras consecutivas de
la forma ss—! 0 s~ !s. La reduccion de una palabra w € S* es hacer recurrente, mientras sea
posible, la eliminacién de todas las parejas de letras consecutivas de la forma ss—! o s~ !s.
Por ejemplo, las palabras

1, s9s1, 818281_1

son reducidas, mientras que
325131_133

no es reducida.
Consideremos las siguientes operaciones entre palabras:

1 1 1

1. Intercalar ss~! o s~'s en una palabra, donde s € S U S~ (Intercalar ss~! en una pala-
bra w significa escribir a w como uwv y, entonces, intercalar ss~! de esta manera: uss™ 1,
claramente u, v pueden ser vacias).

1 1

2. Eliminar ss~! o0 s~1s en una palabra, donde s € SU S~ 1.

Se define una relacion de equivalencia en S*, dada por w ~ w’ si w se puede obtener de w’
por una sucesion finita de operaciones de tipo 1], 2, es decir, la relacion ~ en S* esta dada
por

usisi_lv ~ U, usi_lsiv ~ uwv donde u,v € S™.

Proposicion 0.4. Cualquier palabra en S* es equivalente a una unica palabra reducida.

Se denotara en todo lo siguiente a F'(S) como el conjunto de palabras reducidas. Notese
que de la proposicion 0.4 se sigue que F'(S) se puede identificar como S* /" ~.

Definicion 0.5. E/ grupo libre sobre S es el conjunto F(S) provisto de la operacion binaria *
definida por: w x w' es la Unica palabra reducida equivalente a la palabra w - w'. El elemento
neutro es la palabra vacia. El inverso de una palabra reducida

?1 €2, .. S{?n

w = 82182-2 i

esta dado por

—1 —E&n —&p—1 —&1
w =8 "S. R P
(29 Ip—1 11

De aqui es claro que wx w™ ' =w™lxw=1enF(S).
La cardinalidad de S es llamado el rango de el grupo libre F'(.5).
Ahora se da una propiedad universal que cumplen los grupos libres.

Proposicion 0.6 (Propiedad universal de los grupos libres). Sea S un conjunto arbitrario.
Existe un grupo F(S) y una aplicacion necesariamente inyectivai : S — F(S) que cumple
la siguiente propiedad universal: Para cualquier grupo G y alguna aplicacion ¢ : S — G
se tiene que  se factoriza a traves de i, es decir, existe un unico homomorfismo de grupos
¢ . F(S) — G que hace conmutar el diagrama siguiente

1=
F(s)”

Proposicion 0.7 (Unicidad de grupos libres). Sea S un conjunto. Entonces, hasta isomor-
fismo, hay a lo mas un grupo libre generado por S.

Una consecuencia directa de |la propiedad universal de los grupos libres es la siguiente
Proposicion 0.8. Todo grupo es cociente de un grupo libre y un subgrupo normal del libre.

Lema del Ping-Pong

Se dara un version del lema del ping-pong y se dara un ejemplo como aplicacion de es-
te lema. Cabe destacar que existen versiones mas generales del lema del ping-pong y se
pueden consultar en [1]. La version siguiente fue extraida de [2].

Lema 0.9 (Lema del ping-pong). Sea G un grupo generado por los elementos a y b. Supon-
gase que (G actua en X y que existen subconjuntos no vacios, disjuntos A, B C X, tales que,
para cadan € Z — {0} se cumple que

d(B)C A y VYA)C B,

Entonces GG es un grupo libre de rango 2, generado por {a,b}.
Ejemplo 0.10. S/ |z| > 2 entonces las transformaciones

w

gilw) = w2y golw) = ",

AN

generan un subgrupo ', = (g1, g9) libre de rango 2 en Mob(C), mas aun este grupo es
discreto.

En efecto. Sea w, = € C con la condicion de que |z| > 2 y consideremos las transformaciones

w
wz+1

glw)=w+z ¥ go(w)=

A

Veamos que g1, g5 generan un subgrupo libre de rango dos en el grupo M ob(C). Se observa
1

que go = j o gj o j, €s decir, go €s conjugada a g, via la transformacion j, donde j(z) = -.
Se traza la recta que une a w con w + z, para después trazar las rectas perpendiculares a
este segmento que pasan porw y w + z estas rectas vistas en la esfera de Riemann son dos
circunferencias tangentes en el punto al infinito. Dado que la transformacion j intercambia al
0 en el infinito y viceversa. La circunferencias tangentes en el infinito se transforman en dos

circunferencias tangentes en el cero mediante la transformacion j.

N 7

YN

Denotamos por Df y D el interior de las circunferencias tangentes en el in-
finto y a D2+ y D, el interior de las circunferencias tangentes en cero.

— -+
Dy Dy

o
DSt

2

Luego g| envia a E;” = C\D; en el interior de D y g; ' enviaa E; = C\ D} en el interior

de D; . La transformacion g, envia a Ef = C\DQ_ en el interior de 192+ , ¥ la inversa envia a
Ey = <C\D2+ en el interior de D, . Aplicando el lema del Ping-Pong, se tiene el resultado.
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