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Capitulo 1

Arcos ordenados en los hiperespacios C(X) y 2%

Esat Alejandro Pérez Rosales

BENEMERITA UNIVERSIDAD AUTONOMA DE
PUEBLA

Resumen

Gracias a la estructura de R, se sabe que ([0, 1], <) es un conjunto to-
talmente ordenado. En un arco C, es natural preguntarse si los homeo-
morfismos del intervalo [0,1] con C preservan el orden, y de ser asi el
caso, podriamos “ordenar” a los elementos de un arco. Por otro lado, en
un hiperespacio de un espacio métrico, la relaciéon de contenciéon “C” es
de orden parcial. Estas ideas nos permiten definir el concepto de arco
ordenado en un hiperespacio. En este trabajo se determinan condiciones
para asegurar la existencia de arcos ordenados en dos hiperespacios es-
pecificos de un espacio métrico X, el hiperespacio de compactos 2% y el
hiperespacio de subcontinuos C(X).

1 Introduccion

El presente capitulo resume el trabajo realizado por el autor como parte de
su tesis de licenciatura en mateméticas ([12]). Este escrito consiste en una
breve exposicion de los teoremas de existencia de arcos ordenados en dos
hiperespacios de un continuo, siguiendo los resultados expuestos en 1999 por
Sam B. Nadler Jr. y Alejandro Illanes en los capitulos 14 y 15 de su obra
Hyperspaces: Fundamental and Recent Advances ([6]). El proposito de este
escrito es desarrollar de manera profunda las demostraciones expuestas en
estos capitulos, a fin de facilitar la consulta a futuros lectores, asi como ser
fuente de inspiracion para posibles futuros trabajos relacionados a la teoria
de los continuos y sus hiperespacios.
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2 Esatu Alejandro Pérez Rosales

2 Preliminares

En este capitulo, presentaremos algunas definiciones y resultados ttiles que
se necesitaran en los capitulos siguientes. A lo largo del presente trabajo,
usaremos la letra X para denotar un espacio métrico con métrica d. A la
topologia generada por la métrica d se le denotaré por 75. Dado x € X y
r > 0, se denotara por By(z,r) ={y € X : d(y,x) < r} ala bola con centro
en z y radio r, omitiendo la referencia a la métrica cuando esto no provoque
confusién. Dado A C X, los simbolos Fry(A) y A denotarén la frontera y la
cerradura de A en X, respectivamente. Salvo cuando sea necesario, se omitira
la referencia al espacio X. Por otro lado, se usaran los simbolos N y R para
denotar el conjunto de los niimeros naturales y el conjunto de los ntimeros
reales, respectivamente. Todo subconjunto de R se considerara con la métrica
euclidiana y la topologia inducida por ésta. Finalmente, en el presente trabajo
se supondra verdadero el Axioma de Eleccion, o equivalentemente, el Lema
de Zorn (todo conjunto parcialmente ordenado L, en el que cada cadena tiene
una cota superior en L, admite un elemento maximal).

Definicién 2.1. Un continuo es un espacio métrico compacto, conexo y con
més de un punto. Dados un continuo X y Y C X, diremos que Y es un
subcontinuo de X si Y es un continuo como subespacio de X o bien, si YV
tiene exactamente un punto.

Definiciéon 2.2. Un arco es un espacio métrico que es homeomorfo al inter-
valo cerrado [0, 1] con la métrica usual de R.

Dado que [0,1] es un continuo, se sigue que todo arco también es un
continuo.

Definicién 2.3. Un espacio métrico X es arco conexo si dados cualesquiera
dos puntos distintos z,y € X existe un arco en X cuyos puntos extremos son

Ty y.
Observacion 2.4. Todo espacio métrico arco conexo es conexo.

El siguiente lema nos mostraré que para verificar la arco conexidad de un
espacio métrico, es suficiente fijar un punto y construir arcos entre este punto
fijo y los demés puntos.
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Arcos ordenados en los hiperespacios C(X) y 2% 3

Lema 2.5. Sean X un espacio métrico yp € X. Si para cualquier x € X \{p},
existe un arco con puntos extremos x y p, entonces X es arco conexo.

Demostracion. Sean x,y € X con x # y. Si x = p o y = p, por hipdtesis,
existe un arco con puntos extremos x y ¥y, y termina la prueba, asi que su-
pongamos que x # p # y. Entonces existen arcos A; y A, tales que A; tiene
puntos extremos x y p, y A, tiene puntos extremos y y p. Sean o : [0, 1] — A
y az : [0,1] = A homeomorfismos tales que a;(0) = x,a1(1) = p,a2(0) =y
y as(1) = p. Definamos A = {t € [0,1] : a1(t) = az(t)}. Observemos que
A#0) (yaquele A)y A esta acotado inferiormente. Sea m = inf A. Por |7,
Lema 1, pag 161|, A es cerrado en R, lo que implica que m € A, con lo cual
aj(m) = as(m). Definamos g : [0,1] — A; U A3 como

a;(t) si tel0,m]

ﬂ(t)Z{OQ(l__ntl ) siotelm1]

Observemos que
e [ esta bien definida, ya que a;(m) = as(m).
e 3(0) =a1(0) =z y B(1) = az(0) = y.
e [ es continua por el Lema del Pegado, ya que a; y s son continuas.

e [ esinyectiva, ya que oy y o lo son, y £([0, m])NG([m, 1]) = a1 ([0, m])N

as([0,m]) = {an(m)} = {az(m)}.

Por lo tanto, 5(]0, 1]) es un arco en X con puntos extremos z y y. Se concluye
que X es arco conexo. O

Un teorema muy importante en la teoria de los continuos, conocido como
el Teorema de golpes en la frontera, enuncia lo siguiente.

Teorema 2.6 (De golpes en la frontera). Sean X un continuo y U un sub-
congunto propio de X, abierto y no vacio. Si K es una componente de U,

entonces K NFr(U) # 0. En particular, K N (X \ U) # 0.

Demostracion. Supongamos por contradicciéon que K n Fr(U) = ). Obser-
vemos que K y Fr(U) son subconjuntos cerrados de U. Ademas, K # ().
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4 Esatu Alejandro Pérez Rosales

Observemos también que Fr(U) # (), ya que si Fr(U) = (), entonces U es un
subconjunto cerrado y abierto de X, lo que contradice la conexidad de X.

Ademas, si existiese un subconjunto conexo A de U tal que AN K # 0,
se tendria que A C K, y puesto que K NFr(U) = (), entonces AN Fr(U) =
(. Hemos probado que ningin subconjunto conexo de U intersecta tanto a
K como a Fr(U). Por el Teorema del cable cortado (|6, Teorema 12.9]), se
tiene que K y Fr(U) estan separados en U. Esto significa que existen £y F
subconjuntos separados de X tales que U = EUF, K C Ey Fr(U) C F.

Veamos que £y F U (X \ U) forman una separacion de X. Observemos
que E#£ 0y FU(X\U) # 0. Ademas,

FEU[FUX\U)]=(EUFUX\U)=UU(X\U)=X.

Finalmente, para ver que F'y F'U (X \ U) estan separados en X, probaremos
primero que EN (X \ U) = . Supongamos que existe z € EN (X \ U). Como
E CU, entonces z € UN(X\U) =UNX\U = Fr(U) C F, es decir,
r € ENF, lo que es una contradiccion ya que E y F estan separados. Asi,
En(X\ U) = (). Por lo tanto,

EN[FU(X\U)] = (ENF)U[EN(X\U)] = QU[EN(X\U)] = EN(X\U) = 0)
y
ENFUX\U)=EnN(FUX\U)
= (EnF)u(ENX\T)
=Qud=0.

Por consiguiente, F'y F'U (X \ U) forman una separacion de X. Como esto
contradice la conexidad de X, se concluye que K NFr(U) # 0.

La segunda parte del teorema se sigue de que K N (X \U) 2 (KNU)N
X\ U =KnFr(U) £ 0. O

Teorema 2.7. Sea X un continuo.

(a) Si A es un subcontinuo propio de X, U un subconjunto abierto de X y
A C U, entonces existe B subcontinuo de U tal que A C B.

(b) Eziste un subcontinuo propio de X con mds de un punto.
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Demostracion. (a) Sean A un subcontinuo propio de X, U C X abierto y
ACU.SiU = X, entonces B = X es el subcontinuo buscado y termina
la prueba, asi que supongamos que U C X. Como X es un espacio normal,
existe V' subconjunto abierto tal que A CV C V C U. Observar que V # X,
ya que V C U C X. Como A es conexo y A C V, existe una componente B
de V tal que A C B. Por el Teorema 2.6, se tiene que BN (X \ V) # 0, y como
A CV, sesigue que A # B. Finalmente, observemos que B es compacto (ya
que B es un cerrado de X y X es compacto), conexo y no vacio, es decir, B
es un subcontinuo de U.

(b) Sean p € X y U C X abierto tal que p € U. Como {p} es un
subcontinuo propio de X tal que {p} C U, por (a), existe B subcontinuo de
U tal que {p} € B. Por lo tanto, B es el subcontinuo propio de X buscado. [

Si X es un espacio métrico, entenderemos por un hiperespacio de X a
una coleccién de subconjuntos de X con alguna propiedad en particular. Por
ejemplo, podemos considerar el hiperespacio de cerrados de X

CL(X)={AC X : Aesno vacio y cerrado en X}.

Otros hiperespacios que se consideran en este trabajo son:

e 2X ={A e CL(X): A es compacto}, conocido como el hiperespacio de
compactos de X.

o ((X)={Ae CL(X) : Aes compacto y conexo}, que se conoce como
el hiperespacio de subcontinuos de X.

e Fi(X) ={A € CL(X) : |A| = 1}, que se conoce como el espacio de
singulares de X.

Observacion 2.8. En el caso de que X sea compacto, los hiperespacios
CL(X) y 2% coinciden, esto es, CL(X) = 2.

Sea X un espacio métrico. Sixz € X y A € CL(X), definimos y denotamos
la distancia del punto = al conjunto A como

d(x,A) = inf{d(z,a) : a € A}.

Para cualquier r > 0y A € CL(X), denotamos la nube alrededor de A y
radio 7 como

N(r,A)={zr e X :d(z,A) <r}.
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6 Esatu Alejandro Pérez Rosales

Es posible dotar a C'L(X) de una métrica especifica, llamada la métrica de
Hausdorft.

Definiciéon 2.9. Si X es un espacio métrico con métrica acotada d, la métri-
ca de Hausdorff para C'L(X) inducida por d, denotada por Hy, para cada
A,Be CL(X) es

Hy(A,B)=inf{r >0: ACN(r,B)y BC N(r,A)}.

Observacion 2.10. (1) La condiciéon de que la métrica d sea acotada nos
asegura que el conjunto que define a Hy(A, B) no es vacio (si k > 0 es
una cota superior para d, entonces A C N(k+1,B)y B C N(k+1,A))
y por ende su infimo existe, con lo cual Hy(A, B) siempre esté definida.

(2) Si Hy(A,B) < ¢, entonces A C N(e,B) y B C N(e, A). En efecto,
si Hy(A, B) < ¢, entonces € no es cota inferior del conjunto {r > 0 :
A C N(r,B)y B C N(r,A)}, por lo que existe § > 0 tal que A C
N(6,B),B C N(5,A) y 0 < e. Luego, se tiene que A C N(&,B) y
B C N(eg, A).

(3) El reciproco del inciso anterior se cumple cuando A y B son compactos.
En efecto, supongamos que A C N(¢,B) y B C N(e,A). Entonces
d(a,B) < ¢ para cada a € A, y d(b,A) < € para cada b € B. Sean
f:A—=Ryg:B — Rdadas por f(z) = d(z,B) y g(x) = d(z, A).
Como f y g son continuas y A y B son compactos, entonces f y g
alcanzan su maximo, es decir, existen puntos ag € A y by € B tales que
d(ag, B) = méx{d(a,B) : a € A} < ey d(by, A) = max{d(b,A) : b €
B} < e. Sea § > 0 tal que max{d(ag, B),d(by, A)} < 0 < €, entonces
ACN(,B)y BC N(6,A), con lo cual Hy(A,B) <0 < e.

Los hiperespacios CLC(X),2%,C(X), F,(X) y F(X) adquirirdn la mé-
trica de subespacio de C'L(X). La coleccion C'L(X) también puede dotarse
de una topologia especifica, denominada la topologia de Vietoris, que men-
cionamos a continuacion:

Definicion 2.11. Sea (X, 7) un espacio topologico. La topologia de Vie-

toris Ty para C'L(X) es la topologia mas pequena con las siguientes propie-
dades:
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(1) Si U es un abierto de (X, 7), entonces {A € CL(X): A C U} es un
abierto de (CL(X),Ty).

(2) Si B un es cerrado de (X, 7), entonces {A € CL(X) : A C B} es un
cerrado de (CL(X),Ty).

Nuevamente, los hiperespacios CLC(X), 2%, C(X), F,(X) y F(X) ten-
dréan la topologia de subespacio heredada por la topologia de Vietoris en
CL(X). Resulta natural preguntarse si la métrica de Hausdorff en CL(X) in-
duce la topologia de Vietoris. La respuesta es afirmativa cuando y solo cuando
X es un espacio métrico compacto, como demuestra en [12, Teorema 1.19].

Teorema 2.12. [12, Corolarios 1.29 y 1.31| Si X es un espacio métrico com-
pacto, entonces 2% y C(X) son compactos.

Definiciéon 2.13. Sean X un espacio métrico compacto y H C 2%. Una
funcion de Whitney para H es una funcion continua w : H — [0,00) que
satisface las siguientes condiciones:

(1) Para cualesquiera A, B € H con A C By A # B, se tiene que w(A) <
w(B).

(2) w(A) =0siysolosi AeHNF(X).

Observacion 2.14. (1) El primer inciso de la definicién anterior es equi-
valente a que w : (H,C) — ([0,00),<) como funcién entre conjuntos
parcialmente ordenados sea estrictamente creciente.

(2) Si w : H — [0,00) es una funcion de Whitney para H y N C H,
entonces w [ es una funcion de Whitney para N.

Las funciones de Whitney estéan estrechamente relacionadas con la estruc-
tura de arco en los hiperespacios, y su importancia radica en que siempre
es posible construir una de estas funciones en cualquier hiperespacio de un
compacto.

Teorema 2.15. Si X es un espacio métrico compacto, entonces cualquier
hiperespacio de X tiene una funcion de Whitney.
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Demostracion. Si w es una funcién de Whitney para CL(X) y H C CL(X),
por (2) de la Observacion 2.14, w [ serda una funcién de Whitney para H.
Asi que bastarda probar que existe una funcion de Whitney para CL(X).
Para ello, observemos que X es separable (véase [12, Lema 1.40]), asi que
tomemos Z = {z, : n € N} un subconjunto denso numerable de X. Para
cada n € N, definamos f,, : X — [0, 1] como f,(z) = m. Ahora definase
para cada n € N, la funcion w,, : CL(X) — [0, 1] como w,(A) = didm(f,(A)).
Finalmente, definamos w : CL(X) — [0, 1] como

°°1

Observemos que para todo A E CL(X),0 <w,(A) <1,conlocual > °°
S 5w =1lylaserie Y 7| shw,(A) ¢
por lo que w esta bien definida.

Veamos que w es una funcion de Whitney para C'L(X). Observemos que
w, = didmof* para cada n € N, asi que los lemas [12, Lema 1.39| y [12,
Lema 1.32] implican que w,, es continua para todo n € N. Por el Criterio M
de Weierstrass, se tiene que w es continua.

Ahora sean A, B € CL(X) con AC By A # B. Como A C B, se tiene
que f,(A) C f.(B) para todo n € N, con lo cual w,(A) = didm f,(A) <
didm f,(B) = w,(B) para todo n € N. Para comprobar que w(A4) < w(B),
sera suficiente probar que existe m € N tal que w,,(A) < w,(B). Para ello,
seanp € B\ Ayr = %d(p, A). Notemos que r > 0, ya que A es cerrado y
p¢ A Como p € X = Z, entonces B(p,7) N Z # (). Sea z,, € B(p,7) N Z.
Dado que d(z,,p) < r, se tiene que

n=1 2n WN(A) S
onverge por el criterio de comparacion,

1 - 1
1+d(zm,p) ~ 147

fm(p) = (1)

Ahora, como d(p, A) — d(zm, A) < d(p, zm) < T, se tiene que r + d(z,, A) >

d(p, A) = 2r, lo que implica que d(z,, A) > r, con lo cual
1 - 1

14+d(zm,a) 1+7

fm(a) = (2)

para todo a € A. Combinando (1) y (2), se tiene que

1
=15 < fm(p) (3)

sup fm( )
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Pero como p € B, se deduce que

sup fn(A) < sup fm(B). (4)

Por otro lado, como A C B, se cumple que f,,(A) C f,,(B), con lo cual
inf fu(B) < fuf f(4). 5)

Se sigue de (4) y (5) que wy,(A) = didm f,,,(A) < didm f,,,(B) = w,(B), lo
que prueba que w(A) < w(B).

Finalmente, veamos que w satisface que w(A) = 0 si y solo si A € F;(X).
Asi pues, sea A € CL(X). Supongamos que A € F;(X), digamos, A = {z}.
Luego, w,(A) = didm f,(A) = didm{ f,,(x)} = 0 para cada n € N, por lo que
w(A) = 0. Ahora supongamos que A ¢ F;(X). Sean z,y € A con x # y, y sea
r = 2d(z,y) > 0. Como Z es denso en X, existe 2, € B(z,r) N Z. Notemos
que z,, ¢ B(y,r) (de lo contrario, d(z,y) < 2r, lo que es una contradiccion),
lo que implica que f,,,(x) # fim(y). Con esto, wy,(A) = didm f,,(A) > 0, luego,
w(A) > 0.

De todo lo anterior, se concluye que w es una funciéon de Whitney, lo que
prueba el teorema. O

3 Arcos ordenados en C'(X)

Gracias a la estructura de R, se sabe que ([0, 1], <) es un conjunto totalmente
ordenado. En un arco C, es natural preguntarse si los homeomorfismos del
intervalo [0,1] con C preservan el orden, y de ser asi el caso, podriamos
“ordenar” a los elementos de un arco. La respuesta es afirmativa, basta definir
el siguiente orden en C: si h: [0,1] — C es un homeomorfismo, definase

h(p) < h(qg) siy solosip < gq.

En el caso de los hiperespacios, la relacion de contencion “C” es de orden
parcial. Sin embargo, cuando hablamos de un arco a en un hiperespacio H,
entenderemos que el orden parcial en H restringido a « coincide con el or-
den total del arco a. Esto queda establecido en la Definicién 3.2, pero antes
definamos el concepto de red:
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Definicion 3.1. Una coleccion N de conjuntos es una red o nido si para
cualesquiera N1, Ny € A se cumple que N; C N, o bien Ny C Nj.

Una red desde Ay hasta A; es una red N tal que Ag, A; e Ny Ag C N C
Ay para cualquier N € N.

Definicién 3.2. Sean X un espacio métrico compacto y H C 2%. Un arco
ordenado en H es un arco en H que es también una red.

Una red compacta N/ C 2% es una red que es también un subconjunto
compacto de 2.

Lema 3.3. Sean X un espacio métrico compacto, H C 2% y w una funcion
de Whitney para H. Si N es una red compacta en H, entonces w [ es un
homeomorfismo.

Demostracion. Veamos que w [n es inyectiva: sean F,G € N con F # G.
Por ser N una red, se tiene que F' C G o bien G C F, lo que implica que
w(F) < w(G) o bien w(G) < w(F). En cualquier caso, w(F) # w(G). Asi,
w [n es inyectiva. Luego, es posible restringir el codominio de w [y a w(N)
para tener una funcion biyectiva. Ademas, w [ es continua, ya que w lo es,
y como N es compacto, concluimos que w [y es un homeomorfismo. ]

Una red M desde A, hasta A; es maximal si no existe N red desde Ay
hasta A; tal que M C N.

Lema 3.4. Sea X un espacio métrico compacto y sean Ay, Ay € C(X) con
Ay C Ay, St M es una red mazimal en C(X) desde Ay hasta Ay, entonces
M es compacto.

Demostracion. Dado que M C C(X) y C(X) es compacto, bastara probar
que M es un cerrado de C'(X). Para ello, sea { M, },en una sucesion en M
que converge a A € C'(X) con respecto a la métrica de Hausdorff. Probaremos
que A € M. Veamos primero que M U {A} es una red. Como M es una red,
solo resta verificar que si M € M, entonces M C A o A C M. Asi pues, sea
M € M. Como M es una red y {M, },en es una sucesion en M, se tienen
dos casos:

e Caso 1: M C M, para una cantidad infinita de n € N: en este caso,
veamos que K = {B € CL(X) : M C B} es cerrado en CL(X).
Para ello, sea {L,},en una sucesion en K que converge a L € CL(X);
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veamos que L € K| es decir, que M C L. Por la Proposiciéon 77, bastara
probar que M C limsup L,. Sea x € M. Como M C L, para cada
n € N, entonces x € L,, para cada n € N. Asi, si U es un entorno de =,
entonces U N L,, # () para todo n € N, con lo cual x € limsup L,, = L.
Esto prueba que K es cerrado en C'L(X). Ahora bien, como la sucesion
{M,, }hen converge a A, se cumple que A € K, es decir, M C A.

e Caso 2: M,, C M para una cantidad infinita de n € N: en este ca-
so, observemos que el Teorema 2.12 implica que C'(M) es compacto, y
como la sucesion { M, },en converge a A, se tiene que A € C(M), en
particular, A C M.

De ambos casos, se concluye que MU {A} es una red. Ahora observemos que
Ag € M,, C A; para todo n € N, lo que implica que Ag C A C A;. Asi, hemos
probado que M U{A} es una red desde Ay hasta A;. Por la maximalidad de
M, se concluye que M = M U {A}, es decir, A € M. ]

Lema 3.5. Sea X un espacio métrico compacto y Ay, Ay € C(X) tales que
Ay C Ay y Ag # Ay, Si M es una red mazximal en C(X) desde Ay hasta Ay,
entonces M es un arco desde Ag hasta A;.

Demostracion. Sea w una funcion de Whitney para C'(X) (la cual existe por
el Teorema 2.15). Sean typ = w(Ag) v t1 = w(A4;1). Como Ay C Ay y Ay # Ay,
se sigue que ty < t;. Ademas, como M es una red desde Ay hasta A; y
Ay # Ay, se sigue que w(M) C [to,t1]. Mas aun, por el Lema 3.4 se sabe
que M es compacto, y por el Lema 3.3, se tiene que M es homeomorfo a
w(M). Asi que para demostrar que M es un arco, sera suficiente demostrar
que w(M) = [to,t1]. Para ello, supongamos que w(M) # [to,t1]. Entonces
existe x € [to, 1] \ w(M). Observar que ty # = # t1, ya que to,t; € w(M).
Definamos

So = [to,z] Nw(M) y S; = [z, t1] Nw(M).

Notar que Sy # (), ya que tg € Sy. Sea sy = supSy. Como Sy es un cerrado
de R, entonces sy € Sp, esto es, sg € w(M) y tg < sop < z. De igual forma,
S1 # 0, ya que t; € S;. Sea s; = infS;. Como S; es un cerrado de R,
entonces 1 € S, esto es, s1 € w(M) y x < 57 < 1. Observemos que sy < 1
y w(M)N(sg, s1) = 0. Sean My, M; € M tales que w(My) = so y w(M;) = s1.
Dado que M es una red, w(My) < w(M;) y w es una funcion de Whitney, se
sigue que My € M;. Ademas, M C C(X), lo que quiere decir que My y M,
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son continuos. Como Mj es un subcontinuo propio de M, por el Teorema 2.7
(a), existe un subcontinuo propio B de M; tal que My C B.

Veamos ahora que M U {B} es una red. Como M es una red, solo resta
verificar que si M € M, entonces M C B o B C M. Asi pues, sea M € M.
Dado que w(M) N (sg, s1) =0, se tiene que w(M) < s 0 w(M) > s1.

o Siw(M) < sy=w(My), dado que M es una red, se sigue que M C M;
y como My C B, se tiene que M C B.

o Siw(M) > s; = w(M;), usando nuevamente que M es una red, se tiene
que My, C M; pero B C M, por lo que B C M.

De ambos incisos se concluye que M U {B} es una red. Pero B € C(X), con
lo cual M U {B} es una red en C(X). En suma, el hecho de que sg,s1 €
w(M) C lto, t1] implica que Ay C My € B C M; C A;. Hemos probado
que M U {B} es una red en C(X) desde Ay hasta A;. Por la maximalidad
de M, se concluye que M = M U {B}, es decir, B € M. Sin embargo,
dado que My € B C M, se tiene que sy < w(B) < s1, lo que contradice el
hecho de que w(M)N(sg, s1) = 0. Esta contradiccion proviene de suponer que
w(M) # [to, t1]. Por lo tanto, se concluye que w(M) = [to, t1], lo que prueba
el lema. ]

Lema 3.6. Si X es un espacio métrico compacto y Ay, A1 € C(X) son tales
que Ay C Ay, entonces existe una red mazimal en C(X) desde Ay hasta Ay .

Demostracion. Definase

A={N CC(X): N es una red desde Ay hasta A;}.

Observar que A # 0, ya que {Ag, A1} € A. Ademas, (A, C) es un conjunto
parcialmente ordenado. Veamos que toda cadena en A tiene una cota superior
en A. Sea C una cadena en A. Verifiquemos que | JC es una cota superior de

C en A.

e Veamos primero que | JC es una red. Sean E, F' € | JC, entonces existen
C1,Cy € C tales que E € C y I € (5. Por ser C una cadena, se cumple
que C7 C 5 o Oy C (7. Supongamos sin pérdida de generalidad que
C7 C Oy, entonces E, F' € Cy. Por ser Cs una red, se tiene que £ C F
o F' C E. Asi, hemos probado que | JC es una red.
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e Ademas, para cada C' € C se cumple que Ag C C C Ay, por lo que
Ay CUC C A

e Finalmente, es claro que C' C | JC para todo C € C.

Por lo tanto, | JC € A y |JC es una cota superior de C. Asi, por el Lema de
Zorn, existe un elemento maximal M en A. Finalmente, observar que M es
una red maximal en C(X) desde Ay hasta A;. O

Los lemas anteriores son ttiles para demostrar el siguiente teorema:

Teorema 3.7. Sea X un espacio métrico compacto y Ay, Ay € C(X) tales
que Ag € Ay y Ay # Ay. Entonces existe un arco ordenado en C(X) desde
Ag hasta A;.

Demostracion. Por el Lema 3.6, existe una red maximal M en C'(X) desde
Ag hasta A;. Ahora, por el Lema 3.5, M es un arco desde Ay hasta A;. Por
la Definicion 3.2, se concluye que M es un arco ordenado en C'(X) desde Ay
hasta A;. H

4 Arco conexidad de 2% y C(X)

Lema 4.1. Sea X un espacio métrico compacto y A un subcontinuo de 2% con
mds de un punto. Si A es una red, entonces A es también un arco ordenado.

Demostracion. Sea w una funcién de Whitney para 2% (la cual existe por el
Teorema 2.15). Como A es una red compacta en 2%, por el Lema 3.3, se tiene
que w [ 4 es un homeomorfismo. Asi, w(.A) es un continuo, que resulta ser un
intervalo cerrado y acotado de R con mas de un punto. Por consiguiente, A
es un arco, y por ser A una red, se concluye que A es un arco ordenado. [J

Teorema 4.2. Si X es un continuo, entonces 2% y C(X) son arco conezos.

Demostracion. Primero probaremos la arco conexidad de 2%: sea K € 2% con
K # X y sea Ay una componente de K. Como Ay, X € C(X) y Ag # X, el
Teorema 3.7 nos asegura la existencia de un arco ordenado o en C'(X) desde
Ap hasta X. Sea h un homeomorfismo de [0, 1] sobre « tal que h(0) = Ay y
h(1) = X. Definamos f : [0,1] — 2% como f(t) = K Uh(t). Se tiene que f es
continua por [12, Proposicion 1.24]. Ademas, f(0) = Ky f(1) = X. Luego,
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£([0,1]) es un subcontinuo de 2% con més de un punto. Més atin, el hecho de
que « sea un arco ordenado implica que f([0,1]) es una red desde K hasta
X. Asi, por el Lema 4.1, f([0,1]) es un arco ordenado en 2% desde K hasta
X.

Hemos probado que para cualquier K € 2% con K # X, existe un arco en
2% entre K y X. Por el Lema 2.5, se concluye que 2% es arco conexo.

Finalmente, probaremos que C(X) es arco conexo. Si Ay € C(X) con
Ay # X, por el Teorema 3.7, existe un arco en C'(X) desde Ay hasta X.
Nuevamente, el Lema 2.5 nos permite concluir que C'(X) es arco conexo. [

Corolario 4.3. Si X es un continuo, entonces 2% y C(X) son continuos arco
CONexos.

Demostracion. Es consecuencia del Teorema 4.2 y la Observacion 2.4. [

5 El cubo de Hilbert encajado en 2*

Como consecuencia de la arco conexidad de 2%, asegurada por el Teorema 4.2,
veremos que 2% contiene un cubo de Hilbert siempre que X sea un continuo.
La prueba de este hecho se basa en la existencia de arcos en 2% . Para enunciar
y probar este resultado, necesitaremos el siguiente lema:

Lema 5.1. |6, Lema 14.11] Sean X un continuo y p € X. Entonces existe
una sucesion { Ay tnen de subcontinuos de X \ {p} tales que:

(a) Para todo n € N, A, tiene mds de un punto.
(b) A, NA, =0 sin#m.
(c¢) im A, = {p}.
Teorema 5.2. Si X es un continuo, entonces 2% contiene un cubo de Hilbert.

Demostracion. Sea p € X. Por el Lema 5.1, existe una sucesion {A, }nen de
subcontinuos de X \ {p} que cumplen (a), (b) y (c) de dicho lema. Para cada
n € N, se tiene que A, es un continuo; por el Teorema 4.2, existe un arco
ay, en 247 Notar que []°2, a,, es un cubo de Hilbert. Encajaremos [[)° a,
en 2% de la siguiente manera: sea (B,)%°; € [[~, a,. Notar que B, C 4,
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para cada n € N. Esto implica que la sucesion {B,, },en converge a {p} en
2%. Definamos h : [[)7, a, — 2% como

BB = (U Bn> U {p}.

Veamos que h es continua e inyectiva.

Primero verificaremos que h es continua: para cada k € N, sea B¥ =
(BF)> ;5 sea B = (B,)%%, y supongamos que la sucesion {B*},cn converge
en [[°2, a,, a B. Veamos que {h(B*)}ren converge en 2% a h(B). Sea e > 0.
Por la continuidad de la funcién diametro (|12, Lema 1.39]), se tiene que
lim,, o didm(A4,) = didm(lim A,,) = didm({p}) = 0. Entonces existe N € N
tal que didm(A,) < € para cada n > N.

Como {B*}1.en converge en [[°2, a,, a B y la convergencia en [[02; o, es
coordenada a coordenada, se cumple que

lim B = By,
k—o0
lim BY = By,
k—o0

lim B]]i/—l = BN—l'
k—o00
Entonces existen K1, ..., Ky_1 tales que:

si k > K1, entonces Hy(BY, By) < ¢;
si k > Ko, entonces Hy(BS, By) < ¢;

si k> Ky_1, entonces Hy(BY_,,Bn_1) < e.

Definase K = max{Kj,...,Ky_1}. Sean > N.
Afirmacion: Hy(B¥ B,) < ¢ para todo k € N: en efecto, sea k € N.
Como B, B*¥ € 24" por (3) de la Observacién 2.10 bastara verificar que

BE C N(e,B,) y B, C N(e, BF). Veamos que B*¥ C N(e, B,). Sean z € BF
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y b € B, Como B¥ C A, y B, C A,, entonces x,b € A,, de donde
d(z,B,) < d(z,b) < didm(A4,) < ¢, con lo cual z € N(e, B,). Luego,
BE C N(e, B,). Analogamente se prueba que B, C N(e, B¥), lo que con-
cluye que Hy(B* B,) < .

Hemos probado que para todo n € N y para todo k£ > K, se cumple
que Hy(BE B,) < e. Veamos que Hy(h(B*),h(B)) < € para todo k > K.
Sea k > K. Por (3) de la Observacion 2.10, bastara probar que h(B¥) C
N(e,h(B)) y h(B) C N(e, h(B¥)). Sea z € h(B*) = (U, BE) U{p}. Siz =
p, entonces x € h(B) C N(e, h(B)), asi que supongamos que = € ()77, BY;
entonces existe n € N tal que z € B¥. Como B¥ C N(e, B,), se cumple
que d(z, B,) < €. Pero B, C h(B); se sigue que d(z,h(B)) < ¢, es decir,
x € N(g, B,). Esto prueba que h(B*) C N(e, h(B)). Anélogamente se prueba
que h(B) C N(g, h(B*)). Por lo tanto, Hy(h(B*),h(B)) < ¢ siempre que
k > K. Esto prueba la continuidad de h.

Ahora veamos que h es inyectiva: sean (B,)5> . (C)o2, € [0, @, con
(Bn)22, # (Cy)2,. Entonces existe m € N tal que B,, # C,,. Como B,, C
A, Cr C Ay AnNA, =0sin # m,setiene que | Jo—, B, # U, Cy. Aho-
ra, como p ¢ A, para cadan € N, entonces p ¢ |J,—, B, y p ¢ U, Cn, con
lo cual (U, Bn)U{p} # (UsZy Cn) U{p}, es decir, h((Bn)iZy) # h((Cr)iZy).
Esto prueba que h es inyectiva.

De lo anterior, se concluye que [[°7, o, esta encajado en 2. [

6 Arcos ordenados en 2%

En el Teorema 3.7 del capitulo anterior, dados Ay, A; € C(X) con Ay # Ay,
vimos una condicién suficiente para la existencia de arcos ordenados entre
Ag v Aj. La condiciéon era simplemente que Ay C A;. Sin embargo, si ahora
Ag, Ay € 2% la condicion no siempre es suficiente para asegurar la existen-
cia de arcos ordenados en 2% desde A, hasta A;. Por ejemplo, consideremos
X =[0,1],Ap = {0} y A; = {0,1}. Aqui, Ay, A; € 2% y Ay C Ay, pero la
tnica red desde Aj hasta A; es {{0}, {0, 1}}, la cual no es homeomorfa a [0, 1]
y por tanto, no es un arco. Luego, no existe arco ordenado en 2% desde A,
hasta A;.

A partir de ahora, cuando digamos que « es un arco ordenado desde A
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hasta A;, entenderemos que Ay C A; y que Agy A son los puntos extremos de
a. Hay que notar que un arco ordenado desde Ay hasta A; no necesariamente
es un arco ordenado desde A; hasta Ajg.

Lema 6.1. Sea X un espacio métrico compacto y sean My, M, € 2% tales
que Mo C My, My # My y cada componente de My intersecta a My. Entonces
existe C € 2% tal que My C C C M, y cada componente de C intersecta a
M.

Demostracion. Dado que My C M, tomemos p € M; \ My. Sea K la compo-
nente de M; que contiene a p. Por hipotesis, K1 N My # 0. Sea g € K1N My y
sea K la componente de My que tiene a ¢q. Como K es conexo, q € KoM K;
y Ko C My, entonces Ky C K;. Mas ain, Ky C K; \ {p}, ya que Ky C M,
y p & My. Notemos que K, es compacto, ya que Ky C X, X es compacto y
Ky es cerrado en X. Asi, Ky es un subcontinuo propio de K. Por el Teorema
2.7 (a), existe B subcontinuo de K; \ {p} tal que Ky C B. Sea C' = M,y U B.
Obsérvese que C es un compacto no vacio de X, es decir, C € 2%. Ade-
més, My € C C M,;. Como K, C B, entonces B € My, lo que implica que
My C MyU B, es decir, My # C'. Para ver que C' # M, simplemente notemos
que p € My y p ¢ C. Solo resta verificar que cada componente de C' intersecta
a M,. Para ello, sea L una componente de C. Se tienen dos casos:

(1) Si LN B = 0, entonces L C My, y como L # (), se tiene que LN My # ().

(2) Si LN B # (0, dado que B C C' y B es conexo, se tiene que B C L.
Pero Ky C B, asi que Ky C L. Como Ky # 0 y Ky C M,, se sigue que
LN My # 0.

En ambos casos se concluye que L N My # (), lo que completa la prueba. [

Teorema 6.2. Sean X un espacio métrico compacto y Ay, A1 € 2% con
Ag # Ay, Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) Eziste un arco ordenado en 2% desde Ag hasta Aj.
(b) Ay C Ay y cada componente de A; intersecta a Ap.

Demostracion. [(a)=(b)] Supongamos que existe a un arco ordenado en 2%
desde Aj hasta A;. Entonces Ay C A;, asi que solo resta verificar que todas
las componentes de A; intersectan a Ay. Supongamos por contradicciéon que
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existe una componente K de A; tal que K N Ay = ). Como Ay C A, por
el Teorema del cable cortado ([12, Teorema 1.7]), se tiene que K y Ay estan
separados en A;. Entonces existen E y F' subconjuntos de X tales que A; =
E|F, A C Ey K C F. Definamos € ={Aca: ACE}yF={Aca:
ANF #(}. Observemos lo siguiente:

o £+£0, yaque Ay € £ También F # 0, ya que A; € F.

e £EUF = a. En efecto, si A € a, entonces A C Ay =FUF.SiACE,
entonces A € €. Si A ¢ E, entonces ANF # (), de donde A € F.

e ENF=0,yaque ENF = 0.

e £ y F son cerrados en «. En efecto, como EU F' = A; es cerrado
y E y F estan separados, entonces E y F' son cerrados. Luego, & es
cerrado en « (por la Definicion 2.11). Por otro lado, X \ F es abierto
en X, de donde {A € a: A C X \ F} es abierto en «, con lo cual
F=a\{Aca: AC X\ F} es cerrado en a.

Los incisos anteriores implican que « es disconexo. Pero esto contradice el
hecho de que « es un arco. Por lo tanto, concluimos que toda componente de
A; intersecta a Aj.

[(b)=-(a)] Supongamos (b) y definamos

A ={N C 2% : N es una red compacta desde Ay hasta A, y para cada
N € N, cada componente de N intersecta a Ag}.

Observar que A # (0, ya que {Ag, A1} € A. Ademas, (A, C) es un conjunto
parcialmente ordenado. Veamos que toda cadena en A tiene una cota superior
en A. Sea C una cadena en A. De la misma forma que en el Lema 3.6, se verifica
que | JC es una red desde Aj hasta A; y es una cota superior para C. Para ver
que |JC € A, solo resta demostrar que para todo N € | JC, cada componente
de N intersecta a Ay. Sea N € |JC, entonces existe N' € C tal que N € N.
Como N € A, se cumple que cada componente de N intersecta a Aj.

Luego, por el Lema de Zorn, A tiene un elemento maximal M. Observar
que M es una red compacta desde Ay hasta A;. Para ver que M es un arco
ordenado en 2% desde A, hasta A;, solo resta probar que M es un arco. Para
ello, sea w una funciéon de Whitney para 2% (la cual existe por el Teorema
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2.15). Sean ty = w(Ap) y t1 = w(A;). Como Ay C Ay y Ay # A, se sigue
que tg < t;. Ademés, como M es una red desde Ay hasta A; y Ay # Ay,
se tiene que w(M) C [to, t1]. Mas atin, M es compacto. Por el Lema 3.3, se
tiene que M es homeomorfo a w(M). Asi que para demostrar que M es un
arco, serd suficiente demostrar que w(M) = [ty, t1]. Para ello, supongamos que
w(M) # [to, t1]. Entonces existe = € [t, t1] \w(M). Observar que ty # x # t1,
ya que to, t; € w(M). Definamos

So = [to, 2] Nw(M) y S1 = [z, t1] Nw(M).

Notemos que Sy # 0, ya que tq € Sy. Sea sy = sup Sy. Como Sy es cerrado
en R, entonces sy € Sp, esto es, sg € w(M) y tg < sop < z. De igual forma,
S1 # 0, ya que t; € S;. Sea s; = inf S;. Como 5] es cerrado en R, entonces
s1 € Sp, esto es, 51 € wM) y x < s1 < t;. Observemos que sy < s1 ¥
w(M) N (sg,s1) = 0. Sean My, My € M tales que w(My) = sg y w(M;) = s1.
Dado que M es una red, w(My) < w(M;) y w es una funciéon de Whitney,
se sigue que My C M;. Veamos que cada componente de M; intersecta a
My. Sea L una componente de M;. Como M; € M y M € A, se tiene que
LN Ay # 0. Ademés, dado que My € M y M es una red desde Ay hasta Ay,
se sigue que Ay C M,. Luego, L N My # 0. Por el Lema 6.1, existe C' € 2%
tal que My € C' € M; y cada componente de C intersecta a M. Veamos
que C' € M; si probamos que M U {C} € A, por la maximalidad de M,
concluiremos lo deseado.

Afirmacion 1: M U{C'} es una red: en efecto, como M es una red, solo
queda probar que si M € M, entonces M C C o C C M. Sea M € M.
Como w(M) N (s, s1) = 0, entonces w(M) < sy 0 w(M) > s;. Dado que M
es una red y w una funcion de Whitney, en el primer caso se concluye que
M C M,y C C, mientras que en el segundo caso se concluye que C' C M; C M.

Afirmacion 2: M U {C} es una red compacta: en efecto, M U {C} es
una red por la Afirmacion 1, y es compacta por ser union finita de compactos.

Afirmacion 3: MU{C} es una red desde Ay hasta A;. Esto se sigue del

hecho de que M es una red desde Ag hasta A; y de que Ay C My C C' C
M1 g Al-
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Afirmacion 4: Cada componente de C' intersecta a Ay: en efecto, sea
@ una componente de C, luego, Q N My # (). Sea z € Q N My y sea Q la
componente de M, que tiene a z. Como )y es un subconjunto conexo de M;
que tiene a z, entonces Qg C Q. Ahora, como My € My M € A, se tiene
que Qo N Ag # 0. Luego, Q N Ay # 0.

De las cuatro afirmaciones anteriores, concluimos que M U {C} € A, de
donde C' € M. Pero My C C C My, lo que implica que sy < w(C) < s7. Esto
contradice el hecho de que w(M) N (so, s1) = 0. Esta contradiccion vino de
suponer que w(M) # [to, t1]. Por lo tanto, w(M) = [t, t1], lo que prueba que
M es un arco. Esto demuestra (a). O

Si a es un arco ordenado en 2% desde Ay hasta A, y H C 2%, diremos
que « empieza en H si Ay € H. Cuando esto ocurra, diremos que « se queda
en H sia CH.

Corolario 6.3. Sean X un espacio métrico compacto y o un arco ordenado
en 2X. Si a empieza en C(X), entonces a se queda en C(X).

Demostracion. Supongamos que a es un arco ordenado en 2% desde A, hasta
Ay, donde Ay € C(X). Veamos que o C C(X). Para ello, sea B € « con
B # Ajy. Notemos que Ay C B. Sea (8 el subarco de o desde Ay hasta B.
Como 8 C «a, entonces (3 es una red, es decir, 8 es un arco ordenado en 2%
desde Ay hasta B. Por el Teorema 6.2, cada componente de B intersecta a
Ap. Pero Ay es un subconjunto conexo de B, con lo cual B tiene solo una
componente. Esto quiere decir que B es conexo, es decir, B € C(X). Esto
prueba que o C C'(X), como queriamos. ]

7 Arco conexidad local de 2% y C(X)

Definicién 7.1. Un espacio topoldgico Y es localmente arco conexo en
un punto p € Y si para todo entorno U de p existe V' un subconjunto abierto
arco conexo de Y tal que p € V C U. Decimos que un espacio topologico es
localmente arco conexo si es localmente arco conexo en cada uno de sus
puntos.

Definicion 7.2. Un espacio topolégico Y es localmente conexo en un
punto p € Y si para todo entorno U de p, existe V' C Y abierto y conexo
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tal que p € V. C U. Decimos que Y es localmente conexo si es localmente
conexo en cada uno de sus puntos.
Un continuo localmente conexo es llamado un continuo de Peano.

Observacion 7.3. Si un espacio topoldgico Y es localmente arco conexo en
un punto p € Y, entonces Y es localmente conexo en p. Como consecuencia,
Y es localmente conexo siempre que Y sea localmente arco conexo.

Observacion 7.4. La arco conexidad local y la conexidad local son propie-
dades topologicas.

El siguiente corolario es consecuencia del Teorema 6.2 y del Corolario 6.3.

Corolario 7.5. Si X es un continuo, los hiperespacios 2 y C'(X) son local-
mente arco conexos en X .

Demostracion. Verifiquemos primero la arco conexidad local de 2% en X. Sea
U C 2% un entorno de X. Entonces existe ¢ > 0 tal que X € Bp,(X,¢) C
U. Veamos que By, (X,e) es un subespacio arco conexo de 2%. Para ello,
sea Ay € By, (X,e) con Ay # X. Por ser X conexo, se satisface (b) del
Teorema 6.2 (con A; = X); luego, existe a un arco ordenado en 2% desde
Ap hasta X. Veamos que @ C By, (X,e). Sea A € a, entonces 4; C A.
Como Hi(Ay, X) < e, se sigue que X C N(Ap,e) € N(A,¢e). Por otro lado,
A C X C N(X,¢). Por (3) de la Observacion 2.10, se tiene que Hy(A, X) < ¢,
es decir, A € By, (X, ¢).

Hemos probado que para todo Ay € By, (X,¢) \ {X} existe un arco en
Bp,(X,¢) con puntos extremos Ay y X. Por el Lema 2.5, se concluye que
By, (X, €) es arco conexa. Esto prueba la arco conexidad local de 2% en X.

La prueba de la arco conexidad local de C'(X) en X se realiza de manera
anéloga al caso anterior, observando que ahora Ag € C'(X) y el Corolario 6.3
nos asegura que o € C'(X). O

Corolario 7.6. Si X es un continuo, los hiperespacios 2 y C(X) son local-
mente conexos en X .

Demostracion. Es consecuencia del Corolario 7.5 y la Observacion 7.3. [
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8 Homogeneidad de 2% y C(X)

En esta seccion, dado un continuo X, estudiaremos la homogeneidad de los
hiperespacios 2% y C(X). Es conveniente recordar que un espacio topolégico
X es homogéneo si para cada z,y € X existe h : X — X homeomorfismo tal

que h(x) =y.
Lema 8.1. [8, Teorema 2.67] Sea X un continuo. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(a) X es un continuo de Peano.

(b) 2% es un continuo de Peano.

(¢) C(X) es un continuo de Peano.

Los siguientes teoremas caracterizan la homogeneidad de 2% y de C(X)
cuando X es un continuo.

Teorema 8.2. Sea X un continuo. Entonces son equivalentes las siquientes
ProposiCLONes:

(a) 2% es homogéneo.
(b) X es un continuo de Peano.
(c) 2% es un cubo de Hilbert.

Demostracion. [(a)=(b)] Supongamos que 2% es homogéneo. Como X es un
continuo, por el Corolario 4.2, 2% es un continuo. Ademas, por el Corolario
7.6, 2% es localmente conexo en X. Como 2% es homogéneo, para cada A € 2%
existe un homeomorfismo que envia X en A. Luego, 2% es localmente conexo
en cada uno de sus puntos, es decir, 2% es localmente conexo y, por ende, es
un continuo de Peano. Luego, por el Lema 8.1, X es un continuo de Peano.

[(b)=(c)] Es consecuencia del Teorema de Curtis-Schori (véase |6, Teore-
ma 11.3]).

[(c)=(a)] Por [9, Teorema 3.6], los cubos de Hilbert son homogéneos. [

Para el siguiente teorema, diremos que un arco A contenido en X es un
arco libre si A\ {p, ¢} es abierto de X, donde p y ¢ son los puntos extremos
de A.
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Teorema 8.3. [6, Teorema 15.7] Sea X un continuo. Entonces son equiva-
lentes las siguientes proposiciones:

(a) C(X) es homogéneo.

(b) X es un continuo de Peano sin arcos libres.

(¢) C(X) es un cubo de Hilbert.
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