


Indice

Presentacion

Enumeracion de posibilidades asociadas a una vida social agitada
Victor Hugo Vazquez Guevara

Reflexiones a proposito de la historia de la Transformada

Rapida de Fourier

Moisés Soto-Bajo, Andrés Fraguela Collar

Algunos problemas de dimension en matematicas

David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero

De los algoritmos al concepto y del concepto al algoritmo

Juan Angoa Amador, David Herrera Carrasco

El concepto de estructura matematica
José Juan Angoa Amador, Fernando Macias Romero

El papel de la matematica en el desarrollo del conocimiento cientifico
Andreés Fraguela Collar, Moisés Soto-Bajo

La colcha de la seiiora Perkins

Agustin Contreras Carreto, Fernando Macias Romero

Una aproximacion a la dimension fractal de la costa de Irlanda
Laura Cano Cordero, Patricia Dominguez Soto, Wendy Rodriguez Diaz
Paradojas I: Autorreferencia

Agustin Contreras Carreto, David Herrera Carrasco

11

15

18

22

26

31

36



macion y divulgacion
, comunicar

Revista de la Vicerrectoria de Investigacion
y Estudios de Posgrado

Dra. Ma. Lilia Cedillo Ramirez
Rectora

Mtro. José Manuel Alonso Orozco
Secretaria General

D. C. Ygnacio Martinez Laguna
Vicerrector de Investigacion y Estudios de Posgrado

Dra. Yadira Navarro Rangel
Directora General de Estudios de Posgrado

Dra. Ma. Veroénica del Rosario Hernandez Huesca
Director General de Investigacion

Dr. Arturo Fernandez Téllez
Director General de Divulgacion Cientifica

Investigacion y revision:
Dr. Jesus Fernando Tenorio Arvide,

Dr. Ricardo Cruz Castillo,
Dra. Maria Teresa Veronica Martinez Palacios

Direccion de la revista:
Dr. Arturo Fernandez Téllez

Consejo Editorial:

Dra. Marfa Eugenia Mendoza Alvarez, Dr. Martin Rodolfo
Palomino Merino, Dr. Gilberto Tavares Velasco, Dra. Olga
Félix Beltran

Diseiio:
Israel Hernandez Cedefio / El Errante Editor

1. 46, enero-f
mérita Un

n Ac
dad Uniy

(52) (222) 2
), Editor responsable
10700-1
jel Derecho de /

uccioén total o parcial de
autorizacion de la Be

4 ?//‘{:{4{{ A
it
i

2
» ‘.
W\

<\
!
\‘x
N

530
S\
SN

oy

e

Presentacion

Integrantes de la Academia de Matematicas de la Facultad de
Ciencias Fisico Matematicas (fcfm) sofiaron con abrir un espacio
en el corazon de nuestra institucion, en donde los interesados en la
matematica pudieran saber sobre los diversos temas que la consti-
tuyen. Bajo esa inspiracion surgieron estos nueve articulos, que se
presentan en este nimero de Spinor:

“Enumeracion de posibilidades asociadas a una vida social
agitada”

“Reflexiones a propdsito de Ia historia de la Transformada Ra-
pida de Fourier”

“Algunos problemas de dimension en matematicas”

“De los algoritmos al concepto y del concepto al algoritmo”
“El concepto de estructura matematica”

“El papel de la matematica en el desarrollo del conocimiento
cientifico”

“La colcha de la sefiora Perkins”

“Una aproximacion a la dimensiéon fractal de la costa de
Irlanda”

“Paradojas |: Autorreferencia”

Esperamos que encuentren interesante el nimero 46 de Spinor y
los invitamos a participar con sus comentarios. Estaremos encan-
tados de recibir cualquier sugerencia, comentario, consejo, idea,
iniciativa u observacion; para esto, pueden escribir al e-mail: fer-
nando.maciasromero@viep.com.

Un agradecimiento profundo al doctor Arturo Fernandez Téllez
por invitarnos a divulgar nuestro trabajo. También queremos agra-
decer, con toda el alma, a nuestros colegas autores por la dedica-
cion y el sumo y excelso trabajo que han realizado para obtener
este resultado a la altura que merecen todos nuestros distinguidos
lectores. Asimismo, agradecemos a los distinguidos arbitros que
con sus comentarios mejoraron la calidad de nuestros trabajos.
Muchas gracias por dejar huella.
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Victor Hugo Vazquez Guevara

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas, BUAP

Resumen 1. El ndmero de arreglos lineales que pueden ha-
cerse con piezas de Lego de colores.
En esta contribucion se discutiran algunas nociones ba- 2. La cantidad de equipos de cinco para jugar un

sicas de técnicas de conteo enumerativas, con la ayuda partido de baloncesto.

de un contexto social, para exponer su potencial como 3. El'ntmero de formas en que pueden seleccionar-

herramienta aritmética susceptible de ser aplicada in- se respuestas de opcion multiple en un examen.

cluso desde el nivel basico. 4. Descifrar la secuencia genémica a partir de pe-
Palabras clave: combinatoria, enumeracion, princi- quefios fragmentos de ADN, etc.

pios de conteo

Esta claro que algunos de estos ejemplos son mas
Introduccion complejos que otros; sin embargo, todos estan relacio-

nados con la idea de contar. Para lograrlo, disponemos
Una de las primeras encomiendas con que todo estu- de una herramienta tanto simple (y, por tanto, elegan-
diante de Matematicas se enfrenta, incluidos los pe- te) como poderosa y versatil, que es conocida como
quefios en etapa preescolar, es saber cuantos objetos  principio basico de conteo, que, grosso modo, afirma
con determinadas caracteristicas existen. Por ejemplo: o siguiente (Ross, 2018):



Si un experimento puede resultar en
cualquiera de n, posibilidades v, para cada
una de ellas, un segundo experimento pue-
de resultar en alguna de n, opciones...., v,
finalmente, el k-ésimo experimento puede
resultar en alguno de n, resultados, enton-
ces existen n x n,x..x n, resultados conjun-
tos para los k experimentos.

Un poco de historia

Posiblemente, el antecedente mas antiguo
de un problema de enumeracion es el ofre-
cido por el libro I Ching, que es el antiguo
libro chino de las mutaciones (1200 a. C.)
[2], el cual se cree que describe la situacion
presente de quien lo consulta y predice el
modo en que se resolvera el futuro. Los
simbolos que se consultan en este libro son
llamados hexagramas y estan formados
por 6 lineas, cada una de las cuales pue-
de contener algunos de dos simbolos; yin y
yang. El problema, en este caso, es saber el
nimero de simbolos diferentes que pueden
escribirse.

Otro antecedente procedente del mun-
do antiguo se encuentra en el problema
79 del papiro de Rhind (s. vira. C.), el cual
dice que en un propiedad compuesta por 7
casas, cada casa tiene 7 gatos: cada gato
se come 7 ratones, cada raton se come 7
gramos de cebada y cada grano de cebada
produce 7 medidas. {Cuanto suma todo?

Ya en el siglo xvii, Frans van Schooten,
Blaise Pascal y Marin Mersenne trabajaron
en el llamado triangulo de Pascal de ma-
nera formal desde distintos puntos de vis-
ta: combinatorio, algebraico, musical. Sin
embargo, se conocen versiones anteriores
a este triangulo; por ejemplo, Al-Kraji, en
1007; Zhu Shijie, en 1303; Ibn Munim, en
1303; Cardano, en 1570, o Tartaglia, en
1556. A su vez, es en este periodo que la
palabra combinatoria hace su aparicion con
el trabajo Dissertatio de Arte Combinatoria
de Wihem Leibniz, en donde se abordan,
entre otras cosas, los problemas de permu-
taciones y combinaciones (Leibniz, 1923).

Marin Mersenne Blaise Pascal

El principio basico de
conteo en accion

En un contexto mas coloquial y posible-
mente interesante para aquellos con una
vida social altamente activa, supongamos
que algun individuo tiene cierto ndmero
de conocidos, digamos N, y que, enfren-
tandose a diversas situaciones sociales, le
interesa saber el nimera de formas en que
le es posible disponer a sus amistades en
subconjuntos con determinadas caracteris-
ticas, por ejemplo: arreglos lineales, dispo-
siciones circulares, o bien, elegir subgrupos
con algdn tipo de restriccion adicional.

Frans van Schooten

) Este escenario,

aparentemente
simple, puede tornarse
un tanto complicado
si nuestro individuo
se compromete a
invitar a cenar a sus
conocidos, mientras
no logre agotar todas
las disposiciones
posibles.



De manera natural, la primera enumeracion consta en dilucidar
el numero de formas en que el individuo en cuestion puede dispo-
ner sus N conocidos en una fila, para otorgarles un regalo diferente,
dependiendo del lugar que cada persona ocupe (o bien, el lugar
en el que lleguen a alguna fiesta). Este escenario, aparentemente
simple, puede tornarse un tanto complicado si nuestro individuo se
compromete a invitar a cenar a sus conocidos, mientras no logre
agotar todas las disposiciones posibles. Como consecuencia del
principio multiplicativo, tenemos que existen N x (N-1)x ... x 2x 1
formas en que pueden realizarse tales asignaciones. En este caso,
cada experimento corresponde a la asignacion de alguna persona
en cada una de las N posiciones. Al producto anterior se le suele
llamar el factorial de Ny se simboliza por N! Desde este punto, es
posible observar que el factorial de N crece muy rapido conforme
el nimero de conocidos aumenta, por ejemplo 10/=3 628 800 y 20!

Volviendo al “problema” de tener cierta vida social, y conside-
rando que, por alguna limitante de espacio, al multicitado individuo
solo le es posible convocar a k de sus conocidos, y manteniendo el
interés en el problema de dar regalos diferentes a los afortunados
que fueron invitados, notamos que el principio multiplicativo nos
lleva concluir que existen N x (N-1)x ... x (N-k+1) formas de realizar
tal ordenacion, que puede reescribirse como:

MW
(NV=-4)!

Una situacion ligeramente diferente tiene lugar si en una nueva
reunion con cupo para k personas el individuo en consideracion va
a comprar regalos iguales para los asistentes (que es equivalente
a que el orden en que lleguen sea irrelevante). Bajo estas con-
diciones, resulta de interés contabilizar el nimero de grupos que
pueden construirse.

Estd claro que existen similitudes con
respecto al caso abordado anteriormente
y que la cantidad en cuestion esta relacio-
nada con la expresion (7). Sin embargo,
es necesaria una discusion mas profunda;
para ello, consideremos un arreglo fijo de
tamano k, digamos (x,, x,, ..., X,). En el mar-
co anterior (en el que el orden de llegada
a la fiesta es importante), dicho arreglo es
considerado diferente a cualquier otro arre-
glo que contenga a los mismos k invitados,
pero en orden distinto. No obstante, si el
orden de llegada no importa, entonces la
situacion es diametralmente opuesta, en el
sentido de que dos arreglos que contengan
a los mismos integrantes seran ahora con-
siderados iguales, a pesar de que el orden
no sea idéntico. Una vez mas, el principio
multiplicativo asegura que para cada con-
junto de tamano k, existen k! disposiciones
posibles, mismas que, en el nuevo paradig-
ma, colapsan en una sola. Asi, para hallar
el cometido, tenemos que dividir el nimero
de arreglos posibles, en donde el orden es
relevante, entre el nimero de estos, que
seran ahora considerados iguales, es decir:

M
H(NV=£)!
Esta cantidad suele referirse como co-
eficiente binomial de N en k y se simboliza

por (%) y puede interpretarse como el nd-
mero de formas en que pueden elegirse k



objetos de un total de N sin que el orden
sea importante.

Supongamos esta vez que no habra
regalos y que estamos interesados en
contabilizar el nimero de formas en que
podemaos acomodar a los invitados en una
mesa circular de tamafno apropiado. Si tu-
viéramos que dar una respuesta irreflexi-
va, concluiriamos que habria N/ formas de
hacerlo. Sin embargo, si elegimos alguno
de los NI arreglos posibles, notamos que,
al disponerlos en una mesa circular, apa-
recen repeticiones. Si, por ejemplo, N=3y
etiquetamos a los tres conocidos como A,
By C los arreglos ABC, BCA y CAB, que
en una linea son diferentes, en un arreglo
circular se ven igual. En general, cada arre-
glo circular cuenta con N arreglos lineales
que decantan en él. De aqui que existan
solamente (N-1)! arreglos circulares. Ana-
logamente, si el individuo contara con una
mesa circular con solo k lugares, entonces
podria conseguir un total de (N-k)! posibles
formas de sentarse.

) Supongamos esta vez

que no habra regalos y
que estamos interesados en
contabilizar el nimero de formas
en que podemos acomodar a los
invitados en una mesa circular de
tamano apropiado.

Una nueva cuestion se asoma si los invitados a una fiesta es-
tan de antemano categorizados en dos grupos; por ejemplo, zur-
dos (Z) y diestros (D), sin la posibilidad de que haya ambidiestros vy,
por tanto, Z+D=N. Asumamos, ademas, que nos asalta el interés
de conacer el nUmero de grupos posibles en los que haya exac-
tamente | diestros y j zurdos (obviamente, el grupo de invitados
sera de i+ invitados), sin regalos de por medio. Aqui, el principio
multiplicativo nos conduce a que, primero, es necesario considerar
el niumero de congregaciones de tamano i de diestros, de las que
pueden lograrse (%) y que para cada una de ellas existen (f) grupos
de zurdos de tamafio j asi, por el mismo principio, existen ()()
grupos consistentes de i diestros vy j zurdos.

De manera paralela, podemos plantear la siguiente situacion
relacionada con el azar: Si reuniremos a k de N posibles invitados
y el orden de llegada no es importante, écual es la probabilidad
de que dos de ellos en particular no asistan juntos porgue no son
amigos?

Para dar respuesta, es necesario suponer que, si las asignacio-
nes son al azar (entendiendo este término desde el punto de vista
mas intuitivo, que es asumir que no hay control, sesgo, ni predis-
posicion alguna al hacer las disposiciones), entonces encontrar la
probabilidad deseada se remite a calcular la division del nimero
de casos favorables entre el nimero de casos totales. En lugar de
buscar directamente el nimero de grupos de tamafo k que pueden
formarse sin que dos de los invitados en particular asistan juntos,
busquemos en cuantos asisten juntos y restemos esta cantidad al
total de grupos de tamafio k. Asi, el nUmero de casos favorables es
(4)-(4=2), ya que, si dejamos entrar a la reunion a los dos invitados
en conflicto, solo restan N-2, de los que es necesario elegir k-2 de
ellos. Por lo que la probabilidad de que dos invitados en particular

NO asistan juntos es:
(D-(2=2)

()



De manera similar, pueden plantearse muchas mas preguntas
probabilisticas relacionadas con los asistentes, dependiendo de las
restricciones que podamaos imaginar, por ejemplo:

1. ¢Cual es la probabilidad de que solo zurdos asistan a la
fiesta?

2.¢Cual es la probabilidad de que algin invitado en particular
asista a la reunion?

3.Si suponemos que los N conocidos asistiran (y que N es
exorbitantemente grande), que todos tienen un teléfono ce-
lular idéntico, que al llegar a la fiesta los meteran en una
caja negra y que al irse tomaran cualquiera al azar, icual
es la probabilidad de que nadie se lleve su propio teléfono?
La respuesta es: aproximadamente 1/, en donde “e” es el
numero de Euler.

Conclusion

El contexto anteriormente descrito es solo un escenario un tanto
jocoso para mostrar la versatilidad y potencia de la enumeracion.
En particular, se intento ilustrar que con un conocimiento aritmeti-
co elemental asequible, practicamente, cualquier persona que ten-
ga clara la idea de multiplicar puede responder cuestiones enume-
rativas cada vez mas complejas vy, por tanto, Utiles e interesantes.
Desde luego que lo expuesto aqui, y sus implicaciones, pue-
den extrapolarse con la debida abstraccion e imaginacion a con-
textos de diversas areas —entre ellas, Biologia y Quimica (Ellman,
Stoddard y Wells, 1997), Finanzas (Wang et al., 2021) y Machine
Learning (Ojala y Garriga, 2010)—. Sin embargo, esa encomienda
corresponde al lector que asi lo requiera y que cuenta con ambas
cualidades, o bien, a aquel que cuente con la paciencia suficiente

)) El contexto anteriormente
descrito es solo un escenario
un tanto jocoso para mostrar

la versatilidad y potencia de la
enumeracion.

y busque una direccion adecuada para
adquirirlas.
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Reflexiones a proposito de la historia de la

Transformada
apida de Fourier

Moisés Soto-Bajo, Andrés Fraguela Collar

Investigadores por México Conacyt, Facultad de Ciencias Fisico-Matematicas, Buap

Introduccion

La Transformada Discreta de Fourier (pFT) es una ver-
sion finita de las series de Fourier. Se trata de una he-
rramienta que sirve para analizar el comportamiento
oscilatorio de senales discretas (N-uplas numéricas).
El resultado es el espectro, que permite realizar este

analisis y obtener una descomposicion en términos de
modos simples, con respecto a un rango de frecuen-
cias dado. Desde un punto de vista matematico, la bFt
no es mas que un cambio de base formada por los mo-
dos (véanse Heideman, Johnson y Burrus, 1984, 1985,
y Rockmore, 2000).
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Figura 1: Definicion de la dft y bases ortonormales asociadas

Los modos oscilatorios simples surgen como restriccion a un
mallado uniforme de ondas sinusoidales, definidas por una fre-
cuencia de oscilacion, tipicamente entera, y la fase. Hay que tener
en cuenta el efecto de la discretizacion, para no desligar el concep-
to de frecuencia de su interpretacion como velocidad de oscilacion.

La Transformada Rapida de Fourier (FFT) es una familia de
algoritmos para calcular de manera eficiente y econémica la pFt
(para una exposicion detallada, véanse Heideman, Johnson y Bu-
rrus, 1984, 1985; Frigo y Johnson, 1998; Rockmore, 2000, vy, es-
pecialmente, Duhamel y Vetterli, 1990). Esencialmente, el calculo
de la ofFT requiere la inversion de una matriz, una operacion cuya
complejidad es proporcional a N? operaciones. En la practica, esto
implica enormes tiempos de computo. Histéricamente, el calculo
de la pFT se convirtio en un verdadero cuello de botella en los tra-
bajos cientificos y técnicos que requerian este tipo de analisis fre-
cuencial (Cooley, Lewis y Welch, 1967). Sin embargo, explotando la
estructura algebraica de las sefnales sinusoidales, las FrT reducen la
complejidad del calculo de la oFt al orden de N log(N) operaciones,
mejorando incluso la precision (véase Cooley, 1987).

Las FFT supusieron una verdadera revolucion en el procesa-
miento digital de senales y el analisis numérico, entre otras areas.
A medida que el desarrollo de |a tecnologia digital permitic aumen-
tar considerablemente la potencia de computo de los equipos, es-
tos algoritmos hicieron posible el manejo de grandes cantidades de
datos (véanse Heideman, Johnson y Burrus, 1984, 1985; Cooley,
1987; Duhamel y Vetterli, 1990, y Rockmore, 2000).

Los métodos FrT estan basados en el llamado divide-and-con-
quer approach (véase la discusion en Duhamel y Vetterli, 1990). La
idea basica es subdividir (recursivamente en este caso) un proble-
ma complicado en otros mas simples de resolver, de manera que
la complejidad final resulte inferior. Esta es una filosoffa general
que reverbera con la etimologia de analisis, y que el lector haria
bien en no echar en saco roto.

En este trabajo no se propone hacer una revision historica
de los trabajos cientificos que desarrollan estas ideas, pues esta

(N=v)pu

VL
2mi
e N

= 274 pu — 2mi N
Figura 2: Notese el indice y la
frecuencia de oscilacién resultante

Complgidad

Figura 3: Diferentes 6rdenes de complejidad

historia estd bien documentada (véanse
Cooley, Lewis y Welch, 1967; Heideman,
Johnson y Burrus, 1984, 1985; Cooley,
1987; Duhamel y Vetterli, 1990, y Rockmo-
re, 2000). En ella aparecen grandes mentes
trabajando en problemas de diversa indole:
ajuste de trayectorias orbitales, analisis de
presion baromeétrica, la correccion de des-
viaciones en las mediciones de bruUjulas en
barcos, el estudio de las mareas, el estudio
de las variaciones diarias de la temperatura,
difraccién de rayos X en cristales... Por no
hablar del desarrollo de tests sismolégicos



para la deteccion de pruebas nucleares, o la deteccion de submari-
nos nucleares por analisis de ondas acusticas en plena Guerra Fria.
La referencia mas temprana (1805) es de los trabajos de Gauss so-
bre el calculo de érbitas de ciertos asteroides a partir de medicio-
nes, donde desarrolla una técnica ad hoc con el tipo de problema
que necesitaba resolver.

Toda esta historia refleja la fecundidad de la investigacion mul-
ti, inter y transdisciplinaria, ejemplificada en los trabajos pioneros
citados anteriormente, pero, sobre todo, en los encuentros y even-
tos cientificos relatados en Cooley (1987), en los que se plantearon
cuestiones provenientes de problematicas reales que requerian
analisis teoricos e implementaciones computacionales practicas
para ser aplicadas.

Por otra parte, esto nos lleva a reivindicar la lectura de refe-
rencias clasicas, en especial para los estudiantes (yendo incluso
mas alla de los comentarios finales en Cooley, 1987; véase tam-
bién Duhamel y Vetterli, 1990). Al peinar la literatura académica a
contrapelo, pueden recuperarse ideas interesantes que han sido
pasadas por alto en compilaciones posteriores, con el noble, licito
y necesario propoésito de hacer mas accesible el material.

Efectivamente, el algoritmo FFT parece haber sido redescubier-
to en multiples ocasiones, aunque el trabajo de Cooley y Tukey
(1965) se considera seminal en esto. (Como fue posible que estas
aportaciones se pasaran por alto tanto tiempo, siendo resultados
de tanta relevancia, estando publicados, e involucrando a insignes
cientificos?

En los trabajos pioneros, los métodos desarrollados tenian
como objeto el calculo de los primeros armoénicos para senales
experimentales pequefias; esto era suficiente en las aplicaciones
involucradas, para la magnitud de error y el tipo de datos que
se podian manipular (véanse Heideman, Johnson y Burrus,
1984, y Heideman, Johnson y Burrus, 1985). Se maneja-
ban como técnicas de computo, frecuentemente auxilia-
das con tablas numéricas, cuyo proposito era mas bien
ahorrar tediosos procesos de calculo mecanico hecho a
mano. Por tanto, no se veian como técnicas generales
(n6tense los cambios de enfoque entre trabajos y épo-
cas relatados en Cooley, 1987).

Para poner lo anterior en contexto, especialmente
para la audiencia mas joven, conviene recordar que el auge
de las computadoras electronicas digitales, vy, por tanto, de
la programacion y los algoritmos, se dio a partir de la segun-
da mitad del siglo xx —es interesante referir aqui el relato de
aquella época proporcionado en Coaley (1987), contado por
uno de sus protagonistas—.

Dificilmente se encuentra lo que no se esta bus-
cando. Sirva esto para alertar sobre la relevancia de
tener perspectiva a la hora de valorar las ideas, yendo
mas alla de los resultados inmediatos. La blusqueda en

SpIor (»)

)) En los trabajos pioneros,
los métodos desarrollados
tenian como objeto el calculo
de los primeros armonicos

para senales experimentales
pequenas; esto era suficiente en
las aplicaciones involucradas,
para la magnitud de error vy el

tipo de datos que se podian
manipular




Google académico del articulo de Cooley y === s R
Tukey (1965) arroja un resultado de mas de ) D|f|§||mente se encuentra lo que no se
18 000 citas, lo que atestigua la relevancia esta buscando.
Cientifica de este trabajo y OUOS relaciona- " " 1
dos (véanse también Duhamel y Vetterli,
1990, y Rockmore, 2000). (Por qué este tra- Referencias
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contrario de lo que la inercia suele hacer
parecer, frecuentemente lo urgente no es
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actualizando desde 2015 (véase Castafeda Alvarado, 2007,

y Herrera Carrasco, 2015). Para nuestros propositos, créa-
nos que la recta real tiene dimension uno, asi como que cualquier
intervalo también tiene dimension uno, y acepte que cualquier
subconjunto discreto tiene dimension cero.

Problema 1

A, By Cson tres puntos en la recta real.-Supongamos que C esta
situado entre Ay B..éPodemos unir los puntos A y B, con'un seg-
mento contenido en la recta sin'que dicho segmento “toque” al
punto - C? (Cémo podemos unir Ay B con una “curva” sin pasar
por el punto C?

Notese que, para solucionar este'problema, se tiene que-salir
de larecta y “entrar” al plano (R?=RxR). Es decir, tenemos que
entrar a una-dimension superior (véase Herrera-Carrasco, 2015,
Problema 1).

\/eamos algunos problemas interesantes que hemos venido
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) Hay quienes afirman que la
vida inteligente no podria

haberse desarrollado en un

espacio de dimensiones 4 (),

5(), ..., porque estos espacios

no permiten orbitas planetarias

estables (preglntele a los fisicos).

Problema 2

Dados seis puntos en el plano Cartesiano (R?), una cada uno
de ellos con todos los demas. No se permite que el “cami-
no” tenga cruces, tampoco que caminos diferentes se crucen;
solo se pueden tocar en los extremos. ¢Podemos realizar “es-
tas uniones” sin salirnos del plano?

Veamos una situacion “practica”: se trata de llevar luz,
agua y teléfono a tres casas, pero sin que se crucen los ca-
minos: solo se pueden tocar en los extremos. Toda la “figura”
debe estar contenida en el plano.

éPodemos realizar “estas uniones”
sin salirnos del plano?

Notese que, para solucionar este problema, se tiene que salir

del plano y “entrar” . Es decir, tenemos que entrar a una di-
mension superior. casa 1 casa 2 casa3

Hay quienes afirman que la vida inteligente no podria
haberse desarrollado en un espacio de dimensiones 4 (R*), 5
(R®), ..., porque estos espacios no permiten érbitas planetarias
estables (preguntele a los fisicos). Entonces, la vida inteligente
deberfa desarrollarse en 1 (R"), 2 (R? o 3 (R? dimensiones,

pero, por los ejemplos anteriores, en dimensiones 1 (R') y 2

(R?) no es posible, pues un cerebro requiere una gran cantidad

de células nerviosas unidas de dos en dos mediante nervios &‘

que no deben cortarse. Asi que la Unica forma de hallar vida

inteligente serfa en un espacio de dimensién 3 (R?) (véase He-

rrera Carrasco, 2015, Problema 2]. dagua teléfono luz
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Problema 3

Se construye una casa sin puertas, ni ventanas, ni hoyos
en ninguna de las paredes, techo y piso. Supongamaos que
tenemos un punto P dentro de la casa, y un punto Q .
fuera de la casa. ¢Podemos unir el punto P con el punto Q, )
- con un segmento (camino), de tal manera que dicho segmento
no toque el techo, las paredes, ni el piso de la casa (sin hacer hoyos)?

N

éPodemos solucionar este Problema sin salirnos de R3?

Notese que, para solucionar este problema, se tiene que salir del 'y
“entrar” a . Es decir, tenemos que entrar a una dimensién superior (véase
Herrera Carrasco, 2015, Problema 4).
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Problema 4

Que tiene ocupados a matematicos y bidlogos moleculares). Para
este problema, véase Castanieda Alvarado, 2007, p. 5.

Se sabe que la molécula humana del ADN es una “doble hélice”. Su
longitud es como un cable largo de alrededor de dos metros, que
habita dentro de una célula de una milésima de centimetro. La Uni-
ca forma de que una molécula de esta longitud esté en un espacio
tan pequeno es que se encuentre extremadamente enrollada y tor-
cida. Esta molécula se duplica formando una copia exacta al lado
de la original. La pregunta que se tiene es: cuando estan torcidas y
entremezcladas, {como se separan estas dos moléculas o cables
paralelos para poder alejarse y formar nuevas moléculas?

Los bi6logos conjeturan que hay enzimas especiales que usan
la siguiente técnica: cortan temporalmente una de las moléculas;
dejan pasar un trozo de la otra molécula, sin perder los dos ex-
tremos producidos por el corte, y finalmente reconectan los dos
pedazos del nudo, reconstruyendo la molécula de ADN. Haciendo
esto muchas veces se logra la separacion de las dos moéculas. El
problema aqui es el siguiente

éComo se estudia la operacion de estas enzimas tan
importantes en la vida y reproduccion de las células?

Lo que han hecho los bitlogos es crear moléculas circulares de ADN
fuera de la célula; después, meterlas en una solucion con la enzima
bajo estudio vy, para estudiar el resultado de la accién de la enzima,
se quita la enzima y se coloca un “relajante” para que las molécu-
las no estén enrolladas v torcidas. Bajo el microscopio electronico
se ven nudos formados en los circulos de ADN; es decir, como si
uno hubiera tomado una cuerda, hecho un nudo y después pega-
do sus extremos. La topologia ha desarrollado teorfas y métodos
para distinguir los distintos nudos, por ejemplo, el grupo de un nudo,
los polinomios de Alexander y de Jones o por medio de espacios
recubridores.

En el caso de la accién de las enzimas,
algunos nudos no aparecen y otros, con
alta frecuencia. Con esta informacion, los
matematicos tratan de sugerir algunas hi-
potesis sobre el mecanismo de la interven-
cion de las diferentes enzimas, por ejemplo:

Recientemente, los quimicos interesa-
dos en la sintesis de nuevos compuestos
han empezado a voltear la vista hacia la
Teoria de Nudos e intentan obtener nuevos
compuestos al cambiar la forma en la cual
los atomos estan conectados, tomando
como base la clasificacion de los nudos.

Referencias

Castaneda Alvarado, E. (2007). Tauromaquia Topolo-
gica. CIENCIA ergo-sum, Revista Cientffica Multidis-
ciplinaria de Prospectiva, 14(3), 339-344.

Herrera Carrasco, D. (2015). La dimension en Mate-
maticas. Revista Saberes y Ciencias.
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n la educacién matematica, es comun
E asegurar que alguien sabe matemati-

cas si, ante cualquier problema, des-
pués de organizar los datos, propone una
secuencia de pasos que permitan acceder
al resultado, que, por lo general, es Unico
y, ademas, es consecuencia de ir agotando
la secuencia de pasos, ya que se asegura
que no es posible que este Unico algoritmo
no genere “la respuesta”. Esto debido a que
los maestros de matematicas suelen san-
cionar el orden en que se desarrollan los
pasos, y pobre de aquel que haya omitido
alguno o, peor, que haya usado algin otro
proceso 0 que no haya obtenido la Unica
respuesta.

No obstante, los algoritmos funcionan
bajo situaciones muy restringidas, como es
la evaluacion bajo bien identificadas ope-
raciones, 0, mas simple, bajo un proble-
ma de simple realizacién de operaciones

Juan Angoa Amador

alal

claramente enunciadas. “No te salgas del
camino v solo intenta llegar al final del ca-
mino” seria el mejor consejo para quien

“aprende” matematica.

Pero équé sucede cuando no hay ca-
minos y solo tenemos un gran espacio sin
senderos vy, lo peor, debemos marcar me-
tas por nuestros propios recursos? El algo-
ritmo se vuelve in0til y se convierte en un
fardo pesado para alcanzar la libertad del
pensar vy, sobre todo, de crear.

Cuando lo que se manipula son con-
ceptos y se tiene conciencia de esto, lo que
menos importa es el algoritmo, y se decide,
mas bien, bajo la tutela de la comprensién
del concepto, por la creacion de nuevos
algoritmos.

En este sentido, del gran cuerpo de
la matematica, debemos distinguir qué
queremos aprender, pues, de la localiza-
cion de la region por aprender, deviene la

algoritmos

®al conceptoy del

David Herrera Carrasco
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)) En general
hay un
desconocimiento
profundo de

lo que es un
concepto;

sin embargo,

no debemos
abandonar el
objetivo de
alcanzar el
concepto en
aras de generar
caminos seguros
para el calculo.



preponderancia del concepto o el algoritmo, y no existe una sola
estrategia para ensenar la matematica, ya que hay una gran multi-
tud de caras de ésta; mas bien, bajo una sintesis entre el algoritmo
y el concepto emerge la estrategia adecuada.

Cuando todo se reduce a alcanzar el concepto, esta hazafa
aburre a mas de uno, puesto que solo se quiere manipular algo-
ritmos sin importar su impacto en un modelo conceptual de mas
largo alcance. Sin embargo, ante estas limitaciones de la audiencia,
podemos plantear un sistema de seduccion, para finalmente rom-
per su oposicion al concepto.

Debido a que tenemos una responsabilidad para la matemati-
ca, la cual es no desacreditar su espiritu, su ensefanza debe ser,
en Ultima instancia, la instauracion de senderos para acceder a ese
gran espiritu, que nos dice que siempre es posible matematizar
cualquier realidad, con la construccion de un sistema conceptual.

Pero el algoritmo es la forma popular de la matematica. Para el
vulgo, matematico es aquel que hace cuentas. En general, hay un
desconocimiento profundo de lo que es un concepto; sin embargo,
no debemos abandonar el objetivo de alcanzar el concepto en aras
de generar caminos seguros para el calculo. Este retorno al con-
cepto trata de exhibir una cara humana de la matematica, la cual
es la de la humanidad haciendo esfuerzos para dominar la realidad
al tratar de conocerla a fuerza de conceptos.

No obstante, el algoritmo también tiene un papel importante
en el duro trance de acercarse al concepto, ya que es el que per-
mite entrenarse en el duro trajin de manipular conceptos matema-
ticos: intente sumar sin saber contar, y luego entender el abstracto
concepto de operacion sin sumar. Asi, de la mecanica accion de
realizar operaciones se puede acceder al abstracto concepto de
operacion binaria.

Aln no hemaos explorado la construccion del concepto a traves
de la mecanizacion de acciones, pero, tradicionalmente, tenemos
que, seguramente, si lo repites, en algin momento lo transfor-
maras por otra realidad; es decir, construiras un camino para su
comprension. La repeticion es un camino seguro para la habilidad
artistica. Claro, estamos hablando, en este caso, de una habilidad
manual, y en matematica, de una habilidad mental. Pero irepetir
procesos calculatorios nos prepara para comprender el concepto?

Los pedagogos de la matematica, por cierto, siempre apelan,
en el mejor de los casos, a generar la habilidad mental de repetir
procesos mediante el modelado con otros procesos. Asi, el recur-
S0 6ptico para modelar situaciones cuantitativas es muy usado: las
regletas de colores o el geoplano modelan la suma y las fracciones.
De este modo, se evita el nimero para generar habilidades calcu-
latorias mediante la manipulacion de entes “reales y visibles”. Pero
{realmente se estan acercando al nimero, o solo se sale del paso
para generar habilidades mentales también visibles?

Lo visible, como expresion hegemanica del existir, marca
la cultura de la imagen que estamos viviendo: lo que no ves, no
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))La matematica no esta
hecha solo de matematica,
aungue su cuerpo asi lo aparente.
Por ello, debemos iniciar un
trabajo de investigacion de todas
esas practicas que, pensamaos,

se vuelven estratégicas para
coadyuvar a alcanzar el concepto.
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existe. Pero el mundo invisible de los conceptos tiene una existen-
cia profunda, ya que vive dentro de los cerebros de los hombres
sin necesidad de un monitor o una pantalla, solo el lenguaje y la
relacion social los exterioriza. En estos artefactos pedagogicos en
donde se desechan los conceptos por no tener visibilidad, se esta
desechando también la profunda actividad de los hombres que
crean cosas invisibles: los conceptos.

Pero iqué alternativa damos para deambular del algoritmo al
concepto? Primero que todo, la meta siempre debe ser el concep-
to. Cualquier camino para darle imagen debe ser solo eso: un cami-
no, No una sustitucién, y el maestro debe estar consciente de eso.

Esta claro que el algoritmo por si solo no nos permitira acceder
al concepto, por lo que debemos acompanarlo por el desarrollo de
otros referentes conceptuales, como el lenguaje y la relacion social,
una rica vida social, expresada por una multiplicidad de contactos
y de acciones entre seres humanos; sobre todo, la esencialidad de
la actividad realizada en esos grupos marcara una rica vida interior
y una fuerte accion conceptual, al menos eso creemos, pero debe-
mos entender, en un primer acercamiento, que solo la repeticion
no nos acercara al concepto, pues debemos incorporar practicas
de lenguaje y de vida social. La matematica no esta hecha solo
de matematica, aunque su cuerpo asi lo aparente. Por ello, debe-
mos iniciar un trabajo de investigacion de todas esas practicas que,
pensamos, se vuelven estratégicas para coadyuvar a alcanzar el
concepto.

Nuevamente, creemos que todo proceso educativo es un sen-
dero hacia el concepto, y acceder a un concepto es, en realidad,
tener un pedazo de humanidad en la mano, lo cual nos amplifi-
ca como seres humanos. De esta manera, debemos reconocer el

) En verdad, la educacion no solo es informativa
y generadora de habilidades mecanicas

en el sentido de repetir protocolos, sino que,
esencialmente, es una senda para la creacion.

caracter formativo de la educacion, pero,
sobre todo, su caracter re-creativo; en
el sentido en que nos hacemos otros al
aprender. Asi, trascendemos al incorporar
los conceptos a nuestro interior: cuando ya
tenemos un concepto, podemos interrela-
cionarlo con otros conceptos, podemos
deducir propiedades vy, sobre todo, cuando
podemos proponer nuevas relaciones y
crear otros conceptos.

En verdad, la educacién no solo es
informativa y generadora de habilidades
mecanicas en el sentido de repetir pro-
tocolos, sino que, esencialmente, es una
senda para la creacion.

Sugerimos al lector consultar las si-
guientes referencias que son metodologias
para estudiar el cuerpo de la matematica.

Referencias

Lorenzo, J. de (1971). Introduccién al estilo matema-
tico. Madrid: Tecnos.

(1998). La matematica:
fundamentos y crisis. Madrid: Tecnos.
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Introduccion

Advertencia. El texto que sigue esta inspirado y basado
en el texto de Angoa Amador (2019). Queremos com-
partir a un amplio auditorio este texto, por eso lo reci-
clamos en esta revista.

Podemos intuir que, cuando un hombre piensa al
mundo, impone un sistema de reglas conceptuales a
la nube de informacion que percibe. En sus primeros
tiempos de vida, esta nube de informaciéon es produ-
cida esencialmente por sus percepciones, que pasan
por un cerebro, el cual las traduce a conceptos. Tiem-
po después, producto de su vida social y educacion, la
percepcion de la exterioridad es un mensaje en que
la sensoriedad vy la racionalidad conviven por algunos
instantes. Rapidamente, casi sin sentirlo, el mensaje es

SN\
/ '

racionalizado, imponiéndole o dominandolo por medio
de estructuras conceptuales. Esta descripcion solo es
Util para resaltar que ese inevitable proceso de pen-
sar el “mundo” conlleva necesariamente a imponerlo o
apresarlo en un paralelo mundo conceptual.

Desde los primeros filbsofos, atareados en explicar
este proceso de conocer, y ante el sorpresivo e inex-
plicable hecho de un mundo de los conceptos y otro
de las percepciones, que se ensamblan produciendo el
conocimiento, las respuestas fueron pragmaticas, pero
insuficientes. En este trabajo describiremos el increible y
basico hecho de crear estructuras que modelen un mun-
do que se cataloga por real, ya que el “grado” de inter-
vencion del hombre es reducido a su minima expresion.

El hombre, como el rey Midas, marca todo lo que
piensa, siente o percibe con su sello de lo humano: el
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' ) la estructura tiene un
aspecto metodologico
‘ y es una estrategia para la

accion, en la medida en que
es un plano conceptual del
fendmeno, en donde prevemos
\ comportamientos impredecibles,
usando solo la percepcion del
fendmeno
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) toque dorado. No aceptar

= este hecho es aceptar un mis-

terioso mundo del que no se puede

decir nada, ya que aln no es nuestro y, lo

peor, ni nos interesa, ya que no nos lo hemos

apropiado. El mundo que interesa es el universo

apropiado, digase humanizado. El hecho de producir un

mundo de conceptos paralelo al mundo real no sobrevalora la

racionalidad; mas bien, la sitta como el discurso humano del mun-

do, el cual se escribe en conceptos, pero la racionalidad es solo una

parte de ese mundo humano que resulta de intervenir en el mundo.

El arte, la religion, la filosofia y la matematica son otras tantas expre-

siones de |a cultura humana que surgen de ese constante proceso de
apropiarse del mundo, agrandando al ser humano.

Algunos modelos conceptuales

Desde el nacimiento de la logica con Aristoteles, nos encontramos
con que la l6gica nace como la teoria de la esencia de los procesos
demostrativos y de deduccion. Estos procesos son comunes a to-
das las formas de manipular conceptos e intentar organizar la pre-
sentacion de la informacion. El feliz hallazgo de procesos comunes
genera la certeza de una estructura; es decir, un esquema general
de comportamiento, asi como una propuesta de partes que se en-
trelazan en ese esquema, las cuales se definen abstractamente;
0 Sea que son entes que, si bien tienen una motivacion real, su
presentacion es conceptual. Aristoteles
En El Organon, la parte de la obra de Aristoteles que trata de
los procesos deductivos, se nos presenta esta teorfa como una
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metodologia, no como un filosofar. Es decir, este saber debe estar
en el centro de la ciencia, como parte insustituible de todo proceso
de conocer. Esto significa que es la estructura de los procesos de-
ductivos: la expresion abstracta del conocer.

Otro ejemplo: cuando se conoce la cantidad y su forma abs-
tracta en la ciencia griega, esta se presenta como relaciones cuali-
tativas de los segmentos, y la geometria se convierte en la estruc-
tura de lo cuantitativo. En otras culturas que no alcanzan el nivel
de abstraccion de los griegos, lo numérico se expresa en nociones
algoritmicas, que son una expresion particular de lo numérico, a
saber, el calculo. Estas culturas no alcanzan una estructura para
SuU universo numeérico, solo encuentran relaciones particulares des-
criptivas que capturan su sabiduria sin llegar al esquema general
de un ndmero.

Asi, en la cultura griega, el espacio es descrito a un nivel de
estructura de la que devienen multiples estructuras, como la de los
numeros, pero, ademas de racionalizar el espacio, la geometria, al
proponer un esquema conceptual de el espacio, valida y vuelve
este espacio el Unico posible entorno material; este espacio pen-
sado se vuelve norma material para pensar otros espacios, con-
virtiendo a otro tipo de espacios en imposibles. Recuérdense las
geometrias no-euclidianas y el imposible mundo que describian;
asi que la estructura se puede volver referencia o6ntica, es decir,
referente material.

Sin embargo, la cualidad abstracta de la estructura, en donde
las partes y sus reglas de interaccion son enunciadas en el mun-
do conceptual, tiene, paradgjicamente, consecuencias que tienen
una existencia “real”, en la medida en que generan estrategias de
accion de los seres humanos. Y, reciprocamente, el mundo real
llena de contenido a la forma al aportar conocimientos que bus-
can su expresion formal en las distintas ciencias, solo que la forma,
al abandonar su expresion material y estar en forma conceptual,
puede suceder como antesala de un proceso enajenante, y no re-
conocer su instancia material que vive y sobrevive en sus entranas.

De este modo, la estructura tiene un aspecto metodologico y
es una estrategia para la accién, en la medida en que es un plano
conceptual del fendbmeno, en donde prevemos comportamientos
impredecibles, usando solo la percepcion del fenémeno.

) Es en la matematica

en donde el mundo de
los conceptos parece ser
hegemonico y pareciera que
viven una vida independiente a

La matematica: sistema
de estructuras

Cuando la cultura humana logra sistemati-
zar su experiencia en un esquema general
de conceptos, donde los fenémenos se vis-
ten de estructura para poder visualizarlos:

1. Ha conocido muiltiples fenomenos que
soportan cierta analogia.

2.Tiene la madurez social e historica para
producir el sistema conceptual que sea
el recipiente de tales analogias.

Es en la matematica en donde el mun-
do de los conceptos parece ser hegemo-
nico y pareciera que viven una vida inde-
pendiente a los deseos de los hombres. Por
ello, debe ser afirmaciéon fundamental que,
aunqgue el cuerpo de la matematica sea en
esencia puro concepto, son creacion de los
seres humanos.

Por otro lado, una vez que tenemos
estructuras que permiten deducir otras y
crear otras, tal parece que podemos olvidar
el mundo y concentrarnos en esta dialécti-
ca de estructuras, y asi hacer y desarrollar
la matematica, pero esto es cierto como un
momento del desarrollo de la matematica,
ya que, en cierto momento, la forma debe
nutrirse de contenido, a fin de revitalizarse
y alcanzar la riqueza necesaria para seguir
cumpliendo su funcién de ser la expresion
abstracta del mundo.

No podemos quedarnos con la pura es-
tructura como razon y objetivo de la mate-
matica, aqui es cuando la comprension del
sustrato social del conocer nos conecta a

AN
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)) La matematica, como una superestructura . RO
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de estructuras, es valida no solo por razones i 3 :;g;;;g;;;;&;;‘
descriptivas del discurso matematico. a

los hombres con los hombres y nos recrea y crea las necesidades s EaNE:
sociales de una comunidad. En este universo, en donde lo humano Asy
se reconoce en lo humano por medio de su practica social, es en
donde la forma se reinventa al asumir nuevos contenidos genera-
dos por nuevos protagonistas y proyectos sociales.

Debemos resaltar que la forma es un momento insustituible
del conocer y que, junto con la apropiacion de nuevos contenidos v,
por tanto, la creacion de nuevos territorios a formalizar, este juego

3
se convierte en la verdadera dialéctica de la forma y el contenido, =g§
en la cual la matematica reconoce su esencia y su sino. EEE

La matematica, como una superestructura de estructuras, es SErTAREL A SIS

valida no solo por razones descriptivas del discurso matematico. §:§.u'33\ §§§ £38
Una parte de los matematicos estan invirtiendo un gran esfuerzo ~5§‘3;3§3§5§5 sisggsg
para describir la matematica y sus enlaces entre estructuras dife- 3555.:5555555' :E:Esgss
rentes con puentes que traducen a una en la otra. De esta manera, EEE§§§§ et S:E!"ZEES:’:}:I.
se vuelve mas manejable el enorme universo de conocimiento ma- jg:g?g:: AN "::ESE
tematico, pero solo poniendo Ia gran lupa de la analogia podemos , EE;:Z\\\ Ssax RN
ver la gran similitud de naturalezas y, a partir de esa similitud o NS ;"'f:;isg ; ‘
diferencia, podemos entender la naturaleza de varias areas de la L 53555:‘ as :
matematica que, en realidad, pueden tener metodologias diferen- wa : : g

tes, pero se pueden unificar bajo una naturaleza comun viéndolas
como parte de algo comdn. Asi, estableciendo hilos conductores
entre territorios alejados, se recortan las distancias y el deambular
matematico se convierte en un lugar seguro.

practica, esta explicita el sobreentendido de que aceptamos que la
razén por calidad propia reproduce al mundo de manera adecuada
para poder ser transformado. Los modelos racionales del mundo
y la matematica es uno de ellos: coinciden lo suficiente con el uni-

VErso para guiar su transformacion, y esto es una fe humana que

acompana al hombre en su historia.
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en el desarrollo del.
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Andrés Fraguela Collar, Moisés Soto-Bajo

meras ciencias que han acompanado a la huma-
nidad a lo largo de diferentes periodos, desde las
civilizaciones mas antiguas. En particular, el papel que
ha jugado la matematica en cada uno de esos periodos
ha ido de la mano de las exigencias y necesidades de

‘ a matematica y la astronomia han sido las dos pri-

los sistemas socioeconémicos imperantes en cada uno
de ellos. Aunque histéricamente el conocimiento se ha
ido acumulando desde mucho antes de su registro, los
historiadores de la matematica distinguen cuatro eta-
pas fundamentales en su desarrollo como ciencia (véa-
se Ribnikov, 1991).



) El trabajo fisico se convirtid en un
atributo solamente de los esclavos y

artesanos, en tanto que la aristocracia se

dedicaba a la filosofia y la ética del individuo.

Pitagoras y Boecio, como representantes
de los métodos de calculo que se
disputan la supremacia en la Edad

Media: el abaco vy las cifras.

Euclides fue un matematico y
geodmetra griego. Se le conoce
como "el padre de la geometria"



........................................................... La tercera Etapa, C]UE se ha denomlnado de |aS magﬂltudeS

) El estimulo fundamental variables, se caracterizo por la extension del concepto de relacion
para el desarrollo de Ia cuantitativa. En ella, el estimulo fundamental para el desarrollo de
matematica fue la exigencia la matematica fue la exigencia de la técnica y los problemas inge-
2 nieriles planteados por la arquitectura, la navegacion y el arte mili-
.de 3 Itec.mca Y l0s problemas tar. Fue asi que se paso del estudio de las magnitudes constantes a
mgemenles planteados pOI’ la investigar la dependencia entre las magnitudes variables; es decir,
arquitectura, la navegaaén Y alarepresentacion matemdtica de los procesos. En ese momento
el arte militar comienzan a fijarse las ideas de continuidad, movimiento y cambio,
........................................................... y aparece el concepto de funcion, introducido por R. Descartes que,
segln Engels, constituyo un punto de viraje en la ciencia, ya que
gracias a él los conceptos matematicos pudieron representar al
movimiento v, con ello, la dialéctica.

Un momento decisivo en esta etapa fue la fundacion del cal-
culo diferencial e integral, debido a dos matematicos vy filésofos: el
inglés |. Newton (1642-1727), y el aleman G.V. Leibniz (1646-1716),
con lo cual la ciencia obtuvo un potente aparato para la investiga-
cion cuantitativa de los procesos en ingenieria y ciencias naturales.
En ese tiempo, aunque segln la definicion del enciclopedista fran-
cés del siglo xvii, D’Alembert, la matematica era una ciencia que se
dedicaba a estudiar las propiedades de las magnitudes numerables
y medibles del mundo real, ya comenzaban a aparecer opiniones
de matematicos como R. Descartes y G.V. Leibniz, quienes afirma-
ban que la matematica podia aplicarse no solamente a las formas
espaciales del mundo en que vivimos y a sus magnitudes y relacio-
nes cuantitativas, sino también a otros conceptos abstractos como,
por ejemplo, al razonamiento.

El comienzo de la cuarta etapa del desarrollo de la matematica
esta relacionado con el descubrimiento del destacado matematico
ruso N. I. Lobachevsky (1742-1856), de una geometria no euclidia-
na, y con los trabajos de E. Galois (1811-1832), matematico fran-
ces, sabre la teorfa de grupos y campos, los cuales causaron una
verdadera revolucion del papel de la abstraccion en la matematica.
Este nuevo salto cualitativo no fue casual, sino que estuvo condi-
cionado por la repercusion social que tuvieron la primera Revolu-

~cion Industrial y los acontecimientos politicos en Europa occidental
relacionados con la victoria de la burguesfa sobre el feudalismo y
el absolutismo. Esto motivé que el desarrollo exitoso de la mate-
matica se realizara primero en paises como Francia y, despues,
en Alemania y Rusia, donde se acentuaron la exigencia del de-
sarrollo tecnologico y socioeconémico y la ruptura ideologica
con el pasado. Fue precisamente en estas condiciones que
se cuédtiono la autoridad de la bimilenaria geometria de
ﬁclides, apareciendo diferentes interpretaciones de sus
postulados, las cuales dieron lugar a nuevos sistemas
de axiomas de la geometria en espacios multidimensio-
nales que encontraron rapidamente su aplicacion en
multiples problemas de la fisica, quimica, economia

y sociologia.




Este proceso de generalizacion y de creacion de nuevas abs-
tracciones que dieron lugar a potentes teorias influyd también
cualitativamente en el desarrollo del algebra, en cuyo centro de
atencion surgieron problemas no solamente relacionados con la
solucion de ecuaciones, sino con el estudio de diferentes estructu-
ras algebraicas sobre conjuntos de naturaleza arbitraria. Este en-
foque abstracto de los objetos y las operaciones sobre ellos hallé
su expresion mas completa en la teorfa de conjuntos, en estrecha
relacion con la fundamentacion logica y filoséfica de la matematica
y en el método axiomatico estrechamente relacionado con ella, ge-
nerandose un nuevo método universal de creacion de conocimien-
to que rapidamente abarco toda la matematica.

Es por lo anterior que a esta cuarta etapa del desarrollo de la
matematica se le conoce como etapa del desarrollo de la abstrac-
cion, la cual se ha convertido en el objeto de estudio de la matema-
tica y el principal motor interno de su desarrollo. Sin embargo, en
la etapa actual, en que la humanidad se encamina hacia la socie-
dad del conocimiento, el pensamiento y el conocimiento matema-
tico (véase Fraguela, 2016) juegan un papel que va mucho mas alla
de la produccion de conocimiento matematico puro.

En primer lugar, si bien es cierto que historicamente el desa-
rrollo de la matematica se ha visto estimulado por la mecanica y
la fisica y que esa interaccion reciproca se ha intensificado con el
impetuoso desarrollo de la fisica moderna, hay que resaltar que,
en la actualidad, la matematica ha sobrepasado las fronteras tra-
dicionales de la fisica y la ingenieria para convertirse en una par-
te integrante del fundamento tedrico de muchas otras ciencias, al
proveerlas de un nuevo instrumento de trabajo cientifico, que es la
modelacion matematica y Ia aplicacion del pensamiento l6gico ma-
tematico en la conceptualizacion y el estudio de problemas com-
plejos que aparecen en todas las ramas del conocimiento (véase

Fraguela, 2018).

Por otra parte, hay que destacar el importante papel del pen-
samiento logico matematico (véanse Fraguela, Rosas, Brambila,
Aquino, 2018, y Fraguela, Rosas, 2022) en la formacion académica
de las jovenes generaciones, ya que esta forma de pensamiento
ha resultado un instrumento insustituible para desarrollar las capa-
cidades intelectuales necesarias que estimulen la creatividad y la
innovacion, los cuales son los ingredientes fundamentales para el

desarrollo de la sociedad del conocimiento.

Por ello, podemos concluir que el desarrollo cientifico y tecno-
l6gico actual y, por ende, el desarrollo social, incluyendo los avan-
ces de las herramientas mas recientes para extraer conclusiones
practicas a partir de grandes volimenes de informacion como son
el Big Data y la 1A, requieren del pensamiento y el conocimien-
to matematico y del sustento cientifico que brinda la modelacion

matematica.
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la fundamentacion de Hilbert; en el libro 6, la teoria de semejanza
de triangulos de los pitagoricos, pero, ahora si, con demostracio-
nes completas, incluyendo el caso inconmensurable, basadas en
la profunda teoria de las proporciones de Eudoxo (alrededor de
400-347 a. C.), que Euclides expone en el libro 5, celebrado por
los analistas del siglo xix como el mejor de todos; en los libros 7,
8, 9 v 10, la teorfa de nimeros, también de los pitagoricos, pero
con conceptos nuevos, como las irracionalidades cuadraticas, o
demostraciones nuevas y elegantes, como la de la infinidad de los
nUmeros primos.

En cuanto al Quinto Postulado, Euclides, como miles de mate-
maticos posteriores a él, intenta demostrarlo para convertirlo en
teorema, pero, a diferencia de estos, no se queda en ese empefio,
sino que lo acepta como el patito feo de los postulados. Sin embar-
go, la duda de si se puede quitar como axioma y deducirlo como
teorema, se convirti6 en uno de los problemas abiertos mas impor-
tantes (junto con la cuadratura del circulo, la triseccion del angulo
y la duplicacion del cubo) hasta el siglo xix, cuando se resolvio con
la aparicion de las geometrias no euclidianas. En los dltimos libros
de los Elementos, Euclides trata los solidos platénicos, los prismas
y las piramides, y una teoria del volumen (o contenido) de estas
figuras, pero lo hace, en el caso de las prismas y paralelepipedos,
generalizando lo logrado para los poligonos en los primeros cua-
tro libros, una teorfa elemental de area basada en Ia diseccion de
figuras y comparacion de contenidos, como mencionamos antes.

Sin embargo, sin proponérselo, Euclides dejo otro problema
abierto por milenios al no tratar la teorfa del volumen de piramides
de manera analoga a la teoria del area de poligonos y de prismas:
con una teoria del contenido que pudiera resolverse por medio
de disecciones. En el caso de las piramides, desarrolla la teoria
del volumen apelando a la teoria de exhaucion de Eudoxo, lo cual
equivaldria a usar argumentos de limite o el calculo integral, como
diriamos ahora. ¢Por qué Euclides no traté el volumen de las pira-
mides sin usar la “herramienta pesada“? El enorme matematico
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Carl Friedrich Gauss (1977-1855) hizo no-
tar que, si esto se lograra, se obtendria una
teorfa elemental del volumen de poliedros.
Este problema abierto qued6 planteado
por él desde 1844. Aln en su legendario
comunicado en el Congreso de Matema-
ticas de Paris en 1900, David Hilbert pre-
gunté —como el tercero de 23 problemas
(simplificado por nosotros el enunciado)—:
¢Seria posible caracterizar los poliedros de
igual volumen como aquellos que pueden
descomponerse en el mismo nimero de
tetraedros iguales? En el mismo afno, 1900,
Max Dehn, alumno de doctorado de Hil-
bert, respondid negativamente: existen
dos poliedros de igual volumen que, sin
embargo, no son equidescomponibles (no
es posible cortar el primero en un nime-
ro finito de piezas poliédricas que puedan
ensamblarse de modo que quede armado
el segundo). Esto mostro que, si Euclides
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no pudo evitar el sofisticado método de exhaucion para definir la
nocion de volumen, no fue por falta de capacidad matematica; es
simplemente que este paso al limite o uso del analisis es impres-
cindible. Como en el caso de la demostracion del Quinto Postulado,
si Euclides no lo logré, es que no se podia.

Algo muy emocionante de este tercer problema de Hilbert es
que entender su solucién no es nada dificil y casi se puede resumir
en un comunicado como este; es una bella introduccion a la teoria
de los invariantes topolégicos en los que Dehn resulté ser un mae-
stro. Esa era nuestra intencion original, pero una noticia en Inter-
net de un caso analogo desvid nuestra atencion: “Una estudiante
de doctorado, Lisa Piccirillo, en menos de una semana resolvio
un famoso problema matematico que llevaba medio siglo sin re-
spuesta”. Nos interesamos en la noticia por dos razones: primero,
por la analogia con el problema planteado por Hilbert: su alumno
de doctorado lo resuelve en poco tiempo y de manera ingeniosa
mediante la introduccion de invariantes topologicos. Lisa Piccirillo,
matematica que trabaja en geometria y topologia de dimensiones
bajas (como Max Dehn), resuelve rapidamente, de manera inge-
niosa y también usando invariantes topoldgicos, un problema abi-
erto de teoria de nudos planteado por John Horton Conway desde
1970 (Piccirillo, 2020).

De nuevo, dejaremos la descripcion de este problema y su
solucién para otra posible contribucion. La segunda razén de nues-
tro interés en la noticia fue que en ella se informaba que el gran
matematico de la Universidad de Cambridge, John Horton Conway,
murio de Covid el 11 de abril de 2020.

Casi toda la obra de John H. Conway (1937-2020) esta enmar-
cada en el ambito de la matematica pura, principalmente en teoria
de grupos, teoria de nudos, teoria de nimeros, teoria de la probabi-
lidad, teoria de juegos y teoria de codigos (él se consideraba un geo-
metra clasico. En este campo estudié las simetrias de redes de cris-
tal). En 1967, por ejemplo, Conway descubri6 un nuevo grupo que
algunos han llamado “Constelacion de Conway”, el cual contenia a
todos, menos a dos, de los “grupos esporadicos” entonces conoci-
dos. Su hallazgo produjo apasionantes consecuencias, tanto en teo-
ria de juegos como en teoria de numeros. El grupo de Conway esta
fuertemente ligado a un descubrimiento anterior de John Leech: un
empaquetamiento extremadamente denso de esferas unitarias del
espacio 24-dimensional, donde cada esfera estd en contacto con
otras 196560. Y es que, como Conway comentd entonces, “alli arri-
ba hay mucho espacio libre” (véase Thompson, 1983).

Uno de los inventos mas famosos de Conway es su “Juego de
vida”, que pertenece a la clase de juegos de simulacion, a causa
de sus semejanzas con el surgimiento, decadencia y alteraciones
que experimentan los seres vivos (para una exposicion detallada
de dicho juego, véase Gardner, 2004). Sobre este juego, Martin
Gardner expresé: “El juego [de vida] hizo a Conway inmediatamen-
te famoso, pero también abrié un campo entero de investigacion



) Este investigador

encontro otras dos
cuadraturas perfectas
simples de cuadrados de lado
110, pero cada uno tenia un
orden de 22.

B
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Fig. 2. Cuadratura perfecta simple minima

Fig. 3. Solucion de Dudeney para n=13

Fig. 4. Calchas de la sefiora
Perkins para n=1a 18
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) La primera vez que se plante0 este

problema como un pasatiempo
matematico se hizo para un cuadrado de
lado 13. El nombre de “la colcha de Mrs.
Perkins” vino de un problema en uno de los
libros de Dudeney, donde él da una solucion
para n=13

en la diseccion constituyan un conjunto de nimero primos relati-
v0s, es decir, que su maximo comun divisor sea 1 (cuadratura pri-
ma). El problema de la colcha de la senora Perkins es encontrar la
distribucion de cuadrados con el menor nimero posible de piezas
cuadradas. La primera vez que se plante¢ este problema como
un pasatiempo matematico se hizo para un cuadrado de lado 13.
El nombre de “la colcha de Mrs. Perkins” vino de un problema en
uno de los libros de Dudeney, donde él da una solucién para n=13.
Su orden es 11. Las longitudes de los cuadrados que forman esta
cuadraturason 1,1,2,2,2,3,3,4,6,6,7.

Para n=1 la Unica solucion posible es el mismo cuadrado. En la
figura 4 presentamos las colchas de la sefiora Perkins para cuadra-
dos de lados 1 a 18. Conway fue quien prob6 que estas cuadraturas
eran colchas de Perkins.

Cuando la longitud n del cuadrado original crece, el orden f(n) de
la colcha de Perkins para dicha n no necesariamente crece. El primer
ejemplo de esto es para n=40, para el cual f(n)=16, mientras que para
n=41, f(n)=15. Se sabe que, para n>1, log,n < f(n) < 6 log,n. La cota
inferior se debe a Conway v la superior, a Trustrum (1965). Referencias

Para terminar, recomendamos la lectura del hermoso libro
“The book of Numbers” de John H. Conway y Richard K. Guy, de la  Conway, J. H. (1964). Mrs. Perkins’s quilt. Mathe-
coleccion Copernicus de la Springer-Verlag. Richard Kenneth Guy — Matical Proceedings of the Cambridge Philosophical
fue un matematico, britanico como Conway, que trabajo frecuen- Sl (e, Siessat

. Conway, J. H. y Guy, R. (1998). The book of numbers.

temente con Paul Erdés y tambien con Conway, y colabord mucho  spyrinser Science & Business Media.
en la columna “Mathematical Games” de Martin Gardner. Guy fa-  Gardner, M. (2004). Ruedas, vida y otras diversiones

lleci6 el 9 de marzo de ese aciago afio 2020, pero no de Covid-19, matematicas. Labor
sino de vejez: tenia 103 afios. Piccirillo, L. (2020). The Conway knot is not slice. An-

De cualquier manera, dejamos este pequefio escrito como un 1@ of Mathematics, 191(2), 581-591.
Thompson, T. M. (1983). From error-correcting codes

pequeno homenaje péstumo a estos grandes y divertidos matemati- though sphere packings tolsimpleleto R (EE
Cos y a nuestro querido colega Alexander Bykov, recientemente fall-  ical Association of America.

ecido (3 de noviembre de 2022). Quién sabe a qué dimension hayan  Trustrum, G. B. (1965). Mrs. Perkins’s Quilt. Mathe-
arribado, pero ojala se sigan divirtiendo juntos con las matematicas; — matical Proceedings of the Cambridge Philosophical
al fin y al cabo, “alli arriba hay mucho espacio libre”. Society, 61(1), 7=,
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Una aproximacion a la

dimension fractal

de la costa de Irlanda

la “dimension” de conjuntos “finos” o “altamente

irregulares”, que han sido propuestas para ge-
neralizar la idea de que puntos, curvas y superficies
tienen dimensiones de 0, 1y 2, respectivamente. En-
tre todas ellas, la dimensién de Hausdorff, definida en
términos de la medida de Hausdorff, es la mas antigua
y ampliamente estudiada.

C. Carathéodory introdujo, partiendo de las cons-
trucciones de E. Borel y de H. Lebesgue, las mas ge-
nerales “medidas exteriores de Carathéodory”. En

E xisten muchas maneras de estimar el “tamafno” o

”

particular, defini6 la medida “1-dimensional” o “lineal
en el espacio euclideo n-dimensional, indicando que las
medidas dimensionales podian ser definidas de forma
parecida para otros enteros. Sin embargo, F. Hausdorff
sefialé que la definicion de Carathéodory también era
valida para s no entero. llustré eso, mostrando que
el famoso conjunto ternario de Cantor tenia medida
s-dimensional positiva, pero finita si s = In(2)/In(3) =
0,6309.... De este modo nacio6 el concepto de conjuntos
de dimension fraccionaria, que mas adelante se usaria
para medir la dimension de los fractales.



Figura 1. Curvas de Koch (

Un objeto se dice fractal si tiene, al menos, una de Ias siguien-
tes propiedades (véase Barnsley, 1988):

1. Es autosimilar;

2.La geometria clasica no puede representarlo;

3.Es un objeto con longitud o complejidad infinita;

4. Tiene una dimension de Hausdorff-Besicovitch mayor a su di-
mension topologica.

Los objetos fractales poseen otras propiedades, ademas de
la autosimilitud. Por ejemplo, la curva de Koch tiene un perimetro
infinito y la curva de Hilbert llena todo el plano (véase la figura 1).
Las curvas mencionadas cumplen con la propiedad de ser autosi-
milares, pero éen qué difieren estas dos curvas? El matematico F.
Hausdorff mostré una forma de clasificar los fractales, por medio
de la dimension fractal que se definird mas adelante.

Los fractales tuvieron una relevancia importante cuando fue-
ron relacionados con la naturaleza. Por ejemplo, écuanto mide la
costa de Gran Bretafia? El articulo publicado por Benoit Mandel-
brot (1967) menciona una forma de hacerlo, la cual se describe a
continuacion.

Elijamos una unidad de medida sy, tomando un punto de par-
tida sobre la costa, marquemos un punto (de los posibles) que esté
también sobre la costa, a una distancia igual a la unidad elegida.
Tomando este primer punto elegido, repitamos el procedimiento
el nimero n de veces necesario (observemos que n depende de
s, es decir, N(s)=n), para abarcar la extension de costa que quere-
mos medir, y aceptemos que ese nimero multiplicado por nuestra
unidad de medida es una aproximacion de la longitud de la costa
(véase la figura 2).

Se observa que cuanto menor sea la unidad de medida o nues-
tro compas, mayor serd la longitud de la curva. Sin embargo, de-
bemos recordar que este procedimiento es empirico; por lo tanto,
es imposible considerar unidades de medida arbitrariamente pe-
quefias y precisiones cartograficas arbitrariamente grandes. Por
ello, la validez de este razonamiento esta limitada a ciertos rangos
tanto para la unidad de medida como para la escala cartografica.
De cualquier manera, esta situacion alerta acerca de que la longi-
tud euclidea tiene un sentido diferente al que estamos queriendo
desarrollar (véase Redondo y Haro, 2004).

izquierda) y de Hilbert (derecha)
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Figura 2. Medicion de la costa de Gran Bretana
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Figura 3. La recta

Podemos observar que cuanto menor es la escala de medicion,
mayor es su longitud. Eso hace complicado medir con precision la
costa de Gran Bretana. Mandelbrot se dio cuenta de que la costa
tenia caracteristicas de un objeto fractal, por lo que midié algo mas:
la rugosidad. La dimension fractal, denotada por de un objeto frac-
tal, se obtiene de la siguiente formula:

2/ = N

In(AW)
In(Z/)

Despejando Df de la ecuacion, se obtiene: 0/,:

¢Qué significa este nimero y como se utiliza esta formula?
Para entenderla, tomemos un ejemplo sencillo en el plano. Sea
una recta, y dividamos en 3 partes iguales con longitud igual a, de
donde tenemos que =3y = 3. Entonces, , y despejando conclui-
mos que . En este ejemplo, la dimensién de la curva coincide con la
dimension de la recta (véase la figura 3).

Tomemos ahora un objeto mas complicado en el plano: sea R
un cuadrado, donde cada uno de sus lados tiene una longitud . Di-
vidamos R en cuatro partes iguales, tomando los puntos medios de
cada lado y trazando rectas para dividirlo. Observemos que cada
una de sus partes tiene longitud =2y =4; asf, que es la dimension
del plano (véase la figura 4).

Realizando el mismo procedimiento con un cubo C, se dividira
en 9 partes. Se sabe que la longitud de un lado es vy la longitud de
cada una de sus partes es . Asi, tenemos que =3y =27. Asi,, que
es la dimension del espacio 3-dimensional (véase la figura 5).

Las dimensiones fractales de la curva de Koch vy la curva de
Hilbert son vy, respectivamente. Otros ejemplos de dimensiones
de fractales son el triangulo de Sierpinski vy el conjunto de Cantor .
Observemos que la dimension fractal en los ejemplos anteriores no
es un nimero entero, excepto en la curva de Hilbert; esto sugiere
gue no todo objeto fractal tiene una dimension fraccional, pero si
la mayorfa.

SpIor ()

Figura 4. Puntos medios del cuadrado R
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Figura 5. El cubo C

) Para utilizar el método de
conteo de cajas, también

llamado box-counting, se

dibuja una cuadricula sobre

la region de un pais, en este

caso, Irlanda, y se contabiliza el

numero de cuadros suficientes

El proceso antes mencionado en el plano y en el espacio 3-di- Pdld cubrir el contorno o linea

mensional nos conduce a un método llamado conteo por cajas y
que se puede utilizar, por ejemplo, para responder la pregunta

costera



écudl es la longitud de la costa de Gran Bretana? Ahora bien, este
procedimiento es Util para la costa de Gran Bretana, pero iqué
pasa con la costa de Irlanda?

Peitgen, Jirgens y Saupe (2004) mencionan que se pueden
definir tres tipos de dimension fractal que atiendan este asunto:
dimension de autosemejanza (pa), aplicable Unicamente a fractales
con autosemejanza estricta; dimension de compas (pc), utilizada
en curvas irregulares como fronteras de paises, y dimensién por
conteo de cajas (pcc), Util cuando el fractal no se subdivide en co-
pias exactas de si mismo (se puede aplicar en curvas irregulares,
también, como costas de paises al igual que en el caso anterior).

Para utilizar el método de conteo de cajas, también llamado
box-counting, se dibuja una cuadricula sobre Ia regién de un pais,
en este caso, Irlanda, y se contabiliza el nUmero de cuadros sufi-
cientes para cubrir el contorno o linea costera. La dimension del
fractal podra ser calculada al analizar como cambia este nime-
ro conforme hacemos cuadriculas con cuadrados mas pequefos.
En nuestro caso, realizaremos el calculo mediante la ayuda del
software Mathematica.

En Mathematica, la funcién CountryData permite obtener una
lista de coordenadas de la costa o region en cuestion sobre un pla-
no. Mientras que la funcién CoastlineBoxMap, luego de binarizar la
imagen, seleccionara unicamente las casillas en las que se encuen-
tra la linea costera. Observemos qué sucede con Irlanda utilizando
la funcion CountryData:

coastlinepoints =
Last [Sort [CountryData[“Ireland”, {"Shape", {"CylindricalkqualArea®™, 50}}][1, 3, 1]]];

De este modo, dada una region (Irlanda) y un nimero entero
(12), se genera una imagen, donde la linea costera se encuentra
dentro de una cuadricula; ademas, se obtienen los valores 41/ 7)
y /n M(7), donde r es la longitud del cuadrado y es el nimero de
cuadrados necesarios para cubrir la linea costera (véase la figura 6).

CoastlineBoxMap["Ireland", 12]
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Figura 6. Costa de Irlanda

Repitiendo este procedimiento, consi-
derando los enteros 10, 50, 100, 200 y 500,
se obtienen cuadriculas cada vez mas finas
en el programa (véase la figura 7).

i3

' | * , {5.05665, Log(51

6.66608, Log(423]} },

é 8.96867, Log|7141
é, (8.05238, Log(2422]} |,

‘ é, B

Figura 7. Cuadriculas utilizando CountryData
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Método de conteo de cajas, también llamado box-counting,

Para continuar, debemos advertir que es necesario tener co-
nocimiento de escalas logaritmicas y ajuste lineal de datos empiri-
cos. En un sistema cartesiano, tomemos en el eje de las abscisas
el logaritmo del inverso de nuestra unidad de medida, y en el de
las ordenadas, el logaritmo de la aproximacion de la longitud de Ia
costa. Utilizando el método de los minimos cuadrados, existe una
recta que ajusta con buena precision el conjunto de datos repre-
sentados. Haciendo uso de la informacion anterior, y utilizando el
software Mathematica, se hace un ajuste lineal mediante la fun-
cion CountryFractalDimension, donde se toma la pendiente de la
ecuacion lineal fit generada por la funcion LinearModelFit (véase
la figura 8).

CountryFractalDimension["Ireland"]

linear fit: 1.26652 x - 2.43185  fractal dimension: 1.26652

=
T

6 7 8 9

Figura 8. Funcion CountryFractalDimension

Asi, obtenemos que una aproximacion
de la dimension fractal de la costa de Irlan-
daes 1.26652.

Observemos que D es una medida de
la rugosidad de un perfil o plano con discon-
tinuidades. Por ejemplo, (i) si D=1, implica
que la superficie es plana v lisa; (i) si 1 < D
< 2, implica que la superficie tiene un “gra-
do” de rugosidad en el sentido coloquial de
la palabra. Para este caso, algunos autores
consideran que si D= 1.125, la superficie es
ligeramente rugosa; si D = 1.250, la super-
ficie es rugosa; si D = 1.375, la superficie es
muy rugosa, y si D= 1.5, la superficie es ex-
tremadamente rugosa. La costa de Irlanda
fluctta entre rugosa y muy rugosa.
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Agustin Contreras Carreto, David Herrera Carrasco
Facultad de Ciencias Fisico Matematicas, Buap

— ... "Sucedio, pues, que tomando juramento a un hombre, jurd y dijo
que para el juramento que hacia, que iba a morir en aquélla horca que
alli estaba, y no a otra cosa. Repararon los jueces en el juramento, y
dijeron: ’Si a este hombre le dejamos pasar libremente, mintié en su
juramento vy, conforme a la ley, debe morir; y si le ahorcamos, él jurd
que iba a morir en aquella horca, y habiendo jurado verdad, por Ia
misma ley debe ser libre’. Pidese a vuestra merced, sefior goberna-
dor, qué haran los jueces de tal hombre...”.

—Qué haces, Kurt?

—Estoy leyendo El ingenioso hidalgo Don Quijote de la Mancha,
mama; es para mi clase de literatura. El maestro también naos dejé
buscar unas palabras en el diccionario, pero hay una que no encontré.
¢Qué significa heterologico?

—¢Heterologico?... Mmm. iAh! Creo que un adjetivo es heter-
olégico cuando no se describe a si mismo. Por ejemplo, “monosilabo”
es heterologico, porque no es una palabra de una silaba, pero “esdru-
jula” si es una palabra esdrijula y por eso no es un adjetivo heterologi-
co. (Comprendes?

—~Creo que si, pero ¢"heterologico” es un adjetivo heterolégico?
—Pues no sé, pero me late que silo es.

—FPero si fuera heterolégico, no se describiria a si mismo y en-
tonces no seria heterolégico.

—Bueno, entonces no es heterolégico.

—~Pero entonces se describiria a si mismo y seria heterologico
—iAy nifia! Yo ya no entiendo. Pero imira! Ya llegd tu papa. Mejor
pregintale a él.

El nino corre hacia la puerta con los brazos abiertos para en-
trelazarlos con los de su padre, que lo recibe alzandolo hasta el techo.



—FP3, te tengo una pregunta de mi tarea de literatura.

—Antes pregunto yo, pilluelo. Me encontré a tu maestra de
musica y me dijo: “Sefior Godel, Kurt no vino hoy a la clase”. ¢Por
qué, hijo?

—FEs que la maestra es muy enojona. El otro dia nos explico
lo que es un canon y nos puso a escuchar la “Ofrenda Musical” de
Bach, que tiene un canon a tres voces en el que su tema empieza
en doy, cuando termina, ya no esta en do, sino en re, para terminar
en mi y recomenzar, para terminar en fa sostenido, y asi se sigue
hasta que en el sexto cambio de tono queda uno de nuevo en do.
Yo le dije a la maestra que eso parecia un “bucle extrano”, como el
que aparece en el cuadro de nuestra sala, en el que unos monjes
suben y suben, pero siempre regresan al mismo sitio.

—iEs mi cuadro preferido de Escher! Mira, se llama “Subiendo
y bajando”. Aqui tenemos otro de Escher en el que una mano
dibuja a la otra mano, y esta a su vez dibuja la primera. Es curioso,
¢verdad? En los dos cuadros, el pintor representa un proceso de
interminable retorno, pero de manera finita.

—iSi, pal Eso es lo que se llama un “bucle extrano”.

—Bueno, ¢y qué te dijo la maestra?

—Solo peg6 en la mesa y dijo: “iAndale, nifio! iDemonio

—Ja, ja. Pero no vuelvas a faltar a su clase, éeh? Bueno, y iqué
pregunta me ibas a hacer de la tarea de literatura?

—iAh, sil Que si es verdadera o falsa la frase: “esta frase es
falsa”.

En eso se escucha la voz de la madre que, desde la cocina,
habia escuchado toda la conversacion.

—iAja! Asi que es en esa clasecita de literatura de donde salen
tus preguntitas “capciosas”.

—No, ma. No son capciosas, son paraddjicas. Una paradoja es
una afirmacion que no puede ser ni verdadera ni falsa; se originan
en lo que papa y yo llamamos bucle extraio. Mira esta revista que
se llama Spinor y que trajo papa. Sale cada tres meses vy en ella
cuentan cosas interesantisimas. Por ejemplo, mira lo que dice este
articulo que se llama “Paradojas I”: “En todas estas paradojas, que
podriamos llamar semanticas, los conceptos estan encubiertos por
palabras; no ocurre lo mismo con las que dieron origen a las crisis
en los fundamentos de la matematica, llamadas paradojas légicas.
En 1885, George Cantor (1845-1918) formulo una teoria muy at-
ractiva y vigorosa de diferentes clases de infinitos, conocida con
el nombre de Teoria de Conjuntos. Sin embargo, Bertrand Russell
(1872-1970) dividio a los conjuntos en dos categorias: los normales,
que no se contienen a si mismos como elementos, y los anormales,
que si se contienen a si mismos. Asi, el conjunto de todos los nifos
curiosos es normal, puesto que, al no ser dicho conjunto un nifo
Ccurioso, no se contiene a si mismo como elemento. Por otro lado,
el conjunto de todos los conceptos si es un concepto y entonces es
un conjunto anormal, se autodevora como bestia emanada, mas
de la fantasia del Baron de Minchhausen que de

|




Russell. La paradoja aparece cuando intentamos preguntarnos:
¢A qué clase pertenece el conjunto R de todos los conjuntos nor-
males? Como puede comprobar nuestro atento lector, R no es ni
anormal ni normal, équé cosa es entonces? (Podran construirse
paradojas de este jaez en otras ramas de la matematica? Si, como
parece, el fendbmeno de la autorreferencia o bucle extrafio es el
culpable de estas paradojas, ¢por qué no eliminarlas de raiz de la
matematica?”.

Los parrafos anteriores ilustran una conversacion ficticia
en el seno de la Familia Godel. Durante su infancia, en la ciudad
checa de Brno, Kurt Godel fue un nifio tan curioso, tan lleno de
ansias de saber, tan preguntén, que su familia lo llamaba Herr
Warum, expresion alemana que significa “El sefior por qué”. He-
mos aprovechado estas virtudes del nifio Godel para introducir, a
través de esta conversacion, varias paradojas que han influido en
las matematicas y sus fundamentos. Las soluciones a los prob-
lemas generados por ellas en el seno de la matematica, propuestas
por distintos matematicos como Bertrand Russell, David Hilbert y
el mismo Godel, son muy interesantes, y quisiéramos hablar de
ellas y de sus posibles aplicaciones en la solucion de paradojas
que suelen aparecer en la comunicacion humana, pero el tiempo y
el espacio se nos estan terminando. Solo incluiremos el siguiente
dato curioso, que pareceria otro bucle extrano.

Kurt Godel (1906-1978), considerado por muchos como el
mas grande légico matematico de por lo menos el siglo xx, ingreso
a la Universidad de Viena en 1923, con la intencion de estudiar
fisica. En esos afios, Philip Furtwangler, un matematico aleman

especializado en aritmética superior, quien
se habfa doctorado en Gotinga bajo la di-
reccion de Feélix Klein, ensefiaba en la Uni-
versidad de Viena. El joven Godel quedo tan
impactado por las clases de Furtwangler
que abandon6 su decision de estudiar fisica
y se volco en las matematicas.

Furtwangler termin6 sus estudios en
Gotinga en 1896 y permanecio alli hasta
1912, afo en que se incorpor6 a la Univer-
sidad de Viena. En 1895, llegd a Gotinga
el gran matematico David Hilbert, invit-
ado por Félix Klein, para juntos convertir
a la Universidad de Gotinga en el mejor
centro de investigacion matematica del
mundo, cosa que lograron en esa época.
Seguramente, en Gotinga se conocieron
Philip Furtwangler, quien hizo que Godel
se dedicara a las matematicas, y David Hil-
bert, cuyo trabajo matematico de toda la
década de 1920 (su propuesta de solucion
a los fundamentos) se veria destruido por
los teoremas de Godel (ila escuela de Klein
y Hilbert generando a quien la devoral).

iNo se pierda la segunda
parte de esta bella historia!







