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3.3. El 1-Algoritmo de Polya 63 

3.3.3 Desarrollo de Taylor de los mejores R
p
-aproximantes 

El objetivo de esta sección es probar que, para todo r E N, los mejores 
.e

p
-aproximantes admiten un desarrollo de Taylor de orden r de la forma 

r 

hp = hi + I:>�z(p- 1) 1 
+ ')'t), (3.18) 

l=l 

con a¡ E JR.n , 1 � l � r y ')'t) E JR.n tal que l!l't)II = O ((p - 1y+1).
Observemos que siempre es posible escribir hp 

en la forma (3.18) cua­
lesquiera que sean los o:1 , 1 � l � r. Por tanto, el interés de (3.18) estará en 
probar es que es posible elegir los a¡, 1 � l � r de forma que se obtenga la 
deseada estimación del error para ')'t). 

Teorema 3.3.5 [22] Para todo r E N existen vectores a¡ E JR.n, 1 � l � r ,  
tales que 

r 

hp = hi + ¿az(p- li +')';r), 
l=l 

donde ,,;r) E lRn Y lht)II = O ((p- lY+l). 

(3.19) 

Teniendo en cuenta que 11 hp - hi 11 / (p - 1) está acotado, la demostración 
del Teorema 3.3.5 se obtiene por inducción mediante la aplicación de los dos 
siguientes lemas: 

Lemma 3.3.6 Bajo las condiciones del Teorema 3.3.5, sea r EN y supon­
gamos que existe a¡ E V,. 1 � l � r - 1, tal que 

r-1

hp = hi + ¿ az(p - li + ,,t-1).
l=l 

Si existe ar := lim ,,;r-l) /(p- 1y, entonces l!l';r) 11/(p- 1y+1 está acotado,
p--->l 

donde ,,;r) := ,,;r-l) - ar(P- 1y.

Lemma 3.3. 7 Bajo las condiciones del Teorema 3.3.5, sea r E N y supon­
gamos que existe a¡ E V, 1 � l � r - 1, tal que 

r-1

hp = hi + L a¡(p - l) l 
+ ,,t-1). 

l=l 

Si lht-l)ll/(p- 1r está acotado, existe lim ,,t-l) /(p - 1y E v.
p--->oo 
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Si K es un subespacio vectorial de dimensión finita de f1 (N), entonces 
está garantizada la existencia de mejores f

p
-aproximantes para cualquier 

h E f1 (N) \ K. Además, tenerp.os unicidad del mejor f
p
-aproximante si 

1 < p < OO. 
En general, la unicidad del mejor aproximante uniforme no está garanti­

zada. Sin embargo, en [10], Marano prueba la existencia de un único mejor 
aproximante uniforme estricto cuando K es un subconjunto compacto, con­
vexo y no vacío de co ( el espacio de Banach de las sucesiones x E JR.N tales 
que x (j) ----t O cuando j ----t oo) . 

Mediante un proceso inductivo, se prueba en [10] la existencia de una 
sucesión { dn}nEN (posiblemente finita) estrictamente decreciente y una fa­
milia numerable (posiblemente finita) de conjuntos { Jn}nEN finitos y disjun­
tos de forma que: 

1) si d8 = O para algún s > 1, entonces N = Uf =l J¡; 

2) en caso contrario, dn ----t O cuando n ----t oo.

El aproximante uniforme estricto de un elemento h E .e 1 (N) \ K, que notare­
mos por h�, viene caracterizado por alguna de las dos siguientes propieda­
des: 

• Si denotamos Jo= N \ u/EN J¡, entonces h�, es el único elemento en
H tal que

lh(j) - h�(j)I = dk, j E Jk, k = 1, 2, ... 

y h�(j) = h(j) si j E Jo. 

• Para cada g E H consideramos la sucesión r(g) E f 1 (N) cuyas coorde­
nadas están dadas por lg(j) - h(j) 1 reordenadas en orden decreciente.
Entonces h� es el único elemento en H tal que r(h�) minimiza el
orden lexicográfico.

Observemos que h� está bien definido porque para cada e > O y 
cualquier g EH, el conjunto de índices j EN tales que lh�(j)- g(j)I 2: e es 
finito. La unicidad de h� es una consecuencia inmediata de la convexidad 
del conjunto H.

Como ya hemos comentado, cuando K es u� subespacio afín de JR.n, 
la convergencia de h

p 
hacia h� fue probada por Descloux, [2]. El primer 

resultado sobre el orden de convergencia de llh
p 

- h�II cuando p ----too fue 
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establecido por Egger y Huotari, [4], quienes probaron que existen constantes 
M > O y Po 2:: 1 tales que 

Pllhp-h�II < M, (3.21) 

para todo p 2:-: p0. Posteriormente, Navas y Marano, [11], establecen condi­
ciones necesarias y suficientes sobre K para conseguir que p llhp - h�II - O 
cuando p ---t oo y Navas y Quesada, [17], prueban que existen constantes 
L1, L2 > O y O� a� 1, dependiendo de K, tales que 

(3.22) 

para todo p suficientemente grande. 
A lo largo de esta sección, K será un subespacio afín de dimensión finita 

de t'1(N). En este contexto es también conocido, (3, 10], que lim
p
->oo hp =

h�. Además, en [3] los autores prueban que el resultado de acotación dado 
en (3.21) sigue siendo cierto. 

Nuestro objetivo será dar una completa descripción del orden de con­
vergencia de llhp - h�II cuando p - oo, generalizando el resultado (3.22) a 
nuestro contexto de aproximación en el espacio t'1(N). 

3.4.1 Notación y resultados previos. 

Para J � N denotaremos mediante Je 
= N \ J. Además, para cada 

v E P1(N) definimos 1lvll1 = maxjEJ lv(j)J. Observemos que llvllw = llvll. Sea 
K un subespacio afín propio de dimensión finita de t'1(N), O (/. K. Deno­
taremos por h� (respectivamente hp, 1 < p < oo) el aproximante uniforme 
estricto (respectivamente, el mejor f

p
-aproximante) de O por elementos de 

K. Asumiremos, sin pérdida de generalidad, que llh�II = l. En lo que sigue
expresaremos K en la forma K = h� + V, donde V es un subespacio vecto­
rial de dimensión finita de f 1 (N) con m := dim(V) > O. Sea Jo el conjunto 
de índices en N definido por 

Jo:= {j EN: h�(j) = O} 

y consideremos el subespacio vectorial Vo de V dado por 

Vo = {v E V: v(j) = O, para todo j EN\ Jo}. (3.23) 

Pongamos do= O. Por medio de un proceso inductivo, para cada n EN 
tal que Ni= Uz,,:iJz, definimos dn = llh�llw\uf,:lJ

1 
Y Jn = {j EN; lh�(j)I = 

dn}- Observemos que, al ser h� una sucesión en f1(N), entonces, para cada 
n EN, Jn es un conjunto finito de índices. 
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Teorema 5.1.2 (de Alternancia de Chebyshev), [3] y [2]. Dados n E 
N y f E C [a, b]; p� es un polinomio de mejor aproximación de Pn a f si y 
sólo si, existe un conj unto alternante de n + 2 p untos para la función f - p�. 

Demostraciones contemporáneas de este teorema pueden encontrarse en 
diversos textos, aunque para nosotros es más cómodo tenerlo como un caso 
particular del teorema de alternancia de Guerra-Jímenez [7], que revisaremos 
más adelante al introducir el epígrafe 2. Gracias al teorema de Chebyshev 
tenemos que los polinomios de mejor aproximación, de grado a lo más n,

de una función continua f, se caracterizan por tomar en n + 2 puntos con­
secutivos, de manera alternada, los valores de las funciones f ± En . Debido 
a esta caracterización, se puede demostrar la unicidad de la mejor aprox­
imación de f a Pn. Por abuso de lenguaje, diremos que el polinomio toca 
arriba y abajo, alternadamente, la banda limitada por las funciones f ± En. 
En general no existe [11] una regla para determinar la distribución de los 
puntos alternantes. 

La caracterización del polinomio de mejor aproximación, puede uti­
lizarse en ocasiones para determinar a simple vista este polinomio. Por 
ejemplo: 

En el intervalo [-a, a], consideremos la función f(x) = sen(nx). Mien­
tras que el número de ceros de f en [-a, a] determine que el número de 
contactos de los bordes de la banda con el eje sea mayor o igual a m + 2, el 
polinomio p:n_ de grado a lo más m que mejor aproxima uniformemente a f 
en [-a, a], es p:n_ = O. 

Figure 5.1: El parámetro 
).. hace el efecto de brir o cerrar la banda tanto como se necesite. 

A veces, la busqueda de p� no es inmediata,
1 
pero aún así el teorema de 

Chebyshev puede servir de mucha ayuda. Desarrollamos a continuación un 
ejemplo interesante, a manera de conclusión de esta introducción. 

Sean f(x) = lxl /2, [a, b] = [-1, 1] y E2 = d(f, P2), entonces el polinomio 
de grado a lo más 2, p E P2 , que mejor aproxima a f sobre [-1, 1], se 
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Figure 5.2: Gráfica de las funciones f, f ± En y p*. 

la función constante En, se forme al sumar y restar funciones extrictamente 
positivas. 

Hacía mediados de la década de los 90, en [7] y [8], Guerra-Jiménez, 
presentan resultados que motivan el estudio de la aproximación en bandas no 
uniformes. Ellos cosideran el conjunto factible constituido por los vectores 
cuyas coordenadas son los coeficientes de los polinomios reales algebraicos 
incluidos en la banda delimitada por las funciones f - h1 y f + h2, donde 
h1 > O, h2 > O y f son continuas, sin que la propia f sea un polinomio 
de grado a lo sumo n. Demuestran entre otras cosas que dado un número 
natural n, el conjunto de polinomios de grado a lo más n que se encuentra 
dentro de esta banda satisface una de las condiciones siguientes: 

i) Es vacío.

ii) Es infinito.

iii) Es un monoelemeri.to.

En realidad, esto es una consecuencia inmediata de lo que demuestran 
realmente: El conjunto de soluciones factibles se reduce a un único elemento 
si y sólo si los elementos de este conjunto tocan los bordes de la banda 
arriba y abajo, alternadamente, en n + 2 puntos del intervalo [a, b]. Esto 
es una extensión del Teorema de Alternancia de Chebyshev. Notemos, sin 
embargo, que no se menciona aún la idea de mejor aproximación. 

Introduzcamos un parámetro),> O, que multiplique a las funciones h1 
y h2, y que haga el efecto de expander o contraer la banda como se muestra 
en la figura. 
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por tanto 

Así M;.* =f cp. 

Habiendo definido estos conjuntos y demostrado algunas de sus propie­
dades, estamos listos para dar la definición de mejor aproximación y poli­
nomio de mejor aproximación. 

Definition 5.2.1 Sean f, h1, h2 E C [a, b], con h1, h2 > O y n E N dados. 
Definimos la mejor aproximación de Pn a f, relativo a h1 y h2, como 

Supongamos ahora que A' > O es un valor suficientemente grande para 
el cual MN =f <fa. Entonces, es de suponer que el valor de An debe estar 
asociado al conjunto 

M;.n = n M;. . 
>-<>-'' 
M>.=f-</> 

Cuando este conjunto sea no vacío, se denominará a sus elementos como 
polinomios de mejor aproximación a f relativo a h1 y h2.

En el caso de la aproximación polinomial uniforme se tiene que, An = 

En (!) y que el conjunto M;.n es no vacío, más aún, consta de un único 
elemento. La generalización del caso clásico al nuevo concepto introducido, 
es como sigue: 

Teorema 5.2.1 Sean f ,  h1, h2 E C [a, b], h1, h2 > O y n EN. El polinomio 
de grado a lo más n, p�, es de mejor aproximación a f relativo a h1 y h2, 
si y sólo si, la función f - p� toca alternadamente arriba y abajo en n + 2 
puntos consecutivos de [a, b], a las funciones -Anh1 y Anh2. 

Este resultado junto al obtenido por los doctores Guerra y Jiménez, [7], 
nos permite analizar la unicidad del polimonio de mejor aproximación que 
formalizaremos en el teorema siguiente. 

Teorema 5.2.2 Sean f, h1, h2 E C [a, b] , h1, h2 > O y n EN. Entonces el 
polinomio de mejor aproximación de grado a lo más n a f relativo a h1 y 
h2 es único. 
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Notemos que f, h1, h2 E C1 [-1, 1], que h1 y h2 tienen un único cero ysin embargo no existe polinomio alguno que satisfaga 

_ independientemente del valor de .X y del grado del polinomio. 
En efecto, sean (xn) y (Yn) definidas por 

1 4n + 3 1 4n + 1 --1 = 

ny-
-1

= n lxn l4 2 IYn l 4 2 

tanto Xn -t O como Yn -t O y las sucesiones están intercaladas de manera que 
sen(�)= -1 y sen(�)= l. lxn l4 1Yn l4Dado .X> O tendríamos que buscar p E Pn, tal que, en particular, se tenga 

y 

P(x ) < .Xx2 - x3/2 n - n n 

P(Yn) 2'. -.Xy;_ + Y�/2
•

Pero, para n suficientemente grande se tendrá 

y 
3/2 -.Xy;, + y�f 2 2: y;

Es decir, en cualquier vecindad de cero, p tendría infinitos máximos y mínimos y no es constante. Luego p no puede ser un polinomio. 
En este caso el comportamiento oscilante de f afectó el problema de existencia. 
Podemos tener ejemplos en los cuales, dado n, aún cuando podamos encontrar un polinomio de grado a lo más n y la mejor aproximación, .X> O, para los cuales 

no se tenga unicidad. El ejemplo siguiente lo ilustra. 
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