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Presentación

Para ti que nos lees, el cuerpo académico de topología y sus aplicaciones, de la
Benemérita Universidad Autónoma de Puebla, saca a la luz el nuevo volumen de su
serie de textos en topología1. Persistimos con nuestra propuesta: ofrecer un espa-
cio para generar y difundir conocimiento en topología y temas a�nes, con artículos
expositivos y de investigación, de motivación para estudiantes y especialistas.

Entre los doce capítulos que contiene este volumen se exponen temas de teoría
de categorías, de topología general, de hiperespacios de conjuntos, de continuos, de
dinámica topológica y de teoría de conjuntos: particularmente se presentan estudios
sobre aspectos categóricos de los espacios vectoriales y sobre la noción categórica de
teoría topológica; se expone sobre los espacios T 1

2
; se estudia cierta generalización

de los espacios Lindelof Σ, y sobre los conceptos de completez y pseudocompletez en
topología; se expone sobre la dimensión del hiperespacio de los subconjuntos com-
pactos; se incluyen trabajos sobre la propiedad de Kelley y algunas generalizaciones;
además, un trabajo de dinámica en productos; cierra el volumen un sorprendente
trabajo que nos muestra cómo pueden intrincarse los caminos de la teoría de con-
juntos, el álgebra lineal y la topología, para conocer más sobre la estructura del
conjunto de los números reales y, también, para decirnos que aún desconocemos
aspectos importantes de este habitual conjunto. Los trabajos en este libro aportan
resultados originales o pruebas nuevas de hechos conocidos.

En esta entrega colaboran investigadores y estudiantes de las siguientes institu-
ciones: Benemérita Universidad Autónoma de Puebla (BUAP), Universidad Autóno-
ma del Estado de México (UAEMéx), Univesidad Michoacana de San Nicolás de Hidalgo
(UMSH), Universidad Nacional Autónoma de México (UNAM), Universidad del Papaloa-
pan (UNPA) y Universidad Tecnológica de la Mixteca (UTM).

Agradecemos a los autores por elegir nuestro libro para publicar sus investigaciones,
a los árbitros por sus cuidadosas revisiones y, especialmente, te agradecemos a ti porque
nos lees.

Los editores
Febrero de 2025

1Esta serie inició en 2007; los primeros volúmenes se denominan Topología y sistemas
dinámicos I-IV, los siguientes Topología y sus aplicaciones 1-10. Contacto de editores: jan-
goa@fcfm.buap.mx, acontri@fcfm.buap.mx, escobedo@fcfm.buap.mx, mjlopez@fcfm.buap.mx,
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1. Introducción

En la mayor parte de la bibliografía referente al álgebra lineal, es común ver
que se mencionan propiedades de los espacios vectoriales que si las re�exionamos
un poco tienen un sentido categórico.
En este capítulo se presentan aspectos categóricos particularmente relacionados
con las bases y los tipos de mor�smos así como un par de funtores adjuntos entre
las categorías Set y VecK , lo que nos indica que éstas tienen una relación muy
fuerte, pues sabemos que al tener funtores adjuntos se puede pasar fácilmente de
una categoría a la otra.

2. Preliminares

En este apartado expondremos el material necesario, en su mayoría ya conocido
pero relevante para los resultados que exhibiremos en este capítulo, relacionados
con Álgebra lineal y Espacios vectoriales de interés.

En este apartado daremos los conceptos y resultados respecto a espacios vec-
toriales que consideramos necesarios para desarrollar este trabajo.

Notación 2.1. Para indicar que un grupo abeliano (V.+, 0) es un espacio vectorial
sobre un campo K, escribiremos KV .

A continuación se construirá un espacio vectorial de mucho interés para nuestros
propósitos en este trabajo.
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4 1. ASPECTOS CATEGÓRICOS . . .

De�nición 2.2. Si X es un conjunto no vacío y K es un campo, de�nimos el
conjunto

KX = {f ∈ P(X ×K) | f es función}.

Este conjunto es llamado el conjunto de las funciones de X en K.

Teorema 2.3. Sea K un campo y X un conjunto no vacío. Entonces el conjunto
KX tiene estructura de espacio vectorial sobre K, con la suma

+ : KX ×KX → KX

(f, g) 7→ f + g

donde (f + g)(x) = f(x) + g(x) para cada x ∈ X; y el producto por escalar

· : K ×KX → KX

(a, f) 7→ af

donde (af)(x) = af(x) para cada x ∈ X.

Demostración: Notemos que la función 0 : X → K, dada por 0(x) = 0, para
cada x ∈ X, es un elemento de KX . Veamos que

(
KX ,+, 0

)
es un grupo abeliano:

(1) Sean f, g, h ∈ KX , entonces, para x ∈ X tenemos lo siguiente:

(f + (g + h))(x) =f(x) + (g + h)(x)

=f(x) + (g(x) + h(x))

=(f(x) + g(x)) + h(x)

=(f + g)(x) + h(x)

=((f + g) + h)(x)

es decir, f+(g+h) = (f+g)+h, con lo cual establecemos la asociatividad.
(2) Sean f, g ∈ KX , entonces, para x ∈ X se tienen las siguientes igualdades:

(f + g)(x) =f(x) + g(x)

=g(x) + f(x)

=(g + f)(x)

de ahí que f + g = g + f .
(3) Sea f ∈ KX , entonces para x ∈ X tenemos lo siguiente:

(f + 0)(x) =f(x) + 0(x)

=f(x) + 0

=f(x)

por consiguiente, f + 0 = f = 0 + f , por lo que 0 es el neutro aditivo en
KX .
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(4) Sea f ∈ KX , de�namos −f : X → K como (−f)(x) = −f(x), para cada
x ∈ X, entonces se cumplen las siguientes igualdades:

(f + (−f))(x) =f(x) + (−f)(x)

=f(x) + (−f(x))

=0

=0(x)

así, −f es el inverso aditivo de f , para cada f ∈ KX .
Por lo tanto,

(
KX ,+, 0

)
es un grupo abeliano.

Vamos a mostrar que el producto por escalar propuesto satisface las propiedades
de la de�nición de espacio vectorial:

(1) Sea f ∈ KX , si x ∈ X, entonces (1f)(x) = 1f(x) = f(x), pues 1 es el
neutro multiplicativo en K, de ahí que 1f = f .

(2) Sean c, d ∈ K, f ∈ KX , entonces, para x ∈ X, ((cd)f)(x) = (cd)f(x) =
c(df(x)) = c(df)(x). Por consiguiente, (cd)f = c(df).

(3) Sean c, d ∈ K, f ∈ KX , entonces para x ∈ X, ((c+d)f)(x) = (c+d)f(x) =
cf(x) + df(x) = (cf)(x) + (df)(x), así que (c+ d)f = cf + df .

(4) Sea c ∈ K, f, g ∈ KX , entonces para x ∈ X, (c(f + g))(x) = c(f +
g)(x) = c(f(x) + g(x)) = cf(x) + cg(x) = (cf)(x) + (cg)(x), de ahí que
c(f + g) = cf + cg.

Por lo tanto, KKX es un espacio vectorial. �

Notación 2.4. Si KV es un espacio vectorial y W es un subespacio de V , es-
cribiremos W 6 V .

Notación 2.5. Para indicar que un conjunto A es �nito, escribiremos |A| <∞.

Una vez que hemos construido el espacio KX , vamos a mostrar un subespacio
de interés que tiene este último y mediante el cuál, más adelante mostraremos que
todos los espacios vectoriales son de esta forma, salvo isomor�smo.

De�nición 2.6. Sea K un campo, X un conjunto no vacío y f ∈ KX . De�nimos
el soporte f como

sop(f) = {x ∈ X | f(x) 6= 0}.
Con lo anterior, de�nimos el conjunto

K(X) = {f ∈ KX |
∣∣sop(f)

∣∣ <∞}.
Teorema 2.7. Si K es un campo y X un conjunto no vacío, entonces K(X) 6 KX .

Demostración:

• Sean f, g ∈ K(X), luego |sop(f)|, |sop(g)| < ∞, veamos que sop(f + g) ⊆
sop(f) ∪ sop(g), en efecto, sea x ∈ sop(f + g), entonces (f + g)(x) 6= 0,
esto es f(x)+g(x) 6= 0, por lo que f(x) 6= 0 ó g(x) 6= 0, así que x ∈ sop(f)
ó x ∈ sop(g), es decir, x ∈ sop(f) ∪ sop(g). Por lo tanto, sop(f + g) ⊆
sop(f)∪sop(g), entonces |sop(f+g)| 6 |sop(f)∪sop(g)| y dado que sop(f)
y sop(g) son �nitos se tiene que sop(f)∪sop(g) es �nito, lo cual nos obliga
a concluir que sop(f + g) es �nito. Por lo tanto f + g ∈ K(X).
• Sabemos que 0 : X → K de�nida por 0(x) = 0, para cada x ∈ X, es el
elemento neutro en KX , además sop(0) = ∅, por lo que sop(0) es �nito,
así que 0 ∈ K(X).
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• Sea a ∈ K, f ∈ K(X), entonces para x /∈ sop(f) se tiene que f(x) = 0 y
por tanto af(x) = 0, es decir, (af)(x) = 0, para x /∈ sop(f), además, si
a = 0, entonces af = 0. Finalmente, si a 6= 0, entonces sop(af) = sop(f),
pues para cada x ∈ sop(f), af(x) 6= 0, es decir, (af)(x) 6= 0, por lo que
sop(af) es �nito, en consecuencia af ∈ K(X).

Por lo tanto, K(X) 6 KX . �

Observación 2.8. Cuando X es un conjunto �nito, entonces K(X) = KX . En
efecto, por de�nición, K(X) 6 KX . Ahora, si f ∈ KX , se tiene que sop(f) ⊆ X y
dado que |X| <∞, se sigue que

∣∣sop(f)
∣∣ <∞, lo que implica que f ∈ K(X). De lo

anterior se concluye que KX ⊆ K(X) y de ambas contenciones se sigue la igualdad.

2.1. Base y dimensión. En este apartado vamos a mostrar resultados que
nos permiten elegir bases de nuestros espacios vectoriales así como de�nir el con-
cepto de dimensión, aún cuando no estemos trabajando con espacios de dimensión
�nita. Cabe mencionar que este trabajo estamos asumiendo como verdadero el Ax-
ioma de Elección (AE). Para nuestros resultados utilizaremos dos resultados fuertes
de teoría de conjuntos, los cuáles se enuncian a continuación.

Teorema 2.9 (Lema de Zorn). Todo conjunto parcialmente ordenado no vacío en
el que toda cadena tiene una cota superior, tiene al menos un elemento máximo.

Teorema 2.10 (Teorema de Cantor-Schroeder-Bernstein). Sean A y B conjuntos.
Si |A| 6 |B| y |B| 6 |A|, entonces |A| = |B|.

Notación 2.11. Si KV es un espacio vectorial y X es un subconjunto de V , para
denotar al subespacio generado por X, escribiremos 〈X〉.

De�nición 2.12 (Conjunto generador). Sea KV un espacio vectorial y S ⊆ V .
Decimos que S genera a V , si 〈S〉 = V . En tal caso también se dice que S es un
conjunto generador de V .

Observación 2.13. Dado que V ⊆ V y 〈V 〉 = V , entonces V es un conjunto
generador de V , por lo que se concluye que todo espacio vectorial tiene conjuntos
generadores.
De igual forma, dado que ∅ es l.i en cualquier espacio vectorial KV , se concluye
que todo espacio vectorial tiene conjuntos l.i.

Notación 2.14. Para un espacio vectorial KV , denotamos:

I (V ) =
{
L ⊆ V | L es l.i

}
.

G (V ) =
{
G ⊆ V | G genera a V

}
.

Por la Observación 2.13, ambas familias son no vacías.

Teorema 2.15 (Caracterización de las bases). Sea KV un espacio vectorial. Son
equivalentes para B ⊆ V :

(1) B es base de V .
(2) B es un elemento máximo en I (V ).
(3) B es un elemento mínimo en G (V ).

Demostración: 1. ⇒ 2.: Supongamos que B es base de V . Claramente, B ∈
I (V ). Veamos que es máximo, supongamos que B ( B′, luego, existe x ∈ V tal
que x ∈ B′ y x /∈ B, como 〈B〉 = V , entonces B∪{x} es l.d, ya que x ∈ V = 〈B〉 =
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〈(B ∪ {x}) \ {x}〉, pero B ∪ {x} ⊆ B′, con B ∪ {x} l.d, por consiguiente B′ es l.d,
de ahí que B′ /∈ I(V ) y así queda establecida la maximalidad de B en I (V ).
2. ⇒ 3.: Supongamos que B es un elemento máximo en I(V ), luego B ∈ I(V ).
Primero veamos que V = 〈B〉, es claro que 〈B〉 6 V . Ahora, sea x ∈ V , entonces
x ∈ B ó x /∈ B. Si x ∈ B, como B ⊆ 〈B〉, trivialmente se tiene que x ∈ 〈B〉. Si
x /∈ B, entonces B ( B ∪ {x}, pero B es máximo en I(V ), así que B ∪ {x} es l.d,
luego existe una combinación lineal

∑n
i=1 aixi + an+1x = 0, con ai ∈ K, xi ∈ B,

con ai 6= 0, para algún i ∈ {1, . . . , n+ 1}, si an+1 = 0, entonces
∑n
i=1 aixi = 0, con

ai 6= 0, para algún i ∈ {1, . . . , n}, pero esto es absurdo ya que B es l.i, de ahí que
an+1 6= 0, en consecuencia x =

∑n
i=1(−a−1

n+1ai)xi, con lo que x ∈ 〈B〉. Por lo tanto,
de cualquier manera V 6 〈B〉, por consiguiente, V = 〈B〉, es decir, B ∈ G(V ).
Ahora, falta ver que B es mínimo en G(V ), en efecto sea B′ ( B, luego existe x ∈ V
tal que x ∈ B y x /∈ B′, así B′ ∪ {x} ⊆ B, como B es l.i, tenemos que B′ ∪ {x} es
l.i, luego, para cada y ∈ B′ ∪ {x}, tenemos que 〈B′ ∪ {x} \ {y}〉 � 〈B′ ∪ {x}〉, en
particular, 〈B′ ∪ {x} \ {x}〉 � 〈B′ ∪ {x}〉, es decir, 〈B′〉 � 〈B′ ∪ {x}〉, luego, como
B′ ⊆ B′ ∪ {x} ⊆ B, entonces 〈B′〉 � 〈B′ ∪ {x}〉 6 〈B〉 = V , con lo que 〈B′〉 � V ,
esto es B′ /∈ G(V ), con lo que se establece la minimalidad de B en G(V ).
3.⇒ 1.: Dado que B es mínimo en G(V ), se tiene que V = 〈B〉. Ahora, como B es
un generador mínimo, para cada x ∈ B, 〈B \ {x}〉 � V = 〈B〉, lo que implica que
B es l.i. �

A continuación exponemos un teorema y un corolario que tienen que ver con
la existencia de bases.

Teorema 2.16. Sea KV un espacio vectorial, L un conjunto l.i en V y G un
conjunto generador de V tales que L ⊆ G. Entonces existe una base B tal que
L ⊆ B ⊆ G.

Demostración: Consideremos el conjunto parcialmente ordenado (Γ,⊆), donde

Γ =
{
X ∈ I(V ) | L ⊆ X ⊆ G

}
.

Dado que por hipótesis L ∈ Γ, tenemos que Γ 6= ∅. Sea C = {Ci}i∈I una cadena
contenida en Γ y consideremos C =

⋃
i∈I Ci. Notemos que para cada i ∈ I,

Ci ⊆ C, lo que implica que C es una cota superior para C. Nos falta ver que
C ∈ Γ. Primero observemos que para cada i ∈ I, L ⊆ Ci ⊆ G, por lo que
L ⊆ C ⊆ G. Ahora mostremos que C es l.i en V , para eso tomemos un subconjunto
�nito H = {x1, . . . , xn} contenido en C, entonces para cada j ∈ {1, . . . , n}, existe
ij ∈ I tal que xj ∈ Cij . Dado que C es una cadena, también lo es {Cij}nj=1,
en consecuencia, existe N ∈ {1, . . . , n} tal que

⋃n
j=1 Cij = CiN . Observese que

H ⊆
⋃n
j=1 Cij = CiN , por consiguiente, H ⊆ CiN y como CiN es l.i en V , también

H debe ser l.i en V , de ahí que C es l.i en V , concluyendo que C ∈ Γ. Así las cosas,
hemos mostrado que toda cadena contenida en Γ tiene una cota superior en Γ, por
el Lema de Zorn, Γ tiene un elemento máximo, digamos B. De la de�nición de Γ
se tiene que B es l.i y L ⊆ B ⊆ G. Para mostrar que B es base de V necesitamos
exhibir que V = 〈B〉. En efecto, si 〈B〉 � V , como V = 〈G〉, G * 〈B〉, de lo
contrario, V = 〈G〉 6 〈B〉 6 V , lo que implicaría que V = 〈B〉, en contra de
nuestra suposición. Luego, existe y ∈ G tal que y /∈ 〈B〉, dado que B es l.i, se
tiene que B ∪ {y} es l.i en V , además, L ⊆ B ⊆ B ∪ {y} ⊆ G. Así, se tiene que
B ∪ {y} ∈ Γ con B ( B ∪ {y}, contradiciendo la maximalidad de B en Γ. Por lo
tanto, V = 〈B〉 y así B es una base de V con las condiciones buscadas. �
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Corolario 2.17.

(1) Todo espacio vectorial tiene base.
(2) Todo conjunto l.i en un espacio vectorial está contenido en una base de

V .
(3) Todo conjunto generador contiene una base.

Demostración: Sea KV un espacio vectorial.

(1) Aplicando el Teorema 2.16 a L = ∅ y G = V se obtiene la base deseada.
(2) Si S es un conjunto l.i en V , se aplica el Teorema 2.16 a L = S y G = V .
(3) Si G′ es un conjunto generador de V , se aplica el Teorema 2.16 a L = ∅ y

G = G′.

�

Vamos a generalizar el teorema de reemplazo para cualquier espacio vectorial
(no necesariamente de dimensión �nita).

Teorema 2.18 (Teorema de reemplazo). Sea KV un espacio vectorial, B una base
de V y S un conjunto l.i en V . Entonces existe S′ ⊆ B tal que S ∪S′ es base de V .

Demostración: Consideremos la familia

A = {T ⊆ B | S ∪ T ∈ I(V )}

ordenada por inclusión de conjuntos. Notemos que ∅ ∈ A, por lo que A 6= ∅.
Consideremos C = {Ci}i∈I ⊆ A una cadena y C =

⋃
i∈I Ci. Notemos que Ci ⊆ C

para cada i ∈ I, por lo que C es una cota superior para C. Mostremos que C ∈
A, para eso tomemos un conjunto �nito H = {x1, . . . , xn, y1, . . . , ym} ⊆ S ∪ C,
donde xi ∈ S, yj ∈ C, para i ∈ {1, . . . , n} y j ∈ {1, . . . ,m}. Luego, para cada
j ∈ {1, . . . ,m}, existe ij ∈ I tal que yj ∈ Cij . Como C es una cadena, también lo
es {Cij}mj=1, por consiguiente, existe k ∈ {1, . . . ,m} tal que {yj}mj=1 ⊆ Ck, lo cual
implica que H ⊆ S∪Ck. Dado que S∪Ck es l.i, H es l.i y por tanto S∪C es l.i, de
donde se concluye que C ∈ A. Por el Lema de Zorn, A tiene un elemento máximo,
digamos S′. Así las cosas, S ∪S′ es l.i en V , para ver que es base nos resta ver que
〈S ∪S′〉 = V . Si 〈S ∪S′〉 � V , como V = 〈B〉, existe x ∈ B tal que x /∈ 〈S ∪S′〉, lo
que implica que S ∪ (S′ ∪ {x}) es l.i, por tanto, S′ ∪ {x} ∈ A con S′ ( S′ ∪ {x}, lo
que contradice la maximalidad de S′. Por lo tanto, S ∪ S′ genera a V , con lo que
se establece que S ∪ S′ es base de V . �

Observación 2.19. Del teorema anterior podemos deducir que si KV es un espacio
vectorial y S ⊆ V es l.i, existe S′ ⊆ V tal que S ∩ S′ = ∅ y S ∪ S′ es base de V .

De�nición 2.20 (Suma directa). Sea KV un espacio vectorial, W y L subespacios
de V . Decimos que V es suma directa de W y L si V = W + L y W ∩ L = {0}.
Además, se dice que W es un complemento de L y que L es un complemento de W .

Debido a la existencia de bases se tiene que todo subespacio tiene un comple-
mento.

Teorema 2.21. Sea KV un espacio vectorial, W 6 V . Entonces existe W ′ 6 V
tal que V = W ⊕W ′.
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Demostración: ComoW 6 V , en particular es espacio vectorial, por el Corolario
2.17, existe S ⊆ W tal que S es base de W . Ahora, como S es l.i en W y W ⊆ V ,
entonces, S es l.i en V , luego, existe S′ ⊆ V tal que S ∩ S′ = ∅ y S ∪ S′ es base de
V . Consideremos W ′ = 〈S′〉. Vamos a mostrar que V = W ⊕W ′, veamos primero
que V = W +W ′, en efecto, V = 〈S ∪ S′〉 = 〈S〉+ 〈S′〉 = W +W ′. De lo anterior,
tenemos que V = W + W ′. Finalmente, vamos a demostrar que W ∩W ′ = {0}.
Supongamos que x ∈ W ∩ W ′, luego, x ∈ 〈S〉 y x ∈ 〈S′〉, así, x =

∑n
i=1 aixi

con ai ∈ K, xi ∈ S, n ∈ N \ {0}, i ∈ {1, . . . , n} y x =
∑m
j=1 bjyj con aj ∈ K,

yj ∈ S′, m ∈ N\{0}, j ∈ {1, . . . ,m}, entonces, 0 = x−x =
∑n
i=1 aixi−

∑m
j=1 bjyj ,

con xi, yj ∈ S ∪ S′, pero como S ∪ S′ es l.i, entonces ai = 0, bj = 0, para cada
i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . ,m}, con lo que x = 0. Por lo tanto, V = W ⊕W ′. �

Es conocido para espacios vectoriales de dimensión �nita que todas las bases
tienen el mismo número de vectores y a tal número común le llamamos la dimensión
del espacio.
En el siguiente teorema, estableceremos que en el caso general, cualesquiera dos
bases tienen la misma cardinalidad. La demostración que presentamos se debe
al matemático Hugo Alberto Rincón Mejía y se puede consultar en [2]. En la
prueba aquí presentada se aclaran todos los detalles necesarios para su comprensión.
Antes de proceder con el teorema, establecemos algunas cuestiones con respecto a
la notación.

Notación 2.22. Si A, B son conjuntos y f : A → B es una función inyectiva,
podemos denotar f : A� B. La notación antes mencionada indicará que la función
es inyectiva, aún cuando no se diga en palabras.

Notación 2.23. Si A ⊆ B, para denotar la función inclusión ι : A→ B, de�nida
por ι(a) = a, para cada a ∈ A, se escribirá simplemente A ↪→ B. Dicha notación
se referirá a la inclusión, aún cuando no se diga explícitamente.

Notación 2.24. Si A y B son conjuntos no vacíos, C ⊆ A y f : A → B es una
función, la función

g : C → B
c 7→ f(c)

conocida como la restricción de f a C, la denotaremos por f|C , es decir, g = f|C .

Notación 2.25. Si A y B son conjuntos y C es la unión ajena de A con B,
denotamos C = A∪̊B, esto sigini�ca que C = A ∪B y A ∩B = ∅.

Teorema 2.26. Sea KV un espacio vectorial, A y B bases de V . Entonces |A| =
|B|.

Demostración: La prueba consistirá en utilizar en Teorema de Cantor-Schroeder-
Berstein, por lo que se mostrará que hay una función inyectiva de A en B y otra
de B en A, para eso consideremos el siguiente conjunto.

Q =
{

(X,FX) ∈ P(A)× P(A×B) | FX : X � B, [B \ FX(X)]̊∪X ∈ I(V )
}
.

En palabras, en Q tenemos la colección de parejas (X,FX), donde X ⊆ A, FX :
X → B es una función inyectiva, [B \ FX(X)] ∪ X es l.i en V y [B \ FX(X)] ∩
X = ∅. Aún más explicado, a B le quitamos la imagen FX(X), dicha imagen la
reemplazamos por el conjunto X, quitamos los elementos comunes y pedimos que
este conjunto resultante sea l.i en V .
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Vamos a justi�car que Q es un conjunto. Como A es un conjunto, por el Axioma
del conjunto potencia, P(A) es un conjunto. Por otro lado, se tiene que A × B es
un conjunto, usando nuevamente el Axioma del conjunto potencia, P(A×B) es un
conjunto, lo que implica que P(A) × P(A × B) es un conjunto. Al considerar la
propiedad

P (X,FX) : FX : X → B es inyectiva y [B \ FX(X)]∪̊X ∈ I(V )

por el Axioma esquema de comprensión, podemos formar el conjunto de los ele-
mentos de P(A) × P(A × B) que poseen la propiedad P (X,FX), este conjunto no
es otro más que Q. De esta manera queda establecido que el conjunto Q existe.
Ahora vamos a mostrar que Q 6= ∅. Notemos que ∅ ∈ P(A), además, por vacuidad
se tiene que la función vacía ∅ : ∅ → B es inyectiva, más aún, ∅(∅) = ∅. Así las
cosas, tenemos que

[B \ ∅(∅)] ∪ ∅ = B \ ∅ = B.

Al ser B una base de V , B en particular es l.i, además [B \ ∅(∅)] ∩ ∅ = ∅. De esta
manera se concluye que (∅, ∅) ∈ Q y en consecuencia se sigue que Q 6= ∅.
De�namos la relación 6 en Q de la siguiente manera: para (X,FX), (Y, FY ) ∈ Q,
(X,FX) 6 (Y, FY ) si y solo si X ⊆ Y y FY |X = FX(FY |X es la restricción de FY a
X). Mostraremos que 6 es un orden parcial en Q:
Re�exividad: Sea (X,FX) ∈ Q. Luego X ⊆ X y FX|X = FX , por lo que
(X,FX) 6 (X,FX).
Antisimetría: Sean (X,FX), (Y, FY ) ∈ Q. Supongamos que (X,FX) 6 (Y, FY ) y
(Y, FY ) 6 (X,FX), luego X ⊆ Y y Y ⊆ X, entonces X = Y . Además, FY |X = FX
y FX|Y = FY , entonces FX = FX|X = FX|Y = FY . Por lo tantoX = Y y FX = FY ,
es decir, (X,FX) = (Y, FY ).
Transitividad: Sean (X,FX), (Y, FY ), (Z,FZ) ∈ Q. Supongamos que (X,FX) 6
(Y, FY ) y (Y, FY ) 6 (Z,FZ), entonces X ⊆ Y y Y ⊆ Z, por la transitividad de ⊆,
X ⊆ Z, además FY |X = FX y FZ|Y = FY . Observemos los siguientes diagramas:

Z
FZ // B

Y

ι

OO

FY

>>

Y
FY // B

X

ι

OO

FX

>>

así, tenemos que

FZ|X = (FZ|Y )|X = FY |X = FX .

De ahí que X ⊆ Z y FZ|X = FX , es decir, (X,FX) 6 (Z,FZ).
Así las cosas, 6 es un orden parcial en Q y en consecuencia, (Q,6) es un COPO.
Vamos a mostrar que (Q,6) satisface las hipótesis del Lema de Zorn, para eso,
consideremos un conjunto de índices no vacío I y Γ =

{
(Xα, FXα)

}
α∈I una cadena
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contenida en Q. De�namos la función

F :
⋃
α∈I Xα → B
v 7→ FXβ (v), si v ∈ Xβ y β ∈ I.

En primera instancia, vamos a mostrar que F está bien de�nida, para eso, supon-
gamos que v ∈ Xβ y v ∈ Xγ , con (Xβ , FXβ ), (Xγ , FXγ ) ∈ Γ, como Γ es una
cadena, entonces (Xβ , FXβ ) 6 (Xγ , FXγ ) ó (Xγ , FXγ ) 6 (Xβ , FXβ ). Sin pérdida
de generalidad, supongamos que (Xβ , FXβ ) 6 (Xγ , FXγ ), entonces Xβ ⊆ Xγ y
FXγ |Xβ = FXβ , así

FXγ (v) = FXγ |Xβ (v) = FXβ (v)

lo que muestra que F está bien de�nida.
Mostraremos que F es inyectiva. En efecto, si v, w ∈

⋃
α∈I Xα, con v 6= w, entonces

v ∈ Xβ y w ∈ Xγ , para algunos β, γ ∈ I. Sin perdida de generalidad, supongamos
que (Xβ , FXβ ) 6 (Xγ , FXγ ), así Xβ ⊆ Xγ y en consecuencia, v, w ∈ Xγ . Así,
F (v) = FXβ (v) = FXγ (v) 6= FXγ (w) = F (w), puesto que FXγ es inyectiva.

Ahora, vamos a exhibir que
[
B \ F

(⋃
α∈I Xα

)]
∪
(⋃

α∈I Xα

)
es l.i en V , en efecto,

sabemos queB \ F
⋃
α∈I

Xα


 ∪

⋃
α∈I

Xα

 =

B \
⋃
α∈I

F (Xα)


 ∪

⋃
α∈I

Xα


=

⋂
α∈I

(B \ F (Xα))

 ∪
⋃
α∈I

Xα


así, si {v1, . . . , vn} ⊆

⋂
α∈I(B \ F (Xα)) y {w1, . . . , wm} ⊆

⋃
α∈I Xα, entonces

{w1, . . . , wm} ⊆ Xβ , para algún β ∈ I, ya que Γ es una cadena y {v1, . . . , vn} ⊆
B \ F (Xβ), así tenemos que {v1, . . . , vn, w1, . . . , wm} ⊆ [B \ F (Xβ)] ∪Xβ , el cual
es l.i, por lo que {v1, . . . , vn, w1, . . . , wm} es l.i. Así las cosas, hemos mostrado

que cualquier subconjunto �nito de
[
B \ F

(⋃
α∈I Xα

)]
∪
(⋃

α∈I Xα

)
es l.i, por

lo tanto,
[
B \ F

(⋃
α∈I Xα

)]
∪
(⋃

α∈I Xα

)
es l.i. Finalmente, vamos a ver que

B \ F
(⋃

α∈I Xα

)
y
⋃
α∈I Xα son conjuntos ajenos, en efecto, supongamos que

existe v ∈
[
B \ F

(⋃
α∈I Xα

)]
∩
(⋃

α∈I Xα

)
, entonces v ∈

⋂
α∈I(B \ F (Xα)) y

v ∈ Xβ , para algún β ∈ I, con lo que v ∈ (B \ F (Xβ)) ∩ Xβ , para algún β ∈ I,
pero esto es imposible, pues para cada α ∈ I, (B \ F (Xα))∩Xα = ∅. Por lo tanto,

B \ F
(⋃

α∈I Xα

)
y
⋃
α∈I Xα son ajenos.

Con todo lo anterior, tenemos que
(⋃

α∈I Xα, F
)
∈ Q, además es una cota superior

para Γ, ya que para cada α ∈ I, Xα ⊆
⋃
α∈I Xα y F|Xα = FXα , es decir, para cada

(Xα, FXα) ∈ Γ, (Xα, FXα) 6
(⋃

α∈I Xα, F
)
. Por el Lema de Zorn, Q tiene un

elemento máximo, digamos (M, g). Luego, g : M → B es una función inyectiva y
[B \ g(M)]∪̊M es l.i en V .
Vamos a demostrar que B \ g(M) = ∅ ó A \ M = ∅. Supongamos que no es
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así, entonces existe v ∈ V tal que v ∈ B \ g(M) y A \ M 6= ∅, entonces (B \
(g(M) ∪ {v}))∪̊M es l.i en V , ya que (B \ (g(M) ∪ {v}))∪̊M ⊆ (B \ g(M))∪̊M y
(B \ g(M))∪̊M es l.i. Además,

〈
(B \ (g(M) ∪ {v}))∪̊M

〉
6= V , pues de no ser así,

tendríamos que v ∈
〈
(B \ (g(M) ∪ {v}))∪̊M

〉
, pero observemos que〈

(B \ (g(M) ∪ {v}))∪̊M
〉

=
〈
[(B \ (g(M))∪̊M ] \ {v}

〉
lo que implica que v ∈

〈
[(B \ (g(M))∪̊M ] \ {v}

〉
, de donde (B \ (g(M))∪̊M es

l.d(recordemos que S ⊆ V es l.d, si y solo si, existe x ∈ 〈S \ {x}〉), lo que
es imposible. Más aún, A \ M *

〈
(B \ (g(M) ∪ {v}))∪̊M

〉
, pues si A \ M ⊆〈

(B \ (g(M) ∪ {v}))∪̊M
〉
, tendríamos que

A = (A \M) ∪M ⊆
〈
(B \ (g(M) ∪ {v}))∪̊M

〉
por tanto, V = 〈A〉 6

〈
(B \ (g(M) ∪ {v}))∪̊M

〉
, por lo que

V =
〈
(B \ (g(M) ∪ {v}))∪̊M

〉
,

lo cual acabamos de mostrar que es imposible. Así las cosas,

A \M *
〈
(B \ (g(M) ∪ {v}))∪̊M

〉
,

por lo que existe w ∈ V tal que w ∈ A \ M y w /∈
〈
(B \ (g(M) ∪ {v}))∪̊M

〉
.

Consideremos M = M ∪ {w} y de�namos

g : M → B
M 3 m 7→ g(m)
w 7→ v

la cual es claro que está bien de�nida y es inyectiva. Veamos que (M, g) ∈ Q, en
efecto, nótese que

[B \ g(M)]̊∪M = [B \ (g(M) ∪ {v})]̊∪(M ∪ {w}) = [B \ (g(M) ∪ {v})∪̊M ] ∪ {w}

el cual es l.i, ya que [B \ (g(M) ∪ {v})]∪̊M es l.i y w /∈
〈
(B \ (g(M) ∪ {v}))∪̊M

〉
.

Además, B \ (g(M) ∪ {v}) y M ∪ {w} son ajenos, de otra manera

w ∈
〈
(B \ (g(M) ∪ {v}))∪̊M

〉
,

lo que es absurdo. Por consiguiente, (M, g) ∈ Q, además, M ( M y g|M = g, en
consecuencia (M, g) � (M, g), pero esto contradice la maximalidad de (M, g) en Q.
Por lo tanto, B \ g(M) = ∅ ó A \M = ∅.
Analicemos cada caso. Si A \ M = ∅, entonces A ⊆ M ⊆ A, así A = M y
(B \ g(A))∪̊A es l.i en V , pero A es l.i máximo, pues es base de V , entonces
B \ g(A) = ∅, consecuentemente B = g(A), lo que implica que g : A → B es una
biyección y en este caso |A| = |B|.
Si B \ g(M) = ∅, entonces B ⊆ g(M) ⊆ B, es decir, B = g(M), entonces g :
M → B es suprayectiva, con lo que |A| > |M | > |B|, por transitividad, |A| > |B|.
Tomando una familia de parejas con las mismas características que Q, pero ahora
considerando subconjuntos de B y realizando el mismo razonamiento, tendríamos
que |B| > |A|, aplicando el Teorema de Cantor-Schroeder-Bernstein, tenemos que
|A| = |B|. �

De�nición 2.27 (Dimensión de un espacio vectorial). Si KV es un espacio vecto-
rial, de�nimos la dimensión de V como |B|, donde B es una base de V .
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En el siguiente ejemplo vamos a calcular la dimensión de el espacio K(X) cons-
truido en el Teorema 2.7.

Ejemplo 2.28. Consideremos un campo K y X un conjunto no vacío. Recordemos
que K(X) = {f ∈ FX | |sop(f)| < ∞}. Vamos a ver que dim(K(X)) = |X|,
consideremos la función

δ : X → K(X)

x 7→ δx

donde δx : X → K se de�ne por δx(x) = 1 y δx(y) = 0, si y 6= x. Veamos primero
que δ : X → K(X) es inyectiva, en efecto, sean x, y ∈ X con x 6= y, si δ(x) = δ(y),
entonces 1 = δx(x) = δy(x) = 0, es decir, 1 = 0, lo cual es absurdo dado que K
es campo, así que δ(x) 6= δ(y). Por lo tanto δ : X → K(X) es inyectiva, además
Im(δ) = {δx}x∈X , por lo que δ : X → {δx}x∈X ya es una función biyectiva. Ahora,
por simplicidad denotemos B = Im(δ) = {δx}x∈X , demostremos que B es una base
de F (X):

• B es l.i: Supongamos que
∑n
i=1 ciδxi = 0, con n ∈ N \ {0}, ci ∈ K,

δxi ∈ B, i ∈ {1, . . . , n}. Ahora, para cada j ∈ {1, . . . , n} tenemos las
siguientes igualdades:

cj = cjδxj (xj) =

 n∑
i=1

ciδxi

 (xj) = 0(xj) = 0

es decir, cj = 0 para cada j ∈ {1, . . . , n}. Por lo tanto, B es l.i en K(X).
• B genera a K(X): Sea f ∈ K(X). Si f = 0 es inmediato, así que podemos
suponer que f 6= 0, entonces sop(f) = {x1, . . . , xn} para algún n ∈ N\{0},
por lo que f(xj) = cj con cj 6= 0 para j ∈ {1, . . . , n}. Veamos que
f =

∑n
i=1 ciδxi , en efecto, si x /∈ sop(f) la igualdad se ve de forma

inmediata. Ahora, para cada j ∈ {1, . . . , n}, (xj ∈ sop(f)), tenemos lo
siguiente:

f(xj) = cj = cjδxj (xj) =

 n∑
i=1

ciδxi

 (xj)

Así las cosas, tenemos que para cada x ∈ X, f(x) =
(∑n

i=1 ciδxi
)

(x), de
ahí que f =

∑n
i=1 ciδxi . De esta manera queda demostrado que B genera

a K(X).

De lo anterior tenemos que dim(K(X)) = |B| = |X|. De esta manera se tiene que
dim(K(X)) = κ, donde κ es el cardinal asociado a X, el cual puede ser �nito o
in�nito, en otras palabras la dimensión de K(X) depende del cardinal de X.

Observación 2.29. Si de�nimos K(∅) = {0} y K(X) como antes cuando X 6= ∅,
tenemos que K(X) existe para cualquier conjunto X. De este hecho deducimos que
dado un campo K �jo, hay tantos espacios vectoriales sobre K como conjuntos
existan.

3. Teoría de categorías

A continuación exponemos el material del área de categorías que consideramos
relevante para el desarrollo del capítulo.
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De�nición 3.1. Una categoría C consta de los siguientes elementos:
(1) Una clase de objetos Obj(C).
(2) Un conjunto C(A,B), para cada A,B ∈ Obj(C), cuyos elementos serán

llamados �echas o mor�smos de A a B.
(3) Una operación

◦ : C(A,B)× C(B,C) → C(A,C)

para cada A,B,C ∈ Obj(C)
(4) Una �echa idA : A→ A, para cada A ∈ Obj(C).

los cuáles estás sujetos a los siguientes axiomas:
a. Para cada A,B,C,D ∈ Obj(C), f ∈ C(A,B), h ∈ C(B,C) y h ∈ C(C,D),

se tiene que
h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f.

b. Para cada A,B,C ∈ Obj(C), f ∈ C(A,B) y g ∈ C(B,C), se tiene que
idB ◦ f = f y g ◦ idB = g.

Notación 3.2. Para indicar que A ∈ Obj(C), escribiremos A ∈ C.

Notación 3.3. Si A,B,C ∈ C, f ∈ C(A,B) y g ∈ C(B,C), denotaremos g◦f = gf .

De�nición 3.4. Si C y D son categorías, decimos que D es una subcategoría de

C, si Obj(D) ⊆ Obj(D) y para cada A,B ∈ D, D(A,B) ⊆ C(A,B).

De�nición 3.5. Si C es una categoría, de�nimos la categoría opuesta de C, de-
notada como Cop, donde Obj(Cop) = Obj(C) y para cada g ∈ C(A,B), existe
g ∈ Cop(B,A). En este caso, para f ∈ Cop(A,C), de�nimos fg = gf .

De�nición 3.6. Sea C una categoría, A,B ∈ C y f ∈ C(A,B). Entonces:
• f es llamado monomor�smo, si para cada C ∈ C, g, h ∈ C(C,A), fg =
fh, implica g = h.

• f es llamado epimor�smo, si para cada C ∈ C, g, h ∈ C(B,C), gf = hf ,
implica g = h.

• f es llamado bimor�smo, si es monomor�smo y epimor�smo.
• f es una sección, si existe g ∈ C(B,A) tal que gf = idA.
• f es una retracción, si existe g ∈ C(B,A) tal que fg = idB.
• f es isomor�smo si existe g ∈ C(B,A) tal que gf = idA y fg = idB.
Cuando existe un isomor�smo entre A y B, se dice que A y B son iso-

morfos y se denota A ∼= B.

Observación 3.7. Si C es una categoría, A,B ∈ C y f ∈ C(A,B), entonces f es
isomor�smo, si y solo si f es sección y retracción. En efecto, si f es isomor�smo,
es claro que es sección y retracción. Ahora, si f es sección y retracción, existen
h, k ∈ C(B,A) tales que hf = idA y fk = idB. Veamos que h = k, para eso
observemos lo siguiente:

h = hidB = h(fk) = (hf)k = idAk = k

por lo que haciendo g = h = k, tenemos que gf = idA y fg = idB, de donde se
sigue que f es isomor�smo.

De�nición 3.8. Sean C y D categorías. Un funtor F : C→ D es una asignación,
sujeta a los siguientes axiomas:

(1) Para cada A ∈ Obj(C), F (A) ∈ Obj(D).



3. TEORÍA DE CATEGORÍAS 15

(2) Para cada A,B ∈ Obj(C) y f ∈ C(A,B), F (f) ∈ D(F (A), F (B))
(3) Para cada A,B,C ∈ Obj(C), f ∈ C(A,B) y g ∈ C(B,C), se tiene que

F (gf) = F (g)F (f).
(4) Para cada A ∈ Obj(C), se tiene que F (idA) = idF (A).

De�nición 3.9. Sean C y D categorías, F : C → D y G : C → D funtores. Una
transformación natural, denotada por τ : F ⇒ G, es una familia de mor�smos
en D

τ =
{
τA : F (A)→ G(A) | A ∈ Obj(C)

}
tal que para cada A,B ∈ Obj(C) y f : A→ B, el diagrama

F (A)
τA //

F (f)

��

G(A)

G(f)

��
F (B)

τB
// G(B)

conmuta en D, es decir, G(f)τA = τBF (f).
En este caso se dice que para cada A ∈ Obj(C), τA : F (A)→ G(A) es un mor�smo
natural. En ocasiones se suele denotar τ = {τA}A∈Obj(C).

Observación 3.10. Si C y D son categorías, F,G,H : C → D son funtores,
τ : F ⇒ G y σ : G ⇒ H son transformaciones naturales. La composición de
σ con τ la de�nimos como στ : F ⇒ H, dada por (στ)A = σAτA, para cada
A ∈ Obj (C). Veamos que efectivamente στ es una transformación natural, para
eso sean A,B ∈ Obj (C) y f : A→ B un mor�smo. Debemos tener que el diagrama

F (A)
(στ)A //

F (f)

��

H(A)

H(f)

��
F (B)

(στ)B // H(B)

conmuta. Pero tal diagrama lo podemos escribir como

F (A)
τA //

F (f)

��

G(A)
σA //

G(f)

��

H(A)

H(f)

��
F (B)

τB // G(B)
σB // H(B)

de manera que tenemos las siguientes igualdades:

H(f)(στ)A = H(f)(σAτA)
= (H(f)σA)τA
= (σBG(f))τA
= σB(G(f)τA)
= σB(τBF (f))
= (σBτB)F (f)
= (στ)BF (f)

es decir, H(f)(στ)A = (στ)BF (f), en consecuencia, στ : F ⇒ H es una transfor-
mación natural.
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De�nición 3.11. Sean C, D categorías, F,G : C → D funtores y τ : F ⇒ G una
transformación natural. Decimos que σ es un isomor�smo natural si para cada
A ∈ Obj(C), τA : F (A) → G(A) es un isomor�smo. En este caso se dice que F y
G son naturalmente isomorfos y se denota F ∼= G(naturalmente).

A continuación introduciremos la de�nición de funtores adjuntos, pero antes
de hacerlo es necesario precisar algunos detalles para establecer nuestra notación.
Consideremos C y D categorías, F : C→ D y G : D→ C funtores. Para mor�smos
f : A′ → A en C y g : B → B′ en D, al ser F un funtor de C a D, tenemos que
F (f) : F (A′)→ F (A) es un mor�smo en D y G(g) : G(B)→ G(B′) es un mor�smo
en C. Por consiguiente, dado un mor�smo α : F (A) → B en D, tenemos que la
composición gαF (f) : F (A′) → B′ es un mor�smo en D. Análogamente, dado un
mor�smo β : A → G(B) en C, tenemos que la composición G(g)βf : A′ → G(B′)
es un mor�smo en C. Además, es claro que dichas composiciones son únicas. Lo
anterior, nos motiva a introducir la siguiente de�nición.

De�nición 3.12. Sean C y D categorías, F : C→ D y G : D→ C funtores. Para
mor�smos f : A′ → A en C y g : B → B′ en D, de�nimos la función

g F (f) : D(F (A), B) → D(F (A′), B′)
α 7→ gαF (f).

Análogamente, de�nimos la función

G(g) f : C(A,G(B)) → C(A′, G(B′))
β 7→ G(g)βf.

Observación 3.13. Es importante notar que la de�nición de las funciones des-
critas anteriormente, depende tanto de los objetos como de los mor�smos elegidos.
Sin embargo, para no hacer la notación tan complicada, no se denota tal dependen-
cia y por eso en este apartado hacemos la aclaración.

De�nición 3.14. Sean C y D categorías, F : C → D y G : D → C funtores.
Decimos que G es adjunto derecho de F y que F es adjunto izquierdo de G si para
cada A ∈ Obj (C) y B ∈ Obj (D), existe un isomor�smo ΦA,B : D(F (A), B) →
C(A,G(B)), que es natural tanto en C como en D, esto es, para cada mor�smo
f : A′ → A en C y para cada mor�smo g : B → B′ en D, el diagrama

D(F (A), B)
ΦA,B //

g F (f)

��

C(A,G(B))

G(g) f

��
D(F (A′), B′)

ΦA′,B′ // C(A′, G(B′))

es conmutativo, es decir, G(g) fΦA,B = ΦA′,B′g F (f). En este caso denotamos
F a G.

Si C y D son categorías, F : C → D y G : D → C son funtores con F a G, de
la de�nición de funtor adjunto tenemos que para A ∈ C y B ∈ D,

D(F (A), B) ∼=ΦA,B C(A,G(B))

en particular,

D(F (A), F (A)) ∼=ΦA C(A,GF (A))(1.1)
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y

D(FG(B), B) ∼=ΦB C(G(B), G(B)).(1.2)

De (1.1), tenemos que ηA = ΦA(idF (A)) ∈ C(A,GF (A)). Análogamente, de (1.2),
tenemos que ξB = Φ−1

B (idG(B)) ∈ D(FG(B), B). Esto da lugar al siguiente teo-
rema.

Teorema 3.15. Sean C y D categorías, F : C → D y G : D → C funtores con
F a G. Entonces:

• η : IdC ⇒ GF , dada por η = {ηA}A∈Obj(C) es una transformación natural.
• ξ : FG ⇒ IdD, dada por ξ = {ξB}B∈Obj(D) es una transformación natu-
ral.

Además, para A ∈ Obj(C), B ∈ Obj(D), f : F (A) → B mor�smo en D y
g : A→ G(B) mor�smo en C, se tiene que ΦA,B(f) = G(f)ηA y Φ−1

A,B(g) = ξBF (g).

De�nición 3.16. η y ξ, de�nidas en el teorema anterior son llamados respectiva-
mente, unidad y co-unidad de la adjunción.

4. Propiedades categóricas de las bases y los mor�smos en los espacios

vectoriales

4.1. Los espacios vectoriales como categoría. Los espacios vectoriales
sobre un campo previamente �jado tienen una estructura categórica, la cuál se
de�ne a continuación.
Sea K un campo �jo. Entonces, VecK es la categoría de los espacios vectoriales
sobre K, donde

• Obj(VecK) = {V | V es un espacio vectorial sobre K}.
• Para cada V,W ∈ Obj(VecK),

VecK(V,W ) = HomK(V,W ) = {T : V →W | T es una transformación lineal}.

• La composición es la composición usual de funciones, debido a que com-
posición de trasformaciones lineales es transformación lineal.

• Para cada V ∈ Obj(VecK), idV : V → V es la transformación lineal
identidad.

Notación 4.1. Debido a que estamos tratando los espacios vectoriales con un en-
foque categórico, para indicar que KV es un espacio vectorial escribiremos KV ∈
VecK .

Una vez que tenemos de�nida nuestra categoría de espacios vectoriales vamos a
resaltar algunos aspectos categóricos de estos objetos.

5. Propiedades categóricas de las bases

Para introducir una de�nición categórica de la base de un espacio vectorial
vale la pena retomar el Ejemplo 2.28. Notemos que en el espacio K(X), X es
un conjunto, sin embargo, hay una función inyectiva, a saber, δ : X → K(X) de
manera que δ(X) es una base de K(X), lo que nos permitiría abusar y decir que �X
es una base de K(X)�, esto porque X ∼= δ(X) (como conjuntos). Para darle sentido
categórico a las bases de nuestros espacios vectoriales, daremos dos de�niciones de



18 1. ASPECTOS CATEGÓRICOS . . .

base, una algebraica y una categórica y posteriormente mostraremos que en algún
sentido ambas de�niciones son equivalentes.

De�nición 5.1 (Base algebraica). Sea KV un espacio vectorial. Un subconjunto
B ⊆ V es una base algebraica de V , si es una base de V en el sentido usual, es
decir, B es l.i y genera a V .

De�nición 5.2 (Base categórica). Sea KV un espacio vectorial, X un conjunto y
Λ : X → V una función. Diremos que el par (X,Λ) es una base categórica de V
si satisface la siguiente propiedad universal:

• Para cada KW ∈ VecK y cada función f : X → W , existe una única
T ∈ VecK(V,W ) tal que el diagrama

X

Λ
��

f // W

V

T

>>

conmuta, es decir, TΛ = f .

Observación 5.3. Si KV ∈ VecK y (X,Λ) es una base categórica de V , entonces
Λ : X → V es una función inyectiva. En efecto, supongamos que no lo es, entonces
existen x, y ∈ X, x 6= y con Λ(x) = Λ(y). Sabemos que K ∈ VecK , entonces
de�nimos la función

f : X → K
x 7→ 1

X \ {x} 3 z 7→ 0.

Al ser K un campo, se tiene que 1 6= 0. Es claro que f está bien de�nida. Luego,
existe una única T ∈ VecK(V,K) de manera que el diagrama

X

Λ
��

f // K

V

T

>>

conmuta, es decir, TΛ = f . Así, obtenemos las siguientes igualdades:

1 = f(x) = (TΛ)(x) = T (Λ(x)) = T (Λ(y)) = (TΛ)(y) = f(y) = 0

es decir, 1 = 0, lo que es absurdo debido a que K es campo. De ahí que Λ debe ser
inyectiva.

Las de�niciones de base algebraica y base categórica son equivalentes en el
siguiente sentido.

Teorema 5.4. Sea KV ∈ VecK , X un conjunto y Λ : X → V una función. Las
siguientes a�rmaciones son equivalentes:

(1) (X,Λ) es una base categórica de V .
(2) Λ(X) es una base algebraica de V .

Demostración:

1.⇒ 2. Supongamos que (X,Λ) es una base categórica de V . Probaremos primero
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que Λ(X) es l.i en V . En efecto, si Λ(X) es l.d en V , entonces existe y ∈ X tal que
Λ(y) ∈ 〈Λ(X) \ {Λ(y)}〉. De�nimos la función

f : X → K
y 7→ 1

X \ {y} 3 x 7→ 0.

Por hipótesis, existe una única T ∈ VecK(V,K) tal que TΛ = f . Como Λ(y) ∈
〈Λ(X) \ {Λ(y)}〉, entonces Λ(y) =

∑
x∈X cxΛ(x) con x 6= y, cx ∈ K y cx = 0 para

casi todo x ∈ X \ {y}. De esta manera, tenemos lo siguiente

1 = f(y) = (TΛ)(y) = T (Λ(y)) = T

∑
x∈X

cxΛ(x)


=
∑
x∈X

cxT (Λ(x)) =
∑
x∈X

cx(TΛ)(x) =
∑
x∈X

cxf(x) = 0

es decir, 1 = 0, lo cual es absurdo. Por lo tanto, Λ(X) es l.i en V .
Ahora mostraremos que 〈Λ(X)〉 = V . Supongamos que no es cierto, es decir,
supongamos que 〈Λ(X)〉 � V . Por el Teorema 2.21, existe {0} 6= L � V tal que
V = 〈Λ(X)〉 ⊕ L. Entonces, la transformación lineal

P : V = 〈Λ(X)〉 ⊕ L → V
u+ l = v 7→ u

es tal que el diagrama

X

Λ
��

Λ // V

V

P

>>

conmuta, pues (PΛ)(x) = P (Λ(x)) = Λ(x) para cada x ∈ X, ya que Λ(X) ⊆
〈Λ(X)〉. De igual manera, es claro que la transformación lineal idV : V → V hace
el diagrama

X

Λ
��

Λ // V

V

idV

>>

conmutativo. Ahora bien, como 〈Λ(X)〉 � V , existe v0 ∈ V \ 〈Λ(X)〉, luego,
v0 = u0 + l0, con u0 ∈ 〈Λ(X)〉, l0 ∈ L y l0 6= 0, pues si l0 = 0, se tendría que
v0 = u0 ∈ 〈Λ(X)〉, lo que contradice nuestra suposición. De esta manera

P (v0) = P (u0 + l0) = u0 6= u0 + l0 = idV (u0 + l0) = idV (v0)

por lo que P (v0) 6= idV (v0), en consecuencia, P 6= idV , en contra de la unicidad de
la transformación lineal con la propiedad. Por lo tanto, V = 〈Λ(X)〉, de donde se
sigue que Λ(X) es una base algebraica de V .
2. ⇒ 1. Supóngase que Λ(X) es una base algebraica de V . Vamos a mostrar que
(X,Λ) es una base categórica de V . Sean W ∈ VecK y f : X → W una función.
Por hipótesis, para cada v ∈ V , existe una única representación

v =
∑
x∈X

cxvΛ(x)
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donde cxv ∈ K y cxv = 0 para casi todo x ∈ X, de donde se tiene que la función

T : V → W∑
x∈X cxvΛ(x) = v 7→

∑
x∈X cxvf(x)

está bien de�nida. Además, si x ∈ X, como Λ(X) es base algebraica de V , se tiene
que Λ(x) = 1 · Λ(x), por lo que

(TΛ)(x) = T (Λ(x)) = T (1 · Λ(x)) = 1 · f(x) = f(x)

de donde se tiene que TΛ = f . Ahora, veamos que T es lineal, para eso tomemos
u, v ∈ V y c ∈ K, luego

u =
∑
x∈X

cxuΛ(x)

y
v =

∑
x∈X

cxvΛ(x)

con cxu , cxv ∈ K, cxu = cxv = 0 para casi toda x ∈ X. Entonces tenemos que

T (u+ cv) = T

∑
x∈X

cxuΛ(x) + c
∑
x∈X

cxvΛ(x)


= T

∑
x∈X

(cxu + ccxv )Λ(x)


=
∑
x∈X

(cxu + ccxv )f(x)

=
∑
x∈X

cxuf(x) + c
∑
x∈X

cxvf(x)

= T (u) + cT (v)

con lo cual se exhibe la linealidad de T .
Finalmente, probaremos la unicidad de T . Si S ∈ VecK(V,W ) es tal que SΛ = f ,
tenemos que

S(v) = S

∑
x∈X

cxvΛ(x)

 =
∑
x∈X

cxvS(Λ(x)) =
∑
x∈X

cxv (SΛ)(x) =
∑
x∈X

cxvf(x) = T (v)

es decir, S(v) = T (v), lo que sucede para cada v ∈ V , de donde se sigue que S = T .
�

Ejemplo 5.5. En la notación del Ejemplo 2.28, tenemos que (X, δ) es una base
categórica de K(X), pues δ(X) es una base algebraica para tal espacio.

Ejemplo 5.6. Si KV es un espacio vectorial y B ⊆ V es una base algebraica de
V , entonces la pareja (B, ι) es una base categórica para V , donde

ι : B → V
x 7→ x

es la función inclusión. Este hecho es el que en la mayor parte de la bibliografía le
llaman �Propiedad universal de las bases�, que en palabras naturales signi�ca
�para de�nir una transformación lineal, basta de�nirla en la base�. Ahora vemos
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que el nombre que le dan a esta propiedad es compatible con la de�nición categórica
de base.

Observación 5.7. Del ejemplo anterior podemos concluir que todo espacio vecto-
rial tiene al menos una base categórica.

Observación 5.8. Si (X,Λ) es una base categórica, entonces dimKV = |X|, pues
como Λ(X) es una base algebraica de X y Λ : X → V es una función inyectiva,
entonces

dimKV =
∣∣Λ(X)

∣∣ = |X| .

6. Tipos de mor�smos en VecK

En este apartado vamos a discutir sobre los tipos de mor�smos en la categoría
de los espacios vectoriales. Es común notar que en mucha bibliografía referente
al álgebra lineal, de�nen monomor�smo como una transformación lineal inyectiva,
epimor�smo como una transformación lineal suprayectiva e isomor�smo como una
transformación lineal biyectiva. Vamos a ver que estas de�niciones son compatibles
con las de�niciones en sentido categórico.

Teorema 6.1. Sean KV,KW ∈ VecK y T ∈ VecK(V,W ). Las siguientes a�rma-
ciones son equivalentes:

(1) T es monomor�smo.
(2) T es inyectiva.
(3) T es sección.

Demostración:

1.⇒ 2.: Supongamos que T es monomor�smo. Mostremos que T es inyectiva. Sean
v1, v2 ∈ V tales que T (v1) = T (v2). Tenemos que KK ∈ VecK y {1} es base de K,
luego existen transformaciones lineales

S1 : K → V S2 : K → V
1 7→ v1 1 7→ v2

por lo que

(TS1)(1) = T (S1(1)) = T (v1) = T (v2) = T (S2(1)) = (TS2)(1)

lo que implica que TS1 = TS2, pero T es monomor�smo, así que S1 = S2, entonces
v1 = S1(1) = S2(1) = v2, con lo que se establece la inyectividad de T .
2. ⇒ 3.: Sea B una base de V , como T es inyectiva, T (B) es l.i en W , por tanto
existe C base de W tal que T (B) ⊆ C, luego g = T

|C
|B : B → C es una función

inyectiva, entonces existe h : C → B tal que hg = idB . En particular h es una
función de C a V , luego existe una única S ∈ VecK(W,V ) tal que S|C = h.
Entonces para x ∈ V

(ST )(x) = S(T (x)) = S(g(x)) = h(g(x)) = (hg)(x) = idB(x)

por lo que (ST )|B = (idV )|B , lo que implica que ST = idV , concluyendo así que T
es una sección.
3. ⇒ 1.: Si T es sección, existe S ∈ VecK(W,V ) tal que ST = idV . Tomemos
X ∈ VecK , S1, S2 ∈ VecK(X,V ) tales que TS1 = TS2. Luego, se tiene que

S1 = idV S1 = (ST )S1 = S(TS1) = S(TS2) = (ST )S2 = idV S2 = S2
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es decir, S1 = S2, concluyendo así que T es monomor�smo. Observemos que en
esta parte de la demostración no se utilizaron propiedades propias de los espacios
vectoriales, únicamente las propiedades categóricas generales. �

Teorema 6.2. Sean KV,KW ∈ VecK y T ∈ VecK(V,W ). Las siguientes a�rma-
ciones son equivalentes:

(1) T es epimor�smo.
(2) T es suprayectiva.
(3) T es retracción.

Demostración:

1. ⇒ 2.: Supongamos que T es epimor�smo. Si T no es sobreyectiva, entonces
T (V ) � W , por lo que existe {0} 6= Y � W tal que W = T (V )⊕ Y . Entonces las
transformaciones lineales

idW : W → W P : W = T (V )⊕ Y → W
w 7→ w T (v) + y = v 7→ T (v)

son tales que idWT = PT , sin embargo, como T (V ) � W , se tiene que idW 6= P ,
lo que contradice que T es epimor�smo. Por lo tanto, T es suprayectiva.
2.⇒ 3.: Supongamos que T es suprayectiva. Vamos a contruir una transformación
lineal S : W → V que sea inversa derecha de T . Tomemos B una base de V , como
T es suprayectiva, T (B) es un generador de W , luego, existe una base C ⊆ W
tal que C ⊆ T (B). Luego g = TC|B : B → C es una función suprayectiva, por el
Axioma de elección, existe h : C → B tal que gh = idC . Como h en particular es
una función de C en V y C es base de W , existe una única S : W → V lineal tal
que S|C = h. Entonces para c ∈ C, tenemos que

(TS)(c) = T (S(c)) = T (h(c)) = g(h(c)) = (gh)(c) = idC(c)

así las cosas, tenemos que (TS)|C = (idW )|C , de donde se sigue que TS = idW .
3. ⇒ 1.: Si T es retracción, existe S : W → V lineal tal que TS = idW . Sea
Y ∈ VecK , U1, U2 : W → Y lineales tales que U1T = U2T . Entonces se tiene que

U1 = U1idW = U1(TS) = (U1T )S = (U2T )S = U2(TS) = U2idW = U2

es decir, U1 = U2, de donde se sigue que T es epimor�smo. Notemos que en esta
implicación no se utilizaron como tal las propiedades particulares de los espacios
vectoriales. �

Teorema 6.3. Sean KV,KW ∈ VecK y T ∈ VecK(V,W ). Las siguientes a�rma-
ciones son equivalentes:

(1) T es isomor�smo.
(2) T es biyectiva.
(3) T es bimor�smo.
(4) T es sección y retracción.

Demostración: Debido a los Teoremas 6.1 y 6.2, es su�ciente probar 1.⇔ 2..
1.⇒ 2.: Si T es isomor�smo, entonces es sección y retracción, por los Teoremas 6.1
y 6.2, es inyectiva y suprayectiva, por tanto biyectiva.
2. ⇒ 1. Si T es biyectiva, por el Teorema 6.1 y 6.2, T es sección y retracción, por
lo tanto T es isomor�smo. �
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Con el objetivo de exhibir que las equivalencias de los Teoremas 6.1, 6.2 y 6.3,
en general pueden no cumplirse, a continuación se dan ejemplos de categorías donde
tales equivalencias fallan.

Ejemplo 6.4 (Monomor�smo no inyectivo). Recordemos que un grupo abeliano
(G,+, 0) es divisible, si para cada n ∈ N \ {0} y cada g ∈ G, existe y ∈ G tal que
ny = g. Consideremos la categoría DAb, cuyos objetos son los grupos abelianos
divisibles y los mor�smos son los homomor�smos usuales de grupos. Tomemos los
objetos Q y Q/Z de DAb y consideremos el mor�smo natural

f : Q → Q/Z
q 7→ q + Z.

Vamos a demostrar que f es un monomor�smo en DAb, para eso tomemos D ∈
DAb y mor�smos h, k : D → Q tales que fh = fk. Debemos mostrar que h = k.
En efecto, si h 6= k, existe d ∈ D tal que h(d) 6= k(d), luego h(d) − k(d) 6= 0.
Sin perdida de generalidad, podemos suponer que h(d) − k(d) = m

n ∈ Q
+ donde

m,n ∈ N \ {0}. Como D es divisible, 2 ∈ N \ {0} y d ∈ D, existe d′ ∈ D tal que
d = 2d′. En consecuencia, tenemos lo siguiente:
m

2n
=

1

2

m

n
=

1

2
(h(d)− k(d)) =

1

2
(h(2d′)− k(2d′)) =

2

2
(h(d′)− k(d′)) = h(d′)− k(d′)

es decir, h(d′) − k(d′) = m
2n . Como m ∈ N \ {0}, d′ ∈ D y D es divisible, existe

b ∈ D tal que d′ = mb. Luego, se tienen las siguientes igualdades:
1

2n
=

1

m

m

2n
=

1

m
(h(d′)− k(d′)) =

1

m
(h(mb)− k(mb)) =

m

m
(h(b)− k(b)) = h(b)− k(b)

es decir, h(b)− k(b) = 1
2n . De esta manera, tenemos que

(fh)(b)− (fk)(b) = f(h(b))− f(k(b)) = f(h(b)− k(b)) = f

(
1

2n

)
=

1

2n
+ Z

pero 1
2n+Z 6= 0 (0 = 0+Z), ya que 1

2n /∈ Z, de donde se sigue que (fh)(b)−(fk)(b) 6=
0, es decir, (fh)(b) 6= (fk)(b), consecuentemente, fh 6= fk, lo cual contradice
nuestra suposición inicial. Por lo tanto, h = k, concluyendo así que f es un
monomor�smo en DAb. Sin embargo, f no es inyectiva, ya que Ker(f) = Z 6= {0}.

Ejemplo 6.5 (Epimor�smo no suprayectivo). Consideremos la categoría CRing,
cuyos objetos son los anillos conmutativos y los mor�smos son los homomor�smos
de anillos. Consideremos los objetos Z y Q en CRing y el mor�smo

f : Z → Q
n 7→ n

1 .

en CRing. Mostremos que f es un epimor�smo. Para eso tomemos R ∈ CRing
y mor�smos h, k : Q → R tales que hf = kf . Vamos a mostrar que h = k, para
eso tomemos m

n ∈ Q y observemos las siguientes igualdades:
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es decir, h

(
m
n

)
= k

(
m
n

)
, para cada m

n ∈ Q, por lo que h = k, concluyendo que f es
epimor�smo. Sin embargo, f no es suprayectiva, ya que Im(f) = {n1 | n ∈ Z} ( Q.
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Aún hay más con este mor�smo, resulta que f también es un monomor�smo. En
efecto, si S ∈ CRing y s, t : S → Z son mor�smos en CRing tales que fs = ft,
tenemos que para cada a ∈ S, s(a), t(a) ∈ Z, en consecuencia, ocurre lo siguiente:

s(a)

1
= f(s(a)) = (fs)(a) = (ft)(a) = f(t(a)) =

t(a)

1

es decir, s(a)
1 = t(a)

1 , lo que implica que s(a) = t(a) para cada a ∈ S, por lo que
s = t. Así las cosas, tenemos que f es un bimor�smo que no es isomor�smo, pues
al no ser biyectivo no es invertible ni siquiera como función.

Ejemplo 6.6 (Biyección que no es isomor�smo). Consideremos la categoría POSET,
cuyos objetos son los conjuntos parcialmente ordenados y para (A,6), (B,4), los
mor�smos son las funciones f : A → B tales que para x, y ∈ A, x 6 y implica
f(x) 4 f(y), las cuáles son llamadas mor�smos de orden. En esta categoría,
tenemos que (N \ {0}, |) (| es la divisibilidad) y (N \ {0},6)( 6 es el orden usual
en los naturales) son objetos en POSET y

idN\{0} : (N \ {0}, |) → (N \ {0},6)
n 7→ n

es un mor�smo de orden biyectivo, pues por propiedades de divisibiliad, se tiene
que para m,n ∈ N\{0}, m | n, implica m 6 n. La inversa de idN\{0} es ella misma
(como conjuntos), es decir,

idN\{0} : (N \ {0},6) → (N \ {0}, |)
n 7→ n.

Sin embargo, esta inversa no es un mor�smo de orden, pues 2, 3 ∈ N \ {0}, 2 6 3
pero 2 - 3. Así las cosas, idN\{0} es un mor�smo biyectivo que no es isomor�smo
en POSET.

Continuando con nuestro énfasis en los espacios vectoriales, presentamos el
siguiente teorema.

Teorema 6.7. Sea K un campo. Entonces la relación de isomor�smo es una
relación de equivalencia en Obj(VecK).

Demostración:

• Re�exividad: Sea KV ∈ VecK . Luego, la transformación identidad
idV : V → V , de�nida por idV (v) = v para cada v ∈ V es un isomor�smo,
de ahí que V ∼= V .

• Simetría: Sean KV,KW ∈ VecK espacios vectoriales. Supongamos que
V ∼= W , luego, existe un isomor�smo T : V → W , luego, T−1 : W → V
es un isomor�smo, de ahí que W ∼= V .

• Transitividad: Sean KV , KW y KZ ∈ VecK espacios vectoriales. Supon-
gamos que V ∼= W y W ∼= Z, entonces existen isomor�smos T : V → W
y S : W → Z, entonces, ST : V → W es un isomor�smo. Por lo tanto,
V ∼= Z.

De lo anterior, tenemos que la relación de isomor�smo es una relación de equiva-
lencia en Obj(VecK). �

De�nición 6.8. Sea KV ∈ VecK . De�nimos la clase de isomor�smo de V de la
siguiente manera:

C (V ) =
{
W ∈ VecK |W ∼= V

}
.
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Así, podemos particionar la clase de espacios vectoriales sobre un campo dado
en clases de isomor�smos. En el siguiente teorema mostraremos que basta que dos
espacios vectoriales tengan la misma dimensión (�nita o in�nita) para que sean
isomorfos.

Teorema 6.9. Sean KV,KW ∈ VecK . Entonces, las siguientes a�rmaciones son
equivalentes:

(1) V ∼= W .
(2) dim(V ) = dim(W ).

Demostración: 1. ⇒ 2.: Supongamos que V ∼= W , luego existe un isomo�smo
T : V → W . Si X es una base algebraica de V , entonces T (X) es una base
algebraica de W y g = T

|T (X)
|X : X → T (X) es una biyección, entonces

dim(V ) = |X| =
∣∣T (X)

∣∣ = dim(W ).

2. ⇒ 1.: Supongamos que dim(V ) = dim(W ). Consideremos (X,Λ) y (Y,Γ)
bases categóricas de V y W , respectivamente. Por hipótesis, hay una biyección
σ : X → Y . De modo que tenemos el diagrama

X
σ //

Λ
��

Y

Γ
��

V W

Entonces por un lado tenemos el diagrama

X
σ //

Λ
��

Y
Γ // W

V

por lo que al ser (X,Λ) base categórica de V y W ∈ VecK , existe una única
T : V →W lineal, de modo que el diagrama

X
Γσ //

Λ
��

W

V

T

>>

conmuta, es decir, TΛ = Γσ. Por otro lado, del diagrama

Y
Λσ−1

//

Γ
��

V

W

y el hecho de que (Y,Γ) es base categórica de W y V ∈ VecK , existe una única
S : W → V lineal de manera que el diagrama

Y
Λσ−1

//

Γ
��

V

W

S

>>
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conmuta, es decir, SΓ = Λσ−1. Ahora, notemos que

(ST )Λ = S(TΛ) = S(Γσ) = (SΓ)σ = (Λσ−1)σ = Λ(σ−1σ) = ΛidX = Λ.

por lo que el diagrama

X
Λ //

Λ
��

V

V

ST

>>

es conmutativo, pero el diagrama

X
Λ //

Λ
��

V

V

idV

>>

también es conmutativo, por lo que ST = idV . De manera completamente similar
se prueba que TS = idW , por consiguiente T : V → W es isomor�smo y en
consecuencia, V ∼= W . �

Observación 6.10. De acuerdo con el teorema anterior, para V ∈ VecK , po-
dríamos rede�nir la clase de isomor�smo de V como

C(V ) = {W ∈ VecK | dim(W ) = dim(V )}.
Por ejemplo, si n ∈ N, Kn es un representante de la clase de isomor�smo de todos
los espacios vectoriales sobre K de dimensión n.

Corolario 6.11. Si KV ∈ VecK , entonces V ∼= K(X) para algún conjunto X.

Demostración: Si X es una base algebraica de V , entonces

dim(V ) = |X| = dim
(
K(X)

)
,

por el Teorema 6.9, V ∼= K(X). �

El corolario anterior nos dice que todo espacio vectorial es de la forma K(X),
salvo isomor�smo. Entonces, si X es un conjunto,

C
(
K(X)

)
= {V ∈ VecK | dim(V ) = |X|}.

De modo que K(X) representa a todos los espacios vectoriales de base X. Dado que
a cada conjunto X se le puede asignar un cardinal (por el Axioma de Elección), se
concluye que hay tantos espacios vectoriales sobre un campo dado como cardinales
hay.

7. Una adjunción entre Set y VecK

Lo expuesto anteriormente nos permite de�nir un par de funtores adjuntos entre
las categorías Set y VecK , por lo que hay una relación fuerte entre tales categorías.

De�nición 7.1. Sea K un campo. El funtor que olvida F : VecK → Set está
de�nido en objetos como:

F : Obj(VecK) → Obj(Set)
KV → V
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donde V es el conjunto subyacente de KV , en otras palabras le quitamos a KV la
estructura de espacio vectorial. En mor�smos se de�ne de la siguiente manera:

F : VecK(KV,KW ) → Set(V,W )
T → T

donde T : V → W es la función entre los conjuntos V y W , es decir, le quitamos
a T la linealidad.

Teorema 7.2. Sea K un campo. Entonces existe un funtor L : Set → VecK ,
de�nido en objetos como:

L : Obj(Set) → Obj(VecK)
X → F (K)

y en mor�smos como:

L : Set(X,Y ) → VecK(K(X),K(Y ))
f → Tf

donde Tf es la única transformación lineal Tf : K(X) → K(Y ) que cumple TfδX =
δY f .

Demostración: Es claro que la asignación está bien de�nida en objetos, ya que
por el Teorema 2.7, K(X) es un espacio vectorial sobre el campo K, para cualquier
conjunto X. Además, por el Corolario 6.11, todos los espacios vectoriales que
tengan como base al conjunto X están en la misma clase de isomor�smo de K(X)

y eso los hace indistinguibles algebraicamente.
Ahora veamos que está bien de�nida en mor�smos. Si X y Y son conjuntos y
f : X → Y es una función, tenemos el diagrama

X
f //

δX
��

Y
δY // K(Y )

K(X)

como (X, δX) es base categórica de K(X), existe una única transformación lineal
Tf : K(X) → K(Y ) que hace conmutativo el diagrama

X
δY f //

δX
��

K(Y )

K(X)

Tf

;;

es decir, TfδX = δY f , de esta manera establecemos que el funtor está bien de�nido
en mor�smos.
Veamos que se cumple 3. de la de�nición de funtor, para eso sean X,Y, Z conjuntos,
f : X → Y y g : Y → Z funciones, luego gf : X → Z es una función, Tf : K(X) →
K(Y ) y Tg : K(Y ) → K(Z) son transformaciones lineales, luego, TgTf : K(X) →
K(Z) es una transformación lineal y por la de�nición del funtor, Tgf : K(X) → K(Z)

es una transformación lineal. Debemos mostrar que Tgf = TgTf . Es su�ciente
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mostrar que TgfδX = (TgTf )δX . En efecto, de los diagramas

X
δY f //

δX
��

K(Y )

K(X)

Tf

;;

Y
δZg //

δY
��

K(Z)

K(Y )

Tg

;;

X
δZgf //

δX
��

K(Z)

K(X)

Tgf

;;

tenemos que

TgfδX = δZgf = (δZg)f = (TgδY )f = Tg(δY f) = Tg(TfδX) = (TgTf )δX

es decir, TgfδX = (TgTf )δX , por ser (X, δX) base categórica de K(X), tenemos que
Tgf = TgTf , es decir, L(gf) = L(g)L(f).
Es claro que para cada conjunto X, TidX = idK(X) , es decir, L(idX) = idK(X) . Por
lo tanto, L : Set→ VecF es un funtor. �

Proposición 7.3. Los funtores F : VecK → Set y L : Set → VecK respetan
monomor�smos y epimor�smos. Más aún, ambos funtores respetan isomor�smos.

Demostración: Si T : V → W es monomor�smo, por el Teorema 6.1, T es
sección, luego existe S : W → V tal que ST = idV , entonces

F (S)F (T ) = F (ST ) = F (idV ) = idF (V )

por lo que F (T ) es sección en Set y por tanto F (T ) es monomor�smo en Set.
Análogamente se ve que L manda monomor�smos en Set a monomor�smos en
VecK . Note que estas conclusiones se deben a que en las categorías Set y VecF
monomor�smo es equivalente a sección. Para el caso de los epimor�smos se razona
de manera análoga. Más aún, debido a que en VecF y en Set, los isomor�smos son
bimor�smos, se concluye que ambos funtores respetan isomor�smos. �

Usando estos funtores podemos demostrar una caracterización de espacios iso-
morfos a través de los monomor�smos.

Teorema 7.4 (Teorema de Cantor-Schroeder-Bernstein para espacios vectoriales).
Sean KV y KW espacios vectoriales. Las siguentes a�rmaciones son equivalentes:

(1) V ∼= W .
(2) Existen monomor�smos T : V →W y S : W → V .

Demostración:

1. ⇒ 2.: Es claro, pues si V ∼= W mediante un isomor�smo T : V → W . Luego
T : V →W y T−1 : W → V son isomor�smos, en particular monomor�smos.
2.⇒ 1.: Consideremos (X,Λ) y (Y,Γ) bases categóricas de V yW , respectivamente.
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Aplicando el funtor F a T y W , tenemos que F (T ) : V →W y F (S) : W → V son
funciones inyectivas, enntonces de los diagramas

X
Λ // Λ(X)

F (T )// F (T )Λ(X)
ψ // Y

y

Y
Γ // Γ(Y )

F (S)// F (S)Γ(Y )
φ // X

donde ψ : F (T )Λ(X)→ Y y φ : F (S)Γ(Y )→ X son funciones inyectivas (recorde-
mos que los monomor�smos mandan conjuntos l.i en conjuntos l.i y todo conjunto
l.i se sumerge en cualquier base), de tiene que |X| 6 |Y | y |Y | 6 |X|, por el Teo-
rema de Cantor-Schroeder-Bernstein para conjuntos, se tiene que |X| = |Y |, es
decir, dim(V ) = dim(W ), por el Teorema 6.9, V ∼= W . �

Finalmente mostraremos que los funtores anteriores son adjuntos.

Teorema 7.5. Sea K un campo, L : Set → VecK el funtor del Teorema 7.2 y
F : VecK → Set el funtor que olvida. Entonces L a F .

Demostración: Sea X un conjunto y KV un espacio vectorial. Proponemos:

τX,V : VecK

(
K(X),K V

)
→ Set (X,V )

T 7→ τX,V (T )

donde τX,V (T ) : X → V está de�nida por τX,V (T )(x) = Tδ(x), para cada x ∈
X. Claramente, τX,V (T ) está bien de�nida. Vamos a demostrar que τX,V (T ) :

VecK

(
K(X),K V

)
→ Set (X,V ) es una biyección:

• Inyectividad: Sean T : K(X) →K V , U : K(X) →K V transformaciones
lineales y supongamos que τX,V (T ) = τX,V (U). Debemos exhibir que
T = U . Basta demostrar que Tδ = Uδ. En efecto, para x ∈ X, Tδ(x) =
τX,V (T )(x) = τX,V (U)(x) = Uδ(x), es decir, Tδ(x) = Uδ(x), para cada
x ∈ X. Por lo tanto, T = U .

• Suprayectividad: Sea g : X → V una función, como (X, δ) es base
categórica de deK(X), existe una única transformación lineal Tg : K(X) →K

V tal que Tδ = g. Ahora, si x ∈ X, entonces τX,V (Tg)(x) = Tgδ(x) =
g(x), de esta manera g = τX,V (Tg) y así se concluye que τX,V es suprayec-
tiva.

Así las cosas, tenemos que τX,V : VecK

(
K(X),K V

)
→ Set (X,V ) es una biyec-

ción.
Finalmente, vamos a probar la naturalidad. Tomemos un conjunto Y , un espacio
vectorial KW , una función f : Y → X y una transformación lineal T :K V →K W .
Necesitamos exhibir que el diagrama

VecK(K(X),K V )
τX,V //

T L(f)

��

Set(X,V )

F (T ) f

��
VecK(K(Y ),KW )

τY,W // Set(Y,W )

es conmutativo, es decir, F (T ) fτX,V = τY,WT L(f), donde (T L(f))(S) = TSL(f),
para cada S : K(X) →K V enVecK y (F (T ) f)(g) = F (T )gf , para cada g : X → V
en Set. Tomemos S : K(X) →K V en VecK . Por un lado, (F (T ) fτX,V )(S) =
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F (T )τX,V (S)f : Y → W es una función en Set y para cada y ∈ Y , tenemos lo
siguiente:

(I)

(F (T )τX,V (S)f)(y) = (F (T )τX,V (S))(f(y))
= F (T )(τX,V (S)(f(y)))
= F (T )(SδX(f(y))
= T (SδX(f(y)))
= TSδXf(y)

Por otro lado, (τY,WT L(f))(S) = τY,W (TSL(f)) : Y → W es una función en Set
y para y ∈ Y se cumplen las siguientes igualdades:

(II)

τY,W (TSL(f))(y) = TSL(f)δY (y)
= (TS)(L(f)δY )(y)
= (TS)(δXf)(y)
= TSδXf(y).

Comparando las igualdades (I) y (II), tenemos que H(T ) fτX,V = τY,WT G(f), lo
que estabamos buscando.
Por lo tanto, τX,V : VecK

(
K(X),K V

)
→ Set (X,V ) es una biyección natural,

para cada X ∈ Obj(Set) y KV ∈ Obj(VecK). En consecuencia, G a H. �

Observación 7.6. En los funtores anteriores, para X ∈ Set, la unidad ηX : X →
K(X), es ηX = τX(idK(X)), donde ηX = δX , que no es otra cosa que la función que
de�ne la base categórica (X, δX) de K(X).
Para KV ∈ VecF , la counidad es ξB : K(V ) →K V , con ξV = τ−1

V (idV ), lo que
es equivalente a que τV (ξV ) = idV , de donde se sigue que ξV : K(V ) →K V es la
única transformación lineal tal que ξV δV = idV .

8. Conclusiones

De acuerdo a los resultados presentados anteriormente podemos darnos cuenta
que tan solo con re�exionar un poco las propiedades que conocemos de los espa-
cios vectoriales y relacionarlas con la teoría de categorías, podemos expresar las
propiedades conocidas en términos de esta herramienta (las categorías) que aunque
es relativamente moderna nos puede permitir encontrar resultados interesantes u
obtener de�niciones más generales como se hizo en el caso de las bases.
Es importante mencionar que solo se exploraron aspectos muy básicos como son los
tipos de mor�smos y las bases, si analizamos un poco más otras propiedades más
avanzadas de nuestros espacios vectoriales muy posiblemente se puedan también ex-
presar a través de herramientas de la teoría de categorías, pero eso probablemente
sea tema para otro capítulo.
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1. Introducción

En la búsqueda de la esencia de lo topológico, se han planteado diversas estrate-
gias para exhibirlo, desde proponer nuevas estructuras para analizar lo topológico,
hasta salir de Top hacia otras categorías con diversos funtores. Desde el libro Fun-
damentos de la topología de Preuss, el concepto de constructo rondaba en las mentes
de los matemáticos, sin encontrar una de�nición formal, creemos que bajo la mi-
rada categórica de las teorías topológicas[Oswald Wyler 1970, G.C.L. Brümer,
1983] podemos obtener una de�nición más formal del concepto de algo adisionado
con una estructura.

2. De�niciones

Enseguida de�nimos el importante concepto de �teoría topológica�, en donde la
categoría de conjuntos ordenados juega un papel muy importante así como un funtor
que permite establecer la relación entre una categoría esencialmente topológica y
los conjuntos ordenados:

De�nición 2.1 (Oswald Wyler en 2.2 de [4]). Sea U una categoría y P ∗ : Uop →
Ord un funtor entre la categoría Uop y la categoría de los conjuntos ordenados Ord
que cumple:

1. Para todo A ∈ Ob(U), P ∗(A) es una retícula completa.
2. Sea f ∈Mor(U), digamos f : A→ B para A,B ∈ Ob(U) (P ∗(f) : P ∗(B)→

P ∗(A)), y si {yi : i ∈ I} ⊆ P ∗(B), entonces P ∗(f)(
∧
i∈I yi) =

∧
i∈I P

∗(f)(yi)
(P ∗(f), (preserva ín�mos).

Diremos que P ∗ : Uop → Ord es una teoría topológica.

Este concepto nos lleva a una noción de constructo, que desarrollamos en la
siguiente de�nición:

33
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De�nición 2.2. Sea P ∗ : Uop → Ord una teoría topológica, de�nimos la categoría
Up, donde sus objetos son parejas (A, x) donde A ∈ Ob(U) y x ∈ P ∗(A) y f ∈
Mor(Up), si f = (x, g, y) : (A, x) → (B, y), donde g ∈ Mor(U), g : A → B,
x ∈ p∗(g)(A), y ∈ P ∗ (B) y x 6 p∗(g)(y) con la relación de orden de P ∗(A).

Podemos decir que si (A, x) ∈ Ob(Up), donde A ∈ Ob(U) y x ∈ P ∗(A), a A, le
estamos incorporando la estructura x que vive en P ∗(A), la cual es la colección de
las posibles estructuras que da la teoría topológica P ∗ al objeto A, es importante
notar que los mor�smos de Up, son mor�smos de U, que tienen una noción de
preservar estructura dada por la exigencia de que x 6 P ∗(g)(y).

2.1. Categoría topológica. Pensamos comparar las dos estrategias categóri-
cas que preténden mostrar la esencia de lo topológico: las teorías topológicas y los
funtores topológicos, en ese camino de�nimos funtor topológico:

De�nición 2.3. Sea F : χ→ U un funtor, diremos que F es un funtor topológico
si:

Para toda F -fuente en U, (fi : X → F (Xi))i∈I , existe una única χ-fuente
(f̄i : X̄ → Xi)i∈I , llamada el F -levantamiento inicial, tal que:

1. F (X̄) = X y F (f̄i) = fi para todo i ∈ I.
2. Para toda χ- fuente (gi : Y → Xi)i∈I y todo h : F (Y ) → X U- mor�smo,

tal que hfi = F (gi) para todo i ∈ I, existe un único χ-mor�smo ĥ : Y → X̄, tal
que f̄iĥ = gi para todo i ∈ I.

La condición 2 de la De�nición 2.3 se describe con los siguientes diagramas
conmutativos unos en χ y otros en U :

Dadas, las χ- fuentes
X̄

f̄i

// Xi

Y

gi

??

tal que existe h ∈Mor(U) tal que conmuta en U el diagrama
X

fi

// F (Xi)

F (Y )

h

OO

F (gi)

<<

entonces existe un único ĥ tal que en χ, conmuta el diagrama:
X̄

f̄i

// Xi

Y

ĥ

OO

gi

??
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3. Propiedades

Veamos algunas propiedades que nos acercan a vislumbrar la relación entre
estas dos propuestas categóricas:

Lema 3.1. Si P ∗ : Uop → Ord una teoría topológica, entonces (ver De�nición 2.2)
1. Up es una categoría, donde si (x, f, y), (y, g, z) ∈Mor(Up), con f : B → C,

g : C → A de�nimos (y, g, z) ◦ (x, f, y) = (x, gf, z) : (x,A, y)→ (y,B,Z).
2. P : Up → U, de�nido como P ((A, x)) = A y P ((x, g, y)) = g es un funtor

topológico.

Demostración:

1. Sean (x, f, y), (y, g, z) ∈ Mor(Up), donde f : B → C, g : C → A,
x ∈ p∗(B), y ∈ p∗(C) y z ∈ p∗(A), queremos demostrar que x 6 P ∗(gf)(z)
es decir (x, gf, z) ∈ Mor(Up), pero x 6 P ∗(f)(y) y y 6 P ∗(g)(z), entonces
P ∗(f)(y) 6 P ∗(f)(P ∗(g)(z)) = P ∗ (gf)(z) y x 6 P ∗(f)(y), luego x 6 P ∗(gf)(z)
y se concluye lo deseado, recordar que P ∗(f) y P ∗(g) son mor�smos de orden.
Además P ∗(IdB)(x) = x para cada x ∈ P ∗(B) pues P ∗(IdB) es la función iden-
tidad, de donde (x, IdB , x) : (B, x) → (B, x) es un mor�smo en Up que funciona
como la identidad del objeto (B, x).

2. Sea el P -pozo (fi : Ai = P (Ai, xi)→ A)i∈I en U. Sea x =
∧
i∈I P

∗(fi)(xi),
a�rmamos que (x, fi, xi) = f̄i : (A, x)→ (Ai, xi) es el P -levantamiento inicial. Sea
((z, gi, xi) : (Ai, xi → (B, z))) una Up- fuente, es decir z 6 P ∗(gi)(yi) para todo
i ∈ I, y h : A → B un U-mor�smo, tal que hfi = gi, de�namos ĥ = (z, h, x) y
veamos que ĥ : (B, z)→ (A, x), es decir ĥ ∈Mor(Up).

Es decir que es mor�smo de Up y luego que conmuta el diagrama respec-
tivo: Tenemos que P ∗(h)(x) = P ∗(h)(

∧
i∈I P

∗(fi)(xi)) =
∧
i∈I(P

∗(hfi)(xi)) =∧
i∈I P

∗(gi)(xi), pero z 6
∧
i∈I P

∗(gi)(xi) recordar que z 6 P ∗(gi)(yi) para todo
i ∈ I, por tanto z 6 P ∗(h)(x), luego ĥ ∈Mor(Up). Ahora, es claro que (z, f̄iĥ, xi) =
(z, hfi, xi) = (z, gi, xi)

La unicidad se implica de la antisimetría de la relación de orden en P ∗(A),
ya que, si ((y, gi, xi) : (B, y) → (Ai, xi))i∈I es otra Up- fuente con P (B, y) = A y
P (y, gi, xi) = fi para todo i ∈ I, entonces y 6 p∗(gi)(xi) = p∗(fi)(xi), luego y 6 x.

Ahora, usando la inicialidad, tenemos que IdA : A → B es un U-mor�smo,
como trivialmente, IdAfi = fi, entonces existe ÎdA = (x, IdA, y) : (B, y)→ (A, x),
luego x 6 y, por tanto (A, x) = (B, y) y el levantamiento es único.

Veamos en diagramas la demostración:
Sea (fi : Ai → A)i∈I mor�smos en U con xi ∈ Ai, si x =

∧
i∈I P

∗(fi)(xi),
entonces (x, fi, xi) = f̄i : (A, x)→ (Ai, xi) es una Up-fuente que es inicial. Sean los

diagramas en U conmutativos para toda i ∈ I A

h

��

Ai
fioo

gi

��
B

y sea la Up-fuente ((z, gi, xi) : (B, z)→ (Ai, xi))i∈I ,
es decir z 6 gi(xi) para todo i ∈ I:
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si de�nimos, ĥ = (z, h, x) : (B, z) → (A, x), obtenemos en Up el diagrama
conmutativo.

(A, x)
f̄i

// (Ai, xi)

(B, z)

ĥ

OO

(z,gi,xi)

<<

�

4. De categorías topológicas a teorías topológicas

Ahora, si partimos de un funtor topológico, veamos cómo podemos �levantar�
una teoría topológica. Recordaremos el siguiente resultado

Teorema 4.1 (ver 21 de [1]). Todo funtor topológico es �el, amnésico y trans-
portable.

De�nición 4.2. Sea F : χ → U un funtor de �bras pequeñas, entonces si C,D ∈
F−1(A) con A ∈ Ob(U), de�nimos que C 6F D si y sólo si existe φ : C → D, U-
mor�smo tal que F (φ) = IdA

Teorema 4.3. Sea F : χ → U funtor topológico, para todo A ∈ Ob(U), se cumple
que (F−1(A),6F ) es una retícula completa

Demostración:

Sea Xλ ∈ F−1(A) para λ ∈ Λ, denotamos por fλ = IdA : A→ F (Xλ), entonces
(fλ = IdA : A→ F (Xλ)) es una F - fuente, sea (f̄λ : Ā→ Xλ)λ∈Λ su levantamiento
inicial, a�rmamos que Ā =

∧
λ∈ΛXλ, es claro que Ā 6F Xλ par todo λ ∈ Λ, ya que

F (f̄λ) = IdA. Ahora, si Z ∈ F−1(A) tal que Z 6F Xλ para todo λ ∈ Λ, entonces
existen φλ : Z → Xλ tal que F (φλ) = IdA para todo λ, tenemos los siguientes
mor�smos en χ:

Ā
f̄λ

// Xλ

Z

φλ

>>

como para todo λ, el diagrama en U es conmutativo, con el mor�smo identidad.
A

fλ

// F (Xλ)

F (Z)

IdA

OO

F (φλ)

<<

obtenemos el siguiente diagrama en χ, conmutativo
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Ā
f̄λ

// Xλ

Z

ÎdA

OO

φλ

>>

como F (ÎdA) = IdA, entonces Z 6 Ā. Luego
∧
λ∈ΛXλ = A. Usando que el

funtor es amnésico se puede demostrar que el orden en F−1(A) es antisimétrico, para
esto si X6F Y y Y6FX en F−1(A), tenemos que existen U-mor�smos φ : X → Y y
ϕ : Y → X con F (φ) = IdA y F (ϕ) = IdA, ya que F (ϕ ◦ φ) = IdA tenemos que
ϕ ◦ φ = IdX , análogamente φ ◦ ϕ = IdY , �nalmente ϕ es un isomor�smo con F (ϕ)
una identidad y así ϕ es una identidad, con lo que X = Y .

De manera análoga si fλ = IdA : F (Xλ) → A, donde Xλ ∈ F−1(A) para
todo λ ∈ Λ, es un F -pozo, y como todo funtor topológico es co-topológico, se tiene
un levantamiento �nal, sea (fλ : Xλ → A)λ∈Λ para tal levantamiento, se puede
demostrar que A =

∨
λ∈ΛXλ.

Las demás propiedades son sencillas de demostrar y así podemos conlcuir que
F−1(A) es retícula completa �

Estamos en el camino de construir un funtor entre Uop y Ord, es claro que a
los objetos se les puede asociar F−1(A), pero ahora hay que de�nir la asociación
en mor�smos.

De�nición 4.4. Sea F : χ → U un funtor topológico y f : A → B mor�smo de
U, de�nimos: f∗ : (F−1(B),6F ) → (F−1(A),6F ) donde para Y ∈ F−1(B) sea
f∗(Y ) = X. Donde, como f : A → B = F (Y ) es una F -fuente, entonces existe
f : X → Y F -levantamiento inicial de f y X es el dominio de tal levantamiento
inicial.

Lema 4.5. Sea f : A → B mor�smo de U, entonces f∗ : F−1(B) → F−1(A)
preserva orden.

Demostración:

Sean Y1 6F Y2, con Y1, Y2 ∈ F−1(B), entonces existe φ : Y1 → Y2 tal que
F (φ) = IdB , entonces (f : A → F (Yi) = B), es una F - fuente en U, si (fi : Xi →
Yi)i∈{1,2} son sus F -levantamientos iniciales, entonces f∗(Y1) = X1 y f∗(Y2) = X2

es decir:
X1

f1

// Y1

φ

��
X2

f2

// Y2

Como
F (X1)

f
//

IdA

��

B

IdB

��
F (X2)

f
// B

Conmuta. Entonces, existe ÎdA : X1 → X2 tal que F (ÎdA) = IdA tal que
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X1
f1

//

ÎdA
��

Y1

φ

��
X2

f2

// Y2

Conmuta. luego X1 6F X2. �

De�nición 4.6. Sea F : χ → U un funtor topológico y f : A → B mor�smo
de U, de�nimos: f∗ : (F−1(A),6F ) → (F−1(B),6F ) donde para X ∈ F−1(A)
f∗(X) = Y . Donde, como f : A = F (X) → B es un F -pozo, entonces f : X → Y
es su F -levantamiento �nal de f , así que Y es el co-dominio de tal levantamiento
�nal.

Lema 4.7. Sea F : χ → U un funtor topológico y f : A → B mor�smo de U,
entonces f∗ preserva orden.

Demostración: De igual manera que en el Lema 4.5, sean X1, X2 ∈ F−1(A),
tales que X1 6F X2, entonces existe un U- mor�smo φ tal que φ : X1 → X2

y F (φ) = IdA. Entonces obtenemos los F -pozos (f : F (Xi) = A → B)i∈{1,2},
entonces obtenemos los F -levantamiento �nales (fi : Xi → Yi)i∈{1,2}. Luego

X1
f1

//

φ

��

Y1

X2
f2

// Y2

Como
F (X1)

f
//

IdA

��

B

IdB

��
F (X2)

f
// B

Conmuta. Entonces, existe ÎdB : Y1 → Y2 tal que F (ÎdB) = IdB tal que
X1

f1

//

φ

��

Y1

ÎdB
��

X2
f2

// Y2

conmuta, luego Y1 6F Y2. �

Lema 4.8. Sea F : χ→ U un funtor topológico. Para todo f : A→ B U-mor�smo,
y para todo X ∈ F−1(A) y para todo Y ∈ F−1(B), se cumple que:

X 6F f∗(f∗(X)) y f∗(f∗(Y )) 6F Y .

Demostración: Sea f : A → B, entonces f : F (X) → B es un F -pozo y sea
f∗ : F−1(A) → F−1(B) y f : X → f∗(X), usando la inicialidad y �nalidad en los
diagramas son conmutativos:

f∗(f∗((X)))
f

// f∗(X)

X

f

55

ÎdA

OO
A

f
// B = F (f∗(X))

A = F (X)

f

55

IdA

OO

.
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Usando la �nalidad e inicialidad en los diagramas son conmutativos:
f∗(Y )

f
//

f
))

f∗(f
∗(Y ))

ÎdB
��
Y

A = F (f∗(Y ))
f

//

f ))

B

IdB

��
B = F (Y ).

Luego F (ÎdA) = IdA y F (ÎdB) = IdB , por lo tanto,
X 6F f∗(f∗(X)) y f∗(f∗(Y )) 6F Y . �

Teorema 4.9. Sea F : χ → U un funtor topológico, entonces P ∗F : Uop → Ord
de�nido como P ∗F (A) = F−1(A) y si f : A→ B mor�smo de U, entonces P ∗F (f) =
f∗ es una teoría topológica.

Demostración: Como f∗ y f∗ son adjuntos como mapeos de clases pre-ordenada,
entonces f∗ preserva ín�mos. �

En resumen: Sea F : χ :→ U un funtor topológico con �bras pequeñas, y
sea P ∗F : Uop → Ord un funtor, donde P ∗F (A) = F−1(A) y P ∗F (f) = f∗, entonces
P ∗F : Uop → Ord es una teoría topológica y podemos de�nir PF : UPF → U

(ver la De�nición 2.2) que es un funtor topológico de�nido como PF (A,Z) = A y
P (X, f, Y ) = f . El cual es �casi� un funtor que olvida.

5. Isomor�smo

Teorema 5.1. Sea F : χ → U un funtor topológico. Sea G : χ → UPF , de�nido
como G(X) = (F (X), X) y para f : Y → X, G(f) = (X,F (f), Y ) : (F (X), X) →
(F (Y ), Y )

Sea H : UPF → χ donde H(A,X) = X y H((X, f, Y )) = fφ, donde f :
f∗(Y )→ Y es el levantamiento F -inicial de f : X → F (Y ) y φ : X → P ∗F (f)(Y ) =
f∗(Y ) tal que F (φ) = idA, entonces χ y UPF son categorías isomorfas mediante H

y G.

Demostración:

Comprobemos que si f : X → Y con f ∈ Mor(χ), entonces (X,F (f), Y ) ∈
Mor(UPF ), pero F (f) : F (X) → F (Y ), pero X ∈ F−1(F (X)) y Y ∈ F−1(F (Y )).
Notar que G(H(A,X)) = (F (X), X) = (A,X) y H(G(X)) = H(F (X), X) = X
y en los mor�smos: G(H(X, f, Y )) = G(fφ) = (X,F (fφ), Y ) = (X, fIdA, Y ) =
(X, f, Y ), es decir HG = IDχ y GH = IDUPF . �

Teorema 5.2. Los funtores G, H, F y PF , conmutan el diagrama de funtores.

χ
G

,,

F

��

UPF

H

kk

PF

��
U

Demostración:

Sea X ∈ Ob(χ), entonces PF (G(X)) = PF (F (X), X) = F (X), luego G(X) =
F (X) sea PF (G(f)) = PF ((X,F (f), Y )) = F (f).
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Análogamente, sea (A,X) ∈ Ob(UPF ), entonces F (H((A,X))) = F (X) =
A = PF ((A,X)), y si (X, f, Y ) ∈ Mor(UPF ), entonces F (H((X, f, Y ))) = F (f) =
PF ((X, f, Y )) �

6. Subcategorías bire�exivas en categorías topológicas

Teorema 6.1. Si R es una subcategoría plena, repleta y bire�exiva de χ, con
F : χ → U un funtor topológico y U una categoría balanceada, entonces R es
cerrada bajo la formación de estructuras iniciales (en χ).

Demostración:

Sea (fλ : A → F (Yλ))λ∈Λ una F -fuente con Yλ ∈ Obj(R) para cada λ ∈ Λ,
consideremos r : A → R(A) la R-bire�exión de A, tenemos que para cada λ ∈ Λ
existe un único χ-mor�smo gλ = (fλ)0 : R(A)→ Yλ tal que gλ ◦ r = fλ. Tenemos
que F (r) es bimor�smo, así existe U−mor�smo s = (F (r))−1 : F (R(A)) → F (A),
además ya que para cada λ ∈ Λ, F (gλ) ◦ F (r) = fλ, se tiene que para cada λ ∈ Λ,
fλ ◦ s = F (gλ), y por propiedad del levantamiento F -inicial tenemos que existe un
único χ-mor�smo ŝ : R(A) → A tal que F (ŝ) = s y para cada λ ∈ Λ, fλ ◦ ŝ = gλ,
además ŝ◦r = 1A pues F (ŝ◦r) = F (1A), de donde r es una retracción y bimor�smo,
así r es isomor�mo y A ∼= R(A). �

Corolario 6.2. Si R es una subcategoría plena, repleta y bire�exiva de χ, con
F : χ → U un funtor topológico y U una categoría balanceada, entonces R es
cerrada bajo la formación de ín�mos.

Proposición 6.3. Sea F : χ→ U un funtor topológico y R una subcategoría cerrada
bajo ín�mos y �estructuras iniciales�, entonces R es bire�exiva en χ

Demostración:

Para cada X ∈ Obj(R), consideremos

R(X) :=
∧
{Y ∈ Obj(R)|X 6F Y }

Ya que R es cerrada bajo ín�mos, tenemos que R(X) es un objeto de R, además
tenemos que X 6F R(X), de donde existe ϕ : X → R(X) con F (ϕ) = 1F (X), de
donde ϕ es bimor�smo (Todo funtor topológico preserva monofuentes y epipozos,
ver 21.13 de [1]), veamos que rX = ϕ es la R-re�exión de X. Sea f : X → Y un
χ-mor�smo, tenemos que (F (f))∗(Y ) es un R-objeto tal que X 6 (F (f))∗(Y ), de
donde R(X) 6F (F (f))∗(Y ), así existe un χ-mor�smo ψ : R(X)→ (F (f))∗(Y ) tal
que F (ψ) = 1F (R(X)), �nalmente para f0 := F (f) ◦ ψ se tiene que f0 ◦ rX = f .

�

Proposición 6.4 (Dual de Proposición 19). Si C es una subcategoría plena y bi-
corre�exiva de χ, con F : χ→ U un funtor topológico y U una categoría balanceada,
entonces R es cerrada bajo la formación de estructuras �nales (en χ).

Corolario 6.5 (Dual de Corolario 20). Si R es una subcategoría plena y bicor-
re�exiva de χ, con F : χ → U un funtor topológico y U una categoría balanceada,
entonces R es cerrada bajo la formación de supremos.
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Proposición 6.6 (Dual de Proposición 21). Sea F : χ → U un funtor topológico
y C una subcategoría cerrada bajo supremos y �estructuras �nales�, entonces C es
bicorre�exiva en χ con corre�ector

C(X) :=
∨
{Y ∈ Obj(C)|Y 6F X}

Proposición 6.7. Sea A una clase de χ-objetos, la envolvente birre�exiva de A en
χ, denotada por AR está dada por

X ∈ AR ⇔ ∃Λ(∃B ∈ Obj(U)(∃{fλ : B → F (Aλ)} ∧X =
∧
λ∈Λ

f∗λ(Aλ)))

Demostración:

Ya que para cada X ∈ A se tiene que A = 1∗F (A)(A), se tiene que A ⊂ Obj(AR).
Si B es una subcategoría birre�exiva con A ⊂ B, se tiene que B es cerrada bajo la
formación de estructuras iniciales e ín�mos, así AR es una subcategoría de B. Si
{Xγ}γ∈Γ es una familia de AR-objetos, tenemos que∧

γ∈Γ

Xγ =
∧
γ∈Γ

∧
λ∈Λγ

f∗λ(Aλ) =
∧

λ∈
⋃

Λγ

f∗λ(Aλ)

de donde AR es cerrada bajo ín�mos. Si X es un AR-objeto y g : A → F (X)
es un U-mor�smo, tenemos que

g∗(X) = g∗(
∧
λ∈Λ

f∗λ(Aλ)) =
∧
λ∈Λ

g∗(f∗λ(Aλ)) =
∧
λ∈Λ

(fλ ◦ g)∗(Aλ)

así g∗(X) es un AR-objeto. Finalmente por la proposición 6.3, tenemos que
AR es bire�exiva. �

Proposición 6.8 (Dual de Proposición 6.7). Sea A una clase de χ-objetos, la
envolvente bicorre�exiva de A en χ, denotada por AC está dada por

X ∈ AC ⇔ ∃Λ(∃B ∈ Obj(U)(∃{fλ : F (Aλ)→ B} ∧X =
∨
λ∈Λ

f∗λ(Aλ)))
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1. Introducción

Este capítulo tiene como objetivo presentar y estudiar algunas propiedades de
los espacios T 1

2
dicho trabajo esta dividido en 6 secciones.

En la sección 2 daremos los resultados generales necesarios para llevar a buen
�n este trabajo, en la sección 3 presentamos la de�nición de conjunto g-cerrado
así como algunas equivalencias a la de�nición que nos serán útiles en las siguientes
secciones, en la sección 4 daremos la de�nición de espacio T 1

2
así también presenta-

mos algunas condiciones bajo las cuales un espacio topológico es T 1
2
, en la sección 5

daremos algunas equivalencias a ser un espacio topológico T 1
2
así como su relación

con otras clases de espacios. Finalizamos este capítulo presentando la sección 6
dando algunas propiedades que satisface esta clase de espacios.

2. Resultados generales

En esta sección daremos las de�niciones y resultados necesarios en este trabajo.

De�nición 2.1. Sean (X, τ) un espacio topológico, A ⊂ X y x ∈ X
(1) El interior de A ⊂ X, lo denotamos por int(A).
(2) A es un conjunto cerrado si X \A ∈ τ .
(3) La cerradura de A la cual denotaremos como cl(A) es el conjunto

cl(A) = {x ∈ X : U ∩A 6= ∅ para todo U ∈ τ tal que x ∈ U}.
(4) El kernel de A, el cual denotaremos como ker(A) es el conjunto

ker(A) = ∩{U ∈ τ : A ⊂ U}.
(5) I(A) = ker(A) ∩ cl(A).

Lema 2.2. Sean (X, τ) un espacio topológico y A ⊂ X, entonces
cl(A) = ∩{F : A ⊂ F y F es un conjunto cerrado}.

43
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Lema 2.3. Sean (X, τ) un espacio topológico y A ⊂ X. Las siguientes a�rmaciones
son equivalentes

(1) A es un conjunto cerrado.
(2) A = cl(A).

De�nición 2.4. Sean (X, τ) un espacio topológico, Y ⊂ X y A ⊂ Y .
(1) La topología relativa en Y la cual denotaremos como τY es

τY = {O ∩ Y : O ∈ τ}.
(2) La cerradura de A en Y la cual denotaremos como clY (A) es

clY (A) = cl(A) ∩ Y .

De�nición 2.5. Sea (X, τ) un espacio topológico. Entonces
(1) (X, τ) es localmente indiscreto si

U = cl(U) para todo U ∈ τ .
(2) (X, τ) es simétrico si

x ∈ cl({y}) implica y ∈ cl({x}) para todo x, y ∈ X.
(3) (X, τ) es de Alexandroff si la intersección arbitraria de conjuntos abier-

tos es un conjunto abierto.
(4) (X, τ) es puerta si para todo A ⊂ X

A ∈ τ o A = cl(A).

Las siguientes a�rmaciones relacionadas con espacios de Alexandro� aparecen
en [9].

Se demuestra que si (X, τ) es un espacio de Alexandro� existe un preorden 6
en X que genera la topología τ . En particular se demuestra el siguiente resultado

Lema 2.6. Sean (X, τ) un espacio topológico de Alexandroff y x ∈ X.
(1) El conjunto Ux = {y ∈ X : x 6 y} es el abierto mínimo que contiene a x.
(2) El conjunto Vx = {y ∈ X : y 6 x} satisface que clX{x} = Vx.

Con respecto a este preorden se consideran los siguientes conjuntos
(1) M = {x ∈ X : x es elemento maximal de X}.
(2) m = {x ∈ X : x es elemento minimal de X}.
y se demuestra la siguiente a�rmación.

Lema 2.7. Sean (X, τ) un espacio topológico de Alexandroff y x ∈ X.
(1) Si x ∈ m, entonces cl({x}) = {x}.
(2) Si x ∈M , entonces {x} ∈ τ .

De�nición 2.8. Sean (X, τ) un espacio topológico y A ⊂ X.
(1) (X, τ) es TD si para todo x ∈ X, existe U ∈ τ y un conjunto cerrado F

tales que
{x} = U ∩ F .

(2) (X, τ) es submaximal si
D ∈ τ para todo conjunto denso D ⊂ X.

(3) A es un conjunto localmente cerrado si existen U ∈ τ y un conjunto
cerrado F ⊂ X tales que

A = U ∩ F .
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Teorema 2.9. Sea (X, τ) un espacio topológico TD. Entonces (X, τ) es T0.

Demostración: Sean (X, τ) TD y x, y ∈ X con x 6= y.
Como (X, τ) un espacio topológico TD y x ∈ X, entonces existe U ∈ τ y un

conjunto cerrado F ⊂ X tal que {x} = U ∩ F .
Como x 6= y, entonces y /∈ {x} lo cual implica que y /∈ U ∩F de donde se sigue

que y /∈ U o y /∈ F es decir
(x ∈ U y y /∈ U) o (y ∈ X \ F y x /∈ X \ F ).

Por lo tanto
(X, τ) es T0.

�

Teorema 2.10. Sea (X, τ) un espacio topológico. Las siguientes a�rmaciones son
equivalentes

(1) (X, τ) es TD.
(2) Para todo x ∈ X existe U ∈ τ tal que {x} = U ∩ cl({x}).

Demostración: 1) implica 2) Sea x ∈ X como (X, τ) es TD existen U ∈ τ y un
conjunto cerrado F ⊂ X tal que {x} = U ∩ F .

Como {x} = U ∩ F , entonces {x} ⊂ U y {x} ⊂ F lo cual implica {x} ⊂ U y
{x} ⊂ cl({x}) de donde se sigue que

{x} ⊂ U ∩ cl({x}) ⊂ U ∩ F = {x}.
Por lo tanto

{x} = U ∩ cl({x}).
2) implica 1) Es inmediato. �

Los siguientes dos teoremas fueron demostrados en [13].

Teorema 2.11. Sean (X, τ) un espacio topológico y A ⊂ X. Las siguientes a�r-
maciones son equivalentes

(1) A es un conjunto localmente cerrado.
(2) Existe U ∈ τ tal que A = U ∩ cl(A).
(3) cl(A) \A es un conjunto cerrado en X.
(4) A ∪ (X \ cl(A)) es un conjunto abierto.
(5) A ⊂ int(A ∪ [X \ cl(A)]).

Corolario 2.12. Sea (X, τ) un espacio topológico.
(1) Para todo U ∈ τ , U es localmente cerrado.
(2) Para todo conjunto cerrado F ⊂ X, F es localmente cerrado.

Teorema 2.13. Sea (X, τ) un espacio topológico. Las siguientes a�rmaciones son
equivalentes

(1) (X, τ) es submaximal.
(2) Para todo conjunto A ⊂ X, A es localmente cerrado.

El siguiente resultado es demostrado en [14].

Teorema 2.14. Sea (X, τ) un espacio topológico de Alexandroff . Las siguientes
a�rmaciones son equivalentes

(1) (X, τ) es submaximal.
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(2) X = M ∪m.

Demostración: 1) implica 2) Sea (X, τ) submaximal.
Supongamos que existe x ∈ X que no es minimal ni maximal, entonces existen

y, z ∈ X tales que z < x < y.
Como x < y, del Lema 2.6 se tiene y ∈ Ux lo cual implica x ∈ cl({y}) ⊂

cl(X \ {x}) por lo tanto el conjunto D = X \ {x} es denso en X, además es claro
que z ∈ D y como z < x del mismo lema se tiene que x ∈ Uz \ D de donde
z /∈ int(D). Esto implica que D no es un conjunto abierto, es decir (X, τ) no es
submaximal.

2) implica 1) Sean X = M ∪m y D ⊂ X un conjunto denso.
Del Lema 2.7 se tiene que para cada x ∈ M , Ux = {x} con Ux ∩ D 6= ∅. Se

sigue que M ⊂ D. Por otro lado para cada x ∈ D \M como x /∈M , existe yx ∈ X
tal que x < yx de donde yx ∈ X \m ⊂ M , entonces yx ∈ D, lo cual implica que
para todo x ∈ D, se tiene que Ux ⊂ D lo cual implica que D = ∪x∈DUx.

Por lo tanto
(X, τ) es submaximal.

�

De�nición 2.15. Sea (X, τ) un espacio topológico y A ⊂ X.
(1) A es un conjunto preabierto si

A ⊂ int[cl(A)].

(2) (X, τ) es R0, si para todo U ∈ τ
U = ∪{F ⊂ U : F = cl(F )}.

El siguiente teorema fue demostrado en [13].

Teorema 2.16. Sea (X, τ) un espacio topológico. Las siguientes a�rmaciones son
equivalentes

(1) (X, τ) es localmente indiscreto.
(2) Para todo conjunto A ⊂ X, A es preabierto.
(3) Para todo x ∈ X, {x} es un conjunto preabierto.
(4) Para todo conjunto cerrado F ⊂ X, F es preabierto.

El siguiente teorema fue demostrado en [1].

Teorema 2.17. Sea (X, τ) un espacio topológico. Las siguientes a�rmaciones son
equivalentes

(1) (X, τ) es R0.
(2) cl({x}) ⊂ U para todo U ∈ τ y para cada x ∈ U .
(3) ker(F ) = F para todo F ⊂ X tal que F = cl(F ).
(4) cl({x}) ⊂ ker({x}) para todo x ∈ X.
(5) cl({x}) = ker({x}) para todo x ∈ X.
(6) I(x) = cl({x}) para todo x ∈ X.
(7) I(x) = ker({x}) para todo x ∈ X.
(8) Para todo x, y ∈ X tales que cl({x}) ∩ cl({y}) 6= ∅ implica cl({x}) =

cl({y}).
(9) Para todo x, y ∈ X tales que ker({x})∩ ker({y}) 6= ∅ implica ker({x}) =

ker({y}).
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3. Conjuntos g-cerrados

Iniciaremos esta sección dando la de�nición de conjunto g-cerrado la cual
aparece en [10] y daremos algunas condiciones bajo las cuales un conjunto A ⊂ X es
un conjunto g-cerrado. En particular el Teorema 3.5 aparece en [6] y la g cerradura
así como los resultados que se dan en este trabajo aparecen en [7].

De�nición 3.1. Sea (X, τ) un espacio topológico y A ⊂ X de�nimos
(1) A es un conjunto g-cerrado si

cl(A) ⊂ U para todo U ∈ τ tal que A ⊂ U .
(2) La g cerradura de A la cual denotaremos como clg(A) es el conjunto

clg(A) = ∩{F ⊂ X : A ⊂ F con F un conjunto g − cerrado}.

El inciso 4 que se da en la siguiente observación así como el Teorema 5.17
aparecen en [4].

Observación 1. Si A es un conjunto cerrado, entonces
(1) A es un conjunto g-cerrado.
(2) clg(A) = A.
(3) No todo conjunto g-cerrado es un conjunto cerrado.
(4) Para todo x ∈ X, {x} es un conjunto cerrado o X \ {x} es un conjunto

g-cerrado.
Demostración: 3) Sea

X = {a, b, c}, τ = {∅, {a}, X} y A = {a, b}.
Es claro que A es un conjunto g-cerrado pero no cerrado.

4) Sea x ∈ X. Si {x} no es un conjunto cerrado, entonces X \ {x} no es un
conjunto abierto de donde se sigue que el único conjunto abierto que lo contiene es
X lo cual implica que cl(X \ {x}) ⊂ X.

Por lo tanto para todo x ∈ X
{x} es un conjunto cerrado o X \ {x} es un conjunto g-cerrado.

�

Teorema 3.2. Sean (X, τ) un espacio topológico localmente indiscreto y A ⊂ X.
Entonces A ⊂ X es un conjunto g-cerrado.

Demostración: Sean A ⊂ X y O ∈ τ tal que A ⊂ O, entonces cl(A) ⊂ cl(O)
de donde aplicando la De�nición 2.5 se sigue que cl(O) = O lo cual implica que
cl(A) ⊂ O.

Por lo tanto
A es un conjunto g-cerrado .

�

De los Teoremas 2.16 y 3.2 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.3. Sea (X, τ) un espacio topológico que satisface cualquiera de las
siguientes a�rmaciones. Entonces todo conjunto A ⊂ X es un conjunto g-cerrado.

(1) Para todo conjunto A ⊂ X, A es un conjunto preabierto.
(2) Para todo x ∈ X, {x} es un conjunto preabierto.
(3) Para todo conjunto cerrado F ⊂ X, F es un conjunto preabierto.
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Teorema 3.4. Sean (X, τ) un espacio topológico y γ = {F ⊂ X : F = cl(F )}. Las
siguientes a�rmaciones son equivalentes

(1) τ = γ.
(2) Todo conjunto A ⊂ X es un conjunto g-cerrado.

Demostración: 1) implica 2) Supongamos que τ = γ. Sean A ⊂ X y O ∈ τ tales
que A ⊂ O.

Como τ = γ y O ∈ τ son tales que A ⊂ O, entonces cl(A) ⊂ cl(O) = O lo cual
implica que cl(A) ⊂ O.

Por lo tanto de la De�nición 3.1 se tiene que
A es un conjunto g-cerrado.

2) implica 1) Supongamos que todo conjunto A ⊂ X es un conjunto g-cerrado.
Sea O ∈ τ , como O ⊂ O y O es un conjunto g- cerrado, entonces cl(O) ⊂ O y

como O ⊂ cl(O), entonces O = cl(O).
Por lo tanto τ ⊂ γ. En forma análoga podemos demostrar que γ ⊂ τ .
Por lo tanto

τ = γ.

�

Teorema 3.5. Sean (X, τ) un espacio topológico y A ⊂ X. Las siguientes a�rma-
ciones son equivalentes

(1) A es un conjunto g-cerrado.
(2) cl({x}) ∩A 6= ∅ para cada x ∈ cl(A).
(3) cl(A) \A no contiene conjuntos cerrados no vacíos.

Demostración: 1) implica 2) Sea A un conjunto g-cerrado.
Supongamos que existe x ∈ cl(A) tal que cl({x}) ∩ A = ∅, entonces A ⊂

X \cl({x}) y dado que A es un conjunto g-cerrado se sigue que cl(A) ⊂ X \cl({x}),
lo cual implica que x ∈ X \ cl({x}) lo que es una contradicción.

Por lo tanto
cl({x}) ∩A 6= ∅ para cada x ∈ cl(A).

2) implica 3) Supongamos que para cada x ∈ cl(A), cl({x}) ∩ A 6= ∅ y que
existe un conjunto cerrado F ⊂ cl(A) \A, tal que F 6= ∅.

Como F 6= ∅ existe x ∈ F de donde {x} ⊂ F , entonces cl({x}) ⊂ F y como
F ⊂ cl(A) \A tenemos que

∅ 6= cl({x}) ∩A ⊂ F ∩A ⊂ (cl(A) \A) ∩A
que es una contradicción.

Por lo tanto
Si F ⊂ cl(A) \A es un conjunto cerrado, entonces F = ∅.

3) implica 1) Supongamos que cl(A) \ A no contiene conjuntos cerrados no
vacíos.

Sea U ∈ τ tal que A ⊂ U . Es claro que cl(A)∩ (X \U) es un conjunto cerrado
tal que

cl(A) ∩ (X \ U) ⊂ cl(A) \A.
Se sigue que cl(A) ∩ (X \ U) = ∅, lo cual implica que cl(A) ⊂ U .

Por lo tanto,
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A es un conjunto g-cerrado.

�

Teorema 3.6. Sean (X, τ) un espacio topológico y A ⊂ X. Las siguientes a�rma-
ciones son equivalentes

(1) A es un conjunto g cerrado.
(2) cl(A) ⊂ ker(A).

Demostración: 1) implica 2) Sea A un conjunto g cerrado. Entonces cl(A) ⊂ U
para todo conjunto abierto tal que A ⊂ U . Así,

cl(A) ⊂ ∩{U ⊂ X : A ⊂ U con U conjunto abierto}.
Por lo tanto,

cl(A) ⊂ ker(A).
2) implica 1) Supongamos que cl(A) ⊂ ker(A).

Como cl(A) ⊂ ker(A), entonces cl(A) ⊂ U para todo U ∈ τ tal que A ⊂ U .
Por lo tanto,

A es un conjunto g cerrado.

�

Teorema 3.7. Sea (X, τ) un espacio topológico, Las siguientes a�rmaciones son
equivalentes

(1) (X, τ) es simétrico.
(2) Para todo x ∈ X, {x} es un conjunto g-cerrado.

Demostración: 1) implica 2) Sea (X, τ) simétrico y supongamos que existe x ∈ X
tal que, {x} no es un conjunto g-cerrado.

Como {x} no es un conjunto g-cerrado, entonces existe O ∈ τ tal que {x} ⊂ O
y cl({x}) no esta contenido en O.

Dado que cl({x}) no está contenido en O, entonces cl({x}) ∩ (X \ O) 6= ∅,
de donde existe y ∈ cl({x}) ∩ (X \ O) es decir y ∈ cl({x}) y y ∈ (X \ O). Como
y ∈ cl({x}) aplicando la De�nición 2.5 x ∈ cl({y}) lo cual implica que x ∈ cl({y}) ⊂
(X \O) es decir {x} ⊂ (X \O) que es una contradicción.

Por lo tanto, para todo x ∈ X, {x} es un conjunto g-cerrado.
2) implica 1) Supongamos que para todo x ∈ X, {x} es un conjunto g-cerrado

y que (X, τ) no es simétrico.
Como (X, τ) no es simétrico existen x, y ∈ X tales que x ∈ cl({y}) y y /∈

cl({x}).
Dado que y /∈ cl({x}), entonces {y} ⊂ (X \ cl({x}) y por hipótesis se sigue que

cl({y}) ⊂ (X \ cl({x}) de donde x ∈ (X \ cl({x}) que es una contradicción.
Por lo tanto, (X, τ) es simétrico. �

Del Teorema 2.17 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.8. (X, τ) es un espacio topológico simétrico, si se satisface cualquiera
de las siguientes a�rmaciones

(1) (X, τ) es R0.
(2) ker(F ) = F para todo F ⊂ X tal que F = cl(F ).
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(3) cl({x}) ⊂ ker({x}) para todo x ∈ X.
(4) cl({x}) = ker({x}) para todo x ∈ X.
(5) I(x) = cl({x}) para todo x ∈ X.
(6) I(x) = ker({x}) para todo x ∈ X.
(7) Para todo x, y ∈ X tales que cl({x}) ∩ cl({y}) 6= ∅ implica cl({x}) =

cl({y}).
(8) Para todo x, y ∈ X tales que ker({x})∩ ker({y}) 6= ∅ implica ker({x}) =

ker({y}).

Las siguientes de�niciones que aparecen en [3] y [8] nos dan dos condiciones
que nos permite asegurar cuando un conjunto A ⊂ X es g-cerrado.

De�nición 3.9. Sea (X, τ) un espacio topológico y A ⊂ X de�nimos
(1) La θ cerradura de A la cual denotaremos por clθ(A) como el conjunto

clθ(A) = {x ∈ X : cl(U) ∩A 6= ∅ para todo U ∈ τ tal que x ∈ U}.
(2) A es un conjunto g-θ cerrado si

clθ(A) ⊂ U para cada U ∈ τ tal que A ⊂ U .
(3) A es un conjunto θ cerrado si A = clθ(A).

De�nición 3.10. Sea (X, τ) un espacio topológico y A ⊂ X de�nimos
(1) La T cerradura de A la cual denotaremos por clT (A) como el conjunto

clT (A) = {x ∈ X : clg(U) ∩A 6= ∅ para todo U ∈ τ tal que x ∈ U}.
(2) A es un conjunto g-T cerrado si

clT (A) ⊂ U para cada U ∈ τ tal que A ⊂ U .
(3) A es un conjunto T -cerrado si A = clT (A).

Observación 2

(1) A ⊂ clg(A) ⊂ cl(A) ⊂ clθ(A).
(2) A ⊂ clg(A) ⊂ cl(A) ⊂ clT (A).
De la Observación 2 tenemos el siguiente resultado.

Lema 3.11. Sean (X, τ) un espacio topológico y A ⊂ X, entonces A es un conjunto
g-cerrado si satisface alguna de las siguientes condiciones

(1) A es un conjunto g-θ cerrado.
(2) A es un conjunto g-T cerrado.

Finalizaremos esta sección dando algunos resultados que muestran cómo se
comportan los conjuntos g-cerrados bajo funciones que satisfacen alguna propiedad.

Teorema 3.12. Sean (X, τ), (Y, τ1) espacios topológicos, f : X → Y continua y
cerrada y A ⊂ X un conjunto g-cerrado, entonces f(A) es un conjunto g-cerrado.

Demostración: Sea O ∈ τ1 tal que f(A) ⊂ O, entonces A ⊂ f−1(O) y dado que
A es un conjunto g-cerrado y f−1(O) ∈ τ se sigue que cl(A) ⊂ f−1(O) y como

cl(f(A)) ⊂ cl(f [cl(A)]) = f [cl(A)] ⊂ O
implica que cl(f(A)) ⊂ O.

Por lo tanto
f(A) es un conjunto g-cerrado.

�
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Teorema 3.13. Sean (X, τ), (Y, τ1) espacios topológicos, f : X → Y continua,
cerrada y B ⊂ Y un conjunto g-cerrado, entonces f−1(B) es un conjunto g-cerrado.

Demostración: Sea B ⊂ Y un conjunto g-cerrado y O ∈ τ tal que f−1(B) ⊂ O.
Es claro que cl(f−(B)) ∩ (X \O) es un conjunto cerrado, entonces f [cl(f−1(B)) ∩
(X \O)] es un conjunto cerrado.

A�rmamos que f [cl(f−1(B)) ∩ (X \ O)] ⊂ cl(B) \ B. Sea y ∈ f [cl(f−1(B)) ∩
(X \ O)], entonces existe x ∈ cl(f−1(B)) ∩ (X \ O) tal que f(x) = y de donde
x ∈ cl(f−1(B)) y x ∈ (X \O).

Dado que f es continua y f−1(B) ⊂ O se tiene que x ∈ f−1(cl(B)) y x /∈
f−1(B) lo cual implica que y = f(x) ∈ cl(B)\B. Por lo tanto aplicando el Teorema
3.5 f [cl(f−1(B)) ∩ (X \ O)] = ∅ lo cual implica que cl(f−1(B)) ∩ (X \ O) = ∅ es
decir cl(f−1(B)) ⊂ O.

Por lo tanto
f−1(B) es un conjunto g-cerrado.

�

De los Teoremas 3.12 y 3.13 tenemos el sigiente resultado.

Corolario 3.14. Sean (X, τ), (Y, τ1) espacios topológicos y f : X → Y un homeo-
mor�smo, entonces

(1) f(A) es un conjunto g-cerrado para todo conjunto g-cerrado A ⊂ X.
(2) f(B)−1 es un conjunto g-cerrado para todo conjunto g-cerrado B ⊂ Y .

4. Espacios T 1
2

Recordemos que dado un espacio topológico (X, τ) y un conjunto A ⊂ X, si A
es un conjunto cerrado, entonces A es un conjunto g-cerrado, sin embargo si A es
un conjunto g-cerrado, A no necesariamente es un conjunto cerrado como lo vimos
en la Observación 1, lo cual nos lleva a la siguiente de�nición que da título a este
trabajo.

De�nición 4.1. (X, τ) es un espacio topológico T 1
2
, si todo conjunto g-cerrado

A ⊂ X es un conjunto cerrado.

Teorema 4.2. (X, τ) es un espacio topológico T 1
2
, si todo conjunto g-cerrado A ⊂

X es un conjunto localmente cerrado.

Demostración: Sea A ⊂ X un conjunto g-cerrado localmente cerrado. Aplicando
la De�nición 2.8 existe un conjunto O ∈ τ tal que A = O ∩ cl(A), se sigue A ⊂ O y
como A es un conjunto g-cerrado, se tiene que cl(A) ⊂ O, entonces A = O∩cl(A) =
cl(A) lo cual implica que A = cl(A).

Por lo tanto
(X, τ) es T 1

2
.

�

De los Teoremas 2.11 y 4.2 tenemos los siguientes corolarios.

Corolario 4.3. (X, τ) es un espacio topológico T 1
2
, si para todo conjunto g-cerrado

A ⊂ X, existe U ∈ τ tal que A = U ∩ cl(A).
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Corolario 4.4. (X, τ) es un espacio topológico T 1
2
, si para todo conjunto g-cerrado,

cl(A) \A es un conjunto cerrado en X.

Corolario 4.5. (X, τ) es un espacio topológico T 1
2
, si para todo conjunto g-cerrado

A ⊂ X, A ∪ (X \ cl(A)) es un conjunto abierto.

Corolario 4.6. (X, τ) es un espacio topológico T 1
2
, si para todo conjunto g-cerrado

A ⊂ X, A ⊂ int(A ∪ [X \ cl(A)]).

Del Teorema 2.13 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.7. (X, τ) es un espacio topológico T 1
2
, si (X, τ) es un espacio topológico

submaximal.

De los Teoremas 3.5 y 4.2 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.8. (X, τ) es un espacio topológico T 1
2
, si para todo conjunto localmente

cerrado A ⊂ X y para cada x ∈ cl(A), cl({x}) ∩A 6= ∅.

Corolario 4.9. (X, τ) es un espacio topológico T 1
2
, si para todo conjunto localmente

cerrado A ⊂ X, cl(A) \A no contiene conjuntos cerrados no vacíos.

De los Teoremas 3.6 y 4.2 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.10. (X, τ) es un espacio topológico T 1
2
, si para todo conjunto A ⊂ X

tal que cl(A) ⊂ ker(A), A ⊂ X es un conjunto localmente cerrado.

5. Condiciones equivalentes a T 1
2

En esta sección presentamos algunas condiciones bajo las cuales un espacio
topológico (X, τ) es T 1

2
. También presentamos la relación entre la clase de los

espacios (X, τ) T 1
2
con otras clases de espacios topológicos.

Teorema 5.1. Sea (X, τ) un espacio topológico. Las siguientes a�rmaciones son
equivalentes

(1) (X, τ) es T 1
2
.

(2) {x} ∈ τ o {x} = cl({x}) para todo x ∈ X.

Demostración: 1) implica 2) Sean (X, τ) un T 1
2
y x ∈ X.

Si {x} no es un conjunto cerrado, entonces X \{x} no es un conjunto abierto y
como X es el único conjunto abierto tal que X \{x} ⊂ X, entonces cl(X \{x}) ⊂ X.
Así X \{x} es un conjunto g- cerrado y como (X, τ) es T 1

2
de la De�nición tenemos

que X \ {x} es un conjunto cerrado es decir {x} es un conjunto abierto.
Con lo que concluimos que para todo x ∈ X

{x} es un conjunto abierto o {x} es un conjunto cerrado.
2) implica 1) Supongamos que {x} es un conjunto abierto o un conjunto cerrado
para todo x ∈ X.

Sean A ⊂ X es un conjunto g-cerrado y x ∈ cl(A). Como {x} es un conjunto
abierto o un conjunto cerrado, entonces tenemos los siguientes casos.

Si {x} es un conjunto abierto y x ∈ cl(A), entonces {x}∩A 6= ∅ lo cual implica
que x ∈ A.

Si {x} es un conjunto cerrado, entonces cl({x}) = {x} y como x ∈ cl(A) del
Teorema 3.5 se tiene que cl({x}) ∩ A 6= ∅ es decir {x} ∩ A 6= ∅ lo cual implica que
x ∈ A.
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En cualquiera de los casos tenemos que x ∈ cl(A) implica que x ∈ A . Por lo
tanto A = cl(A).

Concluimos que,
(X, τ) es T 1

2
.

�

El siguiente resultado es mencionado en [2].

Teorema 5.2. Sea (X, τ) un espacio topológico. Las siguientes a�rmaciones son
equivalentes

(1) (X, τ) es T 1
2
.

(2) Para todo conjunto �nito A ⊂ X, X \A es localmente cerrado.

Demostración: 1) implica 2) Sea (X, τ) T 1
2
y A ⊂ X un conjunto �nito.

Sea A = {x1, ..., xi, xi+1, ..., xn} aplicando el Teorema 5.1 sin pérdida de ge-
neralidad podemos suponer que {xj} ∈ τ para j = 1, ..., i y {xj} = cl({xj}) para
j = i+ 1, ..., n.

Sean B = {x1, ..., xi} y C = {xi+1, ..., xn} es claro que A = B ∪ C, B ∈ τ ,
C = cl(C) de donde X \ C ∈ τ , X \B = cl(X \B) y X \A = (X \B) ∩ (X \ C).

Por lo tanto X \A es localmente cerrado.
2) implica 1) Supongamos que para todo conjunto �nito A ⊂ X, X \ A es

localmente cerrado y x ∈ X.
Sea A = {x}, entonces X \ A = X \ {x} es localmente cerrado de donde

aplicando el Teorema 2.11 existe U ∈ τ tal que X \A = U ∩ cl(X \A).
Observemos que cl(X \ {x}) = X \ {x} o cl(X \ {x}) = X.
Si cl(X \ {x}) = X \ {x}, entonces {x} ∈ τ .
Si cl(X \ {x}) = X, entonces X \ {x} = U , lo cual implica que cl({x}) = {x}.
Por lo tanto aplicando el Teorema 5.1

(X, τ) es T 1
2
.

�

De los Teoremas 5.1 y 5.2 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.3. (X, τ) es un espacio topológico. Las siguientes a�rmaciones son
equivalentes

(1) (X, τ) es T 1
2
.

(2) Para todo x ∈ X, {x} ∈ τ o cl({x}) = {x}.
(3) Para todo conjunto �nito A ⊂ X, X \A es localmente cerrado.

De la De�nición 2.8 y Teorema 5.1 se tiene el siguiente resultado.

Corolario 5.4. (X, τ) es un espacio topológico T 1
2
si y sólo si (X, τ) es TD y se

satisface alguna de las siguiente condiciones
(1) Para todo x ∈ X, {x} es un conjunto g-cerrado.
(2) (X, τ) es un espacio topológico R0.
(3) ker(F ) = F para todo F ⊂ X tal que F = cl(F ).
(4) cl({x}) ⊂ ker({x}) para todo x ∈ X.
(5) cl({x}) = ker({x}) para todo x ∈ X.
(6) I(x) = cl({x}) para todo x ∈ X.
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(7) I(x) = ker({x}) para todo x ∈ X.
(8) Para todo x, y ∈ X tales que cl({x}) ∩ cl({y}) 6= ∅ implica cl({x}) =

cl({y}).
(9) Para todo x, y ∈ X tales que ker({x})∩ ker({y}) 6= ∅ implica ker({x}) =

ker({y}).

De la De�nición 2.5 y Teorema 5.1 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.5. Si (X, τ) es un espacio topológico puerta, entonces (X, τ) es T 1
2
.

La siguiente de�nición que aparece en [1] nos permite dar una equivalencia más
a ser un espacio topológico T 1

2
.

De�nición 5.6. Sean (X, τ) un espacio topológico y A ⊂ X. Entonces
(1) A es un Λ conjunto si A = ker(A).
(2) A es un conjunto λ cerrado si existen un Λ conjunto L ⊂ X y un conjunto

cerrado F ⊂ X tales que
A = L ∩ F .

Lema 5.7. Sean (X, τ) un espacio topológico y A ⊂ X. Las siguientes a�rmaciones
son equivalentes

(1) A es un conjunto λ cerrado.
(2) A = ker(A) ∩ cl(A).

Teorema 5.8. Sea (X, τ) un espacio topológico. Las siguientes a�rmaciones son
equivalentes

(1) (X, τ) es T 1
2
.

(2) Todo conjunto A ⊂ X es un conjunto λ cerrado.

Demostración: 1) implica 2) Sean (X, τ) un espacio topológico T 1
2
y A ⊂ X.

Como (X, τ) es T 1
2
, entonces del Teorema 5.1 {x} es un conjunto abierto o

cerrado para todo x ∈ X , de donde X \ {x} es un conjunto abierto o cerrado para
todo x ∈ X.

De�niendo
L = ∩{X \ {x} : {x} = cl({x}) y x /∈ A} y F = ∩{X \ {x} : {x} ∈ τ y x /∈ A}

es claro que L es un Λ-conjunto, F es un conjunto cerrado y A = λ ∩ F .
Por lo tanto A es un λ conjunto cerrado.
2) implica 1) Sea x ∈ X. Si {x} no es un conjunto abierto, entonces X \ {x}

no es un conjunto cerrado, entonces X \{x} es un conjunto Λ y como X es el único
conjunto abierto que contiene a X \{x} se sigue que X \{x} es un conjunto abierto
lo cual implica que {x} es un conjunto cerrado.

Por lo tanto
(X, τ) es T 1

2
.

�

Corolario 5.9. Sea (X, τ) es un espacio topológico, entonces. Las siguientes condi-
ciones son equivalentes

(1) (X, τ) es T 1
2
.

(2) Todo conjunto g- cerrado A ⊂ X es un conjunto localmente cerrado.



5. CONDICIONES EQUIVALENTES A T 1
2

55

La siguiente de�nición que aparece en [11] nos permite dar una equivalencia
más a ser un espacio topológico T 1

2
.

De�nición 5.10. Sean (X, τ) un espacio topológico y A ⊂ X, entonces

(1) Aν = ∪{F ⊂ A : F = cl(F )}.
(2) A es un ν conjunto si A = Aν .
(3) A es un g-ν conjunto si ker(X\A) ⊂ F para todo conjunto cerrado F ⊂ X

tal que (X \A) ⊂ F .

Lema 5.11. Sean (X, τ) un espacio topológico y x ∈ X, entonces

{x} ∈ τ o {x} es un g-ν conjunto.

Teorema 5.12. Sea (X, τ) un espacio topológico las siguientes a�rmaciones son
equivalentes

(1) (X, τ) es T 1
2
.

(2) Todo g-ν conjunto A ⊂ X es un ν conjunto.

Demostración: 1) implica 2) Sea (X, τ) T 1
2
y supongamos que existe un g-ν

conjunto B ⊂ X tal que B no es un ν conjunto.
Como B no es un ν conjunto, entonces existe x ∈ B \ Bν lo cual implica que

x /∈ Bν de donde se sigue que {x} no es un conjunto cerrado y como B es g-ν
conjunto y x /∈ Bν , entonces {x} no es un conjunto abierto.

Por lo tanto existe x ∈ X tal que {x} no es un conjunto cerrado ni abierto
de donde aplicando el Teorema 5.1 se tiene que (X, τ) no es un T 1

2
lo cual es una

contradicción.
Por lo tanto

todo g-ν conjunto A ⊂ X es un ν conjunto.

2) implica 1) Supongamos que todo g-ν conjunto A ⊂ X es un ν conjunto y
que (X, τ) no es un T 1

2
.

Como (X, τ) no es un T 1
2
, entonces por el Teorema 5.1 existe x ∈ X tal que

{x} no es un conjunto abierto ni cerrado.
Como {x} no es un conjunto abierto Del Lema 5.11 se sigue que {x} es un

g-ν conjunto. De donde por hipótesis {x} es un ν conjunto pero como {x} no es
un conjunto cerrado, entonces {x}ν = ∅. De donde se sigue que {x} no es un ν
conjunto lo cual es una contradicción.

Por lo tanto

(X, τ) es T 1
2
.

�

Teorema 5.13. Sea (X, τ) un espacio topológico. Las siguientes a�rmaciones son
equivalentes

(1) (X, τ) es T 1
2
.

(2) Todo conjunto θ-g cerrado A ⊂ X es un conjunto cerrado.

Demostración: 1) implica 2) Sean (X, τ) T 1
2
y A ⊂ X un conjunto θ- g cerrado.

Como A es un conjunto θ-g cerrado, del Lema 3.11 A es un conjunto g-cerrado
y como (X, τ) es T 1

2
de la De�nición 4.1 se sigue que A es un conjunto cerrado.
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2) implica 1) Sea x ∈ X. Si {x} no es un conjunto cerrado, entonces B = X\{x}
no es un conjunto abierto y dado que X es el único conjunto abierto que contiene a
B se sigue que B es un conjunto θ- g cerrado lo cual implica que B es un conjunto
cerrado, de donde {x} es un conjunto abierto.

Por lo tanto

(X, τ) es T 1
2
.

�

Del Lema 2.7 y el Teorema 5.1 tenemos los siguientes 2 resultados.

Teorema 5.14. Sea (X, τ) un espacio topológico de Alexandroff , entonces las
siguientes a�rmaciones son equivalentes.

(1) (X, τ) es T 1
2
.

(2) X = M ∪m.

Corolario 5.15. Sea (X, τ) un espacio topológico de Alexandroff , entonces las
siguientes a�rmaciones son equivalentes.

(1) (X, τ) es T 1
2
.

(2) (X, τ) es submaximal.

Demostración: Es inmediato de los Teoremas 2.14 y 5.14 . �

La clg que aparece en [6] nos permite dar una equivalencia más a ser un espacio
T 1

2
.
Como vimos en laObservación 1, dado (X, τ) un espacio topológico y A ⊂ X,

si A es un conjunto cerrado, entonces

clg(A) = A

de donde se sigue que si O ∈ τ , entonces Oc es un conjunto cerrado lo cual implica
que clg(Oc) = Oc.

Por lo tanto si consideramos la familia

τ∗ = {U ⊂ X : clg(U
c) = U c}

entonces para todo O ∈ τ se tiene que O ∈ τ∗.
Con lo cual tenemos el siguiente resultado.

Lema 5.16. Sea (X, τ) un espacio topológico, entonces

τ ⊂ τ∗.

Teorema 5.17. Sea (X, τ) un espacio topológico. Las siguientes a�rmaciones son
equivalentes

(1) (X, τ) es T 1
2
.

(2) τ = τ∗.

Demostración: 1) implica 2) Sea (X, τ) es T 1
2
.

Del Lema 5.16 se tiene que τ ⊂ τ∗ y de la hipótesis se tiene que todo conjunto
g-cerrado es cerrado de donde se sigue que τ∗ ⊂ τ .

Por lo tanto

τ = τ∗.
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2) implica 1) Sean τ = τ∗ y A ⊂ X un conjunto g-cerrado.
Como A ⊂ X es un conjunto g-cerrado, entonces de la De�nición 3.1 clg(A) = A

y de la hipótesis se sigue que cl(A) = A lo cual implica A es un conjunto cerrado.
Por lo tanto

(X, τ) es T 1
2
.

�

Teorema 5.18. Sea (X, τ) un espacio topológico. Las siguientes a�rmaciones son
equivalentes

(1) (X, τ) es T 1
2
.

(2) Todo conjunto g-T cerrado A ⊂ X es un conjunto cerrado.

Demostración: 1) implica 2) Sean (X, τ) T 1
2
y A ⊂ X un conjunto g- T cerrado.

Como A es un conjunto g-T - cerrado, del Lema 3.11 A es un conjunto g-cerrado
y como (X, τ) T 1

2
se sigue que A es un conjunto cerrado.

2) implica 1) Sea x ∈ X. Si {x} no es un conjunto cerrado, entonces B = X\{x}
no es un conjunto abierto y dado que X es el único conjunto abierto que contiene
a B se sigue que B es un conjunto g-T cerrado. Implica que B es un conjunto
cerrado, de donde {x} es un conjunto abierto.

Por lo tanto
(X, τ) es T 1

2
.

�

Teorema 5.19. Sea (X, τ) un espacio topológico. Entonces
(1) Si (X, τ) es T1, entonces (X, τ) es T 1

2
.

(2) Si (X, τ) es T 1
2
, entonces (X, τ) es TD.

Demostración: 1) Sean (X, τ) es T1 y x ∈ X.
Como (X, τ) es T1 y x ∈ X, entonces cl({x}) = {x}.
Por lo tanto

(X, τ) es T 1
2
.

2) Como (X, τ) es T 1
2
, entonces del Teorema 5.1 {x} es un conjunto abierto o

un conjunto cerrado, entonces
{x} = {x} ∩X o {x} = cl({x}) ∩X.

Por lo tanto
(X, τ) es TD.

�

De los Teoremas 2.9 y 5.19 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.20. Sea (X, τ) es T 1
2
. Entonces (X, τ) es T0.

Pero si (X, τ) es T 1
2
no necesariamente (X, τ) es T1 y si (X, τ) es TD no nece-

sariamente es (X, τ) es T 1
2
como lo muestran los siguientes ejemplos.

Ejemplo 5. Sea
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X = {a, b, c, d} y τ = {∅, {a}, {b}, {a, b}, {a, b, c}, {a, b, d}, X}.
Entonces (X, τ) es T 1

2
pero no T1 dado que {a} no es conjunto cerrado.

Sea
X = {a, b, c} y τ = {∅, {a}, {a, b}, X}.

Entonces (X, τ) no es T 1
2
ya que {b} no es un conjunto abierto ni cerrado pero

(X, τ) es TD y por lo tanto también es un espacio T0.
Sin embargo, si (X, τ) es simétrico tenemos que estas a�rmaciones son equiva-

lentes como nos lo muestra el siguiente resultado.

Teorema 5.21. Sea (X, τ) un espacio topológico simétrico. Las siguientes a�rma-
ciones son equivalentes

(1) (X, τ) es T1.
(2) (X, τ) es T 1

2
.

(3) (X, τ) es TD.
(4) (X, τ) es T0.

Demostración: 1) implica 2) y 2) implica 3) se sigue del Teorema 5.19.
3) implica 4) Se sigue del Corolario 5.20.
4) implica 1) Sea x, y ∈ X con x 6= y.
Como (X, τ) es un espacio topológico T0 y x, y ∈ X con x 6= y sin perdida

de generalidad podemos suponer que existe O ∈ τ tal que x ∈ O y y /∈ O lo cual
implica que x /∈ cl({y}) y dado que (X, τ) es simétrico, entonces de la De�nición
2.5 y /∈ cl({x}) lo cual implica que existe O1 ∈ τ tal que y ∈ O1 y x /∈ O1.

Por lo tanto
(X, τ) es T1.

�

Los siguientes resultados se siguen de los Teoremas 2.9, 3.7 y 5.21.

Corolario 5.22. Sea (X, τ) un espacio topológico tal que {x} es un conjunto g-
cerrado para todo x ∈ X. Las siguientes a�rmaciones son equivalentes

(1) (X, τ) es T1.
(2) (X, τ) es T 1

2
.

(3) (X, τ) es TD.
(4) (X, τ) es T0.

Corolario 5.23. Sea (X, τ) un espacio topológico tal que U = ∪{F ⊂ U : F =
cl(F )} para todo U ∈ τ . Las siguientes a�rmaciones son equivalentes

(1) (X, τ) es T1.
(2) (X, τ) es T 1

2
.

(3) (X, τ) es TD.
(4) (X, τ) es T0.

Corolario 5.24. Sea (X, τ) un espacio topológico tal que ker(F ) = F para todo
F ⊂ X tal que F = cl(F ). Las siguientes a�rmaciones son equivalentes

(1) (X, τ) es T1.
(2) (X, τ) es T 1

2
.

(3) (X, τ) es TD.
(4) (X, τ) es T0.
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De los teoremas 3.2, 5.19 y Corolario 5.20 se tiene el siguiente resultado.

Teorema 5.25. Sea (X, τ) localmente indiscreto. Las siguientes a�rmaciones son
equivalentes

(1) (X, τ) es T2.
(2) (X, τ) es T1.
(3) (X, τ) es T 1

2
.

(4) (X, τ) es TD.
(5) (X, τ) es T0.

Demostración: 5) implica 1) Sea x, y ∈ X con x 6= y. Como (X, τ) es T0 sin
pérdida de generalidad podemos suponer que existe O ∈ τ tal que x ∈ O y y /∈ O y
dado que (X, τ) es localmente indiscreto, entonces de la De�nición 2.5 se sigue que
O = cl(O) de donde X \O = X \ cl(O) y X \O ∈ τ .

Es claro que x /∈ X \O y y ∈ X \O y O ∩ (X \O) = ∅ .
Por lo tanto

(X, τ) es T2.

�

6. Propiedades de espacios T 1
2

En esta sección presentamos algunas propiedades que satisfacen los espacios
topológicos T 1

2
. Los resultados aquí presentados aparecen en general en [5].

Teorema 6.1. Sea (X, τ) T 1
2
y Y ⊂ X. Entonces (Y, τY ) es T 1

2
.

Demostración: Sea x ∈ Y como Y ⊂ X, entonces x ∈ X y como (X, τ) es T 1
2
del

Teorema 5.1 se tiene que
{x} ∈ τ o cl({x}) = {x}.

Si {x} ∈ τ , entonces {x} ∩ Y ∈ τY y como {x} = {x} ∩ Y , entonces {x} ∈ τY .
Si cl({x}) = {x}, entonces cl({x}) ∩ Y = {x} ∩ Y = {x}.
Por lo tanto
(Y, τY ) es T 1

2
. �

Teorema 6.2. Sean (X, τ) y (Y, τ1) espacios topológicos y f : (X, τ)→ (Y, τ1) un
homeomor�smo, entonces las siguientes a�rmaciones son equivalentes

(1) (X, τ) es T 1
2
.

(2) (Y, τ1) es T 1
2
.

Demostración: Se sigue del Corolario 3.14 y de que f es homeomor�smo. �

En los siguientes resultados se considera el Producto Tychono� con cardinalidad
de I mayor o igual a ω.

Teorema 6.3. Sea X = ×{Xi : i ∈ I} tal que X es T 1
2
, entonces Xi es T 1

2
para

todo i ∈ I.

Demostración: Para cada i ∈ I existe un subespacio Yi de X tal que Yi es home-
omorfo a Xi. De donde aplicando los Teoremas 3.12 y 2.14 tenemos el resultado
deseado. �
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Sin embargo el producto de espacios T 1
2
no necesariamente es un espacio T 1

2

como lo muestra el siguiente ejemplo.
Ejemplo 4. Sean

X = {a, b} y τ = {∅, {a}, X},
entonces (X, τ) es T 1

2
pero X×X no es T 1

2
ya que el punto (a, b) no es un conjunto

abierto ni cerrado en X ×X.
Si X = ×{Xi : i ∈ I}, para cada x ∈ X existen xi ∈ Xi tal que, x = ×{xi : i ∈

I}.

Lema 6.4. Sea X = ×{Xi : i ∈ I} un espacio topológico, las siguientes a�rma-
ciones son equivalentes

(1) X es T 1
2
.

(2) X es T1.

Demostración: 1) implica 2) Sea x ∈ X. Del párrafo anterior se sigue el conjunto
singular {x} ⊂ X no es un conjunto abierto en la topología del producto Tychono�
y como(X, τ), es T 1

2
se sigue que, {x} es un conjunto cerrado.

Por lo tanto X es T1.
X es T1.

2) implica 1) Es inmediato. �

Teorema 6.5. Sea X = ×{Xi : i ∈ I} un espacio topológico. Las siguientes
a�rmaciones son equivalentes

(1) X es T 1
2
.

(2) Xi es T1 para todo i ∈ I.

Demostración: Se sigue del Teorema 6.3 y Lema 6.4. �

Teorema 6.6. Sea (X, τ) T 1
2
y τ ⊂ µ, donde µ es otra topología sobre X, entonces

(X,µ) es T 1
2
.

Demostración: Sea x ∈ X, entonces {x} ∈ τ o X \{x} ∈ τ de donde se sigue que
{x} ∈ µ o X \ {x} ∈ µ.

Por lo tanto
(X,µ) es T 1

2
.

�

Teorema 6.7. Sea (Xi, τi) T 1
2
para todo i ∈ I tal que {τi : i ∈ I} es una familia

totalmente ordenada con respecto a la inclusión, entonces (X,∩{τi : i ∈ I}) es T 1
2
.

Demostración: Sea x ∈ X y supongamos que {x} /∈ ∩{τi : i ∈ I}, entonces
existe j ∈ I tal que {x} /∈ τj de donde se sigue que X \ {x} ∈ τj . A�rmamos que
X \ {x} ∈ τi para todo i ∈ I.

Sea i ∈ I con i 6= j, entonces τi ⊂ τj o τj ⊂ τi.
Si τj ⊂ τi, entonces X \ {x} ∈ τi.
Si τi ⊂ τj y X \ {x} /∈ τi, entonces {x} ∈ τi de donde se sigue que {x} ∈ τj lo

cual es una contradicción lo por lo tanto X \ {x} ∈ τi.
Con lo cual concluimos que
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(X,∩{τi : i ∈ I}) es T 1
2
.

�

Corolario 6.8. Sea (X, τ) es un espacio topológico, entonces existe una topología
µ en X tal que

(1) τ ⊂ µ.
(2) (X,µ) es T 1

2
.

(3) Si (X, ν) es un T 1
2
tal que τ ⊂ ν ⊂ µ, entonces ν = µ.

Demostración: Sea A = {τi : i ∈ I} la familia de todas las topologias T 1
2
de X

más �nas que τ . Dado que la topología discreta es T 1
2
, entonces A 6= ∅.

Sea B = {τi : i ∈ I∗} con I∗ ⊂ I un subconjunto totalmente ordenado con
respecto a la inclusión. Entonces τ∗ = ∩{τi : i ∈ I∗} es una topología de X
tal que (X, τ∗) es un espacio topológico T 1

2
con τ ⊂ τ∗ lo cual implica que τ∗ ∈

A. Aplicando el Lema de Zorn, A tiene un elemento minimal µ que satisface las
condiciones enunciadas. �
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1. Introducción

La línea de Sorgenfrey es el ejemplo clásico que muestra que la propiedad de
Lindelöf no siempre se preserva en productos �nitos. Una pregunta natural es
saber qué propiedades se le pueden adicionar a la propiedad de Lindelöf para que
la combinación sea �nito productiva. Una propiedad con estas características es
la propiedad Σ de Nagami. La combinación de las propiedades de Lindelöf y de
Nagami genera la noción de espacio Lindelöf Σ.

La clase de los espacios Lindelöf Σ es la clase más pequeña de espacios to-
pológicos T3 que contiene a todos los espacios compactos Hausdor�, a todos los
espacios Tychono� segundo-numerables y que es cerrada bajo imágenes continuas,
subespacios cerrados y productos �nitos. Esta clase de espacios contiene por ejem-
plo a todos los espacios σ-compactos y a todos los espacios metrizables separables
(de hecho contiene a todos los espacios cósmicos), y es una clase de espacios suma-
mente importante en topología general, en análisis funcional y en teoría descriptiva
de conjuntos.

En el artículo �Remainders of metrizable spaces and a generalization of Lindelöf
Σ-spaces� ([1]) Arkhangel'skii demostró que para todo espacio metrizable X y toda
compactación Hausdor� bX de X existe un subespacio Lindelöf Σ K del residuo
bX \ X que tiene la siguiente propiedad: para todo abierto U de bX \ X tal que
K ⊆ U el complemento (bX \ X) \ U es Lindelöf Σ. Arkhangel'skii les dió los
nombres de espacios Charming y espacios con estructura (LΣ, LΣ) a todos los
espacios con la anterior propiedad. Para ser más precisos, un espacio X es un
espacio con estructura (LΣ, LΣ) si posee un subespacio Lindelöf Σ para el cual el
complemento de cualquier abierto que lo contiene tiene la propiedad Lindelöf Σ.

63
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La noción de espacio con estructura (LΣ, LΣ) es una generalización de la no-
ción de espacio Lindelöf Σ, sin embargo, son nociones diferentes. Precisamente por
esta razón es natural preguntar cuáles de las propiedades de los espacios Lindelöf
Σ se preservan en los espacios con estructura (LΣ, LΣ). En esta nota presenta-
mos algunas de las propiedades de esta clase de espacios topológicos que fueron
demostradas en [3]. Por ejemplo, demostramos que la clase de espacios con estruc-
tura (LΣ, LΣ) es cerrada bajo uniones numerables, subespacios cerrados, imágenes
continuas, preimágenes perfectas y que tiene propiedades de levantamiento.

Notación y terminología. Todos los espacios topológicos en esta nota se
suponen espacios Tychono� no vacíos, a menos que se diga explícitamente lo con-
tario. Recuerde que un espacio es Tychono� si es completamente regular y T0.

Si X es un espacio topológico, τ(X) denota a su topología y si A ⊆ X, entonces
τ(A,X) = {U ∈ τ(X) : A ⊆ U}. Para los elementos de X escribimos τ(x,X) en
lugar de τ({x}, X). El espacio R es el conjunto de los números reales con su
topología usual y N = ω = {0, 1, . . .} denota al conjunto de los números naturales y
N+ = ω \ {0}. Ambos conjuntos se piensan con la topología de subespacio respecto
de R. Por otro lado, como es usual ω1 denota al primer ordinal (cardinal) no
numerable.

Para cualquier espacio X denotamos por Cp(X) al conjunto de todas las fun-
ciones continuas de valores reales de�nidas en X, dotado de la topología de subes-
pacio respecto del producto RX . Por otro lado, el peso de X es el número cardinal
w(X) = min{|B| : B es base de X}.

Todas las nociones de Topología General que no sean de�nidas en esta nota
pueden encontrarse en [5]. Es valioso comentar que aquí, a diferencia de lo que
ocurre en [5], los espacios normales y los espacios regulares no se suponen espacios
T1, los espacios compactos no se suponen Hausdor� ni los espacios Lindelöf se
suponen espacios T3. Para los hechos sobre los espacios de funciones Cp(X) el
lector puede consultar los libros [1] y [3].

2. Propiedades básicas de los espacios Lindelöf Σ

De�nición 2.1. Si C es una cubierta de un espacio topológico X, entonces una red
respecto de la cubierta C, o una red módulo C, es una colección N de subconjuntos
de X tal que para cada C ∈ C y cada U ∈ τ(C,X) existe N ∈ N de modo que
C ⊆ N ⊆ U .

En la siguiente de�nición la frase �C es una cubierta compacta� signi�ca que
C es una cubierta de un espacio que está formada por subconjuntos compactos.

De�nición 2.2. Un espacio X es llamado Lindelöf Σ si existen una cubierta com-
pacta C para X y una red numerable módulo C.

Para espacios Tychono� nuestra de�nición de espacio Lindelöf Σ es equivalente
a la forma usual de de�nirlos: espacios Σ en el sentido de Ju Nagami que tienen la
propiedad de Lindelöf (vea [4]). Por consiguiente cualquier espacio Lindelöf Σ es
un espacio Lindelöf.

Una red de subconjuntos de un espacio X es una colección N ⊆ P(X) tal que
para cada abierto U de X y cada elemento x ∈ U existe un elemento N ∈ N con la
propiedad de que x ∈ N ⊆ U .

Es fácil darse cuenta que cualquier red N de subconjuntos de un espacio topoló-
gico X es una red módulo la cubierta compacta C = {{x} : x ∈ X}. Por esta razón,
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todo espacio con una red numerable de subconjuntos es un espacio Lindelöf Σ. Por
ejemplo, cualquier espacio numerable o cualquier espacio segundo-numerable es un
espacio Lindelöf Σ. El peso de red o peso red del espacio X es el número cardinal
nw(X) = min{|N| : N es red de subconjuntos de X}.

Todos los espacios σ-compactos también son espacios Lindelöf Σ ya que si
X =

⋃∞
n=0Kn, donde cada Kn es un subespacio compacto de X, entonces la

colección N = {Kn : n ∈ ω} es una red numerable módulo la cubierta compacta
C = {Kn : n ∈ ω}. En particular, cualquier espacio compacto es un espacio Lindelöf
Σ.

La siguiente propiedad de los espacios Lindelöf Σ la usaremos un poco más
adelante.

Proposición 2.3. Si todos los subespacios compactos de un espacio Lindelöf Σ X
son conjuntos �nitos, entonces el espacio X es numerable.

Demostración: Sea C una cubierta compacta para X y N una red numerable
módulo C. Como N ⊆ {

⋂
F : F ∈ [N]<ω} y la familia {

⋂
F : F ∈ [N]<ω} es

numerable, podemos suponer que N es cerrada bajo intersecciones �nitas. Sea
M = {N ∈ N : N es un conjunto �nito}. Para probar que X es numerable, bastará
probar que X =

⋃
N∈MN .

Supongamos por el contrario que X 6=
⋃
N∈MN . Fijemos un elemento x0 ∈

X \
⋃
N∈MN . Como C es una cubierta de X, podemos �jar C0 ∈ C de modo que

x0 ∈ C0. Sea N0 = {N ∈ N : C0 ⊆ N} y {Nn : n ∈ ω} una enumeración de N0.
De�namos N1 = {

⋂n
i=0Ni : n ∈ ω}. Como N es cerrada bajo intersecciones �nitas,

N1 ⊆ N. Además, para cada U ∈ τ(C0, X) existe N ∈ N1 tal que C0 ⊆ N ⊆ U .
Debido a que x0 ∈ C0, todos los elementos de N1 son conjuntos in�nitos. Como

C0 es un conjunto �nito, para cada n ∈ ω, podemos seleccionar xn ∈ (
⋂n
i=0Ni)\C0

de modo tal que xn 6= xm si n 6= m. De�na K = {xn : n ∈ ω}. Si U ∈ τ(C0, X)
es arbitrario, entonces existe n ∈ ω tal que C0 ⊆

⋂n
i=0Ni ⊆ U . Entonces K \ U ⊆

{x0, . . . , xn}. Por tanto K \ U es un conjunto �nito para cada U ∈ τ(C0, X). Por
consiguiente, C0 ∪ K es un subconjunto compacto in�nito de X, lo que es una
contradicción. �

3. Espacios con estructura (LΣ, LΣ)

De�nición 3.1 (Arkhangel'skii [1]). Un espacio topológico X es un espacio con
estructura (LΣ, LΣ) si existe un subespacio Lindelöf Σ A con la propiedad de que
para cada abierto U ∈ τ(A,X), el complemento X \ U es también un subespacio
Lindelöf Σ. Se dice que el subespacio A es un núcleo Lindelöf Σ o núcleo LΣ de
X.

Cualquier espacio Lindelöf Σ es un espacio con estructura (LΣ, LΣ) porque
cualquier subespacio compacto de él es un núcleo LΣ. Así, la clase de espacios con
estructura (LΣ, LΣ) contiene a la clase LΣ de espacios Lindelöf Σ. Sin embargo,
estas dos clases no son iguales como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2. Dado un cardinal κ > ω1, Lκ es el conjunto Dκ ∪{∞} dotado de la
siguiente topología (Dκ denota al espacio discreto de cardinalidad κ y ∞ 6∈ Dκ):

τ = P(Dk) ∪ {U ⊆ Dκ ∪ {∞} :∞ ∈ U ∧ |Dκ \ U | 6 ω}.
La pareja (Lk, τ) es un espacio Lindelöf. En este espacio todos los elementos de
Dκ son puntos aislados y todos los subconjuntos numerables son cerrados. Lκ es
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conocido con el nombre de extensión Lindelöf uno-puntual del espacio discreto de
cardinalidad κ.

Todos los espacios Lk son espacios con estructura (LΣ, LΣ) porque A = {∞}
es compacto y cualquier complemento Lk \ U , donde U ∈ τ(∞, LK), es numerable;
por lo que todos estos complementos tiene la propiedad Lindelöf Σ.

Sin embargo, ningún espacio Lk es un espacio Lindelöf Σ. Para ver esto necesi-
tamos probar una interesante propiedad de la extensión Lindelöf uno-puntual: Todos
los subconjuntos compactos de Lk son conjuntos �nitos. Efectivamente, supongamos
para generar una contradicción que existe en Lκ un subconjunto compacto in�nito
K. Fije un conjunto in�nito numerable K0 contenido en K. Como K0 \ {∞} es
numerable es cerrado en Lκ. Por consiguiente es un subconjunto compacto del es-
pacio discreto Dκ. Lo que implica que es �nito, contradiciendo que K0 \ {∞} es
in�nito numerable.

Por lo anterior el espacio Lk no es un espacio Lindelöf Σ porque todos sus
subconjuntos compactos son �nitos y no es numerable (vea 2.3).

Observación 3.3. Un espacio topológico X es simple si tiene a lo más un punto
no aislado. El argumento usado para mostrar que Lk es un espacio con estructura
(LΣ, LΣ) sirve para mostrar que cualquier espacio Lindelöf simple es un espacio
con estructura (LΣ, LΣ).

Aunque la clase de espacios con estructura (LΣ, LΣ) no es igual a la clase de
los espacios Lindelöf Σ conserva varias de las buenas propiedades de esta clase de
espacios topológicos.

Proposición 3.4. La clase de espacios con estructura (LΣ, LΣ) es cerrada bajo
imágenes continuas, subespacios cerrados. Además, cualquier espacio con estruc-
tura (LΣ, LΣ) es un espacio Lindelöf.

Demostración: Suponga que f : X → Y es una función continua y suprayectiva,
donde X es un espacio con estructura (LΣ, LΣ). Fije un núcleo Lindelöf Σ K
para X. Siendo la imagen continua de un espacio Lindelöf Σ, f [K] es Lindelöf Σ.
Resulta que es un núcleo LΣ para Y . Para veri�carlo, suponga que V es un abierto
arbitrario de Y tal que f [K] ⊆ V . Entonces K ⊆ f←[V ]. Como K es un núcleo
LΣ de X, X \ f←[V ] = f←[Y \ V ] es un espacio Lindelöf Σ. Por consiguiente,
Y \ V tiene la propiedad Lindelöf Σ. Por lo tanto, Y es un espacio con estructura
(LΣ, LΣ).

Sean X un espacio con estructura (LΣ, LΣ) y F un subconjunto cerrado de X.
Fije un núcleo LΣ K de X.

Si K ∩ F = ∅, entonces K ⊆ X \ F y X \ F es un abierto de X. Como K es
núcleo LΣ de X, F = X \ (X \ F ) es un espacio Lindelöf Σ, por lo cual, F es un
espacio con estructura (LΣ, LΣ).

Si K1 = K ∩ F 6= ∅, entonces K1 es un espacio Lindelöf Σ. Además, si V es
un abierto de F tal que K1 ⊆ V , entonces podemos �jar un abiertio W de X de
modo que V = F ∩W . Entonces K ⊆W ∪ (X \ F ). Como K es núcleo LΣ de X,
(X \W ) ∩ F es un espacio Lindelöf Σ de X. F \ V = (X \W ) ∩ F . Por lo tanto,
F \ V tiene la propiedad Lindelöf Σ. Por todo esto, podemos concluir que F es un
espacio con estructura (LΣ, LΣ).

Suponga ahora que X es un espacio con estructura (LΣ, LΣ) y que U una
cubierta abierta cualquiera de X. Fije un núcleo LΣ K de X. Como K es Lindelöf,
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existe V ⊆ U subcolección numerable tal que K ⊆
⋃
V. Debido a que K es un

núcleo Lindelöf Σ, X \
⋃
V es un espacio Lindelöf Σ, en particular es Lindelöf.

Consecuentemente, existe W subcolección numerable de U tal que X \
⋃

V ⊆
⋃

W.
Entonces V∪W es una subcubierta numerable de U para X. Por lo tanto, X es un
espacio Lindelöf. �

Desafortunadamente el producto de espacios con estructura (LΣ, LΣ) no con-
serva esta propiedad. Necesitamos el siguiente lema.

Lema 3.5. Todo subespacio Lindelöf Σ de Lκ es numerable.

Demostración: Como todos los subconjuntos compactos de Lκ son �nitos, si Y
es un subespacio Lindelöf Σ de Lκ, entonces todos los subespacios compactos de Y
también son �nitos. Por 2.3, Y es numerable. �

Ejemplo 3.6. Sea κ un cardinal > ω1. El producto Y = Lκ×Lκ no es un espacio
con estructura (LΣ, LΣ).

Suponga para generar una contradicción que sí existe un núcleo LΣ en Y , di-
gamos K. Sea π1 : Lκ × Lκ → Lκ la proyección de Y al primer factor. Como
la imagen continua de espacios Lindelöf Σ es un espacio Lindelöf Σ, π1[K] es un
subespacio Lindelöf Σ de Lκ. Por consiguiente es numerable. Fije y ∈ Lκ \ π1[K]
y de�na U = Y \ ({y}×Lκ). Claramente, K ⊆ U y U es abierto en Y . Note ahora
que el complemento Y \ U de U es el espacio {y} × Lκ el cual es homeomorfo a
Lκ. Por lo tanto, Y \ U no es un espacio Lindelöf Σ, lo que contradice que K es
un núcleo Lindelöf Σ de Y .

Aunque el cuadrado de Lκ no es un espacio con estructura (LΣ, LΣ) (cuando
κ > ω1), si multiplicamos a Lκ por un espacio Lindelöf Σ X, entonces sí podemos
garantizar que la estructura (LΣ, LΣ) prevalece.

Proposición 3.7. Para cada κ > ω1 y cada espacio X Lindelöf Σ, Lκ ×X es un
espacio con estructura (LΣ, LΣ).

Demostración: El subespacio Z = {∞} ×X de Lκ ×X es homeomorfo a X y
por ello es Lindelöf Σ. Resulta que Z es un núcleo LΣ de Lκ ×X. Para veri�carlo
considere cualquier abierto W de Lκ × X tal que Z ⊆ W . Como Z es Lindelöf,
existe una colección numerable de abiertos básicos {Un×Vn : n ∈ N} de Lκ×X tal
que Z ⊆

⋃
n∈N(Un × Vn) ⊆ W . Para cada n, Un es un abierto de Lκ que contiene

a ∞, entonces |Lκ \ Un| 6 ω para cada n. Por consiguiente, |Lκ \
⋂
n∈N Un| 6 ω.

Sea U =
⋂
n∈N Un. Entonces (Lκ \ U) es un subespacio discreto numerable de Lκ,

de lo cual (Lκ \ U) × X Lindelöf Σ porque es la unión numerable de subespacios
homeomorfos a X (el cual es Lindelöf Σ). Observe ahora que (Lκ ×X) \W es un
subespacio cerrado de (Lκ \ U)×X, de donde (Lκ ×X) \W es Lindelöf Σ. �

El resultado anterior sigue siendo válido si sustituimos a Lκ por cualquier
espacio con estructura (LΣ, LΣ) pidiendo que X sea σ-compacto. Primero de-
mostraremos el resultado para espacios compactos.

Recuerde que un mapeo perfecto es una función continua y suprayectiva f :
X → Y que es una función cerrada y para la cual f←[{y}] es un subespacio com-
pacto de X para toda y ∈ Y .
Lema 3.8. Si f : X → Y es un mapeo perfecto, entonces X es homeomorfo a un
subespacio cerrado K del producto Y × βX. Más aún, si πY : βX × Y → Y es la
proyección al segundo factor, entonces πY [K] = Y .
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Demostración: Sea i : X → βX la inmersión de X en βX. Identi�cando a X
con i[X] podemos suponer que X ⊆ βX y que i : X → βX es la función inclusión.

El producto diagonal h = i∆f : X → βX × Y es una función continua e
inyectiva porque {i, f} separa los puntos de X ya que i es inyectiva. Resulta que
h : X → h[X] es un homeomor�smo y además h[X] es un subespacio cerrado de
βX × Y . Efectivamente, para ver que h : X → h[X] es un homeomor�smo basta
ver que h mapea subconjuntos cerrados de X en cerrados de h[X]. Sea entonces
F un cerrado en X. Existe un conjunto cerrado G en βX tal que F = G ∩X, lo
que implica que h[X] \ h[F ] = ((βX \G)× Y ) ∩ h[X], de donde h[X] \ h[F ] es un
abierto en h[X] y por ello h[F ] es cerrado en h[X]. Por lo tanto, h : X → h[X] es
un homeomor�smo.

Sea K = h[X]. Puesto que el mapeo f es suprayectivo, πY [K] = Y . Para
concluir demostraremos que K es cerrado en βX × Y . Para ello, sea (z, y) ∈
(βX × Y ) \K un elemento arbitrario. Entonces z 6∈ f←[{y}]. Puesto que f←[{y}]
es compacto, se sigue que es cerrado en βX. Debido a que βX es un espacio regular,
existen abiertos U y V de βX ajenos entre sí tales que z ∈ U y f←[{y}] ⊆ V . Puesto
que f es una función cerrada, el subconjunto f [X \ V ] = f [X \ (X ∩ V )] es cerrado
en Y . Luego Y \ f [X \ V ] es un abierto de Y . Como f←[{y}] ⊆ V , tenemos que
y 6∈ f [X \ V ]. Por tanto, y ∈ Y \ f [X \ V ]. Así, U × [Y \ f [X \ V ]] es una vecindad
abierta de (z, y) en βX × Y . Veri�quemos que U × [Y \ f [X \ V ]] ∩ K = ∅. Sea
(a, b) ∈ U×[Y \f [X\V ]] un elemento arbitrario. Si a ∈ βX\X, entonces (a, b) 6∈ K.
Si a ∈ X, entonces f(a) ∈ f [U ∩X) ⊆ f [X \ V ]. Luego, f(a) 6= b ∈ Y \ f [X \ V ].
Por lo que (a, b) 6∈ K. Por lo tanto, U × [Y \ f [X \ V ]] ∩K = ∅. �

Proposición 3.9.

(1) Si X es un espacio con estructura (LΣ, LΣ) y K es un espacio compacto,
entonces X ×K es un espacio con estructura (LΣ, LΣ).

(2) La preimagen perfecta de un espacio con estructura (LΣ, LΣ) tiene la
misma propiedad.

Demostración: (1) Considere un núcleo LΣ K1 de X. Como K es compacto, es
Lindelöf Σ. Entonces K1×K es un subespacio Lindelöf Σ de X ×K. Veri�quemos
que K1 ×K es un núcleo LΣ para X ×K. Sea W un abierto arbitrario de X ×K
tal que K1 ×K ⊆ W . Entonces K1 ⊆ πX [W ] y πX [W ] es un abierto de X, donde
πX : X × K → X es la proyección al primer factor. Como K1 es un núcleo LΣ
de X, X \ πX [W ] es un subespacio Lindelöf Σ. Entonces (X \ πX [W ]) ×K es un
subespacio Lindelöf Σ de X ×K. Note ahora que (X ×K) \W ⊆ [X \πX [W ]]×K
y que (X ×K) \W es un subconjunto cerrado. Por lo tanto, (X ×K) \W es un
subespacio Lindelöf Σ. Consecuentemente, K1 ×K es un núcleo LΣ para X ×K.

(2) Sea f : X → Y una mapeo perfecto, donde Y es un espacio con estructura
(LΣ, LΣ). Por el lema anterior, X es homeomorfo a un subespacio cerrado K del
producto Y × βX. Por el inciso (1) Y × βX es un espacio con estructura (LΣ, LΣ)
y por 3.4 K es un espacio con estructura (LΣ, LΣ). Por lo tanto, X también lo
es. �

Proposición 3.10. Sea {Xn : n ∈ N} una familia de espacios con estructura
(LΣ, LΣ). Entonces la suma topológica (ajena) X =

⊕
{Xn : n ∈ N} es un espacio

con estructura (LΣ, LΣ).
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Demostración: Como cada Xn es un espacio con estructura (LΣ, LΣ), podemos
�jar un núcleo LΣ Zn de Xn. De�na Z =

⋃
{Zn : n ∈ N}. Entonces Z es un

espacio Lindelöf Σ. Considere ahora un abierto cualquiera U de X que contenga a
Z. Note que Zn ⊂ Un = Xn ∩ U y que Un es un abierto de Xn que contiene a Zn.
Como cada Zn es un núcleo LΣ de Xn se sigue que Xn \ Un es un subespacio LΣ
de Xn.

Ahora observe que X \ U =
⋃
{Xn \ Un : n ∈ N}, de donde X \ U tiene la

propiedad Lindelöf Σ. �

Corolario 3.11. La unión numerable de subespacios con estructura (LΣ, LΣ) de
un espacio X es un subespacio con estructura (LΣ, LΣ).

Demostración: Sea {Xn : n ∈ N} una familia de subespacios de un espacio X.
Suponga que cada subespacio Xn es un espacio con estructura (LΣ, LΣ). Considere
a la función f :

⊕
n∈N(Xn×{n})→

⋃
n∈NXn de�nida por f(x, n) = x. Esta función

es continua y suprayectiva. Por 3.10 y 3.4,
⋃
n∈NXn es un subespacio con estructura

(LΣ, LΣ). �

Corolario 3.12. Cualquier subconjunto Fσ de un espacio con estructura (LΣ, LΣ)
es un espacio con estructura (LΣ, LΣ).

Proposición 3.13. Si X es un espacio con estructura (LΣ, LΣ) y Z es un espacio
σ-compacto, entonces X × Z es un espacio con estructura (LΣ, LΣ).

Demostración: Consideremos a βZ la compactación de Stone-�ech de Z. En-
tonces la proyección π1 : X × βZ → X al primer factor es una función perfecta.
Por 3.4, se tiene que X × βZ un espacio con estructura (LΣ, LΣ).

Como Z es σ-compacto, podemos escribir a Z en la forma Z =
⋃
{Kn : n ∈ N}

donde cada Kn es un subespacio compacto de Z. Resulta que X × Kn es un
subespacio cerrado deX×βZ, por consiguienteX×Kn es un espacio con estructura
(LΣ, LΣ) para cada n.

Para �nalizar, dése cuenta que como X × Z =
⋃
n∈NX × Kn, por 3.11 este

espacio es un espacio con estructura (LΣ, LΣ). �

Una importante propiedad de los espacios Lindelöf Σ es que son espacios esta-
bles. Nuestro propósito ahora es probar que los espacios con estructura (LΣ, LΣ)
que tienen un núcleo compacto son espacios estables. Para esto necesitamos un
lema previo y unas de�niciones.

De�nición 3.14. Sean X un espacio topológico y Z ⊆ X.

(1) Diremos que una colección U ⊆ τ(Z,X) es una base de Z en X si para
cualquier W ∈ τ(Z,X) existe U ∈ U tal que Z ⊆ U ⊆W .

(2) El carácter de Z en X es el número cardinal

χ(Z,X) = mín{|U| : U ⊆ τ(Z,X) es una base de Z en X}.

Lema 3.15. Sean κ > ω y X un espacio topológico con w(X) 6 κ. Si K ⊂ X es
compacto, entonces χ(K,X) 6 κ.

Demostración: Sea B = {Uα : α ∈ I} una base para X de cardinalidad 6 κ.
Sea BK la familia de todas las uniones �nitas de elementos de B que cubren a K.
Es claro que |BK | 6 |[B]ω| = |B| 6 κ. Entonces |BK | 6 κ.
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Veamos que la familia BK es una base de K en X. En efecto, sea U ∈ τ(K,X)
un elemento cualquiera. Para cada x ∈ K sea Ux un elemento de B tal que x ∈ Ux ⊂
U . De�na VK =

⋃
{Ux : x ∈ K}. Entonces VK ⊂ U y existe {x1, x2, . . . , xn} ⊂ K

tal que K ⊂
⋃n
i=1 Uxi ⊂ VK . Claramente

⋃n
i=1 Uxi ∈ BK , lo que muestra que BK

es una base de K en X. Por lo tanto, χ(K,X) 6 κ. �

Una condensación es cualquier función continua biyectiva f : X → Y . El i-peso
de un espacio topológico X es el número cardinal

iw(X) = mín{w(Z) : existe una condensación f : X → Z}.

Como idX : (X, τ) → (X, τ) es una condensación, siempre se tiene que iw(X) 6
w(X). Cuando X es un espacio compacto, iw(X) = w(X) porque toda con-
densación con dominio compacto es un homeomor�smo (recuerde que estamos
suponiendo que todos los espacios son Tychono�). De hecho se sabe que iw(X) 6
nw(X) para todo espacio Tychono� X.

Dado un cardinal in�nito κ, diremos que un espacio topológico X es κ-estable
si para cualquier imagen continua Y de X, si iw(Y ) 6 κ, entonces nw(Y ) 6 κ. Un
espacio X es estable si y sólo si X es un espacio κ-estable para cualquier cardinal
in�nito κ.

Es sencillo probar que un espacio Tychono� X es estable si y sólo si iw(Y ) =
nw(Y ) para cualquier imagen (Tychono�) de X. En particular, si X es un espacio
estable, entonces iw(X) = nw(X).

Proposición 3.16. Sea X un espacio con estructura (LΣ, LΣ). Si X tiene un
núcleo LΣ compacto, entonces X es un espacio estable.

Demostración: Sea K un núcleo compacto de X. Sean f : X → Y una función
continua suprayectiva y g : Y → Z una condensación donde w(Z) 6 κ. Como Y es
imagen continua de X, Y es un espacio con estructura (LΣ, LΣ). Más aúnf [K] es
un núcleo LΣ que es compacto.

Es claro queK∗ = g(f(K)) ⊂ Z es un subconjunto compacto y por el lema 3.15,
χ(K∗, Z) 6 κ. Sea U = {Uα : α 6 κ} una base de K∗ en Z. De�na Vα = g−1(Uα)
y considere la familia V = {Vα : α 6 κ}, entonces ∩V = f(K). Si de�nimos a los
subespacios Yα = Y \ Vα, entonces: Y =

⋃
α6κ(Yα ∪ f(K)). Observe que todo Yα

es un espacio Lindelöf Σ, y como f(K) es compacto, cada Yα y f(K) tiene i-peso
6 κ. De esta forma nw(Y ) 6 κ y por ello X es κ-estable. Como κ es arbitrario, se
sigue que X es estable. �

Como ya hemos comentado, si X es un espacio estable, entonces iw(X) =
nw(X). Tenemos entonces el siguiente:

Corolario 3.17. Si X es un espacio con estructura (LΣ, LΣ) y con núcleo LΣ
compacto, entonces iw(X) = nw(X).

En particular, para todo espacio Lindelöf Σ X se tiene que iw(X) = nw(X).

Corolario 3.18. Para todo cardinal in�nito κ, Lκ es un espacio estable.

Sea κ un cardinal in�nito. Un espacio topológico X es llamado κ-monolítico si
nw(A) 6 κ para cada A ⊆ X con |A| 6 κ. El espacio X es llamado monolítico si X
es κ-monolítico para cualquier κ. Arhangel'skii probó que Cp(X) es monolítico si
y sólo si X es un espacio estable. Como los espacios con estructura (LΣ, LΣ) con
núcleo compacto son espacios estables, llegamos al siguiente interesante resultado.
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Corolario 3.19. Si X es un espacio con estructura (LΣ, LΣ) que tiene núcleo
compacto, entonces Cp(X) es un espacio monolítico.

Corolario 3.20. Para todo cardinal in�nito κ, Cp(Lκ) es un espacio monolítico.

SiX es compacto y Y un espacio de Hausdor�, entonces cualquier condensación
f : X → Y es un homeomor�smo, por lo que X y Y tienen las mismas propiedades
topológicas. Pero, ¾sucederá lo mismo si X no es compacto? Se intuye que la
respuesta es negativa. Por ejemplo cualquier espacio topológico X es imagen bajo
una condesación (la función identidad) del espacio discreto (X,P(X)). El espacio
original X y (X,P(X)) pueden no tener las mismas propiedades. Por ejemplo, X
puede ser un espacio compacto in�nito y (X,P(X)) al ser un discreto in�nito no
es un espacio compacto. Otro ejemplo es el siguiente: la recta real R es imagen
continua bajo la función identidad de la línea de Sorgenfrey RS ; sabemos que R es
conexo pero RS no lo es.

En estos dos ejemplos la topología del espacio contradominio está contenida en
la topología del espacio dominio, podemos entonces pensar que ni la conexidad de
R ni la compacidad de X �son levantadas� de la topología �pequeña� a la topología
�grande�.

En general, se dice que una propiedad topológica P es levantada por conden-
saciones si cada vez que f : X → Y sea un condensación y Y sea un espacio que
tiene la propiedad P, entonces el espacio X tiene la propiedad P.

Como hemos observado, si el dominio X de una condensación f es compacto
y el contradominio Y es Hausdor�, entonces cualquier propiedad topológica que
posea Y se puede levantar a X (porque f es un homeomor�smo). Resulta entonces
muy natural poner en X una propiedad que sea cercana a la compacidad y pregun-
tarnos cuáles propiedades son levantadas por condensaciones con dominio X. Una
propiedad cercana a la compacidad es la propiedad de Lindelöf Σ.

Tkachuk probó en [6, proposicion 2.1] que si un espacio Lindelöf Σ X se con-
densa sobre un espacio κ-monolítico, entonces X mismo es un espacio κ-monolítico.
En el caso de espacios con estructura (LΣ, LΣ) tenemos el siguiente resultado el
cual es una ligera generalización del resultado de Tkachuk.

Proposición 3.21. Sean κ un cardinal in�nito y X un espacio con estructura
(LΣ, LΣ) con núcleo compacto. Si X se condensa sobre un espacio κ-monolítico,
entonces X también es κ-monolítico.

Demostración: Sea f : X → Y una condensación de X sobre un espacio κ-
monolítico Y . Sea A ⊆ X tal que |A| 6 κ. No es difícil probar que A es un
espacio con estrutura (LΣ, LΣ) y con núcleo compacto. Además al restringir f a
A, tenemos que A se condensa sobre Z = f [A]. Por la continuidad de f , Z ⊆ f [A].
Pero |f [A]| 6 κ y Y es κ-monolítico. Entonces nw(Z) 6 nw(f [A]) 6 κ.

Aplicando el hecho de que A es estable (vea 3.16), podemos concluir que
nw(A) 6 κ. Por lo tanto, X es κ-monolítico. �
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1. Introducción

La completez es una propiedad de los espacios métricos. Un espacio métrico
X es completo si cada sucesión de Cauchy en X converge a un punto de X. El
conjunto de números reales R dotado de la métrica estándar es un ejemplo clásico
de espacio métrico completo, mientras que el conjunto de números racionales Q y
el intervalo abierto (0, 1) dotados de la métrica estándar no son espacios métricos
completos. En vista de que no todo espacio métrico es completo, es necesario hallar
criterios para asegurar esta propiedad. Uno de ellos lo proporciona el Teorema de
intersección de Cantor que establece que un espacio métrico X es completo si y
sólo si para cada sucesión decreciente F1 ⊇ F2 ⊇ · · · ⊇ Fn ⊇ . . . de subconjuntos
cerrados y no vacíos de X, con diam(Fn)→ 0, tiene intersección no vacía.

Por otro lado, la noción de uniformidad se introdujo con la intención de em-
plear metodologías de los espacios métricos a espacios topológicos en ausencia de
metrización. En [1], se prueba que los espacios uniformes y los espacios admisi-
bles forman la misma clase de espacios topológicos. Este resultado caracteriza a
los espacios completamente regulares como los espacios topológicos que admiten
una familia de cubiertas abiertas admisibles. Sumado a esto, la familia de cubier-
tas abiertas admisible es una herramienta para estudiar aspectos de uniformidad y
dinámica en espacios completamente regulares.

El objetivo de este escrito es mostrar la generalización de completez y la versión
del Teorema de intersección de Cantor para espacios admisibles. Los resultados que
se presentan están basados en [2]. Esta versión generalizada es citada en [3] con
un interés especial a su aplicación a la dinámica topológica.

2. Preliminares y resultados auxiliares

El conjunto de números naturales es denotará por N. El rango de una función
f se denota por ran(f).

73
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Dada una relación ∼ sobre un conjunto, la relación inversa ∼−1 se de�ne como
a ∼−1 b si y sólo si b ∼ a. Una relación re�exiva y transitiva sobre un conjunto no
vacío es llamada preorden. Al par ordenado (Λ,6) le diremos conjunto preordenado

si 6 es un preorden sobre el conjunto Λ.

Observación 2.1. Cada una de las siguientes proposiciones son ciertas.
• La relación inversa de un preorden es un preorden.
• El par ordenado (Λ,6) es un conjunto preordenado si y sólo si (Λ,6−1)
es un conjunto preordenado.

Dado un conjunto preordenado (Λ,6), diremos que un subconjunto K de Λ:
• no es acotado superiormente si para cada α ∈ Λ existe β ∈ K tal que
α 6 β.

• no es acotado inferiormente si para cada α ∈ Λ existe β ∈ K tal que
β 6 α.

Una función entre conjuntos preordenado ϕ : (M,�) → (Λ,6) es creciente si
siempre que µ1, µ2 ∈M son tales que µ1 � µ2, se tiene que ϕ(µ1) 6 ϕ(µ2).

Un preorden � para un conjunto Λ es una
• dirección hacia arriba sobre Λ si satisface que para cada λ1, λ2 ∈ Λ, existe
λ3 ∈ Λ tal que λ1 � λ3 y λ2 � λ3.

• dirección hacia abajo sobre Λ si satisface que para cada λ1, λ2 ∈ Λ, existe
λ3 ∈ Λ tal que λ3 � λ1 y λ3 � λ2.

Observación 2.2. Una preorden � de un conjunto Λ es una dirección hacia arriba
sobre Λ si y sólo si la relación �−1 es una dirección hacia abajo sobre Λ.

Un preorden � es una dirección sobre un conjunto Λ si � es una dirección
hacia arriba sobre Λ o � es una dirección hacia abajo sobre Λ. Al par ordenado
(Λ,�) le llamamos conjunto dirigido si � es una dirección sobre el conjunto Λ.

Una función entre conjuntos dirigidos ϕ : (M,�)→ (Λ,6) es co�nal si algunas
de las siguientes condiciones se cumple:

• 6 es un orden hacia arriba sobre Λ y ran(ϕ) es un conjunto no acotado
superiormente.

• 6 es un orden hacia abajo sobre Λ y ran(ϕ) es un conjunto no acotado
inferiormente.

Una red en un conjunto X es una función P de�nida sobre un conjunto dirigido
(Λ,6) hacia X. Para denotar a una red P cuyo dominio es el conjunto dirigido
(Λ,6), usaremos el símbolo (xλ)λ∈Λ bajo el entendido que P (λ) = xλ para cada
λ ∈ Λ.

Sea X un conjunto y sea P : (Λ,6)→ X una red. Para una función creciente
y co�nal ϕ de�nida sobre un conjunto dirigido (M,�) hacia (Λ,6), diremos que
P ◦ϕ es una subred de P . Para µ ∈M , el punto P ◦ϕ(µ) lo denotamos como xλµ ,
y decimos que (xλµ)µ∈M o (xϕ(µ))µ∈M es una subred de (xλ)λ∈Λ.

Sean (Λ,6) un conjunto dirigido y (xλ)λ∈Λ una red en un espacio topológico
X. Diremos (xλ)λ∈Λ converge a x ∈ X, y escribimos xλ → x, siempre que una de
las siguientes condiciones se cumpla:

• 6 es una dirección hacia arriba y para cada subconjunto abierto U de X
que contenga a x, existe λ0 ∈ Λ tal que xλ ∈ U para cada λ > λ0.

• 6 es una dirección hacia abajo y para cada subconjunto abierto U de X
que contenga a x, existe λ0 ∈ Λ tal que xλ ∈ U para cada λ 6 λ0.
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Diremos que y ∈ X es un punto límite de (xλ)λ∈Λ siempre que una de las siguientes
condiciones se cumpla:

• 6 es una dirección hacia arriba y, para cada subconjunto abierto U de X
que contenga a y y para cada λ0 ∈ Λ, existe λ > λ0 tal que xλ ∈ U .

• 6 es una dirección hacia abajo y, para cada subconjunto abierto U de X
que contenga a y y para cada λ0 ∈ Λ, existe λ 6 λ0 tal que xλ ∈ U .

Teorema 2.3. [4, Theorem 11.5, p. 75] Una red tiene a y como punto límite si y
sólo si tiene una subred convergente a y.

Teorema 2.4. [4, Theorem 17.4, p. 118] Un espacio topológico X es compacto si
y sólo si cada red en X tiene un punto límite.

El siguiente Teorema es consecuencia de Teorema 2.3 y Teorema 2.4.

Teorema 2.5. Sea X un espacio topológico. Entonces X es compacto si y sólo si
cada red en X tiene una subred convergente.

3. Sobre cubiertas de un espacio topológico

Para cada cubierta U de un espacio topológico X y para cada subconjunto Y
de X, la estrella de Y con respecto a U es el conjunto

St[Y,U] =
⋃
{U ∈ U : Y ∩ U 6= ∅}.

Si Y = {x}, escribiremos St[x,U] en lugar de St[{x},U].
Sean X un espacio topológico y U,V cubiertas de X. Escribimos
• U 6 V si para cada U ∈ U existe V ∈ V tal que U ⊆ V .
• U 6 1

2V si para cada U,W ∈ U tales que U ∩W 6= ∅, existe V ∈ V tal que
U ∪W ⊆ V .

• U 6 1
22V si existe una cubierta W de X tal que U 6 1

2W y W 6 1
2V.

• U 6 1
2nV para cada n ∈ N, empleando recursión, si existe una cubierta W

de X tal que U 6 1
2n−1W y W 6 1

2V.

Observación 3.1. Si U y V son cubiertas de un espacio topológico tales que U 6
1
2V, entonces U 6 V.

Sea n ∈ N. Un subconjunto {U1, . . . , Un} de una cubierta U de un espacio
topológico es una n-cadena de U si Uj ∩ Uj+1 6= ∅ para cada j ∈ {1, . . . n, }.

Lema 3.2. Sea X un espacio topológico. Entonces, para cubiertas U,V de X y
para cada n ∈ N, la condición U 6 1

2nV implica que para cada (n+ 1)-cadena C de
U, existe V ∈ V tal que

⋃
C ⊆ V .

Demostración: Probaremos por inducción sobre n que se cumple la condición.
Para n = 1, de la de�nición se sigue que U 6 1

2V si y sólo si para cada U1, U2 ∈ U

tales que U1 ∩ U2 6= ∅, existe V ∈ V tal que U1 ∪ U2 ⊆ V .
Supongamos que para cubiertas Q,R de X, la condición Q 6 1

2nR implica
que para cada (n + 1)-cadena D de Q existe R ∈ R tal que

⋃
D ⊆ R. Sean W, S

cubiertas deX tales queW 6 1
2n+1 S. Sea {W1, . . . ,Wn+2} una (n+2)-cadena deW.

Hacemos G1 = {W1, . . . ,Wn+1} y G2 = {W2, . . . ,Wn+2}. Notemos que G1 y G2 son
(n + 1)-cadenas de W. Ahora, por de�nición, existe una cubierta F de X tal que
W 6 1

2nF y F 6 1
2S. Del hecho que W 6 1

2nF, existen F1, F2 ∈ F tales que⋃
G1 ⊆ F1 y

⋃
G2 ⊆ F2. De donde F1 ∩ F2 6= ∅. Como F 6 1

2S, existe S ∈ S tal
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que F1 ∪ F2 ⊆ S. Así W1 ∪ · · · ∪Wn+2 ⊆ S. Con esto se concluye la demostración.
�

4. Espacios admisibles

Una familia de cubiertas abiertasO de un espacio topológicoX se dice admisible

si satisface las siguientes condiciones:
(A1) Para cualesquiera U,V ∈ O, existe W ∈ O tal que W 6 1

2U y W 6 1
2V.

(A2) Para cada x ∈ X, la colección {St[x,U] : U ∈ O} es una base local para la
topología de X en el punto x.

El espacio topológico X se llama admisible si admite una familia de cubiertas
abiertas admisible. A lo largo de este escrito, diremos que el par ordenado (X,O)
es un espacio admisible si X es un espacio topológico que admite a la familia de
cubiertas abiertas admisible O.

Observación 4.1. La relación 6 es una dirección hacia abajo para cada familia
admisible de cubiertas abiertas de un espacio topológico.

Sea (X, d) un espacio métrico. Para cada x ∈ X y para cada ε > 0, de�nimos
Bd(x, ε) = {y ∈ X : d(x, y) < ε}. Para ε > 0, sea Uε = {Bd(x, ε) : x ∈ X}.

Teorema 4.2. Sea (X, d) un espacio métrico. La familia O = {Uε : ε > 0} de
cubiertas abiertas es admisible de (X, d).

Demostración: Mostraremos que O cumple (A1). A�rmamos que si 0 < δ 6 ε
2 ,

entonces Uδ 6 1
2Uε.

Sean a, b ∈ X tales que Bd(a, δ) ∩ Bd(b, δ) 6= ∅. Entonces existe
z ∈ Bd(a, δ) ∩Bd(b, δ). Sea p ∈ Bd(a, δ) ∪Bd(b, δ). Sin perder generalidad, supon-
gamos que p ∈ Bd(a, δ). Entonces d(p, z) 6 d(p, a) + d(a, z) < δ + δ 6 ε

2 + ε
2 = ε.

Por lo tanto p ∈ Bd(z, ε). De lo anterior Bd(a, δ)∪Bd(b, δ) ⊆ Bd(z, ε). Se concluye
que Uδ 6 1

2Uε.
Para ε, β > 0, hacemos δ = min{ε,β}

2 para obtener que Uδ 6 1
2Uε y Uδ 6 1

2Uβ .
Por lo tanto, (A1) se cumple en O.

Falta mostrar que O cumple (A2). Sean x ∈ X y V un abierto de X tal que
x ∈ V . Como X es un espacio métrico, existe λ > 0 tal que Bd(x, λ) ⊆ V . Sean
ε = λ

2 > 0 y z ∈ St [x,Uε]. Entonces existe y ∈ X tal que z, x ∈ Bd(y, ε). De
donde d(y, z) < ε y d(y, x) < ε, así d(z, x) 6 d(z, y) + d(y, x) < ε + ε = λ. Por lo
que z ∈ Bd(x, λ), es decir, z ∈ V .

Por lo tanto O es una familia de cubiertas admisible. �

El objetivo de los siguientes resultados es mostrar que la familia de todas las
cubiertas abiertas �nitas de un espacio compacto de Hausdor� es admisible.

Lema 4.3. Si U,V son cubiertas abiertas �nitas de un espacio topológico X, en-
tonces existe una cubierta abierta �nita W de X tal que W 6 U y W 6 V.

Demostración: Para cada x ∈ X, de�nimos

Wx =
⋂
{U ∈ U : x ∈ U} ∩

⋂
{V ∈ V : x ∈ V }.

Sea W = {Wx : x ∈ X}. Notemos que W es cubierta abierta �nita de X. Para
mostrar que W 6 U y W 6 V, sea Wz ∈ W. Sean U ∈ U y V ∈ V tales que z ∈ U
y z ∈ V . Entonces Wz ⊆ U y Wz ⊆ V . Por lo tanto W 6 U y W 6 V. �
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En el siguiente resultado, usaremos la equivalencia que establece que, un espacio
topológico X es normal, si y sólo si, para cada subconjunto abierto U de X y para
cada subconjunto cerrado F de X contenido en U , existe un subconjunto abierto
V de X tal que F ⊆ V ⊆ Cl(V ) ⊆ U .

Lema 4.4. Si U es una cubierta abierta �nita de un espacio topológico normal X,
entonces existe una cubierta abierta �nita V de X que cumple que para cada V ∈ V,
existe U ∈ U tal que Cl(V ) ⊆ U .

Demostración: Supongamos que U = {U1, . . . , Uk}. De�nimos F1 = X−
k⋃
j=2

Uj .

Entonces F1 es un subconjunto cerrado de X y F1 ⊆ U1. Por la normalidad de
X, existe un subconjunto abierto V1 de X tal que F1 ⊆ V1 ⊆ Cl(V1) ⊆ U1. De

manera recursiva, de�nimos Fr = X − [(
r−1⋃
i=1

Vi) ∪ (
k⋃

j=r+1

Uj)]. Entonces cada Fr

es un subconjunto cerrado de X y Fr ⊆ Ur. De la normalidad de X se sigue que
existe un subconjunto abierto Vr de X tal que Fr ⊆ Vr ⊆ Cl(Vr) ⊆ Ur.

Mostraremos que V = {V1, . . . , Vk} es una cubierta abierta de X. Sea x ∈ X.
Sea L = {j ∈ {1, . . . , k} : x ∈ Uj}. Dado que U es una cubierta abierta de X, L es
un conjunto no vacío y �nito. De�nimos J = maxL. Entonces x /∈ Un para cada

n > J , o equivalentemente x ∈
k⋂

n=J+1

(X − Un). Esto y el hecho que cada Vr es

un subconjunto de Ur juntos implican que x /∈ Vs para cada s > J . Supongamos

que x ∈
J−1⋂
n=1

(X − Vn). Entonces x ∈ (
J−1⋂
n=1

(X − Vn)) ∩ (
k⋂

n=J+1

(X − Un)), de donde

x ∈ X − [(
J−1⋃
n=1

Vn) ∪ (
k⋃

n=J+1

Un)], es decir, x ∈ FJ . Por lo que x ∈ VJ . En el caso

contrario, existe i < J tal que x ∈ Vi. De lo anterior, concluimos que V es una
cubierta abierta de X. �

Teorema 4.5. La familia de todas las cubiertas abiertas �nitas de un espacio
compacto de Hausdor� es admisible.

Demostración: Sea X un espacio compacto de Hausdor� y sea O la familia de
todas las cubiertas abiertas �nitas de X. Entonces X es un espacio normal.

Sean P,R ∈ O. Usamos Lema 4.3, para garantizar que existe U ∈ O tal que
U 6 P y U 6 R. Aplicamos Lema 4.4 para encontrar V ∈ O tal que para cada
V ∈ V, existe U ∈ U tal que Cl(V ) ⊆ U .

Sea x ∈ X. De�nimos el subconjunto abierto

Ax =
⋃
{U ∈ U : existe V ∈ V tal que x ∈ Cl(V ) ⊆ U}

de X y el subconjunto cerrado

Bx =
⋃
{Cl(V ) : V ∈ V es tal que x /∈ Cl(V )}

de X. Hacemos Wx = Ax − Bx para cada x ∈ X y sea W = {Wx : x ∈ X}.
Notemos que W ∈ O. Mostraremos que W 6 1

2U.
SeaWx,Wy ∈W tales queWx∩Wy 6= ∅. Sea z ∈Wx∩Wy. Elegimos V ∈ V tal

que z ∈ V . De donde z ∈ Cl(V ). Así y, x ∈ Cl(V ). Sea U ∈ U tal que Cl(V ) ⊆ U .
Del hecho que x ∈ Cl(V ), obtenemos que Ax ⊆ U . Por lo que Wx ⊆ U . De manera
similar, tenemos que Wy ⊆ U . Por lo que Wx ∪Wy ⊆ U . Por lo tanto W 6 1

2U.
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Las condiciones W 6 1
2U y U 6 P implican que W 6 1

2P. De la misma manera
W 6 1

2R. Por lo tanto, O cumple (A1).
Probaremos que O cumple (A2). Sean x ∈ X y Z un subconjunto abierto de

X tal que x ∈ Z. Dado que X es normal, existe un subconjunto abierto T de X tal
que x ∈ T ⊆ Cl(T ) ⊆ Z. Sea Y = {Z,X − Cl(T )}. Se tiene que Y ∈ O. Ahora, sea
z ∈ St[x,Y]. Entonces existe Y ∈ Y tal que z, x ∈ Y . De esto se sigue que Y = Z y
que z ∈ Z. Concluimos que St[x,Y] ⊆ Z.

Por lo tanto O es una familia de cubiertas admisible. �

La familia de cubiertas abiertas admisibles O de un espacio topológico X per-
mite de�nir una función sobre X ×X hacia la familia de subconjuntos de O cuyo
comportamiento se asemeja al de una métrica. Para su construcción, es necesario
proporcionar dos resultados que serán útiles para las siguientes demostraciones.

Sean (X,O) un espacio admisible y P(O) el conjunto potencia de O. De�nimos
la relación � en P(O) como sigue: E � F si y sólo si F ⊆ E. Del hecho que la relación
⊆ es una dirección hacia abajo sobre P(O), se sigue que � es una dirección hacia
arriba sobre P(O). Para todo E ∈ P(O), se tiene que O � E � ∅. Intuitivamente,
O es cero y ∅ es in�nito en este orden parcial.

Para cada E ∈ P(O) y n ∈ N, de�nimos
n · E = {U ∈ O : existe V ∈ E tal que V 6 1

2nU}.

Proposición 4.6. Sea (X,O) un espacio admisible.
(4.6.1) Si E,F ∈ P(O) tales que E � F y n ∈ N, entonces n · E � n · F.
(4.6.2) Para cada n ∈ N, se tiene que n ·O = O.
(4.6.3) Si U,V ∈ O y k ∈ N, entonces V 6 1

2k
U si y sólo si U ∈ k · {V}.

Demostración: Sea U ∈ n · F. Entonces existe V ∈ F tal que V 6 1
2nU. Puesto

que E � F, se tiene que F ⊆ E. Por lo que V ∈ E y V 6 1
2nU. De donde U ∈ n · E.

Por lo tanto n · E � n · F. Esto termina la prueba de (4.6.1).
Probaremos por inducción sobre n que se cumple (4.6.2).
Por (A1) para cada U ∈ O, existe V ∈ O tal que V 6 1

2U. Con lo cual 1·O = O.
Supongamos que n ·O = O. Sea U ∈ O. Entonces U ∈ 1 ·O, es decir, existe

W ∈ O tal que W 6 1
2U. Como W ∈ O y n ·O = O, existe V ∈ O tal que V 6 1

2nW.

Así V 6 1
2nW y W 6 1

2U, es decir, V 6
1

2n+1U. De donde U ∈ (n+ 1) ·O.
Por lo tanto n ·O = O para cada n ∈ N.
Observemos que U ∈ k · {V} si y sólo si existe W ∈ {V} tal que W 6 1

2k
U, lo

que es equivalente a V 6 1
2k
U. Por lo tanto (4.6.3) se cumple. �

Dada un espacio admisible (X,O), de�nimos una función ρ : X ×X → P(O)
como

ρ(x, y) = {U ∈ O : y ∈ St[x,U] }.

Proposición 4.7. Sea (X,O) un espacio admisible T1. La función

ρ : X ×X → P(O)

cumple las siguientes condiciones:
(ρ.1) Para todo x, y ∈ X, ρ(x, y) = ρ(y, x).
(ρ.2) Para todo x, y ∈ X, ρ(x, y) = O si y sólo si x = y.
(ρ.3) Para todo x, y, x1, x2, . . . , xn ∈ X,

ρ(x, y) � n · (ρ(x, x1) ∩ ρ(x1, x2) ∩ · · · ∩ ρ(xn, y)).
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Demostración: Iniciamos mostrando que (ρ.1) se cumple. Sean x, y ∈ X y sea
U ∈ ρ(x, y). Esto signi�ca que y ∈ St[x,U]. Entonces existe U ∈ U tal que x, y ∈ U .
De aquí que x ∈ St[y,U]. Se concluye que U ∈ ρ(y, x). De lo anterior, ρ(x, y) es un
subconjunto de ρ(y, x). De manera similar se prueba que ρ(y, x) ⊆ ρ(x, y). Por lo
tanto, ρ(x, y) = ρ(y, x).

Sea x ∈ X. Del hecho que x ∈ St[x,U] para cada U ∈ O, se tiene que
O = ρ(x, x). Para concluir que (ρ.2) es cierto, supongamos que x, y ∈ X son
tales que ρ(x, y) = O. Probaremos que y ∈ Cl({x}). Sea W un subconjunto
abierto de X que contiene a y. Entonces existe U ∈ O tal que St[y,U] ⊆W . Dado
que ρ(x, y) = O, se sigue que U ∈ ρ(x, y). Esto implica que x ∈ St[y,U]. Por lo
que W ∩ {x} 6= ∅. Así, y ∈ Cl({x}). Usamos la condición X es T1 para inferir que
y = x.

Sean x, y, x1, x2, . . . , xn ∈ X y sea U ∈ n · (ρ(x, x1)∩ ρ(x1, x2)∩ · · · ∩ ρ(xn, y)).
Elegimos V ∈ ρ(x, x1) ∩ ρ(x1, x2) ∩ · · · ∩ ρ(xn, y) tal que V 6 1

2nU. Así, existen
V1, V2, . . . , Vn+1 ∈ V tales que x, x1 ∈ V1, x1, x2 ∈ V2, . . . , xn, y ∈ Vn+1. De modo
que {V1, V2, . . . , Vn+1} es una n-cadena de V y x, y ∈ V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vn+1. Por
Lema 3.2, existe U ∈ U tal que V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vn+1 ⊆ U . Por lo que y ∈ St[x,U].
Por lo tanto, U ∈ ρ(x, y). Esto demuestra (ρ.3). �

Sea (X,O) un espacio admisible. Un elemento U de O es una cota de un
subconjunto Y de X si U ∈ ρ(x, y) para todo x, y ∈ Y . Un subconjunto Y de X es
acotado si existe U ∈ O tal que U es una cota de Y . El diámetro de un subconjunto
Y de X es el conjunto D(Y ) ∈ P(O) de�nido como D(Y ) =

⋂
{ρ(x, y) : x, y ∈ Y }.

Lema 4.8. Sean (X,O) un espacio admisible, Y un subconjunto de X y W una
familia de conjuntos abiertos de X tales que Y ⊆

⋃
W. Si Y es compacto, entonces

existe U ∈ O que cumple que para cada subconjunto A de X tal que U ∈ D(A) y
A ∩ Y 6= ∅, existe W ∈W tal que A ⊆W .

Demostración: Procederemos por contradicción, supondremos que para cada
U ∈ O existe un subconjunto AU de X tal que U ∈ D(AU), AU ∩ Y 6= ∅ y
AU ∩ (X − W ) 6= ∅ para todo W ∈ W. Dado U ∈ O, elegimos yU ∈ AU ∩ Y .
Por Observación 4.1, 6 es una dirección hacia abajo sobre O. Así (yU)U∈O es una
red. Por Teorema 2.5, existe un conjunto M , una dirección hacia abajo 6M sobre
M y una función creciente y co�nal ϕ : (M,6M ) → (O,6) tal que (yϕ(m))m∈M
es una subred convergente. Sea y ∈ Y tal que yϕ(m) → y. Dado que Y ⊆

⋃
W,

existe W0 ∈ W tal que y ∈ W0. Por (A2), existe V ∈ O tal que St[y,V] ⊆ W0.
De (A1), existe E ∈ O tal que E 6 1

2V. Para cada z ∈ St[y,E], existe E ∈ E tal
que z, y ∈ E, y del hecho que E 6 1

2V, existe V ∈ V tal que E ⊆ V , de donde
z, y ∈ V . Por lo que St[y,E] ⊆ St[y,V] ⊆W0. Existe L ∈M tal que yϕ(l) ∈ St[y,E]

para todo l 6M L. Existe j ∈ M tal que j 6M L y ϕ(j) 6 1
2E. Mostraremos que

Aϕ(j) ⊆ W0. Sea x ∈ Aϕ(j). Entonces ϕ(j) ∈ ρ(x, yϕ(j)), de donde E ∈ ρ(x, yϕ(j))
y E ∈ ρ(y, yϕ(j)). Por lo que V ∈ ρ(x, y), es decir, x ∈ St[y,V] ⊆ W0. De donde
Aϕ(j) ⊆W0. Entonces Aϕ(j) ∩ (X −W0) = ∅, lo cual es una contradicción. �

La cubierta U en el lema anterior llamaremos una cubierta de Lebesgue para
la colección W.

Un espacio admisible (X,O) es totalmente acotado con respecto a O si para

cada U ∈ O existen subconjuntos X1, . . . , Xn de X tales que X =
n⋃
k=1

Xk y

U ∈ D(Xk) para cada k ∈ {1, . . . , n}.
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Proposición 4.9. Un espacio admisible (X,O) es totalmente acotado si y sólo si

para cada U ∈ O existen x1, . . . , xn ∈ X tales que X =
n⋃
k=1

St[xk,U].

Demostración: Supongamos que X es totalmente acotado. Entonces para cada

U ∈ O existen subconjuntos X1, . . . , Xn de X tales que X =
n⋃
k=1

Xk y U ∈ D(Xk).

Para cada j ∈ {1, . . . , n}, sea xj ∈ Xj . Del hecho que U ∈ D(Xj), se tiene que
U ∈ ρ(xj , x), es decir, x ∈ St[xj ,U] para cada x ∈ Xj . Por lo que Xj ⊆ St[xj ,U].

Por lo tanto X =
n⋃
k=1

St[xk,U]. Esto demuestra la primera parte.

Para probar que X es totalmente acotado, sea U ∈ O. Por (A1), existe V ∈ O

tal que V 6 1
2U. Sean x1, . . . , xn ∈ X tales que X =

n⋃
k=1

St[xk,V]. De�nimos

Xi = St[xi,V] para cada i ∈ {1, . . . , n}. Notemos que X =
n⋃
k=1

Xk. Veamos que

U ∈ D(Xk) para cada k ∈ {1, . . . , n}. Sean x, y ∈ St[xi,V]. Entonces existen
V1, V2 ∈ V tales que x, xi ∈ V1 y y, xi ∈ V2. Así V1 ∩ V2 6= ∅. Como V 6 1

2U, existe
U ∈ U tal que V1 ∪ V2 ⊆ U . Por lo que y ∈ St[x,U]. Esto implica que U ∈ ρ(x, y).
Se concluye que U ∈ D(Xi). Por lo tanto X es totalmente acotado. �

5. Espacios admisibles completos

En esta última sección estudiamos el concepto de completez mediante el uso de
la estructura admisible, extendemos algunos teoremas clásicos, y presentamos una
versión más general del Teorema de Intersección de Cantor.

La siguiente de�nición se aproxima a la noción de red convergente al cero O de
P(O) para la familia O de cubiertas abiertas admisibles de un espacio topológico.

Sean (X,O) un espacio admisible y (Λ,6) un conjunto dirigido con dirección
hacia arriba. Una red (Eλ)λ∈Λ en P(O) converge a O, y escribimos Eλ → O, si
para cada U ∈ O existe λ0 ∈ Λ tal que U ∈ Eλ para todo λ > λ0.

Proposición 5.1. Sean Λ un conjunto dotado de una dirección hacia arriba 6,
(Eλ)λ∈Λ, (Dλ)λ∈Λ redes en P(O) y k ∈ N. Se cumplen las siguientes condiciones:
(5.1.1) Si Dλ � Eλ para cada λ ∈ Λ y Eλ → O, entonces Dλ → O.
(5.1.2) Si Eλ → O, entonces k · Eλ → O.

Demostración: Sea U ∈ O. Existe λ0 ∈ Λ tal que U ∈ Eλ para todo λ > λ0.
Como Dλ � Eλ, U ∈ Dλ para todo λ > λ0. De lo anterior, Dλ → O. Esto termina
la prueba de (5.1.1).

Para probar (5.1.2), sea U ∈ O. Por (4.6.2) de la Proposición 4.6, U ∈ k · O
para todo k ∈ N. Existe V ∈ O tal que V 6 1

2k
U. Por (4.6.3) de la Proposicón 4.6,

U ∈ k · {V}. Así, k · {V} � {U}. Como Eλ → O, existe λ0 ∈ Λ tal que V ∈ Eλ
para todo λ > λ0. De modo que Eλ � {V} para todo λ > λ0. Por (4.6.3) de la
Proposición 4.6, k · Eλ � k · {V}. Esto implica que U ∈ k · Eλ para todo λ > λ0.
Por lo tanto k · Eλ → O. �

Proposición 5.2. Sean (X,O) espacio admisible, Λ un conjunto con una dirección
hacia arriba 6, y (xλ)λ∈Λ una red en X. Entonces xλ → x si y sólo si ρ(xλ, x)→ O.
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Demostración: Mostraremos primero que la condición (xλ)λ∈Λ converge a x
implica ρ(xλ, x) → O. Sea U ∈ O. Existe λ0 ∈ Λ tal que xλ ∈ St[x,U] para todo
λ > λ0. De donde U ∈ ρ(xλ, x) para todo λ > λ0. Por lo tanto ρ(xλ, x)→ O.

Supongamos ahora que ρ(xλ, x) converge a O. Entonces para cada U ∈ O,
existe λ0 ∈ Λ tal que U ∈ ρ(xλ, x) para todo λ > λ0. De lo anterior xλ ∈ St[x,U]
para todo λ > λ0. Por lo tanto (xλ)λ∈Λ converge a x. �

Intuitivamente, los espacios métricos completos son aquellos espacios que no
tiene huecos. Una forma natural para describir estos espacios es vía redes de Cauchy.
La siguiente de�nición nos ayuda a describir a los espacios admisibles completos
mediante redes O-Cauchy.

Sean (X,O) un espacio admisible, Λ un conjunto y 6 una dirección hacia arriba
sobre Λ. Una red (xλ)λ∈Λ en X es O-Cauchy si para cada U ∈ O existe λ0 ∈ Λ tal
que para cada λ1, λ2 ∈ Λ tales que λ1, λ2 > λ0, se cumple que xλ1

∈ St[xλ2
,U].

Lema 5.3. Sea (X,O) un espacio admisible y sea (Λ,6) un conjunto dirigido con
dirección hacia arriba 6. Una red (xλ)λ∈Λ en X es O-Cauchy si y sólo si para cada
U ∈ O existe λ0 ∈ Λ tal que U ∈ ρ(xλ1 , xλ2) siempre que λ1, λ2 > λ0.

Demostración: Supongamos que (xλ)λ∈Λ es O-Cauchy. Sea U ∈ O. Existe
λ0 ∈ Λ tal que si λ1, λ2 > λ0, entonces xλ1 ∈ St[xλ2 ,U]. De donde U ∈ ρ(xλ1 , xλ2)
siempre que λ1, λ2 > λ0.

Ahora bien, sea U ∈ O. Existe λ0 ∈ Λ tal que U ∈ ρ(xλ1
, xλ2

) siempre que
λ1, λ2 > λ0. Del hecho que U ∈ ρ(xλ1

, xλ2
), se sigue que xλ1

∈ St[xλ2
,U] para todo

λ1, λ2 > λ0. De lo anterior anterior (xλ)λ∈Λ es una red O-Cauchy. �

Proposición 5.4. Sea (X,O) un espacio admisible. Si (xλ)λ∈Λ es una red O-
Cauchy tal que 6 es una dirección hacia arriba sobre el conjunto Λ y (xλk)k∈M es
una subred convergente a x ∈ X, entonces (xλ)λ∈Λ converge y xλ → x.

Demostración: Sea U ∈ O. Por (A1), existe V ∈ O tal que V 6 1
2U. De

la Proposición 5.2, se tiene que ρ(xλk , x) → O, es decir, existe β0 ∈ M tal que
β >M β0 implica que V ∈ ρ(xλβ , x). Del hecho que (xλ)λ∈Λ es O-Cauchy, existe
λ0 ∈ Λ tal que V ∈ ρ(xλ1

, xλ2
) con λ1, λ2 > λ0. Sea k > β0 tal que λk > λ0. Sea

γ > λ0. Entonces xλk ∈ St[x,V] ∩ St[xγ ,V], de donde V ∈ ρ(x, xλk) ∩ ρ(xλk , xγ).
Por (ρ.3) de la Proposición 4.7, U ∈ ρ(x, xγ). Así, xγ ∈ St[x,U], es decir, (xγ)γ∈Λ

conerverge a x. �

Un espacio admisible (X,O) es completo si toda red O-Cauchy en X converge.
Sea X un conjunto y (Λ,6) un conjunto dirigido con dirección hacia arriba.

Decimos que una red de subconjuntos (Fλ)λ∈Λ de X es decreciente si para cada
λ1, λ2 ∈ Λ tales que λ1 6 λ2 se tiene que Fλ2

⊆ Fλ1
.

El siguiente resultado generaliza el Teorema de Intersección de Cantor.

Teorema 5.5. Un espacio admisible (X,O) es completo si y sólo si para cada red
decreciente (Fλ)λ∈Λ de subconjuntos cerrados no vacíos de X con D(Fλ) → O se
tiene que

⋂
λ∈Λ

Fλ 6= ∅.

Demostración: Supongamos que X es completo. Sea (Λ,6) un conjunto di-
rigido con dirección hacia arriba y sea (Fλ)λ∈Λ una red de subconjuntos cerrados
decreciente de X tal que D(Fλ)→ O.
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Sea xλ ∈ Fλ para cada λ ∈ Λ y sea U ∈ O. Veamos que (xλ)λ∈Λ es una red O-
Cauchy. Dado que D(Fλ)→ O, existe λ0 tal que si λ > λ0 se tiene que U ∈ D(Fλ).
Para λ1, λ2 > λ0, tenemos que Fλ1 ∪Fλ2 ⊆ Fλ0 y así xλ1 , xλ2 ∈ Fλ0 . Del hecho que
U ∈ D(Fλ0

), se sigue que U ∈ ρ(xλ1
, xλ2

).
La completez de (X,O) se sigue que la red O-Cauchy (xλ)λ∈Λ en X converge.

Sea x ∈ X tal que (xλ)λ∈Λ converge a x.
Sea γ ∈ Λ. Sea V un subconjunto abierto de X que contiene a x. Entonces

existe β ∈ Λ tal que xδ ∈ V para cada δ > β. Elegimos µ ∈ Λ tal que µ > γ
y µ > β. Se tiene que xµ ∈ Fµ ⊆ Fγ y xµ ∈ V . Por lo que V ∩ Fγ 6= ∅. Esto
muestra que x ∈ Cl(Fγ). Usando el hecho que Fγ es un subconjunto cerrado de X
concluimos que x ∈ Fγ . Por lo tanto x ∈

⋂
λ∈Λ

Fλ.

Supongamos ahora que cada red (Fλ)λ∈Λ decreciente de subconjuntos cerrados
de X con D(Fλ)→ O tiene intersección no vacía. Sea (Λ,6) un conjunto dirigido
con dirección hacia arriba y (xλ)λ∈Λ una red O-Cauchy. Para cada α ∈ Λ, sean
Gα = {xκ : κ > α} y Fα = Cl(Gα). Notemos que (Fα)α∈Λ es una red decreciente
de subconjuntos cerrados no vacíos de X.

Veamos que D(Fα) → O. Sea U ∈ O. Existe λ0 tal que U ∈ ρ(xλ1
, xλ2

)
siempre que λ1, λ2 > λ0. Por lo que U ∈ D(Gλ0), así D(Gα) → O. Por (5.1.2) de
la Proposición 5.1, 2 ·D(Gα)→ O. Probaremos que D(Fα) � 2 ·D(Gα) para cada
α ∈ Λ.

Sean α ∈ Λ, U ∈ 2 ·D(Gα) y a, b ∈ Fα. Elegimos V ∈ D(Gα) tal que V 6 1
22U.

Por (A2), existen x, y ∈ Gα tales que x ∈ St[a,V] y y ∈ St[b,V]. Por lo que
V ∈ (ρ(a, x) ∩ ρ(b, y) ∩ ρ(x, y)). Entonces U ∈ 2 · (ρ(a, x) ∩ ρ(b, y) ∩ ρ(x, y)). Por
(ρ.3) de la Proposición 4.7, U ∈ ρ(a, b). Esto prueba que 2 ·D(Gα) ⊆ D(Fα). Por
lo tanto D(Fα) � 2 ·D(Gα). Ahora, por (5.1.1) de la Proposición 5.1, se concluye
que D(Fα)→ O.

Dado que (Fα)α∈Λ es una red decreciente de subconjuntos de X y
D(Fα)→ O, se tiene que

⋂
α∈Λ

Fα 6= ∅. Sea x ∈ X tal que x ∈
⋂
α∈Λ

Fα. Mostraremos

que xλ → x. Sea U ∈ O. Dado que D(Fλ) → O, existe λ0 tal que si λ > λ0,
entonces U ∈ D(Fλ). Como xλ, x ∈ Fλ, U ∈ ρ(xλ, x). Por lo tanto ρ(xλ, x) → O.
Por Proposición 5.2, toda red O-Cauchy en X converge. Por lo tanto, X es un
espacio admisible completo. �

Corolario 5.6. Sea (X,O) un espacio de Hausdor� admisible completo. Si (Fλ)λ∈Λ

es una red decreciente de subconjuntos cerrados no vacíos de X tales que D(Fλ)→
O, entonces la intersección

⋂
λ∈Λ

Fλ consta de un sólo punto.

Demostración: Sean x, y ∈
⋂
λ∈Λ

Fλ y U ∈ O. Del hecho que D(Fλ) → O, se

tiene que U ∈ ρ(x, y). Esto implica que ρ(x, y) = O. Por (ρ.2) de la Proposición
4.7, x = y. Por lo tanto, la intersección

⋂
λ∈Λ

Fλ es un sólo punto. �

Proposición 5.7. Un espacio admisible (X,O) es totalmente acotado si y sólo si
para cada red de puntos de X existe una subred O-Cauchy.

Demostración: Supongamos que (X,O) es totalmente acotado y sea (xλ)λ∈Λ una
red de elementos de X. Probaremos que para cada U ∈ O, existe un subconjunto
XU de X tal que U ∈ D(XU) y {λ ∈ Λ : xλ ∈ XU} es co�nal.
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Sea U ∈ O. Dado queX es totalmente acotado, existen subconjuntosA1, . . . , An

de X tales que X =
n⋃
j=1

Ai y U ∈ D(Aj) para cada j ∈ {1, . . . , n}. Para cada

j ∈ {1, . . . , n}, de�nimos Lj = {λ ∈ Λ : xλ ∈ Aj}. Supongamos que cada Lj no es
co�nal. Entonces existe θj ∈ Λ tal que si γ ∈ Lj , entonces γ 6 θj . Existe β ∈ Λ
tal que β > θj para cada j ∈ {1, . . . , n}, existe k ∈ {1, . . . , n} tal que xβ ∈ Ak. De
donde β ∈ Lk, es decir β 6 θk. Lo cual es una contradicción. Por lo que existe
k ∈ {1, . . . , n} tal que Lk es co�nal. Hacemos XU = Ak. Entonces XU es un
subconjunto de X tal que U ∈ D(XU) y {λ ∈ Λ : xλ ∈ XU} es co�nal.

Ahora, sea Γ = {(λ,U) : U ∈ O, xλ ∈ XU}. De�nimos la relación (λ,U) 6
(γ,V) si y sólo si λ 6 γ y XV ⊆ XU. Tenemos que (Γ,6) es un conjunto dirigido.
Sea ϕ : Γ → Λ de�nida por ϕ(λ,U) = λ. Entonces (xϕ(λ,U))(λ,U)∈Γ es una subred
de (xλ)λ∈Λ. Sean V ∈ O y β ∈ Λ tal que (β,V) ∈ Γ. Sean (η,W), (γ,F) ∈ Γ tales
que (η,W), (γ,F) > (β,V). Entonces η, γ > β y XF, XW ⊆ XV. Así xη, xγ ∈ XV.
De donde V ∈ ρ(xη, xγ) para todo η, γ > β. Por lo tanto (xϕ(λ,U))(λ,U)∈Γ es una
subred O-Cauchy.

Ahora, supongamos que cada red de puntos de X tiene una subred O-Cauchy.
Para obtener una contradicción, supondremos que X no es totalmente acotado.
Por Proposición 4.9, existe U ∈ O tal que {St[x,U] : x ∈ X} no tiene subcubiertas
�nitas de X. Sea F = {F ⊆ X : F es �nito}. Entonces (F,⊆) es un conjunto
dirigido. Para cada F ∈ F, sea xF ∈ X −

⋃
y∈F

St[y,U]. Obtenemos que (xF )F∈F

es una red de elementos de X. Por lo tanto, existe una función creciente y co�nal
ϕ : Λ→ F tal que (xϕ(λ))λ∈Λ es un subred O-Cauchy de (xF )F∈F. Entonces existe
λ0 ∈ Λ tal que U ∈ ρ(xϕ(γ), xϕ(δ)) para cada γ, δ > λ0. Existe θ ∈ Λ tal que
Fλ0 ∪ {xFλ0} ⊆ Fθ. Entonces existe π ∈ Λ tal que λ0 6 π y θ 6 π. Así Fλ0 ⊆ Fπ y
Fθ ⊆ Fπ, además U ∈ ρ(xϕ(λ0), xϕ(π)). De donde xϕ(π) ∈ X −

⋃
{St[y,U] : y ∈ Fπ}.

Esto es una contradicción. Concluimos que X es totalmente acotado. �

Teorema 5.8. Un espacio de Hausdor� admisible (X,O) es compacto si y sólo si
(X,O) es completo y totalmente acotado.

Demostración: Supongamos que X es compacto. Entonces para cada U ∈ O la
cubierta abierta {Int St[x,U] : U ∈ O} tiene una subcubierta �nita. Por Proposición
4.9, X es totalmente acotado.

Si (xλ)λ∈Λ es una red O-Cauchy en X, entonces (xλ)λ∈Λ tiene una subred
convergente en X. Por Proposición 5.4, (xλ)λ∈Λ converge en X. Se concluye que
X es completo.

Supongamos que X es completo y totalmente acotado. Por Proposición 5.7,
para cada red de puntos de X existe una subred O-Cauchy. Del hecho que X es
completo, cada red O-Cauchy de puntos de X es convergente en X. Por Teorema
2.5, X es compacto. �
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1. Introducción

En teoría de la dimensión, es conocido que el hiperespacio de subconjuntos
compactos de un espacio cero-dimensional es cero-dimensional con la topología de
Vietoris. Pero en general, si tenemos un espacio de dimensión positiva, entonces
la dimensión de su hiperespacio de subconjuntos compactos con la topología de
Vietoris es superior a la del espacio original. Por ejemplo, el hiperespacio de sub-
conjuntos compactos de [0, 1] con la topología de Vietoris no tiene dimensión �nita
(ver Teorema 2.21). Una pregunta natural que surge de lo anterior es la siguiente :
¾Existe una clase de espacios C tal que para cada X ∈ C, X no es cero-dimensional
y la dimensión de X y la dimensión de su hiperespacio de subconjuntos compactos
con la topología de Vietoris es la misma?

El objetivo de este trabajo es presentar algunos ejemplos de espacios de di-
mensión 1 tales que su hiperespacio de subconjuntos compactos con la topología de
Vietoris tiene dimensión 1. El trabajo se encuentra dividido de la siguiente man-
era: primero damos algunas notaciones y de�niciones que utilizaremos a lo largo
de este trabajo, posteriormente estudiaremos los espacios casi cero-dimensionales y
sus propiedades básicas, y en la última parte daremos los ejemplos principales de
este trabajo.

2. Preliminares

En la presente sección introducimos la notación, de�niciones y resultados so-
bre teoría de la dimensión e hiperespacios que usaremos durante este trabajo. Se
asumirá que todos los espacios son separables y metrizables, es decir, todos los
espacios X tienen un subconjunto denso numerable y existe una métrica en X que

1El autor contó con apoyo de la beca Estancias Posdoctorales por México del CONAHCyT
con el número 696239.
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genera la topología de X. Escribimos X ≈ Y para denotar el hecho de que X
es homeomorfo al espacio Y . Por ω denotamos al conjunto de números naturales
incluido el cero, N es el conjunto ω \ {0}, Q es el conjunto de números racionales,
P es el conjunto de números irracionales, 2ω es el conjunto de Cantor y R es el
conjunto de números reales.

Sea A un subconjunto de un espacio topológico X. Escribiremos intX(A),
clX(A) y bdX(A) para referirnos al interior, a la cerradura, y a la frontera de A en
X, respectivamente.

Un espacio X es cero-dimensional si tiene una base de conjuntos cerrado-
abiertos, y X es un espacio totalmente-disconexo si para cualesquiera dos puntos
x, y ∈ X existe un subconjunto cerrado-abierto U de X tal que x ∈ U y y /∈ U .
Notemos que si X es cero-dimensional, entonces X es totalmente-disconexo.

Un espacio X es de dimensión 1 si no es cero-dimensional y tiene una base
de vecindades β tal que bdX(U) cero-dimensional, para cualquier U ∈ β. Si X es
de dimensión 1, entonces escribimos dim(X) = 1. En general, podemos de�nir la
dimensión de un espacio X para cualquier n ∈ N (ver [9]), pero en este trabajo solo
usaremos la de�nición de dimensión 0 y 1. A continuación damos algunos ejemplos
de espacios cero-dimensionales.

Proposición 2.1. Cualquier espacio �nito X es cero-dimensional.

Demostración: Supongamos que X = {x1, . . . , xn}. Dado que X es métrico
podemos encontrar subconjuntos abiertos de X, U1, . . . , Un tales que xi ∈ Ui y
Ui ∩ Uj = ∅ si i 6= j para i, j 6 n. Notemos que para cualquier i 6 n se tiene
que X ∩ Ui = {xi}. Esto implica que X es discreto. Por lo tanto, {xi} es un
subconjunto cerrado-abierto de X. Sea β = {{x} : x ∈ X}, entonces β es una base
de cerrado-abiertos de X. Por lo tanto, X es cero-dimensional. �

De la Proposición anterior se deduce que, si A es un subconjunto �nito de un
espacio X, entonces A es cero-dimensional. Antes de dar ejemplos más interesantes
de espacios cero-dimensionales, presentamos una equivalencia del concepto de cero-
dimensionalidad.

Proposición 2.2. Un espacio X es cero-dimensional si y solo si tiene una base β
tal que para cada U ∈ β se tiene que bdX(U) = ∅.

Demostración: Si X tiene una base β de cerrado-abiertos, entonces claramente
bdX(U) = ∅ para cada U ∈ β. Por otro lado, si X tiene una base β tal que para
cada U ∈ β, se cumple que bdX(U) = ∅. Entonces clX(U) ∩ clX(X \ U) = ∅.
Vamos a demostrar que clX(U) ⊂ U . Como clX(U) ∩ clX(X \ U) = ∅, se tiene que
clX(U) ∩X \ U = ∅. Esto implica clX(U) ⊂ U . Por lo tanto clX(U) ⊂ U , es decir,
U es un subconjunto cerrado-abierto de X. �

Proposición 2.3. El espacio Q es cero-dimensional, con la topología heredada de
R.

Demostración: Por la Proposición 2.2, vamos a demostrar que Q tiene una base
formada por conjuntos con frontera vacía. Sea p ∈ Q y U = (p− ε, p+ ε) un abierto
básico de p en R, con ε > 0. Dado que P es un subconjunto denso en R, podemos
encontrar un r < ε tal que la vecindad V := (p − r, p + r) ⊂ U y p − r, p + r /∈ Q.
Notemos que V ∩Q es una vecindad de p en Q y bdQ(V ) = ∅. Esto implica que Q
es cero-dimensional. �
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Utilizando un argumento similar al de la Proposición 2.3 se puede demostrar
que P es cero-dimensional con la topología heredada de R. La siguiente Proposición
es una generalización de la Proposición 2.3.

Proposición 2.4. Cualquier espacio numerable X es cero-dimensional.

Demostración:

Sean p ∈ X, ε > 0, B(p, ε) = {x ∈ X : d(x, p) < ε} y A = {d(x, p) : x ∈ X}.
Notemos que A es numerable ya queX lo es. Dado que (0, ε) no es numerable, pode-
mos encontrar un número δ ∈ (0, ε)\A. Consideremos el conjunto B(p, δ), entonces
B(p, δ) ⊂ B(p, ε), y por la elección del número δ se tiene que bdX(B(p, δ)) = ∅. Por
lo tanto, X es cero-dimensional. �

Se deduce de la Proposición 2.4 que para cualquier n ∈ N los espacios Nn y Qn
son cero-dimensionales.

Proposición 2.5. Sean {Xn : n ∈ N} una familia de espacios cero-dimensionales,
entonces X =

∏
{Xn : n ∈ N} es cero-dimensional.

Demostración: Sean x = (xn)n∈N ∈ X y U un subconjunto abierto básico X tal
que x ∈ U , entonces existen U1, . . . , Un subconjuntos abiertos de X1, . . . , Xn, res-
pectivamente, tales que U =

⋂
k6n π

←
k [Uk] (donde πk : X → Xk es la proyección).

Para cada k 6 n, dado que x ∈ U se tiene que xk ∈ Uk y como Xk es un espacio
cero-dimensional, entonces existe un subconjunto cerrado-abierto Vk de Xk, tal que
xk ∈ Vk ⊂ Uk. Sea V =

⋂
k6n π

←
k [Vk], entonces x ∈ V ⊂ U . Más aún dado que Vk

es un subconjunto cerrado-abierto de Xk para cualquier k 6 n, entonces V es un
subconjunto cerrado-abierto de X. Por lo tanto X es un espacio cero-dimensional.

�

De la Proposición 2.5 se sigue que Qω, 2ω y Pω son espacios cero-dimensionales.
El resultado anterior no es válido en general para espacios de dimensión 1, es decir, el
producto numerable de espacios de dimensión 1 no necesariamente es de dimensión
1. Por ejemplo, si consideramos al espacio X = [0, 1], se sabe que la dimensión de
Xω no es 1. Pero si es posible que el producto numerable de cierta clase de espacios
de dimensión 1 tenga dimensión 1. En la siguiente sección veremos una de esta
clase de espacios. Ahora daremos algunos ejemplos de espacios de dimensión 1.

Proposición 2.6. dim(R) = 1.

Demostración: Consideremos la base β = {(a, b) : a, b ∈ Q} de R. Notemos que
para cada U ∈ β se tiene que bdR((a, b)) = {a, b}. Dado que cualquier subconjunto
�nito de R es cero-dimensional, entonces para cualquier U ∈ β se tiene que bdR(U)
es cero-dimensional. Por otro lado, R no es cero-dimensional ya que es un espacio
conexo. Por lo tanto dim(R) = 1. �

De manera análoga a la demostración de la Proposición 2.6 tenemos que si U
es un intervalo de R, entonces dim(U) = 1.

Proposición 2.7. Si X y Y son homeomorfos y h : X → Y es un homeomor�smo,
entonces h[bdX(A)] = bdY (h[A]) para cualquier subconjunto A de X.

Demostración: Dado que h es un homeomor�smo, para cualquier A ⊂ X se
tiene que h[clX(A)] = clY (h[A]). Como h es homeomor�smo, y en particular h
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es biyectiva; así para cualesquiera A,B ⊂ X se cumple h[A \ B] = h[A] \ h[B] y
h[A ∩B] = h[A] ∩ h[B]. Por lo tanto, se tiene que

h[bdX(A)] = h[clX(A) ∩ clX(X \A)] = h[clX(A)] ∩ h[clX(X \A)] =

clY (h[A]) ∩ clY (h[X \A]) = clY (h[A]) ∩ clY (h[X] \ h[A]) =

clY (h[A]) ∩ clY (Y \ h[A]) = bdY (h[A]).

�

El siguiente teorema muestra que la propiedad de ser cero-dimensional o de
dimensión 1 es un invariante topológico.

Teorema 2.8. Si X ≈ Y , entonces dim(X) = dim(Y ).

Demostración: Sea h : X → Y un homeomor�smo y para cada base βX de X
consideramos la base βh = {h[U ] : U ∈ βX} de Y .

Si X es un espacio cero-dimensional, entonces por la Proposición 2.2 existe
una base βX de X tal que para cualquier U ∈ β se tiene que bdX(U) = ∅. Por
otro lado, dado que h es un homeomor�smo y por la Proposición 2.7, para cada
h[U ] ∈ βh tenemos que h[bdX(U)] = bdY (h[U ]), esto implica que bdY (h[U ]) = ∅.
Por la Proposición 2.2 concluimos que Y es cero-dimensional.

Ahora supongamos que X es de dimensión 1 y βX es una base de vecindades
tal que para U ∈ βX tenemos que dim(bdX(U)) = 0. Vamos a demostrar que para
h[U ] ∈ βh se tiene que dim(bdh(U)) = 0. Por la Proposición 2.7 para h[U ] ∈ βh
se tiene que h[bdX(U)] = bdY (h[U ]). Usando el caso cero-dimensional tenemos que
bdY (h[U ]) es cero-dimensional dado que, bdX(U) es cero-dimensional. Como X no
es cero-dimensional, usando nuevamente el caso cero-dimensional, tenemos que Y
no es cero-dimensional. Concluimos que dim(Y ) = 1 �

Con el Teorema anterior podemos dar una demostración del siguiente Corolario.

Corolario 2.9. Sea f : R → R continua, entonces Gf = {(x, f(x)) ∈ R2 : x ∈ R}
es de dimensión 1.

Demostración: Sean ϕ : R→ Gf , de�nida por ϕ(x) = (x, f(x)), π1 : R2 → R y
π2 : R2 → R las proyecciones a la primera y segunda coordenada, respectivamente.
Claramente la función ϕ es biyectiva. Además, dado que x y f son funciones
continuas, tenemos que x = π1◦ϕ y f = π2◦ϕ son funciones continuas. Esto implica
que ϕ es una función continua. Por otro lado, notemos que π1 � Gf es la inversa de
ϕ. Por lo tanto ϕ es un homeomor�smo, es decir, R y Gf son homeomorfos. De la
Proposición 2.6 y el Teorema 2.8 concluimos que dim(Gf ) = 1. �

El siguiente lema relaciona la dimensión de un subespacio con respecto al es-
pacio que lo contiene.

Lema 2.10. Sea X un espacio. Si A es un subconjunto de X, entonces dim(A) 6
dim(X).

Demostración: Si A es un subconjunto de X, entonces para cada B subconjunto
de X, se tiene que

bdA(A ∩B) ⊂ bdX(B),

ya que clA(A ∩ B) ⊂ clX(B) y clA(A \ B) ⊂ clX(X \ B). Ahora probaremos el
resultado. Para el caso en el que X es un espacio cero-dimensional tenemos que si
U es un cerrado-abierto de X, entonces A∩U es cerrado-abierto en A, esto implica
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que si β es una base de cerrado-abiertos de X, entonces {A ∩ U : U ∈ β} es una
base de cerrado-abiertos de A. Esto implica que A es cero-dimensional. Ahora
supongamos que dim(X) = 1 y sea β una base tal que para cualquier U ∈ β,
dim(bdX(U)) = 0. Como {A ∩ U : U ∈ β} es una base para A, se tiene que
bdA(A ∩ U) ⊂ bdX(U), y dim(bdX(U)) = 0. Así por el caso cero-dimensional, se
tiene que bdA(A ∩ U) = ∅ o dim(bdA(A ∩ U)) = 0, es decir A tiene dimensión 0 o
1. Por lo tanto dim(A) 6 dim(X). �

Observemos que por el Lema 2.10 tenemos que cualquier subespacio no vacío de
un espacio cero-dimensional es cero-dimensional. Y cualquier subespacio no vacío
de un espacio de dimensión 1 es cero-dimensional o de dimensión 1.

De�nición 2.11. Sean A y B dos subconjuntos de un espacio X. Decimos que A
y B están separados en X si existen subconjuntos cerrado-abiertos ajenos E y F
de X tales que A ⊂ E, B ⊂ F y X = E ∪ F .

Utilizando la de�nición anterior podemos enunciar la siguiente equivalencia del
concepto espacio cero-dimensional.

Teorema 2.12. Para un espacio X los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) X es cero-dimensional.
(b) Cada p ∈ X y cada subconjunto cerrado C en X con p /∈ C se pueden

separar en X.
(c) Cualesquiera dos subconjuntos cerrados ajenos C y D de X se pueden

separar en X.

Demostración: La implicación (c) ⇒ (b) es clara. Ahora vamos a probar la
implicación (b)⇒ (a). Sean p ∈ X y U un subconjunto abierto de X tal que p ∈ U .
Por hipótesis p y X \ U se pueden separar en X, es decir existen subconjuntos
cerrado-abiertos ajenos E y F tales que p ∈ E, X \ U ⊂ F y X = E ∪ F , esto
implica que p ∈ E ⊂ U . Por lo tanto X es cero-dimensional.
(a) ⇒ (c) Sean C y D dos subconjuntos cerrados y ajenos de X. Como X es
cero-dimensional, para cada x ∈ X existe un subconjunto cerrado-abierto Ux tal
que x ∈ Ux y Ux ∩ C = ∅ o Ux ∩D = ∅. Además, como X es separable, existe una
base numerable de cerrado-abiertos β tal que para cada U ∈ β se tiene U ∩ C = ∅
o U ∩ D = ∅. Supongamos que β = {Un : n ∈ N} y de�nimos V1 = U1 y
Vn = Un \

⋃
j<n−1 Uj para n > 2. Por la construcción de los conjuntos {Vn : n ∈ N}

se cumplen las siguientes propiedades:
(1) X =

⋃
n∈N Vn.

(2) Vn ∩ Vj = ∅ para cualesquiera j, n ∈ N.
(3) Vn es un subconjunto cerrado-abierto de X para cada n ∈ N.
(4) Vn ∩ C = ∅ o Vn ∩D = ∅ para cada n ∈ N.

Sean

E =
⋃
{Vn : n ∈ N y Vn ∩D = ∅} y F =

⋃
{Vn : n ∈ N y Vn ∩D 6= ∅}.

Vamos a demostrar que E y F separan a C y D en X. Notemos que 1 implica
que X = E ∪ F , 2 implica que E ∩ F = ∅, 3 implica que E y F son subconjuntos
abiertos de X, y 1 y 4 implican C ⊂ E y D ⊂ F . �

Teorema 2.13. Un espacio X que es unión numerable de subespacios cerrados
cero-dimensionales es cero-dimensional.
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Demostración:

Supongamos que X =
⋃
n∈N Cn donde Cn es un subconjunto cerrado de X y

dim(Cn) = 0 para cada n ∈ N. Sean A y B dos subconjuntos cerrados y ajenos de
X. Vamos a demostrar que A y B pueden ser separados en X. Para eso vamos a
construir por recursión subconjuntos abiertos {Un : n ∈ N} y {Vn : n ∈ N} de X
con las siguientes propiedades:

(1) Cn ⊂ Un ∪ Vn,
(2) para n > 2, Un−1 ⊂ Un, Vn−1 ⊂ Vn y clX(Un) ∩ clX(Vn) = ∅,
(3) A ⊂ U1 y B ⊂ V1.

Dado que A ∩ C1 y B ∩ C1 son dos subconjuntos cerrados ajenos en C1 y C1

es cero-dimensional por el Teorema 2.12 existen subconjuntos cerrados-abiertos E1

y F1 de C1 tales que E1 ∪ F1 = C1, E1 ∩ F1 = ∅ y

A ∩ C1 ⊂ E1 y B ∩ C1 ⊂ F1.

Por otro lado como C1 es un subconjunto cerrado en X, se tiene que E1 y F1 son
subconjuntos cerrados en X. Por lo tanto E1∪A y F1∪B son subconjuntos cerrados
y ajenos de X. Por la normalidad de X existen conjuntos abiertos U1 y V1 de X
tales que clX(U1) ∩ clX(V1) = ∅ y,

A ∪ E1 ⊂ U1 y B ∪ F1 ⊂ V1.

Como E1 ∪ F1 = C1, A∪E1 ⊂ U1 y B ∪ F1 ⊂ V1, tenemos que C1 ⊂ U1 ∪ V1. Esto
completa el primer paso. Supongamos que hemos construido los conjuntos Un y Vn
con las propiedades requeridas. Consideremos los conjuntos An = clX(Un)∩Cn+1 y
Bn = clX(Vn)∩Cn+1, notemos que An∩Bn = ∅. Como Cn+1 es cero-dimensional y
An y Bn son dos subconjuntos cerrados ajenos de Cn+1 por el Teorema 2.12 existen
subconjuntos cerrado-abiertos En+1 y Fn+1 de Cn+1 tales que En+1∪Fn+1 = Cn+1,
En+1 ∩ Fn+1 = ∅ y

An ∩ Cn+1 ⊂ En+1 y Bn ∩ Cn+1 ⊂ Fn+1.

Dado que Cn+1 es un subconjunto cerrado en X, se tiene que En+1 y Fn+1 son
subconjuntos cerrados en X. Por lo tanto En+1 ∪ clX(Un) y Fn+1 ∪ clX(Vn) son
subconjuntos cerrados ajenos de X. Por la normalidad de X existen conjuntos
abiertos Un+1 y Vn+1 de X tales que clX(Un+1) ∩ clX(Vn+1) = ∅,

An ∪ En+1 ⊂ Un+1 y Bn ∪ Fn+1 ⊂ Vn+1.

Como En+1 ∪Fn+1 = Cn+1, An ∪En+1 ⊂ Un+1 y Bn ∪Fn+1 ⊂ Vn+1, tenemos que
Cn+1 ⊂ Un+1 ∪ Vn+1 y clX(Un) ⊂ clX(Un+1) clX(Vn) ⊂ clX(Vn+1). Esto completa
la recursión.
Consideremos los conjuntos abiertos U =

⋃
n∈N Un y V =

⋃
n∈N Vn, veamos que U

y V separan a A y B en X. De la condición 1 se sigue que X = U ∪ V , dado que
X =

⋃
n∈N Cn; la condición 2 implica que si n, k ∈ N y m = max{n, k}, entonces

Un ∩ Vk ⊂ Um ∩ Vm = ∅, es decir U ∩ V = ∅; y la condición 3 implica que A ⊂ U y
B ⊂ V . Por lo tanto, U y V separan a A y B en X. Por el Teorema 2.12 concluimos
que X es un espacio cero-dimensional. �

El Teorema 2.13 no es válido si se omite la hipótesis de que los subconjuntos
Cn sean cerrados en X. Por ejemplo R = Q ∪ P, y dim(Q) = dim(P) = 0, pero
dim(R) = 1.
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Corolario 2.14. Un espacio X que es unión numerable de subespacios Fσ cero-
dimensionales es cero-dimensional.

Demostración: Supongamos que X =
⋃
n∈N Fn y que cada Fn es un subconjunto

Fσ y cero-dimensional de X. Como Fn es un subconjunto Fσ de X, existe una
familia de cerrados {Fmn : m ∈ N} tal que Fn =

⋃
m∈N F

m
n , más aún, dado que

Fmn ⊂ Fn, por el Lema 2.10 se tiene que Fmn es cero-dimensional. Se sigue que
X =

⋃
m∈N

⋃
n∈N F

m
n es unión numerable de subespacios cerrados de dimensión

cero. Por el Teorema 2.13 se concluye que X es cero-dimensional. �

Proposición 2.15. Sea X un espacio y A,B ⊂ X no vacíos, entonces

dim(A ∪B) 6 dim(A) + dim(B) + 1.

Demostración:

Dado que A,B ⊂ X, del Lema 2.10, se deduce que dim(A∪B) 6 dim(X) 6 1.
Esto implica que

dim(A ∪B) 6 dim(X) 6 1 6 dim(A) + dim(B) + 1.

�

Proposición 2.16. Un espacio X de dimensión uno se puede escribir como unión
de dos subespacios cero-dimensionales.

Demostración: Sea β una base numerable de X tal que para cada U ∈ β se
tiene que dim(bdX(U)) = 0 o bdX(U) = ∅. Sea A =

⋃
U∈β bdX(U), dado que

bdX(U) es un subconjunto cerrado de X, por el Teorema 2.13 tenemos que A es
cero-dimensional. Ahora vamos a demostrar que B = X \ A es cero-dimensional.
Observemos que el conjunto {U ∩ B : U ∈ β} es una base para B. Por otro lado,
para cada U ∈ β, se cumple que bdB(U ∩ B) ⊂ bdX(U) ⊂ A y bdB(U ∩ B) ⊂ B.
Dado que A ∩ B = ∅, cada elemento de β tiene frontera vacía. Por lo tanto B es
cero dimensional. �

Teorema 2.17. Si X es la unión numerable de subespacios Fσ de dimensión 1,
entonces la dimensión de X es 1.

Demostración: Supongamos que X =
⋃
n∈NXn donde cada Xn es un subcon-

junto Fσ de dimensión 1 de X. Dado que Xn es unión numerable de subcon-
juntos cerrados de X, podemos escribir a X =

⋃
n∈N Cn donde Cn es un sub-

conjunto cerrado de X y dim(Cn) 6 1 para todo n ∈ N. Sea K1 = C1 y sea
Kn = Cn \

⋃
k6n−1 Ck para k > 2. Notemos que X =

⋃
n∈NKn y Kn ∩Kk = ∅.

Dado que K1 es un subconjunto cerrado en X, K1 es un subconjunto Fσ de X.
Para n > 2 note que Kn es intersección del cerrado Cn y el abierto X \

⋂
k6n−1 Ck

de X; por lo tanto Kn es un subconjunto Fσ de X, pues X \
⋂
k6n−1 Ck es un sub-

conjunto Fσ de X. Además como Kn ⊂ Cn por el Lema 2.10 se tiene dim(Kn) 6 1
para cualquier n ∈ N. Para cada n ∈ N, usando las Proposiciones 2.16 y 2.15,
tenemos que existen subespacios Yn y Zn de Kn tales que Kn = Yn ∪ Zn, y
dim(Yn) = dim(Zn) = 0. Sean

Y =
⋃
n∈N

Yn y Z =
⋃
n∈N

Zn.
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Notemos que X = Y ∪ Z. Para terminar vamos a demostrar que dim(Y ) =
dim(Z) = 0. Por el Teorema 2.13 es su�ciente ver que cada n ∈ N los conjun-
tos Yn y Zn son subconjuntos Fσ de Y y Z respectivamente. Para k 6= n, dado que
Yk ⊂ Kk, se cumple que Yk ∩Kn ⊂ Kk ∩Kn = ∅. Esto implica que Yn = Y ∩Kn.
Como Kn es un conjunto Fσ de X, tenemos que Yn es un subconjunto Fσ de Y .
Un argumento similar se usa para demostrar que Zn es un subconjunto Fσ de Z.
Por el Teorema 2.13 los espacios Y y Z son cero-dimensionales.

Por la Proposición 2.16 tenemos que

1 = dim(Xi) 6 dim(X) = dim(Y ∪ Z) 6 1 + dim(Y ) + dim(Z) = 1.

Por lo tanto dim(X) = 1. �

A continuación presentamos los conceptos y resultados de hiperespacios que
usaremos en la sección 4. Sea X un espacio, de�nimos a K(X) ⊂ P(X) como
el conjunto de todos los subconjuntos compactos no vacíos de X. Para n ∈ N y
subconjuntos U1, . . . , Un de un espacioX, denotamos por 〈U1, . . . , Un〉 a la colección
{F ∈ K(X) : F ⊂

⋃
k6n Uk, F ∩ Uk 6= ∅, k 6 n}. Vamos a dotar a K(X) con

la Topología de Vietoris cuya base canónica son todos los conjuntos de la forma
〈U1, . . . , Un〉 donde Uk es un subconjunto abierto no vacío de X para cada k 6 n.

El siguiente resultado expone algunas de las propiedades de los conjuntos
de�nidos anteriormente.

Proposición 2.18. Sean X un espacio y U,U1, . . . , Un subconjuntos de X.
(a) Si U es un subconjunto cerrado de X, entonces 〈U〉 y 〈U,X〉 son subcon-

juntos cerrados de K(X).
(b) 〈U1, . . . , Un〉 = 〈

⋃
k6n Uk〉 ∩ 〈U1, X〉 ∩ · · · ∩ 〈Un, X〉.

(c) 〈clX(U1), . . . , clX(Un)〉 es un subconjunto cerrado en K(X).

Demostración: (a) Sea U un subconjunto cerrado de X. Entonces K(X)\〈U〉 =
〈X \U,X〉 y K(X)\〈U,X〉 = 〈X \U〉. Como 〈X \U,X〉 y 〈X \U〉 son subconjuntos
abiertos en K(X), se tiene que 〈U〉 y 〈U,X〉 son subconjuntos cerrados de K(X).
(b) Se sigue por de�nición.
(c) Esta a�rmación se sigue del hecho de que

〈clX(U1), . . . , clX(Un)〉 = 〈
⋃
k6n

clX(Uk)〉 ∩ 〈clX(U1), X〉 ∩ · · · ∩ 〈clX(Un), X〉

y de que 〈
⋃
k6n clX(Uk)〉, 〈clX(U1), X〉, . . . , 〈clX(Un), X〉 son subconjuntos cerrados

de K(X). �

Un hecho que no es difícil ver, es queX se puede encajar enK(X) para cualquier
espacio X. Ya que la función, f : X → K(X) de�nida por f(x) = {x} es un encaje.
En efecto, si U = 〈U1, . . . , Un〉 es una vecindad de f(x) en K(X), entonces tenemos
que x ∈

⋂
k6n Uk. Así V =

⋂
k6n Uk es una vecindad de x en X que cumple que

f(V ) ⊂ U, es decir f es continua. Además f es una función abierta ya que para
cada subconjunto abierto U de X se tiene que f [U ] = 〈U〉. Por lo tanto f es un
encaje.

Proposición 2.19. Sea X un espacio, entonces se cumple lo siguiente:
(a) Si A es un subconjunto abierto de X, entonces K(A) es un subconjunto

abierto de K(X).
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(b) Si p ∈ X, entonces C = {F ∈ K(X) : p ∈ F} es un subconjunto cerrado
de K(X)

Demostración: (a) Sea F ∈ K(A), entonces F ⊂ A, como A es métrico, existe
un subconjunto abierto U de X tal que F ⊂ U ⊂ clX(U) ⊂ A. Sea U = 〈U〉,
notemos que F ∈ U ⊂ K(A). Es decir K(A) es un subconjunto abierto de K(X).

(b) Para ver que C es cerrado veremos que el complemento de C es abierto. Sea
F ∈ K(X) \ C, entonces p /∈ F . Dado que X es métrico tenemos que existe un
subconjunto abierto U de X tal que F ⊂ U y p /∈ U . Sea U = 〈U〉, notemos que
F ∈ U. Dado que p /∈ U se sigue que U ⊂ K(X) \ C. Es decir K(X) \ C es un
subconjunto abierto de K(X). Por lo tanto C es cerrado en K(X). �

Dado que en los espacios métricos los subconjuntos cerrados y los subconjuntos
abiertos son Fσ, se tiene que K(X) \ C y C son subconjuntos Fσ en K(X). El
siguiente resultado es de utilidad para demostrar la Proposición 4.1.

Teorema 2.20. Un espacio X es cero-dimensional si y solo si K(X) es un espacio
es cero-dimensional.

Demostración: Supongamos que K(X) es un espacio cero-dimensional. Dado
que hay una copia homeomorfa de X en K(X) y del hecho de que la propiedad de
ser un espacio cero-dimensional es hereditaria, se tiene que X es cero-dimensional.
Si X es un espacio cero-dimensional, entonces existe una base β de cerrado-abiertos
de X. Sea

B = {〈U1, . . . , Un〉 : n ∈ N y U1, . . . , Un ∈ β〉}.
Dado que los elementos de β son subconjuntos cerrado-abiertos de X y por la
Proposición 2.18, cada U ∈ B es un subconjunto cerrado-abierto de K(X). Vamos
a demostrar que B es base para K(X).

Sean F ∈ K(X) y U = 〈U1, . . . , Um〉 un subconjunto abierto de K(X) tal que
F ∈ U. Para cualquier x ∈ F hay un abierto Vx ∈ β tal que x ∈ Vx ⊂

⋂
{Uk :

x ∈ Uk}. Entonces {Vx : x ∈ F} es una cubierta abierta de F en X. Como F es
un subconjunto compacto de X, existen x1, . . . , xn ∈ F tales que F ⊂

⋃
k6n Vxk .

Para cada k 6 m, sea yk ∈ F ∩ Uk. Notemos que F ∈ 〈Vx1 , . . . , Vxn , Vy1 , . . . , Vym〉.
Veamos que V := 〈Vx1

, . . . , Vxn , Vy1 , . . . , Vym〉 ⊂ U. Sea H ∈ V, dada la elección
de los Vxk y los Vyk , tenemos que H ⊂

⋃
k6n Vxk ∪

⋃
k6m Vyk ⊂

⋃
k6m Uk. Dado

k 6 m se tiene que ∅ 6= H ∩ Vyk ⊂ H ∩ Uk. Así V ⊂ U, y además V ∈ B. Por
lo tanto, la colección B es una base para K(X). Entonces K(X) es un espacio
cero-dimensional. �

Del resultado anterior tenemos que K(Q), K(2ω) y K(P) son espacios cero-
dimensionales. Recordemos que un espacio X es un continuo si X es compacto y
conexo. La demostración del siguiente Teorema lo pueden consultar en [2].

Teorema 2.21 ([2, Teorema 14.12 ]). Si X es un continuo con más de un punto,
entonces [0, 1]ω se encaja en K(X).

Proposición 2.22. Sea X un espacio compacto de dimensión 1, entonces la di-
mensión de K(X) es in�nita.

Demostración: Como X es compacto y de dimensión 1, entonces existe una
componente conexa C de X con más de un punto. Por el Teorema 2.21, K(C) tiene
una copia de [0, 1]ω. Esto implica que K(X) tiene una copia de [0, 1]ω. �
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Observe que la Proposición 2.22 dice que si X es cualquier espacio tal que
dim(X) = 1 y existe un subconjunto compacto A de X con dim(A) = 1, entonces
la dimensión de K(X) es in�nita. Esto nos dice que si X no es compacto y to-
dos sus subconjuntos compactos tienen dimensión 0, K(X) puede tener dimensión
�nita. En la siguiente sección estudiamos una clase de espacios que cumplen esta
propiedad.

3. Espacios casi cero-dimensionales

En esta sección vamos a estudiar la clase de los espacios casi cero-dimensiónales.
El concepto de espacio casi cero-dimensional fue introducido por L. G. Overstee-
gen en 1994 para dar más ejemplos de espacios totalmente disconexos y no cero-
dimensionales. La de�nición de espacio casi cero-dimensional que usaremos aquí es
una equivalencia dada por Dijstra, van Mill y Steprans en [1].

De�nición 3.1. Un espacio (X, τ) es casi cero-dimensional si hay un conjunto
Z que contiene a X y una topología W en Z tal que (Z,W) es un espacio de cero-
dimensional, O∩X es un subconjunto abierto en X para cada O ∈W, y cada punto
de X tiene una base de vecindades en X que consta de conjuntos que son cerrados
en (Z,W).

La topología W de la De�nición 3.1 diremos que es testigo de la casi cero-
dimensionalidad de X. De la De�nición 3.1 lo siguiente es inmediato.

Observación 3.2. Si el espacio X es casi cero-dimensional, existe un conjunto Z
que contiene a X y una topología W en Z tal que (Z,W) cumple las condiciones de la
De�nición 3.1. No es difícil ver que (X,W) cumple las condiciones de la De�nición
3.1. Por otro lado, si existe una topología W en X que cumple las condiciones de
la De�nición 3.1, entonces X es casi cero-dimensional. En conclusión, un espacio
X es casi-cero dimensional si y solo si X tiene una topología más gruesa W tal que
(X,W) es cero-dimensional y cada x ∈ X tiene una base de vecindades que son
cerradas en (X,W).

De la observaci ón anterior se sigue que todo espacio cero-dimensional es casi
cero-dimensional. Por lo tanto 2ω, P, Q, Qω y Pω son ejemplos de espacios casi
cero-dimensionales. Antes de dar ejemplos de espacios casi cero-dimensionales no
cero-dimensionales recordemos el siguiente espacio:

`2 =

(xn)n∈ω ∈ Rω :
∑
n∈ω

x2
n <∞

 .

Donde la topología de `2 es generada por la norma ‖z‖ = (
∑∞
n=0 z

2
n)1/2 donde

z ∈ `2.
El espacio de Erdös está de�nido como

E = {(xn)n∈ω ∈ `2 : ∀n ∈ ω, xn ∈ Q},

y el espacio de Erdös completo como

Ec = {(xn)n∈ω ∈ `2 : ∀n ∈ ω, xn ∈ {0} ∪ {1/n : n ∈ N}}.

Estos dos espacios fueron introducidos por Erdös en 1940 en [3] como ejemplos de
espacios totalmente disconexos y no cero-dimensionales.
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Notemos que Ec es un subespacio cerrado de `2. En efecto, para cualquier
z ∈ `2 \ Ec, existe n ∈ ω tal que zn /∈ {0} ∪ {1/n : n ∈ N}. Así hay un subconjunto
abierto U de R tal que zn ∈ U y U ∩ ({0} ∪ {1/n : n ∈ N}) = ∅. Entonces
W = {x ∈ `2 : xn ∈ U} es un subconjunto abierto de `2 tal que z ∈ W ⊂ `2 \ Ec.
Por lo tanto Ec es un subconjunto cerrado de `2, es decir Ec es completo. Esta es
una propiedad que distingue a Ec de E. A continuación vamos a demostrar que
tanto Ec y E son espacios casi cero-dimensionales. Vamos a probar que la topología
de Qω es testigo de E y que la topología de ({0} ∪ {1/n : n ∈ N})ω es testigo de
Ec. Para eso demostraremos los siguientes lemas.

Lema 3.3. Si U es un subconjunto abierto de Qω, entonces U∩E es un subconjunto
abierto de E.

Demostración: Sea U un subconjunto abierto de Qω, sin pérdida de generalidad
podemos suponer que U =

⋂
n∈F π

←
n [Un] donde F es un subconjunto �nito de N

y para cada n ∈ F , Un es un subconjunto abierto de Q. Sea x ∈ U ∩ E, entonces
xn ∈ Un. Por lo tanto para n ∈ F existe εn > 0 tal que (xn − εn, xn + εn) ⊂ Un.
Sean ε = min{εn : n ∈ F} y V = {y ∈ E : ‖x − y‖ < ε}, entonces V es un
subconjunto abierto de E tal que x ∈ V , además dado que para cada y ∈ V y n ∈ F
se tiene que

|xn − yn| 6 ‖x− y‖ < ε 6 εn.

Esto implica que V ⊂ U ∩ E. Por lo tanto U ∩ E es un subconjunto abierto de E.
�

De manera análoga al lema anterior se tiene que Si U es un subconjunto abierto
de ({0} ∪ {1/n : n ∈ N})ω, entonces U ∩ Ec es un subconjunto abierto de Ec.

Lema 3.4. Para t > 0, el conjunto {x ∈ `2 : ‖x‖ 6 t} de `2 es un subconjunto
cerrado de Rω.

Demostración: Vamos a demostrar que Rω\{x ∈ `2 : ‖x‖ 6 t} es un subconjunto
abierto de Rω. Sea t > 0 y supongamos que x ∈ Rω es tal que ‖x‖ > t. Entonces
podemos encontrar un m ∈ N tal que

∑
i6m |xi| > t2. Dado que la suma es una

función continua en el vector (x0, . . . , xm) podemos encontrar un δ > 0 tal que∑
i6m |yi| > t2 siempre que |xi−yi| < δ para 0 6 i 6 m. Consideremos la vecindad

abierta básica U de x con respecto a la topología del producto en Rω dada por

U = {y ∈ Rω : |xi − yi| < δ para 0 6 i 6 m}.

Notemos que ‖y‖ > t para todo y ∈ U . �

Ahora veamos que E es casi cero-dimensional. Por el Lema 3 U ∩ E es un
subconjunto abierto en E para cada U subconjunto abierto de Qω. Del Lema 3.4
se tiene que para todo ε > 0 y x ∈ E el conjunto {y ∈ E : ‖x − y‖ 6 ε} es una
vecindad cerrada de x en E que también es un subconjunto cerrado en Qω. Esto
signi�ca que cada punto en E tiene vecindades que son conjuntos cerradas en Qω.
Con argumentos similares se demuestra que Ec es casi cero-dimensional.

Lo anterior nos dice que los espacios E y Ec son espacios casi cero-dimensionales
y queQω es testigo de la casi cero-dimensionalidad de E y el espacio ({0}∪{1/n : n ∈
N})ω es testigo de la casi cero-dimensionalidad de Ec. Para terminar demostramos
que dim(E) = 1. Recordemos que un subconjunto A de `2 se llama acotado si está
acotado en norma, es decir, si hay un M ∈ N tal que ‖a‖ 6M para todo a ∈ A. Si
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A no está acotado, lo llamamos no acotado. Dados dos subconjuntos de un espacio
X con métrica d, de�nimos dis(A,B) como el conjunto:

inf{d(a, b) : a ∈ A y b ∈ B}.

Teorema 3.5. dim(E) = 1.

Demostración: Primero vamos a demostrar que E es homogéneo es decir, que
para cualesquiera x′, y′ ∈ E existe un homeomor�smo h : E→ E tal que h(x′) = y′.
Sea h : E→ E de�nida por h(x) = x+ (y′ − x′), donde la suma y resta se hace en
cada coordenada. Por la desigualad del triángulo tenemos que h(x) ∈ E es decir h
está bien de�nida, no es difícil ver que h es un homeomor�smo.

Ahora veremos que para cualquier vecindad abierta y acotada U del vector o :=
(0, 0, 0, . . .) en E, bdE(U) 6= ∅. Sea L1 = {(xn)n∈N ∈ `2 : xn = 0 para todo n > 2},
notemos que o ∈ U ∩L1. Dado que U ∩L1 es un subconjunto abierto y acotado de
L1 existe un a1 ∈ Q tal que q1 = (a1, 0, 0, . . .) satisface lo siguiente:

q1 ∈ U ∩ L1 y dis(q1, L1 \ U) < 1.

Ahora consideremos L2 = {(xn)n∈N ∈ `2 : x1 = a1, xn = 0 para todo n > 3},
tenemos que q1 ∈ U ∩ L2. Dado que U ∩ L2 es un subconjunto abierto y acotado
de L2 existe un a2 ∈ Q tal que q2 = (a1, a2, 0, 0, . . .) y satisface lo siguiente:

q2 ∈ U ∩ L2 y dis(q2, L2 \ U) < 1/2.

Continuando con este proceso, encontramos una sucesión (qn)n∈N tal que

(1) qn = (a1, a2, . . . , an, 0, 0, 0 . . .) ∈ U ∩Qω para cualquier n ∈ N,
(2) dis(qn,E \ U) < 1/n.

A�rmamos que q = (an)n∈N ∈ bdE(U). Primero veamos que q ∈ `2. Dado que qn ∈
U , entonces ‖qn‖ < diam(U) para cualquier n ∈ N. Esto implica que para cualquier
n ∈ N, Σj6na

2
j < dim(U)2, por lo tanto ‖q‖ es �nito, es decir q ∈ `2. Así q ∈ E. Por

otro lado, notemos que para cualquier n ∈ N se cumple que ‖q − qn‖ = Σj>n+1a
2
j ;

por tanto qn → q. Dado que qn ∈ U , se tiene que q ∈ clE(U). Además como
dis(qn,E \ U) < 1/n, qn → q, el hecho de que la función dis es continua, tenemos
que dis(q,X \ U) = 0. Por otro lado dado que U es un subconjunto abierto de E,
se sigue que q ∈ E \ U . Esto implica que q ∈ bdE(U). Esta propiedad nos dice que
E no es cero-dimensional.

Para terminar, veamos que cada x ∈ E tiene una base de vecindades β tal
que cada U ∈ β, dim(bdE(U)) = 0. Por la homogeneidad de E, es su�ciente
encontrar una base β del vector o tal que cada U ∈ β se tiene que dim(bdE(U)) = 0.
Consideremos a β = {{x ∈ E : ‖x‖ < 1/n} : n ∈ N}, notemos que para cada
U ∈ β, bdE(U) = {x ∈ E : ‖x‖ = 1/n}. Para demostrar que dim(bdE(U)) = 0,
consideremos la siguiente función:

f : bdE(U)→
∏
n∈N[−1/n, 1/n],

de�nida como se sigue: f((xn)n∈N) = (xnn )n∈N. Claramente la función es inyectiva.
Por el Lema 2.1 de [9] y el hecho de la convergencia en

∏
n∈N[−1/n, 1/n] es coor-

denada a coordenada tenemos que f es una función continua y cerrada, es decir f
es un encaje. Por otro lado notemos que f(bdE(U)) es un subconjunto de Qω, por
lo tanto f(bdE(U)) es cero-dimensional. Esto implica que dim(bdE(U)) = 0. Por lo
tanto dim(E) = 1. �



3. ESPACIOS CASI CERO-DIMENSIONALES 97

Para ver que el espacio Ec es de dimensión 1, de�niremos la dimensión local
para espacios cero-dimensionales.

De�nición 3.6. Un espacio X es cero-dimensional en el punto p ∈ X si existe
una base local del punto p tal que cada elemento de la base es cerrado-abierto. Si
X es cero-dimensional en el punto p ∈ X escribimos dimp(X) = 0.

Notemos que si dim(X) 6 1 y la dimensión en algún punto de x ∈ X no es
cero, entonces dim(X) = 1.

Corolario 3.7. dim(Ec) = 1.

Demostración: Notemos que Ec ⊂ E, por el Lema 2.10 dim(Ec) 6 dim(E) =
1. Usando un argumento similar como en la primera parte del teorema anterior
podemos ver, que para cualquier vecindad abierta y acotada U del vector o en Ec,
bdEc(U) 6= ∅ para mas detalles ver [3]. Por lo tanto la dimensión de Ec en o no es
cero. Por lo tanto dim(Ec) > 0. Y como Ec ⊂ E, concluimos que dim(Ec) = 1.

�

Los resultados anteriores se le atribuyen a Erdös que en [3] demostró que tanto
E como Ec son 1-dimensionales. Este resultado hace que estos espacios sean ejem-
plos importantes en teoría de la dimensión.

A continuación veremos algunas propiedades básicas de los espacios casi cero-
dimensionales.

Proposición 3.8. (a) Todos los espacios cero-dimensionales son casi cero-
dimensionales.

(b) Cualquier subconjunto de un espacio casi cero-dimensional es casi cero-
dimensional.

(c) El producto numerable de espacios casi cero-dimensionales es casi cero-
dimensional.

(d) Todos los espacios casi cero-dimensionales son totalmente disconexos.

Demostración: (a) Sea (X,W) un espacio casi cero-dimensional. Por la obser-
vación 3.2 es claro que W es testigo de la casi cero-dimensionalidad de X. Por lo
tanto X es un espacio casi cero-dimensional.
(b) Sea X un espacio casi cero-dimensional y A un subconjunto de X. Por la ob-
servación 3.2 existe una topología W que es testigo de la casi cero-dimensión de X.
Sea W � A = {U ∩ A : U ∈ W}, notemos que W � A es una topología testigo de la
casi cero-dimensión de A. Por lo tanto A es un espacio casi cero-dimensional.
(c) Sea {Xn : n ∈ N} una familia de espacios casi cero-dimensional y X =

∏
{Xn :

n ∈ N}. Por la observación 3.2 para cada n ∈ N existe una topología Wn que
es testigo de la casi cero-dimensionalidad de Xn. Sea W la topología producto de∏
{(Xn,Wn) : n ∈ N}. A�rmamos que W es una topología testigo de la casi cero-

dimensionalidad de X. Es claro que (X,W) es un espacio cero-dimensional. Sean
(xn)n∈N ∈ X y U un subconjunto abierto básico X tal que x ∈ U , entonces ex-
isten U1, . . . , Um subconjuntos abiertos de X1, . . . , Xm, respectivamente, tales que
U =

⋂
k6m π

←
k [Uk] (donde πk : X → Xk es la proyección). Tomemos x ∈ U . Dada

k 6 m tenemos que xk ∈ Uk, y como Wk es testigo de la casi cero-dimensionalidad
de Xk, existe una vecindad Vk de xk en Xk que es cerrada en Wk y tal que Vk ⊂ Uk.
Sea V =

⋂
k6m π

←
k [Vk], entonces x ∈ V ⊂ U . Más aun dado que Vk es un sub-

conjunto cerrado de (X,Wk) para cualquier k 6 m, entonces V es un subconjunto
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cerrado de (X,W). Como V1, . . . , Vm son vecindades de x1, . . . , xm, respectiva-
mente, entonces V es una vecindad de x en X. Por lo tanto X es un espacio casi
cero-dimensional.
(d) Sea X un espacio casi cero-dimensional. Por la Observación 3.2 existe una
topología W que es testigo de la casi cero-dimensionalidad de X. Sean x, y ∈ X
con x 6= y, como (X,W) es un espacio casi cero-dimensional existe un subconjunto
cerrado-abierto U de (X,W) tal que x ∈ U y y /∈ U . Como W es una topología más
gruesa que la topología de X tenemos que U es un cerrado-abierto en la topología
de X. Por lo tanto X es totalmente disconexo. �

Notemos que, si X es un espacio casi cero-dimensional y W es una topología
testigo de X, entonces la función id : X → (X,W) es continua. Más aún si A es
un subconjunto compacto de X, entonces id � A es un homeomor�smo. Como A es
cero-dimensional en (X,W), enotonces A es cero-dimensional en X. Por lo anterior
y el punto (d) de la Proposición 3.8, tenemos que si X es un espacio localmente
compacto y casi cero-dimensional, entonces X es cero-dimensional. Por lo tanto un
espacio casi cero-dimensional que no sea cero-dimensional no es localmente com-
pacto. De esto se sigue que si X es un espacio casi cero-dimensional, entonces
todos sus subconjuntos compactos son cero-dimensionales. En la siguiente sección
veremos que si X es un espacio casi cero-dimensional de dimensión 1, entonces se
cumple que dim(X) = dim(K(X)) = 1.

Para terminar esta sección damos una caracterización de los espacios casi cero-
dimensionales con la noción de C-conjunto. Recordemos que un subconjunto A
de un espacio X es un C-conjunto si existe una familia A de cerrado-abiertos de
X tal que

⋂
A = A. En este caso, como estamos suponiendo que todos nuestros

espacios son métricos separables, podemos suponer que la familia A es numerable.

Teorema 3.9. Un espacio X es casi cero-dimensional si y solo si X tiene una base
de C-conjuntos.

Demostración: Supongamos queX es un espacio casi cero-dimensional, y seanW

una topología testigo de la casi cero-dimensionalidad de X y β una base de vecin-
dades tales que para cualquier B ∈ β, B es un subconjunto cerrado de (X,W).
Como (X,W) es cero-dimensional, entonces cada B ∈ β es un C-conjunto en
(X,W). Además dado que la función identidad id : X → (X,W) es continua,
entonces cada B ∈ β es un C-conjunto de X.

Supongamos ahora que X tiene una base β de C-conjuntos. Para cada B ∈ β
existe una familia numerable FB de subconjuntos es cerrado-abiertos en X tal que
B =

⋂
FB . Sea

C = {C,X \ C : C ∈ FB , B ∈ β}.

Consideremos la topología WC que tiene como subbase a C. Notemos que (X,WC)
es cero-dimensional, pues cada U ∈ C es cerrado-abierto en (X,WC). Por otro lado
como C es numerable, entonces (X,WC) es segundo numerable, esto implica que
(X,WC) es regular. Por lo tanto (X,WC) es metrizable y separable. Para terminar
veamos que (X,WC) es testigo de la casi cero-dimensionalidad de X. Notemos que
cada B ∈ β es un subconjunto cerrado de (X,WC). Esto implica que cada x ∈ X
tiene una base de vecindades cerradas en (X,WC), es decir (X,WC) es testigo de
la casi cero-dimensionalidad de X. �
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4. Hiperespacios de dimensión 1

En esta sección daremos los ejemplos principales del trabajo. La siguiente
Proposición muestra que el hiperespacio de subconjuntos compactos de un espacio
casi cero-dimensional es casi cero-dimensional.

Proposición 4.1. [10, Proposition 2.2]
Para un espacio topológico X los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) X es un espacio casi cero-dimensional.
(b) K(X) es un espacio casi cero-dimensional.
(c) Si A ⊂ K(X), entonces A es un espacio casi cero-dimensional.

Demostración:

La implicación (b) ⇒ (c) se sigue de la Proposición 3.8, y (c) ⇒ (a) del hecho
de que X tiene una copia homeomorfa en K(X).
(a) ⇒ (b) Vamos a demostrar que K(X) cumple las condiciones de la de�nición
de espacio casi cero-dimensional. Sea W una topología testigo de la casi cero-
dimensionalidad de X. Consideremos el espacio Y = (X,W). Dado que W es
una topología más gruesa que la topología de X, entonces K(X) ⊂ K(Y ). Sea
(Z,W0) el espacio K(X) con la topología que heredada del espacio K(Y ). Como
〈V1, . . . , Vn〉∩Z es un subconjunto abierto de K(X), donde V1, . . . , Vn son elementos
de W, entonces tenemos que la topología W0 de Z es más gruesa que la topología de
K(X). Más aún, por la Proposición 2.20, (Z,W0) es cero-dimensional. Ahora de-
mostraremos que cada elemento en K(X) tiene una base de vecindades que consiste
de subconjuntos que son cerrados en (Z,W0). Sean F ∈ K(X) y U = 〈U1, . . . , Un〉
un subconjunto abierto de K(X) tal que F ∈ U. Para cualquier x ∈ F hay una
vecindad Vx de x enX tal que x ∈ Vx ⊂

⋂
{Uk : x ∈ Uk} y Vx es un subconjunto cer-

rado en Y . Entonces {intX(Vx) : x ∈ F} es una cubierta abierta de F en X. Como
F es un subconjunto compacto X, existen x1, . . . , xm ∈ F tales que F ⊂

⋃
k6m Vxk .

Para cada k 6 n, sea yk ∈ F ∩ Uk. Notemos que F ∈ 〈Vx1
, . . . , Vxm , Vy1 , . . . , Vyn〉.

Veamos que VU := 〈Vx1
, . . . , Vxm , Vy1 , . . . , Vyn〉 ∩ K(X) ⊂ U. Sea H ∈ VU. Sea

H ∈ VU, dada la elección de los Vxk y los Vyk , tenemos que H ⊂
⋃
k6n Vxk ∪⋃

k6m Vyk ⊂
⋃
k6m Uk. Dado k 6 m se tiene que ∅ 6= H ∩ Vyk ⊂ H ∩ Uk. Así,

VU ⊂ U, más aún, 〈Vx1
, . . . , Vxm , Vy1 , . . . , Vyn〉 es un subconjunto cerrado de K(Y )

por la Proposición 2.18. Por lo tanto 〈Vx1
, . . . , Vxm , Vy1 , . . . , Vyn〉 ∩ Z es un sub-

conjunto cerrado de Z. Así, la colección de todos los conjuntos VU donde U es un
subconjunto abierto de K(X) que contiene a F , son una base local de vecindades de
F que consiste de subconjuntos cerrados en (Z,W0). Entonces K(X) es un espacio
casi cero-dimensional. �

El siguiente corolario se deriva de las Proposiciones 2.20 y 4.1.

Corolario 4.2. Sea X un espacio casi cero-dimensional, entonces dim(K(X)) 6 1
y dim(K(X)) = 1 si y solo si dim(X) = 1.

Con el corolario anterior tenemos nuestros primeros ejemplos de espacios X de
dimensión 1 tales que dim(K(X)) = 1. En particular tenemos que dim(K(E)) =
dim(K(Ec)) = 1. El siguiente paso es ver que sucede si omitimos la hipótesis de
casi cero-dimensionalidad en X en el corolario anterior, es decir:

Problema 4.3. ¾Existe un espacio X que no sea casi cero-dimensional tal que
dim(X) = dim(K(X)) = 1?
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La respuesta a esta pregunta es a�rmativa, para dar ejemplos de ese tipo de
espacios primero daremos algunas de�niciones y resultados.

Erdös demostró que cualquier cerrado-abierto de E y de Ec no es acotado.
Esta propiedad fue formalizada por J. Dijstra y van Mill en [1] como veremos a
continuación.

De�nición 4.4 ([1, De�nición 5.1]). Un espacio X se llama cohesivo si cada
punto del espacio tiene una vecindad que no contiene subconjuntos cerrado-abiertos
no vacíos de X.

Note que todos los espacios conexos son cohesivos y que la dimensión de un
espacio cohesivo es mayor o igual a uno. A continuación veremos que los espacios
E y Ec son cohesivos.

Proposición 4.5. E y Ec son espacios cohesivos.

Demostración: Por el Teorema 3.5 tenemos que cualquier subconjunto acotado
de E tiene frontera no vacía. Se sigue que cualquier subconjunto cerrado-abierto
de E es no acotado. Por lo tanto dada una vecindad acotada de E no contiene
subconjuntos cerrado-abiertos no vacíos de E. Es decir E es espacio cohesivo. Un
argumento similar prueba que Ec es un espacio cohesivo. �

La propiedad de cohesión es importante en el estudio de los espacios E y Ec.
Para conocer más sobre este tema puede consultar [1]. El siguiente resultado mues-
tra algunas propiedades básicas de los espacios cohesivos.

Proposición 4.6. Para un espacio X se cumple lo siguiente.
(a) Si X es un espacio cohesivo y Y es cualquier espacio no vacío entonces

X × Y es cohesivo.
(b) Si X es un espacio cohesivo y O es un subconjunto abierto de X, entonces

O es cohesivo.

Demostración: (a) Sean (x, y) ∈ X × Y y U una vecindad de x ∈ X que no
contenga cerrado-abiertos de X. A�rmamos que U×Y no contiene cerrado-abiertos
deX×Y . Supongamos que existe un cerrado-abierto C deX×Y tal que C ⊂ U×Y ,
sea (a, b) ∈ C, entonces C∩(X×{b}) es un subconjunto cerrado-abierto de X×{b}
tal que C ∩ (X × {b}) ⊂ U × {b}, esto contradice la propiedad de U .
(b) Sean O un subconjunto abierto de X y x ∈ O. Como X es cohesivo existe un
subconjunto abierto V de x ∈ X tal que V no contiene cerrado-abiertos de X. Dado
que W = O ∩ V es un subconjunto abierto de X y x ∈ O ∩ V existe una vecindad
cerrada U de x en X tal que U ⊂ W . A�rmamos que U no contiene cerrado-
abiertos de O. Supongamos por contradicción que C es un cerrado-abierto de O
tal que C ⊂ U . Como U es un subconjunto cerrado en X, entonces clX(C) ⊂ U
esto implica que C es cerrado en X. Por otro lado dado que O es un subconjunto
abierto en X y C es un subconjunto abierto en O, entonces C es un subconjunto
abierto de X. Por lo tanto C es un subconjunto cerrado-abierto de X y C ⊂ U ⊂ V
esto contradice la propiedad del subconjunto V . �

El siguiente concepto es una propiedad que implica la cohesión de un espacio
X y también relaciona las propiedades de cohesión y casi cero-dimensionalidad.

De�nición 4.7. Una extensión conexa por un punto de un espacio X es un
espacio Y tal que Y es un espacio conexo, X es un subconjunto denso en Y y Y \X
es un punto.
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A continuación damos un ejemplo de una extinción conexa por un punto de Ec.

Proposición 4.8. Sea p un punto fuera de Ec, consideramos E+
c = Ec∪{p} donde

Ec es abierto en E+
c y una base de vecindades para {p} consiste en los complemen-

tos de conjuntos cerrados y acotados de Ec. Entonces E+
c es un espacio métrico

separable y conexo.

Demostración:

Probaremos que E+
c es un espacio métrico. Es su�ciente probar que E+

c es
segundo numerable y regular. Considere los siguientes conjuntos Bm = {x ∈ Ec :
‖x‖ 6 m}, entonces Bm es un subconjunto cerrado y acotado de Ec para cada m ∈
N. Por otro lado, si U es un subconjunto abierto de E+

c tal que p ∈ U , entonces existe
un subconjunto B que es cerrado y acotado tal que U = (Ec \B)∪{p}. Dado que B
está acotado, existe m ∈ N tal que B ⊂ Bm, esto implica que (Ec \Bm)∪ {p} ⊂ U .
Por lo tanto, β0 = {(Ec \ Bn) ∪ {p} : n ∈ N} es una base local numerable de p.
Sean β1 = {B(x, 1/n) : x ∈ Ec, n ∈ N} donde B(x, 1/n) = {p ∈ Ec : d(x, p) < 1/n}
y β1 una base numerable de Ec, entonces β = β0 ∪ β1 es una base numerable
de E+

c . Probaremos ahora que X es un espacio regular. Sean x ∈ E+
c , y U un

subconjunto abierto de E+
c tal que x ∈ U . Sin pérdida de generalidad podemos

suponer que U ∈ β. Si x ∈ Ec, entonces existe un subconjunto abierto W de E+
c

tal que x ∈W ⊂ clE+
c

(W ) ⊂ U . Si x = p, entonces U = (Ec \Bn)∪ {p} para algún
n ∈ N. Notemos que Bn ⊂ {x ∈ Ec : ‖x‖ < n+ 1} ⊂ Bn+1, luego

(Ec \Bn+1) ∪ {p} ⊂ (Ec \ {x ∈ Ec : ‖x‖ < n+ 1}) ∪ {p} ⊂ (Ec \Bn) ∪ {p}.
Observe que (Ec \ {x ∈ Ec : ‖x‖ < n+ 1}) ∪ {p} es un subconjunto cerrado de

E+
c . Por lo tanto clE+

c
(Ec \Bn+1) ∪ {p} ⊂ (Ec \ {x ∈ Ec : ‖x‖ < n+ 1}) ∪ {p}. Así

E+
c es un espacio segundo numerable y regular.

Finalmente, mostraremos que E+
c es conexo. Sea U un subconjunto cerrado-

abierto de E+
c , entonces V = E+

c \ U es un subconjunto cerrado-abierto de E+
c .

Como E+
c = U ∪V , entonces p ∈ U o p ∈ V . Supongamos que p ∈ U , como V es un

subconjunto cerrado de Ec, por la Proposición 4.5 se tiene que V es un subconjunto
no acotado de Ec. Por otro lado, dado que p ∈ U , entonces existe un subconjunto
cerrado y acotadoW tal que p ∈ (X \W )∪{p} ⊂ U . Esto implica que V ⊂W . Por
lo tanto, V es un subconjunto acotado de Ec, lo cual es una contradicción. �

Una construcción similar a la anterior se puede hacer para dar una extinción
conexa por un punto de E. La siguiente proposición nos dice que condiciones debe
tener un espacio para tener una extinción conexa por un punto.

Proposición 4.9. Para un espacio X se tiene que:
(a) Si X es casi cero-dimensional y cohesivo, entonces tiene una extensión

conexa por un punto.
(b) Si X tiene una extensión conexa por un punto, entonces X es cohesivo.

Demostración:

(a) Sea X un espacio casi cero-dimensional y cohesivo. Entonces podemos
construir una colección numerable de subconjuntos B de X tal que si B ∈ B

tenemos que:
(1) Para cualquier x ∈ X y cualquier vecindad U de x existe B ∈ β tal que

x ∈ intX(B) ⊂ B ⊂ U .
(2) Cualquier B ∈ β es un C-conjunto.
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(3) Cualquier B ∈ β no contiene cerrado-abiertos de X
Vamos a ver que las propiedades (2) y (3) se preservan bajo uniones �ni-

tas: Sea B1, B2 que satisfacen (2) y (3). Note que B1 ∪ B2 =
⋂
{C1 ∪ C2 :

C1, C2 son cerrado-abiertos de X y B1 ⊂ C1, B2 ⊂ C2}, por lo tanto B1 ∪ B2

cumple (2). Sea C un cerrado-abierto no vacío tal que C ⊂ B1 ∪ B2, si C no
está contenido en B1 y elegimos x ∈ C \B1. Sea D un subconjunto cerrado-abierto
de X tal que x /∈ D y B1 ⊂ D. Entonces C \D es un conjunto cerrado-abierto no
vacío de X que está contenido en B2, lo cual es una contradicción.

Sea D = {(B1, B2) ∈ β2 : B1 ⊂ intX(B2)} y para cada D = (B1, B2) ∈ D sea
fD : X → [0, 1] una función continua tal que fD(B1) ⊂ {1} y fD(X \ B2) ⊂ {0}.
Sea h : X → [0, 1]D la función dada por h(x)D = fD(x), Por el Teorema de
encaje de Tychono� (ver [4]), se tiene que h es un encaje de X en [0, 1]D. Sea
Y = h(X) ∪ {0̂}, donde 0̂ representa al elemento de [0, 1]D cuyas coordenadas
son todas cero. Sea C un cerrado-abierto de Y tal que 0̂ /∈ C. Como C es un
subconjunto cerrado de Y y 0̂ ∈ Y \C, entonces existen {D1, . . . , Dn} ⊂ D tal que
0̂ ∈

⋂
k6n(π←Dk [[0, tk)]∩Y ) ⊂ Y \C, por lo tanto C ⊂

⋃
k6n Y \(π←Dk [[0, tk)]∩Y ). Esto

implica que C ⊂
⋃
k6n π

←
Dk

[(0, 1]] ∩ Y , de esto se sigue que h←(C) está contenido
en
⋃
k6n f

←
Dk

((0, 1]). Por lo tanto h←(C) está contenido en n elementos de β, esto
implica que h←(C) es vacío. Así, Y es conexo.
(b) Sea Y una extensión conexa por un punto de X, entonces Y \ X = {a}. Sea
x ∈ X, y U una vecindad cerrada de x en Y tal que a /∈ U . Si C un subconjunto
cerrado-abierto de X tal que C ⊂ U , entonces C es un subconjunto cerrado-abierto
de Y y a /∈ C. Por lo tanto, C = ∅. �

Observación 4.10. Sea X un espacio casi cero-dimensional y cohesivo (por ejem-
plo E, Ec), por 1 de la Proposición 4.9 se sigue que X tiene una extensión conexa
por un punto. Sea Y = {p} ∪X donde p /∈ X una extensión conexa por un punto
de X. Como Y es conexo, no es un espacio casi cero-dimensional.

Consideremos ahora el espacio E+
c de la Proposición 4.8 y N = {0} ∪ {1/n :

n ∈ N}. Sea
P = [Ec × {1/n : n ∈ N}] ∪ {(p, 0)}

con la topología de subespacio de E+
c ×N . En la siguiente proposición mostramos

que P no es casi cero-dimensional.

Proposición 4.11. P es un espacio totalmente disconexo y no casi cero-dimensional.

Demostración: Vamos a probar que P es totalmente disconexo. Sean x, y ∈ P
tal que x 6= y. Sin pérdida de generalidad y = (z, 1/n) con z ∈ Ec. Si x 6∈ Ec×{1/n}
sea U = Ec × {1/n}. Si x ∈ Ec × {1/n}, como Ec es casi cero-dimensional, existe
un subconjunto cerrado-abierto V de Ec tal que y ∈ V ×{1/n} y x 6∈ V ×{1/n}, en
este caso tomemos U = V × {1/n}. Note que U es un subconjunto cerrado-abierto
de P que cumple que y ∈ U y x /∈ U . Por lo tanto P es totalmente disconexo.
Ahora veremos que P no es un espacio casi cero-dimensional. Para eso veremos que
en el punto (p, 0) no tiene una base de C-conjuntos en P . Supongamos lo contrario,
es decir que existe una base β de C-conjuntos de (p, 0) en P . Sea a ∈ Ec y U ∈ β
tal que U ∩ {(a, 1/n : n ∈ N} = ∅. Como p ∈ U existe una vecindad V de p en E+

c

y k ∈ N tal que V ×{1/k : k > n} ⊂ U . Fijemos k > n, entonces (a, 1/k) /∈ U , esto
implica que existe un cerrado-abierto C tal que (a, 1/k) ∈ C ⊂ P \U . Notemos que
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E = {x ∈ Ec : (x, 1/k) ∈ C} es un cerrado-abierto no vacío de Ec y ajeno a V , por
lo tanto E es acotado, y por la Proposición 4.5 tenemos una contradicción. �

Sea Z = {P, Y } donde Y es una extensión conexa por un punto de un espacio
casi cero-dimensional y cohesivo y P es el espacio de la Proposición 4.11. Vamos a
mostrar que si Z ∈ Z, entonces dim(Z) = dim(K(Z)) = 1.

Proposición 4.12. Si Z ∈ Z, entonces dim(Z) = 1.

Demostración: Sea Z ∈ Z, por las Proposiciones 4.11 y 4.9 tenemos que Z =
{q} ∪ X, donde X es un espacio casi cero-dimensional y cohesivo. Esto implica
que X es un subconjunto abierto de Z de dimensión 1. Por lo tanto X es un
subconjunto Fσ de Z, y así Z es la unión de dos subconjuntos Fσ. Por el Teorema
2.17 tenemos que dim(Z) 6 1. Dado que X ⊂ Z, por el Lema 2.10 tenemos que
1 = dim(X) 6 dim(Z). Con esto concluimos que dim(Z) = 1. �

Para demostrar que dim(K(Z)) = 1. Notemos que K(Z) = K(X) ∪ S, donde
S = {H ∈ K(Z) : q ∈ H}. Como X es casi cero dimensional y cohesivo, por las
Proposiciones 4.1 y 2.19 tenemos que K(X) es un subconjunto abierto de K(Z) tal
que dim(K(X)) = 1. Por otro lado por la Proposición 2.19 se tiene que S es un
subconjunto cerrado de K(Z). Esto implica que K(Z) es la unión de dos espacios
Fσ. Por lo tanto para ver que dim(K(Z)) = 1, por el Teorema 2.17 es su�ciente
demostrar que dim(S) = 1. A continuación daremos las herramientas necesarias
para demostrar que dim(S) = 1.

Sea d una métrica para Z. Para cualquier n ∈ N, consideremos los conjuntos
Bn = {z ∈ Z : d(z, q) < 1/n} y En = Z \ Bn. Notemos que para cualquier n ∈ N,
En es un espacio casi cero-dimensional y por la Proposición 4.1, se tiene que K(En)
es un espacio casi cero-dimensional. Sea N =

∏
n∈N[K(En) ∪ {∅}], entonces N es

un espacio casi cero-dimensional, donde consideremos al conjunto vacío {∅} como
un punto aislado de K(En) ∪ {∅}.

Sea
L = {(K1,K2, . . .) ∈ N : para m > n,Km ∩ En = Kn}.

Consideremos las siguientes funciones G : L→ S y Gn : S→ K(En) dadas por

G(K1,K2, . . .) = {q} ∪
⋃
n∈N

Kn, y

Gn(H) = H ∩ En.

Lema 4.13. La función G está bien de�nida y es un homeomor�smo.

Demostración: Vamos a probar que la función G está bien de�nida. Sea U

una cubierta abierta de abiertos básicos de {q} ∪
⋃
n∈NKn en Z. Dado que q ∈

{q} ∪
⋃
n∈NKn. Sea Bm ∈ U tal que q ∈ Bm, para algún m ∈ N. Notemos que

({q} ∪
⋃
n∈NKn) \ Km ⊂ Bm, ya que Z \ Km ⊂ Bm. Como U es una cubierta

abierta de Km y Km, entonces existe U1, . . . , Uk, tal que Km ⊂
⋃
i6k Ui. Por lo

tanto {Bm, U1, . . . , Uk} es una subcubierta �nta de U, es decir {q} ∪
⋃
n∈NKn es

un subconjunto compacto de Z. Por lo tanto la función G está bien de�nida.
Probemos que G es inyectiva, sea K = (K1,K2, . . .), F = (F1, F2, . . .) ∈ L tal

que F 6= K, tomemos n ∈ N tal que Fn 6= Kn. Sin pérdida de generalidad existe
x ∈ Fn \ Kn, el cual también cumple que x ∈ G(F ) y x /∈ G(K). Esto prueba
que G es inyectiva. Ahora veamos que G es sobreyectiva, sea H ∈ S. De�nimos
Kn = H ∩ En, ya que En es un subconjunto cerrado en Z, entonces Kn es vacío o
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es un subconjunto compacto de En. Entonces Kn ∈ K(En) ∪ {∅} por cada n ∈ N,
por lo tanto (K ∩E1, . . .) ∈ L y G((K ∩E1, . . .)) = K. Es decir, G es sobreyectiva.

Antes de probar que G es un homeomor�smo, mostremos que si H = {q}, una
base local BH de H en S es {〈Bn〉 ∩ S : n ∈ N} y si H = {q} ∪

⋃
n∈NKn, donde

Km 6= ∅ para algún m ∈ N, una base local BH de H en S es:

BH = {〈U1, . . . , Uk, Bn〉 ∩ S : n, k ∈ N,Kn ∈ 〈U1, . . . , Uk〉}.
Donde U1, . . . , Uk son subconjuntos abiertos no vacíos de Z \ {p}. Vamos a de-
mostrar que BH es una base local de H. Sean H ∈ S y W = 〈W1, . . . ,Wk〉 un
subconjunto abierto de K(Z) tal que H ∈ W. Naturalmente consideramos dos ca-
sos. Primero supongamos que Hm 6= ∅ para algún m ∈ N. Como q ∈ H ∈W, existe
n ∈ N tal que q ∈ Bn ⊂

⋂
{Wj : j 6 k, q ∈Wj} y Kn = H \Bn 6= ∅. Para cualquier

x ∈ Kn existe Ux tal que x ∈ Ux ⊂
⋂
{Wj : j 6 k, x ∈Wj}. Como Kn es compacto

y {Ux : x ∈ K \ Bn} es una cubierta abierta de Kn, existen x1, . . . , xl ∈ Hn \ Bn
tal que Kn ∈ 〈Ux1

, . . . , Uxl〉. Sea V = 〈Ux1
, . . . , Uxl , Bn〉 ∩ S, notemos que H ∈ V,

y V ⊂W ∩ S. En segundo lugar consideremos el caso H = {q}, en este caso existe
n ∈ N tal que q ∈ Bn ⊂

⋂
{Wj : j 6 k, q ∈ Wj} esto implica que H ∈ 〈Bn〉 ⊂ W.

Por lo tanto BH es una base local de H en S.
Vamos a probar primero que G es continua. Sean K = (K1, . . . ,Kn, . . .) ∈ L,

H = G(K) y U ∈ BH . Si H = {q}, entonces U = 〈Bn〉 para algún n ∈ N. Sea

W = {(F1, F2, . . .) ∈ L : Fk = ∅ para cada k 6 n}.
Notemos que H ∈ W y G[W ] ⊂ U. Si Kn 6= ∅ para algún n ∈ N. En este caso
U = 〈U1, . . . , Uk, Bn〉 con n, k ∈ N y Kn ∈ 〈U1, . . . , Uk〉. Sea

W = {(F1, F2, . . .) ∈ L : Fn ∈ 〈U1, . . . , Uk〉}.
Notemos que H ∈ W , además si F = (F1, F2, . . .) ∈ W , entonces G(F ) \ Fn ⊂ Bn,
así G(F ) ∈ U. Esto implica que G es una función continua.
Finalmente probaremos que G−1 es una función continua. Note que si U es sub-
conjunto abierto básico de L, entonces U = (

⋂
j∈F π

←
j [Wj ]) ∩ L, donde Wj es un

subconjunto abierto de K(Ej) ∪ {∅} y F es un subconjunto �nito de N. Note que

(G−1)←[U ] =
⋂
j∈F

(G−1)←[π←j [Wj ]] ∩ S =
⋂
j∈F

G←n [Wj ].

Así es su�ciente demostrar la continuidad de las funciones Gn para cualquier n. Para
probar que Gn es una función continua, probaremos que G←n [〈U1, . . . Uk〉∩K(En)] y
G←n [{∅}] son subconjuntos abiertos de S, donde U1, . . . , Uk son subconjuntos abiertos
no vacíos de Z \ {q} tal que En ∩Uj 6= ∅ para cualquier j 6 k. Vamos a probar que

G←n [〈U1, . . . , Uk〉 ∩K(En)] = S ∩ 〈U1, . . . Uk, Bn〉

y que G←n [{∅}] = S ∩ 〈Bn〉.
Primero vamos a demostrar que G←n [〈U1, . . . Uk〉 ∩ K(En)] = S ∩ 〈U1, . . . Uk, Bn〉.
Notemos que H ∈ S ∩ 〈U1, . . . Uk, Bn〉 si y solo si H ∩ En ∈ 〈U1, . . . , Uk〉 ∩K(En)
y q ∈ H, si y solo si H ∈ G←n [〈U1, . . . Uk〉 ∩ K(En)]. Ahora mostraremos que
G←n [{∅}] = S ∩ 〈Bn〉. Notemos que H ∈ S ∩ 〈Bn〉, si y solo si H ∩ En = ∅ y q ∈ H,
si y solo si H ∈ G←n [{∅}]. Esto implica que para cada n ∈ N se tiene que Gn es una
función continua, así G−1 es continua. Por lo tanto G es un homeomor�smo. �

Teorema 4.14. dim(Z) = dim(K(Z)) = 1.
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Demostración: Notemos que K(Z) = K(Z \ {q})∪ S. Además tenemos que S es
un subconjunto cerrado de K(Z) y K(Z \ {q}) es un subconjunto abierto de K(Z).
Dado que K(Z) es un espacio métrico, entonces K(Z \{q}) y S son subconjuntos Fσ
de K(Z). Por otro lado tenemos que K(Z \{q}) es un espacio casi cero-dimensional
y cohesivo, entonces dim(K(Z \ {q})) = 1. Por el Teorema 4.13, S es homeomorfo
a L y dim(L) = 1 pues L es un espacio casi cero-dimensional, además L no es
cero-dimensional. Esto implica que dim(S) = 1. Por el Teorema 2.17 se tiene que
dim(K(Z)) = 1. �

Observemos que Z es unión de espacios casi cero-dimensionales. Así, una pre-
gunta natural es la siguiente: Sea Z un espacio de dimensión 1 que no es un espacio
casi cero-dimensional y es unión �nita de espacios casi cero-dimensionales. ¾Es
dim(K(Z)) = 1?
La respuesta a la pregunta es negativa, ya que [0, 1] no es un espacio casi cero-
dimensional, pero es unión de Q ∩ [0, 1] y P ∩ [0, 1] los cuales son espacios casi
cero-dimensionales, pero dim(K([0, 1])) no es 1. Por otro lado note que los ejemp-
los que hemos dado cumplen con la condición que cualquier A ∈ K(X) se tiene que
A es cero-dimensional. Esto nos hace preguntarnos lo siguiente:

Problema 4.15. Si X es un espacio de dimensión 1 tal que cualquier A ∈ K(X)
se tiene que A es cero-dimensional. ¾Es cierto que dim(K(X)) = 1?

La respuesta a la pregunta 6.2 es también negativa, con el siguiente Teorema
vamos a dar un ejemplo de un espacio que cumple las condiciones de la pregunta
6.2 pero la dimensión de su hiperespacio de subconjuntos compactos no es 1.

Teorema 4.16. [7, Theorem 4.1] Existe un espacio X de dimensión 1 tal que
cualquier subconjunto compacto de X tiene dimensión cero y dim(X2) > 1.

Ejemplo 4.17. Sea Y = X × {0, 1}, donde X es el espacio del Teorema 4.16.
Vamos a demostrar que dim(Y ) = 1. Dado que dim(X) = 1, para cada y = (x, i) ∈
Y , con i ∈ {1, 0} existe una base de vecindades βy del punto y en Y , que son de
la forma V × {i} donde V es un subconjunto abierto de X tal que bdX(V ) es cero
dimensional. Además para cada W ∈ βy, se tiene que bdY (W ) = bdX(V ) × {i}.
Notemos que bdX(V )× {i} es homeomorfo a bdX(V ), por el Teorema 2.8 se tiene
que bdY (W ) es cero-dimensional. Esto implica que dim(Y ) 6 1, además dado
que Y tiene una copia de X, se tiene que 1 6 dim(Y ). Por otro lado, por el
Teorema 4.16 se tiene que cualquier subconjunto compacto F de Y , cumple que
dim(F ) = 0. Sea f : X2 → K(Y ) dada por f(x, y) = {(x, 0), (y, 1)}. Vamos a
demostrar que f es un encaje. No es difícil ver que f es inyectiva. Dado que
f : X → f [X] es biyectiva, entonces para cualesquiera U, V subconjuntos abiertos
de X tenemos que f [U×V ] = 〈U×{0}, V ×{1}〉. Esta igualdad dice que la función
es continua y abierta sobre su imagen. Por lo tanto f es un encaje. Esto implica
que dim(K(Y )) > 1.

El ejemplo anterior dice que no es su�ciente pedir que un espacio X sea de
dimensión 1 y cualquier subconjunto compacto de X sea cero-dimensional, para
que K(X) tenga dimensión 1. Esto nos hace plantear la siguiente pregunta:

Problema 4.18. Sea X un espacio no compacto de dimensión 1, tal que dim(Xω) =
1 y para cualquier A ∈ K(X), dim(A) = 0. ¾Es cierto que K(X) es de dimensión
1?
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Esta pregunta sigue sin resolverse. Para ver ejemplos de espacios X que no
sean casi cero-dimensionales y que cumplan con las condiciones de la Pregunta 4.18
puede consultar [7].
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1. Introducción

Todo espacio métrico completo es un espacio de Baire, es decir, la intersección
de cualquier colección numerable de subconjuntos densos y abiertos es un subcon-
junto denso. Existen una gran cantidad de espacios que son espacios de Baire y
que no son espacios métricos. Y para muchos de ellos el método de prueba para
demostrar que son efectivamente espacios de Baire es el mismo. Esencialmente se
demuestra que son espacios pseudocompletos.

La idea detrás de los espacios pseudocompletos fue abstraer las herramientas
del método de prueba del teorema de categoría de Baire para espacios métricos
completos. Se puede pensar que los espacios pseudocompletos son de�nidos abstra-
yendo �las herramientas� con las que �podemos probar el teorema de categoría de
Baire�.

En este texto exponemos y demostramos varias propiedades de los espacios
pseudocompletos. Exponemos dos resultados particularmente importantes rela-
cionados a las imágenes continuas y abiertas de espacios pseudocompletos. Mostra-
mos que las imágenes continuas, casi-abiertas (en particular abiertas) y metrizables
de espacios pseudocompletos son espacios pseudocompletos y que un espacio de
funciones Cp(X) es pseudocompleto cuando es imagen continua y abierta de un
espacio pseudocompleto. También damos la caracterización de la pseudocompleti-
tud del espacio de funciones Cp(X). Es importante mencionar que los primeros
dos resultados de estos últimos tres mencionados son contribuciones parciales al
problema abierto de saber cuándo una imagen continua y abierta de un espacio
pseudocompleto es un espacio pseudocompleto. El tercero de ellos es un resultado
clave para demostrar que la discretitud de un espacio topológico es una propiedad
t-invariante, un relevante resultado en el seno de la Cp-teoría.

La mayoría del material del presente texto está basado en el artículo [3] y en
el libro [4].
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2. Algunos resultados preliminares

Todos los espacios topológicos considerados en este texto se suponen no vacíos.
Un conjunto A es numerable si existe una función inyectiva f : A → ω, donde

ω = {0, 1, . . .} es el conjunto de los números naturales. ω1 es el primer ordinal
no numerable. (R, τ(R)) es el conjunto de los números reales con la topología
euclidiana.

Dado un espacio topológico X denotaremos con τ(X) a la topología de X. Si
A es un subconjunto de X, entonces A denotará a la cerradura de A en X (cuando
sea necesario especi�car el espacio en el cual se está considerando a la cerradura
usaremos la notación clX(A)).

Si (X, d) es un espacio métrico, entonces τd(X) es la topología en X inducida
por la métrica d.

En relación a otras de�niciones y nociones de Topología General que no son
listadas aquí debemos comentar que seguimos el muy conocido texto de Engelking
[2], excepto en los conceptos que enseguida listamos.

A diferencia de [2] en el presente texto un espacio topológico X es regular si
para cualquier subconjunto cerrado F de X y cualquier elemento x ∈ X \F existen
abiertos ajenos U y V tales que x ∈ U y F ⊆ V , es completamente regular si para
cualquier cerrado F y cada x ∈ X \F existe una función continua f : X → [0, 1] tal
que f(x) = 0 y f(F ) ⊆ {1} y es normal si cualesquiera dos cerrados ajenos F y G
de X se pueden separar por medio de abiertos ajenos. Para nosotros, los espacios
T3 son espacios regulares T1 (es decir, todos los subconjuntos de cardinalidad uno
son subconjuntos cerrados). Por otro lado, los espacios Tychono� (o de Tychono�)
son espacios completamente regulares que además son espacios T1 y los espacios T4

son espacios normales T1.
En este texto los espacios compactos no se suponen espacios Hausdor�. Tam-

poco se suponen Hausdor� los espacios numerablemente compactos ni los espacios
localmente compactos.

Un subconjunto de un espacio topológico es un subconjunto de tipo Gδ (o
simplemente un conjunto Gδ) si es igual a la intersección de una cantidad numerable
de subconjuntos abiertos del espacio. En particular, cualquier subconjunto abierto
es un conjunto Gδ.

SiX es un espacio topológico y A ⊆ X, entonces una base de vecindades abiertas
(o una base local) para A en X es una colección B ⊆ τ(X) tal que A ⊆

⋂
B∈BB y

tal que para cada abierto V de X con A ⊆ V , existe B ∈ B tal que A ⊆ B ⊆ V .
Se de�ne al carácter de A en X como el número cardinal χ(A,X) = mín{|B| :
B es una base de vecindades abiertas de A en X}.

El siguiente lema será usado en la proposición 5.1.

Lema 2.1. Si X es un espacio regular y Y es un subespacio denso de X, entonces
χ(K,Y ) = χ(K,X) para todo subconjunto compacto K ⊆ Y .

Demostración: Si B es una base de vecindades abiertas de K en X, entonces la
colección C = {B ∩ Y : B ∈ B} es una base de vecindades abiertas de K en Y . De
esto se sigue fácilmente que χ(K,Y ) 6 χ(K,X).

Para probar la desigualdad contraria, �jemos una base de vecindades abiertas
U de K en Y tal que |U| = χ(K,Y ). Para cada elemento U ∈ U �jemos un único
abierto B(U) de X de modo que B(U) ∩ Y = U . De�namos E = {B(U) : U ∈ U}.
Claramente |E| 6 |U|. Más aún, la colección E es una base de vecindades deK enX.
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Efectivamente, es claro que K ⊆ B(U) ∈ τ(X) para cada B(U) ∈ E. Supongamos
ahora que W ∈ τ(X) es tal que K ⊆ W . Para cada k ∈ K, por la regularidad de
X, podemos �jar un abierto Vk de X de modo que k ∈ Vk ⊆ Vk ⊆ W . Como K es
compacto, podemos �jar una cantidad �nita de elementos k1, . . . , kn ∈ K tales que
K ⊆ Vk1 ∪ · · · ∪ Vkn . Entonces

K ⊆ Vk1 ∪ · · · ∪ Vkn ⊆ Vk1 ∪ · · · ∪ Vkn = Vk1 ∪ · · · ∪ Vkn ⊆W.
Sea V = Vk1 ∪ · · · ∪ Vkn . Como U es una base de vecindades abiertas de K en Y ,
existe U ∈ U tal que K ⊆ U ⊆ V ∩ Y . Consideremos al abierto B(U). Sucede que
B(U) ∩ Y = B(U) porque Y es denso en X. Luego, K ⊆ U ⊆ B(U) ⊆ B(U) =
U ⊆ V ⊆W .

Por lo tanto, la familia E es base de vecindades abiertas de K en X. Conse-
cuentemente χ(K,X) 6 |E| 6 χ(K,Y ). �

Un espacio Tychono� X es �ech-completo si es un subconjunto de tipo Gδ de
su compactación de Stone-�ech βX, o equivalentemente, si es un subconjunto de
tipo Gδ en cualquiera de sus compactaciones Hausdor� (vea [2, 3.9]).

Las dos propiedades de espacios �ech-completos que son enunciadas en el si-
guiente lema las usaremos en la sección 4.

Lema 2.2. Sea X un espacio Tychono�.
(1) Si X es �ech-completo, entonces para cualquier subespacio compacto K ⊆

X, existe un subespacio compacto C de X tal que K ⊆ C y χ(C,X) 6 ω.
En particular, cualquier elemento x ∈ X está contenido en un subconjunto
compacto de carácter numerable.

(2) Si Y y Z son subespacios densos �ech-completos de X, entonces Y ∩Z 6= ∅.

Demostración: (1) Como X es de tipo Gδ en βX, existe una colección numerable
{Un : n ∈ ω} de abiertos de βX tales que X =

⋂
n∈ω Un. Usando el hecho de

que cualquier compacto Hausdor� es un espacio normal, es muy sencillo construir,
usando el método de recursión, una sucesión de abiertos no vacíos {Wn : n ∈ ω}
con las siguientes dos propiedades:

• K ⊆Wn ⊆Wn ⊆ Un para cada n ∈ ω (la cerradura es tomada en βX).
• Wn+1 ⊆Wn para cada n ∈ ω.

De�na C =
⋂
n∈ωWn. Es claro que C es un subconjunto compacto de βX y

que K ⊆ C. Además, como Wn ⊆ Un para cada n, tenemos que C ⊆ X.
Para veri�car que χ(C,X) 6 ω probaremos que la familia {Wn : n ∈ ω} es

una base de vecindades abiertas de C en βX. Al probar esto automáticamente
obtendremos que la familia {Wn ∩X : n ∈ ω} es una base de vecindades abiertas
de C en X con lo que podremos concluir que χ(C,X) 6 ω.

Sea U ∈ τ(βX) un abierto arbitrario tal que C ⊆ U . Es claro que F = βX \U
es un subconjunto cerrado y por tanto compacto de βX. De�namos Fn = F ∩Wn

para cada n. Es evidente que Fn es un subconjunto compacto para cada n. Además,
Fn+1 ⊆ Fn para cada n ∈ ω y

⋂
n∈ω Fn = F ∩

⋂
n∈ωWn = (βX \ U) ∩

⋂
n∈ωWn =

(βX \ U) ∩ C = ∅. Como la familia {Fn : n ∈ ω} es decreciente, necesariamente
existe n ∈ ω tal que Wn ∩ F = Fn = ∅. Entonces C ⊆ Wn ⊆ Wn ⊆ β \ F = U .
Como la familia {Wn : n ∈ ω} claramente está formada de abiertos que contienen
a C, podemos concluir que {Wn : n ∈ ω} es una base de vecindades abiertas de C
en βX. Por lo tanto, χ(C,X) 6 |{Wn ∩X : n ∈ ω}| 6 ω.



110 7. ESPACIOS PSEUDOCOMPLETOS

(2) Supongamos por el contrario que Y ∩ Z = ∅. Como X es denso en βX y
Y y Z lo son en X, tenemos que Y y Z son subespacios densos de βX. Así, βX
es una compactación Hausdor� de Y y de Z. Como Y y Z son �ech-completos,
ellos son subconjuntos de tipo Gδ de βX. Fijemos colecciones numerables B y C

de abiertos de βX tales que Y =
⋂
B y Z =

⋂
C. De�namos D = B∪ C. Entonces

D es una colección numerable de abiertos de βX tal que
⋂

D =
⋂

B ∩
⋂

C = ∅.
Supongamos que D = {On : n ∈ ω}. Construiremos una sucesión {Un : n ∈ ω} de
abiertos no vacíos de βX con las siguientes propiedades:

• Un ⊆ On para cada n ∈ ω,
• Un+1 ⊆ Un para cada n ∈ ω.

Sea x ∈ O0. Como βX es un espacio regular, podemos �jar un abierto U0 de βX
tal que x ∈ U0 ⊆ U0 ⊆ O0. Supongamos que n ∈ ω y que tenemos construidos
abiertos no vacíos U0, U1, . . . , Un con las propiedades deseadas. Como On+1 ∈ B

o On+1 ∈ C, tenemos que Y ⊆ On+1 o Z ⊆ On+1, lo que implica que On+1 es un
subconjunto denso de βX. Debido a que Un es un abierto no vacío, Un∩On+1 es un
abierto no vacío. Como βX es un espacio regular podemos �jar un abierto no vacío
Un+1 de βX de modo que Un+1 ⊆ Un ∩ On+1. Esto termina la construcción del
abierto Un+1. Por el método de recursión, tenemos construida la sucesión deseada.

Debido a que la familia de cerrados no vacíos {Un : n ∈ ω} es decreciente,
ella tiene la propiedad de la intersección �nita. Entonces al ser βX compacto,⋂
n∈ω Un 6= ∅. Pero como Un ⊆ On para cada n ∈ ω, tenemos que

⋂
n∈ω Un ⊆⋂

n∈ω On; hecho que contradice que
⋂
n∈ω On =

⋂
D = ∅. Por lo tanto, Y ∩ Z 6=

∅. �

En la prueba de la proposición 3.15 usaremos la siguiente caracterización de
los espacios �ech-completos (el lector puede encontrar una prueba de esta carac-
terización en [2, 3.9.2]).

Lema 2.3. Un espacio Tychono� Y es �ech-completo si y sólo si existe una suce-
sión de cubiertas abiertas {An : n ∈ ω} de Y que tiene la siguiente propiedad: para
cualquier familia F de cerrados de Y con la propiedad de la intersección �nita tal
que, para cada n ∈ ω, existe F ∈ F con F ⊆ B para algún B ∈ An, se tiene que⋂
F 6= ∅.

3. Espacios pseudocompletos

En toda esta sección los espacios topológicos se suponen espacios cuasi-regulares.

De�nición 3.1. Un espacio topológico X es cuasi-regular si para todo abierto no
vacío U ⊆ X existe un abierto no vacío V tal que V ⊆ U .

Es evidente que todo espacio regular es un espacio cuasi-regular. Además, la
propiedad de cuasi-regularidad se transmite a subespacios densos. En efecto, sean
X un espacio topológico cuasi-regular y Y un subespacio denso de X. Considere-
mos un abierto no vacío V ∈ τ(Y ). Existe W ∈ τ(X) tal que V = W ∩ Y . Dado
que X es cuasi-regular, podemos elegir U ∈ τ(X) \ {∅} de tal manera que U ⊆W .
Entonces clY (U ∩ Y ) = U ∩ Y ∩ Y = U ∩ Y ⊆ W ∩ Y = V . Por lo tanto, el
subespacio Y es cuasi-regular.

Para poder introducir la noción de espacio pseudocompleto necesitamos recor-
dar la noción de π-base.
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De�nición 3.2. Una π-base de un espacio topológico X es una familia B ⊆ τ(X)\
{∅} con la propiedad de que para cada subconjunto abierto no vacío V del espacio
X es posible hallar un elemento B ∈ B tal que B ⊆ V .

Una familia {Un : n ∈ ω} de subconjuntos abiertos no vacíos de un espacio X
es un remolino (en X) si Un+1 ⊆ Un para cada n ∈ ω.

De�nición 3.3. Un espacio topológico X es pseudocompleto si es cuasi-regular y
si existe una sucesión {Bn : n ∈ ω} de π-bases tal que para cualquier remolino
{Un : n ∈ ω} con Un ∈ Bn se tiene que

⋂
n∈ω Un 6= ∅.

La sucesión {Bn : n ∈ ω} es llamada sucesión pseudocompleta para el espacio
X.

Más adelante demostraremos que cualquier espacio pseudocompleto tiene la
propiedad de Baire. Por otro lado, es bien conocido que cualquier espacio comple-
tamente metrizable es un espacio de Baire; como comprobaremos a continuación la
razón es porque todo espacio completamente metrizable es un espacio pseudocom-
pleto. Recuerde que un espacio topológico X es completamente metrizable si existe
en X una métrica completa ρ tal que τ(X) es igual a la topología τρ(X) inducida
por la métrica ρ.

Proposición 3.4. Si X es un espacio completamente metrizable, entonces (X, τρ(X))
es un espacio pseudocompleto.

Demostración: Para cada n ∈ ω, de�namos Bn = {Bρ(x, r) : 0 < r < 1
n+1 ∧

x ∈ X}, donde Bρ(x, r) = {y ∈ X : ρ(x, y) < r} es la bola abierta de centro
x y radio r. No es difícil veri�car que cada una de las familias Bn es una π-
base de X. Comprobaremos que {Bn : n ∈ ω} es una sucesión pseudocompleta
para X. Sea {Un : n ∈ ω} un remolino tal que Un ∈ Bn para cada n ∈ ω.
Para toda n ∈ ω, existen rn ∈ (0, 1

n+1 ) y xn ∈ X tales que Un = Bρ(xn, rn).
Dado que {Un : n ∈ ω} es decreciente, la familia {Un : n ∈ ω} es una sucesión
decreciente de cerrados tal que 0 6 limn→∞ diámρ(Un) 6 limn→∞

2
n+1 = 0 (donde

diámρ(Un) denota al diámetro del conjunto Un en el espacio métrico (X, ρ)). Como
X es un espacio completamente metrizable, se tiene que

⋂
n∈ω Un 6= ∅. Dado que⋂

n∈ω Un ⊆
⋂
n∈ω Un, tenemos que

⋂
n∈ω Un 6= ∅. �

Los espacios completamente metrizables son de hecho espacios �ech-completos
(c.f. [2, 4.3.26]). Con el resultado que damos enseguida será posible probar que la
clase de espacios �ech-completos está también contenida en la clase de los espacios
pseudocompletos.

Proposición 3.5. Sea X un espacio cuasi-regular. Supóngase que existe una π-base
B en X tal que para cada U ∈ B la clausura U es un subespacio numerablemente
compacto, entonces todo subconjunto denso y de tipo Gδ de X es un subespacio
pseudocompleto.

Demostración: Supongamos que Y es un subespacio denso de tipo Gδ de X.
Dado que Y es un subespacio denso de X y X es cuasi-regular, Y también es
cuasi-regular.

Supongamos que {Gn : n ∈ ω} ⊆ τ(X) es tal que Y =
⋂
n∈ω Gn. Para cada

n ∈ ω, de�namos Bn = {H ∩ Y : H ∈ B ∧ H ⊆ Gn}. Claramente Bn ⊆ τ(Y ).
Mostraremos que {Bn : n ∈ ω} es una sucesión pseudocompleta para Y . Para



112 7. ESPACIOS PSEUDOCOMPLETOS

este propósito, demostremos primeramente que cada una de las familias Bn es una
π-base del espacio Y . Fijemos un índice n ∈ ω y consideremos un abierto no vacío
V ∈ τ(Y ). Sea W ∈ τ(X) tal que V = W ∩ Y . Dado que X es cuasi-regular y B

es una π-base, existe H ∈ B tal que H ⊆W ∩Gn. Entonces H ∩ Y ⊆W ∩ Y = V
y H ∩ Y ∈ Bn. Por lo tanto, la familia Bn es una π-base de Y .

Consideremos ahora un remolino {Un : n ∈ ω} en Y con la propiedad de que
Un ∈ Bn para cada n ∈ ω. Como Un ∈ Bn para toda n ∈ ω, existen abiertosHn ∈ B

tales que Un = Hn∩Y y Hn ⊆ Gn (la cerradura es considera en X). Observe ahora
que debido a que Un+1 ⊆ Un para todo índice n, la familia {Un : n ∈ ω} tiene
la propiedad de la intersección �nita (las cerraduras se consideran en X). Como
U0 es un espacio numerablemente compacto y {Un : n ∈ ω} está constituida por
subespacios cerrados de U0, se tiene que

⋂
n∈ω Un 6= ∅. Ahora bien, dado que

Hn ⊆ Gn para toda n, obtenemos que Un ⊆ Gn para cada índice n, de donde⋂
n∈ω Un ⊆

⋂
n∈ω Gn = Y . Entonces⋂
n∈ω

Un =
⋂
n∈ω

Un+1 =
(⋂
n∈ω

Un+1

)
∩ Y =

⋂
n∈ω

(
Un+1 ∩ Y

)
=
⋂
n∈ω

clY (Un+1) ⊆
⋂
n∈ω

Un.

De aquí obtenemos que
⋂
n∈ω Un 6= ∅. Por lo tanto, la familia {Bn : n ∈ ω} es una

sucesión pseudocompleta para Y . �

Corolario 3.6. Todo subconjunto denso de tipo Gδ de un espacio numerablemente
compacto cuasi-regular es un espacio pseudocompleto.

Demostración: Supongamos que X es un espacio cuasi-regular numerablemente
compacto y que Y ⊆ X es denso de tipo Gδ. Como Y es denso, Y es cuasi-regular.
Por otro lado, la familia τ(X)\{∅} es una π-base para X para la cual sucede que U
es numerablemente compacto para toda U ∈ τ(X) \ {∅}. Aplicando la proposición
3.5 concluimos que Y es pseudocompleto. �

Debido a que todos los espacios Tychono� son subespacios densos de su com-
pactación de Stone-�ech y a que todos los espacios compactos Hausdor� son nu-
merablemente compactos y cuasi-regulares, del corolario 3.6 obtenemos el siguiente
corolario.

Corolario 3.7. Todo espacio �ech-completo es un espacio pseudocompleto.

De hecho los espacios �ech-completos son espacios fuertemente pseudocomple-
tos (una propiedad que implica la pseudocompletitud). La de�nición precisa de
estos espacios es la siguiente.

De�nición 3.8. Un espacio cuasi-regular X es fuertemente pseudocompleto si ex-
iste una sucesión {Bn : n ∈ ω} de bases de X tal que para cualquier remolino
{Un : n ∈ ω} con Un ∈ Bn se tiene que

⋂
n∈ω Un 6= ∅.

Como los elementos no vacíos de cualquier base forman una π-base, cualquier
espacio fuertemente pseudocompleto es un espacio pseudocompleto. Enseguida ve-
ri�camos que cualquier espacio �ech-completo es un espacio fuertemente pseudo-
completo.

Proposición 3.9. Si X es un espacio �ech-completo, entonces X es fuertemente
pseudocompleto.
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Demostración: Sea {Gn : n ∈ ω} ⊆ τ(βX) tal que X =
⋂
n∈ω Gn. De�na para

cada n ∈ ω al conjunto Bn = {U ∈ τ(X) \ {∅} : clβX(U) ⊆ Gn}. Cada conjunto
Bn es una base de X. Efectivamente, suponga que W ∈ τ(X) y que x ∈ W son
elementos arbitrarios. Fije un abierto V de βX tal que W = V ∩ X. Entonces
x ∈ V ∩ Gn y V ∩ Gn es un abierto de βX. Por la regularidad de βX, existe un
abierto U de βX tal que x ∈ clβX(U) ⊆ V ∩Gn. Entonces U ∩X ∈ Bn y además
x ∈ U ∩X ⊆ V ∩X = W . De esta forma hemos probado que Bn es una base para
cada n ∈ ω. Probemos ahora que {Bn : n ∈ ω} es una sucesión pseudocompleta
para X. Consideremos para ello un remolino {Un : n ∈ ω} en X tal que Un ∈ Bn
para cada n. Como {clβX(Un) : n ∈ ω} es una familia de cerrados con la propiedad
de la intersección �nita (pues Un+1 ⊆ Un para cada n), la compacidad de βX
implica que

⋂
n∈ω clβX(Un) 6= ∅. Fijemos un elemento x ∈

⋂
n∈ω clβX(Un). Como

clβX(Un) ⊆ Gn para cada n (ya que Un ∈ Bn), x ∈
⋂
n∈ω Gn = X. Entonces

x ∈ clβX(Un) ∩X = clX(Un) para cada n ∈ ω. Consecuentemente, x ∈
⋂
n∈ω Un.

Lo que termina la prueba de que X es un espacio fuertemente pseudocompleto. �

Todos los espacios localmente compactos Hausdor� son espacios �ech-com-
pletos porque son subespacios abiertos de su compactación de Stone-�ech. Por
esta razón son espacios �ech-completos (y ello, espacios pseudocompletos): los
compactos Hausdor�, los espacios euclidianos Rn, los espacios de Mrowka, las n-
variedades topológicas1 y el espacio [0, ω1).

Se puede probar que la �ech-completitud se hereda a subespacios cerrados
y a subespacios de tipo Gδ (vea [2, 3.9.6]). Como el conjunto de los números
irracionales P es un subconjunto de tipo Gδ de R, P es un espacio �ech-completo
que no es localmente compacto. Otro ejemplo de un espacio �ech-completo que no
es localmente compacto es el espacio de Banach `2 = {x ∈ Rω :

∑∞
n=0 x(n)2 <∞}.

Finalizamos la sección con algunas de las más importantes propiedades de la
clase de los espacios pseudocompletos.

Proposición 3.10.

(1) El producto de cualquier cantidad de espacios pseudocompletos es un es-
pacio pseudocompleto.

(2) Sean X cuasi-regular y Y ⊆ X = Y . Si Y es un espacio pseudocompleto,
entonces X es pseudocompleto.

(3) Todo subespacio abierto no vacío de un espacio pseudocompleto es un es-
pacio pseudocompleto.

(4) Todo espacio pseudocompleto es un espacio de Baire.

Demostración: (1) Sean {Xα : α ∈ A} una familia de espacios pseudocompletos
y X =

∏
α∈AXα el producto de Tychono� de los espacios Xα. Demostraremos

primeramente que X es un espacio cuasi-regular. Para este �n, elijamos un abierto
canónico no vacío U =

⋂n
i=1 π

−1
αi (Uαi) del espacio X (la función παi : X → Xαi

es la αi-ésima proyección natural asociada al producto X =
∏
α∈AXα). Dado

que cada espacio Xαi es cuasi-regular, existen abiertos Vαi ∈ τ(Xαi) tales que
clXαi (Vαi ⊆ Uαi , para cada i = 1, . . . , n. Entonces W =

⋂n
i=1 π

−1
αi (Vαi) es un

abierto no vacío de X tal que clX(W ) ⊆ U . De esta forma, el espacio X es cuasi-
regular.

1Una n-variedad topológica es un espacio Haudor� X tal que para cada x ∈ X existe un
homeomor�smo f : U → V entre un abierto U de X que contiene a x y un abierto V de Rn.
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Supongamos ahora que {Bαn : n ∈ ω} una sucesión pseudocompleta de π-bases
de Xα para cada α ∈ A. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que Xα ∈ Bαn
para cada n y para cada α. Para cada índice n ∈ ω, de�nimos

Bn =
{ ⋂
α∈F

π−1
α (Un,α) : F ⊆ A, F es �nito ∧ Un,α ∈ B

α
n para cada α ∈ F

}
.

A�rmamos que la familia {Bn : n ∈ ω} es una sucesión pseudocompleta en X.
En efecto, no es difícil demostrar que cada familia Bn es una π-base de X. Con-
sideremos un remolino {Un : n ∈ ω} con la propiedad de que Un ∈ Bn para cada
n ∈ ω. Supongamos que Un =

⋂
α∈Fn π

−1
α (Un,α) donde Fn ⊆ A es �nito. De�-

namos a Uβ,n = Xβ en el caso cuando β ∈ A \ Fn (para cada n ∈ ω). Entonces
la familia {Un,α : n ∈ ω} es un remolino en Xα tal que Un,α ∈ Bαn para cada
n ∈ ω. Como la sucesión {Bαn : n ∈ ω} es pseudocompleta, existe xα ∈ Xα tal que
xα ∈

⋂
{Un,α : n ∈ ω}. Entonces x = {xα} ∈ X y además x ∈

⋂
{Un : n ∈ ω}.

Por lo tanto, la familia {Bn : n ∈ ω} es una sucesión pseudocompleta para X.
Consecuentemente, X es pseudocompleto.

(2) Como Y es pseudocompleto podemos considerar una sucesión pseudocom-
pleta {Bn : n ∈ ω} de π-bases de X. Para cada n ∈ ω y para cada U ∈ Bn, existen
abiertos W (U) ∈ τ(X) tales que U = W (U)∩Y . No es difícil probar que la familia
Cn = {W (U) : U ∈ Bn} es una π-base de X para cada n ∈ ω.

Veri�quemos que la familia {Cn : n ∈ ω} es una sucesión pseudocompleta en X.
Sea {Vn : n ∈ ω} un remolino tal que Vn ∈ Cn para cada índice n. Por la de�nición
de las familias Cn, existen Un ∈ Bn tales que Vn = W (Un) para cada n. Entonces
{Un : n ∈ ω} es un remolino en Y con la propiedad de que Un ∈ Bn para toda
n ∈ ω (note que clY (Un+1) = Un+1 ∩ Y = W (Un+1) ∩ Y ∩ Y = W (Un+1) ∩ Y ⊆
W (Un)∩Y = Un). Aplicando ahora el hecho de que Y es pseudocompleto, podemos
ver que

⋂
n∈ω Un 6= ∅. Como

⋂
n∈ω Un ⊆

⋂
n∈ωW (Un), se tiene que

⋂
n∈ω Vn 6= ∅.

Por lo tanto, podemos concluir que X es pseudocompleto.

(3) Sean X pseudocompleto y V ∈ τ(X) \ {∅}. Probemos primeramente que V
es cuasi-regular. Si W ∈ τ(V ) entonces W ∈ τ(X), de donde existe U ∈ τ(X) tal
que U ⊆W . Como clV (U) = U ∩V ⊆W ∩V = W , se sigue que V es cuasi-regular.

Ahora consideremos una sucesión pseudocompleta {Bn : n ∈ ω} de π-bases del
espacio X. Para cada n ∈ ω, de�namos Cn = {B ∈ Bn : B ⊆ V } . Entonces {Cn :
n ∈ ω} es una sucesión pseudocompleta para V . En efecto, elijamos W ∈ τ(V ).
Entonces W ∈ τ(X). Como Bn es π-base de X y X es cuasi-regular, existe B ∈ Bn
tal que B ⊆ B ⊆ W . Por lo tanto, B ∈ Cn y B ⊆ W . Esto demuestra que cada
familia Cn es una π-base de X.

Por otro lado, si {Un : n ∈ ω} es un remolino en V tal que Un ∈ Cn para
cada n ∈ ω. Entonces Un ∈ Bn y Un ⊆ V para toda n, de esta forma la familia
{Un : n ∈ ω} es un remolino en X con la propiedad de que Un ∈ Bn para cada
n ∈ ω. Como X es pseudocompleto, tenemos que

⋂
n∈ω Un 6= ∅.

(4) Supongamos que X es un espacio pseudocompleto y que {Gn : n ∈ ω} es
una sucesión de subespacios abiertos densos de X. Consideremos un abierto no
vacío G ∈ τ(X) cualquiera. Fijemos una sucesión pseudocompleta {Vn : n ∈ ω} de
π-bases que constate la propiedad de pseudocompletitud para el espacio X.

Debido a que el conjunto G0 es un subespacio abierto denso de X, el conjunto
G0 ∩ G ∈ τ(X) \ {∅}. Como X es cuasi-regular y B0 es una π-base de X, existe
U0 ∈ B0 tal que U0 ⊆ G0∩G. De igual manera, como el subespacio G1 es abierto y
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su cerradura cubre a todoX, tenemos que U0∩G1 ∈ τ(X)\{∅}. Aplicando de nuevo
el hecho de que X es cuasi-regular y B1 es π-base de X, podemos elegir U1 ∈ B1

de tal forma que U1 ⊆ U0 ∩G1. Supongamos ahora que tenemos construidos a los
conjuntos abiertos no vacíos U0, . . . , Uk de tal manera que U0 ⊆ G0 ∩ G, Uj ∈ Bj
y Uj ⊆ Uj−1 ∩Gj , para cada j = 1, . . . , k. Como Gk+1 es un subconjunto abierto
denso de X y Uk es un abierto no vacío, se tiene que Gk+1 ∩ Uk ∈ τ(X) \ {∅}.
Debido a que X es un espacio cuasi-regular y Bk+1 es una π-base de X, podemos
seleccionar un elemento Uk+1 ∈ Bk+1 de tal forma que Uk+1 ⊆ Uk ∩Gk+1.

Notemos ahora que por la forma de haber construido a los conjuntos Ui, la
familia {Un : n ∈ ω} es un remolino en X tal que Un ∈ Bn para cada n ∈ ω.
Aplicando el hecho de que {Bn : n ∈ ω} es una sucesión pseudocompleta en X,
podemos concluir que

⋂
n∈ω Un 6= ∅. Pero Un ⊆ G∩Gn (para cada n ∈ ω), entonces

G ∩
(⋂

n∈ω Gn
)
6= ∅. De esta forma hemos probado que X posee la propiedad de

Baire. �

Corolario 3.11. Todo espacio �ech-completo es un espacio de Baire.

La línea de Sorgenfrey es un ejemplo de un espacio de Baire que no es �ech-
completo (vea el problema 272 de [4]).

Corolario 3.12. Si un espacio cuasi-regular X tiene un subespacio denso �ech-
completo, entonces X es un espacio pseudocompleto.

Corolario 3.13. El producto de cualquier cantidad de espacios �ech-completos es
un espacio pseudocompleto y por ello un espacio de Baire.

Corolario 3.14. El producto de cualquier cantidad de espacios completamente
metrizables es un espacio pseudocompleto y por ello un espacio de Baire. En partic-
ular, el espacio Rκ es un espacio pseudocompleto, y por tanto un espacio de Baire,
para cualquier cardinal �nito o in�nito κ.

El siguiente corolario es interesante por sí solo y será de gran importancia para
demostrar un resultado en el contexto de la Cp-teoría (vea la proposición 5.5).

Corolario 3.15. Un espacio metrizable X es pseudocompleto si y sólo si X tiene
un subespacio denso �ech-completo.

Demostración: ⇒] Sea d una métrica en X tal que τ(X) = τd(X). Primero
probaremos la siguiente a�rmación.

A�rmación 1. Existe una colección numerable {Un : n ∈ ω} de familias de
subconjuntos abiertos no vacíos de X que tienen las siguientes propiedades:

(1) Un es una familia ajena, es decir, si U, V ∈ Un y U 6= V , entonces U ∩V =
∅,

(2)
⋃
Un es un subconjunto denso de X,

(3) diám(U) 6 1
n+1 para cada U ∈ Un,

(4) para cada U ∈ Un+1 existe V ∈ Un tal que U ⊆ V ,
(5) la sucesión {Un : n ∈ ω} es una sucesión pseudocompleta, es decir, para

cada remolino {Un : n ∈ ω} con Un ∈ Un se tiene que
⋂
n∈ω Un 6= ∅.

Demostración de la a�rmación: Como el espacio métrico (X, d) es pseudocom-
pleto, existe una sucesión pseudocompleta {Cn : n ∈ ω} de π-bases. Para cada
n ∈ ω de�na Bn = {U ∈ Cn : diám(U) < 1

n+1}. Como Cn es una π-base, si
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V es un subconjunto abierto no vacío y x ∈ V , entonces existe C ∈ Cn tal que
C ⊆ B(x, 1

4(n+1) ) ∩ V es un elemento �jo. Entonces C ∈ Bn y C ⊆ V . Esto
muestra que cada Bn es una π-base para X. Además, debido a que {Cn : n ∈ ω}
es una sucesión pseudocompleta, {Bn : n ∈ ω} también lo es.

Sea U0 una subfamilia de B0 que es ajena maximal. Resulta que
⋃

U0 = X.
Supongamos que tenemos construidas las familias U0, . . . , Un con las siguientes
propiedades:

(a) Ui es ajena y Ui ⊆ Bi para cada i = 0, . . . , n,
(b) para cada i < n y cada U ∈ Ui+1, existe V ∈ Ui tal que U ⊆ V ,
(c)

⋃
Ui es un subconjunto denso de X para cada i 6 n.

Para construir a la familia Un+1 procedemos de la siguiente manera: Para cada
U ∈ Un �jemos una familia ajena maximal (respecto de contención) UUn+1 ⊆ Bn+1

tal que para cada V ∈ UUn+1 se tiene que V ⊆ U2. Es muy sencillo demostrar
(usando la maximalidad) que clU (

⋃
UUn+1) = U . De�namos Un+1 =

⋃
U∈Un U

U
n+1.

Esto termina la construcción de la familia Un+1. No es difícil veri�car que las
familias U0, . . . ,Un,Un+1 tiene las propiedades (a), (b) y (c). Por el método de
resursión podemos concluir que tenemos de�nida una sucesión {Un : n ∈ ω} de
familias de subconjuntos abiertos no vacíos de X que tienen las propiedades (1)-(5)
(dejamos al lector veri�carlo). �

A�rmación 2. Y =
⋂
n∈ω(

⋃
Un) es un subespacio denso de X que es �ech-

completo.

Demostración de la a�rmación: Como X es un espacio de Baire y cada elemento
de la colección {

⋃
Un : n ∈ ω} es un subconjunto abierto denso de X, Y es denso

en X.
Y es un espacio �ech-completo. De�na, para cada n ∈ ω, An = {U ∩ Y : U ∈

Un}. Como Y ⊆
⋃
Un, Y =

⋃
An. Así, cada An es una cubierta abierta de Y .

Sea F una familia arbitraria de cerrados de Y con la propiedad de la intersección
�nita tal que para cada n ∈ ω existe Fn ∈ F con Fn ⊆ An para algún An ∈
An. Fijemos, para cada n ∈ ω elementos Fn ∈ F y An ∈ An con Fn ⊆ An.
Fijemos también, para cada n ∈ ω, Un ∈ Un tal que Un ∩ Y = An. Entonces
∅ 6= Fn ∩ Fn+1 ⊆ An ∩An+1 ⊆ Un+1 ∩Un. Consecuentemente, por las propiedades
(1) y (4), Un+1 ⊆ Un. Entonces la familia {Un : n ∈ ω} es un remolino. Por (5)
podemos �jar x ∈

⋂
{Un : n ∈ ω}. Resulta que x ∈

⋂
F (es sencillo notar que

x ∈ Y ). Efectivamente, supongamos por el contrario que existe F ∈ F tal que
x 6∈ F . Fije un cerrado G de X de modo que F = G ∩ Y . Entonces x 6∈ G. Luego
existe r > 0 tal que B(x, r) ∩ G = ∅. Fijemos m ∈ ω \ {0} de modo que 1

m < r.
Consideremos al abierto Um. Si y ∈ Um es arbitrario, entonces como x ∈ Um
tenemos que d(x, y) 6 diám(Um) 6 1

m+1 <
1
m < r. Así, Um ⊆ B(x, r). Por lo que

Um ∩G = ∅. Entonces Um ∩G∩ Y = ∅, es decir, Am ∩ F = ∅. Ahora recuerde que
para el natural m los elementos Fm ∈ F y Am ∈ Am fueron seleccionados de modo
que Fm ⊆ Am. De esto se deduce que F ∩Fm = ∅, lo que contradice que F tiene la
propiedad de la intersección �nita. Por lo tanto, x ∈

⋂
F. Consecuentemente, por

el lema 2.3, Y es un espacio �ech-completo.

2Como U es no vacío y X es regular, existe W abierto no vacío tal que W ⊆ U . Debido a que
Bn+1 es una π-base, existe V ∈ Bn+1 tal que V ⊆W . Entonces D = {V } ⊆ Bn+1 es tal que para

cada V ∈ D sucede que V ⊆ U . De esta manera, la colección E = {C ⊆ Bn+1 :
(
∀V ∈ C

) (
V ⊆ U

)
}

es no vacía. Por el lema de Zorn, existe un elemento maximal UUn+1 ∈ E.
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⇐] Por el corolario 3.7 y el inciso (2) de la proposición 3.10, X es un espacio
pseudocompleto. �

4. Imágenes continuas de espacios pseudocompletos

La clase de espacios pseudocompletos es una clase cerrada cuando se toman
productos topológicos. Sin embargo, esta clase no siempre es cerrada bajo imá-
genes continuas. Por ejemplo, como subespacio del espacio (R, τ(R)) el conjunto
X = [0, 1]∪(Q∩[2, 3]) no es un espacio pseudocompleto porque no tiene la propiedad
de Baire, pero es imagen continua bajo la función identidad idX del espacio discreto
(X,P(X)), el cual es un espacio pseudocompleto por ser completamente metrizable.
Para el caso de imágenes continuas y abiertas no se sabe si la clase de espacios
pseudocompletos es una clase cerrada.

Problema 4.1. Supóngase que X es pseudocompleto y que f : X → Z es una
función continua, abierta y suprayectiva, ¾es Z un espacio pseudocompleto?

Sin embargo, algunos casos particulares del anterior problema abierto sí tienen
una respuesta positiva. Un poco más adelante presentamos un resultado de Tkachuk
que nos trae como una consecuencia que el espacio Z en el problema 4.1 es pseu-
docompleto en el caso en que sea metrizable. Necesitamos la noción de función
débilmente abierta.

De�nición 4.2. Sea f : X → Y una función entre espacios topológicos.
(1) Diremos que f es una función casi-abierta si para cada abierto no vacío U

de X existe un abierto no vacío V del espacio Y tal que f(U) ⊆ V ⊆ f(U).
(2) Se dice f es una función débilmente abierta si para cada abierto no vacío

U de X existe un abierto no vacío V del espacio Y tal que V = f(U).

Es evidente que cualquier función abierta es una función casi-abierta y que
cualquier función casi-abierta es una función débilmente abierta. Un hecho que
usaremos posteriormente y que es muy sencillo de probar es el siguiente:

Lema 4.3. La composición de funciones casi-abiertas es de nuevo una función
casi-abierta.

Demostración: Supongamos que f : X → Y y g : Y → Z son funciones casi-
abiertas. Sea U un subconjunto abierto no vacío arbitrario de X. Como f es
casi-abierta, existe V subconjunto abierto no vacío de Y tal que f(U) ⊆ V ⊆ f(U).
Aplicando ahora el hecho de que g es casi-abierta al abierto no vacío V , podemos
garantizar la existencia de un subconjunto abierto W de Z tal que g(V ) ⊆ W ⊆
g(V ). Entonces g(V ) = W .

Por otro lado, como g(f(U)) ⊆ g(V ) ⊆ g(f(U)) ⊆ g(f(U)), g(V ) = g(f(U)).
Entonces W = g(f(U)). Por lo tanto, g(f(U)) ⊆ g(V ) ⊆ W ⊆ W = g(f(U)). Lo
que muestra que g ◦ f es una función casi-abierta. �

El siguiente resultado de Tkachuk genera dos respuestas positivas parciales al
problema 4.1 (vea el corolario 4.5 y la proposición 5.5).

Lema 4.4 (Tkachuk [3], [4]). Supóngase que X es un espacio pseudocompleto y
que f : X → Y es una función continua, suprayectiva y débilmente abierta. Si Y
es un espacio metrizable, entonces Y contiene un subespacio denso �ech-completo.
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Demostración: Note que si U es cualquier abierto no vacío de X, entonces al
ser f débilmente abierta, existe un abierto no vacío V de Y tal que V = f(U).

Entonces V ⊆ int(f(U)). Consecuentemente, f(U) = int(f(U)).

Como X es un espacio pseudocompleto podemos �jar una sucesión pseudo-
completa {Bn : n ∈ ω} de π-bases para X. De�na para cada n ∈ ω a la familia
Cn = {int(f(U)) : U ∈ Bn}. Es sencillo veri�car que la familia Cn es una π-base
para Y (para cada n ∈ ω).

Construiremos una sucesión {Un : n ∈ ω} de familias de subconjuntos abiertos
no vacíos de Y que satisfagan las propiedades (1)-(5) de la a�rmación 1 de la prueba
del corolario 3.15, para después poder concluir (como se prueba en la a�rmación 2
en ese mismo corolario) que el subespacio D =

⋂
n∈ω

⋃
Un es un subespacio denso

�ech-completo (en este caso de Y ).
Para probar la existencia de la sucesión {Un : n ∈ ω} probaremos la siguiente

a�rmación:

A�rmación 1. Existe una colección numerable {Un : n ∈ ω} de familias de
subconjuntos abiertos no vacíos de Y que tienen las siguientes propiedades:

(1) Un es una familia fuertemente ajena, es decir, si U, V ∈ Un y U 6= V ,
entonces U ∩ V = ∅,

(2)
⋃
Un es un subconjunto denso de Y ,

(3) diám(U) 6 1
n+1 para cada U ∈ Un,

(4) para cada U ∈ Un+1 existe V ∈ Un tal que U ⊆ V ,
(5) la sucesión {Un : n ∈ ω} es una sucesión pseudocompleta, es decir, para

cada remolino {Un : n ∈ ω} con Un ∈ Un se tiene que
⋂
n∈ω Un 6= ∅.

Demostración de la a�rmación: Consideremos a la familia F = {V ∈ C0 : diám(V ) <
1}. Sea U0 una subfamilia de F fuertemente ajena maximal. Para cada V ∈ U0

�jemos un único U ∈ B0 tal que int(f(U)) = V . De�na q0(V ) = U . Debido a que
para cada V ∈ U0, q0[V ] = U ⊆ f−1(V ). La familia D0 = {q0(V ) : V ∈ U0} es
fuertemente ajena. Por otro lado,

⋃
U0 es denso en Y y la función q0 : U0 → D0 es

una biyección.
Suponga que tenemos construidas familias fuertemente ajenas U0, . . . , Un,

D0, . . . ,Dn y funciones biyectivas qi : Ui → Di para i = 0, . . . , n tales que:

(a) Ui está formada de abiertos no vacíos del espacio Y , es una familia fuerte-
mente ajena y además el subconjunto

⋃
Ui es denso en Y , para cada

i = 0, . . . , n,
(b) para toda i = 0, . . . , n, Di ⊆ Bi y int(f(qi(V ))) = V para toda V ∈ Ui,
(c) para toda i = 0, . . . , n y toda V ∈ Ui, diám(V ) < 1

i+1 ,
(d) para toda i = 1, . . . , n y toda W ∈ Ui, existe V ∈ Ui−1 tal que W ⊆ V ,
(e) para toda i < n, si V ∈ Ui, W ∈ Ui+1 y W ⊆ V , entonces qi+1(W ) ⊆

qi(V ).

Para construir a las colecciones Un+1, Dn+1 y a la biyección qn+1 procedemos de
la siguiente manera. Para cada elemento V ∈ Un considemos a la familia

Bn+1(V ) = {U ∈ Bn+1 : U ⊆ qn(V )}.

Como qn(V ) es un abierto no vacío de X y Bn+1 es una π-base de X, la familia
Bn+1(V ) es no vacía y esta formada de abiertos deX contenidos en qn(V ). Entonces
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Bn+1(V ) es una π-base para qn(V ) (constituida de abiertos de X). Para cada
elemento V ∈ Un, de�na

D(V ) = {int(f(U)) : U ∈ Bn+1(V )}

y consideremos a la colección E(V ) = {W ∈ D(V ) : W ⊆ V ∧ diám(W ) < 1
n+2}.

Sea Un+1(V ) una subcolección de E(V ) que sea fuertemente ajena maximal. De-
jamos al lector veri�car que el conjunto

⋃
Un+1(V ) es denso en V . De�namos

Un+1 =
⋃
V ∈Un Un+1(V ). Entonces Un+1 es una familia de abiertos no vacíos de Y

fuertemente ajena y
⋃
Un+1 es un subconjunto denso de Y .

Para cada W ∈ Un+1(V ) �je un elemento U(W ) ∈ Bn+1(V ) de modo que
W = int(f(U(W ))). De�na qn+1(W ) = U(W ) y Dn+1 =

⋃
V ∈Un{U(W ) : W ∈

Un+1(V )}. Es fácil probar que la familia Dn+1 también es fuertemente ajena y
que qn+1 : Un+1 → Dn+1 es una biyección. Por la forma en que hemos construido
a las familias Un+1 y Dn+1 y a la biyección qn+1, las colecciones y biyecciones:
U0, . . . ,Un+1,D0, . . . ,Dn+1, q0, . . . , qn+1 tienen las propiedades (a)-(d). Veri�care-
mos que también tienen la propiedad (e). Obviamente sólo falta probar (e) para
el caso en que i = n (para i < n ya es cierta la propiedad (e) por hipótesis de
recursión). Supongamos entonces que V ∈ Un, W ∈ Un+1 y W ⊆ V . Entonces por
la de�nición de Un+1 y al ser esta familia fuertemente ajena, W ⊆ V implica que
W ∈ Un+1(V ). Pero para W se �jo al elemento U(W ) ∈ Bn+1(V ) de modo que
W = int(f(U(W ))) y se de�nió qn+1(W ) = U(W ). Pero al ser U(W ) un elemento
de Bn+1(V ) por la de�nición de este último conjunto se tiene que U(W ) ⊆ qn(V ),
por lo cual, qn+1(W ) ⊆ qn(V ) lo que termina la prueba de que se tiene la propiedad
(e).

Por el método de recursión tenemos de�nidas a las sucesiones U0, . . . , Un, . . . ,
D0, . . . , Dn, . . . , q0, . . . , qn, . . . que tienen las anteriores propiedades (a)-(e) para
cada n ∈ ω.

Consecuentemente, la sucesión U0, . . . ,Un, . . . tiene las propiedades (1)-(4). Así
que para terminar la prueba de la a�rmación 1 bastará probar que también tiene la
propiedad (5): supongamos que {Vn : n ∈ ω} es una colección de abiertos no vacíos
de Y tal que Vn+1 ⊆ Vn para cada n ∈ ω. Si Ui = qi(Vi) ∈ Bi para cada i ∈ ω,
entonces se sigue de (e) que Ui+1 = qi+1(Vi) ⊆ qi(V ) = Ui, es decir, Ui+1 ⊆ Ui
para cada i ∈ ω. Como la sucesión {Bi : i ∈ ω} es una sucesión pseudocompleta
de π-bases de X y X es pseudocompleto, existe x ∈

⋂
i∈ω Ui. Como f(Ui) ⊆ Vi

para cada i, tenemos que f(x) ∈
⋂
i∈ω Vi+1 ⊆

⋂
i∈ω Vi. Por lo tanto, U0, . . . ,Un, . . .

tiene la propiedad (5), lo que termina la prueba de la a�rmación 1. �

El enunciado de la a�rmación 1 que acabamos de probar es muy parecido al de
la a�rmación 1 de la prueba del corolario 3.15 (tomando a X como Y ). En dicho
corolario se usa la a�rmación 1 para probar la a�rmación 2 en la que se muestra
que el subespacio

⋂
n∈ω

⋃
Un es un subespacio denso �ech-completo del espacio

X. En dicha prueba se usa que X es un espacio de Baire al ser pseudocompleto.
En nuestro caso para poder probar que el subespacio

⋂
n∈ω

⋃
Un es denso en Y

procedemos de la siguiente forma:

Suponga que A es un subconjunto abierto no vacío de Y . Fijemos x ∈ A y
r > 0 tal que B(x, r) ⊆ A. Fijemos también n ∈ ω \ {0} de tal modo que 2

n < r.
Debido a que la colección

⋃
Un es un subconjunto denso de Y , existe U ∈ Un tal

que U ∩ B(x, r) 6= ∅. Resulta que U ⊆ B(x, 2
n ) ⊆ B(x, r) ⊆ A. Efectivamente,
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�je z ∈ U ∩ B(x, r) y considere y ∈ U un elemento cualquiera, entonces d(y, x) 6
d(y, z) + d(z, x) 6 diám(U) + d(z, x) < 1

n + 1
n . Entonces y ∈ B(x, 2

n ). Denotemos
ahora Un = U . Aplicando la propiedad (4) de la a�rmación 1 podemos garantizar
la existencia de elementos U0 ∈ U0, U1 ∈ U1, . . . , Un−1 ∈ Un−1, Un = U ∈ Un tales
que

Un ⊆ Un ⊆ Un−1 ⊆ Un−1 ⊆ Un−2 ⊆ · · · ⊆ U1 ⊆ U1 ⊆ U0.

Ahora bien, debido a que
⋃
Un+1 es un subconjunto denso de Y , existe Un+1 ∈ Un+1

tal que Un+1 ∩ Un 6= ∅. De nuevo, por la propiedad (4) de la a�rmación 1, existe
V ∈ Un tal que Un+1 ⊆ V . Pero por la propiedad (1) de la misma a�rmación 1, si
Un 6= V , entonces necesariamente Un∩V = ∅, lo que contradice que Un+1∩Un 6= ∅.
Consecuentemente, V = Un y por ello Un+1 ⊆ Un.

Siguiendo de esta manera, por recursión, tenemos construido un remolino {Uk :
k ∈ ω} tal que Uk ∈ Uk para cada k. Por la propiedad (5) de la a�rmación 1,
podemos �jar x ∈

⋂
k∈ω Uk. Claramente x ∈

(⋂
n∈ω

⋃
Un
)
∩U ⊆

(⋂
n∈ω

⋃
Un
)
∩A.

Por lo tanto,
⋂
n∈ω

⋃
Un es denso en Y .

Repitiendo ahora la prueba de la segunda parte de la a�rmación 2 del corolario
3.15 podemos concluir que el subespacio

⋂
n∈ω

⋃
Un es un subespacio denso �ech-

completo del espacio Y . �

El siguiente corolario da una respuesta positiva parcial al problema abierto 4.1.

Corolario 4.5. Toda imagen continua, metrizable y débilmente abierta de un es-
pacio pseudocompleto es un espacio pseudocompleto.

En particular, las imágenes continuas, metrizables y abiertas (o casi-abiertas)
de espacios pseucompletos son espacios pseudocompletos.

5. Los espacios Cp(X)

En esta sección presentamos otro resultado de Tkachuk que da una respuesta
parcial positiva al problema 4.1. Para presentar adecuadamente este resultado es
necesario introducir a los espacios de funciones Cp(X) y demostrar varias propiedades
�básicas� de estos espacios topológicos. El lector interesado en profundizar en el
estudios de las propiedades de los espacios Cp(X) puede consultar los libros [1], [4],
[5], [6] y [7].

En esta parte todos los espacios se suponen espacios Tychono�.
Si X es un espacio topológico, entonces el espacio topológico Cp(X) es el con-

junto C(X) = {f : X → R : f es continua en X} equipado con la topología de
subespacio respecto del producto topológico RX . La topología del espacio Cp(X)
es llamada topología de la convergencia puntual.

Como es bien sabido, la topología producto de RX tiene como una subbase
a la colección S =

⋃
x∈X{π−1

x [U ] : U es un abierto de R} donde πx : RX → R
es la función proyección cuya regla de asociación esta dada por πx(f) = f(x)
(como S es una subbase de la topología producto, cada función πx es continua).
Consecuentemente, la familia de todos los subconjuntos de Cp(X) de tipo:

(7.1) [x1, . . . , xn;U1, . . . , Un] =
( n⋂
i=1

π−1
xi [Ui]

)
∩ Cp(X)
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donde x1, . . . , xn ∈ X y U1, . . . , Un son subconjuntos abiertos de R, es una base de
la topología de Cp(X). Es muy sencillo darse cuenta que

[x1, . . . , xn;U1, . . . , Un] = {f ∈ Cp(X) :
(
∀ i ∈ {1, . . . , n}

) (
f(xi) ∈ Ui

)
}.

Si f ∈ Cp(X) es un elemento cualquiera, entonces una base local para f en el
espacio Cp(X) es la colección de todos los conjuntos de la forma:

[f ;x1, . . . , xn; ε] = [x1, . . . , xn; (f(x1)− ε, f(x1) + ε), . . . , (f(xn)− ε, f(xn) + ε)],

aquí (f(xi)−ε, f(xi)+ε) es el intervalo abierto de R de extremos f(xi)−ε < f(xi)+ε
donde ε > 0. Note que

[f ;x1, . . . , xn; ε] = {g ∈ Cp(X) :
(
∀ i ∈ {1, . . . , n}

) (
|f(xi)− g(xi| < ε

)
}.

La siguiente proposición reune cuatro propiedades de los espacios de funciones
Cp(X) que usaremos más adelante.

Proposición 5.1. Sea X un espacio Tychono�.
(1) Cp(X) es un subespacio denso de RX .
(2) Cp(X) = RX si y sólo si X es un espacio discreto.
(3) Si existe un subespacio compacto K de Cp(X) con χ(K,Cp(X)) 6 ω,

entonces X es un espacio numerable.
(4) Si Cp(X) tiene un subespacio denso que es �ech-completo, entonces X es

discreto y numerable.

Demostración: (1) Considere un abierto básico no vacío
⋂n
i=1 π

−1
xi [Ui] de RX .

Fije un elemento g ∈
⋂n
i=1 π

−1
xi [Ui]. Entonces g(xi) ∈ Ui para cada i ∈ {1, . . . , n}.

Como X es un espacio Tychono�, existe f : X → R función continua tal que
f(xi) = g(xi) para cada i ∈ {1, . . . , n}. Entonces f ∈ Cp(X) ∩

(⋂n
i=1 π

−1
xi [Ui]

)
.

Esto muestra que Cp(X) es denso en RX .

(2) ⇒] Debemos probar que cualquier subconjunto de X es abierto. Sea A un
subconjunto cualquiera de X. Consideremos a la función χA : X → R dada por

χA(x) =

{
1 si x ∈ A
0 si x 6∈ A.

Como χA ∈ RX , χA ∈ Cp(X) por lo que es continua. Entonces A = χ−1
A ((0, 2)) es

un abierto de X.

⇐] Sea f ∈ RX un elemento cualquiera. Como X es discreto, f es una función
continua. Entonces f ∈ C(X). Por lo tanto, RX = Cp(X).

(3) Para cada abierto básico U = [x1, . . . , xn;U1, . . . , Un] de�nimos al soporte
de U como el conjunto sop(U) = {x1, . . . , xn}.

Fijemos una base de vecindades abiertas B = {Bn : n ∈ ω} de K en Cp(X).
Sea n ∈ ω un elemento arbitrario. Para cada f ∈ K existe un abierto básico
Uf de Cp(X) tal que f ∈ Uf ⊆ Bn. Como la colección {Uf : f ∈ K} es una
cubierta abierta deK yK es compacto, existe una colección �nita ft1 , . . . , ftmn ∈ K
tal que K ⊆ Vn = Uft1 ∪ · · · ∪ Uftmn . Observe que K ⊆ Vn ⊆ Bn. De�na
An = sop(Uft1 ) ∪ · · · ∪ sop(Uftmn ). Es claro que An es un conjunto �nito.

De�na ahora A =
⋃
n∈ω An. Claramente A es un subconjunto numerable de

X. Para terminar la prueba mostraremos que A = X. Suponga por el contrario
que existe x ∈ X \ A. De�na ex = πx � Cp(X). Entonces ex : Cp(X) → R es
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una función continua. Como K es compacto, ex(K) es un subconjunto compacto
de R y por ello acotado. Entonces existe r > 0 tal que ex(K) ⊆ (−r, r). Resulta
entonces que W = [x; (−r, r)] es un abierto básico de Cp(X) que contiene a K
(si g ∈ K es arbitraria, entonces g(x) = πx(g) = ex(g) ∈ (−r, r)). Luego, debe
existir n ∈ ω tal que K ⊆ Bn ⊆ W . Entonces Vn ⊆ W . Supongamos que Uft1 =

[x1, . . . , xk;O1, . . . , Ok]. Entonces Uft1 ⊆ W y {x1, . . . , xk} = sop(Uft1 ) ⊆ A.
Como X es un espacio Tychono� y x 6∈ {x1, . . . , xk}, existe una función continua
g : X → R tal que g(xi) = ft1(xi) ∈ Oi para cada i = 1, . . . , k y g(x) = r. Entonces
g ∈ Bn \W lo que contradice que B es una base de vecindades abiertas de K en
Cp(X). Esta contradicción muestra que X = A. Por lo tanto, X es un conjunto
numerable.

(4) Sea D un subespacio denso �ech-completo de Cp(X). Como Cp(X) es un
subespacio denso de RX , D es un subespacio denso �ech-completo de RX .

Si X no es un espacio discreto, entonces RX 6= Cp(X). Sea f ∈ RX \ Cp(X).
La función Tf : RX → RX dada por Tf (g) = g+f es un homeomor�smo. Entonces
Tf (D) y D son subespacios densos �ech-completos de RX . Pero Tf (D) ∩D = ∅3,
lo que contradice el inciso (2) del lema 2.2. Por lo tanto, X es un espacio discreto.

Veamos ahora que X es numerable. Considere un elemento cualquiera f ∈ D.
Por el inciso (1) del lema 2.2, existe un subespacio compacto K de D tal que
χ(K,D) 6 ω. ComoD es denso en Cp(X) yK es compacto, por 2.1, χ(K,Cp(X)) =
χ(K,D) 6 ω. Por el inciso (3) de esta proposición, X es numerable. �

De�nición 5.2. Si Y es un subespacio topológico de X, entonces se de�ne a la
función πY : Cp(X) → Cp(Y ) por medio de la regla: πY (f) = f � Y . La función
πY es llamada función restricción al subespacio Y .

A continuación enunciamos y probamos cuatro propiedades de las funciones
restricción. Recuerde que Y es C-encajado en X si para toda función continua
f : Y → R existe una función continua g : X → R tal que g � Y = f . Es fácil darse
cuenta que el hecho de que Y sea un subespacio C-encajado en X es equivalente a
decir que la función restricción πY : C(X) → C(Y ) es suprayectiva, sin necesidad
de considerar alguna topología en los conjuntos C(X) y C(Y ).

Proposición 5.3. Sean X un espacio topológico arbitrario y Y un subespacio cual-
quiera de X.

(1) πY : Cp(X) → Cp(Y ) es una función continua y πY (Cp(X)) es un sub-
espacio denso de Cp(Y ).

(2) πY : Cp(X)→ πY (Cp(X)) es una función casi-abierta.

Demostración: (1). Sea pY : RX → RY la proyección. Como Cp(X) es denso en
RX , el espacio πY (Cp(X)) = pY (Cp(X) es denso en RY y por lo tanto en Cp(Y ).

(2). Distinguiremos a los abiertos básicos de Cp(Y ) usando a Y como subíndice.

A�rmación. Si U = [x1, . . . , xn;U1, . . . , Un] es un abierto básico (no vacío) de
Cp(X), entonces existe un abierto V de πY (Cp(X)) tal que πY (U) ⊆ V ⊆ πY (U),
donde la cerradura es tomada en el subespacio πY (Cp(X)) de Cp(Y )

3Si existiera h ∈ D ∩ Tf (D), entonces podriamos �jar una función g ∈ D de modo que
h = Tf (g) = f + g. Como h, g ∈ D ⊆ Cp(X), tenemos que f = h− g ∈ Cp(X) lo que contradice

la elección de f .
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Demostración de la a�rmación: Tenemos los siguientes casos para el conjunto
{x1, . . . , xn}.
Caso (A). Existe l ∈ N, con 1 6 l < n, tal que {x1, . . . , xl} ⊆ Y y {xl+1, . . . , xn} ⊆
X \ Y .

De�namos V = [x1, . . . , xl;U1, . . . , Ul]Y ∩ πY (Cp(X)). El conjunto V es un
abierto del subespacio πY (Cp(X)). Además, πY (U) ⊆ V . Veamos que V ⊆ πY (U).

Supongamos que f ∈ V es un elemento arbitrario y supongamos que W es
un abierto cualquiera de πY (Cp(X)) que contiene a f . Fijemos un abierto básico
[y1, . . . , ym;W1, . . . ,Wm]Y de Cp(Y ) de modo que

f ∈ [y1, . . . , ym;W1, . . . ,Wm]Y ∩ πY (Cp(X)) ⊆W.
Sabemos que f(xi) ∈ Ui para cada i = 1, . . . , l y que f(yj) ∈ Wj para toda
j = 1, . . . ,m. Fijemos elementos rt ∈ Ut para cada t = l+ 1, . . . , n. Como X es un
espacio de Tychono�, existe una función g ∈ Cp(X) tal que:

• g(xi) = f(xi) para cada i = 1, . . . , l,
• g(yj) = f(yj) para cada j = 1, . . . ,m,
• g(xt) = rt para cada t = l + 1, . . . , n.

Entonces g ∈ U y πY (g) ∈
(
[y1, . . . , ym;W1, . . . ,Wm]Y ∩ πY (Cp(X))

)
∩ V . Conse-

cuentemente, W ∩πY (U) 6= ∅. Como W es un abierto arbitrario de πY (Cp(X)) que
contiene a f , tenemos que f ∈ πY (U). Lo que muestra que V ⊆ πY (U).

Caso (B). {x1, . . . , xn} ⊆ Y .
De�namos V = [x1, . . . , xn;U1, . . . , Un]Y ∩ πY (Cp(X)). El conjunto V es un

abierto del subespacio πY (Cp(X)). Además, πY (U) ⊆ V . Veamos que V ⊆ πY (U).
Supongamos que f ∈ V es un elemento arbitrario y supongamos que W es

un abierto cualquiera de πY (Cp(X)) que contiene a f . Fijemos un abierto básico
[y1, . . . , ym;W1, . . . ,Wm]Y de Cp(Y ) de modo que

f ∈ [y1, . . . , ym;W1, . . . ,Wm]Y ∩ πY (Cp(X)) ⊆W.
Sabemos que f(xi) ∈ Ui para cada i = 1, . . . , l y que f(yj) ∈ Wj para toda
j = 1, . . . ,m. Como X es un espacio de Tychono�, existe una función g ∈ Cp(X)
tal que:

• g(xi) = f(xi) para cada i = 1, . . . , l,
• g(yj) = f(yj) para cada j = 1, . . . ,m,

Entonces g ∈ U y πY (g) ∈
(
[y1, . . . , ym;W1, . . . ,Wm]Y ∩ πY (Cp(X))

)
∩ V . Conse-

cuentemente, W ∩πY (U) 6= ∅. Como W es un abierto arbitrario de πY (Cp(X)) que
contiene a f , tenemos que f ∈ πY (U). Lo que muestra que V ⊆ πY (U). �

En resumen, por la a�rmación anterior, para cualquier abierto básico no vacío
U de Cp(X) existe un abierto V (U) de πY (Cp(X)) tal que

πY (U) ⊆ V (U) ⊆ πY (U).

Para �nalizar la prueba del inciso (2) consideremos un abierto no vacío arbitrario
W de Cp(X). Como los abiertos de tipo (7.1) forman una base de Cp(X), existe una
familia U de abiertos de tipo (7.1) tal queW =

⋃
U∈U U . Por la a�rmación anterior

podemos �jar para cada U ∈ U un abierto V (U) de πY (Cp(X)) tal que πY (U) ⊆
V (U) ⊆ πY (U). De�na V =

⋃
U∈U V (U). Entonces πY (W ) =

⋃
U∈U πY (U) ⊆ V ⊆⋃

U∈U πY (U) ⊆ πY (W ). Por lo tanto, πY es una función casi-abierta. �
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El siguiente lema es fundamental para demostrar dos de los principales resul-
tados de esta sección.

Lema 5.4. Si todo subconjunto numerable de un espacio X es cerrado y C-encajado,
entonces el espacio de funciones Cp(X) es pseudocompleto.

Demostración: Primero demostremos la siguiente a�rmación.

A�rmación. Existe una sucesión {Qn : n ∈ ω} de subconjuntos densos nume-
rables ajenos dos a dos de R.
Demostración de la a�rmación: De�na Q0 = Q. Supongamos que tenemos cons-
truidos a Q0, . . . ,Qn subconjuntos densos numerables de R que son ajenos dos a
dos. De�namos D = Q0 ∪ · · · ∪ Qn. El conjunto D es numerable. Como R es un
espacio métrico completo, R \ D es un subconjunto denso de R. Pero siendo R
segundo-numerable, R\D también lo es. Por lo que R\D es separable. Fijemos un
subconjunto denso numerable Qn+1 del subespacio R \D. Como Qn+1 es denso en
R\D y R\D es denso en R, tenemos que Qn+1 es un subconjunto denso numerable
de R que es ajeno de cada conjunto Q0, . . . ,Qn. Esto termina la construcción
del conjunto Qn+1. Por el método de recursión tenemos construida a la sucesión
deseada. �

De�na An = {(a, b) : a, b ∈ Qn ∧ a < b < a + 1
n+1} para cada n ∈ ω ((a, b)

denota al intervalo abierto de R de extremos a y b).
Para cada n ∈ ω, cada subconjunto �nito K de X y cada función u : K → An,

de�na [u,K] = {f ∈ Cp(X) :
(
∀x ∈ K

) (
f(x) ∈ u(x)

)
}. Resulta que cada familia

Bn = {[u,K] : K ⊆ X es �nito no vacío ∧ u : K → An es una función}
es una π-base para Cp(X). Efectivamente, es fácil probar que los elementos de Bn
son abiertos no vacíos de Cp(X) (de hecho son conjuntos de tipo (7.1)). Considere
ahora un abierto básico no vacío U = [x1, . . . , xk;U1, . . . , Uk] de Cp(X) y sea f ∈ U
un elemento arbitrario. Existe ε > 0 tal que (f(xi) − ε, f(xi) + ε) ⊆ Ui para
cada i = 1, . . . , k. Fije m ∈ ω con m > n y 1

m < ε. Como Qn es denso, existe
ai ∈ Qn ∩ (f(xi) − 1

m+1 , f(xi)) para cada i. Usando de nuevo la densidad de Qn

�je un elemento bi ∈ Qn ∩ (f(xi), ai + 1
m+1 ) para cada i. De�na K = {x1, . . . , xk}

y u : K → An por medio de la regla: u(xi) = (ai, bi). Entonces f ∈ [u,K] ∈ Bn y
[u,K] ⊆ U . Por lo tanto, Bn es una π-base de Cp(X) (note que de hecho se probó
que Bn es una base).

Demostraremos ahora que la sucesión {Bn : n ∈ ω} es una sucesión pseudo-
completa de π-bases para Cp(X), lo que terminará la prueba de que Cp(X) es un
espacio pseudocompleto. Para esto necesitamos la siguiente a�rmación.

A�rmación 2. Si n 6= m, [u,K] ∈ Bn, [v, L] ∈ Bm y [u,K] ⊆ [v, L], entonces
L ⊆ K y u(z) ⊆ v(z) para cada z ∈ L.
Demostración de la a�rmación: Supongamos por el contrario que L 6⊆ K. Fijemos
z ∈ L \ K. Fije un elemento rx ∈ u(x) para cada x ∈ K y �je también un
elemento r ∈ R \ v(z). Como X es un espacio Tychono�, existe una función
continua g : X → R tal que g(x) = rx para cada x ∈ K y g(z) = r. Entonces
g ∈ [u,K] \ [v, L], lo que contradice que [u,K] ⊆ [v, L]. Por lo tanto, L ⊆ K.

Primero veamos que u(z) ⊆ v(z) para cada z ∈ L. Si ocurriera que existe
z ∈ L de modo que u(z) 6⊆ v(z), entonces existe r ∈ u(z) \ v(z). Fije para cada
x ∈ K \ {z} un elemento rx ∈ u(x). Como X es Tychono�, existe una función
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continua h : X → R tal que h(x) = rx para cada x ∈ K \ {z} y h(z) = r.
Entonces h ∈ [u,K] \ [v, L], lo que contradice que [u,K] ⊆ [v, L]. Así, u(z) ⊆ v(z)
para cada z ∈ L. Considere ahora un elemento cualquiera z ∈ L. Por lo antes
probado, u(z) ⊆ v(z). Debido a que u(z) = (a, b) para algunos a, b ∈ Qn, a que
v(z) = (c, d) para algunos c, d ∈ Qm y a que Qn ∩ Qm = ∅, tenemos que a, b 6∈ Qm.
Así, (a, b) = u(z) ⊆ v(z) = (c, d) implica que (a, b) = [a, b] ⊆ (c, d), es decir,
u(z) ⊆ v(z). �

Probemos ahora sí que {Bn : n ∈ ω} es una sucesión pseudocompleta para
Cp(X). Sea {Un : n ∈ ω} una familia de abiertos no vacíos tales que Un+1 ⊆ Un
y Un ∈ Bn para cada n ∈ ω. Supongamos que Un = [un,Kn] para cada n. Por la
a�rmación anterior, Kn ⊆ Kn+1.

Consideremos un elemento cualquiera z ∈
⋃
n∈ωKn. Sea m = mín{n ∈ ω : z ∈

Kn}. Entonces z ∈ Kn para toda n > m. Por la a�rmación 2 podemos concluir
que {un(z) : n > m} es una familia de intervalos abiertos acotados de R tal que:

• Un+1(z) ⊆ un+1(z) ⊆ Un(z) para cada n > m,
• limn→∞ diám(un+1(z)) = 0

Como R es métrico completo, tenemos que
⋂
n>m Un+1(z) 6= ∅. Entonces existe

ez ∈
⋂
n>m Un+1(z) ⊆

⋂
n>m Un(z).

Note ahora que para cualquier subconjunto numerable A de X, cualquier sub-
conjunto B de A es numerable y por ello es cerrado en X. Entonces todos los
subconjuntos de A son subconjuntos cerrados de X y por ello son cerrados en A
con la topología de subespacio respecto de X. Consecuentemente, como subespacio
de X, cualquier subconjunto numerable de X es cerrado y discreto.

En particular, el conjunto E =
⋃
n∈ωKn es un subconjunto cerrado y discreto

de X. De�namos h : E → R por medio de h(z) = ez para todo z ∈ E. Como
E es discreto, la función h es continua. Y como E es numerable, entonces E es
C-encajado en X, luego existe g : X → R continua tal que g � E = h. Note ahora
que para cualquier n ∈ ω y cualquier z ∈ Kn, g(z) = h(z) = ez ∈ un(z). Entonces
g ∈ [un,Kn] = Un. Consecuentemente, g ∈

⋂
n∈ω Un. Lo que termina la prueba de

que {Bn : n ∈ ω} es una sucesión pseudocompleta para Cp(X). �

El siguiente resultado debido a Tkachuk es una respuesta parcial positiva al
problema 4.1.

Proposición 5.5. Si Y es un espacio pseudocompleto y φ : Y → Cp(X) es una
función continua, abierta y suprayectiva, entonces Cp(X) es un espacio pseudocom-
pleto.

Demostración: Usaremos el lema 5.4, así que debemos probar que cualquier sub-
conjunto numerable de X es cerrado y C-encajado en X.

Primero probaremos que los subconjuntos numerables son discretos, resultado
que nos ayudará a demostrar que son cerrados.

Sea A cualquier subconjunto numerable de X. Por el inciso (2) de la proposi-
ción 5.3 la función πA : Cp(X) → πA(Cp(X)) es una función casi-abierta. En-
tonces la composición πA ◦φ : Z → πA(Cp(X)) también es una función casi-abierta
(por el lema 4.3). Como A es numerable, RA es un espacio metrizable. Entonces
πA(Cp(X)) también es un espacio metrizable. Aplicando el lema 4.4 podemos
concluir que πA(Cp(X)) es un espacio metrizable pseudocompleto. Por el coro-
lario 3.15, πA(Cp(X)) tiene un subespacio D denso �ech completo. Debido a que
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πA(Cp(X)) es denso en Cp(A), concluimos que Cp(A) tiene un subespacio denso
�ech-completo. Consecuentemente, por el inciso (4) de la proposición 5.1, A es
discreto (y numerable).

Demostremos ahora sí que todo subconjunto numerable es cerrado.
Suponga que A ⊆ X es un conjunto numerable arbitrario, si A no fuese un

conjunto cerrado, entonces podemos �jar un elemento x ∈ A \A. Como A∪ {x} es
un conjunto numerable, por lo antes demostrado podemos concluir que A ∪ {x} es
un subespacio discreto de X, pero esto contradice que x ∈ A. Por lo tanto, A es
cerrado en X.

Para �nalizar demostraremos que cualquier subconjunto numerable de X es
C-encajado en X.

Note que si A un subconjunto numerable de X, para probar que A es C-
encajado en X bastará demostrar que πA(Cp(X)) = Cp(A). Pero ya hemos de-
mostrado que los subconjuntos numerable de X son discretos, entonces Cp(A) =
RA. Así que bastará probar que πA(Cp(X)) = RA para cualquier subconjunto
numerable A.

Suponga que existe un conjunto numerable A para el cual no es cierto que
πA(Cp(X)) = RA. Fijemos h ∈ RA \ πA(Cp(X)). Entonces la función traslación
Th : RA → RA dada por th(f) = f + h es un homeomor�smo. Consecuente-
mente Th(πA(Cp(X))) es homeomorfo a πA(Cp(X)). Además Th(πA(Cp(X))) ∩
πA(Cp(X)) = ∅ porque si existiera g ∈ Th(πA(Cp(X)))∩πA(Cp(X)), entonces exis-
te f ∈ πA(Cp(X)) tal que g = th(f) = f + h. Entonces h = f − g y es fácil
comprobar g − f ∈ πA(Cp(X)). Por lo que h = g − f ∈ πA(Cp(X)) lo que con-
tradice la elección de h. Ahora bien, por lo que probamos líneas arriba, el espacio
πA(Cp(X)) tiene un subespacio denso D que es �ech-completo y además es denso
en Cp(A) = RA. Entonces RA tiene dos subespacios densos �ech-completos ajenos,
a saber, D y Th(D), lo que contradice el inciso (2) del lema 2.2. Por lo tanto,
πA(Cp(X)) = RA. Es decir, A es C-encajado en X.

Como todo subconjunto numerable de X es cerrado y C-encajado, por el lema
5.4 el espacio Cp(X) es pseudocompleto. �

El lema 5.4 muestra que la propiedad �todos los subconjuntos numerables de
un espacio X son cerrados y C-encajados� implica la pseudocompletitud del espacio
de funciones Cp(X). Lo interesante es que esta propiedad de hecho la caracteriza.
Efectivamente, si Cp(X) es pseudocompleto y A es cualquier subconjunto numera-
ble de X, entonces por inciso (2) de la proposición 5.3 la función πA : Cp(X) →
πA(Cp(X)) es una función casi-abierta. Con esto tenemos que πA(Cp(X)) es un
espacio metrizable pseudocompleto. Ahora usamos el mismo argumento que se
usó en la demostración de la proposición 5.5 para concluir que A es cerrado y
C-encajado. De esta manera, llegamos al siguiente resultado.

Proposición 5.6. Las siguientes condiciones son equivalentes para cualquier es-
pacio Tychono�.

(1) Cp(X) es un espacio pseudocompleto.
(2) Todo subconjunto numerable de X es cerrado y C-encajado.
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1. Introducción

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacío. Un hiperes-
pacio de un continuo es una familia de subconjuntos cerrados del continuo con una
propiedad en común. Dado un continuo X, existe una gama amplia de estudios
sobre el hiperespacio de subconjuntos cerrados y no vacíos de X y del hiperes-
pacio de subcontinuos de X, estos hiperespacios son denotados por 2X y C(X),
respectivamente. En 1942, J. L. Kelley introduce la propiedad de Kelley en con-
tinuos como la propiedad 3.2 en [9, pág. 26], usa esta propiedad para estudiar la
contractibilidad de hiperespacios (véase [16, Capítulo XVI] y [8, págs. 167�172]).
Esta propiedad ha resultado de gran interés, incluso posee aplicaciones fuera de la
Teoría de los hiperespacios. En 1977, R. W. Wardle realiza un estudio sistemático
de la propiedad de Kelley y presentó en [24] una serie de resultados importantes
los cuales, desde entonces, han sido objeto de estudio en busca de generalizaciones
de los mismos. En 1999, W. Makuchowski usa la propiedad de Kelley para mostrar
que varias de�niciones de conexidad local son equivalentes en el hiperespacio C(X)
de un continuo X que tienen la propiedad de Kelley. En 2006, G. Acosta recopila
algunos resultados acerca de la propiedad de Kelley y la contractibilidad de hiperes-
pacios en [1].

Por otro lado, en 1978, Sam B. Nadler, Jr. [16, pág. 601] propone estudiar la
familia de subconjuntos de un continuo X que son arcos, este hiperespacio se de�ne
y se denota por A(X) = {A ⊂ X : A es un arco en X}. En 1999, Adrián Soto [20]
retoma este tema y considera el hiperespacio de arcos y singulares de un continuo
X, el cual se de�ne y se denota por M(X) = A(X) ∪ {{x} : x ∈ X}. En ese
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trabajo se obtienen propiedades de M(X) cuando el continuo X es un dendroide.
En 2002, Alejandro Illanes [5] da una caracterización de las dendritas en términos
del hiperespacio de arcos y singulares.

En 2016, Iván Serapio, en su tesis de maestría [19, De�nición 2.68], aporta el
concepto de punto medio para cada elemento del hiperespacio M(X) y, con esto, se
define la función punto medio [19, De�nición 2.71], denotada por Pµ donde µ es una
función de Whitney, que asigna a cada elemento A de M(X) su único punto medio
Pµ(A) ∈ X con respecto de µ. En paralelo, también estudia la función de puntos
extremos [19, De�nición 2.19], la cual asigna a cada elemento A deM(X) el conjunto
de puntos extremos de A. Entre 2016 y 2019, María de Jesús López, Patricia Pelli-
cer Covarrubias e Iván Serapio [10, 11, 12] obtienen numerosos resultados que se
desprenden de [19].

En 2018, José Luis Suárez López, presenta en su tesis de maestría [22] un estu-
dio sobre cuándo la función punto medio y la función de puntos extremos en con-
tinuos son funciones casi monótonas, atómicas, fuertemente monótonas, libremente
descomponibles y fuertemente libremente descomponibles. Como consecuencia, se
obtienen dos caracterizaciones: una para los continuos libres de arcos y otra para
las dendritas (esta parte se encuentra publicada en [13]). Además, Suárez López
demuestra que existe una función continua, suprayectiva y fuertemente localmente
inyectiva entre [0, 1] y una grá�ca �nita X, la cual se utiliza para probar que existe
una compactación métrica del intervalo (0, 1], digamos Y , cuyo residuo es homeo-
morfo a X tal que cualquier función punto medio es continua en el hiperespacio de
arcos y singulares M(Y ).

En 2020, José Luis Suárez López, propone estudiar las familias siguientes: Da-
dos un continuo X y un punto p ∈ X, consideramos los elementos A ∈ M(X) que
tienen al punto p, esta colección es denotada por Arcos(p,X), y es llamado hiperes-
pacio de arcos en X anclados en el punto p. Por otro lado, dada una función de
Whitney µ, para cada punto p ∈ X, consideramos los elementos A ∈M(X) para los
cuales Pµ(A) = p, denotamos este conjunto por Medioµ(p,X), llamado el hiperes-
pacio de arcos en X con punto medio p. En 2023, Mauricio Chacón Tirado, María
de Jesús López y José Luis Suárez López, muestran en [2], los modelos geométricos
de Arcos(p,X) y los modelos geométricos de Medioµ(p,X), para X arco, X curva
cerrada simple, y X triodo simple.

Inspirado naturalmente en la propiedad de Kelley y las familias Arcos(p,X) y
Medioµ(p,X), José Luis Suárez López, propone en su proyecto de tesis doctoral
[23], estudiar las siguientes propiedades: Dados un continuo X y p ∈ X, diremos
que X tiene la propiedad de Kelley por arcos, si para cada punto p ∈ X, para
cada sucesión {pn}n∈N convergente a p y para cada A ∈ Arcos(p,X), existe una
sucesión {An}n∈N convergente a A tal que An ∈ Arcos(pn, X), para cada n ∈ N.
Por otro lado, dada una función de Whitney µ para C(X), diremos que X tiene
la propiedad de Kelley por medios respecto de µ, si para cada punto p ∈ X, para
cada A ∈ Medioµ(p,X) y para cada sucesión {pn}n∈N convergente a p, existe una
sucesión {An}n∈N convergente a A tal que An ∈Medioµ(pn, X), para cada n ∈ N.

Además de esta introducción, este capítulo consta de 4 secciones. En la sección
2 recopilamos los conceptos necesarios para el desarrollo de este trabajo. En la sec-
ción 3, mostramos resultados acerca de la propiedad de Kelley por arcos, mostramos
que los arcos y las curvas cerradas simples tienen la propiedad de Kelley por arcos
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(Teoremas 3.7 y 3.8, respectivamente), mientras que los continuos que contienen un
n-odo simple libre no la tienen (Teorema 3.12), con estos resultados caracterizamos
al arco y a la curva cerrada simple dentro de la clase de las grá�cas �nitas (Teo-
rema 3.14). Por último, caracterizamos al arco dentro de la clase de las dendritas
(Teorema 3.15). En la sección 4, mostramos resultados acerca de la propiedad de
Kelley por medios con respecto de µ, mostramos que los arcos y las curvas cerradas
simples tienen la propiedad de Kelley por medios con respecto de µ (Teoremas 4.8
y 4.10, respectivamente), mientras que los continuos que contienen un n-odo simple
libre no tiene dicha propiedad (Proposición 4.11); usamos estos resultados para ca-
racterizar al arco y la curva cerrada simple dentro de la clase de las grá�cas �nitas
(Teorema 4.13). Finalizamos la sección mostrando que el arco es la única dendrita
que tiene la propiedad de Kelley por medios con respecto de µ (Teorema 4.14). En
la sección 5, mostramos las relaciones que existen entre los conceptos de: propiedad
de Kelley, propiedad de Kelley por arcos y propiedad de Kelley por medios con res-
pecto de µ. Más precisamente, mostramos que la propiedad de Kelley no implica
la propiedad de Kelley por arcos (Ejemplo 5.1); la propiedad de Kelley por arcos
no implica la propiedad de Kelley (Ejemplo 5.2); la propiedad de Kelley no implica
la propiedad de Kelley por medios con respecto de µ; la propiedad de Kelley por
medios con respecto de µ no implica la propiedad de Kelley por arcos y tampoco
implica la propiedad de Kelley (Ejemplo 5.5). Por último, concluimos este trabajo
citando de manera natural la siguiente pregunta.

Dado un continuo X ¾Si X tiene la propiedad de Kelley por arcos, entonces X
tiene la propiedad de Kelley por medios?

2. Preliminares

Nuestro trabajo se desarrolla en la teoría de continuos y sus hiperespacios. Un
continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacío. Como primeros
ejemplos de continuos tenemos:

(1) un arco el cual es un espacio homeomorfo al intervalo cerrado [0, 1];
(2) una curva cerrada simple es un espacio homeomorfo a la circunferencia

unitaria S1 en el plano Euclidiano;
(3) un triodo simple es un espacio homeomorfo a {(x, 0) ∈ R2 : x ∈ [−1, 1]}∪

{(0, y) ∈ R2 : y ∈ [0, 1]}, al punto (0, 0) lo llamaremos vértice del triodo simple.

Sean X un espacio topológico, A ⊆ X y β un número cardinal. Diremos que
el punto p tiene orden menor o igual que β en X, lo cual se denotará por
ord(p,X) 6 β, si para cada subconjunto abierto U de X con p ∈ U , existe un
subconjunto abierto V de X tal que p ∈ V ⊆ U y |frX(V )| 6 β, donde frX(V )
es la frontera de V en X. El punto p es de orden β en X, lo cual denotaremos
por ord(p,X) = β, si ord(p,X) 6 β y ord(p,X) 66 α para cualquier α < β. Ahora,
diremos que:

(i) El punto p es un punto extremo de X, si ord(p,X) = 1. El conjunto de
puntos extremos de X lo denotamos por E(X).

(ii) El punto p es un punto ordinario de X, si ord(p,X) = 2. El conjunto de
puntos ordinarios de X lo denotamos por O(X).

(iii) El punto p es un punto de rami�cación de X, si ord(p,X) > 3. El
conjunto de puntos de rami�cación lo denotamos por R(X).
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Un espacio topológico X es localmente conexo en un punto p ∈ X, si para
cada abierto U de X que contiene a p, existe un abierto y conexo de X, V , tal que
p ∈ V ⊂ U . Diremos que X es localmente conexo si es localmente conexo en
cada uno de sus puntos.

Una dendrita es un continuo localmente conexo que no contiene curvas cerra-
das simples.

Una grá�ca �nita es un continuo que se puede representar como la unión
de un número �nito de arcos tales que cualesquiera dos de ellos son ajenos o se
intersectan en alguno de sus puntos extremos.

Los hiperespacios de un continuo X son colecciones de subconjuntos de X que
satisfacen una propiedad dada. Los más conocidos son los siguientes:

2X = {A ⊂ X : A es no vacío y cerrado en X}
y

C(X) = {A ∈ 2X : A es conexo},
estos son conocidos como el hiperespacio de subconjuntos cerrados y no vacíos de
X y el hiperespacio de subcontinuos de X, respectivamente. A la colección 2X se le
dota de lamétrica de Hausdor�, que a continuación definimos: sean d la métrica
del continuo X, A ∈ 2X y ε > 0, se define la nube de radio ε alrededor de A, la
cual denotamos por N(ε,A) = {x ∈ X : existe a ∈ A tal que d(x, a) < ε}. Ahora,
se define la función H : 2X × 2X → [0,∞) como

H(A,B) = inf{ε > 0 : A ⊂ N(ε,B) y B ⊂ N(ε,A)},

para cada A,B ∈ 2X . En [8, Teorema 2.2] se prueba que H es una métrica para 2X .
Luego, C(X) es considerado como subespacio de 2X . También se ha considerado el
hiperespacio

Fn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n elementos},

para cada n ∈ N, conocido como el n-ésimo producto simétrico del continuo X, así
Fn(X) también es considerado como subespacio de 2X .

En [8] y [16] se cuenta con un amplio estudio de las propiedades básicas de los
hiperespacios 2X , C(X) y Fn(X), de un continuo X. Por ejemplo, en [16, Teorema
(1.13)] se demuestra que si X es un continuo, entonces 2X también es un continuo.

Una de las herramientas más usadas en la teoría de los hiperespacios de conti-
nuos son las funciones de Whitney. Estas funciones son parte esencial para definir
uno de nuestros hiperespacios, ente importante de nuestro trabajo: el hiperespacio
de arcos contenidos en el continuo X que tienen como punto medio a p.

Dado un continuo X, una función de Whitney para C(X) es una función
continua µ : C(X)→ [0,∞) que satisface dos condiciones:

(1) para cada x ∈ X, se tiene que µ({x}) = 0,

(2) si A,B ∈ C(X) y A ( B, entonces µ(A) < µ(B).

En [8, Teorema 13.4] se prueba el siguiente resultado:

Teorema 2.1. Si X es un continuo, entonces existe una función de Whitney para
el hiperespacio C(X).
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Para X y Y continuos y una función continua h : X → Y , se de�ne la función
inducida C(h) : C(X)→ C(Y ) como sigue: C(h)(A) = h(A), para cada A ∈ C(X).
Si h es un homeomor�smo, entonces la función inducida C(h) es un homeomor�smo,
[21, Lema 2.3].

Lema 2.2. Sean X y Y continuos. Si h : X → Y es un homeomor�smo y µ :
C(X) → [0,∞) una función de Whitney, entonces µ ◦ C(h)−1 : C(Y ) → [0,∞) es
una función de Whitney.

Demostración: Como h es un homeomor�smo, sabemos que C(h)−1 : C(Y ) →
C(X) es un homeomor�smo, así µ ◦ C(h)−1 : C(Y ) → [0,∞) es una función con-
tinua. Basta probar que se cumplen las condiciones (1) y (2) de la de�nición de
función de Whitney.

(1) Probaremos que µ ◦ C(h)−1({y}) = 0, para cada y ∈ Y . Sea y ∈ Y , note
que C(h)−1({y}) = {h−1(y)}, luego µ({h−1(y)}) = 0, ya que µ es una función de
Whitney. Se sigue que µ ◦ C(h)−1({y}) = 0.

(2) Sean A,B ∈ C(Y ) tales que A ( B. Como C(h)−1 es un homeomor�smo
tenemos que C(h)−1(A) ( C(h)−1(B) y como µ es una función de Whitney para
C(X), tenemos que µ◦C(h)−1(A) = µ(C(h)−1(A)) < µ(C(h)−1(B)) = µ◦C(h)−1(B).

Por lo tanto, µ ◦ C(h)−1 es una función de Whitney para C(Y ). �

En 2003, P. Pellicer Covarrubias introdujo en [18] los hiperespacios anclados
en un conjunto. Dados un continuo X y un subcontinuo A de X, se de�ne y se
denota el hiperespacio de los subcontinuos de X anclados en un continuo A como
el subespacio C(A,X) = {B ∈ C(X) : A ⊂ B}. En particular, cuando A = {p},
para un punto dado p ∈ X, lo denotamos por C(p,X) = {B ∈ C(X) : p ∈ B}.

En 1999, Adrián Ulises Soto, estudia en [20] acerca del hiperespacio de arcos
y singulares, el cual de�nimos a continuación:

De�nición 2.3. Para todo continuo X se de�nen los siguientes subespacios de
C(X):

A(X) = {A ∈ C(X) : A es un arco} y

M(X) = A(X) ∪ F1(X).

Estos espacios son el hiperespacio de arcos de X y el hiperespacio de

arcos y singulares de X, respectivamente.

En 2016, Iván Serapio de�ne la función de puntos extremos usando la siguiente
de�nición de puntos extremos para cada elemento de M(X).

De�nición 2.4. [10, De�nición 3.7] Dados un continuo X y L ∈ M(X) se de�ne
el conjunto de puntos extremos de L como:

E(L) =

 {p ∈ L
: p es un punto extremo de L}, si L ∈ A(X),

L, si L ∈ F1(X).

Observemos que E(L) es un conjunto de uno o dos puntos, es decir, E(L) ∈
F2(X). Consideremos la función E : M(X) → F2(X) que a cada elemento del
hiperespacio de arcos y singulares le asigna el conjunto de sus puntos extremos. A
esta función se le nombrará función de puntos extremos de X.
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Para una prueba del Teorema 2.5 puede ver [11, Teorema 5.3] o bien [19,
Teorema 3.41].

Teorema 2.5. Un continuo es una dendrita si y sólo si su función de puntos
extremos es un homeomor�smo.

También, en 2016 Iván Serapio introduce la función punto medio usando el
concepto de punto medio que citamos a continuación.

De�nición 2.6. [10, De�nición 4.1] Sean X un continuo, µ una función de Whit-
ney para C(X) y A un arco en X. Diremos que p ∈ X es un punto medio de A
respecto de µ, si existen K y L subcontinuos de A tales que A = K∪L, K∩L = {p}
y µ(K) = µ(L). En el caso en que A = {p}, diremos que p es el punto medio de A.

Teorema 2.7. [10, Teorema 4.6] Si A es un arco y µ es una función de Whitney
de�nida en C(A), entonces A admite un único punto medio respecto de µ.

Más aún, el punto medio de A respecto de µ no es punto extremo de A.

De�nición 2.8. [10, De�nición 4.8] Dados un continuo X y una función de Whit-
ney µ para C(X) consideramos la función Pµ : M(X) → X que asigna a cada
elemento de M(X) su único punto medio respecto de µ tal y como lo asegura el
Teorema 2.7. A esta función la llamaremos función punto medio de X respecto
de µ.

Siguiendo con esta temática y el estudio del hiperespacio de arcos y singu-
lares, recientemente en 2024, José Luis Suárez López en su tesis de doctorado [23]
introduce los siguientes hiperespacios.

De�nición 2.9. [23, De�nición 2.1] Sean X un continuo y un punto p ∈ X,
definimos y denotamos el hiperespacio de arcos en X anclados en el punto p
como el conjunto de todos los elementos de M(X) que tienen al punto p, es decir,

Arcos(p,X) = {A ∈M(X) : p ∈ A}.

De�nición 2.10. [23, De�nición 3.1] Sean X un continuo y µ una función de
Whitney para el hiperespacio C(X). Para cada punto p ∈ X, definimos y denotamos
el hiperespacio de arcos en X con punto medio p respecto de µ, esto es,

Medioµ(p,X) = {A ∈M(X) : Pµ(A) = p},
donde Pµ : M(X)→ X es la función punto medio de X con respecto de µ.

Estos hiperespacios son considerados como subespacios de C(X). En [2] se dan
modelos geométricos de estos hiperespacios para el arco, la curva cerrada simple
y el triodo simple. En [23] se muestran algunas propiedades generales de ambos
hiperespacios.

3. La propiedad de Kelley por arcos

Existen propiedades interesantes que satisfacen los continuos y así, conocer sus
propiedades topológicas. Una de estas propiedades interesantes es la Propiedad
de Kelley introducida por J. L. Kelley como la Propiedad 3.2 en [9, pág. 9]. En
esta sección, se introduce la de�nición de Kelley por arcos y mostramos que los
continuos arco y curva cerrada simple satisfacen dicha propiedad, por otro lado el
triodo simple no tiene la propiedad de Kelley por arcos. También vamos a probar
algunos aspectos generales de la propiedad de Kelley por arcos.
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De�nición 3.1. Sea X un continuo con métrica d. Diremos que X tiene la
propiedad de Kelley, si para cada ε > 0, existe δ > 0, que depende de ε, tal
que para cualesquiera dos puntos p y q de X con d(p, q) < δ y, para cada subcon-
tinuo A de X que contiene al punto p, existe un subcontinuo B de X que contiene
a q y H(A,B) < ε.

Las pruebas del Teorema 3.2 y el Teorema 3.3 pueden ser consultadas en [1,
Teorema 2.7] y [1, Teorema 4.1], respectivamente.

Teorema 3.2. Sea X un continuo. Si p ∈ X, entonces las siguientes a�rmaciones
son equivalentes:
(1) X tiene la propiedad de Kelley en p.
(2) Para todo A ∈ C(p,X) y para toda sucesión {pn}n∈N convergente a p, existe
una sucesión {An}n∈N convergente a A tal que An ∈ C(pn, X), para cada n ∈ N.

Teorema 3.3. Si X es un continuo localmente conexo, entonces X tiene la propiedad
de Kelley.

Inspirados en la propiedad de Kelley y el estudio del hiperespacio de arcos en
X que contienen a un punto dado, José Luis Suárez López en su tesis de doctorado
introduce la siguiente de�nición [23, De�nición 4.4]:

De�nición 3.4. [23, De�nición 4.4] Sean X un continuo y p ∈ X. Diremos que
X tiene la propiedad de Kelley por arcos, si para cada punto p ∈ X, para cada
sucesión {pn}n∈N convergente a p y para cada A ∈ Arcos(p,X), existe una sucesión
{An}n∈N convergente a A tal que An ∈ Arcos(pn, X), para cada n ∈ N.

Teorema 3.5. Si X es un continuo que no contiene arcos, entonces X tiene la
propiedad de Kelley por arcos.

Demostración: Sea X un continuo que no contiene arcos. Note que el hiperes-
pacio Arcos(p,X) = {{p}}, para cada p ∈ X. Sean p ∈ X, A ∈ Arcos(p,X)
y {pn}n∈N una sucesión en X convergente a p. Observemos que A = {p}, basta
considerar la sucesión {{pn}}n∈N la cual converge a A. Por lo tanto, X tiene la
propiedad de Kelley por arcos. �

Un continuo es descomponible si puede ser escrito como unión de dos de sus
subcontinuos propios, en otro caso diremos que el continuo es indescomponible;
además, diremos que un continuo es hereditariamente indescomponible si todo
sus subcontinuos no degenerados son indescomponibles.

El pseudoarco está de�nido en [15, Ejercicio 1.23]. El pseudoarco es un continuo
hereditariamente indescomponible y sus subcontinuos propios y no degenerados son
homeomorfos a él.

Corolario 3.6. Si X es un continuo hereditariamente indescomponible, entonces
X tiene la propiedad de Kelley por arcos.

Se sigue del Corolario 3.6 que el pseudoarco tiene la propiedad de Kelley por
arcos.

Teorema 3.7. Si X es un arco, entonces X tiene la propiedad de Kelley por arcos.

Demostración: Sean X un arco y p ∈ X. Sean A ∈ Arcos(p,X) y {pn}n∈N
una sucesión convergente a p. Como X es un arco, en particular es un espacio
localmente conexo, por el Teorema 3.3, X tiene la propiedad de Kelley. Por el
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Teorema 3.2, existe una sucesión {An}n∈N convergente a A tal que An ∈ C(pn, X),
para cada n ∈ N. Como los subcontinuos de X son arcos o singulares, C(pn, X) =
Arcos(pn, X), para cada n ∈ N, luego, An ∈ Arcos(pn, X). Por lo tanto, X tiene
la propiedad de Kelley por arcos. �

Teorema 3.8. Si X es una curva cerrada simple, entonces X tiene la propiedad
de Kelley por arcos.

Demostración: Sean X una curva cerrada simple, p ∈ X, A ∈ Arcos(p,X)
y {pn}n∈N una sucesión convergente a p en X. Como X es localmente conexo,
por el Teorema 3.3, X tiene la propiedad de Kelley. Por el Teorema 3.2, existe
una sucesión {An}n∈N convergente a A tal que An ∈ C(pn, X), para cada n ∈ N.
Notemos que, An es un arco de X, para toda n ∈ N salvo una cantidad �nita de
índices. Para los índices donde An = X, basta considerar un Bn ∈ Arcos(pn, X),
así, existe una sucesión {Cn}n∈N convergente a A tal que Cn ∈ Arcos(pn, X), para
cada n ∈ N. Por lo tanto, X tiene la propiedad de Kelley por arcos. �

Proposición 3.9. La propiedad de Kelley por arcos es una propiedad topológica.

Demostración: Sean X y Y continuos tales que X tiene la propiedad de Kelley
por arcos. Sea h : X → Y un homeomor�smo. Probaremos que Y tiene la propiedad
de Kelley por arcos. Sean y ∈ Y , B ∈ Arcos(y, Y ) y {yn}n∈N una sucesión en
Y convergente a y. Notemos que h−1(B) ∈ Arcos(h−1(y), X). Por otro lado,
como h−1 es una función continua y {yn}n∈N converge a y, {h−1(yn)}n∈N converge
a h−1(y). Como X tiene la propiedad de Kelley por arcos, existe una sucesión
{An}n∈N convergente a h−1(B) tal que An ∈ Arcos(h−1(yn), X), para cada n ∈ N.
Luego, {h(An)}n∈N converge a h(h−1(B)) = B, note que h(An) ∈ Arcos(yn, Y ),
para cada n ∈ N. Concluimos que Y tiene la propiedad de Kelley por arcos. �

Recordemos las siguientes de�niciones.

De�nición 3.10. Sea n ∈ N con n > 3. Un n-odo simple es un continuo X que
es la unión de n arcos que se intersectan dos a dos solo en un punto p ∈ X, donde
p es un punto extremo de cada uno de esos n arcos.

De�nición 3.11. Sean X un continuo y Y un subcontinuo de X. Diremos que Y
es un n-odo simple libre si Y es n-odo simple y Y \E(Y ) es un conjunto abierto
en X.

Teorema 3.12. Sean X un continuo y n ∈ N tal que n > 3. Si X contiene un
n-odo simple libre, entonces X no tiene la propiedad de Kelley por arcos.

Demostración: Supongamos que X tiene la propiedad de Kelley por arcos. Sean
Y el n-odo simple libre contenido en X y p el vértice de Y . Sean A1, . . . , An los
arcos en X tales que

Y =

n⋃
i=1

An y Ai ∩Aj = {p}, para cualesquiera i, j ∈ {1, . . . , n}.

Para cada i ∈ {1, . . . , n}, sea yi el punto extremo de Ai, distinto de p. Sea U =
Y \ E(Y ). Sean x1 ∈ A1 \ {p, y1} y x2 ∈ A2 \ {p, y2}, consideramos los arcos
B1 = px1 y B2 = px2 contenidos propiamente en A1 y A2, respectivamente. Sea
M = B1 ∪ B2. Note que M es un arco que contiene a p contenido en U. Sea
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{pn}n∈N una sucesión convergente a p tal que pn ∈ A3 \ {p, y3}. Como X tiene la
propiedad de Kelley por arcos, existe {Mn}n∈N una sucesión convergente a M tal
queMn ∈ Arcos(pn, X), para cada n ∈ N. Notemos que U, A1 \{p, y1}, A2 \{p, y2}
y A3 \ {p, y3} son abiertos en X, como consecuencia existe N ∈ N tal que MN ⊂ U,
MN ∩(A1\{p, y1}) 6= ∅,MN ∩(A2\{p, y2}) 6= ∅ yMN ∩(A3\{p, y3}) 6= ∅. Más aún,
A1 \{p, y1}, A2 \{p, y2} y A3 \{p, y3} son arco componentes de U\{p}, así p ∈MN .
Se sigue que p es un punto de rami�cación de MN , lo cual es una contradicción.
Por lo tanto, X no tiene la propiedad de Kelley por arcos. �

Proposición 3.13. Si X es una grá�ca �nita con al menos un punto de rami�-
cación, entonces X contiene un n-odo simple libre, para algún n ∈ N, con n > 3.

Demostración: Sea X =

m⋃
i=1

Ai, donde Ai es un arco, para cada i ∈ {1, . . . ,m},

y cualquiera par de ellos se intersecta en uno o ambos puntos extremos. Sea p
un punto de rami�cación de X y n = ord(p,X) > 3. Sin perder generalidad,
supongamos que p ∈ Aj si y sólo si j ∈ {1, . . . , n}. Sea xj ∈ Aj tal que xj no es un

punto extremo de Aj , para cada j ∈ {1, . . . , n}. Sea Y =

n⋃
j=1

pxj , donde pxj es el

arco en Aj con puntos �nales p y xj , para cada j ∈ {1, . . . , n}. Notemos que Y es
un n-odo simple libre. �

Teorema 3.14. Sea X una grá�ca �nita. Entonces X tiene la propiedad de Kelley
por arcos si y sólo si X es un arco o una curva cerrada simple.

Demostración: Para la necesidad, supongamos que X no es un arco ni una curva
cerrada simple, por la [15, Proposición 9.5], existe p ∈ X tal que ord(p,X) > 3,
luego por la Proposición 3.13, X contiene un n-odo simple libre. Así, por el Teorema
3.12, X no tiene la propiedad de Kelley por arcos, lo cual es una contradicción.
Concluimos que X es un arco o una curva cerrada simple.

La su�ciencia se sigue del Teorema 3.7 y el Teorema 3.8. �

Teorema 3.15. Sea X una dendrita. Entonces X tiene la propiedad de Kelley por
arcos si y sólo si X es un arco.

Demostración: Para probar la necesidad. Por [15, Teorema 4], sea d una métrica
convexa para X. Supongamos que X tiene la propiedad de Kelley por arcos y que
X no es un arco. Existe un punto p en X tal que ord(p,X) > 3, luego existen arcos
en X, A1, A2 y A3, tales que p es punto extremo de cada Ai y Ai ∩Aj = {p}, para
cualesquiera i, j ∈ {1, 2, 3} distintos. Sean ai ∈ Ai el punto extremo de Ai distinto
de p, para cada i ∈ {1, 2, 3}.

Sea M = A1 ∪ A2, note que a1 y a2 son los puntos extremos de M . Sea
{pn}n∈N una sucesión en A3 \ {p, a3} convergente a p. Por otro lado, como X tiene
la propiedad de Kelley por arcos, existe {Mn}n∈N una sucesión convergente a M
tal que Mn ∈ Arcos(pn, X), para cada n ∈ N. Para toda n ∈ N, sean xn y yn los
puntos extremos de Mn. Sea E : M(X) → F2(X) la función de puntos extremos
para X. Como X es dendrita por el Teorema 2.5, la función E es continua. Como
{Mn}n∈N converge a M , se sigue que {E(Mn)}n∈N converge a E(M), es decir, la
sucesión {{xn, yn}}n∈N converge a {a1, a2}, sin perder generalidad, supongamos
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que la sucesión {xn}n∈N converge a a1 y la sucesión {yn}n∈N converge a a2. Sea
ε = min{d(a1, A3), d(a2, A3), d(a1, a2)}. Luego, existe N ∈ N tal que para todo
n > N , xn ∈ B(a1,

ε
2 ) y yn ∈ B(a2,

ε
2 ). Como d es una métrica convexa, se tiene

que B(a1,
ε
2 ) y B(a2,

ε
2 ) son conexos, así para cada n > N , existen An = xna1 y

Bn = yna2 arcos en X tales que An ⊆ B(a1,
ε
2 ) y Bn ⊆ B(a2,

ε
2 ). Probemos la

siguiente a�rmación:

A�rmación 3.16. Para cada n > N , p ∈Mn.

Prueba de la A�rmación. Supongamos lo contrario, es decir, existe k > N tal
que p /∈ Mk, se tiene que Ak ∪ Bk ∪Mk es un conjunto conexo en X \ {p} que
contiene tanto a a1 como a a2, lo cual es una contradicción, ya que p separa a a1

de a2, es decir X \ {p} es disconexo. Se sigue que p ∈ Mn, para cada n > N , así
queda demostrada la A�rmación 3.16.

Sean Ua1 , Ua2 y Ua3 las componentes de los puntos a1, a2 y a3, respectivamente.
Observemos que, como xn ∈ B(a1,

ε
2 ), para cada n > N y B(a1,

ε
2 ) es un conjunto

conexo, se sigue que xn ∈ Ua1 , para cada n > N . De forma similiar se prueba que
yn ∈ Ua2 , para cada n > N . Por otro lado, notemos que, para toda n ∈ N, pn ∈
A3 \ {p}, de tal forma que para toda n > N , existe un arco Cn = pna3 ⊆ A3 \ {p},
de modo que pn ∈ Ua3 , para cada n > N . Se sigue que Mn es un arco contiene a p
tal que Mn ∩Ua1 6= ∅, Mn ∩Ua2 6= ∅ y Mn ∩Ua3 6= ∅, lo cual es una contradicción.
Por lo tanto, X es un arco.

La su�ciencia se sigue del Teorema 3.7. �

4. La propiedad de Kelley por medios con respecto de µ

De manera natural, inspirados en el concepto de propiedad de Kelley por arcos
y el hiperespacio de arcos en un continuo con punto medio dado, José Luis Suárez
López en su tesis de doctorado [23] introduce la propiedad de Kelley por medios:

De�nición 4.1. [23, De�nición 7.1] Sean X un continuo y µ una función de Whit-
ney para C(X). Diremos que X tiene la propiedad de Kelley por medios res-

pecto de µ, si para cada punto p ∈ X, para cada A ∈ Medioµ(p,X) y para cada
sucesión {pn}n∈N convergente a p, existe una sucesión {An}n∈N convergente a A
tal que An ∈Medioµ(pn, X), para cada n ∈ N.

Proposición 4.2. Si X es un continuo que no contiene arcos y µ una función
de Whitney para C(X), entonces X tiene la propiedad de Kelley por medios con
respecto de µ.

Demostración: Sea X un continuo que no contiene arcos y µ una función de
Whitney para C(X). Notemos que el hiperespacio Medioµ(p,X) = {{p}}, para
cada p ∈ X. Sean p ∈ X, A ∈ Medioµ(p,X) y {pn}n∈N una sucesión en X
convergente a p. Notemos que A = {p}, así basta considerar la sucesión {{pn}}n∈N
la cual converge a {p}. De donde X tiene la propiedad de Kelley por medios con
respecto de µ. �

Como una consecuencia de la Proposición 4.2, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.3. Si X es un continuo hereditariamente indescomponible y µ una
función de Whitney para C(X), entonces X tiene la propiedad de Kelley por medios
con respecto de µ.
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Se obtiene del Corolario 4.3 que el pseudoarco tiene la propiedad de Kelley por
medios con respecto de µ.

Teorema 4.4. Sean X y Y continuos homeomorfos, h : X → Y un homeomor�smo
y µ una función de Whitney para C(X). Si X tiene la propiedad de Kelley por
medios con respecto de µ, entonces Y tiene la propiedad de Kelley por medios con
respecto de µ ◦ C(h)−1.

Demostración: Supongamos que X tiene la propiedad de Kelley por medios
con respecto de µ. Sea γ = µ ◦ C(h)−1. Por el Lema 2.2, γ es una función de
Whitney para C(Y ). Probaremos que Y tiene la propiedad de Kelley por medios
con respecto de γ. Consideremos y ∈ Y , B ∈Medioγ(p, Y ) y {yn}n∈N una sucesión
en Y convergente a y. Como h es un homeomor�smo, tenemos que h−1(y) ∈ X y
h−1(B) ∈ Arcos(h−1(y), X).

A�rmación 4.5. h−1(y) es punto medio de h−1(B) con respecto de µ.

Prueba de la A�rmación. Como B ∈Medioγ(p, Y ), seanK y L arcos en B tales
que B = K ∪L, K ∩L = {y} y γ(K) = γ(L). Observemos que h−1(B) = h−1(K ∪
L) = h−1(K) ∪ h−1(L), además h−1(K) ∩ h−1(L) = h−1(K ∩ L) = h−1({y}) =
{h−1(y)}. Como h es un homeomor�smo, h−1(K) y h−1(L) son arcos. Por otro
lado, tenemos que

µ(h−1(K)) = γ(C(h)(h−1(K))) = γ(h(h−1(K))) = γ(K) = γ(L) =
γ(h(h−1(L))) = γ(C(h)(h−1(L))) = µ(h−1(L)).

Por lo tanto, h−1(y) es punto medio de h−1(B) respecto de µ. Así queda
demostrada la A�rmación 4.5.

Se sigue de la A�rmación 4.5 que h−1(B) ∈Medioµ(h−1(y), X), como X tiene
la propiedad de Kelley por medios con respecto de µ, existe una sucesión {An}n∈N
convergente a h−1(B) tal que An ∈Medioµ(h−1(yn), X), para cada n ∈ N.

A�rmación 4.6. h(An) ∈Medioγ(yn, Y ), para cada n ∈ N.

Prueba de la A�rmación. Como An ∈ Medioµ(h−1(yn), X), para cada n ∈ N,
existen Kn y Ln subcontinuos de An tales que An = Kn∪Ln, Kn∩Ln = {h−1(yn)}
y µ(Kn) = µ(Ln). Notemos que h(An) = h(Kn) ∪ h(Ln), h(Kn) y h(Ln) son
subcontinuos de h(An), para cada n ∈ N. Por otro lado, como µ(Kn) = µ(Ln), para
cada n ∈ N, tenemos que γ(C(h)(Kn)) = γ(C(h)(Ln)) y así, γ(h(Kn)) = γ(h(Ln)).
Falta probar que h(Kn) ∩ h(Ln) = {yn}, para cada n ∈ N. Observemos que
h(h−1(yn)) ∈ h(Kn) ∩ h(Ln), así yn ∈ h(Kn) ∩ h(Ln), para cada n ∈ N. Ahora,
sea q ∈ h(Kn) ∩ h(Ln), se sigue que h−1(q) ∈ h−1(h(Kn)) ∩ h−1(h(Ln)), luego
h−1(q) ∈ Kn ∩ Ln, luego h−1(q) = h−1(yn), �nalmente como h−1 es inyectiva, se
tiene que q = yn, para cada n ∈ N. Concluimos que h(Kn) ∩ h(Ln) = {yn}, para
cada n ∈ N, así h(An) ∈Medioγ(yn, Y ). Esto prueba la A�rmación 4.6.

Por otro lado, como h es una función continua y la sucesión {An}n∈N es con-
vergente a h−1(B), se sigue que {h(An)}n∈N converge a B, por lo tanto, Y tiene la
propiedad de Kelley por medios con respecto de γ. �

Lema 4.7. Sean X un continuo, µ una función de Whitney para C(X) y p ∈ X.
Si Y ∈ Medioµ(p,X) es tal que para cada A ∈ Medioµ(p,X) se tiene que A ⊆ Y ,
entonces Medioµ(p,X) = Medioµ(p, Y ).
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Demostración: Como Y ⊆ X tenemos que Medioµ(p, Y ) ⊆ Medioµ(p,X).
Para probar la otra contención, sea A ∈Medioµ(p,X), como A ⊆ Y , tenemos que
A ∈Medioµ(p, Y ). Concluimos que Medioµ(p,X) = Medioµ(p, Y ). �

Teorema 4.8. Si X es un arco y µ es una función de Whitney para C(X), entonces
X tiene la propiedad de Kelley por medios con respecto de µ.

Demostración: Por el Teorema 4.4, basta considerar a X = [0, 1]. Sea µ :
C(X)→ [0, 1] una función de Whitney. Sean p ∈ X, A ∈Medioµ(p,X) y {pn}n∈N
una sucesión en X convergente a p. Tenemos los siguientes dos casos:

Caso 1. p es punto extremo de X.
En este caso, por el Teorema 2.7, Medioµ(p,X) = {{p}}, luego A = {p},

entonces basta considerar {{pn}}n∈N la cual converge a A.

Caso 2. p no es punto extremo de X.
Notemos que p ∈ X \ {0, 1}. Sea r = min{µ([0, p]), µ([p, 1])}, sin perder gene-

ralidad, supongamos que r = µ([0, p]), existe t ∈ (p, 1) tal que r = µ([p, t]). Sea R =
[0, t], claramente R ∈ Medioµ(p,X), más aún, por el Lema 4.7, Medioµ(p,R) =
Medioµ(p,X). Sea A ∈ Medioµ(p,R) tal que A = [a, b], observemos que a ∈ [0, p]
y b ∈ [p, t]. Sea ε = µ([a, p]), como la sucesión {pn}n∈N converge a p, existe
N ∈ N tal que pn ∈ [a, b], para cada n > N . Para cada n > N , sea rn =
min{µ([a, pn]), µ([pn, b])}.

A�rmación 4.9. Si pnm ∈ {pn}n>N tal que rnm = µ([a, pnm ]), entonces existe
una sucesión {Bnm}m∈N convergente a A tal que Bnm ∈ Medioµ(pnm , X), para
cada m ∈ N.

Prueba de la A�rmación. Se tiene que existe qnm ∈ [pnm , b] tal que rnm =
µ([pnm , qnm ]). Sea Bnm = [a, qnm ], claramente Bnm ∈ Medioµ(pnm , X). Pro-
baremos que la sucesión {Bnm}m∈N converge a A. Como A es un arco, por
el [4, Corolario 4], A es suave en cada uno de sus puntos, en particular en a,
luego como la sucesión {pnm}m∈N converge a p, la sucesión {[a, pnm ]}m∈N con-
verge a [a, p]. Por otro lado, existe q ∈ [a, b] tal que la sucesión {qnm}m∈N con-
verge a q, luego, como A es suave en q, se tiene que la sucesión {[pnm , qnm ]}m∈N
converge al arco [p, q]. Además como µ es una función continua tenemos que
{µ([pnm , qnm ])}m∈N converge a µ([p, q]), así, dado que µ([a, pnm ]) = µ([pnm , qnm ]),
se sigue que µ([p, q]) = µ([a, p]) = µ([p, b]) y [p, q] ⊆ [p, b], se sigue que [p, q] = [p, b].
Luego la sucesión {Bnm}m∈N converge a [a, b] = A. Así, queda demostrada la
A�rmación 4.9.

Ahora, de�nimos la sucesión {An}n∈N como sigue: para cada n ∈ {1, . . . , N−1},
sea An = Bnm si rnm = µ([a, pnm ]) o An = Bnk , si rnk = µ([pnk , b]), para cada
n > N . Luego, {An}n∈N converge a A y An ∈ Medioµ(pn, X), para cada n ∈ N.

�

Teorema 4.10. Si X es una curva cerrada simple y µ es una función para C(X),
entonces X tiene la propiedad de Kelley por medios con respecto de µ.

Demostración: Por el Teorema 4.4, basta considerar X = S1. Sea µ una función
de Whitney para C(X). Sean p ∈ X, A ∈ Medioµ(p,X) y {pn}n∈N una sucesión
en X convergente a p. Observemos que si A = {p}, entonces basta considerar
{{pn}}n∈N la cual converge a A. Supongamos que A es un arco con puntos extremos



4. LA PROPIEDAD DE KELLEY POR MEDIOS CON RESPECTO DE µ 141

a y b. Sean K y L arcos en A tales que A = K ∪ L, K ∩ L = {p} y µ(K) = µ(L).
Sea ε = µ(K), sin perder generalidad, supongamos que K = ap y L = pb en A.
Para ε

2 > 0, existe N ∈ N tal que pn ∈ A, para cada n > N . Sean {pnk}n∈N
la subsucesión de {pn}n∈N tal que pnk ∈ K. Para cada nk ∈ N, consideremos
qnk ∈ Rnk = pnkb arco en A tal que la sucesión {qnk}n∈N converge a b y µ(apnk) =
µ(pnkqnk). Por otro lado, por el Teorema 3.3, A tiene la propiedad de Kelley en a,
así la sucesión de arcos en A, {aqnk}k∈N, converge al arco A.

De forma similar, para la subsucesión {pnl}n∈N de {pn}n∈N tal que pnl ∈ L,
existe una sucesión de arcos

{tnlb}n∈N convergente a A tal que tnlb ∈Medioµ(p,X).

Así, existe una sucesión {An}n∈N convergente a A tal que An ∈ Medioµ(pn, X),
para cada n ∈ N. �

Proposición 4.11. Sean X un continuo, µ una función de Whitney para C(X) y
n ∈ N tal que n > 3. Si X contiene un n-odo simple libre, entonces X no tiene la
propiedad de Kelley por medios con respecto de µ.

Demostración: Supongamos lo contrario, es decir que X tiene la propiedad de
Kelley por medios con respecto de µ. Sean Y el n-odo simple libre contenido en

X y p el vértice de Y . Sean A1, . . . , An los arcos en X tales que Y =

n⋃
i=1

An y

Ai ∩Aj = {p}, para cualesquiera i, j ∈ {1, . . . , n}.
Para toda i ∈ {1, . . . , n}, sea yi ∈ Ai el punto extremo de Ai, distinto de

p. Sean x1 ∈ A1 \ {p, y1} y x2 ∈ A2 \ {p, y2}, consideramos los arcos px1 y px2

contenidos propiamente en A1 y A2, respectivamente, tales que µ(px1) = µ(px2).
Sea M = px1 ∪ px2 se sigue que M ∈ Medioµ(p,X), sea {pn}n∈N una sucesión
convergente a p tal que pn ∈ A3 \ {p, y3}. Como X tiene la propiedad de Kelley
por medios con respecto de µ, existe {Mn}n∈N una sucesión convergente a M tal
que Mn ∈Medioµ(pn, X), para cada n ∈ N.

Como Y es un n-odo simple libre, tenemos que Y \E(Y ) es un conjunto abierto
en X. Sea U = 〈Y \E(Y )〉, observemos que M ∈ U. Así, como {Mn}n∈N converge
aM , existe N ∈ N tal queMn ∈ U, para cada n > N . Se sigue queMn ⊆ Y \E(Y ),
para cada n > N .

A�rmación 4.12. Existe l ∈ N tal que p ∈Mn, para cada n > l.

Prueba de la A�rmación. Sea ε > 0 tal que B(x1, ε) ⊆ A1 \{p, y1} y B(x2, ε) ⊆
A2 \ {p, y2}, como {Mn}n∈N converge a M , existe N1 ∈ N, tal que

Mn ∩B(x1, ε) 6= ∅ y Mn ∩B(x2, ε) 6= ∅, para cada n > N1.
Luego

Mn ∩A1 6= ∅ y Mn ∩A2 6= ∅, para cada n > N1.
Observemos que Ai \ {p}, con i ∈ {1, . . . , n}, son las arcos componentes de

Y \ {p}, como B(x1, ε) ⊆ A1 \ {p, y1} y B(x2, ε) ⊆ A2 \ {p, y2}, se tiene que
Mn ∩ (A1 \ {p}) 6= ∅ y Mn ∩ (A2 \ {p}) 6= ∅, para cada n > N1.

Como A1 \ {p} 6= A2 \ {p}, se sigue que p ∈ Mn, para cada n > N1. Sea
l = max{N,N1}, de esta forma p ∈ Mn, para cada n > l. Con lo cual queda
demostrada la A�rmación 4.12.
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Finalmente, como Mn ∩ (A1 \ {p}) 6= ∅, Mn ∩ (A2 \ {p}) 6= ∅ y p ∈ Mn, para
cada n > l, se sigue que Mn ⊆ A1 ∪ A2 \ {y1, y2}, esto implica que pn /∈ Mn, para
cada n > l, lo cual es una contradicción ya que pn es punto medio de Mn, para
cada n > N . Concluimos que X no tiene la propiedad de Kelley por medios con
respecto de µ. �

El siguiente resultado proporciona una caracterización del arco y la curva ce-
rrada simple en la clase de las grá�cas �nitas.

Teorema 4.13. Sea X una grá�ca �nita y µ una función de Whitney para C(X).
Entonces X tiene la propiedad de Kelley por medios con respecto de µ si y sólo si
X es un arco o una curva cerrada simple.

Demostración: Para la necesidad, supongamos queX no es arco ni curva cerrada
simple y que X tiene la propiedad de Kelley por medios con respecto de µ, por la
[15, Proposición 9.5], se tiene que existe p ∈ X tal que ord(p,X) > 3. Luego, por
la Proposición 3.13, X contiene un n-odo simple libre. Así, por la Proposición 4.11,
X no tiene la propiedad de Kelley por medios con respecto de µ, lo cual es una
contradicción. Concluimos que X es un arco o una curva cerrada simple.

La su�ciencia se sigue del Teorema 4.8 y Teorema 4.10. �

Teorema 4.14. Sea X una dendrita y µ una función de Whitney para C(X).
Entonces X es un arco si y sólo si X tiene la propiedad de Kelley por medios con
respecto de µ.

Demostración: La necesidad se sigue del Teorema 4.8.
Para probar la su�ciencia. Por [15, Teorema 4], sea d una métrica convexa

para X. Supongamos que X tiene la propiedad de Kelley por medios con respecto
de µ y que X no es un arco. Por [15, 8.40 (a)], existe un punto p en X tal que
ord(p,X) > 3, luego existen arcos en X, A1, A2 y A3, tales que p es punto extremo
de Ai y Ai ∩ Aj = {p}, para cualesquiera i, j ∈ {1, 2, 3} distintos. Sean ai ∈ Ai el
punto extremo de Ai distinto de p, para cada i ∈ {1, 2, 3}. Sin perder generalidad,
supongamos que µ(A1) < µ(A2), así existe x ∈ A2 tal que B1 = px arco en A2 y
µ(A1) = µ(B1).

SeaM = A1∪B1, note que a1 y x son los puntos extremos deM . Sea {pn}n∈N
una sucesión en A3 \ {p, a3} convergente a p. Como X tiene la propiedad de Kelley
por medios con respecto de µ, existe {Mn}n∈N una sucesión convergente aM tal que
Mn ∈ Medio(pn, X), para cada n ∈ N. Para toda n ∈ N, sean xn y yn los puntos
extremos deMn. Consideramos la función de puntos extremos E : M(X)→ F2(X).
Como X es dendrita por el Teorema 2.5, la función E es continua. Luego la suce-
sión {E(Mn)}n∈N converge a E(M), es decir, la sucesión {{xn, yn}}n∈N converge
a {x, a1}. Sin perder generalidad, supongamos que la sucesión {xn}n∈N converge a
x y la sucesión {yn}n∈N converge a a1. Sea ε = min{d(a1, A3), d(x,A3), d(a1, x)}.
Luego, existe N ∈ N tal que para todo n > N , xn ∈ B(x, ε2 ) y yn ∈ B(a1,

ε
2 ).

Como d es una métrica convexa, se tiene que B(a1,
ε
2 ) y B(x, ε2 ) son conexos, de

tal forma que para cada n ∈ N, existen An = xnx y Bn = yna1 arcos en X tales
que An ⊆ B(x, ε2 ) y Bn ⊆ B(a1,

ε
2 ). Probemos la siguiente a�rmación:

A�rmación 4.15. Para cada n > N , p ∈Mn.



5. RELACIONES ENTRE LA PROPIEDAD DE KELLEY... 143

Prueba de la A�rmación. Supongamos que existe k > N tal que p /∈ Mk.
Tenemos que Ak ∪Bk ∪Mk es un conjunto conexo en X \ {p} que contiene tanto a
a1 como a x lo cual es una contradicción ya que p separa a a1 de x, es decir, X \{p}
es disconexo. Así queda demostrada la A�rmación 4.15.

Sean Ua1 , Ux y Ua3 las componentes en X \ {p} de los puntos a1, a2 y a3,
respectivamente. Como xn ∈ B(x, ε2 ), para cada n > N y B(x, ε2 ) es un conexo,
tenemos que xn ∈ Ux, para cada n > N . De forma similar se prueba que yn ∈ Ua1 ,
para cada n > N . Como pn ∈ A3 \ {p}, existe un arco Cn = pna3 ⊆ A3 \ {p},
para cada n ∈ N. Así pn ∈ Ua3 , para cada n > N . Se sigue que Mn es un arco
contiene a p tal que Mn ∩ Ua1 6= ∅, Mn ∩ Ua2 6= ∅ y Mn ∩ Ua3 6= ∅, lo cual es una
contradicción. Por lo tanto, X es un arco. �

5. Relaciones entre la propiedad de Kelley, la propiedad de Kelley por

arcos y la propiedad de Kelley por medios con respecto de µ

En esta sección vamos a ver las relaciones que existen entre los conceptos de
propiedad de Kelley, la propiedad de Kelley por arcos y la propiedad de Kelley por
medios con respecto de µ.

El Ejemplo 5.1 muestra que la propiedad de Kelley no implica la propiedad de
Kelley por arcos ni la propiedad de Kelley por medios con respecto de µ.

Ejemplo 5.1. Sea X un triodo simple. Por el Teorema 3.3, X tiene la propiedad
de Kelley. Por el Teorema 3.12, X no tiene la propiedad de Kelley por arcos. Sea
µ una función de Whitney para C(X). Por la Proposición 4.11, X no tiene la
propiedad de Kelley por medios con respecto de µ.

Dados un continuo X y p ∈ X, la composante de p en X denotada por κ(p)
se de�ne como la unión de todos los subcontinuos propios de X que contienen al
punto p.

Por otro lado, el Ejemplo 5.2 muestra que la propiedad de Kelley por arcos no
implica la propiedad de Kelley.

Ejemplo 5.2. Sean P y Q dos pseudoarcos tales que P ∩Q = {q} y sea X = P ∪Q.
Las siguientes a�rmaciones se cumplen:

(1) X tiene la propiedad de Kelley por arcos.

(2) X no tiene la propiedad de Kelley.

Demostración: Primero probamos (1). Notemos queX no contiene arcos. Como
consecuencia del Teorema 3.5, se tiene que X tiene la propiedad de Kelley por arcos.

Ahora, probemos (2). Observamos que P es un subcontinuo de X tal que
q ∈ P . Como Q es un continuo indescomponible, por [15, teoremas 11.15 y 11.17],
Q tiene una cantidad no numerables composantes densas, así podemos considerar
una sucesión {qn}n∈N en X que converge a q tal que para cada n ∈ N, qn ∈ Q y la
composante de qn en Q es diferente de la composante de q en Q.

Supongamos que X tiene la propiedad de Kelley, en particular, X tiene la
propiedad de Kelley en q. Así, existe una sucesión de subcontinuos {Kn}n∈N con-
vergente a P tal que qn ∈ Kn, para cada n ∈ N.

A�rmación 5.3. existe N ∈ N tal que q ∈ Kn, para cada n > N .
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Prueba de la A�rmación. Sea x ∈ P \ {q}. Como P \ {q} es un subconjunto
abierto de X y {Kn}n∈N converge a P , existe N ∈ N tal que Kn ∩ (P \ {q}) 6= ∅, y
Kn ∩ (Q \ {q}) 6= ∅, para cada n > N . Notemos que {q} separa a P \ {q} y Q \ {q}
en X, se sigue que q ∈ Kn, para cada n > N . Queda probada la A�rmación 5.3.

A�rmación 5.4. Kn ∩Q es conexo, para cada n > N .

Prueba de la A�rmación. Sean n > N , U = Kn∩(P \{q}) y V = Kn∩(Q\{q}).
Notemos que U y V son subconjuntos abiertos de Kn \ {q}, Kn \ {q} = U ∪ V ,
U ∩ V = ∅, U 6= ∅ y V 6= ∅. Así, U y V están mutuamente separados en Kn \ {q}.
Por [15, Proposición 6.3], V ∪ {q} es conexo. Observemos que V ∪ {q} = (Kn ∩
(Q \ {q})) ∪ {q} = Kn ∩Q. Queda probada la A�rmación 5.4.

Finalmente, por la A�rmación 5.4, para cada n > N , Kn∩Q es un subcontinuo
de Q. Como q, qn ∈ Kn ∩Q y los puntos q y qn están en diferentes composantes de
Q, se sigue que Kn ∩Q = Q. De donde Q ⊂ lim

n→∞
Kn = P , lo cual contradice que

P ∩Q = {q}. Por lo tanto, X no tiene la propiedad de Kelley. �

El Ejemplo 5.5 muestra que la propiedad de Kelley por medios con respecto de
µ, donde µ es una función de Whitney, no implica la propiedad de Kelley por arcos
ni la propiedad de Kelley.

Ejemplo 5.5. Sea X = P ∪Y , donde P es un seudoarco, Y es un arco, y P ∩Y =
{p}. Sea µ una función de Whitney para C(X). Las siguientes a�rmaciones se
cumplen:
(1) X no tiene la propiedad de Kelley por arcos.
(2) X tiene la propiedad de Kelley por medios con respecto de µ.
(3) X no tiene la propiedad de Kelley.

Demostración: Probemos el inciso (1). Notemos que Y ∈ Arcos(p,X). Sea
{pn}n∈N una sucesión convergente a p tal que pn ∈ P \ {p}, para cada n ∈ N.
Observemos que, para toda n ∈ N, Arcos(pn, X) = {{pn}}. Se tiene que la única
sucesión {An}n∈N tal que An ∈ Arcos(pn, X) es la que tiene a cada elemento como
un singular, es decir, An = {pn}, para cada n ∈ N, luego la sucesión {An}n∈N
converge a {p} 6= Y , por lo tanto, X no tiene la propiedad de Kelley por arcos.

Ahora, probemos el inciso (2). Sea q ∈ X, tenemos los siguientes tres casos:

Caso 1. q ∈ Y \ {p}.
Notemos que Medioµ(q,X) = Medioµ(q, Y ), ya que {q} ∈ Y y si A es un

arco que tiene a q como punto medio, entonces A ⊆ Y . Sea M ∈ Medioµ(q,X)
y {qn}n∈N una sucesión en X convergente a q. Sea ε = d(p, q), como la sucesión
{qn}n∈N converge a q, existe N ∈ N tal que d(q, qn) < ε

2 , para cada n > N . Se
tiene que qn ∈ Y , para cada n > N . Consideremos la subsucesión {qn}n>N , la
cual converge a q y está contenida en Y , como Y es un arco, en particular tiene
la propiedad de Kelley por medios con respecto de µ, luego existe una sucesión
{Mn}n>N convergente a M tal que Mn ∈ Medioµ(qn, X), para cada n > N . Así,
X tiene la propiedad de Kelley por medios con respecto de µ en q.

Caso 2. q ∈ P \ {p}.
Observemos que Medioµ(q,X) = {{q}}. Así, si {qn}n∈N es una sucesión con-

vergente a a, existe N ∈ N tal que qn ∈ P , para cada n > N . Luego, la subsucesión
{qn}n>N está contenida en P , luego, basta considerar la sucesión {{qn}}n>N la
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cual converge a {q}. Por lo tanto, X tiene la propiedad de Kelley por medios con
respecto de µ en cada punto de P \ {p}.

Caso 3. q = p.
Observemos que Medioµ(q,X) = {{q}}, luego, si {qn}n∈N es una sucesión en

X convergente a a, basta considerar la sucesión {{qn}}n∈N la cual converge a {q}.
De los Casos 1, 2 y 3, concluimos que X tiene la propiedad de Kelley por

medios con respecto de µ.

Finalmente, probemos el inciso (3). Observamos que Y es un subcontinuo de
X tal que p ∈ Y . Sea {pn}n∈N una sucesión en X que converge a p tal que para
cada n ∈ N, pn ∈ P y la composante de pn en P es diferente de la composante de
p en P .

Supongamos que X tiene la propiedad de Kelley, en particular, X tiene la
propiedad de Kelley en p. Así, existe una sucesión de subcontinuos {Kn}n∈N con-
vergente a Y tal que pn ∈ Kn, para cada n ∈ N.

A�rmación 5.6. existe N ∈ N tal que p ∈ Kn, para cada n > N .

Prueba de la A�rmación. Sea x ∈ Y \ {p}. Como Y \ {p} es un subconjunto
abierto de X que contiene a x y {Kn}n∈N converge a Y , existe N ∈ N tal que
Kn ∩ (Y \ {p}) 6= ∅, y Kn ∩ (P \ {p}) 6= ∅, para cada n > N . Notemos que {p}
separa a Y \ {p} y P \ {p} en X, se sigue que p ∈ Kn, para cada n > N . Queda
probada la A�rmación 5.6.

A�rmación 5.7. Kn ∩ P es conexo, para cada n > N .

Prueba de la A�rmación. Sean n > N , U = Kn∩(Y \{p}) y V = Kn∩(P \{p}).
Notemos que U y V son subconjuntos abiertos de Kn \ {p}, Kn \ {p} = U ∪ V ,
U ∩ V = ∅, U 6= ∅ y V 6= ∅. Así, U y V están mutuamente separados en Kn \ {p}.
Por [15, Proposición 6.3], V ∪ {p} es conexo. Observemos que V ∪ {p} = (Kn ∩
(P \ {p})) ∪ {p} = Kn ∩ P . Queda probada la A�rmación 5.7.

Finalmente, por la A�rmación 5.7, para cada n > N , Kn∩P es un subcontinuo
de P . Como p, pn ∈ Kn ∩ P y los puntos p y pn están en diferentes composantes
de P , se sigue que Kn ∩ P = P . De donde P ⊂ lim

n→∞
Kn = Y , lo cual contradice

que Y ∩ P = {p}. Por lo tanto, X no tiene la propiedad de Kelley. �

Denotemos a la propiedad de Kelley por PK, a la propiedad de Kelley por
arcos por PKA y a la propiedad de Kelley por medios con respecto de µ, donde µ
es una función de Whitney, por PKM. El siguiente diagrama muestra las relaciones
entre estos conceptos.

Concluimos este capítulo con la siguiente pregunta.

Problema 5.8. Dado un continuo X y µ una función de Whitney para C(X) ¾Si
X tiene la propiedad de Kelley por arcos, entonces X tiene la propiedad de Kelley
por medios con respecto de µ?

Agradecimientos: Más allá de la formalidad de agradecer al árbitro(a), con
toda sinceridad, los autores le agradecen al árbitro(a) sus comentarios, dedicación
y sugerencias a este trabajo.
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Figura 1. Relación entre PK, PKA y PKM
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1. Introducción

Un sistema dinámico es una pareja formada por un espacio topológico X (es-
pacio fase) y una función f : X → X, y es denotado por (X, f). Además, si
X1, . . . , Xm son espacios topológicos, con m > 2 y, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi :
Xi → Xi es una función, se puede de�nir la función

∏m
i=1 fi :

∏m
i=1Xi →

∏m
i=1Xi

dada por
∏m
i=1 fi((x1, . . . , xm)) = (f1(x1), . . . , fm(xm)), para cada (x1, . . . , xm) ∈∏m

i=1Xi. Esta función es llamada función producto. De este modo, podemos
analizar las relaciones entre los sistemas dinámicos (1) (

∏m
i=1Xi,

∏m
i=1 fi) y (2)

(Xi, fi), para cada i ∈ {1, . . . ,m}.
Sea M una de las siguientes clases de funciones: exacta, mezclante, transitiva,

débilmente mezclante, totalmente transitiva, fuertemente transitiva, caótica en el
sentido de Devaney, minimal, órbita-transitiva, estrictamente órbita-transitiva, ω-
transitiva, TT++, suavemente mezclante, exactamente Devaney caótica, minimal
inversa, totalmente minimal, dispersora, Touhey o un F -sistema. En [11], A. Rojas,
F. Barragán y S. Macías, estudian relaciones entre las siguientes condiciones:

(1) Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi ∈M y
(2)

∏m
i=1 fi ∈M,

considerando espacios topológicos y funciones no necesariamente continuas.
Continuando con el estudio realizado en [4, 11], en este capítulo analizare-

mos relaciones entre las condiciones (1) y (2) mencionadas anteriormente, ahora
considerando las siguientes clases de funciones: exacta en el sentido de Akin-
Auslander-Nagar, completamente exacta, fuertemente transitiva en el sentido de
Akin-Auslander-Nagar, muy fuertemente transitiva, exacta transitiva, fuertemente
exacta transitiva y fuertemente producto transitiva.

Cabe mencionar que este capítulo está basado en las secciones tres y cuatro del
artículo Conceptions on topological transitivity in products and symmetric products

149
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II [10]. El contenido se ha adaptado y reorganizado para hacerlo más accesible y
comprensible para un público general.

2. Notación y conceptos básicos

En esta sección presentamos la notación y conceptos básicos necesarios para el
desarrollo de este capítulo.

Dado un espacio topológico X y un subconjunto A de X, con int(A) y cl(A)
denotaremos al interior y la clausura del conjunto A en X, respectivamente. Tam-
bién, nos referiremos a los conjuntos de números naturales y enteros no negativos
como N y Z+, respectivamente.

Por otra parte, si f : X → X es una función, para cada k ∈ N, la k−ésima
iteración de f la de�nimos como la composición reiterada de f consigo misma k
veces y la denotamos por fk. Es decir, fk+1 = f ◦ fk. Se entiende que f1 = f y se
de�ne f0 = idX (la función identidad en X). Para un subconjunto A de X y k un
entero, usaremos fk(A) para referirnos a la imagen de A bajo fk cuando k > 0 y
la preimagen bajo f |k| cuando k < 0.

En todo este capítulo, m denotará un entero mayor o igual que dos.

De�nición 2.1. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea Xi un conjunto no vacío. Se de�ne
y denota su producto cartesiano como el conjunto:

m∏
i=1

Xi = {(x1, . . . , xm) : xi ∈ Xi, para cada i ∈ {1, . . . ,m}}.

Cuando X1 = X2 = · · · = Xm, al conjunto
∏m
i=1Xi se le denota con Xm.

De�nición 2.2. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, τi) un espacio topológico. La
topología producto X sobre el conjunto

∏m
i=1Xi es la topología que tiene como

base la colección β = {U1×· · ·×Um : Ui ∈ τi, para cada i ∈ {1, . . . ,m}}. El espacio
topológico (

∏m
i=1Xi,X) se llama espacio producto de la familia {(Xi, τi)}mi=1 y

se denota simplemente por
∏m
i=1Xi.

De�nición 2.3. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sean Xi un conjunto no vacío y fi :
Xi → Xi una función. Se de�ne la función producto

∏m
i=1 fi :

∏m
i=1Xi →∏m

i=1Xi como:  m∏
i=1

fi

 ((x1, . . . , xm)) = (f1(x1), . . . , fm(xm)),

para cada (x1, . . . , xm) ∈
∏m
i=1Xi.

Cuando f1 = f2 = · · · = fm, a la función
∏m
i=1 fi se le denota con f×m.

De�nición 2.4. Sea (X, f) un sistema dinámico. La órbita de un punto x ∈ X
bajo f , denotada por O(x, f), es el conjunto {x, f(x), f2(x), . . .}. Esto es:

O(x, f) = {fn(x) : n ∈ Z+}.

De�nición 2.5. Sean (X, f) un sistema dinámico y A y B subconjuntos de X. Se
de�ne el siguiente conjunto:

nf(A,B) = {k ∈ N : A ∩ f−k(B) 6= ∅}.

De�nición 2.6. Sea (X, f) un sistema dinámico, y x, y ∈ X. Se tiene que x es un
punto:
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• �jo de f si f(x) = x;
• transitivo de f si la órbita O(x, f) es denso en X;
• periódico de f si existe k ∈ N tal que fk(x) = x. El conjunto de puntos
periódicos de f es denotado por Per(f);

• recurrente de f si para cada subconjunto abierto U de X tal que x ∈ U ,
existe l ∈ N tal que f l(x) ∈ U ;

• casi-periódico de f si para cada subconjunto abierto U de X tal que
x ∈ U , existe l ∈ N tal que fkl(x) ∈ U para cada k > 0;

• no errante de f si para cada subconjunto abierto U de X tal que x ∈ U
existe l ∈ N tal que f l(U) ∩ U 6= ∅;

• ω-limite de y bajo f si para cualquier k ∈ N y cualquier subconjunto
abierto U de X tal que x ∈ U , existe un entero positivo l > k tal que
f l(y) ∈ U . El conjunto de todos los puntos ω-limite de y bajo f , es
denotado por ω(y, f) y es llamado conjunto ω-límite de y.

En el diagrama de la Figura 1 se muestran contenciones entre las clases de
puntos presentadas en la De�nición 2.6 para el caso general, es decir, X espacio
topológico y f : X → X una función no necesariamente continua.

Transitivo

��
Fijo // Periódico // Casi-periódico // Recurrente // No errante

Figura 1. Relaciones entre clases de puntos.

En [9], se puede encontrar un análisis detallado del diagrama de la Figura 1;
además, mediante la construcción de contraejemplos, los autores establecen que
estas contenciones entre clases de puntos son propias.

Las siguientes de�niciones se pueden encontrar en [1, 2, 8, 12].

De�nición 2.7. Sea (X, f) un sistema dinámico. Se dice que f es:
• exacta , si para cada subconjunto abierto no vacío U de X, existe k ∈ N
tal que fk(U) = X;

• mezclante, si para cada par de subconjuntos abiertos no vacíos U y V
de X, existe N ∈ N tal que fk(U) ∩ V 6= ∅, para cada k > N ;

• transitiva , si para cada par de subconjuntos abiertos no vacíos U y V de
X, existe k ∈ N tal que fk(U) ∩ V 6= ∅;

• débilmente mezclante, si f×2 es transitiva;
• totalmente transitiva , si fs es transitiva, para todo s ∈ N;
• fuertemente transitiva , si para cada subconjunto abierto no vacío U
de X, existe s ∈ N tal que

⋃s
k=0 f

k(U) = X;
• caótica , si es transitiva y Per(f) es denso en X (esta de�nición corres-
ponde al caos en el sentido Devaney [3]);

• órbita-transitiva , si existe x ∈ X tal que cl(O(x, f)) = X;
• estrictamente órbita-transitiva , si existe x ∈ X tal que cl(O(f(x), f)) =
X;

• ω-transitiva , si existe x ∈ X tal que ω(x, f) = X;
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• TT++, si para cualquier par de subconjuntos abiertos no vacíos U y V de
X, el conjunto nf (U, V ) es in�nito;

• suavemente mezclante, si para cualquier función transitiva f1 : X1 →
X1, la función f × f1 es transitiva;

• exactamente Devaney caótica , si f es exacta y Per(f) es denso en
X;

• dispersora , si para cualquier función minimal (esto es, si la órbita de
cada punto de X es un conjunto denso en X), f1 : X1 → X1, la función
f × f1 es transitiva;

• Touhey , si para cualquier par de subconjuntos abiertos no vacíos U y V
de X, existe un punto periódico x ∈ U y k ∈ Z+ tales que fk(x) ∈ V ;

• un F -sistema , si f es totalmente transitiva y Per(f) es denso en X;
• exacta en el sentido de Akin-Auslander-Nagar , si para cualquier
par de subconjuntos abiertos no vacíos U y V de X, existe k ∈ N tal que
fk(U) ∩ fk(V ) 6= ∅;

• completamente exacta , si para cualquier par de subconjuntos abiertos
no vacíos U y V de X, existe k ∈ N tal que int(fk(U) ∩ fk(V )) 6= ∅;

• fuertemente transitiva en el sentido de Akin-Auslander-Nagar ,
si para cualquier subconjunto abierto no vacío U de X,

⋃∞
k=1 f

k(U) = X;
• muy fuertemente transitiva , si para cualquier subconjunto abierto no
vacío U de X, existe N ∈ N tal que

⋃N
k=1 f

k(U) = X;
• exacta transitiva , si para cada par de subconjuntos abiertos no vacíos
U y V de X,

⋃∞
k=1(fk(U) ∩ fk(V )) es denso en X;

• fuertemente exacta transitiva , si para cada par de subconjuntos abier-
tos no vacíos U y V de X, se tiene que

⋃∞
k=1(fk(U) ∩ fk(V )) = X;

• fuertemente producto transitiva , si para cada k ∈ Z+, f×k es fuerte-
mente transitiva en el sentido de Akin-Auslander-Nagar.

Por conveniencia, de aquí en adelante nos referimos a las funciones exactas
en el sentido de Akin-Auslander-Nagar y fuertemente transitiva en el sentido de
Akin-Auslander-Nagar como AAN exactas y AAN fuertemente transitivas, respec-
tivamente.

Además, ya que toda función exacta es sobreyectiva, se tiene que f : X → X
es exacta si y sólo si, para todo subconjunto abierto no vacío U de X, existe N ∈ N
tal que fk(U) = X, para cada k > N . En lo que resta de este trabajo, utilizaremos
esta equivalencia.

En el diagrama de la Figura 2 se muestran algunas contenciones entre las clases
de funciones de la De�nición 2.7. Los lectores interesados en la prueba de dichas
contenciones pueden revisar, por ejemplo, [1, 2, 5, 8, 9].

Por otra parte, al agregar las condiciones adecuadas al espacio fase o a la
función, se pueden obtener otras relaciones entre clases de funciones. En [9], se en-
cuentra un análisis detallado de contenciones entre las siguientes clases de funciones:
AAN exactas, completamente exactas, AAN fuertemente transitivas, muy fuerte-
mente transitivas, exacta transitivas, fuertemente exacta transitivas y fuertemente
producto transitivas.

3. Conjugación topológica

En esta sección presentamos los resultados preliminares necesarios para el de-
sarrollo de la Sección 4.
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Figura 2. Relaciones entre clases de funciones.

De�nición 3.1. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dinámicos. Se tiene que f y g son
topológicamente conjugadas si existe un homeomor�smo h : X → Y tal que
h◦f = g ◦h. El homeomor�smo h es llamado una conjugación topológica entre

f y g.

Bajo las condiciones de la De�nición 3.1, diremos que f y g son topológicamente
conjugadas vía h.

Observación 3.2. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dinámicos, h : X → Y un homeo-
mor�smo y k ∈ N. Si f y g son topológicamente conjugadas vía h, entonces:

(1) g y f son topológicamente conjugadas vía h−1,
(2) fk = h−1 ◦ gk ◦ h y gk = h ◦ fk ◦ h−1.

El siguiente resultado se sigue de [7, Proposición 2.3.29] y [6, Lema 7, p. 51].
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Teorema 3.3. Sean X1, . . . , Xm, Y1, . . . , Ym espacios topológicos, y para cada
i ∈ {1, . . . ,m}, fi : Xi → Yi una función. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi es un
homeomor�smo si y sólo si

∏m
i=1 fi es un homeomor�smo.

La prueba del Teorema 3.4 se sigue del Teorema 3.3. No obstante, para facilitar
la comprensión de este capítulo y en consideración al lector, la hemos incluido.

Teorema 3.4. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dinámicos, h : X → Y un homeomor-
�smo y k ∈ N. Se tiene que f y g son topológicamente conjugadas vía h si y sólo
si f×k y g×k son topológicamente conjugadas vía h×k.

Demostración: Supongamos que f y g son topológicamente conjugadas vía h.
Por el Teorema 3.3, h×k es un homeomor�smo. Veamos que h×k ◦f×k = g×k ◦h×k.
Sea (x1, . . . , xk) ∈ Xk. De aquí,

(h×k ◦ f×k)((x1, . . . , xk)) = h×k(f×k((x1, . . . , xk)))

= h×k(f(x1), . . . , f(xk))

= (h(f(x1)), . . . , h(f(xk)))

= (g(h(x1)), . . . , g(h(xk)))

= g×k(h(x1), . . . , h(xk))

= g×k(h×k((x1, . . . , xk)))

= (g×k ◦ h×k)((x1, . . . , xk)).

Así, f×k y g×k son topológicamente conjugadas vía h×k.
Ahora supongamos que f×k y g×k son topológicamente conjugadas vía h×k.

Sea x ∈ X. De aquí, (x, . . . , x) ∈ Xk y por hipótesis,

(h×k ◦ f×k)((x, . . . , x)) = (g×k ◦ h×k)((x, . . . , x))

(h(f(x)), . . . , h(f(x))) = (g(h(x)), . . . , g(h(x)))

Finalmente, (h◦f)(x) = (g◦h)(x), para cualquier x ∈ X. Más aún, por el Teorema
3.3, h es un homeomor�smo. Por lo tanto, f y g son topológicamente conjugadas
vía h. �

Existen propiedades dinámicas que se preservan bajo conjugación topológica,
como vemos a continuación.

Teorema 3.5. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dinámicos, h : X → Y una conju-
gación topológica entre f y g y M una de las siguientes clases de funciones: AAN
exacta, completamente exacta, AAN fuertemente transitiva, muy fuertemente tran-
sitiva, exacta transitiva, fuertemente exacta transitiva o fuertemente producto tran-
sitiva. Se cumple que f ∈M si y sólo si g ∈M.

Demostración: Sean U y V subconjuntos abiertos no vacíos de Y . De aquí,
h−1(U) y h−1(V ) son subconjuntos abiertos no vacíos de X.

Supongamos que f es AAN exacta. Luego, existe k ∈ N tal que fk(h−1(U)) ∩
fk(h−1(V )) 6= ∅, esto es, h−1(gk(U))∩h−1(gk(V )) = h−1(gk(U)∩ gk(V )) 6= ∅. Por
lo tanto, gk(U) ∩ gk(V ) 6= ∅ y así, g es AAN exacta.

Supongamos que f es completamente exacta. Así, existe k ∈ N tal que

int(fk(h−1(U)) ∩ fk(h−1(V ))) 6= ∅.



3. CONJUGACIÓN TOPOLÓGICA 155

Es decir, int(h−1(gk(U)) ∩ h−1(gk(V ))) = int(h−1(gk(U) ∩ gk(V ))) 6= ∅. Sea x ∈
int(h−1(gk(U) ∩ gk(V ))). Luego, existe un subconjunto abierto W de X tal que
x ∈ W ⊆ h−1(gk(U) ∩ gk(V )). Finalmente, h(x) ∈ h(W ) ⊆ gk(U) ∩ gk(V ). Por lo
tanto, h(x) ∈ int(gk(U) ∩ gk(V )) y así, g es completamente exacta.

Supongamos que f es AAN fuertemente transitiva. Se tiene que:
∞⋃
k=1

gk(U) =

∞⋃
k=1

(h ◦ fk ◦ h−1)(U)

=

∞⋃
k=1

h(fk(h−1(U)))

= h

 ∞⋃
k=1

fk(h−1(U))

 .

Ya que f es AAN fuertemente transitiva,
⋃∞
k=1 g

k(U) = h(X) = Y . Por lo
tanto, g es AAN fuertemente transitiva.

La prueba para la clase de las funciones muy fuertemente transitivas es similar
a la dada para la clase de las funciones AAN fuertemente transitivas.

Supongamos que f es exacta transitiva. De aquí,
∞⋃
k=1

(fk(h−1(U)) ∩ fk(h−1(V )))

es denso en X y, puesto que h es un homeomor�smo, se tiene que

h

 ∞⋃
k=1

(fk(h−1(U)) ∩ fk(h−1(V )))


es denso en Y . Además, utilizando la Observación 3.2, parte (2):

h

 ∞⋃
k=1

(fk(h−1(U)) ∩ fk(h−1(V )))

 =

∞⋃
k=1

h(fk(h−1(U)) ∩ fk(h−1(V )))

=

∞⋃
k=1

(gk(U) ∩ gk(V )).

Por lo tanto, g es exacta transitiva.
Supongamos que f es fuertemente exacta transitiva. De aquí,

∞⋃
k=1

(fk(h−1(U)) ∩ fk(h−1(V ))) = X,

lo cual implica que h(
⋃∞
k=1(fk(h−1(U)) ∩ fk(h−1(V )))) = Y . Finalmente,

∞⋃
k=1

(gk(U) ∩ gk(V )) = Y.

Por lo tanto, g es fuertemente exacta transitiva.
Supongamos que f es fuertemente producto transitiva. De aquí, f×k es AAN

fuertemente transitiva, para cada k ∈ Z+. Por otro lado, por el Teorema 3.4, f×k y
g×k son topológicamente conjugadas vía h×k. Finalmente, por el tercer párrafo de
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la prueba de este teorema, g×k es AAN fuertemente transitiva, para cada k ∈ Z+.
Por lo tanto, g es fuertemente producto transitiva.

La prueba del recíproco se sigue de la Observación 3.2, parte (1). �

Concluimos esta sección estableciendo que las funciones (
∏m
i=1 fi)

×k y
∏m
i=1 f

×k
i

son topológicamente conjugadas. Antes tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.6. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico, k ∈ N,
y h : (

∏m
i=1Xi)

k →
∏m
i=1X

k
i una función dada por:

h(((x1
1, . . . , x

1
m), . . . , (xk1 , . . . , x

k
m))) = ((x1

1, x
2
1, . . . , x

k
1), . . . , (x1

m, x
2
m, . . . , x

k
m)).

Se tiene que h es un homeomor�smo.

Demostración: No es difícil veri�car que h es una función biyectiva. Veamos que
h es una función continua y abierta. Sean U un subconjunto abierto de

∏m
i=1X

k
i y

ϕ ∈ h−1(U). De aquí, para cada i ∈ {1, . . . ,m} y todo j ∈ {1, . . . , k}, existe un sub-
conjunto abierto no vacío U ji de Xi tal que h(ϕ) ∈

∏m
i=1(

∏k
j=1 U

j
i ) ⊆ U, esto es, ϕ ∈

h−1

(∏m
i=1

(∏k
j=1 U

j
i

))
⊆ h−1 (U) . Más aún, ya que h−1

(∏m
i=1

(∏k
j=1 U

j
i

))
=∏k

j=1

(∏m
i=1 U

j
i

)
, se tiene que h−1(U) es un subconjunto abierto de (

∏m
i=1Xi)

k.
Por lo tanto, h es continua.

Ahora, sean U un subconjunto abierto de (
∏m
i=1Xi)

k y ϕ ∈ h(U). Se sigue
que, para cada j ∈ {1, . . . , k} y cada i ∈ {1, . . . ,m}, existe un subconjunto abierto

no vacío U ji de Xi tal que h−1(ϕ) ∈
∏k
j=1

(∏m
i=1 U

j
i

)
⊆ U. Más aún, ya que

h(
∏k
j=1(

∏m
i=1 U

j
i )) =

∏m
i=1(

∏k
j=1 U

j
i ), concluimos que ϕ ∈

∏m
i=1(

∏k
j=1 U

j
i ) ⊆ h(U).

Por lo tanto, h es abierta y así, h es un homeomor�smo. �

Como una consecuencia del Teorema 3.6, obtenemos lo siguiente.

Teorema 3.7. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico, y
sean k ∈ N y h : (

∏m
i=1Xi)

k →
∏m
i=1X

k
i como en el Teorema 3.6. Se tiene

que las funciones (
∏m
i=1 fi)

×k y
∏m
i=1 f

×k
i son topológicamente conjugadas vía el

homeomor�smo h.

De la Observación 3.2, parte (1), y los Teoremas 3.7 y 3.5, se desprende el
siguiente resultado.

Teorema 3.8. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico, y sean
k ∈ N y M una de las siguientes clases de funciones: AAN exacta, completamente
exacta, AAN fuertemente transitiva, muy fuertemente transitiva, exacta transi-
tiva, fuertemente exacta transitiva o fuertemente producto transitiva. Se tiene que
(
∏m
i=1 fi)

×k ∈M si y sólo si
∏m
i=1 f

×k
i ∈M.

4. Propiedades dinámicas de funciones producto

En esta sección estudiamos las relaciones que existen entre las funciones
∏m
i=1 fi

y fi, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, cuando cualquiera de estas es AAN exacta, comple-
tamente exacta, AAN fuertemente transitiva, muy fuertemente transitiva, exacta
transitiva, fuertemente exacta transitiva o fuertemente producto transitiva.

En [11, Teorema 3.3], A. Rojas, F. Barragán y S. Macías estudiaron relaciones
entre puntos transitivos, ω-limite, aislados y periódicos de las funciones

∏m
i=1 fi y
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fi, para cada i ∈ {1, . . . ,m}. Ahora, analizamos el mismo problema considerando
puntos recurrentes, casi-periódicos y no errantes.

Teorema 4.1. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico, y sea
(x1, . . . , xm) ∈

∏m
i=1Xi. Si (x1, . . . , xm) es un punto recurrente, casi-periódico o no

errante de
∏m
i=1 fi, entonces, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, xi es un punto recurrente,

casi-periódico o no errante de fi, respectivamente.

Demostración: Supongamos que (x1, . . . , xm) es un punto recurrente de
∏m
i=1 fi.

Sean i0 ∈ {1, . . . ,m} y Ui0 un subconjunto abierto de Xi0 tal que xi0 ∈ Ui0 . Para
cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, sea Ui = Xi. De aquí, U =

∏m
i=1 Ui es un subconjunto

abierto de
∏m
i=1Xi tal que (x1, . . . , xm) ∈ U. Por hipótesis, existe k ∈ N tal que

(
∏m
i=1 fi)

k((x1, . . . , xm)) ∈ U esto es, (
∏m
i=1 f

k
i )((x1, . . . , xm)) ∈ U. Por lo tanto,

fki0(xi0) ∈ Ui0 y así, xi0 es un punto recurrente de fi0 .
La prueba para puntos casi-periódicos y no errantes es similar a la dada para

puntos recurrentes. �

En el Teorema 4.2 se reemplaza la condición �Xi es +invariante sobre subcon-
juntos abiertos bajo fi� de [11, Teorema 3.7] por �xi ∈ Xi es un punto �jo de fi�
para obtener un resultado análogo.

Teorema 4.2. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sean (Xi, fi) un sistema dinámico y
xi ∈ Xi, y sea i0 ∈ {1, . . . ,m}. Se cumple lo siguiente:

(1) Si ω(xi0 , fi0) = Xi0 y para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, xi es un punto �jo
de fi, entonces ω((x1, . . . , xm),

∏m
i=1 fi) =

∏m
i=1Xi.

(2) Si cl(O(xi0 , fi0)) = Xi0 y para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, xi es un punto
�jo de fi, entonces cl(O((x1, . . . , xm),

∏m
i=1 fi)) =

∏m
i=1Xi.

Demostración: (1) Tomemos i0 ∈ {1, . . . ,m} y supongamos que para cada
i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, xi es un punto �jo de fi y que ω(xi0 , fi0) = Xi0 . Sea
(y1, . . . , ym) ∈

∏m
i=1Xi. Veamos que (y1, . . . , ym) ∈ ω((x1, . . . , xm),

∏m
i=1 fi). Sea

U un subconjunto abierto de
∏m
i=1Xi tal que (y1, . . . , ym) ∈ U y k ∈ N. De

aquí, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, existe un abierto Ui de Xi tal que (y1, . . . , ym) ∈∏m
i=1 Ui ⊆ U. Por hipótesis, existe l > k tal que f li0(xi0) ∈ Ui0 . Por otra parte,

para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, como xi es un punto �jo y xi ∈ Ui, f li (xi) ∈ Ui. Así,
(
∏m
i=1 fi)

l((x1, . . . , xm)) ∈ U. Por lo tanto, (y1, . . . , ym) ∈ ω((x1, . . . , xm),
∏m
i=1 fi)

y así, ω((x1, . . . , xm),
∏m
i=1 fi) =

∏m
i=1Xi.

(2) Supongamos que xi0 es un punto transitivo. Sea U un subconjunto abierto de∏m
i=1Xi tal que (x1, . . . , xm) ∈ U. De aquí, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, existe un sub-

conjunto abierto Ui de Xi tal que (x1, . . . , xm) ∈
∏m
i=1 Ui ⊆ U. Por hipótesis, existe

l ∈ Z+ tal que f li0(xi0) ∈ Ui0 . Por otro lado, ya que para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0},
xi es un punto �jo de fi, se tiene que f li (xi) ∈ Ui. Así, m∏

i=1

fi

l

((x1, . . . , xm)) ∈
m∏
i=1

Ui ⊆ U.

Finalmente, O((x1, . . . , xm),
∏m
i=1 fi)∩U 6= ∅. Por lo tanto, O((x1, . . . , xm),

∏m
i=1 fi)

es denso en
∏m
i=1Xi y así (x1 . . . , xm) es un punto transitivo de

∏m
i=1 fi. �

Teorema 4.3. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico, sean
(x1, . . . , xm) ∈

∏m
i=1Xi e i0 ∈ {1, . . . ,m}, y para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, sea
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xi ∈ Xi un punto �jo de fi. Si xi0 es un punto recurrente, casi-periódico o no
errante de fi0 , entonces (x1, . . . , xm) es un punto recurrente, casi-periódico o no
errante de

∏m
i=1 fi, respectivamente.

Demostración: Supongamos que xi0 es un punto recurrente de fi0 . Sea Ω un
subconjunto abierto de

∏m
i=1Xi tal que (x1, . . . , xm) ∈ Ω. De aquí, para cada

i ∈ {1, . . . ,m}, existe un subconjunto abierto Ui de Xi tal que (x1, . . . , xm) ∈
U =

∏m
i=1 Ui ⊆ Ω. Por hipótesis, existe ki0 ∈ N tal que fki0i0

(xi0) ∈ Ui0 . Por
otro lado, ya que para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, xi es un punto �jo, se tiene
que fki0i (xi) ∈ Ui. Consecuentemente, (

∏m
i=1 f

ki0
i )((x1, . . . , xm)) ∈ U, es decir,

(
∏m
i=1 fi)

ki0 ((x1, . . . , xm)) ∈ U ⊆ Ω. Por lo tanto, (x1, . . . , xm) es un punto recu-
rrente de

∏m
i=1 fi.

La prueba para puntos casi-periódicos y no errantes es similar a la dada para
puntos recurrentes. �

Teorema 4.4. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico. Se
tiene que

∏m
i=1 fi es AAN exacta si y sólo si fi es AAN exacta, para cada i ∈

{1, . . . ,m}.

Demostración: Supongamos que
∏m
i=1 fi es AAN exacta. Sean i0 ∈ {1, . . . ,m},

y Ui0 y Vi0 subconjuntos abiertos no vacíos de Xi0 . Para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0},
sean Ui = Xi y Vi = Xi. De este modo, U =

∏m
i=1 Ui y V =

∏m
i=1 Vi son subcon-

juntos abiertos no vacíos de
∏m
i=1Xi. Por hipótesis, existe k ∈ N tal que m∏

i=1

fi

k

(U) ∩

 m∏
i=1

fi

k

(V) 6= ∅,

es decir, (
∏m
i=1 f

k
i (Ui)) ∩ (

∏m
i=1 f

k
i (Vi)) 6= ∅. Por lo tanto, fki0(Ui0) ∩ fki0(Vi0) 6= ∅ y

así, fi0 es AAN exacta.
Ahora supongamos que para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi es AAN exacta. Sean Ω1

y Ω2 subconjuntos abiertos no vacíos de
∏m
i=1Xi. Así, para cada i ∈ {1, . . . ,m},

existen subconjuntos abiertos no vacíos Ui y Vi de Xi tales que U =
∏m
i=1 Ui ⊆ Ω1

y V =
∏m
i=1 Vi ⊆ Ω2. Por hipótesis, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, existe ki ∈ N tal que

fkii (Ui) ∩ fkii (Vi) 6= ∅. Sea k = max{k1, . . . , km}. Luego, para cada i ∈ {1, . . . ,m},
existe li ∈ N ∪ {0} tal que k = ki + li y así,

fki (Ui) ∩ fki (Vi) = f lii (fkii (Ui) ∩ fkii (Vi)) 6= ∅.
En consecuencia, (

∏m
i=1 f

k
i (Ui)) ∩ (

∏m
i=1 f

k
i (Vi)) 6= ∅. Finalmente, (

∏m
i=1 fi)

k(U) ∩
(
∏m
i=1 fi)

k(V) 6= ∅. Por lo tanto, (
∏m
i=1 fi)

k(Ω1)∩(
∏m
i=1 fi)

k(Ω2) 6= ∅ y así,
∏m
i=1 fi

es AAN exacta. �

Teorema 4.5. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico, y sea M

una de las siguientes clases de funciones: completamente exactas, AAN fuertemente
transitivas, muy fuertemente transitivas, exacta transitivas, fuertemente exacta
transitivas o fuertemente producto transitivas. Si

∏m
i=1 fi ∈ M, entonces, para

cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi ∈M.

Demostración: Sea i0 ∈ {1, . . . ,m}, Ui0 y Vi0 subconjuntos abiertos no vacíos
de Xi0 , y para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, sean Ui = Xi y Vi = Xi. Se tiene que
U =

∏m
i=1 Ui y V =

∏m
i=1 Vi son subconjuntos abiertos no vacíos de

∏m
i=1Xi.
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Supongamos que
∏m
i=1 fi es completamente exacta. De aquí, existe n ∈ N tal

que int((
∏m
i=1 fi)

k(U) ∩ (
∏m
i=1 fi)

k(V)) 6= ∅. Esto es

int


 m∏
i=1

fki (Ui)

 ∩
 m∏
i=1

fki (Vi)


 6= ∅.

En consecuencia,
(∏m

i=1 int
(
fki (Ui)

))
∩
(∏m

i=1 int
(
fki (Vi)

))
6= ∅, lo cual implica

que int(fki0(Ui0) ∩ fki0(Vi0)) 6= ∅. Por lo tanto, fi0 es completamente exacta.
Supongamos que

∏m
i=1 fi es AAN fuertemente transitiva. De aquí, se tiene que⋃∞

k=1(
∏m
i=1 fi)

k(U) =
∏m
i=1Xi. Sea xi0 ∈ Xi0 , y para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0},

sea xi ∈ Xi. Claramente ϕ = (x1, . . . , xm) ∈
∏m
i=1Xi. Luego, por hipótesis, existe

ki0 ∈ N tal que ϕ ∈ (
∏m
i=1 fi)

ki0 (U), esto es, ϕ ∈
∏m
i=1 f

ki0
i (Ui). Por lo tanto,

xi0 ∈ f
ki0
i0

(Ui0) ⊆
⋃∞
k=1 f

k
i0

(Ui0) y así, fi0 es AAN fuertemente transitiva.
La prueba para la clase de las funciones muy fuertemente transitivas es similar

a la dada para la clase de las funciones AAN fuertemente transitivas.
Supongamos que

∏m
i=1 fi es exacta transitiva. Luego,

⋃∞
k=1(

(∏m
i=1 fi

)k
(U) ∩(∏m

i=1 fi
)k

(V)) es denso en
∏m
i=1Xi. Sea Wi0 un subconjunto abierto no vacío de

Xi0 y para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, sea Wi = Xi. Notemos que W =
∏m
i=1Wi

es un subconjunto abierto no vacío de
∏m
i=1Xi. Consecuentemente, existe ki0 ∈ N

tal que (
(∏m

i=1 fi
)ki0 (U) ∩

(∏m
i=1 fi

)ki0 (V)) ∩ W 6= ∅, o bien, (
∏m
i=1 f

ki0
i (Ui) ∩∏m

i=1 f
ki0
i (Vi))∩W 6= ∅. En consecuencia, (f

ki0
i0

(Ui0)∩ fki0i0
(Vi0))∩Wi0 6= ∅. Por lo

tanto,
⋃∞
k=1(fki0(Ui0) ∩ fki0(Vi0)) es denso en Xi0 y así, fi0 es exacta transitiva.

Supongamos que
∏m
i=1 fi es fuertemente exacta transitiva. De aquí,

∞⋃
k=1


 m∏
i=1

fi

k

(U) ∩

 m∏
i=1

fi

k

(V)

 =

m∏
i=1

Xi.

Sea xi0 ∈ Xi0 , y para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, sea xi ∈ Xi. Así, existe ki0 ∈
N tal que ϕ = (x1, . . . , xm) ∈ (

∏m
i=1 fi)

ki0 (U) ∩ (
∏m
i=1 fi)

ki0 (V), esto es, ϕ ∈
(
∏m
i=1 f

ki0
i (Ui)) ∩ (

∏m
i=1 f

ki0
i (Vi)). Lo cual implica que xi0 ∈ f

ki0
i0

(Ui0) ∩ fki0i0
(Vi0).

Por lo tanto,
⋃∞
k=1(fki0(Ui0)∩ fki0(Vi0)) = Xi0 y así, fi0 es fuertemente exacta tran-

sitiva.
Supongamos que

∏m
i=1 fi es fuertemente producto transitiva. Luego, (

∏m
i=1 fi)

×k

es AAN fuertemente transitiva, para cada k ∈ Z+. Por el Teorema 3.8, se tiene
que

∏m
i=1 f

×k
i es AAN fuertemente transitiva. Finalmente, por el tercer párrafo de

la prueba de este teorema, tenemos que f×ki0 es AAN fuertemente transitiva para
todo k ∈ Z+. Por lo tanto, fi0 es fuertemente producto transitiva. �

Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico con Xi +invariante
sobre subconjuntos abiertos bajo fi [11, pág. 493]. En [11, Teorema 4.10], A. Rojas,
F. Barragán y S. Macías, demostraron que: si para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi es transi-
tiva, débilmente mezclante, totalmente transitiva, caótica, órbita-transitiva, estríc-
tamente órbita-transitiva, ω-transitiva, TT++, Touhey, scattering, un F -sistema o
suavemente mezclante, entonces

∏m
i=1 fi tiene la misma propiedad. En los Teo-

remas 4.8, 4.9 y 4.10, presentamos una forma alternativa de [11, Teorema 4.10]
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cuando M es una de las siguientes clases de funciones: transitiva, débilmente mez-
clante, totalmente transitiva, caótica, TT++, Touhey o un F -sistema. Especí�ca-
mente, reemplazamos la condición �para cada i ∈ {1, . . . ,m}, Xi es +invariante
sobre subconjuntos abiertos bajo fi y fi ∈M� por �para todo i ∈ {1, . . . ,m}\{i0},
fi es mezclante, y fi0 es sobreyectiva, continua y transitiva (respectivamente, dé-
bilmente mezclante, totalmente transitiva o TT++)� (Teorema 4.8), �para cada
i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, fi es mezclante y Per(fi) es denso en Xi, y fi0 es sobreyectiva,
continua y caótica (respectivamente, un F -sistema)� (Teorema 4.9) y �para cada
i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, fi es continua y mezclante, y Per(fi) es denso en Xi, y fi0 so-
breyectiva, continua y Touhey� (Teorema 4.10). Más aún, exploramos las siguientes
clases de funciones: AAN exactas, completamente exactas, AAN fuertemente tran-
sitivas, muy fuertemente transitivas, exacta transitivas, fuertemente exacta tran-
sitivas y fuertemente producto transitivas, obteniendo resultados análogos a los
presentados en [11, Teorema 4.10].

Teorema 4.6. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico, sean
i0 ∈ {1, . . . ,m} y fi0 sobreyectiva, y para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, sea fi exacta. Si
fi0 es AAN fuertemente transitiva, fuertemente transitiva, muy fuertemente tran-
sitiva, fuertemente exacta transitiva o fuertemente producto transitiva, entonces∏m
i=1 fi es AAN fuertemente transitiva, fuertemente transitiva, muy fuertemente

transitiva, fuertemente exacta transitiva o fuertemente producto transitiva, respec-
tivamente.

Demostración: Supongamos que fi0 es AAN fuertemente transitiva. Sea Ω
un subconjunto abierto no vacío de

∏m
i=1Xi. De aquí, para cada i ∈ {1, . . . ,m},

existe un subconjunto abierto no vacío Ui de Xi tal que U =
∏m
i=1 Ui ⊆ Ω. Ya

que para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, fi es exacta, existe Ni ∈ N tal que f li (Ui) =
Xi, para cada l > Ni. Por hipótesis,

⋃∞
k=1 f

k
i0

(Ui0) = Xi0 . Sea N = max{Ni :

i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}}. En consecuencia,
⋃∞
k=1 f

N+k
i0

(Ui0) = Xi0 . Finalmente, si

(x1, . . . , xm) ∈
∏m
i=1Xi, existe ki0 ∈ N tal que xi0 ∈ f

N+ki0
i0

(Ui0), y para cada i ∈
{1, . . . ,m}\{i0}, xi ∈ f

N+ki0
i (Ui). De este modo, (x1, . . . , xm) ∈

∏m
i=1 f

N+ki0
i (Ui),

esto es

(x1, . . . , xm) ∈

 m∏
i=1

fi

N+ki0

(U) ⊆
∞⋃
k=1

 m∏
i=1

fi

k

(Ω).

Por lo tanto,
∏m
i=1 fi es AAN fuertemente transitiva.

La prueba para la clase de las funciones muy fuertemente transitivas y fuerte-
mente transitivas es similar a la dada para la clase de las funciones AAN fuertemente
transitivas.

Supongamos que fi0 es fuertemente exacta transitiva. Sean Ω1 y Ω2 subconjun-
tos abiertos no vacíos de

∏m
i=1Xi. Para todo i ∈ {1, . . . ,m}, existen subconjuntos

abiertos no vacíos Ui y Vi de Xi tales que U =
∏m
i=1 Ui ⊆ Ω1 y V =

∏m
i=1 Vi ⊆ Ω2.

Ya que para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, fi es exacta, existen N1
i , N

2
i ∈ N tales que

fk1i (Ui) = Xi y fk2i (Vi) = Xi, para todo k1 > N1
i y k2 > N2

i . Por hipótesis,⋃∞
k=1(fki0(Ui0) ∩ fki0(Vi0)) = Xi0 . Sea N = max{N1

i , N
2
i : i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}}.

Notemos que
⋃∞
k=1(fN+k

i0
(Ui0) ∩ fN+k

i0
(Vi0)) = Xi0 . Sea (x1, . . . , xm) ∈

∏m
i=1Xi.

De aquí, existe ki0 ∈ N tal que xi0 ∈ f
N+ki0
i0

(Ui0) ∩ fN+ki0
i0

(Vi0). Por otro lado,

para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, xi ∈ f
N+ki0
i (Ui) ∩ f

N+ki0
i (Vi). En consecuencia,
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(x1, . . . , xm) ∈
∏m
i=1 f

N+ki0
i (Ui) ∩

∏m
i=1 f

N+ki0
i (Vi), es decir

(x1, . . . , xm) ∈

 m∏
i=1

fi

N+ki0

(U) ∩

 m∏
i=1

fi

N+ki0

(V).

Esto implica que

(x1, . . . , xm) ∈
∞⋃
k=1


 m∏
i=1

fi

k

(Ω1) ∩

 m∏
i=1

fi

k

(Ω2)

 .

Por lo tanto,
∏m
i=1 fi es fuertemente exacta transitiva.

Supongamos que fi0 es fuertemente producto transitiva. Así, f×ki0 es AAN
fuertemente transitiva para todo k ∈ Z+. Además, por [11, Teorema 4.3], para
cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, f×ki es exacta. Por el primer párrafo de la prueba de
este teorema, tenemos que

∏m
i=1 f

×k
i es AAN fuertemente transitiva, o bien, por el

Teorema 3.8, (
∏m
i=1 fi)

×k es AAN fuertemente transitiva para cada k ∈ Z+. Por lo
tanto,

∏m
i=1 fi es fuertemente producto transitiva. �

Teorema 4.7. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico, sea
fi0 continua y exacta transitiva, para algún i0 ∈ {1, . . . ,m}, y para cada i ∈
{1, . . . ,m}\{i0} sea fi exacta. Se tiene que

∏m
i=1 fi es exacta transitiva.

Demostración: Sean Ω1 y Ω2 subconjuntos abiertos no vacíos de
∏m
i=1Xi. De

aquí, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, existen subconjuntos abiertos no vacíos Ui y Vi de
Xi tales que U =

∏m
i=1 Ui ⊆ Ω1 y V =

∏m
i=1 Vi ⊆ Ω2. Dado que para cada i ∈

{1, . . . ,m}\{i0}, fi es exacta, existenN1
i , N

2
i ∈ N tales que fk1i (Ui) = Xi, para cada

k1 > N1
i y f

k2
i (Vi) = Xi, para todo k2 > N2

i . Por otro lado, puesto que fi0 es exacta
transitiva,

⋃∞
k=1(fki0(Ui0) ∩ fki0(Vi0)) es denso en Xi0 . Sea N = max{N1

i , N
2
i : i ∈

{1, . . . ,m}\{i0}}. Como fNi0 es continua, se tiene que
⋃∞
k=1(fN+k

i0
(Ui0)∩fN+k

i0
(Vi0))

es denso en Xi0 . Sea Ω3 un subconjunto abierto no vacío de
∏m
i=1Xi. De este

modo, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, existe un subconjunto abierto no vacío Wi de Xi

tal que W =
∏m
i=1Wi ⊆ Ω3. En consecuencia, existen ki0 ∈ N y xi0 ∈ Xi0 tales que

xi0 ∈ f
N+ki0
i0

(Ui0)∩fN+ki0
i0

(Vi0)∩Wi0 . Por otro lado, para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0},
f
N+ki0
i (Ui) = Xi y f

N+ki0
i (Vi) = Xi. Finalmente, para todo i ∈ {1, . . . ,m}\{i0},

sea xi ∈ Wi. Notemos que (x1, . . . , xm) ∈ (
∏m
i=1 f

N+ki0
i (Ui)) ∩ (

∏m
i=1 f

N+ki0
i (Vi)),

es decir,

(x1, . . . , xm) ∈


 m∏
i=1

fi

N+ki0

(U) ∩

 m∏
i=1

fi

N+ki0

(V)

 ∩W

⊆


 m∏
i=1

fi

N+ki0

(Ω1) ∩

 m∏
i=1

fi

N+ki0

(Ω2)

 ∩ Ω3.

Por lo tanto,
⋃∞
k=1((

∏m
i=1 fi)

k(Ω1)∩(
∏m
i=1 fi)

k(Ω2)) es denso en
∏m
i=1Xi y así,∏m

i=1 fi es exacta transitiva. �
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Teorema 4.8. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico, sea
fi0 una función continua y sobreyectiva, para algún i0 ∈ {1, . . . ,m}, y para cada
i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, sea fi mezclante. Si fi0 es transitiva, débilmente mezclante,
totalmente transitiva o TT++, entonces

∏m
i=1 fi es transitiva, débilmente mezclante,

totalmente transitiva o TT++, respectivamente.

Demostración: Supongamos que fi0 es transitiva. Sean Ω1 y Ω2 subconjuntos
abiertos no vacíos de

∏m
i=1Xi. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, existen subconjuntos

abiertos no vacíos Ui y Vi de Xi tales que U =
∏m
i=1 Ui ⊆ Ω1 y V =

∏m
i=1 Vi ⊆ Ω2.

Dado que para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, fi es mezclante, existe Ni ∈ N tal que
fki (Ui) ∩ Vi 6= ∅, para todo k > Ni. Sea N = max{Ni : i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}}.
Es claro que fNi0 es sobreyectiva y continua, lo cual implica que f−Ni0 (Vi0) es
un subconjunto abierto no vacío de Xi0 . Por hipótesis, existe l ∈ N tal que
f li0(Ui0) ∩ f−Ni0 (Vi0) 6= ∅. De aquí, fNi0 (f li0(Ui0) ∩ f−Ni0 (Vi0)) = fN+l

i0
(Ui0) ∩ Vi0 6= ∅.

Por otro lado, para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, fN+l
i (Ui) ∩ Vi 6= ∅. Consecuente-

mente, existe (x1, . . . , xm) ∈ (
∏m
i=1 f

N+l
i (Ui)) ∩ V = ((

∏m
i=1 fi)

N+l(U)) ∩ V y así,
((
∏m
i=1 fi)

N+l(Ω1)) ∩ Ω2 6= ∅. Por lo tanto,
∏m
i=1 fi es transitiva.

Supongamos que fi0 es débilmente mezclante. Sea Ω1,Ω2, Σ1 y Σ2 subconjun-
tos abiertos no vacíos de

∏m
i=1Xi. De aquí, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, existen sub-

conjuntos abiertos no vacíos U1
i , U

2
i , V

1
i y V 2

i de Xi tales que U1 =
∏m
i=1 U

1
i ⊆ Ω1,

U2 =
∏m
i=1 U

2
i ⊆ Ω2, V1 =

∏m
i=1 V

1
i ⊆ Σ1 y V2 =

∏m
i=1 V

2
i ⊆ Σ2. Puesto que

para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, fi es mezclante, existen N1
i , N

2
i ∈ N tales que

fk1i (U1
i ) ∩ V 1

i 6= ∅ y f
k2
i (U2

i ) ∩ V 2
i 6= ∅, para todo k1 > N1

i y k2 > N2
i . Sea N =

max{N1
i , N

2
i : i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}}. Como fNi0 es sobreyectiva y continua, se tiene

que f−Ni0 (V 1
i0

) y f−Ni0 (V 2
i0

) son subconjuntos abiertos no vacíos de Xi0 . Por hipóte-
sis, existe l ∈ N tal que f li0(U1

i0
) ∩ f−Ni0 (V 1

i0
) 6= ∅ y f li0(U2

i0
) ∩ f−Ni0 (V 2

i0
) 6= ∅. Esto

implica que fN+l
i0

(U1
i0

)∩V 1
i0
6= ∅ y fN+l

i0
(U2

i0
)∩V 2

i0
6= ∅. Por otra parte, para cada i ∈

{1, . . . ,m}\{i0}, fN+l
i (U1

i )∩V 1
i 6= ∅ y f

N+l
i (U2

i )∩V 2
i 6= ∅. Consecuentemente, ex-

isten (x1, . . . , xm) ∈ (
∏m
i=1 fi)

N+l(U1)∩V1 y (y1, . . . , ym) ∈ (
∏m
i=1 fi)

N+l(U2)∩V2

y así, (
∏m
i=1 fi)

N+l(Ω1) ∩ Σ1 6= ∅ y (
∏m
i=1 fi)

N+l(Ω2) ∩ Σ2 6= ∅. Por lo tanto,∏m
i=1 fi es débilmente mezclante.
Supongamos que fi0 es totalmente transitiva. Sean s ∈ N, Ω1 y Ω2 subconjuntos

abiertos no vacíos de
∏m
i=1Xi. De aquí, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, existen subcon-

juntos abiertos no vacíos Ui y Vi deXi tales que U =
∏m
i=1 Ui ⊆ Ω1 y V =

∏m
i=1 Vi ⊆

Ω2. Dado que para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, fi es mezclante, existe Ni ∈ N tal
que fki (Ui) ∩ Vi 6= ∅, para cada k > Ni. Sea N = max{Ni : i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}}.
Es claro que fsNi0 es sobreyectiva y continua y así, f−sNi0

(Vi0) es un subconjunto
abierto no vacío de Xi0 . Por hipótesis, puesto que fsi0 es transitiva, existe l ∈ N
tal que (fsi0)l(Ui0)∩ f−sNi0

(Vi0) 6= ∅. Consecuentemente, fsN+sl
i0

(Ui0)∩Vi0 6= ∅. Por
otro lado, para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, fsN+sl

i (Ui) ∩ Vi 6= ∅. Luego, existe

(x1, . . . , xm) ∈

 m∏
i=1

fsN+sl
i (Ui)

 ∩
 m∏
i=1

Vi

 =

 m∏
i=1

fi

sN+sl

(U) ∩ V

y así, ((
∏m
i=1 fi)

s)N+l (U)∩V 6= ∅. Finalmente, ((
∏m
i=1 fi)

s)N+l(Ω1)∩Ω2 6= ∅. Por
lo tanto,

(∏m
i=1 fi

)s
es transitiva y así,

∏m
i=1 fi es totalmente transitiva.
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Supongamos que fi0 es TT++. Sean Ω1 y Ω2 subconjuntos abiertos no vacíos de∏m
i=1Xi. De aquí, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, existen subconjuntos abiertos no vacíos

Ui y Vi de Xi tales que U =
∏m
i=1 Ui ⊆ Ω1 y V =

∏m
i=1 Vi ⊆ Ω2. Puesto que para

cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, fi es mezclante, existe Ni ∈ N tal que fki (Ui) ∩ Vi 6= ∅,
para cada k > Ni. Sea N = max{Ni : i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}}. Note que fi0 es
sobreyectiva y continua, lo cual implica que f−Ni0 (Vi0) es un subconjunto abierto
no vacío de Xi0 . Más aún, como fi0 es TT++, se tiene que nfi0 (Ui0 , f

−N
i0

(Vi0)) es
in�nito. Sea l ∈ nfi0 (Ui0 , f

−N
i0

(Vi0)). Se tiene que, f li0(Ui0)∩f−Ni0 (Vi0) 6= ∅. Conse-
cuentemente, fN+l

i0
(Ui0) ∩ Vi0 6= ∅. Por otra parte, para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0},

fN+l
i (Ui) ∩ Vi 6= ∅. De lo anterior, (

∏m
i=1 fi)

N+l(U) ∩ V 6= ∅ y así, N + l ∈
n∏m

i=1 fi
(Ω1,Ω2). Finalmente, ya que nfi0 (Ui0 , f

−N
i0

(Vi0)) es in�nito, se tiene que
n∏m

i=1 fi
(Ω1,Ω2) es in�nito. Por lo tanto,

∏m
i=1 fi es TT++. �

Como una consecuencia de [11, Teorema 3.15] y del Teorema 4.8, se sigue el
resultado siguiente.

Teorema 4.9. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico, sea fi0
continua y sobreyectiva para algún i0 ∈ {1, . . . ,m}, y para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0},
sea fi mezclante y Per(fi) denso en Xi. Si fi0 es caótica o un F -sistema, entonces∏m
i=1 fi es caótica o un F -sistema, respectivamente.

Teorema 4.10. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico, sea
fi0 sobreyectiva, continua y Touhey para algún i0 ∈ {1, . . . ,m}, y para cada i ∈
{1, . . . ,m}\{i0}, sea fi continua y mezclante y Per(fi) denso en Xi. Se tiene que∏m
i=1 fi es Touhey.

Demostración: Sean Ω1 y Ω2 subconjuntos abiertos no vacíos de
∏m
i=1Xi. De

aquí, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, existen subconjuntos abiertos no vacíos Ui y Vi
de Xi tales que U =

∏m
i=1 Ui ⊆ Ω1 y V =

∏m
i=1 Vi ⊆ Ω2. Ya que para cada

i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, fi es mezclante, existe Ni ∈ N tal que fki (Ui) ∩ Vi 6= ∅, para
cada k > Ni. Sea N = max{Ni : i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}}. Notemos que fNi0 es
sobreyectiva y continua, lo cual implica que f−Ni0 (Vi0) es un subconjunto abierto no
vacío de Xi0 . Por hipótesis, existe un punto periódico xi0 ∈ Ui0 y ki0 ∈ Z+ tal que
f
ki0
i0

(xi0) ∈ f−Ni0 (Vi0). Se sigue que, fN+ki0
i0

(xi0) ∈ Vi0 . Por otra parte, para cada

i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, f
N+ki0
i (Ui)∩Vi 6= ∅ y así, Ui∩f

−(N+ki0 )
i (Vi) es un subconjunto

abierto no vacío de Xi. Más aún, ya que para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, Per(fi)

es denso en Xi, se tiene que, existe xi ∈ Ui ∩ f
−(N+ki0 )
i (Vi) tal que xi ∈ Per(fi).

Finalmente, (x1, . . . , xm) ∈ Ω1, (
∏m
i=1 fi)

N+ki0 ((x1, . . . , xm)) ∈ V ⊆ Ω2 y por [11,
Teorema 3.3], parte (4), (x1, . . . , xm) es un punto periódico de

∏m
i=1 fi. Por lo

tanto,
∏m
i=1 fi es Touhey. �

5. Conclusiones

Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico. En los teoremas
4.4 y 4.5, se veri�có que si la función producto

∏m
i=1 fi, pertenece a alguna de

las siguientes clases de funciones: AAN exactas, completamente exactas, AAN
fuertemente transitivas, muy fuertemente transitivas, exacta transitivas, fuerte-
mente exacta transitivas o fuertemente producto transitivas, entonces, para cada
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fi0 + fi, para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0} ⇒
∏m
i=1 fi

AAN exacta AAN exacta
AAN exacta
Teorema 4.4

AAN fuertemente
transitiva y so-
breyectiva

exacta
AAN fuertemente
transitiva
Teorema 4.6

fuertemente transi-
tiva y sobreyectiva

exacta
fuertemente transi-
tiva
Teorema 4.6

muy fuertemente
transitiva y so-
breyectiva

exacta
muy fuertemente
transitiva
Teorema 4.6

fuertemente ex-
acta transitiva y
sobreyectiva

exacta
fuertemente exacta
transitiva
Teorema 4.6

fuertemente pro-
ducto transitiva y
sobreyectiva

exacta
fuertemente pro-
ducto transitiva
Teorema 4.6

exacta transitiva y
continua

exacta
exacta transitiva
Teorema 4.7

transitiva, continua
y sobreyectiva

mezclante
transitiva
Teorema 4.8

débilmente mez-
clante, continua y
sobreyectiva

mezclante
débilmente mez-
clante
Teorema 4.8

totalmente transi-
tiva, continua y so-
breyectiva

mezclante
totalmente transi-
tiva
Teorema 4.8

TT++, continua y
sobreyectiva

mezclante
TT++

Teorema 4.8
caótica, continua y
sobreyectiva

mezclante y Per(fi) denso en Xi
caótica
Teorema 4.9

un F -sistema, con-
tinua y sobreyectiva

mezclante y Per(fi) denso en Xi
un F -sistema
Teorema 4.9

Touhey, continua y
sobreyectiva

continua y mezclante y Per(fi)
denso en Xi

Touhey
Teorema 4.10

Figura 3. Resúmen de resultados

i ∈ {1, . . . ,m}, fi pertenece a la misma clase. Más aún, para el caso de la clase de
las funciones AAN exactas, el recíproco es verdadero (Teorema 4.4).

Para el resto de clases no fue posible demostrar la contrarrecíproca, sin embargo,
al pedir más propiedades a las funciones, es posible establecer otras relaciones entre
clases. En el cuadro de la Figura 3, hemos resumido dichos resultados.
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1. Introducción

En 1998, J. J. Charatonik y W. J. Charatonik de�nieron la propiedad de semi-
Kelley en continuos (un continuo es un espacio métrico con más de un punto,
compacto y conexo), véase De�nición 3.3. La propiedad de semi-Kelley es, de
hecho, una propiedad más débil que la propiedad de Kelley, la cual fue introducida
por J. L. Kelley en 1942, en [12, Propiedad 3.2, pág. 26]. J. J. Charatonik y
W. J. Charatonik probaron que todo continuo con la propiedad de Kelley tiene la
propiedad de semi-Kelley (véase Corolario 3.4), y que el recíproco de esto no se
cumple (véase Ejemplo 3.7).

En el año 2013, en el taller anual de investigación en Hiperespacios y Teoría de
Continuos, Alejandro Illanes plateó el siguiente problema:

¾Existe un continuo X con la propiedad de semi-Kelley tal que X × [0, 1] no
tiene la propiedad de semi-Kelley?

Este problema propició el interés de investigadores mexicanos por los continuos
con la propiedad de semi-Kelley. El lector puede consultar los siguientes artículos
referentes al tema: [1], [2], [3], [8], [10] y [16].

La idea de este capítulo es mostrar ejemplos de continuos con la propiedad de
semi-Kelley y sin esta propiedad.

2. Preliminares

Sea (X, d) un continuo, es decir, un espacio métrico con más de un punto, com-
pacto y conexo, se considera la colección de los subconjuntos no vacíos y cerrados
de X, denotada y de�nida por

2X = {A ⊂ X : A es no vacío y cerrado en X},

dotada con la métrica de Hausdor�, la cual definimos a continuación: para A ∈ 2X

y ε > 0, la nube de radio ε alrededor de A, la cual denotamos y de�nimos por

N(ε,A) = {x ∈ X : existe a ∈ A tal que d(x, a) < ε}.

167
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Ahora, definimos la función H : 2X × 2X → [0,∞) por

H(A,B) = inf{ε > 0 : A ⊂ N(ε,B) y B ⊂ N(ε,A)},

para cada A,B ∈ 2X . En [11, Teorema 2.2] se prueba que H es una métrica para
2X . Así, a la colección 2X equipada con esta métrica se conoce como el hiperespacio
de cerrados de X.

Otro hiperespacio muy conocido es

C(X) = {A ∈ 2X : A es conexo}

considerado como subespacio de 2X , el cual se conoce como el hiperespacio de
subcontinuos de X. Es conocido que si X es un continuo, entonces 2X también es un
continuo, este hecho está probado en [14, Teorema (1.13)]. Sobre los hiperespacios
2X y C(X) se conocen muchas propiedades básicas, para un recuento véase [11] y
[14].

En 1942, J. L. Kelley introduce el concepto de propiedad de Kelley para con-
tinuos, originalmente era conocida como propiedad 3.2, [12, pág. 26], que a conti-
nuación enunciamos:

De�nición 2.1. Sea X un continuo con métrica d, diremos que X tiene la propiedad
de Kelley si para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que para cada x, y ∈ X, si d(x, y) < δ
entonces para todo subcontinuo K de X con x ∈ K, existe un subcontinuo L de X
tal que y ∈ L y H(K,L) < ε.

En 1977, R. W. Wardle en [17, II, págs. 291�292] considera la de�nición de la
propiedad de Kelley de manera puntual, esto es:

De�nición 2.2. Sean X un continuo y un punto a ∈ X, diremos que X tiene la
propiedad de Kelley en x si para cada subcontinuo K de X con x ∈ K y para cada
sucesión {xn}n∈N en X que converge al punto x, existe una sucesión de subcontinuos
{Kn}n∈N de X que converge a K tal que xn ∈ Kn, para cada n ∈ N. Un continuo
tiene la propiedad de Kelley si el continuo tiene la propiedad de Kelley en cada uno
de sus puntos.

Un continuo X es localmente conexo en punto p ∈ X si para cada subconjunto
abierto U de X tal que p ∈ U , existe V un subconjunto abierto conexo de X tal
que p ∈ V ⊂ U . En [7, Corolario 38, pág. 129] muestran que si X es un continuo X
localmente conexo en punto p ∈ X, entonces X tiene la propiedad de Kelley en p.
En [13] se proporciona una demostración con todos los detalles de este resultado.

3. Continuos semi-Kelley

En 1998, J. J. Charatonik y W. J. Charatonik introducen el concepto semi-
Kelley para continuos [6, De�nición 3.16], para esto de�nen el siguiente concepto
auxiliar, el cual esta involucrado en la de�nición de semi-Kelley y juega un papel
importante en la investigación de continuos semi-Kelley.

De�nición 3.1. Sea K un subcontinuo de un continuo X. Un subcontinuo M ⊂ K
se llama continuo límite maximal de K si existe una sucesión {Mn}n∈N en C(X)
que converge a M tal que, para cada sucesión {M ′n}n∈N de subcontinuos de X, con
Mn ⊂ M ′n para cada n ∈ N, si {M ′n}n∈N converge a algún M ′ ∈ C(K), entonces
M ′ = M .
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El siguiente resultado relaciona el concepto de continuo limite maximal con
continuos con la propiedad de Kelley.

Teorema 3.2. [6, Teorema 3.11] Si X es un continuo, entonces las siguientes
proposiciones son equivalentes:

(1) X tiene la propiedad de Kelley.
(2) Para cada subcontinuo K de X, se tiene que K es el único continuo límite

maximal de K.

La de�nición de J. J. Charatonik y W. J. Charatonik de un continuo semi-
Kelley es la siguiente:

De�nición 3.3. Un continuo X tiene la propiedad de semi-Kelley, o bien X es
un continuo semi-Kelley, si para cada subcontinuo K de X, se tiene que si M y L
son continuos límite maximal de K, entonces M ⊂ L o bien L ⊂M .

Como corolario al Teorema 3.2 obtenemos que todo continuo con la propiedad
de Kelley, tiene la propiedad de semi-Kelley.

Corolario 3.4. Si X es un continuo con la propiedad de Kelley, entonces X tiene
la propiedad de semi-Kelley.

El Ejemplo 3.7 muestra que el recíproco del Corolario 3.4 no se cumple.

En 2024, M. Chacón-Tirado, M. de J. López e I. Vidal-Escobar en [4, Teorema
2.1] presentan una equivalencia a la propiedad de semi-Kelley; la cual nos permite
veri�car de manera más sencilla que un continuo tenga esta propiedad. Para dar
esta equivalencia necesitamos la siguiente de�nición:

Un continuo X es irreducible entre p y q si p, q ∈ X y ningún subcontinuo
propio de X contiene a los puntos p y q. Se dice que X es irreducible si existen
puntos p y q en X tales que X es irreducible entre p y q. Dados un continuo X
y puntos p, q ∈ X, existe un subcontinuo de X el cual es irreducible entre p y q;
así cualquier continuo no degenerado (es decir, un continuo con más de un punto)
contiene un continuo no degenerado irreducible [15, 4.35 (b)].

El siguiente resultado es la equivalencia de continuo semi- Kelley que M. Chacón-
Tirado, M. de J. López e I. Vidal-Escobar en [4, Teorema 2.1] presentan. En [5,
Teorema 4.3] se proporciona una demostración con todos los detalles de este resul-
tado.

Teorema 3.5. Sea X un continuo. Se tiene que X es semi-Kelley si y sólo si para
cada x, y ∈ X, para cada I ∈ C(X) irreducible entre los puntos x y y, y para cada
sucesión {xn}n∈N en X que converge al punto a existe una sucesión {Kn}n∈N en
C(X) que converge a I tal que xn ∈ Kn, para cada n ∈ N, o para cada sucesión
{yn}n∈N en X que converge al punto y existe una sucesión {Ln}n∈N en C(X) que
converge a I tal que yn ∈ Ln, para cada n ∈ N.

Observación 3.6. Sea X un continuo. Para probar que X tiene la propiedad
de semi-Kelley usando la equivalencia del Teorema 3.5 basta considerar los puntos
x, y ∈ X como puntos de no conexidad local.
En efecto. Dados x, y ∈ X y I ∈ C(X) irreducible entre los puntos x y y. Si x
es un punto de conexidad local de X, por [7, Corolario 38, pág. 129] X tiene la
propiedad de Kelley en el punto x, luego por la De�nición 2.2 tenemos que para
cada sucesión {xn}n∈N en X que converge al punto x existe una sucesión {Kn}n∈N
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en C(X) que converge a I tal que xn ∈ Kn, para cada n ∈ N. Lo último es la
condición deseada en la equivalencia del Teorema 3.5. Por tal si x o y son puntos
de conexidad local se obtiene la condición de la equivalencia del Teorema 3.5, luego
basta considerar los puntos x, y ∈ X como puntos de no conexidad local para probar
que X tiene la propiedad de semi-Kelley.

Dados dos puntos distintos en el plano Cartesiano, digamos a, b ∈ R2, vamos a
denotar el segmento de recta con puntos extremos a y b por ab.

Ejemplo 3.7. Sean a = (0, 0), b = (1, 0), c = (2, 0) y para cada n ∈ N, sea
bn = (1, 1

n ). De�namos X = ac ∪ (
⋃∞
n=1 abn) (ver Figura 1). El continuo X es

conocido como abanico armónico con pata límite alargada.
Vamos a probar que el continuo X no tiene la propiedad de Kelley y sí tiene la

propiedad de semi-Kelley.

Figura 1. Abanico armónico con pata límite alargada

En efecto. Vamos a probar que X no tiene la propiedad de Kelley en el punto
b. Para esto consideremos la sucesión {bn}n∈N contenida en X la cual converge al
punto b y el continuo K = bc. Es claro que no existe una sucesión de subcontinuos
{Kn}n∈N de X que converja a K tal que bn ∈ Kn, para cada n ∈ N. Así, X no
tiene la propiedad de Kelley en el punto b.

Por otro lado, en [5, Ejemplo 2.7, pág. 134] se muestra que si d = ( 1
2 , 0),

M = db y K = dc, entonces M es un subcontinuo límite maximal de K. De
hecho, no es fácil veri�car que X es un continuo semi-Kelley con la De�nición
3.3. Usando el Teorema 3.5 y la Observación 3.6 la prueba de este hecho es más
sencilla de veri�car. Notemos que los puntos de no conexidad local de X son
los que pertenencen a ab \ {a}. Sean x, y ∈ ab \ {a} puntos cualesquiera y I un
continuo irreducible entre los puntos x e y, sean {xn}n∈N y {yn}n∈N sucesiones en
X convergentes a x e y, respectivamente. Note que I ⊂ ab. Si existe N ∈ N tal
que xn ∈ ab para cada n > N , de�nimos In = {xn} si n < N y In = xny para
cada n > N . Note que la sucesión {In}n∈N converge al continuo I. Similarmente
si existe N ∈ N tal que yn ∈ ab para cada n > N . Sean n1 < n2 < · · · en N, tales
que xni /∈ ab, sin perder generalidad, supongamos que xni ∈ abni , sea y′ni ∈ abni
tal que la proyección natural de y′ni en el arco ab es y. De�nimos In = xny si
n /∈ {n1, n2, . . . } y In = xny

′
n si n ∈ {n1, n2, . . . }. Note que la sucesión {In}n∈N

converge al continuo I.
Por lo tanto, el continuo abanico armónico con pata límite alargada tiene la

propiedad de semi-Kelley.
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Ejemplo 3.8. Sean a = (0, 0), b = (1, 0) y, para cada n ∈ N, sean bn = (1, 1
n ) y

an = (0,− 1
n ). De�namos X = ab ∪ (

⋃∞
n=1 abn) ∪ (

⋃∞
n=1 ban) (ver Figura 2). El

continuo X es conocido como doble abanico armónico.
Vamos a probar que el continuo X tiene la propiedad de semi-Kelley.

Figura 2. continuo doble abanico armónico

En efecto. Vamos a usar la equivalencia del Teorema 3.5 y la Observación 3.6 para
probar que el continuoX tiene la propiedad de semi-Kelley. Notemos que los puntos
de no conexidad local de X son los que pertenencen a ab. Sean x, y ∈ ab puntos
cualesquiera y I un continuo irreducible entre los puntos x e y, sean {xn}n∈N y
{yn}n∈N sucesiones en X convergentes a x e y, respectivamente.

Note que I ⊂ ab. Si existe N ∈ N tal que xn ∈ ab para cada n > N , de�nimos
In = {xn} si n < N y In = xny para cada n > N . Note que la sucesión {In}n∈N
converge al continuo I. Similarmente, si existe N ∈ N tal que yn ∈ ab para cada
n > N . Sean n1 < n2 < · · · en N tales que xni /∈ ab, sin perder generalidad,
supongamos que xni ∈ abni (similarmente si xni ∈ bani), sea y′ni ∈ abni tal que la
proyección natural de y′ni en el arco ab es y. De�nimos In = xny si n /∈ {n1, n2, . . . }
y In = xny

′
n si n ∈ {n1, n2, . . . }. Note que la sucesión {In}n∈N converge al continuo

I.
Por lo tanto, el continuo doble abanico armónico tiene la propiedad de semi-

Kelley.

Ejemplo 3.9. Sean u = (0, 0), a = (1, 0), b = (2, 0), v = (3, 0) y, para cada n ∈ N
sean an = (1, 1

n ) y bn = (2, 1
n ). De�namos X = uv ∪ (

⋃∞
n=1 uan)∪ (

⋃∞
n=1 vbn) (ver

Figura 3). Vamos a probar que el continuo X no tiene la propiedad de semi-Kelley.

En efecto. Vamos a usar la equivalencia del Teorema 3.5 para probar que el continuo
X no tiene la propiedad de semi-Kelley. Para esto consideremos los puntos a, b ∈ X
y I el continuo irreducible entre los puntos a y b. Las sucesiones {an}n∈N y {bn}n∈N
en X son sucesiones convergente a a y b, respectivamente. Es claro que no existe
una sucesión {In}n∈N en C(X) que converge a I tal que an ∈ In, para cada n ∈ N,
o bn ∈ In, para cada n ∈ N. Por tanto, X no tiene la propiedad de semi-Kelley.
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Figura 3. X

En los siguientes ejemplos no daremos una descripción algebráica de los puntos
que forman el continuo, nos basaremos en la descripción del continuo dada por
su �gura. El siguiente ejemplo es un continuo, no arco conexo, que no tiene la
propiedad de semi-Kelley.

Ejemplo 3.10. Consideremos X el continuo de la Figura 4, el cual es una com-
pactación del intervalo (0, 1] con residuo arco. Vamos a probar que el continuo X
no tiene la propiedad de semi-Kelley.

Figura 4. X

En efecto. Vamos a usar la equivalencia del Teorema 3.5 para probar que el continuo
X no tiene la propiedad de semi-Kelley. Para esto consideremos a, b ∈ X como en
la Figura 4. Sea I el continuo irreducible entre los puntos a y b, sean {an}n∈N y
{bn}n∈N sucesiones en X convergentes a los puntos a y b, respectivamente, como
se muestran en la Figura 4. Es claro que no existe una sucesión {In}n∈N en C(X)
que converge a I tal que an ∈ In, para cada n ∈ N, o bn ∈ In, para cada n ∈ N.
Por lo cual, X no tiene la propiedad de semi-Kelley.

El siguiente ejemplo es un continuo que no tiene la propiedad de semi-Kelley.

Ejemplo 3.11. Consideremos X el continuo de la Figura 5. Como se ilustra en la
Figura 5 la sucesión de arcos {vcn}n∈N converge al tríodo simple wu ∪ vc. Vamos
a probar que el continuo X no tiene la propiedad de semi-Kelley.
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Figura 5. X

En efecto. Vamos a usar la equivalencia del Teorema 3.5 para probar que el continuo
X no tiene la propiedad de semi-Kelley. Para esto consideremos a, b ∈ X como en
la Figura 5. Sea I el continuo irreducible entre los puntos a y b, sean {an}n∈N y
{bn}n∈N sucesiones en X convergentes a los puntos a y b, respectivamente, como
se muestran en la Figura 5. Note que no existe una sucesión {In}n∈N en C(X) que
converge a I tal que an ∈ In, para cada n ∈ N, o bn ∈ In, para cada n ∈ N. Así, X
no tiene la propiedad de semi-Kelley.

El continuo del siguiente ejemplo contiene al continuo del Ejemplo 3.11 y tiene
la propiedad de semi-Kelley, este continuo está construido en R3 y satisface que los
arcos en color azul no intersectan a los arcos en color negro (véase la Figura 6).
Dados dos puntos distintos en el el espacio Euclidiano, digamos a, b ∈ R3, vamos a
denotar el segmento de recta con puntos extremos a y b por ab.

Ejemplo 3.12. Consideremos X el continuo de la Figura 6. Como se ilustra en
la Figura 6 la sucesión de arcos {vcn}n∈N converge al tríodo simple wu ∪ vc y la
sucesión de arcos {vnun}n∈N converge al arco vu. Vamos a probar que el continuo
X tiene la propiedad de semi-Kelley.

En efecto.Vamos a usar la equivalencia del Teorema 3.5 y la Observación 3.6 para
probar que el continuo X tiene la propiedad de semi-Kelley. Notemos que los
puntos de no conexidad local de X son los que pertenencen a vc ∪ uw \ {v}. Sean
x, y ∈ vc∪uw\{v} puntos cualesquiera y I un continuo irreducible entre los puntos x
y y, sean {xn}n∈N e {yn}n∈N sucesiones en X convergentes a x e y, respectivamente.

Note que I ⊂ vc∪ uw. Si existe N ∈ N tal que xn ∈ vc∪ uw para cada n > N ,
de�nimos In = {xn} si n < N y In = xny para cada n > N . Note que la sucesión
{In}n∈N converge al continuo I. Similarmente si existe N ∈ N tal que yn ∈ vc∪uw
para cada n > N . Sean n1 < n2 < . . . en N tales que xni /∈ vc ∪ uw, sin perdida
de generalidad, supongamos xni ∈ vcni ∪ cnivni , y sean m1 < m2 < . . . en N tales
que ymi /∈ vc ∪ uw, sin perdida de generalidad, supongamos ymi ∈ vcmi ∪ cmivmi .
Vamos a considerar los siguientes casos:

Caso i. Suponga que x, y ∈ vu.
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Figura 6. X

Supongamos que x ∈ vy. Sin perdida de generalidad supongamos que xni ∈
vwni o xni ∈ vnicni , si xni ∈ vwni sea y′ni ∈ vwni tal que la proyección natural de
y′ni en el arco vu es y y si xni ∈ vnicni sea y′ni ∈ vnicni tal que la proyección natural
de y′ni en el arco vu es y. De�nimos In = xny si n /∈ {n1, n2, . . . } y In = xny

′
n si

n ∈ {n1, n2, . . . }. Note que la sucesión {In}n∈N converge al continuo I.
Caso ii. Suponga que x, y ∈ uw.
Supongamos que x ∈ wy. Sin perdida de generalidad supongamos que xni ∈

vwni o xni ∈ wniuni , si xni ∈ vwni sea y′ni ∈ vwni tal que la proyección natural
de y′ni en el arco uw es y y si xni ∈ wniuni sea y′ni ∈ wniuni tal que la proyección
natural de y′ni en el arco uw es y. De�nimos In = xny si n /∈ {n1, n2, . . . } y
In = xny

′
n si n ∈ {n1, n2, . . . }. Note que la sucesión {In}n∈N converge al continuo

I.
Caso iii. Suponga que x, y ∈ uc.
Supongamos que x ∈ yc. Sin perdida de generalidad supongamos que xni ∈

unicni , sea y
′
ni ∈ unicni tal que la proyección natural de y′ni en el arco uc es y.

De�nimos In = xny si n /∈ {n1, n2, . . . } y In = xny
′
n si n ∈ {n1, n2, . . . }. Note que

la sucesión {In}n∈N converge al continuo I.
Caso iv. Suponga que x ∈ vu y y ∈ uc \ {u}.
Sin perdida de generalidad supongamos que ymi ∈ umicmi , sea x′ni ∈ vmicmi

tal que la proyección natural de x′ni en el arco vu es x. De�nimos In = xyn si
n /∈ {m1,m2, . . . } y In = x′nyn si n ∈ {m1,m2, . . . }. Note que la sucesión {In}n∈N
converge al continuo I.

Caso v. Suponga que x ∈ uw y y ∈ uc \ {u}.
Sin perdida de generalidad supongamos que ymi ∈ unicni , sea x

′
ni ∈ wnicni

tal que la proyección natural de x′ni en el arco vu es x. De�nimos In = xyn si
n /∈ {m1,m2, . . . } y In = x′nyn si n ∈ {m1,m2, . . . }. Note que la sucesión {In}n∈N
converge al continuo I.

Caso vi. Suponga que x ∈ vu \ {u} y y ∈ uw.
Sin perdida de generalidad supongamos que xni ∈ vwni o xni ∈ vnicni , sea

y′ni ∈ vwni tal que la proyección natural de y′ni en el arco uw es y y si xni ∈ vnicni
sea y′ni ∈ wnicni tal que la proyección natural de y′ni en el arco uw es y. De�nimos
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In = xny si n /∈ {n1, n2, . . . } y In = xny
′
n si n ∈ {n1, n2, . . . }. Note que la sucesión

{In}n∈N converge al continuo I.
De los casos i − vi concluimos que el continuo X tiene la propiedad de semi-

Kelley.

Un continuo X es hereditariamente semi-Kelley si cada subcontinuo de X tiene
la propiedad de semi-Kelley. Puesto que el continuo del Ejemplo 3.12 contiene al
continuo del Ejemplo 3.11 y este último no tiene la propiedad de semi-Kelley, el
continuo del Ejemplo 3.12 no es hereditariamente semi-Kelley. El siguiente ejemplo
es un continuo hereditariamente semi-Kelley.

Ejemplo 3.13. Consideremos X el continuo de la Figura 7. Como se ilustra en
la �gura las sucesiones {vn}n∈N, {un}n∈N y {wn}n∈N convergen a v, las sucesiones
{cn}n∈N y {en}n∈N convergen a e y la sucesión {an}n∈N converge a a. Vamos a
probar que el continuo X tiene la propiedad de semi-Kelley.

Figura 7. X

En efecto. Vamos a usar la equivalencia del Teorema 3.5 y la Observaci« 3.6 para
probar que el continuo X tiene la propiedad de semi-Kelley. Notemos que los
puntos de no conexidad local de X son los que pertenencen a uv ∪ ae \ {u}. Sean
x, y ∈ uv∪ae\{u} puntos cualesquiera y I un continuo irreducible entre los puntos x
e y, sean {xn}n∈N y {yn}n∈N sucesiones en X convergente a x e y, respectivamente.

Note que I ⊂ uv ∪ ae. Si existe N ∈ N tal que xn ∈ uv ∪ ae para cada
n > N , de�nimos In = {xn} si n < N y In = xny para cada n > N . Note que
la sucesión {In}n∈N converge al continuo I. Similarmente si existe N ∈ N tal que
yn ∈ uv ∪ ae para cada n > N . Sean n1 < n2 < . . . en N tales que xni /∈ uv ∪ ae,
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y m1 < m2 < . . . en N tales que ymi /∈ uv ∪ ae. Vamos a considerar los siguientes
casos:

Caso i. Suponga que x, y ∈ uv \ {u}.
Supongamos que x ∈ uy \ {u}. Sin perdida de generalidad supongamos que

xni ∈ uvni o xni ∈ uuni o xni ∈ uwni . Si xni ∈ uvni , sea y
′
ni ∈ uvni tal que

la proyección natural de y′ni en el arco uv es y, si xni ∈ uuni , sea y′ni ∈ uuni tal
que la proyección natural de y′ni en el arco uv es y, si xni ∈ uwni , sea y′ni ∈ uwni
tal que la proyección natural de y′ni en el arco vu es y. De�nimos In = xny si
n /∈ {n1, n2, . . . } y In = xny

′
n si n ∈ {n1, n2, . . . } . Note que la sucesión {In}n∈N

converge al continuo I.

Caso ii. Suponga que x, y ∈ ve.
Supongamos que x ∈ ye. Sin perdida de generalidad supongamos que xni ∈

wnicni o xni ∈ unieni . Si xni ∈ wnicni , sea y
′
ni ∈ wnicni tal que la proyección

natural de y′ni en el arco ve es y, si xni ∈ uuni , sea y′ni ∈ unieni tal que la
proyección natural de y′ni en el arco ve es y. De�nimos In = xny si n /∈ {n1, n2, . . . }
y In = xny

′
n si n ∈ {n1, n2, . . . }. Note que la sucesión {In}n∈N converge al continuo

I.

Caso iii. Suponga que x, y ∈ av.
Supongamos que x ∈ ay. Sin perdida de generalidad supongamos que xni ∈

aniwni , sea y
′
ni ∈ aniwni tal que la proyección natural de y′ni en el arco vu es y.

De�nimos In = xny si n /∈ {n1, n2, . . . } y In = xny
′
n si n ∈ {n1, n2, . . . }. Note que

la sucesión {In}n∈N converge al continuo I.

Caso iv. Suponga que x ∈ uv y y ∈ ve \ {v}.
Sin perdida de generalidad supongamos que ymi ∈ ueni o ymi ∈ ucni . Si

ymi ∈ ueni sea x′ni ∈ ueni tal que la proyección natural de x′ni en el arco uv es x, si
ymi ∈ ucni , sea x′ni ∈ ucni tal que la proyección natural de x′ni en el arco uv es x.
De�nimos In = xyn si n /∈ {m1,m2, . . . } y In = x′nyn si n ∈ {m1,m2, . . . }. Note
que la sucesión {In}n∈N converge al continuo I.

Caso v. Suponga que x ∈ uv \ {u} y y ∈ av \ {v}.
Sin perdida de generalidad supongamos que ymi ∈ uani , sea x

′
ni ∈ uani tal

que la proyección natural de x′ni en el arco uv es x. De�nimos In = xyn si n /∈
{m1,m2, . . . } y In = x′nyn si n ∈ {m1,m2, . . . }. Note que la sucesión {In}n∈N
converge al continuo I.

Caso vi. Suponga que x ∈ av \ {v} y y ∈ ve.
Sin perdida de generalidad supongamos que xmi ∈ uani , sea y′ni ∈ anicni tal

que la proyección natural de y′ni en el arco anicni es y. De�nimos In = xyn si
n /∈ {m1,m2, . . . } y In = xny

′
n si n ∈ {m1,m2, . . . }. Note que la sucesión {In}n∈N

converge al continuo I.

De los casos i − vi concluimos que el continuo X tiene la propiedad de semi-
Kelley. Siguiendo las mismas ideas de esta prueba, se puede probar que cualquier
subcontinuo de X tiene la propiedad de semi-Kelley y por tanto X es un continuo
hereditariamente semi-Kelley.

Concluimos que el Teorema 3.5 y la Observación 3.6 son muy utilies para probar
que un continuo tiene la propiedad de semi-Kelley. De este modo los lectores jóvenes
pueden veri�car fácilmente qué continuos satisfacen la propiedad de semi-Kelley y
así, realizar una investigación en este tema.
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1. Introducción

Un algoritmo es un procedimiento sistemático prede�nido que resuelve una
determinada tarea paso a paso. Los algoritmos se encuentran en casi todos los
ámbitos de la vida cotidiana; sin embargo es en la informática y los programas de
software en donde su aplicación alcanza una mayor relevancia. Algunos ejemplos
conocidos son: el algoritmo de búsqueda secuencial de un elemento en un conjunto
de datos, los algoritmos de ordenación, el algoritmo de un navegador que determina
la clasi�cación de los resultados de las búsquedas, así como los algoritmos utilizados
por las agencias de noticias, etc. Ahora, para realizar una tarea, en la mayoría de
las ocasiones ésta se puede hacer de varias maneras, y para cada una de ellas se
puede implementar un algoritmo, de tal forma que puede haber varios algoritmos
que realizan una misma tarea. De este modo surge la pregunta: ¾Cuál algoritmo
es el más conveniente? La respuesta a esta pregunta es dada mediante lo que se
conoce como la complejidad de algoritmos.

La complejidad algorítmica representa la cantidad de recursos, ya sea tempo-
rales o espaciales, que necesita un algoritmo para resolver un problema y que por
tanto permite determinar el grado de e�ciencia y conveniencia de dicho algoritmo.

1Este autor recibió apoyo del CONAHCYT mediante una estancia posdoctoral.
2Este autor recibió apoyo del CONAHCYT mediante una beca sabática.
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En la mayoría de los trabajos sobre complejidad de algoritmos se considera la com-
plejidad temporal y este trabajo no es la excepción. El tiempo empleado por un
algoritmo se mide por la cantidad de pasos o acciones que éste utiliza para realizar
la tarea en cuestión, considerando que la medida del tiempo debe ser independi-
ente de la máquina, del lenguaje de programación, el compilador y de cualquier
otro elemento, ya sea de software o de hardware, que in�uya en el análisis. Para
conseguir esta independencia, la medida abstracta consiste en considerar el número
de pasos que se efectúan al ejecutarse el algoritmo. Es claro que este tiempo por
lo general depende de n, el tamaño de los datos que se consideran, y al procesar
un gran número de datos, lo que importa para la e�ciencia es el comportamiento
asintótico. De manera breve, se puede de�nir la �complejidad� como la cantidad de
recursos necesarios para efectuar un cálculo. Así, el tiempo requerido para que se
ejecute un algoritmo es una función del tamaño de los datos considerados. Por esta
razón la complejidad de un algoritmo se expresa o representa como una sucesión
f(n) (o g(n), T (n), h(n), ...). El estudio de la e�ciencia de los algoritmos es muy
importante y no puede ser eliminado por el argumento: �las computadoras del fu-
turo serán tremendamente rápidas y por lo tanto no es importante que el algoritmo
sea e�ciente�.

Para saber el grado de complejidad que puede tener un determinado problema,
generalmente se utiliza el modelo computacional de la máquina de Turing, con el
cual se obtiene una clasi�cación de los problemas con base en el grado de comple-
jidad inherente para resolverlos.

El espacio cuasi-m�trico (C, dC) de funciones de complejidad tiene su origen en
las ciencias de la computación así como en topología. Scott y Strachey [18] iniciaron
el estudio de la semántica denotacional y la teora de dominios, con el objetivo de dar
un sustento riguroso a los conceptos utilizados en los lenguajes de programación,
y en el desarrollo de modelos matemáticos para ellos. La completación de órdenes
parciales juega un papel importante en la teoría de dominios.

El objetivo que perseguimos en este trabajo de divulgación es presentar de
manera detallada los fundamentos sobre la completación topológica según Smyth
[19] de un espacio cuasi-uniforme que, aplicada a los espacios de complejidad de
algoritmos, sirve para obtener la complejidad de ciertos tipos de algoritmos. Esta
última parte ha sido desarrollada inicialmente por Schellekens [16] y posteriormente
por el mismo Schellekens junto con S. Romaguera y sus colaboradores [7], [14].

La división de la presentación del trabajo en seis secciones (aparte de esta intro-
ducción) la hemos hecho pensando en que de esta manera, al lector le pueda resultar
más fácil la comprensión de la mencionada teoría. La segunda sección cubre una
parte de la notación que se usa en este capítulo, así como los preliminares sobre
la complejidad asintótica de algoritmos y el tipo de algoritmos conocido como �di-
vide y vencerás�. También se menciona, después de la de�nición de los órdenes de
complejidad, el impacto que tiene la teoría aquí presentada, en cuanto a la e�cien-
cia computacional de los algoritmos. La tercera sección se dedica al tratamiento
de los espacios cuasi-uniformes, que son espacios más generales que los espacios
cuasi-m�tricos, a los que está dedicada la cuarta sección. En la quinta sección se
desarrolla la teoría sobre los objetos pricipales de este trabajo, que son el espacio
de complejidad de algoritmos y su espacio dual. La sexta sección está dedicada a
la aplicación de la teoría de los espacios de complejidad para obtener el orden de
complejidad de algoritmos del tipo divide y vencerás. Finalmente, en la séptima
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sección, nuevamente se aplica la teoría de los espacios de complejidad, ahora para la
obtención del orden de complejidad de algoritmos divide y vencerás probabilistas.

2. Preliminares

En este trabajo, los símbolos N, R+ y (0,∞] denotan a los conjuntos de los
enteros positivos, números reales no negativos y números reales positivos extendi-
dos, respectivamente. Usamos la notación O (O mayúscula), o (o minúscula), Ω
(Omega mayúscula) y Θ (Zeta) con el signi�cado estándar que ±tos símbolos tienen
en las ciencias computacionales. El signi�cado del símbolo ω (omega minúscula)
dependerá del contexto. Cuando ω aparece sola, denota al conjunto de los enteros
no negativos, mientras que la notación ω(g), donde g es una sucesión de números
reales, indica un conjunto de sucesiones en el sentido de cotas asintóticas con el
que se usa regularmente en las ciencias de la computación. Esto se explicará con
detalle más adelante. Si a, b ∈ R, las notaciones a ∨ b y a ∧ b signi�can max {a, b}
y min {a, b}, respectivamente. Como es usual, el símbolo ◦ indica composición de
relaciones. Las letras U, V se usan para denotar cuasi-uniformidades, mientras que
U , V indican entornos pertenecientes a ellas. Para la contención de conjuntos (ya
sea estricta o no) utilizamos indistintamente los símbolos ⊂ y ⊆, mientras que <U
denota la contención fuerte de conjuntos con respecto al entorno U . La letra F

generalmente indica un �ltro y B representa una base de �ltro o de una cuasi-
uniformidad o de una topología. Si (X, τ) es un espacio topológico y A ⊆ X, la
cerradura y el interior de A con respecto a la topología τ se denotan por clτ (A)
e intτ (A), respectivamente. Para cada punto x ∈ X, N(x) representa al �ltro de
vecindades de x. Las letras O, O′ indican abiertos en un espacio topológico. El
símbolo 6τ denota el preorden de especialización determinado por τ en X, donde
x 6τ y si y sólo si x ∈ clτ ({y}). La completación de un espacio uniforme o cuasi-

uniforme (X,U) se representa como
(
X̂, Û

)
, mientras que para la completación de

Smyth [19] de un espacio cuasi-uniforme topológico (X,U, τ) utilizamos la notación(
X̃, Ũ, τ̃

)
[21]. El espacio de funciones de complejidad y su espacio dual se indican

con los símbolos C y C∗, respectivamente, mientras que el mapeo de inversión entre
ellos se representa como Ψ.

Por lo general, los problemas de cómputo pueden presentarse en instancias de
tamaño muy grande, teóricamente ilimitado. En la práctica es de gran interés estu-
diar las funciones de complejidad para valores de n muy grandes [8]. Esto nos lleva
a considerar la e�ciencia asintótica de los algoritmos, es decir, el comportamiento
de la función de complejidad T (n) cuando n → ∞. En el análisis asintótico de la
complejidad, lo más importante es el orden de crecimiento de las funciones. Esto
signi�ca que, dadas dos funciones f(n) y g(n), hay que considerar qué tan rápido
crece cada una de ellas con respecto a la otra cuando el valor de n se hace arbi-
trariamente grande.

Estrictamente hablando, los valores de T (n) son números enteros positivos, ya
que representan el número de pasos básicos que realiza un algoritmo durante su
ejecución. Con el propósito de poder utilizar en el análisis asintótico de la comple-
jidad todas las herramientas del álgebra de funciones, incluyendo las propiedades
de las funciones logarítmicas, se trabaja con funciones asintóticamente positivas y
de valores reales.
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De�nición 2.1 (Funciones reales asintóticamente positivas).

A =
{
f : N→ R | (∃N ∈ N)(∀n > N), f(n) > 0

}
De�nición 2.2 (Notación O). Si g ∈ A, entonces

O(g) =
{
f ∈ A | (∃c, n0 > 0)(∀n > n0), 0 < f(n) 6 c · g(n)

}
.

En la notación O (O mayúscula), la función g es una cota superior asintótica
para las funciones f ∈ O(g). A partir de cierto punto n0, los valores de f(n) no
superan a un múltiplo constante de g(n). Por ejemplo, la complejidad del peor
caso posible del ordenamiento por inserción es O(n2). Abusando de la notación, a
veces se escribe f(n) = O(g(n)) en vez de f ∈ O(g). Se dice que f es de un orden
menor o igual al orden de g. Si f es una función constante, entonces f ∈ O(1).
Como la notación O indica una cota superior, cuando esa cota se aplica al tiempo
de corrida del peor caso de un algoritmo, automáticamente se aplica también para
cualquier con�guración de los datos de entrada [5]. Esto implica que la complejidad
del algoritmo de ordenamiento por inserción es O(n2).

De�nición 2.3 (Notación Ω). Si g ∈ A, entonces

Ω(g) =
{
f ∈ A | (∃c, n0 > 0)(∀n > n0), 0 < c · g(n) 6 f(n)

}
.

En la notación Ω (Omega mayúscula), la función g es una cota inferior
asintótica para las funciones f ∈ Ω(g). A partir de algún punto n0, los valores
de f(n) no caen por debajo de un múltiplo constante de g(n). Dada una función
f ∈ A, si f /∈ Ω(1), esto es equivalente a decir que f(n) tiene una subsucesión que
tiende a cero. Como la notación Ω indica una cota inferior, si dicha cota se aplica
al tiempo de corrida del mejor caso posible de un algoritmo, entonces también se
aplica para cualquier otra con�guración de los datos de entrada. Como ejemplo
particular, la complejidad del algoritmo de ordenamiento por inserción es Ω(n),
además de ser también O(n2). Las notaciones O y Ω están relacionadas mediante
la siguiente propiedad: f ∈ O(g)⇔ g ∈ Ω(f).

De�nición 2.4 (Notación Θ). Si g ∈ A, entonces

Θ(g) =
{
f ∈ A | (∃c1, c2, n0 > 0)(∀n > n0), 0 < c1g(n) 6 f(n) 6 c2g(n)

}
.

En la notación Θ (Zeta), la función g da una cota asintótica justa (también
llamada exacta) para las funciones f ∈ Θ(g) ya que estas funciones quedan acotadas
tanto superior como inferiormente por múltiplos constantes de la función g. En
otras palabras, a la derecha de n0, la grá�ca de f(n) queda arriba de c1g(n) y
abajo de c2g(n) Por ejemplo, cualquier función constante pertenece a Θ(1). Si la
función f(n) es un polinomio de grado k, entonces f(n) ∈ Θ(nk). Con esta notación
también se acostumbra escribir f(n) = Θ(g(n)) en vez de f ∈ Θ(g). Este uso se
extiende incluso a expresiones como: 5n2 + 3n+ 1 = 5n2 + Θ(n).

Teorema 2.5. [5] ∀g ∈ A, Θ(g) = O(g) ∩ Ω(g).

Si g es una cota superior asintótica de f , es decir que f ∈ O(g), puede ser que
g sea una cota exacta (en caso de que f ∈ Θ(g)), o puede ser que no lo sea (si
f /∈ Θ(g)). La siguiente notación de�ne una clase de funciones para las que g es
una cota superior asintótica pero que no es exacta.

De�nición 2.6 (Notación o). Si g ∈ A, entonces

o(g) =
{
f ∈ A | (∀c > 0)(∃n0 > 0)(∀n > n0), 0 < f(n) < c · g(n)

}
.
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En este caso se dice que f es �asintóticamente menor� que g. La de�nición
de la notación o (o minúscula) se parece a la de la notación O pero hay una
diferencia importante que radica en el cuanti�cador del factor constante c > 0. Si
f ∈ O(g), la desigualdad f(n) 6 c · g(n) se debe cumplir a partir de algún punto
n0 para alguna constante c > 0. En cambio, si f ∈ o(g), para toda constante c > 0
se cumple la desigualdad f(n) < c · g(n) a partir de algún punto n0 (que depende
de c). Por ejemplo, tomando c = 1 y n0 = 3, se comprueba que 3n = O(n2). Sin
embargo, 3n2 6= o(n2) ya que (tomando, digamos c = 2) no hay ningún valor n > 0
para el que se cumpla 3n2 < 2n2. Similarmente a los casos anteriores, aquí también
es común abusar de la notación escribiendo f(n) = o(g(n)) en lugar de f ∈ o(g).
Nótese que o(g) ⊆ O(g) \ Ω(g). En la notación o, el valor de f(n) se vuelve cada
vez más insigni�cante comparado con g(n) al crecer la n [5]. Es decir que

f ∈ o(g)⇔ lim
n→∞

f(n)

g(n)
= 0.

De�nición 2.7 (Notación ω). Si g ∈ A, entonces

ω(g) =
{
f ∈ A | (∀c > 0)(∃n0 > 0)(∀n > n0), 0 < c · g(n) < f(n)

}
.

En este caso se dice que f es �asintóticamente mayor� a g. La notación ω
(omega minúscula) indica una cota inferior asintótica que no es exacta. Por
ejemplo, 3n2 = ω(n) pero 3n2 6= ω(n2). Similarmente al caso de las notaciones O y
Ω, hay una relación estrecha entre la notación o y la notación ω ya que f ∈ ω(g)⇔
g ∈ o(f). Además se cumple lo siguiente

f ∈ ω(g)⇔ lim
n→∞

f(n)

g(n)
=∞.

El análisis tradicional de la complejidad clasi�ca a las funciones al nivel de sus
cotas asintóticas O, o, Θ, Ω y ω. Sin embargo, como se verá más adelante, la
cuasi-métrica dC del espacio de complejidad proporciona una forma más re�nada
de comparar la e�ciencia computacional entre dos algoritmos dados. Esto se hace
cuanti�cando sistemáticamente qué tanto una función de complejidad domina a
otra en términos de mejoramiento relativo, acumulando las diferencias existentes
para cada tamaño n de los datos de entrada del problema. Por esta razón, la
cuasi-métrica dC presenta implicaciones prácticas para la selección del algoritmo
más e�ciente, ya que las diferencias pequeñas tienen un efecto acumulativo, aunque
sea entre funciones que tengan el mismo orden asintótico de complejidad. Esto
puede resultar particularmente útil cuando dos algoritmos con la misma comple-
jidad asintótica se desempeñan de forma diferente en diferentes rangos prácticos
de valores del tamaño de la entrada. Incluso se podría considerar la posibilidad
de utilizar la cuasi-métrica dC en el diseño de algoritmos adaptivos, que pueden ir
eligiendo diferentes algoritmos para procesar los datos, de acuerdo a cómo se vayan
presentando sus características estructurales en tiempo real.

2.1. Algoritmos del tipo �divide y vencerás�. Los algoritmos del tipo
conocido como �divide y vencerás� tienen una estrategia que consiste en dividir el
problema en subproblemas de menor tamaño y resolverlos de forma separada. El
objetivo de esta reducción es que los subproblemas en los que se divide el prob-
lema original sean su�cientemente simples para ser resueltos de forma sencilla, y
posteriormente obtener la solución total del problema combinando las soluciones
parciales. Esta es la estrategia que siguen los algoritmos recursivos: el problema
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se va reduciendo sucesivamente hasta llegar al caso base cuya solución es conocida,
y a partir de allí se construye la solución del problema total. Un ejemplo de este
tipo de algoritmos es la búsqueda binaria: en cada paso la lista de búsqueda se
divide en dos partes, por lo que la longitud de cada parte se va reduciendo suce-
sivamente a la mitad hasta obtener listas de un solo elemento, que es el caso base
para este algoritmo. La naturaleza recursiva de los algoritmos del tipo �divide y
vencerás� facilita la obtención de funcionales de mejora (de�nidos en la sección 5)
en el espacio C. La iteración de estos funcionales, junto con la completitud de C,
permiten obtener cotas asintóticas para las funciones de complejidad de este tipo de
algoritmos. Por esta razón, se puede a�rmar que el análisis de complejidad de los
algoritmos �divide y vencerás� es el que mejor se adapta a las técnicas presentadas
en este trabajo.

2.2. Otros tipos de algoritmos. Además del tipo �divide y vencerás� hay
varios otros tipos de algoritmos. Algunos de los principales son: los algoritmos
voraces, los de programación dinámica, los de retroceso, los de ramas y acotación,
los de recorrido de grafos, los de programación lineal y optimización convexa, los de
tiempo real, los de fuerza bruta, los algoritmos aleatorizados y los de aproximación,
así como los algoritmos paralelos y distribuidos. Cada uno de los tipos mencionados
cuenta con enfoques especí�cos para determinar su complejidad asintótica. Por
ejemplo, los algoritmos voraces van tomando decisiones que son localmente óptimas
en cada paso del proceso, con la meta de llegar a una solución que sea óptima para
el problema global. Esto se alcanza cuando el problema que resuelve el algoritmo
cumple con las propiedades llamadas �de la elección ávida� y �de la subestructura
optimal�, que se de�nen formalmente en la teoría de matroides. La mayoría de
estos tipos de algoritmos y las técnicas que han dado los mejores resultados en la
determinación de sus funciones de complejidad, se cubren con detalle en la referencia
[5], que es un libro bastante extenso, con muchos ejemplos y con explicaciones claras.
Después de ver la de�nición del espacio C en la sección 5, el lector se dará cuenta
de que este espacio incluye a las funciones de complejidad de todos los algoritmos
no triviales, independientemente del tipo bajo el que estén clasi�cados.

3. Espacios cuasi-uniformes

Una cuasi-uniformidad U sobre un conjunto X es un �ltro sobre X × X,
que satisface (i) todo elemento U ∈ U es una relación re�exiva sobre X, y (ii)
∀U ∈ U,∃V ∈ U : V ◦ V ⊆ U . Los elementos de U son llamados entornos.
Cuando adicionalmente U tiene la propiedad (iii) ∀U ∈ U : U−1 ∈ U, entonces
es llamada una uniformidad sobre X. El par (X,U) es un espacio cuasi-uniforme
(o un espacio uniforme, cuando U es una uniformidad). Para una presentación
completa de la teoria de los espacios quasi-uniformes, recomendamos consultar [6].
Ahora, si U es una cuasi-uniformidad, U−1 =

{
U−1 | U ∈ U

}
es tambi« una cuasi-

uniformidad llamada la cuasi-uniformidad conjugada de U. De tal manera que U

es una uniformidad si y sólo si U−1 = U. Una función f : (X,U) → (Y,V) en-
tre dos espacios cuasi-uniformes es llamada cuasi-uniformemente continua cuando
∀V ∈ V,∃U ∈ U : (x, y) ∈ U ⇒ (f(x), f(y)) ∈ V , para todo par (x, y) ∈ X × X.
En el caso en que existe una función biyectiva f entre los espacios cuasi-uniformes
(X,U) y (Y,V), de tal manera que f y f−1 son cuasi-uniformemente continuas, f
es llamada un cuasi-unimor�smo y se dice que los espacios son cuasi-isomorfos.
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Un subconjunto B ⊆ U de una cuasi-uniformidad es una base de U cuando
∀U ∈ U,∃B ∈ B : B ⊆ U . En tal caso decimos que B genera a U. Una uniformidad
U siempre tiene como una de sus bases a la familia B =

{
U ∩ U−1 | U ∈ U

}
, la

cual consta de relaciones sim�tricas (V = V −1). Si B = {Ui}i∈I es una familia de
subconjuntos de X×X, entonces existe una cuasi-uniformidad U sobre X generada
por B si y sólo si (i) B es una base de �ltro en X ×X, (ii) cada Ui, i ∈ I es una
relación re�exiva sobre X, y (iii) ∀i ∈ I, ∃j ∈ I : Uj ◦ Uj ⊆ Ui. Si U y V son
cuasi-uniformidades sobre X, en donde B1 es una base para U, y B2 es una base
para V, decimos que B1 es más �na que B2 (y que B2 es mas gruesa que B1) si cada
elemento de B2 contiene un elemento de B1. Así, U es más �na que V, siempre que
V ⊆ U. Si U es una cuasi-uniformidad, entonces la familia B =

{
U ∩ U−1 | U ∈ U

}
es una base para una uniformidad, la cual se denota por Us.

La topología τ(U) inducida por una cuasi-uniformidad U sobre X es la única
topología en donde, para cada x ∈ X, su �ltro de vecindades N(x) tiene como base
a
{
U(x) | U ∈ U

}
, siendo U(x) = {y ∈ X|(x, y) ∈ U}. τ(U) es llamada la topología

cuasi-uniforme. Si τ es una topología sobre X, entonces U se dice que es compatible
con τ siempre que τ = τ(U). En este caso decimos que el espacio (X, τ) admite a
la cuasi-uniformidad U.

En cualquier espacio cuasi-uniforme (X,U), la relación
⋂

U sobre X es un
preorden, al que se conoce como el preorden cuasi-uniforme o el preorden asociado
a U y se le denota por 6U. Cuando 6U es un orden parcial, la topología τ(U) es
T0, mientras que si 6U resulta ser la identidad sobre X, entonces τ(U) es T1.

En cuestión de completación: en un espacio uniforme (X,U), se dice que una
red (xα)α∈I es de Cauchy, si para cada U ∈ U existe α0 ∈ I, tal que si α, β > α0,
entonces (xα, xβ) ∈ U . Similarmente, un �ltro F en X se dice que es de Cauchy,
si para cada U ∈ U existe F ∈ F, tal que para x, y ∈ F , se tiene (x, y) ∈ U . Una
red (xα)α∈I converge a un punto x0 ∈ X, si para cada U ∈ U existe α0 ∈ I, tal
que si α > α0, entonces (xα, x0) ∈ U , mientras que un �ltro F converge a x0 ∈ X,
siempre que para cada U ∈ U existe F ∈ F, tal que si x ∈ F , entonces (x, x0) ∈ U .

Teorema 3.1 ([9], [10]). Cada �ltro (red) convergente en un espacio uniforme
(X,U) es un �ltro (una red) de Cauchy. Lo inverso no es necesariamente cierto.

Demostración: Daremos la demostración para �ltros, para redes la demostración
es muy parecida. Sea F un �ltro convergente a x ∈ X. Por la de�nición de �ltro
convergente, F es un re�namiento de N(x), el �ltro de vecindades uniformes de x.
Como todo re�namiento de un �ltro de Cauchy es también de Cauchy. solamente
se necesita probar que N(x) es de Cauchy. Sea U ∈ U un entorno de X. Para este
U existe V ∈ U, simétrico (V = V −1), que cumple V ◦ V ⊆ U . Dados u, v ∈ X
tales que (x, u), (x, v) ∈ V , por simetría se tiene (u, x), (x, v) ∈ V , lo que implica
(u, v) ∈ V ◦ V ⊆ U . Como V (x) ∈ N(x) y se ha probado que V (x)× V (x) ⊆ U , se
sigue que N(x) es de Cauchy. �

Un ejemplo de que el resultado inverso no se cumple, es el conjunto de los
números racionales Q, con la uniformidad que tiene como base a los conjuntos
{(x, y) ∈ Q× Q : |x− y| < 1

n}.
Para espacios uniformes hay solo una noción de completez.

De�nición 3.2. Un espacio uniforme (X,U) es completo si cada red de Cauchy (o
�ltro de Cauchy) en X es convergente.
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El concepto de red incluye al de sucesión, de tal manera que una sucesión de
Cauchy en un espacio uniforme completo (X,U) es convergente; sin embargo, en un
espacio uniforme toda sucesión de Cauchy puede ser convergente y el espacio no ser
completo. De esta manera se tiene el concepto más débil de completez: un espacio
uniforme (X,U) es llamado secuencialmente completo si en ±te cada sucesión de
Cauchy es convergente.

Ahora, si un espacio uniforme (X,U) no es completo, entonces ±te se puede
sumergir densamente en otro espacio uniforme que si lo sea. Dicha propiedad,
conocida como �la completación canónica de un espacio uniforme�, es un resultado
clásico en la teoría de los espacios uniformes.

De�nición 3.3. Sea (X,U) un espacio uniforme. Un espacio uniforme (X̂, Û) es
la completación de (X,U), si:

(1) (X̂, Û) es un espacio uniforme completo.
(2) (X,U) con la topología inducida por su estructura uniforme es homeo-

morfo a un subespacio denso de (X̂, Û), donde en ±te último se considera
la topología inducida por la cuasi-uniformidad Û.

Si consideramos a la clase de todos los �ltros de Cauchy en un espacio uniforme
(X,U), ±te es parcialmente ordenado con el orden parcial de la contención.

Teorema 3.4 ([9], [10]). Cada �ltro de Cauchy en un espacio uniforme (X,U)
contiene a un único �ltro de Cauchy minimal.

Demostración: Sea B una base para el �ltro de Cauchy F en X. Para cada par
B1, B2 ∈ B y U1, U2 ∈ U, hay B3 ∈ B y U3 ∈ U, que satisfacen: B3 ⊂ B1 ∩ B2

y U3 ⊂ U1 ∩ U2. Por lo anterior, es claro que U3(B3) ⊂ U1(B1) ∩ U2(B2). Por lo
cual, la familia {U(B)}, U ∈ U, B ∈ B es una base de �ltro. Ahora, si U ∈ U es
un entorno sim�trico, por ser F de Cauchy existe F ∈ F para el cual F × F ⊂ U .
Por tanto U(F ) × U(F ) ⊂ U , probando así que {U(B)} es una base de �ltro y es
más gruesa que B. Para ver que el �ltro que tiene como base a {U(B)} es minimal
en la cadena que contiene a F, sea G un �ltro más �no que F. Eligiendo C ∈ G,
B ∈ F y U, V ∈ U, que cumplan V ◦ V ⊂ U , C × C ⊂ V y B × B ⊂ V , entonces
B ×C ⊂ V ◦ V ⊂ U . Puesto que C ∈ B, se tiene C ∩B 6= ∅ y entonces C ⊂ U(B),
o lo que es lo mismo, que U(B) ∈ G. La unicidad de este �ltro minimal es clara.

�

La propiedad de ser de Cauchy, tanto para redes como para �ltros se preserva
bajo funciones uniformemente continuas.

Teorema 3.5 ([9], [10]). Si (X,U) → (Y,V) es una función uniformemente con-
tinua entre dos espacios uniformes, (xα)α∈I es una red de Cauchy y F un �ltro de
Cauchy en X, entonces las correspondientes imagenes en Y son de Cauchy.

Demostración: Si V es un entorno en V, existe un entorno U ∈ U, para el cual:
si (x, y) ∈ U , entonces (f(x), f(y)) ∈ V . Por lo cual si α0 ∈ I y K ∈ K son tales que
(xα1

, xα2
) ∈ U para α1, α2 > α0 y K×K ⊂ U , entonces siempre que α1, α2 > α0 y

(x, y) ∈ K ×K, se tiene (f(xα1), f(xα2)) ∈ V y (f(x), f(y)) ∈ f(K) × f(K) ⊂ V .
�

Proposición 3.6 ([10]). Si A es un subconjunto denso del espacio uniforme (X,U),
entonces X es completo si y sólo si, dado cualquier �ltro de Cauchy en A, su
extensión a X es convergente.
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La importancia del siguiente resultado en este trabajo, así como su análogo en
espacios cuasi-uniformes, es debida a su aplicación en los espacios de complejidad
que detallamos más adelante.

Teorema 3.7 ([9], [10]). Si A es un subconjunto denso del espacio uniforme (X,U)
y f es una función uniformemente continua de A en un espacio uniforme (Y,V) que
es Hausdor� y completo, entonces existe una extensión uniformemente continua f̂
de f a todo X.

Demostración: Si x ∈ X, existe en A una red (xα)α∈I convergente a x. Según
sabemos, (xα)α∈I es de Cauchy. Por el teorema anterior, (f(xα))α∈I es tambi« una
red de Cauchy en Y , la cual, por la completez es convergente a un único punto en Y .
Si denotamos a este límite por f̂(x) = limf(xα), entonces f̂ está bien de�nida sobre
todo X, ya que si dos redes diferentes convergen a x, entonces las correspondientes
redes imágenes convergen al mismo valor en Y . Claramente f̂(x) = f(x) para cada
x ∈ A. Para ver que f̂ es uniformemente continua, sea V un entorno sim�trico de Y .
Dado que f : A → Y es uniformemente continua, existe un entorno U ∈ U tal que
W = (A×A) ∩U es un entorno de la uniformidad en A y siempre que (x, y) ∈W ,
entonces (f(x), f(y)) ∈ V . Podemos suponer que V es cerrado (en la topología
producto de Y × Y , determinada por la topología uniforme de Y inducida por U).
Luego, por la de�nición de f̂ se tiene (f̂(x), f̂(y)) ∈ V , siempre que (x, y) ∈ U .

�

Corolario 3.8. Si (X,U) y (Y,V) son dos espacios uniformes, con Y Hausdor�
y completo, entonces toda función uniformemente continua f : X → Y puede
extenderse de manera única a una función uniformemente continua f̂ : X̂ → Y .

Para el caso de la uniformidad asociada a una cuasi-uniformidad, una sucesión
(xn) en X es llamada una sucesión Us-Cauchy si

∀U ∈ U,∃n0 ∈ N, tal que, si n,m > n0, entonces (xn, xm) ∈ U.

Un espacio cuasi-uniforme (X,U) es llamado bicompleto si y sólo si el espacio
uniforme asociado (X,Us) es completo. De tal manera que la bicompletación de
un espacio cuasi-uniforme (X,U) es un espacio cuasi-uniforme bicompleto (Y,V)
que tiene un subespacio τ(V)-denso que es cuasi-isomorfo uniformemente a (X,U).
Los espacios cuasi-uniformes cuya topología asociada es T0 tienen una única bicom-
pletación cuya topología asociada es tambi« T0 [6].

Sin embargo, a pesar de la existencia de la bicompletación, para los espacios
cuasi-uniformes (X,U) en general, la situación con respecto a la completez no es
tan satisfactoria como en el caso particular de los espacios uniformes. No existe una
noción su�cientemente aceptable del concepto de completez dentro de la categoría
de los espacios cuasi-uniformes: En esta categoría

1) Objetos: espacios cuasi-uniformes (X,U).
2) Mor�smos: funciones cuasi-uniformemente continuas.

La razón de lo anterior es que, para que un espacio cuasi-uniforme (X̂, Û) sea una
completación del espacio (X,U), debe existir un sumergimiento i : X → X̂, de
tal manera que se cumpla la propiedad universal. Dado un espacio cuasi-uniforme
completo Y y cualquier mor�smo f : X → Y , debe existir una extensión única de
f , es decir f̂ : X̂ → Y , tal que f̂ ◦ i = f.
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Como ejemplo de un espacio cuasi-uniforme en el que lo anterior no sucede,
considere al conjunto N de los números naturales con la uniformidad U, cuyos
entornos son los subconjuntos de N×N que contienen a la grá�ca del orden 6 [19].
Consideraciones simples indican que la completación de este espacio debe ser N̂ =
N∪{∞} con la cuasi-uniformidad inducida por el orden extendido. Tomemos ahora
a Y = [0, 1] con la cuasi-uniformidad generada por los entornos Vε = {(x, y)|x <
y+ε}. Para ver que la propiedad universal no se cumple, observemos que la función
cuasi-uniformemente continua f : X → Y , dada por f(n) = 1

2 −
1

2n , tiene para cada
x ∈ [ 1

2 , 1] una extensión f̂x : N̂→ Y , dada por f̂x(∞) = x y f̂n = f(n), n ∈ N. En
conclusión, no existe una completación de este espacio en el sentido indicado.

El mismo ejemplo proporciona una motivación para la completación de Smyth.
Obsérvese que la topología generada por el orden en N̂ no es la misma que la
topología inducida por la uniformidad. De hecho, la primera es la topología de
Scott en donde {∞} no es abierto. Si pedimos adicionalmente a los mor�smos que
estos sean continuos con respecto a esta topología, entonces de todos los f̂x, el único
que satisface ser continuo es f̂ 1

2
.

Como se ha mencionado, una de las ideas sobre la completación de un espacio
cuasi-uniforme ha sido desarrollada por Michael Smyth [19], en el marco de los
espacios cuasi-uniformes topológicos. En dicho trabajo, Smyth de�nió una com-
pletación para algunos espacios cuasi-uniformes (llamados Smyth-completables) en
cuatro etapas. Primero de�nió el concepto de espacios cuasi-uniformes topológicos
y a cada espacio cuasi-uniforme le asoció de manera canónica un espacio cuasi-
uniforme topológico. En segundo lugar, a cada espacio cuasi-uniforme topológico
le asoció un espacio sintopológico. Estos espacios, también llamados sintopogéni-
cos, habían sido estudiados con anterioridad por Császár. En tercer lugar, Smyth
construyó una completación para los espacios sintopológicos. El cuarto paso es,
una vez completado el espacio sintopológico, regresar a los espacios cuasi-uniformes
topológicos y determinar si el espacio resultante se puede obtener o no de forma
canónica a partir de un espacio cuasi-uniforme. En caso a�rmativo, al espacio
cuasi-uniforme original se le llama Smyth-completable. Por otra parte, Sunderhauf
[21] mostró que la completación de Smyth se puede llevar a cabo, con los mismos
resultados, completamente dentro de la categoría de los espacios cuasi-uniformes
topológicos, sin necesidad de recurrir a los espacios sintopológicos. En el presente
trabajo exponemos una parte del desarrollo dado por Sunderhauf.

De�nición 3.9 ([21]). Un espacio cuasi-uniforme topológico está formado
por una tercia (X,U, τ), en donde (X,U) es un espacio cuasi-uniforme y τ es una
topología que se relaciona con U mediante los siguientes axiomas:

(A1) (∀O ∈ τ)(∀x ∈ O)(∃U ∈ U)(∃O′ ∈ τ) : x ∈ O′ , U [O
′
] ⊂ O.

(A2) (∀U ∈ U)(∃V ∈ U, V ⊂ U) : ∀x ∈ X, V −1(x) es cerrado en τ .
(A3) (∀U ∈ U)(∃V ∈ U) : ∀O ∈ τ, V (O) ⊂ intτU(O).

El signi�cado de estos axiomas es que, mediante ±tos el comportamiento de
la topología y la cuasi-uniformidad es adecuado para cuestiones de completez. El
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interés recae en la acción de los entornos sobre los conjuntos abiertos por medio de
O 7−→ U(O) y no en la acción sobre los puntos x 7−→ U(x). De tal manera que
la relación U(O) ⊂ O

′
entre conjuntos abiertos tiene especial interés. Para una

interpretación de los axiomas anteriores, veamos la noción de contención fuerte.

De�nición 3.10. En un espacio cuasi-uniforme (X,U), dados los subconjuntos A,
B de X y un entorno U , se dice que A está contenido U -fuertemente en B y se
denota por A <U B, si:

∃O,O
′
∈ τ : A ⊂ O ⊂ U(O) ⊂ O

′
⊂ B.

En particular, si O,O
′ ∈ τ , entonces O <U O

′
si y sólo si U(O) ⊂ O′ .

Ya con esta de�nición, el axioma (A1) se interpreta de la forma:

∀O ∈ τ∀x ∈ O∃U ∈ U : {x} <U O.

Smyth [19] introdujo un axioma llamado �de interpolación� que, en términos
de la contención fuerte con respecto a entornos, se expresa de la manera siguiente:

(INT ) ∀U ∈ U ∃V ∈ U ∀O,O
′
∈ τ ∃P ∈ τ : O <U O

′
=⇒ O <V P <V O

′
.

El axioma (A3) es más fuerte que el axioma de interpolación.

Teorema 3.11 ([21]). Dado un espacio cuasi-uniforme (X,U) y una topología τ
en X, entonces (A3) implica (INT ).

Demostración: Dado el entorno U , podemos elegir a W , con W ◦ W ⊂ U .
Ahora basta con aplicar (A3) a W , para encontrar V ⊂W , y este entorno satisface
la conclución de (INT ). �

De hecho, (A3) puede reescribirse de la forma:

(∀U ∈ U)(∃V ∈ U)(∀O ∈ τ) : O <V U(O).

Lo anterior se puede traducir esencialmente en que: los entornos lo que hacen
es agrandar a los conjuntos abiertos de una manera uniforme. El segundo axioma,
aunque no es muy intuitivo, puede traducirse en que si los puntos x y y en X
satisfacen que siempre que {x} <U O, entonces y ∈ O. Esto permite de�nir la
U -cercanía entre puntos de X.

Û = {(x, y) : ∀O, {x} <U O =⇒ y ∈ O}.
Ya con esta noción de cercanía, se tiene:

Teorema 3.12 ([21]). Si U es una cuasi-uniformidad y τ una topología en X,
entonces (A2) es equivalente a: (A2)′ {Û : U ∈ U} es una base de U.

Demostración: Que (A2) implica (A2)′ es claro, ya que para cada U ∈ U se
tiene U ⊂ Û , probando así que {Û : U ∈ U} ⊂ U. Ahora, dado un entorno
U , podemos elegir otro entorno U1 de acuerdo a (A2) y un U2 de tal manera
que U2 ◦ U2 ⊂ U1. Enseguida aplicamos nuevamente (A2) a U2 para obtener V
y ver que V̂ ⊂ U . Si suponemos que (x, y) /∈ U , entonces (x, y) /∈ U1, luego
x ∈ O = X−U−1

1 (y), el cual es τ -abierto. Haciendo O
′

= X−V −1(y), este tambi«
es τ -abierto. Si probamos que V (O) ⊂ O

′
, entonces {x} <V O

′
, con lo cual se

tendrá (x, y) /∈ Û . Para establecer la contención, si z ∈ V (O)−O′ = V (O)∩V −1(y),
existe a ∈ O que satisface (a, z) ∈ V , y tambi« (z, y) ∈ V , por lo que (a, y) ∈ V ◦V ,
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lo que a su vez implica que (a, y) ∈ U2 ◦ U2, y por tanto (a, y) ∈ U1. Pero esto
último signi�ca que a ∈ U−1

1 ∩O, contradiciendo su de�nición.
Para la implicación inversa: dado el entorno U , se de�ne

Ū = {(x, y)|x ∈ ClτU−1(y)}.
Claramente, U ⊂ Ū . Más aún:

(x, y) ∈ Ū ⇐⇒ ∀O, (x ∈ O =⇒ O ∩ U−1(y) 6= ∅)

⇐⇒ ∀O, (x ∈ O =⇒ y ∈ U(O))

=⇒ (x, y) ∈ Û .
De modo que Ū ⊂ Û . Ahora, como {Û} es una base para U, entonces tambi«

lo es {Ū}. Finalmente, como Ū−1(x) = clτ (U−1(x)) para cada x ∈ X, ±ta es una
base que satisface (A2). �

Un espacio cuasi-uniforme (X,U) se puede considerar como un espacio cuasi-
uniforme topológico, simplemente asociándolo con la terna (X,U, τU), que se ob-
tiene agregándole a (X,U) la topología cuasi-uniforme τU. La demostración del
resultado siguiente es inmediata.

Proposición 3.13 ([21]). (1) Si (X,U) es un espacio cuasi-uniforme, entonces
(X,U, τU) es un espacio cuasi-uniforme topológico. (2) Si (X,U, τ) es un espacio
cuasi-uniforme topológico, entonces τ ⊂ τU.

A los mor�smos en la categoría de los espacios cuasi-uniformes topológicos los
denotaremos por ECUT-mor�smos, y son de�nidos enseguida.

De�nición 3.14. Una función f : X −→ Y entre los espacios cuasi-uniformes
topológicos (X,U, τx) y (Y,V, τy) es un ECUT-mor�smo, si satisface:

(C1) es τx, τy-continua.
(C2) es U,V-cuasi-uniformemente continua.

La siguiente proposición establece otra caracterización de los ECUT-mor�smos.

Proposición 3.15. Un mapeo f : X −→ X ′ entre los espacios cuasi-uniformes
topológicos (X,U, τ) y (X ′,U′, τ ′) es un ECUT-mor�smo si y sólo si:

(C) (∀U ′ ∈ U′)(∃U ∈ U) : ∀N ′,M ′ ∈ τ ′;N ′ <U ′ M ′ =⇒ f−1(N ′) <U f−1(M ′).

Demostración: (C1)∧(C2)⇒ (C): Si U ′ es dado, basta tomar a U de acuerdo a
la de�nición de función uniformemente continua para obtener el resultado deseado
en (C).

(C) ⇒ (C1): Si O′ es una vecindad abierta de f(x), para x ∈ X. Por (A1)
existe N ′, con {f(x)} ⊂ N ′ <U ′ O

′ para algún entorno U ′. Eligiendo ahora a U
según (C), se obtiene f−1(N ′) <U f−1(O′). En particular, f−1(O′) es una vecindad
abierta de x.

(C)⇒ (C2): Dado U ′, obtenemos V ′ de acuerdo a (A2)′; esto es, que satisface
V̂ ′ ⊂ U ′, luego podemos elegir a V de acuerdo a (C). Este entorno satisface
(x, y) ∈ V ⇒ (f(x), f(y)) ∈ U ′. Ya que si no sucede que (f(x), f(y)) ∈ U ′, entonces
(f(x), f(y)) /∈ V̂ ′. De tal manera que deben existir conjuntos N ′ y M ′ en τ ′, con
{f(x)} ⊂ N ′ < V ′M ′ y f(y) /∈M ′. Pero entonces, se tendría f−1(N ′) <V f−1(M ′),
lo cual es contradictorio, ya que en tal caso x ∈ f−1(N ′) y f(y) /∈ f−1(M ′) o,
equivalentemente (x, y) /∈ V . �
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En un espacio cuasi-uniforme (X,U), un conjunto A es llamado U -pequeño con
respecto a x si A ⊂ U(x).

Para que en un espacio cuasi-uniforme un �ltro F sea de Cauchy, se requiere que
para cada entorno U exista un punto x ∈ X, de tal manera que todos los conjuntos
que sean U -pequeños con respecto a x, pertenezcan al �ltro. Sin embargo, este
concepto en términos de conjuntos pequeños no es adecuado en un espacio cuasi-
uniforme topológico, ya que U(x) no necesariamente es una τ -vecindad de x. Por lo
tanto, en vez de requerir que U(x) sea un miembro del �ltro se deben de considerar
las U -vecindades de x, es decir, conjuntos O τ -abiertos que satisfagan {x} <U O.

De�nición 3.16. Un �ltro F en un espacio cuasi-uniforme topológico (X,U, τ) se
dice que es de Cauchy, si:

(Cy) (∀U ∈ U)(∀F ∈ F)(∃x ∈ F )(∀O ∈ τ) : {x} <U O =⇒ O ∈ F.

Ahora abordemos la noción de convergencia de �ltros. El concepto usual de
decir que un �ltro F converge a x si N(x) ⊂ F es tambi« muy débil. Para ilustrar
lo anterior, considere el caso en que existe un elemento más pequeño ⊥ en X.
En tal caso N(⊥) = {X} y entonces para todo �ltro F se tendrá F −→⊥. Lo
cual signi�caría que cualquier espacio cuasi-uniforme con un elemento mínimo es
completo. Por esta razón se introduce el siguiente concepto con la intención de
fortalecer la noción de convergencia.

De�nición 3.17. Un �ltro F en un espacio cuasi-uniforme topológico (X,U, τ) es
llamado redondo, si:

(rd) (∀A ∈ F)(∃F ∈ F)(∃U ∈ U) : F <U A.

Obsérvese que como consecuencia de esta de�nición, un �ltro redondo F tiene
una base de conjuntos τ -abiertos.

Ya con este nuevo concepto: un espacio cuasi-uniforme topológico es completo
si cada �ltro F de Cauchy redondo coincide con el �ltro de vecindades de un único
punto x.

Para que esta de�nición de convergencia tenga sentido, es necesario que los
�ltros de vecindades en un espacio cuasi-uniforme topológico sean de Cauchy re-
dondos, lo cual se cumple por el axioma (A1).

En un espacio cuasi-uniforme topológico (X,U, τ) se de�ne el siguiente concepto
que es de utilidad en el proceso de completación. Para cada A ⊂ X:

Ã := {F | F es un �ltro de Cauchy redondo y A ∈ F}.

De esta forma X̃ es el conjunto de todos los �ltros de Cauchy redondos y es el
conjunto que sirve para la completación de X. Para verlo, primero introducimos
una cuasi-uniformidad en X̃. Para F,G ∈ X̃ y U ∈ U, se de�ne

(F,G) ∈ Ũ ⇐⇒ ∀F, F ′ ∈ F : F <U F ′ =⇒ F ′ ∈ G.

Mediante esta relación en X̃:

Teorema 3.18 ([12], [21]). El conjunto {Ũ : U ∈ U} es base para una cuasi-
uniformidad Ũ en X̃

Demostración: Es claro que ∆X̃ ⊂ Ũ , para cada U ∈ U. Además, también es

claro que, de V ⊂ U =⇒ Ṽ ⊂ Ũ se deduce que Ṽ ∩ U ⊂ Ṽ ∩ Ũ , y por tanto
las relaciones Ũ forman una base de �ltro. Ahora solo resta, para un entorno Ũ ,
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encontrar otro entorno Ṽ , tal que Ṽ ◦ Ṽ ⊂ Ũ . Pero no es di�cil obtener este Ṽ ,
basta aplicar (INT ) a Ũ . �

Mediante lo anterior, la propiedad de Cauchy puede ahora reescribirse como:

(Cy) (∀U ∈ U)(∀F ∈ F)(∃x ∈ F ) : (N(x),F) ∈ Ũ .
Ahora solamente falta por de�nir la topología τ̃ . Para ello se procede de la

siguiente manera.

Teorema 3.19 ([12], [21]). El conjunto {Õ : O ∈ τ} es una base para una topología
τ̃ , que es T0.

Demostración: Basta con mostrar que el conjunto {Õ : O ∈ τ} es cerrado bajo
intersecciones �nitas. Para ello, sólo hay que observar que Õ ∩O′ ⊂ Õ ∩ Õ′. El
axioma de separación T0 se satisface, ya que F ∈ Õ ⇐⇒ O ∈ F y porque dos �ltros
tienen las mismas vecindades si y sólo si son iguales uno al otro. �

Nótese que ⋃
i∈I

Õi ⊂
⋃̃
i∈I

Oi

es siempre verdadero, aunque la contención inversa no necesariamente se cumple.
Sin embargo, el conjunto del lado derecho no es mucho más grande que el del lado
izquierdo, según el siguiente resultado.

Lema 3.20. Si U es un entorno cualquiera en (X,U, τ), entonces⋃̃
i∈I

Oi ⊂ Ũ(
⋃
i∈I

Õi).

Demostración: Supóngase que F está en
⋃̃
i∈I

Oi, es decir
⋃
i∈I

Oi ∈ F. Puesto que

F es de Cauchy, existe x ∈
⋃
i∈I

Oi, tal que (N(x),F) ∈ Ũ . Como x está en alguno

de los Oi, se tiene N(x) ∈
⋃
i∈I

Õi y por tanto F ∈ Ũ(
⋃
i∈I

Õi). �

Enseguida se menciona un resultado que se utiliza para probar que, con los X̃,
Ũ y τ̃ así de�nidos, la terna (X̃, Ũ, τ̃) es un espacio cuasi-uniforme topológico.

Lema 3.21. Si (X,U, τ) es un espacio cuasi-uniforme topológico, entonces:

(1) (x, y) ∈ U ⇒ (N(x),N(y)) ∈ Ũ
(2) A <U B ⇐⇒ Ã <Ũ B̃

(3) ˜
U(
⋃
i∈I

Oi) ⊂ Ũ ◦ Ũ(
⋃
i∈I

Õi).

Teorema 3.22 ([12], [21]). (X̃, Ũ, τ̃) es un espacio cuasi-uniforme topológico.

Demostración: Para (A1): Supóngase que F ∈ Q ∈ τ̃ . Luego, existe un O ∈ τ
con F ∈ Õ ⊂ Q. Ahora, puesto que O ∈ F y F es redondo, existe N ∈ F y un
entorno U para los cuales N <U O, y de tal manera que F ∈ Ñ <

Ũ
Õ ⊂ Q.

(A2)′ Claramente Ũ ⊂ ˆ̃
U . Además:

(F,G) ∈ ˆ̃
U ⇐⇒ ∀Q,E ∈ τ̃ : F ∈ E ∧ Ũ(E) ⊂ Q =⇒ G ∈ Q
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⇐⇒ ∀Õ, Ñ ∈ τ̃ : F ∈ Ñ ∧ Ũ(Ñ) ⊂ Õ =⇒ G ∈ Õ

⇐⇒ ∀O,N ∈ τ : N ∈ F ∧ U(N) ⊂ O =⇒ O ∈ G

⇐⇒ (F,G) ∈ Ũ .

Así, Ũ =
ˆ̃
U y por tanto se cumple (A2)′.

Finalmente, para (A3): Supóngase que Ũ está dado. Eligiendo a V de tal forma
que Ṽ ◦ Ṽ ⊂ Ũ , y luego un W de acuerdo a (A3) para X, si Q =

⋃
I Õi es arbitrario

y O =
⋃
I Oi, entonces por (A3) existe un N ∈ τ que satisface W (O) ⊂ N ⊂ V (O),

y entonces W̃ (Q̃) ⊂ W̃ (Õ) ⊂ Ñ ⊂ Ṽ (O). Aplicando el inciso (3) del lema 3.21, se
obtiene W̃ (Q̃) ⊂ Ñ ⊂ Ṽ ◦ Ṽ (Q) ⊂ Ũ(Q). Lo anterior prueba (A3).

�

Proposición 3.23. Dado un espacio cuasi-uniforme topológico (X,U, τ) tal que la
topología τ es T0, el mapeo

i : X −→ X̃ dado por x −→ N(x)

es un ECUT-mor�smo y, más aún, X ∼= i(X) ⊂ X̃.

Demostración: Si τ es T0, claramente, siempre que x 6= y se tiene N(x) 6=
N(y), probando así la inyectividad de i. Suponiendo ahora que O ∈ τ , entonces
i−1(Õ) = {x : O ∈ N(x)} = O, por lo cual i es topológicamente continua. Haciendo
j : X −→ i(X) la correstricción de i sobre su imagen, entonces j(O) = {N(x) : x ∈
O} = {N(x) : N(x) ∈ Õ} = Õ ∩ i(X), por lo que j es un mapeo abierto, y entonces
un homeomor�smo topológico. La continuidad cuasi-uniforme de i, está dada por
el inciso (1) del lema 3.21. Mientras que, por

(N(x),N(y)) ∈ Ũ ⇐⇒ ∀O,N ∈ τ : (N ∈ N(x)) ∧ (U(N) ⊂ O) =⇒ O ∈ N(y)

⇐⇒ ∀O,N ∈ τ : (x ∈ N) ∧ (U(N) ⊂ O) =⇒ y ∈ O

⇐⇒ (x, y) ∈ Û ,
y el axioma (A2), j−1 : i(X) −→ X es cuasi-uniformemente continua. �

Para poder probar la completez de X̃, veamos antes algo más sobre �ltros
redondos en X̃.

Lema 3.24. Para todo �ltro redondo F en X̃ existe una base que consiste de con-
juntos abiertos de la forma Õ, con O ∈ τ .

Demostración: Para F ∈ F, por ser F redondo existe Q =
⋃
I Õi ∈ F y un

entorno U , con Ũ(Q) ⊂ F. Para O =
⋃
I Oi se tiene que Q ⊂ Õ, y por tanto Õ ∈ F.

Ahora podemos aplicar el lema 3.20 y obtenemos Õ ⊂ Ũ(Q) ⊂ F , que prueba lo
deseado. �

Ya con este resultado se puede probar el siguiente teorema muy importante
para los propósitos de este trabajo.

Teorema 3.25 ([12], [21]). El espacio cuasi-uniforme topológico (X̃, Ũ, τ̃) es com-
pleto.
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Demostración: Supóngase que F es un �ltro redondo de Cauchy sobre X̃. Ha-
ciendo

F0 = {O : Õ ∈ F}.
Por el lema inmediato anterior, F0 es una base de �ltro. Más aún, el �ltro 〈F0〉 es
redondo y de Cauchy. Veri�quemos esto.

(rd): Aplicando el lema 3.24 y la redondez de F a un O ∈ F0, para obtener un
U ∈ U y un Ñ ∈ F, con Ũ(Ñ) ⊂ Õ.

(Cy): Suponiendo que O ∈ F0 y U ∈ U, podemos elegir V ∈ U con Ṽ ◦ Ṽ ⊂ Ũ .
Puesto que F es de Cauchy y Õ ∈ F, existe un �ltro G ∈ Õ, con

G ∈ ψ ∧ Ṽ (ψ) ⊂ φ =⇒ φ ∈ F.

Para este G, en particular

M ∈ G ∧ V (M) ⊂ N =⇒ N ∈ F0, por lo que (G, 〈F0〉) ∈ Ṽ .
Ahora, como G es un �ltro sobre X y O ∈ G, debe existir un x ∈ O, para el cual
(N(x),G) ∈ Ṽ . Entonces, de (N(x),G) ∈ Ṽ y (G, 〈F0〉) ∈ Ṽ se tiene (N(x), 〈F0〉) ∈
Ũ . Por lo tanto 〈F0〉 es de Cauchy. Probemos que 〈F0〉 ∈ X̃. Dado que 〈F0〉 ∈
Õ ⇐⇒ O ∈ 〈F0〉 ⇐⇒ Õ ∈ F, se tiene que F = N(〈F0〉). Así, se ha probado la
completez de X̃. �

Lo que resta ahora es probar la propiedad universal. Probemos primero la
unicidad de una extensión.

Lema 3.26. Si f : (X,U, τ) ←→ (X ′,U′, τ ′) es un ECUT-mor�smo, en donde la
topología τ ′ es T0, entonces existe a lo más un g : X̃ −→ X ′, que satisface f = g ◦ i.

Demostración: Si F ∈ X̃, hacemos

E(F) = {A′ ⊂ X ′ : (∃N ′ ∈ τ ′)(∃U ∈ U′), con f−1(N ′) ∈ F y N ′ <U′ A
′}.

Probaremos que cualquier extensión g de f debe satisfacer N(g(F)) = E(F), y
puesto que τ ′ es T0, esto probará que g es único.

Para ⊂: Suponiendo que O′ es una vecindad de g(F), por (A1) debe existir un
entorno U ′ y una vecindad N ′ de g(F) con N ′ <U ′ O′. Resta por mostrar que si
f−1(N ′) ∈ F, entonces O′ ∈ E(F). Por la continuidad de g, el conjunto g−1(N ′) es
una vecindad de F, por lo que existe O ∈ τ para el cual F ∈ Õ ⊂ g−1(N ′). Ahora,
O = i−1(Õ) ⊂ i−1 ◦ g−1(N ′) = f−1(N ′), ya que g ◦ i = f . Puesto que O ∈ F,
tenemos f−1(N ′) ∈ F.

Para ⊃: Supóngase que A′ ∈ E(F). Por la de�nición, deben existir N ′, M ′ y
U ′ con f−1(N ′) ∈ F y N ′ <U ′ M ′ ⊂ A′. Puesto que g es un ECUT-mor�smo, por
la proposición 3.15 debe existir un entorno U que satisface g−1(N ′) <U ′ g

−1(M ′).
Haciendo Q = g−1(N ′) =

⋃
I Õi y O =

⋃
I Oi, se debe tener Õ ⊂ Ũ(Q) ⊂ g−1(M ′),

por el lema 3.20. Más aun, O = i−1(Q) = i−1 ◦ g−1(N ′) = f−1(N ′) ∈ F. Así,
F ∈ Ô, por lo que g(F) ∈ g(Õ) ⊂ M ′ ⊂ A′ en donde A′ es una vecindad de g(F).

�

Teorema 3.27 ([12], [21]). Si f : (X,U, τ)←→ (X ′,U′, τ ′) es un ECUT-mor�smo
y (X ′,U′, τ ′) es un espacio completo, entonces existe exactamente una extensión de
f ,

f̃ : (X̃, Ũ, τ̃)←→ (X ′,U′, τ ′),

que satisface f = f̃ ◦ i.
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Demostración: Proponemos dar la de�nición de la extensión de f mediante:

f̃ : F 7−→ x′ en donde x′ es tal que N(x′) = E(F).

Para ver que esta de�nición tiene sentido, primero veamos que E(F) es un �ltro
redondo de Cauchy. Si M ′ ∈ E(F), esto signi�ca que existen N ′ ∈ τ ′ y U ′ ∈ U′,
para los cuales f−1(N ′) ∈ F y N ′ <U ′ M ′.

(rd): Dado U ′, podemos elegir V ′ de acuerdo a (INT ). De tal manera que
existe O′, tal que N ′ <V ′ O′ <V ′< M ′. En particular, O′ ∈ E(F).

(Cy): Dado V ′ elijamos a W ′ de acuerdo a (INT ) y luego un W de acuerdo
a (C) para f . Puesto que F es de Cauchy y N = f−1(N ′) ∈ F, existe x ∈ N con
(N(x),F) ∈ W̃ . Ahora, f(x) ∈ N ′ y este punto satisface la condición de Cauchy,
ya que si f(x) ∈ Q′ <V ′ P

′, por (INT ), existe O′, con Q′ <W ′ O
′ <W ′ P

′.
Ahora, por (C), se tiene f−1(Q′) <W f−1(O′) y entonces f−1(O′) ∈ F, puesto
que x ∈ f−1(Q′) y (N(x),F) ∈ W̃ . Por lo anterior, P ′ ∈ E(F) con lo cual queda
satisfecha la propiedad de Cauchy.

Por todo lo anterior, la función f̃ está bien de�nida. Ahora vamos a probar
que es un ECUT-mor�smo. Si U ′ es dado, elegimos un V ′ de acuerdo a (INT ), y
luego un V por la aplicación de (C) para f . Suponiendo que N ′ <U ′ M ′, vamos a
mostrar que f−1(N ′) <Ṽ f−1(M ′). Para ello, por la elección de V ′, existe O′ con
N ′ <V ′ O

′ <V ′ M
′ y por la elección de V se tiene f−1(N ′) <V f−1(O′). Con esto

ltimo probaremos que

f̃−1(N ′) ⊂ ˜f−1(N ′) <Ṽ
˜f−1(O′) ⊂ f̃−1(M ′),

con lo cual el objetivo quedará establecido. Para la primera inclusión: si F ∈
f̃−1(N ′), entonces N ′ ∈ E(F), luego f−1(N ′) ∈ F y por tanto F ∈ ˜f−1(N ′). La

inclusión fuerte es válida por el lema 3.20. Ahora, si F ∈ ˜f−1(O′), se tiene que
f−1(O′) ∈ F y entonces por de�nición M ′ ∈ E(F), y por tanto F ∈ f̃−1(M ′). Esto
establece que f̃ satisface (C).

Ahora sólo falta ver que la función f̃ es efectivamente una extensión de f . Para
ello, si x ∈ X:

A′ ∈ E(N(x))⇐⇒ (∃N ′)(∃U ′) : x ∈ f−1(N ′) ∧N ′ <U ′ A′

⇐⇒ (∃N ′)(∃U ′) : f(x) ∈ N ′ ∧N ′ <U ′ A′

⇐⇒ (∃U ′) : {f(x)} <U ′ A′

⇐⇒ f(x) ∈ Intτ (A′).

Así E(N(x)) = N(f(x)), y por lo tanto f̃(i(x)) = f(x) para todo x ∈ X. �

En resumen, para cualquier espacio cuasi-uniforme topológico (X,U, τ) existe
un superespacio completo (X̃, Ũ, τ̃), que se construye de una manera estándar, de
tal modo que cualquier mor�smo de X a un espacio completo Y se extiende de una
forma única a su completación X̃.

Como hemos visto, un espacio cuasi-uniforme (X,U) es un caso particular de
espacio cuasi-uniforme topológico, observándolo de la forma (X,U, τU). En este
caso el concepto de �ltro de Cauchy se simpli�ca de la manera siguiente.

Proposición 3.28. Un �ltro F en el espacio cuasi-uniforme topológico (X,U, τ)
es de Cauchy, si y sólo si

(Cy − CU) (∀U)(∀A ∈ F)(∃x ∈ A) : U(x) ∈ F.
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Demostración: Dado que {x} <U O =⇒ U(x) ⊂ O, la implicación (Cy −
CU) =⇒ (Cy) es trivialmente válida. Para la implicación inversa, dado U , se
obtiene V con V ◦V ⊂ U y V (x) abierto para cada x ∈ X. Para cada A ∈ F existe
x ∈ A que satisface (Cy) para V . Ahora, como x ∈ O = V (x) y V (O) = V ◦V (x) ⊂
U(x), se llega a {x} <V U(x), y por tanto U(x) ∈ F. �

El procedimiento para la completación de un espacio cuasi-uniforme es tambi«
un poco más fácil. Es simple ver que los entornos U para los cuales U(x) es abierto
para cada x ∈ X forman una base de la cuasi-uniformidad. Para estos entornos

(F,G) ∈ Ũ ⇐⇒ (∀A ⊂ X), A ∈ F ⇒ U(A) ∈ G.

Aunque un espacio cuasi-uniforme es un espacio cuasi-uniforme topológico, con
τ = τU, éste no es necesariamente el caso para su completación.

De�nición 3.29. Un espacio cuasi-uniforme (X,U) es llamado S-completable si la
completación de Smyth del espacio (X,U, τU) resulta ser tambi« un espacio cuasi-
uniforme. Esto es τ̃U = τ

Ũ
.

La siguiente proposición es un criterio de cuándo un espacio cuasi-uniforme es
S-completable. Para ello, recordemos que un �ltro F en un espacio cuasi-uniforme
(X,U) es llamado estable si para cualquier entorno U el conjunto

⋂
A∈F U(A) es

tambi« un elemento de F.

Proposición 3.30. Un espacio cuasi-uniforme (X,U) es S-completable si y sólo si
todo �ltro redondo de Cauchy es estable.

Demostración: Por la proposición 3.13 la inclusión τ̃U ⊂ τ
Ũ

es siempre ver-
dadera.

Sólo si: Dados un �ltro F y un entorno U arbitrarios, por hipótesis Ũ(F) es
una τ̃U-vecindad de F, por lo que existe N ∈ F que satisface Ñ ⊂ Ũ(F). Luego
Ñ ⊂ Ũ(F̃ ) donde N ⊂ U(F ) para todo F ∈ F. Así N ⊂

⋂
F∈F F , y por tanto el

�ltro es estable.
Si: Para no perder de vista el objetivo, tenemos que mostrar la inclusión faltante

τ
Ũ
⊂ τ̃U, lo cual queda establecido si para U y F arbitrarios mostramos que existe

un O ∈ τU, para el cual F ∈ Õ ⊂ Ũ(F). Para probar lo anterior, elijamos a V ⊂ U
tal que V (x) es abierto para cada x ∈ X. De�niendo O = IntτU

⋂
F∈F V (F ). Por

estabilidad y redondez, F ∈ Õ. Más aún Õ ⊂ Ũ(F), ya que si G ∈ Õ, entonces
V (F ) ∈ G para cada F ∈ F. Dado que todos los V (F ) son abiertos, se cumple
(F,G) ∈ Ṽ . Puesto que V ⊂ U , se tiene que el �ltro G es un elemento de Ũ(F).

�

En [21] y [22] se obtiene una respuesta parcial al problema de la S-completación
de un espacio cuasi-uniforme asumiendo la condición extra de S-completabilidad del
espacio cuasi-uniforme, mencionando que esta suposición está justi�cada ya que la
mayoría de los espacios considerados tienen esta propiedad de ser S-completables.
Entendiendo que un espacio cuasi-uniforme es S-completable si su completación
dentro de la clase de los espacios cuasi-uniformes topológicos es también un espacio
cuasi-uniforme.

De hecho, los espacios cuasi-uniformes S-completables han sido caracteriza-
dos por Sünderhauf [22], probando que éstos tienen una S-completación cuasi-
uniformemente equivalente a su bicompletación [6]. De esta manera, los espacios
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S-completables son aquellos espacios cuasi-uniformes cuya S-completación en la cat-
egoría de los espacios cuasi-uniformes topológicos está también en la categoría de
los espacios cuasi-uniformes.

4. Espacios cuasi-métricos

De�nición 4.1. Dado un conjunto X no vacío, una métrica sobre un conjunto
X, es una función d : X ×X −→ R+, tal que ∀x, y, z ∈ X:

(1) d(x, x) = 0,

(2) d(x, z) 6 d(x, y) + d(y, z),

(3)
[
d(x, y) = 0 = d(y, x)

]
=⇒ x = y,

(4) d(y, x) = d(x, y).

Si sólo se satisfacen las condiciones (1), (2) y (3), d es llamada una cuasi-

métrica. Una seudométrica si se satisfacen las condiciones (1), (2) y (4).
Una cuasi-seudométrica cuando satisface las condiciones (1) y (2). El par
(X, d) recibe el nombre de espacio métrico, cuasi-métrico, seudométrico o cuasi-
seudométrico según sea el caso. Con frecuencia se trabaja con cuasi-seudométricas
extendidas, entendiendo en estos casos que la cuasi-seudométrica puede tomar el
valor +∞ para algunos pares (x, y) ∈ X ×X.

Fletcher y Lindgren [6], al igual que Kelly [11], usan el término cuasi-métrica
para referirse a una cuasi-métrica T1, es decir a una cuasi-métrica que cumple
con la condición ∀x, y ∈ X : d(x, y) = 0 ⇒ x = y. No es difícil ver que en
este caso, el espacio métrico (X, d) es T1, más aún, es T2 y por tanto es una
condición más fuerte que (3), ya que con esta condición (3) únicamente se asegura
que el espacio (X, d) es T0, pero no necesariamente T1. Algunos autores (por
ejemplo [4]) utilizan el término �semimétrica� para referirse a las seudométricas. La
conjugada de una cuasi-seudométrica d es la cuasi-seudométrica d−1 de�nida como
d−1(x, y) = d(y, x), para x, y ∈ X. A partir de las cuasi-seudométricas d y d−1, la
función ds(x, y) = max{d(x, y), d−1(x, y)}, con x, y ∈ X, es una seudométrica sobre
X, que se llama la seudométrica inducida por d. Claramente, la seudométrica
ds es una métrica si y sólo si d es una cuasi-métrica. Las desigualdades siguientes
son trivialmente ciertas,

(11.1) d(y, x) 6 ds(x, y) y d−1(x, y) 6 ds(x, y).

Si la pareja (X, d) es un espacio cuasi-seudométrico, se construye la cuasi-

uniformidad asociada, Ud, utilizando como base la familia de relaciones β ={
Un | n ∈ N

}
donde, para cada n ∈ N,

Un =
{

(x, y) ∈ X ×X | d(x, y) < 2−n
}
.

Es fácil comprobar que la continuidad cuasi-uniforme para los espacios cuasi-
seudométricos se caracteriza de la siguiente manera:

Lema 4.2. Dada una función f : (X, dX) → (Y, dY ) entre espacios cuasi-seudo-
métricos, ésta es cuasi-uniformemente continua con respecto a UdX y UdY , si y
sólo si, para toda ε > 0 existe una δ > 0, tal que dY (f(x), f(y)) < ε siempre que
dX(x, y) < δ, para todo x, y ∈ X.
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En este tipo de espacios cuasi-uniformes (los espacios cuasi-seudométricos) el
preorden asociado 6d=6Ψd es caracterizado por x 6d y si y sólo si d(x, y) = 0.
Cuando d es una cuasi-métrica, el preorden 6d es un orden parcial. Si el espacio
(X, τ(d)) es T1, entonces 6d es la relación de identidad en X. Se dice [17] que
un espacio cuasi-seudométrico (X, d) es dirigido cuando el conjunto preordenado
(X,6d) es dirigido. Asimismo, se dice [15] que un espacio cuasi-métrico (X, d)
tiene un máximo (res. mínimo) si y sólo si su orden parcial asociado 6d tiene
un máximo (resp. mínimo). Sean (X, d) un espacio cuasi-métrico y f : X → R
una función. La función f se llama creciente (resp. decreciente, estricamente

creciente, estrictamente decreciente) si y sólo si, para todos x, y ∈ X, la
desigualdad x 6d y implica que f(x) 6 f(y) (resp. f(x) > f(y), f(x) < f(y),
f(x) > f(y)).

Lema 4.3 ([17]). Si (X, d) es un espacio cuasi-métrico con x, y, u, v ∈ X, entonces

(u 6d x y y 6d v)⇒ d(u, v) 6 d(x, y).

Una función f : X → Y entre dos espacios cuasi-seudométricos (X, dX) y
(Y, dY ) se llama inmersión isométrica si y sólo si

∀x, y ∈ X : dY (f(x), f(y)) = dX(x, y).

Una isometría es una inmersión isométrica biyectiva.
Toda isometría entre espacios métricos es una equivalencia uniforme con re-

specto a las uniformidades inducidas por las métricas correspondientes. Dado un
espacio cuasi-seudométrico (X, d), una función f : X → X se llama una contrac-
ción si y sólo si:

∃c < 1 : ∀x, y ∈ X, d(f(x), f(y)) 6 c · d(x, y).

Un espacio métrico X es totalmente acotado si y sólo si toda sucesión en X
tiene una subsucesión de Cauchy. En un espacio cuasi-seudométrico (X, d), para
x ∈ X y r > 0, los conjuntos

Bd(x, r) =
{
y ∈ X | d(x, y) < r

}
y Bd[x, r] =

{
y ∈ X | d(x, y) 6 r

}
se llaman: la bola abierta con centro en x y de radio r, y la bola cerrada con
centro en x y de radio r, respectivamente. Si d es una cuasi-seudométrica en un
conjunto X, la base β =

{
B(x, r) | x ∈ X, r > 0

}
genera una topología que se

llama la topología inducida por d y se denota por τ(d).
Kelly [11] ha estudiado las propiedades de los espacios bitopológicos de la forma(

X, τ (d) , τ
(
d−1

))
y considera a este espacio como la estructura topológica natural

asociada a la cuasi-seudométrica d. En este contexto de los espacios bitopológicos:

Lema 4.4. [11] Si d es una cuasi-seudométrica en X, entonces d y d−1 son cuasi-

métricas T1 si y sólo si
(
X, τ (d) , τ

(
d−1

))
es Hausdor� por pares.

En donde, un espacio bitopológico (X, τ1, τ2) es Hausdor� por pares, si para
cada par x, y ∈ X existen conjuntos U , τ1-abierto y V , τ2-abierto, con U ∩ V = ∅.

Lema 4.5. [3] Si (X, d) es un espacio cuasi-métrico, entonces

1. La topología τ(d) es T0.
2. τ(d) es T1 si y sólo si ∀x 6= y : d(x, y) > 0.
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Como bien sabemos, un espacio topológico (X, τ) se llamametrizable si existe
una métrica d en X tal que τ = τ(d). Los conceptos correspondientes para cuasi-
métricas, seudométricas y cuasi-seudométricas se de�nen de manera similar.

El concepto de espacio cuasi-métrico pesable fue de�nido por Matthews [13]
en su estudio topológico de la semántica de redes de �ujo de datos, enfocándose en
topologías que no son de Hausdor� [12], [16].

De�nición 4.6. Un espacio cuasi-métrico (X, d) es llamado pesable si existe una
función w : X −→ R+, tal que

∀x, y ∈ X : d(x, y) + w(x) = d(y, x) + w(y).

A w se le llama función de peso y al valor w(x) se le dice el peso de x.

Se utiliza la notación (X, d,w) para referirse a un espacio cuasi-métrico pesable
con una función de peso w. No es difícil veri�car que si (X, d,w) es un espacio
cuasi-métrico pesable, entonces la función de peso w es decreciente con respecto al
preorden cuasi-métrico.

En un espacio cuasi-métrico (X, d), para A,B ⊆ X y ε > 0, la notación
A <ε B signi�ca

∀x, y ∈ X,
[
x ∈ A y d(x, y) < ε

]
⇒ y ∈ B.

En este caso se dice que A está contenido en B con margen ε.
Otra caracterización en términos de unión de bolas abiertas es como sigue

∀M,N ⊆ X, M <ε N ⇐⇒
⋃
x∈M B(x, ε) ⊆ N .

En un espacio cuasi-métrico las bases de un �ltro redondo se caracterizan de
la siguiente manera: una base de �ltro B en un espacio cuasi-métrico (X, d) es
redonda si cumple

(∀B ∈ B)(∃A ∈ B, ε > 0) : A <ε B.

Sea (X, d) un espacio cuasi-seudométrico y sea τ la topología generada por d,
el espacio (X, d) se llama interpolativo si cumple

∀ε > 0 : ∃δ > 0 : ∀A,B ∈ τ : ∃C ∈ τ : A <ε B ⇒ A <δ C <δ B.

Si (xn)n es una sucesión en un espacio cuasi-seudométrico (X, d), entonces
(xn)n se llama:

• ds-Cauchy si

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N) : ∀n,m > n0, d
s (xn, xm) < ε.

• K-Cauchy por la izquierda si

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N) : ∀m > n > n0, d (xn, xm) < ε.

• K-Cauchy por la derecha si

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N) : ∀m > n > n0, d (xm, xn) < ε.

Similarmente para una red (xα)α∈I en X, esta es llamada:
• ds-Cauchy si

(∀ε > 0)(∃α0 ∈ I) : ∀α, β > α0, d
s
(
xα, xβ

)
< ε.

• K-Cauchy por la izquierda si

(∀ε > 0)(∃α0 ∈ I) : ∀α > β > n0, d
(
xβ , xα

)
< ε.
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• K-Cauchy por la derecha si

(∀ε > 0)(∃α0 ∈ I) : ∀α > β > α0, d
(
xα, xβ

)
< ε.

De acuerdo a esta de�nición, se tiene:

(i) ds-Cauchy ⇒ K-Cauchy por la izquierda.
(ii) ds-Cauchy ⇒ K-Cauchy por la derecha.
(iii) (xn)n ((xα)α∈I) es d

s-Cauchy si y sólo si es K-Cauchy por la izquierda y
por la derecha.

En el caso de que (X, d) es un espacio cuasi-seudométrico, como ya se ha men-
cionado, la familiaB =

{
Un | n ∈ N

}
, donde Un =

{
(x, y) ∈ X ×X | d(x, y) < 2−n

}
para cada n ∈ N, es una base para una cuasi-uniformidad Ud sobre X, llamada la
cuasi-uniformidad generada por d. La cuasi-seudométrica d−1 genera a la cuasi-
uniformidad U−1, y la seudométrica inducida ds genera a la uniformidad Us. En
el caso en que d es una seudométrica, entonces d = d−1 y Ud es una uniformidad.
La topología inducida por una cuasi-seudométrica d es idéntica a la inducida por la
cuasi-uniformidad generada por d, es decir τ(d) = τ(Ud). Una cuasi-uniformidad
U es llamada cuasi-seudometrizable si existe una cuasi-seudométrica d para la cual
U = Ud. En tal caso la topología cuasi-uniforme τ(U) que genera U también es
seudometrizable, ya que τ(U) = τ(Ud). Sin embargo, la metrizabilidad de una
topología uniforme no implica la metrizabilidad de la uniformidad que la generó
[20]. Es decir, hay ejemplos de uniformidades U que generan una topología τ(U)
que es metrizable pero la uniforfmidad U no es metrizable. Un espacio uniforme
(X,U) es metrizable si existe una métrica d de�nida en X y que genere a U.
En este caso también se dice que la uniformidad U es metrizable y se le conoce
como la uniformidad métrica asociada a d. Una condición necesaria y su�-
ciente, relacionada con cuasi-uniformidades, para que un espacio topológico sea
cuasi-seudometrizable se menciona en el resultado siguiente.

Teorema 4.7. Un espacio topológico (X, τ) es cuasi-seudometrizable si y sólo si
existe una cuasi-uniformidad U en X que genera a τ y que tiene una base numerable.
El espacio (X, τ) es cuasi-metrizable si y sólo si es cuasi-seudometrizable y T1.

En la sección 3, se cubrió el concepto de espacio cuasi-uniforme S-completable
y se dio una caracterización de los espacios S-completables en términos de �ltros
redondos de Cauchy estables 3.30. Enseguida se da un teorema que asegura que
mediante una condición su�ciente, un espacio cuasi-métrico es S-completable.

Teorema 4.8 ([12]). Si (X, d, ϕ) es un espacio cuasi-métrico pesable con función
peso ϕ, entonces el espacio cuasi-uniforme (X,Ud) es S-completable.

Demostración: Sea (xα)α∈D una red K-Cauchy por la izquierda en X. Para
β ∈ D, hagamos Fβ = {xα : α ∈ D y α > β} y formemos el �ltro F generado por
la familia {Fβ : β ∈ D}. Fijando ε > 0 vamos a mostrar que

⋂
F∈F Bε(F ) ∈ F.

Asúmase lo contrario. Eligiendo un elemento arbitrario γ0 ∈ D, vamos a de�nir de
manera inductiva sucesiones (α(n)), (β(n)), (γ(n)) de elementos en D. Supóngase
que para algún n ∈ N hemos de�nido para k < n los elementos α(k), β(k), γ(k) en
D, de tal manera que γ(k−1) 6 α(k) 6 β(k) 6 γ(k). Elegimos ahora a α(n) tal que
α(n) > γ(n−1) y d(xα, xα′) < 2−n siempre que α, α′ ∈ D y α(n) 6 α 6 α′. Despues
hallamos un β(n) ∈ D tal que β(n) > α(n) y xβ(n) /∈

⋂
F∈F Bε(F ). Finalmente se

elige γ(n) ∈ D de forma que γ(n) > β(n) y xβ(n) /∈ Bε(Fγ(n)), completando así la
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de�nición inductiva. Por la construcción se tiene,

(1) d(xβ(k), xβ(s)) < 2−k y (2) d(xβ(s), xβ(k)) > ε

siempre que k, s ∈ N y k < s. Se sigue de la primera desigualdad y de la de�nición
de función peso, que la sucesión (ϕ(xβ(s))s es acotada. Eligiendo una subsucesión de
esta última sucesión, vemos que las condiciones (1) y (2) aplicadas a los elementos
de esta subsucesión contradicen la de�nición de ser ϕ una función peso. Deducimos
entonces que debe existir un β1 ∈ D tal que Fβ1 ⊂

⋂
F∈F Bε(F ). Por tanto F es un

�ltro K-Cauchy por la izquierda redondo y estable en X. Se sigue que F es un �ltro
de Cauchy sobre el espacio uniforme asociado

(
X,Usd

)
. Concluimos que el espacio

cuasi-uniforme (X,Ud) es S-completable. �

5. Espacios de complejidad

El espacio cuasi-métrico (C, dC) de funciones de complejidad fue introducido
por Schellekens [16]. Haciendo la convención de que 1/∞ = 0,

C =

 f : ω −→ (0,∞]

∣∣∣∣ ∞∑
n=0

2−n
1

f(n)
<∞

 ,

con la cuasi-métrica de�nida por

dC(f, g) =

∞∑
n=0

2−n

[(
1

g(n)
− 1

f(n)

)
∨ 0

]
,

y especi�cando una función de peso wC en este espacio, mediante

wC(f) =

∞∑
n=0

2−n
1

f(n)
.

Después de que Schellekens de�nió el espacio de complejidad, Romaguera y
Schellekens [14] introdujeron el espacio cuasi-métrico de complejidad dual C∗, con
el objetivo de obtener resultados adicionales sobre las propiedades cuasi-métricas
y topológicas del espacio de complejidad. El espacio de complejidad dual es un
cono (o espacio semilineal) normado asimétricamente [4], mientras que el espacio
de complejidad original no admite esta estructura.

C∗ =

 f : ω −→ R+

∣∣∣∣ ∞∑
n=0

2−nf(n) <∞

 .

Aquí la cuasi-métrica está de�nida mediante

dC∗(f, g) =

∞∑
n=0

2−n[(g(n)− f(n)) ∨ 0].

Y también han de�nido una función de peso wC∗ para (C∗, dC∗),

wC∗(f) =

∞∑
n=0

2−nf(n).

De esta manera, (C, dC) y (C∗, dC∗) son espacios cuasi-métricos pesables y, por lo
tanto, son Smyth-completables.
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Si denotamos por u(x) a la norma asimétrica en R de�nida como u(x) = x∨0 =
max {x, 0}, entonces C∗ resulta ser un cono normado asimétricamente por la función
real no negativa qC∗(f) =

∑∞
n=0 2−nu(f(n)), de tal forma que la cuasi-métrica dC∗

puede obtenerse de la norma asimétrica qC∗ de la manera siguiente:

dC∗(f, g) =

∞∑
n=0

2−nu(g(n)− f(n))

para cada f, g ∈ C∗.
Además de la suma para sucesiones en ambos espacios C y C∗, se tienen las

operaciones binarias ∨ y ∧ de�nidas de manera puntual. Dado un valor cualquiera
c ∈ R+ ∪ {∞}, usaremos la notación c para representar a la función constante
c(n) = c, para todo n ∈ ω. Si n ∈ N, la notación n̂ indica a la sucesión f tal
que f(k) = 1 si k < n y f(k) = 0 si k > n, es decir, que tiene n números 1's
inicialmente, seguida por la sucesión 0. La función 0 es el elemento mínimo de C∗

y corresponde directamente al mínimo ⊥ de los dominios semánticos.
En [16], Schellekens da las razones heurísticas para de�nir a la cuasi-métrica

dC del modo que lo hizo. Su de�nición está motivada por el siguiente argumento.
Si P y Q son dos algoritmos, P con función de complejidad f : N → R+ y Q
con función de complejidad g : N → R+, entonces para cada valor de n ∈ N
se podría usar la diferencia f(n) − g(n) para cuanti�car el bene�cio obtenido (en
términos de reducción de complejidad) al remplazar el algoritmo P por el algoritmo
Q. Si en vez de simplemente utilizar esa diferencia, la remplazamos por el cociente
f(n)−g(n)

f(n) , obtenemos una medida del progreso relativo al algoritmo inicial P . Sin
embargo, si f(n) toma un valor muy grande comparado con el valor de g(n), esta
última expresión tiende a 1, pues 1 − g(n)

f(n) −→ 1 cuando g(n)
f(n) −→ 0. Dado que

se busca poder distinguir el nivel de bene�cio para distintos valores de g(n) (aún
cuando se tengan valores de f(n) muy grandes), se reemplaza la última expresión
por f(n)−g(n)

f(n)g(n) = 1
g(n) −

1
f(n) .

La asimetría de dC ocasiona cierta pérdida de información. Sin embargo éste
es un costo necesario pues es precisamente la ausencia de simetría lo que permite
elegir al algoritmo más e�ciente. Por ejemplo, si el algoritmo Q es más e�ciente
que P en todas las entradas, esto signi�ca que para toda n, g(n) < f(n) y por lo
tanto dC(g, f) = 0. Nótese que esto último también muestra que la cuasi-métrica
dC no es T1.

Como puede observarse, en el espacio de complejidad (C, dC), el preorden cuasi-
métrico coincide con el orden parcial entre sucesiones reales. Esto es

[f 6d g ⇔ f 6 g] ≡ [f 6d g ⇔ ∀n ∈ ω, f(n) 6 g(n)].

Mientras que en el espacio de complejidad dual (C∗, dC∗) se tiene

[f 6d∗ g ⇔ g 6 f ] ≡ [f 6d∗ g ⇔ ∀n ∈ ω, g(n) 6 f(n)].

Hay algunas variaciones posibles para de�nir el espacio de complejidad. En
[16], Schellekens empieza de�niendo la distancia de complejidad solamente entre
funciones de complejidad de programas escritos en un mismo lenguaje de progra-
mación y que calculen la misma función parcial recursiva. Después, generaliza esa
primera de�nición y da la que hemos presentado arriba, donde C abarca a todas
las funciones de complejidad e incluso, como él mismo lo indica, a funciones que no
necesariamente representan la complejidad de algún algoritmo.
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Usamos el simbolo C∗0 para denotar el subconjunto de C∗ formado por las fun-
ciones estrictamente positivas. En ambos espacios (en el espacio de complejidad
original y en el dual) indicamos el orden puntual por 6. Un funcional ξ : C→ C es
monótono si ξf 6 ξg siempre que f 6 g, para todo par f, g ∈ C. Los funcionales
monótonos en C∗ se de�nen de la misma forma. Dada una función g ∈ C, un fun-
cional ξ : C → C es llamado un funcional de mejora con respecto a g siempre que
se satisface ∀n ∈ ω : ξn+1g 6 ξng. Si el funcional ξ is monótono, para que éste sea
un funcional de mejora con respecto a g, basta con veri�car que ξg 6 g.

El mapeo de inversión Ψ : (C∗, dC∗) → (C, dC) es el mapeo que invierte a cada
una de las sucesiones f , esto es: Ψ(f) = 1/f , donde la sucesión 1/f está de�nida
puntualmente (recordemos la convención de que 1/0 = ∞). El mapeo Ψ es una
isometría, ya que es una biyección que satisface dC

(
Ψ(f),Ψ(g)

)
= dC∗(f, g). Esto

permite transportar algunas propiedades del espacio dual al espacio de complejidad
(aquellas que se mantienen bajo isometría).

En [14], Romaguera y Schellekens demuestran que C∗, el espacio dual de com-
plejidad, es bicompleto. Como sabemos, todos los espacios cuasi-métricos pesables
son S-completables [12]. Además, también se sabe que la completación de Smyth
de un espacio cuasi-uniforme S-completable es cuasi-uniformemente equivalente a
su bicompletación [22]. Lo anterior implica que C∗ es Smyth-completo, por lo que
el espacio de complejidad C también es Smyth-completo, en virtud de la isometría
dada entre estos dos espacios por el mapeo de inversión Ψ. Como se verá en las
próximas dos secciones, la S-completitud de C es crucial para poder asegurar la
existencia de puntos �jos de algunos funcionales en C que están asociados con las
ecuaciones de recurrencia de ciertos algoritmos del tipo �divide y vencerás�.

Como se ha mencionado, la distancia de complejidad dC(f, g) entre dos fun-
ciones f, g ∈ C mide el progreso relativo que se hace al bajar la complejidad
remplazando un programa P con función de complejidad f por un programa Q
con función de complejidad g. Esta misma cantidad se puede expresar como
dC∗

(
Ψ−1(f),Ψ−1(g)

)
. Además, si f, g ∈ C∗, la igualdad dC∗(f, g) = 0 se puede

interpretar como que Q es más e�ciente que P .

6. Orden de algoritmos divide y vencerás

Con la �nalidad de aplicar la teoría al análisis del algoritmo Mergesort, que
es un algoritmo de ordenamiento basado en comparaciones y es del tipo �divide y
vencerás�, Schellekens introduce otras variantes del espacio de complejidad, como
veremos un poco más adelante.

Los algoritmos divide y vencerás, lo que hacen esencialmente es dividir re-
cursivamente un problema en subproblemas. Se resuelve cada uno de éstos sepa-
radamente por el mismo algoritmo y �nalmente se combinan las soluciones de los
subroblemas para obtener la solución del problema original. La estrategia divide y
vencerás es una técnica ampliamante utlizada en el diseño de algoritmos e�cientes
[1]. Por lo general, la función de complejidad f de un algoritmo del tipo �divide y
vencerás� es la solución de una ecuación de recurrencia T de la forma T (1) = c,

y T (n) = aT

(
n

b

)
+ h(n) para n > 1,

donde a > 1 representa el número de subproblemas en que se divide el problema
dado, b representa el tamaño de cada subproblema, mientras que h(n) representa
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el tiempo necesario para combinar las soluciones parciales y construir la solución al
problema de tamaño n.

Como el caso base de la ecuación de recurrencia T está dado para n = 1 en
vez de n = 0, la primera adaptación es cambiar el dominio de las funciones de ω
a N. Es común suponer que los algoritmos del tipo �divide y vencerás� siempre
terminan, así que sus funciones de complejidad nunca toman el valor ∞. Por esta
razón la segunda adaptación consiste en quitar dicho valor de su codominio. Para
los algoritmos de ordenamiento basados en comparaciones, Schellekens toma como
medida de complejidad el número de comparaciones que realiza el algoritmo para
ordenar completamente una lista de longitud n. Además hace la suposición de que
todos estos algoritmos empiezan encontrando la longitud de la lista de entrada y
terminan inmediatamente si dicha longitud es menor que 2. Esto implica que en
tales casos no se realiza ninguna comparación y por lo tanto se tiene f(1) = 0.
Claramente, las listas de longitud 1 son los únicos casos en que estas funciones de
complejidad pueden valer cero. Aún así, considerando tales casos, el codominio de
las funciones queda como [0,∞).

En concreto, para cada número real c > 0, se de�ne el espacio Cc como sigue

Cc =

 f : N −→ [0,∞)

∣∣∣∣ ∞∑
n=2

2−n
1

f(n)
<∞, f(1) = c y (f(n) > 0 si n > 1)

 .

La condición de convergencia de la serie garantiza la convergencia de las series
que se usan en la demostración del teorema 6.1. La condición (f(n) > 0 si n > 1) es
necesaria para evitar la división entre cero, como se muestra enseguida. Dado que
en Cc existe la posibilidad de que las funciones tomen el valor 0 (cuando n = 1 y
c = 0), hay que formular la de�nición de la cuasimétrica dC de modo que se pueda
aplicar a estos casos en Cc. Esto se hace con la expresión

dCc(f, g) =

∞∑
n=1

2−n

{
0 si f(n) 6 g(n)

1
g(n) −

1
f(n) si f(n) > g(n)

}
.

Por simplicidad, abusamos de la notación y no escribiremos el segundo subíndice,
�c�, ya que ambas cuasimétricas funcionan de la misma forma y la única diferencia
entre ellas radica en sus dominios de aplicación, lo que será claro por el contexto en
cada instancia particular. Para establecer algunas propiedades de las recurrencias
asociadas a los algoritmos del tipo �divide y vencerás�, Schellekens de�ne el espacio
Cc | b, otra variante del espacio de complejidad. Para cada número natural b > 1
se tiene

Cc | b =

{
f :
{
bk | k ∈ ω

}
−→ [0,∞) | ∃g ∈ Cc,∀k ∈ ω, f(bk) = g(bk)

}
.

Esto quiere decir que las funciones pertenecientes a Cc | b son las restricciones de
funciones en Cc al subconjunto de números naturales formado por las potencias del
número b, es decir restringidas al dominio

{
1, b, b2, ..., bk, ...

}
. En el espacio Cc | b

también se puede aplicar la cuasimétrica dC.

Teorema 6.1 (Mapeo de contracción). Sea T la ecuación de recurrencia dada por

T (n) =

{
c si n = 1.

aT
(
n
b

)
+ h(n) si n > 1.
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y ΦT el funcional inducido por T en el espacio Cc | b, es decir, ΦT : Cc | b −→ Cc | b,
con

[ΦT f ] (n) =

{
c si n = 1.

a · f
(
n
b

)
+ h(n) si n > 1.

Entonces ΦT es un mapeo de contracción con respecto a dC si y sólo si a > 1, en
cuyo caso la constante de contracción es 1

a .

Como ejemplo del funcional de inversión Ψ : (C∗, dC∗)→ (C, dC), si denotamos
simplemente por Φ al funcional ΦT del teorema 6.1, es posible de�nir un funcional
correspondiente Φ∗ : C∗ → C∗ mediante la composición Φ∗ = Ψ−1 ◦ Φ ◦ Ψ (con la
convención de que 1

∞ = 0) [14]. Si f ∈ C∗, se tiene[
Φ∗(f)

]
(n) =

{
1
c , n = 1,
f(nb )

a+h(n)f(nb ) , n ∈
{
bk | k > 1

}
.

El siguiente resultado juega un papel crucial en la obtención de una aplicación
de la S-completación de un espacio cuasi-uniforme.

Proposición 6.2. Una ecuación de recurrencia ε de un algoritmos divide y vencerás
tiene una solución única. Si f es la solución de ε y φε es el funcional asociado a
esta ecuación, entonces: siempre que φε sea un funcional de mejora con respecto a
una función g, se debe tener f 6 g.

Demostración: Si f es la solución a la ecuación ε, se debe tener φε(f) = f .
Luego, φ̃ε([(f)n]) = [φnε ((f)n)] = [(f)n]. Esto signi�ca que f es un punto �jo de φ̃ε.
Por el Teorema 6.1, φε es un mapeo de contracción sobre Cc, y por el Teorema de
extensión 3.27, φε(f) = f se extiende de manera única a un mapeo contracción φ̃ε
sobre C̃c. Por el Teorema de Banach, φ̃ε tiene un único punto �jo, que es solución
la ecuación ε. Esto es,

Fix(φ̃ε) = [φnε ((f)n)] = [(f)n].

Ahora, si φε es un funcional de mejora con respecto a la función g, entonces:
∀n > 0, φεg 6d g. En particular limnd(φnε g, g) = 0 y entonces también se tiene
limnd̃([(φεg)n], [(g)n]) = 0. Por tanto, d̃([(f)n], [(g)n]) = 0, es decir que f 6 g.

�

Corolario 6.3. Si una ecuación de recurrencia ε, correspondiente a un algoritmo
divide y vencerás, tiene como solución a una función f , y φε es el funcional asociado
a esta ecuación, entonces siempre que φε sea un funcional de mejora con respecto
a una función g, se tiene f ∈ O(g).

7. Orden de algoritmos divide y vencerás probabilistas

Los algoritmos del tipo �divide y vencerás probabilistas� tienen una estructura
recursiva que sirve como base para establecer relaciones de recurrencia [1], [8].
Dada una ecuación de recurrencia T , a ésta se le asocia un funcional que tiene un
único punto �jo fT , mismo que es la solución de la recurrencia correspondiente.
Esto se logra construyendo un funcional monótono ΦT asociado a una relación
de recurrencia dada T , para el que existe una función de complejidad g tal que
g 6 ΦT g. Dada la completitud según Smyth [19] del espacio (C, dC), la secuencia
de iteraciones (ΦkT g)k∈N converge en (C, dsC) a alguna función fT ∈ C la cual es
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el único punto �jo del funcional ΦT , y por lo tanto también es la solución a la
ecuación de recurrencia T . Además, si ΦT es un funcional de mejora para alguna
g ∈ C, entonces fT 6 g, lo que implica fT (n) ∈ O(g(n)), especi�cando así el orden
de complejidad de fT .

Observación 7.1. En [7], al estudiar algunos tipos de algoritmos �divide y vencerás
probabilistas�, los autores utilizan la notación C0 con un signi�cado diferente al que
le da Schellekens en [16]. En lo sucesivo, C0 denota el subespacio de C formado por
las funciones que toman solamente valores �nitos, es decir,

C0 =
{
f ∈ C | ∀n ∈ ω : f(n) <∞

}
.

Proposición 7.2. [7] Si Φ : C→ C es un funcional monótono creciente y g ∈ C es
una función tal que g 6 Φg, entonces:

(1) ∃f ∈ C : limk→∞ (dC)
s (
f,Φkg

)
= 0,

(2) ∀k ∈ ω : Φkg 6 f 6 Φf .

Proposición 7.3. [7] Si (fk)k es una sucesión en C0 y f ∈ C0 es una función para
la cual limk→∞ (dC)

s
(f, fk) = 0, entonces la sucesión (fk)k converge puntualmente

a f con respecto a la métrica Euclideana. Es decir, dado n ∈ ω y ε > 0, ∃k0 ∈ N,
tal que ∀k > k0,

∣∣f(n)− fk(n)
∣∣ < ε.

Teorema 7.4. [7] Sea T una ecuación de recurrencia y sea n0 > 2 tal que para
n > n0,

T (n) = u(n) +

n−1∑
k=1

vk(n)T (k),

donde u ∈ C0 y (vk)k es una sucesión de funciones positivas de�nidas sobre N para
las cuales

∃K > 0 : ∀n > n0,

n−1∑
k=n0

vk(n) 6 K.

El funcional Φ : C→ C, de�nido para toda f ∈ C mediante

Φf(n) =


T (1) si n = 0,
T (n) si 1 6 n 6 n0 − 1,

u(n) +
∑n−1
k=1 vk(n)f(k) si n > n0,

tiene un punto �jo único fT ∈ C0 que es la solución de T . Además, si Φ es de
mejora con respecto a alguna g ∈ C, entonces fT 6 g y por lo tanto fT ∈ O(g).

Demostración: Por construcción es claro que Φf está en C, puesto que u ∈ C y
∞∑
n=0

2−n
1

Φf(n)
6
∞∑
n=0

2−n
1

u(n)
<∞.

Más aún, Φ es un operador monótono creciente puesto que para f 6 g, se tiene

Φf(n) = Φg(n), para n = 0, 1, ..., n0 − 1

y Φf(n) 6 u(n) +

n−1∑
k=1

vk(n)f(k) si n > n0.

Ahora consideremos la función g : ω −→ (0,∞) de�nida por g(0) = T (1), g(n) =
T (n), si n = 1, ..., n0 − 1 y g(n) = u(n) para todo n > n0. Puesto que u ∈ C0,
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se sigue que g ∈ C0. Además, g(n) = φg(n) para n = 0, 1, ..., n0 − 1, y también
g(n) 6 Φg(n) para todo n > n0, dada la construcción de Φ. Podemos aplicar ahora
la proposición 7.2, para asegurar que,

(1) ∃fT ∈ C : limk→∞ (dC)
s (
fT ,Φ

kg
)

= 0,
(2) ∀k ∈ ω : Φkg 6 fT 6 ΦfT .

Nuevamente, por la construcción de Φ y por el hecho de que g ∈ C0, se deduce que
Φkg ∈ C0 para toda k ∈ ω.

Finalmente vamos a mostrar que fT ∈ C0. Si asumimos lo contrario, sea j el
primer entero no negativo tal que fT (j) = ∞. Puesto que fT 6 ΦfT , se sigue que
ΦfT (j) =∞ y j > n0. Por otra parte

ΦfT (j) = u(j) +

j−1∑
k=1

vk(j)f(k) <∞.

Esto último es una contradicción. Concluimos que fT ∈ C0. Aplicando la proposi-
ción 7.3 se concluye que la sucesión (Φkg)k es puntualmente convergente a fT .
Enseguida vamos a ver que fT es un punto �jo de Φ. Para esto, recordemos que
para n = 0, 1, ..., n0−1 se tiene ΦfT (n) = Φg(n). Por lo que, dada la condición (2) y
la de�nición de g, se obtiene fT (n) = ΦfT (n) = Φg(n), para n = 0, 1, ..., n0−1. Por
lo tanto Φg(n0) = ΦfT (n0). Nuevamente de (2) se sigue que fT (n0) = ΦfT (n0).

Ahora, para un n > n0 y un ε > 0 dado, existe j ∈ N tal que:

ΦfT (n) = u(n) +

n−1∑
k=1

vk(n)fT (k) < u(n) +

n−1∑
k=1

vk(n)fT (k) +

n−1∑
k=1

vk(n)(ε+ Φjg(k))

= ε

n−1∑
k=1

vk(n) + Φj+1g(n) 6 Kε+ fT (n).

Por lo anterior, ΦfT (n) 6 fT (n). así entonces fT es un punto �jo de Φ y por tanto
es una solución para la ecuación de recurrencia T . Para mostrar que fT es el único
punto �jo de Φ, supongamos que existe otro f ′T ∈ C, tal que Φf ′T (n) = f ′T (n).
En tal caso, se debería cumplir f ′T (n) = fT (n) para n = 0, 1, ..., n0 − 1, que por
construcción implica Φf ′T (n0) = ΦfT (n0), es decir, f ′T (n0) = fT (n0), para n > n0

y se sigue de manera inductiva que f ′T (n) = fT (n). Finalmente, suponiendo que Φ
es un funcional de mejora con respecto a alguna g ∈ C, entonces Φg 6 g, por lo que
fT (n) = Φg(n) 6 g(n) para n = 0, 1, ..., n0 − 1. Luego, se obtiene:

fT (n0) = u(n0) +

n0−1∑
k=1

vk(n0)fT (k) 6 u(n0) +

n0−1∑
k=1

vk(n0)g(k) = Φg(n0) 6 g(n0).

Nuevamente, por inducción sobre n se deduce que fT (n) = g(n) para n > n0.

�

Cuando se hace el análisis de un algoritmo divide y vencerás probabilista por
medio de una ecuación de recurrencia, se obtiene una ecuación de la forma:

T (n) = c1n+ c2 +

n−1∑
k=1

q(n, k)T (k),

en donde T (1) > 0, c1 > 0, 2c1 + c2 > 0 y las q(n, k) (con 1 6 k < n ∈ N)
son funciones no negativas y proporcionales a la probabilidad de que la división
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de una tarea de tamaño n se haga en subtareas de tamaño k. Nótese que T (2) =
2c1 + c2 + q(2, 1)T (1) > 0 y por lo tanto T (n) > 0 para todo n > 2.

Las siguientes funciones, en donde α > 0, son típicas para q(n, k).

(A)
α

n
, (B)

2α(n− k)

n(n+ 1)
, (C)

α

n

n∑
k=k+1

1

j
, (D)

2α(k − 1)(n− k)

n(n− 1)(n− 2)
.

Estas funciones aparecen en los algoritmos divide y vencerás probabilistas rela-
cionados con árboles de búsqueda binaria, búsqueda completamente especi�cada
en árboles cuádruples 2-d, consultas de coincidencia parcial en árboles cuádruples
2-d y clasi�cación rápida de mediana de tres Quicksort, respectivamente.

Como ilustración vemos el análisis de complejidad de un algoritmo divide y
vencerás probabilista para el caso en que q(n, k) es de la forma (A).

La ecuación de recurrencia T correspondiente es

T (n) = c1n+ c2 +
α

n

n−1∑
k=1

T (k), para todo n > 2.

Podemos asumir que T (1) > 0, y entonces T satisface las condiciones del teorema
7.4, con n0 = 2, u ∈ C0, cumpliendo u(0) = u(1) = c > 0 para c arbitrario,
u(n) = c1n + c2 para toda n > 2, y vk(n) = α/n para cada k ∈ N. Por todo lo
anterior T tiene una solución única fT ∈ C0.

Ahora vamos a obtener una clase de funciones de complejidad para las cuales
Φ asociado con T es un funcional de mejora. Para este �n, escribimos para n > 2:

T (n+1) = c1(n+1)+c2+
α

n+ |

n∑
k=1

T (k) = c1(n+1)+c2+
α

n+ |

T (n) +

n−1∑
k=1

T (k)


= c1(n+ 1) + c2 +

α

n+ |

(
T (n) +

n

α
(T (n)− (c1(n+ 1) + c2)

)
= h(n+ 1) +

n+ α

n+ 1
T (n),

en donde

h(n+ 1) = c1(n+ 1) + c2 −
n(c1n+ c2)

n+ 1
=
c1(2n+ 1) + c2

n+ 1
, para todo n > 2.

Por tanto, se tiene

T (2) = 2c1 + c2 +
α

2
T (1), y T (n) = h(n) +

n+ α− 1

n
T (n− 1), para toda n > 3.

Así, Φ se puede expresar como

Φf(0) = Φf(1) = T (1), Φf(2) = T (2) y Φf(n) = h(n) +
n+ α− 1

n
f(n− 1),

para n > 3, con h(n) =
c1(2n− 1) + c2

n
.

Luego, para g ∈ C que satisfaga T (n) 6 g(n), n = 0, 1, 2, y

(11.1)
c1(2n− 1) + c2

n
+
n+ α− 1

n
g(n− 1) 6 g(n), para n > 3,

se sigue que Φg 6 g, por lo que Φ es un funcional de mejora con respecto a g, y
por el teorema 7.4 la solución fT de la ecuación de recurrencia T veri�ca fT 6 g.
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Finalmente vamos a aplicar estos métodos para deducir que, para 0 < α 6 2,
fT ∈ O(n loga n) para cualquier a > 1.

Observemos que para K, r > 0 y a > 1, una doble aplicación de la regla de
L'Hôpital nos lleva a:

lim
x→+∞

K[x2(loga x− loga(x− 1)) + loga(x− 1)]

rx
=

K

r · ln a
.

Luego, para K > r · ln a, existe un n0 ∈ N, tal que para cada n > n0,

Kn loga n >
n+ 1

n
K(n− 1) loga(n− 1) +

rn+ s

n
.

Aplicando esta última desigualdad al caso particular r = 2c1 y s = c2 − c1 obte-
nemos, para 0 < α 6 2, que

Kn loga n >
n+ α− 1

n
K(n− 1) loga(n− 1) +

c1(2n− 1) + c2
n

,

siempre que n > n0. Por esto último la ecuación 11.1 se satisface para g(n) =
Kn loga n, con K > 2c1 · ln a, y n > n0. Concluimos así que fT (n) ∈ O(n loga n),
siempre que 0 < α < 2.
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1. Introducción

Obviamente, la primera estructura matemática importante que conocemos es el
sistema de los números reales. Muchos de nosotros creemos, de manera algo ingenua,
que los comprendemos desde los primeros años, pero con el tiempo nos damos cuenta
de todo lo que realmente desconocemos sobre los números reales, R. La segunda
estructura signi�cativa que encontramos es la de un espacio vectorial, muy ligada,
por cierto, a los números reales. Los cursos elementales de álgebra lineal se centran
principalmente en espacios vectoriales de dimensión �nita sobre el campo de los
números reales (o de los números complejos, C). Pocas veces se nos habla de un
espacio concreto de dimensión in�nita: por ejemplo, los números reales, R, como
espacio vectorial sobre el campo de los números racionales, Q.

En esta nota, presentamos algunos aspectos que consideramos interesantes so-
bre el hecho de que los números reales son un espacio vectorial sobre los números
racionales. Todos los resultados presentados se pueden encontrar en algún lugar de
los textos citados al �nal en la bibliografía. La segunda sección comienza de ma-
nera muy elemental, presentando algunas aplicaciones inmediatas y diferentes bases
algebraicas para los números reales como espacio vectorial sobre los racionales; es
decir, bases con diversas propiedades que suelen aparecer en el estudio topológico
o analítico. La tercera sección aborda bases algebraicas para otros espacios vecto-
riales, y en la cuarta sección presentamos una base algebraica conexa de un espacio
popular. También incluimos un Apéndice que complementa el teorema de Erdös y
Kakutani, teorema 2.6.

Hemos tratado de hacer esta nota autocontenida en su mayor parte, del lec-
tor solamente suponemos cierta madurez matemática y conocimientos básicos de
álgebra lineal, cálculo, topología y los principales aspectos de teoría de conjuntos.

211
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Nuestra notación es la usual a la de textos que tratan con nociones topológico
conjuntistas. Por ejemplo, nosotros denotamos al conjunto de los números natu-
rales indistintamente por N o por el símbolo del primer ordinal in�nito, ω. Para
nosotros los números ordinales son conjuntos bien ordenados cuyos elementos son
los números ordinales más pequeños. Con esta idea en mente, se puede pensar que
la Hipótesis del Continuo es la a�rmación de que existe una biyección (y por lo
tanto una enumeración) entre R y ω1, el primer ordinal no numerable. En otras
palabras, CH dice que es posible considerar una enumeración {xα : α < ω1} de
R, de modo tal que para cada β < ω1 se tiene que {xα : α < β} es un conjunto
numerable (o sea, biyectable con N).

2. R tiene dimensión in�nita sobre Q

Como es bien sabido, si F es un campo, entonces un espacio vectorial sobre F
es un conjunto V , con una operación binaria (suma) que lo convierte en un grupo
abeliano; además hay una multiplicación por escalar ; es decir, hay una función con
dominio F ×V y rango contenido en V ; o sea que es una función, 〈s, v〉 7→ s ·v ∈ V ,
la cual tiene las siguientes propiedades: para cualesquiera v, w ∈ V y cualesquiera
s, t ∈ F : 1F · v = v, (s · t) · v = s · (t · v), s · (v + w) = s · v + s · w y (s + t) · v =
s · v + t · v. Entonces es muy fácil convencerse de que si tomamos a F = Q y a
V = R, obtenemos un espacio vectorial sobre el campo Q de los números racionales.
También, si tomamos a F = R, claramente V = R es un espacio vectorial sobre R
que tiene dimensión 1.

El matemático alemán Georg Hamel, en 1905, publicó un artículo titulado
�Eine Basis aller Zahlen und die unstetigen Lösungen der Funktionalgleichung f(x+
y) = f(x) + f(y)� (�Una base de todos los números y las soluciones discontinuas
de la ecuación funcional f(x+ y) = f(x) + f(y)�), donde introdujo formalmente el
concepto de lo que hoy se conoce como base de Hamel.

En su artículo, Hamel mostró que cualquier espacio vectorial tiene una base,
siempre y cuando se acepte el Axioma de Elección, un principio fundamental tanto
para la teoría de conjuntos como para muchas otras ramas de las matemáticas.
Algunas equivalencias del Axioma de Elección son el lema de Kuratowski-Zorn y
teorema del Buen Orden, el teorema de Tychono� para el producto de espacios
compactos, etc. También se demostró que el hecho de que todo espacio vectorial
tenga una base de Hamel es igualmente equivalente al Axioma de Elección. Sin
embargo, que R tenga una base de Hamel como espacio vectorial sobre Q es una
a�rmación más débil que el Axioma de Elección. Por ejemplo, es relativamente
consistente ZF más el Axioma de Elecciones Dependientes más el hecho de que R
tenga una base de Hamel sobre Q; pero que aún así R no tenga un buen orden.
Remitimos al lector interesado en esta a�rmación a [27].

Como primer instancia para mostrar enormes diferencias a lo acostumbrado
en los cursos elementales de álgebra lineal, probaremos que la dimensión de R
como espacio vectorial sobre Q es in�nita. Supongamos lo contrario, digamos que
dimQR = n, para algún n ∈ ω. Consideremos el número de Euler, e, y el conjunto
{1, e, e2, . . . , en} que es linealmente dependiente (teorema 5.1, capítulo 3, [19]). Así
existen números racionales (algunos distintos de cero) a0, a1, . . . , an ∈ Q, tales que

a0 + a1e+ a2e
2 + . . .+ ane

n = 0.
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Pero se sabe que e es un número trascendental (teorema 2.1, capítulo 2, [25]). Así
tenemos que dimQ R 6= n para todo n ∈ ω. Por lo tanto el espacio vectorial de
números reales sobre el campo de los números racionales no es de dimensión �nita.

Ahora probaremos que la dimensión de R como espacio vectorial sobre Q es de
hecho la máxima posible, c.

Si H es una base para R sobre Q, note que el conjunto

B = {h0q0 + . . .+ hnqn : n ∈ ω ∧ (∀i 6 n)(hi ∈ H ∧ qi ∈ Q)}

de todas las combinaciones Q-lineales �nitas de elementos de H tiene la misma
cardinalidad que H puesto que1

|B| = |[H]<ω × [Q]<ω| = |H ×Q| = |H|.

Ya que H genera a R, se sigue que |H| = c.
Como una primera aplicación trivial del hecho de que existe una base de Hamel

para R, considerado como espacio vectorial sobre Q, observe que R2 también puede
considerarse como espacio vectorial sobre Q y que, obviamente, tendrá la misma
dimensión que R sobre Q, así que son isomorfos como espacios vectoriales (corolario
4.3, capítulo 3 de [19]).

De aquí se deduce que R y R2 son isomorfos como grupos aditivos. Además,
esto no es exclusivo para n = 2; en realidad, el mismo método demuestra que todos
los grupos Rn, n > 1, son isomorfos como grupos aditivos.

Antes de adentrarnos en la teoría, veamos algo práctico sobre las bases de
Hamel.

Ejemplo 2.1. [6] Sea S = {x0, x1, . . . , xn} ⊆ [0, 1] con x0 = 0, x1 = 1 y n >
3. Consideremos las distancias entre pares de elementos de S. Si cada distancia
que aparece, excepto la distancia 1, ocurre al menos dos veces, entonces S está
compuesto únicamente por números racionales.

En efecto, suponga que no es así y considere a H, una base de Hamel para R
sobre Q. Entonces, para cada elemento xk ∈ S tenemos:

xk =
∑
i6m

qk,i · hi,

donde qk,i ∈ Q y hi ∈ H, para todo i 6 m (Aquí m es un natural su�cientemente
grande de modo que cada vector xk, para k 6 n, pueda expresarse como única
combinación lineal de longitud a lo más m).

Entonces, debido a la suposición, existen hi /∈ Q y qk,i 6= 0. Denotemos Λ =
{qk,i : k 6 n} y notemos que 0 ∈ Λ, ya que x0 = 0.

De�namos q̌ = min Λ y q̂ = max Λ, cumpliéndose que q̌ < q̂ (pues, de lo
contrario, tendríamos q̌ = q̂ = 0, lo que implicaría Λ = {0}, y esto sería una
contradicción).

Tomemos los siguientes conjuntos:

X̂ = {xk : qk,i = q̂ ∧ 0 6 k 6 n} y X̌ = {xk : qk,i = q̌ ∧ 0 6 k 6 n}.

Sean x ∈ X̂, y ∈ X̌. Entonces, de acuerdo con la condición inicial (ya que al menos
uno no es racional), existen xr, xs con 0 6 r, s 6 n tales que x − y = xr − xs y

1Recuerde que para un conjunto in�nito A, la familia de todos los subconjuntos �nitos de A
se denota mediante el símbolo [A]<ω , y tiene el mismo tamaño que A.
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{x, y} 6= {xr, xs}. Esto signi�ca que q̂ − q̌ = qr,i − qs,i, lo que implica qr,i = q̂ y
qs,i = q̌; es decir, xr ∈ X̂ y xs ∈ X̌.

Ahora, basta tomar x = max X̂, y = min X̌ y obtener una contradicción, ya
que esto implica que xr = x, xs = y, por lo que se sigue {x, y} = {xr, xs}.

Esta sección también está dedicada a construir algunas bases de Hamel con
diversos tipos de propiedades, algunas muy interesantes, como la de ser cerradas
bajo potencias enteras: ½no sólo positivas!

Teorema 2.2. Existe una base de Hamel H para R sobre Q tal que

(h ∈ H)⇒ (∀n ∈ Z)(hn ∈ H).

Demostración: Primero, introduciremos alguna notación de interés. Si M ⊆ R,
F (M) es el campo generado por M , A(M) es el conjunto de números algebraicos
sobre M . Es claro que si |M | < c, entonces también |F (M)| < c y |A(M)| < c.

Sea R = {rα : α < c}, con r0 = 1, una enumeración. Por recursión se cons-
truirán sucesiones trans�nitas de números reales {yα : α < c} y {zα : α < c} con
las siguientes propiedades:

Si Hα = {ykξ : k ∈ Z∧ ξ 6 α}∪ {zkξ : k ∈ Z∧ ξ 6 α}, entonces para cada α < c:
2.1 Hα es Q-linealmente independiente,
2.2 (∀ξ 6 α)(rξ ∈ spanQ(Hα)).
Haga y0 = z0 = 1; entonces H0 = {1} satisface 2.1 y 2.2. Suponga que para

β < c se han de�nido {yξ : ξ < β} y {zξ : ξ < β} de modo que 2.1 y 2.2 se cumplen
para cada α < β. Sea rγ el primer elemento tal que rγ /∈ Lβ := spanQ(

⋃
{Hα :

α < β}). Por 2.2, β 6 γ; además, como Lβ tiene tamaño menor que c, existe yβ
trascendente sobre Bβ = F (Lβ ∪ {rγ}); de�na zβ = rγ − yβ . Ahora, es claro que
2.2 se cumple para Hβ .

Si Hβ no es Q-linealmente independiente, existen h0, h1, . . . , hm ∈
⋃
{Hα :

α < β} y racionales s0, s1, . . . , sm ∈ Q; además de polinomios pi, qi ∈ Q[x], con
i ∈ {0, 1}, de modo que, haciendo y = yβ , z = zβ , se tiene

(∗) p0(y) + p1(z) + q0(1/y) + q1(1/z) +

m∑
j=0

sjhj = 0.

Pongamos ki = deg(qi), i ∈ {0, 1}, y multiplique (∗) por yk0zk1 para obtener:

(p0(y) + p1(z) + d)yk0zk1 + q̃0(y)zk1 + q̃1(z)yk0 = 0,

donde d ∈ Lβ ; o bien2

zk1 q̃0(y) = −(p0(y) + p1(z) + d)yk0zk1 − yk0 q̃1(z).

Note que, q̃0(y) 6= 0 puesto que y es trascendente sobre Aβ = F (Lβ); además
yk0 divide a (p0(y)+p1(z)+d)yk0zk1 y también divide a yk0q1(z), por lo que divide
a su resta. Pero yk0 no divide a zk1 , entonces yk0 divide a q̃0(y) sobre Aβ . Más
aún, como q̃0 ∈ Q[x], pues q̃0(y) = q0(1/y)yk0 , entonces yk0 divide a q̃0 sobre Q, y
como deg(q̃0) 6 k0 se sigue que

q̃0(x) = a0x
k0 .

donde a0 ∈ Q. Así, q0(x) es un polinomio constante.

2Observe que q̃i es básicamente qi; aunque como polinomios están �al revés�.
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Análogamente se obtiene que q1(x) es constante, y (∗) se convierte en

(∗∗) p0(y) + p1(z) + d′ = 0, con d′ ∈ Lβ .

Como y es trascendente sobre Bβ , deg(p0) = deg(p1) = m. Suponga quem > 0,
y escriba

pi(x) =

m∑
j=0

ai,jx
j .

donde i ∈ {0, 1}, cada ai,j ∈ Q, y ai,m 6= 0. El lado izquierdo de la ecuación (∗∗)
se puede reescribir como

b0 + b1y + . . .+ bmy
m.

con cada bi ∈ Lβ . Entonces, en particular se tiene que bm−1 = 0. Si m > 1,
entonces bm−1 = a0,m−1 ± (mrγa1,m + a2,m−1) = 0, y de esta manera, rγ ∈ Q, lo
que es imposible. Y si m = 1, se tiene que b0 = d + a0,0 + a1,0rγ = 0; o sea que
rγ ∈ Lβ , contrario a su de�nición.

Así que m = 0, y de (∗) se sigue que
⋃
{Hα : α < β} es un subconjunto

Q-linealmente dependiente, contradiciendo la condición (2.1). Por tanto, Hβ es
Q-linealmente independiente. Y de esta forma, H =

⋃
{Hβ : β < c} es una base

para R que cumple lo requerido. �

Sería natural buscar bases de Hamel cerradas bajo otras operaciones aritméti-
cas. Lamentablemente en [22] se muestra que no existen bases de Hamel cerradas
bajo producto.

Las bases de Hamel son subconjuntos extraños de los números reales; en los
siguientes resultados se verá que ellas están presentes en todo subconjunto abierto y
también en los conjuntos perfectos (id est, cerrados sin puntos aislados). Para más
información sobre subconjuntos especiales de R se puede consultar [4] o muchas
otras fuentes alternativas.

Teorema 2.3. Todo subconjunto abierto no vacío de R contiene una base de Hamel.

La idea de la demostración es tomar un intervalo pequeño dentro del conjunto
abierto y ajustar los elementos de una base inicial para que queden dentro de
ese intervalo. Luego, se construyen nuevos conjuntos que generan todo R como
espacio vectorial, garantizando que la base �nal esté contenida en el conjunto abierto
original (véase [12]).

Con este resultado vemos que las bases de Hamel no son subconjuntos tan
raros en R. De hecho, hasta conjuntos con interior vacío pueden contener una,
como veremos ahora.

Teorema 2.4. El conjunto de Cantor contiene una base de Hamel para R sobre Q,
y por tanto todo conjunto perfecto contiene una base de Hamel.

Demostración: Sea C el conjunto de Cantor, consistente de los números 0, 1 y
todos los x ∈ (0, 1) cuya representación ternaria no incluye 1 o que no termina en
una sucesión in�nita de 2.

Sea x ∈ [0, 1] y considere su representación ternaria x = (0.d1d2 . . .)3. Para
cada n ∈ ω de�na:

an =

{
dn, si dn 6= 1,

0, si dn = 1,
y bn =

{
0, si dn 6= 1,

2, si dn = 1.
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Sean a, b ∈ [0, 1] tales que a = (0.a1a2 . . .)3 y b = (0.b1b2 . . .)3. Note que
a, b ∈ C y además x = a + 1

2b. Por lo que x se representó como una combinación
Q-lineal de elementos en C .

Ahora considere y ∈ R y note que existe n0 ∈ Z \ {0} tal que y/n0
∈ [0, 1]. Por

lo anterior, existen ay y by tales que y = n0(ay + 1/2by). Así, C contiene una base
de Hamel para R sobre Q. �

Se deduce inmediatamente que la base hallada en el resultado anterior es un
subconjunto medible según Lebesgue. Vale preguntarse también si existirán bases
de Hamel que sean conjuntos de Borel, o conjuntos analíticos. Recuerde que la
σ-álgebra de Borel sobre R es la mínima σ-álgebra que contiene a los intervalos
abiertos, y que un subconjunto de R se dice analítico si es la imagen continua de
un subconjunto de Borel. Resulta que las bases de Hamel para R no pueden ser
conjuntos de esos dos tipos. Antes de probarlo veamos lo siguiente:

Sea H una base de Hamel para R, enumerada como H = {hα : α < c} y,
sin pérdida de generalidad, suponga que h0 = 1. Para cada x ∈ R sea aα(x) el
coe�ciente de hα en su representación como combinación lineal de elementos de H.
Para r ∈ Q, de�na

Ar = {x ∈ R : a0(x) = r}.
Note que Ar = A0 + r, Ar ∩As = ∅ si r 6= s, y que

⋃
{Ar : r ∈ Q} = R. Si A0 fuera

medible según Lebesgue, también lo sería cada Ar, y como
⋃
{Ar : r ∈ Q} = R, al

menos uno de los conjuntos Ar, y por lo tanto A0, debe tener medida positiva. Se
sigue que el conjunto A0 − A0 = {x − y : x, y ∈ A0} contiene un intervalo abierto
alrededor del 0 (véase [30]). Por lo que, debido a la densidad de Q, existen x, y ∈ A0

con x− y 6= 0 y tales que x− y ∈ Q.
Pero a0(x) = a0(y) = 0, y entonces tanto x como y son irracionales, una

contradicción. Así que el conjunto A0 no puede ser medible según Lebesgue. Con
esto en cuenta, probemos el siguiente resultado:

Teorema 2.5. Si H es una base de Hamel para R, entonces H no puede ser un
conjunto de Borel ni puede ser un conjunto analítico.

Demostración: Sin perder generalidad, suponga que 1 ∈ H. Sea K = H \ {1}.
Para cada n ∈ ω y cada r ∈ Qn+1, de�na fr : Kn+1 → R por:

fr(k0, k1, . . . , kn) =
∑
i6n

riki.

Claro que fr es una función continua, para cada r ∈ Qn+1. Si H es un conjunto
de Borel o analítico, entonces K y Kn+1 también lo son. Y por tanto, para cada
r ∈ Qn+1, fr[Kn+1] es un conjunto analítico.

Del hecho que H es una base de Hamel, y de que 1 /∈ K, se sigue que

A0 =
⋃
{fr[Kn+1] : n ∈ ω ∧ r ∈ Qn+1}.

Por lo que A0 es un conjunto analítico y entonces es medible según Lebesgue,
contrario a lo que se mostró anteriormente. �

Más aún, es posible construir una partición de R que consista de subconjuntos
Q-linealmente independientes. Esta a�rmación puede encontrarse, bajo una obvia
modi�cación, dentro de la demostración del siguiente resultado que presentamos.
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Teorema 2.6 (Erdös-Kakutani). CH equivale a la a�rmación: Existe una familia
numerable {Hn : n ∈ ω} de bases de Hamel para R de modo que⋃

{Hn : n ∈ ω} = R \ {0}.

Demostración: Suponga primero que H es una base ordenada de Hamel para R
de�nida por H = {hα : α < ω1}.

Para cada x ∈ R \ {0}, considere su expresión única como combinación lineal

x =

n∑
i=0

qihαi ,

donde n ∈ ω y qi ∈ Q para cada i 6 n. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que α0 < α1 < . . . < αn < ω1.

Dado un subconjunto �nito de Q, A ∈ [Q]<ω, suponga que A = {rk : k 6 n},
con n ∈ ω. Defínase al subconjunto RA ⊆ R por

x ∈ RA ⇔ x =

n∑
k=0

rkhαk .

Luego, R = {0} ∪
⋃
{RA : A ∈ [Q]<ω}. Por lo que basta probar la a�rmación para

cada RA. Tome cualquier α < ω1, y sea RαA ⊆ RA de�nido como el conjunto de
todos los x ∈ R tales que

x = r0hα0
+ · · ·+ rnhαn ,

donde α0 < α1 < . . . < αn = αn(x) = α.
Note que, como α es numerable, sólo se pueden tomar una cantidad numerable

de ordinales menores a α, por lo que RαA es un subconjunto numerable. Escriba
RαA = {xαA,m : m ∈ ω}. Para cada m ∈ ω, de�na

SA,m = {xαA,m : α < ω1}.

Observe que el conjunto SA,m selecciona el m-ésimo elemento de cada RαA, por lo
que si x, y ∈ SA,m son distintos, entonces αn(x) 6= αn(y). Es claro también que
RA =

⋃
m∈ω SA,m.

Veamos que cada conjunto SA,m es Q-linealmente independiente.
En efecto, si SA,m no lo fuera, existen k ∈ ω, xi ∈ SA,m y pi ∈ Z \ {0}, para

cada i 6 k, tales que

(◦)
∑
i6k

pixi = 0.

Puesto que, para cada i 6 k, xi = r0hαi,0 + · · ·+ rnhαi,n ; entonces (◦) adquiere
la forma:

(◦◦)
∑
i6k

∑
j6n

pirjhαi,j = 0.

Por lo que existe i0 6 k tal que α∗ = αn(xi0) > αn(xi), para cada i 6 k, i 6= i0.
Así, el término con hα∗ en la ecuación (◦◦) no se cancela, pues aparece una única
vez, una contradicción.

Luego para cada SA,m tomamos una extensión S̃A,m a una base de Hamel. De
esta forma, cada RA se descompone en una cantidad numerable de subconjuntos
que son bases de Hamel, y en consecuencia CH implica la a�rmación del enunciado.
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Por el contrario, supongamos que la a�rmación del enunciado es verdadera,
probaremos la Hipótesis del Continuo a partir de ella. Lo haremos mostrando que,
bajo la suposición, la grá�ca completa de tamaño 2ℵ0 es la unión de una cantidad
numerable de árboles (véase teorema A.9).

Sea R =
⋃
n∈ωMn una descomposición del conjunto de todos los números reales

en una cantidad numerable de conjuntos, cada uno de los cuales consta de números
Q-linealmente independientes. Podemos suponer que M0 tiene tamaño 2ℵ0 por el
teorema de König (véase por ejemplo [9], p. 245).

Sea G una grá�ca completa de número cardinal 2ℵ0 , la podemos tomar como
sigue:

G = { {x, y} : x, y ∈M0 ∧ x < y}.
Tomemos los siguientes conjuntos: Gn = { {x, y} : x < y∧y−x ∈Mn}. Claramente
tenemos G =

⋃∞
n=1Gn. Veamos que cada Gn es un árbol, para esto supongamos

que Gn contiene un polígono cerrado. Sean x1, . . . , xk, xk+1 = x1 los vértices de
este polígono. Entonces tenemos

k∑
i=1

(xi − xi+1) =

k∑
i=1

± |xi − xi+1| = 0.

Tenemos que para cada i 6 k, xi ∈M0 y además |xi − xi+1| ∈Mn. Así se tiene
que todos los números |xi − xi+1| son distintos. Pero esto es una contradicción,
ya que Mn consiste de números Q-linealmente independientes. Por lo tanto, la
a�rmación del enunciado implica CH. �

3. Otras bases en espacios de Banach

El conjunto de números reales no es simplemente un espacio vectorial sobre Q;
por lo aprendido en cursos elementales sobre las propiedades del valor absoluto,
| · |, sabemos que de hecho él de�ne una métrica que es completa; no llega a ser
una norma completa pues Q no es completo. Así, R como espacio vectorial sobre
Q tiene estructura parecida a la de espacio de Banach. Recuerde que una norma
en un espacio vectorial X (sobre R) es una función ‖ · ‖ de X en R tal que para
cada x ∈ X, ‖x‖ > 0 y ‖x‖ = 0 si y sólo si x es el elemento neutro respecto de
la suma en X, para todo x ∈ X y todo c ∈ F se cumple ‖cx‖ = |c|‖x‖, y para
cualesquiera x, y ∈ X, ‖x + y‖ 6 ‖x‖ + ‖y‖. Es un ejercicio rutinario demostrar
que toda norma sobre X induce una métrica para X. Un espacio normado que es
completo (como espacio métrico) se denomina espacio de Banach. Cabe resaltar
que en un espacio normado con�uyen dos estructuras de diversa naturaleza: una
algebraica, la de espacio vectorial, y una topológica como espacio métrico.

Ligando esta sección a lo que anteriormente se ha tratado, y como aplicación
del bien conocido teorema de Categorías de Baire, estudiaremos la cardinalidad de
una base de Hamel para un espacio de Banach.

Proposición 3.1. En un espacio de Banach de dimensión in�nita, ninguna base
de Hamel es numerable.

Demostración: Considere X, un espacio como en la hipótesis, y suponga que
tiene una base de Hamel numerable, a saber H = {hn : n ∈ ω}.

Note que entonces X =
⋃
n∈ω span({hk : k 6 n}). O sea que X es la unión

numerable de subespacios propios de dimensión �nita.
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Pero se sabe que todo subespacio propio de un espacio normado tiene interior
vacío, y que los subespacios de dimensión �nita de un espacio de Banach son con-
juntos cerrados (teoremas 7.1.2 y 7.4.3 de [13]). De esta manera se tiene que X es
magro, lo que es absurdo por el teorema de Baire. Así que X no tiene dimensión
numerable. �

Es interesante entonces notar que no hay espacios normados de dimensión nu-
merable que sean completos. Fortaleceremos este primer resultado.

Note primero que X debe tener cardinalidad al menos c, pues todo espacio
normado es completamente regular, por ser métrico, y es fácilmente conexo por su
estructura vectorial.

Proposición 3.2. Si H es una base de Hamel para X, entonces

|X| = max{c, |H|}.

Demostración: Se tiene que

|X| = |[R]<ω × [H]<ω| = |R×H| = max{c, |H|}
puesto que H es una base de Hamel para X. �

Es interesante notar que de esta proposición se desprende que los espacios
clásicos: RN, `2 así como todos los `p, para p ∈ [1,∞], son isomorfos como espacios
vectoriales.

El siguiente lema es de carácter puramente auxiliar, por lo que se omitirá su
demostración, véase teorema 1.a.5 de [20]. Recuerde que una sucesión de elementos
de X es básica si todo elemento del subespacio cerrado generado por ella se puede
representar por una única combinación lineal in�nita de elementos de la sucesión.

Lema 3.3. Todo espacio de Banach X de dimensión in�nita admite una sucesión
básica.

Se sigue inmediatamente que si una sucesión {xn : n ∈ ω} ⊆ X es básica, en-
tonces si {cn : n ∈ ω} ⊆ R es una sucesión cualquiera de escalares, si

∑
n∈ω cnxn = 0

implica que cn = 0 para cada n ∈ ω.
Veamos un breve recordatorio para el siguiente resultado relevante. Una familia

I ⊆ [ω]ω se llama familia independiente si, siempre que se tengan dos subfamilias
S, T ⊆ I �nitas y disjuntas, se cumple que:∣∣∣∣∣∣

⋂
X∈S

X\
⋃
Y ∈T

Y

∣∣∣∣∣∣ = ℵ0.

Existen familias independientes de tamaño c, originalmente eso fue publicado en
[5], actualmente las familias independientes son objetos combinatorios muy útiles;
en [21] pueden encontrarse diversos métodos de construcción.

Teorema 3.4. Toda base de Hamel para un espacio de Banach de dimensión in-
�nita X, tiene cardinalidad al menos c.

Demostración: Suponga que {xn : n ∈ ω} es una sucesión básica para X,
sea I una familia independiente de cardinalidad c y considere la función inyectiva
ζ : I → X de�nida como

ζ(Z) =
∑
k∈ω

χZ(k)

2k
· xk;
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donde χZ es la función característica de Z ∈ I . Note que por construcción los
vectores en {ζ(Z) : Z ∈ I } son linealmente independientes sobre R: en efecto, si
se toman distintos Z0, . . . , Zm ∈ I , entonces para cualquier k ∈ ω y para cada
i 6 m existe un k′ > k de modo que para todo j 6= i, χZi(k

′) 6= χZj (k
′), de aquí

que los vectores ζ(Z0), . . . , ζ(Zm) son linealmente independientes sobre R.
Para cada y ∈ X existen únicos hα0

, . . . , hαn(y)
∈ H con αj < αj+1, y tal que

s0, . . . , sn(y) ∈ R\{0}, de modo que

y =

n(y)∑
j=0

sjhαj .

Así que la función ϕ : X → [R]<ω × [H]<ω dada por

ϕ(y) =
(

(s0, . . . , sn(y)), (hα0 , . . . , hαn(y)
)
)

es una biyección, y la composición ϕ◦ζ : I → [R]<ω× [H]<ω es inyectiva. Por otro
lado, ya que |I | = c y |[H]<ω| < c, por el principio de casillas existe un subconjunto
in�nito C ⊆ I de modo que p2 ◦ ϕ ◦ ζ : C → [H]<ω es constante (p2 denota la
proyección sobre la segunda coordenada).

Así, denote porW0 = 〈p2◦ϕ◦ζ[C ]〉 el correspondiente subespacio de dimensión
�nita. Y dado que ζ es inyectiva, ζ[C ] ⊆ W0 es un conjunto in�nito de vectores
linealmente independientes, lo que es una contradicción. �

Se deduce inmediatamente de estos dos previos resultados una propiedad muy
útil y conveniente de las bases de Hamel en espacios de Banach de dimensión in�nita.

Corolario 3.5. Si H es una base de Hamel para un espacio de Banach X, entonces
|X| = |H|.

Continuamos esta sección con el siguiente resultado; nuevamente pone de ma-
ni�esto que el Axioma de Elección es necesario para establecer la propiedad de Baire
en subconjuntos de R. Recuerde que un subconjunto X ⊆ R tiene la propiedad de
Baire si su diferencia con un subconjunto abierto de R es pequeña en el sentido
de la categoría; es decir, si X4U es un conjunto magro para algún U ⊆ R que es
abierto.

Proposición 3.6. Si todo subconjunto de los números reales tuviera la propiedad
de Baire, entonces no existe una base de Hamel para R.

Demostración: Supongamos que H es una base de Hamel, y sin pérdida de
generalidad 1 ∈ H.

Si ~q = 〈q0, . . . , qn〉 es una sucesión de números racionales, entonces sea:

A~q =
{
x ∈ R : (∃{h1, . . . , hn} ⊆ H) (x = q0 +

n∑
i=1

qihi)
}
.

Para algún ~q ∈ Q<ω, debe tenerse que A~q no es magro (de lo contrario, R sería
magro). Sea U ⊆ R un conjunto abierto y no vacío, tal que A~q4U es magro. Elija
a, b, p ∈ R tal que p 6= 0, a + p < b, y (a, b + p) ⊆ U . Entonces (a, b) \ A~q es
magro; por lo tanto, (a+ p, b+ p) \ (A~q + p) también es magro, donde A~q + p es el
desplazamiento {x+ p : x ∈ A~q}.

Sin embargo, si x ∈ A~q ∩ (A~q + p) se tiene que x ∈ A~q y x − p ∈ A~q, pero su
diferencia es racional (y distinta de cero), lo que no es posible. �
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La anterior es básicamente la demostración de que un conjunto de Vitali no
tiene la propiedad de Baire. Considerar la propiedad de Baire en espacios de Banach
nos ofrece una forma simple de encontrar bases de Hamel que sean de cierto modo
conjuntos �pequeños�.

Teorema 3.7. Sea H una base de Hamel para un espacio de Banach X. Si H
tiene la propiedad de Baire, entonces H es un conjunto magro.

Demostración: Suponga que H no es magro. Entonces existe un subconjunto
abierto U 6= ∅ de modo que U4H es magro. Claro que U ∩ H 6= ∅, pues X es
espacio métrico completo. Sea z ∈ U ∩ H y considere {xn : n ∈ ω} ⊆ X una
sucesión convergente a z. Sin pérdida de generalidad suponga que cada xn necesita
al menos cuatro sumandos para su representación en la base H. 3

Puesto que U es abierto y xn → z, hay j ∈ ω tal que (z + U) ∩
(
xj + U

)
6= ∅.

Y como z ∈ U ∩H, se sigue que (z +H) ∩
(
xj +H

)
6= ∅. Así, hay v ∈ X tal que

k + h = v = xj + h′, donde h, h′ ∈ H. Entonces xj = z + h − h′, contradiciendo
que H sea base. �

La riqueza de los espacios de Banach es tal que incluso sin acudir a la propiedad
de Baire se pueden obtener bases de Hamel que sean conjuntos �pequeños pero bien
acomodados�. Veamos el siguiente resultado.

Teorema 3.8. Existe una base de Hamel para un espacio de Banach X que es un
conjunto denso y magro. Más aún, existe una base de Hamel que es un conjunto
denso en ninguna parte.

Demostración: Sea B = {Bα : α < κ} una base para la topología de X con
cardinalidad mínima κ. Se construirá un subconjunto linealmente independiente
H ′ = {hα : α < κ} de modo que hα ∈ Bα y ‖hα‖ ∈ Q para cada α < κ.

Tome h′0 ∈ X cualquiera y considere h0 = h′0/‖h′0‖; puesto que existe algún
B ∈ B de modo que h0 ∈ B, sin pérdida de generalidad suponga que B = B0.
Asuma que para β < κ, ya se construyó el subconjunto linealmente independiente
Hβ = {hα : α < β}. Ya que β < κ y se sabe que κ 6 |X| = dim(X) (ver cap. 1,
�8 de [18]), entonces Bβ * span(Hβ), pues span(Hβ) es subespacio propio de X.
Sea h ∈ Bβ\span(Hβ). Tome q ∈ (‖h‖ − ε, ‖h‖ + ε) ∩ Q, donde ε > 0 es tal que
B(h; ε) ⊆ Bβ . Entonces hβ := q · h/‖h‖ ∈ Bβ y ‖hβ‖ ∈ Q.

Ahora, extienda H ′ con vectores unitarios a una base de Hamel H. Es claro
que H es un subconjunto denso en X. Más aún, para cada q ∈ Q, el conjunto
{h ∈ H : ‖h‖ = q} es denso en ninguna parte, pues está contenido en una esfera de
radio q (que es un conjunto cerrado y con interior vacío). Se sigue que H es magro.

Luego, de�na H̃ = {h/‖h‖ : h ∈ H}. Es claro que H̃ es una base de Hamel para
X que es densa en ninguna parte. �

4. ½Una base de Hamel conexa!

En esta sección veremos resultados sobre bases de Hamel para espacios de
Banach. Nuestro objetivo es demostrar la existencia de bases de Hamel conexas y
localmente conexas para espacios de Banach separables y de dimensión in�nita. En
particular esto será aplicado para establecer la existencia de bases de una sola pieza

3Dicha sucesión existe; a saber, tome una sucesión yn → z y considere tres elementos
z0, z1, z2 ∈ H. Luego,

(
yn + z0/2n + z1/2n + z2/2n

)
→ z.
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en la esfera unitaria de los espacios `p con p ∈ [1,+∞). Para establecer lo deseado,
primero probaremos algunos resultados para X, un espacio vectorial normado sobre
el campo R.

Como es habitual, o(X) denota la cardinalidad de todos los subconjuntos abier-
tos de X. Naturalmente, dimX 6 |X| 6 o(X). Si X es separable, entonces
o(X) = |X| = c (ya que existe una base para la topología cuya cardinalidad es c).
En particular, o(X) = |X| = dimX = c si X es un espacio de Banach separable y
de dimensión in�nita, esto por proposición 3.1.

Veamos algunos hechos básicos.

4.i Si el interior de S ⊆ X no es vacío, entonces span(S) = X.

4.ii Si U es un subconjunto abierto no vacío y L es un subespacio lineal de X,
entonces U \L contiene un conjunto linealmente independiente de tamaño
codimL.

Para 4.i, observemos que si V es una bola abierta no vacía con centro en v, entonces
W = −v + V es una bola abierta alrededor de 0 y, por lo tanto, span(V ) =
span(W ) ⊇ R ·W = X. Es claro que 4.ii se deduce de 4.i y, además, notemos que
4.ii cubre el caso L = X ya que codimX = 0 y ∅ es linealmente independiente.

Lema 4.1. Si U ⊆ X es un conjunto abierto, convexo y no vacío, y si L es un
subespacio lineal de X con codimL > 2, entonces U \ L es denso en U y conexo
por caminos.

Demostración: Sea L′ cualquier complemento algebraico de L en X. Entonces,
para cada x ∈ X existe un par único (u, v) ∈ L′ × L tal que x = u+ v. Sean x1 y
x2 puntos distintos en U \ L y escribamos xj = uj + vj con uj ∈ L′ y vj ∈ L para
j ∈ {1, 2}. Dado que x1, x2 /∈ L tenemos que u1 6= 0 6= u2. Distinguimos dos casos:

Primero, supongamos que los vectores u1 y u2 son linealmente independientes.
Entonces, tenemos que tu1 + (1− t)u2 nunca es cero para todo t ∈ R. Por lo tanto,
si `(x, y) denota el segmento de línea recta que conecta x ∈ X con y ∈ X \ {x}, se
tiene que `(x1, x2) es disjunto de L. Dado que U es convexo, `(x1, x2) ⊆ U y, por
lo tanto, `(x1, x2) es un camino en U \ L que conecta los puntos x1 y x2.

En segundo lugar, supongamos que los vectores u1 y u2 no son linealmente
independientes. Equivalentemente, u1 = λu2 para algún escalar λ ∈ R. Dado que
la dimensión algebraica (posiblemente �nita) del espacio vectorial L′ es mayor que
1, por 4.ii podemos elegir un punto y ∈ U \ span(L ∪ {u1}).

A�rmamos que `(y, xj) ∩ L = ∅ para j ∈ {1, 2}. Entonces, dado que U es
convexo, `(x1, y) ∪ `(x2, y) es un camino en U \ L que conecta los puntos x1 y x2.

Supongamos por el contrario que `(y, xj) ∩ L 6= ∅ para algún j ∈ {1, 2}. En-
tonces, para algún t ∈ [0, 1], el punto ty+(1−t)xj se encuentra en L, con y = u3+v3

para (u3, v3) ∈ L′ ×L. Así tenemos, (tu3 + (1− t)uj) + (tv3 + (1− t)vj) ∈ L y esto
sólo es posible si tu3 +(1−t)uj = 0, pero ya que uj 6= 0 observamos que t 6= 0 y, por
lo tanto, u3 ∈ span({uj}) = span({u1}) ⊆ span(L ∪ {u1}). Dado que trivialmente
v3 ∈ span(L∪ {u1}), concluimos que y = u3 + v3 se encuentra en span(L∪ {u1}) y
esto no es posible.

En ambos casos, los puntos x1 y x2 pueden ser conectados por un camino en
U \L, lo que demuestra que U \L es conexo por caminos. En cuanto a la densidad,
de 4.i se in�ere que L no puede contener un conjunto abierto no vacío. Por lo tanto,
U \ L debe ser denso en U . �
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Ahora veamos un resultado que nos proporciona bases de Hamel conexas y
localmente conexas.

Teorema 4.2. Si o(X) = |X| = dimX entonces existe una familia H de bases de
X tal que |H | = 2|X| y cada elemento de H es un subconjunto conexo, localmente
conexo y denso de X.

Demostración: Suponga que dimX = |X| = κ. De�na a la familia G como
sigue:

G := {G ⊆ X : (∃U1, U2 ⊆ X abiertos) (G = U1 \ U2 ∧ dim span(G) = κ)}.

Trivialmente, |G| 6 o(X) = κ. En virtud de 4.i, cada subconjunto abierto no
vacío de X y cada bola cerrada no degenerada en X pertenece a la familia G. Por
consiguiente, |G| = o(X) = κ. Así podemos escribir G = {Gα : α < κ}. Sea ρ
una función de elección de�nida sobre los subconjuntos no vacíos de X, entonces se
tiene que ρ(S) ∈ S para cada subconjunto no vacío S ⊆ X.

Ahora, por recursión de�nimos los puntos xα en X para todo α < κ. Supon-
gamos que para ξ < κ ya está de�nido un punto xα para cada α < ξ. Entonces
de�nimos el punto xξ por

xξ := ρ
[
Gξ \ span({xα | α < ξ})

]
.

Esta de�nición es correcta porque el conjunto Gξ \ span({xα | α < ξ}) es no vacío,
ya que se tiene |span({xα | α < ξ})| < |span(Gξ)| = |Gξ| = κ.

De esta manera obtenemos puntos xα para cada α < κ; donde xα 6= xβ siempre
que α < β < κ. En particular, A := {xα | α < κ} es un subconjunto de X
con |A| = κ. Por construcción, para cada ξ < κ, el vector xξ es linealmente
independiente de todos los vectores xα (α < ξ). Por lo tanto, todo el conjunto A
es linealmente independiente.

Sea K0 el conjunto de todos los α ∈ κ tales que Gα es una bola abierta de X.
Por supuesto, |K0| = κ. Fijamos un vector xβ ∈ A con β /∈ K0 y elegimos para
cada α ∈ K0 un escalar λα 6= 0 tal que ambos puntos xα y x̃α := xα + λαxβ se
encuentren en la bola Gα.

Sea F la familia de todas las funciones de κ en X donde f(α) ∈ {xα, x̃α} para
cada α ∈ K0 y f(α) = xα siempre que α /∈ K0. Naturalmente, |F| = 2κ. Por
construcción, f(κ) ∩G 6= ∅ para cada G ∈ G y cada f ∈ F.

Es evidente que para cada f ∈ F tenemos que span(A) = span(f [κ]) y f [κ] es
una base de span(A). Aplicando el lema de Zorn, podemos �jar un subconjunto Y
de X \ span(A) tal que Y sea linealmente independiente y span(A ∪ Y ) = X (si
span(A) = X, entonces Y = ∅). Por consiguiente, f [κ] ∩ Y = ∅ y f [κ] ∪ Y es una
base del espacio vectorial X para cada f ∈ F. Trivialmente, f [κ] 6= g[κ] siempre
que f, g ∈ F sean distintos. Por lo tanto, podemos estar seguros de que el tamaño
de H := {f [κ] ∪ Y : f ∈ F} es igual a |F| = 2κ.

Consideremos cualquier base H ∈ H de X. Por la de�nición de H, este
interseca cada conjunto G ∈ G y, en particular, cada conjunto abierto no vacío. Por
lo tanto, H es un subconjunto denso de X.

Veamos que H es tanto conexo como localmente conexo; notemos que X y
todas las bolas abiertas en X son convexas. Por lo tanto, sólo necesitamos veri�car
lo siguiente.

• Sea U ⊆ X convexo y abierto, entonces se tiene que H ∩ U es conexo.
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Supongamos lo contrario, entonces existen conjuntos abiertos U1, U2 ⊆ X tales que:

(1) U1 ∩ (H ∩ U) 6= ∅, U2 ∩ (H ∩ U) 6= ∅,
(2) (H ∩ U) ⊆ U1 ∪ U2,
(3) (H ∩ U) ∩ (U1 ∩ U2) = ∅.
Dado que H es denso en X, de la última condición inferimos que U∩(U1∩U2) =

∅. Como U es conexo, G := U\(U1∪U2) no puede ser vacío. Así, U\G está separado
por los conjuntos abiertos no vacíos U ∩ U1 y U ∩ U2, por lo tanto, U \ G no es
conexo.

Ahora, si S es un subconjunto denso y conexo, entonces cada subconjunto
del espacio que contenga a S también es conexo. Por lo tanto, el subconjunto
U \ span(G) del conjunto no conexo U \ G no puede ser a la vez conexo y denso
en U . Así, por lema 4.1, es imposible que codim span(G) > 2. Dado que dimX
es in�nito, de codim span(G) < 2 concluimos que dim span(G) = dimX y por lo
tanto G pertenece a nuestra familia G. En consecuencia, H ∩ G 6= ∅. Pero esto
es imposible ya que H ∩ U ⊆ U1 ∪ U2 y G ⊆ U . Así obtenemos lo deseado y esto
concluye la prueba. �

Notemos que o(`p) = |`p| = dim `p = c para p ∈ [1,+∞). Usando teorema 4.2,
obtenemos bases de Hamel conexas, localmente conexas y densas en `p.

Teorema 4.3. Si o(X) = |X| = dimX, entonces existe una base de X que es un
subconjunto conexo y localmente conexo de la esfera unitaria SX .

Demostración: Sea ϕ la función continua que asigna x 7→ ‖x‖−1 ·x deX\{0} a la
esfera unitaria $X . Por lo tanto, ϕ(S) es conexo siempre que S sea un subconjunto
conexo de X \{0}. Además, ϕ es una retracción (es decir, ϕ◦ϕ = ϕ) y, por lo tanto,
ϕ(S) es localmente conexo siempre que S sea un subconjunto localmente conexo
de X \ {0}, aplicando [3] 2.4.E.(c) y 6.3.3.(d). Es evidente que ϕ restringida a una
base H de X es inyectiva y ϕ(H) también es una base de X. Por lo tanto, usando
el teorema 4.2 obtenemos lo deseado. �

Respecto a la hipótesis de este teorema, el caso o(X) = |X| = dimX > c no es
trivial porque si X es un espacio de Banach de manera que la mínima cardinalidad
de una base para su topología es un cardinal límite fuerte de co�nalidad numerable,
κ; entonces se sabe que κℵ0 = 2κ, véase [14, 5.23], y por lo tanto (véase [3, 4.1.H
y 4.1.15]) tenemos o(X) = 2κ = κℵ0 = |X| = dimX. Sin embargo, si κℵ0 = κ para
la mínima cardinalidad de una base para la topología de X, entonces o(X) = 2κ >
κ = κℵ0 = |X| = dimX.

Para ϕ(x) = ‖x‖−1 ·x tenemos claramente que ϕ (H1) 6= ϕ (H2) siempre que H1

y H2 sean bases distintas en H . En consecuencia, si o(X) = |X| = dimX, entonces
existen 2|X| bases de X que son subconjuntos conexos y localmente conexos de la
esfera unitaria SX , además dichas bases son densas en ninguna parte.4

Ahora podríamos considerar cambiar las condiciones para obtener resultados
similares a los anteriores, y aquí es donde entra la Hipótesis del Continuo. Si
asumimos esta hipótesis y consideramos un espacio de Banach X con cardinalidad
c, entonces podemos obtener una base de Hamel densa y conexa por caminos en X
(véase [23]).

4Todos los resultados anteriores fueron obtenidos de [17].
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5. ... y aún hay algo por hacer sobre bases de Hamel

Creemos que este tema es básicamente un tema elemental y muy interesante
que aún tiene mucho por ofrecer. Hay multitud de preguntas que tienen que ver
con consistencia e independencia relativa a esa de ZFC, ver por ejemplo [1] y [27].
Aquí incluimos algunas preguntas abiertas que no se alejan mucho de lo presentado
en esta nota. Una que no hemos sido capaces de resolver es

Problema 5.1. ¾Qué subconjuntos de R son incapaces de ser/contener bases de
Hamel?

Obviamente hay respuestas triviales, pero estamos interesados en conocer una
caracterización topológica de aquellos subconjuntos que sí contienen bases de Hamel
para R sobre Q.

Por ejemplo, obviamente no puede ser un conjunto conexo o localmente conexo:
¾y subconjuntos típicos? ¾Puede una base de Hamel ser un conjunto de Bernstein
o al menos cada conjunto de Bernstein sí contiene una base? En el teorema 3.7 de
[1] se muestra que una base de Hamel no puede ser un subconjunto σ-compacto.
En este mismo espíritu tenemos una pregunta planteada por Tomek Bartoszi«ski y
sus coautores,

Problema 5.2 (Bartoszi«ski et. al.). ¾Existe un espacio de Banach en el que todas
sus bases de Hamel sean magras?

Antes, teorema 2.5, se mostró que una base de Hamel para R no puede ser un
conjunto analítico, pero qué tal el complemento de uno o imagen continua de un
conjunto coanalítico (i.e. el complemento de un conjunto analítico):

Problema 5.3. [24] ¾Puede una base de Hamel para R sobre Q ser un conjunto
coanalítico o una imagen continua de un conjunto coanalítico?

Como se ha mencionado antes, las familias independientes de subconjuntos de
números naturales, así como las familias casi ajenas han resultado herramientas
combinatorias muy útiles para realizar diversas construcciones. En esta misma
nota hemos usado la primera clase de éstas familias para realizar construcciones
de conjuntos de vectores linealmente independientes. También Bartoszy«ski y sus
coautores plantean como su cuarta pregunta abierta: ¾Es cierto que todo espacio
de Banach de cardinalidad κ admite una familia de 2κ bases de Hamel que sean
casi ajenas? En este contexto, casi ajenas signi�ca que la intersección de dos de
esas bases tiene cardinalidad menor que κ. En [8] se responde que no es decible
en ZFC; es decir, hay modelos en los que para todo κ y todo espacio de Banach
de esa cardinalidad posee una familia de 2κ bases de Hamel casi ajenas; también
hay modelos en los que para un κ hay un espacio de Banach que no tiene una
familia grande de bases de Hamel casi ajenas. El concepto de casi ajeno puede ser
modi�cado con facilidad; por ejemplo, podríamos decir que dos bases de Hamel H0

y H1 para un espacio X son casi independientes si la dimensión de span(H0 ∩H1)
es �nita. Nosotros preguntamos:

Problema 5.4. Si X es un espacio de Banach de cardinalidad κ, ¾cuál es la mín-
ima cardinalidad de una familia ⊆-maximal de bases de Hamel casi independientes?

Terminaremos esta lista de preguntas con otra que es simple de plantear. En
el Corolario 3.5 hemos visto que si X es un espacio de Banach y H ⊆ X es una
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base de Hamel, entonces |X| = |H|. En la literatura hay varias maneras de realizar
la demostración de esta propiedad; pero todas dependen de la completez y no se
sabe si el resultado sigue siendo válido en una clase más amplia de espacios. Más
precisamente,

Problema 5.5. [8] Si H es una base de Hamel para un espacio vectorial de dimen-
sión in�nita X que es separable y completo como espacio métrico; ¾debe ser que
|H| = c?

Apéndice

Grá�cas completas no numerables

Presentaremos un resultado importante que se ha usado anteriormente para
establecer una equivalencia de CH (véase [2]). Aunque este resultado queda fuera
de nuestros intereses principales, creemos que es necesario incluirlo para completar
y dar por �nalizado nuestro trabajo.

Primero daremos algunas de�niciones.

De�nición A.6. Una grá�ca es un par ordenado G = (V,E) que comprende:

• V , un conjunto de vértices (también llamados nodos o puntos);
• E ⊆ {{x, y} | x, y ∈ V y x 6= y}, un conjunto de aristas (también llamado
segmento), que son pares no ordenados de vértices (es decir, una arista
está asociada con dos vértices distintos).

A su vez, una grá�ca G se dice completa si cada par de puntos de G está conectado
por un único segmento, y una subgrá�ca se dice conexa si para cada par de vértices
en ella existe un camino poligonal que los conecta. Dos segmentos {α, β}, {γ, δ} ∈ G
son consecutivos si α = γ ∧ β 6= δ o β = δ ∧ α 6= γ.

De�nición A.7. Un árbol T es una grá�ca conexa que no contiene ciclos, equiva-
lentemente G se llama un árbol si no contiene ningún polígono cerrado.

De�nición A.8. Sea T un árbol, para cada S ⊆ T conexo y algún vértice �jo αs
de un segmento en S, diremos que:

• {α, β} ∈ S tiene grado 1 si α = αs, y si ya hemos de�nido hasta el grado
n, entonces {α, β} ∈ S tiene grado n+1 si existe γ < α tal que {γ, α} ∈ S
tiene grado n y {α, β} no tiene ya asignado un grado menor o igual a n.

• De manera análoga, {α, β} ∈ S tiene grado −1 si β = αs, y si ya hemos
de�nido hasta el grado −n, entonces {α, β} ∈ S tiene grado −(n + 1) si
existe β < γ < κ tal que {β, γ} ∈ S tiene grado −n y {α, β} no tiene ya
asignado un grado mayor o igual a −n.

Usaremos la notación deg(S, {α, β}) para denotar el grado del segmento {α, β} con
respecto del subconjunto conexo S.

Teorema A.9 (Erdös-Kakutani). Una grá�ca completa G de número cardinal κ (es
decir, el número cardinal de los vértices es κ) puede ser separada en una cantidad
numerable de árboles si y sólo si κ 6 ℵ1.

Demostración: El resultado es claro para grá�cas completas de cardinalidad a
lo más numerable, entonces sólo lo probaremos para la grá�ca completa de cardi-
nalidad ω1. Primero probaremos que la grá�ca G completa de número cardinal ℵ1
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puede ser separada en una cantidad numerable de árboles. Podemos suponer que
G está representada por un sistema de segmentos

G = {{α, β} : ω 6 α < β < ω1}.

Para cualquier ω 6 β < ω1, tomemos una una función biyectiva fβ : β → ω y el
siguiente conjunto Gn = {{α, β} : fβ(α) = n}, es claro que G =

⋃
n∈ω Gn. Además

para cada Gn y β < ω1, existe un único α < β tal que {α, β} ∈ Gn (usando que
la función fβ es biyectiva). También de esto se sigue que si α0 es cualquiera de los
nodos de Gn, entonces hay una sucesión �nita α0 > α1 > · · · > αk = ω de modo
que fαi−1

(αi) = n, para 1 6 i 6 k. Por lo tanto cada Gn es un subconjunto conexo
de G y así un árbol.

Para el otro caso, tomemos G la grá�ca completa de número cardinal κ y
G =

⋃
n∈ω Tn, donde cada Tn es un árbol. Podemos suponer nuevamente que G

está representada por un sistema de segmentos

G = {{α, β} : ω 6 α < β < κ}.

Considere la descomposición (no necesariamente numerable) de cada Tn en sus
componentes conexas, Tn =

⋃
ξ<λ Tn(ξ); donde λ es la cantidad de componentes

conexas de Tn.
De�nimos los siguientes conjuntos

T+
n (ξ) =

{
{α, β} : deg(Tn(ξ), {α, β}) > 0

}
,

T−n (ξ) =
{
{α, β} : deg(Tn(ξ), {α, β}) < 0

}
.

Para esto notemos lo siguiente:
6.1 Cualquier par de segmentos consecutivos de la grá�ca T+

n (ξ) son de la
forma: {α, β}, {γ, δ} con α < β, γ < δ y β 6= δ, ya que si existieran α 6= γ
tal que {α, β}, {γ, β} ∈ S podríamos obtener caminos poligonales hacia
αs y por tanto tener un polígono en S, lo que no es posible.

6.2 Cualquier par de segmentos consecutivos de la grá�ca T−n (ξ) son de la
forma: {α, β}, {γ, δ} con α < β, γ < δ y α 6= γ.

Ahora de�nimos

T+
n =

⋃
ξ<λ

T+
n (ξ), T−n =

⋃
ξ<λ

T−n (ξ).

Así obtenemos una descomposición de Tn = T+
n ∪T−n , donde T+

n y T−n cumplen las
observaciones 6.1 y 6.2 respectivamente.

De lo anterior obtenemos, G =
⋃
n∈ω T

+
n ∪ T−n .

Observamos que las siguientes observaciones se siguen de 6.1 y 6.2 respectiva-
mente.

6.3 Para cualquier α < κ, existe un único β < α tal que {β, α} ∈ T+
n .

6.4 Para cualquier α < κ, existe un único α < β < κ tal que {α, β} ∈ T−n .
Tomando los siguientes conjuntos,

T+ =
⋃
n∈ω

T+
n , T− =

⋃
n∈ω

T−n .

Notamos que satisfacen claramente las siguientes condiciones:
6.5 Para cualquier α < κ, el conjunto de todos los β < α tal que {β, α} ∈ T+

es numerable.
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6.6 Para cualquier α < κ, el conjunto de todos los α < β tal que {α, β} ∈ T−
es numerable.

De esto se sigue fácilmente por el mismo argumento que en ([28], p. 9) que el
número cardinal κ de todos los puntos α < κ, es como máximo ℵ1. �
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