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Presentacion

Para ti que nos lees, el cuerpo académico de topologia y sus aplicaciones, de la
Benemérita Universidad Auténoma de Puebla, saca a la luz el nuevo volumen de su
serie de textos en topologiaﬂ Persistimos con nuestra propuesta: ofrecer un espa-
cio para generar y difundir conocimiento en topologia y temas afines, con articulos
expositivos y de investigacién, de motivacién para estudiantes y especialistas.

Entre los doce capitulos que contiene este volumen se exponen temas de teoria
de categorias, de topologia general, de hiperespacios de conjuntos, de continuos, de
dindmica topologica y de teoria de conjuntos: particularmente se presentan estudios
sobre aspectos categoéricos de los espacios vectoriales y sobre la nocién categoérica de
teoria topoldgica; se expone sobre los espacios T% ; se estudia cierta generalizacion
de los espacios Lindelof X, y sobre los conceptos de completez y pseudocompletez en
topologia; se expone sobre la dimensién del hiperespacio de los subconjuntos com-
pactos; se incluyen trabajos sobre la propiedad de Kelley y algunas generalizaciones;
ademas, un trabajo de dindmica en productos; cierra el volumen un sorprendente
trabajo que nos muestra como pueden intrincarse los caminos de la teoria de con-
juntos, el algebra lineal y la topologia, para conocer mas sobre la estructura del
conjunto de los niimeros reales y, también, para decirnos que atn desconocemos
aspectos importantes de este habitual conjunto. Los trabajos en este libro aportan
resultados originales o pruebas nuevas de hechos conocidos.

En esta entrega colaboran investigadores y estudiantes de las siguientes institu-
ciones: Benemeérita Universidad Autonoma de Puebla (BUAP), Universidad Auténo-
ma del Estado de México (UAEMéx), Univesidad Michoacana de San Nicolas de Hidalgo
(UMSH), Universidad Nacional Auténoma de México (UNAM), Universidad del Papaloa-
pan (UNPA) y Universidad Tecnologica de la Mixteca (UTM).

Agradecemos a los autores por elegir nuestro libro para publicar sus investigaciones,
a los arbitros por sus cuidadosas revisiones y, especialmente, te agradecemos a ti porque
nos lees.

Los editores
Febrero de 2025

IEsta serie inici6 en 2007; los primeros volimenes se denominan Topologia y sistemas
dindmicos I-IV, los siguientes Topologia y sus aplicaciones 1-10. Contacto de editores: jan-
goa@fcfm.buap.mx, acontri@fcfm.buap.mx, escobedo@fcfm.buap.mx, mjlopez@fcfm.buap.mx,
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CAPITULO 1

Aspectos categoéricos de las bases y los morfismos
en los espacios vectoriales
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Benemérita Universidad Autonoma de Puebla, Puebla, Mézico
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1. Introduccién

En la mayor parte de la bibliografia referente al algebra lineal, es comin ver

que se mencionan propiedades de los espacios vectoriales que si las reflexionamos
un poco tienen un sentido categorico.
En este capitulo se presentan aspectos categéricos particularmente relacionados
con las bases y los tipos de morfismos asi como un par de funtores adjuntos entre
las categorias Set y Vecg, lo que nos indica que éstas tienen una relacién muy
fuerte, pues sabemos que al tener funtores adjuntos se puede pasar facilmente de
una categoria a la otra.

2. Preliminares

En este apartado expondremos el material necesario, en su mayoria ya conocido
pero relevante para los resultados que exhibiremos en este capitulo, relacionados
con Algebra lineal y Espacios vectoriales de interés.

En este apartado daremos los conceptos y resultados respecto a espacios vec-
toriales que consideramos necesarios para desarrollar este trabajo.

Notacion 2.1. Para indicar que un grupo abeliano (V.+,0) es un espacio vectorial
sobre un campo K, escribiremos V.

A continuacién se construira un espacio vectorial de mucho interés para nuestros
propésitos en este trabajo.
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Definicion 2.2. Si X es un conjunto no vacio y K es un campo, definimos el
conjunto

KX ={feP(X x K) | f es funcion}.
Este conjunto es llamado el conjunto de las funciones de X en K.

Teorema 2.3. Sea K un campo y X un conjunto no vacio. Entonces el conjunto
KX tiene estructura de espacio vectorial sobre K, con la suma

+: KX xKX o KX
(f,9) = f+g

donde (f + g)(z) = f(x) + g(x) para cada x € X; y el producto por escalar

Kx KX — KX
(a.f) = af
donde (af)(x) = af(x) para cada x € X.

DEMOSTRACION: Notemos que la funciéon 0 : X — K, dada por 0(z) = 0, para
cada x € X, es un elemento de KX. Veamos que (KX, +,6) es un grupo abeliano:

(1) Sean f,g,h € KX, entonces, para x € X tenemos lo siguiente:

es decir, f+(g+h) = (f+9g)+h, con lo cual establecemos la asociatividad.
(2) Sean f,g € KX, entonces, para x € X se tienen las siguientes igualdades:

de ahi que f+g=g+ f.
(3) Sea f € KX, entonces para x € X tenemos lo siguiente:
(f +0)(z) =f(x) +0(x)
— /(@) +0
=f(z)

por consiguiente, f +0 = f = 0+ f, por lo que 0 es el neutro aditivo en
KX,
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(4) Sea f € KX, definamos —f : X — K como (—f)(x) = —f(x), para cada
x € X, entonces se cumplen las siguientes igualdades:

(f + (=) =f(2) + (= )(x)

=f(z) + (=f(2))
=0
=0(x)
asi, —f es el inverso aditivo de f, para cada f € KX.
Por lo tanto, (KX, +,6) es un grupo abeliano.
Vamos a mostrar que el producto por escalar propuesto satisface las propiedades
de la definicién de espacio vectorial:

(1) Sea f € KX, si x € X, entonces (1f)(x) = 1f(x) = f(x), pues 1 es el
neutro multiplicativo en K, de ahi que 1f = f.

(2) Sean ¢,d € K, f € KX, entonces, para x € X, ((cd)f)(z) = (cd) f(x) =
e(df (z)) = c(df)(z). Por consiguiente, (cd)f = c(df).

(3) Sean c,d € K, f € KX, entonces parax € X, ((c+d)f)(z) = (c+d) f(z) =
cf () +df (x) = (cf)(z) + (df )(x), ast que (c+ d)f = cf + df.

(4) Sea c € K, f,g € KX, entonces para z € X, (c(f + 9))(x) = c(f +
9)(x) = c(f(2) + g(x)) = cf(x) + cglx) = (cf)(@) + (cg)(x), de ahi que
of+9)=cf +eg.

Por lo tanto, x KX es un espacio vectorial. (I

Notacién 2.4. Si gV es un espacio vectorial y W es un subespacio de V, es-
cribiremos W < V.

Notacion 2.5. Para indicar que un conjunto A es finito, escribiremos |A| < oo.

Una vez que hemos construido el espacio KX, vamos a mostrar un subespacio
de interés que tiene este tltimo y mediante el cudl, més adelante mostraremos que
todos los espacios vectoriales son de esta forma, salvo isomorfismo.

Definicién 2.6. Sea K un campo, X un conjunto no vacio y f € KX. Definimos
el soporte [ como
sop(f) ={z € X | f(z) # 0}.

Con lo anterior, definimos el conjunto
K& = {fe KX | ’sop(f)| < o0}
Teorema 2.7. Si K es un campo y X un conjunto no vacio, entonces KX) < KX,

DEMOSTRACION:

e Sean f,g € KX luego |sop(f)],|sop(g)| < oo, veamos que sop(f + g) C
sop(f) U sop(g), en efecto, sea x € sop(f + g), entonces (f + g)(z) # 0,
estoes f(x)+g(z) # 0, por lo que f(z) # 006 g(x) # 0, asi que x € sop(f)
6 x € sop(g), es decir, € sop(f) U sop(g). Por lo tanto, sop(f + g) C
sop(f)Usap(g), entonces [sop(f+9)| < |sop(f)Usop(g)| y dado que sop(f)
y sop(g) son finitos se tiene que sop(f)Usop(g) es finito, lo cual nos obliga
a concluir que sop(f + g) es finito. Por lo tanto f + g € K(X),

e Sabemos que 0 : X — K definida por 0(z) = 0, para cada = € X, es el
elemento neutro en KX, ademés sop(0) = ), por lo que sop(0) es finito,
asi que 0 € KX,
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e Seaa e K, f e KX entonces para x ¢ sop(f) se tiene que f(z) =0y
por tanto af(z) = 0, es decir, (af)(z) = 0, para = ¢ sop(f), ademas, si
a = 0, entonces af = 0. Finalmente, si a # 0, entonces sop(af) = sop(f),
pues para cada = € sop(f), af(x) # 0, es decir, (af)(z) # 0, por lo que
sop(af) es finito, en consecuencia af € K(X),

Por lo tanto, K& < KX, O

Observacién 2.8. Cuando X es un conjunto finito, entonces KX) = KX. En
efecto, por definicion, KX < KX. Ahora, si f € KX, se tiene que sop(f)C X y
dado que | X| < 0o, se sigue que |sop(f)‘ < 00, lo que implica que f € KX). De lo
anterior se concluye que KX C KX) y de ambas contenciones se sigue la igualdad.

2.1. Base y dimensiéon. En este apartado vamos a mostrar resultados que
nos permiten elegir bases de nuestros espacios vectoriales asi como definir el con-
cepto de dimensién, atun cuando no estemos trabajando con espacios de dimensién
finita. Cabe mencionar que este trabajo estamos asumiendo como verdadero el Ax-
ioma de Eleccion (AE). Para nuestros resultados utilizaremos dos resultados fuertes
de teoria de conjuntos, los cudles se enuncian a continuacion.

Teorema 2.9 (Lema de Zorn). Todo conjunto parcialmente ordenado no vacio en
el que toda cadena tiene una cota superior, tiene al menos un elemento mdzrimo.

Teorema 2.10 (Teorema de Cantor-Schroeder-Bernstein). Sean A y B conjuntos.
Si |A| < |B| y |B| < |4|, entonces |A| = |B|.

Notacidén 2.11. Si gV es un espacio vectorial y X es un subconjunto de V, para
denotar al subespacio generado por X, escribiremos (X).

Definicién 2.12 (Conjunto generador). Sea xV un espacio vectorial y S C V.
Decimos que S genera a V, si (S) = V. En tal caso también se dice que S es un
conjunto generador de V.

Observacion 2.13. Dado que V C V y (V) = V, entonces V es un conjunto
generador de V', por lo que se concluye que todo espacio vectorial tiene conjuntos
generadores.

De igual forma, dado que () es l.i en cualquier espacio vectorial gV, se concluye
que todo espacio vectorial tiene conjuntos l.i.

Notacién 2.14. Para un espacio vectorial 'V, denotamos:

J(V) = L§V|Lesl.i}.
(V)= {GCV|G generaaV}.

Por la Observacion|2.13, ambas familias son no vacias.

Teorema 2.15 (Caracterizacion de las bases). Sea gV un espacio vectorial. Son
equivalentes para B C V:

(1) B es base de V.
(2) B es un elemento mdzimo en J (V).
(8) B es un elemento minimo en G (V).

DEMOSTRACION: 1. = 2.: Supongamos que B es base de V. Claramente, B €
J(V). Veamos que es maximo, supongamos que B C B’, luego, existe x € V tal
quez € B'y x ¢ B, como (B) =V, entonces BU{x} esld, yaquez € V =(B) =
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(BU{x})\ {z}), pero BU{z} C B’, con BU {z} 1.d, por counsiguiente B’ es l.d,
de ahi que B’ ¢ J(V') y asi queda establecida la maximalidad de B en J (V).

2. = 3.: Supongamos que B es un elemento maximo en J(V'), luego B € I(V).
Primero veamos que V = (B), es claro que (B) < V. Ahora, sea € V, entonces
x € Box ¢ B. Six € B, como B C (B), trivialmente se tiene que z € (B). Si
x ¢ B, entonces B C B U {z}, pero B es maximo en J(V), asi que BU {x} es 1.d,
luego existe una combinacién lineal Z?:l a;%; + apy12 = 0, con a; € K, z; € B,
con a; # 0, para algin i € {1,...,n+ 1}, si a,41 = 0, entonces >.-; a;x; = 0, con
a; # 0, para algin 7 € {1,...,n}, pero esto es absurdo ya que B es Li, de ahi que
ant1 # 0, en consecuencia x = Y, (—a;, 1 ,a;)z;, con lo que € (B). Por lo tanto,
de cualquier manera V' < (B), por consiguiente, V = (B), es decir, B € §(V).
Ahora, falta ver que B es minimo en G(V), en efecto sea B’ C B, luego existe z € V
tal que x € By x ¢ B, asi B'U{z} C B, como B es Li, tenemos que B’ U {z} es
Li, luego, para cada y € B’ U {z}, tenemos que (B’ U {z}\ {y}) < (B’ U{z}), en
particular, (B’ U {z} \ {z}) < (B’ U{z}), es decir, (B') < (B’ U{z}), luego, como
B’ C B'U{z} C B, entonces (B') < (B'U{z}) < (B) =V, con lo que (B') <V,
esto es B’ ¢ G(V), con lo que se establece la minimalidad de B en G(V).

3. = 1.: Dado que B es minimo en G(V'), se tiene que V = (B). Ahora, como B es
un generador minimo, para cada x € B, (B \ {z}) <V = (B), lo que implica que
B es Li. O

A continuacién exponemos un teorema y un corolario que tienen que ver con
la existencia de bases.

Teorema 2.16. Sea 'V wun espacio vectorial, L un conjunto l.i en V y G un
conjunto generador de V tales que L C . FEntonces existe una base B tal que
LC BCAQG.

DEMOSTRACION: Consideremos el conjunto parcialmente ordenado (I', C), donde
F:{XGJ(VHLQXQG}.

Dado que por hipotesis L € T, tenemos que I' # ). Sea € = {C;};c; una cadena

contenida en I' y consideremos C' = J;.; C;. Notemos que para cada i € I,

C; C C, lo que implica que C' es una cota superior para C. Nos falta ver que

C € T'. Primero observemos que para cada i € I, L C C; C G, por lo que
L C C C G. Ahora mostremos que C' es 1.i en V, para eso tomemos un subconjunto

finito H = {1,...,2,} contenido en C, entonces para cada j € {1,...,n}, existe
i; € I tal que z; € Cj;. Dado que € es una cadena, también lo es {C;;}7_;,
en consecuencia, existe N € {1,...,n} tal que U;L:1 Ci, = Ciy. Observese que

HC U;.Lzl Ci; = Ciy, por consiguiente, H C C;, y como Cj, es Li en V, también
H debe ser Lien V, de ahi que C' es l.i en V, concluyendo que C € T'. Asi las cosas,
hemos mostrado que toda cadena contenida en I" tiene una cota superior en I, por
el Lema de Zorn, I' tiene un elemento méaximo, digamos B. De la definiciéon de I'
se tiene que B es liy L C B C G. Para mostrar que B es base de V necesitamos
exhibir que V' = (B). En efecto, si (B) < V, como V = (G), G € (B), de lo
contrario, V = (G) < (B) < V, lo que implicaria que V = (B), en contra de
nuestra suposicion. Luego, existe y € G tal que y ¢ (B), dado que B es li, se
tiene que BU {y} es l.ien V, ademas, L C B C BU {y} C G. Asi, se tiene que
BU{y} €T con B € BU/{y}, contradiciendo la maximalidad de B en I". Por lo
tanto, V = (B) y asi B es una base de V con las condiciones buscadas. O
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Corolario 2.17.

(1) Todo espacio vectorial tiene base.

(2) Todo conjunto l.i en un espacio vectorial estd contenido en una base de
V.

(8) Todo conjunto generador contiene una base.

DEMOSTRACION: Sea gV un espacio vectorial.

(1) Aplicando el Teorema aL =0y G=1V seobtiene la base deseada.

(2) Si S es un conjunto Lien V, se aplica el Teorema al=SyG=V.

(3) Si G’ es un conjunto generador de V, se aplica el Teorema aL=0y
G=0G".

]

Vamos a generalizar el teorema de reemplazo para cualquier espacio vectorial
(no necesariamente de dimension finita).

Teorema 2.18 (Teorema de reemplazo). Sea xV un espacio vectorial, B una base
de V y S un conjunto L.i en V. Entonces existe S’ C B tal que SUS’ es base de V.

DEMOSTRACION: Consideremos la familia
A={TCB|SUTeI(V)}

ordenada por inclusion de conjuntos. Notemos que () € A, por lo que A # 0.
Consideremos € = {C;}icr € A una cadena y C = |J,;.; C;. Notemos que C; C C
para cada ¢ € I, por lo que C' es una cota superior para €. Mostremos que C €
A, para eso tomemos un conjunto finito H = {x1,...,2n,y1,.-.,ym} S SUC,
donde z; € S, y; € C, parai € {1,...,n} y j € {1,...,m}. Luego, para cada
Jj€{l,...,m}, existe i; € I tal que y; € C;;. Como € es una cadena, también lo
es {C;;}72,, por consiguiente, existe k € {1,...,m} tal que {y;}72; C Ck, lo cual
implica que H C SUC%. Dado que SUC% es 1.i, H es l.i y por tanto SUC es 1.i, de
donde se concluye que C' € A. Por el Lema de Zorn, A tiene un elemento méaximo,
digamos S’. Asi las cosas, SU S’ es Lien V, para ver que es base nos resta ver que
(SUS) =V.Si(SUSy <V, como V = (B), existe z € B tal que z ¢ (SUS’), lo
que implica que SU (S' U{z}) es Li, por tanto, S’ U {z} € A con S’ C S"U{z}, lo
que contradice la maximalidad de S’. Por lo tanto, S U S’ genera a V, con lo que
se establece que S U S’ es base de V. O

Observacion 2.19. Del teorema anterior podemos deducir que si gV es un espacio
vectorial y S CV es Li, existe S' CV tal que SNS =0 y SUS’ es base de V.

Definicién 2.20 (Suma directa). Sea gV un espacio vectorial, W y L subespacios
de V. Decimos que V es suma directa de W y L si V=W + L y WnL = {0}.
Ademds, se dice que W es un complemento de L y que L es un complemento de W.

Debido a la existencia de bases se tiene que todo subespacio tiene un comple-
mento.

Teorema 2.21. Sea 'V un espacio vectorial, W < V. Entonces existe W' <V
tal que V=W o W'.
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DEMOSTRACION: Como W < V, en particular es espacio vectorial, por el Corolario
[2.17] existe S C W tal que S es base de W. Ahora, como Seslien Wy W CV,
entonces, S es L.ien V, luego, existe S’ CV tal que SNS' =0y SUS’ es base de
V. Consideremos W’ = (S’). Vamos a mostrar que V=W @& W', veamos primero
que V=W + W', en efecto, V = (SUS’) = (S) + (S") = W 4+ W’. De lo anterior,
tenemos que V = W + W’. Finalmente, vamos a demostrar que W N W' = {0}.
Supongamos que x € W N W', luego, z € (S) y z € (9'), asi, z = Y. | ajz;
cona; € K, z; € S, n e N\ {0}, 7 € {1,...,n} y x = X" bjy; con a; € K,
y; €5, m € N\{0}, j € {1,...,m}, entonces, 0 = v —x = 31| a;w; — Y ;" by,
con z;,y; € SUS’, pero como S U S’ es i, entonces a; = 0, b; = 0, para cada
ie{l,...,n},j€{l,...,m}, conlo que x = 0. Por lo tanto, V =W @ W'. O

Es conocido para espacios vectoriales de dimensién finita que todas las bases

tienen el mismo niimero de vectores y a tal nimero comiin le llamamos la dimensién
del espacio.
En el siguiente teorema, estableceremos que en el caso general, cualesquiera dos
bases tienen la misma cardinalidad. La demostraciéon que presentamos se debe
al mateméatico Hugo Alberto Rincon Mejia y se puede consultar en [2]. En la
prueba aqui presentada se aclaran todos los detalles necesarios para su comprension.
Antes de proceder con el teorema, establecemos algunas cuestiones con respecto a
la notacion.

Notaciéon 2.22. Si A, B son conjuntos y f : A — B es una funcién inyectiva,
podemos denotar f : A — B. La notacién antes mencionada indicard que la funcion
es inyectiva, aun cuando no se diga en palabras.

Notacién 2.23. Si A C B, para denotar la funcion inclusion ¢ : A — B, definida
por v(a) = a, para cada a € A, se escribird simplemente A — B. Dicha notacion
se referird a la inclusion, atin cuando no se diga explicitamente.

Notacion 2.24. Si A y B son conjuntos no vacios, C C Ay f: A — B es una
funcién, la funcion
g: C — B
c = f(o)

conocida como la restriccion de f a C, la denotaremos por f|c, es decir, g = fc-

Notacién 2.25. Si A y B son conjuntos y C es la union ajena de A con B,
denotamos C' = AUB, esto siginifica que C = AUB y AN B = ().

Teorema 2.26. Sea gV un espacio vectorial, A y B bases de V. Entonces |A| =
|Bl.

DEMOSTRACION: La prueba consistira en utilizar en Teorema de Cantor-Schroeder-
Berstein, por lo que se mostrard que hay una funcién inyectiva de A en B y otra
de B en A, para eso consideremos el siguiente conjunto.

Q={(X,Fx) € P(A) x P(Ax B) | Fx : X — B,[B\ Fx(X)]JUX €J(V)}.
En palabras, en @ tenemos la coleccion de parejas (X, Fx), donde X C A, Fy :
X — B es una funcién inyectiva, [B\ Fx(X)|[UX eslien V y [B\ Fx(X)] N
X = 0. Aun maés explicado, a B le quitamos la imagen Fx(X), dicha imagen la

reemplazamos por el conjunto X, quitamos los elementos comunes y pedimos que
este conjunto resultante sea l.ien V.
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Vamos a justificar que @ es un conjunto. Como A es un conjunto, por el Axioma
del conjunto potencia, P(A) es un conjunto. Por otro lado, se tiene que A x B es
un conjunto, usando nuevamente el Axioma del conjunto potencia, P(A x B) es un
conjunto, lo que implica que P(A4) x P(A x B) es un conjunto. Al considerar la
propiedad

P(X,Fx): Fx : X = B es inyectiva y [B\ Fx(X)JUX € (V)

por el Axioma esquema de comprension, podemos formar el conjunto de los ele-
mentos de P(A) x P(A x B) que poseen la propiedad P(X, F'x), este conjunto no
es otro mas que @. De esta manera queda establecido que el conjunto @ existe.
Ahora vamos a mostrar que @ # 0. Notemos que ) € P(A), ademas, por vacuidad
se tiene que la funcién vacia ) : ) — B es inyectiva, mas atn, §(#) = (). Asi las
cosas, tenemos que

[B\O(®)]ubd=DB\0=0B.

Al ser B una base de V, B en particular es 1i, ademés [B\ (#)] N0 = §. De esta
manera se concluye que ((), ) € Q y en consecuencia se sigue que Q # ().
Definamos la relacion < en @ de la siguiente manera: para (X, Fx), (Y, Fy) € @,
(X, Fx) < (Y, Fy)siysolosi X CYy Fyx = Fx(Fy|x es la restriccion de Fy a
X). Mostraremos que < es un orden parcial en Q:

Reflexividad: Sea (X,Fx) € Q. Luego X C X y Fx|x = Fx, por lo que
(X, Fx) < (X, Fx).

Antisimetria: Sean (X, F'x), (Y, Fy) € Q). Supongamos que (X, Fx) < (Y, Fy) y
(Y, Fy) < (X, Fx),luego X CY y Y C X, entonces X =Y. Ademas, Fy x = Fx
y Fx)y = Fy, entonces Fx = Fx|x = Fx|y = Fy. Porlotanto X =Y y Fx = Fy,
es decir, (X, Fx) = (Y, Fy).

Transitividad: Sean (X, Fx), (Y, Fy),(Z,Fz) € Q. Supongamos que (X, Fx) <
(Y,Fy)y (Y,Fy) < (Z,Fz), entonces X CY y Y C Z, por la transitividad de C,
X C Z, ademés Fy|x = Fx y Fz)y = Fy. Observemos los siguientes diagramas:

Fyz
—
/F:

B

L

< ——>N

~

\l

F

b

asi, tenemos que
Fzix = (Fz1y)|x = Fy|x = Fx.

De ahi que X C Z y Fz1x = Fx, es decir, (X, Fix) < (Z, Fz).
Asi las cosas, < es un orden parcial en ) y en consecuencia, (Q,<) es un COPO.
Vamos a mostrar que (@, <) satisface las hipotesis del Lema de Zorn, para eso,

consideremos un conjunto de indices no vacio I y I' = {(Xm FXa)}ael una cadena
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contenida en ). Definamos la funcién

F: UperXa — B
v = Fx,(v),sive XgyBel

En primera instancia, vamos a mostrar que F' esta bien definida, para eso, supon-
gamos que v € Xgy v € X,, con (Xg,Fx,),(X,,Fx,) € I', como I' es una
cadena, entonces (Xg, Fix,) < (X, Fx,) 6 (X, Fx,) < (Xg, Fx,). Sin pérdida
de generalidad, supongamos que (Xg, Fx,) < (X, Fx, ), entonces X3 C X, y
FX—y‘Xﬁ = FXB’ asi

Fx (v) = Fx |x,(v) = Fx,(v)

lo que muestra que F' esta bien definida.

Mostraremos que F' es inyectiva. En efecto, si v, w € Uael X, con v # w, entonces
v e Xgywe X,, para algunos 3, € I. Sin perdida de generalidad, supongamos
que (Xg, Fx,) < (X,,Fx,), asi Xg C X, y en consecuencia, v,w € X,. Asi,
F(v) = Fx,(v) = Fx,(v) # Fx,(w) = F(w), puesto que Fx_ es inyectiva.

Ahora, vamos a exhibir que [B \ F (Uael Xa>] U (Uael Xa) es l.ien V, en efecto,

sabemos que

B\F||JXxa||lu|lXa B\ [JF&a)||u|lxa
ael ael acl acl

= [NB\FXa) | U | | Xa

ael acl

asi, si {v1,...,0n} C Noe;(B\ F(Xa)) vy {wi,...,wm} € Uyer Xa, entonces
{w1,...,wn} C Xga, para algin 8 € I, ya que I es una cadena y {v1,...,v,} C
B\ F(X3), asi tenemos que {v1,...,0,,w1,...,wn} C [B\ F(X3)] U Xa, el cual
es Li, por lo que {v1,...,v,,w1,...,wy} es Li. Asi las cosas, hemos mostrado

que cualquier subconjunto finito de {B \ F (Uae] Xoé)} U (Uae[ Xa) es Li, por

lo tanto, [B \ F' (Uael Xa)] U (Uael Xa) es 1i. Finalmente, vamos a ver que

B\ F (UaeI Xa> Y Uaer Xa son conjuntos ajenos, en efecto, supongamos que

existe v € [B\F (Uadxa)} N (UaeIXa), entonces v € Ve (B \ F(Xa)) ¥

v € Xg, para algun 8 € I, con lo que v € (B \ F(Xg)) N X, para algan § € I,
pero esto es imposible, pues para cada a € I, (B\ F(X,)) N X, = 0. Por lo tanto,

B\ F (Uae[ Xa) Y Uner Xa son ajenos.

Con todo lo anterior, tenemos que (Uael Xa, F) € @, ademas es una cota superior

para I, ya que para cada o € I, Xo C J,c; Xa ¥ Fix, = FXx,, es decir, para cada

acl
(Xa, Fx,) €T, (Xa, Fx,,) < (Uae[Xa?F)' Por el Lema de Zorn, @) tiene un

elemento méaximo, digamos (M, g). Luego, g : M — B es una funcion inyectiva y
[B\ g(M)]UM eslien V.
Vamos a demostrar que B\ g(M) = 0 6 A\ M = . Supongamos que no es
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asi, entonces existe v € V tal que v € B\ g(M) y A\ M # (), entonces (B \
(9(M) U {v}))UM es Lien V, ya que (B\( (M) U {v}))UM < (B\ g(M))UM y
(B\ g(M))UM es Li. Ademas, ((B\ (9(M)U{v}))UM) # V, pues de no ser asi,
tendriamos que v € ((B\ (9(M) U {v}))UM), pero observemos que
((B

)
((B\ (9(M) U{v})UM) = ([(B\ (9(M))UM]\ {v})

lo que implica que v € ([(B\ (g(M))UM]\ {v}), de donde (B \ (g(M))UM es
l.d(recordemos que S C V es l.d, si y solo si, existe z € (S \ {z})), lo que
es imposible. Mas atn, A\ M ¢ ((B\ (9(M)U{v}))UM), pues si A\ M C
((B\ (g(M)U{v}))UM), tendriamos que

= (A\M)UM C((B\ (9(M) U {v}))UM)
por tanto, V = (A) < ((B\ (¢(M) U {v}))UM), por lo que
V= ((B\ (g(M)U{v}))UM),

lo cual acabamos de mostrar que es imposible. Asi las cosas,
A\NM ¢ ((B\ (9(M) U {v}))UM),
por lo que existe w € V tal que w € A\ M y w ¢ ((B\ (9(M) U {v}))UM).
Consideremos M = M U {w} y definamos
g: M -+ B
M>m — g(m)

w — v

la cual es claro que esta bien definida y es inyectiva. Veamos que (M,7) € @, en
efecto, notese que

[B\GMDJOM = [B\ (9(M) U{o})]O(M U{w}) = [B\ (9(M) U {v})UM] U {w}

el cual es Li, ya que [B\ (9(M) U {v})]JUM es Liy w & ((B\ (g(M) U {v}))UM).
Ademais, B\ (¢(M)U{v}) y M U{w} son ajenos, de otra manera

€ ((B\ (g(M) U {v}))uM),
lo que es absurdo. Por consiguiente, (M,g) € Q, ademés, M C M y gjps = g, en
consecuencia (M, g) < (M, g), pero esto contradice la maximalidad de (M, g) en Q.
Por lo tanto, B\ g(M) =006 A\ M = 0.
Analicemos cada caso. Si A\ M = 0, entonces A C M C A, asi A = My
(B\ g(A))UA es 1i en V, pero A es Li méaximo, pues es base de V, entonces
B\ g(A) = 0, consecuentemente B = g(A), lo que implica que g : A — B es una
biyeccion y en este caso |A| = |B).
Si B\ g(M) = 0, entonces B C g(M) C B, es decir, B = g(M), entonces g :
M — B es suprayectiva, con lo que |A| > |M| > |B|, por traumsitividad, |A| > |B|.
Tomando una familia de parejas con las mismas caracteristicas que @, pero ahora
considerando subconjuntos de B y realizando el mismo razonamiento, tendriamos

que |B| > |A|, aplicando el Teorema de Cantor-Schroeder-Bernstein, tenemos que
Al = |B]. O

Definicién 2.27 (Dimension de un espacio vectorial). Si gV es un espacio vecto-
rial, definimos la dimension de V como |B|, donde B es una base de V.
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En el siguiente ejemplo vamos a calcular la dimension de el espacio KX) cons-
truido en el Teorema

Ejemplo 2.28. Consideremos un campo K y X un conjunto no vacio. Recordemos
que KX = {f € FX | |sop(f)] < oo}. Vamos a ver que dim(KX)) = |X|,
consideremos la funcion
§: X — K®O
T Oy

donde 0, : X — K se define por 0,(x) =1 y §,(y) =0, si y # x. Veamos primero
que § : X — KX es inyectiva, en efecto, sean x,y € X con x # y, si 6(z) = d(y),
entonces 1 = 0,(x) = dy(x) = 0, es decir, 1 = 0, lo cual es absurdo dado que K
es campo, asi que 0(x) # 5(y). Por lo tanto § : X — KX es inyectiva, ademds
Im(0) = {0z }zex, porlo que § : X — {0, }rex ya es una funcion biyectiva. Ahora,
por simplicidad denotemos B = Im(d) = {0, }zex, demostremos que B es una base
de F(X:
e B es li: Supongamos que Y ., ¢;6,, = 0, conn € N\ {0}, ¢; € K,
bz, € B, i € {1,...,n}. Ahora, para cada j € {1,...,n} tenemos las
siguientes igualdades:

=1

es decir, c; = 0 para cada j € {1,...,n}. Por lo tanto, B es Li en KX,

e B genera a K&X): Sea f € KX, Si f =0 es inmediato, asi que podemos
suponer que f # 0, entonces sop(f) = {x1,...,x,} para alginn € N\ {0},
por lo que f(xz;) = ¢j con c; # 0 para j € {1,...,n}. Veamos que
[ = >, by, en efecto, si v ¢ sop(f) la igualdad se ve de forma
inmediata. Ahora, para cada j € {1,...,n}, (z; € sop(f)), tenemos lo
stguiente:

flag) =5 = 0y, (w)) = | D eiba, | (25)
=1

Asi las cosas, tenemos que para cada v € X, f(z) = (31, ¢ibs,) (2), de
aht que f =" | ¢;0,. De esta manera queda demostrado que B genera
a KO,
De lo anterior tenemos que dim(KX)) = |B| = | X|. De esta manera se tiene que
dim(K(X)) = k, donde k es el cardinal asociado a X, el cual puede ser finito o
infinito, en otras palabras la dimension de KX) depende del cardinal de X .

Observacién 2.29. Si definimos K = {0} y K& como antes cuando X # 0,
tenemos que KX existe para cualquier conjunto X . De este hecho deducimos que
dado un campo K fijo, hay tantos espacios vectoriales sobre K como conjuntos
existan.

3. Teoria de categorias

A continuacion exponemos el material del drea de categorias que consideramos
relevante para el desarrollo del capitulo.
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Definicién 3.1. Una categoria C consta de los siguientes elementos:
(1) Una clase de objetos Obj(C).
(2) Un conjunto C(A, B), para cada A, B € Obj(C), cuyos elementos serdn
llamados flechas o morfismos de A a B.
(8) Una operacion
o: C(A,B)xC(B,C) — C(A,0C)

para cada A, B,C € Obj(C)
(4) Una flecha idy : A — A, para cada A € Obj(C).

los cudles estds sujetos a los siguientes axiomas:
a. Para cada A,B,C,D € Obj(C), f € C(A,B), he C(B,C) y h € €(C,D),
se tiene que
ho(gof)=(hog)of.
b. Para cada A,B,C € 0bj(C), f € C(A,B) y g € C(B,C), se tiene que
idpof=Ffygoidg=g.
Notacion 3.2. Para indicar que A € Obj(C), escribiremos A € C.
Notacion 3.3. Si A,B,C €C, f € C(A,B) yg € C(B,(C), denotaremos gof = gf.

Definicion 3.4. Si C y D son categorias, decimos que D es una subcategoria de
C, si 0bj(D) C Oby(D) y para cada A,B € D, D(A, B) C C(A, B).

Definicién 3.5. Si C es una categoria, definimos la categoria opuesta de C, de-
notada como C°, donde Obj(CP) = Obj(C) y para cada g € C(A,B), emiste
g € C%P(B,A). En este caso, para f € CP(A,C), definimos fg=gf.

Definicién 3.6. Sea C una categoria, A,B € C y f € C(A, B). Entonces:

e [ es llamado monomorfismo, si para cada C € C, g,h € C(C, A), fg=
fh, implica g = h.

e f esllamado epimorfismo, si para cada C € C, g,h € C(B,C), gf = hf,
implica g = h.

o f es llamado bimorfismo, si es monomorfismo y epimorfismo.

e [ es una seccion, si existe g € C(B, A) tal que gf = ida.

e [ es una retraccion, si existe g € C(B, A) tal que fg = idp.

e f es isomorfismo si existe g € C(B, A) tal que gf = ida y fg = idp.
Cuando eziste un isomorfismo entre A y B, se dice que A y B son iso-
morfos y se denota A = B.

Observacion 3.7. Si C es una categoria, A,B € C y f € C(A, B), entonces f es
isomorfismo, si y solo si f es seccion y retraccion. En efecto, si f es isomorfismo,
es claro que es seccion y retraccion. Ahora, si [ es seccion y retraccion, existen
h,k € C(B,A) tales que hf = ids y fk = idg. Veamos que h = k, para eso
observemos lo siguiente:

h=hidg = h(fk) = (hf)k =idak =k
por lo que haciendo g = h = k, tenemos que gf = ida y fg = idp, de donde se

sigue que f es isomorfismo.

Definicién 3.8. Sean C y D categorias. Un funtor F : C — D es una asignacion,
sujeta a los siguientes axiomas:

(1) Para cada A € Obj(C), F(A) € Obj(D).
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(2) Para cada A,B € Obj(C) y f € C(A, B), F(f) € D(F(A),F(B))
(8) Para cada A,B,C € 0bj(C), f € C(A,B) y g € C(B,C), se tiene que

Flof) = F(9)F(f).
(4) Para cada A € Obj(C), se tiene que F(ida) = idp(a).

Definicion 3.9. Sean C y D categorias, F': C — D y G : € — D funtores. Una
transformacion natural, denotada por 7 : F = G, es una familia de morfismos
en D

T={r4:F(A) = G(A) | A€ 0bj(C)}
tal que para cada A,B € 0bj(C) y f : A — B, el diagrama

F(A) /> G(A)

F(f)i iG(f)
(B) = G(B)

TB
conmuta en D, es decir, G(f)Ta = TF(f).
En este caso se dice que para cada A € Obj(C), 74 : F(A) — G(A) es un morfismo
natural. En ocasiones se suele denotar T = {Ta} acobj(c)-

Observacion 3.10. Si C y D son categorias, F,G,H : C — D son funtores,
T:F = Gyo: G = H son transformaciones naturales. La composicion de
o con T la definimos como ot : F = H, dada por (67)a = oaTa, para cada
A € Obj (€). Veamos que efectivamente o7 es una transformacion natural, para
eso sean A, B € Obj (C) y f : A — B un morfismo. Debemos tener que el diagrama

O'T)B

H(B)

conmuta. Pero tal diagrama lo podemos escribir como

F(A) ——=G(4) H(A)
F(f) \LG(f) iH(f)
F(B) == G(B) —*> H(B)
de manera que tenemos las siguientes igualdades:
H(f)(or)a = H(f)(oaTa)
= (H(f)oa)Ta
= (oBG(f))7a
= op(G(f)Ta)
= op(t8F(f))
= (opTB)F(f)

= (o7)BF(f)

es decir, H(f)(o1)a = (o7)sF(f), en consecuencia, o1 : F' = H es una transfor-
macion natural.
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Definicién 3.11. Sean C, D categorias, F,G : C — D funtores y 7 : F = G una
transformacion natural. Decimos que o es un tsomorfismo natural si para cada
A € 0bj(C), T4 : F(A) = G(A) es un isomorfismo. En este caso se dice que F' y
G son naturalmente isomorfos y se denota F' = G (naturalmente).

A continuaciéon introduciremos la definicién de funtores adjuntos, pero antes
de hacerlo es necesario precisar algunos detalles para establecer nuestra notacién.
Consideremos C y D categorias, F : € — D y G : D — C funtores. Para morfismos
f:A - AenCyg:B— B en D, al ser F un funtor de € a D, tenemos que
F(f): F(A") = F(A) es un morfismo en D y G(g) : G(B) — G(B’) es un morfismo
en C. Por consiguiente, dado un morfismo « : F(A) — B en D, tenemos que la
composicion gaF(f) : F(A’) — B’ es un morfismo en D. Anéalogamente, dado un
morfismo 8 : A — G(B) en C, tenemos que la composicion G(g)5f : A’ — G(B’)
es un morfismo en C. Ademés, es claro que dichas composiciones son tnicas. Lo
anterior, nos motiva a introducir la siguiente definicién.

Definicién 3.12. Sean C y D categorias, F: C — D y G : D — C funtores. Para
morfismos f 1A' - AenCyg: B — B en D, definimos la funcion
g-F(f): D(F(A),B) — D(F(A)B)
« — gaF(f).
Andlogamente, definimos la funcion
G(g)-f: C(A,G(B)) — €A, G(B))
B = G(g)Bf.

Observacion 3.13. Es importante notar que la definicion de las funciones des-
critas anteriormente, depende tanto de los objetos como de los morfismos elegidos.
Sin embargo, para no hacer la notacion tan complicada, no se denota tal dependen-
cia y por eso en este apartado hacemos la aclaracion.

Definicion 3.14. Sean C y D categorias, ' : € — D y G : D — C funtores.
Decimos que G es adjunto derecho de F y que F' es adjunto izquierdo de G si para
cada A € Obj(C) y B € Obj (D), existe un isomorfismo 4 p : D(F(A),B) —
C(A4,G(B)), que es natural tanto en C como en D, esto es, para cada morfismo
f: A" — A enCy para cada morfismo g: B — B’ en D, el diagrama

D(F(A), B) 22+ (A, G(B))
lgF(f) lG(Q)f
D(F(A'), B') "2 oA, G(B'))

es conmutativo, es decir, G(g)-f®ap = Pa pg-F(f). En este caso denotamos
FAG.

Si €y D son categorias, FF: € - Dy G : D — € son funtores con F' 4 G, de
la definicién de funtor adjunto tenemos que para A € Cy B € D,

D(F(A), B) =4 €(A,G(B))
en particular,

(1.1) D(F(A), F(A)) =74 €(4,GF(A))
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y
(1.2) D(FG(B), B) =*# ¢(G(B),G(B)).

De (1.1), tenemos que 4 = ®a(idp(a)) € C(A,GF(A)). Analogamente, de (1.2),
tenemos que £ = (I)El(idg(B)) € D(FG(B),B). Esto da lugar al siguiente teo-
rema.

Teorema 3.15. Sean C y D categorias, F' : C - D y G : D — € funtores con
F 4 G. Entonces:

e n:Ide = GF, dada porn = {na}acosje) €s una transformacion natural.
e {: FG = Idp, dada por £ = {Ep}pecopip) €5 una transformacion natu-
ral.

Ademds, para A € 0bj(C), B € 0bj(D), f : F(A) — B morfismo en D y
g: A — G(B) morfismo en C, se tiene que @4 p(f) = G(f)na y @E}B(g) =¢pF(9g).

Definicién 3.16. n y &, definidas en el teorema anterior son llamados respectiva-
mente, unidad y co-unidad de la adjuncion.

4. Propiedades categéricas de las bases y los morfismos en los espacios
vectoriales

4.1. Los espacios vectoriales como categoria. Los espacios vectoriales
sobre un campo previamente fijado tienen una estructura categoérica, la cudl se
define a continuacion.

Sea K un campo fijo. Entonces, Veck es la categoria de los espacios vectoriales
sobre K, donde

e Obj(Veck) ={V | V es un espacio vectorial sobre K}.
e Para cada V,W € Obj(Vecg),

Veck (V,W) = Homg(V,W) ={T :V — W | T es una transformacioén lineal}.

e La composicién es la composicion usual de funciones, debido a que com-
posicién de trasformaciones lineales es transformacion lineal.

e Para cada V € Obj(Veck), idy : V — V es la transformacion lineal
identidad.

Notacién 4.1. Debido a que estamos tratando los espacios vectoriales con un en-
foque categorico, para indicar que 'V es un espacio vectorial escribiremos gV €
Vecy .

Una vez que tenemos definida nuestra categoria de espacios vectoriales vamos a
resaltar algunos aspectos categoricos de estos objetos.

5. Propiedades categéricas de las bases

Para introducir una definicién categoérica de la base de un espacio vectorial
vale la pena retomar el Ejemplo Notemos que en el espacio KX), X es
un conjunto, sin embargo, hay una funcién inyectiva, a saber, § : X — KX) de
manera que 6(X) es una base de K& 1o que nos permitiria abusar y decir que “X
es una base de K'(X)”, esto porque X = §(X) (como conjuntos). Para darle sentido
categorico a las bases de nuestros espacios vectoriales, daremos dos definiciones de



18 1. ASPECTOS CATEGORICOS ...

base, una algebraica y una categorica y posteriormente mostraremos que en algin
sentido ambas definiciones son equivalentes.

Definicién 5.1 (Base algebraica). Sea gV un espacio vectorial. Un subconjunto
B CV es una base algebraica de V, si es una base de V en el sentido usual, es
decir, B es l.i y genera a V.

Definicién 5.2 (Base categorica). Sea gV un espacio vectorial, X un conjunto y
A X — V una funcion. Diremos que el par (X, \) es una base categérica de V
si satisface la siguiente propiedad universal:

e Para cada kW € Veck y cada funcion f : X — W, existe una tinica
T € Veck (V,W) tal que el diagrama

x—tow

| A

v

conmuta, es decir, TA = f.

Observacion 5.3. Si gV € Veck y (X, A) es una base categdrica de V', entonces
A: X =V es una funcion inyectiva. En efecto, supongamos que no lo es, entonces
existen z,y € X, x # y con A(x) = A(y). Sabemos que K € Veck, entonces
definimos la funcion
f X - K
x — 1
X\{z}>3z —~ 0.

Al ser K un campo, se tiene que 1 # 0. Es claro que [ estd bien definida. Luego,
existe una unica T € Veck (V, K) de manera que el diagrama

Xtk

| A

v

conmuta, es decir, TA = f. Asi, obtenemos las siguientes igualdades:

1= f(z) = (TA)(z) =T(A(z)) = T(A(y)) = (TA)(y) = f(y) =0
es decir, 1 =0, lo que es absurdo debido a que K es campo. De ahi que A debe ser
inyectiva.

Las definiciones de base algebraica y base categérica son equivalentes en el
siguiente sentido.

Teorema 5.4. Sea gV € Veck, X un conjunto y A : X — V una funcion. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) (X,A) es una base categorica de V.
(2) A(X) es una base algebraica de V.

DEMOSTRACION:
1. = 2. Supongamos que (X, A) es una base categorica de V. Probaremos primero
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que A(X) es l.ien V. En efecto, si A(X) es l.d en V, entonces existe y € X tal que
A(y) € (A(X) \ {A(y)}). Definimos la funcién
f: X - K
Y — 1
X\{y}o2z — O

Por hipotesis, existe una tnica T € Veck (V, K) tal que TA = f. Como A(y) €
(A(X)\ {A(y)}), entonces A(y) = > cx ceA(z) con v # y, ¢, € Ky ¢, = 0 para
casi todo z € X \ {y}. De esta manera, tenemos lo siguiente

L= f(y) = (TA)(y) =T(A(y) =T | Y coA(2)

zeX
=Y QT(Mz) =D c(TA)(z) = caf(x) =0
rzeX zeX zeX

es decir, 1 =0, lo cual es absurdo. Por lo tanto, A(X) es lien V.

Ahora mostraremos que (A(X)) = V. Supongamos que no es cierto, es decir,
supongamos que (A(X)) < V. Por el Teorema [2.21] existe {0} # L < V tal que
V = (A(X)) @ L. Entonces, la transformacion lineal

P: V=AX)oL — V
u+l=w = u

es tal que el diagrama

X—A>V

1

v
conmuta, pues (PA)(x) = P(A(x)) = A(z) para cada z € X, ya que A(X) C
(A(X)). De igual manera, es claro que la transformacion lineal idy : V — V hace
el diagrama

X$-V

|

v

conmutativo. Ahora bien, como (A(X)) < V, existe vg € V \ (A(X)), luego,
vo = ug + lo, con ug € (A(X)), lo € L'y ly # 0, pues si lp = 0, se tendria que
vo = ug € (A(X)), lo que contradice nuestra suposicion. De esta manera

P(vo) = P(ug +lo) = up # ug + lo = idy (uo + lo) = idy (vo)

por lo que P(vg) # idy (vg), en consecuencia, P # idy, en contra de la unicidad de
la transformacion lineal con la propiedad. Por lo tanto, V' = (A(X)), de donde se
sigue que A(X) es una base algebraica de V.

2. = 1. Supdngase que A(X) es una base algebraica de V. Vamos a mostrar que
(X,A) es una base categorica de V. Sean W € Veck y f: X — W una funcion.
Por hipétesis, para cada v € V, existe una tnica representacion

v= Z oy M)

rzeX
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donde ¢;, € K y ¢, = 0 para casi todo € X, de donde se tiene que la funcién
T: \% — w
drex o AMT) =0 = Yy, flz)
esta bien definida. Ademas, si € X, como A(X) es base algebraica de V, se tiene
que A(z) =1-A(x), por lo que
(TA)(z) =T(A(x)) =T(1-Az)) = 1- f(z) = f(z)
de donde se tiene que TA = f. Ahora, veamos que T es lineal, para eso tomemos

u,v €V yce K, luego
u= Z cz, A(2)

zeX

v = Z cz, A()

zeX
con ¢y, ,Cq, € K, ¢y, = ¢z, = 0 para casi toda € X. Entonces tenemos que

Tu+cv)=T Z Co, M) + ¢ Z ez, A(2)

zeX rzeX

=T Z (cz, + ccp, )A(2)

zeX

= 3 (o, +cen ) (@)

zeX

= Z e f(z) +c Z cz, f()

zeX rzeX
=T(u) + cT'(v)

con lo cual se exhibe la linealidad de T'.
Finalmente, probaremos la unicidad de T'. Si S € Veck (V, W) es tal que SA = f,
tenemos que

Sy =8> o, M) | =D e, SA@) = Y er, (SA) @) = Y ¢, fla) = T(0)

zeX reX reX reX

es decir, S(v) = T'(v), lo que sucede para cada v € V, de donde se sigue que S = T.
U

Ejemplo 5.5. En la notacion del Ejemplo tenemos que (X,0) es una base
categorica de KX | pues 0(X) es una base algebraica para tal espacio.

Ejemplo 5.6. Si gV es un espacio vectorial y B C V es una base algebraica de
V', entonces la pareja (B, 1) es una base categdrica para V, donde

t: B — V
r = T

es la funcion inclusion. Este hecho es el que en la mayor parte de la bibliografia le
llaman “Propiedad universal de las bases”, que en palabras naturales significa
“para definir una transformacion lineal, basta definirla en la base”. Ahora vemos
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que el nombre que le dan a esta propiedad es compatible con la definicion categorica
de base.

Observacion 5.7. Del ejemplo anterior podemos concluir que todo espacio vecto-
rial tiene al menos una base categorica.

Observaciéon 5.8. Si (X, A) es una base categdrica, entonces dimgV = |X|, pues
como A(X) es una base algebraica de X y A : X — V es una funcion inyectiva,
entonces

dimV = |A(X)] = | X].

6. Tipos de morfismos en Vecg

En este apartado vamos a discutir sobre los tipos de morfismos en la categoria
de los espacios vectoriales. Es comun notar que en mucha bibliografia referente
al algebra lineal, definen monomorfismo como una transformacioén lineal inyectiva,
epimorfismo como una transformacién lineal suprayectiva e isomorfismo como una
transformacion lineal biyectiva. Vamos a ver que estas definiciones son compatibles
con las definiciones en sentido categorico.

Teorema 6.1. Sean xV,x W € Veck y T € Veck(V,W). Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

(1) T es monomorfismo.
(2) T es inyectiva.
(8) T es seccion.

DEMOSTRACION:

1. = 2.: Supongamos que T" es monomorfismo. Mostremos que 7' es inyectiva. Sean
v1,v2 € V tales que T(vy) = T'(v2). Tenemos que x K € Veck y {1} es base de K,
luego existen transformaciones lineales

S K — V Sy: K — V
1 = 1 = v

por lo que
(T'$1)(1) =T(5:1(1)) = T(v1) = T(v2) = T(S2(1)) = (T'S2)(1)

lo que implica que T'S; = T'Ss, pero T' es monomorfismo, asi que S; = S5, entonces
vy = S51(1) = S2(1) = ve, con lo que se establece la inyectividad de T'.
2. = 3.: Sea B una base de V, como T es inyectiva, T'(B) es L.i en W, por tanto

existe C base de W tal que T(B) C C, luego g = T‘lg : B — C es una funciéon
inyectiva, entonces existe h : C' — B tal que hg = idg. En particular h es una
funcion de C' a V, luego existe una tnica S € Vecg (W, V) tal que S|c = h.

Entonces para x € V
(ST)(x) = S(T(x)) = S(g(x)) = h(g(x)) = (hg)(x) = idp(x)

por lo que (ST)5 = (idv ), lo que implica que ST = idy, concluyendo asi que T’
es una seccion.

3. = 1.: Si T es seccion, existe S € Vecyg (W, V) tal que ST = idy. Tomemos
X € Vecg, 51,5 € Veck (X, V) tales que T'S; = T'S5. Luego, se tiene que

Sy = idy Sy = (ST)S; = S(T'S;) = S(T'Sy) = (ST)Ss = idy Sa = Ss
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es decir, 1 = s, concluyendo asi que 7' es monomorfismo. Observemos que en
esta parte de la demostracién no se utilizaron propiedades propias de los espacios
vectoriales, inicamente las propiedades categoricas generales. O

Teorema 6.2. Sean xV,x W € Veck y T € Veck(V,W). Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

(1) T es epimorfismo.

(2) T es suprayectiva.

(8) T es retraccion.

DEMOSTRACION:
1. = 2.: Supongamos que T es epimorfismo. Si T no es sobreyectiva, entonces
T(V) < W, por lo que existe {0} #Y < W tal que W =T(V) @Y. Entonces las
transformaciones lineales
idw: W — W P: wW=T(\V)eY —» W
wo o= w TWw)+y=v +— T(v)

son tales que idwT = PT, sin embargo, como T(V) < W, se tiene que idy # P,
lo que contradice que T es epimorfismo. Por lo tanto, T' es suprayectiva.

2. = 3.: Supongamos que T es suprayectiva. Vamos a contruir una transformacion
lineal S : W — V que sea inversa derecha de T. Tomemos B una base de V', como
T es suprayectiva, T(B) es un generador de W, luego, existe una base C C W
tal que C' C T(B). Luego g = Tch : B — C es una funcién suprayectiva, por el
Axioma de eleccion, existe h : C — B tal que gh = idc. Como h en particular es
una funcién de C en V' y C es base de W, existe una tnica S : W — V lineal tal
que S|c = h. Entonces para ¢ € C, tenemos que

(T'S)(c) = T(S(c)) = T(h(c)) = g(h(c)) = (gh)(c) = idc(c)

asi las cosas, tenemos que (7'S)|c = (idw)|c, de donde se sigue que T'S = idy .
3. = 1.: Si T es retraccion, existe S : W — V lineal tal que T'S = idy . Sea
Y € Veck, Uy, Uy : W — Y lineales tales que U;T = UsT. Entonces se tiene que

Uy = Uridy = UL(T'S) = (U1T)S = (UT)S = Ux(TS) = Uzidy = Us

es decir, U; = Us, de donde se sigue que T' es epimorfismo. Notemos que en esta
implicacién no se utilizaron como tal las propiedades particulares de los espacios
vectoriales. |

Teorema 6.3. Sean xV,x W € Veck y T € Veck(V,W). Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

(1) T es isomorfismo.

(2) T es biyectiva.

(3) T es bimorfismo.

(4) T es seccion y retraccion.

DEMOSTRACION: Debido a los Teoremas y es suficiente probar 1. < 2..

1. = 2.: Si T es isomorfismo, entonces es seccién y retraccién, por los Teoremas
y es inyectiva y suprayectiva, por tanto biyectiva.

2. = 1. Si T es biyectiva, por el Teorema [6.1] y [6.2] T es seccién y retraccion, por
lo tanto T es isomorfismo. (]
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Con el objetivo de exhibir que las equivalencias de los Teoremas y
en general pueden no cumplirse, a continuacién se dan ejemplos de categorias donde
tales equivalencias fallan.

Ejemplo 6.4 (Monomorfismo no inyectivo). Recordemos que un grupo abeliano
(G,+,0) es divisible, si para cada n € N\ {0} y cada g € G, existe y € G tal que
ny = g. Consideremos la categoria DAb, cuyos objetos son los grupos abelianos
divisibles y los morfismos son los homomorfismos usuales de grupos. Tomemos los
objetos Q y Q/Z de DAb y consideremos el morfismo natural

f+ Q = Q/z
q — q+2Z.

Vamos a demostrar que f es un monomorfismo en DAb, para eso tomemos D €
DAb y morfismos h,k : D — Q tales que fh = fk. Debemos mostrar que h = k.
En efecto, si h # k, existe d € D tal que h(d) # k(d), luego h(d) — k(d) # 0.
Sin perdida de generalidad, podemos suponer que h(d) — k(d) = = € Q* donde
m,n € N\ {0}. Como D es divisible, 2 € N\ {0} y d € D, eziste d € D tal que
d = 2d'. En consecuencia, tenemos lo siguiente:

m 1m 1 1 2 , , , ,
T ST = Sl k(@) = 5 S(h(d) — K(d) = h(d) = K(d)
es decir, h(d") — k(d') = F+. Como m € N\ {0}, d € D y D es divisible, existe
b€ D tal que d = mb. Luego, se tienen las siguientes igualdades:

1 1 m 1 1 m

o = oy = o (d) = k(d)) = —(h(mb) — k(mb)) = —(h(b) = k(b)) = h(b) - k(b)

(h(2d') — k(2d)) =

es decir, h(b) — k(b) = 5. De esta manera, tenemos que

1 1
(0) = (R0 = F00) ~ FE0) = 1(00) ~ ko) = F (5 ) = 5 +2
pero 5=+7Z # 0 (0 = 04Z), ya que 5~ ¢ Z, de donde se sigue que (fh)(b)—(fk)(b) #
0, es decir, (fh)(b) # (fk)(b), consecuentemente, fh # fk, lo cual contradice
nuestra suposicion inicial. Por lo tanto, h = k, concluyendo asi que f es un
monomorfismo en DAb. Sin embargo, f no es inyectiva, ya que Ker(f) = Z # {0}.

Ejemplo 6.5 (Epimorfismo no suprayectivo). Consideremos la categoria CRing,
cuyos objetos son los anillos conmutativos y los morfismos son los homomorfismos
de anillos. Consideremos los objetos Z y Q en CRing y el morfismo
f+Z — Q
n

n ’_> T.

en CRing. Mostremos que f es un epimorfismo. Para eso tomemos R € CRing
y morfismos h,k : Q — R tales que hf = kf. Vamos a mostrar que h = k, para
eso tomemos 7 € Q y observemos las siguientes igualdades:

(3 =)= () ()= ()0 () =+ (55) )
() ()G =+ () () () =+ ()

es decir, h (%) =k (%), para cada 7+ € Q, por lo que h =k, concluyendo que [ es
epimorfismo. Sin embargo, f no es suprayectiva, ya que Im(f) = {} [n € Z} C Q.
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Adn hay mds con este morfismo, resulta que f también es un monomorfismo. En

efecto, si S € CRing y s,t : S — Z son morfismos en CRing tales que fs = ft,

tenemos que para cada a € S, s(a),t(a) € Z, en consecuencia, ocurre lo siguiente:
s(a) t(a)

— = fs(a) = (fs)(a) = (F1)(a) = f(t(a)) = =~

es decir, @ = @, lo que implica que s(a) = t(a) para cada a € S, por lo que
s =t. Asi las cosas, tenemos que [ es un bimorfismo que no es isomorfismo, pues

al no ser biyectivo no es invertible ni siquiera como funcion.

Ejemplo 6.6 (Biyeccion que no es isomorfismo). Consideremos la categoria POSET,
cuyos objetos son los conjuntos parcialmente ordenados y para (A, <), (B, <), los
morfismos son las funciones f : A — B tales que para x,y € A, © < y implica
f(@) = f(y), las cudles son llamadas morfismos de orden. En esta categoria,
tenemos que (N\ {0},|) (] es la divisibilidad) y (N '\ {0}, <)( < es el orden usual
en los naturales) son objetos en POSET y

idwygoy 2 (NA{O}, ) — (N\{0},<)
n — n

es un morfismo de orden biyectivo, pues por propiedades de divisibiliad, se tiene
que para m,n € N\ {0}, m | n, implica m < n. La inversa de idy\ (o} es ella misma
(como conjuntos), es decir,

idN\{O} . (N \ {0}, g) - (N \ {O}a |)
n — n.

Sin embargo, esta inversa no es un morfismo de orden, pues 2,3 € N\ {0}, 2 <3

pero 2 1 3. Asi las cosas, idy\ {0y es un morfismo biyectivo que no es isomorfismo
en POSET.

Continuando con nuestro énfasis en los espacios vectoriales, presentamos el
siguiente teorema.

Teorema 6.7. Sea K un campo. FEntonces la relacion de isomorfismo es una
relacion de equivalencia en Obj( Veck).

DEMOSTRACION:

e Reflexividad: Sea xV € Vecg. Luego, la transformacién identidad
idy 1 V — V, definida por idy (v) = v para cada v € V es un isomorfismo,
de ahi que V2 V.

e Simetria: Sean gV, W € Veck espacios vectoriales. Supongamos que
V = W, luego, existe un isomorfismo 7' : V — W, luego, T=* : W — V
es un isomorfismo, de ahi que W £ V.

e Transitividad: Sean 'V, x W'y xZ € Vecy espacios vectoriales. Supon-
gamos que V2 W y W & Z, entonces existen isomorfismos 7' : V — W
y S: W — Z, entonces, ST : V — W es un isomorfismo. Por lo tanto,

Ve_Z.
De lo anterior, tenemos que la relacién de isomorfismo es una relacién de equiva-
lencia en Obj(Veck). O

Definicion 6.8. Sea xV € Vecy. Definimos la clase de isomorfismo de V de la
siguiente manera:
C(V)={W € Vecx | W=V}.
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Asi, podemos particionar la clase de espacios vectoriales sobre un campo dado
en clases de isomorfismos. En el siguiente teorema mostraremos que basta que dos
espacios vectoriales tengan la misma dimension (finita o infinita) para que sean
isomorfos.

Teorema 6.9. Sean V,x W € Veck. Entonces, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(1) V=WwW.

(2) dim(V) = dim(W).
DEMOSTRACION: 1. = 2.: Supongamos que V = W, luego existe un isomofismo
T :V — W. Si X es una base algebraica de V, entonces T(X) es una base
algebraica de Wy g = T‘g(x) : X = T(X) es una biyeccién, entonces

dim(V) = |X| = |T(X)| = dim(W).

2. = 1.: Supongamos que dim(V) = dim(W). Consideremos (X,A) y (Y,T)
bases categoéricas de V' y W, respectivamente. Por hipétesis, hay una biyeccién
o:X — Y. De modo que tenemos el diagrama

X—2->Y
Ai ip
\% w

Entonces por un lado tenemos el diagrama
X2y 5w
g
|4

por lo que al ser (X,A) base categorica de V 'y W € Vecg, existe una tunica
T :V — W lineal, de modo que el diagrama

x Lo w

| A

v

conmuta, es decir, TA = I'o. Por otro lado, del diagrama
y ALy
|
W

y el hecho de que (Y,T') es base categorica de W y V € Vecg, existe una tnica
S : W — V lineal de manera que el diagrama

yﬂ,v

A

w
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conmuta, es decir, ST = Ag~!. Ahora, notemos que
(ST)A = S(TA) = S(To) = (ST)o = (Ac 1o = A(c o) = Aidx = A.
por lo que el diagrama

X2y

A /
ST
1%

es conmutativo, pero el diagrama
) .
Ai /
’Ldv
v

también es conmutativo, por lo que ST = idy. De manera completamente similar
se prueba que T'S = idy, por consiguiente T : V. — W es isomorfismo y en
consecuencia, V = W. ([l

Observacion 6.10. De acuerdo con el teorema anterior, para V € Veck, po-
driamos redefinir la clase de isomorfismo de V' como

C(V) = {W € Veck | dim(W) = dim(V)}.

Por ejemplo, sin € N, K™ es un representante de la clase de isomorfismo de todos
los espacios vectoriales sobre K de dimension n.

Corolario 6.11. Si xV € Vecy, entonces V = KX para algin conjunto X.
DEMOSTRACION: Si X es una base algebraica de V', entonces
dim(V) = |X| = dim (K<X>) ,

por el Teorema 6.9, V =2 KX, O

El corolario anterior nos dice que todo espacio vectorial es de la forma K&,
salvo isomorfismo. Entonces, si X es un conjunto,

C (K<X>) = {V € Vecy | dim(V) = | X|}.

De modo que K (X) representa a todos los espacios vectoriales de base X. Dado que
a cada conjunto X se le puede asignar un cardinal (por el Axioma de Eleccion), se
concluye que hay tantos espacios vectoriales sobre un campo dado como cardinales
hay.

7. Una adjuncidén entre Set y Vecy

Lo expuesto anteriormente nos permite definir un par de funtores adjuntos entre
las categorias Set y Vecg, por lo que hay una relacion fuerte entre tales categorias.

Definicion 7.1. Sea K un campo. El funtor que olvida F : Vecx — Set estd
definido en objetos como:

F: Obj(Vecx) — Obj(Set)
KV — Vv
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donde V es el conjunto subyacente de gV, en otras palabras le quitamos a 'V la
estructura de espacio vectorial. En morfismos se define de la siguiente manera:

F: VecK(KV,KW) — Set(V,W)
T — T

donde T :' V — W es la funcion entre los conjuntos V. y W, es decir, le quitamos
a T la linealidad.

Teorema 7.2. Sea K un campo. FEntonces existe un funtor L : Set — Vecy,
definido en objetos como:

L: Obj(Set) — Obj(Veck)
X — FE)

y en morfismos como:

L: Set(X,Y) — Vecg(K™X KM)
f — Tf

donde T} es la tinica transformacion lineal Ty : KX) — KO que cumple Trdx =
oy f.

DEMOSTRACION: Es claro que la asignacion estd bien definida en objetos, ya que
por el Teorema 2.7, K(X) es un espacio vectorial sobre el campo K, para cualquier
conjunto X. Ademads, por el Corolario todos los espacios vectoriales que
tengan como base al conjunto X estan en la misma clase de isomorfismo de KX)
y eso los hace indistinguibles algebraicamente.

Ahora veamos que estd bien definida en morfismos. Si X y Y son conjuntos y
f X =Y es una funcién, tenemos el diagrama

XL oy ™ gm
5xl
K(&X)

como (X,dx) es base categorica de KX, existe una tnica transformacion lineal
Ty : K& — K que hace conmutativo el diagrama

x I )

o A

K&

es decir, Ty6x = dy f, de esta manera establecemos que el funtor esta bien definido
en morfismos.

Veamos que se cumple 3. de la definicién de funtor, para eso sean X, Y, Z conjuntos,
f:X =Y yg:Y — Z funciones, luego gf : X — Z es una funcién, Tj : K&X) —
KY y 1, : K& — K@% son transformaciones lineales, luego, T,T; : K&X) —
K (%) es una transformacion lineal y por la definicion del funtor, Ty KX - K&
es una transformacién lineal. Debemos mostrar que Tyy = T,7y. Es suficiente
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mostrar que T,;0x = (T,T7)dx. En efecto, de los diagramas

oy f

X—5 KO

Jxl /
Ty
K&X)

y %29 j(2)
éyl %
K)

X ozgf K(2)
5Xl Ty
K(X)

tenemos que
Typox =0z29f = (629)f = (Tyoy ) f = T4(dy f) = Ty(Tyox) = (TyTy)ox

es decir, Tyr0x = (T,T¢)dx, por ser (X, dx) base categorica de K& tenemos que
Ty =T4Ty, es decir, L(gf) = L(g)L(f).

Es claro que para cada conjunto X, T;4,, = idg(x), es decir, L(idx) = idx). Por
lo tanto, L : Set — Vecy es un funtor. (]

Proposicion 7.3. Los funtores F' : Vecxy — Set y L : Set — Veck respetan
monomorfismos y epimorfismos. Mds ain, ambos funtores respetan isomorfismos.

DEMOSTRACION:  Si T : V — W es monomorfismo, por el Teorema [6.1, T es
seccion, luego existe S : W — V tal que ST = idy, entonces

F(S)F(T) = F(ST) = F(idy) = idp,)

por lo que F(T) es seccion en Set y por tanto F'(T') es monomorfismo en Set.
Analogamente se ve que L manda monomorfismos en Set a monomorfismos en
Veck. Note que estas conclusiones se deben a que en las categorias Set y Vecp
monomorfismo es equivalente a seccién. Para el caso de los epimorfismos se razona
de manera anéloga. Mas aiin, debido a que en Vecp y en Set, los isomorfismos son
bimorfismos, se concluye que ambos funtores respetan isomorfismos. ([

Usando estos funtores podemos demostrar una caracterizacién de espacios iso-
morfos a través de los monomorfismos.

Teorema 7.4 (Teorema de Cantor-Schroeder-Bernstein para espacios vectoriales).
Sean gV y xkW espacios vectoriales. Las siguentes afirmaciones son equivalentes:
(1) VW.
(2) Ezisten monomorfismos T :V - W y S W = V.

DEMOSTRACION:

1. = 2.: Es claro, pues si V= W mediante un isomorfismo 7' : V' — W. Luego
T:V =W yT !:W — V son isomorfismos, en particular monomorfismos.

2. = 1.: Consideremos (X, A) y (Y,T) bases categoricas de V' y W, respectivamente.
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Aplicando el funtor F'a T'y W, tenemos que F(T):V - Wy F(S): W — V son
funciones inyectivas, enntonces de los diagramas

m(T) P

X A(X) FDAX) Ly
y
y —Lry) 2 rery) s x

donde ¢ : F(T)A(X) =Y y ¢ : F(S)I'(Y) — X son funciones inyectivas (recorde-
mos que los monomorfismos mandan conjuntos L.i en conjuntos l.i y todo conjunto
L.i se sumerge en cualquier base), de tiene que |X| < |Y|y |Y| < |X|, por el Teo-
rema de Cantor-Schroeder-Bernstein para conjuntos, se tiene que |X| = [V, es
decir, dim(V') = dim(W), por el Teorema [6.9, V = W. O

Finalmente mostraremos que los funtores anteriores son adjuntos.

Teorema 7.5. Sea K un campo, L : Set — Vecy el funtor del Teorema y
F : Vecx — Set el funtor que olvida. Entonces L - F.

DEMOSTRACION: Sea X un conjunto y xV un espacio vectorial. Proponemos:

rxv: Veck (K<X>,K V) —  Set(X,V)
— TX’V(T)

donde 7x v (T) : X — V esta definida por 7x,v(T)(z) = Té(z), para cada z €
X. Claramente, 7x v (T') estd bien definida. Vamos a demostrar que 7x v (T') :

Veck (K(X),K V) — Set (X, V) es una biyeccion:

e Inyectividad: Sean T : K(X) 5 V, U : K&X) ¢ V transformaciones
lineales y supongamos que 7x v (1) = 7x v (U). Debemos exhibir que
T = U. Basta demostrar que 7§ = Ud. En efecto, para x € X, Té(x) =
x,v(T)(x) = 7x,v(U)(z) = Ud(x), es decir, Té(x) = Ud(x), para cada
x € X. Por lo tanto, T = U.
e Suprayectividad: Sea g : X — V una funcién, como (X,J) es base
categorica de de K(X)| existe una tnica transformacion lineal T, : KX) —
V tal que T§ = g. Ahora, si z € X, entonces 7x v (T,)(z) = Tyd(z) =
g(x), de esta manera g = 7x,v(T) y asi se concluye que 7x,y es suprayec-
tiva.
Asi las cosas, tenemos que 7x v : Veck (K(X),K V) — Set (X, V) es una biyec-
cion.
Finalmente, vamos a probar la naturalidad. Tomemos un conjunto Y, un espacio
vectorial W, una funcién f:Y — X y una transformacion lineal T 1 V' — ¢ W.
Necesitamos exhibir que el diagrama

Vecy (K V)25 Set(X, V)

lTL(f) lF(T)f
Veck (KY) W)T% Set(Y, W)
es conmutativo, es decir, F(T)_frx v = v, wT-L(f), donde (T_L(f))(S) = TSL(f),
paracada S : K&X) = Ven Veck y (F(T)_f)(9) = F(T)gf, paracadag: X — V
en Set. Tomemos S : K(X) —; V en Vecg. Por un lado, (F(T)_frx.v)(S) =
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F(T)rx,v(S)f : Y — W es una funcién en Set y para cada y € Y, tenemos lo
siguiente:

(F(T)rxv(9))y) = (F(T)r

= F

I = F(
= T(Sox(f(v)))
= TSoxf(y)

Por otro lado, (7v,wT-L(f))(S) = 7v,w (T'SL(f)) : Y — W es una funcion en Set
y para y € Y se cumplen las siguientes igualdades:

rvw (TSL(f))(y) = TSL(f)dy(y)
= (TS)(6xf)(y)
= TSoxf(y)

Comparando las igualdades (I) y (II), tenemos que H(T)_frxv = 7v,wT-G(f), lo
que estabamos buscando.

Por lo tanto, 7x,v : Veck (K(X),K V) — Set (X, V) es una biyecciéon natural,
para cada X € Obj(Set) y xkV € Obj(Veck). En consecuencia, G 4 H. a

Observacion 7.6. En los funtores anteriores, para X € Set, la unidad nx : X —
K& esny =7x (idgx)), donde nx = dx, que no es otra cosa que la funcion que
define la base categorica (X,0x) de KX,

Para V € Vecp, la counidad es &g : KWY) — g V, con & = T‘;l(idv), lo que
es equivalente a que v (Ey) = idy, de donde se sigue que &y : KVY) S5 Vesla
inica transformacion lineal tal que &y 6y = idy .

8. Conclusiones

De acuerdo a los resultados presentados anteriormente podemos darnos cuenta

que tan solo con reflexionar un poco las propiedades que conocemos de los espa-
cios vectoriales y relacionarlas con la teoria de categorias, podemos expresar las
propiedades conocidas en términos de esta herramienta (las categorias) que aunque
es relativamente moderna nos puede permitir encontrar resultados interesantes u
obtener definiciones més generales como se hizo en el caso de las bases.
Es importante mencionar que solo se exploraron aspectos muy basicos como son los
tipos de morfismos y las bases, si analizamos un poco mas otras propiedades mas
avanzadas de nuestros espacios vectoriales muy posiblemente se puedan también ex-
presar a través de herramientas de la teoria de categorias, pero eso probablemente
sea tema para otro capitulo.
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1. Introduccién

En la bisqueda de la esencia de lo topolégico, se han planteado diversas estrate-
gias para exhibirlo, desde proponer nuevas estructuras para analizar lo topolégico,
hasta salir de T'op hacia otras categorias con diversos funtores. Desde el libro Fun-
damentos de la topologia de Preuss, el concepto de constructo rondaba en las mentes
de los matematicos, sin encontrar una definicién formal, creemos que bajo la mi-
rada categérica de las teorias topologicas[Oswald Wyler 1970, G.C.L. Briimer,
1983] podemos obtener una definicion méas formal del concepto de algo adisionado
con una estructura.

2. Definiciones

Enseguida definimos el importante concepto de “teoria topoldgica”, en donde la
categoria de conjuntos ordenados juega un papel muy importante asi como un funtor
que permite establecer la relaciéon entre una categoria esencialmente topologica y
los conjuntos ordenados:

Definicién 2.1 (Oswald Wyler en 2.2 de [4]). Sea U una categoria y P* : UP —
Ord un funtor entre la categoria U°P y la categoria de los conjuntos ordenados Ord
que cumple:

1. Para todo A € Ob(U), P*(A) es una reticula completa.

2. Sea f € Mor(U), digamos f : A — B para A, B € Ob(U) (P*(f): P*(B) —
P(A), ysi{yi + i € I} © P*(B), entonces P*(f)(Nves i) = Aier P*(F)i)
(P*(f), (preserva infimos).

Diremos que P* : U°P — Ord es una teoria topologica.

Este concepto nos lleva a una nocién de constructo, que desarrollamos en la
siguiente definicion:

33
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Definicién 2.2. Sea P* : U°P? — Ord una teoria topoldgica, definimos la categoria
UP, donde sus objetos son parejas (A,z) donde A € Ob(U) y x € P*(A) y f €
Mor(U?), si f = (z,9,y) : (A,x) — (B,y), donde ¢ € Mor(U), g : A — B,
x €p*(9)(A), y € Px(B) yx < p*(g)(y) con la relacion de orden de P*(A).

Podemos decir que si (A4,z) € Ob(UP), donde A € Ob(U) y = € P*(A), a A, le
estamos incorporando la estructura x que vive en P*(A), la cual es la coleccion de
las posibles estructuras que da la teoria topologica P* al objeto A, es importante
notar que los morfismos de UP, son morfismos de U, que tienen una nocién de
preservar estructura dada por la exigencia de que z < P*(g)(y).

2.1. Categoria topoldgica. Pensamos comparar las dos estrategias categori-
cas que preténden mostrar la esencia de lo topoldgico: las teorias topolégicas y los
funtores topoldgicos, en ese camino definimos funtor topoldgico:

Definicion 2.3. Sea F : x — U un funtor, diremos que F' es un funtor topoldgico
si:

Para toda F-fuente en U, (f; :+ X — F(X;))icr, existe una unica x-fuente
(fi : X = X,)icr, llamada el F-levantamiento inicial, tal que:

1. F(X)=X y F(fi) = f; para todo i € I.

2. Para toda x- fuente (9; 1 Y — X;)ier y todo h : F(Y) — X U- morfismo,
tal que hf; = F(g;) para todo i € I, existe un unico x-morfismo h:Y — X, tal
que fzﬁ = g; para todo i € I.

La condicién 2 de la Definicion [2.3] se describe con los siguientes diagramas
conmutativos unos en x y otros en U :
Dadas, las x- fuentes

X— X

Y
tal que existe h € Mor(U) tal que conmuta en U el diagrama
X . F(X;)
h
F(g:)
F(Y)

entonces existe un tnico h tal que en y, conmuta el diagrama:
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3. Propiedades

Veamos algunas propiedades que nos acercan a vislumbrar la relacién entre
estas dos propuestas categoricas:

Lema 3.1. Si P* : U — Ord una teoria topoldgica, entonces (ver Deﬁm’cién
1. UP es una categoria, donde si (x, f,y),(y,g,2) € Mor(UP), con f: B — C,
g:C — A definimos (y,g,z) o (v, f,y) = (z,9f,2) : (z,A,y) = (y, B, Z).
2. P:UP = U, definido como P((A,z)) = A y P((z,9,y)) = g es un funtor
topoldgico.

DEMOSTRACION:

1. Sean (z,f,y),(y,9,2) € Mor(UP), donde f : B — C, g : C — A,
x € p*(B), y € p*(C) y z € p*(A), queremos demostrar que =z < P*(gf)(z)
es decir (z,9f,2) € Mor(U?P), pero x < P*(f)(y) v y < P*(g)(z), entonces
P*(f)y) < P*(f)(P*(9)(2)) = P * (9f)(z) y & < P*(f)(y), luego x < P*(gf)(2)
y se concluye lo deseado, recordar que P*(f) y P*(g) son morfismos de orden.
Ademéas P*(Idg)(xz) = x para cada © € P*(B) pues P*(Idg) es la funcion iden-
tidad, de donde (z,Idp,x) : (B,z) — (B,z) es un morfismo en UP que funciona
como la identidad del objeto (B, x).

2. Sea el P-pozo (f; : A; = P(A;,w;) = A)ier en U. Sea x = A\,.; P*(fi)(xs),
afirmamos que (z, fi,z;) = fi : (A,x) — (A;,x;) es el P-levantamiento inicial. Sea
((z,9i,x;) : (Aj,x; — (B, 2))) una UP- fuente, es decir z < P*(g;)(y;) para todo
it €l,yh:A— Bun U-morfismo, tal que hf; = g;, definamos h = (z,h,2) y
veamos que h : (B, z) = (A, z), es decir h € Mor(UP).

Es decir que es morfismo de UP y luego que conmuta el diagrama respec-
tivo: Tenemos que P*(h)(z) = P*(h)(N;c; P*(fi)(xi)) = Nijc/(P*(Rfi)(zs)) =
Nicr P*(g9i)(x:), pero z < \,c; P*(g:)(w;) recordar que z < P*(g;)(y:) para todo
i € I, por tanto z < P*(h)(x), luego h € Mor(UP). Ahora, es claro que (z, fih, x;) =
(z,hfi, @) = (2, 9i, %)

La unicidad se implica de la antisimetria de la relacion de orden en P*(A),
ya que, si ((y,9i,@;) : (B,y) = (A4, ;))iecr es otra UP- fuente con P(B,y) = Ay
P(y, gi,x;) = f; para todo i € I, entonces y < p*(g;)(z;) = p*(fi)(x;), luego y < «.

Ahora, usando la inicialidad, tenemos que/IgA : A = B es un U-morfismo,
como trivialmente, I'd f; = f;, entonces existe Idy = (z,Ida,y) : (B,y) — (4, z),
luego = < y, por tanto (A, z) = (B,y) y el levantamiento es unico.

Veamos en diagramas la demostracion:

Sea (f; + Ai = A)icr morfismos en U con z; € Ay, si x = A\;c; P*(fi)(24),
entonces (z, fi,z;) = fi : (A,2) — (A;, ;) es una UP-fuente que es inicial. Sean los

diagramas en U conmutativos para todaiel A PR L A;

B
y sea la UP-fuente ((Z7gi7xi) : (sz) - (Ai7xi))i€la
es decir z < g;(z;) para todo ¢ € I:
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si definimos, h = (z,h,z) : (B,z) — (A, ), obtenemos en UP el diagrama
conmutativo.
(A 0) > (i)

4. De categorias topoldgicas a teorias topoldgicas

Ahora, si partimos de un funtor topoldgico, veamos cémo podemos “levantar”
una teoria topolédgica. Recordaremos el siguiente resultado

Teorema 4.1 (ver 21 de [1I). Todo funtor topoldgico es fiel, amnésico y trans-
portable.

Definicion 4.2. Sea F : x — U un funtor de fibras pequenas, entonces si C, D €
F=L(A) con A € Ob(W), definimos que C <p D si y sdlo si existe ¢ : C — D, U-
morfismo tal que F(¢) = Ida

Teorema 4.3. Sea F : x — WU funtor topoldgico, para todo A € Ob(U), se cumple
que (F71(A),<r) es una reticula completa

DEMOSTRACION:

Sea X € F~!(A) para \ € A, denotamos por fy = Ids : A — F(X)), entonces
(fx =1Ida: A— F(X),)) es una F- fuente, sea (f) : A — X))aea su levantamiento
inicial, afirmamos que 4 = Axea X, es claro que A <p X, par todo X € A, ya que
F(f\) = Ida. Ahora, si Z € F~1(A) tal que Z <p X, para todo A € A, entonces
existen ¢ : Z — X, tal que F(¢)) = Ida para todo A, tenemos los siguientes
morfismos en x:

A—,>X)\
Y

Px
A
como para todo A, el diagrama en U es conmutativo, con el morfismo identidad.
A F(X))
A
Id
! F(4x)

F(Z)

obtenemos el siguiente diagrama en y, conmutativo
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A—= X,

2N

Ida

A

como F(I/d:) = Idy, entonces Z < A. Luego )\ o5 Xa = A. Usando que el
funtor es amnésico se puede demostrar que el orden en F'~!(A) es antisimétrico, para
esto si X<,V y Y, X en F~1(A), tenemos que existen U-morfismos ¢ : X — Yy
¢0:Y = X con F(¢) =Idgy F(p) = Ida, ya que F(p o ¢) = Idy tenemos que
po¢ = Idy, andlogamente ¢ o p = Idy, finalmente ¢ es un isomorfismo con F'(ip)
una identidad y asi ¢ es una identidad, con lo que X =Y.

De manera analoga si f\ = Ida : F(X,) — A, donde X, € F~1(A) para
todo A € A, es un F-pozo, y como todo funtor topolédgico es co-topoldgico, se tiene
un levantamiento final, sea (f\ : X\ — A)aca para tal levantamiento, se puede
demostrar que A = \/ ., X

Las demés propiedades son sencillas de demostrar y asi podemos conlcuir que
F~1(A) es reticula completa O

Estamos en el camino de construir un funtor entre U°? y Ord, es claro que a
los objetos se les puede asociar F'~!(A), pero ahora hay que definir la asociacién
en morfismos.

Definicion 4.4. Sea F : x — WU un funtor topoldgico y f : A — B morfismo de
U, definimos: f* : (F~Y(B),<r) — (F71(A),<p) donde para Y € F~1(B) sea
f*(Y) = X. Donde, como f: A — B = F(Y) es una F-fuente, entonces existe
f: X =Y F-levantamiento inicial de f y X es el dominio de tal levantamiento
inicial.

Lema 4.5. Sea f : A — B morfismo de U, entonces f* : F~1(B) — F~(A)
preserva orden.

DEMOSTRACION:

Sean Y7 <p Ya, con Y7,Ys € F~1(B), entonces existe ¢ : Y1 — Y5 tal que
F(¢) = Idp, entonces (f : A — F(Y;) = B), es una F- fuente en U, si (f; : X; —
Yi)ieq1,2) son sus F-levantamientos iniciales, entonces f*(Y1) = X1 y f*(Y2) = X
es decir:

X1 ——N"

f1
¢\L

X2 — Yé
f2
Como

F(Xy) ———B

Conmuta. Entonces, existe I/d; 1 X1 — X, tal que F(I/d;) = Id4 tal que
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X1 ——N"

1
@i ¢i

Xg———Y,
f2
Conmuta. luego X1 <p Xo. O

Definicion 4.6. Sea F : x — U un funtor topoldgico y f : A — B morfismo
de U, definimos: f. : (F71(A),<r) — (F~Y(B),<r) donde para X € F~1(A)
f«(X) =Y. Donde, como f: A= F(X) — B es un F-pozo, entonces f : X =Y
es su F-levantamiento final de f, asi que Y es el co-dominio de tal levantamiento

final.

Lema 4.7. Sea F : x — W un funtor topolégico y f : A — B morfismo de U,
entonces f, preserva orden.

DEMOSTRACION: De igual manera que en el Lema sean X1, X, € F~1(A),
tales que X; <p Xs, entonces existe un U- morfismo ¢ tal que ¢ : X; — Xs
y F(¢) = Ids. Entonces obtenemos los F-pozos (f : F(X;) = A = B)icq1,2},
entonces obtenemos los F-levantamiento finales (f; : X; — Y3);eq1,2y- Luego

X ———1

o 7

_—
Xs ™ Yo

Como

F(Xy) ———B

Conmuta. Entonces, existe _@ 1 Y1 — Y5 tal que F(@) = Idp tal que

X ———"

| " Al

Xo——>Y

f2
conmuta, luego Y7 <p Yo. O

Lema 4.8. Sea F': x — U un funtor topoldgico. Para todo f: A — B U-morfismo,
y para todo X € F~(A) y para todo Y € F~1(B), se cumple que:

X <p [1(fi(X) y £(f*(YV)) <P Y.
DEMOSTRACION: Sea f : A — B, entonces f : F(X) — B es un F-pozo y sea
fo : F7YA) = FY(B) y f: X — f.(X), usando la inicialidad y finalidad en los
diagramas son conmutativos:

(X)) B = F(f.(X))

—_—
~
=)
;S
=\ =
—_—
N
m
hS
\*ﬁ
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Usando la finalidad e inicialidad en los diagramas son conmutativos:

) —5 L) A=FY) — B
\rfi \ IdB\L
Y B=F().
Luego F(I/c-l;) =Iday F(Id/;) = Idpg, por lo tanto,
X <p ff(f(X) y f(fF(Y)) <p Y. O

Teorema 4.9. Sea F' : x — U un funtor topoldgico, entonces Py : UP — Ord
definido como Pp(A) = F~Y(A) y si f : A— B morfismo de U, entonces Pj(f) =
f* es una teoria topoldgica.

DEMOSTRACION: Como f*y f. son adjuntos como mapeos de clases pre-ordenada,
entonces f* preserva infimos. [l

En resumen: Sea F : x :— U un funtor topolégico con fibras pequenas, y
sea P : U°? — Ord un funtor, donde Pj(A) = F~1(A) y Pi(f) = f*, entonces
P : U? — Ord es una teorfa topoldgica y podemos definir Pr : UPF — U
(ver la Definicion que es un funtor topologico definido como Pr(A,Z) = Ay
P(X, f,Y) = f. El cual es “casi” un funtor que olvida.

5. Isomorfismo

Teorema 5.1. Sea F : x — U un funtor topoldgico. Sea G : x — UFF, definido
como §(X) = (F(X),X) ypara f:Y = X, §(f) = (X,F(f),Y): (F(X),X) —
(F(Y),Y) ) ]
Sea H : UPF — x donde H(A, X) = X y H((X,f,Y)) = fo, donde f :
f5(Y) =Y es el levantamiento F-inicial de f : X - F(Y) y¢: X — PR(f)(Y) =
F*(Y) tal que F(¢) = ida, entonces x y UFF son categorias isomorfas mediante H

y 9.

DEMOSTRACION:
Comprobemos que si f : X — Y con f € Mor(x), entonces (X, F(f),Y) €

Mor(UFr), pero F(f): F(X) — F(Y), pero X € F-YF(X))y Y € FYF(Y))

Notar que §(3(4, X)) = (F(X),X) = (4,X) y H(S(X)) = H(F(X), X)

y en los morfismos: G(H(X, f,Y)) = G(f¢) = (X, F(f¢),

(X, £,Y), es decir HG =ID, y SH = IDyrs.

Teorema 5.2. Los funtores G, H, F y Pr, conmutan el diagrama de funtores.

g
X< urr
v
H

Pr

U
DEMOSTRACION:
Sea X € Ob(x), entonces Pr(§(X)) = Pr(F(X),X) = F(X), luego §(X) =
F(X) sea Pp(S(f)) = Pr((X, F(f),Y)) = F(f).
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Anilogamente, sea (A,X) € Ob(UFF), entonces F(H((4,X))) =
A= Pp((A X)), ysi (X, f,Y) € Mor(U™), entonces F(H((X, f,Y))) = F(f) =
Pp((X, f,Y)) 0

6. Subcategorias bireflexivas en categorias topolégicas

Teorema 6.1. Si R es una subcategoria plena, repleta y bireflexiva de x, con
F : x = U un funtor topoldgico y U una categoria balanceada, entonces R es
cerrada bajo la formacion de estructuras iniciales (en x).

DEMOSTRACION:

Sea (fx : A = F(Y)\))aca una F-fuente con Yy € Obj(R) para cada A € A,
consideremos r : A — R(A) la R-bireflexion de A, tenemos que para cada A € A
existe un tnico y-morfismo gy = (f,)° : R(A) — Y, tal que gy or = f,. Tenemos
que F(r) es bimorfismo, asf existe U—morfismo s = (F(r))~! : F(R(A)) — F(A),
ademés ya que para cada A € A, F(gy) o F(r) = fa, se tiene que para cada A € A,
fros=F(gy), y por propiedad del levantamiento F-inicial tenemos que existe un
tinico x-morfismo s : R(A) — A tal que F(3) = s y para cada A € A, f 05 = gy,
ademas Sor = 14 pues F(5or) = F(1y), de donde r es una retraccion y bimorfismo,

asi 7 es isomorfimo y A = R(A). O

Corolario 6.2. Si R es una subcategoria plena, repleta y bireflexiva de x, con
F : x = U un funtor topoldgico y U una categoria balanceada, entonces R es
cerrada bajo la formacion de infimos.

Proposicién 6.3. Sea F': x — U un funtor topoldgico y R una subcategoria cerrada
bajo infimos y “estructuras iniciales”, entonces R es bireflexiva en x

DEMOSTRACION:
Para cada X € Obj(R), consideremos

R(X):= \{Y € Obj(R)|X <p Y}

Ya que R es cerrada bajo infimos, tenemos que R(X) es un objeto de R, ademas
tenemos que X <p R(X), de donde existe ¢ : X — R(X) con F(p) = 1p(x), de
donde ¢ es bimorfismo (Todo funtor topoldgico preserva monofuentes y epipozos,
ver 21.13 de [1I]), veamos que rx = ¢ es la R-reflexion de X. Sea f : X — Y un
x-morfismo, tenemos que (F(f))*(Y) es un R-objeto tal que X < (F(f))*(Y), de
donde R(X) <r (F(f))*(Y), asi existe un y-morfismo ¢ : R(X) — (F(f))*(Y) tal
que F(¢) = 1p(r(x)), finalmente para f* := F(f) o1 se tiene que fCory = f.

O

Proposicién 6.4 (Dual de Proposicion 19). Si C es una subcategoria plena y bi-
correfleziva de x, con F : x — W un funtor topoldgico y U una categoria balanceada,
entonces R es cerrada bajo la formacion de estructuras finales (en ).

Corolario 6.5 (Dual de Corolario 20). Si R es una subcategoria plena y bicor-
reflexiva de x, con F : x — W un funtor topoldgico y U una categoria balanceada,
entonces R es cerrada bajo la formacion de supremos.
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Proposicion 6.6 (Dual de Proposicion 21). Sea F : x — U un funtor topoldgico
y C una subcategoria cerrada bajo supremos y “estructuras finales”, entonces C es
bicorreflexiva en x con correflector

C(X) = \/{Y € 0bj(C)|Y <p X}

Proposicion 6.7. Sea A una clase de x-objetos, la envolvente birreflexiva de A en
X, denotada por Ar estd dada por

X € Ap © IAEB € Obj(W)(Hfr: B = F(ANI}AX = N fi(AN)
AEA
DEMOSTRACION:
Ya que para cada X € A se tiene que A = 1*F(A)(A), se tiene que A C Obj(AR).
Si B es una subcategoria birreflexiva con A C B, se tiene que B es cerrada bajo la
formacion de estructuras iniciales e infimos, asi Agr es una subcategoria de B. Si
{X,} er es una familia de Ag-objetos, tenemos que

AX =N\ N\ £a)= A\ £

~yel YET AEA, xeUA,
de donde Ag es cerrada bajo infimos. Si X es un Ag-objetoy g: A — F(X)
es un U-morfismo, tenemos que

g(X) =g (\ F(A)) = \ ¢°(fi(A)) = A (fre9)*(Ax)
AEA AEA AEA
asi ¢g*(X) es un Ag-objeto. Finalmente por la proposiciéon tenemos que
Ap es bireflexiva. O

Proposicion 6.8 (Dual de Proposicion [6.7). Sea A una clase de x-objetos, la
envolvente bicorrefleriva de A en x, denotada por Ac estd dada por

X € Ac & IA3B € Obj(W)(3{fx : F(AN) = B}AX = \/ fi(A)))
AEA
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1. Introduccién

Este capitulo tiene como objetivo presentar y estudiar algunas propiedades de
los espacios T% dicho trabajo esta dividido en 6 secciones.

En la seccién 2 daremos los resultados generales necesarios para llevar a buen
fin este trabajo, en la seccién 3 presentamos la definiciéon de conjunto g-cerrado
asi como algunas equivalencias a la definicién que nos seréan ttiles en las siguientes
secciones, en la seccién 4 daremos la definicién de espacio T% asi también presenta-
mos algunas condiciones bajo las cuales un espacio topologico es T%, en la seccién 5
daremos algunas equivalencias a ser un espacio topologico T% asi como su relacién
con otras clases de espacios. Finalizamos este capitulo presentando la seccién 6
dando algunas propiedades que satisface esta clase de espacios.

2. Resultados generales
En esta seccion daremos las definiciones y resultados necesarios en este trabajo.

Definicién 2.1. Sean (X, 7) un espacio topoldgico, AC X yz e X
(1) El interior de A C X, lo denotamos por int(A).
(2) A es un conjunto cerrado si X \ A € 7.
(8) La cerradura de A la cual denotaremos como cl(A) es el conjunto
cd(A)={x e X :UNA%#0para todo U € 7 tal que x € U}.
(4) El kernel de A, el cual denotaremos como ker(A) es el conjunto
ker(A)=n{U et: ACU}.
(5) I(A) = ker(A) Ncl(A).

Lema 2.2. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y A C X, entonces
cd(A)={F:ACFyF esun conjunto cerrado}.

43
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Lema 2.3. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y A C X. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes

(1) A es un conjunto cerrado.
(2) A=cl(A).
Definicién 2.4. Sean (X,7) un espacio topoldgico, Y C X y ACY.
(1) La topologia relativa en'Y la cual denotaremos como Ty es
v ={0ONY :0 e r}.
(2) La cerradura de A en'Y la cual denotaremos como cly (A) es
cy(A)=d(A)NY.

Definicién 2.5. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Entonces
(1) (X,7) eslocalmente indiscreto si
U = cl(U) para todo U € 7.
(2) (X,7) es simétrico si
x € c({y}) implica y € cl({z}) para todo z,y € X.

(8) (X,7) es de Alexandrof f si la interseccion arbitraria de conjuntos abier-
tos es un conjunto abierto.
(4) (X,7) es puerta si para todo A C X

AeToA=cl(A).
Las siguientes afirmaciones relacionadas con espacios de Alexandroff aparecen
en [9].
Se demuestra que si (X, 7) es un espacio de Alexandroff existe un preorden <
en X que genera la topologia 7. En particular se demuestra el siguiente resultado

Lema 2.6. Sean (X, 7) un espacio topoldgico de Alexandroff yx € X.
(1) El conjunto U, = {y € X : x < y} es el abierto minimo que contiene a x.
(2) El conjunto V, = {y € X : y < x} satisface que clx{z} =V,.
Con respecto a este preorden se consideran los siguientes conjuntos

(1) M ={z € X : z es elemento maximal de X}.
(2) m={x € X : = es elemento minimal de X}.

y se demuestra la siguiente afirmacion.

Lema 2.7. Sean (X, 7) un espacio topoldgico de Alexandroff y x € X.
(1) Six € m, entonces cl({z}) = {z}.
(2) Six e M, entonces {z} € T.

Definicién 2.8. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y A C X.

(1) (X,7) es Tp si para todo x € X, existe U € T y un conjunto cerrado F
tales que

{z}=UnNF.
(2) (X,7) es submazimal si
D € 7 para todo conjunto denso D C X.

(8) A es un conjunto localmente cerrado si eristen U € T y un conjunto
cerrado F C X tales que

A=UNF.
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Teorema 2.9. Sea (X, 7) un espacio topoldgico Tp. Entonces (X, 1) es Tp.

DEMOSTRACION: Sean (X,7) Tp y z,y € X con x # y.

Como (X, 7) un espacio topologico Tp y z € X, entonces existe U € 7 y un
conjunto cerrado F' C X tal que {z} =UNF.

Como x # y, entonces y ¢ {x} lo cual implica que y ¢ U N F de donde se sigue
quey ¢ U oy ¢ F es decir

(zeUyy¢U)o(ye X\ Fya¢g X\F).
Por lo tanto
(X, 7) es Tp.

O

Teorema 2.10. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes

(1) (X,7) es Tp.

(2) Para todo x € X existe U € 7 tal que {z} = U Ncl({z}).
DEMOSTRACION: 1) implica 2) Sea x € X como (X, 7) es T existen U € 7 y un
conjunto cerrado F' C X tal que {z} =UNF.

Como {z} = UNF, entonces {x} C U y {z} C F lo cual implica {z} C Uy
{z} C c({z}) de donde se sigue que
{z} cUNd{z}) cUNF = {z}.
Por lo tanto
{z} =UnNnc{z}).
2) implica 1) Es inmediato. O

Los siguientes dos teoremas fueron demostrados en [13].

Teorema 2.11. Sean (X,7) un espacio topoldgico y A C X. Las siguientes afir-
maciones son equivalentes

(1) A es un conjunto localmente cerrado.

(2) Existe U € 7 tal que A =UnNcl(A).

(8) cl(A)\ A es un conjunto cerrado en X.

(4) AU (X \ cl(A)) es un conjunto abierto.

(5) AcCint(AU[X\ c(A))]).

Corolario 2.12. Sea (X, 7) un espacio topoldgico.

(1) Para todo U € 7, U es localmente cerrado.
(2) Para todo conjunto cerrado F C X, F es localmente cerrado.

Teorema 2.13. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes

(1) (X,7) es submazimal.
(2) Para todo conjunto A C X, A es localmente cerrado.

El siguiente resultado es demostrado en [14].

Teorema 2.14. Sea (X, 7) un espacio topoldgico de Alexandroff. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes

(1) (X,7) es submazimal.
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(2) X =MUm.

DEMOSTRACION: 1) implica 2) Sea (X, 7) submaximal.

Supongamos que existe € X que no es minimal ni maximal, entonces existen
y,z € X tales que z < z < y.

Como z < vy, del Lema se tiene y € U, lo cual implica = € cl({y}) C
c(X \ {z}) por lo tanto el conjunto D = X \ {z} es denso en X, ademaés es claro
que z € Dy como z < z del mismo lema se tiene que x € U, \ D de donde
z ¢ int(D). Esto implica que D no es un conjunto abierto, es decir (X, 7) no es
submaximal.

2) implica 1) Sean X = M Um y D C X un conjunto denso.

Del Lema se tiene que para cada x € M, U, = {x} con U, N D # (). Se
sigue que M C D. Por otro lado para cada x € D\ M como x ¢ M, existe y, € X
tal que z < y, de donde y, € X \ m C M, entonces y, € D, lo cual implica que
para todo x € D, se tiene que U, C D lo cual implica que D = U,cpU,.

Por lo tanto

(X, 7) es submaximal.

Definicién 2.15. Sea (X, 7) un espacio topolégico y A C X.
(1) A es un conjunto preabierto si
A Cintcl(A))].
(2) (X,7) es Ro, si para todo U € T
U=WFCU:F=d(F)}.

El siguiente teorema fue demostrado en [13].

Teorema 2.16. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes

(1) (X,7) es localmente indiscreto.

(2) Para todo conjunto A C X, A es preabierto.

(8) Para todo x € X, {x} es un conjunto preabierto.
(4) Para todo conjunto cerrado F C X, F es preabierto.

El siguiente teorema fue demostrado en [I].

Teorema 2.17. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes

(1) (X,7) es Ro.

(2) cl({z}) C U para todo U € T y para cada x € U.

(8) ker(F)=F para todo F C X tal que F = cl(F).

(4) cl({z}) C ker({z}) para todo x € X.

(5) cl({z}) = ker({z}) para todo x € X.

(6) I(x) = cl({z}) para todo x € X.

(7) I(z) = ker({z}) para todo x € X.

(8) Para todo x,y € X tales que cl({z}) Ncl({y}) # O implica cl({z}) =

c({y})-
(9) Para todo z,y € X tales que ker({z}) Nker({y}) # 0 implica ker({z}) =

ker({y})-
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3. Conjuntos g-cerrados

Iniciaremos esta seccion dando la definicion de conjunto g-cerrado la cual
aparece en [10] y daremos algunas condiciones bajo las cuales un conjunto A C X es
un conjunto g-cerrado. En particular el Teorema|3.5|aparece en [6] y la g cerradura
asi como los resultados que se dan en este trabajo aparecen en [7].

Definicién 3.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y A C X definimos
(1) A es un conjunto g-cerrado si
cl(A) C U para todo U € T tal que A C U.
(2) La g cerradura de A la cual denotaremos como cly(A) es el conjunto
cg(A)=n{F C X:ACF con F un conjunto g — cerrado}.

El inciso 4 que se da en la siguiente observacion asi como el Teorema [5.17]
aparecen en [4].
Observacion 1. Si A es un conjunto cerrado, entonces
(1) A es un conjunto g-cerrado.
(2) cly(A) = A.
(3) No todo conjunto g-cerrado es un conjunto cerrado.
(4) Para todo = € X, {z} es un conjunto cerrado o X \ {z} es un conjunto
g-cerrado.

DEMOSTRACION: 3) Sea
X ={a,b,c}, 7={0,{a}, X}y A={a,b}.
Es claro que A es un conjunto g-cerrado pero no cerrado.

4) Sea z € X. Si {z} no es un conjunto cerrado, entonces X \ {z} no es un
conjunto abierto de donde se sigue que el Gnico conjunto abierto que lo contiene es
X lo cual implica que cl(X \ {z}) C X.

Por lo tanto para todo x € X

{z} es un conjunto cerrado o X \ {z} es un conjunto g-cerrado.

O

Teorema 3.2. Sean (X, 7) un espacio topoldgico localmente indiscreto y A C X.
Entonces A C X es un conjunto g-cerrado.

DEMOSTRACION: Sean A C X y O € 7 tal que A C O, entonces cl(A) C cl(O)
de donde aplicando la Definicion se sigue que cl(O) = O lo cual implica que
cl(A) C O.
Por lo tanto
A es un conjunto g-cerrado .

|
De los Teoremas y tenemos el siguiente resultado.
Corolario 3.3. Sea (X,7) un espacio topoldgico que satisface cualquiera de las

siguientes afirmaciones. Entonces todo conjunto A C X es un conjunto g-cerrado.

(1) Para todo conjunto A C X, A es un conjunto preabierto.
(2) Para todo x € X, {x} es un conjunto preabierto.
(8) Para todo conjunto cerrado F C X, F es un conjunto preabierto.
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Teorema 3.4. Sean (X, 7) un espacio topoldgico yy={F C X : F = cl(F)}. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes

(1) T=+.
(2) Todo conjunto A C X es un conjunto g-cerrado.

DEMOSTRACION: 1) implica 2) Supongamos que 7 = 7. Sean A C X y O € 7 tales
que A C O.
Como 7 =~y O € 7 son tales que A C O, entonces cl(A) C ¢l(0O) = O lo cual
implica que cl(A4) C O.
Por lo tanto de la Definicion se tiene que
A es un conjunto g-cerrado.

2) implica 1) Supongamos que todo conjunto A C X es un conjunto g-cerrado.

Sea O € 7, como O C Oy O es un conjunto g- cerrado, entonces cl(O) C Oy
como O C cl(0), entonces O = cl(O).

Por lo tanto 7 C . En forma analoga podemos demostrar que v C 7.

Por lo tanto

T =7.
]

Teorema 3.5. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y A C X. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes

(1) A es un conjunto g-cerrado.
(2) c({z}) N A+# 0 para cada z € cl(A).
(8) cl(A)\ A no contiene conjuntos cerrados no vacios.

DEMOSTRACION: 1) implica 2) Sea A un conjunto g-cerrado.

Supongamos que existe © € cl(A) tal que cl({z}) N A = 0, entonces A C
X\ cl({z}) y dado que A es un conjunto g-cerrado se sigue que cl(A) C X \ cl({z}),
lo cual implica que z € X \ ¢l({z}) lo que es una contradiccion.

Por lo tanto

c({z}) N A # 0 para cada z € cl(A).

2) implica 3) Supongamos que para cada x € cl(A), cdl({z}) N A # 0 y que
existe un conjunto cerrado F' C cl(A) \ A, tal que F # (.

Como F # () existe z € F' de donde {z} C F, entonces cl({z}) C F y como
F C c(A)\ A tenemos que

DA£cd({z})NACFNAC(cd(A)\A)NA
que es una contradiccion.
Por lo tanto
Si F' C cl(A)\ A es un conjunto cerrado, entonces F = ().

3) implica 1) Supongamos que c¢l(A) \ A no contiene conjuntos cerrados no
vacios.

Sea U € 7 tal que A C U. Es claro que ¢l(A) N (X \ U) es un conjunto cerrado
tal que

d(A)N(X\U) C c(A)\ A.
Se sigue que cl(4) N (X \ U) =0, lo cual implica que cl(A) C U.

Por lo tanto,
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A es un conjunto g-cerrado.

O

Teorema 3.6. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y A C X. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes

(1) A es un conjunto g cerrado.
(2) cl(A) C ker(A).

DEMOSTRACION: 1) implica 2) Sea A un conjunto g cerrado. Entonces cl(A) C U
para todo conjunto abierto tal que A C U. Asi,

cd(A) c{U C X :AcCU con U conjunto abierto}.
Por lo tanto,
cl(A) C ker(A).
2) implica 1) Supongamos que cl(A) C ker(A).
Como cl(A) C ker(A), entonces cl(A) C U para todo U € 7 tal que A C U.
Por lo tanto,

A es un conjunto g cerrado.

O

Teorema 3.7. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, Las siguientes afirmaciones son
equivalentes

(1) (X,7) es simétrico.

(2) Para todo x € X, {x} es un conjunto g-cerrado.

DEMOSTRACION: 1) implica 2) Sea (X, 7) simétrico y supongamos que existe z € X
tal que, {z} no es un conjunto g-cerrado.

Como {z} no es un conjunto g-cerrado, entonces existe O € 7 tal que {z} C O
y c({x}) no esta contenido en O.

Dado que cl({z}) no esta contenido en O, entonces cl({z}) N (X \ O) # 0,
de donde existe y € cl({z}) N (X \ O) es decir y € cl({z}) y y € (X \ O). Como
y € cl({xz}) aplicando la Definicion[2.5]z € cl({y}) lo cual implica que z € cl({y}) C
(X \ O) es decir {z} C (X \ O) que es una contradiccion.

Por lo tanto, para todo = € X, {z} es un conjunto g-cerrado.

2) implica 1) Supongamos que para todo = € X, {z} es un conjunto g-cerrado
y que (X, 7) no es simétrico.

Como (X, 7) no es simétrico existen z,y € X tales que = € cl({y}) y v ¢
c({z})-

Dado que y ¢ cl({z}), entonces {y} C (X \ cl({z}) y por hipotesis se sigue que
cd{y}) € (X \ cl({z}) de donde z € (X \ cl({z}) que es una contradiccion.

Por lo tanto, (X, 7) es simétrico. O

Del Teorema [2.17] tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.8. (X, 7) es un espacio topoldgico simétrico, si se satisface cualquiera
de las siguientes afirmaciones

(1) (X,7) es Ro.

(2) ker(F) = F para todo F' C X tal que F = cl(F).
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(8) cl({z}) C ker({z}) para todo x € X.

(4) c({z}) = ker({z}) para todo x € X.

(5) I(x) = cl({z}) para todo x € X.

(6) I(z) = ker({z}) para todo x € X.

(7) Para todo x,y € X tales que cl({z}) Ncl({y}) # O implica cl({z}) =

c({y})-
(8) Para todo z,y € X tales que ker({z}) Nker({y}) # 0 implica ker({z}) =

ker({y}).
Las siguientes definiciones que aparecen en [3] y [8] nos dan dos condiciones
que nos permite asegurar cuando un conjunto A C X es g-cerrado.
Definicién 3.9. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y A C X definimos
(1) La 6 cerradura de A la cual denotaremos por clg(A) como el conjunto
co(A) ={z € X : cl(U)N A # 0 para todo U € 7 tal que x € U}.
(2) A es un conjunto g-6 cerrado si
clg(A) C U para cada U € 7 tal que A C U.
(8) A es un conjunto 6 cerrado si A= clg(A).

Definicién 3.10. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y A C X definimos
(1) La T cerradura de A la cual denotaremos por clp(A) como el conjunto
cdr(A)={zx e X :cy(U)NA#0 para todo U € 7 tal que x € U}.
(2) A es un conjunto g-T cerrado si
cr(A) C U para cada U € T tal que A C U.
(8) A es un conjunto T-cerrado si A = clp(A).

Observacién 2
(1) ACcly(A) Cc(A) Cclo(A).
(2) A Ceclg(A) Cc(A) Ccr(A).
De la Observacion 2 tenemos el siguiente resultado.
Lema 3.11. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y A C X, entonces A es un conjunto
g-cerrado si satisface alguna de las siguientes condiciones
(1) A es un conjunto g-6 cerrado.
(2) A es un conjunto g-T cerrado.

Finalizaremos esta seccién dando algunos resultados que muestran céomo se
comportan los conjuntos g-cerrados bajo funciones que satisfacen alguna propiedad.

Teorema 3.12. Sean (X, 1), (Y,71) espacios topoldgicos, f : X — Y continua y
cerrada y A C X un conjunto g-cerrado, entonces f(A) es un conjunto g-cerrado.

DEMOSTRACION: Sea O € 71 tal que f(A) C O, entonces A C f~1(0) y dado que
A es un conjunto g-cerrado y f~1(0) € 7 se sigue que cl(A4) C f~1(0) y como
c(f(A)) C c(flel(A)]) = flel(A)] c O
implica que cl(f(A4)) C O.
Por lo tanto
f(A) es un conjunto g-cerrado.
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Teorema 3.13. Sean (X,7), (Y, 71) espacios topoldgicos, f : X — Y continua,
cerrada y B C'Y un conjunto g-cerrado, entonces f~1(B) es un conjunto g-cerrado.

DEMOSTRACION: Sea B C Y un conjunto g-cerrado y O € 7 tal que f~1(B) C O.
Es claro que cl(f~(B)) N (X \ O) es un conjunto cerrado, entonces f[cl(f~1(B)) N
(X \ O)] es un conjunto cerrado.

Afirmamos que flcl(f~1(B))N (X \ 0)] C c(B)\ B. Seay € flcl(f~*(B))N
(X \ O)], entonces existe z € cl(f~1(B)) N (X \ O) tal que f(z) = y de donde
red(f1(B)yze(X\O0).

Dado que f es continua y f~*(B) C O se tiene que * € f~(cl(B)) y = ¢
f~1(B) lo cual implica que y = f(z) € cl(B)\ B. Por lo tanto aplicando el Teorema
flel(f~1(B)) N (X \ O)] = 0 lo cual implica que cl(f~1(B)) N (X \ O) =0 es
decir cl(f~1(B)) C O.

Por lo tanto

f~1(B) es un conjunto g-cerrado.

De los Teoremas y tenemos el sigiente resultado.

Corolario 3.14. Sean (X,7), (Y,71) espacios topoldgicos y f : X — Y un homeo-
morfismo, entonces

(1) f(A) es un conjunto g-cerrado para todo conjunto g-cerrado A C X.

(2) f(B)~! es un conjunto g-cerrado para todo conjunto g-cerrado B CY .

4. Espacios T%

Recordemos que dado un espacio topoldgico (X, 7) y un conjunto A C X, si A
es un conjunto cerrado, entonces A es un conjunto g-cerrado, sin embargo si A es
un conjunto g-cerrado, A no necesariamente es un conjunto cerrado como lo vimos
en la Observacion 1, lo cual nos lleva a la siguiente definicién que da titulo a este
trabajo.

Definicién 4.1. (X,7) es un espacio topoldgico T%, st todo conjunto g-cerrado
A C X es un conjunto cerrado.

Teorema 4.2. (X, 7) es un espacio topoldgico T%, st todo conjunto g-cerrado A C
X es un conjunto localmente cerrado.

DEMOSTRACION: Sea A C X un conjunto g-cerrado localmente cerrado. Aplicando
la Definicion existe un conjunto O € 7 tal que A = ONcl(A), sesigue AC Oy
como A es un conjunto g-cerrado, se tiene que cl(A) C O, entonces A = ONcl(A) =
cl(A) lo cual implica que A = cl(A).
Por lo tanto
(X,7)es T

De los Teoremas [2.11] y [£.2] tenemos los siguientes corolarios.

Corolario 4.3. (X, 7) es un espacio topoldgico T%, st para todo conjunto g-cerrado
AC X, existe U € T tal que A=UnNcl(A4).
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Corolario 4.4. (X, 1) es un espacio topoldgico T%, st para todo conjunto g-cerrado,
cl(A)\ A es un conjunto cerrado en X.

Corolario 4.5. (X, 7) es un espacio topoldgico T%, st para todo conjunto g-cerrado
ACX, AU(X\(A)) es un conjunto abierto.

Corolario 4.6. (X, 7) es un espacio topoldgico T%, st para todo conjunto g-cerrado
AC X, ACint(AU[X\ c(A)]).

Del Teorema tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.7. (X, 7) es un espacio topoldgico T% , 86 (X, T) es un espacio topoldgico
submazimal.

De los Teoremas [3.5] y [£.2] tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.8. (X, 7) es un espacio topoldgico T%, st para todo conjunto localmente
cerrado A C X y para cada € cl(A), cl({z})NA # 0.

Corolario 4.9. (X, 7) es un espacio topoldgico T% , st para todo conjunto localmente
cerrado A C X, cl(A) \ A no contiene conjuntos cerrados no vacios.

De los Teoremas [3.6] y [4.2] tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.10. (X, 7) es un espacio topoldgico T%, st para todo conjunto A C X
tal que cl(A) C ker(A), A C X es un conjunto localmente cerrado.

5. Condiciones equivalentes a T%

En esta seccion presentamos algunas condiciones bajo las cuales un espacio
topologico (X, 1) es T%. También presentamos la relacién entre la clase de los
espacios (X, 1) T% con otras clases de espacios topoldgicos.

Teorema 5.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes

(1) (X,7) es Ty.

(2) {z} €7 o {z} =cl({z}) para todo z € X.

DEMOSTRACION: 1) implica 2) Sean (X,7) un T y = € X.

Si {«} no es un conjunto cerrado, entonces X \ {z} no es un conjunto abierto y
como X es el tnico conjunto abierto tal que X\ {z} C X, entonces cl(X\{z}) C X.
Asi X'\ {z} es un conjunto g- cerrado y como (X, 7) es T de la Definicion tenemos
que X \ {x} es un conjunto cerrado es decir {z} es un conjunto abierto.

Con lo que concluimos que para todo = € X

{z} es un conjunto abierto o {z} es un conjunto cerrado.
2) implica 1) Supongamos que {z} es un conjunto abierto o un conjunto cerrado
para todo = € X.

Sean A C X es un conjunto g-cerrado y = € cl(A). Como {x} es un conjunto
abierto o un conjunto cerrado, entonces tenemos los siguientes casos.

Si {z} es un conjunto abierto y = € cl(A), entonces {x} N A # 0 lo cual implica
que z € A.

Si {x} es un conjunto cerrado, entonces cl({z}) = {x} y como z € cl(A) del
Teorema se tiene que cl({zx}) N A # 0 es decir {z} N A # () lo cual implica que
x € A
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En cualquiera de los casos tenemos que z € cl(A) implica que x € A . Por lo
tanto A = cl(A).
Concluimos que,
(X,7)es T

O

El siguiente resultado es mencionado en [2].

Teorema 5.2. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes

(1) (X,7) es Ty.

(2) Para todo conjunto finito A C X, X \ A es localmente cerrado.

DEMOSTRACION: 1) implica 2) Sea (X,7) T1 y A C X un conjunto finito.

Sea A = {z1,...,%;,Tiy1, ..., Tn} aplicando el Teorema sin pérdida de ge-
neralidad podemos suponer que {z;} € 7 para j = 1,...,1 y {z;} = cl({z;}) para
j=i+1,..n.

Sean B = {z1,..,z;} y C = {&iy1,...,2n} €s claro que A = BUC, B € ,
C=c(C)dedonde X\Cer,X\B=cd(X\B)y X\A=(X\B)Nn((X\O).

Por lo tanto X \ A es localmente cerrado.

2) implica 1) Supongamos que para todo conjunto finito A C X, X \ A es
localmente cerrado y x € X.

Sea A = {z}, entonces X \ A = X \ {z} es localmente cerrado de donde
aplicando el Teorema[2.11 existe U € 7 tal que X \ A= U Nel(X \ A).

Observemos que cl(X \ {z}) = X \ {z} o (X \ {2z}) = X.

Sic(X\{z}) = X\ {2}, entonces {z} € 7.

Sic(X \ {z}) =X, entonces X \ {z} = U, lo cual implica que cl({z}) = {z}.

Por lo tanto aplicando el Teorema [5.1

(X,7)es Ty.

O

De los Teoremas 5.1 y 5.2 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.3. (X,7) es un espacio topoldgico. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes

(1) (X,7) es Ty.

(2) Para todo x € X, {z} € 7 0 cl({z}) = {x}.

(8) Para todo conjunto finito A C X, X \ A es localmente cerrado.

De la Definicion 2.8y Teorema [5.1] se tiene el siguiente resultado.

Corolario 5.4. (X,7) es un espacio topoldgico T% sty solo si (X,7) es Tp y se
satisface alguna de las siguiente condiciones

(1) Para todo x € X, {z} es un conjunto g-cerrado.
(2) (X,T) es un espacio topoldgico Ry.

(8) ker(F)=F para todo F C X tal que F = cl(F).
(4) cl({z}) C ker({z}) para todo x € X.

(5) cl({z}) = ker({z}) para todo x € X.

(6) I(x) = cl({z}) para todo x € X.
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(7) I(x) = ker({z}) para todo x € X.
(8) Para todo x,y € X tales que cl({z}) Ncl({y}) # O implica cl({z}) =

cd({y}).
(9) Para todo x,y € X tales que ker({z}) Nker({y}) # 0 implica ker({z}) =

ker({y})-

De la Definicion y Teorema 5.1 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.5. Si (X, 7) es un espacio topoldgico puerta, entonces (X,7) es Ty.

La siguiente definiciéon que aparece en [I] nos permite dar una equivalencia mas
a ser un espacio topolégico T%.

Definicién 5.6. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y A C X. Entonces
(1) A esun A conjunto si A = ker(A).
(2) A es un conjunto \ cerrado si existen un A conjunto L C X y un conjunto
cerrado F' C X tales que

A=LNF.

Lema 5.7. Sean (X, ) un espacio topoldgico y A C X. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes

(1) A es un conjunto A cerrado.
(2) A=ker(A)Ncl(A).

Teorema 5.8. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes

(1) (X,7) es Ty.

(2) Todo conjunto A C X es un conjunto \ cerrado.

DEMOSTRACION: 1) implica 2) Sean (X, 7) un espacio topolégico Tiy AcCX.
Como (X, 1) es Ty, entonces del Teorema {z} es un conjunto abierto o
cerrado para todo z € X , de donde X \ {z} es un conjunto abierto o cerrado para
todo z € X.
Definiendo

L=n{X\{z}:{z} =d({z}) yz ¢ A}y F={X \{z} : {z} eTyz ¢ A}
es claro que L es un A-conjunto, F' es un conjunto cerradoy A =ANF.

Por lo tanto A es un A conjunto cerrado.

2) implica 1) Sea = € X. Si {z} no es un conjunto abierto, entonces X \ {z}
no es un conjunto cerrado, entonces X \ {z} es un conjunto A y como X es el anico
conjunto abierto que contiene a X \ {z} se sigue que X \ {z} es un conjunto abierto
lo cual implica que {z} es un conjunto cerrado.

Por lo tanto

(X,7)es Th.

O

Corolario 5.9. Sea (X, 7) es un espacio topoldgico, entonces. Las siguientes condi-
ciones son equivalentes

(1) (X,7) es Ty.
(2) Todo conjunto g- cerrado A C X es un conjunto localmente cerrado.



5. CONDICIONES EQUIVALENTES A T, 55
2

La siguiente definicion que aparece en [1I] nos permite dar una equivalencia
més a ser un espacio topolégico T%.

Definicién 5.10. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y A C X, entonces
(1) A =U{F C A: F =d(F)}.
(2) A es un v conjunto si A= A".
(8) A esun g-v conjunto si ker(X\ A) C F para todo conjunto cerrado F C X
tal que (X \ A) C F.

Lema 5.11. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y x € X, entonces

{z} € 7 o {a} es un g-v conjunto.

Teorema 5.12. Sea (X,7) un espacio topoldgico las siguientes afirmaciones son
equivalentes

(1) (X,7) es Ty.

(2) Todo g-v conjunto A C X es un v conjunto.

DEMOSTRACION: 1) implica 2) Sea (X,7) T) y supongamos que existe un g-v
conjunto B C X tal que B no es un v conjunto.

Como B no es un v conjunto, entonces existe € B\ B lo cual implica que
x ¢ BY de donde se sigue que {z} no es un conjunto cerrado y como B es g-v
conjunto y x ¢ BY, entonces {2} no es un conjunto abierto.

Por lo tanto existe z € X tal que {x} no es un conjunto cerrado ni abierto
de donde aplicando el Teorema se tiene que (X,7) no es un T% lo cual es una
contradiccion.

Por lo tanto

todo g-v conjunto A C X es un v conjunto.

2) implica 1) Supongamos que todo g-v conjunto A C X es un v conjunto y
que (X,7) noesun T}.

Como (X,7) no es un Ty, entonces por el Teorema, existe z € X tal que
{z} no es un conjunto abierto ni cerrado.

Como {z} no es un conjunto abierto Del Lema se sigue que {z} es un
g-v conjunto. De donde por hipotesis {z} es un v conjunto pero como {z} no es
un conjunto cerrado, entonces {z}” = (). De donde se sigue que {z} no es un v
conjunto lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto

(X,7)es Ty.
O

Teorema 5.13. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes

(1) (X,7) esTy.

(2) Todo conjunto 0-g cerrado A C X es un conjunto cerrado.
DEMOSTRACION: 1) implica 2) Sean (X, 1) Tyy A C X un conjunto #- g cerrado.

Como A es un conjunto 6-g cerrado, del Lema A es un conjunto g-cerrado
y como (X,7) es Ty de la Definicion [4.1] se sigue que A es un conjunto cerrado.
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2) implica 1) Sea z € X. Si {z} no es un conjunto cerrado, entonces B = X\ {z}
no es un conjunto abierto y dado que X es el tinico conjunto abierto que contiene a
B se sigue que B es un conjunto - g cerrado lo cual implica que B es un conjunto
cerrado, de donde {x} es un conjunto abierto.

Por lo tanto

(X,7)es Ty.

Del Lema [2.7]y el Teorema [5.1] tenemos los siguientes 2 resultados.

Teorema 5.14. Sea (X,7) un espacio topoldgico de Alexandrof f, entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes.

(1) (X,7) es Ty.

(2) X =MuUm.

Corolario 5.15. Sea (X, 7) un espacio topoldgico de Alexandrof f, entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes.

(1) (X,7) es Ty.

(2) (X,7) es submazimal.

DEMOSTRACION: Es inmediato de los Teoremas y . O

La cl, que aparece en [6] nos permite dar una equivalencia mas a ser un espacio
T:.

2
Como vimos en la Observacion 1, dado (X, 7) un espacio topologicoy A C X,

si A es un conjunto cerrado, entonces
cg(A)=A

de donde se sigue que si O € 7, entonces O° es un conjunto cerrado lo cual implica
que cly(0°) = O°.

Por lo tanto si consideramos la familia

T ={UC X :c,(U°)=U°}

entonces para todo O € 7 se tiene que O € 7*.

Con lo cual tenemos el siguiente resultado.

Lema 5.16. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, entonces

TCT".

Teorema 5.17. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes

(1) (X,7) es Ty.

(2) T=T1".

DEMOSTRACION: 1) implica 2) Sea (X, 7) es T}.

Del Lema [5.16] se tiene que 7 C 7* y de la hipotesis se tiene que todo conjunto
g-cerrado es cerrado de donde se sigue que 7* C 7.

Por lo tanto
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2) implica 1) Sean 7 = 7* y A C X un conjunto g-cerrado.

Como A C X esun conjunto g-cerrado, entonces de la Deﬁnici(’)nclg(A) =A
y de la hipotesis se sigue que cl(A) = A lo cual implica A es un conjunto cerrado.

Por lo tanto

(X,7)es T
t

Teorema 5.18. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes

(1) (X,7) es Ty.
(2) Todo conjunto g-T cerrado A C X es un conjunto cerrado.

DEMOSTRACION: 1) implica 2) Sean (X, 1) Tyy A C X un conjunto g- T cerrado.
Como A es un conjunto g-T- cerrado, del Lema A es un conjunto g-cerrado
y como (X, 7) T% se sigue que A es un conjunto cerrado.

2) implica 1) Seax € X. Si {z} no es un conjunto cerrado, entonces B = X\{z}
no es un conjunto abierto y dado que X es el inico conjunto abierto que contiene
a B se sigue que B es un conjunto g-7T' cerrado. Implica que B es un conjunto
cerrado, de donde {z} es un conjunto abierto.

Por lo tanto

(X,7)es Th.

Teorema 5.19. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Entonces
(1) Si(X,7) es T1, entonces (X,7) es T.
(2) Si (X,7) es Ty, entonces (X,7) es Tp.
DEMOSTRACION: 1) Sean (X,7) es Ty y z € X.

Como (X,7) es Ty y x € X, entonces cl({z}) = {z}.
Por lo tanto

(X,7)es Ty.

2) Como (X, ) es T}, entonces del Teorema {x} es un conjunto abierto o
un conjunto cerrado, entonces

{z} ={z}nX o {a} =cl({z}) N X.
Por lo tanto
(X,7) es Tp.

De los Teoremas [2.9]y [5.19] tenemos el siguiente resultado.
Corolario 5.20. Sea (X,7) es Ty. Entonces (X,7) es Tp.
Pero si (X, 7) es Ty no necesariamente (X, 7) es 71 y si (X, 7) es Tp no nece-

sariamente es (X, 7) es T% como lo muestran los siguientes ejemplos.
Ejemplo 5. Sea
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X ={a,b,c,d} y 7 ={0,{a}, {b},{a,b},{a,b,c},{a,b,d}, X}

Entonces (X, 7) es T% pero no T; dado que {a} no es conjunto cerrado.

Sea

X ={a,b,c} y 7 ={0,{a},{a,b}, X}.

Entonces (X, 7) no es T% ya que {b} no es un conjunto abierto ni cerrado pero
(X,7) es Tp y por lo tanto también es un espacio Tp.

Sin embargo, si (X, 7) es simétrico tenemos que estas afirmaciones son equiva-
lentes como nos lo muestra el siguiente resultado.

Teorema 5.21. Sea (X, 7T) un espacio topoldgico simétrico. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes

(1) (X,7) es T1.

(2) (X,7) es Ty.

(8) (X,7) es Tp.

(4) (X,7) es Tp.
DEMOSTRACION: 1) implica 2) y 2) implica 3) se sigue del Teorema

3) implica 4) Se sigue del Corolario

4) implica 1) Sea x,y € X con z # y.

Como (X, 7) es un espacio topologico Ty y z,y € X con x # y sin perdida
de generalidad podemos suponer que existe O € 7 tal que € O y y ¢ O lo cual
implica que z ¢ cl({y}) y dado que (X, 7) es simétrico, entonces de la Definicion
y & cl({z}) lo cual implica que existe O; € T tal que y € O1 y = ¢ O;.

Por lo tanto

(X,7) es T7.

(]
Los siguientes resultados se siguen de los Teoremas [2.9] 3.7y [5.21]

Corolario 5.22. Sea (X,7) un espacio topoldgico tal que {x} es un conjunto g-
cerrado para todo v € X. Las siguientes afirmaciones son equivalentes

(1) (X,7) es T1.

(2) (X,7) esTy.

(8) (X,7) es Tp.

(4) (X,7) es Tp.
Corolario 5.23. Sea (X,7) un espacio topoldgico tal que U = U{F C U : F =
cl(F)} para todo U € 7. Las siguientes afirmaciones son equivalentes

(1) (X,7) es T1.

(2) (X,7) esTy.

(8) (X,7) es Tp.

(4) (X,7) es Tp.

Corolario 5.24. Sea (X, 7) un espacio topoldgico tal que ker(F) = F para todo
F C X tal que F = cl(F). Las siguientes afirmaciones son equivalentes
(1) (X,7) es T1.
(2) (X,7) es Ty.
(8) (X,7) es Tp.
(4) (X,7) es Tp.

)
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De los teoremas y Corolario se tiene el siguiente resultado.

Teorema 5.25. Sea (X, 7) localmente indiscreto. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes
(1) (X,7) es Ts.
(2) (X,7) es Ty.
(3) (X,7) es Ty.
(4) (X,7) es Tp.
(5) (X,7) es Tp.

DEMOSTRACION: 5) implica 1) Sea xz,y € X con & # y. Como (X,7) es Tp sin
pérdida de generalidad podemos suponer que existe O € Ttalquex € Oy y ¢ Oy
dado que (X, 7) es localmente indiscreto, entonces de la Definicién se sigue que
O =cl(0) de donde X \O =X \cl(0O)y X\O €.
Esclartoquez ¢ X\Oyye X\OyOn(X\0)=0.
Por lo tanto
(X, 7) es Ts.

6. Propiedades de espacios T%

En esta seccién presentamos algunas propiedades que satisfacen los espacios
topologicos T%. Los resultados aqui presentados aparecen en general en [5].

Teorema 6.1. Sea (X,7) Ty yY C X. Entonces (Y,7y) es T}

DEMOSTRACION: Sea z € Y como Y C X, entonces x € X y como (X, 7) es T% del
Teorema [5.1| se tiene que
{z} € T o d({z}) = {=}.
Si {z} € 7, entonces {z} NY € 7y y como {z} = {z} NY, entonces {z} € 7y.
Si c({z}) = {z}, entonces cl({z})NY = {z}NY = {z}.
Por lo tanto
(Y, Ty) €8s T% O

Teorema 6.2. Sean (X,7) y (Y, 71) espacios topolégicos y f : (X,7) = (Y, 71) un
homeomorfismo, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes

(1) (X,7) esTy.

(2) (Y,71) esTs.

DEMOSTRACION: Se sigue del Corolario y de que f es homeomorfismo. O

En los siguientes resultados se considera el Producto Tychonoff con cardinalidad
de I mayor o igual a w.

Teorema 6.3. Sea X = x{X; : i € I} tal que X es T%, entonces X; es T% para
todo i € I.

DEMOSTRACION: Para cada i € I existe un subespacio Y; de X tal que Y; es home-
omorfo a X;. De donde aplicando los Teoremas [3.12] y 2.14] tenemos el resultado
deseado. [
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Sin embargo el producto de espacios T% no necesariamente es un espacio T%
como lo muestra el siguiente ejemplo.
Ejemplo 4. Sean

X = {a’b} yT= {(Z)’ {a},X},
entonces (X, 7) es Ty pero X x X noes Ty ya que el punto (a,b) no es un conjunto
abierto ni cerrado en X x X.
Si X = x{X; :i € I}, para cada z € X existen z; € X; tal que, v = x{xz; :i €

I}.
Lema 6.4. Sea X = x{X; : i € I} un espacio topoldgico, las siguientes afirma-
ciones son equivalentes

(1) X esT,.

(2) X esTh.

DEMOSTRACION: 1) implica 2) Sea z € X. Del parrafo anterior se sigue el conjunto
singular {2} C X no es un conjunto abierto en la topologia del producto Tychonoff
y como(X,7), es Ty se sigue que, {z} es un conjunto cerrado.

Por lo tanto X es T3.

X esTy.

2) implica 1) Es inmediato. O
Teorema 6.5. Sea X = x{X; : i € I} un espacio topoldgico. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes

(1) X es Ty.
(2) X; es Th para todo i € I.
DEMOSTRACION: Se sigue del Teorema [6.3] y Lema [6.4] O

Teorema 6.6. Sea (X, 1) T% y T C u, donde p es otra topologia sobre X, entonces
(X, p) es Ty

DEMOSTRACION: Sea z € X, entonces {2} € 7 0 X \ {2} € 7 de donde se sigue que
{z} e po X \{a} € p.
Por lo tanto
(X p) es Ty

O

Teorema 6.7. Sea (X;,7;) Ty para todo i € I tal que {7; : i € I} es una familia
totalmente ordenada con respecto a la inclusion, entonces (X,N{r; :i € I}) es T%.

DEMOSTRACION: Sea x € X y supongamos que {x} ¢ N{r; : i € I}, entonces
existe j € I tal que {z} ¢ 7; de donde se sigue que X \ {z} € 7;. Afirmamos que
X \{z} € 7, paratodo i € I.

Sea ¢ € I con i # j, entonces 7; C 7 0 7j C T;.

Si7; C 7, entonces X \ {z} € 7;.

Sim, C 1y X\ {2z} ¢ 7, entonces {z} € 7; de donde se sigue que {z} € 7; lo
cual es una contradiccion lo por lo tanto X \ {z} € 7;.

Con lo cual concluimos que
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Corolario 6.8. Sea (X,7) es un espacio topoldgico, entonces existe una topologia
wen X tal que

(1) 7 C p.
(2) (X.p) es Ty
(8) Si (X,v) es un Ty tal que T C v C p, entonces v = pu.

DEMOSTRACION: Sea A = {7; : i € I} la familia de todas las topologias T de X
més finas que 7. Dado que la topologia discreta es T%, entonces A # ().

Sea B = {r; 14 € I*} con I* C I un subconjunto totalmente ordenado con
respecto a la inclusion. Entonces 7« = N{r; : ¢ € I*} es una topologia de X
tal que (X, 7x) es un espacio topologico T% con 7 C 7+ lo cual implica que 7% €
A. Aplicando el Lema de Zorn, A tiene un elemento minimal y que satisface las
condiciones enunciadas. O
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1. Introduccién

La linea de Sorgenfrey es el ejemplo clasico que muestra que la propiedad de
Lindel6f no siempre se preserva en productos finitos. Una pregunta natural es
saber qué propiedades se le pueden adicionar a la propiedad de Lindeldf para que
la combinacién sea finito productiva. Una propiedad con estas caracteristicas es
la propiedad ¥ de Nagami. La combinacién de las propiedades de Lindeldf y de
Nagami genera la nocién de espacio Lindelof 3.

La clase de los espacios Lindelof ¥ es la clase méas pequena de espacios to-
pologicos T5 que contiene a todos los espacios compactos Hausdorff, a todos los
espacios Tychonoff segundo-numerables y que es cerrada bajo iméagenes continuas,
subespacios cerrados y productos finitos. Esta clase de espacios contiene por ejem-
plo a todos los espacios o-compactos y a todos los espacios metrizables separables
(de hecho contiene a todos los espacios cosmicos), y es una clase de espacios suma-
mente importante en topologia general, en anélisis funcional y en teoria descriptiva
de conjuntos.

En el articulo «Remainders of metrizable spaces and a generalization of Lindel6f
Y-spacesy ([1]) Arkhangel’skii demostr6 que para todo espacio metrizable X y toda
compactaciéon Hausdorff bX de X existe un subespacio Lindeldf ¥ K del residuo
bX \ X que tiene la siguiente propiedad: para todo abierto U de bX \ X tal que
K C U el complemento (bX \ X) \ U es Lindel6f ¥. Arkhangel’skii les di6 los
nombres de espacios Charming y espacios con estructura (LY, LY) a todos los
espacios con la anterior propiedad. Para ser mas precisos, un espacio X es un
espacio con estructura (LY, LY) si posee un subespacio Lindelof ¥ para el cual el
complemento de cualquier abierto que lo contiene tiene la propiedad Lindelof X.

63
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La nocion de espacio con estructura (L3, LY) es una generalizacion de la no-
ciéon de espacio Lindel6f X2, sin embargo, son nociones diferentes. Precisamente por
esta razon es natural preguntar cudles de las propiedades de los espacios Lindel6f
Y se preservan en los espacios con estructura (LY, LY). En esta nota presenta-
mos algunas de las propiedades de esta clase de espacios topolégicos que fueron
demostradas en [3]. Por ejemplo, demostramos que la clase de espacios con estruc-
tura (LY, LY) es cerrada bajo uniones numerables, subespacios cerrados, imégenes
continuas, preimagenes perfectas y que tiene propiedades de levantamiento.

Notacion y terminologia. Todos los espacios topoldgicos en esta nota se
suponen espacios Tychonoff no vacios, a menos que se diga explicitamente lo con-
tario. Recuerde que un espacio es Tychonoff si es completamente regular y Tp.

Si X es un espacio topologico, 7(X) denota a su topologia y si A C X, entonces
7(A,X) ={U € 7(X) : A C U}. Para los elementos de X escribimos 7(x, X) en
lugar de 7({z},X). El espacio R es el conjunto de los ntimeros reales con su
topologia usual y N = w = {0, 1, ...} denota al conjunto de los nameros naturales y
NT = w)\ {0}. Ambos conjuntos se piensan con la topologia de subespacio respecto
de R. Por otro lado, como es usual w; denota al primer ordinal (cardinal) no
numerable.

Para cualquier espacio X denotamos por C,(X) al conjunto de todas las fun-
ciones continuas de valores reales definidas en X, dotado de la topologia de subes-
pacio respecto del producto RX. Por otro lado, el peso de X es el ntimero cardinal
w(X) = min{|B| : B es base de X}.

Todas las nociones de Topologia General que no sean definidas en esta nota
pueden encontrarse en [5]. Es valioso comentar que aqui, a diferencia de lo que
ocurre en [5], los espacios normales y los espacios regulares no se suponen espacios
T1, los espacios compactos no se suponen Hausdorff ni los espacios Lindeldf se
suponen espacios T5. Para los hechos sobre los espacios de funciones Cp(X) el
lector puede consultar los libros [I] y [3].

2. Propiedades basicas de los espacios Lindel6f X

Definicion 2.1. Si C es una cubierta de un espacio topoldgico X, entonces una red
respecto de la cubierta C, o una red moédulo €, es una coleccion N de subconjuntos
de X tal que para cada C € C y cada U € 7(C,X) existe N € N de modo que
CCNCU.

En la siguiente definicion la frase «C es una cubierta compactay significa que
C es una cubierta de un espacio que esta formada por subconjuntos compactos.

Definicion 2.2. Un espacio X es llamado Lindeldf X si existen una cubierta com-
pacta C para X y una red numerable modulo C.

Para espacios Tychonoff nuestra definicion de espacio Lindeldf ¥ es equivalente
a la forma usual de definirlos: espacios X en el sentido de Ju Nagami que tienen la
propiedad de Lindeldf (vea [4]). Por consiguiente cualquier espacio Lindeldf X es
un espacio Lindeldf.

Una red de subconjuntos de un espacio X es una coleccion N C P(X) tal que
para cada abierto U de X y cada elemento x € U existe un elemento NV € N con la
propiedad de que z € N C U.

Es facil darse cuenta que cualquier red N de subconjuntos de un espacio topolo-
gico X es una red modulo la cubierta compacta C = {{z} : x € X}. Por esta razon,
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todo espacio con una red numerable de subconjuntos es un espacio Lindelof . Por
ejemplo, cualquier espacio numerable o cualquier espacio segundo-numerable es un
espacio Lindeldf ¥. El peso de red o peso red del espacio X es el nimero cardinal
nw(X) = min{|N] : N es red de subconjuntos de X}.

Todos los espacios o-compactos también son espacios Lindeldf X ya que si
X = UZO:O K, donde cada K, es un subespacio compacto de X, entonces la
coleccion N = {K,, : n € w} es una red numerable modulo la cubierta compacta
C ={K, :n € w}. En particular, cualquier espacio compacto es un espacio Lindel6f
3.

La siguiente propiedad de los espacios Lindel6f ¥ la usaremos un poco mas
adelante.

Proposicion 2.3. Si todos los subespacios compactos de un espacio Lindeldf ¥ X
son conjuntos finitos, entonces el espacio X es numerable.

DEMOSTRACION: Sea € una cubierta compacta para X y N una red numerable
modulo €. Como N C {NF : F € [N]<¥} y la familia {TF : F € [N]<“} es
numerable, podemos suponer que N es cerrada bajo intersecciones finitas. Sea
M ={N € N: N es un conjunto finito}. Para probar que X es numerable, bastara
probar que X = [Jycpe V-

Supongamos por el contrario que X # (Jycy V. Fijemos un elemento xg €
X\ Unen N. Como € es una cubierta de X, podemos fijar Cy € € de modo que
29 € Cy. Sea Ng = {N € N:Cy C N} y {N,, : n € w} una enumeracion de Nj.
Definamos N1 = {()/_, N; : n € w}. Como N es cerrada bajo intersecciones finitas,
N1 € N. Ademas, para cada U € 7(Cp, X) existe N € Nj tal que Co C N C U.

Debido a que zg € Cp, todos los elementos de N7 son conjuntos infinitos. Como
Cp es un conjunto finito, para cada n € w, podemos seleccionar z,, € (i, N;)\ Co
de modo tal que z,, # ,, si n # m. Defina K = {x, : n € w}. SiU € 7(Cy, X)
es arbitrario, entonces existe n € w tal que Cy C m?:o N; CU. Entonces K\ U C
{z0,...,2,}. Por tanto K \ U es un conjunto finito para cada U € 7(Cp, X). Por
consiguiente, Cy U K es un subconjunto compacto infinito de X, lo que es una
contradiccion. |

3. Espacios con estructura (LY, LY)

Definiciéon 3.1 (Arkhangel’skii [1]). Un espacio topoldgico X es un espacio con
estructura (LY, LY) si existe un subespacio Lindeldf ¥ A con la propiedad de que
para cada abierto U € 7(A, X), el complemento X \ U es también un subespacio
Lindelof . Se dice que el subespacio A es un nicleo Lindeldf ¥ o nicleo LY de
X.

Cualquier espacio Lindeléf ¥ es un espacio con estructura (LY, LY) porque
cualquier subespacio compacto de él es un nicleo LY. Asi, la clase de espacios con
estructura (LY, LX) contiene a la clase LY de espacios Lindelof ¥. Sin embargo,
estas dos clases no son iguales como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2. Dado un cardinal k > wy, L es el conjunto D, U{oo} dotado de la
siguiente topologia (D, denota al espacio discreto de cardinalidad k y oo & Dy,):

T=PDr)U{U C D, U{oo}:00€UA|D;\U| <w}.

La pareja (Li,T) es un espacio Lindeldf. En este espacio todos los elementos de
D, son puntos aislados y todos los subconjuntos numerables son cerrados. L, es
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conocido con el nombre de extension Lindeldf uno-puntual del espacio discreto de
cardinalidad k.

Todos los espacios Ly son espacios con estructura (L3, LY) porque A = {oco}
es compacto y cualquier complemento Ly \ U, donde U € 7(c0, L), es numerable;
por lo que todos estos complementos tiene la propiedad Lindeldf 3.

Sin embargo, ningun espacio Ly es un espacio Lindeldf 3. Para ver esto necesi-
tamos probar una interesante propiedad de la extension Lindeléf uno-puntual: Todos
los subconjuntos compactos de Ly, son conjuntos finitos. Efectivamente, supongamos
para generar una contradiccion que existe en L, un subconjunto compacto infinito
K. Fije un conjunto infinito numerable Ky contenido en K. Como Ky \ {oo} es
numerable es cerrado en L. Por consiguiente es un subconjunto compacto del es-
pacio discreto Dy. Lo que implica que es finito, contradiciendo que Ko \ {oo} es
infinito numerable.

Por lo anterior el espacio Ly mo es un espacio Lindelof X porque todos sus
subconjuntos compactos son finitos y no es numerable (vea .

Observacion 3.3. Un espacio topologico X es simple si tiene a lo mds un punto
no aislado. El argumento usado para mostrar que Ly, es un espacio con estructura
(LY, LY) sirve para mostrar que cualquier espacio Lindeldf simple es un espacio
con estructura (LY, LY).

Aunque la clase de espacios con estructura (LY, LY) no es igual a la clase de
los espacios Lindel6f ¥ conserva varias de las buenas propiedades de esta clase de
espacios topologicos.

Proposicion 3.4. La clase de espacios con estructura (LY, LY) es cerrada bajo
imdgenes continuas, subespacios cerrados. Ademds, cualquier espacio con estruc-
tura (LY, LY)) es un espacio Lindeldf.

DEMOSTRACION: Suponga que f: X — Y es una funcién continua y suprayectiva,
donde X es un espacio con estructura (LY, LY). Fije un nicleo Lindelof ¥ K
para X. Siendo la imagen continua de un espacio Lindelof X, f[K] es Lindelof X.
Resulta que es un nucleo LY. para Y. Para verificarlo, suponga que V' es un abierto
arbitrario de Y tal que f[K] C V. Entonces K C f[V]. Como K es un nicleo
LY de X, X\ f<[V] = fC[Y \ V] es un espacio Lindeléf 3. Por consiguiente,
Y \ V tiene la propiedad Lindel6f ¥. Por lo tanto, Y es un espacio con estructura
(LY, LY).

Sean X un espacio con estructura (LY, LY) y F un subconjunto cerrado de X.
Fije un nicleo LY K de X.

Si KNF =10, entonces K C X \ F'y X \ F es un abierto de X. Como K es
nicleo LY. de X, F = X \ (X \ F) es un espacio Lindelof X, por lo cual, F' es un
espacio con estructura (LY, LY).

Si K1 = KNF # (), entonces K es un espacio Lindelof . Ademés, si V es
un abierto de F tal que K; C V, entonces podemos fijar un abiertio W de X de
modo que V = FNW. Entonces K C WU (X \ F). Como K es nticleo LY de X,
(X \W)NF es un espacio Lindelof ¥ de X. F\V = (X \ W) N F. Por lo tanto,
F\ 'V tiene la propiedad Lindeldf . Por todo esto, podemos concluir que F' es un
espacio con estructura (LY, LY).

Suponga ahora que X es un espacio con estructura (LY, LY) y que U una
cubierta abierta cualquiera de X. Fije un nicleo LY. K de X. Como K es Lindelof,
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existe V C U subcoleccion numerable tal que K C |JV. Debido a que K es un
nicleo Lindel6f ¥, X \ [JV es un espacio Lindel6f X, en particular es Lindelof.
Consecuentemente, existe W subcoleccion numerable de U tal que X\ JV C JW.
Entonces VUW es una subcubierta numerable de U para X. Por lo tanto, X es un
espacio Lindeldf. O

Desafortunadamente el producto de espacios con estructura (L3, LY) no con-
serva esta propiedad. Necesitamos el siguiente lema.

Lema 3.5. Todo subespacio Lindelof 2 de L, es numerable.

DEMOSTRACION: Como todos los subconjuntos compactos de L, son finitos, si Y
es un subespacio Lindel6f ¥ de L, entonces todos los subespacios compactos de Y
también son finitos. Por Y es numerable. O

Ejemplo 3.6. Sea k un cardinal > wy. El producto Y = L, X L, no es un espacio
con estructura (LY, LY).

Suponga para generar una contradiccion que st existe un nicleo LY en'Y , di-
gamos K. Sea m : L, X L, — L, la proyeccion de Y al primer factor. Como
la imagen continua de espacios Lindeldf ¥ es un espacio Lindelof &, m[K| es un
subespacio Lindeldf ¥ de L. Por consiguiente es numerable. Fije y € L, \ m1[K]
y defina U =Y \ ({y} X Lx). Claramente, K CU y U es abierto en Y. Note ahora
que el complemento Y \ U de U es el espacio {y} x L el cual es homeomorfo a
L. Por lo tanto, Y \ U no es un espacio Lindeldf ¥, lo que contradice que K es
un nicleo Lindelof X de Y.

Aunque el cuadrado de L, no es un espacio con estructura (LY, LX) (cuando
K > wi), si multiplicamos a L, por un espacio Lindel6f ¥ X, entonces si podemos
garantizar que la estructura (LY, LX) prevalece.

Proposicion 3.7. Para cada k > wy y cada espacio X Lindelof X2, L, X X es un
espacio con estructura (L, LY).

DEMOSTRACION: El subespacio Z = {0} x X de L,; x X es homeomorfo a X y
por ello es Lindelof X. Resulta que Z es un nucleo LY de L, x X. Para verificarlo
considere cualquier abierto W de L, x X tal que Z C W. Como Z es Lindelof,
existe una coleccion numerable de abiertos basicos {U,, x V,, : n € N} de L, x X tal
que Z C UneN(Un x V) C W. Para cada n, U, es un abierto de L, que contiene
a 0o, entonces |L, \ U,| < w para cada n. Por consiguiente, |L, \ [,cn Un| < w.
Sea U = (,,cn Un- Entonces (L. \ U) es un subespacio discreto numerable de L,
de lo cual (L, \ U) x X Lindel6f ¥ porque es la unién numerable de subespacios
homeomorfos a X (el cual es Lindel6f ). Observe ahora que (L,, x X)\ W es un
subespacio cerrado de (L, \ U) x X, de donde (L, x X)\ W es Lindelsf X. O

El resultado anterior sigue siendo valido si sustituimos a L, por cualquier
espacio con estructura (LY, LY) pidiendo que X sea o-compacto. Primero de-
mostraremos el resultado para espacios compactos.

Recuerde que un mapeo perfecto es una funcién continua y suprayectiva f :
X — Y que es una funcién cerrada y para la cual f<[{y}] es un subespacio com-
pacto de X para today €Y.

Lema 3.8. Si f: X — Y es un mapeo perfecto, entonces X es homeomorfo a un
subespacio cerrado K del producto Y x BX. Mads ain, siwy : X XY — Y esla
proyeccion al sequndo factor, entonces ny [K] =Y.
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DEMOSTRACION: Sea ¢ : X — (X la inmersién de X en SX. Identificando a X
con i[X]| podemos suponer que X C X y que i : X — X es la funcion inclusion.

El producto diagonal h = iAf : X — BX X Y es una funcién continua e
inyectiva porque {7, f} separa los puntos de X ya que i es inyectiva. Resulta que
h : X — h[X] es un homeomorfismo y ademas h[X] es un subespacio cerrado de
BX x Y. Efectivamente, para ver que h : X — h[X] es un homeomorfismo basta
ver que h mapea subconjuntos cerrados de X en cerrados de h[X]. Sea entonces
F un cerrado en X. Existe un conjunto cerrado G en X tal que F = GN X, lo
que implica que h[X]\ h[F] = ((BX \ G) x Y) N h[X], de donde h[X]\ h[F] es un
abierto en h[X] y por ello h[F] es cerrado en h[X]. Por lo tanto, h : X — h[X] es
un homeomorfismo.

Sea K = h[X]. Puesto que el mapeo f es suprayectivo, my[K] = Y. Para
concluir demostraremos que K es cerrado en SX x Y. Para ello, sea (z,y) €
(BX xY)\ K un elemento arbitrario. Entonces z € [ [{y}]. Puesto que f< [{y}]
es compacto, se sigue que es cerrado en SX. Debido a que X es un espacio regular,
existen abiertos U y V de SX ajenos entre si talesque z € Uy f [{y}] C V. Puesto
que f es una funcion cerrada, el subconjunto f[X \ V] = f[X \ (X NV)] es cerrado
en Y. Luego Y\ f[X \ V] es un abierto de Y. Como f* [{y}] C V, tenemos que
y & f[X\V]. Por tanto, y € Y\ f[X \V]. Asi, U x [V \ f[X \ V]] es una vecindad
abierta de (z,y) en BX x Y. Verifiquemos que U x [Y \ f[ X \ V]]N K = (. Sea
(a,b) € UX[Y'\ f[X\V]] un elemento arbitrario. Sia € 8X\ X, entonces (a,b) € K.
Sia € X, entonces f(a) € f[UNX) C f[X \ V]. Luego, f(a) #be Y\ fIX\V].
Por lo que (a,b) ¢ K. Por lo tanto, U x [Y \ f[X \ V]]N K = 0. O

Proposicién 3.9.

(1) Si X es un espacio con estructura (LY, LY) y K es un espacio compacto,
entonces X x K es un espacio con estructura (LX, LY).

(2) La preimagen perfecta de un espacio con estructura (LY, LX) tiene la
misma propiedad.

DEMOSTRACION: (1) Considere un niicleo LY K7 de X. Como K es compacto, es
Lindelof X. Entonces K1 x K es un subespacio Lindelof ¥ de X x K. Verifiquemos
que K7 x K es un nucleo LY. para X x K. Sea W un abierto arbitrario de X x K
tal que K1 x K C W. Entonces K1 C mx[W] y mx[W] es un abierto de X, donde
mx ¢ X Xx K — X es la proyeccion al primer factor. Como K; es un niucleo LY
de X, X \ mx[W] es un subespacio Lindelof ¥. Entonces (X \ mx[W]) x K es un
subespacio Lindelof ¥ de X x K. Note ahora que (X x K)\W C [X \mx[W]] x K
y que (X x K)\ W es un subconjunto cerrado. Por lo tanto, (X x K)\ W es un
subespacio Lindelof . Consecuentemente, K; X K es un nucleo LY para X x K.

(2) Sea f: X — Y una mapeo perfecto, donde Y es un espacio con estructura
(LY, LY). Por el lema anterior, X es homeomorfo a un subespacio cerrado K del
producto Y x SX. Por el inciso (1) Y x $X es un espacio con estructura (L3, LY)
y por K es un espacio con estructura (LY, LY). Por lo tanto, X también lo
es. O

Proposicion 3.10. Sea {X,, : n € N} una familia de espacios con estructura
(LY, LY). Entonces la suma topoldgica (ajena) X = @{X, : n € N} es un espacio
con estructura (LY, LY).
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DEMOSTRACION: Como cada X, es un espacio con estructura (LY, LY), podemos
fijar un nacleo LY. Z, de X,,. Defina Z = (J{Z, : n € N}. Entonces Z es un
espacio Lindeldf ¥. Considere ahora un abierto cualquiera U de X que contenga a
Z. Note que Z,, C U, = X,, NU y que U, es un abierto de X,, que contiene a Z,.
Como cada Z,, es un nucleo LY de X, se sigue que X, \ U,, es un subespacio LY
de X,,.

Ahora observe que X \ U = | J{X,, \ U, : n € N}, de donde X \ U tiene la
propiedad Lindelo6f 3. |

Corolario 3.11. La unidn numerable de subespacios con estructura (L3, LX) de
un espacio X es un subespacio con estructura (LY, LY).

DEMOSTRACION: Sea {X,, : n € N} una familia de subespacios de un espacio X.
Suponga que cada subespacio X, es un espacio con estructura (LY, LY). Considere
alafuncion f: @, (X x{n}) = U, cny Xn definida por f(z,n) = z. Esta funcién
es continua y suprayectiva. Por y Unhen Xn s un subespacio con estructura
(LY, LY). |

Corolario 3.12. Cualquier subconjunto F, de un espacio con estructura (LY, LX)
es un espacio con estructura (LY, LY).

Proposicion 3.13. Si X es un espacio con estructura (L3, LY) y Z es un espacio
o-compacto, entonces X X Z es un espacio con estructura (L3, LY).

DEMOSTRACION: Consideremos a 57 la compactacion de Stone-Cech de Z. En-
tonces la proyeccion 7 @ X x 8Z — X al primer factor es una funciéon perfecta.
Por se tiene que X x 8Z un espacio con estructura (LY, LY).

Como Z es o-compacto, podemos escribir a Z en la forma Z = | J{K,, : n € N}
donde cada K,, es un subespacio compacto de Z. Resulta que X x K, es un
subespacio cerrado de X x 87, por consiguiente X x K, es un espacio con estructura
(LY, LY) para cada n.

Para finalizar, dése cuenta que como X x Z = (J,.yX % K, por este
espacio es un espacio con estructura (L3, LY). O

Una importante propiedad de los espacios Lindel6f X es que son espacios esta-
bles. Nuestro proposito ahora es probar que los espacios con estructura (L3, LY)
que tienen un nicleo compacto son espacios estables. Para esto necesitamos un
lema previo y unas definiciones.

Definicién 3.14. Sean X un espacio topologico y Z C X.

(1) Diremos que una coleccion U C 7(Z,X) es una base de Z en X si para
cualquier W € 7(Z, X) existe U € U tal que Z CU CW.
(2) El cardcter de Z en X es el nimero cardinal

X(Z,X)= min{|U|: U C 7(Z,X) es una base de Z en X}.

Lema 3.15. Sean k > w y X un espacio topoldgico con w(X) < k. Si K C X es
compacto, entonces x(K,X) < k.

DEMOSTRACION: Sea B = {U, : a € I} una base para X de cardinalidad < «.
Sea By la familia de todas las uniones finitas de elementos de B que cubren a K.
Es claro que |Bk| < |[B]¥| = |B| < k. Entonces |Bk| < k.
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Veamos que la familia By es una base de K en X. En efecto, sea U € 7(K, X)
un elemento cualquiera. Para cada z € K sea U, un elemento de B tal que x € U, C
U. Defina Vi = |J{U, : © € K}. Entonces Vi C U y existe {z1,x9,...,2,} C K
tal que K C J;—, Uy, C V. Claramente |J!'_, U,, € Bx, lo que muestra que By
es una base de K en X. Por lo tanto, x (K, X) < k. O

Una condensacion es cualquier funcién continua biyectiva f : X — Y. El i-peso
de un espacio topolégico X es el ntimero cardinal

iw(X) = min{w(Z) : existe una condensacion f: X — Z}.

Como idx : (X,7) — (X, 7) es una condensacion, siempre se tiene que iw(X) <
w(X). Cuando X es un espacio compacto, iw(X) = w(X) porque toda con-
densaciéon con dominio compacto es un homeomorfismo (recuerde que estamos
suponiendo que todos los espacios son Tychonoff). De hecho se sabe que iw(X) <
nw(X) para todo espacio Tychonoff X.

Dado un cardinal infinito k, diremos que un espacio topologico X es k-estable
si para cualquier imagen continua Y de X, si iw(Y') < &, entonces nw(Y) < k. Un
espacio X es estable si y solo si X es un espacio k-estable para cualquier cardinal
infinito k.

Es sencillo probar que un espacio Tychonoff X es estable si y solo si iw(Y) =
nw(Y') para cualquier imagen (Tychonoff) de X. En particular, si X es un espacio
estable, entonces iw(X) = nw(X).

Proposicion 3.16. Sea X un espacio con estructura (LX,LY). Si X tiene un
nicleo LY compacto, entonces X es un espacio estable.

DEMOSTRACION: Sea K un ntcleo compacto de X. Sean f : X — Y una funcién
continua suprayectiva y g : ¥ — Z una condensaciéon donde w(Z) < k. Como Y es
imagen continua de X, Y es un espacio con estructura (LY, LY). Mas aunf[K] es
un nicleo LY que es compacto.

Es claro que K* = g(f(K)) C Z es un subconjunto compacto y por el lema
X(K*,Z) < k. Sea U = {U, : a < k} una base de K* en Z. Defina V,, = g~ 1(U,)
y considere la familia V = {V,, : @ < k}, entonces NV = f(K). Si definimos a los
subespacios Y, =Y \ Vo, entonces: Y = J,¢,.(Yo U f(K)). Observe que todo Y,
es un espacio Lindeldf X, y como f(K) es compacto, cada Y, y f(K) tiene i-peso
< k. De esta forma nw(Y) < k y por ello X es x-estable. Como & es arbitrario, se
sigue que X es estable. O

Como ya hemos comentado, si X es un espacio estable, entonces iw(X) =
nw(X). Tenemos entonces el siguiente:

Corolario 3.17. Si X es un espacio con estructura (LY, LX) y con nicleo LY
compacto, entonces iw(X) = nw(X).

En particular, para todo espacio Lindeldf ¥ X se tiene que iw(X) = nw(X).
Corolario 3.18. Para todo cardinal infinito k, L, es un espacio estable.

Sea x un cardinal infinito. Un espacio topologico X es llamado k-monolitico si
nw(A) < k para cada A C X con |A| < k. El espacio X es llamado monolitico si X
es k-monolitico para cualquier k. Arhangel’skii probé que C,(X) es monolitico si
y solo si X es un espacio estable. Como los espacios con estructura (L3, LY) con

niicleo compacto son espacios estables, llegamos al siguiente interesante resultado.
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Corolario 3.19. Si X es un espacio con estructura (LX,LY) que tiene nicleo
compacto, entonces Cp(X) es un espacio monolitico.

Corolario 3.20. Para todo cardinal infinito k, Cp(Ly) es un espacio monolitico.

Si X es compacto y Y un espacio de Hausdorff, entonces cualquier condensacion
f X — Y es un homeomorfismo, por lo que X y Y tienen las mismas propiedades
topolégicas. Pero, ;sucederd lo mismo si X no es compacto? Se intuye que la
respuesta es negativa. Por ejemplo cualquier espacio topolégico X es imagen bajo
una condesacion (la funcién identidad) del espacio discreto (X, P(X)). El espacio
original X y (X, P(X)) pueden no tener las mismas propiedades. Por ejemplo, X
puede ser un espacio compacto infinito y (X, P(X)) al ser un discreto infinito no
es un espacio compacto. Otro ejemplo es el siguiente: la recta real R es imagen
continua bajo la funcién identidad de la linea de Sorgenfrey Rg; sabemos que R es
conexo pero Rg no lo es.

En estos dos ejemplos la topologia del espacio contradominio est4 contenida en
la topologia del espacio dominio, podemos entonces pensar que ni la conexidad de
R ni la compacidad de X «son levantadasy de la topologia «pequenay a la topologia
«grandey.

En general, se dice que una propiedad topolégica P es levantada por conden-
saciones si cada vez que f : X — Y sea un condensacién y Y sea un espacio que
tiene la propiedad P, entonces el espacio X tiene la propiedad P.

Como hemos observado, si el dominio X de una condensacién f es compacto
y el contradominio Y es Hausdorff, entonces cualquier propiedad topolédgica que
posea Y se puede levantar a X (porque f es un homeomorfismo). Resulta entonces
muy natural poner en X una propiedad que sea cercana a la compacidad y pregun-
tarnos cudles propiedades son levantadas por condensaciones con dominio X. Una
propiedad cercana a la compacidad es la propiedad de Lindelof X.

Tkachuk probé en [6l, proposicion 2.1] que si un espacio Lindel6f ¥ X se con-
densa sobre un espacio k-monolitico, entonces X mismo es un espacio xk-monolitico.
En el caso de espacios con estructura (LY, LY) tenemos el siguiente resultado el
cual es una ligera generalizacién del resultado de Tkachuk.

Proposicion 3.21. Sean x un cardinal infinito y X un espacio con estructura
(L, LY) con micleo compacto. Si X se condensa sobre un espacio k-monolitico,
entonces X también es k-monolitico.

DEMOSTRACION:  Sea f : X — Y una condensacién de X sobre un espacio k-
monolitico Y. Sea A C X tal que |[A] < . No es dificil probar que A es un
espacio con estrutura (LY, LX) y con niicleo compacto. Ademas al restringir f a
A, tenemos que A se condensa sobre Z = f[A]. Por la continuidad de f, Z C f[A].
Pero | f[A]] € K y Y es k-monolitico. Entonces nw(Z) < nw(f[A4]) < k.

Aplicando el hecho de que A es estable (vea , podemos concluir que
nw(A) < k. Por lo tanto, X es k-monolitico. O
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1. Introduccién

La completez es una propiedad de los espacios métricos. Un espacio métrico
X es completo si cada sucesiéon de Cauchy en X converge a un punto de X. El
conjunto de numeros reales R dotado de la métrica estandar es un ejemplo clasico
de espacio métrico completo, mientras que el conjunto de niimeros racionales Q y
el intervalo abierto (0,1) dotados de la métrica estandar no son espacios métricos
completos. En vista de que no todo espacio métrico es completo, es necesario hallar
criterios para asegurar esta propiedad. Uno de ellos lo proporciona el Teorema de
intersecciéon de Cantor que establece que un espacio métrico X es completo si y
sblo si para cada sucesiéon decreciente F; O Fp O --- D F,, D ... de subconjuntos
cerrados y no vacios de X, con diam(F;,) — 0, tiene interseccién no vacia.

Por otro lado, la nocién de uniformidad se introdujo con la intencion de em-
plear metodologias de los espacios métricos a espacios topoldgicos en ausencia de
metrizacién. En [1], se prueba que los espacios uniformes y los espacios admisi-
bles forman la misma clase de espacios topolégicos. Este resultado caracteriza a
los espacios completamente regulares como los espacios topolégicos que admiten
una familia de cubiertas abiertas admisibles. Sumado a esto, la familia de cubier-
tas abiertas admisible es una herramienta para estudiar aspectos de uniformidad y
dindmica en espacios completamente regulares.

El objetivo de este escrito es mostrar la generalizacién de completez y la version
del Teorema de intersecciéon de Cantor para espacios admisibles. Los resultados que
se presentan estan basados en [2]. Esta version generalizada es citada en [3] con
un interés especial a su aplicacion a la dindmica topolégica.

2. Preliminares y resultados auxiliares

El conjunto de niimeros naturales es denotard por N. El rango de una funcion
f se denota por ran(f).

73
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Dada una relacién ~ sobre un conjunto, la relacién inversa ~~! se define como
a ~~1bsiysolosib~ a. Una relacion reflexiva y transitiva sobre un conjunto no
vacio es llamada preorden. Al par ordenado (A, <) le diremos conjunto preordenado
si < es un preorden sobre el conjunto A.

Observacion 2.1. Cada una de las siguientes proposiciones son ciertas.

e La relacion inversa de un preorden es un preorden.
e El par ordenado (A, <) es un conjunto preordenado si y sdlo si (A, <71)
es un conjunto preordenado.

Dado un conjunto preordenado (A, <), diremos que un subconjunto K de A:
e no es acotado superiormente si para cada o € A existe f € K tal que
a < fS.
e no es acotado inferiormente si para cada a € A existe 8 € K tal que
b < a.
Una funcién entre conjuntos preordenado ¢ : (M, <) — (A, <) es creciente si
siempre que 1, ua € M son tales que p1 = g, se tiene que p(u1) < @(u2).
Un preorden < para un conjunto A es una
e direccion hacia arriba sobre A si satisface que para cada A, Ao € A, existe
Az € A tal que A} € Az y Ag < As.
e direccion hacia abajo sobre A si satisface que para cada A1, A2 € A, existe
Az € A tal que A3 K A\ ¥y A3 < Ao,

Observacion 2.2. Una preorden < de un conjunto A es una direccion hacia arriba
sobre A si y sdlo si la relacion <~1 es una direccion hacia abajo sobre A.

Un preorden < es una direccion sobre un conjunto A si < es una direccion
hacia arriba sobre A o < es una direcciéon hacia abajo sobre A. Al par ordenado
(A, <) le llamamos conjunto dirigido si < es una direccion sobre el conjunto A.

Una funcion entre conjuntos dirigidos ¢ : (M, <) — (A, <) es cofinal si algunas
de las siguientes condiciones se cumple:

e < es un orden hacia arriba sobre A y ran(p) es un conjunto no acotado
superiormente.

e < es un orden hacia abajo sobre A y ran(y) es un conjunto no acotado
inferiormente.

Una red en un conjunto X es una funcién P definida sobre un conjunto dirigido
(A, <) hacia X. Para denotar a una red P cuyo dominio es el conjunto dirigido
(A, <), usaremos el simbolo (z))xea bajo el entendido que P(\) = x) para cada
A €A
Sea X un conjunto y sea P : (A, <) — X una red. Para una funcion creciente
y cofinal ¢ definida sobre un conjunto dirigido (M, <) hacia (A, <), diremos que
P o es una subred de P. Para p € M, el punto P o ¢(u) lo denotamos como xy,,
y decimos que (2,)uem O (Ty(u))penr es una subred de (zx)rea-
Sean (A, <) un conjunto dirigido y («))xea una red en un espacio topolégico
X. Diremos (x))xea converge a x € X, y escribimos x) — x, siempre que una de
las siguientes condiciones se cumpla:
e < es una direccion hacia arriba y para cada subconjunto abierto U de X
que contenga a x, existe A\g € A tal que x) € U para cada X\ > Ag.
e < es una direccién hacia abajo y para cada subconjunto abierto U de X
que contenga a x, existe A\g € A tal que x) € U para cada X < Ag.
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Diremos que y € X es un punto limite de () ea siempre que una de las siguientes
condiciones se cumpla:
e < es una direccién hacia arriba y, para cada subconjunto abierto U de X
que contenga a y y para cada \g € A, existe A > Ay tal que x) € U.
e < es una direccién hacia abajo y, para cada subconjunto abierto U de X
que contenga a y y para cada \g € A, existe A < \g tal que ) € U.

Teorema 2.3. [4, Theorem 11.5, p. 75] Una red tiene a y como punto limite si y
solo si tiene una subred convergente a y.

Teorema 2.4. [4] Theorem 17.4, p. 118] Un espacio topoldgico X es compacto si
y solo si cada red en X tiene un punto limite.

El siguiente Teorema es consecuencia de Teorema [2.3]y Teorema

Teorema 2.5. Sea X un espacio topoldgico. Entonces X es compacto si y sélo si
cada red en X tiene una subred convergente.

3. Sobre cubiertas de un espacio topolégico

Para cada cubierta U de un espacio topolégico X y para cada subconjunto Y
de X, la estrella de Y con respecto a U es el conjunto

StlY,U] = {U e U: Y NU # 0}

SiY = {z}, escribiremos St[z, U] en lugar de St[{z},U].
Sean X un espacio topologico y U,V cubiertas de X. Escribimos

e U< Vsiparacada U € U existe V €V tal que U C V.

e UK %\7 si para cada U, W € U tales que UNW # (), existe V € V tal que
UuwCV.

o UK 2%\7 si existe una cubierta W de X tal que U < %W vy W %\7.

e UK 2%\7 para cada n € N, empleando recursion, si existe una cubierta W
deXtalqueUé%WyWé%V.

Observacion 3.1. Si U y 'V son cubiertas de un espacio topoldgico tales que U <
%\7, entonces U < V.

Sea n € N. Un subconjunto {Uj,...,U,} de una cubierta U de un espacio
topologico es una n-cadena de U si U; NUj4q # () para cada j € {1,...n,}.

Lema 3.2. Sea X un espacio topoldgico. Entonces, para cubiertas U,V de X y
para cada n € N, la condicion U < 2%\7 implica que para cada (n + 1)-cadena C de
U, existe V€V tal que | JC C V.

DEMOSTRACION: Probaremos por induccién sobre n que se cumple la condicién.
Para n = 1, de la definicion se sigue que U < %\7 si y solo si para cada U;,Us; € U
tales que Uy NUy # 0, existe V € V tal que U; UU, C V.

Supongamos que para cubiertas Q,R de X, la condicién Q < %CR implica
que para cada (n + 1)-cadena D de Q existe R € R tal que [JD C R. Sean W, 8§
cubiertas de X tales que W < 5:+8. Sea {W1,..., W42} una (n+2)-cadena de W.
Hacemos G; = {Wy,...,Wyi11}y Go = {Wa,...,W,12}. Notemos que §1 y G2 son
(n + 1)-cadenas de W. Ahora, por definicion, existe una cubierta ¥ de X tal que
W < 5=F y F < 38. Del hecho que W < 5+, existen F,F, € F tales que
UG € Fi yUG2 C Fy. De donde Fy N Fy # (). Como F < %8, existe S € 8 tal



76 5. COMPLETEZ DE LOS ESPACIOS ADMISIBLES

que FHUF, CS. Asi Wi U---UW,40 € S. Con esto se concluye la demostracion.
O

4. Espacios admisibles

Una familia de cubiertas abiertas O de un espacio topologico X se dice admisible

si satisface las siguientes condiciones:

(A1) Para cualesquiera U,V € O, existe W € O tal que W < 1Uy W < V.

(A2) Para cada z € X, la coleccion {St[z,U] : U € O} es una base local para la
topologia de X en el punto z.

El espacio topologico X se llama admisible si admite una familia de cubiertas
abiertas admisible. A lo largo de este escrito, diremos que el par ordenado (X, O)
es un espacio admisible si X es un espacio topolégico que admite a la familia de
cubiertas abiertas admisible O.

Observacion 4.1. La relacion < es una direccion hacia abajo para cada familia
admisible de cubiertas abiertas de un espacio topoldgico.

Sea (X, d) un espacio métrico. Para cada x € X y para cada ¢ > 0, definimos
Bi(z,e) ={y € X : d(z,y) < e}. Parae > 0, sea U, = {By(z,¢) : x € X}.

Teorema 4.2. Sea (X,d) un espacio métrico. La familia O = {U. : ¢ > 0} de
cubiertas abiertas es admisible de (X, d).
DEMOSTRACION: Mostraremos que £ cumple Afirmamos que si 0 < 0 < §,
entonces Us < %UE.

Sean a,b € X tales que Bgy(a,d6) N Bg(b,6) # (. Entonces existe
z € By(a,0) N By(b,d). Sea p € By(a,d) U By(b,d). Sin perder generalidad, supon-
gamos que p € By(a,d). Entonces d(p, z) < d(p,a) +d(a,2) <6+ < 5+ 5 =¢.
Por lo tanto p € By(z,¢). De lo anterior By(a,d) U Bg(b,d) C By(z,¢). Se concluye
que Us < %UE.

Para ¢, 8 > 0, hacemos § = % para obtener que Us < U, y Us < 3Usp.
Por lo tanto, se cumple en O.

Falta mostrar que O cumple Sean z € X y V un abierto de X tal que
x € V. Como X es un espacio métrico, existe A > 0 tal que By(xz,\) C V. Sean
€= % >0y 2z € St [z,U]. Entonces existe y € X tal que z,& € By(y,e). De
donde d(y,z) < e y d(y,x) < ¢, asi d(z,z) < d(z,y) +d(y,z) <e+e = A Porlo
que z € By(x,\), es decir, z € V.

Por lo tanto O es una familia de cubiertas admisible. O

El objetivo de los siguientes resultados es mostrar que la familia de todas las
cubiertas abiertas finitas de un espacio compacto de Hausdorff es admisible.

Lema 4.3. Si U,V son cubiertas abiertas finitas de un espacio topoldgico X, en-
tonces existe una cubierta abierta finita W de X tal que W <U y W V.

DEMOSTRACION: Para cada x € X, definimos
We=({UelU:zeUln({VeV:zeV}

Sea W = {W, : x € X}. Notemos que W es cubierta abierta finita de X. Para
mostrar que W Uy W<V, sea W, €W, Sean U € Uy V €V tales que z € U
yz€V. Entonces W, CUy W, CV. Porlotanto WUy W< V. O
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En el siguiente resultado, usaremos la equivalencia que establece que, un espacio
topolégico X es normal, si y sélo si, para cada subconjunto abierto U de X y para
cada subconjunto cerrado F' de X contenido en U, existe un subconjunto abierto
Vde X talque FCV CCI(V)CU.

Lema 4.4. Si U es una cubierta abierta finita de un espacio topoldgico normal X,
entonces existe una cubierta abierta finita V de X que cumple que para cada V€V,
existe U € U tal que CI(V) CU.

k
DEMOSTRACION: Supongamos que U = {Uj,...,U}. Definimos Fy = X — |J U;.
j=2
Entonces F; es un subconjunto cerrado de X y Fy C U;. Por la normalidad de
X, existe un subconjunto abierto V; de X tal que F; C V; C Cl(V;) C U;. De
k

r—1
manera recursiva, definimos F,, = X — [(J Vi) U( U Uj)]. Entonces cada F,
i=1 j=r+1
es un subconjunto cerrado de X y F,. C U,. De la normalidad de X se sigue que
existe un subconjunto abierto V,. de X tal que F,. C V,. C Cl(V;.) C U,..
Mostraremos que V = {Vj,...,V;} es una cubierta abierta de X. Sea z € X.
Sea L={j € {l,...,k}:2 €U;}. Dado que U es una cubierta abierta de X, L es
un conjunto no vacio y finito. Definimos J = max L. Entonces x ¢ U, para cada
k
n > J, o equivalentemente z € (| (X —U,). Esto y el hecho que cada V; es
n=J+1
un subconjunto de U, juntos implican que x ¢ V; para cada s > J. Supongamos

J—1 J-1 k
quez € (1 (X —=V,). Entonces zx € (N (X =V,))N( (N (X —U,)), de donde
n=1 n=1 n=J+1
J—1 k
reX—-[(U Va)u( U Un)l, es decir, x € Fy. Por lo que € V;. En el caso
n=1 n=J+1
contrario, existe i < J tal que x € V;. De lo anterior, concluimos que V es una
cubierta abierta de X. O

Teorema 4.5. La familia de todas las cubiertas abiertas finitas de un espacio
compacto de Hausdorff es admisible.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio compacto de Hausdorff y sea 9 la familia de
todas las cubiertas abiertas finitas de X. Entonces X es un espacio normal.

Sean P,R € 9. Usamos Lema para garantizar que existe U € O tal que
U<L<Py U< R Aplicamos Lema [4.4] para encontrar V € O tal que para cada
V eV, existe U € U tal que CI(V) CU.

Sea x € X. Definimos el subconjunto abierto

A, = U{U € U :existe V €V tal que z € CI(V) C U}
de X y el subconjunto cerrado
B, = U{CI(V) :V €Vestal que z ¢ Cl(V)}

de X. Hacemos W, = A, — B, paracada z € X ysea W = {W, : 2 € X}.
Notemos que W € 9. Mostraremos que W < %U.

Sea W, W, € W tales que W,NW,, # (). Sea z € W,NW,,. Elegimos V € V tal
que z € V. De donde z € C1(V). Asi y,x € CI(V). Sea U € U tal que CI(V) C U.
Del hecho que z € C1(V), obtenemos que A, C U. Por lo que W, C U. De manera
similar, tenemos que W, C U. Por lo que W, U W, C U. Por lo tanto W < %u.
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Las condiciones W < %u y U < P implican que W < %fP. De la misma manera

W < 1R. Por lo tanto, O cumple [(A1)
Probaremos que O cumple [(A2)l Sean z € X y Z un subconjunto abierto de

X tal que x € Z. Dado que X es normal, existe un subconjunto abierto 7" de X tal
quex € TCCHT)C Z. SeayY ={Z,X —CI(T)}. Se tiene que Y € O. Ahora, sea
z € St[z,Y]. Entonces existe Y € Y tal que z,z € Y. De esto se sigue que Y = Z y
que z € Z. Concluimos que St[z,Y] C Z.

Por lo tanto O es una familia de cubiertas admisible. O

La familia de cubiertas abiertas admisibles O de un espacio topolégico X per-
mite definir una funcion sobre X x X hacia la familia de subconjuntos de O cuyo
comportamiento se asemeja al de una métrica. Para su construccién, es necesario
proporcionar dos resultados que seran ttiles para las siguientes demostraciones.

Sean (X, 9) un espacio admisible y P(9) el conjunto potencia de 9. Definimos
la relacion < en P(9O) como sigue: € < Fsiy solosiF C €. Del hecho que la relacion
C es una direccion hacia abajo sobre P(9), se sigue que =< es una direccién hacia
arriba sobre P(9). Para todo € € P(O), se tiene que O < ¢ < (). Intuitivamente,
O es cero y () es infinito en este orden parcial.

Para cada € € P(O) y n € N, definimos

n-€¢={Uec O :existe V€ € tal que V < LU}
Proposicion 4.6. Sea (X,9O) un espacio admisible.
) Si &, F € P(O) tales que € X F yn €N, entoncesn - € <n-3F.

) Para cada n € N, se tiene que n- 9O = O,
) SiU,VeO ykeN, entonces V< 5z U si y solo si U € k-{V}.

DEMOSTRACION: Sea U € n - §. Entonces existe V € § tal que V < 5-U. Puesto
que € < F, se tiene que § C €. Porlo que V€ €y V < L U. De donde U € n - €.
Por lo tanto n - € < n - §. Esto termina la prueba de |(4.6]1)]

Probaremos por induccién sobre n que se cumple [(4.6]2)|

Porpara cada U € O, existe V € O tal que V < 3U. Conlo cual 1-9 = ©O.

Supongamos que n - O = . Sea U € O. Entonces U € 1 -, es decir, existe
W e O tal que W < %u. ComoW € O yn-O =9, existe V € O tal que V < ZLW
Asi V< 5:Wy W< LU, es decir, V < g U. De donde U € (n+ 1) - O.

Por lo tanto n - O = O para cada n € N.

Observemos que U € k- {V} si y solo si existe W € {V} tal que W < U, lo
que es equivalente a V < Q%U. Por lo tanto 4.6 se cumple. O

Dada un espacio admisible (X,9), definimos una funcién p : X x X — P(9)
como

plz,y) ={U e O:yeStlz,U] }.
Proposicion 4.7. Sea (X,9O) un espacio admisible Ty. La funcion
p: X xX = PO)
cumple las siguientes condiciones:
.1) Para todo z,y € X, p(z,y) = p(y, x).

(p-1

(p-2) Para todo x,y € X, p(x,y) = O si y sélo si x =y.
.3) Para todo x,y,x1,22,...,2, € X,

o

plx,y) 2n-(p(z,z1) N p(z,x2) NN p(Tn,Y))-
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DEMOSTRACION: Iniciamos mostrando que se cumple. Sean z,y € X y sea
U € p(x,y). Esto significa que y € St[z, U]. Entonces existe U € U tal que z,y € U.
De aqui que z € St[y, U]. Se concluye que U € p(y, z). De lo anterior, p(z,y) es un
subconjunto de p(y,z). De manera similar se prueba que p(y,z) C p(x,y). Por lo
tanto, p(z,y) = p(y, z).

Sea x € X. Del hecho que = € St[z,U] para cada U € O, se tiene que
9O = p(x,z). Para concluir que es cierto, supongamos que z,y € X son
tales que p(x,y) = O. Probaremos que y € Cl({z}). Sea W un subconjunto
abierto de X que contiene a y. Entonces existe U € O tal que St[y, U] C W. Dado
que p(x,y) = O, se sigue que U € p(x,y). Esto implica que z € Stly, U]. Por lo
que W N {z} # 0. Asi, y € C1({z}). Usamos la condiciéon X es T; para inferir que
Yy = x.

Sean x,y,x1,%2,...,&, € X yseaU € n-(p(x,z1) Np(x1,2z2) NN p(Tn,y))-
Elegimos V € p(z,z1) N p(z1,22) N -+ N p(zn,y) tal que V < 55U, Asi, existen
Vi,Va,..., V1 €V tales que x, 21 € Vi, 1,29 € Vo, ..., Zpn,y € V1. De modo
que {V1,Va,...,V,41} es una n-cadena de Vy z,y € Vy UVo U---UV,41. Por
Lema [3.2] existe U € U tal que Vi UVaU--- UV, 41 C U. Por lo que y € St[z, U].
Por lo tanto, U € p(x,y). Esto demuestra |

Sea (X,9) un espacio admisible. Un elemento U de O es una cota de un
subconjunto Y de X si U € p(z,y) para todo z,y € Y. Un subconjunto Y de X es
acotado si existe U € O tal que U es una cota de Y. El diametro de un subconjunto
Y de X es el conjunto D(Y) € P(9O) definido como D(Y) = ({p(z,y) : z,y € Y}.

Lema 4.8. Sean (X,9) un espacio admisible, Y un subconjunto de X y W una
familia de conjuntos abiertos de X tales que Y C|JW. SiY es compacto, entonces
existe U € O que cumple que para cada subconjunto A de X tal que W € D(A) y
ANY #0, existe W € W tal que A C W.

DEMOSTRACION: Procederemos por contradiccién, supondremos que para cada
U € O existe un subconjunto Ay de X tal que U € D(Ay), Ay NY # 0y
Ay N (X — W) # 0 para todo W € W. Dado U € O, elegimos yy € Ay NY.
Por Observacion < es una direccion hacia abajo sobre 9. Asi (yy)ueo es una
red. Por Teorema [2.5] existe un conjunto M, una direcciéon hacia abajo <;; sobre
M y una funcién creciente y cofinal ¢ : (M, <p) — (9,<) tal que (Yp(m))mem
es una subred convergente. Sea y € Y tal que Yy, () — y. Dado que Y C (JW,
existe Wy € W tal que y € Wy. Por [(A2)] existe V € O tal que Stly, V] C Wy.
De [(A1)] existe & € O tal que € < £V. Para cada z € St[y, €], existe E € & tal
que z,y € F, y del hecho que & < %\7, existe V € V tal que E C V, de donde
z,y € V. Por lo que St[y, €] C St[y, V] C Wy. Existe L € M tal que y,) € Sty, €]
para todo | <p; L. Existe j € M tal que j <p L'y ¢(j) < 3&. Mostraremos que
Agy € Wo. Sea x € Ay(;). Entonces ¢(j) € p(,y,(;5)), de donde € € p(x, yy(;))
y € € p(y,Y,(j))- Porlo que V € p(x,y), es decir, x € St[y,V] C Wy. De donde

Ag;y € Wo. Entonces Ay ;) N (X — Wy) =0, lo cual es una contradiccion. O

La cubierta U en el lema anterior llamaremos una cubierta de Lebesgue para
la coleccion W.
Un espacio admisible (X, D) es totalmente acotado con respecto a £ si para

cada U € O existen subconjuntos Xi,...,X, de X tales que X = |J Xy vy
k=1
U € D(Xy) para cada k € {1,...,n}.



80 5. COMPLETEZ DE LOS ESPACIOS ADMISIBLES

Proposicion 4.9. Un espacio admisible (X,9O) es totalmente acotado si y sdlo si

n
para cada U € O existen xq,...,x, € X tales que X = |J St[zg, U].
k=1

DEMOSTRACION: Supongamos que X es totalmente acotado. Entonces para cada
n
U € O existen subconjuntos X7, ..., X, de X tales que X = |J X, y U € D(Xy).
k=1

Para cada j € {1,...,n}, sea 2; € X;. Del hecho que U E_D(Xj), se tiene que
U € p(xj,x), es decir, x € St[x;, U] para cada € X;. Por lo que X; C St[z;, U].
Por lo tanto X = |J St[zg, U]. Esto demuestra la primera parte.

k=1
Para probar que X es totalmente acotado, sea U € O. Por[(Al)] existe V € O
n

tal que V < %u. Sean z1,...,x, € X tales que X = kU1 St[xg,V]. Definimos

X; = St[x;, V] para cada i € {1,...,n}. Notemos que X = |J Xj. Veamos que
k=1

U € D(Xy) para cada k € {1,...,n}. Sean z,y € St[z;,V]. Entonces existen
Vi,V €V tales que z,2; € Vi y y,2; € Va. Asi ViNVa # (). Como V < %u, existe
U € U tal que V3 UVy C U. Por lo que y € St[z, U]. Esto implica que U € p(x, y).
Se concluye que U € D(X;). Por lo tanto X es totalmente acotado. O

5. Espacios admisibles completos

En esta tltima seccion estudiamos el concepto de completez mediante el uso de
la estructura admisible, extendemos algunos teoremas clasicos, y presentamos una
version mas general del Teorema de Intersecciéon de Cantor.

La siguiente definicién se aproxima a la nocién de red convergente al cero O de
P(O) para la familia O de cubiertas abiertas admisibles de un espacio topologico.

Sean (X,9) un espacio admisible y (A, <) un conjunto dirigido con direccién
hacia arriba. Una red (€))xea en P(O) converge a O, y escribimos €y — O, si
para cada U € O existe \g € A tal que U € &, para todo X\ > ).

Proposiciéon 5.1. Sean A un conjunto dotado de una direccion hacia arriba <,
(Ea)aca, (Da)aeca redes en P(O) y k € N. Se cumplen las siguientes condiciones:
(5.111) Si Dy X &y para cada A € A y €y — O, entonces Dy — O.

(5.112) Si €\ — O, entonces k- €5 — O.

DEMOSTRACION: Sea U € O. Existe A\g € A tal que U € &) para todo A\ > Ag.
Como D, < &), U € ®, para todo XA > \g. De lo anterior, ®, — 9. Esto termina
la prueba de @

Para probar sea U € O. Por [[4.6[2)] de la Proposicién Uek-O
para todo k € N. Existe V € O tal que V < 5zU. Por !4.6[3) de la Proposicén
Uek-{V} Asi, k- {V} 2 {U}. Como €&, — O, existe A\g € A tal que V € €,
para todo A > Ag. De modo que €, =< {V} para todo A > \g. Por|(4.6/3)| de la
Proposicion k- &y < k-{V}. Estoimplica que U € k - €, para todo A > ).
Por lo tanto k- €, — O. O

Proposicion 5.2. Sean (X, 9) espacio admisible, A un conjunto con una direccion
hacia arriba <, y (xx)rea una red en X. Entonces xy — x si y solo si p(xy,z) — O.
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DEMOSTRACION:  Mostraremos primero que la condicion (zy)aea converge a x
implica p(xy,z) — O. Sea U € O. Existe Ag € A tal que ) € St[z,U] para todo
A = Ao. De donde U € p(xy,z) para todo A > Ag. Por lo tanto p(xy,z) — O.
Supongamos ahora que p(xy,z) converge a . Entonces para cada U € O,
existe A\g € A tal que U € p(xy,z) para todo A > Ag. De lo anterior z) € St[z, U]
para todo A > \g. Por lo tanto (x))xea converge a x. O

Intuitivamente, los espacios métricos completos son aquellos espacios que no
tiene huecos. Una forma natural para describir estos espacios es via redes de Cauchy.
La siguiente definicién nos ayuda a describir a los espacios admisibles completos
mediante redes D-Cauchy.

Sean (X, 9) un espacio admisible, A un conjunto y < una direcciéon hacia arriba
sobre A. Una red (z))xea en X es O-Cauchy si para cada U € O existe Ag € A tal
que para cada A1, Ay € A tales que Aj, Ay > Ao, se cumple que x, € St[xy,,U].

Lema 5.3. Sea (X,0) un espacio admisible y sea (A, <) un conjunto dirigido con
direccion hacia arribe <. Una red (z))ren en X es D-Cauchy si y sdlo si para cada
U e O existe Ao € A tal que U € p(xx,,xx,) siempre que A1, Ao = Ag.

DEMOSTRACION:  Supongamos que (z))aca es O-Cauchy. Sea U € O. Existe
Ao € A tal que si A1, A2 = Ao, entonces zy, € St[zy,, U]. De donde U € p(zy,,zx,)
siempre que A1, Ao = Ag.

Ahora bien, sea U € O. Existe \p € A tal que U € p(xy,,z),) siempre que
A1, A2 = Ag. Del hecho que U € p(xx,, xx,), se sigue que zx, € St[zy,, U] para todo
A1, A2 = Ag. De lo anterior anterior (x))xea es una red O-Cauchy. O

Proposicion 5.4. Sea (X,9) un espacio admisible. Si (xx)rcp es una red O-
Cauchy tal que < es una direccion hacia arriba sobre el conjunto A y (zx, )kem €S
una subred convergente a x € X, entonces (x)\)rca converge y Ty — .

DEMOSTRACION:  Sea U € O. Por [(A1)] existe V € O tal que V < fU. De
la, Proposicién se tiene que p(zy,,x) — O, es decir, existe Sy € M tal que
B =m Po implica que V € p(wy,,z). Del hecho que (zx)ren es O-Cauchy, existe
Ao € A tal que V € p(zx,,Zx,) CcOn A1, A2 = Ag. Sea k > [y tal que A\ > Ag. Sea
v 2 Ao. Entonces x5, € St[z,V] N St[z,,V], de donde V € p(x,zx,) N p(xr,, T~).
Por de la Proposiciéon U € p(z,z). Asi, z, € Stz, U], es decir, (z+)ea
conerverge a . [

Un espacio admisible (X, ) es completo si toda red D-Cauchy en X converge.

Sea X un conjunto y (A, <) un conjunto dirigido con direccién hacia arriba.
Decimos que una red de subconjuntos (Fy)xea de X es decreciente si para cada
A1, A2 € A tales que A < Ag se tiene que F), C F),.

El siguiente resultado generaliza el Teorema de Interseccién de Cantor.

Teorema 5.5. Un espacio admisible (X,90) es completo si y sélo si para cada red
decreciente (F))xea de subconjuntos cerrados no vacios de X con D(Fy) — O se
tiene que () Fx # 0.

AEA
DEMOSTRACION:  Supongamos que X es completo. Sea (A, <) un conjunto di-
rigido con direccion hacia arriba y sea (F)\)xea una red de subconjuntos cerrados
decreciente de X tal que D(Fy) — O.
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Sea x) € F) para cada A € A y sea U € 9. Veamos que ())xrea es una red O-
Cauchy. Dado que D(Fy) — O, existe Ag tal que si A > A se tiene que U € D(F)).
Para A1, A2 2> Ao, tenemos que Fy, UF), C I, y asi 2),,2», € F),. Del hecho que
U € D(Fy,), se sigue que U € p(zx,,Zx,)-

La completez de (X, D) se sigue que la red O-Cauchy (x))rea en X converge.
Sea z € X tal que (z))xea converge a .

Sea v € A. Sea V un subconjunto abierto de X que contiene a x. Entonces
existe 8 € A tal que x5 € V para cada 6 > (. Elegimos p € A tal que p >
y p = . Se tiene que z, € F, C F, y z, € V. Por lo que VN F, # (. Esto
muestra que = € CI(F). Usando el hecho que F, es un subconjunto cerrado de X

concluimos que x € F,. Por lo tanto z € () Fj.
PYN
Supongamos ahora que cada red (F))aea decreciente de subconjuntos cerrados

de X con D(F\) — O tiene interseccion no vacia. Sea (A, <) un conjunto dirigido
con direccion hacia arriba y (z))xea una red O-Cauchy. Para cada a € A, sean
Go={2x:k >2a}yF, =Cl(G,). Notemos que (F,)aca es una red decreciente
de subconjuntos cerrados no vacios de X.

Veamos que D(F,) — 9. Sea U € O. Existe Ay tal que U € p(zx,,x,)
siempre que A1, Ay = Ag. Por lo que U € D(G,,), asi D(Gy) — O. Por|[(5.1]2)| de
la Proposicion 5.1} 2- D(G,,) — O. Probaremos que D(F,) < 2- D(G,) para cada
o €A

Sean o € A, U € 2- D(G,) y a,b € F,. Elegimos V € D(G,) tal que V < 2 U.
Por existen x,y € G, tales que x € St[a,V] y y € St[b,V]. Por lo que
Ve (p(a,x) N p(b,y) N p(z,y)). Entonces U € 2 - (p(a,z) N p(b,y) N p(z,y)). Por
de la Proposicién U € p(a,b). Esto prueba que 2 - D(G,) € D(F,). Por
lo tanto D(F,) <2 D(G,). Ahora, por|(5.111)| de la Proposicion se concluye
que D(F,) — O.

Dado que (Fu)aca es una red decreciente de subconjuntos de X y

D(F,) — O, se tiene que (| F, # 0. Sea z € X tal que z € [\ F,. Mostraremos
aEN aEA
que Ty — z. Sea U € O. Dado que D(F)) — O, existe Ag tal que si A > Ao,

entonces U € D(Fy). Como zx,x € Fy, U € p(zx,z). Por lo tanto p(zr,z) — O.
Por Proposiciéon toda red ©-Cauchy en X converge. Por lo tanto, X es un
espacio admisible completo. (Il

Corolario 5.6. Sea (X,9O) un espacio de Hausdorff admisible completo. Si (Fx)xea
es una red decreciente de subconjuntos cerrados no vacios de X tales que D(Fy) —
9, entonces la interseccion (| F consta de un sélo punto.

AEA
DEMOSTRACION:  Sean z,y € () F y U € O. Del hecho que D(F)) — O, se
xeA
tiene que U € p(z,y). Esto implica que p(z,y) = O. Por |(p.2)| de la Proposiciéon
x =y. Por lo tanto, la interseccién () F) es un s6lo punto. O
xeA

Proposicion 5.7. Un espacio admisible (X,9O) es totalmente acotado si y sdlo si
para cada red de puntos de X existe una subred O-Cauchy.

DEMOSTRACION: Supongamos que (X, ) es totalmente acotado y sea (z))rca una
red de elementos de X. Probaremos que para cada U € O, existe un subconjunto
Xy de X tal que U e D(Xy) y {A € A:x) € Xy} es cofinal.
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Sea U € 9. Dado que X es totalmente acotado, existen subconjuntos Ay, ..., A,
de X tales que X = (J A; y U € D(A;) para cada j € {1,...,n}. Para cada
i=1

J
j€A{L,...,n}, definimos L; = {\ € A : z) € A;}. Supongamos que cada L; no es
cofinal. Entonces existe 6; € A tal que si v € L;, entonces v < 6;. Existe 8 € A
tal que B > 0; para cada j € {1,...,n}, existe k € {1,...,n} tal que zg € Aj. De
donde B € Ly, es decir § < 0. Lo cual es una contradiccion. Por lo que existe
k € {1,...,n} tal que Ly es cofinal. Hacemos Xy = Aji. Entonces Xy es un
subconjunto de X tal que U € D(Xy) y {\ € A:x) € Xy} es cofinal.

Ahora, sea I' = {(\,U) : U € O,z5 € Xy}. Definimos la relacion (A, U) <
(7,V) siysolosi A <vy Xy C Xy. Tenemos que (I', <) es un conjunto dirigido.
Sea ¢ : T' = A definida por p(A,U) = A. Entonces (z,(x1))xw)er €S una subred
de (zx)rea- Sean V € Oy § € A tal que (8,V) € I'. Sean (n, W), (v,F) €T tales
que (1, W), (v,F) = (B,V). Entonces n,v > f y Xg, Xy C Xvy. Asi z,,2, € Xy.
De donde V € p(z,,z,) para todo 1,7 > . Por lo tanto (z,(x1))(xw)er s una
subred 9-Cauchy.

Ahora, supongamos que cada red de puntos de X tiene una subred O-Cauchy.
Para obtener una contradiccién, supondremos que X no es totalmente acotado.
Por Proposicion existe U € O tal que {St[x,U] : 2 € X} no tiene subcubiertas
finitas de X. Sea F = {F C X : F es finito}. Entonces (F,C) es un conjunto

dirigido. Para cada F € F, sea zp € X — |J St[y,U]. Obtenemos que (xp)per
yEF
es una red de elementos de X. Por lo tanto, existe una funcién creciente y cofinal

@ A — F tal que (z,(x))rea es un subred O-Cauchy de (zr)rer. Entonces existe
Ao € A tal que U € p(2y(y), Ty(s)) Para cada 7,0 > Ag. Existe 6 € A tal que
Fy, U {xFAO} C Fy. Entonces existe m € A tal que Ao <y 0 <m. Asi F), C Fry
Fy C Fr, ademas U € p(Ty(xg), Tp(r))- De donde x,-) € X —U{Stly,U] : y € Fr}.
Esto es una contradiccion. Concluimos que X es totalmente acotado. (]

Teorema 5.8. Un espacio de Hausdorff admisible (X,9) es compacto si y sélo si
(X,90) es completo y totalmente acotado.

DEMOSTRACION: Supongamos que X es compacto. Entonces para cada U € O la
cubierta abierta {Int St[z, U] : U € O} tiene una subcubierta finita. Por Proposicion
X es totalmente acotado.

Si (zx)xea es una red O-Cauchy en X, entonces (z))xea tiene una subred
convergente en X. Por Proposicion (zx)xea converge en X. Se concluye que
X es completo.

Supongamos que X es completo y totalmente acotado. Por Proposicion [5.7]
para cada red de puntos de X existe una subred 9D-Cauchy. Del hecho que X es
completo, cada red D-Cauchy de puntos de X es convergente en X. Por Teorema
2.5 X es compacto. O
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1. Introduccién

En teoria de la dimensién, es conocido que el hiperespacio de subconjuntos
compactos de un espacio cero-dimensional es cero-dimensional con la topologia de
Vietoris. Pero en general, si tenemos un espacio de dimensién positiva, entonces
la dimensién de su hiperespacio de subconjuntos compactos con la topologia de
Vietoris es superior a la del espacio original. Por ejemplo, el hiperespacio de sub-
conjuntos compactos de [0, 1] con la topologia de Vietoris no tiene dimension finita
(ver Teorema . Una pregunta natural que surge de lo anterior es la siguiente :
i Existe una clase de espacios C tal que para cada X € C, X no es cero-dimensional
y la dimensién de X y la dimensién de su hiperespacio de subconjuntos compactos
con la topologia de Vietoris es la misma?

El objetivo de este trabajo es presentar algunos ejemplos de espacios de di-
mensién 1 tales que su hiperespacio de subconjuntos compactos con la topologia de
Vietoris tiene dimensién 1. El trabajo se encuentra dividido de la siguiente man-
era: primero damos algunas notaciones y definiciones que utilizaremos a lo largo
de este trabajo, posteriormente estudiaremos los espacios casi cero-dimensionales y
sus propiedades béasicas, y en la ultima parte daremos los ejemplos principales de
este trabajo.

2. Preliminares

En la presente seccion introducimos la notacion, definiciones y resultados so-
bre teoria de la dimension e hiperespacios que usaremos durante este trabajo. Se
asumird que todos los espacios son separables y metrizables, es decir, todos los
espacios X tienen un subconjunto denso numerable y existe una métrica en X que

LE] autor conté con apoyo de la beca Estancias Posdoctorales por México del CONAHCyT
con el niamero 696239.
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genera la topologia de X. Escribimos X =~ Y para denotar el hecho de que X
es homeomorfo al espacio Y. Por w denotamos al conjunto de ntimeros naturales
incluido el cero, N es el conjunto w \ {0}, Q es el conjunto de nimeros racionales,
P es el conjunto de nameros irracionales, 2¥ es el conjunto de Cantor y R es el
conjunto de numeros reales.

Sea A un subconjunto de un espacio topologico X. Escribiremos intx (A),
clx(A) y bdx (A) para referirnos al interior, a la cerradura, y a la frontera de A en
X, respectivamente.

Un espacio X es cero-dimensional si tiene una base de conjuntos cerrado-
abiertos, y X es un espacio totalmente-disconexo si para cualesquiera dos puntos
x,y € X existe un subconjunto cerrado-abierto U de X tal que x € Uy y ¢ U.
Notemos que si X es cero-dimensional, entonces X es totalmente-disconexo.

Un espacio X es de dimensién 1 si no es cero-dimensional y tiene una base
de vecindades § tal que bdx (U) cero-dimensional, para cualquier U € 5. Si X es
de dimension 1, entonces escribimos dim(X) = 1. En general, podemos definir la
dimension de un espacio X para cualquier n € N (ver [9]), pero en este trabajo solo
usaremos la definicién de dimensién 0 y 1. A continuacién damos algunos ejemplos
de espacios cero-dimensionales.

Proposicion 2.1. Cualquier espacio finito X es cero-dimensional.

DEMOSTRACION:  Supongamos que X = {z1,...,2,}. Dado que X es métrico
podemos encontrar subconjuntos abiertos de X, Uy,...,U, tales que z; € U; y
UNnU; =0sii# jparai,j < n. Notemos que para cualquier i < n se tiene
que X NU; = {z;}. Esto implica que X es discreto. Por lo tanto, {z;} es un
subconjunto cerrado-abierto de X. Sea 8 = {{z} : € X}, entonces /3 es una base
de cerrado-abiertos de X. Por lo tanto, X es cero-dimensional. (I

De la Proposicion anterior se deduce que, si A es un subconjunto finito de un
espacio X, entonces A es cero-dimensional. Antes de dar ejemplos mas interesantes
de espacios cero-dimensionales, presentamos una equivalencia del concepto de cero-
dimensionalidad.

Proposicion 2.2. Un espacio X es cero-dimensional si y solo si tiene una base 8
tal que para cada U € B se tiene que bdx (U) = 0.

DEMOSTRACION: Si X tiene una base 3 de cerrado-abiertos, entonces claramente
bdx (U) = @ para cada U € 3. Por otro lado, si X tiene una base § tal que para
cada U € S, se cumple que bdx(U) = (). Entonces clx(U) Nclx (X \ U) = 0.
Vamos a demostrar que ¢lx (U) C U. Como clx(U)Neclx (X \U) =0, se tiene que
cx(U)NX\U = 0. Esto implica clx(U) C U. Por lo tanto clx (U) C U, es decir,
U es un subconjunto cerrado-abierto de X. O

Proposicién 2.3. El espacio Q es cero-dimensional, con la topologia heredada de
R.

DEMOSTRACION: Por la Proposicion 2.2 vamos a demostrar que Q tiene una base
formada por conjuntos con frontera vacia. Seap € Q y U = (p—¢,p—+e€) un abierto
bésico de p en R, con € > 0. Dado que P es un subconjunto denso en R, podemos
encontrar un r < € tal que la vecindad V:= (p—r,p+r) CUyp—rp+r ¢ Q.
Notemos que V' N Q es una vecindad de p en Q y bdgy(V) = 0. Esto implica que Q
es cero-dimensional. (]
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Utilizando un argumento similar al de la Proposicion [2.3] se puede demostrar
que P es cero-dimensional con la topologia heredada de R. La siguiente Proposicién
es una generalizacion de la Proposicion 2.3

Proposicion 2.4. Cualquier espacio numerable X es cero-dimensional.

DEMOSTRACION:

Sean p € X, € >0, B(p,e) ={xr € X : d(z,p) < e} y A= {d(z,p) : z € X}.
Notemos que A es numerable ya que X lo es. Dado que (0, €) no es numerable, pode-
mos encontrar un namero § € (0,¢)\A. Consideremos el conjunto B(p, §), entonces
B(p,8) C B(p,¢), y por la eleccion del nimero § se tiene que bdx (B(p,d)) = 0. Por
lo tanto, X es cero-dimensional. O

Se deduce de la Proposicion 2.4 que para cualquier n € N los espacios N y Q"
son cero-dimensionales.

Proposicion 2.5. Sean {X,, : n € N} una familia de espacios cero-dimensionales,
entonces X = [[{X,, : n € N} es cero-dimensional.

DEMOSTRACION: Sean = = (2, )neny € X y U un subconjunto abierto basico X tal
que x € U, entonces existen Uy, ..., U, subconjuntos abiertos de Xi,...,X,,, res-
pectivamente, tales que U = [, ., 7 [Ug] (donde 7y, : X — X es la proyeccion).
Para cada k < n, dado que =z € U se tiene que x; € Uy y como X} es un espacio
cero-dimensional, entonces existe un subconjunto cerrado-abierto Vj de Xy, tal que
rp €Vp CUg. SeaV = ﬂkgn 75 [Vi], entonces z € V C U. Méas aun dado que Vj
es un subconjunto cerrado-abierto de Xj para cualquier £ < n, entonces V' es un
subconjunto cerrado-abierto de X. Por lo tanto X es un espacio cero-dimensional.

O

De la Proposicion [2.5]se sigue que Q%, 2¢ y P son espacios cero-dimensionales.
El resultado anterior no es valido en general para espacios de dimension 1, es decir, el
producto numerable de espacios de dimensién 1 no necesariamente es de dimensién
1. Por ejemplo, si consideramos al espacio X = [0, 1], se sabe que la dimension de
X“mnoes 1. Pero si es posible que el producto numerable de cierta clase de espacios
de dimensién 1 tenga dimensién 1. En la siguiente seccién veremos una de esta
clase de espacios. Ahora daremos algunos ejemplos de espacios de dimensién 1.

Proposicion 2.6. dim(R) = 1.

DEMOSTRACION: Consideremos la base 8 = {(a,b) : a,b € Q} de R. Notemos que
para cada U € 3 se tiene que bdg((a,b)) = {a,b}. Dado que cualquier subconjunto
finito de R es cero-dimensional, entonces para cualquier U € /3 se tiene que bdg(U)
es cero-dimensional. Por otro lado, R no es cero-dimensional ya que es un espacio
conexo. Por lo tanto dim(R) = 1. O

De manera analoga a la demostracion de la Proposicion [2.6] tenemos que si U
es un intervalo de R, entonces dim(U) = 1.

Proposicion 2.7. Si X yY son homeomorfos y h: X — Y es un homeomorfismo,
entonces hlbdx (A)] = bdy (h[A]) para cualquier subconjunto A de X.

DEMOSTRACION: Dado que h es un homeomorfismo, para cualquier A C X se
tiene que hl[clx(A)] = cly(h[A]). Como h es homeomorfismo, y en particular h
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es biyectiva; asi para cualesquiera A, B C X se cumple h[A\ B] = h[A] \ h[B] y
h[A N B] = h[A] N h[B]. Por lo tanto, se tiene que

hlbdx (A)] = hlelx (A) N elx (X \ A)] = hlclx (A)] N Alelx (X \ A)] =
cly (h[A]) N ely (h[X \ A]) = cly (h[A]) N ely (h[X] \ h[A]) =
cly (h[A]) N ely (Y \ h[A]) = bdy (h[A)).
O

El siguiente teorema muestra que la propiedad de ser cero-dimensional o de
dimensién 1 es un invariante topologico.

Teorema 2.8. Si X =Y, entonces dim(X) = dim(Y).

DEMOSTRACION: Sea h : X — Y un homeomorfismo y para cada base 8x de X
consideramos la base 8, = {h[U]: U € fx} de Y.

Si X es un espacio cero-dimensional, entonces por la Proposicion [2.2] existe
una base Bx de X tal que para cualquier U € 3 se tiene que bdx(U) = (. Por
otro lado, dado que h es un homeomorfismo y por la Proposicién para cada
hIU] € B, tenemos que hlbdx (U)] = bdy (h[U]), esto implica que bdy (h[U]) = 0.
Por la Proposicion [2.2 concluimos que Y es cero-dimensional.

Ahora supongamos que X es de dimension 1 y Sx es una base de vecindades
tal que para U € Bx tenemos que dim(bdx (U)) = 0. Vamos a demostrar que para
h[U] € By se tiene que dim(bdy(U)) = 0. Por la Proposicion para h[U] € B,
se tiene que h[bdx (U)] = bdy (h[U]). Usando el caso cero-dimensional tenemos que
bdy (h[U]) es cero-dimensional dado que, bdx (U) es cero-dimensional. Como X no
es cero-dimensional, usando nuevamente el caso cero-dimensional, tenemos que Y
no es cero-dimensional. Concluimos que dim(Y) =1 O

Con el Teorema anterior podemos dar una demostracion del siguiente Corolario.

Corolario 2.9. Sea f: R — R continua, entonces Gy = {(z, f(z)) € R? : z € R}
es de dimension 1.

DEMOSTRACION: Sean ¢ : R — Gy, definida por ¢(z) = (z, f(z)), m : R > Ry
7o : R2 — R las proyecciones a la primera y segunda coordenada, respectivamente.
Claramente la funcién ¢ es biyectiva. Ademés, dado que z y f son funciones
continuas, tenemos que x = mop y f = mpop son funciones continuas. Esto implica
que ¢ es una funcién continua. Por otro lado, notemos que 7; [ G¢ es la inversa de
. Por lo tanto ¢ es un homeomorfismo, es decir, R y Gy son homeomorfos. De la
Proposicion y el Teorema concluimos que dim(Gy) = 1. (]

El siguiente lema relaciona la dimensién de un subespacio con respecto al es-
pacio que lo contiene.

Lema 2.10. Sea X un espacio. Si A es un subconjunto de X, entonces dim(A) <
dim(X).

DEMOSTRACION: Si A es un subconjunto de X, entonces para cada B subconjunto
de X, se tiene que

bda(ANB) C bdx(B),

ya que cla(ANB) C cx(B)y ca(A\ B) C clx(X \ B). Ahora probaremos el
resultado. Para el caso en el que X es un espacio cero-dimensional tenemos que si
U es un cerrado-abierto de X, entonces ANU es cerrado-abierto en A, esto implica
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que si B es una base de cerrado-abiertos de X, entonces {ANU : U € 8} es una
base de cerrado-abiertos de A. Esto implica que A es cero-dimensional. Ahora
supongamos que dim(X) = 1 y sea § una base tal que para cualquier U € f,
dim(bdx(U)) = 0. Como {ANU : U € B} es una base para A, se tiene que
bda(ANU) C bdx(U), y dim(bdx(U)) = 0. Asi por el caso cero-dimensional, se
tiene que bda(ANU) =0 o dim(bda(ANTU)) =0, es decir A tiene dimensién 0 o
1. Por lo tanto dim(A) < dim(X). O

Observemos que por el Lema[2.10| tenemos que cualquier subespacio no vacio de
un espacio cero-dimensional es cero-dimensional. Y cualquier subespacio no vacio
de un espacio de dimensién 1 es cero-dimensional o de dimensién 1.

Definicion 2.11. Sean A y B dos subconjuntos de un espacio X. Decimos que A
y B estan separados en X si existen subconjuntos cerrado-abiertos ajenos E y F
de X tales que ACE, BCFyX=FUF.

Utilizando la definicién anterior podemos enunciar la siguiente equivalencia del
concepto espacio cero-dimensional.

Teorema 2.12. Para un espacio X los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) X es cero-dimensional.

(b) Cada p € X y cada subconjunto cerrado C en X con p ¢ C se pueden
separar en X.

(c) Cualesquiera dos subconjuntos cerrados ajenos C' y D de X se pueden
separar en X.

DEMOSTRACION:  La implicacion (¢) = (b) es clara. Ahora vamos a probar la
implicacion (b) = (a). Sean p € X y U un subconjunto abierto de X tal que p € U.
Por hipétesis p y X \ U se pueden separar en X, es decir existen subconjuntos
cerrado-abiertos ajenos F' y F tales que p € E, X\U C Fy X = EUF, esto
implica que p € E C U. Por lo tanto X es cero-dimensional.
(a) = (¢) Sean C' y D dos subconjuntos cerrados y ajenos de X. Como X es
cero-dimensional, para cada x € X existe un subconjunto cerrado-abierto U, tal
quez €U, yU,NC=0oU,ND =(. Ademéas, como X es separable, existe una
base numerable de cerrado-abiertos 3 tal que para cada U € 8 se tiene UNC = ()
oUND = Q. Supongamos que 8 = {U, : n € N} y definimos V; = Uy y
Vi =Un\U;<,—, Uj paran > 2. Por la construccion de los conjuntos {V, : n € N}
se cumplen las siguientes propiedades:

(1) X =U,en Va

(2) V,, NV; =0 para cualesquiera j,n € N.

(3) V, es un subconjunto cerrado-abierto de X para cada n € N.

4) V,NnC=00V,ND =0 para cadan € N.

Sean
E:U{Vn:neNyVnﬂDz(ﬂ}yF:U{Vn:nENyVnﬂD#@}.
Vamos a demostrar que E y F separan a C'y D en X. Notemos que 1 implica

que X = EUF, 2 implica que ENF = (), 3 implica que E y F son subconjuntos
abiertos de X,y 1y 4 implican CC Ey D C F. O

Teorema 2.13. Un espacio X que es union numerable de subespacios cerrados
cero-dimensionales es cero-dimensional.
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DEMOSTRACION:

Supongamos que X = (J, cyy Cn donde C;, es un subconjunto cerrado de X y
dim(Cy,) = 0 para cada n € N. Sean A y B dos subconjuntos cerrados y ajenos de
X. Vamos a demostrar que A y B pueden ser separados en X. Para eso vamos a
construir por recursién subconjuntos abiertos {U, : n € N} y {V,, : n € N} de X
con las siguientes propiedades:

(2) paran > 2, Up_1 C Uy, Vo1 C Vi y edx(Uy,) Nelx (Vi) = 0,
3) AcU,y BCVW.

Dado que ANCy y BN C; son dos subconjuntos cerrados ajenos en Cy y Cq
es cero-dimensional por el Teorema [2.12] existen subconjuntos cerrados-abiertos F,
y Fy de Cy tales que FhL U Fy = Cq, E1 N F} =0 y

Aﬂ01CE1yBﬂ01CF1.

Por otro lado como C; es un subconjunto cerrado en X, se tiene que F; y Fj son
subconjuntos cerrados en X. Por lo tanto FyUA y FyUB son subconjuntos cerrados
y ajenos de X. Por la normalidad de X existen conjuntos abiertos U; y V7 de X
tales que clx (Uy) Nelx (V1) =0y,

AUE1CU1yBUF1CV1.

Como FHUF, =C1, AUE, C Uy y BUF, C Vi, tenemos que C; C Uy UV;. Esto
completa el primer paso. Supongamos que hemos construido los conjuntos U,, y V,,
con las propiedades requeridas. Consideremos los conjuntos A,, = clx (U, )NCpi1y
By, = clx(V,)NCpi1, notemos que A, N B, = 0. Como C, 11 es cero-dimensional y
A, v B, son dos subconjuntos cerrados ajenos de C,, 11 por el Teorema [2.12]existen
subconjuntos cerrado-abiertos F,, 1 y Fj41 de Cy 11 tales que Ep, 1 UF,+1 = Cpy1,
En+1 mF1n+l :V)y

A, N Cn+1 C En+1 y B, N Cn+1 C Fn+1.

Dado que Cj41 es un subconjunto cerrado en X, se tiene que E, 11 y F,11 son
subconjuntos cerrados en X. Por lo tanto E, 1 Uclx(U,) v Fni1 U clx(V;,) son
subconjuntos cerrados ajenos de X. Por la normalidad de X existen conjuntos
abiertos U, 11y Vir1 de X tales que clx(Uyy1) Nelx (Vig1) = 0,

A, U E,i1 C Un+1 y B, U F,i1 C Vn+1.

Como FEpy1UF, 11 =Chy1, AyUE,+1 CUpy1 y BpUF,11 C Viy1, tenemos que
Cnt1 CUny1 UViy1 v ex(Uyp) Celx(Uny1) clx (V) C elx(Vig1). Esto completa
la recursion.

Consideremos los conjuntos abiertos U = |J,,cxyUn ¥ V = U, en Vi, veamos que U
y V separan a Ay B en X. De la condicion 1 se sigue que X = U UV, dado que
X = U,en Cn; la condicién 2 implica que si n,k € Ny m = maz{n, k}, entonces
U,NVy CUn NV, =0, es decir UNV = (; y la condicion 3 implica que A C U y
B C V. Porlotanto, U y V separan a Ay B en X. Por el Teorema concluimos
que X es un espacio cero-dimensional. O

El Teorema [2.13| no es valido si se omite la hipotesis de que los subconjuntos
C), sean cerrados en X. Por ejemplo R = QU P, y dim(Q) = dim(P) = 0, pero
dim(R) = 1.
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Corolario 2.14. Un espacio X que es union numerable de subespacios F, cero-
dimensionales es cero-dimensional.

DEMOSTRACION: Supongamos que X = (J,, oy Frn y que cada F), es un subconjunto
F, y cero-dimensional de X. Como Fj, es un subconjunto F, de X, existe una
familia de cerrados {F}" : m € N} tal que F,, = |J,,cn F))', mas atin, dado que
" C F,, por el Lema se tiene que F)" es cero-dimensional. Se sigue que
X = UmenUnen Fy* s uniéon numerable de subespacios cerrados de dimension
cero. Por el Teorema [2.13] se concluye que X es cero-dimensional. O

Proposicion 2.15. Sea X un espacio y A, B C X no vacios, entonces
dim(AU B) < dim(A) + dim(B) + 1.

DEMOSTRACION:
Dado que A, B C X, del Lema [2.10} se deduce que dim(AUB) < dim(X) < 1.
Esto implica que

dim(AU B) < dim(X) <1< dim(A) + dim(B) + 1.
O

Proposicion 2.16. Un espacio X de dimension uno se puede escribir como union
de dos subespacios cero-dimensionales.

DEMOSTRACION: Sea 8 una base numerable de X tal que para cada U € [ se
tiene que dim(bdx(U)) = 0 o bdx(U) = 0. Sea A = |Jyc5bdx(U), dado que
bdx (U) es un subconjunto cerrado de X, por el Teorema m tenemos que A es
cero-dimensional. Ahora vamos a demostrar que B = X \ A es cero-dimensional.
Observemos que el conjunto {U N B : U € B} es una base para B. Por otro lado,
para cada U € 3, se cumple que bdg(U N B) C bdx(U) C Ay bdg(U N B) C B.
Dado que AN B = (), cada elemento de 3 tiene frontera vacia. Por lo tanto B es
cero dimensional. O

Teorema 2.17. Si X es la union numerable de subespacios F, de dimension 1,
entonces la dimension de X es 1.

DEMOSTRACION: Supongamos que X = UnGN X,, donde cada X,, es un subcon-
junto F, de dimensién 1 de X. Dado que X,, es unién numerable de subcon-
juntos cerrados de X, podemos escribir a X = (J,,cyCn donde C), es un sub-
conjunto cerrado de X y dim(C,) < 1 para todo n € N. Sea K; = C; y sea
K, =C,\ ngn_l Cy para k > 2. Notemos que X = J, ey Kn vy Kn N Ky = 0.
Dado que K; es un subconjunto cerrado en X, K; es un subconjunto F, de X.
Para n > 2 note que K, es interseccion del cerrado C,, y el abierto X \ ﬂkgnfl C
de X; por lo tanto K, es un subconjunto F, de X, pues X \ ﬂkgnq C}, es un sub-
conjunto F, de X. Ademas como K, C C,, por el Lema se tiene dim(K,) < 1
para cualquier n € N. Para cada n € N, usando las Proposiciones y
tenemos que existen subespacios Y, y Z, de K, tales que K,, = Y, U Z,, y
dim(Y,) = dim(Z,) = 0. Sean

Y:UYnyZ:UZn.

neN neN
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Notemos que X = Y U Z. Para terminar vamos a demostrar que dim(Y) =
dim(Z) = 0. Por el Teorema es suficiente ver que cada n € N los conjun-
tos Y, y Z, son subconjuntos F, de Y y Z respectivamente. Para k # n, dado que
Y. C K, se cumple que Y3 N K,, C K, N K,, = 0. Esto implica que ¥;, =Y N K,,.
Como K, es un conjunto F, de X, tenemos que Y,, es un subconjunto F, de Y.
Un argumento similar se usa para demostrar que Z, es un subconjunto F, de Z.
Por el Teorema [2.13]los espacios Y y Z son cero-dimensionales.
Por la Proposicion [2.16] tenemos que

1=dim(X;) < dim(X)=dim(YUZ) <14+dim(Y)+dim(Z) = 1.
Por lo tanto dim(X) = 1. O

A continuacion presentamos los conceptos y resultados de hiperespacios que
usaremos en la secciéon 4. Sea X un espacio, definimos a K(X) C P(X) como
el conjunto de todos los subconjuntos compactos no vacios de X. Paran € Ny
subconjuntos Uy, . .., U, de un espacio X, denotamos por (U1, ..., U,) ala coleccion
{FleXX): F C U U, FOUR # 0,k < n}. Vamos a dotar a K(X) con
la Topologia de Vietoris cuya base canoénica son todos los conjuntos de la forma
(Uy,...,U,) donde Uy, es un subconjunto abierto no vacio de X para cada k < n.

El siguiente resultado expone algunas de las propiedades de los conjuntos
definidos anteriormente.

Proposicion 2.18. Sean X un espacio y U, Uy, ..., U, subconjuntos de X.

(a) SiU es un subconjunto cerrado de X, entonces (U) y (U, X) son subcon-
juntos cerrados de K(X).

() Uty Upn) = (U Up) N (U1, X) N -0 (Un, X)-

(c) {clx(Uy),...,clx(Uy)) es un subconjunto cerrado en K(X).

DEMOSTRACION: (a) Sea U un subconjunto cerrado de X. Entonces X(X)\ (U) =
(X\U, X) y K(X)\(U, X) = (X\U). Como (X\U, X) y (X\U) son subconjuntos
abiertos en K(X), se tiene que (U) y (U, X) son subconjuntos cerrados de K(X).
(b) Se sigue por definicion.

(c) Esta afirmacion se sigue del hecho de que

(elx(Ur),...,cx(Uyp)) = <U cx(Ug)) N{elx (U1), X)N---N{elx (Up), X)
k<n
y de que (U<, clx (Uy)), {clx (U1),X), ..., (clx(Un), X) son subconjuntos cerrados
de X(X). O

Un hecho que no es dificil ver, es que X se puede encajar en X(X) para cualquier
espacio X. Ya que la funcion, f: X — X(X) definida por f(z) = {x} es un encaje.
En efecto, si U = (Uy,...,U,) es una vecindad de f(x) en K(X), entonces tenemos
que = € (<, Uk. Asi V =), , Uk es una vecindad de z en X que cumple que
f(V) C U, es decir f es continua. Ademds f es una funciéon abierta ya que para
cada subconjunto abierto U de X se tiene que f[U] = (U). Por lo tanto f es un
encaje.

Proposicion 2.19. Sea X un espacio, entonces se cumple lo siguiente:

(a) Si A es un subconjunto abierto de X, entonces K(A) es un subconjunto
abierto de K(X).
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(b) Sipe X, entonces C = {F € X(X) : p € F} es un subconjunto cerrado
de X(X)

DEMOSTRACION: (a) Sea F' € K(A), entonces F' C A, como A es métrico, existe
un subconjunto abierto U de X tal que F C U C cx(U) C A. Sea U = (U),
notemos que F' € U C K(A). Es decir X(A) es un subconjunto abierto de K(X).
(b) Para ver que C es cerrado veremos que el complemento de C es abierto. Sea
F € X(X)\ C, entonces p ¢ F. Dado que X es métrico tenemos que existe un
subconjunto abierto U de X tal que F C Uy p ¢ U. Sea U = (U), notemos que
F € U. Dado que p ¢ U se sigue que U C K(X) \ €. Es decir X(X) \ € es un
subconjunto abierto de K(X). Por lo tanto C es cerrado en K(X). O

Dado que en los espacios métricos los subconjuntos cerrados y los subconjuntos
abiertos son F,, se tiene que X(X)\ € y € son subconjuntos F, en X(X). El
siguiente resultado es de utilidad para demostrar la Proposicion [{.1]

Teorema 2.20. Un espacio X es cero-dimensional si y solo si X(X) es un espacio
es cero-dimensional.

DEMOSTRACION:  Supongamos que X(X) es un espacio cero-dimensional. Dado
que hay una copia homeomorfa de X en X(X) y del hecho de que la propiedad de
ser un espacio cero-dimensional es hereditaria, se tiene que X es cero-dimensional.
Si X es un espacio cero-dimensional, entonces existe una base 3 de cerrado-abiertos
de X. Sea

B={(U,...,Un) :neNyU,...,U, € )}

Dado que los elementos de 8 son subconjuntos cerrado-abiertos de X y por la
Proposicién cada U € B es un subconjunto cerrado-abierto de X(X). Vamos
a demostrar que B es base para K(X).

Sean F € X(X)y U= (Uy,...,U,) un subconjunto abierto de X(X) tal que
F € U. Para cualquier z € F hay un abierto V,, € 8 tal que z € V,, € ({Ux :
x € Ur}. Entonces {V, : x € F} es una cubierta abierta de F en X. Como F es
un subconjunto compacto de X, existen x1,...,x, € F tales que F' C ngn V-
Para cada k < m, sea y; € F'NUy. Notemos que F' € (Vy,,..., Vo Vi, .o, Vi, ).
Veamos que V := (Vy,,...,V, . Vy,,..., V) CU Sea H € V, dada la eleccion
de los Vy, y los Vy,, tenemos que H C U, Var UUkem Vor € Uggp Uk Dado
k < m se tiene que 0 # HNV,, C HNU,. Asi V C U, y ademas V € B. Por
lo tanto, la coleccién B es una base para X(X). Entonces X(X) es un espacio
cero-dimensional. (]

Del resultado anterior tenemos que X(Q), X(2*) y X(P) son espacios cero-
dimensionales. Recordemos que un espacio X es un continuo si X es compacto y
conexo. La demostracion del siguiente Teorema lo pueden consultar en [2].

Teorema 2.21 ([2| Teorema 14.12 ]). Si X es un continuo con mds de un punto,
entonces [0,1]“ se encaja en K(X).

Proposiciéon 2.22. Sea X un espacio compacto de dimension 1, entonces la di-
mension de X(X) es infinita.

DEMOSTRACION: Como X es compacto y de dimensiéon 1, entonces existe una
componente conexa C' de X con mas de un punto. Por el Teorema[2.21] K(C) tiene
una copia de [0,1]“. Esto implica que X(X) tiene una copia de [0, 1]*. O
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Observe que la Proposicién dice que si X es cualquier espacio tal que
dim(X) = 1 y existe un subconjunto compacto A de X con dim(A) = 1, entonces
la dimension de X(X) es infinita. Esto nos dice que si X no es compacto y to-
dos sus subconjuntos compactos tienen dimension 0, K(X) puede tener dimension
finita. En la siguiente seccién estudiamos una clase de espacios que cumplen esta
propiedad.

3. Espacios casi cero-dimensionales

En esta seccién vamos a estudiar la clase de los espacios casi cero-dimensiénales.
El concepto de espacio casi cero-dimensional fue introducido por L. G. Overstee-
gen en 1994 para dar méas ejemplos de espacios totalmente disconexos y no cero-
dimensionales. La definicion de espacio casi cero-dimensional que usaremos aqui es
una equivalencia dada por Dijstra, van Mill y Steprans en [I].

Definicién 3.1. Un espacio (X, T) es casi cero-dimensional si hay un conjunto
Z que contiene a X y una topologia W en Z tal que (Z, W) es un espacio de cero-
dimensional, ONX es un subconjunto abierto en X para cada O € W, y cada punto
de X tiene una base de vecindades en X que consta de conjuntos que somn cerrados
en (Z,'W).

La topologia W de la Definicién diremos que es testigo de la casi cero-
dimensionalidad de X. De la Definicion [3.1]lo siguiente es inmediato.

Observacion 3.2. Si el espacio X es casi cero-dimensional, existe un conjunto Z
que contiene a X y una topologia W en Z tal que (Z,' W) cumple las condiciones de la
Definicion . No es dificil ver que (X, W) cumple las condiciones de la Definicion
Por otro lado, si existe una topologia W en X que cumple las condiciones de
la Definicion[3.1], entonces X es casi cero-dimensional. En conclusion, un espacio
X es casi-cero dimensional si y solo si X tiene una topologia mds gruesa W tal que
(X, W) es cero-dimensional y cada © € X tiene una base de vecindades que son
cerradas en (X, W).

De la observaci 6n anterior se sigue que todo espacio cero-dimensional es casi
cero-dimensional. Por lo tanto 2¢, P, Q, Q¥ y P“ son ejemplos de espacios casi
cero-dimensionales. Antes de dar ejemplos de espacios casi cero-dimensionales no
cero-dimensionales recordemos el siguiente espacio:

% = (Ty)new € RY : Zwi < 00

new

Donde la topologia de ¢2 es generada por la norma ||z|| = (300, 22)Y/2 donde
z € (2.

El espacio de Erdos esta definido como
¢ ={(zn)new € ?:Ynewxz, € Q},
y el espacio de Erdés completo como
€. = {(zn)new € :Vn € w,x, € {0} U{l/n:n € N}}.

Estos dos espacios fueron introducidos por Erdds en 1940 en [3] como ejemplos de
espacios totalmente disconexos y no cero-dimensionales.
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Notemos que €. es un subespacio cerrado de ¢2. En efecto, para cualquier
z € 02\ &, existe n € w tal que z, ¢ {0} U{1/n:n € N}. Asi hay un subconjunto
abierto U de R tal que z, € Uy UN ({0} U{l/n : n € N}) = 0. Entonces
W = {x € £? : 2, € U} es un subconjunto abierto de ¢% tal que z € W C 2\ &..
Por lo tanto &, es un subconjunto cerrado de ¢2, es decir &, es completo. Esta es
una propiedad que distingue a €. de €. A continuacion vamos a demostrar que
tanto €. y € son espacios casi cero-dimensionales. Vamos a probar que la topologia
de QY es testigo de € y que la topologia de ({0} U {1/n : n € N})¥ es testigo de
€.. Para eso demostraremos los siguientes lemas.

Lema 3.3. Si U es un subconjunto abierto de Q“, entonces UNE es un subconjunto
abierto de €.

DEMOSTRACION: Sea U un subconjunto abierto de Q“, sin pérdida de generalidad
podemos suponer que U = (1, cp 75 [Uyn] donde F' es un subconjunto finito de N
y para cada n € F, U, es un subconjunto abierto de Q. Sea x € U N &, entonces
xn € Up. Por lo tanto para n € F existe €, > 0 tal que (z, — €,, T + €,) C U,.
Sean € = min{e, :n € F} yV = {y € € : ||z — y|]| < €}, entonces V es un
subconjunto abierto de € tal que x € V, ademas dado que paracaday € Vyn e F
se tiene que
lzn —ynl < llz -yl <e<en

Esto implica que V' C U N €. Por lo tanto U N & es un subconjunto abierto de €.
O

De manera analoga al lema anterior se tiene que Si U es un subconjunto abierto
de ({0} U{1/n:n € N})¥, entonces U N &, es un subconjunto abierto de &..

Lema 3.4. Para t > 0, el conjunto {z € ¢ : ||z|| < t} de £ es un subconjunto
cerrado de R¥.

DEMOSTRACION: Vamos a demostrar que R\ {x € ¢2 : ||z|| < t} es un subconjunto
abierto de R¥. Sea t > 0 y supongamos que x € R¥ es tal que ||z|| > ¢t. Entonces
podemos encontrar un m € N tal que } ;. |z;| > t?. Dado que la suma es una
funcién continua en el vector (zo,...,Z,) podemos encontrar un § > 0 tal que
D i<m 1Yl > t2 siempre que |x; —y;| < § para 0 < i < m. Consideremos la vecindad

abierta basica U de x con respecto a la topologia del producto en R“ dada por

U={yeRY:|z; —y;| < I para 0 <i<m}.
Notemos que ||y|| > t para todo y € U. O

Ahora veamos que € es casi cero-dimensional. Por el Lema 3] U N & es un
subconjunto abierto en € para cada U subconjunto abierto de Q“. Del Lema
se tiene que para todo e > 0y = € € el conjunto {y € € : ||z — y|| < €} es una
vecindad cerrada de x en & que también es un subconjunto cerrado en Q“. Esto
significa que cada punto en € tiene vecindades que son conjuntos cerradas en Q<.
Con argumentos similares se demuestra que €. es casi cero-dimensional.

Lo anterior nos dice que los espacios € y €. son espacios casi cero-dimensionales
y que Q¥ es testigo de la casi cero-dimensionalidad de € y el espacio ({0}U{1/n : n €
N})“ es testigo de la casi cero-dimensionalidad de &.. Para terminar demostramos
que dim(€) = 1. Recordemos que un subconjunto A de 2 se llama acotado si esta
acotado en norma, es decir, si hay un M € N tal que ||a|| < M para todo a € A. Si



96 6. DIMENSION DEL HIPERESPACIO DE SUBCONJUNTOS COMPACTOS

A no esta acotado, lo llamamos no acotado. Dados dos subconjuntos de un espacio
X con métrica d, definimos dis(A, B) como el conjunto:

inf{d(a,b) :a € Ay be B}.
Teorema 3.5. dim(€) = 1.

DEMOSTRACION: Primero vamos a demostrar que € es homogéneo es decir, que
para cualesquiera z’,y’ € € existe un homeomorfismo h : € — € tal que h(z') = ¢/'.
Sea h : € — € definida por h(z) =  + (y' — 2’), donde la suma y resta se hace en
cada coordenada. Por la desigualad del tridngulo tenemos que h(z) € € es decir h
esta bien definida, no es dificil ver que h es un homeomorfismo.

Ahora veremos que para cualquier vecindad abierta y acotada U del vector o :=
(0,0,0,...) en &, bde(U) # 0. Sea Li = {(2n)nen € £? : x,, = 0 para todo n > 2},
notemos que o € U N L;. Dado que U N Ly es un subconjunto abierto y acotado de
L, existe un a; € Q tal que ¢; = (a1,0,0,...) satisface lo siguiente:

q1 € UNL; y dZS(ql,Ll\U) < 1.

Ahora consideremos Ly = {(2,)nen € 2 : 21 = a1,2, = 0 para todon > 3},
tenemos que q; € U N Ly. Dado que U N Ly es un subconjunto abierto y acotado
de Lo existe un ag € Q tal que g2 = (a1, 0a2,0,0,...) y satisface lo siguiente:

g €UNLs ydis(qQ,LQ\U) < 1/2

Continuando con este proceso, encontramos una sucesion (¢, )nen tal que

(1) g = (a1,a2,...,a,,0,0,0...) € UNQ¥ para cualquier n € N,

(2) dis(gn,€\U) < 1/n.
Afirmamos que q¢ = (ay,)nen € bde(U). Primero veamos que ¢ € ¢2. Dado que g,, €
U, entonces ||¢, || < diam(U) para cualquier n € N. Esto implica que para cualquier
n €N, Bjcnaj < dim(U)?, por lo tanto ||g es finito, es decir ¢ € £*. Asi g € €. Por
otro lado, notemos que para cualquier n € N se cumple que ||¢ — g,|| = Zj>n+1a§;
por tanto ¢, — ¢. Dado que g, € U, se tiene que ¢ € cleg(U). Ademés como
dis(qn, €\ U) < 1/n, g, — ¢, el hecho de que la funciéon dis es continua, tenemos
que dis(q, X \ U) = 0. Por otro lado dado que U es un subconjunto abierto de €&,
se sigue que ¢ € ¢\ U. Esto implica que g € bde(U). Esta propiedad nos dice que
€ no es cero-dimensional.

Para terminar, veamos que cada xz € € tiene una base de vecindades § tal
que cada U € g, dim(bde(U)) = 0. Por la homogeneidad de €, es suficiente
encontrar una base 8 del vector o tal que cada U € 3 se tiene que dim(bde(U)) = 0.
Consideremos a f = {{z € € : ||z|| < 1/n} : n € N}, notemos que para cada
Ue€p,bde(U) ={x € €:|z|| =1/n}. Para demostrar que dim(bde(U)) = 0,
consideremos la siguiente funcioén:

fibde(U) — HneN[—l/n7 1/n],

definida como se sigue: f((2n)nen) = (% )nen. Claramente la funcién es inyectiva.
Por el Lema 2.1 de [9] y el hecho de la convergencia en [[, .y[—1/n,1/n] es coor-
denada a coordenada tenemos que f es una funcién continua y cerrada, es decir f
es un encaje. Por otro lado notemos que f(bde(U)) es un subconjunto de Q“, por
lo tanto f(bde(U)) es cero-dimensional. Esto implica que dim(bde(U)) = 0. Por lo
tanto dim(€) = 1. O
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Para ver que el espacio €. es de dimensién 1, definiremos la dimensién local
para espacios cero-dimensionales.

Definicién 3.6. Un espacio X es cero-dimensional en el punto p € X si existe
una base local del punto p tal que cada elemento de la base es cerrado-abierto. Si
X es cero-dimensional en el punto p € X escribimos dim,(X) = 0.

Notemos que si dim(X) < 1 y la dimensién en algin punto de z € X no es
cero, entonces dim(X) = 1.

Corolario 3.7. dim(€&.) = 1.

DEMOSTRACION: Notemos que €. C €, por el Lema [2.10] dim(€.) < dim(€) =
1. Usando un argumento similar como en la primera parte del teorema anterior
podemos ver, que para cualquier vecindad abierta y acotada U del vector o en €&,
bde,(U) # 0 para mas detalles ver [3]. Por lo tanto la dimension de €. en o no es
cero. Por lo tanto dim(€.) > 0. Y como €. C €, concluimos que dim(€&.) = 1.

O

Los resultados anteriores se le atribuyen a Erdos que en [3] demostré que tanto
€ como €, son 1-dimensionales. Este resultado hace que estos espacios sean ejem-
plos importantes en teoria de la dimensién.

A continuacién veremos algunas propiedades basicas de los espacios casi cero-
dimensionales.

Proposicion 3.8. (a) Todos los espacios cero-dimensionales son casi cero-
dimensionales.
(b) Cualquier subconjunto de un espacio casi cero-dimensional es casi cero-
dimensional.
(¢) El producto numerable de espacios casi cero-dimensionales es casi cero-
dimensional.

(d) Todos los espacios casi cero-dimensionales son totalmente disconezos.

DEMOSTRACION: (a) Sea (X, W) un espacio casi cero-dimensional. Por la obser-
vacion es claro que W es testigo de la casi cero-dimensionalidad de X. Por lo
tanto X es un espacio casi cero-dimensional.

(b) Sea X un espacio casi cero-dimensional y A un subconjunto de X. Por la ob-
servacion [3.2] existe una topologia W que es testigo de la casi cero-dimension de X.
Sea W[ A={UnNA:U € W}, notemos que W | A es una topologia testigo de la
casi cero-dimensiéon de A. Por lo tanto A es un espacio casi cero-dimensional.

(c) Sea {X,, : n € N} una familia de espacios casi cero-dimensional y X = [[{X,, :
n € N}. Por la observacion para cada n € N existe una topologia 'W,, que
es testigo de la casi cero-dimensionalidad de X,,. Sea W la topologia producto de
[T{(X,, W,,) : n € N}. Afirmamos que W es una topologia testigo de la casi cero-
dimensionalidad de X. Es claro que (X, W) es un espacio cero-dimensional. Sean
(n)neny € X y U un subconjunto abierto bésico X tal que x € U, entonces ex-
isten Uy, ..., U,, subconjuntos abiertos de Xi, ..., X,,, respectivamente, tales que
U = Ng<m ™% [Us] (donde m : X — Xy es la proyeccién). Tomemos z € U. Dada
k < m tenemos que zj, € Uy, y como Wy, es testigo de la casi cero-dimensionalidad
de X}, existe una vecindad Vj, de x; en X que es cerrada en Wy, y tal que Vi, C Uy.
Sea V' = (.c,, ™ [Vk], entonces x € V. C U. Més aun dado que Vj es un sub-
conjunto cerrado de (X, Wy) para cualquier k < m, entonces V' es un subconjunto
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cerrado de (X,W). Como Vi,...,V,, son vecindades de x1,...,x,,, respectiva-
mente, entonces V es una vecindad de x en X. Por lo tanto X es un espacio casi
cero-dimensional.

(d) Sea X un espacio casi cero-dimensional. Por la Observacion existe una
topologia W que es testigo de la casi cero-dimensionalidad de X. Sean z,y € X
con x # y, como (X, W) es un espacio casi cero-dimensional existe un subconjunto
cerrado-abierto U de (X, W) tal que z € U y y ¢ U. Como W es una topologia mas
gruesa que la topologia de X tenemos que U es un cerrado-abierto en la topologia
de X. Por lo tanto X es totalmente disconexo. (]

Notemos que, si X es un espacio casi cero-dimensional y W es una topologia
testigo de X, entonces la funcién id : X — (X, W) es continua. Méas ain si A es
un subconjunto compacto de X, entonces id | A es un homeomorfismo. Como A es
cero-dimensional en (X, W), enotonces A es cero-dimensional en X. Por lo anterior
y el punto (d) de la Proposicion tenemos que si X es un espacio localmente
compacto y casi cero-dimensional, entonces X es cero-dimensional. Por lo tanto un
espacio casi cero-dimensional que no sea cero-dimensional no es localmente com-
pacto. De esto se sigue que si X es un espacio casi cero-dimensional, entonces
todos sus subconjuntos compactos son cero-dimensionales. En la siguiente seccién
veremos que si X es un espacio casi cero-dimensional de dimensién 1, entonces se
cumple que dim(X) = dim(X(X)) = 1.

Para terminar esta secciéon damos una caracterizaciéon de los espacios casi cero-
dimensionales con la nocién de C-conjunto. Recordemos que un subconjunto A
de un espacio X es un C-conjunto si existe una familia A de cerrado-abiertos de
X tal que (A = A. En este caso, como estamos suponiendo que todos nuestros
espacios son métricos separables, podemos suponer que la familia A es numerable.

Teorema 3.9. Un espacio X es casi cero-dimensional si y solo si X tiene una base
de C-conjuntos.

DEMOSTRACION: Supongamos que X es un espacio casi cero-dimensional, y sean W
una topologia testigo de la casi cero-dimensionalidad de X y S una base de vecin-
dades tales que para cualquier B € 8, B es un subconjunto cerrado de (X, W).
Como (X, W) es cero-dimensional, entonces cada B € S es un C-conjunto en
(X, W). Ademéas dado que la funcion identidad id : X — (X, W) es continua,
entonces cada B € 8 es un C-conjunto de X.

Supongamos ahora que X tiene una base 8 de C-conjuntos. Para cada B € 3
existe una familia numerable ¥z de subconjuntos es cerrado-abiertos en X tal que
B =Fg. Sea

C={C,X\C:C€Fp Bep.

Consideremos la topologia We que tiene como subbase a €. Notemos que (X, We)
es cero-dimensional, pues cada U € € es cerrado-abierto en (X, We). Por otro lado
como € es numerable, entonces (X, We) es segundo numerable, esto implica que
(X, We) es regular. Por lo tanto (X, We) es metrizable y separable. Para terminar
veamos que (X, We) es testigo de la casi cero-dimensionalidad de X. Notemos que
cada B € [ es un subconjunto cerrado de (X, We). Esto implica que cada = € X
tiene una base de vecindades cerradas en (X, We), es decir (X, We) es testigo de
la casi cero-dimensionalidad de X. O



4. HIPERESPACIOS DE DIMENSION 1 99

4. Hiperespacios de dimensiéon 1

En esta seccién daremos los ejemplos principales del trabajo. La siguiente
Proposicion muestra que el hiperespacio de subconjuntos compactos de un espacio
casi cero-dimensional es casi cero-dimensional.

Proposicion 4.1. [10] Proposition 2.2]
Para un espacio topologico X los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) X es un espacio casi cero-dimensional.
(b) X(X) es un espacio casi cero-dimensional.
(c) Si ACXK(X), entonces A es un espacio casi cero-dimensional.

DEMOSTRACION:

La implicacion (b) = (c) se sigue de la Proposicion [3.8] y (¢) = (a) del hecho
de que X tiene una copia homeomorfa en X(X).
(a) = (b) Vamos a demostrar que X(X) cumple las condiciones de la definicién
de espacio casi cero-dimensional. Sea W una topologia testigo de la casi cero-
dimensionalidad de X. Consideremos el espacio Y = (X,W). Dado que W es
una topologia mas gruesa que la topologia de X, entonces K(X) C K(Y). Sea
(Z, Wy) el espacio K(X) con la topologia que heredada del espacio K(Y). Como
(V1,...,Va)NZ es un subconjunto abierto de X(X), donde V1, ..., V,, son elementos
de W, entonces tenemos que la topologia Wy de Z es mas gruesa que la topologia de
K(X). Mas aun, por la Proposicion (Z,Wq) es cero-dimensional. Ahora de-
mostraremos que cada elemento en K(X) tiene una base de vecindades que consiste
de subconjuntos que son cerrados en (Z, Wy). Sean F' € X(X) y U = (U3,...,U,)
un subconjunto abierto de X(X) tal que F € U. Para cualquier x € F hay una
vecindad V, de x en X tal que z € V,, C (\{Uy : « € Ui} y Vi es un subconjunto cer-
rado en Y. Entonces {intx (V) : * € F'} es una cubierta abierta de F' en X. Como
F' es un subconjunto compacto X, existen z1,...,xz,, € F tales que F' C ngm V-
Para cada k < n, sea yy € F'NUy. Notemos que F € (Vy,,..., Vo Vi, .., Vi)
Veamos que Vy = (Vay,.o o, Vaos Vs oo, Vi ) NK(X) C U. Sea H € Vy. Sea
H € Vy, dada la eleccién de los Vi, y los Vi, tenemos que H C Upc, Vo, U
Usk<m Vor € Upcm Ur. Dado k < m se tiene que § # H NV, C HNUy. Asi,

Vo C U, més atn, (Vy,,..., Ve, Vy,,..., V) es un subconjunto cerrado de K(Y)
por la Proposicion Por lo tanto (Vuy,..., Ve s Vius- -, Vi) N Z es un sub-

conjunto cerrado de Z. Asi, la coleccion de todos los conjuntos Vi donde U es un
subconjunto abierto de K(X) que contiene a F', son una base local de vecindades de
F que consiste de subconjuntos cerrados en (Z, Wy). Entonces X(X) es un espacio
casi cero-dimensional. O

El siguiente corolario se deriva de las Proposiciones y

Corolario 4.2. Sea X un espacio casi cero-dimensional, entonces dim(X(X)) <1
y dim(X(X)) =1 si y solo si dim(X) = 1.

Con el corolario anterior tenemos nuestros primeros ejemplos de espacios X de
dimension 1 tales que dim(X(X)) = 1. En particular tenemos que dim(X(€)) =
dim(X(€.)) = 1. El siguiente paso es ver que sucede si omitimos la hipotesis de
casi cero-dimensionalidad en X en el corolario anterior, es decir:

PROBLEMA 4.3. ;FEziste un espacio X que no sea casi cero-dimensional tal que
dim(X) = dim(X(X)) =17
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La respuesta a esta pregunta es afirmativa, para dar ejemplos de ese tipo de
espacios primero daremos algunas definiciones y resultados.

Erdds demostré que cualquier cerrado-abierto de & y de €. no es acotado.
Esta propiedad fue formalizada por J. Dijstra y van Mill en [I] como veremos a
continuacion.

Definicién 4.4 ([I. Definicién 5.1]). Un espacio X se llama cohesivo si cada
punto del espacio tiene una vecindad que no contiene subconjuntos cerrado-abiertos
no vacios de X.

Note que todos los espacios conexos son cohesivos y que la dimensién de un
espacio cohesivo es mayor o igual a uno. A continuaciéon veremos que los espacios
¢ y &, son cohesivos.

Proposicion 4.5. € y &, son espacios cohesivos.

DEMOSTRACION: Por el Teorema [3.5] tenemos que cualquier subconjunto acotado
de € tiene frontera no vacia. Se sigue que cualquier subconjunto cerrado-abierto
de & es no acotado. Por lo tanto dada una vecindad acotada de € no contiene
subconjuntos cerrado-abiertos no vacios de €. Es decir & es espacio cohesivo. Un
argumento similar prueba que &, es un espacio cohesivo. O

La propiedad de cohesién es importante en el estudio de los espacios € y €.
Para conocer més sobre este tema puede consultar [I]. El siguiente resultado mues-
tra algunas propiedades béasicas de los espacios cohesivos.

Proposicion 4.6. Para un espacio X se cumple lo siguiente.

(a) Si X es un espacio cohesivo y Y es cualquier espacio no vacio entonces
X XY es cohesivo.

(b) Si X es un espacio cohesivo y O es un subconjunto abierto de X, entonces
O es cohesivo.

DEMOSTRACION: (a) Sean (z,y) € X x Y y U una vecindad de z € X que no
contenga cerrado-abiertos de X. Afirmamos que U X Y no contiene cerrado-abiertos
de X xY. Supongamos que existe un cerrado-abierto C' de X xY tal que C' C U XY,
sea (a,b) € C, entonces C'N(X x {b}) es un subconjunto cerrado-abierto de X x {b}
tal que C'N (X x {b}) C U x {b}, esto contradice la propiedad de U.

(b) Sean O un subconjunto abierto de X y z € O. Como X es cohesivo existe un
subconjunto abierto V de z € X tal que V no contiene cerrado-abiertos de X. Dado
que W = O NV es un subconjunto abierto de X y x € O NV existe una vecindad
cerrada U de = en X tal que U € W. Afirmamos que U no contiene cerrado-
abiertos de O. Supongamos por contradicciéon que C' es un cerrado-abierto de O
tal que C' C U. Como U es un subconjunto cerrado en X, entonces clx(C) C U
esto implica que C es cerrado en X. Por otro lado dado que O es un subconjunto
abierto en X y C es un subconjunto abierto en O, entonces C' es un subconjunto
abierto de X. Por lo tanto C' es un subconjunto cerrado-abiertode X yC C U C V
esto contradice la propiedad del subconjunto V. ([

El siguiente concepto es una propiedad que implica la cohesiéon de un espacio
X y también relaciona las propiedades de cohesion y casi cero-dimensionalidad.

Definicion 4.7. Una extension conexa por un punto de un espacio X es un
espacio Y tal que Y es un espacio conexo, X es un subconjunto denso enY y Y\ X
es un punto.
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A continuacion damos un ejemplo de una extincién conexa por un punto de &,.

Proposicién 4.8. Sea p un punto fuera de €., consideramos €& = €.U{p} donde
€. es abierto en €F y una base de vecindades para {p} consiste en los complemen-
tos de conjuntos cerrados y acotados de €.. Entonces €I es un espacio métrico
separable y conexo.

DEMOSTRACION:

Probaremos que €} es un espacio métrico. Es suficiente probar que € es
segundo numerable y regular. Cousidere los siguientes conjuntos B, = {z € €, :
|lz|| < m}, entonces B, es un subconjunto cerrado y acotado de &, para cada m €
N. Por otro lado, si U es un subconjunto abierto de €} tal que p € U, entonces existe
un subconjunto B que es cerrado y acotado tal que U = (€.\ B)U{p}. Dado que B
esta acotado, existe m € N tal que B C B, esto implica que (&, \ B,,) U {p} C U.
Por lo tanto, 8y = {(€.\ B,) U {p} : n € N} es una base local numerable de p.
Sean 1 = {B(z,1/n) : z € €, n € N} donde B(x,1/n) = {p € €. : d(x,p) < 1/n}
y P1 una base numerable de €., entonces = [y U f; es una base numerable
de €. Probaremos ahora que X es un espacio regular. Sean x € €f, y U un
subconjunto abierto de €} tal que z € U. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que U € B. Si z € €., entonces existe un subconjunto abierto W de €}
tal que x € W C clg+(W) C U. Siz = p, entonces U = (€. \ B,) U {p} para algtin
n € N. Notemos que B,, C {x € & : ||| <n + 1} C By11, luego

(€:\ Br1) U{p} C (€ \{z € & : [z <n+1}) U{p} C (€ \ Bn) U {p}.

Observe que (€. \ {z € €. : ||z|| <n+1}) U{p} es un subconjunto cerrado de
€F. Por lo tanto clg+ (€. \ Bpy1) U{p} C (€. \ {z € €. [Jz]| <n+1}) U {p}. Asi
€1 es un espacio segundo numerable y regular.

Finalmente, mostraremos que €} es conexo. Sea U un subconjunto cerrado-
abierto de €}, entonces V' = €& \ U es un subconjunto cerrado-abierto de €.
Como €F = UUV, entonces p € U o p € V. Supongamos que p € U, como V es un
subconjunto cerrado de €., por la Proposicion [4.5]se tiene que V es un subconjunto
no acotado de &.. Por otro lado, dado que p € U, entonces existe un subconjunto
cerrado y acotado W tal que p € (X \W)U{p} C U. Esto implica que V' C W. Por
lo tanto, V' es un subconjunto acotado de €., lo cual es una contradiccién. ([

Una construccién similar a la anterior se puede hacer para dar una extincién
conexa por un punto de &. La siguiente proposicién nos dice que condiciones debe
tener un espacio para tener una extincién conexa por un punto.

Proposicion 4.9. Para un espacio X se tiene que:

(a) Si X es casi cero-dimensional y cohesivo, entonces tiene una extension
conexa por un punto.
(b) Si X tiene una extension conexa por un punto, entonces X es cohesivo.

DEMOSTRACION:

(a) Sea X un espacio casi cero-dimensional y cohesivo. Entonces podemos
construir una colecciéon numerable de subconjuntos B de X tal que si B € B
tenemos que:

(1) Para cualquier z € X y cualquier vecindad U de z existe B € 8 tal que
x €intx(B)C BCU.
(2) Cualquier B € 8 es un C-conjunto.
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(3) Cualquier B € §8 no contiene cerrado-abiertos de X

Vamos a ver que las propiedades (2) y (3) se preservan bajo uniones fini-
tas: Sea B, Bz que satisfacen (2) y (3). Note que By U By = ({Cy; U Cy -
C4,C5 son cerrado-abiertos de X y By € Cp,By C Cy}, por lo tanto By U Bs
cumple (2). Sea C un cerrado-abierto no vacio tal que C' C B; U Bs, si C' no
esta contenido en Bj y elegimos x € C'\ B;. Sea D un subconjunto cerrado-abierto
de X tal que x ¢ D'y By C D. Entonces C'\ D es un conjunto cerrado-abierto no
vacio de X que esta contenido en Bs, lo cual es una contradiccion.

Sea D = {(B1,B2) € % : By Cintx(B2)} y para cada D = (By, Bs) € D sea
fp + X — [0,1] una funcién continua tal que fp(B1) C {1} v fp(X \ B2) C {0}.
Sea h : X — [0,1]P la funcién dada por h(z)p = fp(x), Por el Teorema de
encaje de Tychonoff (ver [4]), se tiene que h es un encaje de X en [0,1]P. Sea
Y = h(X) U {0}, donde 0 representa al elemento de [0,1]” cuyas coordenadas
son todas cero. Sea C un cerrado-abierto de Y tal que 0 ¢ C. Como C es un
subconjunto cerrado de Y y 0 € Y \ C, entonces existen {D1,...,D,} C D tal que
0c Ni<n (5, ([0, 6)]INY) C Y\C, porlo tanto C C U, Y\(75, [0, 2)]NY). Esto
implica que C' C Uy, 75, [(0,1]] NY, de esto se sigue que h*(C) esta contenido
en Upe,, f5, ((0,1]). Por lo tanto A (C) esté contenido en n elementos de 3, esto
implica que h* (C) es vacio. Asi, Y es conexo.

(b) Sea Y una extension conexa por un punto de X, entonces Y \ X = {a}. Sea
x € X, y U una vecindad cerrada de x en Y tal que a ¢ U. Si C un subconjunto
cerrado-abierto de X tal que C' C U, entonces C' es un subconjunto cerrado-abierto
de Y ya¢ C. Por lo tanto, C = {). O

Observacion 4.10. Sea X un espacio casi cero-dimensional y cohesivo (por ejem-
plo €, &.), por 1 de la Proposicio’n se sigue que X tiene una extension conera
por un punto. Sea Y = {p} UX donde p ¢ X una extension conexa por un punto
de X. Como Y es conexo, no es un espacio casi cero-dimensional.

Consideremos ahora el espacio €} de la Proposicion y N={0}u{l/n:
n € N}. Sea
P=[€ x{l/n:necN}U{(p,0)}

con la topologia de subespacio de € x N. En la siguiente proposicién mostramos
que P no es casi cero-dimensional.

Proposicion 4.11. P es un espacio totalmente disconexo y no casi cero-dimensional.

DEMOSTRACION: Vamos a probar que P es totalmente disconexo. Sean x,y € P
tal que x # y. Sin pérdida de generalidad y = (z,1/n) con z € €. Siz € €. x{1/n}
sea U = €. x {1/n}. Si z € €. x {1/n}, como €. es casi cero-dimensional, existe
un subconjunto cerrado-abierto V de €. tal que y € Vx{1/n} yx ¢ V x{1/n}, en
este caso tomemos U =V x {1/n}. Note que U es un subconjunto cerrado-abierto
de P que cumple que y € U y = ¢ U. Por lo tanto P es totalmente disconexo.
Ahora veremos que P no es un espacio casi cero-dimensional. Para eso veremos que
en el punto (p, 0) no tiene una base de C-conjuntos en P. Supongamos lo contrario,
es decir que existe una base 8 de C-conjuntos de (p,0) en P. Seaa € €.y U €
tal que UN{(a,1/n:n € N} = (. Como p € U existe una vecindad V de p en &}
y k€ Ntal que V x {1/k: k >n} C U. Fijemos k > n, entonces (a,1/k) ¢ U, esto
implica que existe un cerrado-abierto C tal que (a,1/k) € C C P\ U. Notemos que
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E={zxe€¢€.:(x,1/k) € C} es un cerrado-abierto no vacio de €. y ajeno a V', por
lo tanto € es acotado, y por la Proposicion [L.5] tenemos una contradiccion. ([

Sea Z = {P,Y} donde Y es una extensién conexa por un punto de un espacio
casi cero-dimensional y cohesivo y P es el espacio de la Proposicion £.11] Vamos a
mostrar que si Z € Z, entonces dim(Z) = dim(X(Z)) = 1.

Proposicion 4.12. Si Z € Z, entonces dim(Z) = 1.

DEMOSTRACION: Sea Z € Z, por las Proposiciones y tenemos que Z =
{¢} U X, donde X es un espacio casi cero-dimensional y cohesivo. Esto implica
que X es un subconjunto abierto de Z de dimensién 1. Por lo tanto X es un
subconjunto F, de Z, y asi Z es la unién de dos subconjuntos F,,. Por el Teorema
tenemos que dim(Z) < 1. Dado que X C Z, por el Lema tenemos que
1 =dim(X) < dim(Z). Con esto concluimos que dim(Z) = 1. O

Para demostrar que dim(X(Z)) = 1. Notemos que X(Z) = K(X) U8, donde
S={H € X(Z):qe H}. Como X es casi cero dimensional y cohesivo, por las
Proposiciones [4.1]y tenemos que K(X) es un subconjunto abierto de K(Z) tal
que dim(X(X)) = 1. Por otro lado por la Proposiciéon se tiene que § es un
subconjunto cerrado de X(Z). Esto implica que X(Z) es la unién de dos espacios
F,. Por lo tanto para ver que dim(X(Z)) = 1, por el Teorema es suficiente
demostrar que dim(8) = 1. A continuacién daremos las herramientas necesarias
para demostrar que dim(8) = 1.

Sea d una métrica para Z. Para cualquier n € N, consideremos los conjuntos
B,={z€Z:d(z,q) <1/n} y E, = Z\ B,,. Notemos que para cualquier n € N,
FE,, es un espacio casi cero-dimensional y por la Proposici(')n se tiene que K(E,,)
es un espacio casi cero-dimensional. Sea N = [, .y[X(E,) U {0}], entonces N es
un espacio casi cero-dimensional, donde consideremos al conjunto vacio {(}} como
un punto aislado de X(FE,,) U {0}.

Sea

L={(Ki,Ks,...)eN: param>n,K,NE, =K,}.

Consideremos las siguientes funciones §: L — 8y G, : 8 — X(E,,) dadas por

5(K1, Ka,...) ={q} U U Kn,y
neN

S.(H)=HNE,.
Lema 4.13. La funcion G estd bien definida y es un homeomorfismo.

DEMOSTRACION: Vamos a probar que la funcién G estd bien definida. Sea U
una cubierta abierta de abiertos bésicos de {q} U,y Kn en Z. Dado que q €
{¢} YU, en Kn- Sea B, € U tal que ¢ € B,,, para algin m € N. Notemos que
({} UlUpen Kn) \ Kin C B, ya que Z \ K, C By,,. Como U es una cubierta
abierta de K,, y K,,, entonces existe Uy,..., Uy, tal que K,, C Uigk U;. Por lo
tanto {B,, U1, ...,Ux} es una subcubierta finta de U, es decir {q} U, cny Krn es
un subconjunto compacto de Z. Por lo tanto la funcion G esta bien definida.
Probemos que G es inyectiva, sea K = (K1, Ks,...),F = (F1, Fy,...) € £ tal
que F # K, tomemos n € N tal que F,, # K,. Sin pérdida de generalidad existe
x € F, \ K,, el cual también cumple que z € §(F) y « ¢ G(K). Esto prueba
que G es inyectiva. Ahora veamos que G es sobreyectiva, sea H € 8. Definimos
K, = HNE,, ya que E,, es un subconjunto cerrado en Z, entonces K,, es vacio o
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es un subconjunto compacto de E,. Entonces K,, € X(F,)U {0} por cada n € N,
por lo tanto (K NEy,...) € Ly S((KNE4,...)) =K. Es decir, § es sobreyectiva.

Antes de probar que § es un homeomorfismo, mostremos que si H = {¢}, una
base local By de H en S es {(B,)NS:n e N} ysi H={q}UlJ, .y Kn, donde
K,, # () para algin m € N, una base local Bz de H en 8 es:

By ={(U1,...,Us, B) NS,k €N, K, € (Uy,...,Up)}.

Donde Uy, ...,Uy son subconjuntos abiertos no vacios de Z \ {p}. Vamos a de-
mostrar que By es una base local de H. Sean H € S y W = (Wy,..., W) un
subconjunto abierto de K(Z) tal que H € W. Naturalmente consideramos dos ca-
sos. Primero supongamos que H,, # () para algin m € N. Como q € H € W, existe
neNtalquege B, C({{W;:j<k,qeW,;}yK,=H\B, # 0. Para cualquier
x € K, existe U, tal que x € U, C ({W; : j < k,z € W,}. Como K,, es compacto
y {U, : « € K\ B,} es una cubierta abierta de K, existen z1,...,2; € H, \ B,
tal que K, € (Uy,,...,Uy,). Sea V= (Uy,,...,Uy, By) NS, notemos que H € V,
y VC WNS8. En segundo lugar consideremos el caso H = {q}, en este caso existe
n € N tal que ¢ € B, C ({W, : j < k,q € W;} esto implica que H € (B,) C W.
Por lo tanto By es una base local de H en 8.

Vamos a probar primero que § es continua. Sean K = (Ky,...,K,,...) € £,
H=G(K)yUeBy. Si H=/{q}, entonces U = (B,,) para algin n € N. Sea

neN

W ={(F,F,,...) € L: F, = para cada k < n}.
Notemos que H € W y §[W] Cc U. Si K,, # () para algiin n € N. En este caso
U=(U,...,Ux,Bp) conn, ke Ny K, € (Uy,...,Ug). Sea

W:{(Fl,FQ,...) cl:F, € <U1,,Uk>}

Notemos que H € W, ademaés si F' = (Fy, Fy,...) € W, entonces §(F) \ F,, C By,
asi §(F') € U. Esto implica que § es una funcion continua.

Finalmente probaremos que G~' es una funcién continua. Note que si U es sub-
conjunto abierto basico de £, entonces U = ((;cp 75 [W;]) N £, donde W; es un
subconjunto abierto de K(E;) U {0} y F es un subconjunto finito de N. Note que

(GHW = (S [y WIn8 = [ S5 W],
JEF JEF
Asi es suficiente demostrar la continuidad de las funciones §,, para cualquier n. Para
probar que G, es una funcién continua, probaremos que 55 [(U1,...Ux) NK(E,)] y
G5 [{0}] son subconjuntos abiertos de 8, donde Uy, . . ., Ug, son subconjuntos abiertos
no vacios de Z \ {¢} tal que E,, NU; # 0 para cualquier j < k. Vamos a probar que

SS(U, ..., U NK(E,)] =8N (U, . ..Uk, By)

y que Gy [{0}] = 81 (By).
Primero vamos a demostrar que G5 [(Uy,...Ux) NK(E,)] = 8N (Uy,... Uy, By).
Notemos que H € 8N (Uy,... Uy, By) siysolosi HNE, € (Uy,...,Ux) NK(E,)
y g € H, siysolosi He G5 [(Uy,...Us) NK(E,)]. Ahora mostraremos que
S {0} =8N (B,). Notemos que H € SN (B,),siysolosi HNE, =0y q€ H,
siy solo si H € G5 [{0}]. Esto implica que para cada n € N se tiene que G,, es una
funcién continua, asi G—1! es continua. Por lo tanto G es un homeomorfismo. O

Teorema 4.14. dim(Z) = dim(X(Z)) = 1.
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DEMOSTRACION: Notemos que X(Z) = K(Z\ {¢q}) US. Ademas tenemos que 8 es
un subconjunto cerrado de X(Z) y K(Z \ {q}) es un subconjunto abierto de K(Z).
Dado que K (Z) es un espacio métrico, entonces X(Z\ {q}) y 8 son subconjuntos F,
de X(Z). Por otro lado tenemos que X(Z\ {q}) es un espacio casi cero-dimensional
y cohesivo, entonces dim(X(Z \ {q})) = 1. Por el Teorema S es homeomorfo
a Ly dim(L) =1 pues £ es un espacio casi cero-dimensional, ademas £ no es
cero-dimensional. Esto implica que dim(8) = 1. Por el Teorema se tiene que
dim(X(2)) = 1. O

Observemos que Z es unién de espacios casi cero-dimensionales. Asi, una pre-
gunta natural es la siguiente: Sea Z un espacio de dimensién 1 que no es un espacio
casi cero-dimensional y es unién finita de espacios casi cero-dimensionales. ;Es
dim(X(Z)) =17
La respuesta a la pregunta es negativa, ya que [0,1] no es un espacio casi cero-
dimensional, pero es union de Q N [0,1] y P N [0,1] los cuales son espacios casi
cero-dimensionales, pero dim(X([0,1])) no es 1. Por otro lado note que los ejemp-
los que hemos dado cumplen con la condicién que cualquier A € K(X) se tiene que
A es cero-dimensional. Esto nos hace preguntarnos lo siguiente:

PROBLEMA 4.15. Si X es un espacio de dimension 1 tal que cualquier A € KX(X)
se tiene que A es cero-dimensional. ;Es cierto que dim(X(X)) =17

La respuesta a la pregunta [6.2] es también negativa, con el siguiente Teorema
vamos a dar un ejemplo de un espacio que cumple las condiciones de la pregunta
[6-2] pero la dimension de su hiperespacio de subconjuntos compactos no es 1.

Teorema 4.16. [7, Theorem 4.1 Eziste un espacio X de dimension 1 tal que
cualquier subconjunto compacto de X tiene dimension cero y dim(X?) > 1.

Ejemplo 4.17. Sea Y = X x {0,1}, donde X es el espacio del Teorema .
Vamos a demostrar que dim(Y') = 1. Dado que dim(X) = 1, para cada y = (x,i) €
Y, con i € {1,0} exziste una base de vecindades 3, del punto y en'Y, que son de
la forma V x {i} donde V es un subconjunto abierto de X tal que bdx (V') es cero
dimensional. Ademds para cada W € 3, se tiene que bdy (W) = bdx (V') x {i}.
Notemos que bdx (V) x {i} es homeomorfo a bdx(V), por el Teorema[2.8 se tiene
que bdy (W) es cero-dimensional. FEsto implica que dim(Y) < 1, ademds dado
que Y tiene una copia de X, se tiene que 1 < dim(Y). Por otro lado, por el
Teorema se tiene que cualquier subconjunto compacto F de Y, cumple que
dim(F) = 0. Sea f: X? — K(Y) dada por f(z,y) = {(z,0),(y,1)}. Vamos a
demostrar que f es un encaje. No es dificil ver que f es inyectiva. Dado que
f X — fIX] es biyectiva, entonces para cualesquiera U,V subconjuntos abiertos
de X tenemos que f[U x V] = (U x{0},V x{1}). Esta igualdad dice que la funcion
es continua y abierta sobre su imagen. Por lo tanto f es un encaje. Esto implica
que dim(X(Y)) > 1.

El ejemplo anterior dice que no es suficiente pedir que un espacio X sea de
dimensién 1 y cualquier subconjunto compacto de X sea cero-dimensional, para
que X(X) tenga dimension 1. Esto nos hace plantear la siguiente pregunta:

PROBLEMA 4.18. Sea X un espacio no compacto de dimension 1, tal que dim(X%) =
1 y para cualquier A € K(X), dim(A) = 0. ;Es cierto que X(X) es de dimension
17



106

6. DIMENSION DEL HIPERESPACIO DE SUBCONJUNTOS COMPACTOS

Esta pregunta sigue sin resolverse. Para ver ejemplos de espacios X que no

sean casi cero-dimensionales y que cumplan con las condiciones de la Pregunta [4.18
puede consultar [7].
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1. Introduccién

Todo espacio métrico completo es un espacio de Baire, es decir, la interseccion
de cualquier colecciéon numerable de subconjuntos densos y abiertos es un subcon-
junto denso. Existen una gran cantidad de espacios que son espacios de Baire y
que no son espacios métricos. Y para muchos de ellos el método de prueba para
demostrar que son efectivamente espacios de Baire es el mismo. Esencialmente se
demuestra que son espacios pseudocompletos.

La idea detras de los espacios pseudocompletos fue abstraer las herramientas
del método de prueba del teorema de categoria de Baire para espacios métricos
completos. Se puede pensar que los espacios pseudocompletos son definidos abstra-
yendo «las herramientas» con las que «podemos probar el teorema de categoria de
Baire».

En este texto exponemos y demostramos varias propiedades de los espacios
pseudocompletos. Exponemos dos resultados particularmente importantes rela-
cionados a las imagenes continuas y abiertas de espacios pseudocompletos. Mostra-
mos que las imagenes continuas, casi-abiertas (en particular abiertas) y metrizables
de espacios pseudocompletos son espacios pseudocompletos y que un espacio de
funciones C,(X) es pseudocompleto cuando es imagen continua y abierta de un
espacio pseudocompleto. También damos la caracterizaciéon de la pseudocompleti-
tud del espacio de funciones C,(X). Es importante mencionar que los primeros
dos resultados de estos tltimos tres mencionados son contribuciones parciales al
problema abierto de saber cuadndo una imagen continua y abierta de un espacio
pseudocompleto es un espacio pseudocompleto. El tercero de ellos es un resultado
clave para demostrar que la discretitud de un espacio topoldgico es una propiedad
t-invariante, un relevante resultado en el seno de la C)-teoria.

La mayoria del material del presente texto esta basado en el articulo y en
el libro [4].
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2. Algunos resultados preliminares

Todos los espacios topolégicos considerados en este texto se suponen no vacios.

Un conjunto A es numerable si existe una funcion inyectiva f : A — w, donde
w = {0,1,...} es el conjunto de los nimeros naturales. w; es el primer ordinal
no numerable. (R,7(R)) es el conjunto de los numeros reales con la topologia
euclidiana.

Dado un espacio topologico X denotaremos con 7(X) a la topologia de X. Si
A es un subconjunto de X, entonces A denotaré a la cerradura de A en X (cuando
sea necesario especificar el espacio en el cual se estd considerando a la cerradura
usaremos la notacion clx (A)).

Si (X, d) es un espacio métrico, entonces 74(X) es la topologia en X inducida
por la métrica d.

En relacién a otras definiciones y nociones de Topologia General que no son
listadas aqui debemos comentar que seguimos el muy conocido texto de Engelking
[2], excepto en los conceptos que enseguida listamos.

A diferencia de [2] en el presente texto un espacio topologico X es regular si
para cualquier subconjunto cerrado F de X y cualquier elemento z € X \ F existen
abiertos ajenos U y V tales que x € U y F C V, es completamente regular si para
cualquier cerrado F'y cada x € X \ F' existe una funcion continua f : X — [0, 1] tal
que f(z) =0y f(F) C {1} y es normal si cualesquiera dos cerrados ajenos F'y G
de X se pueden separar por medio de abiertos ajenos. Para nosotros, los espacios
T3 son espacios regulares T (es decir, todos los subconjuntos de cardinalidad uno
son subconjuntos cerrados). Por otro lado, los espacios Tychonoff (o de Tychonoff)
son espacios completamente regulares que ademés son espacios 77 y los espacios T}
son espacios normales T7.

En este texto los espacios compactos no se suponen espacios Hausdorff. Tam-
poco se suponen Hausdorff los espacios numerablemente compactos ni los espacios
localmente compactos.

Un subconjunto de un espacio topolégico es un subconjunto de tipo Gs (o
simplemente un conjunto Gy) si es igual a la intersecciéon de una cantidad numerable
de subconjuntos abiertos del espacio. En particular, cualquier subconjunto abierto
es un conjunto Gs.

Si X es un espacio topologicoy A C X, entonces una base de vecindades abiertas
(o una base local) para A en X es una coleccion B C 7(X) tal que A C (g By
tal que para cada abierto V de X con A C V, existe B € B tal que A C B C V.
Se define al cardcter de A en X como el numero cardinal x(A4,X) = min{|B]| :
B es una base de vecindades abiertas de A en X}.

El siguiente lema serd usado en la proposicién [5.1

Lema 2.1. Si X es un espacio reqular y Y es un subespacio denso de X, entonces
X(K,Y) = x(K, X) para todo subconjunto compacto K C Y.

DEMOSTRACION: Si B es una base de vecindades abiertas de K en X, entonces la
coleccion € = {BNY : B € B} es una base de vecindades abiertas de K en Y. De
esto se sigue facilmente que x(K,Y) < x(K, X).

Para probar la desigualdad contraria, fijemos una base de vecindades abiertas
U de K en Y tal que |U| = x(K,Y). Para cada elemento U € U fijemos un tnico
abierto B(U) de X de modo que B(U)NY = U. Definamos € = {B(U) : U € U}.
Claramente |€| < |U|. Mas aun, la coleccion € es una base de vecindades de K en X.
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Efectivamente, es claro que K C B(U) € 7(X) para cada B(U) € &. Supongamos
ahora que W € 7(X) es tal que K C W. Para cada k € K, por la regularidad de
X, podemos fijar un abierto V;, de X de modo que k € Vi, €V, C W. Como K es
compacto, podemos fijar una cantidad finita de elementos k1, ..., k, € K tales que
K CV,, U---UV, . Entonces

KCVy U UV, CVu U UV, =V, U---UV, CW.
Sea V.=V, U---UV;, . Como U es una base de vecindades abiertas de K en Y,
existe U € U tal que K CU C V NY. Consideremos al abierto B(U). Sucede que
B(U)NY = B(U) porque Y es denso en X. Luego, K CU C B(U) C B(U) =
UCVCWw.
Por lo tanto, la familia € es base de vecindades abiertas de K en X. Conse-
cuentemente x (K, X) < |&] < x(K,Y). O

Un espacio Tychonoff X es Cech-completo si es un subconjunto de tipo G5 de
su compactacion de Stone-Cech 8X, o equivalentemente, si es un subconjunto de
tipo G5 en cualquiera de sus compactaciones Hausdorff (vea [2] 3.9]).

Las dos propiedades de espacios Cech-completos que son enunciadas en el si-
guiente lema las usaremos en la seccién

Lema 2.2. Sea X un espacio Tychonoff.

(1) Si X es Cech-completo, entonces para cualquier subespacio compacto K C
X, existe un subespacio compacto C de X tal que K C C y x(C,X) < w.

En particular, cualquier elemento x € X estd contenido en un subconjunto
compacto de cardcter numerable.
(2) SiY y Z son subespacios densos Cech-completos de X, entonces YNZ # ().

DEMOSTRACION: (1) Como X es de tipo G5 en 8X, existe una coleccion numerable
{Un : n € w} de abiertos de BX tales que X = (), ., Un. Usando el hecho de
que cualquier compacto Hausdorff es un espacio normal, es muy sencillo construir,
usando el método de recursion, una sucesion de abiertos no vacios {W,, : n € w}
con las siguientes dos propiedades:

e K CW, CW, CU, para cada n € w (la cerradura es tomada en 5X).
e W, CW, para cada n € w.

Defina C' = [, W,. Es claro que C es un subconjunto compacto de SX y
que K C C. Ademés, como W,, C U,, para cada n, tenemos que C C X.

Para verificar que x(C, X) < w probaremos que la familia {W,, : n € w} es
una base de vecindades abiertas de C' en $X. Al probar esto automéaticamente
obtendremos que la familia {W,, N X : n € w} es una base de vecindades abiertas
de C' en X con lo que podremos concluir que x(C, X) < w.

Sea U € 7(8X) un abierto arbitrario tal que C' C U. Es claro que F = X \ U
es un subconjunto cerrado y por tanto compacto de 3X. Definamos F,, = FNW,,
para cada n. Es evidente que F}, es un subconjunto compacto para cada n. Ademés,
Foyi CFyparacadan € wy (o Fn = FN (e W = (BX\NU)N(eo Wn =
(BX\U)NC = . Como la familia {F,, : n € w} es decreciente, necesariamente
existe n € w tal que W,, N F = F,, = (). Entonces C C W,, CW,, C 3\ F =U.
Como la familia {W,, : n € w} claramente esta formada de abiertos que contienen
a C, podemos concluir que {W,, : n € w} es una base de vecindades abiertas de C
en SX. Por lo tanto, x(C, X)) < {W,NX :n € w}| < w.
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(2) Supongamos por el contrario que Y N Z = (). Como X es denso en X y
Y y Z lo son en X, tenemos que Y y Z son subespacios densos de fX. Asi, X
es una compactacion Hausdorff de Y y de Z. Como Y y Z son Cech—completos,
ellos son subconjuntos de tipo G5 de 5X. Fijemos colecciones numerables B y C
de abiertos de SX tales que Y = (B y Z =()C. Definamos D = B U €. Entonces
D es una coleccién numerable de abiertos de X tal que (D = NBNEC = 0.
Supongamos que D = {O,, : n € w}. Construiremos una sucesion {U, : n € w} de
abiertos no vacios de X con las siguientes propiedades:

e U, C O, para cada n € w,
e U,+1 CU, para cada n € w.

Sea x € Oy. Como BX es un espacio regular, podemos fijar un abierto Uy de X
tal que xz € Uy C Uy C Oy. Supongamos que n € w y que tenemos construidos
abiertos no vacios Uy, Uy, ..., U, con las propiedades deseadas. Como O, 41 € B
0 Opq1 € C, tenemos que Y C Op41 0 Z € Opq1, lo que implica que O,,41 €s un
subconjunto denso de X . Debido a que U, es un abierto no vacio, U,,NO,,+1 €s un
abierto no vacio. Como X es un espacio regular podemos fijar un abierto no vacio
Un+1 de X de modo que U,y1 C U, N Op41. Esto termina la construccion del
abierto U, 1. Por el método de recursion, tenemos construida la sucesiéon deseada.

Debido a que la familia de cerrados no vacios {U, : n € w} es decreciente,
ella tiene la propiedad de la interseccién finita. Entonces al ser X compacto,
ﬂnewﬁn # (. Pero como U, C O, para cada n € w, tenemos que ﬂnewﬁn -
Mnew On; hecho que contradice que (1, ., On = (1D = 0. Por lo tanto, Y N Z #
0. O

En la prueba de la proposicién [3.15] usaremos la siguiente caracterizacion de
los espacios Cech-completos (el lector puede encontrar una prueba de esta carac-
terizacion en 2] 3.9.2]).

Lema 2.3. Un espacio Tychonoff Y es éech-completo st y solo si existe una suce-
sion de cubiertas abiertas {A, :n € w} de Y que tiene la siguiente propiedad: para
cualquier familia F de cerrados de Y con la propiedad de la interseccion finita tal
que, para cada n € w, existe F € F con F C B para algin B € A,, se tiene que

NTF 0.

3. Espacios pseudocompletos
En toda esta seccién los espacios topolégicos se suponen espacios cuasi-regulares.

Definicién 3.1. Un espacio topoldgico X es cuasi-reqular si para todo abierto no
vacio U C X existe un abierto no vacio V tal que V C U.

Es evidente que todo espacio reqular es un espacio cuasi-reqular. Ademaés, la
propiedad de cuasi-regularidad se transmite a subespacios densos. En efecto, sean
X un espacio topolédgico cuasi-regular y Y un subespacio denso de X. Considere-
mos un abierto no vacio V € 7(Y). Existe W € 7(X) tal que V.= W NY. Dado
que X es cuasi-regular, podemos elegir U € 7(X) \ {0} de tal manera que U C W.
Entonces cly (UNY) =UNYNY =UNY CWNY = V. Por lo tanto, el
subespacio Y es cuasi-regular.

Para poder introducir la nocién de espacio pseudocompleto necesitamos recor-
dar la nocién de m-base.
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Definicién 3.2. Una m-base de un espacio topolégico X es una familia B C 7(X)\
{0} con la propiedad de que para cada subconjunto abierto no vacio V del espacio
X es posible hallar un elemento B € B tal que B C V.

Una familia {U,, : n € w} de subconjuntos abiertos no vacios de un espacio X
es un remolino (en X) si U,4+1 C U,, para cada n € w.

Definicién 3.3. Un espacio topoldgico X es pseudocompleto si es cuasi-reqular y
si existe una sucesion {B, : n € w} de w-bases tal que para cualquier remolino
{U, :n € w} con U, € B, se tiene que [ U, # 0.

La sucesion {B, : n € w} es llamada sucesion pseudocompleta para el espacio
X.

new

Mas adelante demostraremos que cualquier espacio pseudocompleto tiene la
propiedad de Baire. Por otro lado, es bien conocido que cualquier espacio comple-
tamente metrizable es un espacio de Baire; como comprobaremos a continuacién la,
razon es porque todo espacio completamente metrizable es un espacio pseudocom-
pleto. Recuerde que un espacio topoldgico X es completamente metrizable si existe
en X una métrica completa p tal que 7(X) es igual a la topologia 7,(X) inducida
por la métrica p.

Proposicion 3.4. Si X es un espacio completamente metrizable, entonces (X, 7,(X))
es un espacio pseudocompleto.

DEMOSTRACION: Para cada n € w, definamos B, = {B,(z,7) : 0 < r < —=5 A
z € X}, donde B,(z,7) = {y € X : p(z,y) < r} es la bola abierta de centro
x y radio r. No es dificil verificar que cada una de las familias B,, es una 7-
base de X. Comprobaremos que {B, : n € w} es una sucesion pseudocompleta
para X. Sea {U, : n € w} un remolino tal que U, € B, para cada n € w.
Para toda n € w, existen r, € (O,ﬁ_l) y ©n, € X tales que U, = B,(2n,7y).
Dado que {U, : n € w} es decreciente, la familia {U,, : n € w} es una sucesién
decreciente de cerrados tal que 0 < lim,, o diémp(m) < limy, o0 niJrl = 0 (donde

didm,(U,,) denota al didmetro del conjunto U,, en el espacio métrico (X, p)). Como

X es un espacio completamente metrizable, se tiene que HnEWUin # (). Dado que

MNyew Un € Nyew Un, tenemos que (., Un # 0. O

Los espacios completamente metrizables son de hecho espacios Cech—completos
(cf. [2] 4.3.26]). Con el resultado que damos enseguida sera posible probar que la
clase de espacios Cech—completos estd también contenida en la clase de los espacios
pseudocompletos.

Proposicion 3.5. Sea X un espacio cuasi-reqular. Supongase que existe una m-base
B en X tal que para cada U € B la clausura U es un subespacio numerablemente
compacto, entonces todo subconjunto denso y de tipo G5 de X es un subespacio
pseudocompleto.

DEMOSTRACION: Supongamos que Y es un subespacio denso de tipo G5 de X.
Dado que Y es un subespacio denso de X y X es cuasi-regular, Y también es
cuasi-regular.

Supongamos que {G,, : n € w} C 7(X) es tal que Y =, .., Gn. Para cada
n € w, definamos B, = {HNY : H € BAH C G,}. Claramente B,, C 7(Y).
Mostraremos que {B,, : n € w} es una sucesion pseudocompleta para Y. Para
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este propoésito, demostremos primeramente que cada una de las familias B,, es una
m-base del espacio Y. Fijemos un indice n € w y consideremos un abierto no vacio
Ver(y). Sea W e 7(X) tal que V.= W NY. Dado que X es cuasi-regular y B
es una 7-base, existe H € B tal que H C W NG,. Entonces HNY CWNY =V
y HNY € B,. Por lo tanto, la familia B,, es una m-base de Y.

Consideremos ahora un remolino {U, : n € w} en Y con la propiedad de que
U, € B, paracadan € w. Como U,, € B,, para todan € w, existen abiertos H,, € B
tales que U,, = H,NY y H,, C G, (la cerradura es considera en X). Observe ahora
que debido a que U,41 C U, para todo indice n, la familia {U,, : n € w} tiene
la propiedad de la interseccion finita (las cerraduras se consideran en X). Como
Up es un espacio numerablemente compacto y {U i n € w} estd constituida por
subespacios cerrados de Uy, se tiene que ﬂn€w » # 0. Ahora bien, dado que
H, C G, para toda n, obtenemos que U, C G, para cada indice n, de donde
Mhew Un € Npeo, Gn =Y. Entonces

(N Un=(Ti1=([)Tus1) nY = () (U1 nY)

new new new new
= ﬂ ClY n+1 ﬂ U
new necw
De aqui obtenemos que (1, o, U, # 0. Por lo tanto, la familia {B,, : n € w} es una
sucesion pseudocompleta para Y. (Il

Corolario 3.6. Todo subconjunto denso de tipo Gs de un espacio numerablemente
compacto cuasi-regular es un espacio pseudocompleto.

DEMOSTRACION: Supongamos que X es un espacio cuasi-regular numerablemente
compacto y que Y C X es denso de tipo Gs. Como Y es denso, Y es cuasi-regular.
Por otro lado, la familia 7(X)\ {0} es una 7-base para X para la cual sucede que U
es numerablemente compacto para toda U € 7(X) \ {0}. Aplicando la proposicion
concluimos que Y es pseudocompleto. O

Debido a que todos los espacios Tychonoff son subespacios densos de su com-
pactacion de Stone-Cech y a que todos los espacios compactos Hausdorff son nu-
merablemente compactos y cuasi-regulares, del corolario [3.6] obtenemos el siguiente
corolario.

Corolario 3.7. Todo espacio Cech-completo es un espacio pseudocompleto.

De hecho los espacios Cech—completos son espacios fuertemente pseudocomple-
tos (una propiedad que implica la pseudocompletitud). La definicion precisa de
estos espacios es la siguiente.

Definicion 3.8. Un espacio cuasi-reqular X es fuertemente pseudocompleto si ex-
iste una sucesion {B, : n € w} de bases de X tal que para cualquier remolino
{Un :n € w} con U, € B, se tiene que [ U, # 0.

Como los elementos no vacios de cualquier base forman una 7-base, cualquier
espacio fuertemente pseudocompleto es un espacio pseudocompleto. Enseguida ve-
rificamos que cualquier espacio Cech-completo es un espacio fuertemente pseudo-
completo.

new

Proposicién 3.9. Si X es un espacio Cech-completo, entonces X es fuertemente
pseudocompleto.
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DEMOSTRACION: Sea {G, : n € w} C 7(BX) tal que X = (), ., Gn. Defina para
cada n € w al conjunto B,, = {U € 7(X) \ {0} : clgx(U) C G, }. Cada conjunto
B,, es una base de X. Efectivamente, suponga que W € 7(X) y que z € W son
elementos arbitrarios. Fije un abierto V' de X tal que W = V N X. Entonces
re€VNG,y VNG, es un abierto de SX. Por la regularidad de X, existe un
abierto U de X tal que = € clgx(U) C VN G,. Entonces UN X € B,, y ademas
reUNX CVNX =W. De esta forma hemos probado que B,, es una base para
cada n € w. Probemos ahora que {B,, : n € w} es una sucesiéon pseudocompleta
para X. Consideremos para ello un remolino {U,, : n € w} en X tal que U, € B,
para cada n. Como {clgx (U,) : n € w} es una familia de cerrados con la propiedad
de la interseccion finita (pues U,y+1 C U, para cada n), la compacidad de SX
implica que (., clgx (Un) # 0. Fijemos un elemento = € (N, ,, clgx (Un). Como
clpx(U,) € Gy para cada n (ya que U, € B,), v € [),.,Gn = X. Entonces
r € clgx (Un) N X = clx(U,) para cada n € w. Consecuentemente, x € (), o, Up.
Lo que termina la prueba de que X es un espacio fuertemente pseudocompleto. [

Todos los espacios localmente compactos Hausdorff son espacios Cech-com-
pletos porque son subespacios abiertos de su compactacién de Stone-Cech. Por
esta razén son espacios éech—completos (y ello, espacios pseudocompletos): los
compactos Hausdorff, los espacios euclidianos R"™, los espacios de Mrowka, las n-
variedades topolégicasﬂ y el espacio [0, w1).

Se puede probar que la Cech—completitud se hereda a subespacios cerrados
y a subespacios de tipo Gy (vea [2, 3.9.6]). Como el conjunto de los nimeros
irracionales P es un subconjunto de tipo G de R, P es un espacio Cech—completo
que no es localmente compacto. Otro ejemplo de un espacio Cech-completo que no
es localmente compacto es el espacio de Banach lo = {z € R¥ : > ' x(n)? < oo}.

Finalizamos la seccién con algunas de las mas importantes propiedades de la
clase de los espacios pseudocompletos.

Proposicion 3.10.

(1) El producto de cualquier cantidad de espacios pseudocompletos es un es-
pacio pseudocompleto.

(2) Sean X cuasi-reqular yY C X =Y. Si Y es un espacio pseudocompleto,
entonces X es pseudocompleto.

(8) Todo subespacio abierto no vacio de un espacio pseudocompleto es un es-
pacio pseudocompleto.

(4) Todo espacio pseudocompleto es un espacio de Baire.

DEMOSTRACION: (1) Sean {X, : a € A} una familia de espacios pseudocompletos
y X = [loca Xa el producto de Tychonoff de los espacios X,. Demostraremos
primeramente que X es un espacio cuasi-regular. Para este fin, elijamos un abierto
canonico no vacio U = (i, 7} (Ua,) del espacio X (la funcion 7a, : X — X,
es la a;-ésima proyecciéon natural asociada al producto X = [[,c4 Xa). Dado
que cada espacio X,, es cuasi-regular, existen abiertos V,, € 7(X,,) tales que
cx,, (Va, € Ua,, para cada i = 1,...,n. Entonces W = (i, 7, (Va,) es un
abierto no vacio de X tal que clx (W) C U. De esta forma, el espacio X es cuasi-
regular.

lUna n-variedad topologica es un espacio Haudorff X tal que para cada « € X existe un
homeomorfismo f: U — V entre un abierto U de X que contiene a  y un abierto V' de R™.
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Supongamos ahora que {BS : n € w} una sucesion pseudocompleta de m-bases
de X, para cada o € A. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que X, € BY
para cada n y para cada «. Para cada indice n € w, definimos

B, = { ﬂ ng(Un,a) :FC A, Fesfinito AU,,, € B, para cada o € F}
aEF

Afirmamos que la familia {B,, : n € w} es una sucesion pseudocompleta en X.
En efecto, no es dificil demostrar que cada familia B,, es una w-base de X. Con-
sideremos un remolino {U,, : n € w} con la propiedad de que U,, € B,, para cada
n € w. Supongamos que U, = ﬂaan 7 (Upo) donde F,, C A es finito. Defi-
namos a Ug, = X en el caso cuando § € A\ F,, (para cada n € w). Entonces
la familia {U, o : n € w} es un remolino en X, tal que U, o, € BY para cada
n € w. Como la sucesion {BS : n € w} es pseudocompleta, existe z, € X, tal que
Zo € ({Uno : n € w}. Entonces x = {z,} € X y ademés z € (\{U, : n € w}.
Por lo tanto, la familia {B,, : n € w} es una sucesién pseudocompleta para X.
Consecuentemente, X es pseudocompleto.

(2) Como Y es pseudocompleto podemos considerar una sucesiéon pseudocom-
pleta {B,, : n € w} de m-bases de X. Para cada n € w y para cada U € B,,, existen
abiertos W(U) € 7(X) tales que U = W(U)NY. No es dificil probar que la familia
C, ={W({U):U € B,} es una m-base de X para cada n € w.

Verifiquemos que la familia {C,, : n € w} es una sucesiéon pseudocompleta en X.
Sea {V, : n € w} un remolino tal que V,, € €, para cada indice n. Por la definicion
de las familias C,,, existen U,, € B, tales que V,, = W(U,,) para cada n. Entonces
{U, : n € w} es un remolino en Y con la propiedad de que U, € B, para toda

n € w (note que cly (Upt1) = Ups1 NY = W({Up31)NY NY = W({U,41)NY C
W (U,)NY =U,). Aplicando ahora el hecho de que Y es pseudocompleto, podemos
ver que (¢, Un # 0. Como ,c., Un € Nyew W(Un), se tiene que (), Vi # 0.
Por lo tanto, podemos concluir que X es pseudocompleto.

new

(3) Sean X pseudocompletoy V € 7(X)\ {#}. Probemos primeramente que V'
es cuasi-regular. Si W € 7(V') entonces W € 7(X), de donde existe U € 7(X) tal
que U CW. Como cly(U)=UNV CWnNV =W, se sigue que V es cuasi-regular.

Ahora consideremos una sucesion pseudocompleta {B,, : n € w} de w-bases del
espacio X. Para cada n € w, definamos G, = {B € B,, : B C V} . Entonces {C, :
n € w} es una sucesion pseudocompleta para V. En efecto, elijamos W € 7(V).
Entonces W € 7(X). Como B,, es m-base de X y X es cuasi-regular, existe B € B,
tal que B C B C W. Por lo tanto, B € C, y B C W. Esto demuestra que cada
familia C,, es una 7-base de X.

Por otro lado, si {U, : n € w} es un remolino en V tal que U, € C, para
cada n € w. Entonces U, € B, y U, C V para toda n, de esta forma la familia
{U, : n € w} es un remolino en X con la propiedad de que U,, € B,, para cada
n € w. Como X es pseudocompleto, tenemos que [ U, # 0.

(4) Supongamos que X es un espacio pseudocompleto y que {G,, : n € w} es
una sucesién de subespacios abiertos densos de X. Consideremos un abierto no
vacio G € 7(X) cualquiera. Fijemos una sucesion pseudocompleta {V,, : n € w} de
m-bases que constate la propiedad de pseudocompletitud para el espacio X.

Debido a que el conjunto G es un subespacio abierto denso de X, el conjunto
GoNG € 7(X)\ {0}. Como X es cuasi-regular y By es una m-base de X, existe
Uy € By tal que Uy C GoNG. De igual manera, como el subespacio G es abierto y

new
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su cerradura cubre a todo X, tenemos que UyNG; € 7(X)\{0}. Aplicando de nuevo
el hecho de que X es cuasi-regular y By es m-base de X, podemos elegir U; € B,
de tal forma que U; C Uy N G;. Supongamos ahora que tenemos construidos a los
conjuntos abiertos no vacios Uy, ..., U de tal manera que Uy C Go N G, U; € By
y U; CU;-1 NGy, paracada j =1,... k. Como Gi41 es un subconjunto abierto
denso de X y Uy es un abierto no vacio, se tiene que Gr11 NUx € 7(X) \ {0}.
Debido a que X es un espacio cuasi-regular y By, es una w-base de X, podemos
seleccionar un elemento Uyy1 € Bry1 de tal forma que Uy C Up N Gryq-
Notemos ahora que por la forma de haber construido a los conjuntos Uj;, la
familia {U,, : n € w} es un remolino en X tal que U, € B, para cada n € w.
Aplicando el hecho de que {B,, : n € w} es una sucesién pseudocompleta en X,
podemos concluir que (,,c,, Uy # 0. Pero U, € GNG,, (para cada n € w), entonces
GnN (ﬂnEW Gn) # (). De esta forma hemos probado que X posee la propiedad de
Baire. (]

Corolario 3.11. Todo espacio C’ech—completo es un espacio de Baire.

La linea de Sorgenfrey es un ejemplo de un espacio de Baire que no es Cech-
completo (vea el problema 272 de [4]).

Corolario 3.12. Si un espacio cuasi-regular X tiene un subespacio denso Cech-
completo, entonces X es un espacio pseudocompleto.

Corolario 3.13. El producto de cualquier cantidad de espacios C’ech—completos es
un espacio pseudocompleto y por ello un espacio de Baire.

Corolario 3.14. El producto de cualquier cantidad de espacios completamente
metrizables es un espacio pseudocompleto y por ello un espacio de Baire. En partic-
ular, el espacio R* es un espacio pseudocompleto, y por tanto un espacio de Baire,
para cualquier cardinal finito o infinito k.

El siguiente corolario es interesante por si solo y serd de gran importancia para
demostrar un resultado en el contexto de la Cp-teoria (vea la proposicion [5.5)).

Corolario 3.15. Un espacio metrizable X es pseudocompleto si y solo si X tiene
un subespacio denso Cech-completo.

DEMOSTRACION: =] Sea d una métrica en X tal que 7(X) = 74(X). Primero
probaremos la siguiente afirmacion.

Afirmacion 1. Existe una coleccién numerable {U,, : n € w} de familias de
subconjuntos abiertos no vacios de X que tienen las siguientes propiedades:
(1) U, es una familia ajena, es decir, si U,V € U,, y U # V, entonces UNV =
)
(2) UU, es un subconjunto denso de X,
(3) didm(U) < 45 para cada U € Uy, B
(4) para cada U € U,,41 existe V € U, tal que U C V,
(5) la sucesion {U,, : n € w} es una sucesion pseudocompleta, es decir, para
cada remolino {U, : n € w} con U, € U, se tiene que (), ., Un # 0.

Demostracion de la afirmacion: Como el espacio métrico (X, d) es pseudocom-
pleto, existe una sucesion pseudocompleta {C, : n € w} de m-bases. Para cada

n € w defina B, = {U € €, : didm(U) < %ﬂ} Como €, es una m-base, si
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V' es un subconjunto abierto no vacio y x € V, entonces existe C € C,, tal que
C C B(x,m) NV es un elemento fijo. Entonces C € B,, y C C V. Esto
muestra que cada B,, es una 7-base para X. Ademas, debido a que {C, : n € w}
es una sucesion pseudocompleta, {B,, : n € w} también lo es.

Sea Uy una subfamilia de By que es ajena maximal. Resulta que m = X.
Supongamos que tenemos construidas las familias Uy, ..., U, con las siguientes
propiedades:

(a) U; es ajenay U; C B; para cada i =0,...,n,
(b) para cada i <ny cada U € U1, existe V € U; tal que U C V,
(c) UU; es un subconjunto denso de X para cada i < n.

Para construir a la familia U,, 11 procedemos de la siguiente manera: Para cada
U € U, fijemos una familia ajena maximal (respecto de contencién) UY,; C By, 41
tal que para cada V € ui{ﬂ se tiene que V C Es muy sencillo demostrar
(usando la maximalidad) que cly(JUY, ;) = U. Definamos Wy 11 = Upey, Uy
Esto termina la construcciéon de la familia U, ;. No es dificil verificar que las
familias Uy, ..., Uy, U,+1 tiene las propiedades (a), (b) y (c). Por el método de
resursion podemos concluir que tenemos definida una sucesion {U,, : n € w} de
familias de subconjuntos abiertos no vacios de X que tienen las propiedades (1)-(5)
(dejamos al lector verificarlo). X

Afirmacion 2. Y = (),c,,(UU,) es un subespacio denso de X que es Cech-
completo.

Demostracion de la afirmacion: Como X es un espacio de Baire y cada elemento
de la coleccion {{JU,, : n € w} es un subconjunto abierto denso de X, Y es denso
en X.

Y es un espacio Cech-completo. Defina, para cada n € w, A, = {UNY:Ue
U,}. ComoY C YU,, Y = JA,. Asi, cada A, es una cubierta abierta de Y.
Sea F una familia arbitraria de cerrados de Y con la propiedad de la interseccion
finita tal que para cada n € w existe F;, € F con F, C A, para algin A, €
A,. Fijemos, para cada n € w elementos F,, € Fy A, € A, con F, C A,.
Fijemos también, para cada n € w, U, € U, tal que U, NY = A,. Entonces
0#£F,NF,11 CA,NA,11 CUyy1NU,. Consecuentemente, por las propiedades
(1) y (4), Upy1 C U,. Entonces la familia {U, : n € w} es un remolino. Por (5)
podemos fijar x € ({U, : n € w}. Resulta que z € (F (es sencillo notar que
x € Y). Efectivamente, supongamos por el contrario que existe ' € F tal que
x € F. Fije un cerrado G de X de modo que F' = GNY. Entonces z ¢ G. Luego
existe r > 0 tal que B(z,7) NG = . Fijemos m € w\ {0} de modo que X < r.
Consideremos al abierto U,,. Si y € U,, es arbitrario, entonces como = € U,
tenemos que d(z,y) < didm(Uy,) < 25 < &= < r. Asi, U,, C B(x,r). Por lo que
U, NG = 0. Entonces U,, NGNY =0, es decir, A4,, N F = @. Ahora recuerde que
para el natural m los elementos F,, € ¥y A,, € A,, fueron seleccionados de modo
que F,, C A,,. De esto se deduce que F'NF,, =0, lo que contradice que F tiene la
propiedad de la interseccion finita. Por lo tanto, € (| F. Consecuentemente, por
el lema Y es un espacio éech—completo.

2Como U es no vacio y X es regular, existe W abierto no vacio tal que W C U. Debido a que
B, +1 es una m-base, existe V € B, 41 tal que V C W. Entonces D = {V} C B, 11 es tal que para
cada V € Dsucede que V C U. De esta manera, la colecciéon & = {€C Bptr: (VV S @) (V - U)}
es no vacfa. Por el lema de Zorn, existe un elemento maximal u5{+1 eé.
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<] Por el corolario [3.7] y el inciso (2) de la proposicion [3.10] X es un espacio
pseudocompleto. ([

4. Imagenes continuas de espacios pseudocompletos

La clase de espacios pseudocompletos es una clase cerrada cuando se toman
productos topolégicos. Sin embargo, esta clase no siempre es cerrada bajo iméa-
genes continuas. Por ejemplo, como subespacio del espacio (R, 7(R)) el conjunto
X = [0,1]u(QNI2, 3]) no es un espacio pseudocompleto porque no tiene la propiedad
de Baire, pero es imagen continua bajo la funcién identidad id x del espacio discreto
(X, P(X)), el cual es un espacio pseudocompleto por ser completamente metrizable.
Para el caso de imagenes continuas y abiertas no se sabe si la clase de espacios
pseudocompletos es una clase cerrada.

PROBLEMA 4.1. Supdngase que X es pseudocompleto y que f : X — Z es una
funcion continua, abierta y suprayectiva, jes Z un espacio pseudocompleto?

Sin embargo, algunos casos particulares del anterior problema abierto si tienen
una respuesta positiva. Un poco més adelante presentamos un resultado de Tkachuk
que nos trae como una consecuencia que el espacio Z en el problema [4.1] es pseu-
docompleto en el caso en que sea metrizable. Necesitamos la nocién de funcién
débilmente abierta.

Definicion 4.2. Sea f: X — Y una funcion entre espacios topoldgicos.

(1) Diremos que f es una funcion casi-abierta si para cada abierto no vacio U
de X emiste un abierto no vacio V del espacio Y tal que f(U) CV C f(U).
(2) Se dice f es una funcion débilmente abierta si para cada abierto no vacio

U de X existe un abierto no vacio V del espacio Y tal que V = f(U).

Es evidente que cualquier funcién abierta es una funcién casi-abierta y que
cualquier funcién casi-abierta es una funciéon débilmente abierta. Un hecho que
usaremos posteriormente y que es muy sencillo de probar es el siguiente:

Lema 4.3. La composicion de funciones casi-abiertas es de nuevo una funcion
casi-abierta.

DEMOSTRACION: Supongamos que f: X — Y y g:Y — Z son funciones casi-
abiertas. Sea U un subconjunto abierto no vacio arbitrario de X. Como f es
casi-abierta, existe V' subconjunto abierto no vacio de Y tal que f(U) C V C f(U).
Aplicando ahora el hecho de que g es casi-abierta al abierto no vacio V', podemos

garantizar la existencia de un subconjunto abierto W de Z tal que g(V) C W C

g(V). Entonces g(V) = W.
Por otro lado, como g(f(U)) € g(V) € g(f(U)) € g(f(U)), g(V) = g(f(U)).
Entonces W = g(f(U)). Por lo tanto, g(f(U)) C g(V) CW C W = g(f(U)). Lo

que muestra que g o f es una funcién casi-abierta. O

El siguiente resultado de Tkachuk genera dos respuestas positivas parciales al

problema, (vea el corolario y la proposicién .

Lema 4.4 (Tkachuk [3], [4]). Supdngase que X es un espacio pseudocompleto y
que f: X —'Y es una funcion continua, suprayectiva y débilmente abierta. Si'Y
es un espacio metrizable, entonces Y contiene un subespacio denso Cech-completo.
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DEMOSTRACION: Note que si U es cualquier abierto no vacio de X, entonces al
ser f débilmente abierta, existe un abierto no vacio V de Y tal que V = f(U).

Entonces V Cint(f(U)). Consecuentemente, f(U) = int(f(U)).

Como X es un espacio pseudocompleto podemos fijar una sucesién pseudo-
completa {B,, : n € w} de m-bases para X. Defina para cada n € w a la familia
€, = {int(f(U)) : U € B, }. Es sencillo verificar que la familia €, es una 7-base
para Y (para cada n € w).

Construiremos una sucesion {U,, : n € w} de familias de subconjuntos abiertos
no vacios de Y que satisfagan las propiedades (1)-(5) de la afirmacion 1 de la prueba
del corolario para después poder concluir (como se prueba en la afirmacion 2
en ese mismo corolario) que el subespacio D = (1, ., U, es un subespacio denso
Cech-completo (en este caso de V).

Para probar la existencia de la sucesion {U,, : n € w} probaremos la siguiente

afirmacion:

Afirmacion 1. Existe una coleccion numerable {U,, : n € w} de familias de
subconjuntos abiertos no vacios de Y que tienen las siguientes propiedades:

(1) U,, es una familia fuertemente ajena, es decir, si U,V € W, y U # V,
entonces U NV = (),

(2) UU, es un subconjunto denso de Y,

(3) didm(U) < %H para cada U € U,

(4) para cada U € U,y existe V € U, tal que U C V,

(5) la sucesion {U,, : n € w} es una sucesion pseudocompleta, es decir, para

U, # 0.

cada remolino {U, : n € w} con U, € U, se tiene que [,

Demostracion de la afirmacion: Consideremos ala familia F = {V € €y : didm(V) <
1}. Sea Uy una subfamilia de F fuertemente ajena maximal. Para cada V € U
fijemos un tnico U € By tal que int(f(U)) = V. Defina go(V) = U. Debido a que
para cada V € Up, ¢[V] = U C f~1(V). La familia Dy = {qo(V) : V € Uy} es
fuertemente ajena. Por otro lado, [JUo es denso en Y y la funcién ¢g : Ug — Dy es
una biyeccién.

Suponga que tenemos construidas familias fuertemente ajenas Ugp, ..., Uy,
Do, ..., D, y funciones biyectivas ¢; : U; — D; para i = 0,...,n tales que:

(a) U; esta formada de abiertos no vacios del espacio Y, es una familia fuerte-
mente ajena y ademas el subconjunto | JU; es denso en Y, para cada
1=0,...,n,

) paratodai=0,...,n, D; C B, y int(f(¢;(V))) =V para toda V € U;,

(c) paratoda:=0,...,ny toda V € U;, didm(V) < i%l,

(d) paratodai=1,...,nytoda W € U, existe V € U;_1 tal que W C V|

) para todai < n,si Ve U;, W € U;y1 y W C V, entonces ¢;+1(W) C

Para construir a las colecciones U, 41, D11 ¥ a la biyeccion g,4+1 procedemos de

la siguiente manera. Para cada elemento V' € U,, considemos a la familia

Bri1(V) ={U € Byy1 : U Cqu(V)}.

Como ¢, (V) es un abierto no vacio de X y B, 11 es una m-base de X, la familia
Bp+1(V) es no vacia y esta formada de abiertos de X contenidos en ¢, (V). Entonces
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B,+1(V) es una m-base para ¢,(V) (constituida de abiertos de X). Para cada
elemento V € U,,, defina

D(V) = {int(f(U)): U € Bpya(V)}

y consideremos a la coleccion (V) = {W € D(V) : W C V Adidm(W) < n%ﬂ .
Sea U,+1(V) una subcoleccion de (V') que sea fuertemente ajena maximal. De-
jamos al lector verificar que el conjunto |JU,+1(V) es denso en V. Definamos
Upy1 = UVGU” U,+1(V). Entonces U, 11 es una familia de abiertos no vacios de Y
fuertemente ajena y |JU,+1 es un subconjunto denso de Y.

Para cada W € U,41(V) fije un elemento U(W) € B,11(V) de modo que
W = int(FUW)). Defina quss(W) = UW) ¥ Do = Uyeu (UMW) : W €
Un4+1(V)}. Es facil probar que la familia D, también es fuertemente ajena y
que Gn41 : Upt1 — Dpyq es una biyeccion. Por la forma en que hemos construido
a las familias U,,+1 y Dpy1 v a la biyeccion ¢,4+1, las colecciones y biyecciones:
Uo, ..y, Unt1, Do, -y Dnt, qo, - - -, g1 tienen las propiedades (a)-(d). Verificare-
mos que también tienen la propiedad (e). Obviamente solo falta probar (e) para
el caso en que i = n (para i < m ya es cierta la propiedad (e) por hipotesis de
recursion). Supongamos entonces que V € U,, W € U,.1 y W C V. Entonces por
la definicion de U, 1 y al ser esta familia fuertemente ajena, W C V implica que
W € Up41(V). Pero para W se fijo al elemento U(W) € B,,4+1(V) de modo que
W =int(f(U(W))) y se defini6 gn+1 (W) = U(W). Pero al ser U(W) un elemento

de B,,+1(V) por la definicion de este altimo conjunto se tiene que U(W) C ¢, (V),
por lo cual, ¢,+1 (W) C ¢, (V) lo que termina la prueba de que se tiene la propiedad
(e).

Por el método de recursiéon tenemos definidas a las sucesiones Ug, ..., Uy, ...,
Do, -+oy Dy ooy @0y « -+ Gn, - - - que tienen las anteriores propiedades (a)-(e) para
cada n € w.

Consecuentemente, la sucesion U, . . ., U, . .. tiene las propiedades (1)-(4). Asi
que para terminar la prueba de la afirmacion 1 bastara probar que también tiene la
propiedad (5): supongamos que {V,, : n € w} es una coleccion de abiertos no vacios
de Y tal que V,,+; C V, para cadan € w. Si U; = ¢;(V;) € B; para cada i € w,
entonces se sigue de (e) que Ujy1 = ¢ip1(Vi) C (V) = Us, es decir, Uj1; C U;
para cada i € w. Como la sucesion {B; : ¢ € w} es una sucesiéon pseudocompleta
de m-bases de X y X es pseudocompleto, existe x € ;¢ U;. Como f(U;) C Vi
para cada i, tenemos que f(z) € ;c,, Vi+1 € Njew Vi- Por lo tanto, Up, ..., U, . ..
tiene la propiedad (5), lo que termina la prueba de la afirmacion 1. X

El enunciado de la afirmaciéon 1 que acabamos de probar es muy parecido al de
la afirmacion 1 de la prueba del corolario (tomando a X como Y). En dicho
corolario se usa la afirmacién 1 para probar la afirmacién 2 en la que se muestra
que el subespacio [, [JU, es un subespacio denso Cech—completo del espacio
X. En dicha prueba se usa que X es un espacio de Baire al ser pseudocompleto.
En nuestro caso para poder probar que el subespacio ) JU, es denso en Y
procedemos de la siguiente forma:

new

Suponga que A es un subconjunto abierto no vacio de Y. Fijemos z € A y
r > 0 tal que B(z,r) C A. Fijemos también n € w\ {0} de tal modo que 2 < r.
Debido a que la coleccion | JU,, es un subconjunto denso de Y, existe U € U, tal
que U N B(z,r) # (. Resulta que U C B(z,2) C B(xz,r) C A. Efectivamente,
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fije z € U N B(x,r) y considere y € U un elemento cualquiera, entonces d(y,z) <
d(y,z) + d(z,2) < didm(U) + d(z,2) < L + L. Entonces y € B(z, 2). Denotemos
ahora U, = U. Aplicando la propiedad (4) de la afirmaciéon 1 podemos garantizar
la existencia de elementos Uy € Uy, U7 € Uq,..., U1 € U,_1,U, = U €U, tales
que

U,CU,CU,-1CU,-1CU,2C---CU CU; CUp.

Ahora bien, debido a que | JU,,+1 es un subconjunto denso de Y, existe U, 11 € U141
tal que U,y1 NU, # (. De nuevo, por la propiedad (4) de la afirmacion 1, existe
V €U, tal que U, ; C V. Pero por la propiedad (1) de la misma afirmacién 1, si
U, # V, entonces necesariamente U,, NV = (, lo que contradice que U, 1 NU,, # 0.
Consecuentemente, V = U, y por ello U,,;1 C U,.

Siguiendo de esta manera, por recursion, tenemos construido un remolino {Uy, :
k € w} tal que U, € Uy para cada k. Por la propiedad (5) de la afirmacion 1,
podemos fijar z € (., Ur. Claramente z € (,,c,, UUn)NU C (N,e, UUn) NA.
Por lo tanto, (), ., [JU,, es denso en Y.

new

Repitiendo ahora la prueba de la segunda parte de la afirmacion 2 del corolario
podemos concluir que el subespacio (1, .., |JU, es un subespacio denso Cech-
completo del espacio Y. ([l

El siguiente corolario da una respuesta positiva parcial al problema abierto

Corolario 4.5. Toda imagen continua, metrizable y débilmente abierta de un es-
pacio pseudocompleto es un espacio pseudocompleto.

En particular, las imdgenes continuas, metrizables y abiertas (o casi-abiertas)
de espacios pseucompletos son espacios pseudocompletos.

5. Los espacios C},(X)

En esta secciéon presentamos otro resultado de Tkachuk que da una respuesta
parcial positiva al problema Para presentar adecuadamente este resultado es
necesario introducir a los espacios de funciones C),(X) y demostrar varias propiedades
«basicas» de estos espacios topolégicos. El lector interesado en profundizar en el
estudios de las propiedades de los espacios C,,(X) puede consultar los libros [T, [4],
51, [6]  [71

En esta parte todos los espacios se suponen espacios Tychonoff.

Si X es un espacio topoldgico, entonces el espacio topolégico C,(X) es el con-
junto C(X) = {f : X — R : f es continua en X} equipado con la topologia de
subespacio respecto del producto topolégico RX. La topologia del espacio Cp(X)
es llamada topologia de la convergencia puntual.

Como es bien sabido, la topologia producto de RX tiene como una subbase
a la coleccion S = (J,cx{m;'[U] : U es un abierto de R} donde 7, : R* — R
es la funcion proyeccion cuya regla de asociacion esta dada por m.(f) = f(x)
(como S es una subbase de la topologia producto, cada funcion 7, es continua).
Consecuentemente, la familia de todos los subconjuntos de C,(X) de tipo:

(7.1) [®1y. oy X U, .o, Uyl = (ﬂﬂ;l[Ul]) NCy(X)
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donde x4, ...,x, € X y Uy, ...,U, son subconjuntos abiertos de R, es una base de
la topologia de Cp,(X). Es muy sencillo darse cuenta que

1, xn; Un, .., Up] = {f € Cp(X) : (Vie {1,...,n}) (f(acl) € Ul)}

Si f € Cp(X) es un elemento cualquiera, entonces una base local para f en el
espacio C,(X) es la coleccion de todos los conjuntos de la forma:

[f;wla---axn;d = [$1,...,$n;(f(l'1) —E,f(l'1)+E),...,(f($n)—E,f(l'n)+6)],

aqui (f(z;)—¢, f(z;)+e€) es el intervalo abierto de R de extremos f(z;)—e < f(z;)+e
donde € > 0. Note que

i1, anel ={g € Cp(X) - (Vie{L,....n}) (If(2:) — g(zi| <€)}

La siguiente proposicién reune cuatro propiedades de los espacios de funciones
Cp(X) que usaremos mas adelante.

Proposicion 5.1. Sea X un espacio Tychonoff.

(1) Cp(X) es un subespacio denso de RX.

(2) Cp(X) =RX siysdlo si X es un espacio discreto.

(8) Si existe un subespacio compacto K de C,(X) con x(K,Cp(X)) < w,
entonces X es un espacio numerable. 5

(4) Si Cp(X) tiene un subespacio denso que es Cech-completo, entonces X es
discreto y numerable.

DEMOSTRACION: (1) Considere un abierto bésico no vacio (;_; 7, '[U;] de R¥.
Fije un elemento g € (;_, 7! [U;]. Entonces g(z;) € U; para cada i € {1,...,n}.
Como X es un espacio Tychonoff, existe f : X — R funcién continua tal que
f(z;) = g(x;) para cada i € {1,...,n}. Entonces f € C,(X) N (Ni; 75, [Ui])-
Esto muestra que C,(X) es denso en RX.

(2) =] Debemos probar que cualquier subconjunto de X es abierto. Sea A un
subconjunto cualquiera de X. Consideremos a la funcién x4 : X — R dada por

(@) 1 sizeAd
€r) =
xa 0 sizdA

Como x4 € RX, x4 € Cp(X) por lo que es continua. Entonces A = X;((O, 2)) es
un abierto de X.

<] Sea f € RX un elemento cualquiera. Como X es discreto, f es una funcién
continua. Entonces f € C(X). Por lo tanto, R* = C,(X).

(3) Para cada abierto basico U = [x1,...,2n; Ui, ..., Uy] definimos al soporte
de U como el conjunto sop(U) = {z1,...,2,}.

Fijemos una base de vecindades abiertas B = {B,, : n € w} de K en Cp(X).
Sea n € w un elemento arbitrario. Para cada f € K existe un abierto basico
Uy de Cp(X) tal que f € Uy C B,. Como la coleccion {Uy : f € K} es una
cubierta abierta de K'y K es compacto, existe una coleccién finita f;, ..., i, € K
tal que K C V,, = Uft1 U---u Uftmn. Observe que K C V,, € B,. Defina
Ay =sop(Uy, ) U---Usop(Uy,, ). Es claro que A, es un conjunto finito.

Defina ahora A = J,,., An. Claramente A es un subconjunto numerable de
X. Para terminar la prueba mostraremos que A = X. Suponga por el contrario
que existe x € X \ A. Defina e, = m, [ Cp(X). Entonces e; : Cp(X) — R es
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una funcion continua. Como K es compacto, e, (K) es un subconjunto compacto
de R y por ello acotado. Entonces existe r > 0 tal que e,(K) C (—r,7). Resulta
entonces que W = [z;(—r,r)] es un abierto basico de Cp(X) que contiene a K
(si g € K es arbitraria, entonces g(z) = m,(g9) = ex(g9) € (—r,7)). Luego, debe
existir n € w tal que K C B, € W. Entonces V,, C W. Supongamos que U fr, =
(21, 2k; 014, Okl Entonces Uy, C W y {x1,...,2x} = sop(Uy, ) C A.
Como X es un espacio Tychonoff y « & {x1,..., 21}, existe una funcion continua
g: X — Rtal que g(z;) = fi,(z;) € O; paracadai=1,...,ky g(x) = r. Entonces
g € B, \ W lo que contradice que B es una base de vecindades abiertas de K en
Cp(X). Esta contradicciéon muestra que X = A. Por lo tanto, X es un conjunto
numerable.

(4) Sea D un subespacio denso Cech-completo de C,(X). Como Cp(X) es un
subespacio denso de R¥, D es un subespacio denso Cech—completo de RX.

Si X no es un espacio discreto, entonces RX # C,(X). Sea f € R¥ \ C,(X).
La funcién Ty : R — R¥ dada por T(g) = g+ f es un homeomorfismo. Entonces
T¢(D) y D son subespacios densos Cech-completos de RX. Pero T¢(D) N D = (f]
lo que contradice el inciso (2) del lema[2.2] Por lo tanto, X es un espacio discreto.

Veamos ahora que X es numerable. Considere un elemento cualquiera f € D.
Por el inciso (1) del lema existe un subespacio compacto K de D tal que
X(K, D) < w. Como D es denso en Cp(X) y K es compacto, por[2.1} x(K,Cp(X)) =
X(K, D) < w. Por el inciso (3) de esta proposiciéon, X es numerable. O

Definicién 5.2. Si Y es un subespacio topoldgico de X, entonces se define a la
funcion wy : Cp(X) = Co(Y) por medio de la regla: 7y (f) = f ' Y. La funcién
my es llamada funcion restriccion al subespacio Y .

A continuacién enunciamos y probamos cuatro propiedades de las funciones
restriccién. Recuerde que Y es C-encajado en X si para toda funciéon continua
f Y — R existe una funcién continua g : X — R tal que g [ Y = f. Es facil darse
cuenta que el hecho de que Y sea un subespacio C-encajado en X es equivalente a
decir que la funcion restriccion wy : C(X) — C(Y) es suprayectiva, sin necesidad
de considerar alguna topologia en los conjuntos C(X) y C(Y).

Proposicion 5.3. Sean X un espacio topoldgico arbitrario yY un subespacio cual-
quiera de X.
(1) 1y : Cp(X) — Cp(Y) es una funcion continua y my (Cp(X)) es un sub-
espacio denso de Cp(Y).
(2) 1y : Cp(X) = 1y (Cp(X)) es una funcion casi-abierta.

DEMOSTRACION: (1). Sea py : R¥ — RY la proyeccién. Como Cp(X) es denso en
RX, el espacio Ty (Cp(X)) = py (Cp(X) es denso en RY y por lo tanto en Cp,(Y).
(2). Distinguiremos a los abiertos basicos de C},(Y") usando a ¥ como subindice.

Afirmacion. Si U = [x1,...,2,;Uy,...,U,] es un abierto basico (no vacio) de
Cp(X), entonces existe un abierto V de my (Cp(X)) tal que my(U) CV C my (U),
donde la cerradura es tomada en el subespacio my (Cp(X)) de C,(Y)

38i existiera h € D N Ty (D), entonces podriamos fijar una funciéon g € D de modo que
h=Ts(9) = f+g. Como h,g € D C Cp(X), tenemos que f = h — g € Cp(X) lo que contradice
la eleccién de f.
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Demostracion de la afirmacion: Tenemos los siguientes casos para el conjunto
{‘Tla s axn}'
Caso (A). Existel € N, con 1 <1 < n, tal que {z1,...,2;} CY y{xi31,..., 20} C
X\Y.
Definamos V' = [x1,...,2;;U1, ..., Uy N7y (Cp(X)). El conjunto V' es un
abierto del subespacio my (Cp(X)). Ademas, my(U) C V. Veamos que V C my (U).
Supongamos que f € V es un elemento arbitrario y supongamos que W es

un abierto cualquiera de 7y (C,(X)) que contiene a f. Fijemos un abierto basico
W1, Ym; W, ..., Wy ]y de Cp(Y) de modo que

f € [yl,...,ym;Wl,...,Wm]y ﬂﬂ'y(cp(X)) CW.

Sabemos que f(z;) € U; para cada ¢ = 1,...,l y que f(y;) € W; para toda
j=1,...,m. Fijemos elementos r; € U; para cadat=14+1,...,n. Como X es un
espacio de Tychonoff, existe una funcién g € C,(X) tal que:

e g(x;) = f(x;) paracadai=1,...,1,

e g(y;) = f(y;) paracada j =1,...,m,

e g(x;) =ryparacadat=1+1,...,n
Entonces g € Uy my(9) € ([y1,- -, Ym; Wi, .., Wiy Ny (Cp(X))) N'V. Conse-
cuentemente, WN7y (U) # 0. Como W es un abierto arbitrario de my (Cp(X)) que
contiene a f, tenemos que f € 7y (U). Lo que muestra que V C 7y (U).

Caso (B). {z1,...,2,} CY.

Definamos V' = [z1,...,Zn; U1, ..., Uply Ny (Cp(X)). El conjunto V es un
abierto del subespacio my (Cp(X)). Ademas, my(U) C V. Veamos que V C my (U).
Supongamos que f € V es un elemento arbitrario y supongamos que W es

un abierto cualquiera de 7y (C,(X)) que contiene a f. Fijemos un abierto basico
Y1, YUm; W, ..., W]y de Cp(Y) de modo que

f S [yla"'aym;W17"~7Wm]Y mﬂ-Y(Cp(X)) Q W

Sabemos que f(z;) € U; para cada ¢ = 1,...,l y que f(y;) € W, para toda
j=1,...,m. Como X es un espacio de Tychonoff, existe una funcién g € Cp(X)
tal que:

o g(x;) = f(z;) paracadai=1,...,1,

® g(y;) = f(y;) para cada j =1,...,m,
Entonces g € U y 7y (g) € ([yl,-..,ym;Wl, ey Wy N ﬂy(Cp<X))) N V. Conse-
cuentemente, W N7y (U) # . Como W es un abierto arbitrario de my (C, (X)) que

contiene a f, tenemos que f € 7y (U). Lo que muestra que V C 7y (U). X

5 1.

En resumen, por la afirmacién anterior, para cualquier abierto basico no vacio
U de C,(X) existe un abierto V(U) de 7y (C,(X)) tal que

7wy (U) CV(U) Cny (U).

Para finalizar la prueba del inciso (2) consideremos un abierto no vacio arbitrario
W de C,(X). Como los abiertos de tipo forman una base de C,(X), existe una
familia U de abiertos de tipo tal que W = [Jy;¢y U- Por la afirmacion anterior
podemos fijar para cada U € U un abierto V(U) de 7y (Cp(X)) tal que my (U) C
V(U) C 7y (U). Defina V = Jycq V(U). Entonces my (W) = Jyeq 7y (U) €V C
Uveyu v (U) € 7y (W). Por lo tanto, my es una funcién casi-abierta. O
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El siguiente lema es fundamental para demostrar dos de los principales resul-
tados de esta seccion.

Lema 5.4. Sitodo subconjunto numerable de un espacio X es cerrado y C-encajado,
entonces el espacio de funciones Cp(X) es pseudocompleto.

DEMOSTRACION: Primero demostremos la siguiente afirmacion.

Afirmacidn. Existe una sucesion {Q,, : n € w} de subconjuntos densos nume-
rables ajenos dos a dos de R.

Demostracion de la afirmacion: Defina Qp = Q. Supongamos que tenemos cons-
truidos a Qg, ..., 9, subconjuntos densos numerables de R que son ajenos dos a
dos. Definamos D = Qo U ---U Q,. El conjunto D es numerable. Como R es un
espacio métrico completo, R\ D es un subconjunto denso de R. Pero siendo R
segundo-numerable, R\ D también lo es. Por lo que R\ D es separable. Fijemos un
subconjunto denso numerable Q,, 11 del subespacio R\ D. Como Q,11 es denso en
R\ D y R\ D es denso en R, tenemos que Q,,41 es un subconjunto denso numerable
de R que es ajeno de cada conjunto Qgp,...,9,. Esto termina la construccién
del conjunto Q,, 1. Por el método de recursién tenemos construida a la sucesiéon
deseada. X

Defina A,, = {(a,b) : a,b € Qp Na < b < a+ n%rl} para cada n € w ((a,b)
denota al intervalo abierto de R de extremos a y b).
Para cada n € w, cada subconjunto finito K de X y cada funcién u : K — A,

defina [u, K] = {f € C,(X) : (Vo € K) (f(z) € u(z))}. Resulta que cada familia
B, = {[u, K] : K C X es finito no vacio A u: K — A, es una funcion}

es una m-base para Cp,(X). Efectivamente, es facil probar que los elementos de B,
son abiertos no vacios de Cp,(X) (de hecho son conjuntos de tipo (7.1)). Considere

ahora un abierto bésico no vacio U = [z1,...,2k; Us,...,Ug] de Cp(X) y sea f € U
un elemento arbitrario. Existe ¢ > 0 tal que (f(z;) — ¢, f(z;) +€) C U; para
cadai =1,...,k. Fijem ewconm >ny % < e. Como 9, es denso, existe

a; € Qp N (f(x;) — #ﬂ, f(z;)) para cada i. Usando de nuevo la densidad de Q,

fije un elemento b; € Q, N (f(x;),a; + #ﬂ) para cada i. Defina K = {z1,..., 2k}
y u: K — A, por medio de la regla: u(z;) = (a;,b;). Entonces f € [u, K] € B, y
[u, K] C U. Por lo tanto, B,, es una m-base de Cp(X) (note que de hecho se probéd
que B,, es una base).

Demostraremos ahora que la sucesion {B,, : n € w} es una sucesién pseudo-
completa de m-bases para Cp(X), lo que terminara la prueba de que C,(X) es un

espacio pseudocompleto. Para esto necesitamos la siguiente afirmacion.
Afirmacion 2. Sin # m, [u, K] € B,, [v,L] € B, y [u, K] C [v, L], entonces

L C K y u(z) Cv(z) para cada z € L.
Demostracion de la afirmacion: Supongamos por el contrario que L € K. Fijemos
z € L\ K. Fije un elemento r, € u(z) para cada x € K y fije también un
elemento r € R\ v(z). Como X es un espacio Tychonoff, existe una funcion
continua g : X — R tal que g(z) = r, para cada © € K y g(z) = r. Entonces
g € [u, K]\ [v, L], lo que contradice que [u, K] C [v, L]. Por lo tanto, L C K.
Primero veamos que u(z) C wv(z) para cada z € L. Si ocurriera que existe
z € L de modo que u(z) € v(z), entonces existe r € u(z) \ v(z). Fije para cada
x € K\ {z} un elemento r, € u(x). Como X es Tychonoff, existe una funcion
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continua h : X — R tal que h(x) = r, para cada =z € K\ {z} y h(z) = r.
Entonces h € [u, K]\ [v, L], lo que contradice que [u, K| C [v, L]. Asi, u(z) C v(z)
para cada z € L. Considere ahora un elemento cualquiera z € L. Por lo antes
probado, u(z) C v(z). Debido a que u(z) = (a,b) para algunos a,b € Q,, a que
v(2) = (¢, d) para algunos ¢,d € Q,, y a que 9, N Q,, = 0, tenemos que a,b € Q,,,.
Asi, (a,b) = u(z) € v(z) = (¢, d) implica que (a,b) = [a,b] C (c,d), es decir,
u(z) Co(2). X

Probemos ahora si que {B, : n € w} es una sucesiéon pseudocompleta para
Cp(X). Sea {U, : n € w} una familia de abiertos no vacios tales que U,+1 C Uy,
y U, € B,, para cada n € w. Supongamos que U,, = [u,, K,] para cada n. Por la
afirmacién anterior, K,, C K, 41.

Consideremos un elemento cualquiera z € |J,,c,, Kn- Seam =min{n c w: z €
K,}. Entonces z € K, para toda n > m. Por la afirmacion 2 podemos concluir
que {u,(z) : n > m} es una familia de intervalos abiertos acotados de R tal que:

o Upt1(2) Cupy1(z) CUy(2) para cada n > m,

e lim, o didm(u,41(2)) =0

Como R es métrico completo, tenemos que [ U,+1(z) # 0. Entonces existe

e € nn>7n UﬂJrl(Z) c mn>m Uﬂ(z)

Note ahora que para cualquier subconjunto numerable A de X, cualquier sub-
conjunto B de A es numerable y por ello es cerrado en X. Entonces todos los
subconjuntos de A son subconjuntos cerrados de X y por ello son cerrados en A
con la topologia de subespacio respecto de X. Consecuentemente, como subespacio
de X, cualquier subconjunto numerable de X es cerrado y discreto.

En particular, el conjunto E = |J,,,, K, es un subconjunto cerrado y discreto
de X. Definamos h : E — R por medio de h(z) = e, para todo z € E. Como
FE es discreto, la funcién h es continua. Y como E es numerable, entonces E es
C-encajado en X, luego existe g : X — R continua tal que g [ £ = h. Note ahora
que para cualquier n € w y cualquier z € K, g(z) = h(z) = e, € u,(z). Entonces
g € [un, K] = U,. Consecuentemente, g € (,,c,, Un. Lo que termina la prueba de
que {B,, : n € w} es una sucesion pseudocompleta para Cp(X). g

n=m

El siguiente resultado debido a Tkachuk es una respuesta parcial positiva al
problema [£.1]

Proposicion 5.5. Si Y es un espacio pseudocompleto y ¢ : Y — Cp(X) es una
funcidn continua, abierta y suprayectiva, entonces Cp(X) es un espacio pseudocom-
pleto.

DEMOSTRACION: Usaremos el lema[5.4] asi que debemos probar que cualquier sub-
conjunto numerable de X es cerrado y C-encajado en X.

Primero probaremos que los subconjuntos numerables son discretos, resultado
que nos ayudara a demostrar que son cerrados.

Sea A cualquier subconjunto numerable de X. Por el inciso (2) de la proposi-
cion la funcién 74 : Cp(X) — m4(Cp(X)) es una funcién casi-abierta. En-
tonces la composicion w4 0¢ : Z — m4(Cp(X)) también es una funcién casi-abierta
(por el lema . Como A es numerable, R4 es un espacio metrizable. Entonces
ma(Cp(X)) también es un espacio metrizable. Aplicando el lema podemos
concluir que m4(Cp(X)) es un espacio metrizable pseudocompleto. Por el coro-
lario 74(C,(X)) tiene un subespacio D denso Cech completo. Debido a que
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ma(Cp(X)) es denso en Cp(A), concluimos que Cp(A) tiene un subespacio denso
C‘ech—completo. Consecuentemente, por el inciso (4) de la proposicién [5.1, A es
discreto (y numerable).

Demostremos ahora si que todo subconjunto numerable es cerrado.

Suponga que A C X es un conjunto numerable arbitrario, si A no fuese un
conjunto cerrado, entonces podemos fijar un elemento x € A\ A. Como AU {z} es
un conjunto numerable, por lo antes demostrado podemos concluir que AU {z} es
un subespacio discreto de X, pero esto contradice que € A. Por lo tanto, A es
cerrado en X.

Para finalizar demostraremos que cualquier subconjunto numerable de X es
C-encajado en X.

Note que si A un subconjunto numerable de X, para probar que A es C-
encajado en X bastard demostrar que m4(Cp(X)) = Cp(A). Pero ya hemos de-
mostrado que los subconjuntos numerable de X son discretos, entonces Cp,(A) =
RA. Asi que bastard probar que 74(C,(X)) = R4 para cualquier subconjunto
numerable A.

Suponga que existe un conjunto numerable A para el cual no es cierto que
74(Cp(X)) = RA. Fijemos h € R4\ m4(C,(X)). Entonces la funcién traslacion
T, : RY — R4 dada por t;(f) = f + h es un homeomorfismo. Consecuente-
mente T, (74(Cp(X))) es homeomorfo a m4(Cp(X)). Ademas Tj(m4(Cp(X))) N
ma(Cp(X)) = 0 porque si existiera g € T}, (ma(Cp(X)))N7a(Cp(X)), entonces exis-
te f € ma(Cp(X)) tal que g = t(f) = f + h. Entonces h = f — g y es facil
comprobar g — f € m4(Cp(X)). Porlo que h = g — f € ma(Cp(X)) lo que con-
tradice la eleccion de h. Ahora bien, por lo que probamos lineas arriba, el espacio
74(C,H(X)) tiene un subespacio denso D que es Cech-completo y ademas es denso
en Cp(A) = R4. Entonces R tiene dos subespacios densos éech—completos ajenos,
a saber, D y Tp(D), lo que contradice el inciso (2) del lema Por lo tanto,
74(Cp(X)) = RA. Es decir, A es C-encajado en X.

Como todo subconjunto numerable de X es cerrado y C-encajado, por el lema
el espacio Cp(X) es pseudocompleto. a

El lema muestra que la propiedad «todos los subconjuntos numerables de
un espacio X son cerrados y C-encajadosy implica la pseudocompletitud del espacio
de funciones C,(X). Lo interesante es que esta propiedad de hecho la caracteriza.
Efectivamente, si C,(X) es pseudocompleto y A es cualquier subconjunto numera-
ble de X, entonces por inciso (2) de la proposicién la funcion 74 : Cp(X) —
74 (Cp(X)) es una funcion casi-abierta. Con esto tenemos que m4(Cp(X)) es un
espacio metrizable pseudocompleto. Ahora usamos el mismo argumento que se
usé en la demostraciéon de la proposiciéon para concluir que A es cerrado y
C-encajado. De esta manera, llegamos al siguiente resultado.

Proposicion 5.6. Las siguientes condiciones son equivalentes para cualquier es-
pacio Tychonoff.

(1) Cp(X) es un espacio pseudocompleto.
(2) Todo subconjunto numerable de X es cerrado y C-encajado.

Agradecimientos: Los autores deseamos agradecer al revisor del capitulo por
el tiempo dedicado a la lectura del mismo. Sus valiosas correcciones y sugerencias
mejoraron en gran medida este trabajo.
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1. Introduccién

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacio. Un hiperes-
pacio de un continuo es una familia de subconjuntos cerrados del continuo con una
propiedad en comun. Dado un continuo X, existe una gama amplia de estudios
sobre el hiperespacio de subconjuntos cerrados y no vacios de X y del hiperes-
pacio de subcontinuos de X, estos hiperespacios son denotados por 2% y C(X),
respectivamente. En 1942, J. L. Kelley introduce la propiedad de Kelley en con-
tinuos como la propiedad 3.2 en [9], pag. 26], usa esta propiedad para estudiar la
contractibilidad de hiperespacios (véase [16, Capitulo XVI] y [8| pags. 167-172]).
Esta propiedad ha resultado de gran interés, incluso posee aplicaciones fuera de la
Teoria de los hiperespacios. En 1977, R. W. Wardle realiza un estudio sistemético
de la propiedad de Kelley y present6 en [24] una serie de resultados importantes
los cuales, desde entonces, han sido objeto de estudio en busca de generalizaciones
de los mismos. En 1999, W. Makuchowski usa la propiedad de Kelley para mostrar
que varias definiciones de conexidad local son equivalentes en el hiperespacio C'(X)
de un continuo X que tienen la propiedad de Kelley. En 2006, G. Acosta recopila
algunos resultados acerca de la propiedad de Kelley y la contractibilidad de hiperes-

pacios en [1].

Por otro lado, en 1978, Sam B. Nadler, Jr. [16], pag. 601] propone estudiar la
familia de subconjuntos de un continuo X que son arcos, este hiperespacio se define
y se denota por A(X) ={A C X : Aesun arco en X}. En 1999, Adridn Soto [20]

retoma este tema y considera el hiperespacio de arcos y singulares de un continuo
X, el cual se define y se denota por M(X) = A(X) U {{z} : = € X}. En ese
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trabajo se obtienen propiedades de M(X) cuando el continuo X es un dendroide.
En 2002, Alejandro Illanes [5] da una caracterizacion de las dendritas en términos
del hiperespacio de arcos y singulares.

En 2016, Ivan Serapio, en su tesis de maestria [19] Definicion 2.68], aporta el
concepto de punto medio para cada elemento del hiperespacio M(X) y, con esto, se
define la funcién punto medio [19, Definicién 2.71], denotada por P, donde 1 es una
funcion de Whitney, que asigna a cada elemento A de M(X) su tnico punto medio
P,(A) € X con respecto de p. En paralelo, también estudia la funcién de puntos
extremos [19], Definicion 2.19], la cual asigna a cada elemento A de M(X) el conjunto
de puntos extremos de A. Entre 2016 y 2019, Maria de Jests Lopez, Patricia Pelli-
cer Covarrubias e Ivan Serapio [10}, 11, 12] obtienen numerosos resultados que se
desprenden de [19].

En 2018, José Luis Suérez Lopez, presenta en su tesis de maestria [22] un estu-
dio sobre cuando la funcién punto medio y la funcién de puntos extremos en con-
tinuos son funciones casi monotonas, atémicas, fuertemente monétonas, libremente
descomponibles y fuertemente libremente descomponibles. Como consecuencia, se
obtienen dos caracterizaciones: una para los continuos libres de arcos y otra para
las dendritas (esta parte se encuentra publicada en [13]). Ademéas, Suérez Lopez
demuestra que existe una funcién continua, suprayectiva y fuertemente localmente
inyectiva entre [0, 1] y una grafica finita X, la cual se utiliza para probar que existe
una compactacion métrica del intervalo (0, 1], digamos Y, cuyo residuo es homeo-
morfo a X tal que cualquier funcién punto medio es continua en el hiperespacio de
arcos y singulares M(Y).

En 2020, José Luis Suarez Lopez, propone estudiar las familias siguientes: Da-
dos un continuo X y un punto p € X, consideramos los elementos A € M(X) que
tienen al punto p, esta colecciéon es denotada por Arcos(p, X), y es llamado hiperes-
pacio de arcos en X anclados en el punto p. Por otro lado, dada una funcion de
Whitney pu, para cada punto p € X, consideramos los elementos A € M(X) para los
cuales P,(A) = p, denotamos este conjunto por Medio,(p, X ), llamado el hiperes-
pacio de arcos en X con punto medio p. En 2023, Mauricio Chacén Tirado, Maria
de Jesus Lopez y José Luis Suarez Lopez, muestran en [2], los modelos geométricos
de Arcos(p, X) y los modelos geométricos de Medio,(p, X), para X arco, X curva
cerrada simple, y X triodo simple.

Inspirado naturalmente en la propiedad de Kelley y las familias Arcos(p, X) y
Medio,(p, X), José Luis Suarez Lopez, propone en su proyecto de tesis doctoral
[23], estudiar las siguientes propiedades: Dados un continuo X y p € X, diremos
que X tiene la propiedad de Kelley por arcos, si para cada punto p € X, para
cada sucesion {pp}nen convergente a p y para cada A € Arcos(p, X), existe una
sucesion {A, },en convergente a A tal que A, € Arcos(pn,X), para cada n € N.
Por otro lado, dada una funciéon de Whitney p para C(X), diremos que X tiene
la propiedad de Kelley por medios respecto de i, si para cada punto p € X, para
cada A € Medio,(p, X) y para cada sucesion {p, },en convergente a p, existe una
sucesion {A, }nen convergente a A tal que A,, € Medio,(p,, X), para cada n € N.

Ademas de esta introduccion, este capitulo consta de 4 secciones. En la seccion
2 recopilamos los conceptos necesarios para el desarrollo de este trabajo. En la sec-
cion 3, mostramos resultados acerca de la propiedad de Kelley por arcos, mostramos
que los arcos y las curvas cerradas simples tienen la propiedad de Kelley por arcos
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(Teoremas y respectivamente), mientras que los continuos que contienen un
n-odo simple libre no la tienen (Teorema, con estos resultados caracterizamos
al arco y a la curva cerrada simple dentro de la clase de las gréficas finitas (Teo-
rema . Por dltimo, caracterizamos al arco dentro de la clase de las dendritas
(Teorema [3.15)). En la seccién 4, mostramos resultados acerca de la propiedad de
Kelley por medios con respecto de p, mostramos que los arcos y las curvas cerradas
simples tienen la propiedad de Kelley por medios con respecto de u (Teoremas
y [4.10} respectivamente), mientras que los continuos que contienen un n-odo simple
libre no tiene dicha propiedad (Proposicion ; usamos estos resultados para ca-
racterizar al arco y la curva cerrada simple dentro de la clase de las graficas finitas
(Teorema [4.13). Finalizamos la seccion mostrando que el arco es la tnica dendrita
que tiene la propiedad de Kelley por medios con respecto de u (Teorema . En
la seccién 5, mostramos las relaciones que existen entre los conceptos de: propiedad
de Kelley, propiedad de Kelley por arcos y propiedad de Kelley por medios con res-
pecto de u. Méas precisamente, mostramos que la propiedad de Kelley no implica
la propiedad de Kelley por arcos (Ejemplo [5.1); la propiedad de Kelley por arcos
no implica la propiedad de Kelley (Ejemplo ; la propiedad de Kelley no implica
la propiedad de Kelley por medios con respecto de p; la propiedad de Kelley por
medios con respecto de p no implica la propiedad de Kelley por arcos y tampoco
implica la propiedad de Kelley (Ejemplo [5.5). Por ultimo, concluimos este trabajo
citando de manera natural la siguiente pregunta.

Dado un continuo X ;Si X tiene la propiedad de Kelley por arcos, entonces X
tiene la propiedad de Kelley por medios?

2. Preliminares

Nuestro trabajo se desarrolla en la teoria de continuos y sus hiperespacios. Un
continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacio. Como primeros
ejemplos de continuos tenemos:

(1) un arco el cual es un espacio homeomorfo al intervalo cerrado [0, 1];

(2) una curva cerrada simple es un espacio homeomorfo a la circunferencia
unitaria S! en el plano Euclidiano;

(3) un triodo simple es un espacio homeomorfo a {(z,0) € R? : z € [-1,1]} U
{(0,y) € R? : y € [0, 1]}, al punto (0,0) lo llamaremos vértice del triodo simple.

Sean X un espacio topolégico, A C X y S un numero cardinal. Diremos que
el punto p tiene orden menor o igual que 8 en X, lo cual se denotara por
ord(p, X) < B, si para cada subconjunto abierto U de X con p € U, existe un
subconjunto abierto V de X tal que p € V. C U y |frx(V)| < 8, donde frx(V)
es la frontera de V en X. El punto p es de orden 3 en X, lo cual denotaremos
por ord(p, X) = 8, si ord(p,X) < By ord(p, X) £ « para cualquier @ < 3. Ahora,
diremos que:

(i) El punto p es un punto extremo de X, si ord(p, X) = 1. El conjunto de
puntos extremos de X lo denotamos por E(X).

(i1) El punto p es un punto ordinario de X, si ord(p, X) = 2. El conjunto de
puntos ordinarios de X lo denotamos por O(X).

(i%i) El punto p es un punto de ramificacion de X, si ord(p,X) > 3. El
conjunto de puntos de ramificaciéon lo denotamos por R(X).
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Un espacio topolégico X es localmente conexo en un punto p € X, si para
cada abierto U de X que contiene a p, existe un abierto y conexo de X, V, tal que
p € V C U. Diremos que X es localmente conexo si es localmente conexo en
cada uno de sus puntos.

Una dendrita es un continuo localmente conexo que no contiene curvas cerra-
das simples.

Una grafica finita es un continuo que se puede representar como la union
de un numero finito de arcos tales que cualesquiera dos de ellos son ajenos o se
intersectan en alguno de sus puntos extremos.

Los hiperespacios de un continuo X son colecciones de subconjuntos de X que
satisfacen una propiedad dada. Los mas conocidos son los siguientes:

2% = {A C X : A es no vacio y cerrado en X}

O(X) ={Ac2%: Aes conexo},

estos son conocidos como el hiperespacio de subconjuntos cerrados y no vacios de
X y el hiperespacio de subcontinuos de X, respectivamente. A la coleccién 2% se le
dota de la métrica de Hausdorff, que a continuacién definimos: sean d la métrica
del continuo X, A € 2% y € > 0, se define la nube de radio ¢ alrededor de A, la
cual denotamos por N (e, A) = {x € X : existe a € A tal que d(z,a) < £}. Ahora,
se define la funcién H : 2% x 2% — [0, 00) como

H(A,B)=inf{e >0: AC N(s,B) y B C N(c, A)},

para cada A, B € 2. En [8, Teorema 2.2] se prueba que H es una métrica para 2.
Luego, C(X) es considerado como subespacio de 2. También se ha considerado el
hiperespacio

F.(X)={A € 2% : A tiene a lo mas n elementos},
para cada n € N, conocido como el n-ésimo producto simétrico del continuo X, asi
F,,(X) también es considerado como subespacio de 2%.

En [8] y |[16] se cuenta con un amplio estudio de las propiedades basicas de los
hiperespacios 2%, C(X) y F,,(X), de un continuo X. Por ejemplo, en [16], Teorema
(1.13)] se demuestra que si X es un continuo, entonces 2% también es un continuo.

Una de las herramientas mas usadas en la teoria de los hiperespacios de conti-
nuos son las funciones de Whitney. Estas funciones son parte esencial para definir
uno de nuestros hiperespacios, ente importante de nuestro trabajo: el hiperespacio
de arcos contenidos en el continuo X que tienen como punto medio a p.

Dado un continuo X, una funcién de Whitney para C(X) es una funcién
continua p : C(X) — [0,00) que satisface dos condiciones:

(1) para cada = € X, se tiene que pu({z}) =0,
(2)si A,Be (C(X)y AC B, entonces u(A) < u(B).
En [8] Teorema 13.4] se prueba el siguiente resultado:

Teorema 2.1. Si X es un continuo, entonces existe una funcion de Whitney para
el hiperespacio C(X).
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Para X y Y continuos y una funcién continua h : X — Y, se define la funcién
inducida C'(h) : C(X) — C(Y') como sigue: C(h)(A) = h(A), para cada A € C(X).
Si h es un homeomorfismo, entonces la funcion inducida C(h) es un homeomorfismo,
[21l Lema 2.3].

Lema 2.2. Sean X y Y continuos. Si h : X — Y es un homeomorfismo y u :
C(X) — [0,00) una funcion de Whitney, entonces po C(h)~!: C(Y) — [0,00) es
una funcion de Whitney.

DEMOSTRACION: Como h es un homeomorfismo, sabemos que C(h)~!: C(Y) —
C(X) es un homeomorfismo, asi po C(h)~! : C(Y) — [0,00) es una funcién con-
tinua. Basta probar que se cumplen las condiciones (1) y (2) de la definicion de
funcién de Whitney.
(1) Probaremos que po C(h)~"'({y}) = 0, para cada y € Y. Sea y € Y, note
que C(h)~t({y}) = {h71(v)}, luego u({h=(y)}) = 0, ya que u es una funcién de
Whitney. Se sigue que po C(h)~'({y}) = 0.
(2) Sean A,B € C(Y) tales que A C B. Como C(h)~! es un homeomorfismo
tenemos que C(h)~!1(A) € C(h)~}(B) y como p es una funcién de Whitney para
C(X), tenemos que poC(h) ™1 (A) = u(C(h)~H(A)) < w(C(h)"H(B)) = poC(h)~H(B).
Por lo tanto, uo C(h)~! es una funcion de Whitney para C(Y). O

En 2003, P. Pellicer Covarrubias introdujo en [I8] los hiperespacios anclados
en un conjunto. Dados un continuo X y un subcontinuo A de X, se define y se
denota el hiperespacio de los subcontinuos de X anclados en un continuo A como
el subespacio C(A,X) = {B € C(X) : A C B}. En particular, cuando A = {p},
para un punto dado p € X, lo denotamos por C(p, X) = {B € C(X) :p € B}.

En 1999, Adrian Ulises Soto, estudia en [20] acerca del hiperespacio de arcos
y singulares, el cual definimos a continuacién:

Definicion 2.3. Para todo continuo X se definen los siguientes subespacios de
C(X):
AX)={AeC(X): A es un arco} y
M(X) = A(X) U Fi(X).
Estos espacios son el hiperespacio de arcos de X y el hiperespacio de

arcos y singulares de X, respectivamente.

En 2016, Ivan Serapio define la funcién de puntos extremos usando la siguiente
definicion de puntos extremos para cada elemento de M(X).

Definicién 2.4. [10] Definicion 3.7] Dados un continuo X y L € M(X) se define
el conjunto de puntos extremos de L como:

{p € L :p es un punto extremo de L}, si L € A(X),

L, si L€ Fi(X).

Observemos que E(L) es un conjunto de uno o dos puntos, es decir, E(L) €
Fy(X). Consideremos la funcion E : M(X) — F5(X) que a cada elemento del
hiperespacio de arcos y singulares le asigna el conjunto de sus puntos extremos. A
esta funcion se le nombrard funciéon de puntos extremos de X.
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Para una prueba del Teorema puede ver [I11, Teorema 5.3] o bien [19]
Teorema 3.41].

Teorema 2.5. Un continuo es una dendrita si y sdlo si su funcion de puntos
extremos es un homeomorfismo.

También, en 2016 Ivan Serapio introduce la funciéon punto medio usando el
concepto de punto medio que citamos a continuacion.

Definicién 2.6. [10] Definicion 4.1] Sean X un continuo, p una funcién de Whit-
ney para C(X) y A un arco en X. Diremos que p € X es un punto medio de A
respecto de i, si existen K y L subcontinuos de A tales que A= KUL, KNL = {p}
y p(K) = p(L). En el caso en que A = {p}, diremos que p es el punto medio de A.

Teorema 2.7. [10, Teorema 4.6] Si A es un arco y p es una funcion de Whitney
definida en C(A), entonces A admite un unico punto medio respecto de .
Mads ain, el punto medio de A respecto de p no es punto extremo de A.

Definicién 2.8. [10] Definicion 4.8] Dados un continuo X y una funcion de Whit-
ney p para C(X) consideramos la funcion P, : M(X) — X que asigna a cada
elemento de M(X) su inico punto medio respecto de p tal y como lo asegura el
Teorema[2.7} A esta funcion la llamaremos funcién punto medio de X respecto
de p.

Siguiendo con esta tematica y el estudio del hiperespacio de arcos y singu-
lares, recientemente en 2024, José Luis Suarez Lopez en su tesis de doctorado [23]
introduce los siguientes hiperespacios.

Definiciéon 2.9. [23] Definicion 2.1] Sean X un continuo y un punto p € X,
definimos y denotamos el hiperespacio de arcos en X anclados en el punto p
como el conjunto de todos los elementos de M(X) que tienen al punto p, es decir,

Arcos(p, X) ={A e M(X) :p € A}.

Definicién 2.10. [23] Definicion 3.1] Sean X un continuo y p una funcién de
Whitney para el hiperespacio C(X). Para cada punto p € X, definimos y denotamos
el hiperespacio de arcos en X con punto medio p respecto de p, esto es,

Medio, (p, X) = {A € M(X) : P,(A) = p},
donde P, : M(X) — X es la funcion punto medio de X con respecto de .

Estos hiperespacios son considerados como subespacios de C'(X). En [2] se dan
modelos geométricos de estos hiperespacios para el arco, la curva cerrada simple
y el triodo simple. En [23] se muestran algunas propiedades generales de ambos
hiperespacios.

3. La propiedad de Kelley por arcos

Existen propiedades interesantes que satisfacen los continuos y asi, conocer sus
propiedades topoldgicas. Una de estas propiedades interesantes es la Propiedad
de Kelley introducida por J. L. Kelley como la Propiedad 3.2 en [9], pag. 9]. En
esta seccion, se introduce la definicion de Kelley por arcos y mostramos que los
continuos arco y curva cerrada simple satisfacen dicha propiedad, por otro lado el
triodo simple no tiene la propiedad de Kelley por arcos. También vamos a probar
algunos aspectos generales de la propiedad de Kelley por arcos.
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Definicion 3.1. Sea X un continuo con métrica d. Diremos que X tiene la
propiedad de Kelley, si para cada € > 0, existe 6 > 0, que depende de ¢, tal
que para cualesquiera dos puntos p y q de X con d(p,q) < ¢ y, para cada subcon-
tinuo A de X que contiene al punto p, existe un subcontinuo B de X que contiene
aqy H(A B)<e.

Las pruebas del Teorema [3.2] y el Teorema [3.3] pueden ser consultadas en [1}
Teorema 2.7] y [I, Teorema 4.1], respectivamente.

Teorema 3.2. Sea X un continuo. Sip € X, entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(1) X tiene la propiedad de Kelley en p.

(2) Para todo A € C(p,X) y para toda sucesion {pn}nen convergente a p, existe
una sucesion { Ay, }nen convergente a A tal que A,, € C(pn,X), para cada n € N,

Teorema 3.3. Si X es un continuo localmente conexo, entonces X tiene la propiedad
de Kelley.

Inspirados en la propiedad de Kelley y el estudio del hiperespacio de arcos en
X que contienen a un punto dado, José Luis Suarez Lopez en su tesis de doctorado
introduce la siguiente definicién [23], Definicion 4.4]:

Definicién 3.4. |23 Definicion 4.4] Sean X un continuo y p € X. Diremos que
X tiene la propiedad de Kelley por arcos, si para cada punto p € X, para cada
sucesion {pn tnen convergente a p y para cada A € Arcos(p, X), existe una sucesion
{A, }nen convergente a A tal que A,, € Arcos(p,,X), para cada n € N.

Teorema 3.5. Si X es un continuo que no contiene arcos, entonces X tiene la
propiedad de Kelley por arcos.

DEMOSTRACION: Sea X un continuo que no contiene arcos. Note que el hiperes-
pacio Arcos(p,X) = {{p}}, para cada p € X. Sean p € X, A € Arcos(p, X)
Y {Pn}nen una sucesion en X convergente a p. Observemos que A = {p}, basta
considerar la sucesion {{p,}}nen la cual converge a A. Por lo tanto, X tiene la
propiedad de Kelley por arcos. ([l

Un continuo es descomponible si puede ser escrito como unién de dos de sus
subcontinuos propios, en otro caso diremos que el continuo es indescomponible;
ademads, diremos que un continuo es hereditariamente indescomponible si todo
sus subcontinuos no degenerados son indescomponibles.

El pseudoarco esta definido en [15], Ejercicio 1.23]. El pseudoarco es un continuo
hereditariamente indescomponible y sus subcontinuos propios y no degenerados son
homeomorfos a él.

Corolario 3.6. Si X es un continuo hereditariamente indescomponible, entonces
X tiene la propiedad de Kelley por arcos.

Se sigue del Corolario que el pseudoarco tiene la propiedad de Kelley por
arcos.

Teorema 3.7. Si X es un arco, entonces X tiene la propiedad de Kelley por arcos.

DEMOSTRACION: Sean X un arcoy p € X. Sean A € Arcos(p, X) y {pn}tnen
una sucesion convergente a p. Como X es un arco, en particular es un espacio
localmente conexo, por el Teorema [3.3] X tiene la propiedad de Kelley. Por el
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Teorema existe una sucesion {A, },en convergente a A tal que A,, € C(pn, X),
para cada n € N. Como los subcontinuos de X son arcos o singulares, C(p,, X) =
Arcos(pn, X), para cada n € N, luego, A,, € Arcos(p,,X). Por lo tanto, X tiene
la propiedad de Kelley por arcos. [l

Teorema 3.8. Si X es una curva cerrada simple, entonces X tiene la propiedad
de Kelley por arcos.

DEMOSTRACION:  Sean X una curva cerrada simple, p € X, A € Arcos(p, X)
¥ {Pn}nen una sucesion convergente a p en X. Como X es localmente conexo,
por el Teorema [3.3] X tiene la propiedad de Kelley. Por el Teorema [3.2] existe
una sucesion {4, },en convergente a A tal que A, € C(p,,X), para cada n € N.
Notemos que, A,, es un arco de X, para toda n € N salvo una cantidad finita de
indices. Para los indices donde A,, = X, basta considerar un B,, € Arcos(p,, X),
asi, existe una sucesion {C,, },en convergente a A tal que C,, € Arcos(p,, X), para
cada n € N. Por lo tanto, X tiene la propiedad de Kelley por arcos. ([l

Proposicion 3.9. La propiedad de Kelley por arcos es una propiedad topoldgica.

DEMOSTRACION: Sean X y Y continuos tales que X tiene la propiedad de Kelley
por arcos. Sea h : X — Y un homeomorfismo. Probaremos que Y tiene la propiedad
de Kelley por arcos. Sean y € Y, B € Arcos(y,Y) v {yn}nen una sucesion en
Y convergente a y. Notemos que h™1(B) € Arcos(h~'(y),X). Por otro lado,
como h~! es una funcion continua y {y, }nen converge a y, {h™(y,) }nen converge
a h™1(y). Como X tiene la propiedad de Kelley por arcos, existe una sucesién
{A, }nen convergente a h~1(B) tal que A,, € Arcos(h™!(y,), X), para cada n € N.
Luego, {h(A;)}nen converge a h(h~1(B)) = B, note que h(A,) € Arcos(y,,Y),
para cada n € N. Concluimos que Y tiene la propiedad de Kelley por arcos. (I

Recordemos las siguientes definiciones.

Definicién 3.10. Sea n € N con n > 3. Un n-odo simple es un continuo X que
es la union de n arcos que se intersectan dos a dos solo en un punto p € X, donde
p es un punto extremo de cada uno de esos n arcos.

Definicién 3.11. Sean X un continuo y Y un subcontinuo de X. Diremos que Y
es un n-odo simple libre si Y es n-odo simple y Y \ E(Y) es un conjunto abierto
en X.

Teorema 3.12. Sean X un continuo y n € N tal que n > 3. Si X contiene un
n-odo simple libre, entonces X no tiene la propiedad de Kelley por arcos.

DEMOSTRACION: Supongamos que X tiene la propiedad de Kelley por arcos. Sean
Y el n-odo simple libre contenido en X y p el vértice de Y. Sean A;,..., A, los
arcos en X tales que

n
Y = U A,y A;NA; = {p}, para cualesquiera i,j € {1,...,n}.
i=1
Para cada ¢ € {1,...,n}, sea y; el punto extremo de A;, distinto de p. Sea U =
Y\ EY). Sean z1 € A1 \ {p,y1} y 2 € A2\ {p,y=2}, consideramos los arcos
By = px; y Bs = pzo contenidos propiamente en A; y As, respectivamente. Sea
M = B; U B;y. Note que M es un arco que contiene a p contenido en U. Sea
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{Pn}nen una sucesion convergente a p tal que p, € Az \ {p,ys}. Como X tiene la
propiedad de Kelley por arcos, existe {M,, },en una sucesion convergente a M tal
que M,, € Arcos(p,,X), para cada n € N. Notemos que U, A1\ {p,y1}, A2\ {p, 2}
y A3\ {p,ys} son abiertos en X, como consecuencia existe N € N tal que My C U,
My (A \{p,y1}) # 0, My N (A2\{p, y2}) # 0y MnN(A3\{p,ys}) # 0. Mas atin,
A\ {p,y1}, A2\ {p,y2} vy A3\ {p,ys} son arco componentes de U\ {p}, asi p € My.
Se sigue que p es un punto de ramificacion de My, lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto, X no tiene la propiedad de Kelley por arcos. ([

Proposicion 3.13. Si X es una grdfica finita con al menos un punto de ramifi-

cacion, entonces X contiene un n-odo simple libre, para algin n € N, con n > 3.
m

DEMOSTRACION: Sea X = U A;, donde A; es un arco, para cada i € {1,...,m},

y cualquiera par de ellos seZ irlltersecta en uno o ambos puntos extremos. Sea p

un punto de ramificacion de X y n = ord(p,X) > 3. Sin perder generalidad,

supongamos que p € A; siy sélosi j € {1,...,n}. Sea z; € A; tal que =; no es un
n

punto extremo de A;, para cada j € {1,...,n}. Sea Y = U pxj, donde px; es el
j=1

arco en A; con puntos finales p y x;, para cada j € {1,...,n}. Notemos que Y es

un n-odo simple libre. (I

Teorema 3.14. Sea X una grdfica finita. Entonces X tiene la propiedad de Kelley
por arcos si y solo si X es un arco o una curva cerrada simple.

DEMOSTRACION: Para la necesidad, supongamos que X no es un arco ni una curva
cerrada simple, por la [I5 Proposicion 9.5], existe p € X tal que ord(p, X) > 3,
luego por la Proposicion[3:13] X contiene un n-odo simple libre. Asi, por el Teorema
B:12] X no tiene la propiedad de Kelley por arcos, lo cual es una contradiccion.
Concluimos que X es un arco o una curva cerrada simple.

La suficiencia se sigue del Teorema [3.7y el Teorema [3.8 O

Teorema 3.15. Sea X una dendrita. Entonces X tiene la propiedad de Kelley por
arcos si y solo si X es un arco.

DEMOSTRACION: Para probar la necesidad. Por [15], Teorema 4], sea d una métrica
convexa para X. Supongamos que X tiene la propiedad de Kelley por arcos y que
X no es un arco. Existe un punto p en X tal que ord(p, X) > 3, luego existen arcos
en X, A;, Ay y As, tales que p es punto extremo de cada 4; y A;NA; = {p}, para
cualesquiera i, j € {1,2,3} distintos. Sean a; € A; el punto extremo de A; distinto
de p, para cada i € {1,2,3}.

Sea M = A; U Ay, note que a; y az son los puntos extremos de M. Sea
{Pn}nen una sucesion en Az \ {p, as} convergente a p. Por otro lado, como X tiene
la propiedad de Kelley por arcos, existe {M, },en una sucesion convergente a M
tal que M,, € Arcos(pn, X), para cada n € N. Para toda n € N, sean z,, y y, los
puntos extremos de M,,. Sea E : M(X) — F5(X) la funcién de puntos extremos
para X. Como X es dendrita por el Teorema [2.5] la funciéon E es continua. Como
{M,,}nen converge a M, se sigue que {E(M,)},cn converge a E(M), es decir, la
sucesion {{x,, yn}nen converge a {ai,as}, sin perder generalidad, supongamos
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que la sucesion {z, }nen converge a ai y la sucesion {y, bnen converge a as. Sea
¢ = min{d(a1, 43),d(az2, As),d(a1,a2)}. Luego, existe N € N tal que para todo
n= N, x, € B(a1,5) y yn € B(az, 5). Como d es una métrica convexa, se tiene
que B(a1,5) y B(az, 5) son conexos, asi para cada n > N, existen A, = z,a; y
By, = ynay arcos en X tales que A, C B(a1,5) y B, € B(ag, 5). Probemos la
siguiente afirmacién:

Afirmacién 3.16. Para cadan > N, p € M,.

Prueba de la Afirmacion. Supongamos lo contrario, es decir, existe k > N tal
que p ¢ My, se tiene que Ay U By U M es un conjunto conexo en X \ {p} que
contiene tanto a a; como a as, lo cual es una contradiccion, ya que p separa a a;
de as, es decir X \ {p} es disconexo. Se sigue que p € M,,, para cada n > N, asi
queda demostrada la Afirmacion [3.16

Sean U, , U,, y Uy, las componentes de los puntos a;, az y as, respectivamente.
Observemos que, como x,, € B(a1, §), para cada n > N y B(ay, 5) es un conjunto
conexo, se sigue que x,, € U,,, para cada n > N. De forma similiar se prueba que
Yn € U,,, para cada n > N. Por otro lado, notemos que, para toda n € N, p,, €
A3\ {p}, de tal forma que para toda n > N, existe un arco C,, = pras C Az \ {p},
de modo que p,, € U,,, para cada n > N. Se sigue que M, es un arco contiene a p
tal que M, NU,, # 0, My NUy, # 0y M, NU,, # 0, 1o cual es una contradiccion.
Por lo tanto, X es un arco.

La suficiencia se sigue del Teorema [3.7} (]

4. La propiedad de Kelley por medios con respecto de u

De manera natural, inspirados en el concepto de propiedad de Kelley por arcos
y el hiperespacio de arcos en un continuo con punto medio dado, José Luis Suarez
Lopez en su tesis de doctorado [23] introduce la propiedad de Kelley por medios:

Definicién 4.1. [23] Definicion 7.1] Sean X un continuo y u una funcién de Whit-
ney para C(X). Diremos que X tiene la propiedad de Kelley por medios res-
pecto de p, si para cada punto p € X, para cada A € Medio,(p, X) y para cada
sucesion {pn}nen convergente a p, ewiste una sucesion {Ap}tnen convergente a A
tal que A,, € Medio,(pn,X), para cada n € N.

Proposicion 4.2. Si X es un continuo que no contiene arcos y | una funcion
de Whitney para C(X), entonces X tiene la propiedad de Kelley por medios con
respecto de L.

DEMOSTRACION: Sea X un continuo que no contiene arcos y g una funcién de
Whitney para C'(X). Notemos que el hiperespacio Medio,(p, X) = {{p}}, para
cada p € X. Sean p € X, A € Medio,(p,X) y {pn}nen una sucesién en X
convergente a p. Notemos que A = {p}, asi basta considerar la sucesion {{p,} }nen
la cual converge a {p}. De donde X tiene la propiedad de Kelley por medios con
respecto de p. O

Como una consecuencia de la Proposicién tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.3. Si X es un continuo hereditariamente indescomponible y p una
funcion de Whitney para C(X), entonces X tiene la propiedad de Kelley por medios
con respecto de .
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Se obtiene del Corolario que el pseudoarco tiene la propiedad de Kelley por
medios con respecto de p.

Teorema 4.4. Sean X yY continuos homeomorfos, h : X — Y un homeomorfismo
y 1 una funcion de Whitney para C(X). Si X tiene la propiedad de Kelley por
medios con respecto de 1, entonces Y tiene la propiedad de Kelley por medios con
respecto de j1 o C(h)~*.

DEMOSTRACION: Supongamos que X tiene la propiedad de Kelley por medios
con respecto de p. Sea v = po C(h)~!. Por el Lema ~ es una funcién de
Whitney para C(Y). Probaremos que Y tiene la propiedad de Kelley por medios
con respecto de . Consideremos y € Y, B € Medio(p,Y) y {yn}nen una sucesion
en Y convergente a y. Como h es un homeomorfismo, tenemos que h=*(y) € X y
h=1(B) € Arcos(h=1(y), X).

Afirmacién 4.5. h=1(y) es punto medio de h='(B) con respecto de p.

Prueba de la Afirmacion. Como B € Medio,(p,Y), sean K y L arcos en B tales
que B=KUL, KNL={y}y ~v(K)=~(L). Observemos que h~*(B) = h~}(K U
L) = h"Y(K)Uh YL), ademas h"}(K)Nh~YL) = Y (KNL) =h({y}) =
{h71(y)}. Como h es un homeomorfismo, h~(K) y h=*(L) son arcos. Por otro
lado, tenemos que

p(h=H(K)) =y (C(h)(h~H(K))) = v(h(h~}(K))) = 7(K) = v(L) =
Y(h(h=1(L))) = (C(h)(h~1(L))) = n(h~*(L)).
Por lo tanto, h=1(y) es punto medio de h~1(B) respecto de p. Asi queda
demostrada la Afirmacion 5

Se sigue de la Afirmacion [4.5|que h=(B) € Medio, (h~'(y), X), como X tiene
la propiedad de Kelley por medios con respecto de p, existe una sucesion {A, }nen
convergente a h~!(B) tal que A,, € Medio,(h™'(y,), X), para cada n € N.

Afirmacion 4.6. h(A,) € Medio,(y,,Y), para cada n € N.

Prueba de la Afirmacion. Como A,, € Medio,(h™(y,), X), para cada n € N,
existen K,, y L, subcontinuos de A, tales que A,, = K,UL,, K,NL, = {h™'(y,)}
y /L(Kn) = /u'(Ln) Notemos que h(An) = h(Kn) U h(Ln)7 h(Kn) y h(Ln) son
subcontinuos de h(A4,,), para cadan € N. Por otro lado, como u(K,,) = u(Ly,), para
cada n € N, tenemos que 7(C(1)(K,)) = 7(C(B)(Ln) ¥ asf, 7(h(K)) = 7(h(Ly))-
Falta probar que h(K,) N h(L,) = {yn}, para cada n € N. Observemos que
h(h=(yn)) € h(K,) N h(Ly), asi y, € h(K,) N h(L,), para cada n € N. Ahora,
sea ¢ € h(K,) N h(L,), se sigue que h=1(q) € h=Y(h(K,)) N h~1(h(Ly,)), luego
h=1(q) € K,, N Ly, luego h=*(q) = h=(y,), finalmente como h~"' es inyectiva, se
tiene que ¢ = y,, para cada n € N. Concluimos que h(K,) Nh(L,) = {y.}, para
cada n € N, asi h(A,) € Medio,(y,,Y). Esto prueba la Afirmacién

Por otro lado, como h es una funcién continua y la sucesion {A,, },en es con-
vergente a h~1(B), se sigue que {h(A,)},en converge a B, por lo tanto, Y tiene la
propiedad de Kelley por medios con respecto de ~. O

Lema 4.7. Sean X un continuo, p una funcion de Whitney para C(X) yp € X.
SiY € Medio,(p, X) es tal que para cada A € Medio,(p, X) se tiene que ACY,
entonces Medio, (p, X) = Medio,(p,Y).
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DEMOSTRACION:  Como Y C X tenemos que Medio,(p,Y) C Medio,(p, X).
Para probar la otra contencién, sea A € Medio,(p, X), como A C Y, tenemos que
A € Medio,(p,Y). Concluimos que Medio,(p, X) = Medio,(p,Y). O

Teorema 4.8. Si X es un arco y  es una funcion de Whitney para C(X), entonces
X tiene la propiedad de Kelley por medios con respecto de .

DEMOSTRACION:  Por el Teorema basta considerar a X = [0,1]. Sea pu :
C(X) — [0,1] una funciéon de Whitney. Sean p € X, A € Medio,(p, X) y {Pn}nen
una sucesiéon en X convergente a p. Tenemos los siguientes dos casos:

Caso 1. p es punto extremo de X.

En este caso, por el Teorema Medio,(p, X) = {{p}}, luego A = {p},
entonces basta considerar {{p,}}nen la cual converge a A.

Caso 2. p no es punto extremo de X.

Notemos que p € X \ {0,1}. Sea r = min{u([0,p]), u([p, 1])}, sin perder gene-
ralidad, supongamos que r = u([0, p]), existe t € (p, 1) tal que r = u([p, t]). Sea R =
[0,], claramente R € Medio,(p, X), més atin, por el Lema [4.7, Medio,(p, R) =
Medio,(p, X). Sea A € Medio,(p, R) tal que A = [a, b], observemos que a € [0, p]
y b € [p,t]. Sea ¢ = u(la,p]), como la sucesién {p,}nen converge a p, existe
N € N tal que p, € [a,b], para cada n > N. Para cada n > N, sea r, =

Afirmacién 4.9. Sip,, € {pn}ln>n tal que 7, = p([a,pn,,]), entonces eziste
una sucesion {By,, }men convergente a A tal que By, € Medio,(py,,,X), para
cada m € N,

Prueba de la Afirmacion. Se tiene que existe ¢,,, € [pn,,b] tal que r, =
w([Prsn.,])- Sea By, = [a,qn,,], claramente B, € Medio,(pp,,,X). Pro-
baremos que la sucesion {B,, }men converge a A. Como A es un arco, por
el [4, Corolario 4], A es suave en cada uno de sus puntos, en particular en a,
luego como la sucesion {p,, }men converge a p, la sucesion {[a,pn,,|}men con-
verge a [a,p]. Por otro lado, existe ¢ € [a,d] tal que la sucesion {qy,, }men con-
verge a ¢, luego, como A es suave en g, se tiene que la sucesion {[pn,, ,qn,,|}men
converge al arco [p,q]. Ademés como p es una funcién continua tenemos que

{U([pnmv(Inm])}mEN converge a (([p, q]), asi, dado que /L([avpnm]) = N([pnma Qnm])a
se sigue que u([p, q]) = p([a, p]) = p([p,b]) v [p,q] € [p, ], se sigue que [p, q] = [p,b].

Luego la sucesion {B,, }men converge a [a,b] = A. Asi, queda demostrada la
Afirmacion {91
Ahora, definimos la sucesion { A, },,en como sigue: paracadan € {1,..., N—1},

sea A, = B, si r,,, = p(la,pn,,]) 0 An = Bn,, si 7, = p([pn,,b]), para cada
n > N. Luego, {A,}nen converge a Ay A, € Medio,(pn, X), para cada n € N.
U

Teorema 4.10. Si X es una curva cerrada simple y p es una funcion para C(X),
entonces X tiene la propiedad de Kelley por medios con respecto de .

DEMOSTRACION: Por el Teorema[d.4] basta considerar X = S'. Sea i una funcién
de Whitney para C(X). Sean p € X, A € Medio,(p, X) y {pn}nen una sucesion
en X convergente a p. Observemos que si A = {p}, entonces basta considerar
{{pn}}nen la cual converge a A. Supongamos que A es un arco con puntos extremos
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ayb. Sean Ky L arcos en A tales que A=KUL, KNL={p}y uK)=pn(L).
Sea ¢ = u(K), sin perder generalidad, supongamos que K = ap y L = pb en A.
Para § > 0, existe N € N tal que p, € A, para cada n > N. Sean {p,, Jnen
la subsucesion de {p,}nen tal que p,, € K. Para cada n; € N, consideremos
Qn;, € Rpn, = pn, b arco en A tal que la sucesion {qn, }nen converge a by plapy,) =
(Pn, qn, ). Por otro lado, por el Teorema A tiene la propiedad de Kelley en a,
asi la sucesion de arcos en A, {agn, }ren, converge al arco A.

De forma similar, para la subsucesion {p,, }nen de {pn}nen tal que p,, € L,
existe una sucesiéon de arcos

{tn,b}nen convergente a A tal que t,,,b € Medio,(p, X).

Asi, existe una sucesién {Ay}nen convergente a A tal que A, € Medio,(pn, X),
para cada n € N.

Proposicion 4.11. Sean X un continuo, p una funcion de Whitney para C(X) y
n € N tal que n > 3. Si X contiene un n-odo simple libre, entonces X no tiene la
propiedad de Kelley por medios con respecto de p.

DEMOSTRACION: Supongamos lo contrario, es decir que X tiene la propiedad de

Kelley por medios con respecto de . Sean Y el n-odo simple libre contenido en
n

X y p el vértice de Y. Sean A;,..., A, los arcos en X tales que Y = U A,y
i=1

A; N A; = {p}, para cualesquiera i, j € {1,...,n}.

Para toda ¢ € {1,...,n}, sea y; € A; el punto extremo de A;, distinto de
p. Sean z1 € A1\ {p,y1} v 2 € Az \ {p,y2}, consideramos los arcos pry y pxs
contenidos propiamente en A; y Ao, respectivamente, tales que p(pzy) = pu(pxs).
Sea M = pxi U pzxs se sigue que M € Medio,(p, X), sea {pn}nen una sucesion
convergente a p tal que p, € As \ {p,ys}. Como X tiene la propiedad de Kelley
por medios con respecto de pu, existe {M, }n,en una sucesion convergente a M tal
que M, € Medio,(pn,X), para cada n € N.

Como Y es un n-odo simple libre, tenemos que Y\ E(Y') es un conjunto abierto
en X. Sea U= (Y \ E(Y)), observemos que M € U. Asi, como {M,,},en converge
a M, existe N € N tal que M,, € U, para cadan > N. Se sigue que M,, CY\ E(Y),
para cadan > N.

Afirmacién 4.12. Eziste | € N tal que p € M,,, para cada n > .

Prueba de la Afirmacion. Sea e > 0 tal que B(x1,e) C A1 \{p,y1} y B(za,e) C

Ao\ {p, y2}, como {M,},en converge a M, existe N; € N, tal que
M, N B(x1,e) # 0y M, N B(xa,¢) # 0, para cada n > Nj.
Luego
M,NAy #0y M, N Ay # 0, para cada n > Nj.

Observemos que A; \ {p}, con i € {1,...,n}, son las arcos componentes de

Y\ {p}, como B(z1,e) € A\ {p,y1} y B(x2,¢) € A2\ {p, 92}, se tiene que
M, N (A \ {p}) #0y M, N (A2\ {p}) # 0, para cada n > Nj.
Como A; \ {p} # A2\ {p}, se sigue que p € M,, para cada n > N;. Sea

I = max{N,N;}, de esta forma p € M,, para cada n > [. Con lo cual queda
demostrada la Afirmacion 412
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Finalmente, como M, N (A1 \ {p}) # 0, M, N (As\ {p}) # 0 y p € M,,, para
cada n > I, se sigue que M,, C Ay U As\ {y1,y2}, esto implica que p,, ¢ M, para
cada n > [, lo cual es una contradicciéon ya que p, es punto medio de M, para
cada n > N. Concluimos que X no tiene la propiedad de Kelley por medios con
respecto de p. O

El siguiente resultado proporciona una caracterizaciéon del arco y la curva ce-
rrada simple en la clase de las gréficas finitas.

Teorema 4.13. Sea X una grdfica finita y p una funcion de Whitney para C(X).
Entonces X tiene la propiedad de Kelley por medios con respecto de i si y sélo si
X es un arco o una curva cerrada simple.

DEMOSTRACION: Para la necesidad, supongamos que X no es arco ni curva cerrada
simple y que X tiene la propiedad de Kelley por medios con respecto de p, por la
[15] Proposicion 9.5], se tiene que existe p € X tal que ord(p, X) > 3. Luego, por
la Proposicién X contiene un n-odo simple libre. Asi, por la Proposicion [£:11]
X no tiene la propiedad de Kelley por medios con respecto de u, lo cual es una
contradiccién. Concluimos que X es un arco o una curva cerrada simple.

La suficiencia se sigue del Teorema [£.8y Teorema [£.10] O

Teorema 4.14. Sea X wuna dendrita y p una funcion de Whitney para C(X).
Entonces X es un arco si y solo si X tiene la propiedad de Kelley por medios con
respecto de L.

DEMOSTRACION: La necesidad se sigue del Teorema

Para probar la suficiencia. Por [I5, Teorema 4], sea d una métrica convexa
para X. Supongamos que X tiene la propiedad de Kelley por medios con respecto
de 1y que X no es un arco. Por [15] 8.40 (a)], existe un punto p en X tal que
ord(p, X) > 3, luego existen arcos en X, Ay, Ay y As, tales que p es punto extremo
de A; y A;NAj = {p}, para cualesquiera i,j € {1,2,3} distintos. Sean a; € A; el
punto extremo de A; distinto de p, para cada i € {1,2,3}. Sin perder generalidad,
supongamos que (A1) < p(As), asi existe x € Ay tal que By = px arco en Ay y
u(A1) = u(By).

Sea M = A; U By, note que a; y « son los puntos extremos de M. Sea {p, }nen
una sucesion en As \ {p, ag} convergente a p. Como X tiene la propiedad de Kelley
por medios con respecto de p, existe { M, },cn una sucesion convergente a M tal que
M, € Medio(p,,X), para cada n € N. Para toda n € N, sean z,, y y,, los puntos
extremos de M,,. Consideramos la funcién de puntos extremos E : M(X) — F»(X).
Como X es dendrita por el Teorema la funcién E es continua. Luego la suce-
sion {E(M,,)}nen converge a E(M), es decir, la sucesion {{z,, yn}}nen converge
a {x,a;}. Sin perder generalidad, supongamos que la sucesion {z, },en converge a
x y la sucesion {y, }nen converge a a;. Sea € = min{d(ai, 4s),d(x, As),d(a1,z)}.
Luego, existe N € N tal que para todo n > N, z, € B(x,5) y yn € Blay,5).
Como d es una métrica convexa, se tiene que B(ai, 5) y B(z, ) son conexos, de
tal forma que para cada n € N, existen A4, = z,z y B, = y,a; arcos en X tales
que A, C B(z,5)y B, € B(ay, 5). Probemos la siguiente afirmacion:

Afirmacién 4.15. Para cadan > N, p € M,.
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Prueba de la Afirmacion. Supongamos que existe k > N tal que p ¢ M.
Tenemos que Ay U By, U My, es un conjunto conexo en X \ {p} que contiene tanto a
ay como a x lo cual es una contradiccion ya que p separa a aq de z, es decir, X \ {p}
es disconexo. Asi queda demostrada la Afirmacion [4.15)

Sean U,,, U, y U,, las componentes en X \ {p} de los puntos a1, as y as,
respectivamente. Como x, € B(z, §), para cada n > N y B(z, 5) es un conexo,
tenemos que z,, € U,, para cada n > N. De forma similar se prueba que y,, € U,,,
para cada n > N. Como p, € A3\ {p}, existe un arco C,, = ppas C As\ {p},
para cada n € N. Asi p, € U,,, para cada n > N. Se sigue que M,, es un arco
contiene a p tal que M, NU,, # 0, M, NU,, # 0y M, NU,, # 0, lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto, X es un arco. ([

5. Relaciones entre la propiedad de Kelley, la propiedad de Kelley por
arcos y la propiedad de Kelley por medios con respecto de p

En esta secciéon vamos a ver las relaciones que existen entre los conceptos de
propiedad de Kelley, la propiedad de Kelley por arcos y la propiedad de Kelley por
medios con respecto de p.

El Ejemplo muestra que la propiedad de Kelley no implica la propiedad de
Kelley por arcos ni la propiedad de Kelley por medios con respecto de pu.

Ejemplo 5.1. Sea X un triodo simple. Por el Teorema[3.3, X tiene la propiedad
de Kelley. Por el Teorema[3.13, X no tiene la propiedad de Kelley por arcos. Sea
u una funcion de Whitney para C(X). Por la Proposicion X no tiene la
propiedad de Kelley por medios con respecto de p.

Dados un continuo X y p € X, la composante de p en X denotada por k(p)
se define como la unién de todos los subcontinuos propios de X que contienen al
punto p.

Por otro lado, el Ejemplo [5.2| muestra que la propiedad de Kelley por arcos no
implica la propiedad de Kelley.

Ejemplo 5.2. Sean P y Q) dos pseudoarcos tales que PNQ = {q} y sea X = PUQ.
Las siguientes afirmaciones se cumplen:

(1) X tiene la propiedad de Kelley por arcos.
(2) X no tiene la propiedad de Kelley.

DEMOSTRACION: Primero probamos (1). Notemos que X no contiene arcos. Como
consecuencia del Teorema[3.5] se tiene que X tiene la propiedad de Kelley por arcos.

Ahora, probemos (2). Observamos que P es un subcontinuo de X tal que
q € P. Como @ es un continuo indescomponible, por [15] teoremas 11.15 y 11.17],
@ tiene una cantidad no numerables composantes densas, asi podemos considerar
una sucesion {g, }nen en X que converge a ¢ tal que para cadan €N, g, € Q y la
composante de g, en @ es diferente de la composante de g en Q.

Supongamos que X tiene la propiedad de Kelley, en particular, X tiene la
propiedad de Kelley en ¢. Asi, existe una sucesion de subcontinuos {K, },en con-
vergente a P tal que ¢, € K,,, para cadan € N.

Afirmacién 5.3. existe N € N tal que q € K,,, para cadan > N.
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Prueba de la Afirmacion. Sea x € P\ {¢q}. Como P \ {¢} es un subconjunto
abierto de X y {K, }nen converge a P, existe N € N tal que K,, N (P\{q}) # 0,y

K,N(Q\{q}) # 0, para cada n > N. Notemos que {q} separa a P\ {q} y Q\ {q}
en X, se sigue que q € K,,, para cada n > N. Queda probada la Afirmacion

Afirmacién 5.4. K, N(Q es conexo, para cada n > N.

Prueba de la Afirmacion. Seann > N, U = K,N(P\{q}) y V = K,N(Q\{q}).
Notemos que U y V son subconjuntos abiertos de K, \ {¢}, K, \ {¢} = U UV,
UNV=0,U#0yV #0. Asi, U y V estdn mutuamente separados en K, \ {q}.
Por [15], Proposicion 6.3], V U {q} es conexo. Observemos que V U {q} = (K, N
(Q\{q})) U{q} = K., N Q. Queda probada la Afirmacion

Finalmente, por la Afirmacion[5.]} para cadan > N, K,,NQ es un subcontinuo
de . Como ¢, q, € K,, NQ y los puntos q y g, estan en diferentes composantes de
Q, se sigue que K, N Q = Q. De donde Q C nh_)rr;o K, = P, lo cual contradice que

PNn@Q ={q}. Porlo tanto, X no tiene la propiedad de Kelley. O

El Ejemplo muestra que la propiedad de Kelley por medios con respecto de
1, donde p es una funcién de Whitney, no implica la propiedad de Kelley por arcos
ni la propiedad de Kelley.

Ejemplo 5.5. Sea X = PUY, donde P es un seudoarco, Y es un arco, y PNY =
{p}. Sea p una funcion de Whitney para C(X). Las siguientes afirmaciones se
cumplen:

(1) X no tiene la propiedad de Kelley por arcos.
(2) X tiene la propiedad de Kelley por medios con respecto de fi.
(8) X no tiene la propiedad de Kelley.

DEMOSTRACION:  Probemos el inciso (1). Notemos que Y € Arcos(p, X). Sea
{Pn}nen una sucesion convergente a p tal que p, € P\ {p}, para cada n € N.
Observemos que, para toda n € N, Arcos(p,, X) = {{pn}}. Se tiene que la unica
sucesion {4, tnen tal que A, € Arcos(p,, X) es la que tiene a cada elemento como
un singular, es decir, A, = {p,}, para cada n € N, luego la sucesion {A,}.en
converge a {p} # Y, por lo tanto, X no tiene la propiedad de Kelley por arcos.

Ahora, probemos el inciso (2). Sea ¢ € X, tenemos los siguientes tres casos:

Caso 1. g € Y \ {p}.

Notemos que Medio,(q,X) = Medio,(q,Y), ya que {¢g} € Y y si A es un
arco que tiene a ¢ como punto medio, entonces A C Y. Sea M € Medio,(q,X)
Y {Gn}nen una sucesion en X convergente a q. Sea ¢ = d(p, q), como la sucesion
{gn}nen converge a ¢, existe N € N tal que d(q,¢,) < §, para cada n > N. Se
tiene que ¢, € Y, para cada n > N. Consideremos la subsucesion {g,}n>n, la
cual converge a q y estid contenida en Y, como Y es un arco, en particular tiene
la propiedad de Kelley por medios con respecto de p, luego existe una sucesién
{M,}n>n convergente a M tal que M, € Medio,(gy,,X), para cada n > N. Asi,
X tiene la propiedad de Kelley por medios con respecto de u en q.

Caso 2. g € P\ {p}.

Observemos que Medio,(q, X) = {{q}}. Asi, si {gn}nen es una sucesién con-
vergente a a, existe N € N tal que g, € P, para cada n > N. Luego, la subsucesién
{@n}n>nN esta contenida en P, luego, basta considerar la sucesion {{¢,}}n>n la



5. RELACIONES ENTRE LA PROPIEDAD DE KELLEY... 145

cual converge a {q}. Por lo tanto, X tiene la propiedad de Kelley por medios con
respecto de p en cada punto de P\ {p}.

Caso 3. q = p.
Observemos que Medio,(q, X) = {{q}}, luego, si {gn}nen es una sucesién en
X convergente a a, basta considerar la sucesion {{g,}}nen la cual converge a {q}.

De los Casos 1, 2 y 3, concluimos que X tiene la propiedad de Kelley por
medios con respecto de p.

Finalmente, probemos el inciso (8). Observamos que Y es un subcontinuo de
X tal que p € Y. Sea {py}nen una sucesion en X que converge a p tal que para
cadan € N, p, € P y la composante de p,, en P es diferente de la composante de
pen P.

Supongamos que X tiene la propiedad de Kelley, en particular, X tiene la
propiedad de Kelley en p. Asi, existe una sucesion de subcontinuos {K, },en con-
vergente a Y tal que p, € K,,, para cada n € N.

Afirmacién 5.6. eziste N € N tal que p € K,,, para cada n > N.

Prueba de la Afirmacion. Sea z € Y \ {p}. Como Y \ {p} es un subconjunto
abierto de X que contiene a z y {K,}nen converge a Y, existe N € N tal que
K,Nn Y \{p}) #0,y K, n(P\ {p}) # 0, para cada n > N. Notemos que {p}
separa a Y \ {p} y P\ {p} en X, se sigue que p € K,,, para cada n > N. Queda
probada la Afirmacidn

Afirmacién 5.7. K, NP es conezo, para cada n > N.

Prueba de la Afirmacion. Seann > N, U = K,N(Y\{p}) vy V = K,,n(P\{p})-
Notemos que U y V son subconjuntos abiertos de K, \ {p}, K, \ {p} = U UV,
UNV=0,U#0yV #0. Asi, U y V estan mutuamente separados en K,, \ {p}.
Por [15], Proposicion 6.3], V U {p} es conexo. Observemos que V U {p} = (K, N
(P\ {p})) U{p} = K,, N P. Queda probada la Afirmacion

Finalmente, por la Afirmacion[5.7, para cadan > N, K,,N P es un subcontinuo
de P. Como p,p, € K, N P y los puntos p y p, estan en diferentes composantes
de P, se sigue que K,, N P = P. De donde P C nhﬂngo K, =Y, lo cual contradice

que Y N P = {p}. Por lo tanto, X no tiene la propiedad de Kelley. O

Denotemos a la propiedad de Kelley por PK, a la propiedad de Kelley por
arcos por PKA y a la propiedad de Kelley por medios con respecto de u, donde p
es una funcién de Whitney, por PKM. El siguiente diagrama muestra las relaciones
entre estos conceptos.

Concluimos este capitulo con la siguiente pregunta.

PROBLEMA 5.8. Dado un continuo X y u una funcion de Whitney para C(X) 4Si
X tiene la propiedad de Kelley por arcos, entonces X tiene la propiedad de Kelley
por medios con respecto de pu?

Agradecimientos: Mis alla de la formalidad de agradecer al arbitro(a), con
toda sinceridad, los autores le agradecen al arbitro(a) sus comentarios, dedicacion
y sugerencias a este trabajo.
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9

PKA —— PKM

5.3

PK

Ficura 1. Relacién entre PK, PKA y PKM
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1. Introduccién

Un sistema dindmico es una pareja formada por un espacio topolégico X (es-
pacio fase) y una funciéon f : X — X, y es denotado por (X, f). Ademas, si
X1,..., X, son espacios topologicos, con m > 2y, para cada i € {1,...,m}, f; :
X; — X, es una funcion, se puede definir la funcion [, f; : [T, Xs — [1, X,
dada por [[\", fi((z1,...,2zm)) = (fi(z1),..., fm(zm)), para cada (z1,...,2m) €
H?;l X;. Esta funcion es llamada funcidon producto. De este modo, podemos
analizar las relaciones entre los sistemas dinamicos (1) (IT", X,, [[i~, fi) v (2)
(Xi, fi), paracada i € {1,...,m}.

Sea M una de las siguientes clases de funciones: exacta, mezclante, transitiva,
débilmente mezclante, totalmente transitiva, fuertemente transitiva, cadtica en el
sentido de Devaney, minimal, érbita-transitiva, estrictamente o6rbita-transitiva, w-
transitiva, 775, suavemente mezclante, exactamente Devaney caodtica, minimal
inversa, totalmente minimal, dispersora, Touhey o un F-sistema. En [11], A. Rojas,
F. Barragén y S. Macias, estudian relaciones entre las siguientes condiciones:

(1) Paracadai e {1,...,m}, fi e My
(2) Hzil fi S M7
considerando espacios topologicos y funciones no necesariamente continuas.

Continuando con el estudio realizado en [4}, 1], en este capitulo analizare-
mos relaciones entre las condiciones (1) y (2) mencionadas anteriormente, ahora
considerando las siguientes clases de funciones: exacta en el sentido de Akin-
Auslander-Nagar, completamente exacta, fuertemente transitiva en el sentido de
Akin-Auslander-Nagar, muy fuertemente transitiva, exacta transitiva, fuertemente
exacta transitiva y fuertemente producto transitiva.

Cabe mencionar que este capitulo esta basado en las secciones tres y cuatro del
articulo Conceptions on topological transitivity in products and symmetric products

149
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II [10]. El contenido se ha adaptado y reorganizado para hacerlo méas accesible y
comprensible para un publico general.

2. Notacion y conceptos basicos

En esta seccién presentamos la notacién y conceptos basicos necesarios para el
desarrollo de este capitulo.

Dado un espacio topologico X y un subconjunto A de X, con int(A) y cl(A)
denotaremos al interior y la clausura del conjunto A en X, respectivamente. Tam-
bién, nos referiremos a los conjuntos de nimeros naturales y enteros no negativos
como Ny Z,, respectivamente.

Por otra parte, si f : X — X es una funcién, para cada k£ € N, la k—ésima
iteracion de f la definimos como la composiciéon reiterada de f consigo misma k
veces y la denotamos por f*. Es decir, f**! = fo f*. Se entiende que f' = f y se
define f° = idx (la funcién identidad en X). Para un subconjunto A de X y k un
entero, usaremos f¥(A) para referirnos a la imagen de A bajo f* cuando k > 0y
la preimagen bajo fI*! cuando k < 0.

En todo este capitulo, m denotara un entero mayor o igual que dos.

Definicién 2.1. Para cada i € {1,...,m}, sea X; un conjunto no vacio. Se define
y denota su producto cartestano como el conjunto:

HXi ={(z1,...,2m) 1 x; € X, para cada i € {1,...,m}}.
i=1

Cuando X1 = Xy = --- = X, al conjunto H:il X; se le denota con X™.

Definiciéon 2.2. Para cada i € {1,...,m}, sea (X;,7;) un espacio topoldgico. La
topologia producto X sobre el conjunto T[]~ X; es la topologia que tiene como
base la coleccion f = {Uy x -+ XUy, : U; € 73, para cadai € {1,...,m}}. El espacio
topoldgico ([];~, X:,X) se llama espacio producto de la familia {(X;, )}, y
se denota simplemente por H:il X;.

Definicién 2.3. Para cada i € {1,...,m}, sean X; un conjunto no vacio y f; :
X; = X; una funcion. Se define la funcion producto [[;", f; = [I"; Xi —
[T, X; como:

Hfz ((wlv"'vxm)):(fl(xl)v"'afm(wm))a

para cada (z1,...,2m,) € [[12, X;.
Cuando fi = fo =+ = fm, a la funcion [[}", fi se le denota con f*™.

Definicién 2.4. Sea (X, f) un sistema dindmico. La 6rbita de un punto x € X
bajo f, denotada por O(z, f), es el conjunto {x, f(x), f>(z),...}. Esto es:

Ofa, f) = {"(a) :n € L.},

Definicién 2.5. Sean (X, f) un sistema dindmico y A y B subconjuntos de X. Se
define el siguiente conjunto:

ny(A,B) ={k € N: An f~%(B) # 0}.

Definicién 2.6. Sea (X, f) un sistema dindmico, y x,y € X. Se tiene que x es un
punto:
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fijo de f si f(z) = x;

e transitivo de f sila orbita O(z, f) es denso en X;
e periddico de f si existe k € N tal que f*(x) = z. El conjunto de puntos

periddicos de f es denotado por Per(f);

recurrente de f si para cada subconjunto abierto U de X tal que x € U,
eziste | € N tal que fl(x) € U;

casi-periddico de f si para cada subconjunto abierto U de X tal que
x € U, existe | € N tal que f*(x) € U para cada k > 0;

no errante de f si para cada subconjunto abierto U de X tal que x € U
eziste | € N tal que fL(U)NU # 0;

w-limite de y bajo f si para cualquier k € N y cualquier subconjunto
abierto U de X tal que © € U, ewxiste un entero positivo I = k tal que
f'(y) € U. El conjunto de todos los puntos w-limite de y bajo f, es
denotado por w(y, f) y es llamado conjunto w-limite de y.

En el diagrama de la Figura [l| se muestran contenciones entre las clases de
puntos presentadas en la Definicién [2.6] para el caso general, es decir, X espacio
topologico y f : X — X una funcién no necesariamente continua.

Transitivo

Fijo — Peri6dico — Casi-periddico — Recurrente — No errante

FIGURA 1. Relaciones entre clases de puntos.

En [9], se puede encontrar un analisis detallado del diagrama de la Figura

ademas,

mediante la construcciéon de contraejemplos, los autores establecen que

estas contenciones entre clases de puntos son propias.
Las siguientes definiciones se pueden encontrar en [T, 2} [8], [12].

Definicién 2.7. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se dice que f es:

exacta, si para cada subconjunto abierto no vacio U de X, existe k € N
tal que f*(U) = X;

mezclante, si para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U y V
de X, existe N € N tal que f*(U)NV # 0, para cada k > N;
transitiva, si para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U y'V de
X, erxiste k € N tal que fF(U)NV #0;

o débilmente mezclante, si f*? es transitiva;
e totalmente transitiva, si f° es transitiva, para todo s € N;
o fuertemente transitiva, si para cada subconjunto abierto no vacio U

de X, eriste s € N tal que ;_, [F(U) = X;
cadtica, si es transitiva y Per(f) es denso en X (esta definicion corres-
ponde al caos en el sentido Devaney [3]);

e orbita-transitiva, si existe x € X tal que cl(O(z, f)) = X;
e estrictamente orbita-transitiva, si existe x € X tal que cl(O(f(x), f)) =

X;
w-transitiva, si existe ¢ € X tal que w(z, f) = X;
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o TT, ., sipara cualquier par de subconjuntos abiertos no vacios U y 'V de
X, el conjunto ny(U, V) es infinito;

e suavemente mezclante, si para cualquier funcion transitive fi : X1 —
X1, la funcion f x f1 es transitiva;

e exactamente Devaney cadtica, si f es exacta y Per(f) es denso en
X;

e dispersora, si para cualquier funcion minimal (esto es, si la orbita de
cada punto de X es un conjunto denso en X ), f1 : X1 — X1, la funcidn
f X f1 es transitiva;

e Touhey, si para cualquier par de subconjuntos abiertos no vacios U y V'
de X, existe un punto periédico v € U y k € Z, tales que f*(z) € V;

o un F-sistema, si [ es totalmente transitiva y Per(f) es denso en X;

e exacta en el sentido de Akin-Auslander-Nagar, si para cualquier
par de subconjuntos abiertos no vacios U y'V de X, existe k € N tal que
frO) N V) #0;

e completamente exacta, si para cualquier par de subconjuntos abiertos
no vacios U y V de X, existe k € N tal que int(f*(U) N fF(V)) # 0;

e fuertemente transitiva en el sentido de Akin-Auslander-Nagar,
si para cualguier subconjunto abierto no vacio U de X, | J;—, f*(U) = X;

o muy fuertemente transitiva, si para cualquier subconjunto abierto no
vacio U de X, existe N € N tal que Ufcvzl HU) = X;

e exacta transitiva, si para cada par de subconjuntos abiertos no vacios
UyVde X, Upe  (f5(U) N fR(V)) es denso en X ;

e fuertemente exacta transitiva, si para cada par de subconjuntos abier-
tos no vacios U y 'V de X, se tiene que Jr—, (f*(U) N fE(V)) = X;

e fuertemente producto transitiva, si para cada k € 7., f*F es fuerte-
mente transitiva en el sentido de Akin-Auslander-Nagar.

Por conveniencia, de aqui en adelante nos referimos a las funciones exactas
en el sentido de Akin-Auslander-Nagar y fuertemente transitiva en el sentido de
Akin-Auslander-Nagar como AAN exactas y AAN fuertemente transitivas, respec-
tivamente.

Ademas, ya que toda funcion exacta es sobreyectiva, se tiene que f: X — X
es exacta si y sblo si, para todo subconjunto abierto no vacio U de X, existe N € N
tal que f¥(U) = X, para cada k > N. En lo que resta de este trabajo, utilizaremos
esta equivalencia.

En el diagrama de la Figura[2] se muestran algunas contenciones entre las clases
de funciones de la Definicion Los lectores interesados en la prueba de dichas
contenciones pueden revisar, por ejemplo, [, 2, (5l [8], [9].

Por otra parte, al agregar las condiciones adecuadas al espacio fase o a la
funcién, se pueden obtener otras relaciones entre clases de funciones. En [9], se en-
cuentra un andlisis detallado de contenciones entre las siguientes clases de funciones:
AAN exactas, completamente exactas, AAN fuertemente transitivas, muy fuerte-
mente transitivas, exacta transitivas, fuertemente exacta transitivas y fuertemente
producto transitivas.

3. Conjugacion topolégica

En esta seccion presentamos los resultados preliminares necesarios para el de-
sarrollo de la Seccion 4.
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AAN - Completamente

Exacta exacta,
i Suavemente Fuertemente
Sobreyectiva <——— Exacta erteme

mezclante s
/ transitiva

Mezclante ——— Débilmente
mezclante

Muy
fuerte- Fuertemente
mente transitiva
transitiva
AAN
) Fuertemente
Un F-Slstema > Totalmente Fuerte—
... exacta
transitiva mente ..
.. transitiva
transitiva l
Exacta
transitiva

/

Touhey ——— = Cadtica ——— Transitiva <—— w-transitiva

Exactamente / l

TT, 4 Dispersora Estrictamentre
6rbita-transitiva

Devaney
cadtica

Orbita-transitiva

F1curaA 2. Relaciones entre clases de funciones.

Definicién 3.1. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dindmicos. Se tiene que f y g son
topologicamente conjugadas si existe un homeomorfismo h : X — Y tal que
ho f = goh. El homeomorfismo h es llamado una conjugacion topoldgica entre

fyg.

Bajo las condiciones de la Definicion 3.1} diremos que f y g son topolégicamente
conjugadas via h.

Observacion 3.2. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dindmicos, h : X —'Y un homeo-
morfismo y k € N. Si f y g son topoldgicamente conjugadas via h, entonces:

(1) g y f son topoldgicamente conjugadas via h=*,

(2) f*=h"togtohygt=hoflon".

El siguiente resultado se sigue de [7, Proposicion 2.3.29] y [6, Lema 7, p. 51].
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Teorema 3.3. Sean Xi,...,Xm,, Yi,...,Ynm espacios topoldgicos, y para cada
i€ {l,...,m}, fi - X; = Y; una funcion. Para cada i € {1,...,m}, f; es un
homeomorfismo si y solo si [~ fi es un homeomorfismo.

La prueba del Teorema [3.4]se sigue del Teorema[3.3] No obstante, para facilitar
la comprensién de este capitulo y en consideracion al lector, la hemos incluido.

Teorema 3.4. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dindmicos, h : X — Y un homeomor-
fismo y k € N. Se tiene que f y g son topoldgicamente conjugadas via h si y sdlo
si f*F y g** son topoldgicamente conjugadas via h*F.

DEMOSTRACION: Supongamos que f y g son topologicamente conjugadas via h.
Por el Teorema 3.3} h** es un homeomorfismo. Veamos que h*¥ o f** = g*k o pxk.
Sea (71,...,71) € Xk. De aqui,

(%o £XF)((x1,...,21)) =

Asi, f*¥ y g*F son topolégicamente conjugadas via h**,
Ahora supongamos que f** y ¢** son topolégicamente conjugadas via h**.
Sea z € X. De aqui, (z,...,z) € X*¥ y por hip6tesis,

(B o M) ((@,....2) = (g o W F)((x, ..., ))
(h(f (@), h(f(2))) = (9(h(2)), ..., g(h(x)))

Finalmente, (ho f)(x) = (goh)(z), para cualquier z € X. Mas aun, por el Teorema
h es un homeomorfismo. Por lo tanto, f y g son topoldgicamente conjugadas
via h. 0

Existen propiedades dinamicas que se preservan bajo conjugacién topologica,
como vemos a continuacién.

Teorema 3.5. Sean (X, f) y (Y,g) sistemas dindmicos, h : X — Y una conju-
gacion topoldgica entre f y g y M una de las siguientes clases de funciones: AAN
exacta, completamente exacta, AAN fuertemente transitiva, muy fuertemente tran-
sitiva, exacta transitiva, fuertemente exacta transitiva o fuertemente producto tran-
sitiva. Se cumple que f € M si y sdlo si g € M.

DEMOSTRACION: Sean U y V subconjuntos abiertos no vacios de Y. De aqui,
h=Y(U) y h=1(V) son subconjuntos abiertos no vacios de X.

Supongamos que f es AAN exacta. Luego, existe k € N tal que f*(h=5(U)) N
FEH(V)) # 0, esto es, b~ (g*(U)) N~ (g (V) = ™' (g*(U) Ng*(V)) # 0. Por
lo tanto, g*(U) Ng*(V) # 0 y asi, g es AAN exacta.

Supongamos que f es completamente exacta. Asi, existe k € N tal que

int(f* (A1 (U)) N fH (V) # 0.
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Es decir, mt(h Yg k(U)) “Lg*(V))) = int(h~(g*(U) N g*(V))) # 0. Sea = €
int(h=1(g"(U ) g (V). Luego existe un subconjunto abierto W de X tal que
)Ngh(v )) Finalmente, h(z) € h(W) C ¢*(U) N g*(V). Por lo

reW Ch i(gFU
tanto, h(x) € int(¢*(U) N g*(V)) y asi, g es completamente exacta.
Supongamos que f es AAN fuertemente transitiva. Se tiene que:

8
8

Ya que f es AAN fuertemente transitiva, (J;—, ¢*(U) = h(X) = Y. Por lo
tanto, g es AAN fuertemente transitiva.

La prueba para la clase de las funciones muy fuertemente transitivas es similar
a la dada para la clase de las funciones AAN fuertemente transitivas.

Supongamos que f es exacta transitiva. De aqui,

o0

U=ty n fE =t (v))

k=1
es denso en X y, puesto que h es un homeomorfismo, se tiene que

oo

h{ JFGHO) 0 F )

k=1

es denso en Y. Ademas, utilizando la Observacién parte (2):

W (W1 O) N (T V)

s

U )N fERTHV))) | =

x~
Il
_

(¢"(U) Ng* (V).

I
(@

£
Il
-

Por lo tanto, g es exacta transitiva.
Supongamos que f es fuertemente exacta transitiva. De aqui,
oo
U e onnretv) = X,
k=1
lo cual implica que h(Uy—, (f*(h=*(U)) N f*(h=1(V)))) = Y. Finalmente,
o0
U@ w)ng(v)) =Y.
k=1
Por lo tanto, g es fuertemente exacta transitiva.
Supongamos que f es fuertemente producto transitiva. De aqui, f** es AAN
fuertemente transitiva, para cada k € Z,.. Por otro lado, por el Teorema fxky

g>* son topologicamente conjugadas via h**. Finalmente, por el tercer parrafo de
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la prueba de este teorema, g** es AAN fuertemente transitiva, para cada k € Z.
Por lo tanto, g es fuertemente producto transitiva.
La prueba del reciproco se sigue de la Observacién parte (1). (]

Concluimos esta seccion estableciendo que las funciones ([T, fi)** v [T/, £*
son topoldgicamente conjugadas. Antes tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.6. Para cada i € {1,...,m}, sea (X;, f;) un sistema dindmico, k € N,
yhe ([T, X)* — 1%, XF una funcion dada por:
R(((21s @) s os (@, o)) = (@], 27, ), (@ s )

Se tiene que h es un homeomorfismo.

DEMOSTRACION: No es dificil verificar que h es una funcién biyectiva. Veamos que
h es una funcién continua y abierta. Sean U un subconjunto abierto de [/, XF y
¢ € h~Y(U). De aqui, para cadai € {1,...,m} y todo j € {1,...,k}, existe un sub-
conjunto abierto no vacio Uij de X; tal que h(yp) € HZ1(H§:1 Uf) C U, estoes, v €

O ) 0 2, 107 -

Hf:l (H:’;l Ug), se tiene que 2 ~!(U) es un subconjunto abierto de (J]i~; X;)*.
Por lo tanto, h es continua.

Ahora, sean U un subconjunto abierto de ([[;~, X;)* y ¢ € h(U). Se sigue
que, para cada j € {1,...,k} y cada i € {1,...,m}, existe un subconjunto abierto

no vacio U7 de X; tal que h='(p) € ]_[?:1 (H;Zl Uf) C U. Mas atn, ya que

W15 (T2, UF)) =TT (TT5, U7), concluimos que ¢ € [T, ([T5_, U7) € h(W).
Por lo tanto, h es abierta y asi, h es un homeomorfismo. ([l

Como una consecuencia del Teorema obtenemos lo siguiente.

Teorema 3.7. Para cada i € {1,...,m}, sea (X, f;) un sistema dindmico, y
sean k € N y h : (T2, X0)* — [[~, XF como en el Teorema . Se tiene
que las funciones ([]i~, fi)F oy [T, fiXk son topoldgicamente conjugadas via el
homeomorfismo h.

De la Observacion parte (1), y los Teoremas y se desprende el
siguiente resultado.

Teorema 3.8. Para cada i € {1,...,m}, sea (X;, f;) un sistema dindmico, y sean
k € N y M una de las siguientes clases de funciones: AAN exacta, completamente
exacta, AAN fuertemente transitiva, muy fuertemente transitiva, exacta transi-

tiva, fuertemente exacta transitiva o fuertemente producto transitiva. Se tiene que
(ITZ, fi)<F € M si y sdlo si I, fl.Xk e M.

4. Propiedades dinamicas de funciones producto

En esta seccion estudiamos las relaciones que existen entre las funciones Hzl fi
y fi, para cada i € {1,...,m}, cuando cualquiera de estas es AAN exacta, comple-
tamente exacta, AAN fuertemente transitiva, muy fuertemente transitiva, exacta
transitiva, fuertemente exacta transitiva o fuertemente producto transitiva.

En [11] Teorema 3.3], A. Rojas, F. Barragan y S. Macias estudiaron relaciones
entre puntos transitivos, w-limite, aislados y periodicos de las funciones H:’;l fiy



4. PROPIEDADES DINAMICAS DE FUNCIONES PRODUCTO 157

fi, para cada i € {1,...,m}. Ahora, analizamos el mismo problema considerando
puntos recurrentes, casi-peridédicos y no errantes.

Teorema 4.1. Para cada i € {1,...,m}, sea (X;, f;) un sistema dindmico, y sea
m - . -,
(@1, xm) € [[;-, Xi. Si(x1,...,2m) es un punto recurrente, casi-periddico o no
m .
errante de Hi:l fi, entonces, para cada i € {1,...,m}, x; es un punto recurrente,
casi-periddico o no errante de f;, respectivamente.

DEMOSTRACION: Supongamos que (&1, ..., Z,,) es un punto recurrente de [\~ f;.
Sean ig € {1,...,m} y U;, un subconjunto abierto de X;, tal que z;, € U;,. Para
cada i € {1,...,m}\{io}, sea U; = X;. De aqui, U = []/*, U; es un subconjunto
abierto de []*, X; tal que (z1,...,z,) € U. Por hipotesis, existe k € N tal que
(TT, f)E (1, -y zm)) € Westo es, (TT, fF)(21,...,2m)) € U. Por lo tanto,
¥ (%4,) € Ui, y asi, x;, es un punto recurrente de f;.

La prueba para puntos casi-peridédicos y no errantes es similar a la dada para

puntos recurrentes. U

En el Teorema[4.2] se reemplaza la condicion “X; es +invariante sobre subcon-
juntos abiertos bajo f;” de [11] Teorema 3.7] por “a; € X; es un punto fijo de f;”
para obtener un resultado anélogo.

Teorema 4.2. Para cada i € {1,...,m}, sean (X, f;) un sistema dindmico y
x; € Xi, y seaig € {1,...,m}. Se cumple lo siguiente:
(1) Siw(xiy, fiy) = Xiy y para cada i € {1,....,m}\{io}, x; es un punto fijo
de f;, entonces w((z1,...,xm), [[1ny fi) = [1ie; X;.
(2) Si cl(O(ziy, fi,)) = Xiy y para cada i € {1,...,m}\{io}, x; es un punto
fijo de fi, entonces L(O((z1, ..., xm), [[1n, fi)) = 112, Xi.

DEMOSTRACION: (1) Tomemos iy € {1,...,m} y supongamos que para cada
i € {1,...,m}\{io}, z; es un punto fijo de f; y que w(z;,, fi,) = Xi,- Sea
(Y1, ym) € [11%, X;. Veamos que (yi,...,ym) € w((@1,...,2Zm),[[1=, fi). Sea
U un subconjunto abierto de []", X; tal que (y1,...,ym) € Wy k € N. De
aqui, para cada i € {1,...,m}, existe un abierto U; de X; tal que (y1,...,ym) €
[T:%, U; € U. Por hipotesis, existe [ > k tal que fil0 (z4,) € U;,. Por otra parte,
para cadai € {1,...,m}\{io}, como z; es un punto fijo y z; € U;, f}(x;) € U;. Asi,
(IT~, f) (1, - .., 2m)) € U. Por lo tanto, (y1,...,Ym) € w((T1,-- . @m), [[1mg fi)
y asi, w((‘rlv s 7xm)7 H:il fl) = Hzll Xi.

(2) Supongamos que x;, es un punto transitivo. Sea U un subconjunto abierto de
[T, X; tal que (21, ...,2m) € U. De aqui, para cada i € {1,...,m}, existe un sub-
conjunto abierto U; de X; tal que (z1,...,2,,) € H;Zl U; C U. Por hipotesis, existe
| € Zy tal que f} (x;,) € Ui,. Por otro lado, ya que para cada i € {1,...,m}\{io},
x; es un punto fijo de f;, se tiene que f!(z;) € U;. Asf,

1

[1#] (@mn)) e [JU c
i=1 i=1

Finalmente, O((z1,...,Zm), [[1ny fi)NU # 0. Porlo tanto, O((z1, ..., xm), [[1n, fi)
es denso en [[", X; y asi (z1...,2.,) s un punto transitivo de [, f;. O

Teorema 4.3. Para cada i € {1,...,m}, sea (X, f;) un sistema dindmico, sean
(z1,...,xm) € [I%, Xi edg € {1,...,m}, y para cada i € {1,...,m}\{io}, sea
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x; € X; un punto fijo de f;. Si x;, es un punto recurrente, casi-periodico o no

errante de f;,, entonces (T1,...,Tm) es un punto recurrente, casi-periddico o no
m .

errante de Hi:l fi, respectivamente.

DEMOSTRACION: Supongamos que z;, es un punto recurrente de f; . Sea € un
subconjunto abierto de H:’;l X; tal que (z1,...,2,) € Q. De aqui, para cada
i € {1,...,m}, existe un subconjunto abierto U; de X; tal que (z1,...,Z,,) €
U= H:il U; C€ Q. Por hipétesis, existe k;, € N tal que fi]zio (x4) € U;y. Por
otro lado, ya que para cada i € {1,...,m}\{io}, x; es un punto fijo, se tiene
que fikio (z;) € U;. Consecuentemente, (Hﬁlffio)((:cl,...,xm)) € U, es decir,
(TT, fi)Fo ((z1, ..., 2m)) € U C Q. Por lo tanto, (z1,...,2,) es un punto recu-
rrente de []", fi.

La prueba para puntos casi-periédicos y no errantes es similar a la dada para
puntos recurrentes. ([l

Teorema 4.4. Para cada i € {1,...,m}, sea (X;, f;) un sistema dindmico. Se
tiene que [[~, fi es AAN ezacta si y solo si f; es AAN ezxacta, para cada i €

{1,...,m}.

DEMOSTRACION: Supongamos que [[;~, f; es AAN exacta. Sean ip € {1,...,m},
y Ui, v Vi, subconjuntos abiertos no vacios de X;,. Para cada i € {1,...,m}\{io},
sean U; = X; y V; = X;. De este modo, U =[[/~, U; y V = [[;~, Vi son subcon-
juntos abiertos no vacios de []/", X;. Por hipotesis, existe k € N tal que
k k
m

_Hfi (wn Hfi (V) # 0,

es decir, ([T, fF(U:)) N (I, fF(Vi)) # 0. Por lo tanto, f (Ui,) N ff (Vi) # 0y
asi, f;, es AAN exacta.

Ahora supongamos que para cada i € {1,...,m}, f; es AAN exacta. Sean {;
y €2 subconjuntos abiertos no vacios de [, X;. Asi, para cada i € {1,...,m},
existen subconjuntos abiertos no vacios U; y V; de X; tales que U = HZ1 U, C)
y V=T1I", Vi C Q. Por hipttesis, para cada i € {1,...,m}, existe k; € N tal que
fk U;)n fk (Vi) # 0. Sea k = max{ky,...,kn}. Luego, para cada i € {1,...,m},
existe I; € NU {0} tal que k = k; +; y asi,

FEU) N VE) = S U 0 7 (V) # 0.

En consecuencia, ([[;~, fF(U;)) N (IT~ 1f’“(Vl))) # 0. Finalmente, (TT/~, fi)F(W) N

@
(ITi~y £i)5(V) # 0. Por lo tanto, ([T, fi)"(21)N(TT~, fi)* (Qz)#@yasi; [T fi
es AAN exacta. O

Teorema 4.5. Para cadai € {1,...,m}, sea (X, f;) un sistema dindmico, y sea M
una de las siguientes clases de funciones: completamente exactas, AAN fuertemente
transitivas, muy fuertemente transitivas, exvacta transitivas, fuertemente exacta
transitivas o fuertemente producto transitivas. Si H:nzl fi € M, entonces, para
cada i€ {1,...,m}, f; € M.

DEMOSTRACION: Sea ig € {1,...,m}, U;, y Vi, subconjuntos abiertos no vacios
de X;,, y para cada i € {1,...,m}\{io}, sean U; = X; y V; = X,. Se tiene que
U=TI",U; y V=TI", Vi son subconjuntos abiertos no vacios de []/*, X;.
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Supongamos que H:’;l fi es completamente exacta. De aqui, existe n € N tal

que int(([T7, £)"(W) N (T, £:)5(V)) # 0. Esto es

int

—

Il
-

fFoy | n(TTHmy ) | #0.
=1

K2

En consecuencia, (H:’;l int (ff(Ui))) N (H;’;l int (flk(VZ))) # 0, lo cual implica

que int(ff (Ui,) N fE(Vi,)) # 0. Por lo tanto, f;, es completamente exacta.

Supongamos que []/", f; es AAN fuertemente transitiva. De aqui, se tiene que
UZOZI(HZZI fl)k(u) = H:il XZ Sea Lig € X’io: Yy para cada 1 € {15 .. .,m}\{io},
sea x; € X;. Claramente ¢ = (z1,...,2m,) € [[=, X;. Luego, por hipétesis, existe
ki, € N tal que ¢ € ([]/~, fi)*o(U), esto es, p € [, fikiO(Ui). Por lo tanto,
T4, € fiﬁo (Ui) € Uy fE(Uiy) v asi, fi, es AAN fuertemente transitiva.

La prueba para la clase de las funciones muy fuertemente transitivas es similar
a la dada para la clase de las funciones AAN fuertemente transitivas.

Supongamos que []!", f; es exacta transitiva. Luego, Up, ((TT"", fi)k (w) N
(IT™, fi)k (V)) es denso en ]!, X;. Sea W;, un subconjunto abierto no vacio de
X, v para cada i € {1,...,m}\{io}, sea W; = X,. Notemos que W = [[\", W,
es un subconjunto abierto no vacio de H:il X;. Consecuentemente, existe k;, € N

k)i k,, . k‘i
tal quek((H?ll fi) o (0 n (IT2, fi) (V))kﬂ W # V);ko bien, ([T, fi™(Ui) N
[T~y f;°(Vi)) "W # 0. En consecuencia, (f; " (Us,) N f;,° (Viy)) N Wi, # 0. Por lo
tanto, Up—, (fF (Ui,) N fE(Vi,)) es denso en X;, y asi, f;, es exacta transitiva.

Supongamos que H;Zl fi es fuertemente exacta transitiva. De aqui,

k k
U({ILf] @n (T[] O] =1]%-
k=1 i=1 i=1 i=1

Sea x;, € X;,, y para cada i € {1,...,m}\{io}, sea x; € X;. Asi, existe k;, €
N tal que ¢ = (z1,...,2m) € ([Ti2, fi)Fo (W) N (TT%, fi)Fo (V), esto es, ¢ €
(TTy £ (U) O (TT £ (Vi))- Lo cual implica que 4, € £, (Us,) N f1.° (Vi,)-
Por lo tanto, Uy (fF (Ui,) N fE(Vi,)) = Xi, v asi, fi, es fuertemente exacta tran-
sitiva.

Supongamos que [}, f; es fuertemente producto transitiva. Luego, (TT~, f;)
es AAN fuertemente transitiva, para cada k € Z;. Por el Teorema [3.8| se tiene
que [~ fiXk es AAN fuertemente transitiva. Finalmente, por el tercer parrafo de
la prueba de este teorema, tenemos que fiﬁk es AAN fuertemente transitiva para
todo k € Z,. Por lo tanto, f;, es fuertemente producto transitiva. ([

Xk

Para cada i € {1,...,m}, sea (X, f;) un sistema dindmico con X; +invariante
sobre subconjuntos abiertos bajo f; [11], pAg. 493]. En [11] Teorema 4.10], A. Rojas,
F. Barragan y S. Macias, demostraron que: si para cadai € {1,...,m}, f; es transi-
tiva, débilmente mezclante, totalmente transitiva, cadtica, 6rbita-transitiva, estric-
tamente Orbita-transitiva, w-transitiva, 77, Touhey, scattering, un F-sistema o
suavemente mezclante, entonces HZ’;I fi tiene la misma propiedad. En los Teo-
remas y presentamos una forma alternativa de [I1], Teorema 4.10]
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cuando M es una de las siguientes clases de funciones: transitiva, débilmente mez-
clante, totalmente transitiva, cadtica, 77, Touhey o un F-sistema. Especifica-
mente, reemplazamos la condicién “para cada i € {1,...,m}, X; es +invariante
sobre subconjuntos abiertos bajo f; y f; € M” por “para todo i € {1,...,m}\{io},
fi es mezclante, y f;, es sobreyectiva, continua y transitiva (respectivamente, dé-
bilmente mezclante, totalmente transitiva o TT.)" (Teorema [4.8), “para cada
i€ {1,...,m}\{io}, fi es mezclante y Per(f;) es denso en X;, y f;, es sobreyectiva,
continua y caotica (respectivamente, un F-sistema)” (Teorema y “para cada
ie{l,...,mN\{io}, fi es continua y mezclante, y Per(f;) es denso en X;, y f;, so-
breyectiva, continua y Touhey” (Teorema. Mas atin, exploramos las siguientes
clases de funciones: AAN exactas, completamente exactas, AAN fuertemente tran-
sitivas, muy fuertemente transitivas, exacta transitivas, fuertemente exacta tran-
sitivas y fuertemente producto transitivas, obteniendo resultados analogos a los
presentados en [11], Teorema 4.10].

Teorema 4.6. Para cada i € {1,...,m}, sea (X, f;) un sistema dindmico, sean
io € {1,...,m} y fi, sobreyectiva, y para cadai € {1,...,m}\{io}, sea f; exacta. Si
fio es AAN fuertemente transitiva, fuertemente transitiva, muy fuertemente tran-
sitiva, fuertemente exacta transitiva o fuertemente producto transitiva, entonces
[T, fi es AAN fuertemente transitiva, fuertemente transitiva, muy fuertemente
transitiva, fuertemente exacta transitiva o fuertemente producto transitiva, respec-
tivamente.

DEMOSTRACION:  Supongamos que f;, es AAN fuertemente transitiva. Sea {2
un subconjunto abierto no vacio de []/, X;. De aqui, para cada i € {1,...,m},
existe un subconjunto abierto no vacio U; de X; tal que U = HT:I U, € Q. Ya
que para cada i € {1,...,m}\{io}, f; es exacta, existe N; € N tal que f}(U;) =
X;, para cada | > N;. Por hipotesis, Uy~ fF(Us,) = X4. Sea N = max{N; :
i € {1,...,m}\{io}}. En consecuencia, | J;, f\ " (U;,) = X,,. Finalmente, si

(z1,...,2m) € [TI2, X;, existe k;, € N tal que z;, € f;:+k (Ui,), v para cada i €

{1,...,m}N\{io}, z; € fN+k (U;). De este modo, (z1,...,2m) € [[1~ 1fN+k U),

esto es

N+ki, k

m o0 m
(@1, zm) € | [T £ wc U (IIr] @.
i=1 k=1 \i=1
Por lo tanto, []/", fi es AAN fuertemente transitiva.

La prueba para la clase de las funciones muy fuertemente transitivas y fuerte-
mente transitivas es similar a la dada para la clase de las funciones AAN fuertemente
transitivas.

Supongamos que f;, es fuertemente exacta transitiva. Sean Q; y Qs subconjun-
tos abiertos no vacios de []!", X;. Para todo i € {1,...,m}, existen subconjuntos
abiertos no vacios U; y V; de X tales que U = H:il U;COyV= HZI V; C Qs.
Ya que para cada i € {1,...,m}\{io}, fi es exacta, existen N}, N? € N tales que
fkl(U) Xy fk2( Vi) = X;, para todo k; > N} y ko > NZ2. Por hipotesis,
Unc (FE(Us) 0 fE(Vig)) = Xiy. Sea N = max{N}, N2 : i € {1,...,m}\{io}}-
Notemos que Jpe 1( N U 0 N (V) = Xip- Sea (21, ... am) € T[T X

N N
De aqui, existe k;, € N tal que x;, € f;_ *hio °(Usy) N f20+1c (Vi,). Por otro lado,
Ntk

para cada i € {1,...,m}\{io}, =; € fN+k U)n f, " 7°(Vi). En consecuencia,
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(@1, ) €TI0 £ 0 (U) N T 1fN+’“ (V), es decir
N+ki0
(T1,. - s Tm H (u)m 11+ V).
i=1 i=1
Esto implica que
k k

m

(X1, ., Tm) € U Hfz Q)N Hfz (Q22)
k=1

Por lo tanto, [, fi es fuertemente exacta transitiva.

Supongamos que f;, es fuertemente producto transitiva. Asi, fiﬁk es AAN
fuertemente transitiva para todo k € Z,. Ademaés, por [I1l Teorema 4.3], para
cada i € {1,...,m}\{io}, f* es exacta. Por el primer parrafo de la prueba de
este teorema, tenemos que [[;-, fiXk es AAN fuertemente transitiva, o bien, por el
Teorema (3.8} ([T;~, f;)** es AAN fuertemente transitiva para cada k € Z,. Por lo

tanto, [[,_, fi es fuertemente producto transitiva. (I
Teorema 4.7. Para cada i € {1,...,m}, sea (X;, f;) un sistema dindmico, sea
fi, continua y exacta transitiva, para algin ig € {1,...,m}, y para cada i €
{1,...,m}\{io} sea f; exacta. Se tiene que [[.", f; es exacta transitiva.

DEMOSTRACION: Sean 21 y )5 subconjuntos abiertos no vacios de H:L X;. De
aqui, para cada i € {1,...,m}, existen subconjuntos abiertos no vacios U; y V; de
X; tales que U = [[",U; € Q1 yV=T[",V; C Qs Dado que para cada i €
{1,...,m}\{io}, fi es exacta, existen N}, N? € N tales que f*'(U;) = X;, para cada
k1> N}y ka( ;) = X, para todo kg > Nf. Por otro lado, puesto que f;, es exacta
transitiva, Uy, (fF (Us, )ﬂ ¥ (Vi) es denso en X;,. Sea N = max{N} ,N? :i

{1,...,mP\{io}}. Como f% es continua, se tiene que | J,— 1(fNJrk( N fNHC( ))
es denso en Xj;,. Sea Qg un subconjunto abierto no vacio de [[;~, X;. De este
modo, para cada i € {1,...,m}, existe un subconjunto abierto no vacio W; de X;
tal que W = [[~, W; C Q3. En consecuencia, existen k;, € Ny z;, € X;, tales que
X4, € f;:+k (U, lo)ﬁfJ\H_]C (Vig)NW,,. Por otro lado, para cadai € {1,...,m}\{io},
fiNJr]c U) =Xy fNJrk (Vi) = X,. Finalmente, para todo i € {1,...,m}\{io},

sea x; € W;. Notemos que (z1,...,2Zm) € (HZ 1 fNH%( Ui)) N (Hz 1 fNH%( Vi),
es decir,

(Z1,. . ) € Hf N Hf V) | nw

IN
—]
-
2
3
=
-
2
D
&

Por lo tanto, Uy, (TT~, £f)k ()N ([T~ f)*(Q2)) es denso en [}, X; y asi,
[T%, fi es exacta transitiva. O
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Teorema 4.8. Para cada i € {1,...,m}, sea (X, f;) un sisterna dindmico, sea
fi, una funcion continua y sobreyectiva, para algin ig € {1,...,m}, y para cada
i€ {1,...,m}\{io}, sea f; mezclante. Si f;, es transitiva, débilmente mezclante,
totalmente transitiva o TT, ;, entonces H?il fi es transitiva, débilmente mezclante,
totalmente transitiva o TT, 1, respectivamente.

DEMOSTRACION: Supongamos que f;, es transitiva. Sean Q; y €y subconjuntos
abiertos no vacios de [[\*; X;. Para cada i € {1,...,m}, existen subconjuntos
abiertos no vacios U; y V; de X; tales que U=, U; CQ y V=T[", Vi C Q.
Dado que para cada i € {1,...,m}\{io}, fi es mezclante, existe N; € N tal que
fEU)NV; # 0, para todo k > N;. Sea N = max{N; : i € {1,...,m}\{io}}.
Es claro que fﬁ es sobreyectiva y continua, lo cual implica que fi;N (Vi) es
un subconjunto abierto no vacio de X;,. Por hipétesis, existe [ € N tal que
ilg(Uio) N fi;N(Vio) # (. De aqui, f;[( z‘lo(Uio) mfi;N(V;o» = fiN+l(Uio) NVi, # 0.
Por otro lado, para cada i € {1,...,mN\{io}, £ ' (U;) N'V; # 0. Consecuente-
mente, existe (z1,...,2m,) € ([I1, FATU)) NV = (T12, £V W) NV y asi,
((TTE, fONTHQ)) N Qo # 0. Por lo tanto, []1", f; es transitiva.

Supongamos que f;, es débilmente mezclante. Sea {1y,€)s, X y X5 subconjun-
tos abiertos no vacios de []!", X;. De aqui, para cada i € {1,...,m}, existen sub-
conjuntos abiertos no vacios U}, UZ, V' y V2 de X; tales que Uy =[], U} C Qy,
Uy = T2, U2 C Qo Vi = [, V8 € 2y Vo =[[%, V? C Xy Puesto que

para cada i € {1,...,m}\{io}, fi es mezclante, existen N}, N? € N tales que
FUHNVE#£Dy (U2 N V2 #0, para todo ky > N}y ky > N?. Sea N =
max{N}, N7 :i € {1,...,m}\{io}}. Como f} es sobreyectiva y continua, se tiene

que fi;N(Vi})) y fl;N(Vli) son subconjuntos abiertos no vacios de Xj;,. Por hipote-
sis, existe | € N tal que fL (UL N fiN (Vi) # 0y fL(U2) N f,N(V2) # 0. Esto
implica que fi]:H(Uilo)ﬂV;}) £0y fg“(Ui)ng% #£ (). Por otra parte, para cada i €
{1,...,mN\{io}, FAUHNVE£Dy fATHU2)N V2 # 0. Consecuentemente, ex-
isten (z1,...,2m) € ([T )N T U NV Y (Y1, -, Um) € (T2 f) VT (Uz) NV,
y ast, (TT~, fON () N Xy # 0y (1%, f)VTH(Q2) N Xy # 0. Por lo tanto,
[T, fi es débilmente mezclante.

Supongamos que f;, es totalmente transitiva. Sean s € N, Q; y Q3 subconjuntos
abiertos no vacios de []!", X;. De aqui, para cada i € {1,...,m}, existen subcon-
juntos abiertos no vacios U; y V; de X; talesque U = [[2, U; C Q1 y V=[], V; C
Q. Dado que para cada i € {1,...,m}\{io}, fi; es mezclante, existe N; € N tal
que fF(U;)NV; # 0, para cada k > N;. Sea N = max{N; :i € {1,...,m}\{io}}.
Es claro que foJN es sobreyectiva y continua y asi, i;SN(Vi ) es un subconjunto
abierto no vacio de X;,. Por hipétesis, puesto que f; es transitiva, existe [ € N

tal que (f3)"(Ui,) N Z-ESN(Vm) # (). Consecuentemente, fSN4(U; ) NV;, # 0. Por

20

otro lado, para cada i € {1,...,m}\{io}, ffN“l(Ui) NV; # 0. Luego, existe

sN+sl

(1,-mm) € [ TTAY @0 ) 0 [ TV | = | 114 wnv
i=1 i=1 i=1

y ast, ([T~ £)5)N T (W) NV #£ 0. Finalmente, (([Ti~, fi)*)V (1) N Qs # 0. Por
lo tanto, (Hf;l fl-)S es transitiva y asi, H:’;l fi es totalmente transitiva.
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Supongamos que f;, es TT, . Sean {2y y {22 subconjuntos abiertos no vacios de
[T, X;. De aqui, paracadai € {1,...,m}, existen subconjuntos abiertos no vacios
Uiy Vi de X; tales que W =[], U; C Q y V=[[", Vi C Q. Puesto que para
cada i € {1,...,m}\{io}, fi es mezclante, existe N; € N tal que fF(U;) NV; # 0,
para cada k > N;. Sea N = max{N; : i € {1,...,m}\{io}}. Note que f;, es
sobreyectiva y continua, lo cual implica que fi;N (Vi,) es un subconjunto abierto
no vacio de X;,. Mas aan, como f;, es TT, ;, se tiene que nfm( ios fig N(Vi,)) es
infinito. Sea I € ny, (Ui, m ~N(V;,)). Se tiene que, Ih( m)ﬂfl0 (Viy) # 0. Conse-
cuentemente, fNH(UZO) Vi, # 0. Por otra parte, para cada i € {1,...,m}\{io},
N U) NV # 0. De lo anterior, (H:”lf)N“(U) NV # 0 yasi, N+1 €
nye £, (81, Q2). Finalmente, ya que ny, (U, f;, N(V;,)) es infinito, se tiene que
nrye 5, (21, Q) es infinito. Por lo tanto, [;%, fi es TT . O

Como una consecuencia de [11 Teorema 3.15] y del Teorema se sigue el
resultado siguiente.

Teorema 4.9. Para cada i € {1,...,m}, sea (X;, fi) un sistema dindmico, sea f;,
continua y sobreyectiva para algin ig € {1,...,m}, ypara cadai € {1,...,m}\{io},
sea f; mezclante y Per(f;) denso en X;. Si f;, es cadtica o un F-sistema, entonces
H?; fi es cadtica o un F-sistema, respectivamente.

Teorema 4.10. Para cada i € {1,...,m}, sea (X;, f;) un sistema dindmico, sea
fi, sobreyectiva, continua y Touhey para algin iy € {1,...,m}, y para cada i €
{1,...,mN\{io}, sea f; continua y mezclante y Per(f;) denso en X;. Se tiene que

[T~ fi es Touhey.

DEMOSTRACION: Sean 21 y {5 subconjuntos abiertos no vacios de H:’;l X;. De
aqui, para cada ¢ € {1,...,m}, existen subconjuntos abiertos no vacios U; y V;
de X; tales que U = [[2,U; € Q1 y V =[[L, Vi € Qa. Ya que para cada
i€ {l,...,m}\{io}, f; es mezclante, existe N; € N tal que f¥(U;) NV; # 0, para
cada k Ni. Sea N = max{N; : i € {1,...,m}\{io}}. Notemos que f} es
sobreyectiva y continua, lo cual implica que fi;N (Vi,) es un subconjunto abierto no
vacio de X;,. Por hipoétesis, existe un punto periédico z;, € U;, y ki, € Z4 tal que
flO (x4) € f N(Vi,). Se sigue que, fio Nk " (z4,) € Vi,. Por otra parte, para cada

ie{l,...,mp\{io}, fiNHC”J( U;)NV; # Dy asi, Umf;(NJrkio)(V;) es un subconjunto
abierto no vacio de X;. Mas atn, ya que para cada i € {1,...,m}\{io}, Per(f;)
es denso en X;, se tiene que, existe x; € U; N fi_(NJrkio)(‘/i) tal que z; € Per(f;).
Finalmente, (z1,...,2m) € Q, ([T~ fi)N o ((z1,...,2m)) € V C Qs y por [11]
Teorema 3.3|, parte (4), (z1,...,xy,) es un punto periodico de []", f;. Por lo
tanto, [, f; es Touhey. O

5. Conclusiones

Para cada i € {1,...,m}, sea (X;, f;) un sistema dinamico. En los teoremas
y se verifico que si la funciéon producto []}, fi, pertenece a alguna de
las siguientes clases de funciones: AAN exactas, completamente exactas, AAN
fuertemente transitivas, muy fuertemente transitivas, exacta transitivas, fuerte-
mente exacta transitivas o fuertemente producto transitivas, entonces, para cada
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fio + fi,paracadaic {1,....mN\{io} = [[i_,/fi
AAN exacta AAN exacta AAN exacta
Teorema
AAN fuertemente AAN fuertemente
transitiva y  so- | exacta transitiva
breyectiva Teorema
. fuertemente transi-
fuertemente transi- .
tiva y sobreyectiva exacta tiva
Teorema [4.6]
muy fuertemente muy  fuertemente
transitiva y  so- | exacta transitiva
breyectiva Teorema [4.6]
fuertemente ex- fuertemente exacta
acta transitiva y | exacta transitiva
sobreyectiva Teorema @
fuertemente  pro- fuertemente  pro-
ducto transitiva y | exacta ducto transitiva
sobreyectiva, Teorema [4.6]
exacta transitiva y exacta transitiva
. exacta
continua Teorema [£.7]
transitiva, continua transitiva
y sobreyectiva mezclante Teorema
débilmente  mez- débilmente  mez-
clante, continua y | mezclante clante
sobreyectiva Teorema FIE]
totalmente transi- totalmente transi-
tiva, continua y so- | mezclante tiva
breyectiva Teorema [.§|
TT, 4, (:f)ntinua Y | mezclante TT, 4
sobreyectiva, Teorema [.§|
:igig;zc tcii);tlnua Y | mezclante y Per(f;) denso en X, ,cli(?)trl:;a
un F'-sistema, con- un F-sistema
tinua y sobreyectiva mezclante y Per(f;) denso en X; Teorema
Touhey, continua y | continua y mezclante y Per(f;) | Touhey
sobreyectiva denso en X; Teorema [1.10]
FI1GURA 3. Restmen de resultados
i€{1,...,m}, fi pertenece a la misma clase. Mas atn, para el caso de la clase de

las funciones AAN exactas, el reciproco es verdadero (Teorema .

Para el resto de clases no fue posible demostrar la contrarreciproca, sin embargo,
al pedir méas propiedades a las funciones, es posible establecer otras relaciones entre

clases. En el cuadro de la Figura [3] hemos resumido dichos resultados.
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1. Introduccién

En 1998, J. J. Charatonik y W. J. Charatonik definieron la propiedad de semi-
Kelley en continuos (un continuo es un espacio métrico con mas de un punto,
compacto y conexo), véase Definicion La propiedad de semi-Kelley es, de
hecho, una propiedad mas débil que la propiedad de Kelley, la cual fue introducida
por J. L. Kelley en 1942, en [12] Propiedad 3.2, pag. 26]. J. J. Charatonik y
W. J. Charatonik probaron que todo continuo con la propiedad de Kelley tiene la
propiedad de semi-Kelley (véase Corolario , y que el reciproco de esto no se
cumple (véase Ejemplo [3.7).

En el ano 2013, en el taller anual de investigacion en Hiperespacios y Teoria de
Continuos, Alejandro Illanes plateo el siguiente problema:

(Existe un continuo X con la propiedad de semi-Kelley tal que X x [0, 1] no
tiene la propiedad de semi-Kelley?

Este problema propici6 el interés de investigadores mexicanos por los continuos
con la propiedad de semi-Kelley. El lector puede consultar los siguientes articulos
referentes al tema: [1], [2], [3], [8], [10] y [16].

La idea de este capitulo es mostrar ejemplos de continuos con la propiedad de
semi-Kelley y sin esta propiedad.

2. Preliminares

Sea (X, d) un continuo, es decir, un espacio métrico con més de un punto, com-
pacto y conexo, se considera la coleccién de los subconjuntos no vacios y cerrados
de X, denotada y definida por

2% = {A C X : A es no vacio y cerrado en X},

dotada con la métrica de Hausdorff, la cual definimos a continuacién: para A € 2%
y € > 0, la nube de radio € alrededor de A, la cual denotamos y definimos por

N(e,A) ={z € X : existe a € A tal que d(z,a) < €}.

167
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Ahora, definimos la funciéon H : 2X x 2% — [0, c0) por
H(A,B)=inf{e>0: ACN(,B)y BCN(e A)},

para cada A, B € 2X. En [11] Teorema 2.2] se prueba que H es una métrica para
2X . Asi, ala coleccion 2X equipada con esta métrica se conoce como el hiperespacio
de cerrados de X.

Otro hiperespacio muy conocido es

C(X) ={A € 2¥: Aes conexo}

considerado como subespacio de 2%, el cual se conoce como el hiperespacio de
subcontinuos de X. Es conocido que si X es un continuo, entonces 2% también es un
continuo, este hecho estd probado en [14], Teorema (1.13)]. Sobre los hiperespacios
2% y C(X) se conocen muchas propiedades bésicas, para un recuento véase [11] y
[14].

En 1942, J. L. Kelley introduce el concepto de propiedad de Kelley para con-
tinuos, originalmente era conocida como propiedad 3.2, [12 pag. 26|, que a conti-
nuaciéon enunciamos:

Definiciéon 2.1. Sea X un continuo con métrica d, diremos que X tiene la propiedad
de Kelley si para cada & > 0 existe 6 > 0 tal que para cada z,y € X, si d(z,y) < d
entonces para todo subcontinuo K de X con x € K, existe un subcontinuo L de X
tal quey € L y H(K,L) < e.

En 1977, R. W. Wardle en [17, II, pags. 291-292] considera la definicion de la
propiedad de Kelley de manera puntual, esto es:

Definicién 2.2. Sean X un continuo y un punto a € X, diremos que X tiene la
propiedad de Kelley en x si para cada subcontinuo K de X con x € K y para cada
sucesion {x, bnen en X que converge al punto x, existe una sucesion de subcontinuos
{K,}nen de X que converge a K tal que z,, € K,,, para cada n € N. Un continuo
tiene la propiedad de Kelley si el continuo tiene la propiedad de Kelley en cada uno
de sus puntos.

Un continuo X es localmente conexo en punto p € X si para cada subconjunto
abierto U de X tal que p € U, existe V un subconjunto abierto conexo de X tal
que p € V C U. En [7, Corolario 38, pag. 129] muestran que si X es un continuo X
localmente conexo en punto p € X, entonces X tiene la propiedad de Kelley en p.
En [13] se proporciona una demostracion con todos los detalles de este resultado.

3. Continuos semi-Kelley

En 1998, J. J. Charatonik y W. J. Charatonik introducen el concepto semi-
Kelley para continuos [6], Definicién 3.16], para esto definen el siguiente concepto
auxiliar, el cual esta involucrado en la definicién de semi-Kelley y juega un papel
importante en la investigacién de continuos semi-Kelley.

Definicion 3.1. Sea K un subcontinuo de un continuo X. Un subcontinuo M C K
se llama continuo limite maximal de K si eziste una sucesion {My,}nen en C(X)
que converge a M tal que, para cada sucesion { M) }nen de subcontinuos de X, con
M, C M] para cada n € N, si {M] },en converge a algin M' € C(K), entonces
M = M.
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El siguiente resultado relaciona el concepto de continuo limite maximal con
continuos con la propiedad de Kelley.

Teorema 3.2. [6] Teorema 3.11] Si X es un continuo, entonces las siguientes
proposiciones son equivalentes:

(1) X tiene la propiedad de Kelley.
(2) Para cada subcontinuo K de X, se tiene que K es el iinico continuo limite
mazimal de K.

La definiciéon de J. J. Charatonik y W. J. Charatonik de un continuo semi-
Kelley es la siguiente:

Definicién 3.3. Un continuo X tiene la propiedad de semi-Kelley, o bien X es
un continuo semi-Kelley, si para cada subcontinuo K de X, se tiene que si M y L
son continuos limite maximal de K, entonces M C L o bien L C M.

Como corolario al Teorema [3.2] obtenemos que todo continuo con la propiedad
de Kelley, tiene la propiedad de semi-Kelley.

Corolario 3.4. Si X es un continuo con la propiedad de Kelley, entonces X tiene
la propiedad de semi-Kelley.

El Ejemplo [3.7| muestra que el reciproco del Corolario [3.4|no se cumple.

En 2024, M. Chacon-Tirado, M. de J. Lopez e 1. Vidal-Escobar en [4], Teorema
2.1] presentan una equivalencia a la propiedad de semi-Kelley; la cual nos permite
verificar de manera més sencilla que un continuo tenga esta propiedad. Para dar
esta equivalencia necesitamos la siguiente definicion:

Un continuo X es irreducible entre p y q si p,q € X y ningn subcontinuo
propio de X contiene a los puntos p y ¢. Se dice que X es irreducible si existen
puntos p y q en X tales que X es irreducible entre p y q. Dados un continuo X
y puntos p,q € X, existe un subcontinuo de X el cual es irreducible entre p y ¢;
asi cualquier continuo no degenerado (es decir, un continuo con més de un punto)
contiene un continuo no degenerado irreducible [15] 4.35 (b)].

El siguiente resultado es la equivalencia de continuo semi- Kelley que M. Chacon-
Tirado, M. de J. Lopez e 1. Vidal-Escobar en [4], Teorema 2.1] presentan. En [5],
Teorema 4.3] se proporciona una demostracion con todos los detalles de este resul-
tado.

Teorema 3.5. Sea X un continuo. Se tiene que X es semi-Kelley si y solo si para
cada x,y € X, para cada I € C(X) irreducible entre los puntos © y y, y para cada
sucesion {Tntnen en X que converge al punto a existe una sucesion {K,}nen en
C(X) que converge a I tal que x, € K, para cada n € N, o para cada sucesion
{Yn}nen en X que converge al punto y existe una sucesion {Ly}n,en en C(X) que
converge a I tal que y,, € Ly, para cada n € N.

Observacion 3.6. Sea X un continuo. Para probar que X tiene la propiedad
de semi-Kelley usando la equivalencia del Teorema[3.5 basta considerar los puntos
z,y € X como puntos de no conexidad local.

En efecto. Dados z,y € X y I € C(X) irreducible entre los puntos x y y. Si x
es un punto de conezidad local de X, por [7, Corolario 38, pag. 129] X tiene la
propiedad de Kelley en el punto =, luego por la Definicion [2.2 tenemos que para
cada sucesion {x, tnen en X que converge al punto x existe una sucesion {K,}nen
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en C(X) que converge a I tal que x, € K, para cada n € N. Lo ltimo es la
condicion deseada en la equivalencia del Teorema[3.5 Por tal si x o y son puntos
de conezidad local se obtiene la condicion de la equivalencia del Teorema[3.5, luego
basta considerar los puntos x,y € X como puntos de no conexidad local para probar
que X tiene la propiedad de semi-Kelley.

Dados dos puntos distintos en el plano Cartesiano, digamos a,b € R2, vamos a
denotar el segmento de recta con puntos extremos a y b por ab.

Ejemplo 3.7. Sean a = (0,0), b = (1,0), ¢ = (2,0) y para cada n € N, sea
b, = (1,1). Definamos X = acU (\U;~, ab,) (ver Figura . El continuo X es
conocido como abanico armonico con pata limite alargada.

Vamos a probar que el continuo X no tiene la propiedad de Kelley y si tiene la
propiedad de semi-Kelley.

b;

b;
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F1GURA 1. Abanico armoénico con pata limite alargada

En efecto. Vamos a probar que X no tiene la propiedad de Kelley en el punto
b. Para esto consideremos la sucesion {b, },cn contenida en X la cual converge al
punto b y el continuo K = be. Es claro que no existe una sucesiéon de subcontinuos
{Kn}nen de X que converja a K tal que b, € K,,, para cada n € N. Asi, X no
tiene la propiedad de Kelley en el punto b.

Por otro lado, en [5, Ejemplo 2.7, pag. 134] se muestra que si d = (%,0),
M = dby K = dc, entonces M es un subcontinuo limite maximal de K. De
hecho, no es facil verificar que X es un continuo semi-Kelley con la Definicién
Usando el Teorema y la Observacién la prueba de este hecho es mas
sencilla de verificar. Notemos que los puntos de no conexidad local de X son
los que pertenencen a ab \ {a}. Sean z,y € ab\ {a} puntos cualesquiera y I un
continuo irreducible entre los puntos z e y, sean {x, }nen ¥ {¥n }nen Sucesiones en
X convergentes a x e y, respectivamente. Note que I C ab. Si existe N € N tal
que z,, € ab para cada n > N, definimos I,, = {z,} sin < N y I,, = x,y para
cada n > N. Note que la sucesion {I,}nen converge al continuo I. Similarmente
si existe N € N tal que y,, € ab para cada n > N. Sean n; < no < --- en N, tales
que z,, ¢ ab, sin perder generalidad, supongamos que z,, € aby,,, sea y,, € aby,
tal que la proyecciéon natural de y;, en el arco ab es y. Definimos I, = z,y si
n ¢ {ni,na, ...}y I, = x,y), sin € {ni,na,...}. Note que la sucesion {I,,}nen
converge al continuo I.

Por lo tanto, el continuo abanico armoénico con pata limite alargada tiene la
propiedad de semi-Kelley.
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Ejemplo 3.8. Sean a = (0,0), b = (1,0) y, para cada n € N, sean b, = (1,%) y
an = (0,—2). Definamos X = abU (U;—; ab,) U (Up—; bay) (ver Figura @) El
continuo X es conocido como doble abanico armdnico.

Vamos a probar que el continuo X tiene la propiedad de semi-Kelley.

b;

al

FIGURA 2. continuo doble abanico armoénico

En efecto. Vamos a usar la equivalencia del Teorema [3.5]y la Observacion [3.6] para
probar que el continuo X tiene la propiedad de semi-Kelley. Notemos que los puntos
de no conexidad local de X son los que pertenencen a ab. Sean x,y € ab puntos
cualesquiera y I un continuo irreducible entre los puntos z e y, sean {Z,}nen ¥
{Yn }nen sucesiones en X convergentes a x e y, respectivamente.

Note que I C ab. Si existe N € N tal que x,, € ab para cada n > N, definimos
I, ={x,} sin < Ny I, =,y para cada n > N. Note que la sucesion {I, }nen
converge al continuo I. Similarmente, si existe N € N tal que y, € ab para cada
n > N. Sean n; < my < --- en N tales que x,, ¢ ab, sin perder generalidad,
supongamos que T, € aby, (similarmente si z,,, € bay,), sea y;,. € aby, tal que la
proyeccién natural de y,, en el arco ab es y. Definimos I,, = v,y sin ¢ {ni,nz,...}
y I, = zny, sin € {ny,ne,...}. Note que la sucesion {I, },en converge al continuo
1.

Por lo tanto, el continuo doble abanico armoénico tiene la propiedad de semi-
Kelley.

Ejemplo 3.9. Sean u = (0,0), a = (1,0), b= (2,0), v = (3,0) y, para cada n € N
sean a, = (1,2) y b, = (2,2). Definamos X = uvU (U, uan) U (Us—; vb,) (ver
Figura @ Vamos a probar que el continuo X no tiene la propiedad de semi-Kelley.

En efecto. Vamos a usar la equivalencia del Teorema[3.5 para probar que el continuo
X no tiene la propiedad de semi-Kelley. Para esto consideremos los puntos a,b € X
y I el continuo irreducible entre los puntos a y b. Las sucesiones {ay, }nen ¥ {bn }nen
en X son sucesiones convergente a a y b, respectivamente. Es claro que no existe
una sucesion {I, }nen en C(X) que converge a I tal que a,, € I,,, para cada n € N,
ob, € I,, para cada n € N. Por tanto, X no tiene la propiedad de semi-Kelley.
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a; b;
as b2
az b3
u a b v

FiGura 3. X

En los siguientes ejemplos no daremos una descripcién algebraica de los puntos
que forman el continuo, nos basaremos en la descripciéon del continuo dada por
su figura. El siguiente ejemplo es un continuo, no arco conexo, que no tiene la
propiedad de semi-Kelley.

Ejemplo 3.10. Consideremos X el continuo de la Figura[f, el cual es una com-
pactacion del intervalo (0,1] con residuo arco. Vamos a probar que el continuo X
no tiene la propiedad de semi-Kelley.

]

as az ar

o
>
o
[t
]

by

Ficura 4. X

En efecto. Vamos a usar la equivalencia del Teorema[3.5 para probar que el continuo
X no tiene la propiedad de semi-Kelley. Para esto consideremos a,b € X como en
la Figura Sea I el continuo irreducible entre los puntos a y b, sean {ay}nen ¥y
{bn}nen sucesiones en X convergentes a los puntos a y b, respectivamente, como
se muestran en la Figura Es claro que no existe una sucesion {I, }nen en C(X)
que converge a I tal que a, € I,, para cadan € N, o b, € I,,, para cada n € N.
Por lo cual, X no tiene la propiedad de semi-Kelley.

El siguiente ejemplo es un continuo que no tiene la propiedad de semi-Kelley.
Ejemplo 3.11. Consideremos X el continuo de la Figura[5 Como se ilustra en la

Figura @ la sucesion de arcos {vey, tnen converge al triodo simple wuUve. Vamos
a probar que el continuo X no tiene la propiedad de semi-Kelley.



3. CONTINUOS SEMI-KELLEY 173
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FiGUurA 5. X

En efecto. Vamos a usar la equivalencia del Teoremal3.5 para probar que el continuo
X no tiene la propiedad de semi-Kelley. Para esto consideremos a,b € X como en
la Figura @. Sea I el continuo irreducible entre los puntos a y b, sean {an}tnen Y
{bn}nen sucesiones en X convergentes a los puntos a y b, respectivamente, como
se muestran en la Figura[5 Note que no eziste una sucesion {I, }nen en C(X) que
converge a I tal que a,, € I, para cadan € N, 0 b, € I,,, para cadan € N. Asi, X
no tiene la propiedad de semi-Kelley.

El continuo del siguiente ejemplo contiene al continuo del Ejemplo|3.11|y tiene
la, propiedad de semi-Kelley, este continuo estd construido en R? y satisface que los
arcos en color azul no intersectan a los arcos en color negro (véase la Figura @
Dados dos puntos distintos en el el espacio Euclidiano, digamos a,b € R3, vamos a
denotar el segmento de recta con puntos extremos a y b por ab.

Ejemplo 3.12. Consideremos X el continuo de la Figura[f Como se ilustra en
la Figura @ la sucesion de arcos {vc, tnen converge al triodo simple wuUve y la
sucesion de arcos {v,uy }nen converge al arco vu. Vamos a probar que el continuo
X tiene la propiedad de semi-Kelley.

En efecto.Vamos a usar la equivalencia del Teorema [3.5] y la Observacién [3.6] para
probar que el continuo X tiene la propiedad de semi-Kelley. Notemos que los
puntos de no conexidad local de X son los que pertenencen a ve Uwuw \ {v}. Sean
x,y € veJuw\ {v} puntos cualesquiera y I un continuo irreducible entre los puntos x
Y U, sean {xy, }nen € {Yn fnen sucesiones en X convergentes a x e y, respectivamente.

Note que I C veUuw. Si existe N € N tal que z,, € veUuw para cadan > N,
definimos I,, = {x,} sin < N y I, = x,y para cada n > N. Note que la sucesion
{I,, }nen converge al continuo 7. Similarmente si existe N € N tal que y,, € veUuw
para cada n > N. Sean n; < ny < ... en N tales que z,, ¢ vcU uw, sin perdida
de generalidad, supongamos x,, € vcy, U Cp,Up,;, ¥ sean m; < mg < ... en N tales
que Y, ¢ veUuw, sin perdida de generalidad, supongamos y,,, € v¢m, U ¢, U, -
Vamos a considerar los siguientes casos:

Caso i. Suponga que .,y € vu.
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FiGUuRrA 6. X

Supongamos que x € vy. Sin perdida de generalidad supongamos que x,, €
VWp, O T, € Up,Cn,, 81 T, € Vwy, sea y,, € vwy, tal que la proyeccion natural de
Yy, en el arco vu es y y si Ty, € Uy, Cn, S€A Y, € Vn,Cy, tal que la proyeccion natural
de y;,, en el arco vu es y. Definimos I,, = x,y si n & {n1,no,...} y In = zny,, si
n € {ny,na,...}. Note que la sucesion {I,},ecn converge al continuo 1.

Caso 1. Suponga que x,y € uw.

Supongamos que z € wy. Sin perdida de generalidad supongamos que z,,, €
VWp, O Tp, € Wn,Un,, Si Tn, € Vwy, sea y, € vwy, tal que la proyeccion natural
de y;,. en el arco uw es y y si Tp, € Wn, Uy, S€A Y, € Wy, Uy, tal que la proyeccion
natural de y;, en el arco uw es y. Definimos I, = z,y si n ¢ {ni,n,...} y
I, = zny,, sin € {ny1,na,...}. Note que la sucesion {I, },en converge al continuo
1.

Caso iii. Suponga que x,y € uc.

Supongamos que x € yc. Sin perdida de generalidad supongamos que x,, €
Un, Cn,, S€A Y;, € Up,Cy, tal que la proyeccion natural de y;,. en el arco uc es y.
Definimos I,, = z,y sin ¢ {ni,ne,...} y In = x,y), sin € {n1,ns,...}. Note que
la sucesion {I, },en converge al continuo 1.

Caso iv. Suponga que x € vu 'y y € uc \ {u}.

Sin perdida de generalidad supongamos que ¥, € Um,Cm,, S€a T;, € Vm,Cm,
tal que la proyeccion natural de z;, en el arco vu es x. Definimos I,, = xy, si
né{my,ma,...}y In=2aLy, sin € {my,ma,...}. Note que la sucesion {I,,}nen
converge al continuo I.

Caso v. Suponga que x € uw y y € uc\ {u}.

Sin perdida de generalidad supongamos que Ym, € Up,Cpn,, S€& T, € Wp,Cp,
tal que la proyeccién natural de z;,. en el arco vu es x. Definimos I,, = xy, si
né{my,me,...}y In=a,y, sin € {my,ma,...}. Note que la sucesion {I,, }nen
converge al continuo I.

Caso vi. Suponga que x € vu \ {u} y y € vw.

Sin perdida de generalidad supongamos que z,, € vwy, 0 Tp, € Up,Cp,, S€a
Yn, € vwy, tal que la proyeccién natural de y,, en el arco uw es y y si @y, € vy, Cp,
sea ¥, € Wy, Cp, tal que la proyeccion natural de y;,. en el arco uw es y. Definimos
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I, =xzpysin g {ni,na,...} y I, = x,y, sin € {n1,ng,...}. Note que la sucesion
{I,,}nen converge al continuo 1.

De los casos i — vi concluimos que el continuo X tiene la propiedad de semi-
Kelley.

Un continuo X es hereditariamente semi-Kelley si cada subcontinuo de X tiene
la propiedad de semi-Kelley. Puesto que el continuo del Ejemplo contiene al
continuo del Ejemplo [3:11] y este altimo no tiene la propiedad de semi-Kelley, el
continuo del Ejemplo [3:12]no es hereditariamente semi-Kelley. El siguiente ejemplo
es un continuo hereditariamente semi-Kelley.

Ejemplo 3.13. Consideremos X el continuo de la Figura[] Como se ilustra en
la figura las sucesiones {Vn }nen, {Un}tnen ¥ {Wn }nen convergen a v, las sucesiones
{en}nen Y {en}nen convergen a e y la sucesion {an}nen converge a a. Vamos a
probar que el continuo X tiene la propiedad de semi-Kelley.

FiGura 7. X

En efecto. Vamos a usar la equivalencia del Teorema [3.5] y la. Observaciti [3.6] para
probar que el continuo X tiene la propiedad de semi-Kelley. Notemos que los
puntos de no conexidad local de X son los que pertenencen a uv U ae \ {u}. Sean
x,y € uvUae\ {u} puntos cualesquiera y I un continuo irreducible entre los puntos x
ey, sean {xy, }nen ¥ {Un }nen sucesiones en X convergente a x e y, respectivamente.

Note que I C wv U ae. Si existe N € N tal que z,, € wv U ae para cada
n > N, definimos I, = {z,} sin < N y I, = z,y para cada n > N. Note que
la sucesion {I, },en converge al continuo I. Similarmente si existe N € N tal que
Yn € uv U ae para cada n > N. Sean n; < ns < ... en N tales que z,, ¢ uv U ae,
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y m1 <msg < ...en N tales que y,;, ¢ uv Uae. Vamos a considerar los siguientes
€asos:

Caso i. Suponga que z,y € uv \ {u}.

Supongamos que z € uy \ {u}. Sin perdida de generalidad supongamos que
Tp, € UVp; O Tp, € Ulp, O Tp, € UWy,. Si Tp, € uvy,, sea y, € uv,, tal que
la proyeccion natural de y,, en el arco uv es y, si x,, € uu,,, sea y, € uu,, tal
que la proyeccién natural de y;,. en el arco uv es y, si x,, € uwy,, sea y,,, € uwy,
tal que la proyeccion natural de y;, en el arco vu es y. Definimos I,, = x,y si
n ¢ {ny,ng, ...}y In = zpy), sin € {n1,na,...} . Note que la sucesion {I, }nen
converge al continuo 1.

Caso 1. Suponga que x,y € ve.

Supongamos que x € ye. Sin perdida de generalidad supongamos que x,, €
Wn,;Cp; O Tp, € Up,€n,. Si T, € Wp,Cp,, €A Y, € Wp,Cp, tal que la proyeccion
natural de y;, en el arco ve es y, si x,, € uu,,, sea y, € upey, tal que la
proyeccion natural de y;, en el arco ve es y. Definimos I,, = z,y sin ¢ {ni,ns,...}
y I =y, sin € {ni,na,...}. Note que la sucesion {I, },en converge al continuo
1.

Caso iii. Suponga que z,y € av.

Supongamos que x € ay. Sin perdida de generalidad supongamos que x,, €
Un, Wy, S€a Y, € an, Wy, tal que la proyeccién natural de y;, en el arco vu es y.
Definimos I,, = z,y sin ¢ {ni,ne,...} y In = x,y), si n € {n1,na,...}. Note que
la sucesion {I,},ecn converge al continuo 1.

Caso iv. Suponga que x € uv y y € ve \ {v}.

Sin perdida de generalidad supongamos que Ym,, € Uen, O Ym,; € UCp,. Si
Ym; € Uen, sea r;, € ue,, tal que la proyeccién natural de x;,. en el arco uv es x, si
Ym, € UCp,, S€a T, € ucy, tal que la proyeccion natural de z;, en el arco uv es x.
Definimos I, = 2y, sin & {my,ma,...} y In = 2l yn si n € {my,ma,...}. Note
que la sucesion {I,, } nen converge al continuo I.

Caso v. Suponga que x € uv \ {u} y y € av \ {v}.

Sin perdida de generalidad supongamos que y,,, € ua,,, sea ;. € uay, tal
que la proyeccién natural de z;,. en el arco uv es . Definimos I, = 2y, sin ¢
{my,ma,...} y I, = 2.y, si n € {my,ma,...}. Note que la sucesion {I,}nen
converge al continuo I.

Caso vi. Suponga que x € av \ {v} y y € ve.

Sin perdida de generalidad supongamos que Z,,, € Uay,, S€a Y, € an,Cy, tal
que la proyeccion natural de y,, en el arco an,cn, es y. Definimos I, = xy, si
né¢ {my,mo,...}y In=x,y, sin € {my,ma,...}. Note que la sucesion {I,,}nen
converge al continuo I.

De los casos © — vi concluimos que el continuo X tiene la propiedad de semi-
Kelley. Siguiendo las mismas ideas de esta prueba, se puede probar que cualquier
subcontinuo de X tiene la propiedad de semi-Kelley y por tanto X es un continuo
hereditariamente semi-Kelley.

Concluimos que el Teorema[3.5]y la Observacion [3.6son muy utilies para probar
que un continuo tiene la propiedad de semi-Kelley. De este modo los lectores jévenes
pueden verificar facilmente qué continuos satisfacen la propiedad de semi-Kelley y
asi, realizar una investigacién en este tema.
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1. Introduccién

Un algoritmo es un procedimiento sistematico predefinido que resuelve una
determinada tarea paso a paso. Los algoritmos se encuentran en casi todos los
dmbitos de la vida cotidiana; sin embargo es en la informatica y los programas de
software en donde su aplicacién alcanza una mayor relevancia. Algunos ejemplos
conocidos son: el algoritmo de busqueda secuencial de un elemento en un conjunto
de datos, los algoritmos de ordenacion, el algoritmo de un navegador que determina
la clasificacion de los resultados de las bisquedas, asi como los algoritmos utilizados
por las agencias de noticias, etc. Ahora, para realizar una tarea, en la mayoria de
las ocasiones ésta se puede hacer de varias maneras, y para cada una de ellas se
puede implementar un algoritmo, de tal forma que puede haber varios algoritmos
que realizan una misma tarea. De este modo surge la pregunta: ;Cudl algoritmo
es el mas conveniente? La respuesta a esta pregunta es dada mediante lo que se
conoce como la complejidad de algoritmos.

La complejidad algoritmica representa la cantidad de recursos, ya sea tempo-
rales o espaciales, que necesita un algoritmo para resolver un problema y que por
tanto permite determinar el grado de eficiencia y conveniencia de dicho algoritmo.

LEste autor recibio apoyo del CONAHCYT mediante una estancia posdoctoral.
2Este autor recibi6 apoyo del CONAHCYT mediante una beca sabatica.
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En la mayoria de los trabajos sobre complejidad de algoritmos se considera la com-
plejidad temporal y este trabajo no es la excepciéon. El tiempo empleado por un
algoritmo se mide por la cantidad de pasos o acciones que éste utiliza para realizar
la tarea en cuestiéon, considerando que la medida del tiempo debe ser independi-
ente de la maquina, del lenguaje de programacion, el compilador y de cualquier
otro elemento, ya sea de software o de hardware, que influya en el anélisis. Para
conseguir esta independencia, la medida abstracta consiste en considerar el nimero
de pasos que se efectiian al ejecutarse el algoritmo. Es claro que este tiempo por
lo general depende de n, el tamano de los datos que se consideran, y al procesar
un gran nimero de datos, lo que importa para la eficiencia es el comportamiento
asintético. De manera breve, se puede definir la «complejidad» como la cantidad de
recursos necesarios para efectuar un calculo. Asi, el tiempo requerido para que se
ejecute un algoritmo es una funcion del tamafio de los datos considerados. Por esta
razén la complejidad de un algoritmo se expresa o representa como una sucesiéon
f(n) (o g(n), T(n), h(n), ...). El estudio de la eficiencia de los algoritmos es muy
importante y no puede ser eliminado por el argumento: «las computadoras del fu-
turo seran tremendamente rapidas y por lo tanto no es importante que el algoritmo
sea eficientey.

Para saber el grado de complejidad que puede tener un determinado problema,
generalmente se utiliza el modelo computacional de la maquina de Turing, con el
cual se obtiene una clasificacién de los problemas con base en el grado de comple-
jidad inherente para resolverlos.

El espacio cuasi-mfrico (C,de) de funciones de complejidad tiene su origen en
las ciencias de la computacion asi como en topologia. Scott y Strachey [18] iniciaron
el estudio de la semantica denotacional y la teora de dominios, con el objetivo de dar
un sustento riguroso a los conceptos utilizados en los lenguajes de programacion,
y en el desarrollo de modelos matemaéticos para ellos. La completacién de 6rdenes
parciales juega un papel importante en la teoria de dominios.

El objetivo que perseguimos en este trabajo de divulgacién es presentar de
manera detallada los fundamentos sobre la completacién topologica segiin Smyth
[19] de un espacio cuasi-uniforme que, aplicada a los espacios de complejidad de
algoritmos, sirve para obtener la complejidad de ciertos tipos de algoritmos. Esta
tltima parte ha sido desarrollada inicialmente por Schellekens [16] y posteriormente
por el mismo Schellekens junto con S. Romaguera y sus colaboradores [7], [14].

La divisién de la presentacion del trabajo en seis secciones (aparte de esta intro-
duccion) la hemos hecho pensando en que de esta manera, al lector le pueda resultar
més facil la comprensién de la mencionada teoria. La segunda seccién cubre una
parte de la notaciéon que se usa en este capitulo, asi como los preliminares sobre
la complejidad asintética de algoritmos y el tipo de algoritmos conocido como «di-
vide y vencerasy. También se menciona, después de la definicion de los 6rdenes de
complejidad, el impacto que tiene la teoria aqui presentada, en cuanto a la eficien-
cia computacional de los algoritmos. La tercera seccién se dedica al tratamiento
de los espacios cuasi-uniformes, que son espacios méas generales que los espacios
cuasi-mfricos, a los que estd dedicada la cuarta seccién. En la quinta seccién se
desarrolla la teoria sobre los objetos pricipales de este trabajo, que son el espacio
de complejidad de algoritmos y su espacio dual. La sexta seccién esta dedicada a
la aplicacion de la teoria de los espacios de complejidad para obtener el orden de
complejidad de algoritmos del tipo divide y vencerds. Finalmente, en la séptima
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secciéon, nuevamente se aplica la teoria de los espacios de complejidad, ahora para la
obtencién del orden de complejidad de algoritmos divide y vencerés probabilistas.

2. Preliminares

En este trabajo, los simbolos N, RT y (0,00] denotan a los conjuntos de los
enteros positivos, numeros reales no negativos y nimeros reales positivos extendi-
dos, respectivamente. Usamos la notaciéon O (O mayuscula), o (o minascula),
(Omega maytscula) y © (Zeta) con el significado estandar que $tos simbolos tienen
en las ciencias computacionales. El significado del simbolo w (omega minuiscula)
dependeré del contexto. Cuando w aparece sola, denota al conjunto de los enteros
no negativos, mientras que la notacién w(g), donde g es una sucesion de nimeros
reales, indica un conjunto de sucesiones en el sentido de cotas asintéticas con el
que se usa regularmente en las ciencias de la computacién. Esto se explicaré con
detalle més adelante. Si a,b € R, las notaciones a V by a A b significan max {a, b}
y min{a,b}, respectivamente. Como es usual, el simbolo o indica composicién de
relaciones. Las letras U, V se usan para denotar cuasi-uniformidades, mientras que
U, V indican entornos pertenecientes a ellas. Para la contencion de conjuntos (ya
sea estricta o no) utilizamos indistintamente los simbolos C y C, mientras que <g
denota la contencién fuerte de conjuntos con respecto al entorno U. La letra &F
generalmente indica un filtro y B representa una base de filtro o de una cuasi-
uniformidad o de una topologia. Si (X,7) es un espacio topologico y A C X, la
cerradura y el interior de A con respecto a la topologia 7 se denotan por cl,(A)
e int,(A), respectivamente. Para cada punto z € X, N(z) representa al filtro de
vecindades de z. Las letras O, O indican abiertos en un espacio topolédgico. El
simbolo <, denota el preorden de especializacién determinado por 7 en X, donde
x <, ysiysolosiax € c,({y}). La completacion de un espacio uniforme o cuasi-

uniforme (X, U) se representa como ()A( , ﬁ), mientras que para la completaciéon de
Smyth [19] de un espacio cuasi-uniforme topolégico (X, U, 7) utilizamos la notacion
(X , 1~L 7) [21]. El espacio de funciones de complejidad y su espacio dual se indican

con los simbolos € y C*, respectivamente, mientras que el mapeo de inversiéon entre
ellos se representa como V.

Por lo general, los problemas de computo pueden presentarse en instancias de
tamano muy grande, teéricamente ilimitado. En la practica es de gran interés estu-
diar las funciones de complejidad para valores de n muy grandes [8]. Esto nos lleva
a considerar la eficiencia asintotica de los algoritmos, es decir, el comportamiento
de la funcion de complejidad T'(n) cuando n — co. En el analisis asintotico de la
complejidad, lo mas importante es el orden de crecimiento de las funciones. Esto
significa que, dadas dos funciones f(n) y g(n), hay que considerar qué tan rapido
crece cada una de ellas con respecto a la otra cuando el valor de n se hace arbi-
trariamente grande.

Estrictamente hablando, los valores de T'(n) son ntumeros enteros positivos, ya
que representan el nimero de pasos bésicos que realiza un algoritmo durante su
ejecucién. Con el propoésito de poder utilizar en el andlisis asintético de la comple-
jidad todas las herramientas del algebra de funciones, incluyendo las propiedades
de las funciones logaritmicas, se trabaja con funciones asintoticamente positivas y
de valores reales.
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Definicién 2.1 (Funciones reales asintoticamente positivas).
A={f:N=R|(@EN eN)(Vn>N), f(n)>0}
Definicién 2.2 (Notacion O). Si g € A, entonces
O(g) = {f € A| (3c,no > 0)(¥n > no), 0< f(n) <c-g(n)}.

En la notacién O (O maytscula), la funcién g es una cota superior asintotica
para las funciones f € O(g). A partir de cierto punto ng, los valores de f(n) no
superan a un multiplo constante de g(n). Por ejemplo, la complejidad del peor
caso posible del ordenamiento por insercién es O(n?). Abusando de la notacién, a
veces se escribe f(n) = O(g(n)) en vez de f € O(g). Se dice que f es de un orden
menor o igual al orden de g. Si f es una funcién constante, entonces f € O(1).
Como la notacién O indica una cota superior, cuando esa cota se aplica al tiempo
de corrida del peor caso de un algoritmo, automaticamente se aplica también para
cualquier configuracion de los datos de entrada [5]. Esto implica que la complejidad
del algoritmo de ordenamiento por insercién es O(n?).

Definicién 2.3 (Notacion ). Si g € A, entonces
Q(g) = {f €A (Je,ng > 0)(VYn = ng), 0<c-g(n) < f(n)} )

En la notacion © (Omega maytscula), la funcién g es una cota inferior
asintotica para las funciones f € Q(g). A partir de algin punto ng, los valores
de f(n) no caen por debajo de un multiplo constante de g(n). Dada una funcion
feA, sifé¢Ql), esto es equivalente a decir que f(n) tiene una subsucesion que
tiende a cero. Como la notacién (2 indica una cota inferior, si dicha cota se aplica
al tiempo de corrida del mejor caso posible de un algoritmo, entonces también se
aplica para cualquier otra configuracién de los datos de entrada. Como ejemplo
particular, la complejidad del algoritmo de ordenamiento por insercion es Q(n),
ademas de ser también O(n?). Las notaciones O y ) estan relacionadas mediante
la siguiente propiedad: f € O(g) < g € Q(f).

Definicién 2.4 (Notacion ©). Si g € A, entonces
O(g) = {f € A| (e, ca,n9 > 0)(Vn = ng), 0 < crg(n) < f(n) < czg(n)}.

En la notacién © (Zeta), la funciéon ¢g da una cota asintética justa (también
llamada exacta) para las funciones f € ©(g) ya que estas funciones quedan acotadas
tanto superior como inferiormente por multiplos constantes de la funciéon g. En
otras palabras, a la derecha de ng, la grafica de f(n) queda arriba de c1g(n) y
abajo de cag(n) Por ejemplo, cualquier funcién constante pertenece a ©(1). Si la
funcion f(n) es un polinomio de grado k, entonces f(n) € ©(n*). Con esta notacién
también se acostumbra escribir f(n) = ©(g(n)) en vez de f € ©(g). Este uso se
extiende incluso a expresiones como: 5n% + 3n + 1 = 5n% + O(n).

Teorema 2.5. [5] Vg € A, O(g9) = O(g) NQ(g).

Si g es una cota superior asintotica de f, es decir que f € O(g), puede ser que
g sea una cota exacta (en caso de que f € ©(g)), o puede ser que no lo sea (si
f ¢ ©(g)). La siguiente notacion define una clase de funciones para las que g es
una cota superior asintética pero que no es exacta.

Definicién 2.6 (Notacion o). Si g € A, entonces
o(g) ={f € A| (Ve >0)(3ng > 0)(Vn = ng), 0< f(n) <c-g(n)}.
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En este caso se dice que f es «asintéticamente menory que g. La definicion
de la notaciéon o (o miniscula) se parece a la de la notaciéon O pero hay una
diferencia importante que radica en el cuantificador del factor constante ¢ > 0. Si
f € O(g), la desigualdad f(n) < c¢- g(n) se debe cumplir a partir de algin punto
no para alguna constante ¢ > 0. En cambio, si f € o(g), para toda constante ¢ > 0
se cumple la desigualdad f(n) < ¢- g(n) a partir de algun punto ng (que depende
de ¢). Por ejemplo, tomando ¢ =1 y ng = 3, se comprueba que 3n = O(n?). Sin
embargo, 3n? # o(n?) ya que (tomando, digamos ¢ = 2) no hay ningitin valor n > 0
para el que se cumpla 3n? < 2n?. Similarmente a los casos anteriores, aqui también
es comun abusar de la notacion escribiendo f(n) = o(g(n)) en lugar de f € o(g).
Notese que o(g) C O(g) \ 2(g). En la notacion o, el valor de f(n) se vuelve cada

vez mas insignificante comparado con g(n) al crecer la n [5]. Es decir que

Definicién 2.7 (Notacion w). Si g € A, entonces
w(g) = {f eA| (Ve>0)(Fno > 0)(Yn =np), 0<c-g(n) < f(n)}

En este caso se dice que f es «asintéticamente mayor» a g. La notacién w
(omega mintscula) indica una cota inferior asintética que no es exacta. Por
ejemplo, 3n? = w(n) pero 3n? # w(n?). Similarmente al caso de las notaciones O y
2, hay una relacién estrecha entre la notacion o y la notacion w ya que f € w(g) <
g € o(f). Ademés se cumple lo siguiente

few(g) & lim M:oo
n—s00 g(n)

El anélisis tradicional de la complejidad clasifica a las funciones al nivel de sus
cotas asintéticas O, o, ©, Q y w. Sin embargo, como se verd mas adelante, la
cuasi-métrica de del espacio de complejidad proporciona una forma més refinada
de comparar la eficiencia computacional entre dos algoritmos dados. Esto se hace
cuantificando sistematicamente qué tanto una funcién de complejidad domina a
otra en términos de mejoramiento relativo, acumulando las diferencias existentes
para cada tamano n de los datos de entrada del problema. Por esta razon, la
cuasi-métrica de presenta implicaciones practicas para la seleccién del algoritmo
més eficiente, ya que las diferencias pequenas tienen un efecto acumulativo, aunque
sea entre funciones que tengan el mismo orden asintético de complejidad. Esto
puede resultar particularmente til cuando dos algoritmos con la misma comple-
jidad asintética se desempenan de forma diferente en diferentes rangos practicos
de valores del tamano de la entrada. Incluso se podria considerar la posibilidad
de utilizar la cuasi-métrica de en el diseno de algoritmos adaptivos, que pueden ir
eligiendo diferentes algoritmos para procesar los datos, de acuerdo a cémo se vayan
presentando sus caracteristicas estructurales en tiempo real.

2.1. Algoritmos del tipo «divide y venceras». Los algoritmos del tipo
conocido como «divide y venceras» tienen una estrategia que consiste en dividir el
problema en subproblemas de menor tamano y resolverlos de forma separada. El
objetivo de esta reduccion es que los subproblemas en los que se divide el prob-
lema original sean suficientemente simples para ser resueltos de forma sencilla, y
posteriormente obtener la solucién total del problema combinando las soluciones
parciales. Esta es la estrategia que siguen los algoritmos recursivos: el problema
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se va reduciendo sucesivamente hasta llegar al caso base cuya solucién es conocida,
y a partir de alli se construye la solucién del problema total. Un ejemplo de este
tipo de algoritmos es la bisqueda binaria: en cada paso la lista de bisqueda se
divide en dos partes, por lo que la longitud de cada parte se va reduciendo suce-
sivamente a la mitad hasta obtener listas de un solo elemento, que es el caso base
para este algoritmo. La naturaleza recursiva de los algoritmos del tipo «divide y
vencerésy facilita la obtenciéon de funcionales de mejora (definidos en la seccion
en el espacio C. La iteracion de estos funcionales, junto con la completitud de C,
permiten obtener cotas asintOticas para las funciones de complejidad de este tipo de
algoritmos. Por esta razon, se puede afirmar que el anélisis de complejidad de los
algoritmos «divide y venceras» es el que mejor se adapta a las técnicas presentadas
en este trabajo.

2.2. Otros tipos de algoritmos. Ademas del tipo «divide y vencerasy hay
varios otros tipos de algoritmos. Algunos de los principales son: los algoritmos
voraces, los de programaciéon dindmica, los de retroceso, los de ramas y acotacién,
los de recorrido de grafos, los de programacion lineal y optimizacién convexa, los de
tiempo real, los de fuerza bruta, los algoritmos aleatorizados y los de aproximacién,
asi como los algoritmos paralelos y distribuidos. Cada uno de los tipos mencionados
cuenta con enfoques especificos para determinar su complejidad asintética. Por
ejemplo, los algoritmos voraces van tomando decisiones que son localmente éptimas
en cada paso del proceso, con la meta de llegar a una soluciéon que sea éptima para
el problema global. Esto se alcanza cuando el problema que resuelve el algoritmo
cumple con las propiedades llamadas «de la eleccién aviday y «de la subestructura
optimal», que se definen formalmente en la teoria de matroides. La mayoria de
estos tipos de algoritmos y las técnicas que han dado los mejores resultados en la
determinacioén de sus funciones de complejidad, se cubren con detalle en la referencia
[5], que es un libro bastante extenso, con muchos ejemplos y con explicaciones claras.
Después de ver la definicién del espacio € en la seccién [5] el lector se dard cuenta
de que este espacio incluye a las funciones de complejidad de todos los algoritmos
no triviales, independientemente del tipo bajo el que estén clasificados.

3. Espacios cuasi-uniformes

Una cuasi-uniformidad U sobre un conjunto X es un filtro sobre X x X,
que satisface (i) todo elemento U € U es una relacion reflexiva sobre X, y (i)
YU € U,dV € U : VoV C U. Los elementos de U son llamados entornos.
Cuando adicionalmente U tiene la propiedad (iii) VU € U : U~ € U, entonces
es llamada una uniformidad sobre X. El par (X,U) es un espacio cuasi-uniforme
(o un espacio uniforme, cuando U es una uniformidad). Para una presentacién
completa de la teoria de los espacios quasi-uniformes, recomendamos consultar [6].
Ahora, si U es una cuasi-uniformidad, U™ = {U~! | U € U} es tambin una cuasi-
uniformidad llamada la cuasi-uniformidad conjugada de U. De tal manera que U
es una uniformidad si y sélo si U=! = U. Una funcién f : (X,U) — (Y,V) en-
tre dos espacios cuasi-uniformes es llamada cuasi-uniformemente continua cuando
YV eV, U e U: (z,y) € U = (f(x), f(y)) € V, para todo par (z,y) € X x X.
En el caso en que existe una funcién biyectiva f entre los espacios cuasi-uniformes
(X,U) y (Y,V), de tal manera que f y f~! son cuasi-uniformemente continuas, f
es llamada un cuasi-unimorfismo y se dice que los espacios son cuasi-isomorfos.
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Un subconjunto B C U de una cuasi-uniformidad es una base de U cuando
YU € U,IB € B : B C U. En tal caso decimos que B genera a U. Una uniformidad
U siempre tiene como una de sus bases a la familia B = {U NU'|UEe U}, la
cual consta de relaciones simftricas (V = V=), Si B = {U;},.; es una familia de
subconjuntos de X x X, entonces existe una cuasi-uniformidad U sobre X generada
por B si y sblo si (i) B es una base de filtro en X x X, (i7) cada U;, i € I es una
relacion reflexiva sobre X, y (it) Vi € I,3j € I : U;oU; C U;. Si Uy V son
cuasi-uniformidades sobre X, en donde B; es una base para U, y By es una base
para V, decimos que B; es més fina que By (y que Bs es mas gruesa que Bq) si cada
elemento de Bs contiene un elemento de Bq. Asi, U es més fina que V, siempre que
V C U. Si U es una cuasi-uniformidad, entonces la familia 3 = {UNU! | U € U}
es una base para una uniformidad, la cual se denota por U®.

La topologia 7(U) inducida por una cuasi-uniformidad U sobre X es la tnica
topologia en donde, para cada x € X, su filtro de vecindades N(z) tiene como base
a {U(z) | U €U}, siendo U(z) = {y € X|(z,y) € U}. 7(U) es llamada la topologia
cuasi-uniforme. Si 7 es una topologia sobre X, entonces U se dice que es compatible
con 7 siempre que 7 = 7(U). En este caso decimos que el espacio (X, 7) admite a
la cuasi-uniformidad U.

En cualquier espacio cuasi-uniforme (X,U), la relacion (U sobre X es un
preorden, al que se conoce como el preorden cuasi-uniforme o el preorden asociado
a Uy se le denota por <y. Cuando <y es un orden parcial, la topologia 7(U) es
T, mientras que si <y resulta ser la identidad sobre X, entonces 7(U) es T;.

En cuestion de completacion: en un espacio uniforme (X,U), se dice que una
red (z4)acs es de Cauchy, si para cada U € U existe ag € I, tal que si a, § > «o,
entonces (zqo,2g) € U. Similarmente, un filtro F en X se dice que es de Cauchy,
si para cada U € U existe F' € F, tal que para x,y € F, se tiene (z,y) € U. Una
red (z4)aer converge a un punto zg € X, si para cada U € U existe ay € 1, tal
que si « > ag, entonces (4, o) € U, mientras que un filtro F converge a xg € X,
siempre que para cada U € U existe F' € F, tal que si « € F, entonces (z,x9) € U.

Teorema 3.1 ([9], [10]). Cada filtro (red) convergente en un espacio uniforme
(X, W) es un filtro (una red) de Cauchy. Lo inverso no es necesariamente cierto.

DEMOSTRACION: Daremos la demostracion para filtros, para redes la demostracion
es muy parecida. Sea F un filtro convergente a x € X. Por la definicién de filtro
convergente, F es un refinamiento de N(x), el filtro de vecindades uniformes de .
Como todo refinamiento de un filtro de Cauchy es también de Cauchy. solamente
se necesita probar que N(z) es de Cauchy. Sea U € U un entorno de X. Para este
U existe V € U, simétrico (V = V1), que cumple V o V C U. Dados u,v € X
tales que (x,u), (x,v) € V, por simetria se tiene (u,x), (x,v) € V, lo que implica
(u,v) € VoV CU. Como V(z) € N(z) y se ha probado que V(x) x V(z) C U, se
sigue que N(z) es de Cauchy. O

Un ejemplo de que el resultado inverso no se cumple, es el conjunto de los
numeros racionales Q, con la uniformidad que tiene como base a los conjuntos
{(z,y) € AxQ: |z —y| < L1}

Para espacios uniformes hay solo una nocién de completez.

Definicién 3.2. Un espacio uniforme (X, W) es completo si cada red de Cauchy (o
filtro de Cauchy) en X es convergente.



186 11. FUNDAMENTOS TOPOLOGICOS EN EL ANALISIS DE COMPLEJIDAD

El concepto de red incluye al de sucesién, de tal manera que una sucesiéon de
Cauchy en un espacio uniforme completo (X, U) es convergente; sin embargo, en un
espacio uniforme toda sucesién de Cauchy puede ser convergente y el espacio no ser
completo. De esta manera se tiene el concepto mas débil de completez: un espacio
uniforme (X,U) es llamado secuencialmente completo si en §te cada sucesion de
Cauchy es convergente.

Ahora, si un espacio uniforme (X,U) no es completo, entonces $te se puede
sumergir densamente en otro espacio uniforme que si lo sea. Dicha propiedad,
conocida como «la completacién canénica de un espacio uniformey, es un resultado
clasico en la teoria de los espacios uniformes.

Definicién 3.3. Sea (X,U) un espacio uniforme. Un espacio uniforme (X,U) es
la completacion de (X,U), si:
(1) (X,ﬂ) es un espacio uniforme completo.
(2) (X,U) con la topologia inducida por su estructura uniforme es homeo-
morfo a un subespacio denso de (X,ﬂ), donde en Ste ultimo se considera
la topologia inducida por la cuasi-uniformidad u.

Si consideramos a la clase de todos los filtros de Cauchy en un espacio uniforme
(X, W), ste es parcialmente ordenado con el orden parcial de la contencion.

Teorema 3.4 ([9], [10]). Cada filtro de Cauchy en un espacio uniforme (X,U)
contiene a un unico filtro de Cauchy minimal.

DEMOSTRACION: Sea B una base para el filtro de Cauchy F en X. Para cada par
By,B; € By U,Us € U, hay B3 € By Us € U, que satisfacen: B3 C By N By
y Us C Uy NUs. Por lo anterior, es claro que Us(B3) C Ui(B1) N Ux(Bs). Por lo
cual, la familia {U(B)}, U € U, B € B es una base de filtro. Ahora, si U € U es
un entorno simfrico, por ser ¥ de Cauchy existe F € F para el cual F x F C U.
Por tanto U(F) x U(F) C U, probando asi que {U(B)} es una base de filtro y es
maés gruesa que B. Para ver que el filtro que tiene como base a {U(B)} es minimal
en la cadena que contiene a F, sea § un filtro mas fino que F. Eligiendo C' € G,
BeJFyUV €U, que cumplan VoV CU,CxC CV y Bx B C V, entonces
BxC CVoV CU. Puesto que C € B, se tiene CN B # () y entonces C C U(B),
o lo que es lo mismo, que U(B) € §. La unicidad de este filtro minimal es clara.

O

La propiedad de ser de Cauchy, tanto para redes como para filtros se preserva
bajo funciones uniformemente continuas.

Teorema 3.5 ([9], [10]). Si (X,U) — (Y,V) es una funcidn uniformemente con-
tinua entre dos espacios uniformes, (xo)acr €s una red de Cauchy y F un filtro de
Cauchy en X, entonces las correspondientes imagenes en Y son de Cauchy.

DEMOSTRACION: Si V es un entorno en V, existe un entorno U € U, para el cual:
si (z,y) € U, entonces (f(z), f(y)) € V. Porlo cualsiag € I y K € X son tales que
(Tay, Tay) € U para aj,as > ag y K x K C U, entonces siempre que aq, s = ag y

(z,y) € K x K, se tiene (f(za,), f(zay)) € V'y (f(2), f(y)) € f(K) x f(K) C V.
O

Proposicion 3.6 ([10]). Si A es un subconjunto denso del espacio uniforme (X, U),
entonces X es completo si y solo si, dado cualquier filtro de Cauchy en A, su
extension a X es convergente.
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La importancia del siguiente resultado en este trabajo, asi como su analogo en
espacios cuasi-uniformes, es debida a su aplicacién en los espacios de complejidad
que detallamos mas adelante.

Teorema 3.7 ([9], [10]). Si A es un subconjunto denso del espacio uniforme (X,U)
y [ es una funcidn uniformemente continua de A en un espacio uniforme (Y,V) que

es Hausdorff y completo, entonces existe una extension uniformemente continua f
de f a todo X.

DEMOSTRACION: Si z € X, existe en A una red (x,)qcs convergente a x. Segin
sabemos, (4 )aer es de Cauchy. Por el teorema anterior, (f(x4))aer €s tambin una
red de Cauchy en Y, la cual, por la completez es convergente a un Gnico punto en Y.
Si denotamos a este limite por f(z) = lim (x4 ), entonces f est4 bien definida sobre
todo X, ya que si dos redes diferentes convergen a x, entonces las correspondientes
redes imégenes convergen al mismo valor en Y. Claramente f(z) = f(z) para cada
x € A. Para ver que f es uniformemente continua, sea V un entorno simfrico de Y.
Dado que f: A — Y es uniformemente continua, existe un entorno U € U tal que
W = (A x A)NU es un entorno de la uniformidad en A y siempre que (x,y) € W,
entonces (f(z), f(y)) € V. Podemos suponer que V es cerrado (en la topologia
producto de Y x Y, determinada por la topologia uniforme de Y inducida por U).
Luego, por la definicion de f se tiene (f(x),f(y)) € V, siempre que (z,y) € U.

O

Corolario 3.8. Si (X,U) y (Y,V) son dos espacios uniformes, con Y Hausdorff
y completo, entonces toda funcion uniformemente continua f : X — Y puede
extenderse de manera unica a una funcion uniformemente continua f: X — Y.

Para el caso de la uniformidad asociada a una cuasi-uniformidad, una sucesion
(zn) en X es llamada una sucesion U®-Cauchy si

YU € U,3ng € N, tal que, si n,m > ng, entonces (T, T;y) € U.

Un espacio cuasi-uniforme (X, U) es llamado bicompleto si y solo si el espacio
uniforme asociado (X,U*) es completo. De tal manera que la bicompletacion de
un espacio cuasi-uniforme (X,U) es un espacio cuasi-uniforme bicompleto (Y, V)
que tiene un subespacio 7(V)-denso que es cuasi-isomorfo uniformemente a (X, U).
Los espacios cuasi-uniformes cuya topologia asociada es Ty tienen una tnica bicom-
pletaciéon cuya topologia asociada es tambin Tp [6].

Sin embargo, a pesar de la existencia de la bicompletacion, para los espacios
cuasi-uniformes (X, U) en general, la situacién con respecto a la completez no es
tan satisfactoria como en el caso particular de los espacios uniformes. No existe una
nocién suficientemente aceptable del concepto de completez dentro de la categoria
de los espacios cuasi-uniformes: En esta categoria

1) Objetos: espacios cuasi-uniformes (X, U).

2) Morfismos: funciones cuasi-uniformemente continuas.
La razon de lo anterior es que, para que un espacio cuasi-uniforme (X , ﬂ) sea una
completacion del espacio (X,U), debe existir un sumergimiento i : X — X, de
tal manera que se cumpla la propiedad universal. Dado un espacio cuasi-uniforme

completo Y y cualquier morfismo f : X — Y, debe existir una extension unica de
fyesdecir f: X - Y, tal que foi=Ff.
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Como ejemplo de un espacio cuasi-uniforme en el que lo anterior no sucede,
considere al conjunto N de los nimeros naturales con la uniformidad U, cuyos
entornos son los subconjuntos de N x N que contienen a la grafica del orden < [19].
Consideraciones simples indican que la completacién de este espacio debe ser N=
NU{oo} con la cuasi-uniformidad inducida por el orden extendido. Tomemos ahora
a'Y = [0,1] con la cuasi-uniformidad generada por los entornos V. = {(z,y)|z <
y+e€}. Para ver que la propiedad universal no se cumple, observemos que la funcion
cuasi-uniformemente continua f : X — Y, dada por f(n) = %— %, tiene para cada
z € [3,1] una extensién fo : N =Y, dada por fy(c0) =2y fn = f(n),n€N. En
conclusion, no existe una completacion de este espacio en el sentido indicado.

El mismo ejemplo proporciona una motivaciéon para la completacion de Smyth.
Obsérvese que la topologia generada por el orden en N no es la misma que la
topologia inducida por la uniformidad. De hecho, la primera es la topologia de
Scott en donde {oco} no es abierto. Si pedimos adicionalmente a los morfismos que
estos sean continuos con respecto a esta topologia, entonces de todos los fx, el inico
que satisface ser continuo es f;.

Como se ha mencionado, una de las ideas sobre la completacién de un espacio
cuasi-uniforme ha sido desarrollada por Michael Smyth [19], en el marco de los
espacios cuasi-uniformes topolégicos. En dicho trabajo, Smyth defini6 una com-
pletacion para algunos espacios cuasi-uniformes (llamados Smyth-completables) en
cuatro etapas. Primero defini6 el concepto de espacios cuasi-uniformes topoldgicos
y a cada espacio cuasi-uniforme le asocié de manera canénica un espacio cuasi-
uniforme topolégico. En segundo lugar, a cada espacio cuasi-uniforme topologico
le asoci6 un espacio sintopologico. Estos espacios, también llamados sintopogéni-
cos, habian sido estudiados con anterioridad por Csaszar. En tercer lugar, Smyth
construyé una completaciéon para los espacios sintopolégicos. El cuarto paso es,
una vez completado el espacio sintopolégico, regresar a los espacios cuasi-uniformes
topolégicos y determinar si el espacio resultante se puede obtener o no de forma
canonica a partir de un espacio cuasi-uniforme. En caso afirmativo, al espacio
cuasi-uniforme original se le llama Smyth-completable. Por otra parte, Sunderhauf
[21] mostro que la completacion de Smyth se puede llevar a cabo, con los mismos
resultados, completamente dentro de la categoria de los espacios cuasi-uniformes
topolégicos, sin necesidad de recurrir a los espacios sintopolégicos. En el presente
trabajo exponemos una parte del desarrollo dado por Sunderhauf.

Definicién 3.9 ([2I]). Un espacio cuasi-uniforme topolégico estd formado
por una tercia (X, U, 7), en donde (X, U) es un espacio cuasi-uniforme y 7 es una
topologia que se relaciona con U mediante los siguientes axiomas:

(A1) (YO € 7)(Vx € 0)(3U e W)(30 e 1) : 2 € O, U[O'] C O.

(A2) (VU e WAV e W,V CU) : Vo € X, V~1(z) es cerrado en 7.

(A3) (WU € W)(IV € U) : VO € 1, V(0) Cint,U(O).

El significado de estos axiomas es que, mediante $tos el comportamiento de
la topologia y la cuasi-uniformidad es adecuado para cuestiones de completez. El
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interés recae en la accién de los entornos sobre los conjuntos abiertos por medio de
O +— U(O) y no en la accion sobre los puntos x — U(z). De tal manera que
la relacion U(O) C O’ entre conjuntos abiertos tiene especial interés. Para una
interpretacién de los axiomas anteriores, veamos la nocién de contencién fuerte.

Definicién 3.10. En un espacio cuasi-uniforme (X, W), dados los subconjuntos A,
B de X y un entorno U, se dice que A estd contenido U-fuertemente en B y se
denota por A <y B, si:

30,0 er: ACOCU)CO CB.

/

En particular, si 0,0’ € 7, entonces O <y O’ si y solo si UO)co.

Ya con esta definicién, el axioma (A1) se interpreta de la forma:
VO € V2 € O3U € U : {z} <y O.

Smyth [19] introdujo un axioma llamado «de interpolacién» que, en términos
de la contencién fuerte con respecto a entornos, se expresa de la manera siguiente:

(INT)VU e U3V €UVO,0 €e7IPeT:0<y 0 = 0 <y P<y 0.

El axioma (A3) es mas fuerte que el axioma de interpolacion.

Teorema 3.11 ([21]). Dado un espacio cuasi-uniforme (X, U) y una topologia T
en X, entonces (A3) implica (INT).

DEMOSTRACION: Dado el entorno U, podemos elegir a W, con W o W C U.

Ahora basta con aplicar (A3) a W, para encontrar V' C W, y este entorno satisface
la concluciéon de (INT). O

De hecho, (A3) puede reescribirse de la forma:
(VU e WAV e W) (VO € 1) : O <y U(O).
Lo anterior se puede traducir esencialmente en que: los entornos lo que hacen
es agrandar a los conjuntos abiertos de una manera uniforme. El segundo axioma,
aunque no es muy intuitivo, puede traducirse en que si los puntos x y y en X

satisfacen que siempre que {x} <y O, entonces y € O. Esto permite definir la
U-cercania entre puntos de X.

Ya con esta nocién de cercania, se tiene:

Teorema 3.12 ([21]). Si U es una cuasi-uniformidad y T una topologia en X,
entonces (A2) es equivalente a: (A2) {U : U € U} es una base de U.

DEMOSTRACION:  Que (A2) implica (A2)" es claro, ya que para cada U € U se
tiene U C [7, probando asi que {[7 : U € U} € U. Ahora, dado un entorno
U, podemos elegir otro entorno U; de acuerdo a (A2) y un Uy de tal manera
que Uy o Uy C Uj. Enseguida aplicamos nuevamente (A2) a Us para obtener V
y ver que V cU. Si suponemos que (z,y) ¢ U, entonces (z,y) ¢ Ui, luego
€0 =X-U"y), el cual es T-abierto. Haciendo O" = X —V ~1(y), este tambin
es T-abierto. Si probamos que V(0O) C O, entonces {z} <y O, con lo cual se
tendra (z,y) ¢ U. Para establecer la contencion, si z € V(0)—0" = V(0)NV ~1(y),
existe a € O que satisface (a,z) € V, y tambin (z,y) € V, por lo que (a,y) € VoV,
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lo que a su vez implica que (a,y) € Us o Uy, y por tanto (a,y) € U;. Pero esto
ultimo significa que a € Uy 1N 0, contradiciendo su definicion.
Para la implicacion inversa: dado el entorno U, se define

U = {(z,9)lz € CLU ()}
Claramente, U ¢ U. Més aun:
(z,y) €U <= YO, (1€ 0= 0nNU*(y) #0)
— VYO, (r€ 0=y ecU(0))
— (z,y) € U.
De modo que U C U. Ahora, como {(7} es una base para U, entonces tambiri

lo es {U}. Finalmente, como U~!(x) = cl.(U~!(x)) para cada = € X, §ta es una
base que satisface (A2). O

Un espacio cuasi-uniforme (X, U) se puede considerar como un espacio cuasi-
uniforme topologico, simplemente asociandolo con la terna (X, U, ), que se ob-
tiene agregandole a (X,U) la topologia cuasi-uniforme 7. La demostracion del
resultado siguiente es inmediata.

Proposicion 3.13 ([21]). (1) Si (X,U) es un espacio cuasi-uniforme, entonces
(X, U, ) es un espacio cuasi-uniforme topoldgico. (2) Si (X,U,T) es un espacio
cuasi-uniforme topoldgico, entonces T C 1.

A los morfismos en la categoria de los espacios cuasi-uniformes topoléogicos los
denotaremos por ECUT-morfismos, y son definidos enseguida.

Definicion 3.14. Una funcion f : X — Y entre los espacios cuasi-uniformes
topologicos (X, U, 1) y (Y, V,7,) es un ECUT-morfismo, si satisface:

(C1) es Ty, y-continua.

(C2) es U, V-cuasi-uniformemente continua.

La siguiente proposicion establece otra caracterizacion de los ECUT-morfismos.

Proposicién 3.15. Un mapeo f : X — X' entre los espacios cuasi-uniformes
topoldgicos (X, U, 7) y (X', W,7") es un ECUT-morfismo si y sélo si:

(C) (VU eW)(3U e W) :VN',M' € 7";N' <o M' = f~Y(N') <y f7H(M").

DEMOSTRACION: (C1)A(C2) = (C): SiU’ es dado, basta tomar a U de acuerdo a
la definicion de funcién uniformemente continua para obtener el resultado deseado
en (C).

(C) = (C1): Si O es una vecindad abierta de f(z), para ¢ € X. Por (A1)
existe N/, con {f(x)} C N’ <y O’ para algun entorno U’. Eligiendo ahora a U
segiin (C), se obtiene f~*(N') <y f~1(O’). En particular, f~*(O’) es una vecindad
abierta de z.

(C) = (C2): Dado U’, obtenemos V' de acuerdo a (A2)’; esto es, que satisface
V' C U, luego podemos elegir a V de acuerdo a (C). Este entorno satisface
(x,y) € V= (f(z), f(y)) € U'. Ya que sino sucede que (f(z), f(y)) € U’, entonces
(f(x), f(y)) ¢ V'. De tal manera que deben existir conjuntos N’ y M’ en 7/, con
{f(x)} C N <V'M'y f(y) ¢ M'. Pero entonces, se tendria f~1(N') <y f~+(M’),
lo cual es contradictorio, ya que en tal caso z € f~Y(N') y f(y) ¢ f~H(M’) o,
equivalentemente (z,y) ¢ V. O
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En un espacio cuasi-uniforme (X, U), un conjunto A es llamado U-pequefio con
respecto a z si A C U(x).

Para que en un espacio cuasi-uniforme un filtro F sea de Cauchy, se requiere que
para cada entorno U exista un punto x € X, de tal manera que todos los conjuntos
que sean U-pequenos con respecto a x, pertenezcan al filtro. Sin embargo, este
concepto en términos de conjuntos pequenos no es adecuado en un espacio cuasi-
uniforme topolégico, ya que U(z) no necesariamente es una 7-vecindad de z. Por lo
tanto, en vez de requerir que U(z) sea un miembro del filtro se deben de considerar
las U-vecindades de z, es decir, conjuntos O T-abiertos que satisfagan {z} <y O.

Definicién 3.16. Un filtro F en un espacio cuasi-uniforme topoldgico (X, U, T) se
dice que es de Cauchy, si:

(Cy) (WUeWNWFeFHFeeF)VOeT): {2} <y 0= 0c 7.

Ahora abordemos la nocién de convergencia de filtros. El concepto usual de
decir que un filtro F converge a x si N(z) C F es tambin muy débil. Para ilustrar
lo anterior, considere el caso en que existe un elemento mas pequeno | en X.
En tal caso N(L) = {X} y entonces para todo filtro F se tendra ¥ — L. Lo
cual significaria que cualquier espacio cuasi-uniforme con un elemento minimo es
completo. Por esta razén se introduce el siguiente concepto con la intencién de
fortalecer la nocién de convergencia.

Definicién 3.17. Un filtro F en un espacio cuasi-uniforme topoldgico (X, U, T) es
llamado redondo, si:

(rd) (VA€ F)AF e FHAU € U) : F <y A.

Obsérvese que como consecuencia de esta definicion, un filtro redondo JF tiene
una base de conjuntos T-abiertos.

Ya con este nuevo concepto: un espacio cuasi-uniforme topolégico es completo
si cada filtro F de Cauchy redondo coincide con el filtro de vecindades de un tinico
punto x.

Para que esta definicién de convergencia tenga sentido, es necesario que los
filtros de vecindades en un espacio cuasi-uniforme topolégico sean de Cauchy re-
dondos, lo cual se cumple por el axioma (Al).

En un espacio cuasi-uniforme topolégico (X, U, 7) se define el siguiente concepto
que es de utilidad en el proceso de completacion. Para cada A C X:

A :={F | F es un filtro de Cauchy redondo y A4 € F}.

De esta forma X es el conjunto de todos los filtros de Cauchy redondos y es el
conjunto que sirve para la completacion de X. Para verlo, primero introducimos
una cuasi-uniformidad en X. Para F,§ € X y U € U, se define

(F,9) elU «— VF,F' eF: F<y F' — F' €.
Mediante esta relacién en X:

Teorema 3.18 ([12], [21]). Bl conjunto {U : U € U} es base para una cuasi-
uniformidad U en X
DEMOSTRACION: Es claro que Ay C U, para cada U € U. Ademas, también es

claro que, de V. C U = V C U se deduce que VNU C VN 17, y por tanto
las relaciones U forman una base de filtro. Ahora solo resta, para un entorno U,
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encontrar otro entorno j/, tal que VoV C U. Pero no es dificil obtener este ‘7,

basta aplicar (INT) a U. O
Mediante lo anterior, la propiedad de Cauchy puede ahora reescribirse como:
(Cy) (VU e W(VF € F)(3z € F): (N(z),F) e U.

Ahora solamente falta por definir la topologia 7. Para ello se procede de la
siguiente manera.

Teorema 3.19 ([12], [21]). El conjunto {O : O € 7} es una base para una topologia
7, que es Ty.

DEMOSTRACION: Basta con mostrar que el conjunto {O O e 7'} es cerrado bajo

intersecciones finitas. Para ello, so6lo hay que observar que O NO’' c ONO'. El
axioma de separacion Tj se satisface, ya que F € O«0€c¥ y porque dos filtros
tienen las mismas vecindades si y sblo si son iguales uno al otro. O

Notese que

U 0; C U O;

iel il
es siempre verdadero, aunque la contencién inversa no necesariamente se cumple.
Sin embargo, el conjunto del lado derecho no es mucho més grande que el del lado

izquierdo, segin el siguiente resultado.

Lema 3.20. Si U es un entorno cualquiera en (X,U,T), entonces
Yo cudJo
i€l i€l

DEMOSTRACION: Supoéngase que JF esta en | O;, es decir | O; € F. Puesto que

i€l icl
F es de Cauchy, existe z € |J Oy, tal que (N(z),F) € U. Como x esta en alguno
i€l
de los O;, se tiene N(z) € |J O; y por tanto F € U({J O;). O
i€l iel

Enseguida se menciona un resultado que se utiliza para probar que, con los X ,
U y 7 asi definidos, la terna (X, U, 7) es un espacio cuasi-uniforme topolégico.

Lema 3.21. Si (X,U,7) es un espacio cuasi-uniforme topoldgico, entonces:
(1) (2.y) €U = N@),N(y)) € U
(2) A<UB<:>A<ﬁB

(3) U(U 0)) CTUT(U 0.

icl i€l
Teorema 3.22 ([12], [21]). (X,U,7) es un espacio cuasi-uniforme topoldgico.

DEMOSTRACION: Para (Al): Supongase que F € Q € 7. Luego, existe un O € 7
con I € O C Q. Ahora, puesto que O € Fy ¥ es redondo, existe N € Fy un
entorno U para los cuales N <y O, y de tal manera que § € N <5 O C Q.

(A2)" Claramente U C U. Ademas:
(F,8)cU=VQ,Ec7:FcE ANUE)CQ=G€Q
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“«=VO,Ne7:FecN AUN)CO=G¢cO0
VYO NeT:NeF N\UN)CO=0¢€§
— (7,9) e U.

Asi, U=U y por tanto se cumple (A2)'.

Finalmente, para (A3): Supéngase que U est4 dado. Eligiendo a V' de tal forma
que VoV C U, y luego un W de acuerdo a (A3) para X, si Q =, O; es arbitrario
y O =J; O;, entonces por (A3) existe un N € 7 que satisface W(0O) C N C V(0),
y entonces W(@) CW(O)CNCc 1//_(\_0/) Aplicando el inciso (3) del lema se
obtiene W(Q) € N C Vo V(Q) C U(Q). Lo anterior prueba (A3).

O

Proposicion 3.23. Dado un espacio cuasi-uniforme topoldgico (X, U, ) tal que la
topologia T es Ty, el mapeo

i:X — X dado por x — N(z)
es un ECUT-morfismo y, mds ain, X = i(X) C X.

DEMOSTRACION:  Si 7 es Ty, claramente, siempre que = # y se tiene N(z) #
N(y), probando asi la inyectividad de 7. Suponiendo ahora que O € T, entonces
i~1(0) = {z: 0 € N(z)} = O, por lo cual i es topolégicamente continua. Haciendo
j: X — i(X) la correstriccion de ¢ sobre su imagen, entonces j(O) = {N(z) : z €
0} = {N(z) : N(z) € O} = Oni(X), por lo que j es un mapeo abierto, y entonces
un homeomorfismo topolégico. La continuidad cuasi-uniforme de ¢, estd dada por
el inciso (1) del lema[3.21] Mientras que, por

(N(z),N(y)) € U <= VO,N € 7: (N € N(z)) A(UN)C 0)= 0 cN(y)
<<= VO,Ner:(xeN) AN(UN)CO)=yecO
= (z,y) €U,
y el axioma (A2), j~!:4i(X) — X es cuasi-uniformemente continua. O

Para poder probar la completez de X , veamos antes algo mas sobre filtros
redondos en X.

Lema 3.24. Para todo filtro redondo F en X eziste una base que consiste de con-
juntos abiertos de la forma O, con O € T.
DEMOSTRACION: Para F' € JF, por ser J redondo existe @ = (J; @ € Fyun

entorno U, con l?(Q) C J. Para O = |J; O; se tiene que Q C O, y por tanto O € &.

Ahora podemos aplicar el lema y obtenemos OcU (Q) C F, que prueba lo
deseado. O

Ya con este resultado se puede probar el siguiente teorema muy importante
para los propositos de este trabajo.

Teorema 3.25 ([12], [21]). El espacio cuasi-uniforme topoldgico (X,U,7) es com-
pleto.
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DEMOSTRACION: Supéngase que F es un filtro redondo de Cauchy sobre X. Ha-
ciendo
Fo={0:0€eF}.

Por el lema inmediato anterior, F; es una base de filtro. Mas atn, el filtro (Fp) es
redondo y de Cauchy. Verifiquemos esto.

(rd): Aplicando el lema y la redondez de F a un O € J, para obtener un
UelUyun N €7, con U(N) C O.

(Cy): Suponiendo que O € - Fo y U € U, podemos elegir V € U con VoV CU.
Puesto que F es de Cauchy y Oe T, existe un filtro G € O con

Sey A V() Co=peT.
Para este G, en particular
Me§ A V(M)CN= N €5, porlo que (3, (Fo)) e V.

Ahora, como G es un filtro sobre X y O € §, debe existir un « € O, para el cual
(N(z),§) € V. Entonces, de (N(z),5) € V' y (5, (J0)) € V se tiene (N(z), (Fo)) €
U. Por lo tanto (F) es de Cauchy. Probemos que (Fo) € X. Dado que (F;) €
O < 0 € (Fy) — O € T, se tiene que F = N((Fo)). Asi, se ha probado la
completez de X. O

Lo que resta ahora es probar la propiedad universal. Probemos primero la
unicidad de una extension.

Lema 3.26. Si f : (X,U,7) +— (X', W,7") es un ECUT-morfismo, en donde la
topologia ' es Ty, entonces existe a lo mds un g : X — X', que satisface f = goi.
DEMOSTRACION: Si F € X’, hacemos

E@F) ={ACcX':3N e€r)3U W), con fTY(N)eTFy N <y A'}.
Probaremos que cualquier extension g de f debe satisfacer N(g(F)) = E(F), y
puesto que 7’ es Ty, esto probard que g es tnico.

Para C: Suponiendo que O’ es una vecindad de g(F), por (A1) debe existir un
entorno U’ y una vecindad N’ de g(F) con N’ <y O'. Resta por mostrar que si
f7Y(N’) € F, entonces O’ € E(F). Por la continuidad de g, el conjunto g~(N’) es
una vecindad de F, por lo que existe O € 7 para el cual F € Oc g Y(N"). Ahora,
O=i 1(O) Citog Y (N') = f~Y(N'), ya que goi = f. Puesto que O € J,
tenemos f~1(N’) € F.

Para D: Supodngase que A’ € E(F). Por la definicién, deben existir N', M’ y
U' con f7YN") e Fy N <yr M’ C A'. Puesto que g es un ECUT—morﬁsmo, por
la proposiciéon m 3.15| debe existir un entorno U que satisface g (N’) <gr g H(M).
Haciendo Q = ¢ '/(N") =J,;0; y O =, O;, se debe tener O C U(Q) c g Y (M),
por el lema [3.200 Mas aun, O = i71(Q) = i ' o g Y (N') = f~Y(N') € F. Asi,
F € O, por lo que g(F) € 9(5) C M’ C A’ en donde A’ es una vecindad de g(&).

([l

Teorema 3.27 ([12], [21]). Si f : (X, U,7) +— (X', W, 7') es un ECUT-morfismo
y (X', W, ") es un espacio completo, entonces existe exactamente una extension de

I o
f(X,U7) «— (X0, 7,
que satisface f = fo 1.
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DEMOSTRACION: Proponemos dar la definicién de la extension de f mediante:
f:F — 2’ en donde ' es tal que N(z') = E(F).

Para ver que esta definicion tiene sentido, primero veamos que E(JF) es un filtro
redondo de Cauchy. Si M’ € E(F), esto significa que existen N’ € 7' y U’ € W,
para los cuales f~Y(N") € Fy N' <¢ M.

(rd): Dado U’, podemos elegir V' de acuerdo a (INT). De tal manera que
existe O, tal que N’ <y O’ <y.< M'. En particular, O’ € E(F).

(Cy): Dado V' elijamos a W’ de acuerdo a (INT) y luego un W de acuerdo
a (C) para f. Puesto que F es de Cauchy y N = f~1(N’) € F, existe x € N con
(N(z),F) € W. Ahora, f(z) € N’ y este punto satisface la condicién de Cauchy,
va que si f(z) € Q' <y P, por (INT), existe O’, con Q' <y O <y P'.
Ahora, por (C), se tiene f~1Q') <w f~1(0’) y entonces f~1(0’) € F, puesto
que z € fHQ") y N(),5) € W. Por lo anterior, P’ € E(F) con lo cual queda
satisfecha la propiedad de Cauchy.

Por todo lo anterior, la funcion f esta bien definida. Ahora vamos a probar
que es un ECUT-morfismo. Si U’ es dado, elegimos un V' de acuerdo a (INT), y
luego un V por la aplicacion de (C) para f. Suponiendo que N’ <y M’, vamos a
mostrar que f~'(N') <y f~H(M’). Para ello, por la eleccion de V', existe O’ con
N’ <y O' <y M’ y por la elecciéon de V se tiene f~1(N’) <y f~1(0’). Con esto
ltimo probaremos que

FTHNY) € fHNY) < f7HO) € FHM),
con lo cual el objetivo quedara establecido. Para la primera inclusi(’lqi_/si J e
f~Y(N"), entonces N’ € E(F), luego f~1(N’) € F y por tanto F € f~1(N’). La
inclusion fuerte es valida por el lema Ahora, si F € f~1(0’), se tiene que
f71(0") € F y entonces por definicion M’ € E(F), y por tanto F € f_l(M’). Esto
establece que f satisface (C).

Ahora solo falta ver que la funcion fes efectivamente una extension de f. Para
ello, si x € X:

A" e ENN(z)) <= BN"N3U"):z € fTY(N)YAN' <y A’
< (AN)AU'): f(x) e N AN <y A’
= AU {f(a)} <o A’
< f(z) € Int.(A).

Asi E(N(x)) = N(f(x)), y por lo tanto f(i(x)) = f(z) para todo x € X. O

En resumen, para cualquier espacio cuasi-uniforme topolégico (X, U, T) existe
un superespacio completo ()? ,ﬁ, T), que se construye de una manera estandar, de
tal modo que cualquier morfismo de X a un espacio completo Y se extiende de una
forma tnica a su completacion X.

Como hemos visto, un espacio cuasi-uniforme (X, U) es un caso particular de
espacio cuasi-uniforme topologico, observandolo de la forma (X, U, 7). En este
caso el concepto de filtro de Cauchy se simplifica de la manera siguiente.

Proposicion 3.28. Un filtro F en el espacio cuasi-uniforme topoldgico (X, U, T)
es de Cauchy, si y sélo si

(Cy—CU) (VU)VA e F)(Fx € A): U(x) € F.
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DEMOSTRACION: Dado que {z} <y O = U(z) C O, la implicacion (Cy —
CU) = (Cy) es trivialmente vélida. Para la implicacién inversa, dado U, se
obtiene V con VoV C Uy V(z) abierto para cada x € X. Para cada A € F existe
x € A que satisface (C'y) para V. Ahora, comoz € O =V (z)y V(0O) =VoV(z) C
U(x), se llega a {z} <y U(z), y por tanto U(x) € . O

El procedimiento para la completacién de un espacio cuasi-uniforme es tambin
un poco mas facil. Es simple ver que los entornos U para los cuales U(x) es abierto
para cada x € X forman una base de la cuasi-uniformidad. Para estos entornos

(F,9) e U = (VAC X),AcF=U(A) €6.

Aunque un espacio cuasi-uniforme es un espacio cuasi-uniforme topolégico, con
T = Ty, éste no es necesariamente el caso para su completacion.

Definicién 3.29. Un espacio cuasi-uniforme (X,U) es llamado S-completable si la
completacion de Smyth del espacio (X, U, 7y) resulta ser tambini un espacio cuasi-
uniforme. Esto es Ty = 7y

La siguiente proposicion es un criterio de cuando un espacio cuasi-uniforme es
S-completable. Para ello, recordemos que un filtro F en un espacio cuasi-uniforme
(X,U) es llamado estable si para cualquier entorno U el conjunto (.4 U(A) es
tambin un elemento de F.

Proposicion 3.30. Un espacio cuasi-uniforme (X,U) es S-completable si y sélo si
todo filtro redondo de Cauchy es estable.

DEMOSTRACION: Por la proposiciéon la inclusion 7y C 7 es siempre ver-
dadera. B

Solo si: Dados un filtro F y un entorno U arbitrarios, por hipétesis U(F) es
una -vecindad de F, por lo que existe N € F que satisface N C (7(3") Luego
N C U(F) donde N C U(F) para todo F € . Asi N C Npeg F', y por tanto el
filtro es estable.

Si: Para no perder de vista el objetivo, tenemos que mostrar la inclusién faltante
Ty C Tu, lo cual queda establecido si para U y J arbitrarios mostramos que existe

un O € 7, para el cual F € O C U(F). Para probar lo anterior, elijamos a V C U
tal que V(z) es abierto para cada x € X. Definiendo O = Int;, (\pcq V(F). Por

estabilidad y redondez, F € O. Mas atn O C (7(3"), va que si § € O, entonces
V(F) € G para cada F € F. Dado que todos los V(F) son abiertos, se cumple
(,9) € V. Puesto que V C U, se tiene que el filtro § es un elemento de U(F).

O

En [21] y [22] se obtiene una respuesta parcial al problema de la S-completacién
de un espacio cuasi-uniforme asumiendo la condicién extra de S-completabilidad del
espacio cuasi-uniforme, mencionando que esta suposiciéon esté justificada ya que la
mayoria de los espacios considerados tienen esta propiedad de ser S-completables.
Entendiendo que un espacio cuasi-uniforme es S-completable si su completacion
dentro de la clase de los espacios cuasi-uniformes topolédgicos es también un espacio
cuasi-uniforme.

De hecho, los espacios cuasi-uniformes S-completables han sido caracteriza-
dos por Siinderhauf [22], probando que éstos tienen una S-completaciéon cuasi-
uniformemente equivalente a su bicompletacion [6]. De esta manera, los espacios
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S-completables son aquellos espacios cuasi-uniformes cuya S-completacién en la cat-
egoria de los espacios cuasi-uniformes topologicos estd también en la categoria de
los espacios cuasi-uniformes.

4. Espacios cuasi-métricos

Definicion 4.1. Dado un conjunto X no vacio, una métrica sobre un conjunto
X, es una funcion d: X x X — R*, tal que Vx,y,2 € X:

(1) d(z,z)=0

(2)  d(z,z) <d(z,y) +d(y, 2),

(3) [dlz,y)=0=d(y,z) | =z =y,
(4)  d(y,z) =d(z,y).

Si solo se satisfacen las condiciones (1), (2) y (3), d es llamada una cuasi-
métrica. Una seudomeétrica si se satisfacen las condiciones (1), (2) y (4).
Una cuasi-seudométrica cuando satisface las condiciones (1) y (2). El par
(X, d) recibe el nombre de espacio métrico, cuasi-métrico, seudométrico o cuasi-
seudométrico segin sea el caso. Con frecuencia se trabaja con cuasi-seudométricas
extendidas, entendiendo en estos casos que la cuasi-seudométrica puede tomar el
valor 400 para algunos pares (x,y) € X x X.

J

Fletcher y Lindgren [6], al igual que Kelly [11], usan el término cuasi-métrica
para referirse a una cuasi-métrica T}, es decir a una cuasi-métrica que cumple
con la condicién Vz,y € X : d(z,y) = 0 = = = y. No es dificil ver que en
este caso, el espacio métrico (X,d) es Tj, mas aun, es T, y por tanto es una
condicion mas fuerte que (3), ya que con esta condicion (3) tnicamente se asegura
que el espacio (X,d) es Tp, pero no necesariamente 77. Algunos autores (por
ejemplo [4]) utilizan el término «semimétricay para referirse a las seudométricas. La
conjugada de una cuasi-seudométrica d es la cuasi-seudomeétrica d ' definida como
d=Y(z,y) = d(y,x), para x,y € X. A partir de las cuasi-seudométricas d y d~1, la
funcion d*(z,y) = max{d(z,y),d *(x,y)}, con x,y € X, es una seudométrica sobre
X, que se llama la seudomeétrica inducida por d. Claramente, la seudométrica
d® es una métrica si y sélo si d es una cuasi-métrica. Las desigualdades siguientes
son trivialmente ciertas,

(11.1) dly,z) <d°(z,y) vy d H(ay) <d&(x,y).

Si la pareja (X,d) es un espacio cuasi-seudométrico, se construye la cuasi-
uniformidad asociada, U, utilizando como base la familia de relaciones 8 =
{ Un | n €N } donde, para cada n € N,

Up={(z,y) € X x X | d(z,y) <27"}.

Es facil comprobar que la continuidad cuasi-uniforme para los espacios cuasi-
seudométricos se caracteriza de la siguiente manera:

Lema 4.2. Dada una funcion [ : (X,dx) — (Y,dy) entre espacios cuasi-seudo-
métricos, ésta es cuasi-uniformemente continua con respecto a Uq, y Ug,, sty
sdlo si, para toda € > 0 existe una § > 0, tal que dy (f(z), f(y)) < & siempre que
dx(x,y) < 4, para todo z,y € X.
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En este tipo de espacios cuasi-uniformes (los espacios cuasi-seudométricos) el
preorden asociado <4=<y, es caracterizado por z <q4 y si y solo si d(z,y) = 0.
Cuando d es una cuasi-métrica, el preorden <y es un orden parcial. Si el espacio
(X,7(d)) es T1, entonces <4 es la relacion de identidad en X. Se dice [17] que
un espacio cuasi-seudométrico (X, d) es dirigido cuando el conjunto preordenado
(X,<q) es dirigido. Asimismo, se dice [I5] que un espacio cuasi-métrico (X,d)
tiene un maximo (res. minimo) si y sélo si su orden parcial asociado <4 tiene
un maximo (resp. minimo). Sean (X,d) un espacio cuasi-métricoy f : X — R
una funcién. La funcién f se llama creciente (resp. decreciente, estricamente
creciente, estrictamente decreciente) si y sblo si, para todos z,y € X, la
desigualdad = <q y implica que f(z) < f(y) (vesp. f(z) = f(y), f(z) < f(y),
f(@) > f(y)):

Lema 4.3 ([I7]). Si (X, d) es un espacio cuasi-métrico con x,y,u,v € X, entonces
(u<az y y<av) = du,v) <dz,y)

Una funcién f : X — Y entre dos espacios cuasi-seudométricos (X, dx) y
(Y,dy) se llama inmersién isométrica si y solo si

Yo,y € X tdy (f(z), f(y) = dx(z,y).

Una isometria es una inmersioén isométrica biyectiva.

Toda isometria entre espacios métricos es una equivalencia uniforme con re-
specto a las uniformidades inducidas por las métricas correspondientes. Dado un
espacio cuasi-seudométrico (X, d), una funcién f : X — X se llama una contrac-
cion si y solo si:

de<1:Va,y € X, d(f(z), f(y)) <c-d(z,y).

Un espacio métrico X es totalmente acotado si y sélo si toda sucesién en X
tiene una subsucesion de Cauchy. En un espacio cuasi-seudométrico (X, d), para
xr e X y r>0,los conjuntos

By(z,r)={ye X |d(z,y) <r} y Balz,r] ={y e X |d(z,y) <r}

se llaman: la bola abierta con centro en x y de radio r, y la bola cerrada con
centro en x y de radio r, respectivamente. Si d es una cuasi-seudométrica en un
conjunto X, la base 8 = {B(xz,r) |z € X, r> 0} genera una topologfa que se
llama la topologia inducida por d y se denota por 7(d).

Kelly |[11] ha estudiado las propiedades de los espacios bitopolégicos de la forma

(X ,7(d), T (d_l)) y considera a este espacio como la estructura topolégica natural
asociada a la cuasi-seudométrica d. En este contexto de los espacios bitopolégicos:

Lema 4.4. [11] Si d es una cuasi-seudométrica en X, entonces d y d~! son cuasi-
métricas Ty si y sélo si (X,T d),r (d’1)> es Hausdorff por pares.

En donde, un espacio bitopologico (X, 71, 72) es Hausdorff por pares, si para
cada par x,y € X existen conjuntos U, Tj-abierto y V, m-abierto, con UNV = .
Lema 4.5. [3] Si (X,d) es un espacio cuasi-métrico, entonces

1. La topologia 7(d) es Tp.
2. 7(d) es Ty siy solo siVr #y:d(z,y) > 0.
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Como bien sabemos, un espacio topoldgico (X, 7) se llama metrizable si existe
una meétrica d en X tal que 7 = 7(d). Los conceptos correspondientes para cuasi-
métricas, seudométricas y cuasi-seudomeétricas se definen de manera similar.

El concepto de espacio cuasi-métrico pesable fue definido por Matthews [13]
en su estudio topoldgico de la seméntica de redes de flujo de datos, enfocandose en
topologias que no son de Hausdorff [12], [16].

Definicion 4.6. Un espacio cuasi-métrico (X, d) es llamado pesable si existe una
funcion w: X — RT, tal que

Va,y € X :d(z,y) + w(z) = dy, z) + w(y).
A w se le llama funcion de peso y al valor w(x) se le dice el peso de x.

Se utiliza la notacion (X, d, w) para referirse a un espacio cuasi-métrico pesable
con una funcion de peso w. No es dificil verificar que si (X, d,w) es un espacio
cuasi-métrico pesable, entonces la funcion de peso w es decreciente con respecto al
preorden cuasi-métrico.

En un espacio cuasi-métrico (X,d), para A,B C X y & > 0, la notacion
A <. B significa

Ve,ye X, [x€A y d(z,y) <e] =yeB.

En este caso se dice que A esta contenido en B con margen €.
Otra caracterizacién en términos de unién de bolas abiertas es como sigue

VM,N C X, M <. N <= U,y B(z,e) € N.
En un espacio cuasi-métrico las bases de un filtro redondo se caracterizan de

la siguiente manera: una base de filtro B en un espacio cuasi-métrico (X, d) es
redonda si cumple

(VBeB)(FAeB,e>0): A<, B.

Sea (X,d) un espacio cuasi-seudomeétrico y sea 7 la topologia generada por d,
el espacio (X, d) se llama interpolativo si cumple

Ve>0:30>0:VA,Ber:3dCet: A<, B= A<;(C <5 B.

Si (xy), es una sucesién en un espacio cuasi-seudométrico (X,d), entonces
(xr),, se llama:

e d°-Cauchy si

(Ve > 0)(Ing € N) : Vn,m = ng, d° (Tn, Tm) < €.
e K-Cauchy por la izquierda si

(Ve > 0)(Fng € N) : Vm = n = ng, d(zp,zm) < &
e K-Cauchy por la derecha si

(Ve > 0)(Fng € N) :Vm = n = ng, d(zm, ) <&

Similarmente para una red (zo),c; en X, esta es llamada:
e d°-Cauchy si

(Ve > 0)(3ag € 1) : Va, B = ag, d° (za,28) <.
e K-Cauchy por la izquierda si

(Ve > 0)(3ag € 1) :Va = B > ng, d(zp,24) <e.
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e K-Cauchy por la derecha si
(Ve > 0)(3ap € I) :Va = B > ap, d(za,25) <.

De acuerdo a esta definicion, se tiene:
(i) d*-Cauchy = K-Cauchy por la izquierda.
(ii) d*-Cauchy = K-Cauchy por la derecha.
(iii) (zn), ((Ta)aer) es d*-Cauchy si y solo si es K-Cauchy por la izquierda y
por la derecha.

En el caso de que (X, d) es un espacio cuasi-seudomeétrico, como ya se ha men-
cionado, la familia B = {U,, | n € N}, donde U,, = {(z,y) € X x X | d(z,y) <27}
para cada n € N, es una base para una cuasi-uniformidad U, sobre X, llamada la
cuasi-uniformidad generada por d. La cuasi-seudométrica d~! genera a la cuasi-
uniformidad U~!, y la seudométrica inducida d® genera a la uniformidad U*. En
el caso en que d es una seudométrica, entonces d = d~' y Uy es una uniformidad.
La topologia inducida por una cuasi-seudométrica d es idéntica a la inducida por la
cuasi-uniformidad generada por d, es decir 7(d) = 7(Ug). Una cuasi-uniformidad
U es llamada cuasi-seudometrizable si existe una cuasi-seudométrica d para la cual
U = Uy. En tal caso la topologia cuasi-uniforme 7(U) que genera U también es
seudometrizable, ya que 7(U) = 7(Uy). Sin embargo, la metrizabilidad de una
topologia uniforme no implica la metrizabilidad de la uniformidad que la generé
[20]. Es decir, hay ejemplos de uniformidades U que generan una topologia 7(U)
que es metrizable pero la uniforfmidad U no es metrizable. Un espacio uniforme
(X,U) es metrizable si existe una métrica d definida en X y que genere a U.
En este caso también se dice que la uniformidad U es metrizable y se le conoce
como la uniformidad meétrica asociada a d. Una condicién necesaria y sufi-
ciente, relacionada con cuasi-uniformidades, para que un espacio topologico sea
cuasi-seudometrizable se menciona en el resultado siguiente.

Teorema 4.7. Un espacio topoldgico (X, T) es cuasi-seudometrizable si y sdlo si
eziste una cuasi-uniformidad U en X que genera a T y que tiene una base numerable.
El espacio (X, T) es cuasi-metrizable si y sdlo si es cuasi-seudometrizable y Ty .

En la seccioén 3] se cubrio el concepto de espacio cuasi-uniforme S-completable
y se dio una caracterizacion de los espacios S-completables en términos de filtros
redondos de Cauchy estables [3.30] Enseguida se da un teorema que asegura que
mediante una condicién suficiente, un espacio cuasi-métrico es S-completable.

Teorema 4.8 ([12]). Si (X, d, ) es un espacio cuasi-métrico pesable con funcion
peso p, entonces el espacio cuasi-uniforme (X,Uy) es S-completable.

DEMOSTRACION:  Sea (Zq)aecp una red K-Cauchy por la izquierda en X. Para
B € D, hagamos Fg = {4 : « € Dy o > B} y formemos el filtro F generado por
la familia {Fp : 8 € D}. Fijando € > 0 vamos a mostrar que (g Be(F) € J.
Astimase lo contrario. Eligiendo un elemento arbitrario vo € D, vamos a definir de
manera inductiva sucesiones (a(n)), (8(n)), (v(n)) de elementos en D. Supdngase
que para algin n € N hemos definido para k < n los elementos «(k), 8(k), v(k) en
D, de tal manera que y(k—1) < a(k) < B(k) < (k). Elegimos ahora a a(n) tal que
a(n) 2 y(n—1)y d(zq, To) < 27" siempre que a, &’ € Dy a(n) < oo < . Despues
hallamos un f(n) € D tal que §(n) = a(n) y 2gm) & (1peg Be(F). Finalmente se
elige v(n) € D de forma que y(n) > B(n) y xg(n) ¢ Be(Fyn)), completando asi la
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definicién inductiva. Por la construccion se tiene,

(1) dl@pm ) <27° y (2)  dlzpgs),zam) > e

siempre que k,s € Ny k < s. Se sigue de la primera desigualdad y de la definiciéon
de funcién peso, que la sucesion (p(xg(s))s es acotada. Eligiendo una subsucesion de
esta tltima sucesion, vemos que las condiciones (1) y (2) aplicadas a los elementos
de esta subsucesion contradicen la definicién de ser ¢ una funcién peso. Deducimos
entonces que debe existir un 1 € D tal que Fjg, C (\pcq Be(F). Por tanto F es un
filtro K-Cauchy por la izquierda redondo y estable en X. Se sigue que F es un filtro
de Cauchy sobre el espacio uniforme asociado (X , ug). Concluimos que el espacio
cuasi-uniforme (X, Uq) es S-completable. O

5. Espacios de complejidad

El espacio cuasi-métrico (€,de) de funciones de complejidad fue introducido
por Schellekens [16]. Haciendo la convencion de que 1/00 = 0,

o0

Ll
22y <

n=0

C=<¢ f:w— (0,00]

con la cuasi-métrica definida por

de(f,g) =) 27" [(g(ln) - f(1n)> v01 :

n=0
y especificando una funcion de peso we en este espacio, mediante
- 1
U)(g(f) = 27—,
22"

Después de que Schellekens defini6 el espacio de complejidad, Romaguera y
Schellekens [14] introdujeron el espacio cuasi-métrico de complejidad dual €*, con
el objetivo de obtener resultados adicionales sobre las propiedades cuasi-métricas
y topologicas del espacio de complejidad. El espacio de complejidad dual es un
cono (o espacio semilineal) normado asimétricamente [4], mientras que el espacio
de complejidad original no admite esta estructura.

Zanf(n) < 0

n=0

C*={ f:w—RT

Aqui la cuasi-métrica esta definida mediante
de-(f,9) = i 27"[(g(n) = f(n)) v O].
n=0
Y también han definido una funcion de peso we« para (C*,de+),
we-(f) = 327" 1 ().
n=0

De esta manera, (C,de) y (C*,dex) son espacios cuasi-métricos pesables y, por lo
tanto, son Smyth-completables.
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Si denotamos por u(z) a la norma asimétrica en R definida como u(z) = V0 =
mazx {x,0}, entonces C* resulta ser un cono normado asimétricamente por la funcion
real no negativa ge- (f) = >0 o 2 "u(f(n)), de tal forma que la cuasi-métrica de-

puede obtenerse de la norma asimétrica ge+« de la manera siguiente:
o)
de-(f,9) =Y _ 2 "ulg(n) - f(n))
n=0

para cada f,g € C*.

Ademas de la suma para sucesiones en ambos espacios € y C*, se tienen las
operaciones binarias V y A definidas de manera puntual. Dado un valor cualquiera
¢ € Rt U {oo}, usaremos la notacién ¢ para representar a la funcién constante
¢(n) = ¢, para todo n € w. Si n € N, la notacion n indica a la sucesion [ tal
que f(k) =1sik <ny f(k) =0si k > n, es decir, que tiene n ntumeros 1’s
inicialmente, seguida por la sucesién 0. La funcién 0 es el elemento minimo de C*
y corresponde directamente al minimo | de los dominios semanticos.

En [16], Schellekens da las razones heuristicas para definir a la cuasi-métrica
dc del modo que lo hizo. Su definicién estd motivada por el siguiente argumento.
Si Py @ son dos algoritmos, P con funcién de complejidad f : N — Rt y Q
con funcién de complejidad ¢ : N — RT, entonces para cada valor de n € N
se podria usar la diferencia f(n) — g(n) para cuantificar el beneficio obtenido (en
términos de reduccion de complejidad) al remplazar el algoritmo P por el algoritmo
Q. Si en vez de simplemente utilizar esa diferencia, la remplazamos por el cociente

%, obtenemos una medida del progreso relativo al algoritmo inicial P. Sin

embargo, si f(n) toma un valor muy grande comparado con el valor de g(n), esta
iltima expresion tiende a 1, pues 1 — % — 1 cuando LZ) — 0. Dado que
se busca poder distinguir el nivel de beneficio para distintos valores de g(n) (atn

cuando se tengan valores de f(n) muy grandes), se reemplaza la ultima expresion
por f)=g(m) _ 1 _ _1_
fn)g(n) g(n) — Fln)" ) ) ) ) )
La asimetria de dc ocasiona cierta pérdida de informacién. Sin embargo éste

es un costo necesario pues es precisamente la ausencia de simetria lo que permite
elegir al algoritmo més eficiente. Por ejemplo, si el algoritmo @ es mas eficiente
que P en todas las entradas, esto significa que para toda n, g(n) < f(n) y por lo
tanto de(g, f) = 0. Notese que esto ultimo también muestra que la cuasi-métrica
de no es 717.

Como puede observarse, en el espacio de complejidad (€, de), el preorden cuasi-
métrico coincide con el orden parcial entre sucesiones reales. Esto es

f<age f<g=[f<ageVnecw, f(n)<g(n).

Mientras que en el espacio de complejidad dual (C*,de+) se tiene
[f<a- g g<fl=[f<a g&Vnew, g(n) < f(n)

Hay algunas variaciones posibles para definir el espacio de complejidad. En
[16], Schellekens empieza definiendo la distancia de complejidad solamente entre
funciones de complejidad de programas escritos en un mismo lenguaje de progra-
macién y que calculen la misma funcién parcial recursiva. Después, generaliza esa
primera definicién y da la que hemos presentado arriba, donde € abarca a todas
las funciones de complejidad e incluso, como él mismo lo indica, a funciones que no
necesariamente representan la complejidad de algin algoritmo.
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Usamos el simbolo Cf para denotar el subconjunto de €* formado por las fun-
ciones estrictamente positivas. En ambos espacios (en el espacio de complejidad
original y en el dual) indicamos el orden puntual por <. Un funcional £ : € — C es
mondtono si £f < £g siempre que f < g, para todo par f,g € C. Los funcionales
monoétonos en C* se definen de la misma forma. Dada una funcién g € €, un fun-
cional £ : € — C es llamado un funcional de mejora con respecto a g siempre que
se satisface Vn € w : £"Tlg < €7¢. Si el funcional ¢ is mondtono, para que éste sea
un funcional de mejora con respecto a g, basta con verificar que £g < g.

El mapeo de inversion ¥ : (C*,de+) — (C,de) es el mapeo que invierte a cada
una de las sucesiones f, esto es: U(f) = 1/f, donde la sucesion 1/f esta definida
puntualmente (recordemos la convencion de que 1/0 = oo). El mapeo ¥ es una
isometria, ya que es una biyeccion que satisface de (\Il(f)7 \If(g)) = de«(f,g). Esto
permite transportar algunas propiedades del espacio dual al espacio de complejidad
(aquellas que se mantienen bajo isometria).

En [14], Romaguera y Schellekens demuestran que C*, el espacio dual de com-
plejidad, es bicompleto. Como sabemos, todos los espacios cuasi-métricos pesables
son S-completables [12]. Ademaés, también se sabe que la completacion de Smyth
de un espacio cuasi-uniforme S-completable es cuasi-uniformemente equivalente a
su bicompletacion [22]. Lo anterior implica que C* es Smyth-completo, por lo que
el espacio de complejidad € también es Smyth-completo, en virtud de la isometria
dada entre estos dos espacios por el mapeo de inversion ¥. Como se veré en las
proximas dos secciones, la S-completitud de € es crucial para poder asegurar la
existencia de puntos fijos de algunos funcionales en € que estén asociados con las
ecuaciones de recurrencia de ciertos algoritmos del tipo «divide y vencerésy.

Como se ha mencionado, la distancia de complejidad de(f,g) entre dos fun-
ciones f,g € C mide el progreso relativo que se hace al bajar la complejidad
remplazando un programa P con funciéon de complejidad f por un programa @
con funciéon de complejidad g. Esta misma cantidad se puede expresar como
dex (\Il’l(f),\Ilfl(g)). Ademas, si f,g € C*, la igualdad de-(f,g9) = 0 se puede
interpretar como que () es més eficiente que P.

6. Orden de algoritmos divide y venceras

Con la finalidad de aplicar la teoria al anélisis del algoritmo Mergesort, que
es un algoritmo de ordenamiento basado en comparaciones y es del tipo «divide y
vencerasy, Schellekens introduce otras variantes del espacio de complejidad, como
veremos un poco mas adelante.

Los algoritmos divide y vencerds, lo que hacen esencialmente es dividir re-
cursivamente un problema en subproblemas. Se resuelve cada uno de éstos sepa-
radamente por el mismo algoritmo y finalmente se combinan las soluciones de los
subroblemas para obtener la solucién del problema original. La estrategia divide y
vencerds es una técnica ampliamante utlizada en el diseno de algoritmos eficientes
[1]. Por lo general, la funcion de complejidad f de un algoritmo del tipo «divide y
venceréasy es la solucion de una ecuacion de recurrencia T de la forma T'(1) = ¢,

y T(n)=aT (Z) + h(n) para n>1,

donde a > 1 representa el nimero de subproblemas en que se divide el problema
dado, b representa el tamafnio de cada subproblema, mientras que h(n) representa
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el tiempo necesario para combinar las soluciones parciales y construir la solucién al
problema de tamano n.

Como el caso base de la ecuacion de recurrencia T estd dado para n = 1 en
vez de n = 0, la primera adaptacién es cambiar el dominio de las funciones de w
a N. Es comuin suponer que los algoritmos del tipo «divide y venceras» siempre
terminan, asi que sus funciones de complejidad nunca toman el valor co. Por esta
razén la segunda adaptacion consiste en quitar dicho valor de su codominio. Para
los algoritmos de ordenamiento basados en comparaciones, Schellekens toma como
medida de complejidad el nimero de comparaciones que realiza el algoritmo para
ordenar completamente una lista de longitud n. Ademaés hace la suposicion de que
todos estos algoritmos empiezan encontrando la longitud de la lista de entrada y
terminan inmediatamente si dicha longitud es menor que 2. Esto implica que en
tales casos no se realiza ninguna comparacion y por lo tanto se tiene f(1) = 0.
Claramente, las listas de longitud 1 son los tinicos casos en que estas funciones de
complejidad pueden valer cero. Aun asi, considerando tales casos, el codominio de
las funciones queda como [0, c0).

En concreto, para cada numero real ¢ > 0, se define el espacio C. como sigue

Cc=4¢ f:N—[0,00) i2_”f(1n)<oo7 f)=c y (f(n)>0sin>1)

La condicion de convergencia de la serie garantiza la convergencia de las series
que se usan en la demostracion del teorema[6.1] La condicion (f(n) > 0sin > 1) es
necesaria para evitar la divisién entre cero, como se muestra enseguida. Dado que
en C, existe la posibilidad de que las funciones tomen el valor 0 (cuandon =1y
¢ = 0), hay que formular la definicién de la cuasimétrica de de modo que se pueda
aplicar a estos casos en C.. Esto se hace con la expresion

o0 .

&0 s f(n) <gln)
de.(£.9) =22 {() gty s f)> g<n>} |
Por simplicidad, abusamos de la notacién y no escribiremos el segundo subindice,
«cy», ya que ambas cuasimétricas funcionan de la misma forma y la dnica diferencia
entre ellas radica en sus dominios de aplicacién, lo que seré claro por el contexto en
cada instancia particular. Para establecer algunas propiedades de las recurrencias
asociadas a los algoritmos del tipo «divide y venceras», Schellekens define el espacio
Cc | b, otra variante del espacio de complejidad. Para cada nimero natural b > 1
se tiene

Gc|b:{f:{bk|k€w}—>[0,oo)|EIgeGC,Vkew,f(bk):g(bk)}.

Esto quiere decir que las funciones pertenecientes a C. | b son las restricciones de
funciones en C, al subconjunto de niimeros naturales formado por las potencias del
nimero b, es decir restringidas al dominio {1,b,b%,...,b*,...}. En el espacio €. | b
también se puede aplicar la cuasimétrica de.

Teorema 6.1 (Mapeo de contraccion). Sea T la ecuacion de recurrencia dada por

c st n=1.

Tn) = {aT (%) +h(n) si n>1.
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y @1 el funcional inducido por T en el espacio C.. | b, es decir, D7 : C. | b — C. | b,
con
c st n=1.

(7] (n) = {a.f(rbb) +h(n) si n>1

Entonces O es un mapeo de contraccion con respecto a de si y sélo si a > 1, en
cuyo caso la constante de contraccion es %

Como ejemplo del funcional de inversion ¥ : (C*,de+) — (€, de), si denotamos
simplemente por ® al funcional &7 del teorema [6.1] es posible definir un funcional
correspondiente ®* : C* — €* mediante la composicién ®* = ¥~ o ® o ¥ (con la
convencion de que = = 0) [14]. Si f € €*, se tiene

[q)*(f)]( ) i’ n=1,
n)= f(z
ﬁh(iﬁ}(g), ne{bF|k>1}.

El siguiente resultado juega un papel crucial en la obtencién de una aplicacion
de la S-completacién de un espacio cuasi-uniforme.

Proposicion 6.2. Una ecuacion de recurrencia e de un algoritmos divide y vencerds
tiene una solucion unica. Si f es la solucion de ¢ y ¢. es el funcional asociado a
esta ecuacion, entonces: siempre que ¢. sea un funcional de mejora con respecto a
una funcion g, se debe tener f < g.

DEMOSTRACION:  Si f es la solucion a la ecuacion e, se debe tener ¢.(f) = f.
Luego, @([(f)n]) = [02((f)n)] = [(f)n]. Esto significa que f es un punto fijo de .
Por el Teorema ¢ es un mapeo de contracciéon sobre C., y por el Teorema de
extension ¢<(f) = f se extiende de manera Gnica a un mapeo contraccion 5;

sobre C.. Por el Teorema de Banach, ¢. tiene un tnico punto fijo, que es solucién
la ecuacion . Esto es,

Fiz(de) = [62((£)n)] = [(f)n].

Ahora, si ¢. es un funcional de mejora con respecto a la funcién g, entonces:
Vn > 0, ¢.g <4 g. En particular lim,d(¢"g,g) = 0 y entonces también se tiene

limpd([(¢e9)n), [(9)n]) = 0. Por tanto, d([(f)n],[(9)n]) = 0, es decir que f < %

Corolario 6.3. Si una ecuacion de recurrencia €, correspondiente a un algoritmo
divide y vencerds, tiene como solucion a una funcion f, y ¢. es el funcional asociado
a esta ecuacion, entonces siempre que ¢. sea un funcional de mejora con respecto
a una funcion g, se tiene f € O(g).

7. Orden de algoritmos divide y venceras probabilistas

Los algoritmos del tipo «divide y venceras probabilistas» tienen una estructura
recursiva que sirve como base para establecer relaciones de recurrencia [I], [8].
Dada una ecuacion de recurrencia 7', a ésta se le asocia un funcional que tiene un
unico punto fijo fr, mismo que es la solucion de la recurrencia correspondiente.
Esto se logra construyendo un funcional monétono ®1 asociado a una relacién
de recurrencia dada T, para el que existe una funcién de complejidad g tal que
g < &rg. Dada la completitud segin Smyth [19] del espacio (C,d¢), la secuencia
de iteraciones (®%g)ren converge en (C,d%) a alguna funcion fr € C la cual es
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el tnico punto fijo del funcional ®7, y por lo tanto también es la solucién a la
ecuacion de recurrencia T. Ademas, si &1 es un funcional de mejora para alguna
g € C, entonces fr < g, lo que implica fr(n) € O(g(n)), especificando asi el orden
de complejidad de fr.

Observacion 7.1. En [7], al estudiar algunos tipos de algoritmos «divide y vencerds
probabilistass, los autores utilizan la notacion Cy con un significado diferente al que
le da Schellekens en [16]. En lo sucesivo, Cqy denota el subespacio de € formado por
las funciones que toman solamente valores finitos, es decir,

Co={f€C|Vnew: f(n) <oo}.

Proposicion 7.2. [7] Si @ : C — C es un funcional monétono creciente y g € C es
una funcion tal que g < ®g, entonces:

(1) 3f € C:limyoe (de)® (f, PFg) =0,
(2) Vkecw:dFg< f<Df.

Proposicion 7.3. [7] Si (fi), es una sucesion en Cy y f € Cy es una funcién para
la cual limy,_, (de)’ (f, fx) = 0, entonces la sucesion (fy), converge puntualmente
a f con respecto a la métrica Euclideana. Es decir, dadon € w y e > 0, Jky € N,
tal que Vk > ko, |f(n) — fr(n)| <e

Teorema 7.4. [7] Sea T una ecuacion de recurrencia y sea ng > 2 tal que para
nz o,

donde u € Cy y (v), es una sucesion de funciones positivas definidas sobre N para

las cuales
n—1

JK > 0:Vn > ny, ka(n)éK.
k:ng

El funcional ® : C — C, definido para toda f € C mediante

T(1) 5% n =0,
Df(n) = T(n) si 1<n<ng—1,
u(n) + 32521 ve(n) f (k) si n = no,

tiene un punto fijo unico fr € Cy que es la solucion de T. Ademds, si ® es de
mejora con respecto a alguna g € C, entonces fr < g y por lo tanto fr € O(g).

DEMOSTRACION: Por construccién es claro que @ f estd en C, puesto que u € Cy

;27 )<T;)27m<00

Maés atun, ® es un operador monétono creciente puesto que para f < g, se tiene
Of(n)=®g(n), paran=0,1,..,n9—1

y &f(n —I—ka sin > ng.

Ahora consideremos la funcion g : w — (0, 00) definida por g(0) = T'(1), g(n) =
T(n),sin=1,...,n90 — 1y g(n) = u(n) para todo n > ny. Puesto que u € Cy,
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se sigue que g € Cyg. Ademas, g(n) = ¢g(n) paran = 0,1,...,n9 — 1, y también
g(n) < ®g(n) para todo n = ng, dada la construcciéon de ®. Podemos aplicar ahora
la proposicion [7.2} para asegurar que,

(1) HfT € C:limg oo (de)s (fT7 q)kg) =0,

(2) Vkecw: g < fr < Ofr.
Nuevamente, por la construccién de ® y por el hecho de que g € Cy, se deduce que
d*g € @y para toda k € w.

Finalmente vamos a mostrar que fr € Cy. Si asumimos lo contrario, sea j el
primer entero no negativo tal que fr(j) = co. Puesto que fr < @ fr, se sigue que
D fr(j) =00y j = ng. Por otra parte

O fr(j +ka

Esto ltimo es una contradiccion. Conclmmos que fr € Cy. Aplicando la proposi-

cion se concluye que la sucesion (®¥g); es puntualmente convergente a fr.

Enseguida vamos a ver que fr es un punto fijo de ®. Para esto, recordemos que

paran = 0,1,...,n9—1 se tiene ® fr(n) = ®g(n). Por lo que, dada la condicion (2) y

la definicion de g, se obtiene fr(n) = ® fr(n) = ®g(n), paran =0,1,...,ng—1. Por

lo tanto ®g(ng) = ® fr(no). Nuevamente de (2) se sigue que fr(ng) = @ fr(ng).
Ahora, para un n > ng y un € > 0 dado, existe j € N tal que'

@ fr(n +ka +ka +ka )(e+ ®g(k))

n—1

= 3 vl + 7 g(m) < Ke t fi(n).

Por lo anterior, @ fr(n) < f (n). asi entonces fr es un punto fijo de ® y por tanto
es una soluciéon para la ecuacion de recurrencia 7T'. Para mostrar que fr es el tnico
punto fijo de ®, supongamos que existe otro fr € C, tal que ®fL(n) = fr(n).
En tal caso, se deberia cumplir f.(n) = fr(n) para n = 0,1,...,n9 — 1, que por
construccion implica ® f1.(ng) = @ fr(ng), es decir, fr(ng) = fr(no), para n > ng
y se sigue de manera inductiva que f7(n) = fr(n). Finalmente, suponiendo que ®
es un funcional de mejora con respecto a alguna g € €, entonces ®g < g, por lo que
fr(n) = ®g(n) < g(n) paran =0,1,...,ng — 1. Luego, se obtiene:

Fr(n0) = u(no) + 3 n(no) (k) < ulng) + 3 velno)a(k) = Bg(no) < glrno)-
k=1 k=1

Nuevamente, por induccién sobre n se deduce que fr(n) = g(n) para n > ng.

O

Cuando se hace el analisis de un algoritmo divide y venceras probabilista por
medio de una ecuacién de recurrencia, se obtiene una ecuaciéon de la forma:
n—1
T(n)=cn+co+ Z q(n, k)T (k),
k=1
en donde T(1) > 0, ¢; > 0, 2¢; +¢c2 > 0y las ¢(n,k) (con 1 < k < n € N)
son funciones no negativas y proporcionales a la probabilidad de que la division
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de una tarea de tamafio n se haga en subtareas de tamano k. Notese que T'(2) =
2¢1 + 2+ q(2,1)T(1) > 0 y por lo tanto T'(n) > 0 para todo n > 2.
Las siguientes funciones, en donde « > 0, son tipicas para g(n, k).

n(n+1)’ n

J’ nn—1)(n—-2) "

(A) %’ (B) 2a(n — k) ©) @ Z 1 (D) 2a(k — 1)(n — k)
k=k-+1
Estas funciones aparecen en los algoritmos divide y venceras probabilistas rela-
cionados con arboles de busqueda binaria, busqueda completamente especificada
en arboles cuadruples 2-d, consultas de coincidencia parcial en arboles cuadruples
2-d y clasificacién rapida de mediana de tres Quicksort, respectivamente.

Como ilustraciéon vemos el anélisis de complejidad de un algoritmo divide y
venceras probabilista para el caso en que g(n, k) es de la forma (A).

La ecuacién de recurrencia T' correspondiente es

n
Tn:cln—|—02+g T(k), paratodon > 2.
(n) W T

Podemos asumir que T'(1) > 0, y entonces T satisface las condiciones del teorema
7.4 con ng = 2, u € Cp, cumpliendo u(0) = u(l) = ¢ > 0 para ¢ arbitrario,
u(n) = ¢1n + ¢ para toda n > 2, y vg(n) = a/n para cada k € N. Por todo lo
anterior T' tiene una solucién tunica fr € C.

Ahora vamos a obtener una clase de funciones de complejidad para las cuales
® asociado con T es un funcional de mejora. Para este fin, escribimos para n > 2:

T(n+1) = c1(n+1) —1—02—1— | ZT n+1)+02—|—

=ci(n+1)+er+ niﬂ (T(n) + g(T(n) —(e1(n+1) +cz))
= h(n+1)+ Zi(f

T(n),

en donde

2n+1
h(n—|—1):cl(n+1)+c2_n(cln—|—02) . Cl( n + )+CQ

, para todo n > 2.

n+1 B n+1
Por tanto, se tiene
T(2) =2c;+c2+ %T(l), y T(n) =h(n) + %HT(n — 1), para toda n > 3.
Asi, @ se puede expresar como
2f(0) = (1) = T(1), ®f(2) =T(2) y ®5(n) = h(n) + "2 f(n 1),

c1(2n—1) + ¢

-

Luego, para g € C que satisfaga T'(n) < g(n), n=0,1,2, y

c1(2n—1) + ¢ n n+a-—1
n

se sigue que &g < g, por lo que ® es un funcional de mejora con respecto a g, y

por el teorema[7.4]la solucién fr de la ecuacion de recurrencia T' verifica fr < g

paran > 3, con h(n) =

(11.1) g(n—1) < g(n), paran > 3,
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Finalmente vamos a aplicar estos métodos para deducir que, para 0 < a < 2,
fr € O(nlog, n) para cualquier a > 1.
Observemos que para K,r > 0y a > 1, una doble aplicacién de la regla de
L’Hoépital nos lleva a:
lim K[z2(log, = — log, (z — 1)) + log, (z — 1)] _ K .
T—-+00 rr r-lna
Luego, para K > r - Ina, existe un ng € N, tal que para cada n > ng,

1
Knlog,n > iK(n— 1)log,(n — 1)+ ms
n n

Aplicando esta ultima desigualdad al caso particular r = 2¢; y s = ¢ — ¢ obte-
nemos, para 0 < a < 2, que

—1 2n—1
Knlog, n> " kn — 1)log, (n— 1)+ 2=V Fes
n n

siempre que n > ng. Por esto ultimo la ecuacion se satisface para g(n) =
Knlog,n, con K > 2¢; -Ina, y n > ng. Concluimos asi que fr(n) € O(nlog, n),
siempre que 0 < a < 2.
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1. Introduccién

Obviamente, la primera estructura matematica importante que conocemos es el
sistema de los nimeros reales. Muchos de nosotros creemos, de manera algo ingenua,
que los comprendemos desde los primeros anos, pero con el tiempo nos damos cuenta
de todo lo que realmente desconocemos sobre los niimeros reales, R. La segunda
estructura significativa que encontramos es la de un espacio vectorial, muy ligada,
por cierto, a los nimeros reales. Los cursos elementales de algebra lineal se centran
principalmente en espacios vectoriales de dimension finita sobre el campo de los
nameros reales (o de los nimeros complejos, C). Pocas veces se nos habla de un
espacio concreto de dimension infinita: por ejemplo, los nimeros reales, R, como
espacio vectorial sobre el campo de los niimeros racionales, Q.

En esta nota, presentamos algunos aspectos que consideramos interesantes so-
bre el hecho de que los nimeros reales son un espacio vectorial sobre los niimeros
racionales. Todos los resultados presentados se pueden encontrar en algtun lugar de
los textos citados al final en la bibliografia. La segunda seccién comienza de ma-
nera muy elemental, presentando algunas aplicaciones inmediatas y diferentes bases
algebraicas para los nimeros reales como espacio vectorial sobre los racionales; es
decir, bases con diversas propiedades que suelen aparecer en el estudio topolégico
o analitico. La tercera seccién aborda bases algebraicas para otros espacios vecto-
riales, y en la cuarta seccién presentamos una base algebraica conexa de un espacio
popular. También incluimos un Apéndice que complementa el teorema de Erdos y
Kakutani, teorema [2.6

Hemos tratado de hacer esta nota autocontenida en su mayor parte, del lec-
tor solamente suponemos cierta madurez matemética y conocimientos basicos de
algebra lineal, calculo, topologia y los principales aspectos de teoria de conjuntos.
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Nuestra notaciéon es la usual a la de textos que tratan con nociones topolégico
conjuntistas. Por ejemplo, nosotros denotamos al conjunto de los ntimeros natu-
rales indistintamente por N o por el simbolo del primer ordinal infinito, w. Para
nosotros los nimeros ordinales son conjuntos bien ordenados cuyos elementos son
los numeros ordinales mas pequenos. Con esta idea en mente, se puede pensar que
la Hipotesis del Continuo es la afirmacion de que existe una biyeccion (y por lo
tanto una enumeracion) entre R y wy, el primer ordinal no numerable. En otras
palabras, CH dice que es posible considerar una enumeracion {z, : @ < wi} de
R, de modo tal que para cada § < w; se tiene que {z, : @ < S} es un conjunto
numerable (o sea, biyectable con N).

2. R tiene dimensién infinita sobre Q

Como es bien sabido, si F' es un campo, entonces un espacio vectorial sobre F
es un conjunto V', con una operacion binaria (suma) que lo convierte en un grupo
abeliano; ademéas hay una multiplicacion por escalar; es decir, hay una funcion con
dominio F' x V' y rango contenido en V; o sea que es una funcion, (s,v) — s-v € V,
la cual tiene las siguientes propiedades: para cualesquiera v,w € V y cualesquiera
ssteF: lp-v=wv,(s-t)-v=s-(t-v),s-(v+w)=s-v+s-wy(s+t)-v=
s-v+t-v. Entonces es muy facil convencerse de que si tomamos a F' = Q y a
V =R, obtenemos un espacio vectorial sobre el campo Q de los ntimeros racionales.
También, si tomamos a F' = R, claramente V' = R es un espacio vectorial sobre R
que tiene dimension 1.

El matemético aleman Georg Hamel, en 1905, publicé un articulo titulado
«Eine Basis aller Zahlen und die unstetigen Lésungen der Funktionalgleichung f(z+
y) = f(z) + f(y)» («Una base de todos los nimeros y las soluciones discontinuas
de la ecuacioén funcional f(x +vy) = f(z)+ f(y)»), donde introdujo formalmente el
concepto de lo que hoy se conoce como base de Hamel.

En su articulo, Hamel mostré que cualquier espacio vectorial tiene una base,
siempre y cuando se acepte el Axioma de Eleccion, un principio fundamental tanto
para la teoria de conjuntos como para muchas otras ramas de las matematicas.
Algunas equivalencias del Axioma de Eleccion son el lema de Kuratowski-Zorn y
teorema del Buen Orden, el teorema de Tychonoff para el producto de espacios
compactos, etc. También se demostré que el hecho de que todo espacio vectorial
tenga una base de Hamel es igualmente equivalente al Axioma de Eleccién. Sin
embargo, que R tenga una base de Hamel como espacio vectorial sobre Q es una
afirmacion més débil que el Axioma de Eleccion. Por ejemplo, es relativamente
consistente ZF mas el Axioma de Elecciones Dependientes mas el hecho de que R
tenga una base de Hamel sobre Q; pero que aun asi R no tenga un buen orden.
Remitimos al lector interesado en esta afirmacion a [27].

Como primer instancia para mostrar enormes diferencias a lo acostumbrado
en los cursos elementales de algebra lineal, probaremos que la dimensiéon de R
como espacio vectorial sobre Q es infinita. Supongamos lo contrario, digamos que
dimg R = n, para algin n € w. Consideremos el nimero de Euler, e, y el conjunto
{1,e,€2,...,e"} que es linealmente dependiente (teorema 5.1, capitulo 3, [19]). Asi
existen nimeros racionales (algunos distintos de cero) ag, aq,...,a, € Q, tales que

ap + are + aze® + ...+ ape” = 0.
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Pero se sabe que e es un namero trascendental (teorema 2.1, capitulo 2, [25]). Asi
tenemos que dimgpR # n para todo n € w. Por lo tanto el espacio vectorial de
numeros reales sobre el campo de los ntimeros racionales no es de dimension finita.
Ahora probaremos que la dimensién de R como espacio vectorial sobre Q es de
hecho la maxima posible, c.
Si H es una base para R sobre QQ, note que el conjunto

B={hogo+...+hpgn:ne€wA(Mi<n)(h; e HNqg € Q)}

de todas las combinaciones Q-lineales finitas de elementos de H tiene la misma
cardinalidad que H puesto qudﬂ

|B| = [[H]™ x [Q]**| = |[H x Q| = [H]|.

Ya que H genera a R, se sigue que |H| = c.

Como una primera aplicacion trivial del hecho de que existe una base de Hamel
para R, considerado como espacio vectorial sobre QQ, observe que R? también puede
considerarse como espacio vectorial sobre Q y que, obviamente, tendra la misma
dimension que R sobre Q, asi que son isomorfos como espacios vectoriales (corolario
4.3, capitulo 3 de [19]).

De aqui se deduce que R y R? son isomorfos como grupos aditivos. Ademaés,
esto no es exclusivo para n = 2; en realidad, el mismo método demuestra que todos
los grupos R™, n > 1, son isomorfos como grupos aditivos.

Antes de adentrarnos en la teoria, veamos algo practico sobre las bases de
Hamel.

Ejemplo 2.1. [6] Sea S = {z¢,z1,...,2,} C[0,1]] con g = 0, 21 = 1y n >
3. Consideremos las distancias entre pares de elementos de S. Si cada distancia
que aparece, excepto la distancia 1, ocurre al menos dos veces, entonces S esta
compuesto inicamente por nimeros racionales.

En efecto, suponga que no es asi y considere a H, una base de Hamel para R
sobre Q. Entonces, para cada elemento zj € S tenemos:

Te= i hi,

i<m

donde ¢ ; € Q y h; € H, para todo ¢ < m (Aqui m es un natural suficientemente
grande de modo que cada vector xi, para k < n, pueda expresarse como Unica
combinacion lineal de longitud a lo mas m).

Entonces, debido a la suposicion, existen h; ¢ Q y g ; # 0. Denotemos A =
{gk,i : k < n} y notemos que 0 € A, ya que o = 0.

Definamos ¢ = minA y ¢ = maxA, cumpliéndose que ¢ < ¢ (pues, de lo
contrario, tendriamos ¢ = ¢ = 0, lo que implicaria A = {0}, y esto seria una
contradiccion).

Tomemos los siguientes conjuntos:

X:{xk:qk,i:QAngSn} y X={zr:q:i=qdN0<k<n}.
Sean z € X , y € X. Entonces, de acuerdo con la condicién inicial (ya que al menos

uno no es racional), existen x,,xs con 0 < r,s < n tales que v —y =z, — x5 y

IRecuerde que para un conjunto infinito A, la familia de todos los subconjuntos finitos de A
se denota mediante el simbolo [A]<“, y tiene el mismo tamafio que A.



214 12. BASES DE HAMEL
{z,y} # {z,,x.}. Esto significa que ¢ — ¢ = ¢,,i — ¢s,i, 10 que implica ¢,; = ¢y
s.i = G; es decir, z, € X y v, € X.

Ahora, basta tomar z = max X, y = min X y obtener una contradiccion, ya
que esto implica que z, = x, z; = y, por lo que se sigue {z,y} = {x,, zs}.

Esta seccion también est4 dedicada a construir algunas bases de Hamel con
diversos tipos de propiedades, algunas muy interesantes, como la de ser cerradas
bajo potencias enteras: jno solo positivas!

Teorema 2.2. Eziste una base de Hamel H para R sobre Q tal que
(he H)= (Yne€Z)(h" € H).

DEMOSTRACION: Primero, introduciremos alguna notacion de interés. Si M C R,
F(M) es el campo generado por M, A(M) es el conjunto de numeros algebraicos
sobre M. Es claro que si |M| < ¢, entonces también |F(M)| < cy [A(M)] < c.
Sea R = {r, : @ < ¢}, con g = 1, una enumeraciéon. Por recursiéon se cons-
truirdn sucesiones transfinitas de ntimeros reales {y, : @ < ¢} y {24 : @ < ¢} con
las siguientes propiedades:
Si H, = {yéC tkeZNEL oz}u{zéC :k € ZNE < a}, entonces para cada a < ¢:
2.1 H, es Q-linealmente independiente,
2.2 (V€ < a)(r¢ € spang(H,,))-
Haga yo = 20 = 1; entonces Hy = {1} satisface 2.1] y 2.2 Suponga que para
B < ¢ se han definido {yg &< B}y {z: &< B} de modo qy-se cumplen
para cada a < 3. Sea r, el primer elemento tal que r, ¢ Lg := spang(U{H :
a < 8}). Por B < 7; ademés, como Lg tiene tamano menor que ¢, existe yg
trascendente sobre Bz = F(Lg U {r,}); defina zg = r, — ys. Ahora, es claro que
2.2 se cumple para Hpg.
Si Hg no es Q-linealmente independiente, existen hg,h1,...,hym € U{Ha
a < B} y racionales sg, $1,...,8m € Q; ademéas de polinomios p;,q; € Q[x], con
i € {0,1}, de modo que, haciendo y = yg, z = z3, se tiene

(*) po(y) +p1(2) + a0 ('/y) + (! ZSJh =0.

Pongamos k; = deg(q;), i € {0,1}, y multiplique por y*oz*1 para obtener:

(po(y) +p1(2) + d)y*° 2" + Go(y)=" + @ (2)y™ =0,
donde d € Lg; o bienE|

2Go(y) = —(po(y) + p1(2) + d)y*o M — 4" ().

Note que, Go(y) # 0 puesto que y es trascendente sobre Ag = F(Lg); ademés
yko divide a (po(y) +p1(2) +d)y*o z¥* y también divide a y*°q; (z), por lo que divide
a su resta. Pero " no divide a 2", entonces y* divide a G(y) sobre Ag. Maés
atin, como go € Q[z], pues do(y) = qo(*/,)y*°, entonces y*o divide a gy sobre Q, y
como deg(Go) < ko se sigue que

Go(x) = apx.

donde ag € Q. Asi, go(z) es un polinomio constante.

20bserve que §; es basicamente ¢;; aunque como polinomios estan “al revés”.
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Anélogamente se obtiene que ¢ (x) es constante, y se convierte en
() po(y) +p1(z) +d =0, con d' € Lg.

Como y es trascendente sobre Bg, deg(pg) = deg(p1) = m. Suponga que m > 0,
y escriba

m
pi(z) = Z ai .
§j=0

donde i € {0,1}, cada a; ; € Q, y a;,m # 0. El lado izquierdo de la ecuacion
se puede reescribir como

bo+b1y+...+bmym.

con cada b; € Lg. Entonces, en particular se tiene que b,,—1 = 0. Si m > 1,
entonces by,—1 = ag,m—1 * (Mryaim + azm—1) = 0, y de esta manera, 7, € Q, lo
que es imposible. Y si m = 1, se tiene que by = d + aop,0 + a1,07, = 0; 0 sea que
T, € Lg, contrario a su definicién.

Asi que m = 0, y de se sigue que |J{H, : @ < (} es un subconjunto
Q-linealmente dependiente, contradiciendo la condicion (2.1). Por tanto, Hg es
Q-linealmente independiente. Y de esta forma, H = (J{Hps : 8 < ¢} es una base
para R que cumple lo requerido. ([

Seria natural buscar bases de Hamel cerradas bajo otras operaciones aritméti-
cas. Lamentablemente en [22] se muestra que no existen bases de Hamel cerradas
bajo producto.

Las bases de Hamel son subconjuntos extranos de los nameros reales; en los
siguientes resultados se vera que ellas estan presentes en todo subconjunto abierto y
también en los conjuntos perfectos (id est, cerrados sin puntos aislados). Para méas
informacién sobre subconjuntos especiales de R se puede consultar [4] o muchas
otras fuentes alternativas.

Teorema 2.3. Todo subconjunto abierto no vacio de R contiene una base de Hamel.

La idea de la demostracion es tomar un intervalo pequeno dentro del conjunto
abierto y ajustar los elementos de una base inicial para que queden dentro de
ese intervalo. Luego, se construyen nuevos conjuntos que generan todo R como
espacio vectorial, garantizando que la base final esté contenida en el conjunto abierto
original (véase [12]).

Con este resultado vemos que las bases de Hamel no son subconjuntos tan
raros en R. De hecho, hasta conjuntos con interior vacio pueden contener una,
como veremos ahora.

Teorema 2.4. El conjunto de Cantor contiene una base de Hamel para R sobre Q,
y por tanto todo conjunto perfecto contiene una base de Hamel.

DEMOSTRACION: Sea % el conjunto de Cantor, consistente de los numeros 0,1 y
todos los z € (0,1) cuya representacion ternaria no incluye 1 o que no termina en
una sucesion infinita de 2.

Sea = € [0,1] y considere su representacion ternaria x = (0.d1dz...)s. Para
cada n € w defina:

dp, sid,#1, 0, sid,#1,
ap = . y by= .
0, sid, =1, 2, sid,=1.



216 12. BASES DE HAMEL

Sean a,b € [0,1] tales que a = (0.a1as...)3 y b = (0.b1b2...)s. Note que
a,b € €y ademas x = a + %b. Por lo que x se representé6 como una combinacién
Q-lineal de elementos en % .

Ahora considere y € R y note que existe ng € Z \ {0} tal que ¥/,,, € [0,1]. Por
lo anterior, existen a, y b, tales que y = ng(a, + */2b,). Asi, € contiene una base
de Hamel para R sobre Q. O

Se deduce inmediatamente que la base hallada en el resultado anterior es un
subconjunto medible segiin Lebesgue. Vale preguntarse también si existiran bases
de Hamel que sean conjuntos de Borel, o conjuntos analiticos. Recuerde que la
o-algebra de Borel sobre R es la minima o-algebra que contiene a los intervalos
abiertos, y que un subconjunto de R se dice analitico si es la imagen continua de
un subconjunto de Borel. Resulta que las bases de Hamel para R no pueden ser
conjuntos de esos dos tipos. Antes de probarlo veamos lo siguiente:

Sea H una base de Hamel para R, enumerada como H = {h, : @ < ¢} vy,
sin pérdida de generalidad, suponga que hy = 1. Para cada = € R sea aq(z) el
coeficiente de h,, en su representacion como combinacion lineal de elementos de H.
Para r € Q, defina

A ={x €R:ag(x) =r}.

Note que A, = Ag+7r, A, NAs=0sir#s,y que J{A, :r € Q} =R. Si Aj fuera
medible segin Lebesgue, también lo seria cada A,, y como |J{4, :r € Q} =R, al
menos uno de los conjuntos A,, y por lo tanto Ag, debe tener medida positiva. Se
sigue que el conjunto Ag — Ag = {x —y : &,y € Ap} contiene un intervalo abierto
alrededor del 0 (véase [30]). Por lo que, debido a la densidad de Q, existen x,y € Ag
con z —y # 0y tales que z — y € Q.

Pero ag(z) = ao(y) = 0, y entonces tanto x como y son irracionales, una
contradiccion. Asi que el conjunto Ag no puede ser medible segtin Lebesgue. Con
esto en cuenta, probemos el siguiente resultado:

Teorema 2.5. Si H es una base de Hamel para R, entonces H no puede ser un
conjunto de Borel ni puede ser un conjunto analitico.

DEMOSTRACION: Sin perder generalidad, suponga que 1 € H. Sea K = H \ {1}.
Para cada n € w y cada r € Q"T!, defina f, : K"™' — R por:

fr(k(hklv .- ‘7kn) = Zﬂkz

<n

Claro que f, es una funcién continua, para cada r € Q"+, Si H es un conjunto
de Borel o analitico, entonces K y K"*! también lo son. Y por tanto, para cada
r € Q" f.,[K"!] es un conjunto analitico.

Del hecho que H es una base de Hamel, y de que 1 ¢ K, se sigue que

Ao = J{f[K"™ ] incewnreQr).

Por lo que A es un conjunto analitico y entonces es medible segiin Lebesgue,
contrario a lo que se mostr6é anteriormente. (Il

Mas atn, es posible construir una particiéon de R que consista de subconjuntos
Q-linealmente independientes. Esta afirmacion puede encontrarse, bajo una obvia
modificacion, dentro de la demostracion del siguiente resultado que presentamos.
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Teorema 2.6 (Erdos-Kakutani). CH equivale a la afirmacion: Existe una familia
numerable {H,, : n € w} de bases de Hamel para R de modo que

U{Hn:nEw}:R\{O}.

DEMOSTRACION: Suponga primero que H es una base ordenada de Hamel para R
definida por H = {h, : a < wy }.
Para cada z € R\ {0}, considere su expresion tnica como combinacion lineal

n
Tr = E qihozia
=0

donde n € wy ¢ € Q para cada ¢ < n. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que g < a1 < ... < 0y < W1.

Dado un subconjunto finito de Q, A € [Q]<¥, suponga que A = {ry : k < n},
con n € w. Definase al subconjunto R4 C R por

rE€E Ry = Zrkhak.
k=0
Luego, R = {0} UU{R4 : 4 € [Q]<¥}. Por lo que basta probar la afirmacién para
cada R4. Tome cualquier a@ < wyq, y sea R4 C R4 definido como el conjunto de
todos los x € R tales que

Tr = TOhozo + "'+Tnhana

donde ap < a1 < ... < ap = au(x) = a.

Note que, como « es numerable, sélo se pueden tomar una cantidad numerable
de ordinales menores a «, por lo que R} es un subconjunto numerable. Escriba
RG = {24 ,, : m € w}. Para cada m € w, defina

Sam = {x%vm o< wi}

Observe que el conjunto Sy, selecciona el m-ésimo elemento de cada RY, por lo
que si z,y € Sa,, son distintos, entonces a,(x) # a,(y). Es claro también que
RA = Ume SA,m-

Veamos que cada conjunto Sy4 ., es Q-linealmente independiente.

En efecto, si Sa,m no lo fuera, existen k € w, x; € Sam y pi € Z\ {0}, para
cada 7 < k, tales que

(O) Zpixi =0.

i<k

Puesto que, para cada i < k, 7; = roha, , +++ +rpha, ,; entonces (ED adquiere
la forma:

(OO) Z Zpﬂ’jhaiJ =0.

i<k j<n

Por lo que existe 7o < k tal que a* = a,(x;,) > an(x;), para cada i < k, i # 4.
Asi, el término con h,+ en la ecuacion no se cancela, pues aparece una tnica
vez, una contradiccion.

Luego para cada S4,,, tomamos una extensién S A,m a una base de Hamel. De
esta forma, cada R4 se descompone en una cantidad numerable de subconjuntos
que son bases de Hamel, y en consecuencia CH implica la afirmacion del enunciado.
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Por el contrario, supongamos que la afirmacién del enunciado es verdadera,
probaremos la Hipdétesis del Continuo a partir de ella. Lo haremos mostrando que,
bajo la suposicién, la grafica completa de tamafio 2%° es la uniéon de una cantidad
numerable de arboles (véase teorema|A.9).

Sea R = |J,,c,, My una descomposicién del conjunto de todos los niimeros reales
en una cantidad numerable de conjuntos, cada uno de los cuales consta de nimeros
Q-linealmente independientes. Podemos suponer que M, tiene tamaiio 280 por el
teorema de Konig (véase por ejemplo [9], p. 245).

Sea G una grafica completa de ntimero cardinal 2%, la podemos tomar como
sigue:

G={{z,y} :z,y € Mg ANz < y}.
Tomemos los siguientes conjuntos: G,, = {{z,y} : ¢ < yAy—z € M, }. Claramente
tenemos G = UZO:l G,. Veamos que cada G,, es un arbol, para esto supongamos
que G, contiene un poligono cerrado. Sean xi,...,TE, Tpyr1 = a1 los vértices de
este poligono. Entonces tenemos

k k
E (xi—xi_H): E i|xi—xi+1|:0.
i=1 i=1

Tenemos que para cada i < k, z; € My y ademés |x; — x;41| € M,,. Asi se tiene
que todos los nimeros |z; — z;+1| son distintos. Pero esto es una contradiccion,
ya que M, consiste de numeros Q-linealmente independientes. Por lo tanto, la
afirmacion del enunciado implica CH. O

3. Otras bases en espacios de Banach

El conjunto de nimeros reales no es simplemente un espacio vectorial sobre Q;
por lo aprendido en cursos elementales sobre las propiedades del valor absoluto,
| - |, sabemos que de hecho él define una métrica que es completa; no llega a ser
una norma completa pues Q no es completo. Asi, R como espacio vectorial sobre
Q tiene estructura parecida a la de espacio de Banach. Recuerde que una norma
en un espacio vectorial X (sobre R) es una funcion || - || de X en R tal que para
cada x € X, ||| = 0y ||z|| = 0 siy solo si x es el elemento neutro respecto de
la suma en X, para todo x € X y todo ¢ € F se cumple |[cz|| = |c|||z], y para
cualesquiera z,y € X, ||z +y| < ||z| + |ly||. Es un ejercicio rutinario demostrar
que toda norma sobre X induce una métrica para X. Un espacio normado que es
completo (como espacio métrico) se denomina espacio de Banach. Cabe resaltar
que en un espacio normado confluyen dos estructuras de diversa naturaleza: una
algebraica, la de espacio vectorial, y una topolégica como espacio métrico.

Ligando esta seccién a lo que anteriormente se ha tratado, y como aplicaciéon
del bien conocido teorema de Categorias de Baire, estudiaremos la cardinalidad de
una base de Hamel para un espacio de Banach.

Proposicion 3.1. En un espacio de Banach de dimension infinita, ninguna base
de Hamel es numerable.

DEMOSTRACION: Considere X, un espacio como en la hipétesis, y suponga que
tiene una base de Hamel numerable, a saber H = {h,, : n € w}.

Note que entonces X = (J, o, span({hx : & < n}). O sea que X es la unién
numerable de subespacios propios de dimension finita.
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Pero se sabe que todo subespacio propio de un espacio normado tiene interior
vacio, y que los subespacios de dimension finita de un espacio de Banach son con-
juntos cerrados (teoremas 7.1.2 y 7.4.3 de [13]). De esta manera se tiene que X es
magro, lo que es absurdo por el teorema de Baire. Asi que X no tiene dimensién
numerable. ([l

Es interesante entonces notar que no hay espacios normados de dimensién nu-
merable que sean completos. Fortaleceremos este primer resultado.

Note primero que X debe tener cardinalidad al menos ¢, pues todo espacio
normado es completamente regular, por ser métrico, y es facilmente conexo por su
estructura vectorial.

Proposiciéon 3.2. Si H es una base de Hamel para X, entonces
| X | = max{c, |H|}.
DEMOSTRACION: Se tiene que
[ X| = [[R]* x [H]**| = |R x H| = max{c, |H]|}
puesto que H es una base de Hamel para X. O

Es interesante notar que de esta proposicién se desprende que los espacios
clasicos: RY, ¢5 asi como todos los £y, para p € [1, 00], son isomorfos como espacios
vectoriales.

El siguiente lema es de caracter puramente auxiliar, por lo que se omitira su
demostracion, véase teorema 1.a.5 de [20]. Recuerde que una sucesion de elementos
de X es bdsica si todo elemento del subespacio cerrado generado por ella se puede
representar por una unica combinacion lineal infinita de elementos de la sucesién.

Lema 3.3. Todo espacio de Banach X de dimension infinita admite una sucesion
basica.

Se sigue inmediatamente que si una sucesion {z,, : n € w} C X es basica, en-
tonces si {¢, : n € w} C R es una sucesion cualquiera de escalares, si Y. _ cpzy, =0
implica que ¢,, = 0 para cada n € w.

Veamos un breve recordatorio para el siguiente resultado relevante. Una familia
S C |[w]¥ se llama familia independiente si, siempre que se tengan dos subfamilias
S, T C .# finitas y disjuntas, se cumple que:

new

M x\ U Y| =R,.
XeS  Yer
Existen familias independientes de tamafio ¢, originalmente eso fue publicado en
[5], actualmente las familias independientes son objetos combinatorios muy utiles;
en [21I] pueden encontrarse diversos métodos de construccion.

Teorema 3.4. Toda base de Hamel para un espacio de Banach de dimension in-
finita X, tiene cardinalidad al menos c.

DEMOSTRACION:  Suponga que {z, : n € w} es una sucesién basica para X,
sea .# una familia independiente de cardinalidad ¢ y considere la funcién inyectiva
¢ :# — X definida como

k
((z)=y X2

* Tk
kew
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donde xz es la funcién caracteristica de Z € .#. Note que por construcciéon los
vectores en {((Z) : Z € #} son linealmente independientes sobre R: en efecto, si
se toman distintos Zy,...,Z,, € &, entonces para cualquier k € w y para cada
i < m existe un k' > k de modo que para todo j # i, xz, (k') # xz,(k'), de aqui
que los vectores ((Zy),...,((Z) son linealmente independientes sobre R.

Para cada y € X existen unicos hay, ..., ha,,, € H con a; < a;ji1, y tal que
50+ 5n(y) € R\{0}, de modo que

n(y)

Yy = Z sjha; -
j=0
Asi que la funcion ¢ : X — [R]< x [H]<“ dada por
@(y) = ((80, R sn(y))a (ham ceey han<y))>

es una biyeccion, y la composicion po( : & — [R]<¥ x [H]|<“ es inyectiva. Por otro
lado, ya que |.Z| = cy |[H]<“] < ¢, por el principio de casillas existe un subconjunto
infinito ¥ C .# de modo que py o po( : € — [H|<¥ es constante (p, denota la
proyeccion sobre la segunda coordenada).

Asi, denote por Wy = (paopo([€]) el correspondiente subespacio de dimension
finita. Y dado que ¢ es inyectiva, ([¢] C Wy es un conjunto infinito de vectores
linealmente independientes, lo que es una contradiccion. (I

Se deduce inmediatamente de estos dos previos resultados una propiedad muy
util y conveniente de las bases de Hamel en espacios de Banach de dimensién infinita.

Corolario 3.5. Si H es una base de Hamel para un espacio de Banach X, entonces
| X[ = |H].

Continuamos esta seccién con el siguiente resultado; nuevamente pone de ma-
nifiesto que el Axioma de Eleccién es necesario para establecer la propiedad de Baire
en subconjuntos de R. Recuerde que un subconjunto X C R tiene la propiedad de
Buaire si su diferencia con un subconjunto abierto de R es pequena en el sentido
de la categoria; es decir, si XAU es un conjunto magro para algin U C R que es
abierto.

Proposicion 3.6. Si todo subconjunto de los nimeros reales tuviera la propiedad
de Baire, entonces no existe una base de Hamel para R.

DEMOSTRACION: Supongamos que H es una base de Hamel, y sin pérdida de
generalidad 1 € H.
Si ¢ = {qo,-..,qn) €s una sucesion de nimeros racionales, entonces sea:

Ag= {z ER: (3{h1,....hn} CH) (z=qo +Zqihi)}.
=1

Para algin ¢ € Q<¢, debe tenerse que Az no es magro (de lo contrario, R seria
magro). Sea U C R un conjunto abierto y no vacio, tal que A3 AU es magro. Elija
a,b,p € Rtalque p # 0, a+p < b, y (a,b+p) C U. Entonces (a,b) \ Az es
magro; por lo tanto, (a +p,b+p) \ (A7 + p) también es magro, donde Az + p es el
desplazamiento {x +p: z € Az}

Sin embargo, si x € Ay N (Ag+ p) se tiene que z € Az y x —p € Ag, pero su
diferencia es racional (y distinta de cero), lo que no es posible. [
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La anterior es basicamente la demostracién de que un conjunto de Vitali no
tiene la propiedad de Baire. Considerar la propiedad de Baire en espacios de Banach
nos ofrece una forma simple de encontrar bases de Hamel que sean de cierto modo
conjuntos “pequenos”.

Teorema 3.7. Sea H una base de Hamel para un espacio de Banach X. Si H
tiene la propiedad de Baire, entonces H es un conjunto magro.

DEMOSTRACION: Suponga que H no es magro. Entonces existe un subconjunto
abierto U # () de modo que UAH es magro. Claro que U N H # ), pues X es
espacio métrico completo. Sea z € U N H y considere {x,, : n € w} C X una
sucesion convergente a z. Sin pérdida de generalidad suponga que cada z,, necesita
al menos cuatro sumandos para su representacion en la base H.

Puesto que U es abierto y x,, — z, hay j € w tal que (2 4+ U) N (z; + U) # 0.
Y como z € UN H, se sigue que (z+ H) N (z; + H) # 0. Asi, hay v € X tal que
k+h=v=ux;+h, donde h,h' € H. Entonces z; = z + h — h/, contradiciendo
que H sea base. ([l

La riqueza de los espacios de Banach es tal que incluso sin acudir a la propiedad
de Baire se pueden obtener bases de Hamel que sean conjuntos “pequenos pero bien
acomodados”. Veamos el siguiente resultado.

Teorema 3.8. FEzxiste una base de Hamel para un espacio de Banach X que es un
conjunto denso y magro. Mds atn, existe una base de Hamel que es un conjunto
denso en ninguna parte.

DEMOSTRACION: Sea B = {B, : @ < k} una base para la topologia de X con
cardinalidad minima k. Se construird un subconjunto linealmente independiente
H' ={hy :a <k} de modo que hy € By y ||hal|l € Q para cada « < k.

Tome h{, € X cualquiera y considere hy = hé/ |3 Puesto que existe algin
B € B de modo que hg € B, sin pérdida de generalidad suponga que B = By.
Asuma que para 8 < k, ya se construyé el subconjunto linealmente independiente
Hg = {ho : a < B}. Yaque § < Ky se sabe que k£ < |X| = dim(X) (ver cap. 1,
§8 de [18]), entonces Bg € span(Hpg), pues span(Hg) es subespacio propio de X.
Sea h € Bg\span(Hg). Tome g € (||h|| — ¢, ||h|| + ) N Q, donde € > 0 es tal que
B(h;e) C Bg. Entonces hg :=q "/ € Bs y ||hs| € Q.

Ahora, extienda H’ con vectores unitarios a una base de Hamel H. Es claro
que H es un subconjunto denso en X. Mas aun, para cada g € Q, el conjunto
{h € H : ||h|]| = q} es denso en ninguna parte, pues esta contenido en una esfera de
radio ¢ (que es un conjunto cerrado y con interior vacio). Se sigue que H es magro.

Luego, defina H = {"/\in : h € H}. Es claro que H es una base de Hamel para
X que es densa en ninguna parte. ([l

4. {Una base de Hamel conexa!

En esta secciéon veremos resultados sobre bases de Hamel para espacios de
Banach. Nuestro objetivo es demostrar la existencia de bases de Hamel conexas y
localmente conexas para espacios de Banach separables y de dimensién infinita. En
particular esto serd aplicado para establecer la existencia de bases de una sola pieza

3Dicha sucesién existe; a saber, tome una sucesién y, — 2z y considere tres elementos
20,21, 22 € H. Luego, (yn + #0/2n + 1/on + 22/on) — 2.
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en la esfera unitaria de los espacios ¢, con p € [1,400). Para establecer lo deseado,
primero probaremos algunos resultados para X, un espacio vectorial normado sobre
el campo R.

Como es habitual, o(X) denota la cardinalidad de todos los subconjuntos abier-
tos de X. Naturalmente, dim X < |X| < o(X). Si X es separable, entonces
o(X) = |X| = ¢ (ya que existe una base para la topologia cuya cardinalidad es c).
En particular, o(X) = |X| = dim X = ¢ si X es un espacio de Banach separable y
de dimension infinita, esto por proposicion [3.1}

Veamos algunos hechos basicos.

4.1 Si el interior de S C X no es vacio, entonces span(S) = X.

4.ii Si U es un subconjunto abierto no vacio y L es un subespacio lineal de X,
entonces U \ L contiene un conjunto linealmente independiente de tamafio
codim L.

Para[L.] observemos que si V' es una bola abierta no vacia con centro en v, entonces
W = —v + V es una bola abierta alrededor de 0 y, por lo tanto, span(V) =
span(W) D R-W = X. Es claro que se deduce de [4.i y, ademas, notemos que
cubre el caso L = X ya que codim X = 0 y () es linealmente independiente.

Lema 4.1. Si U C X es un conjunto abierto, convero y no vacio, y si L es un
subespacio lineal de X con codim L > 2, entonces U \ L es denso en U y conezxo
por caminos.

DEMOSTRACION: Sea L’ cualquier complemento algebraico de L en X. Entonces,
para cada x € X existe un par tnico (u,v) € L’ x L tal que £ = u + v. Sean z1 y
x2 puntos distintos en U \ L y escribamos z; = u; + v; con u; € L' y v; € L para
j € {1,2}. Dado que z1, x5 ¢ L tenemos que u; # 0 # us. Distinguimos dos casos:

Primero, supongamos que los vectores u; y uy son linealmente independientes.
Entonces, tenemos que tu; + (1 — t)us nunca es cero para todo t € R. Por lo tanto,
si £(x,y) denota el segmento de linea recta que conecta x € X con y € X \ {z}, se
tiene que ¢(x1,z2) es disjunto de L. Dado que U es convexo, ¢(x1,22) C U y, por
lo tanto, £(x1,x2) es un camino en U \ L que conecta los puntos z1 y 5.

En segundo lugar, supongamos que los vectores u; y us no son linealmente
independientes. Equivalentemente, u; = Aug para algtn escalar A € R. Dado que
la dimension algebraica (posiblemente finita) del espacio vectorial L’ es mayor que
1, por podemos elegir un punto y € U \ span(L U {u1 }).

Afirmamos que £(y,z;) N L = () para j € {1,2}. Entonces, dado que U es
convexo, {(x1,y) Ul(xa,y) es un camino en U \ L que conecta los puntos x; y xs.

Supongamos por el contrario que £(y,z;) N L # () para algin j € {1,2}. En-
tonces, para algin ¢ € [0, 1], el punto ty+(1—t)x; se encuentra en L, con y = ug+vs
para (us,v3) € L' x L. Asi tenemos, (tug+ (1 —t)u;)+ (tvs+ (1 —t)v;) € L y esto
solo es posible si tug+ (1 —t)u; = 0, pero ya que u; # 0 observamos que ¢t # 0 y, por
lo tanto, ug € span({u;}) = span({ui}) C span(L U {u1}). Dado que trivialmente
vs € span(L U {uy}), concluimos que y = us + v3 se encuentra en span(L U {u1}) y
esto no es posible.

En ambos casos, los puntos z; y z2 pueden ser conectados por un camino en
U\ L, lo que demuestra que U \ L es conexo por caminos. En cuanto a la densidad,
de[4]se infiere que L no puede contener un conjunto abierto no vacio. Por lo tanto,
U\ L debe ser denso en U. O
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Ahora veamos un resultado que nos proporciona bases de Hamel conexas y
localmente conexas.

Teorema 4.2. Si o(X) = |X| = dim X entonces eziste una familia S de bases de
X tal que || = 2X1 y cada elemento de S es un subconjunto conexo, localmente
conexo y denso de X.

DEMOSTRACION: Suponga que dim X = |X| = k. Defina a la familia § como
sigue:

G:={G C X :(3U;,U; C X abiertos) (G = Uy \ Uz A dimspan(G) = k)}.
Trivialmente, |G| < o(X) = k. En virtud de cada subconjunto abierto no

vacio de X y cada bola cerrada no degenerada en X pertenece a la familia G. Por
consiguiente, |G| = o(X) = k. Asi podemos escribir § = {G, : @ < k}. Sea p
una funcién de elecciéon definida sobre los subconjuntos no vacios de X, entonces se
tiene que p(S) € S para cada subconjunto no vacio S C X.

Ahora, por recursién definimos los puntos z, en X para todo o < k. Supon-
gamos que para £ < k ya estd definido un punto z, para cada o < £. Entonces

definimos el punto z¢ por

ze = p [Ge \ span({za | @ < £})] .

Esta definicion es correcta porque el conjunto G¢ \ span({z, | @ < £}) es no vacio,
ya que se tiene |span({z, | a < &})| < [span(Ge)| = |Ge| = k.

De esta manera obtenemos puntos z,, para cada o < x; donde x, # g siempre
que a < B < k. En particular, A := {z, | @ < &k} es un subconjunto de X
con |A| = k. Por construcciéon, para cada { < k, el vector z¢ es linealmente
independiente de todos los vectores z, (o < &). Por lo tanto, todo el conjunto A
es linealmente independiente.

Sea K el conjunto de todos los « € k tales que GG, es una bola abierta de X.
Por supuesto, |Ky| = . Fijamos un vector g € A con 8 ¢ Ky y elegimos para
cada a € Ky un escalar A\, # 0 tal que ambos puntos z, y To 1= To + AaZg S€
encuentren en la bola G,,.

Sea JF la familia de todas las funciones de x en X donde f(«) € {zq, %} para
cada o € Ko y f(a) = z, siempre que o ¢ K. Naturalmente, |F| = 2%. Por
construccion, f(k) NG # () para cada G € Gy cada f € F.

Es evidente que para cada f € F tenemos que span(A) = span(f[k]) y f[x] es
una base de span(A4). Aplicando el lema de Zorn, podemos fijar un subconjunto Y
de X \ span(A) tal que Y sea linealmente independiente y span(AUY) = X (si
span(4) = X, entonces Y = (}). Por consiguiente, f[k]NY =0y f[x] UY es una
base del espacio vectorial X para cada f € F. Trivialmente, f[x| # g[«] siempre
que f,g € F sean distintos. Por lo tanto, podemos estar seguros de que el tamafio
de 77 = {f[kR]UY : f € F} es igual a |F| = 2".

Consideremos cualquier base H € 57 de X. Por la definicién de H, este
interseca cada conjunto G € Gy, en particular, cada conjunto abierto no vacio. Por
lo tanto, H es un subconjunto denso de X.

Veamos que H es tanto conexo como localmente conexo; notemos que X y
todas las bolas abiertas en X son convexas. Por lo tanto, s6lo necesitamos verificar
lo siguiente.

e Sea U C X convexo y abierto, entonces se tiene que H N U es conexo.
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Supongamos lo contrario, entonces existen conjuntos abiertos Uy, Us C X tales que:

(L) N (HNU) #0,Usn(HNU) #0,
(2) (HNU) C Uy UUs,
(3) (HNU)N (U NUy) = 0.

Dado que H es denso en X, de la altima condicién inferimos que UN(U;NU3) =
(. Como U es conexo, G := U\ (U;UUs) no puede ser vacio. Asi, U\G esta separado
por los conjuntos abiertos no vacios U N U; y U N Us, por lo tanto, U \ G no es
conexo.

Ahora, si S es un subconjunto denso y conexo, entonces cada subconjunto
del espacio que contenga a S también es conexo. Por lo tanto, el subconjunto
U \ span(G) del conjunto no conexo U \ G no puede ser a la vez conexo y denso
en U. Asi, por lema es imposible que codimspan(G) > 2. Dado que dim X
es infinito, de codimspan(G) < 2 concluimos que dimspan(G) = dim X y por lo
tanto G pertenece a nuestra familia §. En consecuencia, H N G # (). Pero esto
es imposible ya que H NU C U; UUs y G C U. Asi obtenemos lo deseado y esto
concluye la prueba. O

Notemos que o(¢p) = |¢,| = dim ¢, = ¢ para p € [1,+00). Usando teorema
obtenemos bases de Hamel conexas, localmente conexas y densas en .

Teorema 4.3. Sio(X) = |X| = dim X, entonces existe una base de X que es un
subconjunto conexo y localmente conexo de la esfera unitaria Sx.

DEMOSTRACION: Sea ¢ la funcién continua que asigna z — ||z|| =1z de X\ {0} ala
esfera unitaria $x. Por lo tanto, ¢(S) es conexo siempre que S sea un subconjunto
conexo de X \ {0}. Ademaés, ¢ es una retraccion (es decir, pogp = ) y, por lo tanto,
©(S) es localmente conexo siempre que S sea un subconjunto localmente conexo
de X \ {0}, aplicando [3] 2.4.E.(c) y 6.3.3.(d). Es evidente que ¢ restringida a una
base H de X es inyectiva y ¢(H) también es una base de X. Por lo tanto, usando
el teorema [4.2] obtenemos lo deseado. O

Respecto a la hipotesis de este teorema, el caso o(X) = |X| = dim X > ¢ no es
trivial porque si X es un espacio de Banach de manera que la minima cardinalidad
de una base para su topologia es un cardinal limite fuerte de cofinalidad numerable,
K; entonces se sabe que kN0 = 2%, véase [14], 5.23|, y por lo tanto (véase [3, 4.1.H
y 4.1.15]) tenemos o(X) = 2* = k™0 = | X| = dim X. Sin embargo, si £*° = k para
la minima cardinalidad de una base para la topologia de X, entonces o(X) = 2% >
k= k" = |X| = dim X.

Para p(x) = ||z|| 712 tenemos claramente que o (Hy) # ¢ (Hs) siempre que Hy
y Hj sean bases distintas en . En consecuencia, si o(X) = |X| = dim X, entonces
existen 2/X! bases de X que son subconjuntos conexos y localmente conexos de la
esfera unitaria Sy, ademés dichas bases son densas en ninguna parteﬁ

Ahora podriamos considerar cambiar las condiciones para obtener resultados
similares a los anteriores, y aqui es donde entra la Hipoétesis del Continuo. Si
asumimos esta hipétesis y consideramos un espacio de Banach X con cardinalidad
¢, entonces podemos obtener una base de Hamel densa y conexa por caminos en X
(véase [23]).

4Todos los resultados anteriores fueron obtenidos de [17].
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5. ... y atn hay algo por hacer sobre bases de Hamel

Creemos que este tema es basicamente un tema elemental y muy interesante
que aun tiene mucho por ofrecer. Hay multitud de preguntas que tienen que ver
con consistencia e independencia relativa a esa de ZFC, ver por ejemplo [I] y [27].
Aqui incluimos algunas preguntas abiertas que no se alejan mucho de lo presentado
en esta nota. Una que no hemos sido capaces de resolver es

PROBLEMA 5.1. ;Qué subconjuntos de R son incapaces de ser/contener bases de
Hamel?

Obviamente hay respuestas triviales, pero estamos interesados en conocer una
caracterizacion topolégica de aquellos subconjuntos que si contienen bases de Hamel
para R sobre Q.

Por ejemplo, obviamente no puede ser un conjunto conexo o localmente conexo:
.y subconjuntos tipicos? ;Puede una base de Hamel ser un conjunto de Bernstein
o al menos cada conjunto de Bernstein si contiene una base? En el teorema 3.7 de
[1] se muestra que una base de Hamel no puede ser un subconjunto o-compacto.
En este mismo espiritu tenemos una pregunta planteada por Tomek Bartosziniski y
sus coautores,

PROBLEMA 5.2 (Bartoszinski et. al.). ;Existe un espacio de Banach en el que todas
sus bases de Hamel sean magras?

Antes, teorema [2.5] se mostré que una base de Hamel para R no puede ser un
conjunto analitico, pero qué tal el complemento de uno o imagen continua de un
conjunto coanalitico (i.e. el complemento de un conjunto analitico):

PROBLEMA 5.3. [24] ;Puede una base de Hamel para R sobre Q ser un conjunto
coanalitico o una imagen continua de un conjunto coanalitico?

Como se ha mencionado antes, las familias independientes de subconjuntos de
numeros naturales, asi como las familias casi ajenas han resultado herramientas
combinatorias muy utiles para realizar diversas construcciones. En esta misma
nota hemos usado la primera clase de éstas familias para realizar construcciones
de conjuntos de vectores linealmente independientes. También Bartoszyriski y sus
coautores plantean como su cuarta pregunta abierta: ;Es cierto que todo espacio
de Banach de cardinalidad x admite una familia de 2" bases de Hamel que sean
casi ajenas? En este contexto, casi ajenas significa que la interseccién de dos de
esas bases tiene cardinalidad menor que k. En [8] se responde que no es decible
en ZFC; es decir, hay modelos en los que para todo x y todo espacio de Banach
de esa cardinalidad posee una familia de 2% bases de Hamel casi ajenas; también
hay modelos en los que para un s hay un espacio de Banach que no tiene una
familia grande de bases de Hamel casi ajenas. El concepto de casi ajeno puede ser
modificado con facilidad; por ejemplo, podriamos decir que dos bases de Hamel H
y Hy para un espacio X son casi independientes si la dimension de span(Hy N Hy)
es finita. Nosotros preguntamos:

PROBLEMA 5.4. Si X es un espacio de Banach de cardinalidad k, ;cudl es la min-
ima cardinalidad de una familia C-maximal de bases de Hamel casi independientes?

Terminaremos esta lista de preguntas con otra que es simple de plantear. En
el Corolario [3.5] hemos visto que si X es un espacio de Banach y H C X es una
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base de Hamel, entonces | X| = |H|. En la literatura hay varias maneras de realizar
la demostracién de esta propiedad; pero todas dependen de la completez y no se
sabe si el resultado sigue siendo vélido en una clase mas amplia de espacios. Méas
precisamente,

PROBLEMA 5.5. [8] Si H es una base de Hamel para un espacio vectorial de dimen-
sion infinita X que es separable y completo como espacio métrico; ;debe ser que
|H| =c?

Apéndice
Graficas completas no numerables

Presentaremos un resultado importante que se ha usado anteriormente para
establecer una equivalencia de CH (véase [2]). Aunque este resultado queda fuera
de nuestros intereses principales, creemos que es necesario incluirlo para completar
y dar por finalizado nuestro trabajo.

Primero daremos algunas definiciones.

Definicién A.6. Una grifica es un par ordenado G = (V, E) que comprende:

e V., un conjunto de vértices (también llamados nodos o puntos);

o EC {{z,y} | z,y €V yx #y}, un conjunto de aristas (también llamado
segmento), que son pares no ordenados de vértices (es decir, una arista
estd asociada con dos vértices distintos).

A su vez, una grifica G se dice completa si cada par de puntos de G estd conectado
por un unico segmento, y una subgrifica se dice conexa si para cada par de vértices
en ella existe un camino poligonal que los conecta. Dos segmentos {«, 5}, {v,0} € G
son consecutivos sia =yANLF#d 0o =0NaF7.

Definiciéon A.7. Un drbol T es una grifica conera que no contiene ciclos, equiva-
lentemente G se llama un drbol si no contiene ningin poligono cerrado.

Definicion A.8. Sea T un drbol, para cada S C T conexo y algin vértice fijo o
de un segmento en S, diremos que:

o {a, B} € S tiene grado 1 si « = as, y si ya hemos definido hasta el grado
n, entonces {a, B} € S tiene grado n+1 si existe v < « tal que {y,a} € S
tiene grado n y {a, B} no tiene ya asignado un grado menor o igual a n.

e De manera andloga, {a, B} € S tiene grado —1 si § = ay, y si ya hemos
definido hasta el grado —n, entonces {«, B} € S tiene grado —(n + 1) si
existe § < v < k tal que {B,v} € S tiene grado —n y {«, 5} no tiene ya
astgnado un grado mayor o igual a —n.

Usaremos la notacion deg(S, {«a, B}) para denotar el grado del segmento {a, S} con
respecto del subconjunto conexo S.

Teorema A.9 (Erdés-Kakutani). Una grifica completa G de niimero cardinal k (es
decir, el nimero cardinal de los vértices es k) puede ser separada en una cantidad
numerable de darboles si y solo st k < Ny,

DEMOSTRACION: El resultado es claro para graficas completas de cardinalidad a
lo més numerable, entonces sélo lo probaremos para la grafica completa de cardi-
nalidad w;. Primero probaremos que la grafica G completa de nimero cardinal Ny
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puede ser separada en una cantidad numerable de arboles. Podemos suponer que
G esta representada por un sistema de segmentos

G={{a,f}w<a<f<w}.

Para cualquier w < 8 < wj, tomemos una una funcién biyectiva fg : § = w y el
siguiente conjunto G, = {{c, 8} : fs(a) = n}, es claro que G = | J,,,, Gn. Ademés
para cada G,, y 8 < wi, existe un tnico a < § tal que {«, 8} € G,, (usando que
la funcién fz es biyectiva). También de esto se sigue que si ag es cualquiera de los
nodos de GG,,, entonces hay una sucesién finita g > a3 > -+ > ap = w de modo
que fo, ,(a;) =n, paral <i < k. Por lo tanto cada G,, es un subconjunto conexo
de G y asi un arbol.

Para el otro caso, tomemos G la grafica completa de nimero cardinal x y
G = U, co Tn, donde cada T}, es un arbol. Podemos suponer nuevamente que G
estd representada por un sistema de segmentos

G={{a,f} w<a<p <k}

Considere la descomposicion (no necesariamente numerable) de cada T;, en sus
componentes conexas, T, = U5 xTn(&); donde A es la cantidad de componentes
conexas de T,.

Definimos los siguientes conjuntos

T, (€) = {{e. B} : deg(T0(€), {v, B}) > 0},
T, (&) = {{e. B} : deg(T(€), {a. B}) < 0} .
Para esto notemos lo siguiente:

6.1 Cualquier par de segmentos consecutivos de la grafica 7,7 (£) son de la
forma: {a, 8}, {7,0} con a < B,v <y B # 6, ya que si existieran « # ~y
tal que {a, 8},{v,8} € S podriamos obtener caminos poligonales hacia
Qs y por tanto tener un poligono en S, lo que no es posible.

6.2 Cualquier par de segmentos consecutivos de la grafica T,, () son de la
forma: {«, 8}, {7,0} cona < B, v<dya#r.

Ahora definimos
r=Umie. 5= Une

E<A E<A

Asi obtenemos una descomposicion de T,, = T,F UT,, ", donde T,/ y T, cumplen las
observaciones y respectivamente.
De lo anterior obtenemos, G = {J, ¢, Tif UT,, .

Observamos que las siguientes observaciones se siguen de [6.1] y [6.2 respectiva-
mente.

6.3 Para cualquier o < k, existe un tnico 8 < « tal que {8,a} € T,
6.4 Para cualquier o < &, existe un unico a < 8 < & tal que {o, 8} € T, .

Tomando los siguientes conjuntos,
+_ + -_ -
= =71,
new new
Notamos que satisfacen claramente las siguientes condiciones:

6.5 Para cualquier o < k, el conjunto de todos los 3 < « tal que {8,a} € T
es numerable.



228 12. BASES DE HAMEL

6.6 Para cualquier « < k, el conjunto de todos los a < S tal que {«, 5} € T~
es numerable.

De esto se sigue facilmente por el mismo argumento que en ([28], p. 9) que el
nimero cardinal k£ de todos los puntos a < k, es como maximo N;. g
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