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Presentacion

Apreciado lector, el cuerpo académico de topologia y sus aplicaciones, de la Be-
nemérita Universidad Auténoma de Puebla, pone ante ti el décimo tercer volumen
de su serie de textos en topologiaﬂ Nuestra propuesta consiste en ofrecer un espacio
para difundir y generar conocimiento, con articulos expositivos y de investigacion
en topologia y temas afines, que pueden ser guia y motivaciéon para los estudiantes,
y de utilidad en la consulta para los especialistas.

Entre los diez capitulos que contiene este volumen se exponen temas de topolo-
gia general, de dindmica topolégica, de continuos e hiperespacios, y de categorias;
particularmente se expone un trabajo sobre conjuntos preabiertos; se presenta un
extenso tratado sobre las relaciones entre la teorfa de nimeros y la topologia; se tra-
tan diversos temas en sistemas dindmicos que incluyen funciones del tipo mezclante,
sistemas compacto transitivos, entropia y transitividad topolégica; se expone sobre
una funcién en continuos, cuyos valores son conjuntos, similar a la conocida funcién
de Jones; se presentan modelos geométricos de hiperespacios de arcos; y se discuten
herramientas de categorias para el estudio de la estructura de los topos. Resalta-
mos que estos trabajos de investigacion aportan a la generaciéon de conocimiento
resultados originales, o pruebas nuevas de resultados conocidos.

En esta entrega colaboran profesores, investigadores y estudiantes de las si-
guientes instituciones: Benemérita Universidad Auténoma de Puebla (BUAP-Puebla),
Instituto Tecnoloégico Auténomo de México (ITAM), Univesidad Auténoma de San Luis
Potosi (UASLP), Universidad Juarez Auténoma de Tabasco (UJAT), Universidad Nacio-
nal Auténoma de México (UNAM), Universidad del Papaloapan (UNPA) y Universidad
Tecnologica de la Mixteca (UTM).

Agradecemos a los autores por elegir nuestra publicaciéon para exponer sus trabajos,
y a los arbitros por el rigor y por el tiempo para revisarlos. Especialmente te agradecemos
a ti, que nos lees, por completar el enlace autor-arbitro-editor-lector.

Los editores
Diciembre de 2022

1L a serie inici6 en 2007; los primeros volimenes se denominan Topologia y sistemas dindmicos
1-1V, los siguientes Topologia y sus aplicaciones 1-8. Contacto de editores: jangoa@fcfm.buap.mx,
acontri@fcfm.buap.mx, escobedo@fcfm.buap.mx, mjlopez@fcfm.buap.mx
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Capitulo 1

Conjuntos preabiertos y algunos conceptos
relacionados

Armando Martinez Garcia, Manuel Ibarra Contreras
Benemérita Universidad Autdnoma de Puebla, Puebla, Mézico
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2.  Resultados generales| 3
[3. Conjuntos preabiertos, semiabiertos y o abiertos| 4
4. Espacios submaximales y conceptos cercanos| 14
5. B conjuntos y A conjuntos| 18
Bibliog 19

1. Introduccién

En este capitulo se da una introducciéon a los conceptos de conjuntos preabier-
to, semiabierto, a abierto y localmente cerrado y algunas de las relaciones cercanas
que existen con los conjuntos abiertos. En la seccién 2 se dan los resultados basicos
generales que son necesarios a lo largo de este trabajo; en la secciéon 3 se dan las
definiciones de los conjuntos que dan nombre al capitulo asi como algunas pro-
piedades que satisfacen estos conjuntos; en la seccién 4 se veran algunas clases de
espacios que se usan en algunas variaciones del concepto de continuidad y se prue-
ban algunas equivalencias de estas empleando los conjuntos vistos en la seccion 3.
Finalmente, en la seccién 5 se ven algunas relaciones entre los conjuntos que alli se
definen y los conjuntos abiertos.

2. Resultados generales

En esta seccién daremos las definiciones y resultados generales que ocuparemos
en este capitulo. Si el lector quiere encontrar informaciéon mas detallada y completa
acerca de los conceptos que se definen aqui, puede consultar [3] o [6].

Dado (X, 7) un espacio topologico y A C X denotaremos con X \ A (o A€
cuando no haya lugar a confusion y sea mas facil de leer), Intx(A) y clx(A) el
complemento, interior y la cerradura de A en X, respectivamente. Recordemos
también que D C X es denso en X si todo abierto no vacio tiene interseccién no
vacia con D, y que D es nada denso si X \ clx(D) es denso en X.

En la siguiente observacién se resumen propiedades elementales y muy conoci-
das de estos conceptos.

Observacion 2.1. Si (X, 7) es un espacio topoldgico y A, F, D C X, entonces

1. [Tltx(A) C A.
2. AC Clx(A)
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3. A=1Intx(A) siy sdlo si A es un conjunto abierto de X.

4. A=clx(A) siy sdlo si A es un conjunto cerrado de X.

5. SiU C X es un conjunto abierto tal que U C A, entonces U C Intx(A).
6. Si I C X es un conjunto cerrado tal que A C F, entonces clx(A) C F.
7. D es un conjunto denso de X si clx(D) = X.

8. D es un conjunto nada denso de X si Intx|clx(D)] = 0.

Lema 2.2. Si (X,7) es un espacio topoldgico y A C X, entonces Intx(A) =
[elx (A°)]°.

Lema 2.3. Si (X, 7) es un espacio topolégico y D C X, entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes

1. D es un conjunto denso de X.
2. Para todo conjunto abierto no vacio U C X, clx(U) = clx(UN D).

Lema 2.4. Si (X, 7) es un espacio topoldgico y D C X, entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes

1. D es un conjunto nada denso de X.
2. Para todo conjunto abierto U C X, existe un conjunto abierto W C U tal
que WN D =0.

Del Lema [2.4] tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.5. Si (X, 7) es un espacio topoldgico, entonces las siguientes afirma-
ciones se satisfacen.

1. 5i O C X un conjunto abierto, entonces clx(0O)\ O es un conjunto nada
denso de X.

2. 51 A C X es un conjunto nada denso y B C A, entonces B es un conjunto
nada denso de X.

Lema 2.6. Si (X,7) es un espacio topolégico y A C X, entonces las siguientes
afirmaciones se satisfacen.

1. I’I’th[clx(A)] = Intx[ch(Im‘X[ch(A)])].

2. ch[IntX(A)] = ch[IntX(ch[IntX(A)])].

Definicién 2.7. Si (X, 7) es un espacio topoldgico y A C X, entonces

1. A es un abierto regular si A = Intx[clx(A)].
2. A es un cerrado regular si A = clx[Intx(A)].

Del Lema [2.6]y la Definicion [2.7] tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.8. Si (X, 7) es un espacio topoldgico y A C X, entonces

1. Si A es un conjunto abierto, entonces clx(A) es un cerrado regular.
2. Si A es un conjunto cerrado, entonces Intx(A) es un abierto reqular.

3. Conjuntos preabiertos, semiabiertos y «a abiertos

Los conceptos de conjunto preabierto, conjunto semiabierto y conjunto « abier-
to fueron formulados por Mashhour et. al. en [14], Levine en [13] y Njasted en [15],
respectivamente, mientras que Ganster y Reilly, en [8] usaron el concepto de conjun-
to localmente cerrado para estudiar algunas nociones generalizadas de continuidad
aunque ellos mencionan que este concepto estaba implicito en [12]; aqui usaremos
la definicién de Bourbaki dada en [1] al igual que Ganster y Reilly.
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Definicién 3.1. Si (X, 7) es un espacio topoldgico y A C X, entonces diremos que

1. A es un conjunto preabierto si A C Intx[clx(A)].

2. A es un conjunto semiabierto si A C clx[Intx(A)].

3. A es un conjunto o abierto si A C Intx (clx[Intx(A)]).

4. A es un conjunto localmente cerrado si existen un conjunto abierto U C X
y un conjunto cerrado F' C X tales que A=UNEF.

Observacion 3.2. No es dificil probar que que si A C X es un conjunto abierto,
entonces A es conjunto preabierto, semiabierto y « abierto. Asi tambien, si D C X
es un conjunto denso en X, entonces D es un conjunto preabierto.

Para simplificar la escritura de las propiedades que estudiamos a continuacion
vamos a convenir en lo siguiente para cualquier espacio topolégico (X, 7):

PO(X,7) ={A C X : A es un conjunto preabierto},

SO(X,7) ={A C X : A es un conjunto semiabierto},

Ta = {A C X : A es un conjunto « abierto}.

Ya con esta convencién enunciamos nuestro primer lema.

Lema 3.3. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y A C X.

1. Si Aer,, entonces A € PO(X, ).

2. Si Aer,, entonces A € SO(X,T).

3. 851 Ae PO(X,7)NSO(X, ), entonces A € 7.

4. St A e POX,7) yU C X es un conjunto abierto, entonces U N A €
PO(X,T).

5. 51 A e SOX,7) yU C X es un conjunto abierto, entonces U N A €
SO(X, ).

DEMOSTRACION: 1) Sea A € 7,, entonces A C Intx (clx[Intx(A)]).
Como Intx(A) C A, entonces clx[Intx(A)] C clx(A) de donde se sigue que
IntX(ch[IntX(A)]) C IntX[ch(A)],
entonces A C Intx[clx (A)].

Por lo tanto A € PO(X, 7).

2) Sea A € 7,, entonces A C Intx (clx[Intx(A)]).

Dado que

Intx(clx[Intx(A)]) Cclx[Intx(A)] y A C Intx(clx[Intx(A4)]),
entonces A C clx[Intx(A)].

Por lo tanto A € SO(X, 7).

3) Sea A € PO(X,7) N SO(X,7), entonces A € SO(X,7) es decir A C
clx[Intx(A)] lo cual implica que Intx[clx (A)] C Intx(clx[Intx(A)]) y como A €
PO(X, 1) entonces A C Intx[clx(A)], de donde se sigue que A C Intx (clx[Intx(A)]).

Por lo tanto A € 7.

4) Sean A € PO(X,7) y U C X es un conjunto abierto.

Como UNA C Undx(A) C cx(UnN A), entonces Intx(U N clx(A)) C
Intx(clx(UNA))y

Intx(U N Clx(A)) = I’ntx(U) N I’I’th[Clx(A)] =UnN Intx[ch(A)].
Y dado que A C Intx[clx(A)], entonces
UNAC Uﬂ]ntx[ch(A)] C Intx(UﬁClx(A)) C Intx(ch(UﬁA)).
Por lo tanto, UN A € PO(X, 7).
5) Sean A € SO(X,7) y U C X es un conjunto abierto.
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Como A € SO(X, 1), entonces A C clx[Intx(A)], de donde se sigue que,
UNAC Uﬂch[IntX(A)] C Clx(UﬂIntx(A)) C Clx(fntx[Uﬂ (A)]),

lo cual implica que UN A C clx(Intx[U N (A)]).
Por lo tanto U N A € SO(X, 7). O

De los incisos 1, 2 y 3 del Lema [3.3] tenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.4. Si (X,7) es un espacio topoldgico y A C X, entonces son equiva-
lentes las siguientes afirmaciones:

1. AeT,.
2. Ae PO(X,7)NSO(X,T).

Corolario 3.5. Si (X, 7) es un espacio topoldgico, entonces las siguientes afirma-
ciones se satisfacen:

1. 7T C 1,.

2. SiU C X es un conjunto abierto y A € 14, entonces U N A € 1.

DEMOSTRACION: 1) Si U C X un conjunto abierto, entonces por la Observacion 2,
se sigue que U € PO(X,7)NSO(X,7) de donde aplicando el Corolario se tiene
que U € 7,.

Por lo tanto 7 C 7,.

2)SiU C X esun conjunto abiertoy A € 7,, entonces A C Intx|[clx (Intx(A))]
de donde se sigue que

UNAcUn Im‘X[ch(IntX(A))] = Intx(U n Clx(I’l’th(A))) C
Intx [Clx(fntx(U n A))]

de donde se sigue que UN A C Intx[clx(Intx (U N A))].

Por lo tanto UN A € 7,. O

Teorema 3.6. Si (X, 7) es un espacio topolégico y A C X, entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. AeT,.

2. Existe un conjunto abierto U C X tal que U C A C Intx[clx(U)].

3. Ezisten un conjunto abierto U C X y un conjunto nada denso N C X tales
que A=U\N.

DEMOSTRACION: 1) implica 2). Si A € 7, entonces A C Intx|[clx(Intx(A))]. Si
consideramos U = Intx (A), es claro que
UcC Ay que Intx[clx(U)] = Intx[clx(Intx (A))],

de donde se sigue que A C Intx[clx(U)].

Por lo tanto U C A C Intx[clx(U)].

2) implica 1). Supongamos que existe un conjunto abierto U C X tal que
UcCAC Intx[cx(U)]. Como U C A, entonces U C Intx(A) lo cual implica que

AC Ime[ch(U)] C IntX[ch(IntX(A))].

Por lo tanto A € 7,.
1) implica 3). Si A € 7,, entonces A C Intx|[clx(Intx(A))], y es claro que

)
A= Intx[clx(Intx(A))]\ (Intx[clx(Intx(A))]\ A).
Definamos U = Intx[clx (Intx(A))] y N = Intx[clx(Intx(A))] \ A y dado que
Intx(A) CAC Intx[ch(IntX(A))] C Clx(ITth(A))



3. CONJUNTOS PREABIERTOS, SEMIABIERTOS Y o ABIERTOS 7

se sigue que Intx[clx(Intx(A))]\ A C clx(Intx(A))\ Intx(A).
Si O = Intx(A), entonces

Clx(Intx(A)) \IntX(A) = Clx(O) \O

y, del Corolario se tiene que clx(O) \ O es un conjunto nada denso en X y
como N C clx(0) \ O aplicando una vez més Corolario se tiene que que N es
un conjunto nada denso.

Por lo tanto, existe un conjunto abierto U C X y un conjunto nada denso
N C X tales que A=U\ N.

3) implica 1). Supongamos que existe un conjunto abierto U C X y un conjunto
nada denso N C X tales que A =U\ N.

Es suficiente observar que U C clx[Intx(U)] y que A C U; de aqui se sigue
que A C U C Intx[clx(Intx(A))]. Por lo tanto A € 7,. O

Lema 3.7. Si (X,7) es un espacio topoldgico y A C X, entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes

1. Ae SO(X,T1).

2. Clx(A) = Clx[Intx(A)}.

DEMOSTRACION: 1) implica 2). Si A € SO(X, 1), entonces A C clx[Intx(A)] lo
cual implica que

Clx(A) C Clx(ClX[Intx<A)]) = ch[Ime(A)]

de donde se sigue que clx(A) C clx[Intx(A)].

Ahora, como Intx(A) C A, se tiene que clx[Intx(A)] C clx(A) y, por lo tanto,
Clx(A) = Clx[lntx(A)].

2)implica 1). Supongamos que clx(A) = clx[Intx(A)]. Como A C clx(A) y
cx(A) = clx[Intx(A)], entonces A C clx[Intx(A)].

Por lo tanto A € SO(X, 7). O

Lema 3.8. Si (X,7) es un espacio topoldgico y A C X, entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. Ae SO(X,T).

2. Para todo conjunto denso D C X, clx(A) = clx(AN D).

DEMOSTRACION: 1) implica 2). Sean A € SO(X,7) y D C X un conjunto denso.
Es claro que AN D C A de donde se sigue que clx (AN D) C clx(A).

Ahora, como Intx(A) es un conjunto abierto y D es denso, entonces del Lema
[2:3] se sigue que
clx[Intx(A)] = clx[Intx(A)ND]y dado que Intx(A) C Ay clx(A) = clx[Intx(A)]
tenemos que

Clx(A) = Clx[Intx(A)] = Clx[ITth(A) n D] - Clx(A N D)

de donde se sigue que clx(A) C clx (AN D).

Por lo tanto clx(A) = clx (AN D).

2) implica 1). Sea A € SO(X,T) y supongamos que para todo conjunto denso
DcCX, Clx(A) = Clx(AﬂD).

Si definimos D = (X \ A) U Intx(A) es claro que D es un conjunto denso en
X, lo cual implica que

Clx(A) = ch(AO D) = Clx(A N (X \ A) U Intx(A)) = Clx[ITth(A)]



8 1. CONJUNTOS PREABIERTOS ...

y de aqui se sigue que clx (A) = clx[Intx(A)] lo cual implica que A C clx[Intx (A)].
Por lo tanto A € SO(X, 7). O

Teorema 3.9. Si (X, 7) es un espacio topolégico y A C X, entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. Ae SO(X,T1).

2. Existe un conjunto abierto U C X tal que U C A C clx(U).

DEMOSTRACION: 1) implica 2). Si A € SO(X, 1), entonces A C clx[Intx(A)]. Si
definimos U = Intx(A), obtenemos que
UcAcCcdx(U).

2) implica 1) Sean A C X y U C X un conjunto abierto tales que U C A C clx(U).

Supongamos que A ¢ clx[Intx(A)], entonces existe z € A tal que x ¢
clx[Intx(A)] lo cual implica que existe un conjunto abierto W C X tal que

xeWyWnlintx(A) =0,

de donde se sigue que WNU = (.

Ahora, como z € Ay A C clx(U), entonces = € clx(U) lo cual implica que

W NU # ), lo que es una contradiccion.
Por lo tanto A € SO(X, 7). O

Teorema 3.10. Si A € SO(X, 1), entonces ezisten un conjunto abierto U C X y
un conjunto nada denso B C X tales que

1. A=UUB.
2. UNB=0.

DEMOSTRACION: Como A € SO(X, 1), por el Teorema existe un conjunto
abierto U C X tal que U C A C clx(U), de donde se sigue que A\U C (clx(U)\U).
Si definimos B = A\ U, es claro que 1. y 2. se satisfacen y, por el Corolario
(clx(U)\ U) es nada denso, y como B C (clx(U) \ U), entonces B es nada denso.
(Il

Lema 3.11. Si (X, 7) es un espacio topoldgico, entonces las siguientes afirmaciones
se satisfacen:

1. SiAe SO(X,7) y A+#0, entonces Intx(A) # 0.

2. Si A; € SO(X, ) para todo i € I, entonces U{A; : 1 € I} € SO(X, 7).

3. Si{x} € SO(X,7), entonces {x} es un conjunto abierto.

DEMOSTRACION: 1). Sea A € SO(X,7) con A # 0.

Si Intx(A) = 0, entonces clx[Intx(A)] =0 y como A € SO(X, ), entonces
A C cdx[Intx(A)] de donde se sigue que A = ) lo cual no puede ser.

Por lo tanto Intx(A) # 0.

2). Supongamos que para todo i € I, A; € SO(X, 7). Como A; C U{A; :i € I},
se sigue que Intx(A;) C Intx(U{A; : i € I'}) lo cual implica que clx[Intx(A4;)] C
clx[Intx(U{A; : i € I})] de donde obtenemos que

Welx[Intx(A;)] i€ I} Celx[Intx(U{4; i€ I})].
Ahora, como A; € SO(X,7) para todo i € I, entonces A; C clx[Intx(4;)] para
todo i € I lo cual implica que U{A; : i € I} C U{clx[Intx(A4;)] : i € I} de donde
se sigue que
U{4; :i eI} Cdx[Intx(U{A; i€ I})].
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Por lo tanto U{A; : i € I} € SO(X, 7).

3). Como {z} € SO(X, 1), por el inciso 1., Intx({z}) # 0 lo cual implica que
existe un conjunto abierto U C X tal que © € U C {z}. Por lo tanto, {z} es un
conjunto abierto. [

Teorema 3.12. Si (X, 7) es un espacio topoldgico, entonces las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

1. Aer,.

2. Para todo B € SO(X, 1), ANB € SO(X, 7).

DEMOSTRACION: 1) implica 2). Sean A € 7, y B € SO(X, 7).

Siz e AN B, entonces x € A C Intx(clx(Intx(A)))y z € B C clx(Intx(B))
de donde se sigue que existe un conjunto abierto U C X tal que x € U. Como
x € Ay A € 74, entonces © € Intx[clx(Intx(A))] de donde se sigue que x €
UnlIntxlcx(Intx(A))] y dado que 2 € By B € SO(X,7) se tiene que = €
clx (Int(B)) lo cual implica que

(U N Intx[clx(Intx(A))]) N Intx(B) # 0.
Sea V = (UNIntx|clx(Intx(A))])NIntx(B) # 0. Dado que Intx|[clx(Intx(A))] C
clx(Intx(A)), entonces V C clx (Intx(A)) de donde se tiene que VN Intx(A) # 0
y, como A C Intx[clx(Intx(A))] se sigue que Intx(A) C Intx|clx(Intx(A))] lo
cual implica que

VNintx(A) =[(UNIntx(B)]NIntx(A)
de donde se sigue que ) # U N (Intx(A) N Intx(B)) = U N Intx(AN B) lo cual
implica que

S Clx[Intx(A n B)]

Por lo tanto AN B € SO(X, 7).

2) implica 1). Sea A C X. Como X € SO(X,7), entonces AN X € SO(X, ),
es decir, A € SO(X, 7).

Supongamos que existe x € AN(Intx[clx (Intx(A))])¢ysea B = [clx (Intx(A))]°,
entonces x € clx(B).

Probemos que {z} UB € SO(X, 7). Seay € ({z}UB) y supongamos que existe
un conjunto abierto

WcXtalqueyeWyWnintx({z} UB)=0.
Como W N Intx({z} U B) = 0, entonces Intx({z} U B) C W¢ de donde se sigue
que clx[Intx({z} UB)] C W€y, como B = Intx(B) C Intx({z} U B), entonces
Clx(B) c We.

Como z € clx(B) se sigue que ({x} UB) C clx(B) C W€ lo cual implica que
y € W€ y esto no puede ser.

Por lo tanto {} U B € SO(X, 1) de donde por hipotesis se sigue que

ANn({z}UB) e SO(X,T1)
y dado que AN ({z} U B) = {z}, entonces {z} € SO(X,7) y, por el Lema [3.11] se
tiene que {z} es un conjunto abierto lo cual implica que x € Intx|[clx(Intx(A))]
que es una contradiccion.

Por lo tanto si € A, entonces = € Intx[clx(Intx(A))].

Concluimos que A € 7,. (]

Teorema 3.13. Si (X, 1) es un espacio topoldgico con SO(X,T) # 14, entonces
existe un conjunto abierto U C X tal que clx(U) no es un conjunto abierto.
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DEMOSTRACION: Como SO(X,T) # 74, por el Lema se sigue que existe un
conjunto A € SO(X, 1) tal que A ¢ 7,, lo cual implica que A C cx[Intx(A)] y
A §Z IntX(ch[IntX(A)]).

Si definimos U = Intx(A), U es un conjunto abierto y si ¢lx (U) fuese un con-
junto abierto, entonces clx (U) = Intx|[clx (U)] de donde se sigue que clx (Intx(A4)) =
Intx[clx(Intx(A))] lo cual implica que A C Intx[clx(Intx(A))] que es una con-
tradiccion.

Por lo tanto ¢lx (U) no es un conjunto abierto. O

Teorema 3.14. Si (X, 7) es un espacio topoldgico tal que para todo A, B € SO(X, 1),
ANB e SO(X, ), entonces para todo conjunto abierto U C X, clx(U) es un con-
junto abierto.

DEMOSTRACION: Sea (X, 7) un espacio topologico tal que para todo A, B € SO(X, 1),
ANB e SO(X,7) y supongamos que existe un conjunto abierto U C X tal que
clx (U) no es un conjunto abierto.

Como clx (U) no es un conjunto abierto, entonces existe zg € clx (U)\Intx[clx(U)].

Definamos los conjuntos

A={zo} Ulntx[clx(U)] y B = [Intx[clx(U)]]°.

Como A = {zo} U Intx[clx (U)], entonces

I’ntx(A) = I’ntx({xo} U I’I’th[clx(U)]) B} Intx({l‘o}) U Intx[ch(U)]) D)

Intx|[clx(U)])

de donde se sigue que clx (Intx(A)) D clx(Intx[clx(U)])) y como U es un conjunto
abierto, entonces del Corolario[2.8y Definicién 2.7 tenemos que clx (Intx [clx (U)]) =
clx (U) por lo tanto clx (Intx(A)) D clx(U).

Ahora como Intx[clx(U)] C clx(U) y x¢ € clx(U), entonces

{zo} UIntx[clx(U)] C cx(U)

de donde se sigue que clx[Intx(A)] C clx(U).

Por lo tanto

Clx(_[’ntx(A)) = Clx(U)
En forma similar podemos ver que
cx(Intx(B)) = [Intx[clx (U)]]c U Fr(U)
de donde se sigue que
AC Clx(Intx(A)) y B C Clx(Intx(B))

de tal manera que A, B € SO(X, 7).

Es claro que ANB = {x¢} y como zq € clx(U)\Intx[clx(U)] se tiene que {z¢}
no es un conjunto abierto. Por lo tanto, del Lema[3.11] se sigue que {zo} ¢ SO(X, 1)
lo cual implica que AN B ¢ SO(X) que no puede ser.

Por lo tanto para todo conjunto abierto U C X, ¢lx (U) es un conjunto abierto.
O

Lema 3.15. Si (X, 7) es un espacio topoldgico, entonces para cada x € X se satisfa-
ce una y sélo una de las siguientes afirmaciones {x} € PO(X,7) o Intx[clx ({z})] =

0.

DEMOSTRACION: Si x € X es tal que Intx|[clx({z})] # 0, entonces existe y €
Intx[clx({z})] lo cual implica que existe un conjunto abierto U C X tal que
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y €U Cclx({z}) asi que x € U de donde se sigue que x € U C clx({z}), es decir,
{z} C Intx[clx({z})]
Por lo tanto {z} € PO(X, 7). O
Observemos que si {z} ¢ PO(X, 1), entonces Intx[clx({z})] # 0.

Lema 3.16. Sea (X, 7) un espacio topoldgico.

1. Si A e PO(X,7), entonces clx(A) = clx[Intx(clx(A))].
2. 81 A; € PO(X,T) para todo i € I, entonces U{A; :i € I} € PO(X, ).

DEMOSTRACION: 1). Si A € PO(X,7), entonces A C Intx(clx(A)) de donde
clx(A) Celx[Intx(clx(A))] y como Intx(clx(A)) C clx(A), tenemos que

clx [IntX(ch(A))] C Clx(A)

de donde se sigue que clx(A) = clx[Intx(clx(A))].

2). Sean A; € PO(X,7) para todo ¢ € I. Como A; C U{A; : i € I}, en-
tonces clx(A;) C clx(U{A4; : i € I}), de donde se sigue que Intx[clx(A;)] C
Intx[clx(U{4; : i € I})] lo cual implica que

U{Intx[clx(A;)] 11 € I} C Intx[clx (U{4; 11 € I})]
y dado que A; € PO(X, ) para todo ¢ € I, entonces A; C Intx[clx(A;)] lo cual
implica que U{4; : i € I} C U{Intx|[clx(A;)] : i € I}, de donde se sigue que
U{4; :i €I} C Intx[cdx(U{A;: i€ I})].
Por lo tanto U{4; : i € I} € PO(X,T). O

Lema 3.17. Si (X, 7) es un espacio topoldgico y A C X, entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. Ae PO(X,T).

2. Eziste un conjunto abierto U C X tal que A C U C clx(A).

DEMOSTRACION: 1) implica 2). Si A € PO(X,T), entonces A C Intx[clx(A)]. Si
U = Intx|clx(A)], como clx(A) = clx (Intx[clx(A)]), entonces A C U C clx(A).

2) implica 1). Supongamos que existe un conjunto abierto U C X tal que
ACUCeclx(A).

Como U C clx(A) y U es un conjunto abierto, entonces U C Intx[clx(A4)] C
clx (A), de donde se sigue que A C Intx[clx(A)].

Por lo tanto A € PO(X, 7). O

Lema 3.18. Si (X, 7) es un espacio topoldgico, A € PO(X,7), G = Intx[clx(4)]
y D= (X\G)UA, entonces

1. Clx(A) = Clx(G),

2. G es un abierto regular,

3. D es un conjunto denso en X y
4. A=GnNnD.

DEMOSTRACION: 1) Sean A € PO(X,7) y G = Intx[clx(A)], entonces A C G de
donde se sigue que clx(A) C clx(G).

Ahora sean z € clx(G) y U C X un conjunto abierto tal que = € U, entonces
UNG # ( lo cual implica que existe y € U N Intx|[clx(A)] de donde se sigue que
yeUnNcdx(A), es decir UN A # 0, con lo cual tenemos que clx(G) C clx(A).

Por lo tanto clx(A) = clx (G).

2) Se sigue del Lema [2.6]

3) Como
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dx(D)=cdx[(X\G)UA]=cx(X\G)Ucx(A) =cx(X\G)Udx(G) =X,
D es denso en X.

4) Como AC Gy AC D, entonces A C GND y es claro que GND C A.
Por lo tanto A =GN D. O

Teorema 3.19. Si (X,7) es un espacio topoldgico y A C X, entonces son equiva-
lentes las siguientes afirmaciones:

1. Ae PO(X,T).

2. Euwiste un abierto reqular G C X tal que A C G y clx(A) = clx (G).

3. Existen un abierto reqgular G C X y un conjunto denso D C X tales que

A=GnND.
4. Ezisten un conjunto abierto G C X y un conjunto denso D C X tales que
A=GnND.

DEMOSTRACION: 1) implica 2). Se sigue de los incisos 1 y 2 del Lema [3.18

2) implica 3). Se sigue de los incisos 2 y 3 del Lema

3) implica 4). Inmediato.

4) implica 1). Supongamos que A = GN D con G C X un conjunto abierto y
D C X un conjunto denso. Por el Lema [2.3] tenemos que clx (G N D) = clx(G) de
donde se sigue que clx(A) = clx(G) lo cual implica que G C clx(A) y dado que
G es un conjunto abierto tenemos que G C Intx|clx(A)] y de aqui se sigue que
AC I’I’th[Clx(A)].

Por lo tanto A € PO(X, 7). O

Del Teorema [3.19|incisos 1 y 4 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.20. Si (X, 7) es un espacio topoldgico y A C X, entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
1. Ae PO(X,T).
2. Ezisten un conjunto abierto G C X y un conjunto denso D C X tales que
A=GnND.

Corolario 3.21. Si (X,7) es un espacio topoldgico, entonces las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

1. PO(X,T) es topologia.

2. Para cualesquiera conjuntos densos D1,Dy C X, D1 N Dy € PO(X, 7).

DEMOSTRACION: 1) implica 2) Sean D, Dy C X conjuntos densos de la Observa-
cion se sigue que D1, Dy € PO(X, 1) lo cual implica que D; N Dy € PO(X, 7).

2) implica 1) Es claro que 0, X € PO(X,7) ademas si A, B € PO(X,7), enton-
ces AUB € PO(X, ) ya que como A, B € PO(X, ), entonces A C Intx[clx(A)],
B C Intx|clx(B)] y dado que

Intxclx(A)] C Intx[clx(AUB)] y Intx[clx(B)] C Intx[clx (AU B)]

se sigue que AU B C Intx[clx (AU B)] de donde podemos concluir que PO(X, 7)
es cerrado bajo uniones.

Ahora como A, B € PO(X, ), entonces del Teorema se sigue que existen

Conjuntos abiertos Uy, Us y conjuntos densos Dy, Dy tales que A = Uy N Dy y
B = Us N Dy de donde

AN B = (U,NUy) N (Dy N Dy)
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y dado que Uy NUs es un conjunto abierto y D N Dy € PO(X, 1) aplicando el
Lema podemos asegurar que AN B € PO(X,7) lo cual implica que PO(X, 1)
es topologia. (]

Teorema 3.22. Si (X, 7) es un espacio topoldgico, entonces las siguientes afirma-
ciones son equivalentes

1. Para todo A € PO(X,7), A es un conjunto abierto.
2. Para todo conjunto denso D C X, D es un conjunto abierto.

DEMOSTRACION: 1) implica 2). Supongamos que para todo A € PO(X,7), A es un
conjunto abierto y sea D C X un conjunto denso. De la Observacion tenemos
que D € PO(X, ). Por lo tanto, D es un conjunto abierto.

2) implica 1). Supongamos que para todo conjunto denso D C X, D es un
conjunto abierto y sea A € PO(X, 7). Del Corolario existen un conjunto
abierto U C X y un conjunto denso D C X tales que A = U N D. Como D es un
conjunto denso, entonces D es un conjunto abierto. Por lo tanto A es un conjunto
abierto. |

Del Teorema tenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.23. Si (X,7) es un espacio topoldgico tal todo conjunto denso es un
conjunto abierto, entonces PO(X,7) = 7.

Teorema 3.24. Si (X, 7) es un espacio topoldgico, entonces las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

1. Para todo conjunto A C X, A € PO(X,T).
2. Para todo conjunto abierto U C X, U es un conjunto cerrado.

DEMOSTRACION: 1) implica 2). Sea U C X es un conjunto abierto, entonces X \U =
cdx (X \U) C X, de donde por hipotesis se sigue que clx(X \ U) € PO(X,71),
entonces

Clx(X\U) C I’I’LtX[Clx[Clx(X\U)H = Intx[ch(X\U)] = Intx(X\U)

de donde se sigue que X \U C Intx(X\U) lo cual implica que X\U = Intx (X \U).
Por lo tanto U es un conjunto cerrado.

2) implica 1). Supongamos que para todo conjunto abierto U C X, U es un
conjunto cerrado y sea A C X. Como X \ ¢lx(A) es un conjunto abierto, entonces
X \ elx(A) es un conjunto cerrado de donde se sigue que

X\Clx(A) = Clx(X\Clx(A)) = X\IntX[ch(A)]

lo cual implica que clx(A) = Intx[clx(A)] y asi tenemos que A C Intx[clx(A)].
Por lo tanto A € PO(X, 7). O

Lema 3.25. Si (X,7) es un espacio topoldgico y S C X, entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

. S es un conjunto localmente cerrado.

. Existe un conjunto abierto U C X tal que S =U Nclx(9).
cx(S)\'S es un conjunto cerrado.

. SU(X \ dx(S)) es un conjunto abierto.

.S CIntx(SUX \ dx(9)).

Grds o o M~
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DEMOSTRACION: 1) implica 2). Si S es un conjunto localmente cerrado, entonces
por Definicion 3. existen un conjunto abierto U C X y un conjunto cerrado F C X
tales que S = U N F, de donde se sigue que S CU y S C F.

Dado que F es un conjunto cerrado y S C F se sigue que S C clX(S) C F,
entonces

S=UNScUndx(S)cUNF=S-5.

Por lo tanto S = U Nclx(9).

2) implica 3). Supongamos que existe un conjunto abierto U C X tal que
S =UnNclx(9), entonces S es un conjunto abierto en clx(S) lo cual implica que
clx (S)\ S es un conjunto cerrado en clx (S) y, como clx(S) es un conjunto cerrado
en X, entonces clx(S) \ S es un conjunto cerrado en X.

3) implica 4). Supongamos que clx (S)\ S es un conjunto cerrado en X, entonces
X\ (cIx(S)\ S) es un conjunto abierto y, como

X\ (clx(5)\ §) = (X \elx(5) U (X NS) = (X \cx(5)US,

obtenemos que (X \ clx(S))US es un conjunto abierto.

4) implica 5). Supongamos que (X \ ¢lx(S)) U S es un conjunto abierto. Es
claro que S C (X \ clx(S))U S y como (X \ ¢lx(S)) US es un conjunto abierto,
entonces

(X \cdx(S)US =1Intx[(X\cx(S))US].
Por lo tanto S C Intx[(X \ clx(S)) U S].
5) implica 1). Supongamos que S C Intx[(X \ clx(S)) U S], entonces
S=58Ncx(S) CIntx[(X\clx(S)USNelx(S)=5.
de donde se sigue que S = Intx[(X \ clx(S)) U S]Neclx(S). Por lo tanto S es un
conjunto localmente cerrado. (I

4., Espacios submaximales y conceptos cercanos

El concepto de espacio submaximal fue introducido por Bourbaki en [1I] y parece
ser que una de las razones para considerar esta clase de espacios es el estudio de los
espacios maximales. Los espacios extremadamente disconexos fueron definidos por
M. H. Stone en [22] y, segun T. Noiri, los espacios hiperconexos o irreducibles se
definieron en [21]. En [11] es donde por primera vez se definen los espacios puerta.

Definicién 4.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Diremos que

1. (X,7) es un espacio submazimal si todo conjunto denso es un conjunto
abierto en X.

2. (X, 1) es un espacio es localmente indiscreto si todo conjunto abierto es un
conjunto cerrado en X.

3. (X, 7) es un espacio extremadamente disconexo si para todo conjunto abier-
toU CX, cx(U) er.

4. (X, 7) es un espacio hiperconezxo si para todo conjunto abierto V.C X, con
V #£0,V es un conjunto denso.

5. (X, 7) es un espacio puerta si para todo conjunto A C X, A es un conjunto
abierto o cerrado en X.

Teorema 4.2. Si (X,7) es un espacio submazimal, entonces todo conjunto A €
PO(X, 1) es un conjunto abierto de X.

DEMOSTRACION: Se sigue del Teorema [3.22 O
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Corolario 4.3. Si (X, 7) es un espacio submazimal, entonces para todo A, Ay €
PO(X,71), A1NAy € PO(X,T).

DEMOSTRACION: Se sigue del Corolario ([

Corolario 4.4. Si (X, 1) es un espacio submazimal, entonces PO(X,T) es una
topologia sobre X .

DEMOSTRACION: Se sigue del Corolario O

Teorema 4.5. Si (X, 7) es un espacio topoldgico, las siguientes afirmaciones son
equivalentes.

1. (X,7) es un espacio submazimal.
2. Para todo conjunto A C X, A es un conjunto localmente cerrado.

DEMOSTRACION: 2) implica 1). Supongamos que para todo conjunto A C X, A es
un conjunto localmente cerrado. Si D C X es un conjunto denso, entonces D es un
conjunto localmente cerrado. Si aplicamos el Lema[3.25] existe un conjunto abierto
U C X tal que D =U Ndclx (D). De aqui se tiene que

D=Undx(D)=UNX=U.

Por lo tanto D es un conjunto abierto.

1) implica 2). Supongamos que X es un espacio submaximal y sea A C X y
definamos D = (X \ clx (A)) U A. Es facil ver que D es un conjunto denso y, por lo
tanto, un conjunto abierto; ademés:

A= Dﬂch(A).

Por lo tanto A es un conjunto localmente cerrado. O

Es claro que si todo subconjunto S de (X, 7) satisface cualquiera de las condi-
ciones del Lema [3.25] entonces (X, 7) es un espacio submaximal.

Teorema 4.6. Sea (X,7) un espacio topoldgico. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes.

1. X es un espacio localmente indiscreto.

2. Para todo A C X, A€ PO(X,T).

3. Para todo x € X, {z} € PO(X,T).

4. Para todo conjunto cerrado F C X, F € PO(X, ).

DEMOSTRACION: 1) si y solo si 2) se sigue del Teorema

2) siy solo si 3) se sigue del Lema y 2) implica 4) es inmediato.

4) implica 2). Supongamos que para todo conjunto cerrado F' C X, F €
PO(X,7) y sea A C X. Por hipotesis clx(4) € PO(X,7) de donde clx(A4) C
Intxclx[clx (A)]] = Intx[clx (A)] lo cual implica que clx(A) C Intx[clx(A)] y de
aqui que A C Intx|clx(A)]. Por lo tanto para todo A C X, A € PO(X, 7). O

Teorema 4.7. Si (X,7) es un espacio topoldgico, entonces las siguientes afirma-
ciones son equivalentes.

1. Para todo B C X tal que B = clx[Intx(B)], B € PO(X,T).
2. Para todo B € SO(X,T), B € PO(X,T).
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DEMOSTRACION: 1) implica 2). Supongamos que para todo B C X tal que B =
cx[Intx(B)], B € PO(X,7) y sea A € SO(X, 7). Como A € SO(X,T), enton-
ces A C clx[Intx(A)] de donde aplicando el Lema tenemos que clx(A) =
clx[Intx(A)] y aplicando el Lemay la Definicién nemos que clx[Intx(A)]
es un cerrado regular, asi que
cx(A) C Intx[clx[clx(A)]] = Intx|clx (A)].

Esto implica que clx (A) C Intx[clx(A)] y como A C clx A, entonces A C Intx[clx(A)].
Por lo tanto A € PO(X, 7).

2) implica 1). Supongamos que para todo B € SO(X, 1), B€ PO(X,7)y

que existe A C X tal que A = clx[Intx(A) y A ¢ PO(X,7). Como A =
clx[Intx(A), entonces A C clx[Intx(A) lo cual implica que A € SO(X,7) y de
aqui que A € PO(X, ), lo que es una contradiccion. Por lo tanto, para todo B C X
tal que B = clx[Intx(B)], B € PO(X,T). O

Lema 4.8. Si (X,7) es un espacio topoldgico extremadamente disconexo, entonces
SO(X,7T) = 7q4-

DEMOSTRACION: Se sigue del Teorema [3.13 O

Teorema 4.9. Si (X, 7) es un espacio topoldgico, entonces las siguientes afirma-
ciones son equivalentes.

1. X es un espacio extremadamente disconero.

2. Para todo A C X tal que A = clx[Intx(A)], A€ PO(X,T).
3. Para todo A € SO(X, 1), Ae PO(X,T).

4. Para todo A € PO(X,T), clx(A) = Intx[clx(A)].

5. Para todo A € PO(X,7), cl(A) € PO(X,T).

DEMOSTRACION: 1) implica 4). Si X es un espacio extremadamente disconexo y
A € PO(X,T), entonces por el Teorema existen un conjunto abierto U C X
y un conjunto denso D C X tales que A = U N D asi que, si aplicamos el Lema [2.3
y la hipétesis, se sigue que
Clx(A) = Clx(UﬂD) = Clx(U) =U
lo cual implica que clx(A) = U vy, entonces
Clx(A) =U= I’rltx(U) = Intx[ch(A)].

Por lo tanto, clx(A) = Intx[clx (A)].

4) implica 1). Supongamos que paratodo A € PO(X, 1), clx(A) = Intx|[clx(A)]
y sea U C X un conjunto abierto. Como para cualquier conjunto abierto U C X,
U € PO(X,T), entonces

Clx(U) = Intx[ch(U)].

Por lo tanto, X es un espacio extremadamente disconexo.

5) implica 4). Supongamos que cl(A) € PO(X, ). Por lo tanto, para todo
A € PO(X,T) se tiene que

Clx(A) C Intx [ClX[Clx(A)” = I?’th[clx(A)]

y dado que siempre se tiene que Intx|[clx(A)] C clx(A), entonces para todo A €
PO(X,7), clx(A) = Intx|clx(A)].

4) implica 5) se sigue de la siguiente igualdad Intx [clx[clx (A)]] = Intx[clx (A4)].

2) implica 3) se sigue del Teorema

3) implica 2) se sigue del Teorema
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1) implica 3). Supongamos que X es un espacio extremadamente disconexo y
que A € SO(X, 1), entonces A C clx[Intx(A)]. Dado que Intx(A) es un conjunto
abierto, por hipotesis se sigue que clx[Intx(A)] = Intx[clx[Intx(A)]] lo que im-
plica que A C Intx|[clx[Intx(A)]] que, por la Definicion se tiene que A € 7,.
Por lo tanto, del Lema [3.3] se tiene que A € PO(X, 7).

3) implica 1). Supongamos que para todo A € SO(X,7), A € PO(X,7) y sea
U C X un conjunto abierto,

entonces U C clx(Intx(U)) de donde, por el Lema [3.7] se tiene que clx (U) =
clx (Intx (U))y como clx (Intx(U)) es un conjunto cerrado regular, entonces clx (U)
es un conjunto cerrado regular y asi, por el Teorema [£.7] tenemos que

Clx(U) C IntX(ch[ch(U)]) = ITLtX(Clx(U))

de donde se sigue que clx(U) C Intx(clx(U)) y como Intx(clx(U)) C clx(U)
concluimos que

cdx(U) = Intx(clx(U)).
Por lo tanto X es un espacio extremadamente disconexo. (Il

Corolario 4.10. Si (X, 7) es un espacio localmente indiscreto, entonces (X, 7) es
un espacio extremadamente disconezo.

Teorema 4.11. Si (X, 7) es un espacio topoldgico, entonces las siguientes afirma-
ciones son equivalentes.

1. X es un espacio hiperconexo.
2. Para todo A € PO(X,T), A es denso en X.

DEMOSTRACION: 1) implica 2). Supongamos que X es un espacio hiperconexo y
que A € PO(X, 1), entonces existen un conjunto abierto U C X y un denso D C X
tales que A = U N D, de donde se sigue que

Clx(A) = ClX(UﬁD) = ClX(U> =X
lo que implica que clx(A) = X.
2) implica 1) se sigue del hecho de que todo conjunto abierto es un conjunto
preabierto. O

Teorema 4.12. Si (X, 7) es un espacio puerta y A € PO(X, 1), entonces A es un
congunto abierto.

DEMOSTRACION: Supongamos que existe A € PO(X, 1) tal que A no es un conjunto
abierto, entonces A es un conjunto cerrado lo cual implica que A = clx(A), de
donde se sigue que Intx(A) = Intx[clx(A)] y, como A C Intx[clx(A)], entonces
A C Intx(A) lo que implica que A es un conjunto abierto contradiciendo nuestra
suposicion original. Por lo tanto, si A € PO(X, ), entonces A es un conjunto
abierto. O

Teorema 4.13. Si (X,7) es un espacio puerta, entonces (X,T) es un espacio
submazimal.

DEMOSTRACION: Si D C X un conjunto denso en X y D no es un conjunto abierto,
entonces D es un conjunto cerrado de donde se sigue que D = clx (D) y como
clx (D) = X, entonces D = X y esto implica que D es un conjunto abierto. Por lo
tanto (X, 7) es un espacio submaximal. O
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Teorema 4.14. Sea (X, 7) un espacio hiperconexo. Si (X, 7) es un espacio subma-
zimal, entonces (X, T) es un espacio puerta.

DEMOSTRACION: Sea A C X. Si A es un conjunto denso, entonces A es un conjunto
abierto. Si A no es un conjunto denso en X, entonces existe un conjunto abierto
U # () tal que U C (X \ A) y, como X es hiperconexo, U es un conjunto denso y
asi, X \ A es un conjunto denso, es decir, un conjunto abierto de donde se sigue que
A es un conjunto cerrado.

Por lo tanto (X, 7) es un espacio puerta. O

5. B conjuntos y A conjuntos

Los conceptos de A conjunto y B conjunto se introdujeron por Tong en 1986
([23]) y 1989 ([24]), respectivamente con el objetivo de obtener nuevas descomposi-
ciones de continuidad. La razén por la que ponemos esta corta secciéon es porque la
clase de los espacios localmente cerrados esté entre estas clases, aqui solo veremos
que a través de ellas se pueden caracterizar varias topologias.

Definicién 5.1. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y A C X. Diremos que

1. A es unt conjunto si Intx(A) = Intx[clx(A)].

2. A esun B conjunto si existen un conjunto abierto U C X y un t conjunto
B C X, tales que A=UnNB.

3. A es un A conjunto si existen un conjunto abierto U C X y un cerrado
reqular R C X, tales que A =U N R.

Es claro que si A es un A conjunto, entonces A un conjunto localmente cerrado
y que todo conjunto localmente cerrado es un B conjunto.

Lema 5.2. Si (X,7) es un espacio topoldgico y U C X un conjunto abierto, en-
tonces

1. U es un A conjunto y
2. U es un B conjunto.

Teorema 5.3. Si (X,7) es un espacio topoldgico y S € PO(X,T) es un conjunto
localmente cerrado, entonces S es un conjunto abierto.

DEMOSTRACION: Si S € PO(X,7), entonces S C Intx[clx(S)] y dado que S
es un conjunto localmente cerrado, existe un conjunto abierto U C X tal que
S =UnNclx(S). De aqui se obtiene que

S = (Uﬂch(S))ﬂIntX[ch(S)] = Uﬂ[’ntx[clx(S)} = Intx(UﬂClX(S)) = Intx(S)
de donde se sigue que S C Intx(S), lo cual implica que S = Intx(S). Por lo tanto
S es un conjunto abierto. ]

Teorema 5.4. Si (X, 7) es un espacio topoldgico y S € PO(X,T) es un B conjunto,
entonces S es un conjunto abierto.

DEMOSTRACION: Si S € PO(X,7), entonces S C Intx[clx(S)] y dado que S es
un B conjunto, existen un conjunto abierto U C X y un ¢ conjunto A tales que
S=UnNA. ComoS=UNAy Intx(A) = Intx|[clx(A)], entonces
Intxclx(S)] = Intx[cx(UNA)] C Intx[clx(U) Neclx(A)] =
IntX[ch(U)] N IntX[ch(A)] = I?’th[clx(U)} N ITLtX(A)
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de donde se sigue que Intx|[clx(S)] C Intx[clx(U)]NIntx(A).
Dado que

S=UNA=UNA)NU C Intx[cx(S)]NU C (Intx[clx(U)]|NIntx(A)NU =
Ime[ch(U)] ﬁUﬂITLtX(A) = Uﬂ[ntx(A) cCUNA=S,
se obtiene que S = U N Intx(A). O

Del Teorema y dado que todo A conjunto es un B conjunto tenemos el
siguiente resultado.

Corolario 5.5. Si (X,7) es un espacio topoldgico y S € PO(X, 1) es un A con-
junto, entonces S es un conjunto abierto.

Del Lema [5.2]y los Teoremas y tenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.6. Sean (X,7) un espacio topologico y U C X las siguientes afirma-
ciones son equivalentes

1. U es un conjunto abierto.
2. U € PO(X,7) yU es un conjunto localmente cerrado.
3. U e PO(X,7) yU es un B conjunto.

Para finalizar, queremos agradecer al arbitro el tiempo dedicado a la revision de
este capitulo; sus sugerencias fueron muy tutiles para la presentacion de esta version
final.
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1. Introduccion

En el presente trabajo, las letras Z y N denotan los conjuntos de los nimeros
enteros y de los nimeros naturales, respectivamente. Definimos

No=NuU{0} y Ny,={neN:n>b}, paratodabeN.
Para cada a,b € N, definimos la progresién aritmética en N mediante
P(a,b) ={b+an: n € Ng} = b+ aNy.
Sia e Nybe Z, consideramos las siguientes progresiones aritméticas en Z y en N
Pr(a,b)={b+az:z€Z}=b+aZ 'y M(a)={an:neN}.

En la literatura es comtn denotar a P(a,b) como {an+b}, a Pr(a,b) como {az+b}
y a M(a) como {an}.

En 1955, H. Furstenberg consider6 en [17] (un pequeiio articulo de doce lineas),
la familia

(11) BF = {PF(a,b): (a,b) e N x Z},

la cual es base para una topologia 7 en Z, que llamamos la topologia de Fursten-
berg. El espacio topologico (Z,7r), conocido como el espacio de Furstenberg,
es metrizable y cada miembro de B es abierto y cerrado en (Z,7r), asi que este
espacio es cero-dimensional y por tanto hereditariamente disconexo.

21
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El presente trabajo se sitiia en la frontera de la teoria de nimeros y la topologia
de espacios no metrizables. El término «aritmética topolégicay, es una traduccién
de «arithmetica topologicay, el cual fue utilizado en 1961 por S. W. Golomb en
la platica que imparti6 durante el primer Toposym en la ciudad de Praga. Con
este término, S. W. Golomb pretendi6 englobar aquellos problemas que se pueden
plantear en el lenguaje de la teoria de ntmeros, y que se pueden interpretar y
resolver desde un punto de vista topologico. Una prueba topoldgica del hecho de
que el conjunto de los ntimeros primos es infinito (ver corolario , es una buena
muestra del uso de este término. Dar una prueba topologica del famoso teorema
de Dirichlet (ver teorema , que se estudia en un curso de teoria analitica de
nameros y cuya demostracién es complicada, es otra muestra del uso del término.

Utilizamos el término «aritmética topoldgicay no solo en el sentido de S. W.
Golomb, sino también para referirnos a aquellos resultados topoldgicos en donde
la teoria de numeros juega un papel importante en su demostracion. Conforme se
avance en la lectura, se vera que la teoria de niimeros ayuda para probar resultados
topolégicos y que, a la inversa, algunos resultados aritméticos pueden probarse
usando topologia.

El contenido de este trabajo esta basado en los articulos [2] y [4], los cuales
forman parte de la tesis de doctorado del segundo autor. Un trabajo inicial apare-
ci6 en [3], cuando el segundo autor desarrollaba lo que se convirti6 en [1], su tesis
de maestria. Incluimos también resultados que aparecen en [28], tesina de maes-
tria dirigida por el primer autor. También aparecen resultados nuevos que incluso
generalizan algunos presentados en [2].

Nuestro objetivo es considerar en N cuatro topologias. Cada una de ellas tiene
por abierto basico a una progresion aritmética especial. Una vez definida la respec-
tiva topologia, presentamos propiedades tanto conocidas como nuevas del corres-
pondiente espacio topolégico. Hemos dividido el escrito en ocho secciones. Luego de
la presente introduccién, en la seccién [2 incluimos nociones de espacios topoldgicos
que se utilizan en secciones posteriores. También introducimos notacién propia de
la teoria de ntimeros que es importante para el desarrollo de nuestro trabajo.

En la seccion [3] definimos dos clases fundamentales para nuestros objetivos, a
saber, la de los espacios Brown y los totalmente Brown (ver definicion . Como
hacemos ver, los espacios totalmente Brown son Brown y los espacios Brown son
conexos. En la subseccién damos un ejemplo de un espacio Brown que no es
totalmente Brown. Posteriormente, en la subseccion [3.2] presentamos propiedades
de los espacios Brown y de los totalmente Brown. Algunas de ellas son similares a
propiedades conocidas de los espacios conexos. En la subseccion |3.3] proponemos
una definicién de aposindesis que aplica en cualquier espacio topologico (ver defi-
nicién . Con ella mostramos, en el teorema que todo espacio totalmente
Brown y 75 es aposindético.

En la seccion [ realizamos un estudio sistematico de las progresiones aritméticas
en N y en Z. En la subseccion [I.1] presentamos propiedades elementales de las
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progresiones aritméticas. Posteriormente, en la subseccion centramos nuestra
atencion en el problema de caracterizar la interseccion de una cantidad finita de
progresiones aritméticas. Por la importancia que tienen en el resto del trabajo,
destacamos de dicha subseccion los teoremas y En la subseccion [4.3]
descomponemos una progresién aritmética en N, cuya diferencia comin es mayor
que uno, como la unién de otras progresiones aritméticas que son ajenas dos a dos.

En la seccion [5| consideramos el espacio de Golomb (N, 7¢), y mostramos pro-
piedades tanto conocidas como nuevas de dicho espacio. Entre las propiedades co-
nocidas, vemos en el teorema que (N, 7¢) es Ty y que, con dicho espacio se puede
dar una prueba topolégica del hecho de que el conjunto de los nimeros primos es
infinito (ver corolario [5.4)).

En [23] teorema 1, p. 169], A. M. Kirch probo que el espacio (N, 7¢) no es
localmente conexo en 1. En dicho articulo nada se dice sobre la conexidad local
de (N, 7¢) en un punto distinto de 1. Entre los resultados nuevos tenemos, por el
corolario que (N, 7¢) no es localmente conexo en ninguno de sus puntos. En la
subseccion [5.2] mostramos progresiones aritméticas que estan totalmente separadas
en (N, 7¢). En la subseccion presentamos varios resultados que involucran a la
cerradura en (N, 75) de una progresion aritmética. Por su importancia en el resto
del trabajo, destacamos el teorema [5.17}

En la subseccion [5.4] presentamos varios subconjuntos de N que son totalmente
Brown en (N, 7). El principal resultado es el teorema [5.23| en el que mostramos
que, para una progresiéon aritmética en N, ser totalmente Brown, ser Brown y ser
conexo son equivalentes. Como una consecuencia de dicho resultado, tenemos el
corolario [5.26] en el que mostramos que una progresion aritmética esta totalmente
separada o es totalmente Brown en (N, 74) y, sin importar el caso, su cerrradura
en (N, 7g) siempre es totalmente Brown (ver teorema [5.30). En el corolario
mostramos que (N,7¢) es aposindético. En el teorem vemos que (N, 7q)
posee subespacios no degenerados que no son totalmente Brown ni Brown.

En el resto de las secciones realizamos un trabajo similar al hecho en la seccion [f]
con (N, 7). En la secciéon |§| consideramos el espacio de Kirch (N, 7 ), y mostramos
propiedades tanto conocidas como nuevas de dicho espacio. Por ejemplo, (N, 7x)
es totalmente Brown, aposindético y 7. En la subseccion [6.1] presentamos varios
resultados que involucran a la cerradura en (N, 7x) de una progresion aritmética.
Muchos de los teoremas que aparecen en la subseccion [5.3] para el espacio de Go-
lomb, permanecen validos en (N, 7g), y asi lo hacemos ver. Otros resultados son
diferentes como, por ejemplo, el teorema [6.8 en contraste con su versién para el es-
pacio de Golomb, que es el teorema En el teorema calculamos la cerradura
en (N, 7x) de una progresion aritmética.

La subseccién es el equivalente en (N, 7x) de lo que es la subseccion
En contraste con lo que sucede en (N, 7g), en el que una progresion aritmética
esta totalmente separada o es totalmente Brown, en (N, 7x) todas las progresiones
aritméticas son totalmente Brown, de acuerdo con el teorema [6.20}
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En la seccion [7| consideramos el espacio de Szczuka (N, 7s). Mostramos, por
ejemplo, que este espacio es totalmente Brown, no homogoéneo y, con respecto a los
axiomas de separacién, vemos que es Tp pero no T% . En la subseccién probamos
que P(a, b) esta totalmente separado en (N, 75), cuando a € Ny. En la subsecci()n
vemos que 1 es el unico elemento en donde (N, 7g) es localmente conexo. Mas aun,
en cada punto distinto de 1, el espacio (N, 7g) no es conexo en pequefio ni casi
conexo en pequeno.

En la subseccion presentamos resultados que involucran a la cerradura de
una progresion aritmética, con respecto a (N, 75). Los resultados importantes de esta
subseccion, son los teoremas [7-21]y [7-22] dado que, con ellos, podemos calcular
de manera sencilla la cerradura en (N, 75) de cualquier progresion aritmética. En la
subseccion [7.6] caracterizamos, en el teoremal[7.29] a las progresiones aritméticas que
son totalmente Brown en (N, 7g). Resulta, como en el caso del espacio (N, 7¢), que
cada progresiéon aritmética estd totalmente separada o bien es totalmente Brown
en (N, 7g).

En la seccién |8 consideramos el espacio de Rizza (N,7g) y probamos propie-
dades que posee. Por ejemplo, igual que sucede con (N, 7g), el espacio (N, 7r) es
Tp perono Ty. Mientras que ninguno de los espacios (N, 7¢), (N, 7x) vy (N, 7g) es
de Alexandroff, el espacio (N, 7r) es de Alexandroff. En la subseccion presen-
tamos resultados que involucran a la cerradura de una progresiéon aritmética con
respecto a (N, 7g). La mayoria de éstos son similares a los que obtuvimos en la
subseccién para (N,7g). En la subseccion mostramos, en el teorema
que cada progresion aritmética es totalmente Brown en (N, 7g), justo como suce-
de en el espacio (N, 7x). Usando resultados que presentamos en la seccion (3] y no
las técnicas usuales para estudiar un espacio de Alexandroff y Ty en términos de
su conjunto parcialmente ordenado asociado, mostramos que los subconjuntos no
vacios de N que son abiertos o bien cerrados, son totalmente Brown en (N, 75).

2. Topologia y teoria de niumeros

En la presente secciéon damos una serie de nociones, resultados y terminologia,
propios de la topologia general, y que se utilizan en el resto del trabajo. Para
un conjunto Z, el simbolo |Z] denota la cardinalidad de Z. Decimos que Z es
degenerado si posee solamente un elemento, y que Z es no degenerado si Z
posee por lo menos dos elementos.

Sean (X, 7) un espacio topolégico y A C X. Los simbolos clx(A) e intx(A4)
denotan la cerradura y el interior de A en (X, 7), respectivamente. Si A C Y C X,
entonces

Cly(A) =Yn Clx(A)
Si deseamos especificar la topologia 7 en X, escribimos cl(x -(A) e int(x - (A),
respectivamente. El conjunto derivado de A es

A" ={y € X: paracada U € 7 con y € U, tenemos que AN (U \ {y}) # 0}.
Notemos que clx(4) = AU A" y que, para cada x € X,

{z} ={y € X: para cada U € 7 con y € U, tenemos que z € U \ {y}}.
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En [25], definicion 2.1, p. 90] se dice que A es g-cerrado si para cada U € 7 con
A C U, se sigue que clx(A) C U. Es claro que todo subconjunto cerrado en X es
g-cerrado. Decimos que x € X es un punto indiscretode X si {U € r: z € U} =
{X}, es decir, X es el tinico abierto de (X, 7) que tiene a z.

A continuacién enlistamos una serie de conceptos topolégicos que utilizamos a
lo largo del presente trabajo. El espacio topolégico (X, 7) es

1) indiscreto si 7 = {0, X} y discretosi 7 = {A: A C X};
2) Tp si para cada z,y € X con z # y, existe U € 7 tal que |U N{z,y}| = 1;
3) Tp [T p. 29] si para cada z € X el conjunto derivado {z}’ es cerrado en
X;
4) T% [25], definicion 5.1, p. 93] si cada conjunto g-cerrado es cerrado en X;
5) T3 si para cada z € X, el conjunto {z} es cerrado en X;
6) T> o de Hausdorff si para cada z,y € X con x # y, existen U,V € 7 tales
quexzelU yeVyUnV =0
7) TQ% o de Urysohn si para cada z,y € X con x # y, existen U,V € 7 tales
quez €U, yeVycx(U)ncx(V)=0;
8) regular si para todo z € X y cada subconjunto cerrado C de X con « ¢ C,
existen U,V et talesquez e U, C CVyUNV =)
9) T3 si X is regular y T7;
10) hereditariamente disconexo si X no contiene subconjuntos conexos de
cardinalidad mayor que uno;
11) totalmente separado si para cada x,y € X con x # y, existen U,V € 7
talesquez €U,y eV, X =UUVyUNV =0
12) conexo en pequeno en z € X si para cada U € 7 con z € U, existe un
subconjunto conexo V de X tal que z € intx (V) CV C U;
13) casi conexo en pequeno en x € X si para cada U € 7 con x € U, existe
un subconjunto cerrado y conexo V de X tal que intx (V) # 0y V C U;
14) localmente conexo en z € X si paracadaU € 7 con z € U, existe V € 7
conexo tal que z € V C U; y localmente conexo si X es locamente
conexo en cada uno de sus puntos;
15) homogoéneo si para cada x,y € X, existe un homeomofismo f: X — X

tal que f(z) =y.

Notemos que un espacio no degenerado y 77 no posee puntos indiscretos. En
la literatura, a los espacios de Urysohn también se les conoce como «espacios com-
pletamente Hausdorff». Es conocido que

T3:>T2%:>T2:>T1:>T%:>TD:>TO

y que las implicaciones no son reversibles. El espacio de Bing (B, 75) que definimos
en la subseccion el espacio de Golomb (N, 7¢), que definimos en la seccion [5|y
el espacio de Kirch (N, 7x) que definimos en la seccion [6] son todos ellos espacios
T5 que no son TQ%. Tanto el espacio de Szczuka (N, 7g) como el espacio de Rizza
(N, 7r) que definimos en las secciones [7|y [8 respectivamente, son espacios Tp que
no son T%. En [14] y en [20] se prueba que X es T% si y solo si, para cada x € X,
el conjunto {z} es abierto o bien cerrado en X.
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Un espacio X es hereditariamente disconexo si y solo si, para cada =z € X,
la componente conexa de x es {x}, mientras que X esta totalmente separado si y
solo si, para toda z € X, la casi-componente de = es {z}. Por [I5] teorema 6.1.22,
p- 356] los espacios totalmente separados son hereditariamente disconexos. En [31],
ejemplo 72, p. 91] se muestra un espacio hereditariamente disconexo que no esta
totalmente separado. Si X es compacto y T entonces, por [I5] teorema 6.1.23,
p. 357], todo espacio hereditariamente disconexo esté totalmente separado.

Aunque en general las nociones de espacio hereditariamente disconexo y de
espacio totalmente separado son distintas, en la literatura ambos conceptos han
aparecido con el nombre de «espacio totalmente disconexoy. Entre las propiedades
que usamos en el presente trabajo, notamos que estar totalmente separado es una
propiedad hereditaria. Esto significa que todo subespacio de un espacio totalmente
separado esté totalmente separado.

Si X es localmente conexo en x € X, entonces X es conexo en pequenio en .
En [31] ejemplos 119 y 120, p. 139] aparece un espacio conexo en pequeio en un
punto y, que no es localmente conexo en y.

2.1. Espacios de Alexandroff. Un espacio de Alexandroff es un espacio
topolégico tal que la interseccién arbitraria de abiertos es abierta. Esta clase de
espacios fue introducida en 1937 por P. S. Alexandroff con el nombre de «espacios
discretos». Aunque todo espacio discreto es de Alexandroff, existen espacios de
Alexandroff que no son discretos, como por ejemplo X = {0,1} con la topologia
7 = {0,{0}, X}. En general, cualquier topologia definida en un conjunto finito,
produce un espacio de Alexandroff que no necesariamente es discreto. También
cualquier topologia con una cantidad finita de elementos, produce un espacio de
Alexandroff.

De 1937 a 1990, los espacios de Alexandroff aparecieron de forma muy ocasional
en la literatura. Su estudio se consider6 importante entre 1990 y 1992, cuando se
gestd lo que ahora se llama topologia digital, en donde el estudio de los espacios
topologicos finitos (y, por tanto de Alexandroff) es un tema central. El primer
trabajo sisteméatico de los espacios de Alexandroff aparecié en 1999, por F. G.
Arenas.

Notemos que los espacios de Alexandroff se presentan en parejas, es decir, si
(X, 7) es de Alexandroff entonces la familia p = {X\U: U € 7}, de los subconjuntos
cerrados de (X, 7), es una topologia en X y el espacio topolégico (X, p) también es
de Alexandroff.

En [29] teorema 8.1.2, p. 182] se prueba el siguiente resultado.
Teorema 2.1. Si X es de Alexandroff y Ty, entonces X es discreto.

Existe una relacion muy estrecha entre los espacios de Alexandroff que son
Ty y los conjuntos parcialmente ordenados. Si (X, <) es un conjunto parcialmente
ordenado y x € X, definimos el conjunto alto de x como

te={ye X:z <y}
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En [29] teorema 8.3.1, p. 194] se muestra que la familia
B={tx:zeX}

es base de una topologia 7< en X tal que el espacio topolégico (X, 7<) es de Ale-
xandroff y Tp. Por otro lado, si (X,7) es un espacio de Alexandroff y Tp, en [29]
teorema 8.3.3, p. 195] se prueba que la relaciéon <, definida como

x<,y siysolosi z¢€clx({y})

es un orden parcial en X, asi que (X, <,) es un conjunto parcialmente ordenado.

En [29] teorema 8.3.3, p. 195] también se prueba que
S‘rg =< y T<,=T.

La primera igualdad significa que si iniciamos con un conjunto parcialmente ordena-
do (X, <), consideremos la topologia 7< inducida por <y, posteriormente, tomamos
el orden parcial <,_ inducido por 7<, obtenemos <. La segunda igualdad significa
que si iniciamos con un espacio (X, 7) que es de Alexandroff y Tj, consideramos
el orden parcial <; inducido por 7 y, posteriormente, tomamos la topologia 7<_
inducida por <., obtenemos 7.

Supongamos que (X, 7) es un espacio de Alexandroff y Ty. Hoy en dia es muy
comun estudiar a X, pensando que 7 es la topologia inducida por el orden parcial
<.. Propiedades topolégicas como la conexidad, tienen una representacién en tér-
minos de conceptos ligados al orden parcial <, como por ejemplo cotas superiores o
inferiores, elementos maximales o bien minimales. En el presente trabajo, utilizamos
de los espacios de Alexandroff lo que hemos presentado en esta subseccion.

Para conceptos y resultados propios de la topologia general que no se mencionan
aqui, referimos al lector a [15]. Para un estudio de los espacios de Alexandroff, reco-
mendamos [26] y [29] capitulo 8]. Una referencia en castellano, en donde aparecen
propiedades de los espacios de Alexandroff, es [28].

2.2. Teoria de ntimeros. Ahora introducimos notacion propia de la teoria
de niimeros, y presentamos algunos resultados. El simbolo P denota el conjunto de
los nimeros primos. Consideramos que P C N. Para dos enteros a y b distintos de
cero, el simbolo (a,b) denota el maximo comun divisor de a y b. Para k € Ny y
enteros ap, ag, ..., ay distintos de cero, el simbolo [a, as,...,ax] denota el minimo
comun multiplo de ay, as, ..., ar. Decimos que a1, as, ..., a; son primos relativos
dos a dos si (a;,a;) = 1 para cada i,j € {1,2,...,k} con i # j. Si a,b € Z, el
simbolo a|b significa que b = ac para alguna ¢ € Z. Si a,b € Z y m € N, el simbolo
a = b(mo6d m) significa que m|(a — b).

En la prueba de varios resultados usamos propiedades basicas de la divisibilidad,
la congruencia médulo m, asi como del maximo comun divisor y del minimo comiun
multiplo. Por ejemplo (a,b),[a,b] € Ny (a,b)[a,b] = |ab|. Si a,b,c € Ny (bc) =1,
entonces (a,bc) = (a,b)(a,c). Si a,b,c,z € Z satisfacen que ¢ = az + b, entonces
(c.a) = (a,b).
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a;
]

. . .l .. k
Si a € Ny su descomposiciéon canénica es el producto [[,_; p;

donde para
cada i,j € {1,2,...,k} con ¢ # j, p; € P, oy € N, p; # pj, piila y pg”"’l no
divide a a. Decimos que a € N es libre de cuadrados si no posee factores primos
repetidos, es decir, si para cada p € P sucede que p? no divide a a. Esto equivale
a decir que la descomposicién canédnica de a es de la forma Hle p;. En algunos

textos se dice que el nimero natural 1 es libre de cuadrados.

Si a,b € Ny son libres de cuadrados y (a,b) # 1, es facil probar que (a,b) y [a, ]
son libres de cuadrados. Més ain el producto ab es libre de cuadrados si y solo si a
y b son libres de cuadrados y (a,b) = 1. Otra propiedad se presenta en el siguiente
resultado.

Teorema 2.2. Sia € Ny es libre de cuadrados y b € N, entonces existe ¢ € N tal
que [a,b] = bq, gla y (g,b) = 1.

DEMOSTRACION: Sea A = {p € P: play p1b}. Si A= 0 entonces a|b, por lo que
(a,b) =ay

ab
{a,b)
Haciendo ¢ = 1 se cumple lo que se indica en el teorema. Si A # ) entonces
q= HpeAp satisface lo que se requiere. En efecto, pensando que la letra p denota
un ntmero primo que divide a a, sucede que p ¢ A siy solo si pla y p|b. Luego

a= (HpeAp) (Hp¢Ap) por lo que

=b.

[av b] =

(a,b) = H p yentonces [a,b] = <5bb> =b H p| =bq.
pEA ’ pEA

Es claro que gla y (g,b) = 1. O

2.3. El conjunto O(a). Dado un nimero natural a, utilizamos a lo largo del
presente trabajo el conjunto ©(a) de los numeros primos que dividen a a, es decir,

(2.1) O(a) = {p € P: pla}.

Notemos que O(a) es finito y que ©(a) = 0 si y solo si @ = 1. En el siguiente
resultado, cuya prueba es sencilla, enlistamos una serie de propiedades del conjunto
que acabamos de definir.

Proposiciéon 2.3. Para cada a,b,c € N sucede que:

1) ©(ab) = O(a) U B(b). En particular, para toda n € N, O(a™) = O(a) y
O(a™) = {a} siy solo sia € P,

2) O((a,b)) = ©(a)NO(b). En particular, ©(a)NO(b) = 0 siy solo si {a,b) = 1;

3) sid e P(a,b) y ©(a) C O(b), entonces O(a) C O(d);

4) 51 ©(a) C O(c) y ©(b) C O(c), entonces O(ab) C BO(c).

Para conceptos y resultados propios de la teoria de nimeros que de manera
explicita no se mencionan aqui, referimos al lector a [16].
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3. Espacios totalmente Brown

En esta seccién presentamos propiedades de los espacios que describimos en la
siguiente definicion.

Definicién 3.1. Sea X un espacio topoldgico. Decimos que X es un

1) espacio Brown si para cada dos subconjuntos abiertos y no vacios U y V
de X, tenemos que clx(U) N clx (V) # 0;

2) espacio totalmente Brown si para toda n € Ny y cada n subconjuntos
abiertos y no vacios Uy,Us, ..., U, de X, sucede que

Clx(Ul) n Clx(UQ) n---N Clx(Un) 74— 0.

Los espacios Brown fueron formalmente introducidos en 2019 por P. L. Clark,
N. Lebowitz-Lockard y P. Pollack en [12], p. 77], aunque desde el 2017 ya circulaba
una version preliminar de dicho articulo, con la nocién de espacio Brown. Los
espacios totalmente Brown fueron introducidos en 2018, con el nombre de «espacios
superconexosy, por T. Banakh, J. Mioduszewski y S. Turek en [8] p. 424]. Preferimos
el nombre dado en la Definiciéon [3.1| pues, en la literatura, la nocién de espacio
superconexo ha aparecido con significados distintos.

En la siguiente definicién presentamos dos nociones de superconexidad. Para
distinguirlas, agregamos los apellidos de los autores que las definieron originalmente.

Definicién 3.2. Un espacio topoldgico X es Dontchev-superconexo [13], si X
es conexo y cada subconjunto de X con interior no vacio es abierto en X. Decimos
que X es Nanda-Panda superconexo |27, si X no contiene dos subconjuntos
abiertos mo vacios y ajenos.

Notemos que en un espacio Dontchev-superconexo, todo subconjunto cerrado
propio y no vacio, tiene interior vacio. Es claro que ningin espacio no degenerado
y Nanda-Panda superconexo es T5. Escribimos esto tltimo como un teorema.

Teorema 3.3. Si X es no degenerado y Ts, entonces X no es Nanda-Panda su-
perconexo.

Notemos que
totalmente Brown —> Brown =— conexo.

El hecho de que los espacios Brown son conexos aparece en [12], proposicion 7,
p. 77]. Es claro que si X es un espacio Brown no degenerado, entonces X no es
Ty Por tanto un espacio no degenerado conexo y T, 1 noes Brown ni totalmente
Brown.

3.1. El espacio de Bing. Ahora vamos a dar un espacio Brown (B,7g)
que no es totalmente Brown. La letra Q representa el conjunto de los nimeros
racionales. Sea

B={(r1,r2) € Q x Q: ry > 0}.
Para cada T = (¢,0) € B y toda n € N, definimos

U,(z) = {(7’,0) €EB:|r—q| < 711}



30 2. ARITMETICA TOPOLOGICA

SiT=(q1,q2) € By ¢q2 >0, definimos T; = (2;,0) y Tq = (24,0), donde
x'z%—qi y xdzm—&-q—Q
3 \/g \/g.

El triangulo que tiene por vértices a T, T; y T4 es equilatero. Para cada n € N,
definimos

Un(T) = {2} U V" (@) UV (2),
donde

V' (T) = {(r,()) EDB:|r—m| < 711} y ViZE) = {(r,o) EB:|r—mzq4|l < 711}

Q
B
Un(Z)
fgé ............. P )7 (@
(¢g—2,0) T (¢+ %,0)
a) Un(Z), si T = (¢,0)
Q
€T B
UL @)
@ U v
e .>_._(.)7Q

b) U, (Z), si T = (q1,¢2) con gz > 0.

Ficura 1. Los Conjuntos Uy, ().

Tenemos asi definido un conjunto U, (T), para cada (Z,n) € B x N, como se
ilustra en la figura [I] Para toda T € B definimos

Bz ={Un(T): n € N}

Es facil ver que la coleccion {Bz: T € B} genera una topologia 75 en B tal que,
para cada T € B, la familia Bz es una base local en Z. El espacio topoldgico (B, 75)
se llama el espacio de Bing, y fue definido en 1953 por R.H. Bing en [10].
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El espacio de Bing (B, 7g) tiene varias propiedades interesantes. Por ejemplo,
siT = (q1,q2) € By q2 > 0 entonces T;,Tq ¢ B. Si L; es la recta en R? que pasa
por T y Z;, entonces L; N B = {T}, mientras que si Ly es la recta en R? que pasa
por T y T4, sucede que Ly N B = {Z}. Usando esto es facil probar que (B, 7p) es
Ts.

Vamos a describir la cerradura en (B, 7g) de los basicos locales. Si T = (¢,0) €
R? y n € N, definimos tres conjuntos A, (Z), A,, (T) y An(T) como sigue. Sean

1 1
an:<q_n70) y bn:<q+n70)

Consideramos las rectas L y L' en R? que pasan, respectivamente por a, y b, y
tienen pendiente igual a 60°, asi como las rectas Ty 7" en R? que pasan, respecti-
vamente, por a, y b, y tienen pendiente igual a 120°.
Si T = (¢,0) € B, entonces
LNnB={a,}=TNB y LnNB={b,}=T'NB,
mientras que si T ¢ B, sucede que
LNB=0=TNB y L'nNnB=0=TNB.

Definimos A} (Z) como el conjunto de elementos de B que estén por encima de L’
y por debajo de L, mientras que A, () es el conjunto de miembros de B que estan
por encima de T y por debajo de T”. Definimos también

A, (Z) = A, (T) U AL ().

Notemos que si T = (¢,0) y ¥ = (r,0) estan en R? y ¢ < r entonces

(3.1) At (@)N A, (y) #0, paratodan,m € N.

Ademaés, para cada T = (¢,0) € B y toda n € N, tenemos que U, (T) C A,(T) y
A5 (Un (@) = An(3).

Ahora tomemos T = (ry,72) € B con ro > 0. Para cada n € N, sucede que

U, (T) C An(Ti) U An(Tyg)

(B (Un(@)) = Ap(T:) U A (Ta).

De (3.1) y la ecuacién para la cerradura de los bésicos locales se sigue que, para
cada T,y € B, sucede que

cl(p,rp)(Un(Z)) Nclip,rp) (Un (7)) #0, para todo n,m € N.

Esto implica que (B, 75) es Brown. Por tanto (B, 7g5) es un espacio T que no es
T, 1y, ademaés, es conexo e infinito numerable. Tal espacio no es totalmente Brown.

Por ejemplo, si 7 = (1,0),7 = (2,0) y Z = (3,0) entonces

cl(B,r5) (U2(T)) N cl(B,75)(U2(9)) N cl(p,r5) (U2(2)) = 0.
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3.2. Propiedades de los espacios totalmente Brown. En esta subsec-
cién presentamos una serie de propiedades de los espacios Brown y de los totalmen-
te Brown. Ya indicamos que los espacios Brown no degenerados no son 75 1 Como
consecuencia de esto tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.4. Si X es Brown Ty y no degenerado, entonces X es infinito.

DEMOSTRACION: Si X es finito, como X es T, sucede que X es discreto. En
particular, X es TQ%. Por tanto X no es Brown. De esta contradiccion se infiere que
X es infinito. O

Sean X un espacio topolégico y Y C X. Es facil probar que Y es totalmente
Brown en X si y solo si para toda n € Ny y cada n subconjuntos abiertos y no
vacios O1,0a,...,0, de Y, sucede que

Y Nclx(01) Nelx (O2) N---Nclx(0,) # 0.

De manera similar, Y es Brown en X si y solo si para cada dos subconjuntos abiertos
y no vacios U y V de Y tenemos que

YN Clx(U) N CIX(V) 7é (Z)

En el teorema vamos a probar que el espacio de Golomb (N, 7¢;) es totalmente
Brown y posee subespacios que no son Brown ni totalmente Brown. Por tanto ser
Brown y ser totalmente Brown no son propiedades hereditarias. En la presente
subseccién vamos a mostrar resultados, bajo los cuales, algunos subespacios de un
espacio Brown o totalmente Brown respetan dicha propiedad. Antes notemos que,
en [12] proposicion 7, p. 77| se prueba lo siguiente:

1) un espacio Brown X es regular si y solo si X es indiscreto;

2) todo espacio que posee un punto indiscreto es Brown.

A continuacién generalizamos este resultado.

Teorema 3.5. Si X tiene un punto indiscreto, entonces X es compacto y cada
subconjunto cerrado y no vacio de X es totalmente Brown en X. En particular, X
es totalmente Brown.

DEMOSTRACION: Sea x € X un punto indiscreto de X. Notemos que toda cubierta
abierta A de X cumple que X € A. Esto implica que X es compacto.

Supongamos ahora que C es un subconjunto cerrado y no vacio de X. Como
X es el tnico abierto en X que tiene a x, sucede que x € C. Ademaés, para cada
subconjunto no vacio U de C, sucede que z € clx(U). Fijemos n € Ny asi como n

subconjuntos abiertos y no vacios O1,Oa,...,0, de C. Luego
zeCnNclx(01)Nclx(Ox)N---Nelx(0y),
asi que C' es totalmente Brown en X. O

Por tanto, en presencia de un punto indiscreto, ser Brown o bien totalmente
Brown se hereda a los subespacios cerrados y no vacios. Ahora, como consecuencia
del siguiente resultado, cuando todos los subconjuntos abiertos y no vacios son
densos, ser Brown o bien totalmente Brown se hereda a los subespacios abiertos y
no vacios.
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Teorema 3.6. Si X es un espacio cuyos subconjuntos abiertos y no vacios son
densos en X, entonces cada subconjunto abierto y no vacio de X es totalmente
Brown en X. En particular, X es totalmente Brown.

DEMOSTRACION: Sea U un subconjunto abierto y no vacio de X. Fijemos n € Ny

as{ como n subconjuntos abiertos y no vacios O1,0Oa,...,0, de U. Para cada i €

{1,2,...,n} el conjunto O; es abierto y no vacio en X, asi que es denso en X. Luego
UNclx(O1)Nclx(02)N---Nelx(0,) =U # 0.

Esto muestra que U es totalmente Brown en X. O

Si X es un conjunto infinito con la topologia cofinita
7o ={0}U{U C X: | X\U| <No},

entonces todo subconjunto abierto y no vacio de X es denso en (X, 7¢) asi que, por
el teorema cada subconjunto abierto y no vacio de X es totalmente Brown en
(XV7 Tc').

Un subconjunto A de un espacio topolégico X es un dominio cerrado si
A= Clx(intx(A)).

A los dominios cerrados también se les llama «conjuntos cerrados regulares». Como
consecuencia del siguiente resultado, ser Brown y ser totalmente Brown se hereda
a los dominios cerrados y no vacios.

Teorema 3.7. Si X es totalmente Brown (respectivamente, Brown) y U es un
subconjunto abierto y no vacio de X, entonces clx(U) es totalmente Brown (res-
pectivamente, Brown) en X. En particular si A C X es un dominio cerrado no
vacio, entonces A es totalmente Brown (respectivamente, Brown) en X.

DEMOSTRACION: Supongamos que U es un subconjunto abierto y no vacio de X.
Fijemos n € Ny asi como n subconjuntos abiertos y no vacios O1,0s,...,0, de
clx(U). Para cada i € {1,2,...,n} sea U; un subconjunto abierto de X tal que

Oi :Clx(U)mUi.
Entonces U N U; # () para toda i € {1,2,...,n}. Luego
{UﬂUl,UﬂUg,...,UﬁUn}

es una familia de n subconjuntos abiertos y no vacios del espacio X, que es total-
mente Brown. Por tanto,

] 7£ ﬁch(UﬁUl) :Clx(U) N (ﬁ Cl)((UﬂUl)> C

i=1 i=1

Ccx(U)n (ﬁ clx (clx (U) ﬂUi)> =clx(U)N (ﬁ Clx(Oi)> .

i=1 i=1
Esto muestra que cly (U) es totalmente Brown en X. Si X es Brown, procediendo

como antes, obtenemos que clx (U) es Brown en X. Asi termina la primera parte
de la demostracion.
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Para probar la segunda parte, supongamos que X es totalmente Brown (respec-
tivamente, Brown) y que A C X es un dominio cerrado no vacio. Sea U = intx (A) .
Como A# Dy A=clx(U), sucede que U # ). Asi, U es un subconjunto abierto y
no vacio de X. Esto implica, por la primera parte, que clx(U) = A es totalmente
Brown (respectivamente, Brown). O

Ahora mostramos otras propiedades de los espacios Brown y de los totalmente
Brown, las cuales son parecidas a propiedades de los espacios conexos.

Teorema 3.8. Sean X un espacio topologico y B,Y C X tales que Y C B C
cx(Y). Si'Y es totalmente Brown (respectivamente, Brown) en X, entonces B es
totalmente Brown (respectivamente, Brown) en X.

DEMOSTRACION: Fijemos n € Ny asi como n subconjuntos abiertos y no vacios
01,04,...,0,, de B. Para cada i € {1,2,...,n} sea U; un subconjunto abierto de
X tal que O; = BNU;. Luego U; Nclx(Y) # 0, asf que Y NU; # 0 para cada
i €{1,2,...,n}. Esto significa que

{YNUL,YNU,,...,.YNU,}

es una familia de n subconjuntos abiertos y no vacios del espacio Y, que es total-
mente Brown en X. Por tanto,

0 75 Yn <ﬁ Clx(YﬂUi)> C Bn (ﬁ Clx(BﬂUi)> =Bn (ﬁ ch(Ol)> .

i=1 i=1 i=1
Esto prueba que B es totalmente Brown en X. Si Y es Brown en X, procediendo
como antes, obtenemos que B es Brown en X. O

Corolario 3.9. Sean X un espacio topoldgico y Y C X. Si Y es totalmente Brown
(respectivamente, Brown) en X, entonces clx(Y') es totalmente Brown (respectiva-
mente, Brown) en X. En particular, si Y es denso y totalmente Brown (respectiva-
mente, Brown) en X, entonces X es totalmente Brown (respectivamente, Brown).

El siguiente resultado aparece en [8, proposicion 2.1, p. 424], para espacios
totalmente Brown.

Teorema 3.10. Sea f: X — Y wuna funcion continua y suprayectiva. Si X es to-
talmente Brown (respectivamente, Brown), entonces Y es totalmente Brown (res-
pectivamente, Brown).

DEMOSTRACION: Fijemos n € Ny asi como n subconjuntos abiertos y no vacios
Vi,Va, ..., Vi de Y. Luego f=1(Vy), f~1(Va),..., f~1(V,) son abiertos y no vacios
de X, el cual es totalmente Brown, asi que

0#(elx(F (Vi) () F ey (Vi) = £ (ﬂ cly(m) :
i=1 i=1 i=1
Esto implica que (,_, cly (V;) # 0, por lo que Y es totalmente Brown. Si X es
Brown, procediendo de manera similar, se prueba que Y es Brown. (I

Del teorema se sigue que si {X,: s € S} es una familia de espacios topo-
l6gicos tales que el producto cartesiano [],.g Xs, con la topologia producto, es to-
talmente Brown (respectivamente, Brown), entonces cada X es totalmente Brown
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(respectivamente, Brown). A la inversa, no es dificil probar que si cada X es total-
mente Brown (respectivamente, Brown), entonces [], g X« también es totalmente
Brown (respectivamente, Brown). Esto, puesto en otros términos, significa que «ser
Brown» y «ser totalmente Brown» son propiedades multiplicativas y factorizables.

Cuando a un espacio le damos dos topologias comparables, obtenemos el si-
guiente resultado.

Teorema 3.11. Si 11 y 72 son dos topologias en X tales que Ty C T2, entonces se
cumplen las siguientes propiedades:

1) si A C X, entonces clix r,)(A) C clix ) (A);

2) si C C X es conezxo en (X, 72), entonces C' es conexo en (X, 71);

3) si C C X es totalmente Brown (respectivamente, Brown) en (X, 72), en-
tonces C' es totalmente Brown (respectivamente, Brown) en (X, T1).

DEMOSTRACION: Para probar 1) sean = € cl(x -, (A) y U € 7 tales que z € U.
Entonces U € 7 asi que U N A # (), de donde z € cl(x -, (A). Esto prueba 1).

Para ver 2) supongamos que C' es conexo en (X, 73). Si C' no es conexo en
(X, 1), existen U,V € 11\ {0} tales que X = UUV y UNV = . Luego U,V € 7\ {0}
y con esto se contradice la conexidad de C en (X, 72). Asi se prueba 2).

Para ver 3) supongamos que C' es totalmente Brown en (X, 73). Fijemos n €
N, y abiertos no vacios O1,0a,...,0,, del subespacio C de (X, 7). Para toda
i€{1,2,...,n} existe U; € 71 tal que O, = C NU,;. Como cada U; esta en 73, los
conjuntos O1,0s,...,0, son abiertos no vacios en (X, 75). Esto implica, usando
1), que

0 7£ cn (ﬂ Cl(Xﬂ—z)(Oi)) cCn (ﬂ CI(X,Tl)(Oi)> .

i=1 i=1
De esta manera, C es totalmente Brown en (X,71). Si C es Brown en (X, 72),
procediendo como antes, vemos que C es Brown en (X, 7). (]

Bajo las hipotesis del teorema [3.11] si (X, 72) es totalmente Brown (respecti-
vamente, conexo, Brown), entonces (X, 71) es totalmente Brown (respectivamente,
conexo, Brown).

El siguiente resultado presenta una condicién, bajo la cual, la unién de espacios
Brown es un espacio Brown.

Teorema 3.12. Sean X un espacio topolégico y {B;: i € I'} una familia de espacios
Brown en X. Supongamos que se cumple la siguiente propiedad:

(%) para cadai,j €1 coni# j siU yV son subconjuntos abiertos y no vacios
de B; y de Bj, respectivamente, entonces

cdx(V)Nelp,(U)#0 o bien clx(U)Nelp, (V) # 0.

Entonces B =\J,.; B; es Brown en X.

i€l
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DEMOSTRACION: Sean O; y O dos subconjuntos abiertos y no vacios de B. To-
mentos abiertos no vacios U; y Us de X tales que

OlzBﬂU1:U(BiﬂU1) y OQZBHUQZU(BZ‘HUQ).
il iel
Como O7 y Os son no vacios, existen i,j € I tales que
U=B;NnU1#0 vy VZBjﬂUQ#Q).

Es claro que B;,B; C B, U C Oy V C Os. Si i = j, utilizando que U y V son
subconjuntos abiertos y no vacios del espacio de Brown B;, tenemos que

B; N Clx(U) n Clx(V) 7é 0.

Luego
0 ?é B; N Clx(U) N Clx(V) C Bn Clx(Ol) n Clx(OQ).
Si i # j, utilizando (x) podemos suponer sin perder generalidad que

Clx(V) n ClBl(U) 7& .
Por tanto,
0 #£cl(V)nelg,(U)=B;Nnclx(U)Neclx (V) € BNelx(01) Nelx(02).

Tenemos, en los dos casos, que B Ncly(O01) Nelx(0s) # 0, asi que B es Brown en
X. U

3.3. Aposindesis. En la teoria de continuos, es decir en el estudio de los
espacios métricos, compactos, conexos y no vacios, aparece la nociéon de aposindesis,
introducida por F. B. Jones en [21]. La siguiente definicién es una propuesta de
dicho concepto para espacios topolégicos en general.

Definiciéon 3.13. Sean X un espacio topoldgico no degenerado y a,b € X con
a # b. Decimos que X es aposindético en a con respecto a b, si existe un
subconjunto cerrado y conexo M de X tal que a € intx (M) y b ¢ M. Si para cada
x € X \ {a}, tenemos que X es aposindético en a con respecto a x, decimos que X
es aposindético en a. Finalmente, X es aposindético si X es aposindético en
cada uno de sus puntos.

Si X es no degenerado, 73 y conexo en pequeno en a, entonces X es aposin-
dético en a. En este sentido, en la familia de los espacios T3, la aposindesis en un
punto generaliza la nocion de conexidad en pequeifio en dicho punto. Ahora bien, de
acuerdo al siguiente resultado, los espacios totalmente Brown 7, y no degenerados
son aposindéticos.

Teorema 3.14. Sea X un espacio Ts y no degenerado. Si X es totalmente Brown
(respectivamente, Brown), entonces X es aposindético.

DEMOSTRACION: Fijemos a € X y sea b € X \ {a}. Como X es T; existen subcon-
juntos abiertos U y V de X tales que a € U, b€ V y UNV = (. Usando esto y el
teorema 3.7 el conjunto M = clx (U) es un subconjunto cerrado y conexo de X tal
que a € intx (M) y b ¢ M. Por tanto X es aposindético en a. O

Si en la definicién de ser aposindético en a con respecto a b, pedimos que M sea
un subconjunto compacto y conexo de X tal que a € intx (M) y b ¢ M, podriamos
decir en su lugar que X es compacto-aposindético en a con respecto a b. Las
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modificaciones naturales nos llevarian a definir compacto-aposindético en a y
compacto-aposindético.

Seria interesante relacionar el ser totalmente Brown o el ser Brown, con ser
compacto-aposindético.

Terminamos la presente seccién con los siguientes comentarios, en el que hace-
mos uso de la relacién entre un conjunto parcialmente ordenado y un espacio de
Alexandroff y Tp, como mencionamos en la subseccion Si (X, <) es un conjunto
parcialmente ordenado, es facil probar que, para cada x € X, el conjunto alto Tz es
conexo en (X, 7<). Como los conjuntos altos Tz son los basicos de (X, 7<), tenemos
que (X, 7<) es localmente conexo.

Consideramos interesante encontrar condiciones, bajo las cuales, el conjunto
alto Tz es Brown o bien totalmente Brown en (X, 7<). Incluso encontrar condiciones
bajo las que podamos determinar si un subconjunto no vacio C' de X es Brown o bien
totalmente Brown en (X, 7<). Estamos pensando que las condiciones a encontrar,
deben involucrar al orden parcial < de X.

4. Un estudio de las progresiones aritméticas

Recordemos que para cada a,b € N, definimos

(4.1) P(a,b) ={b+an: neNo} = {b,b+a,b+ 2a,b+ 3a,...}.
Sia € NybeZ también definimos
(4.2) Pp(a,b)={b+az:2z€Z} 'y M(a)={an:ncN}.

Notemos que en M (a) se encuentran los multiplos de a en N. Recordemos que N
es el conjunto de los niimeros naturales mayores o iguales que b.

En la presente seccién realizamos un estudio sistematico de las progresiones
aritméticas en Z y en N. En muchos articulos en donde se estudia alguna de las
cuatro topologias que mencionamos en la introduccién, aparece involucrada algu-
na propiedad de una progresién aritmética y, en muchos casos, no se ofrece una
demostracién ni se dice de manera explicita la propiedad que se esta utilizando.
Consideramos por tanto importante tener una lista ordenada de propiedades de
las progresiones aritméticas. Como veremos en las siguientes secciones, un estudio
sistematico de las progresiones aritméticas, ayuda incluso a simplificar resultados
que involucran alguna de las topologias en N que estudiamos.

Dadas P(a,b) y Pr(a,b), a b se le llama el término inicial de la progresion
aritmética, mientras que a es la diferencia comin de la progresion. Notemos que

P(a,b) C Ny, M(a)= P(a,a), M(1)=N
y
(4.3) P(a,b) = Pr(a,b) NNy.
Por tanto P(a,b) C Pr(a,b).
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4.1. Propiedades elementales. Notemos que
x € Pr(a,b) <= a|(x —b) < x=b(moda).

Similarmente x € P(a,b) si y sblo si a|(z —b) y x > b, es decir, z = b(mod a) y
x € Ny. Dadas dos progresiones aritméticas en N, el siguiente resultado caracteriza
cuando una de ellas est4 contenida en la otra.

Teorema 4.1. Si a,b,c,d € N, entonces
(4.4) P(c,d) C P(a,b) siysolosi alcydée P(a,b).

En particular,
1) sic € P(a,b), entonces P(a,c) C P(a,b) y (c,a) = (a,b);
2) P(ac,b) C P(a,b) N P(e,b);
3) P(a™b) C P(a,b), para toda n € N;
4) sib,c € M(a), entonces P(c,b) C M(a);
5) P(a,b) = P(c,d) siy solo sia=cyb=d.

DEMOSTRACION: Supongamos que P(c,d) C P(a,b). Entonces d,d + ¢ € P(a,b),
asi que al(d —b) y a|[(d+ ¢) — b]. Luego a|[(d+ ¢ —b) — (d — b)], es decir, a|c. Ahora
supongamos que alc y d € P(a,b). Notemos que a|(d —b) y d > b. Si z € P(c,d),
entonces ¢|(z — d) y z > d. Luego al[(z — d) + (d — b)], es decir, a|(z —b) y z > b.
Por tanto z € P(a,b), completando asi la prueba de .

Como ala y ¢ € P(a,b), por (4.4) se tiene que P(a,c) C P(a,b). Esto prueba
1). Notemos que alac, clac, b € P(a,b) y b € P(c,b) asi que, por (4.4),

P(ae,b) C P(a,b) N P(c,b).

De esta manera, 2) se satisface. Para cada n € N sucede que ala™ y, como también
b € P(a,b), por (4.4) tenemos que P(a™,b) C P(a,b). Esto muestra 3). Si b,c €
M (a), entones alc 'y b € P(a,a) = M(a) asi que, por (4.4), P(c,b) C M(a) y 4) se
cumple.

Notemos que 5) afirma que una progresion aritmética en N queda caracteriza-
da por su término inicial y su diferencia comun. Para probarlo, supongamos que
P(a,b) = P(c,d). Notemos que P(a,b) C P(c,d) y, por (4.4), cla y b € P(c,d).
También P(c,d) C P(a,b) asi que, aplicando de nuevo (4.4)), alc y d € P(a,b). De
alcy cla se sigue que a = ¢. Tomemos n,m € Ny tales que b=cn+dy d=am+b.
Luego

b=cn+d=an+am+b=aln+m)+b,

por lo que a(n + m) = 0, de donde n + m = 0. Esto implica que n = m = 0y, asi
b = d. Por tanto si P(a,b) = P(c,d), entonces a = ¢ y b = d. La otra implicacion
es clara. O

Para progresiones aritméticas en Z, la contencién esta regida por el siguiente
criterio, similar al indicado en (4.4)).

Teorema 4.2. Sean a,c € N y b,d € Z. Entonces Pr(c,d) C Pr(a,b) si y solo si
alc y d € Pr(a,b).
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DEMOSTRACION: Supongamos que Pr(c,d) C Pr(a,b). Como d,c + d € Pr(c,d)
tenemos que d,c+ d € Pr(a,b), asi que a|(d —b) y a|[(c + d) — b)]. Por tanto

all(c+d—=1b) = (d=1)],

es decir, alc. A la inversa, si a|c y d € Pp(a,b), procediendo como en el teorema [4.1]
sucede que Pr(c,d) C Pr(a,b). O

Como ya mencionamos, dos progresiones aritméticas en N son iguales si y solo si
tienen el mismo término inicial y la misma diferencia comin. Para dos progresiones
aritméticas en Z, con el mismo término inicial, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.3. Sean a,c € N. Si b € Z, entonces Pr(a,b) = Pr(c,b) si y solo si
a=c.

DEMOSTRACION: Supongamos que Pg(a,b) = Pg(c,b). Notemos que a + b €
Pr(a,b) = Pp(c,b), asi que c|[(a + b) — b], es decir, c|la. De manera similar ¢+ b €
Pr(c,b) = Pr(a,b) por lo que a|[(c+ b) — b], es decir, a|c. Por tanto a = ¢. La otra
implicacién es clara. O

A continuacién presentamos otras propiedades elementales de las progresiones
aritméticas.

Teorema 4.4. Para cada (a,b) € N X Z se satisfacen las siguientes propiedades:
1) Pr(a,b) es infinito numerable, b € Pp(a,b) y Pr(1,b) = Z;
2) sic €N, entonces P(a,c) es infinito numerable, ¢ € P(a,c) y P(1,¢) = N;
3) sic € Pp(a,b), entonces Pr(a,c) = Pr(a,b);
4) si c € N, entonces Pr(ac,b) C Pr(a,b) N Pr(c,b).
DEMOSTRACION: Tomemos (a,b) € NxZ y ¢ € N. Las funciones f: Z — Pg(a,b) y
g: Ng — P(a, c) definidas, para z € Zy n € Ny como f(z) = az+by g(n) = an+c,
son biyectivas. Esto implica, pues Z y Ny son infinitos numerables, que Pg(a,b) y
P(a,c) son infinito numerables. Como b = a-0+by ¢ = a-0+ ¢, tenemos que
b € Pp(a,b) y ¢ € P(a,c). Si z € Z, entonces z = 1(z —b) +b € P(1,b). Luego
Pr(1,b) = Z. Es claro que P(1,¢) = {¢c,c+1,c¢+2,...} = N.. Con esto probamos

Para ver 3) sea ¢ € Pr(a,b). Tomemos z € Z tal que ¢ = az + b. Luego
b = a(—z) + ¢ € Pr(a,c). Como ala, por el Teorema Pr(a,c) C Pr(a,b) y
Pr(a,b) C Pr(a,c), asi que Pr(a,c) = Pp(a,b) y 3) se cumple.

Para probar 4) tomemos d € Pr(ac,b). Notemos que ac|(d — b), por lo que
al(d—0b)y c|(d—b), de donde d € Pr(a,b) N Pr(c,b). Esto prueba 4). O

Presentamos ahora el siguiente resultado.
Teorema 4.5. Sia,b,c,d € N son tales que a|c y d = b(mdda), entonces
P(c,d) C NN Pp(a,b)
y, si a > b, tenemos que NN Pg(c,d) C P(a,b). En particular
P(a,b) =Nn Pp(a,b), sia>b.
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DEMOSTRACION: Para ver que P(c,d) C NN Pr(a,b), tomemos z € P(c,d). Enton-
ces c|(z—d) y z > d. Luego a|(z — d) y a|(d =), por lo que a|[(z — d) + (d = b)], es
decir, a|(z —b). Por tanto z € NN Pr(a,b). Esto muestra que P(c,d) C NN Pg(a,b).

Ahora supongamos que a > by tomemos x € NNPrg(c, d). Notemos que ¢|(z—d)
y al(d — b), por lo que a|[(z — d) + (d — b)], es decir, a|(x — b). Luego = € Pr(a,b).
Si z < b, entonces a,b —x € N y, como a|(b — ), sucede que a < b — z < b, lo cual
contradice el hecho de que a > b. Por tanto x > by, asi, ¢ € Pr(a,b)NN, = P(a,b).
Esto prueba que N N Pgp(c,d) C P(a,b).

Ahora supongamos que a > b. Como ala y b = b(mé6da), por la primera
parte P(a,b) C NN Pgr(a,b) y, por la segunda, NN Pg(a,b) C P(a,b). Luego
P(a,b) = NN Pr(a,b). O

Corolario 4.6. Sia € Ny y b € N son tales que {(a,b) = 1, entonces

(4.5) NN Pr(c,b) C N\ M(a), para cada c € M(a).
En particular, para toda d € N con d = b(mdda) y cada n € N, sucede que
(4.6) P(a"™,d) c N\ M(a).

DEMOSTRACION: Fijemos ¢ € M(a) y tomemos z € NN Pgp(c,b). Si z € M(a),
entonces alz, alcy c|(z — b), asi que a|(z — b) de donde al|[z — (z — b)], es decir, a|b
contradiciendo el hecho de que (a,b) = 1. Luego z € N\ M(a). Esto prueba (4.5).
Ahora sean d,n € N tales que d = b(mdda). Como ala™ y d = b(mdda) por la
primera parte del teorema [£.5]y (£.3), sucede que
P(a",d) C NN Pr(a,b) C N\ M(a).
]

4.2. Intersecciéon de progresiones aritméticas. Dada k € N5 en la pre-
sente seccion damos un criterio, bajo el cual, la interseccién de k progresiones arit-
méticas es no vacia. Ademas vemos como es tal interseccion. El siguiente resultado
se prueba en [22] teorema 3.12, p. 60], y es una extensiéon del teorema chino del
residuo.

Teorema 4.7. Para k € Ny, aj,a2,...,ar € N y by, ba, ..., 0 € Z, el sistema de
congruencias lineales
(4.7) x=by (méday) = =by(mddag) --- x=by(mdday)

tiene solucion si y solo si (a;,a;)|(b; —b;), para cada i,j € {1,2,...,k} con i # j.
Cuando esta condicion se satisface, la solucion general constituye una clase de
equivalencia mddulo [ay, az, ..., agl.

Notemos que x es una solucién del sistema de congruencias lineales (4.7)) si

y solo si 2 € N_, Pr(a;, b;). Combinando esto con el teorema obtenemos el
siguiente resultado.

Teorema 4.8. Para k € No, ay,a9,...,ax € Ny by, bo,... bk € Z, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1) (Vi Pr(ai,bi) # 0;
2) (ai,a;)|(b; — bj), para cada 1,5 € {1,2,...,k} con i # j;
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3) Pr(ai,b;) N Pr(a;,bj) #0, para todo i,j € {1,2,...,k} con i # j;
4) la interseccion ﬂle Pr(a;,b;) contiene una progresion aritmética en Z.

Notemos que ﬂle Pr(a;,b;) # 0 siy solo si los miembros de la familia
{Pp(ai,b):ie{1,2,...,k}}

tienen, dos a dos, interseccién no vacia. El teorema permanece valido para
progresiones aritméticas en N (ver [8] teorema 1.1, p. 424] y, para k = 2, comparar
con la parte 2 de [31] ejemplos 60 y 61, p. 82]).

Teorema 4.9. Para k € Ny y ay,b1,a2,ba,... a5, b € N, las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

1) N, Plai,bi) # 0

2) (a;,a;)|(bi —bj), para cada i,j € {1,2,...,k} con i # j;

3) P(a;,b )ﬂP(aj, ;) # 0, para todo i,j € {1,2,...,k} con i # j;

4) la interseccion ﬂl 1 P(ai,b;) contiene una progesion aritmética en N.

Si los nimeros naturales aq, as, ..., a; son primos relativos dos a dos, entonces
la afirmacion 2) de los teoremas y se cumple, asi que la afirmacién 1) de
tales teoremas también se satisface. Conviene considerar dicha afirmacion 2) como
el criterio para la interseccion de una cantidad finita de progresiones aritméticas.

Por su importancia en este trabajo, mencionamos de manera explicita el criterio
para la intersecciéon de dos progresiones aritméticas. Sean a,c € Ny b,d € Z. Por

el teorema

(4.8) Pp(a,b) N Pr(c,d) #0 siysolosi (a,c)|(b—d).
Si en su lugar b,d € N, por el teorema [£:9]
(4.9) P(a,b)NP(c,d) #0 siysolosi (a,c)|(b—d).

En particular si (a,c) = 1, entonces
Pr(a,b) N Pr(c,d) #0 'y Pla,b)NP(e,d) # 0.

Como consecuencia del criterio para la interseccion de dos progresiones aritméticas,
tenemos los siguientes resultados.

Corolario 4.10. Si a,b,c € N y (a,c) = 1, entonces P(a,b) N M(c) # 0.

DEMOSTRACION: Como (a,c) = 1, tenemos que (a,c)|(b — ¢) asi que, por (4.9),

P(a,b) N P(c,c) # 0. Luego P(a,b) N M(c) # 0.

Corolario 4.11. Si a,b,c € N son tales que b # ¢ y max{b, c} < a, entonces
P(a,b) N P(a,c) = 0.

DEMOSTRACION: Sean d = méx{b,c} y e = min{b,c}. Si P(a,b) N P(a,c) # 0
entonces, por (4.9), (a,a)|(b — ¢), asi que a|(d — ¢) de donde a < d — e < d, lo cual
contradice el hecho de que d < a. Por tanto, P(a,b) N P(a,c) = 0. O
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Como una aplicacién del teorema obtenemos una demostracién simple del
siguiente resultado, el cual se prueba de una forma distinta en [38], lema 3.2, p. 777]

Teorema 4.12. Para cada a,b € N y ¢ € P(a,b) tenemos que
P(a,b) N M(b) N M(c) # 0.
DEMOSTRACION: Como al(c —b) y (a,c) = {a,b), sucede que
(@,0)[(b="0), (a,q)[(b—c) vy (be)l(b—0),

asi que el resultado se sigue de esto y el teorema [4.9] (Il

Los tres resultados que mostramos a continuacién, involucran la contenciéon de
dos progresiones aritméticas. El siguiente generaliza [32] lema 4.1, p. 904].

Teorema 4.13. Sean a,c € N tales que alc. Si b,d € Z son tales que

Pr(a,b) N Pr(c,d) # 0,
entonces Pp(c,d) C Pr(a,b). Mds ain, si b,d € N, P(a,b) N P(c,d) #0 yb < a,
entonces P(c,d) C P(a,b).

DEMOSTRACION: Para probar la primera parte, sean b,d € Z tales que Pr(a,b) N
Pr(c,d) # 0. Por ([4.8), (a,c)|(b — d). Como alc sucede que (a,c) = a, por lo que
al(b — d) o, lo que es lo mismo, a|(d — b). Luego d € Pr(a,b). Esto y el hecho de
que a|c implican, por el teorema que Pr(c,d) C Pr(a,b).

Ahora tomemos b,d € N tales que P(a,b) N P(c,d) # 0 y b < a. Procediendo
como en la primera parte, tenemos que d € Pr(a,b). Sea z € Z tal que d = ax + b.
Si x < —1, entonces ar < —a. Luego d — b < —a de donde 0 < d < b — a, por
lo que a < b. En vista de que esto contradice el hecho de que b < a, resulta que
x >0y, por tanto, d € P(a,b). Esto y el hecho de que a|c implican, por (4.4)), que
P(c,d) C P(a,b). O

Corolario 4.14. Sean a,c € N tales que a|c. Si b € Z, entonces Pr(c,b) C Pr(a,b).
Mds ain, si b€ N y b < a, entonces P(c,b) C P(a,b).
Corolario 4.15. Sean a,c € N. Si b € Z, entonces
Pr(ac,b) C Pp([a,d],b).
Mads ain, Pp(ac,b) = Pp([a,c],b) si y solo si {a,c) =1. Si b€ N, entonces
P(ac,b) C P([a,c],b)
y P(ac,b) = P([a,cl,b) siy solo si (a,c) =1.

En el siguiente resultado analizamos la intersecciéon de una cantidad finita de
progresiones aritméticas en Z.

Teorema 4.16. Sean ai,as,...,ax € N. Si by, ba, ..., b € Z son tales que

k
() Pr(ai,bi) # 0
i=1
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entonces, para cada t € ﬂle Pr(a;,b;), sucede que

(4.10) Pr([ar, az, ..., ax],t) = [ Pr(ai, bs)
y, si los nimeros naturales ay,as,...,a; son primos relativos dos a dos, entonces
(4.11) PF(a1a2~--ak,t) = ﬂPF(ai,bi)

Sean by, ba, ..., b € N tales que ﬂle P(a;,b;) # 0. Para cada t € ﬂle P(a;,b;),
tenemos que

k
(4.12) P(lay,as, ..., ax (ﬂ (as, z)ﬂNt

y, st los numeros naturales ay,as,...,a; son primos relativos dos a dos, entonces
k
(4.13) P(a1a2-~-ak,t) = (m P(ai,bi)> ﬂNt.
i=1

DEMOSTRACION: Sean by, bs,...,br € Z tales que ﬂle Pr(a;,b;) # 0. Fijemos
te ﬂle Pr(a;,b;). Por tanto a;|(t — b;) para cada i € {1,2,...,k}. Sean

ZEPF([alaaQa"'aakLt) e 16{1,2,,]{3}

Notemos que [a1, as, ..., a] | (z —1t), asi que a;|(z —t). Luego a;|[(z —t) + (t — b;)],
es decir, a;|(z —b;), por lo que z € Pr(a;,b;). Esto muestra que z € ﬂle Pr(a;, b;)
asi que el lado izquierdo de (4.10]) esta contenido en su lado derecho.

Ahora consideremos que z € ﬂle Pr(ai,b;). Dada i € {1,2,...,k} tenemos
que a;|(z—b;) y, como a;|(t—b;), sucede que a;|[(z—b;) — (t—b;)], es decir, a;|(z—1).
Esto implica que [a1, ag, ..., ax]|(z—t), de donde z € Pp([a1,as2,...,a],t). De esta
manera, se cumple. Si los nimeros naturales a1, as . . ., ax son primos relativos
dos a dos, entonces [a1,as, . ..,ax] = ajaz - - - ay, por lo que se sigue de esto

y (10).

Ahora supongamos que b1,b2,...,br € N son tales que ﬂk P(a;, b;) # 0.
F1Jem0s te ﬂl 1 P(a;,b;). Notemos que ¢t > b; para cada i € {1,2,...,k}, asi que

Ntcﬂ; 1Nb yapor.Ya

P([al,ag, .. .,ak],t) = PF([al,CL27 e 7ak],t) NN; =

k k k
= (ﬂ PF(ai,bi)> N (ﬂ Nbi> NN; = (ﬂ[PF(ai,bi) ﬁNbi]> NN; =
k

k
- <ﬂ P(ai,bi)> NN, = ﬂ[P(aiabi) N NgJ.

i=1

Asi (4.12) se cumple. La prueba de (4.13) es como la de (4.11)). O
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Corolario 4.17. Sean ai,as...,ar € N. Si b € Z, entonces

k
Pr([a1,az,...,a;],b) = ﬂ Pr(a;,b)
i=1

y, st los nimeros naturales ay,as,...,a; son primos relativos dos a dos, entonces
k
(4.14) Pp(a1a2-~-a;€,b) = ﬂPF(ai,b).
i=1
Mads atin, si b € N, entonces
k
(4.15) P([ay, az, ..., ax],b) = [ ] P(a;,b)
i=1
y, si los numeros naturales ay,as, ..., ar son primos relativos dos a dos, entonces

k
P(alag s A, b) = ﬂ P(ai, bl)
i=1

Sean a, ¢ € N. Por el teoremal4.16si b, d € Z son tales que Pr(a,b)NPr(c,d) # )
entonces, para cada t € Pr(a,b) N Pr(c,d),

Pr([a,c],t) = Pr(a,b) N Pr(c,d).
Mas ain si b,d € Ny P(a,b) N P(c,d) # 0 entonces, para cada t € P(a,b) N P(c,d),

(4.16) P([a,cl],t) = P(a,b) N P(c,d) N N;.
Por tanto,
(4.17) P(la,c],t) C P(a,b) N P(c,d).

La inclusién puede ser propia. Tomemos, por ejemplo, P(2,3) y P(6,1). Es
claro que 13 € P(6,1) N P(2,3) asi que, por (4.17),
P(6,13) = P([6,2],13) C P(6,1) N P(2,3).
Notemos que 7 € [P(6,1) N P(2,3)] \ P(6,13). Por
P(6,13) = P(6,1) N P(2,3) N N3 = P(6,1) N P(2,3) N P(1,13).

Ahora consideramos la interseccion de una cantidad finita de progresiones aritmé-
ticas en N.

Teorema 4.18. Para cada i € {1,2,...,k} sean a;,b; € N tales que

k
ﬂ P(ai, b;) # 0.
i=1
Si z € N, entonces

(4.18) P(la1, a9, ... ax],2) = ﬂ P(az, b;)

sty solo si

k
(4.19) z = min (ﬂ P(ay, b1)> .
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DEMOSTRACION: Sea a = [a1,as,...,a]. Supongamos primero que z se define

como en 1) Notemos que ﬂle P(a;,b;) € N,. Usando esto y || tenemos
que

k k
P(CL,Z) = (ﬂ P(a“bl)> ﬂNz = ﬂ P(ai,bi).

i=1
Ahora supongamos que z € N es tal que (4.18) se cumple. Como z € P(a, z) sucede
que z € ﬂle P(a;,b;) y,sit € ﬂle P(a;,b;), entonces t € P(a, z) asi que ¢t > z.
Por tanto, z = min (ﬂle P(ay, bl)) . O

Notemos que 7 = min(P(6,1) N P(2,3)) asi que, por el teorema [4.18]

P(6,7) = P(6,1) N P(2,3).
Sia,b,c,d € N son tales que P(a,b)NP(c,d) # () entonces, por el Teorema [4.18]
P([a,c],z) = P(a,b)N P(¢c,d) siysolosi z=min(P(a,b)N P(c,d)).

Sean ay,as,...,a;r € N. Como

k
[a1,as2,...,a;] = min (ﬂ M(ai)>

i=1
y M(a;) = P(a;,a;) para cada i € {1,2,...,k}, por el corolario y el teore-
ma tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.19. Sean aj,aq,...,ar € N. Entonces ﬂle M(a;) # 0y

k
(4.20) M(lay, az, ..., ax)) = () M(a;).
i=1
En particular, si los nimeros naturales ai,as,...,a; son primos relativos dos a
dos, entonces
(4.21) M(arag -+ -ar) = M(a1) " M(az) N--- N M(ag).

Como una aplicacién del corolario tenemos el siguiente resultado (conviene

comparar (4.23) con (3.1) de [35] p. 15]).

Teorema 4.20. Sea a € Ny y supongamos que a = Hlepf“" es la descomposicion
candnica de a. Si b € Z, entonces

k k
(4.22) Pr(a,b) = (| Pr(p*,b) y  M(a) = () M(py").
Mds atn, st b € N, entonc;s1 -
(4.23) P(a,b) = ﬁ P(pi,b).
i=1
DEMOSTRACION: Supongamos primero que b € Z. Dados 4,j € {1,2,...,k} con

i # j de laigualdad (pi,p;) = 1 se sigue que (p;*,p;’) = 1. Luego p{*, p52, ..., pp*
son primos relativos dos a dos y entonces

(o3 (e% (o7 « (% (673
[p117p22a~-~apkk} =p;'py’ "‘pkk~
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Como b € ﬂle Pr(p;*,b), por y ,

Pr(a,b) = Pp(pps? - p*,b) = [ Pr(pi,b)

k
M(a) = M(pP'p5? - pp*) = () M(p{).
=1

Entonces (4.22) se cumple. Si b € N, procediendo como antes obtenemos (4.23)).
U

4.3. Descomposiciones de progresiones aritméticas. En varios articu-
los de P. Szczuka (también conocida como P. Szyszkowska), como en [32], p. 902],
[33] p. 878], [36] p. 1010] y [39], p. 93], aparece sin demostracién que una progresion
aritmética en N se puede descomponer como una unién de progresiones aritméticas
en N que son ajenas dos a dos. En el siguiente resultado, enunciamos de manera
precisa tal descomposicién y presentamos una demostracion.

Teorema 4.21. Sia € Ny y b € N entonces, para cada ¢ € Ny tal que alc, sucede
que
-1
(4.24) P(a,b) = | P(c,ak +b).
k=0

2o

Ademds, si ¢ € Na, los miembros de la familia
c
F = {P(c,ak—i—b). ke {0,1,...,5—1}}
son ajenos dos a dos.

DEMOSTRACION: Tomemos ¢ € Ny tal que a|e, asi como d € N de modo que ¢ = ad.
Si d = 1, es claro que se cumple la igualdad , por lo que supongamos que
d € Na. Definimos A = {0,1,...,d — 1}. Tomemos z en el lado derecho de (4.24).
Entonces existen m € Ny y ko € A tales que z = cm + (ako + b). Notemos que
dm + ko € Ng, de donde

x =cm+ (ako +b) = adm + ako + b = a(dm + ko) + b € P(a,b).

Esto prueba que el lado derecho de (4.24) es un subconjunto de su lado izquierdo.
Ahora supongamos que x esta en el lado izquierdo de (4.24). Seanl,m e Ngy k€ A
tales que x = al + by | = dm + k. Luego

x=al+b=aldm+k)+ b= (ad)m + (ak + b) = cm + (ak + b) € P(c,ak + ).
Por tanto x esta en el lado derecho de (4.24) y, asi, tal igualdad se cumple.

Para probar la segunda parte, sean ny,no € Ng y k1, ks € A tales que k1 # ko
y
cny + (aky +b) = cng + (aka + b).
Luego d(n; — na) = ke — k1. Por tanto ks = ki (m6dd). Ahora, como k1 y ks
son miembros distintos del conjunto A, el cual es un sistema completo de residuos
modulo d, los enteros k1 y ko son incongruentes médulo d. De esta contradiccion se
sigue que los miembros de J son ajenos dos a dos. [
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En el siguiente resultado presentamos un caso particular del teorema

Teorema 4.22. Sia € Ny y b € N entonces, para cada t € No,

at~1-1
(4.25) P(a,b) = |J P(d',ak +)
k=0
y los miembros de la familia
F={P(a',ak +b): k€ {0,1,...,a"" ' —1}}
son ajenos dos a dos.

DEMOSTRACION: Sean t € N y ¢ = a’. Notemos que ¢ € Ny, alcy € =a'~! € Ny.
Por tanto, el resultado se sigue de esto y el teorema [£.21] O

Dados una progresion aritmética P(a,b) con a € Ny y z,y € P(a,b) con x # y,
vamos a descomponer P(a,b) como la unién de dos conjuntos ajenos U y V tales
quezeUyyeV.

Teorema 4.23. Sean a € No, b € N y x,y € P(a,b) tales que x < y. Escribamos
x=am+byy=an+b con 0 <m < n. Por tanto P(a,b) =U UV, donde

(4.26) U= 6 P ak+b) y V= aul P(a"*, ak + D).
k=0 k=m-+1
Mads ain, x € U, y € V y los miembros de la familia
F={P(a" " ak +b): k€ {0,1,...,a" —1}}
son ajenos dos a dos. En particular, UNV = ().
DEMOSTRACION: Como 0 < m < n < 2" < a”, tenemos que
0<m<m+1<n<a" -1

Luego
r=am+b=a"""-0+am+bec Pla" am+b) cU

y=an+b=a"""-0+an+be Pa" " an+b) CV.
Aplicando (4.25) con t = n + 1, el cual pertenece a Ny, tenemos que

at7t-1 a™—1
P(a,b)= |J P(d',ak+b)= ] Pa"™ ak+b)=
k=0 k=0
m a™—1
= (U P(a”+1,ak+b)> U ( U P(a”+1,ak+b)> =UUuV.
k=0 k=m+1

Maés atin, por el teorema [£.22] los miembros de la familia
F={P(a',ak+b): k€ {0,1,...,a" ' —1}} =
={P(a" " ak +b): k€ {0,1,...,a" —1}}
son ajenos dos a dos. En particular, U NV = (. O
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Corolario 4.24. Sia € Ng, b e N y x,y € P(a,b) con x # y, entonces existen U
y V tales que P(a,b) =UUV,zeU,yeV yUNV =0.

En una topologia 7 de N que haga que los conjuntos U y V' que mencionamos
en el corolario sean abiertos en (N, 7) resulta, por el mismo corolario, que cada
progresion aritmética P(a,b), con a € Ny y b € N, estd totalmente separada en
(N, 7). Como probamos en los teoremas [5.9] y la topologia de Golomb 7¢ y la
topologia de la divisiéon comin 7¢ cumplen con este propoésito.

5. El espacio de Golomb

Tanto en 1959 como en 1962, S. W. Golomb present6 en [18, p. 663] y [19]
p. 179] una topologia 7¢ que tiene como base a una familia especial de progresiones
aritméticas. Para definirla, consideremos la familia

Bg ={P(a,b): (a,b) e Nx Ny (a,b) =1}.

En el siguiente resultado definimos a 7 y probamos las propiedades que hemos
indicado.

Teorema 5.1. La familia
7¢ = {0}U{U C N: para cada b € U eziste a € N tal que {a,b) =1 y P(a,b) C U}

es una topologia en N. Ademds Bg C 17¢ y B es una base del espacio topolégico
(N, Tg).

DEMOSTRACION: Vamos a probar primero que 7¢g es una topologia en N. Por defi-
nicion () € 7. Sea b € N. Notemos que (1,b) =1y que P(1,b) C N. Luego N € 7.
Ahora tomemos una familia {U;: i € I} de miembros de 7¢ y sea U = |J;c; Ui.
Supongamos, sin perder generalidad, que cada U; es no vacio. Dada b € U, existe
j €1 tal que b € U;. Como U;j € 7¢, existe a € N tal que (a,b) =1y P(a,b) C Uj.
Luego P(a,b) C U, de donde U € 7¢. Tomemos ahora V,W € 7¢ y supongamos,
sin perder generalidad, que VNW # 0. Si b € V N W, entonces existen c,d € N
tales que (c,b) = (d,b) =1, P(¢,b) C V' y P(d,b) C W. Luego (cd,b) =1y, por la
parte 2) del teorema [£.1]
P(ed,b) C P(e,b) N P(d,b) CVNW.

Esto implica que U NV € 7¢ y, por tanto, 7o es una topologia en N. Para probar
que Bg C 716, sean P(a,b) € Bg y ¢ € P(a,b). Por la parte 1) del teorema [£.1]
P(a,c) C P(a,b) y {a,c) = {a,b) = 1. Luego P(a,c) € Bg y, con esto, P(a,b) € 1.
Esto prueba que Bg C 71¢-

Para ver la dltima parte, sean U € 7¢ \ {0} y b € U. Entonces existe a;, € N tal
que (ap,b) = 1y P(ay,b) C U. Luego U = [,y Play,b), probando con esto que
todo miembro de 7¢ es unién de elementos de Bg. Por tanto, Bo es una base del
espacio topolo gico (N, 7). O

En [31], ejemplos 60 y 61, p. 82] a la topologia 7¢ se le llama «la topologia del
entero primo relativoy. Hoy en dia es mas popular referirse a 7¢ y al espacio (N, 7¢)
como indicamos a continuacion.
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Definicién 5.2. La topologia ¢ que definimos en el teorema[5.1] se llama topolo-
gia de Golomb de N. Al espacio topoldgico (N, 1) se le conoce como el espacio
de Golomb.

Historicamente, el espacio (N, 7¢) fue presentado en 1953 por M. Brown durante
el congreso de la Sociedad Matematica Americana, que se llevo a cabo en la ciudad
de Nueva York. M. Brown estudio el espacio (N, 7¢) antes que S. W. Golomb, pero
no public6é sus resultados. El resumen de la platica de M. Brown, publicado en
[11], p. 367] y en donde se bosqueja la manera de probar la conexidad de (N, 7¢),
motivé a P. L. Clark, N. Lebowitz-Lockard y P. Pollack a acunar en 2019 la nocién
de espacio Brown, en el articulo [12]. La prueba de la conexidad de (N, 7¢), como
la present6 S. W. Golomb, utiliza argumentos propios de la teoria de nimeros. La
prueba de M. Brown es maés topoldgica que numérica.

5.1. Propiedades del espacio de Golomb. Vamos ahora a presentar va-
rias propiedades del espacio de Golomb, algunas conocidas y otras nuevas. Los
resultados que no aparecen con una referencia explicita son nuevos. Como la base
B de (N, 7¢) es numerable, el espacio (N, 7¢) es segundo numerable. Por la parte
2) del teoremal[d.4] cada miembro de B; es infinito. Por tanto todo abierto no vacio
de (N, 7¢) es infinito.

Los siguientes tres resultados se probaron originalmente en [18] teoremas 1 y
2, p. 663], y también se pueden ver en [1], teoremas 2.4.1, 2.4.2 y 2.4.3, p. 70]. Hasta
donde hemos investigado, en el siguiente resultado, la parte que dice que M (a) tiene
interior vacio aparece aqui por primera vez.

Teorema 5.3. Para cada p € P, el conjunto M (p) es cerrado en (N, 7¢). Ademds,
para toda a € Ng, el conjunto M (a) tiene interior vacio en (N, 7q).

DEMOSTRACION: Como p € P, para toda i € {1,2,...,p—1}, sucede que (p,i) = 1.
Por tanto, cada progresion aritmética P(p,4) es abierta en (N, 7). Ademas es facil
ver que

N M) = () PO

Luego N\ M(p) es abierto en (N, 7¢g) y, por tanto, M (p) es cerrado en (N, 7).

Tomemos ahora a € Ny y supongamos, por reduccién al absurdo, que el interior

de M(a) es no vacio. Por tanto existen ¢,d € N tales que (¢,d) =1y P(c,d) C

M(a) = P(a,a). Esto implica, por ([4.4), que alc y d € P(a,a). Luego alc y ald, lo

cual contradice el hecho de que (c,d) = 1. De esta manera, inty .)(M(a)) = 0.

(]
Corolario 5.4. El conjunto P es infinito.

DEMOSTRACION: Por el teorema de factorizacién unica, todo nimero natural dis-
tinto de 1 es multiplo de algin nimero primo. Por tanto

(5.1) N\ {1} = [J M(p).
peP

Si P es finito, por el teorema el lado derecho de (5.1) es una union finita de
subconjuntos cerrados de (N, 7¢) y, por tanto, es un cerrado en (N, 7). Luego el
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lado izquierdo de (5.1) también es un cerrado en (N, 7¢), por lo que el conjunto
finito {1} es abierto en (N, 7). Esto contradice el hecho de que los abiertos no
vacios de (N, 7¢) son infinitos. Por tanto, P es infinito. O

Teorema 5.5. El espacio (N, 7¢) es Ts.

DEMOSTRACION: Sean b, ¢ € N tales que b # c. Por el corolario [5.4] existe a € P
de modo que méx{b, c} < a. Entonces (a,b) = (a,c) = 1, asi que P(a,b) y P(a,c)
son abiertos en (N, 7¢) que tienen a b y ¢, respectivamente. Por el corolario
P(a,b) N P(a,c) = 0. Esto implica que (N, 7g) es Ts. O

Incluimos la prueba del corolario para ilustrar el término «aritmética to-
polégicay al que hicimos referencia en la introduccién. El enunciado aritmético «el
conjunto P es infinitoy, se ha demostrado utilizando argumentos topologicos.

Conviene comparar el teorema [5.3] con el Corolario [5.20] en el que caracteriza-
remos, para a € Ny, los conjuntos M (a) que son cerrados en (N, 7¢).

Recordemos que un espacio topolégico X es Nanda-Panda superconexo, si X no
contiene dos subconjuntos abiertos no vacios y ajenos. Combinando los teoremas|2.1]
y [6.5] tenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.6. El espacio (N,7g) no es Nanda-Panda superconezo ni de Alezan-
droff.

El siguiente resultado se conoce como el teorema de Dirichlet.

Teorema 5.7. Sia,b € N son tales que {a,b) = 1, entonces el conjunto P(a,b) NP
es infinito.

Como se comenta en [3, p. 209], la prueba del teorema de Dirichlet utiliza
propiedades de ciertas funciones multiplicativas, asi como varios resultados sobre
aritmética de nimeros complejos. En vista de que es bastante dispendiosa, no suele
incluirse en textos bésicos de teoria de ntimeros. Una prueba detallada aparece en
[6, Capitulo 7].

En términos del espacio (N, 7¢), el teorema de Dirichlet dice que todo miembro
de la base B¢ posee un numero infinito de nameros primos. En [18] teorema 6,
p. 664] y en [19] teorema 6, p. 181], S. W. Golomb prueba el siguiente resultado.

Teorema 5.8. FEl teorema de Dirichlet es equivalente a afirmar que P es denso en
(N, Tg).

Como el teorema de Dirichlet es cierto, por el teorema tenemos que P es
denso en (N, 7). El teorema indica que una afirmacion aritmética (el teorema
de Dirichlet, en este caso), es equivalente a una afirmacion topologica (que P es
denso en (N, 7¢)). Si podemos probar la correspondiente afirmacion topologica, sin
utilizar su equivalente aritmético, tendremos una prueba topolédgica del teorema
de Dirichlet. Como se menciona en [19] p. 181], tal prueba muy probablemente
requerird introducir nuevas ideas topolégicas y métodos poderosos, dado que la
prueba del teorema de Dirichlet es complicada. Con todo, S. W. Golomb considera
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que vale la pena el esfuerzo por lograr tal demostraciéon topolégica. Hasta donde
sabemos, el problema en cuestiéon permanece abierto.

5.2. Subconjuntos totalmente separados del espacio de Golomb. En
la presente subseccién probamos que los miembros de la base Bg de (N, 7¢), cuya
diferencia comin es mayor que uno, estan totalmente separados. Luego presenta-
mos varias consecuencias de esto. Con una prueba diferente, el siguiente resultado
aparece en [8] proposicion 3.2, p. 427].

Teorema 5.9. Sia € Ny y b € N son tales que (a,b) = 1, entonces P(a,b) estd

totalmente separado en (N, 7¢). En particular, P(a,b) es hereditariamente disconexo
en (N, 7q).

DEMOSTRACION: Sean z,y € P(a,b) tales que z # y. Supongamos, sin perder
generalidad, que z < y. Escribamos t =am+byy=an+bcon 0 <m<ny
consideremos los conjuntos U y V definidos en (4.26]). Por el teorema tenemos
que

Pla,b)=UUV, UNV=0 ze€U y yeV.

Fijemos k € Ng. Si (a™*!,ak + b) # 1, entonces existe p € P tal que pla™™! y
p|(ak + ). Luego pla y p|b. Esto contradice el hecho de que (a,b) = 1, asi que
(@™t ak + b) = 1. Esto prueba que U y V son abiertos en (N, 7¢). O

Ahora mostramos que cuando el término inicial y la diferencia comdn son pri-
mos relativos, la correspondiente progresion aritmética no es conexa en pequeno ni
casi conexa en pequeno en cada uno de sus puntos. En el siguiente resultado, para
A CY C N, el simbolo inty (A) representa el interior de A en el subespacio Y de
(N, Tg).

Teorema 5.10. Sia,b € Ny (a,b) = 1, entonces en ninguno de sus puntos, P(a,b)
es comero en pequeno o bien casi conexo en pequeno.

DEMOSTRACION: Supongamos que P(a,b) es conexo en pequenio o bien casi conexo
en pequeno en ¢ € P(a,b). Dividimos la prueba en dos casos. Consideremos primero
que a € Ny. Como (a,c) = {a,b) =1y P(a,c) C P(a,b), tenemos que P(a,c) es un
abierto en P(a,b) que contiene a c¢. Por tanto existe un subconjunto conexo C de
P(a,c) tal que intp, ;) (C) # 0. Luego int(y ,,)(C) # 0 y, como los subconjuntos
abiertos y no vacios de (N, 7¢) son infinitos, C' es infinito. Esto contradice el hecho
de que, por el teorema P(a,c) es hereditariamente disconexo en (N, 7).

Ahora supongamos que a = 1. Sea p € P tal que ¢ < p. Notemos que (p,c) =1
y, como P(p,c) es un subconjunto abierto de P(a,b) que contiene a ¢, existe un
subconjunto conexo D de P(p,c) tal que intp,p) (D) # 0. Luego int(y ) (D) # 0
y, como los subconjuntos abiertos y no vacios de (N, 7¢) son infinitos, D es infinito.
Esto contradice el hecho de que, por el teorema [5.9, P(p,c) es hereditariamente
disconexo. [l

Corolario 5.11. (N,7g) no es conexo en pequenio ni casi conexo en pequeno en
ninguno de sus puntos. En particular, (N, 75) no es localmente conezo.

DEMOSTRACION: Como N = P(1,1) el resultado se sigue del teorema O
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Como mencionamos en la introduccion, del corolario se sigue que (N, 7¢)
no es localmente conexo en ninguno de sus puntos.

5.3. La cerradura en la topologia de Golomb. En esta subseccién pre-
sentamos varios resultados que involucran a la cerradura de una progresion aritmé-
tica, con respecto al espacio de Golomb. El siguiente muestra que la cerradura en
(N, 7¢) de P(a,b) puede contener elementos de Pr(a,b) que son nameros naturales
menores que b.

Teorema 5.12. Sia,b € N, entonces Pr(a,b) NN C ¢l ) (P(a,b)).

DEMOSTRACION: Sean z € Pr(a,b)NNy W un subconjunto abierto de (N, 7¢) con
x € W. Tomemos ¢ € N de modo que {(¢,z) = 1y P(c,z) C W. Como {(c,a)la y

al(x — b), tenemos que (c,a)|(z — b). Luego, por (4.9),
0 # P(c,z) N P(a,b) C W N P(a,b).
Por tanto, x € cl(y,-.)(P(a,b)). O

Sean a,b € Ny n € N. Es claro que
P(a"™,b) C cln 7o) (P(a",b)).

En el siguiente resultado vemos que M (a) también esta contenido en cly ) (P(a™,b)).
Notemos que si (a,b) = 1, entonces (a™,b) = 1, asi que P(a™,b) € Bg.

Teorema 5.13. Sia,b € N, entonces
(5.2) M(a) C cln,zey(P(a",b)),  para cada n € N.

Mds ain, para todo subconjunto abierto y no vacio U de (N,71q), existe ¢ € N tal
que M(c) C clin 7o) (U).

DEMOSTRACION: Fijemos n € N y sean ¢ € M(a) y W un abierto en (N, 7¢)
tales que ¢ € W. Tomemos d € N de modo que (d,¢) = 1y P(d,c) C W. Si
(d,a™) # 1, entonces existe p € P tal que p|d y p|a™. Luego p|a, asi que p|d y p|c de
donde (d, ¢) # 1, lo cual es una contradiccion. Por tanto (d,a™) = 1. En particular

(d,a")|(c = b) y, por (£.9),
0 # P(d,c)nP(a",b) Cc WnNP(a",b).
Asi ¢ € cly ) (P(a™, b)) y se cumple.
Ahora supongamos que U es un subconjunto abierto y no vacio de (N, 7). Sean
beUyceN tales que {¢,b) =1y P(c,b) C U. Aplicando obtenemos que
M(c) C cln,rg)(P(c, b)) C cli,re)(U).
O

Corolario 5.14. Para cada b € N, la progresion aritmética P(1,b) es densa en
(N, 7g), es decir,

Cl(N,Tc)(P(Lb)) =N.
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Corolario 5.15. Para cada coleccién finita {P(a;,b;): i € {1,2,...,k}} de progre-
siones aritméticas en N, tenemos que

k
(5.3) M([a1,az,...,a]) C ﬂ cliw,re) (P(ag, by)).
i=1
En particular,
k
n clin vy (Pag, b;)) # 0.
Mads atin, para toda c € N te;L:t;nos que
k
(5.4) M(c)n (ﬂ Cl(N,TG)(P(ai,bi))> # 0.
i=1
DEMOSTRACION: Sean a = [a1,as,...,ax] y ¢ € N. Por el teorema [5.13

M (a;) C el rg)(P(as, b;)), para toda i€ {1,2,...,k}.
Usando esto y (4.20) se sigue que

k k
M(a) = () M(a:) C () cdre) (Plas, by)).
i=1 i=1
Como M (a) # 0, en particular tenemos que
k
() clivro) (Plai, b)) # 0.
i=1

Mas atn
k
0 # M([c,a]) = M(c) N M(a) C M(c)N <ﬂ CI(NJG)(P(ai, bl))> .

O

El siguiente resultado aparece como la parte 10 de [31], ejemplos 60 y 61, p. 83].
La prueba que presentamos es diferente.

Teorema 5.16. Sibe N yp € P, entonces

(5.5) i) (P(p™, b)) = M(p) U [Pr(p",b) NN],  para cada n € N.
En particular

(5.6) i) (M(p™)) = M(p),  para toda n € N.

DEMOSTRACION: Fijemos n € N. Por los teoremas y el lado derecho de
esta contenido en su lado izquierdo. Para mostrar la otra contencién, tomemos
r € cln 7o) (P(p", b)) y supongamos que x ¢ M(p). Si (p",x) # 1, entonces existe
q € P tal que ¢|p"™ y g|z. Luego ¢|p asi que ¢ = p de donde pl|z, contradiciendo el
hecho de que = ¢ M (p). Esto prueba que (p",z) = 1, asi que P(p",z) € Bg. De
esto y el hecho de que z € cly ) (P(p",b)), se sigue que P(p",z) N P(p",b) # 0.
Luego, por , p"|(x —b). Esto implica que z € Pr(p™,b) NNy, asi, la prueba de
esta completa.
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Por (5.5) y la tltima parte del teorema tenemos que

L r) (M (p"™)) = el rg) (P(p", p")) = M(p) U [Pr(p",p") NN] =
M()UP(p ,p") = M(p) U M(p") = M(p).
Esto prueba (5.6). O

Si en el Teorema sucede que (p,b) = 1, entonces (p",b) = 1, para toda
n € N. Por tanto, P(p",b) € Bg, para cada n € N.

Por la intersecciéon de las cerraduras en (N, 7¢) de un ntimero finito de
progresiones aritméticas siempre es no vacia. Notemos que la intersecciéon de tales
progresiones aritméticas puede ser vacia pero, cuando éste no es el caso, en el
siguiente resultado calculamos la interseccién de tales cerraduras, justo como la
cerradura de las intersecciones de las progresiones.

Teorema 5.17. Si a1,b1,a2,ba,...,ar,b € N son tales que ﬂle P(a;, b;) # 0,
entonces
k k

(5.7) Clnrey ([ Plai i) = () eliwi,r (Plas, by).

i=1 =1

DEMOSTRACION: Es claro que el lado izquierdo de esta contenido en su lado
derecho. Para probar la otra contencién, supongamos b esté en el lado derecho de
y que W es un abierto en (N, 7¢) tal que b € W. Tomemos a € N con (a,b) = 1
y P(a,b) C W. Luego

(5.8) P(a,b) N P(a;,b;) #0, paracadaie{1,2,...,k}.

Como N, P(as,b;) # 0, por el teorema

(5.9) P(a;, b;) N P(aj,b;) #0, paratodoi,je {1,2,...,k} coni#j.
Combinando y y aplicando de nuevo el teorema tenemos que

(ﬂpa,, ,);«é@

asi que W N (ﬂl 1 P(ai, z)) # () y entonces b esta en el lado izquierdo de
L]

En el siguiente resultado, que aparece con una prueba muy diferente en [8], le-
ma 2.2, p. 425], calculamos la cerradura en (N, 7¢) de cualquier progresion aritméti-
ca P(a,b) con a > 2 (para a = 1, en el corolario ya vimos que cliy ) (P(1,b)) =
N).

Teorema 5.18. Sea a € Ny y supongmos que a = Hle Pt es la descomposicion
candnica de a. Si b € N, entonces

k
(5.10) el vy (P(a,b (ﬂ (pi) U Pp(pS i,b)}) .
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DEMOSTRACION: Combinando (4.23), (5.5) y (5.7) tenemos que

k k
el ) (P(a, b)) = clrey () P05, 1)) = (1) el rer) (P05, 1)) =

i=1 i=1

|
-
-

[M(pi) U (Pr(pi",0) NN)] = NN ( [M(p:) UPF(IJ?@]) :

i=1 1

(3

O

. k ; « oy L.
Sia e Nyya=T[,p" es la descomposicion canénica de a, por (5.10)
tenemos que

k k
cli,re) (M (ﬂ (pi) U Pp( Pﬂk@]) = (IM(ps) U (Pr(pi,a) NN)].

i=1

En ) definimos el conjunto ©(a) de los primos que dividen al niimero natural
a. Como una aplicacién del teorema [5.18] en el siguiente resultado calculamos la
cerradura en (N, 7¢) de una progresion aritmética P(a,b) con ©(a) C ©(b). Como
caso particular, también calculamos la cerradura en (N, 75) de M(a).

Teorema 5.19. Sean a € Ny y b € N tales que ©(a) C ©(b). Supongamos que
a= Hle Pt es la descomposicion candnica de a. Si g = p1ps - - pr, entonces

(5.11) clin,7)(P(a,b)) = M(q).
En particular,
(5.12) clin, o) (M(a)) = M(q).

DEMOSTRACION: Dada i € {1,2,...,k} como p;la 'y ©(a) C ©(b), sucede que p;|b.
Luego

NN Pp(p*,b) € M(pi).
De esto y el teorema [5.18] se sigue que

k
CI(N,TG)(P( (ﬂ

pz uPF pz 7b)]> =

i=1
k k
ﬂ U (NN Pe(pf, b)) = [ M(pi) = M(q).
i=1 i=1
Esto prueba (.11)) y, como ©(a) C ©(a), como caso particular de (5.11]) tenemos
G12). 0

Corolario 5.20. Si a € No, entonces M(a) es cerrado en (N, 7¢) si y solo si a es
libre de cuadrados.

DEMOSTRACION: Supongamos que a = Hfil p;* es la descomposiciéon canénica
de a. Definimos ¢ = pyps - - pr. Es claro que ¢ es libre de cuadrados. Si M (a) es

cerrado en (N, 7¢) entonces, por (5.12),
Pla,a) = M(a) = cly,r)(M(a)) = M(q) = P(q,q)-
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Esto implica, por la parte 5) del teorema que a = q. Por tanto, a es libre de
cuadrados. Ahora supongamos que a es libre de cuadrados. Luego a = ¢ y, por
ED,

clv,rg) (M(a)) = M(q) = M(a).
Por tanto, M(a) es cerrado en (N, 7g). O

Recordemos que, por el corolario [5.14 M(1) = P(1,1) = N es cerrado en
(N, 7¢). Usando esto y el corolario [5.20} tenemos que M (a) es cerrado en (N, 7¢) si
y solo si a =1 o bien a es libre de cuadrados.

En el siguiente resultado mostramos otras propiedades de los conjuntos P(a, b),
donde a € Ny y ©(a) C O(b). Recordemos que un subconjunto A de un espacio
topolégico X es denso en ninguna parte de X si

intx(clx(A)) = @
En tal situacion, tenemos que int x (A) C intx (clx (A4)) = 0, por lo que intx (A) = 0.
Luego
X \ Clx(X \ A) = intx(A) = [Z)
Esto implica que clx (X \ A) = X. Tenemos asi que, cuando A es denso en ninguna
parte de X, sucede que intx(A) =0y clx(X \ A) = X.

Teorema 5.21. Sia € Ny y b € N son tales que O(a) C O(b), entonces P(a,b) es
denso en ninguna parte de N. En particular,

int(N,TG)(P(a, b))) =0y CZ(N,TG)(N \ P(a, b)) =N.

También tenemos que M (a) es denso en ninguna parte de N,
int(n o) (M(a)) =0y cln -y (N\ M(a)) =N.

. k . -
DEMOSTRACION: Supongamos que a = [, , pi" es la descomposicién canénica de

a. Definimos ¢ = p1p2 -+ pi. Notemos que ¢ € Ny. Por (5.11) y el teorema
tenemos que

int (1,76 (clv,re) (Pa, b)) = int -y (M(q)) = 0.

Esto prueba que P(a,b) es denso en ninguna parte de N. El resto, como ya indica-
mos, se sigue de esta afirmacion y del hecho de que ©(a) C O(a). O

5.4. Subconjuntos totalmente Brown del espacio de Golomb. En esta
subseccion describimos algunos subconjuntos de N que son totalmente Brown, y por
tanto conexos en (N, 75). Vamos a utilizar las siguientes familias de progresiones
aritméticas:

M={M(a):aeN} y P={P(a,b): (a,b) € Nx N}

Notemos que M C Py que, por [{.20), M es cerrado bajo intersecciones finitas. El
siguiente resultado muestra que cualquier coleccién de progresiones aritméticas en
N, que contiene al menos un miembro de M, es totalmente Brown en (N, 7). Este
resultado fue probado de manera distinta en [8], proposiciéon 2.3, p. 425]. Como un
caso particular del siguiente teorema, obtenemos [34], lema 3.2, p. 431] el cual dice
que

M(p) U P(p,1) es conexo en (N, 7g), para cada p € P.
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Teorema 5.22. Sea A C P tal que ANM # (). Entonces W = JA es totalmente
Brown en (N, 7¢). En particular, cualquier unidn de miembros de M es totalmente
Brown en (N, 7q).

DEMOSTRACION: Sea ¢ € N tal que M (c) € A. Luego M(c) C W. Fijemos n € Ny
asi como n subconjuntos abiertos y no vacios O1,0s,...,0, de W. Para cada
i € {1,2,...,n}, sean U; un subconjunto abierto en (N, 7¢) tal que O; = WNU;
y b; € O;. Tomemos ademés a;,c;,d; € N tales que (a;,b;) = 1, P(a;,b;) CU; v
b; € P(Ci,di) c A. Luego P(Ci,di) cw y

P(Ci, dz) N P(ai, bl) #+ (), para toda i € {1, 2,..., n}
Combinando (5.4) y (5.7) tenemos que

@#M (ﬂ CINTG C“di»ﬂcl(N’Tc)(P(ahbi))]) =
=M(c)N (n CI(N,TG)(P(C’M d;) N P(az,bz))> -
i=1
n n
cwn (ﬂ el ) (W N U,-)) wn (ﬂ 1(N,TG)(oi)>
i=1 i=1
Esto muestra que W es totalmente Brown en (N, 7). (]

Supongamos que a € N. De acuerdo con el teorema M (a) es totalmente
Brown y por tanto conexo en (N, 7g). En particular, como M (1) = N, sucede que
(N, 7¢) es totalmente Brown. Si a € Ny, por el teorema [5.21) M (a) es denso en
ninguna parte de N. Si a € N es libre de cuadrados, por el corolario M(a) es
cerrado en (N, 7¢). Por tanto, cuando a € Ny es libre de cuadrados, la progresion
aritmética M (a) es un subconjunto cerrado, conexo y con interior vacio en (N, 7¢).

Nuestro siguiente objetivo es caracterizar a las progresiones aritméticas que
son totalmente Brown en (N, 7). En [32] teorema 3.3, p. 901] se prueba que la
progresion aritmética P(a,b) es conexa en (N, 7¢) siy solo si ©(a) C ©(b). Usando
los resultados que hemos mostrado hasta ahora, la prueba de que 3) implica 4)
en el siguiente resultado, es méas sencilla que la que aparece originalmente en [32],
teorema 3.3, p. 901]. La parte 7) se prueba también en [8| corolario 2.4, p. 425].
Aunque la parte 5) se sigue del teorema la prueba que presentamos utiliza la
equivalencia entre las partes 1) y 4).

Teorema 5.23. Sia,b € N, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) P(a,b) es totalmente Brown en (N, 7g);
2) P(a,b) es Brown en (N,7¢q);
3) P(a,b) es conezo en (N, 7¢);
4) ©(a) C O(b).
En particular

5) M(c) es totalmente Brown en (N, 7q), para cada ¢ € N;
6) si (a,b) =1, entonces P(a,b) es totalmente Brown en (N,7q) si y solo si
a=1;
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7) (N,7¢) es totalmente Brown.

DEMOSTRACION: Ya hemos visto que 1) implica 2) y que 2) implica 3). Para ver que
3) implica 4) supongamos que P(a,b) es conexo en (N, 7). Si O(a) ¢ O(b), entonces
a € Ny y existe p € O(a) \ ©(b). Luego (p,b) = 1y, por el teorema [5.9, P(p,b) esta
totalmente separado en (N, 7). Como pla tenemos que P(a,b) C P(p,b) asi que
P(a,b) también esta totalmente separado en (N, 7). Puesto que esto contradice el
hecho de que P(a,b) es conexo, deducimos que ©(a) C ©(b). De esta manera 3)
implica 4).

Ahora supongamos que ©(a) C O(b). Fijemos n € Ny asi como n subconjuntos
abiertos y no vacios O1,0a,...,0, de P(a,b). Para cada i € {1,2,...,n}, sean U;
un abierto en (N, 7¢) tal que O; = P(a,b) N U; y b; € O,. Luego al(b —b;) y existe
a; € N con (a;,b;) =1y P(a;,b;) C U;. Notemos que

P(a, b) N P(ai, bz) =+ 0.

Supongamos que (a,a;) # 1 para alguna i € {1,2,...,n} y sea p € P tal que pla y
pla;. Luego p|b pues O(a) C O(b) y, como a|(b—b;), sucede que p|b;. Esto contradice
el hecho de que (a;,b;) = 1, asi que (a,a;) = 1 para toda i € {1,2,...,n}. Luego
(a,aras - - - a,) = 1. Esto implica, por el corolario [£.10} que

P(a,b) N M(ayaz - - a,) # 0.
Por el teorema y (5.7) se tiene que

0 # P(a,b) N M(ayaz---a,) C P(a,b)N (ﬂMal>

C P(a,b)N (ﬂ cl(Nm)(P(ai,bi))> —

i=1

= P(a,b) N (ﬂ[cl(N,TG«)( (a,b)) Nl NTG)(P(aiybi))]> =

i=1

— P(a,b) N (ﬂ Al .re) (P, ) ﬂP(ai7bi))> c

i=1

(ﬂ el (P(a,b) N Ui)> = P(a,b) N (ﬂ cl(NJG)(Oi)) :

De esta manera, P(a,b) es totalmente Brown en (N, 7). Por tanto 4) implica 1) y
con esto se completa la demostracion de que las afirmaciones 1)—4) son equivalentes.

Para probar 5) sea ¢ € N. Como M (c) = P(c,c) y O(c) C O(c), de 4) implica
1), se sigue que M(c) es totalmente Brown en (N, 7¢).

Para probar 6) supongamos que (a,b) = 1. Por la parte 2) de la proposicién
6(a) N O(5) = O((a, b)) = O(1) = 0.

Si P(a,b) es totalmente Brown en (N, 7g) entonces, de 1) implica 4), se tiene que
O(a) C O(b.) Luego 0 = B(a)NO(b) = O(a), de donde a = 1. A la inversa, si a = 1,
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entonces ) = O(a) C O(b) asi que de 4) implica 1), P(a,b) es totalmente Brown
en (N, 7¢). Esto prueba 6). Por altimo, como N = M (1), aplicando 5) tenemos que
(N, 7¢) es totalmente Brown. O

Corolario 5.24. El espacio de Golomb (N,7¢) es aposindético To y no TQ% ni
reqular ni compacto.

DEMOSTRACION: En el teorema vimos que (N,7¢) es Ts. Al ser (N, 7¢) total-
mente Brown y 75, por el teorema [3.14] es aposindético. Como los espacios Brown
no degenerados no son 7,1, tenemos que (N, 7¢) no es Tp1. Si (N, 7¢) es regular,
entonces es T3 y, en particular, TQ%. Esto es una contradiccion, por lo que (N, 7¢)
no es regular. Si (N, 7¢) es compacto, como tambion es Th, resulta ser Ty y, en parti-
cular es TQ%, lo cual es una contradiccion. De esta manera, (N, 7¢) no es compacto.

O

Corolario 5.25. Sia,b € N, entonces P(a,b) estd totalmente separado en (N, 7¢)
si y solo si ©(a) ¢ O(b).

DEMOSTRACION: Supongamos que P(a,b) esta totalmente separado en (N, 7¢).
Luego P(a,b) no es conexo en (N, 75) y, por el teorema O(a) ¢ O(b). Ahora
supongamos que O(a) ¢ O(b) y sea p € O(a)\O(b). Por tanto (p,b) = 1y, como pla
tenemos que P(a,b) C P(p,b). Por el teorema P(p,b) esta totalmente separado
en (N, 7). Luego P(a,b) también esta totalmente separado en (N, 7¢). O

Corolario 5.26. Para cada a,b € N la progresion aritmética P(a,b) es totalmente
Brown o bien estd totalmente separada en (N, 7).

DEMOSTRACION: Si ©(a) C ©(b), por el teoremal5.23] P(a,b) es totalmente Brown
en (N, 7¢). Si O(a) ¢ ©(b), por el corolario [5.25, P(a,b) esta totalmente separado
en (N, 7¢). O

Por los corolarios y[5.24} (N, 7¢) es aposindético en cada uno de sus puntos
y conexo en pequeno en ninguno de sus puntos.

En el siguiente resultado caracterizamos las progresiones aritméticas en N que
son aposindéticas en (N, 75). Resulta que son precisamente las mismas que son
conexas, o bien Brown o bien totalmente Brown.

Teorema 5.27. Para cada a,b € N la progresion aritmética P(a,b) es aposindética
si y solo si ©(a) C O(D).

DEMOSTRACION: Supongamos primero que P(a, b) es aposindético. Si O(a) ¢ O(b),
entonces por el corolario P(a,b) esta totalmente separado en (N, 7¢). En par-
ticular, P(a,b) es hereditariamente disconexo. Esto implica que P(a,b) no posee
subconjuntos conexos y con mas de un punto. Ahora bien, como P(a,b) es aposin-
dético, existe un subconjunto cerrado y conexo M de P(a,b) tal que b € intp(q p) (M)
ya+b¢ M. Seace N tal que (b,c)=1y

be P(c,b)N P(a,b) Cintpgp (M) C M.

Por (4.15), P(c,b) N P(a,b) = P([c,a],b) asi que el conjunto conexo M contie-
ne al conjunto infinito numerable P([c,al,b). Esto implica que P(a,b) posee un
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subconjunto conexo con més de un punto. Esto es una contradiccién, por lo que

O(a) C O(b).

Ahora supongamos que O(a) C ©O(b). Por la equivalencia entre 1) y 4) del
teorema P(a,b) es totalmente Brown en (N, 7g). Como (N,7¢) es T» y esta
propiedad es hereditaria, sucede que P(a,b) es totalmente Brown y T5. Luego, por
el teorema[3.14] P(a,b) es aposindético. O

Asi pues, para una progresion aritmética P(a,b) con ©(a) C O(b), ser totalmen-
te Brown, ser Brown, ser conexo y ser aposindético, son propiedades equivalentes.

Mencionamos otra aplicacién del teorema [5.23] Dados ¢ € Ny y b € N sea
q = [l co(a) p- Notemos g es libre de cuadrados y, si ©(a) C ©(b), entonces P(a,b)
es totalmente Brown en (N,7¢) y P(a,b) C M(q). Si a = 1, entonces P(a,b) es
totalmente Brown en (N, 7¢) y P(a,b) C M(a). Esto muestra que los miembros de
la familia P que son totalmente Brown en (N, 7s), son subconjuntos de elementos
de M de la forma M(q) con ¢ = 1 o bien ¢ libre de cuadrados. En cualquiera de los
dos casos, M(q) es totalmente Brown en (N, 7g).

Recordemos que un espacio topolégico X es Dontchev-superconexo, si X es
conexo y cada subconjunto de X con interior no vacio es abierto en X. Ahora
probamos el siguiente resultado.

Teorema 5.28. El espacio de Golomb (N, 7g) no es Dontchev-superconezo.

DEMOSTRACION: Por el teorema [5.23] (N, 7¢) es conexo. Ahora vamos a mostrar
b)
que posee un subconjunto con interior no vacio que no es abierto. Por (5.5

clinre) (P(4,3)) = M(2) U [Pr(4,3) N N] = M(2) U P(4,3).

Por tanto cliy r)(P(4,3)) es un subconjunto propio, no vacio y cerrado de N con
interior no vacio, pues contiene al subconjunto abierto y no vacio P(4,3) de (N, 7).
Por la conexidad de (N, 7¢), cliy, r.)(P(4,3)) no es abierto en (N, 7). O

Ahora mostramos que ser totalmente Brown y ser Brown no son propiedades
hereditarias.

Teorema 5.29. FEl espacio de Golomb (N, 7g) posee subespacios no degenerados
que no son totalmente Brown ni Brown en (N, 7q).

DEMOSTRACION: Por el teorema (N, 7¢) es totalmente Brown. En particular
es Brown. Para cada a € Ny y b € N con (a,b) = 1, por el teorema 5.9 P(a,b) esta
totalmente separado en (N, 7). Luego P(a,b) no es conexo de donde P(a,b), como
subespacio de (N, 7¢), no es Brown ni totalmente Brown. |

Vale la pena comparar el corolario con lo que se menciona en [32], p. 901],
donde se dice que «podemos facilmente ver que toda base de la topologia 7¢ contiene
progresiones aritméticas disconexasy. Posteriormente, y debido a este comenterio,
se afirma que por la equivalencia entre las partes 3) y 4) del teorema el espacio
(N, 7¢) no es localmente conexo.
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Sea A C P tal que ANM # 0. Por el teorema y el corolario tanto
W = [JA como cly ) (W) son totalmente Brown en (N, 7¢g). Como (N,7g) es
totalmente Brown, por el teorema [3.7] para cada subconjunto abierto y no vacio U
de (N, 7¢), el conjunto cly,-.)(U) es totalmente Brown en (N, 7¢).

A pesar de que, por el teorema algunas progresiones aritméticas no son
totalmente Brown en (N, 7¢), el siguiente resultado dice que su cerradura siempre
es totalmente Brown en (N, 7¢).

Teorema 5.30. Sea A C P tal que A # 0. Si
W=JA ¥ B=cdp.,HW),

entonces B es totalmente Brown en (N,7g). En particular, para cada a,b € N, el
conjunto cl -.y(P(a,b)) es totalmente Brown en (N, 7g).

DEMOSTRACION: Fijemos n € Ny asi como n subconjuntos abiertos y no vacios
01,04,...,0,, de B. Para cada i € {1,2,...,n} sean U; un abierto en (N, 1) tal
que O; = BNU; y b; € O;. Tomemos a; € N con {(a;,b;) =1y P(a;,b;) C U;. Como
b; € clin -y (W) tenemos que

W N Plai,b;) # 0,
asi que existen ¢;,d;,e; € N tales que e; € P(¢;,d;) € Ay e; € P(a;,b;). Luego
P(ci,e;) N Plag,b;) #0

P(ci,e;) N P(ag, b;) C P(c,d;) N P(a;,b;) € W N P(ag,b;).
También tenemos que
cl,re) (P(ciy i) N Pag, b;)) C el re) (clin o) (Plcisei)) N Plai, b)) C
C cl,rg) (€, o) (W) NUi) = el 76 (O4)-
Aplicando con la coleccién finita
{P(c1,e1)} U{P(ci,e;): i € {1,2,...,n}} U{P(a;,b;): i € {1,2,...,n}}

de progresiones aritméticas en N, asi como (5.7)), resulta que

0 # clinre)(P(e1,e1)) N (ﬂ[CI(N7TG)(P(Ciaei)) md(N,Tc)(P(aiabi))]> -

i=1

c BN <ﬂ el 7o) (P(ciy e3) N Pay, bi))> c Bn (ﬂ cl(N’TG)(Oi)> :

i=1

Esto prueba que B es totalmente Brown en (N, 7¢). O

Corolario 5.31. Sia € Ny y b € N son tales que {a,b) = 1, entonces P(a,b) estd
totalmente separado en (N,7q) y clin ) (P(a,b)) es totalmente Brown en (N, 7g).

DEMOSTRACION: El resultado se sigue de los teoremas [5.9] y [5.30] O
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Consideremos ay, by, as,ba,...,ax, b € N de modo que ﬂle P(a;,b;) # 0. Si

k
a=lay,as,...,a;] 'y z=min (m P(ai,bi)>

i=1
entonces, por el teorema
k

P(a,z) = ﬂ P(a;, b;).

i=1
Utilizando esto y el teorema [5.17] sucede que
k

k
el re) (P(a, 2)) = lpirg) ([) Plais b)) = [ ey (Plai, b))
i=1 i=1
Ademas, por el teorema cln,rg) (P(a, 2)) es totalmente Brown en (N, 7¢). Esto
muestra que, cuando una cantidad finita de progresiones aritméticas tiene intersec-
cién no vacia, la interseccion de las cerraduras en (N, 75) de dichas progresiones,
es totalmente Brown en (N, 7). Por el teorema la unién de las cerraduras en
(N, 7¢) de una cantidad finita de progresiones aritméticas, es totalmente Brown en

(N,Tg).

Terminamos la seccién con las siguientes preguntas.
PROBLEMA 5.32. Sean ay, by, as,ba, ..., a,, b € N de modo que ﬂle P(a;, b;) = 0.
¢Es ﬂle clin,re) (P(ai, by)) totalmente Brown en (N, 7g)?

PROBLEMA 5.33. ;FEs (N, 74) compacto-aposindético en alguno de sus puntos?

6. El espacio de Kirch
En 1969, A. M. Kirch consider6 en [23] la familia
(6.1) Bx = {P(a,b) € Bg: a es libre de cuadrados},

y mostré que es base para una topologia 7x de N tal que 7x C 7. También hizo
ver que el espacio topologico (N, 7k) es conexo, localmente conexo y Hausdorff.
En [31], ejemplos 60 y 61, p. 82] a 7 le se le llama «la topologia del entero pri-
mo». Sin embargo, vamos a referirnos a 7x y al espacio (N, 7x) como indicamos a
continuacion.

Definicion 6.1. La topologia T se llama la topologia de Kirch de N. Al espacio
topoldgico (N, Tk ) se le conoce como el espacio de Kirch.

Para probar que la familia By es base para una topologia de N, necesitamos
del siguiente resultado.

Teorema 6.2. Supongamos que P(a,b),P(c,d) € Bg son tales que P(a,b) N
P(c,d) # 0. Luego, para cada t € P(a,b) N P(c,d), tenemos que P([a,c],t) € Bk y

(6.2) P(la,c],t) C P(a,b) N P(c,d).

DEMOSTRACION: Tomemos ¢t € P(a,b) N P(c,d). Como alla,b] y b|[a,d], por (4.4)
se satisface (6.2)). Ademas, por la parte 1) del teorema 4.1

(t,a)=(a,b)=1 'y (t,c)=(c,d)=1
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Luego (ac,t) = 1. Esto implica, al ser [a, ¢] un divisor de ac, que ([a,c],t) = 1. Por
tanto, P([a,c],t) € Bg. Ahora bien, como a y ¢ son libres de cuadrados, tenemos
que [a, c] es libre de cuadrados. De esta manera, P([a,c],t) € Bg. O

Teorema 6.3. La familia By, definida en (6.1), es base para una topologia T de
N.

DEMOSTRACION: Tomemos a € Ny p € P tales que p > a. Es claro que p es libre
de cuadrados y que (a,p) = 1. Luego a € P(p,a) € Bx por lo que N ={Jz. 5, B.
Tomemos ahora P(a,b), P(c,d) € Bx y t € P(a,b) N P(c,d). Por el teorema
P([a,c],t) € Bk y P([a,c],t) C P(a,b)NP(c,d). Esto muestra que B es base para
una topologia 7x de N. O

Es claro que By C Bg, asi que 7 C 7. Ademas
i = {0} U{U C N: para cada b € U existe P(a,b) € Bk tal que P(a,b) C U}.

La contencién 7 C 7g es propia pues, por ejemplo P(4,3) € 7¢ y P(4,3) ¢ 7x.
Para ver que P (4, 3) ¢ 7k supongamos, por el contrario, que P(4,3) € 7x. Notemos
que existe P(a,3) € Bg tal que P(a,3) C P(4,3). Esto implica, por (4.4), que 4|a,
contradiciendo el hecho de que a es libre de cuadrados. De esta manera, P(4,3) ¢ 7x
y asi
TK g TG -
En el siguiente resultado, mostramos que (N, 7¢) posee una base que contiene pro-
piamente a la base
Be = {P(a,b): a,b € Ny (a,b) =1}.

También vemos que (N, 75 ) posee una base que contiene propiamente a la base B .

Teorema 6.4. Las familias
Bg ={P(a,b) € Bg:b<a} y Bx=1{P(a,b)e€Bk:b<a}
son bases para T¢ y Tk, respectivamente.
DEMOSTRACION: Vamos a probar que cada elemento de B es una unién de miem-

bros de Eci Sean P(a,b) € Bg y ¢ € P(a,b). Naturalmente si b < a, entonces
P(a,b) € B y la prueba termina Supongamos que a < b. Por la parte 1) del

teorema [A-T}

P(a,c) € B¢ y Pla,c)C P(a,b).
Ademas a < b < c. Si p. € P es tal que p. > ¢, entonces (p.,c) =1y, como también
(a,c) =1, sucede que (p.a,c) = 1. Por tanto P(pea,c) € Bg. De p. > ¢ sucede que
pea > ac > ¢, de donde P(p.a,c) € Bg. Ademas

¢ € P(pea,c) C P(a,c) C P(a,b).
Hemos probado que

(6.3) P(a,b)= U P(pca,c), paracada a,b€ N con (a,b) =1y a<h.
ceP(a,b)

Asi, todo elemento de B¢ es una unién de miembros de B y, por tanto, B es
una base de 7¢.
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Ahora supongamos que P(a,b) € B y a < b. Luego P(a,b) € B¢, por lo
que se cumple. Vamos a probar que P(p.a,c) € By, para toda ¢ € P(a,b).
Tomemos ¢ € P(a,b). Ya indicamos que P(p.a,c) € Bg y que ¢ < p.a. Como a es
libre de cuadrados y p. € P es tal que a < b < ¢ < p., tenemos que p.a es libre
de cuadrados. Esto prueba que P(p.a,c) € Bg. Por tanto, todo elemento de By
es una unién de miembros de By y, como consecuencia de esto, By es una base de
TK - U

El hecho de que la familia Bg es una base de 7¢ aparece sin demostracion
en la prueba de [34] teorema 4.3, p. 434]. La demostracion que presentamos del
teorema [6.4] aparece originalmente en [28] teorema 3.21].

En algunos articulos de P. Szczuka, como en [32] y [33], la base del espacio de
Kirch se dice que es, por definicion, la familia By mientras que en otros, como en
[837] v [38], la base se toma de inicio como B . En [24] se considera, por definicion,
que 7¢ y Tk tienen por base a Bg y B, respectivamente. El teorema dice que
podemos proceder de una o de la otra forma, segiin convenga, tanto con la base de
la topologia de Kirch como con la de Golomb. En los textos en donde se admite
que 1 es libre de cuadrados, las progresiones aritméticas P(1,b) son miembros de
By, pero no de By

Ahora presentamos otras propiedades del espacio de Kirch. Como la base Bx
de (N, 7x) es numerable, el espacio (N, 7¢) es segundo numerable. Por la parte 2)
del teorema cada miembro de B es infinito. Por tanto todo abierto no vacio
de (N, 7x) es infinito.
Teorema 6.5. El espacio (N, 1) es totalmente Brown, aposindético T y no TQ%
ni regular ni compacto.
DEMOSTRACION: Por la parte 5) del teorema [5.23) (N, 7¢) es totalmente Brown.

Ademas i C 7¢. Utilizando esto y la parte 3) del teorema[3.11] resulta que (N, 7x)
es totalmente Brown. La prueba de que (N,7x) es Ty es idéntica a la dada en

el teorema 5.5 para (N,7¢). El resto de la prueba es idéntica a la dada en el
corolario [5.24] para (N, 7¢). O

La misma prueba que dimos para el corolario [5.6] se puede utilizar para probar
el siguiente resultado.

Corolario 6.6. El espacio (N,7x) no es Nanda-Panda superconezo ni de Alezan-
droff.

Maés adelante, en el corolario [6.21}) vamos a probar que (N, 7x) es localmente
conexo, de una manera distinta a como se prob6 originalmente en [23] teorema 5,
p. 170].

6.1. La cerradura en la topologia de Kirch. De la contencién 7 C 7¢
y el teorema tenemos que si C' C N es totalmente Brown (respectivamen-
te, Brown, conexo) en (N, 7¢), entonces C' es totalmente Brown (respectivamente,
Brown, conexo) en (N, 7). También tenemos que, para cada A C N,

clr) (A) C el rge) (A)-
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Por tanto, muchos de los resultados presentados en la subseccion [5.3| permanecen
validos en (N, 7x). En particular, todos los que aparecen del teorema al coro-
lario se cumplen en (N, 7x) y los enlistamos en el siguiente teorema.

Teorema 6.7. Para a,b,a1,b1,a0,bs,...,a5,b € N, se cumplen las siguientes
propiedades:
1) Pr(a,b) NN C ¢l ) (P(a,b));
2) M(a) C cl,re)(P(a”, b)), para toda n € N;
3) para cada subconjunto abierto y no vacio U de (N, 7k ), existe ¢ € N tal que
M(c) C el ) (U);
4) CI(N,TK)(P(la b)) = N;
5) para cada familia finita {P(a;,b;): i € {1,2,...,k}} de progresiones arit-
méticas en N, tenemos que M ([a1, as, ..., ax]) C ﬂle clin, ) (Plai, b)) v,
en particular, ﬂle clin,rey (Plai, b)) # 0;

6) M(c)N (ﬂle cl(N’TK)(P(ai,bi))) # (), para toda c € N.

La parte 4) del teorema es [37, comentario 4.1, p. 676]. Con respecto a la
igualdad , su lado derecho estd contenido en su lado izquierdo, considerando
la cerradura en (N, 7x). Sin embargo, la manera correcta de obtener la cerradura
clw,r)(P(p", b)), se presenta en el siguiente resultado (vale la pena comparar la
primera parte con [37, teorema 4.4, p. 676] y, la segunda parte, con [37, corolario 4.5,
p. 678]).

Teorema 6.8. Sibc N ypecP, entonces

(6.4) clin,r) (P(p™,0)) = M(p) U[Pr(p,b) NN},  para cada n € N.
En particular,

(6.5) i,y (P(p™,0)) = el rie)(P(p,b)),  para toda n € N.

Ademds se cumplen las siguientes propiedades:

1) M(p) es cerrado en (N, 7x);
2) para cada a € Ny, el conjunto M (a) tiene interior vacio en (N, 7).

DEMOSTRACION: Tomemos x € cliy ) (P(p",b)) y supongamos que = ¢ M (p).
Luego (p,z) = 1. Esto implica, al ser P(p,z) un subconjunto abierto de (N, 7x)
que contiene a x, que

P(p,x) N P(p™,b) # 0.
Luego, por , p|(x — b), asi que € Pp(p,b) NN. Esto muestra que x esta en el
lado derecho de (6.4]).

Ahora supongamos que = € Pp(p,b) NN y sea W un subconjunto abierto en
(N, 7x) tal que x € W. Por tanto, existe ¢ € Ny, libre de cuadrados, de modo que
(c,z) =1y P(c,x) C W. Notemos que (c,p™) = 1 o bien (¢, p"™) = p. En cualquiera
de los dos casos, como p|(z — b), por tenemos que

P(c,z)NP(p",b) # 0.
Luego W N P(p™,b) # (). Esto prueba que = € clyy -,y (P(p™, b)), de donde
PF(pa b) NN C CI(N,TK)(P(pn, b))
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Por la parte 2) del teorema|6.7}, tenemos que M (p) C cl,)(P(p",b)). Esto prueba
que el lado derecho de (6.4) esta contenido en su lado izquierdo, terminando asi la

prueba de (6.4]).

Ahora bien, de (6.4) se tiene que cly ) (P(p",b)) = cl ) (P(p,b)), para
toda n € N. Ademaés
clw,r0) (M(p)) = cl,ri0) (P(pp)) = M (p)U[Pr(p, p)\N] = M(p)UP(p,p) = M(p).

Por tanto M (p) es cerrado en (N, 7x ). La misma prueba que dimos en el teoremal(5.3)
puede aplicarse para mostrar que para toda a € Ny, el conjunto M (a) tiene interior
vacio en (N, 7x). Esto prueba 1) y 2). O

En el teorema vimos que (N, 7¢) no es Dontchev-superconexo. De manera
similar tenemos el siguiente resultado.

Teorema 6.9. Fl espacio de Kirch (N, 7x) no es Dontchev-superconezxo.

DEMOSTRACION: Por el teorema [6.5] (N, 7x) es conexo. Ahora vamos a mostrar
que posee un subconjunto con interior no vacio que no es abierto. Por (6.4)

Ay (P(3,1)) = M(3) U [Pr(3,1) NN = M(3) U P(3,1).

Por tanto cliy ,,)(P(3,1)) es un subconjunto propio, no vacio y cerrado de N con
interior no vacio, pues contiene al subconjunto abierto y no vacio P(3,1) de (N, 7).
Por la conexidad de (N, 7x ), cliy 7.)(P(3,1)) no es abierto en (N, 7x). O

La misma prueba del teorema, se puede aplicar en (N, 7x). Tenemos, por
tanto, el siguiente resultado.

Teorema 6.10. Si a1,b1,a9,be,...,a,b € N son tales que ﬂle P(a;,b;) £ 0,
entonces
k

k
(6.6) Clire 7y () Plai b)) = m cliw,rie) (P(ai, bi)).

i=1

Sean p € Py n € N. De acuerdo con (6.5) y el hecho de que M(p) es cerrado
en (N, 7x), tenemos que
L) (M(P™)) = el 7pe) (P(P",0")) = L 7) (P(p, ) = el re) (M (p)) = M (p),
es decir
(6.7) e,y (M(p")) = M(p), para toda n € N.

Tenemos asi que (5.6) es valido en (N, 7x). El teorema también es valido en
(N, 7 ), aunque su prueba es diferente a la que presentamos para (N, 7). Para pro-
barlo, procedemos como sigue. Primero mostramos que (5.12)) es valido en (N, 7).

Teorema 6.11. Sea a € Ny y supongamos que a = Hlep?i es la descomposicion
candnica de a. Si ¢ = p1p2 - - - Pk, entonces

(6.8) el ,re) (M (a)) = M (q).
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DEMOSTRACION: Por la segunda parte de 1) tenemos que M (a) = ﬂle M(p3).
Luego, aplicando y (6.7),
k k

k
i) (M (@) = el re) (1) M (057)) = ﬂ ) (M (p§)) = () M(pi) = M(q)-

i=1 i=1

O

Como consecuencia de esto, el corolario también es valido en (N, 7x) y su
demostracién es la misma. Tenemos asi el siguiente resultado.

Corolario 6.12. Sia € Ny, entonces M(a) es cerrado en (N, 7x) si y solo si a es
libre de cuadrados.

De todo esto deducimos que M (a) es cerrado en (N,7x) si y solosia =10
bien a es libre de cuadrados. Ahora mostramos que el teorema [5.19] es vélido en
(N, TK).

Teorema 6.13. Sean a € Ny y b € N tales que O(a) C O(b). Supongamos que
a= Hle Pt es la descomposicion candnica de a. Si ¢ = pips - - P, entonces
(6.9) clw,ric)(P(a, b)) = M(q).

DEMOSTRACION: Como ¢ es libre de cuadrados, por el corolario 16.121, M(q) es
cerrado en (N, 7x). Ademas, la inclusion ©(a) C ©(b) implica que gla y q|b, por lo
que P(a,b) C M(q). Al tomar cerraduras en (N, 7x), sucede que

i) (P(a, b)) C eln re) (M (q)) = M(q).
Ahora bien, por ((5.11))
M(q) = CI(N,TG)(‘P(G‘7 b)) - CI(N,TK)(P(aa b))
Esto prueba (6.9). O

La misma demostracién dada en el teorema puede aplicarse en (N, 7x),
para obtener el siguiente teorema.

Teorema 6.14. Sia € Ny y b € N son tales que O(a) C O(b), entonces P(a,b) es
denso en ninguna parte de N. En particular,

int(n,r) (P(a,0))) =0y cli,re)(N\ P(a, b)) = N.

También tenemos que M(a) es denso en ninguna parte de N, inty ...\ (M(a)) = 0
Y cln,r)(N\ M(a)) = N.

El siguiente resultado aparece tanto en [9, lema 1, p. 4] como en [37, teore-
ma 4.6, p. 678]. La demostracién que presentamos es mas corta que la que aparece
en [37], y un poco diferente a la que se encuentra en [9].

Teorema 6.15. Sia € Ny y a = Hlep?i es la descomposicion candnica de a,
entonces

k
(6.10) clt,rie) (P(a, b)) = () el re) P(05, D).

=1
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DEMOSTRACION: El resultado se sigue de (4.23) y (6.6). O

A continuaciéon presentamos la formula para calcular la cerradura en (N, 7x)
de una progresion aritmética en N.

Teorema 6.16. Sea a € Ny y supongamos que a = Hlepf” es la descomposicion
candnica de a. Si b € N, entonces

k

(6.11) el ,re) (Pa, b)) = NN (ﬂ [M (pi) U PF(pivb)}> -
i=1

DEMOSTRACION: Por (6.4]) y (6.10) tenemos que

k k

clw,ry)(Pa, b)) = ﬂ el ) (P(pi?, b)) = m[M(pz) U (Pr(pi,b) NN)] =

=1 =1
( pz UPF wa)]>-
i=1

O

D?r

k )
Tomemos, de nuevo, a € Ny y supongamos que a = [[,_; p;"* es la descompo-
sicién canoénica de a. Definimos
C=Ppip2- H p
p€EB(a)

y, para toda b € N, hagamos
Ay, ={deN:d<cyparacadaie {1,2,...,k},p;|d o bien d = b(mé6d p;)}.
Seanb € Ny x € cly ) (P(a,b)). Consideremos n € Ny y d 6 N tales que = cn+d
yd<c. Dadaie{l1,2,.. .,k} tenemos que p;|c y, por (6.11)),
en+d e M(pi)U Pr(p:,b).

Por consiguiente, p;|d o bien d = b(modp;), de donde d € A,. Como ademas
x € P(c,d), hemos probado que z € UdGAb P(c,d). De todo esto,

clw,re)(P(a,b)) € | Pled).
de Ay
La contencién inversa también es cierta. Para probarlo, tomemos x € (J ¢ 4, P(c,d)
y d € Ay, tales que x € P(c,d). Dada ¢ € {1,2,...,k} tenemos que p;|c y, como
d € Ay, resulta que p;|d o bien d = b (mdd p;) . En el primer caso, ¢ y d pertenecen a
M (p;), asi que x € M(p;). En el segundo caso, tenemos que p;|c, p;|(d—b) y c|(z—d),
por lo que p;|[(z —d) + (d —b)], es decir, p;|(x —b). Luego x € NN Pp(p;,b). Hemos
probado que
k
T € ﬂ[M(pl) U (Pr(pi, b) NN)] = cln 7 (P(a,b)).
i=1
Por consiguiente
U Ple.d) C clp,ri) (Plasb)).
deAy
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Tenemos asi el siguiente resultado, que aparece originalmente en [37], teorema 4.7,
p. 680].

Teorema 6.17. Sea a € Ny y supongamos que a = Hlep?i es la descomposicion
canonica de a. Si c = p1ps - - - px entonces, para cada b € N,

(6.12) clin,r0) (Pla, b)) = U P(c,d).
deA,

Por (6.12) el lado derecho de (6.11)) es la unién de un ntmero finito de progre-
siones aritméticas en N, todas con la misma diferencia comun.

Terminamos la presente subseccién con el siguiente resultado, el cual es impor-
tante en la siguiente subseccién para probar que todas las progresiones aritméticas
son totalmente Brown en N.

Teorema 6.18. Sean a,b,c1,dy,co,da, ..., cp,d, €N tales que P(c;,d;) € Bk y
P(a,b) N P(c;,d;) #0,  para cada i € {1,2,...,n}.
Por tanto, existe d € N tal que, para toda i € {1,2,...,n},
0 # M(d) N P(a,b) C clin,r)(P(a,b) N P, dy)).
DEMOSTRACION: Para cada i € {1,2,...,n} tomemos
b; € P(a,b) N P(c;, d;).
(b — d;) y, por ({£.12),
(6.13) P(la, ¢i],b;) C P(a,b) N P(c;,d;).

Como P(c;,d;) € Bk, cada ¢; € Ny es libre de cuadrados y (¢;,d;) = 1. Asi, por el
teorema [2.2} existe ¢; € N tal que [a, ¢;] = aq;, ¢i|e; y (¢, a) = 1. Sea

Luego a|(b; — b), ¢

d=q1q2" " qn-
Como (g;,a) = 1 para cada i € {1,2,...,n}, tenemos que (d,a) = 1. Luego, por el

corolario [4.10, M (d) N P(a,b) # 0.

Fijemos ahora ¢ € {1,2,...,n} y tomemos z € M(d) N P(a,b), asi como un
subconjunto abierto U de (N,7x) tal que z € U. Por tanto, existe © € Ny libre
de cuadrados de modo que (z,z) =1y P(x,z) C U. Como al(z —b) y al(b; — b)
tenemos que al[(z —b) — (b; — )], es decir, a|(z — b;). Notemos ahora que (z, z) = 1,
¢;|d y d|z. Luego (z,q;) = 1, por lo que

<$, [aa CZ]> = <x’aqi> = <x,a)(x, qi> = <£E, a>'
Esto muestra que (z, [a, ¢;])|(z — b;) y, aplicando (4.9)) y (6.13]),
0 # P(z,z) N P([a,¢;],b;) € UN P(a,b) N P(c;, d;).
De esta manera z € cly -, )(P(a,b) N P(c;, d;)) probando, con todo, que
M(d) N P(a,b) C clp 7.y (P(a,b) N P(c;, d;)).
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6.2. Subconjuntos totalmente Brown del espacio de Kirch. En esta
subseccién describimos algunos subconjuntos del espacio de Kirch que son total-
mente Brown. Por el teorema [3.11] los resultados presentados en los teoremas [5.22]
v [5.30] permanecen validos en (N, 7). Por la misma razon, la implicacién 4) implica
1) en el teorema también es valida en (N, 7). Tenemos entonces el siguiente
resultado.

Teorema 6.19. Si a,b € N son tales que ©(a) C O(b), entonces P(a,b) es total-
mente Brown en (N, 7).

Por la parte 4) del teorema y el teorema[6.19] tenemos que para cada b € N
la progresion aritmética P(1,b) es totalmente Brown y densa en (N, 7x ). Notemos
que si P(a,b) € Bi entonces, como a # 1y {a,b) =1, sucede que O(a) ¢ O(b).

El siguiente resultado generaliza [32] teorema 3.5, p. 901] y el teorema [6.19
Teorema 6.20. Si a,b € N, entonces P(a,b) es totalmente Brown en (N, 7x).

DEMOSTRACION: Fijemos n € Ny asi como n subconjuntos abiertos y no vacios
01,04, ...,0,, de P(a,b). Paracadai € {1,2,...,n} sea U; un subconjunto abierto
de (N,7x) tal que O; = P(a,b) N U;. Tomemos ademés d; € O; asi como ¢; € No,
libre de cuadrados, tal que (¢;,d;) =1y P(¢;,d;) C U;. Notemos que P(c;,d;) € Bk
y

P(a,b) N P(c;,d;) # 0, para cadai € {1,2,...,n}.
Por el teorema [6.18] existe d € N tal que, para toda i € {1,2,...,n},

@ # M(d) N P(CL, b) C CI(N,TK)(P(CL7 b) n P(Cudz))
Luego

0 % M(d) N P(a,b) = P(a,b) N M(d) N P(a,b) C

c P(a,b)N (ﬁ cl,me (Pa, b)) N P(ci,di)> c

n k
C P(a,b)N (ﬂ el ey (P(a,b)) N Ui> = P(a,b) N (ﬂ cl(N,TK)(Oi)> .

Esto prueba que P(a,b) es totalmente Brown en (N, 7x). O

Corolario 6.21. El espacio (N, 7x) es localmente conexo. Mds ain, si P(a,b) € By
y ¢ € P(a,b), entonces P(a,b) es localmente conexo en c.

DEMOSTRACION: Por el teorema cada progresion aritmética es conexa en
(N, 7). En particular los miembros de la base B son conexos. Esto muestra que
(N, 7k ) es localmente conexo. Para mostrar la segunda parte, tomemos P(a,b) €
Brx y ¢ € P(a,b). Sea U un abierto en P(a,b) tal que ¢ € U. Como P(a,b) es
abierto en (N, 7k ), sucede que U es abierto en (N, 7x). Tomemos P(d,c) € Bk tal
que P(d,c) C U. Por el teorema [6.20} P(d,c) es totalmente Brown. En particular,
P(d, c) es abierto y conexo en (N, 7x) tal que P(d,c¢) C U C P(a,b). Esto muestra
que P(a,b) es localmente conexo en c. O
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7. El espacio de Szczuka

Recordemos que, para cada a € N, el conjunto O(a) es el de los ntmeros
primos que dividen al nimero a. En 2013 P. Szczuka, también conocida como P.
Szyszkowska, consider6 en [33] seccion 3, p. 877] la familia

(7.1) Bs ={P(a,b): a,b € Ny O(a) C O(b)}
y mostré que es base para una topologia 7s de N. En [36], p. 1009] P. Szczuka

nombré a 7g como indicamos a continuacién.

Definicion 7.1. La topologia 7s se llama la topologia de la division comun de
N. Al espacio topoldgico (N, 7s) se le conoce como el espacio de Szczuka.

Para cada a € N, tenemos que M(a) = P(a,a) € Bg y N, = P(1,a) € Bg,
pues O(a) C O(a) y # = ©(1) C O(a). Ademas, por el teorema [5.23] los miembros
de Bg son las progresiones aritméticas en N que son totalmente Brown en (N, 7¢).

En el siguiente resultado mostramos que, en efecto, Bg es base para una topo-
logia de N.

Teorema 7.2. La familia Bg, definida en (7.1)), es base para una topologia s de
N.

DEMOSTRACION: Sea a € N. Como M(a) € Bs ya=a-0+a € M(a), sucede que
N = ey M(a). Por tanto, N es unién de miembros de Bg.

Tomemos ahora P(ai1,b1), P(as,bs) € Bg y © € P(a1,b1) N P(az,b2). Sean
m € Ny tal que z = aym + b1 y p € O(a1) C O(b1). Notemos que pla; y plb1 y
en consecuencia p|(aim + by), es decir p|z. Asi ©(a;) C O(z). De forma anéloga
©(az) C ©(x). Luego

(7.2) O(a1) UB(az) C O(x).
Sea a = [ay, az]. Por la parte 1) de la proposicion y , tenemos que
O(a) C O(araz) C O(a1) UB(az) C O(z).
Por tanto, P(a,z) € Bg. Ademas, como a;|a y as|a, por [{.4),
P(a,z) C P(ay,x) C P(a1,b1) vy P(a,x) C P(az,x) C P(az,bs).

Luego P(a,z) C P(ai,b1) N P(ag,bs). Esto muestra que Bg es base para una
topologia 7¢ en N. O

Es claro que
75 = {0} U{U C N: para cada b € U existe P(a,b) € Bg tal que P(a,b) C U}.

7.1. Propiedades del espacio de Szczuka. Vamos a probar ahora una
serie de propiedades del espacio (N, 7g). Como la base Bg de (N, 75) es numerable,
el espacio (N, 7g) es segundo numerable. Por la parte 2) del teorema [4.4] cada
miembro de Bg es infinito. Por tanto todo abierto no vacio de (N, 75) es infinito.

En el siguiente resultado hacemos explicita la siguiente propiedad que utiliza-
mos en la prueba del teorema [7.2]
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Teorema 7.3. Si P(a,b) € Bg y ¢ € P(a,b), entonces P(a,c) € Bs y P(a,c) C
P(a,b). Ademds

7s = {0} U{U C N: para cada b € U existe P(a,c) € Bg tal que b € P(a,c) C U}.

DEMOSTRACION: Por (4.4), tenemos que P(a,c) C P(a,b). Si p € ©(a), entonces
p € ©(b) y, por tanto, pla y p|b, asi que p divide a cualquier combinacion lineal de
a y b. En particular p|c, pues ¢ € P(a,b). Esto implica que p € ©(c), por lo que
O(a) C O(c) v, asi, P(a,c) € Bg. O

En el espacio de Szczuka tenemos un resultado anélogo al teorema [6.4}
Teorema 7.4. El conjunto
Bs = {P(a,b) € Bs: b< a}
es una base para Tg.

DEMOSTRACION: Sean P(a,b) € Bg con a < by ¢ € P(a,b). Por el teorema
©(a) C O(c), P(a,c) € Bsy Pla,c) C P(a,b). Ademés 1 < a < b < ¢, por lo que
existe p. € P tal que p.|c. Sea k. € N tal que pfca > c. Claramente
O (pica) = {pc} UO(a) C {pc} UO(c) = O(0),
y en consecuencia P(pFca,c) € Bg. Ademas,
c € P(p*a,c) C P(a,c) C P(a,b),

por lo que

P(a,b)= ] P(@la,o).
ceP(a,b)

Qe esta manera, todo elemento de Bg es una unién de miembros de Bg. Por tanto
Bs es base de 7g. O

En la literatura, el teorema[7.4 aparece enunciado sin demostracion en la prueba
de [39] teorema 4.3, p. 96]. La demostracion que presentamos aparece originalmente
en [28 teorema 3.31].

En [33l proposicion 3.1, p. 877] se muestra el siguiente resultado.

Teorema 7.5. Todo subconjunto cerrado y no vacio de (N, 7s) tiene a 1.

DEMOSTRACION: Sean F' un subconjunto cerrado y no vacio de (N, 75) y U = N\ F.
Si 1 € U, entonces existe P(a,1) € Bg tal que P(a,1) C U. Como O(a) C O(1) y
O(1) = 0, tenemos que O(a) = 0, por lo que a = 1. Luego P(a,1) = N, asi que
U =Ny F = (. De esta contradiccion se sigue que 1 ¢ U, por lo que 1 € F. ([

Del teorema [7.5] se derivan varios resultados. Conviene comparar el siguiente
con [39] lema 3.1, p. 93].

Teorema 7.6. 1 es el dnico punto indiscreto de (N, 7g).
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DEMOSTRACION: Sea U un subconjunto abierto de (N, 7g) tal que 1 € U. Si U # N,
entonces N\ U es un subconjunto cerrado y no vacio de (N, 7g) que no tiene a 1,
contradiciendo el teorema Esto muestra que 1 es un punto indiscreto de (N, 7g).
Si a € Ny, entonces M (a) es un subconjunto abierto de (N, 7g) tal que a € M(a) y
M (a) # N, asi que a no es un punto indiscreto de (N, 7g). O

Corolario 7.7. (N, 7g) es totalmente Brown y compacto. En particular, es conezo.

DEMOSTRACION: El resultado se sigue de los teoremas [3.5] y O

Corolario 7.8. (N,7g) no es homogéneo.

DEMOSTRACION: La imagen bajo un homeomorfismo de un punto indiscreto es un
punto indiscreto y, como 1 es el tnico punto indiscreto de (N, 7g), ningtn homeo-
morfismo de (N, 7g) sobre si mismo manda 1 en 2. O

Notemos que, para cada a € Na, el conjunto M (a) es un subconjunto abierto y
propio del espacio (N, 7g), el cual es totalmente Brown, y por tanto conexo. Luego
M (a) no es cerrado en (N, 7g). Tenemos entonces que, para a € N, el conjunto
M (a) es cerrado en (N, 7g) si y solo si a = 1. Este resultado es diferente a lo que
sucede en (N, 7¢) y en (N, 7x), en donde M(a) es cerrado si y solo si @ =1 o bien
a es libre de cuadrados.

El siguiente resultado aparece en [39], comentario 3.5].
Teorema 7.9. (N, 75) no es de Alexandroff.

DEMOSTRACION: Para cada k € N sea U, = P(2¥,2). Hagamos U = (o Us- Es
claro que {Uy: k € N} es una familia de abiertos no vacios en (N, 7g) tales que
{2} C U. Supongamos que existe x € U \ {2}. Tomemos k € N tal que 2* > z.
Como = € Uy, existe m € Ny tal que z = 2Fm + 2. Al ser 2 # 2, tenemos que
m € N. Luego
r=2"m+2>am+2 >x+ 2,

de donde 2 < 0. Esto una contradiccion, asi que U = {2}. Como los abiertos no
vacios en (N, 7g) son infinitos, U no es abierto en (N, 7g). O

Teorema 7.10. El espacio (N, 75) no es Nanda-Panda superconezxo.

DEMOSTRACION: Como P(9,3), P(27,6) € Bs y (9,27) = 9 no divide a 6 —
3 = 3, por tenemos que P(9,3) N P(27,6) = . Por tanto (N,7g) no es
Nanda-Panda superconexo. De hecho, para cada pi,ps € P\ {2} tenemos que
P(p%,pl),P(p:f,plpg) € BS Y, por 7

P(p},p1) NP3, pip2) = 0.
0

En el siguiente resultado describimos dos subconjuntos cerrados de (N, 75), los
cuales son importantes para determinar propiedades relacionadas con la cerradura
en (N, 7g) de una progresion aritmética.
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Teorema 7.11. Sia € Ny y b € M(a) entonces, para cada n € N, los conjuntos
[NA Pp(a™,b)] UIN\ M(a)] y P(a",b)U[N\ M(a)]
son cerrados en (N, 7g).
DEMOSTRACION: Fijemos n € N y notemos que
N\ [M(a) \ (NN Pp(a",b))] = [N\ M(a)]U[NN Pg(a”,b)].
Vamos a probar, por tanto, que
U= M(a)\ [NN Pp(a™,b)]

es abierto en (N,7g). Si z € U, entonces a|z y O(a”™) = O(a) C O(z), asi que
P(a™, z) es un subconjunto abierto de (N, 7g) tal que z € P(a™, z) C M(a). Como

a" T (Z - b)a por "
P(a",z) N Pr(a™,b) = 0.

Luego P(a™, z) C Uy, asi, U es abierto en (N, 7g). Como
N\ [M(a)\ P(a",b)] = [N\ M(a)] U P(a",b)

procediendo como antes, mostramos que M (a)\ P(a”,b) es abierto en (N, 7g). O

7.2. Axiomas de separacién en (N, 7g). Del hecho de que (N, 7g) es un
espacio Brown no degenerado, se sigue que (N, 7g) no es TQ%. Como (N, 7g) es
compacto y los espacios compactos y 75 son T} y por tanto TQ%, sucede que (N, 7g)
tampoco es Ty. En [33] proposicion 3.3, p. 878] se prueba que (N, 75) es un espacio
Ty que no es T;. Recordemos que

T1:>T%:>TD:>TO.

En el siguiente resultado probamos un resultado un poco mas fino que implica el
de [33].

Teorema 7.12. (N,7s) es Tp pero no T}.

DEMOSTRACION: Como los conjuntos abiertos y no vacios en (N, 7g) son infinitos
y los conjuntos cerrados y no vacios en (N, 7g) tienen a 1, para cada b € Ny el
conjunto {b} no es abierto ni cerrado en (N, 75). Esto prueba que (N, 75) no es T}.

Para probar que (N,7g) es Tp, sea a € N. Vamos a dividir la prueba en dos
casos. Consideramos primero que a € Ny. Por reduccion al absurdo, vamos a probar

que

{a} = {1}.
Supongamos que ¢ € {a} y ¢ # 1. Luego ¢ # a. Si 1 < ¢ < a tomamos n € N tal
que a < ¢". Por tanto, P(c", c) es un subconjunto abierto en (N, 7g) que tiene a cy

a ¢ P(c" c)\{c}.

Si a < ¢, entonces M (c) es un subconjunto abierto en (N, 7g) que tiene a ¢ y

a ¢ M(c)\{c}.
En cualquiera de los dos casos, deducimos que ¢ ¢ {a}'. De esto y el teorema [7.6
se tiene que {a}’ = {1}. Como P(1,2) € Bg y N\ P(1,2) = {1}, el conjunto {1}
es cerrado en (N, 7g). Esto prueba que {a}’ = {1} es cerrado en (N, 7g), cuando
a € Ny,
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Ahora supongamos que a = 1. Si b € Ny, entonces M (b) es un abierto en (N, 75)
tal que 1 ¢ M(b) \ {b}. Luego b ¢ {1} y, como 1 ¢ {1}/, tenemos que {1}/ = 0.
Esto termina la prueba del segundo caso. Hemos hecho ver, en ambos casos, que
{a}’ es cerrado en (N, 75). Por tanto, (N, 75) es Tp. O

De la prueba del teorema [7.12 se tiene, para a € Ny, que

dirg)({a}) ={l,a} vy cp-({1}) ={1}
Por tanto, {1} es el tnico subconjunto degenerado de N que es cerrado en (N, 7g).
Ademaés, como 1 es un punto indiscreto de (N, 7g5), tenemos que 1 esta en la cerra-
dura en (N, 7g) de cualquier subconjunto no vacio de N. De aqui también se deriva
que, para cada a € Ng, el conjunto M (a) no es cerrado en (N, 7g).

7.3. Subconjuntos totalmente separados del espacio de Szczuka. Co-
mo ya mencionamos, los miembros de la base Bg de 75 son totalmente Brown en
(N, 7¢). En particular, tales elementos son conexos en (N, 7). En el teorema [5.9
vimos que cada progresion aritmética P(a,b) € Bg con a € Ny, estd totalmente
separada en (N, 7¢). En el espacio (N, 7g) se tiene un resultado anélogo e, incluso,
con un demostracion similar.

Teorema 7.13. Sia € Ny y b € N son tales que P(a,b) € Bg, entonces P(a,b)
estd totalmente separado en (N, 7s). En particular, P(a,b) es hereditariamente dis-
conexo.

DEMOSTRACION: Sean z,y € P(a,b) con x # y. Supongamos, sin perder generali-
dad, que x < y. Escribamos x = am +b, y = an+b con 0 < m < n y consideremos
los conjuntos U y V definidos en (4.26]). Por el teorema tenemos que
P(a,b)=UUV, UNV=0, ze€U y yeV.
Fijemos k € Ny. Como ©(a) C ©(b) y ak +b € P(a,b), por las partes 1) y 3) de la
proposicion 2.3] tenemos que
O(a"*) = O(a) C O(ak +b).
Luego U y V son abiertos en (N, 7g). (]

Por el teorema tenemos que M(a) = P(a,a) € Bg esta totalmente sepa-
rado en (N, 7g), para cada a € Ny. En particular M (a) no es conexo en (N, 7g).
Esto es una diferencia con respecto a lo que sucede en los espacios (N, 7¢) v (N, 7x)
pues, como mostramos en la parte 5) del teorema y en el teorema [6.20, M (a)
es totalmente Brown en dichos espacios.

Del hecho de que cada conjunto M (a) esta totalmente separado en (N, 7g) y de
que los subespacios de un espacio totalmente separados estan totalmente separados,
se tiene el siguiente resultado.

Corolario 7.14. Si a,b € N son tales que {(a,b) # 1, entonces P(a,b) estd total-
mente separado en (N, 7g). En consecuencia, P(a,b) no es aposindético.

DEMOSTRACION: Como (a,b) # 1, por la parte 2) de la proposicién existe
p € O(a)NO(b). Luego P(a,b) C M(p). Puesto que M (p) € Bg, por el teoremal|7.13]
el conjunto M (p) esta totalmente separado en (N, 75). Por consiguiente, P(a, b) esta
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totalmente separado en (N, 7g). Si suponemos que P(a, b) es aposindético, siguiendo
la demostracién que hicimos en la ida del teorema usando que P(a,b) esta
totalmente separado en (N, 7¢), se obtiene una contradiccién. Por tanto, P(a,b) no
es aposindético. O

Del corolario tenemos que si P(a,b) es aposindético, entonces (a, b) = 1.

Recordemos que un espacio topolégico X tiene la propiedad del punto fijo si
para cada funcion continua f: X — X, existe € X tal que f(x) = z. Tal elemento
z se llama un punto fijo de f. El siguiente resultado aparece en [39) teorema 3.2,
p- 93]. Utilizando el teorema presentamos una demostracién mas simple.

Teorema 7.15. Si f: (N,7s) = (N,7g) es una funcion continua y no constante,
entonces f(1) = 1. Consecuentemente, (N, 7g) tiene la propiedad del punto fijo.

DEMOSTRACION: Seaa = f(1) y supongamos, por reduccion al absurdo, que a € Ns.
Afirmamos que

1) f(N) C M(a).
Como M (a) = P(a,a) es un subconjunto abierto de (N, 7g) que contiene a f(1) = q,
por la continuidad de f, existe un subconjunto abierto U de (N, 7g) tal que 1 € U y
f(U) € M(a). Por el teoremal[7.6] sabemos que 1 es un punto indiscreto de (N, 75),
asi que U = N. Por tanto f(N) C M(a) y 1) se cumple.

Como (N, 75) es conexo y f es continua, por 1), f(N) es un subconjunto conexo
del espacio M(a) que, por el teorema [7.13] es hereditariamente disconexo. Esto
implica que f es constante, lo cual es una contradiccion. De esta manera a = 1y,

asi, f(1) =1.

Hemos probado que toda funcion continua y no constante de (N, ) en si mis-
mo, posee un punto fijo. Naturalmente, toda funcion continua y constante de (N, 75)
en si mismo, también posee un punto fijo. Por tanto, (N, 75) tiene la propiedad del
punto fijo. O

7.4. Conexidad local en (N,7g). En la presente subseccion, estudiamos
los puntos en donde (N,7g) es localmente conexo o bien conexo en pequeno o
casi conexo en pequefio. Si A C Y C N denotamos por inty (A) el interior de A
en el subespacio Y de (N,7g). Conviene comparar el siguiente resultado con el
teorema [5.10] que se satisface en el espacio (N, 7).

Teorema 7.16. Para a,b € N tales que P(a,b) € Bg, se cumplen las siguientes
afirmaciones:

1) sia € Ny, entonces en ninguno de sus puntos, P(a,b) es conezo en pequeno
o bien casi conero en pequeno;

2) sia =1, entonces en ningin punto ¢ € P(a,b)\ {1}, el conjunto P(a,b) es
conexo en pequeno o bien casi conexo en pequeno.

DEMOSTRACION: Para probar 1), fijemos a € Ny y supongamos que P(a,b) es
conexo en pequeno o bien casi conexo en pequeifio en ¢ € P(a,b). Por el teorema
sucede que P(a,c) € Bg y P(a,¢) C P(a,b). Como P(a,c) es un subconjunto
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abierto de P(a,b) que contiene a ¢, existe un subconjunto conexo C de P(a,c) tal
que intp, ) (C) # 0. Luego int(y ,4)(C) # @'y, como los subconjuntos abiertos y no
vacios de (N, 7g) son infinitos, el conjunto C' es infinito. Esto contradice el hecho
de que, por el teorema P(a,c) es hereditariamente disconexo. Por tanto, 1) se
cumple.

Para probar 2), supongamos que a = 1y que P(a,b) = N, es conexo en pequeno
o bien casi conexo en pequefio en ¢ € P(a,b) \ {1}. Luego M (c) es un subconjunto
abierto de P(a,b) que contiene a ¢, por lo que existe un subconjunto conexo D de
M (c) tal que intp(, ) (C) # 0. Por tanto, int(y -) (D) # 0 y como los subconjuntos
abiertos y no vacios de (N, 75) son infinitos, el conjunto D es infinito. Esto contradice
el hecho de que, por el teorema M (c) is hereditariamente disconexo. Por tanto,
2) se cumple. O

Corolario 7.17. (N,7g) es localmente conexo en 1 y no es conexo en pequeno
ni casi conexo en pequeno en ningun punto ¢ € No. En particular, (N,7s) no es
localmente conexo.

DEMOSTRACION: Por el teorema [7.6] 1 es un punto indiscreto del espacio conexo
(N, 7g), asi que (N, 7g) es localmente conexo en 1. Como N = P(1,1) el resto de la
prueba se sigue de la parte 2) del teorema [7.16 O

Del corolario7.17|se sigue que 1 es el inico punto en donde (N, 75) es localmente
COnexo.

7.5. La cerradura en el espacio de Szczuka. En esta subseccién presen-
tamos varios resultados que involucran la cerradura de una progresiéon aritmética
con respecto al espacio de Szczuka. En [36] comentario 3.3, p. 1010] se menciona
que

clw,r)(P(1,0)) =N,  para cada b € N.

En particular, la cerradura en (N, 7s) de P(1,b) contiene a P. En el siguiente re-
sultado mostramos que la cerradura en (N, 75) de cada progresion aritmética, cuya
diferencia comin es mayor que uno, contiene una infinidad de nimeros primos.

Teorema 7.18. Sia € Ny y b € N, entonces

(7.3) () (N\ M(p)) C el rs)(P(a,b)).
p€O(a)

En particular,

(7.4) P\ O(a) C cl,)(P(a,b)).

DEMOSTRACION: Sean c en el lado izquierdo de y U un subconjunto abierto y
no vacio de (N, 7g) tal que ¢ € U. Por tanto, existe d € N de modo que ©(d) C O(c) y
P(d,c) C U.Si(d,a) # 1, existe p € P tal que p|d y p|a. Notemos que p € O(a)NO(c)
asi que ¢ € M(p), contradiciendo la eleccion de c¢. Luego (d,a) = 1, de donde
(d,a)|(c — b). Esto implica, por (4.9)), que

0 # P(d,c) N P(a,b) C UN P(a,b).
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Asi ¢ € cly(P(a,b)) y (7.3) se cumple. La contencion ((7.4) se sigue de (7.3) y el
hecho de que

P\ O(a) C {z € N: (z,p) =1 paracadap € O(a)} = ﬂ (N\ M(p)).
p€B(a)
(]

Si a =1, entonces O(a) =0 y cly,o)(P(a,b)) = N, asi que la contencion (7.4)
es valida para cada a € N.

Para calcular la cerradura en (N,7g) de una progresion aritmética, vamos a
presentar una serie de resultados previos. Comenzamos con el siguiente.

Teorema 7.19. Sia,b,c,d € N son tales que a|lc y d =b(mdda), entonces

(7.5) NN Pr(c,d) C clyra)(Pla,b)).
En particular
(7.6) NN Pp(a™,b) C cln,7s)(P(a,b)),  para cada n € N.

DEMOSTRACION: Si a > b, por la segunda parte del teorema
NN Pr(c,d) C Cl(N,Ts) (NN Pr(c,d)) C Cl(N,Ts) (P(a,b)).

Vamos a probar que la contencién se cumple, independientemente de la rela-
cion que hay entre a y b. Tomemos, por tanto, z € NN Pg(c,d) y un subconjunto
abierto y no vacio U de (N, 75) tal que z € U. Luego existe ¢ € N con O(q) C O(z) tal
que P(q,z) C U. Notemos que c|(z—d), (g, a)|a y a|c. En consecuencia, (g, a)|(z—d).
También a|(d—b) y (g, a)|a, asi que (g, a)|(d—b). Por tanto (g, a)|[(z —d) + (d —b)],
es decir, {(g,a)|(z — b). Esto implica, por (4.9)), que

0 # P(q,z) N P(a,b) C UN P(a,b).

De esta manera, z € cly ,4)(P(a,b)) y, asi, (7.5) se cumple. La contencion (7.6) se
sigue de ([7.5) y los hechos de que b = b(méda) y ala™ para cada n € N. O

El siguiente resultado generaliza [36, lema 3.2, p. 1009].

Teorema 7.20. Si a,b,c € N son tales que b = c(mdda), entonces
(77) CI(N,TS)(N n PF(a’a C)) = CZ(N,TS) (P(a7 b))
En particular,
clin,rg)(P(a, b)) = el 75)(P(a, c))
y, si b e M(a), entonces clin r¢)(P(a,b)) = cln ) (M(a)).

DEMOSTRACION: Como ala y b = ¢ (mdd a), por el teorema
P(a,b) C NN Pr(a,c).

Tomando cerraduras en (N, 75), obtenemos que el lado derecho de (7.7) es un sub-
conjunto de su lado izquierdo. Como también alay ¢ = b (méd a) , po tenemos
que

NN Pr(a,c) C cl,-)(P(a,b)).
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Por tanto el lado izquierdo de (7.7) es un subconjunto de su lado derecho. Esto
prueba (|7.7). Ahora bien, como b = b(mé6da) y b = ¢(mo6d a) , aplicando ((7.7) dos
veces, resulta que

clin,r6)(P(a, b)) = clin 74) (NN Pr(a,b)) = cliy ¢y (P(a, c)).

Para terminar la prueba, consideremos que b € M (a). Luego b = a (mo6d a) y, por

)
CI(N,TS) (P(a,b)) = CI(N,TS)(N N Pr(a,a)) = CI(N,TS) (M (a)).
(I

Si a,b,c € N son tales que ¢ € P(a,b), entonces b = ¢(moéda) y P(a,c) C
P(a,b). La contenciéon bien puede ser propia pero, por el teorema [7.20}
CI(N,TS)(P(G‘7 C)) = CI(N,TS)(P(a'a b))
El siguiente resultado generaliza [36] teorema 3.4, p. 1010], pues no utilizamos la
condicion ¢ < p™ que aparece en las hipotesis de dicho teorema en [36].

Teorema 7.21. Sean p € P y b,c € N. Para cada n € N tal que b = c¢(mddp™)
tenemos que
(7.8) cliw,zs) (P(p",0)) = NN Pp(p”™, ¢))] U [N\ M(p)].
En particular

1) si(p,b) =1, entonces cln ,4)(P(p",b)) = N\ M(p);

2) si plb, resulta que clyy o) (P(p,b)) = N;

3) P(2,1) es cerrado en (N, Ts);

4) para cada q € P tenemos que cly -5\ (M(q)) = N y, si P(q,b) € Bg, enton-

ces cly,r5)(P(q,0)) = N.
DEMOSTRACION: Fijemos n € N y sea
C = [NNPp(p", )] U N\ M(p)].
Es claro que O(p™) = {p} vy p"|(c —b). Ademas, por (7.3) y (7.5) tenemos que
N\M(p) - CI(N,TS)(P(pnﬂb)) y NQPF(pnvc) C CI(N,TS)(P(pnab))'
Por tanto el lado derecho de (7.8) es un subconjunto de su lado izquierdo. Para
probar la contencién inversa, dividimos la prueba en dos casos. Supongamos primero
que p|c. Por el teorema[7.11] C es cerrado en (N, 7g) y, por el teorema [£.5]
P(p™,b) Cc NN Pp(p™,c) C C.
Luego, el lado izquierdo de (|7.8]) es un subconjunto de su lado derecho. Ahora
supongamos que p t ¢. Notemos que (p,c¢) = 1y, como b = ¢(modp), por (4.6)
tenemos que
P(p",b) C N\ M(p).
Debido a que N\ M (p) es cerrado en (N, 7g), resulta que
cliv,rs) (P(p", b)) C N\ M(p) C C.

De esta manera (|7.8) se cumple.

Para probar 1) supongamos que (p, b) = 1. Notemos que (p",b) = 1y, por (4.5),
NN Pr(p",b) C N\ M(p).
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Utilizando esto y (|7.8), obtenemos que
i) (P(p",0)) = NN Pr(p™,b)] U[N\ M(p)] = N\ M(p).
Esto prueba 1).

Para ver 2) consideremos que p|b. Notemos que b = p (méd p) y, por (7.8),

clw,r5)(P(p, b)) = [NN Pp(p,p)] U [N\ M(p)] = P(p,p) UN\ M(p)] =
= M(p) U [N\ M(p)] =N.
Esto prueba 2).

Como (2,1) =1, por 1) tenemos que
clinrg) (P(2,1)) = N\ M(2) = P(2,1)

y, asi, 3) se cumple.

Para probar 4), sea ¢ € P. Como ¢|q, por 2),

cliv,rg)(M(q)) = cln,rg)(P(g,9)) = N.

Ahora supongamos que P(q,b) es abierto en (N, 75). Luego {¢} = O(q) C ©(b) asi
que ¢g|by, por 2), cli,;5)(P(q,b)) = N. De esta manera 4) se satisface. O

Cuando la interseccién de un ntmero finito de progresiones aritméticas en N es
no vacia, la cerradura en (N, 7g) de tal interseccion, es la interseccion de las cerra-
duras de las progresiones dadas. Por los teoremas [5.17] y [6.10} el mismo resultado
se cumple en (N, 7¢) y en (N, 7x) y con la misma demostracion.

Teorema 7.22. Si ai,bi,a2,ba,...,ar,b € N son tales que ﬂle P(a;,b;) # 0,
entones
k k

(7.9) el ey ([) Plai b)) = [ elirs) (Plai bi)).

i=1 i=1
Escribimos ahora algunos resultados que se derivan del teorema El si-

guiente aparece en [36] teorema 3.5, p. 1011] con una demostraciéon muy diferente.

. k . - L, .
Teorema 7.23. Sia € Ny y a = [[;_,p]" es la descomposicion candnica de a,
entonces

k
(7.10) Clt,rg) (P(a, b)) = () el rs) (P(p§,1)).
i=1
DEMOSTRACION: El resultado se sigue de (4.23) y de (7.9). O

Como vimos en las respectivas pruebas de los teoremas y[6.16] la igualdad
(7.10) es valida en (N, 75) y en (N, 7x).

El siguiente resultado se prueba de una manera diferente en la segunda parte
de [36] teorema 3.6, p. 1012].
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Teorema 7.24. Si a,b € Ny son tales que a es libre de cuadrados y alb, entonces
P(a,b) y M(a) son subconjuntos abiertos y no vacios de (N, 7g) tales que

CZ(N,TS)(P(a7 b)) =N= CI(N,TS)(M(G‘))'

DEMOSTRACION: Es claro que P(a,b) y M(a) son subconjuntos abiertos y no vacios
de (N, 75). Por la ultima parte del teorema [7.20],

L ey (P(a,5)) = clgy.me (M(a).

Supongamos que a = Hle p; es la descomposicién canénica de a. Para cada i €
{1,2,...,k} tenemos que p;|b asi que, por la parte 2) del teorema |7.21}

CI(N,TS)(P(pia b)) =N.
Entonces, por (4.23) y (7.9),

k k
CI(N,TS)(P(av b)) = CI(N,TS)(m P(plv b)) = m CI(N,TS)(P(p’i7 b)) =N.
i=1 i=1
Alternativamente, podemos utilizar (4.23)), (7.9) y la parte 4) del teorema|7.21] para
deducir que cly ) (M (a)) = N. 0

Ya hemos comentado que, contrario a lo que sucede en (N, 7¢) y en (N, 7x), en
(N, 7s) tenemos que, para cada a € Nj el conjunto M (a) no es cerrado en (N, 7g).
El teorema [7.24] dice que M (a) es denso en (N, 7g), cuando a es libre de cuadrados
(recordemos que en (N,7¢) v en (N, 7x), cuando a es libre de cuadrados, resulta
que M (a) es cerrado en dichos espacios). Por tanto, bajo dicha situacién, M (a) no
es denso en ninguna parte de N.

Supongamos que a € Ny y que a = Hlepf” es la descomposicién canénica
de a, Por la segunda parte de 1' tenemos que M(a) = ﬂle M (pg*). Luego,
aplicando (7.8) y (7.9),

k k
clre) (M (@) = clinre) () M@5) = () clre) (M (p5)) =
i=1 i=1
k k
= (IINAPe(pf, pi)) U (N\ M(p)] = (M (p*) U (N\ M(py))],
i=1 1=1
es decir
k
cliw,rg)(M(a)) = ﬂ [M (p;") U (N\ M (p;))]-

En el siguiente resultado, calculamos la cerradura en (N, 7¢) de una progresion
aritmética P(a,b) con a € Nj.

Teorema 7.25. Sean a € Ny y b,c € N tales que b = c(mdda). Sia = Hle i
es la descomposicion canonica de a, entonces

k
(7.11) el rs) (P(a,0)) = (NN Pr(pf, ) U (N\ M(pi))-

i=1
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DEMOSTRACION: Paracadai € {1,2,...,k} tenemos que p;" |a. Luego b = ¢ (mdd p3**)
y, por (7.8 v (7.10),
k k
clpre) (P(a, b)) = [ lvre) (P05, 0)) = (NN Pr(p, ) U (N\ M(py))]-

i=1 i=1

O

Qi

Supongamos, de nuevo, que a € Ny y que a = Hle p;* es la descomposicién
canoénica de a. Dada b € N, como b = b(mod a), por (7.11)) tenemos que
k
(7.12) el ) (Pa,0)) = ([N P (pf, b)) U (N\ M(p:)].
i=1
Para cada b € N hagamos
Ap={ceN:c<ay paracadaiec {1,2,...,k},(p;,c) =10 bien ¢ = b(mdd p;*)}.

Sean b € Ny = € clp ,4)(P(a,b)). Tomemos n € Ng y ¢ € N tales que z = an + ¢
y ¢ < a. Dada i € {1,2,...,k}, por (7.12), tenemos que = € Pp(p{",b) o bien
x € N\ M(p;). Supongamos que = € Pp(p;*,b). Luego x = b(mo6d p;*) . También
z=an+cyan=0(modp"), porlo que ¢ = b(modp;*) . Supongamos ahora que
x € N\ M(p;). Como p;la 'y = an+ ¢ no es un maltiplo de p;, sucede que ¢ no es
un multiplo de p;. Luego (p;,c) = 1. Tenemos, con todo, que ¢ € A, y = € P(a,c).
Esto prueba que

cw,re)(P(a,0) € | Pla,c).

cEAy
Tomemos ahora z € [J ¢4, P(a,c). Luego z € Ny existen ¢ € A, y m € Ny tales
que z = am + c. Dada i € {1,2,...,k}, como ¢ € A, resulta que (p;,c) =1 o bien

¢ =b(médpi™) . En el primer caso z € N\ M(p;) y, en el segundo, usando que am =
0 (mo6d p;*) tenemos que z € Pp(pj,b). Luego, por , z € clrg)(Pla,b)).
Esto prueba que

U Pla.c) C g (Pla,b)).

cEAy
Tenemos asi el siguiente resultado que se prueba de manera diferente en la primera
parte de [36], teorema 3.6, p. 1012].

Teorema 7.26. Sea a € Ny y supongamos que a = Hlep?i es la descomposicion
canonica de a. Para cada b € N, tenemos que

(7.13) cln,rs)(Pa, b)) = | P(a,c).
cEAy

Por (|7.13) el lado derecho de ([7.12)) es la unién de un ntimero finito de progre-
siones aritméticas en N, todas con la misma diferencia comun. Cuando (a,b) = 1,
podemos simplificar el lado derecho de ([7.12).

Teorema 7.27. Sea a € Ny y supongamos que a = Hlep?i es la descomposicion
candnica de a. Para cada b € N con {a,b) = 1, tenemos que

k
(7.14) cliw ) (P(a, b)) = [(|IN\ M(p,)].

i=1
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DEMOSTRACION: Como (a, b) = 1resulta que (p;",b) = 1 paracadai € {1,2,...,k}.

Luego, por (£3),
NﬂPF(pZO”,b) C N\M(pz)

Por tanto,
(7.15) [N Pr(p;, 0)] U N\ M(p:)] = N\ M(pi).
De esta manera, la igualdad ([7.14) se sigue de (7.12)) y (7.15)). O

(3]
7

Supongamos, de nuevo, que a € Ny y que a = Hle p;*t es la descomposicion

canoénica de a. Para cada b € N definimos
Cp={ceN:c<ay,paracadaie {1,2,...,k}, (pi,c) = 1}.

Razonando como en la prueba del teorema [7.26, usando (7.14) en su lugar, obtene-
mos el siguiente resultado.

Teorema 7.28. Sea a € Ny y supongamos que a = Hlep?i es la descomposicion
candnica de a. Para cada b € N con {(a,b) =1, tenemos que

clin,re)(P(a, b)) = U P(a,c).
ceCy

7.6. Subconjuntos totalmente Brown del espacio de Szczuka. En esta
subseccion caracterizamos las progresiones aritméticas P(a,b) que son totalmente
Brown en (N,7g). En el teorema mostramos que, para una progresiéon arit-
meética, ser totalmente Brown, ser Brown y ser conexo son equivalentes en (N, 7).
En (N,7g) tenemos un resultado analogo. Antes de presentarlo, conviene indicar
que en [33] teorema 3.4, p. 878] se prueba que P(a,b) es conexo en (N, 7g) si y
solo si (a,b) = 1. Utilizando los resultados que hemos presentado, la prueba de que
3) implica 4) en el siguiente resultado, es mas simple que la que aparece en [33],
teorema 3.4, p. 878].

Teorema 7.29. Para a,b € N, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) P(a,b) es totalmente Brown en (N, 7g);
2) P(a,b) es Brown en (N,7g);
3) P(a,b) es conexo (N, 15);
4) (a,b) = 1.
En particular

5) P(a,b) € Bg es totalmente Brown en (N,7g) si y solo sia =1,
6) (N,7s) es totalmente Brown.

DEMOSTRACION: Ya sabemos que 1) implica 2) y que 2) implica 3). Supongamos
ahora que 3) se cumple. Si (a,b) # 1, por el corolario P(a,b) esta totalmente
separado en (N, 7g). Luego P(a,b) no es conexo en (N, 7g). Esto prueba que 3)
implica 4).

Ahora supongamos que 4) se cumple. Fijemos n € Ny asi como n subconjuntos
abiertos y no vacios O1,0a,...,0, de P(a,b). Paracadai € {1,2,...,n}, sea U; un
subconjunto abierto de (N, 7g) tal que O; = P(a,b) NU; y tomemos b; € O;. Luego
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existe a; € N tal que O(a;) C O(b;) y P(a;,b;) C U;. Para toda i € {1,2,...,n},
por (7.4),
(7.16) P\ O(a;) C cly(P(ai,b;)) y  Pla,b) N P(ag,b;) # 0.

Como el conjunto A = |J;_, ©(a;) es finito y, por el teorema de Dirichlet (teore-
ma [5.7) el conjunto P(a,b) NP es infinito, existe p € (P(a,b) NP) \ A. Luego, por
(7.16),

n

p € P(a,b)N <ﬂ(P\@(a,))> C P(a,b)N (ﬂ clN(P(ai,bi))> .

i=1 i=1

De esta manera, usando (5.7)),

@#waﬂ<ﬂdMP@ﬁm>:

i=1

:P@@m(ﬂ@Mmemdmm%mm>:

=1

n n
:P@MH<ﬂdMHm®ﬂP@ﬁm>CP@@O(ﬂdM@O.
i=1 i=1
Esto prueba que P(a,b) es totalmente Brown en (N, 7g). Por tanto, 4) implica 1).
Tenemos asi que las afirmaciones 1)-4) son equivalentes.

Para probar 5), supongamos que P(a,b) € Bg. Por tanto, ©(a) C O(b). Si
P(a,b) es totalmente Brown en (N, 7g), puesto que 1) implica 4), {(a,b) = 1. Luego,
por la parte 2) de la Proposiciéon

0 = 0((a,b)) = ©(a) N O(b) = O(a).

De esta manera, a = 1. A la inversa, si a = 1 entonces (a,b) = 1y, como 4) implica
1), el conjunto P(a,b) es totalmente Brown en (N, 7g). Esto prueba 5).

Como N = P(1,1) € Bg, 6) se sigue de esto y de 5). O

Corolario 7.30. Para cada a,b € N la progresion aritmética P(a,b) estd totalmente
separada o bien es totalmente Brown en (N, Tg).

DEMOSTRACION: Si {(a,b) = 1, por el teorema [7.29] P(a,b) es totalmente Brown
en (N,7g). Si (a,b) # 1, por el corolario [7.14] P(a,b) estd totalmente separada en
(N, Ts). (I

Por el corolario [5.26] las mismas dos posibilidades mencionadas en el corola-
rio se cumplen en (N, 7).

Recordemos que si P(a,b) es aposindético en (N, 7g), entonces (a,b) = 1. Seria
interesante poder caracterizar las progresiones aritméticas que son aposindéticas en
(N, 75). Debido a que 1 es un punto indiscreto de (N, 75), es facil ver que N = P(1,1)
no es aposindético en 1. En general, P(a, 1) no es aposindético en 1. Por tanto, la
condicion (a,b) = 1 no implica en general que P(a,b) es aposindético en (N, 7g).
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Consideramos interesante determinar si existen a,b € N tales que (a,b) = 1y
P(a,b) es aposindético. Notemos que si a,b € N son tales que (a,b) = 1y P(a,b)
es Ty, entonces por el teorema P(a,b) es totalmente Brown y T5 asi que, por
el teorema [3.14] P(a,b) es aposindético.

Conviene comparar el corolario con el comentario que aparece previo a
[33] corolario 3.5, p. 879], en el que se dice que, debido a la equivalencia entre las
afirmaciones 3) y 4) del teorema «podemos ver facilmente que cada base para
la topologia Tg contiene alguna progresion aritmética disconexay. Ademas, debido
al comentario que hemos entrecomillado, en [33] corolario 3.5, p. 879] se afirma que
(N, 7s) no es localmente conexo.

Terminamos la presente seccién con el siguiente resultado.
Teorema 7.31. El espacio (N,75) no es Dontchev-superconezo.

DEMOSTRACION: Por la parte 6) del teorema(7.29} (N, 75) es conexo. Ahora vamos a
mostrar que posee un subconjunto con interior no vacio que no es abierto. Notemos

que P(4,2) € Bg y que, por (7.8),
cly,r)(P(4,2)) = [NN Pp(22,2)]UN\ M(2)] = P(4,2) U P(2,1).
Por tanto, cl(y r4)(P(4,2)) es un subconjunto no vacio cerrado y propio de (N, 7s)

que contiene un conjunto abierto y no vacio. Como (N, 75) es conexo, cliy, ) (P (4,2))
no es abierto en (N, 75). Esto prueba que (N, 75) no es Dontchev-superconexo. [

8. El espacio de Rizza
Recordemos que Ny = N U {0}. En 1993, G. B. Rizza contruy6 en [30] una
topologia D en Ny tal que el espacio topologico (Ng, D) es compacto, conexo y Tp.
Para definirla consider6 ) = 0 y, para cada X C Ny con X # (), definio

X = U Dy(z), donde Dy(z)={y € No: y|z}.

Posteriormente probo, en [30] proposicién 1, p. 180], que la funcién que a cada
subconjunto X de Ny le asocia X, es un operador cerradura. De esta manera, G.
B. Rizza obtuvo la topologia D en Ny de modo que

X C Ny es cerrado en (Ng,D) si y solo si X = X.

Notemos que {0} = Ny. Ademés {1} = 1 = Dy(1) y {x,1} C {z} = Do(x), para
cada x € N\ {1}. Esto implica que 1 € X, para todo subconjunto no vacio X de
Ny. También X C X, para cada X C Ny.

En la presente secciéon vamos a utilizar la topologia relativa de (N, D) al sub-
conjunto N de Ny, pero definida procediendo de un modo distinto. Consideramos,
para cada b € N, el conjunto

D(b) = {a € N: a|b}

de los divisores de b en N. Notemos que ©(b) = D(b) NPy que Dy(b) restringido a
N es D(b), es decir, D(b) = Do(b) N N.
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La relacion < en N definida, para a,b € N, como
a<b siysolosi alb
es un orden parcial en N tal que
ta={beN:a<b} ={beN:alb} = M(a), para cada a € N.

Como (N, <) es un conjunto parcialmente ordenado, por lo que comentamos en la
subseccion 2.1] la familia

Br={ta:aeN}={M(a): a € N}

es base para una topologia 7< en N tal que el espacio topologico (N, 7<) es de
Alexandroff y Tp.

A partir de este momento, escribimos 7z en lugar de 7<, y utilizamos el nombre
que G. B. Rizza le di6.

Definicion 8.1. La topologia Tr se llama topologia de la division de N. Al
espacio topoldgico (N, Tg) se le conoce como el espacio de Rizza.

Solo para completar la discusion, vamos a probar que, en efecto, Tr es la to-
pologia relativa de D a N. Supongamos primero que X C N es tal que X = X. Si
X =N, entonces X es cerrado en (N, 7z). Consideremos, por tanto, que X # Ny
tomemos y € N\ X. Si existe z € M (y) N X, entonces

ye D(z)C X =X,

lo cual contradice el hecho de que y ¢ X. Esto prueba que M(y) es un elemento
de Bp tal que y € M(y) C N\ X. Luego N\ X es abierto en (N, 7g) y, asi, X es
cerrado en (N, 7R).

Supongamos ahora que X C N es cerrado en (N, 7z). Si y € X, entonces existe
x € X tal que y € D(z) C X. Luego y|z. Si y ¢ X, entonces y es un elemento del
conjunto abierto N\ X de (N, 7). Por tanto, existe a € N tal que y € M(a) C N\ X.
Esto implica que a|y y, como también y|z, deducimos que a|z. Luego a € D(z) C X
y a € M(a) C N\ X. Tenemos una contradiccion, por lo que y € X. Esto prueba
que X C X y, como la otra contencién también es cierta, deducimos que X = X.

De lo probado en los parrafos anteriores, se infiere que X C N es cerrado en
(N, 7g) siy solo si
CI(N,TR)(X) =X= Y
Por tanto, la topologia relativa de (Ng, D) al subconjunto N de Ny, es 7 y, ademaés,
la cerradura en (N, 7r) del subconjunto X de N es X.

8.1. Propiedades del espacio de Rizza. A partir de este momento, va-
mos a mostrar propiedades del espacio (N, 7g), considerando que es un espacio de
Alexandroff y Tp, cuya topologia tiene por base a la familia

Br = {M(a): a € N}.
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Por tanto, no vamos a utilizar la topologia D de Ny ni los conjuntos de la forma
X. Notemos que si a,b € N son tales que b € M (a), entonces M (b) C M(a). Esto
implica que
TR = {0}U{U C N: para cada b € U, existe a € N tal que b € M(a) C U}
= {0} U{U C N: para cada b € U, tenemos que M(b) C U}.

Como la base Bp es numerable, el espacio (N, 7r) es segundo numerable. Por la
parte 2) del teorema [4.4] cada miembro de By es infinito. Por tanto, todo abierto
no vacio de (N, 7g) es infinito.

Para cada a € N tenemos que M (a) € Bg. Por tanto Bg C Bg vy, en consecuen-
cia, T C 7s. Notemos que P(4,2) € Bg y que 2 € P(4,2). Si P(4,2) € g, entonces
M(2) C P(4,2). Esto es absurdo, pues 8 € M(2) \ P(4,2). Por tanto P(4,2) ¢ g
y, asi,

TR E; TS-
La contencion propia anterior, aparece en [33] proposicion 5.1, p. 881] .

Como (N, 7R) es un espacio de Alexandroff y no discreto, por el teorema
(N,7g) no es T;. Entonces (N, 7g) es un espacio T que no es T7. Ademés, como
M (a) =ta y los conjuntos altos son conexos, tenemos que los miembros de Bp son
abiertos y conexos. Por tanto (N, 7r) es localmente conexo. Recordemos que (N, 7g)
no es localmente conexo.

Los espacios (N, 75) y (N, 7r) tienen varias propiedades en comun. Por ejemplo,
el teorema [7.5 es vélido en (N, 7g).

Teorema 8.2. Todo subconjunto cerrado y no vacio de (N, Tg) tiene a 1.

DEMOSTRACION: Sean F' un subconjunto cerrado y no vacio de (N, 7g) y U = N\ F.
Si 1 e U, entonces N= M(1) C U. Luego U = Ny F = (). De esta contradiccion se
sigue que 1 ¢ U, por lo que 1 € F. ]

Del teorema [8.2] se sigue que, con las mismas demostraciones, el teorema
y los corolarios y son vélidos en (N, 7g). Escribimos esto en el siguiente
resultado.

Teorema 8.3. 1 es el inico punto indiscreto de (N, 7g). Ademds (N, 7g) es total-
mente Brown, compacto y no homogéneo. En particular, (N, Tg) es conezo.

En cuanto a axiomas de separacion, ya indicamos que (N, 7z) es Ty y no T;.
En realidad tenemos el siguiente resultado, el cual es la version en (N,7gz) del
teorema [(.12)

Teorema 8.4. (N, 7r) es Tp pero no T}.

DEMOSTRACION: La misma demostracion que dimos en el teorema muestra
que (N, 7g) no es Ty. Para ver que (N,7g) es Tp, sea a € N. Dividimos la de-
mostracién en dos casos. Supongamos primero que a € Ny. Vamos a demostrar

que
{a}' = D(a) \ {a}.
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Sea ¢ € {a}’. Notemos que ¢ # a. Si ¢ ¢ D(a), entonces M(c) es un subconjunto
abierto de (N, 7r) que contiene a ¢y a ¢ M(c) \ {c}. De esta contradiccion se sigue
que

{a}' € D(a) \ {a}.
Para probar la otra contencion, supongamos ahora que d € D(a) \ {a} y que U es

un abierto en (N, 7g) tal que d € U. Luego a € M(d) C U\ {d}, por lo que b € {d}'.
Esto muestra que

D(a)\{a} C {a}/
y, asi {a} = D(a) \ {a}. Ahora probamos que {a}’ es cerrado en (N, 7). Suponga-
mos que b ¢ {a}’. Notemos que b ¢ D(a)\ {a}, por lo que M (b) es un subconjunto
abierto de (N, 7g) tal que b € M(b) y M(b) N (D(a) \ {a}) = 0. Esto muestra que
{a}’ es cerrado en (N, 7g), y termina la prueba del caso a € Na.

Ahora supongamos que a = 1. La misma demostracién que hicimos en el teo-
rema muestra que {a}’ = ) es cerrado en (N,7g), y termina la prueba del
segundo caso. Tenemos, en ambos casos, que {a}’ es cerrado en (N, 75). Esto prue-
ba que (N, 7g) es Tp. O

De la demostracion del teorema [8.4] se sigue que
clivrp)({a}) = {a} U{a} = D(a), paracadaacN.

Por tanto, {1} es el unico subconjunto degenerado de N que es cerrado en (N, 7g).
Ademas, como 1 es un punto indiscreto de (N, 7r), tenemos que 1 esté en la cerra-
dura en (N, 7g) de cualquier subconjunto no vacio de N.

Terminamos la presente subseccién con el siguiente resultado.
Teorema 8.5. (N, 7r) es Nanda-Panda superconezo pero no Dontchev-superconezo.

DEMOSTRACION: Para cada a,b € N, los abiertos basicos M (a) y M (b) de (N, 7r)
satisfacen que M (a) N M (b) # 0. Por tanto, (N, 7g) no contiene dos subconjuntos
abiertos no vacios y ajenos. Esto prueba que (N, 7r) es Nanda-Panda superconexo.

Ya indicamos que (N,7r) es conexo. Notemos que A = {1} U M(2) es un
subconjunto no vacio y propio de N, que contiene al subconjunto abierto M (2) y al
punto indiscreto 1 de (N, 7g). Por tanto, A tiene interior no vacio y no es abierto
en (N, 7R). Esto prueba que (N, 7x) no es Dontchev-superconexo. |

8.2. La cerradura en el espacio de Rizza. En esta subseccion, presen-
tamos resultados que involucran la cerradura de una progresion aritmética con
respecto a (N, 7r). Empezamos con el siguiente, que afirma que los miembros de la
base Bg son densos en (N, 7g).

Teorema 8.6. Para cada a € N tenemos que cl -,y (M(a)) = N. Ademds

1) cada subconjunto abierto y no vacio de N es denso en (N, 7g);
2) cada subconjunto cerrado, no vacio y propio de N tiene interior vacio en
(N, 7Rr) (es decir, es denso en ninguna parte de N).
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DEMOSTRACION: Sean a,z € N y U un subconjunto abierto y no vacio de (N, 7g)
tal que z € U. Luego M(z) CU y
za € M(z)NM(a) CUN M(a).
Por tanto, z € cl(y,,)(M(a)). Esto prueba que M (a) es denso en (N, 7r). La parte
1) se sigue de la densidad de cada miembro de Bg. Finalmente, si C' C N es cerrado,
no vacio y propio y U es un abierto no vacio tal que U C C, entonces
N= CI(N,TR)(U) C CI(N,TR)(C) =C.

Por tanto, C' = N lo cual es una contradiccion. De esta manera, C' tiene interior
vacio y, asi, 2) se cumple. |

La contencion 7r C 7g implica, por la parte 1) del teorema [3.11} que
clw,r)(A) C el rp)(A),  para cada A C N.
Varios resultados que presentamos en la subseccion para (N, 7g), permanecen
validos en (N, 7g), como los teoremas y asi como el de que
cl,7p)(P(1,0)) =N,  para cada b € N.

La misma demostracion del teorema puede aplicarse en (N, 7z), y esto gene-
raliza [38] lema 3.1, p. 777]. También el lado derecho de (7.8]) esta contenido en su
lado izquierdo. Enlistamos a continuacioén los resultados que hemos enunciado.

Teorema 8.7. Para a,b,c,d € N, se cumplen las siguientes propiedades:
1) clwrg)(P(1,0)) = N;
2) sia € Ny, entonces () ,cq(y(N\ M(p)) C el ) (P(a,b));

)
) sialc yd=0b(mdda), sucede que NN Pp(c,d) C cl -,y (P(a,b));

) NN Pp(a™,b) C cln 7 (P(a, b)), para cada n € N;

) sib=c(médda), tenemos que cly ) (NN Pr(a,c)) = cly ) (P(a,b));
) sib=c(médda), resulta que cl ;,)(P(a,b)) = el ) (P(a,c));

) sib e M(a), entonces cli ) (P(a,b)) = cln ;) (M(a)) = N;

) sic€ P(a,b), sucede que cl ;) (P(a,c)) = clin ) (P(a,b)).

Ahora mostramos que los teoremas y también son validos en (N, 7g).

Teorema 8.8. Si ay,bi,az,ba,...,a5,0 € N son tales que ﬂi?:l P(a;,b;) # 0,
entonces
k k

(8.1) el ([ Plai, b:) = m cliw, ) (P(ai, by)).

i=1 i=1
DEMOSTRACION: Es claro que el lado izquierdo de (8.1]) esta contenido en su lado
derecho. Para probar la otra contencién, supongamos que b esta en el lado derecho
de (8.1). Sea U un subconjunto abierto de (N, 7r) tal que b € U. Luego M (b) C U
y
(8.2) M(b) N P(a;,b;) #0, paratodaie {1,2,...,k}.

k
Como (;_; P(a;,b;) # 0, por el teorema tenemos que
(8.3) P(a;,b;) N P(aj,b;) # 0, paracadai,je{1,2,...,k} coni# j.
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Combinando (8.2)) y (8.3) tenemos, de nuevo por el teorema 4.9, que
k
i=1
AsiUN (ﬂle P(a, bi)) # () y entonces b esta en el lado izquierdo de 1} O

. k . . e ..
Teorema 8.9. Sia € Ny ya = [[;_,p;" es la descomposicidn candnica de a,
entonces

k
(84) CI(N,TR)(P(a’a b)) = ﬂ CI(NJ'R) (P(p;%)b))

i=1
DEMOSTRACION: El resultado se sigue de (4.23) y (8.1). O

El teorema aparece con una prueba muy diferente en [38] teorema 6.4,
p. 780]. La que presentamos aqui es mucho més simple. De acuerdo con (8.4), para
determinar la cerradura en (N, 7r) de cada progresion aritmética, debemos calcular
primero la cerradura en (N, 7g) de cada progresion de la forma P(p",b), donde
p € Py n € N. Esto se realiza en [38] teoremas 6.2 y 6.3, p. 779-780], aunque la
que presentamos a continuacién tiene algunas variantes que comentaremos.

Teorema 8.10. Sean p € P,b € N yn € N. Si d = (p",b)p, entonces se cumplen
las siguientes propiedades:

1) si p"|b, entonces cl ) (P(p",b)) = N;
2) sip"{b, tenemos que cliy ) (P(p",b)) = N\ M(d).
DEMOSTRACION: La prueba de 1) es practicamente la misma que aparece en [38]
teorema 6.2, p. 779]. Si p"|b, entonces b € M (p™) asi que por el teorema [8.6]y la
parte 8) del teorema 8.7 sucede que
L) (P(P",0)) = clr) (M (p")) = N.

Supongamos ahora que p™ 1 b. Solo la prueba de la contenciéon
(8.5) cl,rp) (P(p", b)) C N\ M(d)
es como aparece en [38] teorema 6.3, p. 780]. Como p™ t b, existe m € {0,1,...,n—1}
tal que (p",b) = p™. Luego m+ 1 <n, d=p™* y d{b, asi que

P(p",b) C P(d,b) C N\ M(d).
Al ser M(d) abierto en (N, 7g), al tomar cerraduras en las contenciones de arriba,
obtenemos (8.5)). Para probar la otra contencion, sean z € N\ M(d) y U un abierto
en (N,7g) tales que x € U. Luego M(xz) C U. Tomemos r € {0,1,...,n} tal que
(p™, z) = p". Como x ¢ M(d) sucede que r < m. Por tanto, p"|x, p"[p™ y p™|b, asi
que p"[(z —b) y, por (¢.9),

0 # M(z)nP(p™,b) CcUNP("Db).

Esto termina la prueba de 2). ]

Combinando los teoremas [8:9] y [B-10] obtenemos el siguiente resultado, que apa-
rece en [38] corolario 6.5, p. 782].
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Teorema 8.11. Sea a € Ny y supongamos que a = Hlepia"' es la descomposicion
candnica de a. Si b € N,

Ay ={ie{1,2,....k}: p{ 1 b}
y, para cada i € {1,2,...,k} definimos d; = (p™i,b)p;, entonces

wmmﬂPWﬁ»:N\<LJAﬂ¢O.

i€EA
Si Ay = 0, entonces clin -y (P(a,b)) =

En (N, 7g) cada conjunto M (a) es denso, mientras que en (N, 7g) cuando a es
libre de cuadrados, se tiene que M (a) es denso. Por otro lado, tanto en (N, 7g) como
en (N, 7R), el conjunto M (a) es abierto.

8.3. Subconjuntos totalmente Brown del espacio de Rizza. En esta
subseccion presentamos algunos subconjuntos de N que son totalmente Brown en
(N, 7g). La contencién 7p C 7g implica, por las partes 2) y 3) del teorema [3.11}
que si C' C N es totalmente Brown (respectivamente, Brown, conexo) en (N, 7g),
entonces C es totalmente Brown (respectivamente, Brown, conexo) en (N, 7).

En el teorema [6.20] mostramos que toda progresion aritmética es totalmente
Brown en (N, 7x). En (N, 75) sucede lo mismo, como probamos a continuacion.

Teorema 8.12. Sia,b € N, entonces P(a,b) es totalmente Brown en (N,7g). En
particular P(a,b) es conezo en (N, 7g).

DEMOSTRACION: Fijemos n € Ny asi como n subconjuntos abiertos y no vacios
01,04,...,0,, de P(a,b). Para cada i € {1,2,...,n} sean U; un subconjunto
abierto de (N,7g) tal que O; = P(a,b)NU; y b € O;. Luego M(b;) C U; y,
por el teorema [8.6]

P(a,b) C N = clyr,) (M(b;)).

De esta manera, usando (8.1)), tenemos que

0 7é P(a, b) = P(a7 b) N (ﬂ CI(N,TR)<M(bi))> =

i=1

= P(a,b) N ijmnﬂPwﬁﬂﬂdmmﬂMwmo

m(ﬂde) a@ﬂM@M)cP@Mﬂ(ﬂdmﬁﬂ@o.

i=1 i=1

Esto prueba que P(a,b) es totallmente Brown en (N, 7g). O

En 33 teorema 4.1, p. 880] aparece una prueba larga del hecho de que cada
progresion aritmética en (N, 7g) es conexa. Posteriormente, utilizando el hecho de
que 7Tg es la topologia inducida por el orden parcial de la divisibilidad, en [38]
corolario 7.6, p. 783], se ofrece una demostracion méas corta del mismo resultado.
El teoremageneraliza [33] teorema 4.1, p. 880] y [38], corolario 7.6, p. 783].
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Como toda progresién aritmética es conexa en (N, 7g), en particular todo miem-
bro de la base B es conexo. Esto ofrece una prueba topologica de la conexidad
local de (N, 7r). Recordemos que la prueba que inicialmente escribimos, utiliza el
hecho de que 7 es la topologia inducida por el orden parcial de la divisibilidad,
al indicar que todo conjunto alto es conexo en la topologia inducida por un orden
parcial.

Utilizando, de nuevo, que 7p es la topologia inducida por el orden parcial de la
divisibilidad, en [38], corolario 7.5, p. 783] se prueba que todo subconjunto abier-
to es conexo en (N, 7). Al combinar los teoremas y generalizamos [38],
corolario 7.5, p. 783].

Teorema 8.13. Cada subconjunto abierto y no vacio de N es totalmente Brown
en (N, 7Rr).

De manera alternativa, podemos utilizar el teorema [3.12] para probar que los
subconjuntos abiertos y no vacios de (N, 7z) son Brown en (N, 75).

Con respecto a los subconjuntos cerrados de (N, 7g), al ser 1 un punto indiscreto
de (N,7g), por el teorema [3.5] tenemos el siguiente resultado.

Teorema 8.14. Cada subconjunto cerrado y no vacio de N es totalmente Brown
en (N, 7g).

Corolario 8.15. (N,7r) no es aposindético en ninguno de sus puntos.

DEMOSTRACION: La aposindesis en un punto, implica la existencia de subconjuntos
no vacios que son cerrados, conexos, propios y con interior no vacio. Por la parte
2) del teorema [8.6] y el teorema cada subconjunto no vacio, cerrado y propio
es conexo y tiene interior vacio. (I

Ya mencionamos que (N, 7¢) es aposindético en cada uno de sus puntos y conexo
en pequenio en ninguno de sus puntos. Notemos que (N, 7z) es conexo en pequeno
en cada uno de sus puntos y aposindético en ninguno de sus puntos.

Existen otros aspectos ligados con los cuatro espacios topologicos (N, 7¢), (N, 7x),
(N,75) v (N,7r) que hemos visto. Recomendamos al lector interesado los articulos
que aparecen en la bibliografia.

Agradecemos al arbitro por las correcciones y cambios sugeridos, los cuales en
definitiva ayudaron a mejorar la versién que presentamos de este trabajo.
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1. Introduccién

El presente escrito se desarrolla en el drea de la matematica denominada Diné-
mica topoldgica. A grandes rasgos, podemos decir que un sistema dindmico es un
fenémeno que evoluciona a través del tiempo; si el tiempo es considerado en lapsos,
decimos que es un sistema dindmico discreto. Cabe mencionar que los sistemas di-
namicos discretos tienen una gran utilidad dentro de la modelacién matematica en
diversas areas de conocimiento, por ejemplo en biologia, ecologia, fisica, quimica,
medicina, finanzas y economia (vea [II, 2], 4, 5, 18], 19]). Los sistemas dinami-
cos discretos que estudiamos en este articulo se construyen a partir de un espacio
métrico X, llamado espacio base, y una funcién continua f: X — X, y los deno-
tamos por (X, f). Dado algtin k € N, escribimos f* para indicar la composicién
de f consigo misma k veces. Ademas, f° denota la funcién identidad en X. Pa-
ra cualquier € X, la orbita de x bajo f, denotada por O(z, f), es el conjunto
{z, f(x), f2(z),..., fF(z),...}. Uno de los objetivos principales de los sistemas di-
namicos discretos es estudiar, entre otros problemas, el comportamiento de la érbita
de los puntos del espacio X. Es sabido que en ocasiones resulta necesario analizar
las propiedades cualitativas o de forma de un sistema dinamico, y de esto se encarga
la Dinamica topologica.

En la actualidad encontramos una gran variedad de sistemas dindmicos dis-
cretos definidos y clasificados dependiendo de las propiedades que posea el espacio
base o bien la funcién. Por mencionar algunos, tenemos los sistemas transitivos,
mezclantes, cadticos, exactos o minimales. En el presente trabajo estudiamos al-
gunos sistemas dindmicos que comparten propiedades con los sistemas mezclantes,
a saber: fuertemente mezclantes, suavemente mezclantes, débilmente mezclantes,
totalmente transitivos, transitivos y aquellos con la Propiedad P. El objetivo prin-
cipal del articulo es brindar las relaciones que existen entre estos sistemas, asi como

95
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analizar algunos ejemplos. Realizamos un escrito hasta cierto punto lo mas auto-
contenido posible de todo el material involucrado. Cabe senalar que si bien los
resultados incluidos son conocidos en su mayoria, consideramos que la presentacion
del documento posee originalidad en cuanto a su exposiciéon, que es detallada. Lo
anterior con la finalidad de lograr su accesibilidad a un mayor ntimero de lectores
que se interesen en estos temas. Es importante indicar que el presente articulo esté
basado en [16], sin embargo, aqui indicamos todas las referencias requeridas para
la lectura completa del manuscrito.

El articulo esta dividido en cuatro secciones. Después de la Introduccion, en
la Seccién 2, exponemos algunos conceptos y notaciones que se utilizan durante el
escrito. La Seccién 3 esta dedicada al analisis de los sistemas dindmicos propuestos a
estudiar, se describen sus propiedades béasicas, ejemplos y las relaciones entre ellos.
Finalmente, en la Seccién 4 incluimos resultados concernientes a su conjugacion
topoloégica.

2. Conceptos basicos y notaciones

Como es usual, con N, Z, Q y R denotamos el conjunto de los nimeros naturales,
enteros, racionales y reales, respectivamente. Dados un espacio métrico X, z € X
y € > 0, el simbolo B(z,€) indica la bola abierta con centro en z y radio e. El
diametro de un subconjunto A de un espacio métrico lo denotamos por diam(A).
Sif: X —Xyg:Y — Y son funciones, con fxg: X XY — X XY expresamos la
funcién producto de f y g. Mas atn, para cualquier m € N, la funcién producto, para
el producto de X consigo mismo m-veces, X™, la indicamos con f*™: X™ — X™.

Dados un espacio métrico X y una funcion continua f: X — X, al par (X, f)
le denominamos sistema dindmico. Para cualquier k¥ € N U {0}, denotamos por
f* la k-ésima iteracion de f y la definimos de forma recursiva como f° = idx,
fF = fofF 1, paracada k € N, donde idy: X — X es la funcién identidad en X.
Si A es cualquier subconjunto de X, indicamos por f~*(A), la imagen inversa del
conjunto A bajo la funcién f*.

Las siguientes son nociones importantes en la teoria de los sistemas dinamicos.
Sean (X, f) un sistema dindmico y € X. La drbita de = bajo f se define como el
conjunto O(x, f) = {f*(x) : k € NU{0}}. A su vez, se dice que

(a) z es un punto fijo de f si f(x) = .
(b) z es un punto periddico de f si existe k € N tal que f*(x) = x. Al ntimero
natural k mas pequeiio que cumple que f*(z) = z se le llama periodo de z.

Claramente, es posible que la 6rbita de un punto sea un conjunto infinito, pero
también puede suceder que sea finito. Si z es un punto periédico cuyo periodo es
k, entonces O(z, f) = {=, f(z), f2(z), ..., fF¥~1(x)}. Por otra parte, la érbita de un
punto fijo es O(z, f) = {z}.

Al conjunto de puntos periddicos y puntos fijos de X los denotamos por Per(f)
y Fix(f), respectivamente. Se puede observar de la definiciéon de punto periddico
que los puntos fijos son puntos periodicos de periodo uno. Luego, Fix(f) C Per(f).
El siguiente ejemplo muestra que la contencién contraria no se cumple.

Ejemplo 2.1. Sea m € N, con m > 2, y sean x1,%a,...,T, € R tales que x1 <
Ty < o0 < Zyy. Consideremos X = {x1,x9,...,2m} con la métrica discreta y la
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funcion f: X — X definida como:

T; s11<i<m-—1;
f(-rz):{ i+1, - >t > 3
x1, sii=m.

Por construccion, se observa que f no posee puntos fijos. Asi, Fiz(f) = 0. Ademds,
todos los puntos de X son puntos periddicos de periodo m. Luego, Per(f) = X.
Adicionalmente, se tiene que O(z, f) = X, para cada x € X.

Dado un espacio métrico (X,d), se dice que una funcién f: X — X es una
isometria si d(z,y) = d(f(z), f(y)), para cada x,y € X. Es sencillo demostrar
que si f: X — X es una isometria, entonces d(x,y) = d(f*(z), f*(y)), para cada
z,y € X y toda k € N.

Ejemplo 2.2. Consideremos la circunferencia unitaria S* = {*™ : 0 € [0,1]}
con la métrica usual de los nimeros complejos. Dado o € R, se define la funcion
R, : S' — S' por R, (62”‘9) = 20+ para cada €27 € S'. De manera
equivalente, R, (z) = e*™z, para cada z € S'. La funcion R, se llama rotacion
de S'. No es dificil demostrar que R, es una isometria.
Determinemos los puntos fijos y periddicos de la funcion R,. Para esto, hay que
encontrar los elementos z € S! tales que R (2) = 2, para algin k € N, donde RE es
la k-ésima iteracion de R,. Tomemos z € St arbitrario. Observemos que RE(z) =
e?kmiay  La igualdad RE (2) = z se cumple si y sélo si e**™“z = z, equivalentemente,
e?kmia — 1 Esta dltima igualdad se satisface si y solo si 2kma = 2mm, para algin
m € Z. Lo que es equivalente a que ka € Z. En suma, hemos demostrado que
RE(2) = 2 si y sdlo si ka € Z. Ahora, ezaminemos los siguientes casos:

Caso (i) a € R\ Q.

Caso (ii) a € Q.
Si ocurre el Caso (i), entonces la funcion R, no tiene puntos fijos ni puntos perid-
dicos, ya que ka € R\ Q, para cada k € N. Asi, Fir(Ry) =0 y Per(Ry) = 0.
Si sucede el Caso (ii), se tiene que cada z € S' es un punto periédico con periodo
k = min{s € N: sa € Z}. Mds aiin, si o = §, donde a y b son primos relativos,
entonces el periodo de z es b, para cada z € S*. Luego, Per(R,) = S'. Ademds,
si o € Z, se cumple que Fiz(R,) = S*. Por otro lado, si o € Q\ Z, se tiene que
Fiz(R,) = 0.

3. Funciones del tipo mezclante

Recordemos que un sistema dindmico (X, f) es nombrado conforme a las pro-
piedades que cumple la funcién que lo define. En vista de esto, si estudiamos un
cierta propiedad de la funcién f, en realidad la estamos estudiando en el siste-
ma dindmico (X, f). A continuacién, definimos las funciones (o bien los sistemas
dindmicos) que empleamos en el resto de nuestro trabajo.

Definicién 3.1. Sean (X, f) un sistema dindmico. Decimos que:

(1) f es transitiva si para cualesquiera dos subconjuntos abiertos no vacios U
y V de X, existe k € NU{0} tal que f*(U)NV # 0.

(2) f es totalmente transitiva si f* es transitiva para cualquier k € N.

(3) f es débilmente mezclante si la funcion f x f : X x X = X x X es
transitiva.
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(4) f es suavemente mezclante si para cualquier espacio métrico Y y cualquier
funcion transitiva g :' Y — Y, se cumple que la funcion fx g: X XY —
X XY es transitiva.

(5) f es fuertemente mezclanteﬂ st para cualesquiera dos subconjuntos abiertos
no vacios U y V de X, existe m € N tal que f*(U)NV # 0, para cada
k>m.

(6) f tiene la Propiedad P, si para cualesquiera dos subconjuntos abiertos no
vacios Uy y Uy de X, existe N € N tal que, para cualquier k € N y cualquier
funcion s : {0,1,2,...,k} — {0,1}, existe un punto © € X que satisface
HANSS Us(0)7 fN(CL’) S Us(1)7 ey ka(a?) S Us(k)-

Como consecuencia inmediata de las definiciones correspondientes, se desprende
lo siguiente.

Observacion 3.2. Toda funcidn totalmente transitiva es transitiva.

Los siguientes dos ejemplos se obtienen de forma sencilla sin mayores prelimi-
nares.

Ejemplo 3.3. Sea X un espacio métrico con al menos dos puntos. Se tiene que la
funcion identidad de X no es transitiva. En efecto, dado que X tiene al menos dos
puntos, existen x1,x2 € X tales que x1 # xo. Sean U y V subconjuntos abiertos no
vacios de X tales que x1 € U, 20 € V y UNV = (. Luego, para cada k € NU {0}
obtenemos que (idx)*(U) NV =U NV = 0. Por lo tanto, idx no es transitiva.

Ejemplo 3.4. Eziste una funcion transitiva que no es totalmente transitiva. En

efecto, la funcion del [Ejemplo 2.1] cumple estas propiedades. Para verlo, tomemos
U y V subconjuntos abiertos no vacios en X. Sea © € X tal que x € U. Hemos
visto en el[Ejemplo 2.1] que O(x, f) = X. Luego, O(z, f) NV # 0. Esto implica que
eziste k € NU {0} tal que f¥(x) € V. Asi, f*(z) € f*(U) N V. En consecuencia,
fEUYNV # 0. Por lo tanto, f es transitiva. Por otro lado, vimos también en el
que todos los puntos de X son periddicos de periodo m. Asi, f™ = idx.
Luego, por el[Ejemplo 3.3, tenemos que f™ no es transitiva. Por lo tanto, f no es

totalmente transitiva.

Estamos interesados en brindar mas ejemplos de las funciones dadas en la
asi como algunas de sus propiedades y las posibles relaciones que
satisfacen. Veamos el siguiente resultado, el cual es una propiedad que cumplen las
funciones transitivas.

Lema 3.5. Sean X un espacio métrico y f: X — X una funcion transitiva. Para
cada subconjunto abierto mo vacio U de X y cada k € NU {0}, f~%(U) es un
subconjunto abierto y no vacio de X.

DEMOSTRACION: Sea U un subconjunto abierto y no vacio en X. Notemos que
para k = 0, se tiene que f~O(U) = (fO)"Y(U) = idy'(U) = U. Asi, f~°(U) es
abierto y no vacio. Resta probar el resultado para & € N. Para esto utilizamos
induccién mateméatica sobre k. Para k = 1, observemos que si U = X, se tiene que
fYU) = f~Y(X) # 0. Asi, supongamos que U # X. Luego, existe y € X tal que
y ¢ U. Sea x € U. Como x # y, existen dos subconjuntos abiertos no vacios V' y

1En algunos textos es conocida como mezclante.
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Wde X talesquex €V, y e Wy VNW = (. Observemos que U NV es abierto
y x € UNV. Ademas, como W NV = {}, se obtiene que:

(3.1) wnUnv)=40.

Por otro lado, como f es transitiva, existe m € NU{0} tal que f™(W)N({UNV) # 0.
Asi, por (81), m # 0. Luego, WN f~™(UNV) # (. En consecuencia, f~™(UNV) #
0. Como f~™(UNV) C f~™(U), se deduce que f~™(U) # (. Por otro lado, dado
que m € N, se tiene que m — 1 € NU {0}, lo cual implica que f™~! es una funcion.
Ademas, f~(m=D(f~YU)) = f~™(U) # (. De donde, f~*(U) # . Dado que f es
continua se concluye que f~!(U) es abierto y no vacio.

Ahora supongamos que el resultado es verdadero para k, es decir, f~*(U) es abierto
y no vacio. Probemos que tambien se cumple para k+ 1. Es claro que f~*+)(U) =
FY(f*(U)). Por hipétesis de induccion, se tiene que f~*(U) es abierto y no vacio.
Por lo tanto, por el caso £ = 1 y dado que f es una funcion continua, entonces
F~YHf7*(U)) es abierto y no vacio. O

Con ayuda del obtenemos una equivalencia del concepto de funciéon
transitiva, la cual se considera la forma més usual de la definicion.

Proposicién 3.6. Sean X un espacio métrico y f: X — X una funcion continua
Se cumple que f es transitiva si y sélo si para cualesquiera dos subconjuntos abiertos
no vacios U y V de X, existe k € N tal que f*(U)NV # ().

DEMOSTRACION: Supongamos que f es transitiva y sean U y V subconjuntos
abiertos no vacios de X. Por el se tiene que el conjunto f~1(V) es abierto
y no vacio en X. Nuevamente, dado que f es transitiva, para los conjuntos U y
F7H(V), existe | € NU{0} tal que fL(U)Nf~1(V) # 0. Luego, f(f1(U))NV # 0. Asi,
para k = [+ 1, obtenemos que f*(U) NV # (). El reciproco se cumple directamente
de la definicion de funcién transitiva que hemos dado. O

Otra equivalencia de la nocién de funcién transitiva es la siguiente.

Proposicion 3.7. Sean X un espacio métrico y f: X — X una funcion continua.
Se tiene que f es transitiva si y solo si para cualquier subconjunto abierto y no
vacio V en X, el conjunto Jr—, f~*(V) es denso en X.

DEMOSTRACION: Supongamos que f es transitiva. Sean U y V' subconjuntos abier-
tos no vacios de X. Luego, existe kg € N U {0} tal que f*(U)NV # (. Esto es,
Unf=r (V) #0. Ast, UN [Up—o f (V)] # 0. En consecuencia, |~ f~"(V) es
denso en X.

Reciprocamente, ahora veamos que f es transitiva. Para esto, sean U y V subconjun-
tos abiertos y no vacios en X. Por hip6tesis, obtenemos que UN [U?;O ffk(V)] # 0.
Luego, existe kg € NU {0} tal que U N f~%0 (V) # ). Esto es, f*(U) NV # (). Por
lo tanto, f es transitiva. O

En las [Proposiciones 5.9]y [3.10] se relaciona la existencia de érbitas densas en
X y la transitividad de la funcion f. Para presentar estos resultados requerimos
recordar que en un espacio métrico X, un punto z € X es un punto aislado de X
si el conjunto {z} es abierto en X. Incluimos la demostracion del siguiente hecho
general en los espacios métricos que no poseen puntos aislados.

Proposiciéon 3.8. Sean X un espacio métrico sin puntos aislados, D C X un
conjunto denso en X y x1,x2,...,2, € X. El conjunto D \ {x1,x2,...,21} es un
subconjunto denso en X.
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DEMOSTRACION: Sea U un subconjunto abierto y no vacio en X. En vista de que X
no tiene puntos aislados, no es dificil mostrar que U\ {x1,x2, ..., 2%} es abierto y no
vacio en X. Asi, como D es denso en X, obtenemos que (U\{z1, za, ..., 2% })ND # 0.
Esto es, U N (D \ {z1,29,...,2}) # 0. Por lo tanto, D \ {21, 2a,...,25} es un
subconjunto denso en X. O

Proposiciéon 3.9. Sean X un espacio métrico sin puntos aislados y f: X — X
una funcion continua. Si existe x € X tal que O(z, f) es un conjunto denso en X,
entonces [ es transitiva.

DEMOSTRACION: Sea U y V subconjuntos abiertos y no vacios en X. Por hipétesis,
se tiene que U N O(x, f) # 0, para algin = € X. Luego, existe k; € NU {0} tal
que f*1(x) € U. Como X no tiene puntos aislados, entonces por la
se tiene que O(z, f) \ {z, f(z),..., f* ()} es denso en X. Ademas, dado que V es
abierto y no vacio en X, obtenemos que V N [O(x, ) \ {z, f(z),..., f*(2)}] # 0.
Luego, existe ks € N tal que f*2(z) € V. Observe que ki < kg, Asi, f*2(z) =
fr2=F1(fk1(x)). Hemos obtenido que f*i(z) € Uy fF2=*1(f*1(x)) € V. De aqui,
fF2=k(U)NV # 0. Por lo tanto, f es transitiva. a

Para el siguiente resultado debemos recordar la siguiente nocién. Un subconjun-
to A de un espacio métrico X es un conjunto Gs si A es una interseccién numerable
de subconjuntos abiertos de X.

Proposiciéon 3.10. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una fun-
cion transitiva. Sea D(f) = {z € X : O(z, f) es un subconjunto denso en X}. Se
cumple que D(f) es un subconjunto denso en X y Gs.

DEMOSTRACION: Afirmamos que A = D(f). En efecto, sea z € A. Demostremos
que O(z, f) es un subconjunto denso en X. Sea U un subconjunto abierto y no
vacio en X. Dado que {B,, : n € N} es una base para X, existe m € N tal que
B,, € U. Por otro lado, como z € A, entonces x € U,, para cada n € N. En
particular, z € U,,. Luego, z € |J;—, f~*(Bn). De donde, existe ko € NU {0} tal
que f*o(z) € B,, CU. Asi, UNO(x, f) # 0, lo que muestra que el conjunto O(z, f)
es denso en X. Se sigue que A C D(f).
Por otra parte, sea x € D(f). Luego, el conjunto O(z, f) es denso en X. Tomemos
n € N. Por la densidad de O(z, f) y como B, es abierto y no vacio, obtenemos
que B, N O(x, f) # 0. En consecuencia, existe k, € NU {0} tal que f*(z) € B,,.
Asi, z € f7F(B,). Se sigue que = € ;—, f¥(B,), para cada n € N. Esto es,
z € (o~ Uy. Hemos demostrado que D(f) C A. Con todo, D(f) es denso y Gs.
O

Como consecuencia de las [Proposiciones 5.9 y [3.10} obtenemos otra equiva-
lencia bien conocida de transitividad de una funcion dentro de la clase de espacios
métricos compactos sin puntos aislados. De hecho, en algunos contextos, esta forma
equivalente también suele considerarse como la definicién de funcién transitiva.

Proposiciéon 3.11. Sean X wun espacio métrico compacto sin puntos aislados y
f: X — X una funcidn continua. Se tiene que f es transitiva si y solo si existe
x € X tal que O(z, f) es un conjunto denso en X.

Con ayuda de la [Proposicion 3.11] podemos garantizar la transitividad o no
transitividad de una funcion.
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Ejemplo 3.12. Tomemos la funcion rotacion, Ry: S' — S', definida en el
[plo 2.3 Consideremos los siguientes casos:

Caso (i) a € Q.

Caso (ii) a« € R\ Q.
Si ocurre el Caso (i), entonces R, no es transitiva. En efecto, por el
se tiene que Per(R,) = S'. Luego, no existe z € S* tal que O(z, R,) es densa en
S, Asi, por la|Proposicion 38.11|, obtenemos que R, no es transitiva.
Por otro lado, si sucede el Caso (ii), entonces R, es transitiva. En efecto, en [6]
Teorema 3.13] se muestra que O(z, R,) es densa en S', para cada z € S'. Asi, por
la|Proposicion 3.11, R, es transitiva.

A partir del se obtiene el siguiente otro ejemplo.

Ejemplo 3.13. Consideremos o € R\ Q y la funcion rotacion R,: St — S1. Se
tiene que R, es totalmente transitiva. En efecto, observemos que:

R2(2) = Ry(Ru(2)) = €™ Ry (2) = 2™ 5 = Ryy(2)
R2(2) = Ro(R2(2)) = e*™*R2(2) = e2miB3e) , — Rs.(2)

En general, se cumple que RE = Ry, para cada k € N. Dado que ka € R\ Q,

para cada k € N, se sigue del[Ejemplo 3.13 que Ry, es transitiva, para cada k € N.
Luego, RE es transitiva, para cada k € N. Por lo tanto, R, es totalmente transitiva.

Las funciones transitivas satisfacen la siguiente propiedad.

Lema 3.14. Sean X y Y espacios métricos, f: X — X yg: Y — Y funciones
continuas. Si f X g: X XY — X XY es transitiva, entonces f y g son transitivas.

DEMOSTRACION: Supongamos que f X g es transitiva. Veamos que f es transitiva.
Para esto, sean U y V subconjuntos abiertos y no vacios en X. Notemos que los
conjuntos U XY y V xY son abiertos y no vacios en X x Y. Asi, por la transitividad
de f x g, existe k € NU {0} tal que (f x ¢)*¥(U xY)N(V xY) # (. De donde,
[fF(U) N V] x [¢"(Y)NY] # 0. Por lo tanto, f*(U)NV # . Asi, f es transitiva.
De manera similar se demuestra que g es transitiva. O

En particular, se sigue inmediatamente lo siguiente.

Corolario 3.15. Sean X un espacio métrico y f: X — X wuna funcion continua.
Si f es débilmente mezclante, entonces f es transitiva.

Otro resultado que se sigue del Lema es el siguiente.

Corolario 3.16. Sean X un espacio métrico y f: X — X una funcion continua.
Si f es suavemente mezclante, entonces f es transitiva y, en consecuencia, f es
débilmente mezclante.

DEMOSTRACION: Supongamos que la funcién f es suavemente mezclante. Luego,
para cualquier espacio métrico Y y cualquier funcién transitiva g: Y — Y, se tiene
que fx g: X xY — X x Y es transitiva. Asi, por el concluimos que f
es transitiva. Ademaés, por hipotesis, se tiene en particular que f X f es transitiva.
Por lo tanto, f es débilmente mezclante. ([

Al igual que la transitividad, la nociion de funcién débilmente mezclante tam-
bién admite varias equivalencias. Algunas de éstas las enunciamos a continuacion.
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Teorema 3.17. Sean X un espacio métrico y f: X — X una funcion continua.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) f es débilmente mezclante,

(2) para cada m € N, la funcion f*™ es transitiva,

(3) para cada m € N, la funcion f*™ es débilmente mezclante,

1. para cualesquiera subconjuntos abiertos y mo vacios U y V de X, existe
k€ NU{0} tal que f*(U)NU #0 y fF(U)NV £0.

DEMOSTRACION: Las equivalencias (1), (2) y (4) forman parte de [8, Teorema
1.11]. Por tal razon, solamente demostramos que (2) y (3) son equivalentes.

Supongamos que se cumple (2). Sea m € N. Para probar que f*™ es débilmente
mezclante, debemos verificar que f*" x f*™: X" x X™ — X" x X™ es transitiva.
Sean U y V subconjuntos abiertos y no vacios en X™ x X™. Existen U’, U", V' y
V" subconjuntos abierto no vacios de X™ tales que U' x U" CU y V' x V" C V.
Ademas, para los conjuntos U’, U”, V' y V" existen subconjuntos abiertos y no
vacios Uy, ..., Up, Uf,..., U, Vi,.... Vi, V..., V] de X tales que:

Uy x-xUpyp CU U x---xU, CU" Vix-xV, CV' y V/x--.xVI CV".
Observemos que tanto el conjunto Uy X - -+ X Uy, X U] X -+ x U}, como el conjunto

Vi X oo x Vi x V] x --- x V! son abiertos y no vacios en X2™. Por hipétesis, la

funcién f*?™ es transitiva. Luego, existe k € NU {0} tal que:

(fXQm)k(Ul X oo X Uy x Uy X oo XU YOV X oo X Vg x VI -o x VI 0.

Esto es, f*(U;)NV; # 0y fE(U!)N V! # (), para cada i € {1,2,...,m}. De donde,
(™ U X X Up) A [VL X e X V] #0

y ademas,
(™) UL x - X UL NV X e X Vi) £ 0.
Luego, (f*™ U NV'# 0y (f*™)*U")N V" # (). Esto implica que

(fxm X me)k (U/ % U//) ) [V/ % V/l] # (Z)

Ast, (f*™ x me)k (U)NV # 0. Con esto probamos que f*™ x f*™ es transitiva.
Por lo tanto, f*™ es débilmente mezclante.

Por otro lado, (3) implica (2) se sigue del [Corolario 3.15 O
Como una aplicacién del en el resultado que mostramos en se-

guida, encontramos una forma 1til para obtener ejemplos de funciones que no son
débilmente mezclantes.

Proposicion 3.18. Sean (X, d) un espacio métrico tal que | X| >2y f: X - X
una funcion continua. Si f es una isometria, entonces f no es débilmente mezclante.

DEMOSTRACION: Supongamos que f es una isometria. Demostramos que f no
es débilmente mezclante utilizando el inciso (4) del Probemos que
existen subconjuntos abiertos y no vacios U y V de X tales que, para cualquier
k € NU {0}, se cumple f*(U)NU =0 obien f*U)NV =0.
Sea k € NU{0}. Dado que |X| > 2, existen xg,yo € X tales que g # yo. Ponemos
r =d(xo,y0), U= B(xo, ) y V = B(yo, §)- Se tienen los siguientes casos:

Caso (i) f*(U)YNU = 0.

Caso (ii) f5(U)NU # 0.
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Si ocurre el Caso (i), terminamos. Supongamos que ocurre el Caso (ii) y veamos
que f*(U)NV = . Para esto, sean x € f*¥(U) y y € V y probemos que x # y.
Dado que f*(U) NU # (), existe x; € f*(U) tal que z; € U. Observe que:

(3.2) d(z1,y) < d(zq,2) + d(z,y).

Por otro lado, usando la desigualdad del tridngulo y el hecho de que z; € U y que
y € V, tenemos que:

r=d(zxo,y0) < d(xo, 1) +d(x1,y) +d(y,y0) < 2(%) + d(x1,y).
Asi, § < d(z1,y). Ademés, dado que f es una isometria, se obtiene que d(zr1,z) <
diam(f*(U)) = diam(U) < %. Luego, de , obtenemos que § < § +d(x,y). En
consecuencia, d(z,y) > 0, esto es, z # y. Asi, hemos probado que f*(U) NV = (.
Con todo, concluimos que f no es débilmente mezclante. ([

Proposiciéon 3.19. Sean X y Y espacios métricos, f: X - X yg: Y = Y
funciones continuas. Si [ es fuertemente mezclante y g es transitiva, entonces f X
g: X XY = X XY es transitiva.

DEMOSTRACION: Sean U y V subconjuntos abiertos y no vacios de X x Y. Existen
subconjuntos abiertos no vacios U1, Vi C X y U, Vo C Y tales que Uy x Us CU y
V1 x Vo C V. Por otro lado, dado que f es fuertemente mezclante, existe m € N tal
que:

(3.3) fEU) NV #0, para cada k > m.

Ademas, puesto que la funcién g es transitiva, por el se obtiene que
g~ ™(V3) es un subconjunto abierto y no vacio. Ahora bien, aplicando la definicién
de transitividad a la funcion g y a los subconjuntos abiertos Us y g~ ™(V3), existe
ko € NU {0} tal que g™ (Us) N g~"(Va) # 0. Asi, g™ (g* (Uz)) N Va # 0. Luego,

(34) gm+k0 (U2) N V2 75 @
Dado que m + kg > m, por (3.3) obtenemos:
(3.5) frtkoun) nva # 0.

Si hacemos k = m+ko, de (3.4), (3.5, tenemos que [f*(U;)NVi] x [¢%(U2)NVa] # 0.
De donde, (f x ¢)¥(Uy x Uz) N (Vi x Vi) # 0. En vista de que Uy x Uy C U y
Vi x Vo €V, obtenemos que (f x g)*(U) NV # (). Por lo tanto, f x g es transitiva.

]

Corolario 3.20. Sean X un espacio métrico y f: X — X una funcion continua.
Si f es fuertemente mezclante, entonces f es suavemente mezclante.

DEMOSTRACION: Sean Y un espacio métrico y g: Y — Y una funcién transitiva.
Por la [Proposicion 3.19 la funcion f x g: X x Y — X X Y es transitiva. Por lo
tanto, f es suavemente mezclante. O

Se obtiene de la [Proposicion 3.18|y de los [Corolarios 3.16|y [3.20] lo siguiente.

Corolario 3.21. Sean X un espacio métrico tal que | X| > 2 y f: X — X una
funcion continua. Si f es una isometria, entonces f no es suavemente mezclante
ni fuertemente mezclante.

Previo a analizar algunos ejemplos y contraejemplos, demostremos el siguiente
resultado, cuyo reciproco no es verdadero.
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Teorema 3.22. Sean X un espacio métrico y f: X — X una funcion continua.
Si f es débilmente mezclante, entonces f es totalmente transitiva.

DEMOSTRACION: Sea k € N y mostremos que f* es transitiva. Por hipétesis y la
parte (2) del[Teorema 3.17} tenemos que f** es transitiva. Sean U y V subconjuntos
abiertos no vacios en X. Por el para cada i € {1,2,...,k}, el conjunto
Vi = f~4(V) es abierto y no vacio. Observemos que los conjuntos U x U x -+ x U
y Vi x Vi x -+ x V}, son abiertos y no vacios en X*. Como f** es transitiva, existe
m € NU {0} de tal forma que

(B (U XU x - xU) N [Vi x Vo x - x Vi] £ 0,
.

Asi, f™(U)NV; # 0, para cadai € {1,2,...,k}. Estoes, f™(U)Nf~4(V) # 0, para
cada i € {1,2,...,k}. De donde:

(3.6) fmUYNV £, paracada i€ {1,2,...,k}.

Por otro lado, por el algoritmo de la division, existen ¢, € NU {0}, tales que
m=kq+r,0<r < k. Notemos que 0 < k —r < k. Asi, sustituyendo el valor de
m en (3.6) y haciendo i = k — r, obtenemos:

fratr+E=n) )V = FRaD )y n v £ 0.

Esto es (f*)71(U) NV # (). Asi, queda probado que f* es transitiva. Por lo tanto,
f es totalmente transitiva. ([

Ejemplo 3.23. Ewiste una funcion totalmente transitiva que no es débilmente mez-
clante, ni suavemente mezclante ni fuertemente mezclante. En efecto, la funcion
rotacion R, : ST — S, para cualquier o € R\ Q, es una de estas funciones. Para
convencernos, notemos que la transitividad total de R, queda garantizada por el

iemplo 3.15. Ademds, en vista del[Ejemplo 2.9, R, es una isometria. Asi, por la

[Proposicion 3.18, obtenemos que R, no es débilmente mezclante. Finalmente, por

el |Corolario 3. se deduce que R, mno es suavemente mezclante ni fuertemente

mezclante.

Se sabe que la teoria ergddica y la dindmica topoldgica poseen grandes simi-
litudes. Por ejemplo, la nocién de ergodicidad encuentra su concepto paralelo en
la transitividad topolégica y ambos conceptos comparten propiedades interesantes.
Algo similar sucede con las nociones suavemente mezclante [7] y Propiedad P [3],
que siendo conceptos planteados originalmente en teoria ergodica, en la actualidad
también son estudiados en dindmica topologica (vea [11l, [12]).

A continuacién analizamos algunas propiedades de las funciones suavemente
mezclantes asi como sus relaciones con otras de las funciones que estamos estudian-
do. Comenzamos con el siguiente teorema, donde encontramos una caracterizacion
de la nocion de funcién suavemente mezclante.

Teorema 3.24. Sean X un espacio métrico y f : X — X wuna funcion continua.
Se cumple que f es suavemente mezclante si y sdlo si, para cada m € N, la funcion
f*™ es suavemente mezclante.

DEMOSTRACION: Supongamos que f es suavemente mezclante. Hacemos uso de
induccion matematica sobre m para demostrar que f*™ es suavemente mezclante.
Para m = 1, por hipétesis f*! = f es suavemente mezclante. Supongamos ahora
que el resultado es verdadero para m y probemos para m + 1. Sean Y un espacio
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métricoy g: Y — Y una funcién transitiva, veamos que (f*(m+Y)xg: Xm+ixy —
X™M+1 Y es transitiva. Sean U y V subconjuntos abiertos y no vacios en X x Y.
Existen subconjuntos abiertos y no vacios U’, V' C X™*+ y U” V" C Y tales que
U xU"CUy V' xV"”CV. A su vez, existen subconjuntos abiertos y no vacios
Uiy oo Uy U1, Vi, oo, Vi, Vine1 € X tales que:

(37) U1><~~~><Um><Um+1§U' y V1><~~~><Vm><Vm+1§V’.

Dado que f es suavemente mezclante y g es transitiva, obtenemos por definiciéon que
fxg: XxY — X xY es una funcién transitiva. Por hipétesis de induccion, tenemos
que fX" x[f xg]: X" x[X xY] = X™ x [X x Y] es transitiva. Observemos que
los conjuntos [Uy X -+ X Upy] X [Upgp1 X U]y [Vi X -+ X Vip] X [Upg1 x V"] son
abiertos y no vacios en X™ x [X x Y. Luego, existe k € NU {0} tal que:

(< [f % g)) (VL% X U] % U x U A (Vi XX Vi) X Vi1 X V]) 2 0.
Asi, obtenemos que:

(fxm)k(le...xUm)ﬂ[VlX"'va]#[b y

(f X g)k(Uerl X UH) N [Vm+1 X VH] 7’5 0.
De donde, fk(Uz) N ‘/Z 7& Q)’ para cada ¢ € {1727 s, Mmym + 1} y gk(U//) N V/, 7é @
De lo anterior, (f*™+tNE(U; x -+ X Upy X Uy 1) N[VE X - X Viy X Vi 1] # 0 y
gE (UMY NV" #£ 0. Por lo que:

(f7 (D) xg)k([Ul X oo X Upy X Uppgr ] X U ) O (VX X Vg X Vipga ] x V) £ 0.

Por y dado que U’ xU” CU y V! x V" C V, se tiene que (f*"+1) x g)*(U)N
V # (. Con esto probamos que f*("+1) x g es transitiva. Por lo tanto, f*(m+1) es
suavemente mezclante.

El reciproco se tiene de manera inmediata. O

Observaciéon 3.25. FEuxisten sistemas débilmente mezclantes que no son suave-
mente mezclantes. Ademds, existen sistemas suavemente mezclantes que no son
fuertemente mezclantes. La demostracion de dichas afirmaciones escapa de los ob-
jetivos de nuestro trabajo, le recomendamos al lector interesado en estos temas la
revision de [10l Seccion 4] o bien [9] Seccion 10].

Ahora mostramos la relacion que existe entre las funciones con la Propiedad P
y las funciones débilmente mezclantes.

Teorema 3.26. Sean X un espacio métrico y f : X — X wuna funcion continua.
Si f tiene la Propiedad P, entonces f es débilmente mezclante.

DEMOSTRACION: Demostramos que f es débilmente mezclante utilizando el inciso

(4) del [Teorema 3.17} Sean U y V subconjuntos abiertos no vacios de X. Hagamos
Up=UyU; =V.Sea N €N que satisface la definicién de Propiedad P. Asi, para

k=2ys:4{0,1,2} — {0,1}, donde s(0) = s(1) =0y s(2) = 1, existe x € X tal
que:

x € Ug(oy, [N (2) € Ugqny, 2N (2) € Us(a).
Luego, z, fN(z) e Uy f*N(z) e V. Ast, fNU)NU # 0y fNU)NV # 0. Por lo
tanto, f es débilmente mezclante. O
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Observacion 3.27. Un flujo es un sistema dindmico (X, f), donde X es un es-
pacio métrico compacto y f: X — X es un homeomorfismo. La demostracion de
los siguientes hechos queda fuera de los objetivos del articulo. En [3], Ejemplo 5]
queda garantizada la existencia de flujos con la Propiedad P. Ademds, en [3], Con-
sequences], se establece la existencia de flujos débilmente mezclantes que no tienen
la Propiedad P.

En el Diagrama 1 resumimos las relaciones que hay entre las funciones dadas en
la [Definicion 3.1} Las implicaciones que se cumplen quedan justificadas por [Obser]
[vacion 3.2] [Teorema 3.22| |Corolario 3.16| [Corolario 3.20] y [Leorema 3.26 mientras
que las que no se cumplen, por el [Ejemplo 3.4] [Ejemplo 3.23] [Observacion 3.25|y la
Ol 0307

Fuertemente mezclante

X

/

Suavemente mezclante

X

/

Propiedad P —— Débilmente mezclante
~—
X

/

Totalmente transitiva

X

/

Transitiva

DiAGRAMA 1: RELACIONES ENTRE LAS FUNCIONES ESTUDIADAS.

Con ayuda del Diagrama 1 y del obtenemos mas ejemplos de las
funciones en la [Definicién 3.1

Ejemplo 3.28. Sea T: [0,1] — [0, 1], definida por

2x, siogwgl;
T(m): .1 2
2 —2x, sz§<$§1.

La funcion T es conocida como funcion tienda, la cual ha resultado ser bastante
itil y estudiada en aspectos referentes a su dindmica. Por ejemplo, en Lema 3.2]
se muestra que la funcion tienda es fuertemente mezclante. Asi, por el Diagrama 1,
esta funcion es suavemente mezclante, débilmente mezclante, totalmente transitiva
y transitiva.

4. Conjugacion topolégica

Analizamos la propiedad de conjugacion para las funciones de la

Sean X y Y espacios métricos. Recordemos que dos funciones continuas f : X — X
y g:Y — Y se dice que son conjugadas si existe un homeomorfismo h : X — Y tal
que para todo x € X, se tiene que h(f(z)) = g(h(x)). Es facil ver que la relacion
de conjugacién es una relacion de equivalencia. Ademaés, se satisface:

Proposicion 4.1. Sean X y Y espacios métricos y f : X - X yg:Y =Y dos
funciones conjugadas bajo el homeomorfismo h: X — Y. Se cumple lo siguiente:

(a) Para cada n € N, h(f"(x)) = g"(h(x)), para cada x € X.
(b) Para cadan € N, h=1(g"(y)) = f*(h=1(y)), para cualquier y € Y.
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Teorema 4.2. Sean X y Y espacios métricos y f : X - X yg:Y — Y dos
funciones conjugadas. Se tiene que f es transitiva si y sélo si g es transitiva.

DEMOSTRACION: Sea h : X — Y el homeomorfismo de conjugaciéon entre f y g.
Supongamos que f es transitiva. Sean U y V abiertos no vacios en Y. Notemos que
h=Y(U) y h=1(V) son abiertos y no vacios en X. Dado que f es transitiva, existe
n € N tal que f"(h=1(U)) Nh~Y(V) # 0. De aqui, existen n € Ny zg € h=*(U)
tales que f™(xo) € h=1(V). Asi, se sigue del inciso (a) de la que
9" (h(zo)) € V. Puesto que g"(h(zo)) € ¢g"(U), obtenemos ¢"(U) NV # . Por lo
tanto, g es transitiva.

Ahora supongamos que la funcién g es transitiva. Sean U y V abiertos no
vacios en X. Es claro que hA(U) y (V) son abiertos y no vacios en Y. Dado que g
es transitiva, existe n € N tal que ¢"(h(U))Nh(V) # 0. De donde, existe yo € h(U)
tal que ¢"(yo) € h(V). Luego, se sigue del inciso (b) de la que
S (h™Y(yo)) € V. En vista de que h™"(yo) € U, obtenemos f"(U) NV # §. Por lo
tanto, f es transitiva. O

Teorema 4.3. Sean X y Y espacios métricos y f : X - X yg:Y — Y dos
funciones conjugadas. Se tiene que f es totalmente transitiva si y sélo si g es
totalmente transitiva.

DEMOSTRACION: Supongamos que f es totalmente transitiva. Veamos que g es
totalmente transitiva. Sea k € N. Por hipétesis se tiene que f* es transitiva. Ademas,
dado que f y g son conjugadas, se sigue del inciso (a) de la que f*
y g"* son conjugadas. De donde, por el g" es transitiva. Por lo tanto,
g es totalmente transitiva.

De manera similar se demuestra que si g es totalmente transitiva, entonces f
es totalmente transitiva. (]

No es dificil demostrar lo siguiente.

Lema 4.4. Sea k € N. Sean X; yY; espacios métricosy f; : X; = X, yg; : Vs = Y;
funciones conjugadas para cada i € {1,...,k}. Si fi y g; son conjugadas bajo el
homeomorfismo h;: X; —Y;, para cada t € {1,...,k}, entonces las funciones pro-
ducto Hle fiy Hle gi son conjugadas bajo el homeomorfismo producto Hle h;.

Teorema 4.5. Sean X y Y espacios métricos y f : X - X yg:Y — Y dos
funciones conjugadas. Se tiene que f es débilmente mezclante si y sdlo si g es
débilmente mezclante.

DEMOSTRACION: Supongamos que f es débilmente mezclante. Luego, f x f es
transitiva. Ademés, como f y ¢ son conjugadas, se sigue del que f X fy

g % g son conjugadas. Asi, por el obtenemos que g x g es transitiva.
Por lo tanto, g es débilmente mezclante. De manera similar se demuestra que si g

es débilmente mezclante, entonces f es débilmente mezclante. O

Teorema 4.6. Sean X y Y espacios métricos y f : X - X yg:Y — Y dos
funciones conjugadas. Se tiene que f es suavemente mezclante si y sdlo si g es
suavemente mezclante.

DEMOSTRACION: Supongamos que f es suavemente mezclante. Sean Z un espacio
métrico y I: Z — Z transitiva. Dado que f suavemente mezclante, se tiene que
fxl: X xZ — X x Z es transitiva. Ademaés, puesto que f y ¢ son conjugadas y [
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es conjugada consigo misma, se sigue del que f X1y gxlson conjugadas.
Luego, por el obtenemos que g x [: Y x Z — Y x Z es transitiva.
Por lo tanto, g es suavemente mezclante. Similarmente se demuestra que si g es
suavemente mezclante, entonces f es suavemente mezclante. [

Con argumentos similares a los realizados en la demostraciéon del [Teorema 4.2
se demuestra lo siguiente.

Teorema 4.7. Sean X y Y espacios métricos y f : X - X yg:Y — Y dos
funciones conjugadas. Se tiene que f es fuertemente mezclante si y sélo si g es
fuertemente mezclante.

Teorema 4.8. Sean X y Y espacios métricosy f: X - X yg:Y =Y dos fun-
ciones conjugadas. Entonces f tiene la Propiedad P siy solo si g tiene la Propiedad
P.

DEMOSTRACION: Supongamos que f tiene la Propiedad P. Sean Vj y Vi dos
subconjuntos abiertos no vacios de Y. Notemos que h=1(Vy) y h=1(V1) son abiertos
no vacios de X. En vista de nuestro supuesto, existe NV € N tal que para cada k € N
y para cada funcion s: {0,1,...,k} — {0,1}, existe z € X tal que

z€h Vi), M) eh ™ Viay)s.., [N (@) € A (Vi)
Luego, tomando y = h(z) y utiliando el inciso (a) de la[Proposicién 4.1] obtenemos

que
y e Vi, VW) € Viays--r "N (y) € Vi
Por lo tanto, g tiene la Propiedad P.

Ahora supongamos que g tiene la Propiedad P. Sean Uy y U; dos subconjuntos
abiertos no vacios de X. Luego, h(Uy) y h(U;) son subconjuntos abiertos no vacios
de Y. Por hipétesis, existe N € N tal que para cada k£ € N y para cada funcién
s:{0,1,...,k} — {0,1}, existe y € Y tal que

y € h(Us0), 9" () € h(Us)),-- . d"N (y) € h(Usr)

Luego, tomando x = h~(y) y en vista del inciso (b) de la|[Proposicién 4.1} obtene-

mos que
€ Uyo), fN(x) €Uy, .-, [N () € Usqy-
Por lo tanto, f tiene la Propiedad P. ([
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1. Introducciéon

En este trabajo, un sistema dinamico discreto sera una pareja (X, f), donde X
es un continuo (un espacio métrico compacto, conexo con mas de un elemento) y
f: X — X una funcién continua y suprayectiva. En los ultimos afios los sistemas
dindmicos discretos han obtenido un gran desarrollo, generando de esta manera
un gran namero de publicaciones, vea por ejemplo [1, [2], [3], [6], [7] v [17]. Al
estudiar la dindmica discreta de los objetos han observado que no basta analizar sus
propiedades numéricas, es necesario conocer sus propiedades cualitativas o de forma,
tales como: estabilidad, el comportamiento respecto a la cercania o acumulaciéon
entre éstos o respecto a ciertos conjuntos, etc. interviniendo de esta manera la
topologia [I4]. La parte de la topologia que estudia las propiedades cualitativas o
de forma de los sistemas dindmicos se llama Dindamica Topolégica.

Dependiendo de las propiedades del continuo X y de cémo esté definida la fun-
cion f, se han definido y clasificado varios sistemas dindmicos discretos, entre los
mas conocidos tenemos: exactos, mezclantes, débilmente mezclantes, transitivos, to-
talmente transitivos, fuertemente transitivos, cadticos y minimales. Varios de estos
sistemas han sido ampliamente estudiados (ver [8] y [6]). Referente a los sistemas
caoticos, en 1963 el meteorologo Edward Lorenz considerando algunas ecuaciones
que le permitieran predecir el tiempo en la atmosfera [16] (las que hoy se cono-
cen como ecuaciones de Lorenz) y usando ordenadores estudio las gréficas de estas
ecuaciones. Al analizar la grafica que resultaba de hacer pruebas con diferentes pa-
rametros en sus ecuaciones, observo que las simulaciones eran muy diferentes para
condiciones iniciales muy proximas y ademas no seguian algin orden o patrén. A los
sistemas que presentaban este tipo de comportamiento les llamé sistemas caéticos.
En este sentido, anos después, en la década de 1970, empezaron a surgir muchos
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sistemas cadticos en el estudio de turbulencia de fluidos, crecimiento poblacional,
etc. Apartir de ahi, el estudio de sistemas dindmicos cadticos ha ido en aumento en
los dltimos afios (vea [12] y [10]).

En la actualidad, la teoria del caos es muy importante en todas las ciencias,
debido a su capacidad tnica para modelar aquellos sistemas naturales, que se com-
portan cadticamente (en desorden), esta teoria proporciona modelos que pueden
ser usados para dar solucién a problemas que se presentan en la actualidad [IT].
Cabe senalar que actualmente atin no hay una definicién matemaética que se acepte
universalmente para el caos, sin embargo se sabe que dos de las nociones para en-
tender un sistema caotico es la transitividad y la sensitividad [I3]. Por tal motivo, a
través del tiempo, han surgido nociones relacionadas con la transitividad y nociones
relacionadas con la sensitividad [8].

Dada la importancia y utilidad de los sistemas transitivos y sensitivos para
tratar de entender el caos, se buscan nociones relacionadas con este tipo de sistemas.
Recientemente, en 2016, W. Huang, D. Khilko, S. Kolyada y G. Zhang en [12],
estudian un tipo de sistemas dindmicos transitivos, a saber, los sistemas dindmicos
compacto transitivos; analizan la relacién de estos nuevos sistemas con los sistemas
del tipo transitivos y con los sistemas del tipo sensitivos.

El objetivo de este articulo de divulgacion es brindar un estudio detallado de
los sistemas dindmicos compacto transitivos, cabe mencionar que este escrito esté
basado en el articulo [12]. Por esta razon, el escrito esta dividido en cinco secciones,
en la Seccion 2 recordamos algunos hechos referente a funciones, a espacios métri-
cos y definiendo algunos conjuntos necesarios para introducir los sistemas compacto
transitivo. En la Seccién 3 introducimos los sistemas compacto transitivos y mos-
tramos las principales propiedades de estos sistemas. La Seccion 4 esta dedicada a
analizar su relacién con los sistemas dindamicos transitivos. Finalmente, en la Sec-
ciéon 5, incluimos resultados concernientes a la conjugacién topolégica y mostramos
que ser compacto transitivo es una propiedad que se preserva bajo conjugacién
topoloégica.

2. Preliminares

Comezaremos esta seccién introduciendo las notaciones bésicas, asi como los
conceptos bésicos que se emplean durante el desarrollo de este trabajo. Como es
usual R, Z, Z, N, denotan al conjunto de los niimeros reales, los niimeros enteros,
los niimeros enteros no negativos y los ntimeros naturales, respectivamente. Ahora,
si X es un espacio métricoy f: X — X es una funcién, establecemos la siguiente
notacién, f© denotara la funcién identidad sobre X, idx. Para cada n € N, f" es
f compuesta con f"~1, es decir:

fr=fofrt.
Dados n € Ny A C X, la preimagen de A bajo f™ se indica por f~"(A). Si z € X,
la preimagen de {x} bajo f la representamos por f~!(z). La cerradura y el interior
del conjunto A, se denotan por cl(A) e int(A), respectivamente.

Definiciéon 2.1. Dados un espacio métrico X y una funcion continua y suprayectiva
f: X = X, al par (X, f) le denominamos sistema dinamico.

En lo que sigue, dado un sistema dindamico (X, f) denotaremos por d a la mé-
trica de X, a menos que se especifique lo contrario. Ademés, recordemos que el
sistema dindmico es nombrado conforme a las propiedades que cumple la funcién
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que lo define. La clase de sistemas dindmicos que abordaremos en este escrito son
conocidos como sistemas dindmicos compacto transitivos. Para poder definir y es-
tudiar propiedades esta clase de sistemas dindmicos, es necesario definir algunos
conjuntos.

Definicién 2.2. Sea A CZ,. Se dice que el conjunto A es:

1. Cofinito si existe k € N tal que {k,k+1,k+2...} C A.

2. Thick si para cada p € N, existe n € N tal que {n,n+1,...,n+p} C A.

3. Sindético si existe m € N tal que para todo I € N se cumple que {I,1 +
L...,l+m}nA=#0.

4. Thickly sindético si para cadan € N, {i e N: {i,i+1,...,i+n} C A} es
sindético.

La Observacion se obtiene inmediatamente de la Definicion [2.2

Observacion 2.3. Sea A C Z,. Las siguientes condiciones son verdaderas.

1. Si A es thick, entonces A # (.

2. Si A es cofinito, entonces A # ().

3. Si A es sindético, entonces A # ().

4. Si A es thickly sindético, entonces A # ().

Proposicion 2.4. Sean A y B subconjuntos de Z tales que A C B. Si A es thick,
entonces B es thick.

DEMOSTRACION: Supongamos que A es thick y sea p € N. Como A es thick, existe
n € N tal que:

{n,n+1,...,n+p} C A
Puesto que A C B, se concluye que {n,n+1,...,n+ p} C B. Por lo tanto, B es
thick. O

Proposicion 2.5. Sea A C7Z,. Si A es cofinito, entonces A es thick.

DEMOSTRACION: Supongamos que A es cofinito. Demostremos que A es thick.
Sea k € N. Por hipotesis, existe n € N tal que {n,n + 1,n+2,...} C A. Luego,
{n,n+1,...,n+k} C A. Por lo tanto, A es thick. O

Proposicion 2.6. Sean A y B subconjuntos de Z. Si A es sindético y B es thick,
entonces AN B # ().

DEMOSTRACION: Supongamos que A es sindéticoy B es thick. Como A es sindético,
existe [y € N tal que, para todo m € N,

(2.1) {m,m+1,....m+Ilg}NA#0.

Por otro lado, como B es thick y Iy € N, existe my € N tal que:
(2.2) {mg,mg+1,...,mg+ 1o} C B.

De , aplicado a mg se cumple que:

(2.3) {mo,mo +1,...,mo+1lo} NA#0.

Asi, de (2.2)), se obtiene que:
{mo,mo—i—l,...,mo—f—lg}ﬂAQ BN A.
Por lo tanto, de (2.3 se concluye que BN A # (. O
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Definicién 2.7. Sean (X, f) un sistema dindmico y x € X. Se define la drbita de
x bajo f, denotada por O(zx, f), como el conjunto:

O(x, f) = {f"(2) :n € Ly} = {z, f(2), f*(2), *(2),...}.

La iteracién, en matemaética, se refiere al proceso de aplicar la funcion repeti-
damente, usando la salida de una iteracién como la entrada a la siguiente. Dado
un sistema dindmico (X, f), La coleccion de las iteraciones de f es el conjunto
{f™: n € N}. El objeto principal de estudio de los sistemas dinamicos son las or-
bitas de los puntos, ya que son éstas las que nos dan la informacién referente a las
iteraciones de una funcién a través del tiempo.

A continuacion damos algunos de los conceptos més importantes en sistemas
dindmicos. Mismos que nos ayudaran a determinar cuando la oérbita de un punto
es finita o no, entre otras propiedades y caracteristicas de la érbita.

Definicién 2.8. Sean (X, f) un sistema dindmico y x € X. Decimos que  es un:
1. Punto fijo si f(z) = x.

2. Punto periddico si existe n € N tal que f"(z) =z, al min{n € N: f"(z) =

x} se le llama periodo de x. Denotamos como Per(f), al conjunto de los
puntos periodicos de f.

Algunas clases de sistemas dindmicos son los siguientes.

Definicion 2.9. Sean X un espacio métrico compacto y f : X — X una funcion
continua. Se dice que f es:

1. transitiva si para cualesquiera subconjuntos abiertos no vacios U y V de
X, eziste k € N tal que fF(U)NV # 0.

2. cadtica si el conjunto Per(f) es un conjunto denso en X y la funcion f es
transitiva.

3. totalmente transitiva si f* es transitiva, para cada k € N.

4. débilmente mezclante si la funcion producto f*? : X2 — X? es transitiva.

5. minimal si para cualquier subconjunto cerrado no vacio A de X tal que
f(A) C A, se cumple que A =X.

Proposicion 2.10. Sean X un espacio métrico y f : X — X una funcion continua.
Si X es compacto, entonces f es una funcion cerrada.

Proposicién 2.11. Sean X un espacio métrico y U y V subconjuntos abiertos no
vacios en X. SiUNV =0, entonces cl(U)NV = .

DEMOSTRACION: Supongamos que U NV = (). Luego, U C X \ V. De donde,
(2.4) c(U) Cel(X\ V).

Por otro lado, como V es abierto en X, se tiene que X \ V' es un subconjunto cerrado
en X. Asi, se obtiene que c](X \ V) = X \ V. En consecuencia, de (2.4), se tiene
que cl(U) C X \ V. Por lo tanto, cl(U) NV = 0. O

Para poder establecer la Proposicion [2.13] es necesario recordar los siguientes
conceptos.

Definicién 2.12. Sean X un conjunto, f : X — X una funcion y A C X. Se dice
que A es:

1. + Invariante bajo f si f(A) C A.

2. — Invariante bajo f si f~1(A) C A.
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3. Invariante bajo f si f(A) = A.

Proposicion 2.13. Sean (X, f) un sistema dindmico transitivo y E C X. Si el
subconjunto E es cerrado y + invariante bajo f, entonces E =X o E es denso en
ninguna parte en X.

DEMOSTRACION: Supongamos que E es cerrado y + invariante bajo f. Si F = X,
se tiene el resultado. Supongamos que E # X. Veamos que E es denso en ninguna
parte en X, e.i, int(cl(E)) = 0. Se tiene que cl(E) = E. Luego, basta verificar
que int(EF) = 0. Supongamos que int(E) # 0. Notemos que int(E) y X \ E son
subconjuntos abiertos no vacios en X. Como (X, f) es transitivo, existe n € N tal
que:
Fr(nt(E)) N (X \ E) 0.

Luego, existe y € X tal que y € f™(int(F)) y y € (X \ E). Por otro lado, sabemos
que se tiene que int(F) C E. Luego, f™(int(E)) C f*(E). Como E es + invariante
bajo f, se obtiene que f"(E) C E. Asi, f™(int(EF)) C E. Esto implica que y € E'y
y € X\ E, lo cual es una contradiccion. En consecuencia, int(E) = (). Por lo tanto,
E es denso en ninguna parte. (]

Definicién 2.14. Sean (X, f) un sistema dindmico, x € X, U y V subconjuntos
abiertos no vacios de X y d > 0. Se definen los siguientes conjuntos:

1. N¢(z,V)={n€Zy: f*(x) e V}.

2. Ny(U,V)={neZy :UNf(V)%0).

3. Ny(U,0) ={n € Zy : existen x,y € U tales que d(f"(x), f"(y)) > ¢}.

En seguida enunciamos algunas observaciones que se obtienen inmediatamente
de la Definicion 214

Observacion 2.15. Sean (X, f) un sistema dindmico, U, U1,V y V1, subconjuntos
abiertos no vacios de X y § > 0.

1. SiU CV, entonces Ny(U,d) C N;(V,6).
2. 85U CU, yV CWy, entonces Ny(U, V) C Ny(Uy, V1).

La Proposicién [2.16] es 1til en la prueba del Lema|3.11

Proposicion 2.16. Sean (X, f) un sistema dindmico, n,m € N y U y V subcon-
juntos de X. Se cumple que:

L fmm) = fr(fm ().
2. SiUC f~™(V), entonces f*(U) C V.

Proposicion 2.17. Sean (X, f) un sistema dindmico, U y V subconjuntos abiertos
no vacios en X yn,m € Zy. Sin € N¢(f~™(U), f~™(V)), entoncesn € Ny(U,V).

DEMOSTRACION: Supongamos que n € N¢(f~*(U), f=%(V)). Luego,

FROYN RV # 0.
De donde, por el inciso (1) de la Proposici()n se obtiene que f~F(U)Nf~(+R) (V) #
0. Ademas, f~*(U) N f~ (V) = fRU N f~(V)) # 0. Esto implica que
U N f~(V) % 0. Por lo tanto, n € N;(U, V). 0

Proposicion 2.18. Sean (X, f) un sistema dindmico, U subconjunto abierto no
vacio en X, n,m € Zy y 6 > 0. Sim+n € N¢(f~™(U),9), entonces m € N¢(U, ).
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DEMOSTRACION: Supongamos que n + m € Ny(f~"(U),d). Esto implica que
existen z,y € f~"(U) tales que:

d(f™ (), f7(y) > 6,

equivalentemente,

(2.5) d(f™(f" (@), f™(f"(y))) > 6.

Por otro lado, como z,y € f~™(U) se tiene que f™(z), f*(y) € U. Por lo tanto, de
(2.5), se concluye que m € N¢(U,9). a

3. Compacto transitividad

En esta seccion introducimos la nocién del conjunto omega-limite de un punto
con respecto a una familia de Furstenberg. Dicho conjunto nos ayudard a definir
los sistemas dindmicos compacto transitivo. Antes de definir estos conceptos damos
definiciones que nos ayudan a definir este tipo de sistemas. De ahora en adelante,
P(X) denotara al conjunto potencia de un conjunto X.

Definicién 3.1. Un subconjunto F de P(Zy) es una familia de Furstenberg, si para
cualesquiera Fy, Fy € P(Z,.) tales que Fy C Fy y Fy € F implica que F; € F.

Definicién 3.2. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se define la familia Ny como
stgue:

Ny ={ACZ,;: existen UV C X abiertos no vacios, tales que N¢(U,V) C A}.

Observacion 3.3. Sea (X, f) un sistema dindmico. Para cualesquiera U y V sub-
conjuntos abiertos no vacios en X, se tiene que Np(U, V') € Ny. De donde, Ny # (.

Proposicion 3.4. Sea F € P(Zy). Se cumple que F N F' # 0, para todo F' € Ny
siy s6lo si FON(U, V) #0, para todo U y V' subconjuntos abiertos no vacios en
X.

DEMOSTRACION:  Supongamos que F' N F’ # (, para todo F' € Ny. Sean U
y V subconjuntos abiertos no vacio de X. Por la Observacion [3.3] se tiene que
N;(U,V) € Ny. Asi, por el supuesto, se tiene que F NNy (U, V) # 0.

Reciprocamente, supongamos que FNN¢(U, V) # 0, para todo U y V subconjuntos
abiertos no vacios de X. Sea F’ € Ny. Por la Definicion existen subconjuntos
abiertos no vacios U y V de X, tales que N;(U,V) C F'. Luego N;(U,V)NF C
F" N F. Por hipotesis Ny (U, V)N F # (. Por lo tanto, F' N F # . O

Definicién 3.5. Sean F una familia Furstenberg. Definimos la familia dual de F,
denotada por kF, como:
kF={F e€P(Zy): FNF #0, para cualquier F' € F}.

Definiciéon 3.6. Sean (X, f) un sistema dindmico, ¥ C P(Z,) una familia de
Furstenberg y x € X. El conjunto w-limite de x con respecto a la familia F, denotado
por wg(x), se define como:

wg(z) ={2 € X : Np(z,G) € kF, para cada vecindad G de z}.
La Observacion [3.7] es indispensable en la prueba del Lema [3.11]
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FiGurA 1. Representacién grafica de un sistema dindmico com-
pacto transitivo.

Observacion 3.7. El conjunto w-limite de x, respecto a la familia Ny se puede
escribir de la siguiente forma:

wn;(x) ={z € X : Ny(x,G) N Ny (U, V) # 0, para cada vecindad G de z

y para cualesquiera U,V C X abiertos no vacios}.

Terminamos esta secciéon dando el concepto de sistema dindmico compacto
transitivo y mostrando una equivalencia del mismo.

Definicién 3.8. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se dice que (X, f) es compacto
transitivo si para cada x € X, existe z € X tal que Ny(x,G) N Ng(U,V) # 0, para
cada vecindad G de z y para cualesquiera abiertos no vacios U y V de X.

En la Figura [T} se muestra de manera geométrica el concepto dado en la Defi-
nicién [3.8] Basicamente nos dice que, dado un punto z € X, existe un punto z € X,
tal que para cualquier vecindad de z, digamos G como se muestra en la Figura
y cualesquiera dos subconjuntos abiertos no vacios en X, digamos U y V, existe
un momento en el cual, al mismo tiempo que f™(U) intersecta al conjunto V, se
cumple que f"*(z) € G.

De la Observacion y la Definicion se obtiene el siguiente resultado.
Dicha proposicion es util en la prueba del Teorema [3.22

Proposicion 3.9. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se cumple que (X, f) es com-
pacto transitivo si y solo si wx,(x) # 0, para cada x € X.

DEMOSTRACION: Supongamos que (X, f) es compacto transitivo. Sea z € X.
Luego, existe z € X tal que Ny(z,G) N Ny (U,V) # 0, para cada vecindad G de
z y para cualesquiera subconjuntos abiertos no vacios U y V de X. Asi, por la
Observacion se tiene que z € wy;, (). Por lo tanto, wy, (x) # 0.

Reciprocamente, supongamos que wy, () # (. Por la Observaci()n existe z € X
tal que Ny¢(z,G) N Ny (U,V) # 0, para cada vecindad G de z y para cualesquiera
subconjuntos abiertos no vacios U y V de X. Por Definicion [3.8] se concluye que
(X, f) es compacto transitivo. O

3.1. Propiedades principales de los sistemas dinamicos compacto
transitivos. En este apartado verificaremos propiedades que cumplen los sistemas
dindmicos compacto transitivos. Algunas son relacionadas con el conjunto omega
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limite de un punto. Iniciaremos este apartado con el siguiente resultado cuya prue-
ba puede consultarla en [15].

Proposicion 3.10. Sean (X, f) un sistema dindmico y U yV subconjuntos abiertos
no vacios en X. Si {ni,na,...,ni} € N;y(U,V), entonces existe un subconjunto
abierto no vacio Uy en X tal que Uy C U y Vi =V \ Ule fri(cl(Uy)) es un
subconjunto abierto mo vacio en X.

A continuacién se muestra un resultado que indica propiedades principales del
conjunto omega limite de un punto con respecto a la familia N.

Lema 3.11. Sean (X, f) un sistema dindmico y x € X. El conjunto wx,(z) es un
subconjunto cerrado en X y + invariante bajo f.

DEMOSTRACION:  Primero probaremos que el conjunto wy,(x) es + invariante
bajo f, es decir f(wx,(x)) C wx,(x). Para esto, sea y € wy,(r) y veamos que
f(y) € wn;(z). Por la Observacion basta verificar que N¢(z, G)N\Ns(U, V) # 0,
para cualquier vecindad G de f(y) y para cualesquiera subconjuntos abiertos U y V/
no vacios en X. Sean G'¢(,) una vecindad de f(y) y U y V subconjuntos abiertos no
vacios en X. Veamos que Ny(xz,G,)) NNy (U, V) # 0. Como G, es una vecindad
de f(y), existe W C X abierto tal que:

fy) € W C Gy
En consecuencia,
y € fTHW) C fH(Gry))-
Dado que f es continua, f~*(W) es un conjunto abierto. Luego, ffl(Gf(y)) es
una vecindad de y. Puesto que y € wy,(z), por la Observacion aplicada a los
conjuntos U, f~1(V) y a la vecindad f‘l(Gf(y)) se obtiene que:

Ny(z, f7HGrw) NN (U, f7HV)) # 0.
Luego, existe n € Z, tal que:
(3.1) ne Ny(z, fHGp)) v neNg(UfHV)).
De (3.1)), se obtiene que f™(z) € f~1(Gy(,)). Asi, se tiene que f"!(z) € G(,. En
consecuencia

(3.2) n+1e€e Nf(w, Gf(y))

Por otro lado, aplicando nuevamente (3.1, se obtiene que U N f="(f~1(V)) # 0.
Por el inciso (2) de la Proposicion [2.16] se tiene que U N f~+D(V) # (. Esto
implica que:

(3.3) n+1¢e NyU,V).

Asi, por (3.2) y (3.3), se deduce que:
n+1le Nf(;v, Gf(y)) N Nf(U, V).

Luego, Ny(z,G ) N Ny (U, V) # 0. Por lo tanto, f(y) € wx, ().

En el resto de la prueba veremos que wy, () es un conjunto cerrado en X. Basta
verificar que cl(wx; (7)) = wx, (). Como wy,(z) C cl(wx, (7)), sélo falta probar
la otra contenciéon para obtener lo deseado. Sea z € cl(wn,(z)) y veamos que
z € wy, (z). Por la Observacion basta verificar que Ny(z,G) N Ny (U, V) # 0,
para cualquier vecindad G de z y para cualesquiera U y V' subconjuntos abiertos no
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vacios en X. Para esto, sean GG, una vecindad de z y U y V subconjuntos abiertos
no vacios en X. Veamos que Ny(x,G.) N Ny (U, V) # (). Como z € cl(wn, (z)) y G-
es una vecindad de z, se satisface que:

w, () NG # 0.
Luego, existe y € X tal que:
(34) Y€ G. Yy € wN; (:E)

Asi, por (3.4), se tiene que G es una vecindad de y. Por (3.4) y € wx,(z). Y por
la Observacion [3.7], aplicado a los conjuntos G, U y V se cumple que:

Nf(JC,GZ) N Nf(U, V) # 0.

En consecuencia, z € wx, (z). Por lo tanto, cl(wx, (z)) € wx,(x). Por ambas con-
tenciones se tiene la igualdad. O

El Lema [3.12] nos servira en la prueba del Corolario

Lema 3.12. Sean (X, f) un sistema dindmico y x € X. Si (X, f) es compacto
transitivo, entonces el conjunto Ny(xz,Gy) N N¢(U,V) es infinito para cualquier
y € wn,(x), para cada vecindad Gy de y, y cualesquiera subconjuntos abiertos no
vacios U y V de X.

DEMOSTRACION: Supongamos que (X, f) es compacto transitivo y que existen
z € wy,(x), una vecindad G de z y U y V subconjuntos abiertos no vacios de X
tales que N¢(z,G.) N N¢(U,V) es finito. Sin perder generalidad supongamos que,

(3.5) Ny(z,G.) N Ny(U, V) = {ni,ne,...,ng}.
Luego, {n1,ne,...,ng} € Ny(U,V). Asi, por la Proposicion [3.10, existe un sub-

conjunto U; abierto no vacio de X tal que Uy CU y Vi =V \ U;_; f™(cl(U1)) es
abierto y no vacio en X. Notemos que para todo i € {1,2,...,k},

) OV = 500 0 [V AU ™ ()]

= U VA S ()

C MU N[VA f (cl(Uh))] = 0.
Esto implica que f™ (U;)NV; = 0, para todo i € {1,2,...,k}. Esto implica que U; N
f7™(Vh) =0, para todo i € {1,2,...,k}. Luego, N¢(Uy, Vi) {ni,na,...,ng} = 0.
Asi,
(3.6) Nf(l‘,Gz)ﬁNf(Ul,Vi)ﬂ{nl,ng,...,nk}ZQ).

Por otro lado, notemos que Uy C Uy Vi C V. Asi, por el inciso (2) de la Observacion
se satisface que N;(Uy, V1) C Ny (U, V). Esto implica que:

(3.7) Nf(x,Gz)ﬂNf(Ul,Vl) ng(l',Gz)ﬂNf(U,V).
Luego, de (3.5) y (3.7)), se concluye que:
(38) Nf(x,Gz)ﬂNf(Ul,Vl)g{nl,nz,...,nk}.

Por otra parte, por y (3-8), se concluye que N¢(z, G,)NN¢ (U1, V1) = N¢(x, G,)N
N¢(Ur, Vi) N{ny,na,...,ni} = 0. Asi, Np(x,G,) N Ng(Ur, Vi) = 0. Lo cual es una
contradiccion al hecho de que z € wy, (). Por lo tanto, Ny¢(x,G.) N N¢(U, V) es
infinito. O
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Recordemos que un sistema dinamico es Minimal si no existe un subconjunto
propio A de X el cudl es no vacio, cerrado y f(A) C A.

Definicién 3.13. Sean (X, f) un sistema dindmico y A C X. Se dice que A es un
subconjunto Minimal de X si A es no vacio, A es cerrado en X, A es invariante y
(A, fla) es minimal. Un punto x € X es un punto minimal si existe un subconjunto
minimal A de X tal que x € A.

Corolario 3.14. Sean (X, f) un sistema dindmico compacto transitivo y ¢ € X.
Si x es un punto minimal y M es un conjunto minimal tal que x € M, entonces
wa(ZL') :(U({I?,f) =M.

DEMOSTRACION: Supongamos que x es un punto minimal y M un subconjunto
minimal tal que # € M. Demostramos que wx, (z) = w(z, f). Primero verifiquemos
que wy, (z) € w(z, f). Para esto, sea y € wy,(x) y veamos que y € w(f,x). Sean
k € Ny B una vecindad de y. Como y € wx;,(z), por la Observacion se tiene
que:

(3.9) Ni(z,G) N N4(U, V) # 0,

para cualquier vecindad G de y y para cualesquiera subconjuntos abiertos no vacios
UyVdeX. De (3.9), aplicado a la vecindad B se deduce que:

Nf(x,B) n ]\ff(U7 V) #* 0.
Luego, por el Lema se obtiene que Ny (z, B) N Ny (U, V) # 0 es infinito. Asi,
sea n € N tal que n € N¢(z, B) N Ny (U, V) y n > k. Esto implica que, f"(z) € B.
En consecuencia, y € w(z, f). Por lo tanto, wx, (z) C w(z, f).
Ahora, veamos que w(z, f) € M. Sea y € w(x, f) y B una vecindad de y. Por
hipétesis se cumple que para todo k € N, existe n € N tal que n > k y:

(3.10) f(x) € B.

Por otro lado, como M es minimal, se tiene que M es + invariante. Ademas, puesto
que z € M se cumple que:

(3.11) f*(z) € M.
Luego, por (3.10) y (3.11), se deduce que BN M # (). Esto implica que y € cl(M) =
M. Por lo tanto w(w, f) € M. Asi, wx,(z) € w(x, f) € M. Por el Lema [3.11} se

sabe que wy,(z) es cerrado y + invariante, dado que M es minimal resulta que
wx;, () = M. Por lo tanto, wx, () = w(z, f) = M. O

Sea (X, f) un sistema dinamico. Se dice que (X, f) es Mezclante si para cua-
lesquiera dos subconjuntos abiertos, no vacios U,V de X, existe N € N tal que
UnNf=*(V) # 0, para todo k > N.

Lema 3.15. Sea (X, f) un sistema dindmico. Las condiciones siguientes son equi-
valentes:
1. (X, f) es mezclante.
2. Para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U y V de X, se cumple
que N¢(U, V) es cofinito.

DEMOSTRACION: Supongamos que (X, f) es mezclante y sean U y V subconjuntos
abiertos no vacios en X. Demostraremos que N;(U, V) es cofinito. Por hipotesis,
existe n € N tal que U N f~%(V) # 0, para todo k > n. Asi,

{n,n+1,...} SNyU,V).
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Por lo tanto, Ny (U, V) es cofinito.

Reciprocamente, supongamos (2) y veamos que (X, f) es mezclante. Sean U y V
subconjuntos abiertos no vacios en X. Por hipotesis, existe m € N tal que {m, m +
1,...} € N¢(U,V). Luego U N f~*(V) # 0, para todo k > m. Por lo tanto, (X, f)
es mezclante. |

Observacion 3.16. Si (X, f) es un sistema dindmico débilmente mezclante, en-
tonces por el Lema y la Observacion se obtiene que N¢(U,V) # 0, para
cada par de subconjuntos abiertos no vacios U yV de X.

A continuacién mostramos un resultado el cual relaciona a los sistemas diné-
micos débilmente mezclante con los conjuntos thick, dindonos una alternativa para
verificar cuando un sistema dinamico es de este tipo, ademéas de ayudarnos a probar
otros resultados.

Teorema 3.17. Sea (X, f) un sistema dindmico. Las condiciones siguientes son
equivalentes:

1. (X, f) es débilmente mezclante.
2. Para cada Uy,Us, V7 y Vo abiertos no vacios en X, existen subconjuntos
abiertos no vacios U y V, en X tales que:

N¢(U, V) € Ny (U, Vi) N Ny (U2, Vo) 'y Np(U, V) # 0.

3. Para cada k € N y para cualesquiera abiertos no vacios Uy,..., U y
Vi,..., Vi de X, existe n € Zy tal que n € ﬂle Ny(U;, V).

4. Para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U y'V de X, se cumple
que el conjunto N¢(U,V') es thick.

5. Para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U y 'V de X, existen € N
tal que:

unfU)#0yUnf"(V)#0.

DEMOSTRACION: Veamos que (1) implica (2). Sean Uy, Us, V; y Vo subconjuntos
abiertos no vacios en X. Como (X, f) es débilmente mezclante, existe k € N tal
que:

(3.12) ULinf U #0 vy Vinf"(Va) #0.
Sean
(3.13) U=Unfr Uy, y V=vinfkuw).

Observemos que U es abierto en X, y por la continuidad de f, f~*(Us) es tam-
bién abierto en X. Luego, U = U; N f~%(Usy) es un subconjunto abierto en X.
Analogamente, se verifica que V = V; N f~%(14) es un subconjunto abierto en X.
Ademis, de , se deduce que U y V son no vacios. Como (X, f) es débilmente
mezclante, por la Observacion se satisface que Ny (U, V') # (). Por lo cual solo
resta probar que N¢(U,V) C N; (U, Vi) N N¢(Us, V2). Para esto, sea

(3.14) n e Ny(U,V).

Veamos que n € Ny(Uq, Vi) N Ny(Us, V). Notemos que, de (3.13), se obtiene que
U CU; yqueV CVq. Luego, por el inciso (2) de la Observacion [2.15] resulta que:

(3.15) N¢(U,V) C Ny(Ur, V1)
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Asi, de (3.14) y (3.15)), se sigue que:
(3.16) n € Ny(UL, VL)

Aplicando (3.13), se tiene que U C f~*(Us) y V C f*(Vz). Luego, por el inciso
(2) de la Observacion [2.15] se obtiene que:

(3.17) Ny (U, V) C N(f 5 (Us), f*(V2)).
Asi, por (3.14) y (3.17), n € N (f~*(Us), f~*(V2)). Luego, por la Proposici()n

se sigue que

(3.18) n € Np(Us, Va).
En consecuencia, de (3.16) y (3.18)) resulta que:
(3.19) n € N¢(Ur, Vi) NNy (Us, Vo).

Por lo tanto, de (3.14) y (3.19) se concluye que N¢(U, V) C N¢(Ur, Vi)NN¢(Ua, Va).

Ahora veamos que (2) implica (3). Hagamos la prueba por induccion sobre k.
Para el caso base tomemos k = 2. Sean Uy, Us, V7 y V5 subconjuntos abiertos no
vacios en X. Por hipétesis, existen subconjuntos abiertos no vacios U y V de X,
tales que:

Luego, existe n € Z, tal que n € Np(U,V) y n € N¢(Ur, Vi) N N¢(Us, Va).
Supongamos ahora que se cumple para k y probemos que se cumple para k + 1.

Para cada i € {1,...,k 4+ 1}, sean U; y V; subconjuntos abiertos no vacios en X.
Por el caso base, para los subconjuntos Uy, Us, V1 y Va, existe ng € Z tal que:
(3.20) Uinf™(U) #0 vy Vinf " (Vz) #0.

Definamos

(3.21) U=Uinf"™U) y V=VinfT(V).

Observemos que U; es un abierto en X, y por la continuidad de f, resulta que
f~™(Us) es también abierto en X. Esto implica que U es un subconjunto abierto
en X. De forma similar, se prueba que V es abierto en X. Ademés, por (3.20) y
(3-21), se obtiene que U y V son no vacios. Aplicando la hipétesis de induccion a
los conjuntos U, V,U; y V;, con i € {3,...,k+ 1}, existe n € Z, tal que:

(3.22) Unf"(V)#0 y Unf~™V;)#0, parai € {3,...,k+1}.
De , se sigue que
(3.23) n € Ny(U,V).

Por otro lado, de (3.21)), se satisface que U C U; y V C Vj. Asi, por el inciso (2)
de la Observacién [2.15] se deduce que:

(3.24) N¢(U,V) C Ny (U, V1).
Asi, de (3.23) y (3.24), obtenemos que n € Ny(Uy, V7). De donde,
(3.25) Upnf"(Wi) #0.

Por otra parte, de (3.21), resulta que U C f~"0(Uy) y V C f=™ (V). Asi, por el
inciso (2) de la Observacion [2.15] se obtiene que:

(3.26) Ny(U,V) C Np(f7"(Uz), f7(V2)).
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De (3-23) y (3.26), se obtiene que:

n € Ny (7" (Us), £~ (Va).
Por la Proposicion se concluye que n € N¢(Usa, V2). En consecuencia
(3.27) U f7(V2) # 0.

Por lo tanto, de (3.22), (3.25) y (3.27) se concluye que U; N f~"(V;) # 0, para todo
ie{l,....,k+1}

Ahora veamos que (3) implica (4). Para esto sean U y V' subconjuntos abiertos
no vacios en X. Veamos que Ny (U, V) es thick. Sea p € N. Paracadai € {1,...,p+
1}, definamos U; = U y V; = f~(V). Por la continuidad de f, se tiene que f~*(V)
es abierto en X, para todo ¢ € {1,...,p + 1}. Por hipotesis, existe n € Z; tal
que U; N f~™(V;) # 0, para todo 7 € {1,...,p + 1}. Luego, por el inciso (1) de la
Proposicion [2.16] se obtiene que:

Unf(f(V)=Unf~ (V) #£0, para cadaic {1,...,p+1}.

Asi,n+i€ Ny(U,V), paracada i € {1,...,p+ 1}, es decir, {n+1,n+2,...,n+
p+1} C Ny(U, V). Por lo tanto Ny (U, V) es thick.

Probemos que (4) implica (5). Sean U y V subconjuntos abiertos no vacios de
X. Por hipétesis, Ny(U, V) es thick. Asi, por el inciso (1) de la Observacion [2.3] se
deduce que Ny (U, V) # (. Luego, existe k € Z, tal que:

(3.28) Unf=rw) #0.
Sea
(3.29) W=Unfrw.

Note que U es un abierto en X. Ademés, por la continuidad de f resulta que f~*(V)
es un abierto en X. En consecuencia, W es un subconjunto abierto en X. Por ,
W es no vacio. Por hipétesis, aplicado al conjunto W, se deduce que Ny(W, W) es
thick. Luego, para k, existe n € N tal que:

(3.30) {n,n+1,...,n+k} C Ny(W,W).
Por otro lado, de (3.29] , se verifica que W C U y W C f~%(V). Asi, por el inciso

(2) de la Observacion [2.15] obtenemos que:
(3.31) Ny (W, W) € Ny(U, f5(V)).

De (3.30) y de (3.31), se deduce que n € Ny (U, f~*(V)). Luego, UNf~"(f~k(V)) #
(). Por lo tanto, por el inciso (1) de la Proposicion [2.16] resulta que:

(3.32) Unf=mR vy £,

Por otro lado, de (3.29)), se deduce que W C U. Asi, por el inciso (2) de la Obser-
vacion [2.15] resulta que

(3.33) Np(W,W) C N¢(U,U).
Luego, por (3.30) y (3.33), se satisface que n+ k € Ny(U,U). Asi,
(3.34) Un =R @y £ 0.

Por lo tanto, de (3.32) y (3.34), se concluye lo deseado.
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Finalmente, probemos que (5) implica (1). Sean Uy, Us, Vi y V5 subconjuntos
de X abiertos y no vacios. Por hipoétesis, existe k1 € Z, tal que:

(3.35) U n f=k () # 0.
Definamos
(3.36) A=U,n 5 (U,).

Observe que U; es abierto en X. Ademés, por la continuidad de f, resulta que
f~F1(Us) es también abierto en X. Esto implica que A es un abierto en X. Ademas,
por (3.35), A es no vacio. Por otro lado, notemos que A y f~*1(14) son subconjuntos
abiertos no vacios de X. Nuevamente, por hipotesis, aplicado a los conjuntos A y
f7F1(Va), existe ko € Z, tal que AN f=F2(f~*1(V3)) # 0, asi por el inciso (1) de
la Proposicion [2.16] se tiene que:

(3.37) A frmtk) (1) £ .
Sea
(3.38) B = An f-ktk2)(yy),

Note que por la continuidad de f, resulta que f~(¥1+%2)(13) es abierto en X. Dado
que A es abierto se deduce que B es un subconjunto abierto en X. Ademés, de
, se tiene que B es no vacio. Observe que B y f~*2(V}) son subconjuntos
abiertos no vacios en X. Nuevamente, aplicando la hipétesis a los conjuntos B y
f7k2(V), existe k3 € N tal que:

Bnf*(B)£0y B fra(f (W) # 0.
De donde:
(3.39) ks € N;(B, B)

y por el inciso (1) de la Proposicion [2.16, obtenemos que B N f~(F2+ks) (V) £ ().
Asi,

(340) ko + k3 € Nf(B, Vl)

Por otro lado, por (3.38) y (3.36), se satisface que B C A C f~*1(Us). De (3.38),

se deduce que B C f~(Fi+k2)(15). Asi, por el inciso (2) de la Observacion [2.15) se
cumple que

(341) Ny(B, B) C N¢(f5(U), [~ (V).

Luego, de y , se satisface que k3 € Ny(f~F1(Uy), f~F1+k2)(14)). Asi,
FEO) O R (B (1) # 0,

En consecuencia, f~F1(Uy N f~(k2FF3)(14)) 2 . Por lo tanto,

(3.42) Uy 0 f~R2HR) (V) £ 0.

Por otro lado, de (3.38)) y (3.36)), resulta que B C A C U;. Luego, por el inciso (2)
de la Observacion [2.15] se cumple que

(3.43) N¢(B,V1) C Ny(Uy, V1).
Asi, de (3.40) y (3.43), se deduce que ky + k3 € Ny (U, V1). De donde,
(3.44) Uy N fhetha) (1)) £ .
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Por lo tanto, de (3.42)) y (3.44), se concluye que (X, f) es débilmente mezclante.
(]

Es importante mencionar que el Teorema fue tomado de [5] y adaptado
para nuestros fines.

Lema 3.18. Sean (X, f) un sisterna dindmico débilmente mezclante y k € N.

Para cualesquiera subconjuntos abiertos no vacios Uy,... .Uy y Vi,..., Vi de X,
ezisten subconjuntos abiertos no vacios U y V de X tales que Ny(U, V) # 0 y
k
Ny(U,V) C (N4 (U, Vi).
i=1

DEMOSTRACION: Hagamos la prueba utilizando induccién matematica sobre k.
Para k = 2. Sean Uy,Usy, Vi y V4 subconjuntos abiertos no vacios en X. Como
(X, f) es débilmente mezclante, por el inciso (2) del Teorema[3.17] existen subcon-
juntos abiertos no vacios U’ y V' de X tales que Ny(U', V') # 0y Ng(U', V') C
Ny(U1, V1) N Ny(Us, V2). Supongamos que el resultado es verdadero para k y pro-
bemos que se cumple para k + 1. Sean Uy,...,Uks1 vy Vi,..., Vi41 subconjuntos
abiertos no vacios en X. Por hipétesis de induccién, para los subconjuntos abiertos
no vacios Uy,...,Ur y V1,..., Vi de X, existen subconjuntos abiertos no vacios Uy
y Vo de X, tales que Ny (U, Vp) # 0 y ademas

k
Ny (Uo, Vy) C ﬂ Ny(U;, Vy).
i=1
De donde, se obtiene que:
(3.45)
k k41
Ny (Uo, Vo) N Ny (Ugs1, Vierr) € [\ Ny (Ui, Vi) N Ny (Ui, Vieya) = () N (Ui, Va).
i=1 i=1

Luego, por el caso base, para los subconjuntos Ny (U, Vo) ¥ Ny (Ug+1, Vi+1), existen
subconjuntos abiertos no vacios U y V de X, tales que Ny(U,V) # 0y

(3.46) N¢(U, V) € Ng(Uo, Vo) N N (U4, Vies1)-
k+1

Por lo tanto, por (3.45)) y (3.46), se concluye que N;(U,V) C ﬂ N¢(U;, V). O
i=1

Proposicion 3.19. Sean (X, f) un sistema dindmico débilmente mezclante y k €
k

N. Si Ny (U;,V;) es thick, para cada © € {1,2,...,k}, entonces ﬂNf(Ui7%) es

i=1
thick.

DEMOSTRACION: Supongamos que N;(U;,V;) es thick, para cada i € {1,2,...,k}.
Por el Lema [3.18] existen subconjuntos abiertos no vacios U y V de X, tales que:

k
(3.47) N(U,V) € [ Ns(U;, Vi)

i=1
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Ademas, como (X, f) es débilmente mezclante, por el inciso (4) del Teorema [3.17]

se tiene que Ny (U, V) es thick. Finalmente, por la Proposicién se concluye que
k

() Nt (Ui, Vi) es thick. O

i=1

Teorema 3.20. Sea (X, f) un sisterna dindmico. Si (X, f) es mezclante, entonces
(X, f) es débilmente mezclante.

DEMOSTRACION: Supongamos que (X, f) es mezclante. Probemos que (X, f) es
débilmente mezclante. Por el inciso (4) del Teorema basta verificar que para
cada par de subconjuntos abiertos no vacios U y V' de X, se cumple que N;(U,V)
es thick. Para eso, sean U y V subconjuntos abiertos no vacios en X. Puesto que
(X, f) es mezclante, por el Lema[3.15] se tiene que Ny (U, V) es cofinito. Luego, de
la Proposicion [2.5] se tiene que N¢(U, V) es thick. Por lo tanto, (X, f) es débilmente
mezclante. O

Lema 3.21. Sean (X, f) un sistema dindmico débilmente mezclante, W un sub-
conjunto cerrado y no vacio en X y x € X. Si Ny(xz,W) es sindético, entonces
wn; () W # 0.

DEMOSTRACION: Supongamos que Ny (x, W) es sindético y que wy,(z) N W =0,
es decir, para todo y € W se tiene que y ¢ wy, (). Por la Observacion se tiene
que para cada y € W, existe una vecindad G, de y y subconjuntos abiertos no
vacios Uy y V,, de X, tales que:

(3.48) Ng(z,Gy) N Ng(Uy, Vy) = 0.

Sea € = {int(G,) € X : y € W}. Notemos que C es una cubierta abierta para

W. Como X es compacto y W es cerrado en X, se tiene que W es compacto. Asi,

existen yi,...,y, en W tales que € = {int(Gy,),int(Gy,),...,int(Gy,)} es una

subcubierta para W. Por otro lado, como (X, f) es débilmente mezclante, por el

Teorema [3.17} 4., se tiene que Ny(U,,,V,,) es thick, para cada i € {1,2,...,k}.
k

Luego, por la Proposicién |3.19} se obtiene que ﬂ N¢(Uy,,Vy,) es thick. Ademas,
i=1

por hipétesis, se tiene que Ny(xz, W) es sindético. Asi, por la Proposicion 2.6 se
sigue que:

k
() N Uy, Vi) N Ny (2, W) # 0.
i=1
k
Luego, existe n € Z tal quen € ﬂ Ny(Uy,,Vy,) y n € Ng(xz, W). En consecuencia,
i=1
f™(z) € W. Dado que €’ es una subcubierta para W, existe j € {1,2,...,k} tal
que f"(x) € int(Gy,), lo cual implica que f"(x) € G,,. De donde:

(3.49) n € Ny(z,Gy,)
k
Por otra parte, como n € ﬂ N¢(Uy,,Vy,), resulta que:

i=1

(3.50) n € Ny(U,y,,Vy,)
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En consecuencia, de (3.49) y (3.50), se concluye que n € Ny(x,Gy,) N Ns(Uy;, V),

lo cual es una contradiccion a (3.48). Esta surgio de suponer que wy, (z) "W = 0.
Por lo tanto, wx, (z) N W # 0. O

Del Lema [3:21] se obtiene el siguiente resultado, el cual muestra la relacion que
existe entre la clase de sistemas dindmicos débilmente mezclantes y los sistemas
compacto transitivos.

Teorema 3.22. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si (X, f) es débilmente mezclante,
entonces (X, f) es compacto transitivo.

DEMOSTRACION: Supongamos que (X, f) es débilmente mezclante. Para verifi-
car que (X, f) es compacto transitivo, por la Proposicin basta verificar que
wn, () # (), para cada x € X. Para esto, sea v € X. Notemos que X C X y es
cerrado en si mismo, ademéas Ny (z, X) es sindético. Por el Lema se tiene que
w; () N X = wx, () # 0. Por lo tanto, (X, f) es compacto transitivo. O

4. Compacto transitividad y su relacion con tipos de transitividad

En esta seccion se muestra una equivalencia mas de sistema dindmico compacto
transitivo.

Lema 4.1. Sea (X, f) un sistema dindmico. Las siguientes condiciones son equi-
valentes:

1. (X, f) es compacto transitivo.

2. (X, f) es transitivo y para todo v € X eziste un punto z € X, tal que
Ni(z, G)NNp(W, f~8(W)) # 0, para cualquier vecindad G de z, para cada
k € Zy y para cualquier subconjunto W abierto no vacio en X.

DEMOSTRACION: Supongamos que (X, f) es compacto transitivo. Veamos que se
cumple (2). Para esto, primero probemos que (X, f) es transitivo. Sean z € X y U
y Vi abiertos no vacios en X. Por hipétesis, existe z € X tal que:

(4.1) Ny (2, G) N Ny (U, V) £0,

para cada vecindad G de z y para cualesquiera U y V abiertos no vacios en X.
Aplicando (4.1)) a los conjuntos Uy y Vi se tiene que:

Nf(va) ﬂNf(Uth) # 0.

Asi, existe n € Z tal que n € Ny(x,G) y n € N¢(Uy, V). Luego, f*(xz) € Gy UinN
f7(V1) # 0. Por lo tanto, (X, f) es transitivo.

Ahora probemos la segunda parte de (2), es decir, que para cualquier punto z € X
existe un punto z € X, tal que Ny (x, G)N Ny (W, f~*(W)) # ), para cada vecindad
G de z, para cualquier W subconjunto abierto no vacio en X y para cada k € Z..
Para esto, sea z € X. Como (X, f) es compacto transitivo, para z, existe z; € X
tal que:

(4.2) Nf(x,G)ﬂNf(U, V) £ 0,

para cada vecindad G de z; y para cualesquiera abiertos no vacios U y V en X.
Definamos z = z;. Sean Z una vecindad de z, W un subconjunto abierto no vacio
en X y k € Z,. Notemos que W es abierto en X. Ademas, por la continuidad de f,
f~*(W), también es abierto en X. Aplicando alos conjuntos Z, Wy f~*(W),
se tiene que:

Ny(w, Z) N Np(W, (W) # 0.
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Dado que Z,W y k son arbitrarios se prueba lo deseado.
Ahora probemos que (2) implica (1), es decir, veamos que (X, f) es compacto
transitivo. Para esto, sea z € X. Por el supuesto, existe z; € X tal que:

(4.3) Ng(z,G) NN (W, fH(W)) # 0,

para cualquier vecindad G de z1, para cada k € Z, y para cualquier subconjunto
W abierto no vacio en X. Definamos z = z;. Sean GG, una vecindad de z y U y V
subconjuntos abiertos no vacios en x. Note que V es abierto en X. Ademas, por la
continuidad de f, f~™(U) también es abierto en X. Asi, como (X, f) es transitivo,
existe m € Z tal que:

(4.4) Vnf~m™u) #0.
Definamos
(4.5) wW=vnf™0U).

Se obtiene que W es un subconjunto abierto. Ademas, por (4.4), W es no vacio en
X. Asi, aplicando (4.3) a W y a m se cumple que:

Ny(z,Gz) N Np(W, =™ (W) # 0.
Luego, existe s € Z tal que:
(46) SGNf(xan) y SGNf(VVafim W))

(
Por otro lado, de (4.5)), se tiene que W C V, luego f~" (W) C f~™(V). Nuevamente
de (4.5), se deduce que W C f~™(U). Asi, por el inciso (2) de la Observacién
se obtiene que :

(4.7) Ny (W, f="(W)) € Ny (f~™ (), (V)

Luego, de (4.6) y de (4.7), se satisface que s € N¢(f~™(U), f~™(V)). De donde,
por la Proposicién se concluye que:

(4.8) s € Ny(U, V).
Luego, de (4.6) y (4.8), N¢(z,G.)NN¢(U,V) # 0. Por lo tanto, (X, f) es compacto
transitivo. (]

Del Lema [4.1] se obtiene el Corolario 4.2/

Corolario 4.2. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si (X, f) es compacto transitivo,
entonces (X, f) es transitivo.

Una consecuencia del Corolario [£.2] es el Corolario [£.3]

Corolario 4.3. Sean (X, f) un sistema dindmico compacto transitivo. Para cada
v € X, se cumple que wx,(z) = X o wn,(x) es denso en ninguna parte en X.

DEMOSTRACION: Sea z € X. Por el Corolario se obtiene que (X, f) es tran-
sitivo. Ademas por el Lema [3.11} se tiene que el conjunto wy;,(x) es cerrado y +
invariante bajo f. Por lo tanto, por la Proposicic’)n se concluye que wy, (z) = X
0 wx, () es denso en ninguna parte en X. O
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5. Conjugacion topologica

Debido a que hay una gran cantidad de sistemas dindmicos y muchas propieda-
des que estudiar en ellos, debemos tener a la mano un criterio que permita establecer
cuando dos sistemas dindmicos son equivalentes, es decir, cuando dichos sistemas
tienen un comportamiento similar. Una herramienta que nos ayuda a determinar
ésto es la conjugacién topolégica cuya definicién presentamos a continuacién.

Definicién 5.1. Sean (X, f) y (Y,g) sistemas dindmicos. Se dice que el sistema
(X, f) es topoldgicamente conjugado al sistema (Y, g), si existe un homeomorfismo
h: X =Y tal que, para cada x € X, se cumple:

h(f(x)) = g(h(x)).

Es decir, el siguiente diagrama es conmutativo.

x—71 _x
h h
Y Y

En tal caso se dice que h conjuga a f con g. Al homeomorfismo h se le llama una
conjugacion entre [ y g. Cuando el sistema (X, f) es topoldgicamente conjugado al
sistema (Y, g), decimos que los sistemas son dindmicamente equivalentes. Cualquier
propiedad de los sistemas que sea preservada por conjugacion topoldgica se le llama
propiedad dindmica.

A continuacion presentamos un resultado.

Proposicion 5.2. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dindmicos topoldgicamente conju-
gados mediante la conjugacion h : X —'Y y U C X. Las afirmaciones siguientes
son verdaderas:

1 W) =g(bV)).

2. [T U)) = h™ (g™ (U))-

DEMOSTRACION: (1) Hagamos la prueba por contenciones. Veamos primero que
h(f(U)) C g(h(U)). Para esto, sea y € h(f(U)). Luego, existe
(5.1) z€ f(U) tal que h(z)=y.

De donde, existe z € U tal que f(z) = z. Puesto que h es una conjugaciéon para f
y g, se tiene que:

y = h(z) = h(f(x)) = g(h())-
Por otro lado, como x € U, se obtiene que h(z) € h(U). Luego, y = g(h(z)) €
g(h(0)), es decir, y € g(h(U)). Asi, h(f(U)) C g(h(U)). De manera similar se veri-
fica que g(h(U)) C h(f(U)). Por ambas contenciones se obtiene la igualdad.

(2) Para verificar la igualdad, primero veamos que f~'(h=Y(U)) € h=1(g=*(U)).
Seay € f~1(h~1(U)). Luego f(y) € h~*(U). De donde,

(5.2) h(f(y)) € U.
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Como h es una conjugacion de f y g, de (5.2), se tiene que g(h(y)) € U. Luego,
h(y) € g~ Y(U). Asi, y € h=1(g~1(U)). Por lo tanto, f~Y(h=1(U)) C h=(g~1(U)).
De manera similar, se verifica la otra contencion. O

Corolario 5.3. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dindmicos topoldgicamente conjuga-
dos mediante la conjugacion h: X —Y y U C X. Las siguientes afirmaciones son
verdaderas:

1. h(f™(U )) g"(h(U )) para cada n € N.
2. f~(h"Y(U)) = h=Y(g~™(U)), para cada n € N.

DEMOSTRACION: (1) La prueba se realizard por induccién matematica sobre n.
Para n =1, por el inciso (1) de la Proposicion se cumple que

(5.3) h(f(U)) = g(h(U)).
Supongamos que se cumple para n, es decir:
(5.4) h(f"(U)) = g"(W(U)).

Verifiquemos que se cumple para n + 1. Notemos que:

h(f™ U )) ("(f( )

"(h(f(U))) Por (5.3).
g(h(U))) Por (5.4).
= 9”+1(h(U))

Luego, h(f"*1(U)) = g"*1(h(U)). Por lo tanto, se cumple h(f™(U)) = g"(h(U)),
para todo n € N.

(2) La prueba se realizara por induccién matematica sobre n. Para n = 1, por el
inciso (2) de la Proposicién se cumple que:

(5.5) FHTHO) = AT g THU).
Supongamos que se cumple para n, es decir:
(5.6) FTHU)) = R g U).

Probemos que se cumple para n + 1. Notemos que:
f_("+1)(h_1(U)) = f_ (F~H N U))) Por Proposicién [2.16] inciso (1).
(hHeTNU))  Por (B.3).
g U)  Por ().
g ).
Por lo tanto, f~"(h=*(U)) = h=1(¢g7"(U)), para cada n € N. O
A continuacion veamos que ser débilmente mezclante es una propiedad didmica.

Teorema 5.4. Sean (X, f) y (Y,g) sistemas dindmicos topoldgicamente conjuga-
dos, mediante la conjugacion h : X — Y. El sistema dindmico (X, f) es débilmente
mezclante si y solo si el sistema dindmico (Y, g) es débilmente mezclante.
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DEMOSTRACION: Supongamos que (X, f) es débilmente mezclante. Probemos que
(Y, g) es débilmente mezclante. Para esto, sean U y V subconjuntos abiertos no
vacios en Y. Por el inciso (5) del Teorema basta verificar que existe n € N
tal que UNg=™(U) # 0y UnNg (V) # 0. Notemos que h=1(U) y h=1(V) son
subconjuntos abiertos no vacios en X. Puesto que (X, f) es débilmente mezclante,
por el inciso (5) del Teorema existe n € N, tal que:

RHU)NFTMRTHUN#0 y  hTHU)NfTHRTHY)) A0
De donde, por el inciso (2) del Corolario se obtiene que:
R U)NR g (U) #0 vy RTHU)NRTH g (V) # 0.
Luego, h"{(UNg™(U)) £ 0y h"1{(UnNg ™(V)) # 0. Asi,
Ung ™U)#0 y Ung "(V)#0.

Por lo tanto, (Y, g) es débilmente mezclante.

Reciprocamente, supongamos que (Y, g) es débilmente mezclante. Probemos que
(X, f) es débilmente mezclante. Sean U y V subconjuntos abiertos no vacios en
X. Por el inciso (5) del Teorema basta verificar que existe n € N tal que
Unf™U)#0yUnf (V) # 0. Se tiene que h(U) y h(V) son subconjuntos
abiertos no vacios de Y. Luego, existe n € N tal que:

(5.7) AU)Ng " (hU) #0 y  W(U)Ng™"(R(V)) # 0.

De se obtiene que g™ (h(U)) Nh(U) # (). Luego, por el inciso (1) del Corolario
se tiene que h(f™(U)) N h(U) # 0. Como h es inyectiva, h(f*(U) N U) =
R(f™(U))Nh(U). Esto implica que, f™"(U)NU # (. Asi, se obtiene que UNf~"(U) #
(). Analogamente se verifica que UN f~" (V) # 0. Por lo tanto, (X, f) es débilmente
mezclante. (]

Teorema 5.5. Sean (X, f) y (Y,g) sistemas dindmicos topoldgicamente conjuga-
dos, mediante conjugacion h : X — Y yx,z € X. Se tiene que z € wx,(z) si y
solo si h(z) € wy, (h(x)).

DEMOSTRACION: Supongamos que z € wy, (). Probemos que h(z) € wy, (h(z)).
Por la Observacién basta verificar que Ny(h(z),G) N Ny(U, V) # 0, para cada
vecindad G de h(z) y para cualesquiera subconjuntos abiertos no vacios U y V en
Y. Para esto, sean G una vecindad de h(z) y U y V subconjuntos abiertos no vacios
de Y. Notemos que h=1(U) y h=1(V) son subconjuntos abiertos no vacios de X y
h=1(G) es una vecindad de z. Por hipétesis, se tiene que:

Ny(a,h=H(G)) N Np(h™H(U), h=H(V)) # 0.

Luego, existe n € N tal que:

(5.8) f(x) € HG).
y
(5.9) RN U) N fRTH(V) #0.

De (5.8), se tiene que h(f™(z)) € G. Puesto que h es una conjugacion entre f y g,
y por el inciso (1) del Corolario [5.3} se deduce que g"(h(z)) € G. Asi,

(5.10) n € Ny(h(z),G)
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Por otro lado, por el inciso (2) del Corolario y por (5.9) resulta que h=1(U) N
h=1(g=™(V)) # 0. Esto implica que, U N g~"(V') # (). En consecuencia,

(5.11) n e N,(U,V).

Asi, por (5.10) y (5.11), se satisface que:
Ny(h(z), G) N Ny(U, V) # 0.

Por lo tanto, h(z) € wx, (h(x)).

Reciprocamente, supongamos que h(z) € wy, (h(x)). Probemos que z € wy,(z).
Por la Observacion basta verificar que Ny(x, G)N N (U, V) # 0, para cualquier
vecindad G de z y para cualesquiera subconjuntos U y V abiertos no vacios en X.
Para esto, sean G una vecindad de z y U y V subconjuntos abiertos no vacios de
X. Resulta que h(U) y h(V) son subconjuntos abiertos no vacios de Y. Ademaés,

h(G) es una vecindad de h(z). Por hipdtesis, obtenemos que:
Ny (h(x), h(G)) N Ny (R(U), h(V)) # 0.

Luego, existe n € Z, tal que:

(5.12) g"(h(z)) € h(G).
y
(5.13) h(U) N g™ (h(V)) # 0.

Luego, por el inciso (1) de la Proposicion[5.2]y por (5.12)), se satisface que h(f"(z)) €
h(G). Luego, f"(x) € G. Esto implica que,

(5.14) n € Ny(z,G).

Por otro lado, por la Proposicién y de (5.13)), resulta que g™ (h(U)) NA(V) # 0.
Asi, por el inciso (1) del Corolario [5.3] se cumple que h(f™(U)) Nh(V) # 0. Luego,

f™(U)NV # . Se obtiene que U N f~™(V) # (). Luego,

(5.15) n € N¢(U, V).
Asi, de (5.14) y (5.15)), se concluye que Ny(z,G) N Ny (U, V) # (. Por lo tanto,
z € wy, (T). O

Finalizamos este trabajo mostrando que ser compacto transitivo es una propie-
dad dindmica.

Corolario 5.6. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas dindmicos, topoldgicamente conjuga-
dos, mediante la conjugacion h : X — Y. El sistema dindmico (X, f) es compacto
transitivo si y sélo si el sistema dindmico (Y,g) es compacto transitivo.

DEMOSTRACION: Supongamos que (X, f) es compacto transitivo. Probemos que
(Y, g) es compacto transitivo. Por la Proposicién basta verificar que wy, (y) # 0,
paracaday € Y. Seay € Y. Como h es sobreyectiva, existe z € X, tal que h(z) = y.
Puesto que (X, f) es compacto transitivo, existe 2 € X tal que z € wy,(z). Por
el Teorema se tiene que h(z) € wy, (h(z)), es decir wy, (y) # 0. Por lo tanto,
(Y, g) es compacto transitivo.

Reciprocamente, supongamos que (Y, g) es compacto transitivo y veamos que (X, f)
es compacto transitivo. Por la Proposicié n basta verificar que wx,(z) # 0,
para todo x € X. Sea x € X. Note que, h(z) € Y. Puesto que (Y, g) es compacto
transitivo, existe y € Y, tal que y € wx, (h(z)). Por el Teorema existe z € X
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tal que z = h™'(y) y z € wx,(x). Luego, wy,(x) # 0. Por lo tanto, (X, f) es
compacto transitivo. ([
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1. Introduccién

El concepto de entropia surgié en el area de la fisica, en particular en el campo
de la termodindmica. En 1864, Rudolph Clausius, defini6 el cambio de entropia de
un cuerpo como la transferencia de calor dividido por la temperatura, y postulé la
segunda ley de la termodinamica. Aunque la entropia en esta forma resultoé bas-
tante 1til, no adquirié un significado intuitivo hasta que James Maxwell y Ludwig
Boltzmann en 1877, elaboraron una teoria del calor basada en la probabilidad, la
mecanica estadistica, y formalizaron el concepto de entropia de forma matemaética.
La entropia en este sentido mide la razén de un incremento entre energia interna
frente a un incremento de temperatura del sistema termodinamico. En busca de ge-
neralizar este concepto y darle formalismo matematico, en 1958, el matemético ruso
Andrei Kolmogorov fue el primero en definir a la entropia para sistemas dinamicos.
Introdujo el concepto de entropia métrica de una funcion f : X — X medible,
respecto a una medida p, f-invariante. Por su parte, la entropia topologica, que es
la abstraccion de la entropia métrica pero considerando la topologia de un sistema
dinamico, fue introducida en 1963, por R. Adler, et. al. [I]. Para conocer mas a
detalle la historia de la entropia, puede consultar [7].

Actualmente la entropia se estudia desde distintos campos. En sistemas diné-
micos desde el punto de vista ergddico y topoldgico, en fisica en el campo de la
termodinamica y también en otros campos como en economia y teoria de la infor-
macion.

En este capitulo nos dedicamos al estudio de la entropia topolégica de un sis-
tema dindmico que, de manera intuitiva, es una cantidad numérica que mide en
cierta forma la complejidad del sistema. En términos generales, la entropia topolo-
gica mide la tasa de crecimiento exponencial del nimero de 6rbitas “distinguibles”
de un sistema a través del tiempo, mostrando de este modo, qué tan compleja es la
estructura de las érbitas del sistema.

135
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El presente capitulo estd organizado de la siguiente forma. En la segunda sec-
cion introducimos notacion, los conceptos basicos de sistemés dinamicos y algunas
propiedades ttiles de las cubiertas abiertas de un espacio. En la tercera seccion
introducimos de manera detallada el concepto de entropia topolégica. En la cuarta
secciéon revisamos algunos teoremas importantes que se tienen sobre la entropia y
también algunas equivalencias que nos ayudan a interpretar mejor este concepto
haciendo uso de la métrica del sistema. Finalmente, en la quinta seccién se intro-
ducen ejemplos del calculo explicito de la entropia en algunos sistemas dinadmicos.
Los articulos consultados para este capitulo son principalmente [T, [9].

2. Preliminares

Para nuestros objetivos en este trabajo un sistema dindmico (discreto) es un
par (X, f), donde X es un espacio métrico compacto y f: X — X es una funcion
continua. En esta seccion presentamos los conceptos béasicos y necesarios para un
buen desarrollo de este capitulo. Considerando un espacio métrico compacto X y
un subconjunto A de X, la cerradura o clausura de A en X lo detonamos por
clx (A), si no existe riesgo de confusion se escribe cl(A). Denotamos con N, Z, e
I al conjunto de los niimeros naturales, niimeros enteros no negativos y nimeros
irracionales, respectivamente. Ademas, con I denotamos al intervalo cerrado [0, 1],
considerado con la métrica usual.

Por otra parte, si f : X — X es una funcién, para cada k € Z4, la k-ésima
iteracion de f la definimos como la composicién reiterada de f consigo misma k
veces y la denotamos por f*. Esto es, f2 = fo f, f> = fo fof y en general
fF1 = fo fF. Se entiende que f! = f y definimos f° = idx (la funcién identidad
en X). Para un subconjunto A de X y k € Z, denotamos con f*(A) a la imagen de
A bajo f¥ cuando k > 0 y la preimagen bajo f*¥! cuando k < 0.

Sean (X, f) un sistema dindmico y A C X. Decimos que A es un conjunto
+invariante si f(A) C A, —invariante si f~1(A) C A e invariante si f(A) = A.

Presentamos ahora una forma de hacer operaciones con cubiertas de un espacio
métrico X.

Definicién 2.1. Sean X un espacio métrico y U y 'V dos familias de subconjuntos
de X. Se define la siguiente operacion entra U y V:

UvV:={UNB: UelUyBeV}

Considerando que la interseccién de conjuntos es asociativa y conmutativa,
se tiene que la operacion V es asociativa y conmutativa. Ademas, si U y V son
cubiertas abiertas de X, UV V, también es una cubierta abierta para X, conocida
como cubierta union.

Regularmente, para un espacio métrico existen varias cubiertas abiertas. Es por
ello que es necesario definir una forma de comparar las cubiertas y decidir, en algin
sentido, cudndo una cubierta es mejor que otra. Para ello presentamos el siguiente
concepto.

Definicién 2.2. Sean (X, f) un sistema dindmico y U, V cubiertas abiertas para
X. La cubierta V es un refinamiento de U y se denota por U < 'V, si para cada
B eV, existe U € U tal que B C U.

Se cumple que < es un orden parcial sobre la familia de cubiertas abiertas de
un espacio métrico. Ademés, cumple con las siguientes propiedades.
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Proposicion 2.3. Sea (X, f) un sistema dindmico. Para cada par de cubiertas
abiertas W y V para X, se cumple lo siguiente:

(1) U< (UVV)yV<(UVV).

(2) SiU<VyU <V, entonces UVU <VV V.

(8) SiV CU, entonces U < V.

DEMOSTRACION: Sean U y V cubiertas abiertas para X.

(1) SeaUNV eUVV.LuegoUNV CU y U €U, lo que prueba que U < UV V.
Analogamente V < (U V V).

(2) Sean W' y V' cubiertas abiertas para X. Supongamos que U < U y V < V'. Sea
WeVVvV, luegoW =VnV' conV e€VyV' eV.Por lo supuesto, existen
UelUyU el talesque VC Uy V' CU,asi, VNV CUNU'. Lo que
implica que UV U <V V V.

(3) Supongamos que V C U. Sea V € V, luego V € Uy V C V. Lo que prueba que
U=<v.

De (1), (2) y (3) queda demostrada la proposicion. O

El tipo de sistemas dinamicos que estamos tratando estén regidos por funciones
continuas. Por lo cual, podemos generar cubiertas abiertas para el espacio, mediante
la funcion, a partir de una cubierta abierta dada. Sean (X, f) un sistema dindmico
y U una cubierta abierta para X. Se define

i) ={f'(U): Ueup

Como f es una funciéon continua, la preimagen de cualquier abierto en X es de
nuevo un abierto en X, por lo cual f~(U) es una cubierta abierta para X. Ademaés,
cumple con las propiedades mostradas a continuacion:

Proposicion 2.4. Sea (X, f) un sistema dindmico. Para cada par U y V de cu-
biertas abiertas para X, se cumple lo siguiente:

(1) SiU <V, entonces f~H(U) < fF~1(V).

(2) f7HUVY) = fH U v ).

DEMOSTRACION: Sean U,V cubiertas abiertas para X.

(1) Supongamos que U < V. Sea W € f~1(V), luego W = f=1(V) con V € V. Por
lo supuesto, existe U € U tal que V C U, asi f~1(V) C f~1(U). Asi, de la
Proposicion parte (3), tenemos que f~1(U) < f=1(V).

(2) Se tiene que:

FFAUVY) = {f~tW) | W euvVy={f{UNnV)|UcUyV eV} =
{7 O)N V) UeUy VeV=fHUuv fHV).

De (1) y (2) completamos la prueba. O

Del mismo modo podemos ver que para cada k € N, la familia:

FRW) = {7y Ueu,
es una cubierta abierta para X que cumple propiedades similares a las mostradas
en la Proposicién
3. Entropia topolégica

Puesto que estamos considerando espacios métricos compactos, para cualquier
cubierta abierta existe una subcubierta finita, asi tiene sentido la siguiente definicion:
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Definicién 3.1. Sean (X, f) un sistema dindmico y U una cubierta abierta para
X. Definimos:

N(U) = min{|W| : W es subcubierta de U},

es decir, la minima cardinalidad de las subcubiertas de U.

Es importante notar que N(U) es un ntmero positivo, para cualquier cubierta
abierta U, pues al considerar espacios no vacios, cualquier cubierta abierta debe
tener al menos un elemento. Asi, podemos hablar del logaritmo del nimero N (U).
Dicho esto, definimos la entropia de una cubierta abierta en un sistema dindmico.

Definicién 3.2. Sean (X, f) un sistema dindmico y U una cubierta abierta para
X. Se define la entropia de U como:

H(U) = log(N(U)),
donde el logaritmo considerado es con base e.

En la Definicion [3.2] el logaritmo es considerado con base e, tnicamente por
uniformizar los calculos, pues lo que realmente es relevante es si la entropia es o no
positiva y el cambio de base sélo la hace variar por un factor constante. En efecto,
para cualquier otra base a > 1:

log, (a)log,(z) = log. ().

Por otro lado, ya que N(U) > 1, por propiedades del logaritmo, la entropia de una
cubierta resulta ser un nimero no negativo, es decir, ya que N(U) > 1, se tiene que
log(N(U)) > 0. La entropia de una cubierta cumple principalmente las propiedades
mostradas en el resultado siguiente.

Teorema 3.3. Sea (X, f) un sistema dindmico. Para cada par de cubiertas abiertas
WU,V para X, se cumple lo siguiente:

(1) SiU <V, entonces H(U) < H(V).

(2) SiU <"V, entonces H(V) = H{UV V).

(3) H(f~H(W)) < H(W). Si f es sobreyectiva, entonces H(f~1(U)) = H(U).

(4) HUVV) < HU)+ H(V).

DEMOSTRACION: Sean U y V cubiertas abiertas para X.

(1) Supongamos que U < V. Sea {V1,Va,...,V,,} una subcubierta minimal de V,
con lo que N(V) = m. Asi, existe {Uy,Us,...,U,} subcubierta de U tal que
Vi C U;, para cada i € {1,...,m}. Por lo que N(U) < N(V). Dado que la
funcion log, es una funcién creciente, H(U) < H(V).

(2) De nuevo supongamos que U < V. Por la Proposicién parte (1), se tiene que
V < (UVYV). Asi, del punto (1) previo, H(V) < H(UV V). Sea {V1,Va,...,Vu}
una subcubierta minimal de V, luego N(V) = m. Por lo supuesto, existe una
subcubierta {Uy, Us,...,U,} de U tal que V; C U;, para cada i € {1,...,m}.
De aqui que el conjunto {U; N V1,Us N Vs, ..., U, NV} es una subcubierta
abierta de UVV con exactamente m elementos. Con lo que N(UVYV) < m. Por lo
tanto, N(UVV) < N(V) y asi HUVV) < H(V). Por lo tanto H(UVV) = H(V).

(3) Sea {U1,Us,...,U,} una subcubierta minimal de U, por lo cual N(U) = m y la
familia {f~1(Uy), f~Y(U2),..., f~(Un)} es una subcubierta de f~1(U) con a
lo mas m elementos, por lo que N(f~'(U)) < N(U). Asi, H(f~'(U)) < H(W).
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Para completar la prueba de la parte (3), supongamos ademaés, que f es una
funcion sobreyectiva. Sea {f~1(V1), f~*(Va), ..., f = (Vn(s-1(u)))} una subcu-
bierta minimal de f~!(U). Pongamos p = N(f~*(U)). Luego X C Ui_; [~ (Vi)-
Como f es sobreyectiva X = f(X). Asi:

X=f(x)Cf (U fl(vk)> =/ <f1 (U w)) .

Ademas, también de la sobreyectividad se tiene que:

((G9) 0

De aqui {V4,V5,...,V,} es una subcubierta de U y con esto m < p. Por lo
que N(U) < N(f~1(U)) y por lo tanto H(U) < H(f~*(U)). En consecuencia
H(W) = H(f~ (W),

(4) Sean {U1,Us,...,Un}y {V1,Va,...,V,} subcubiertas minimales de U y V res-
pectivamente, con lo que N(U) =n y N(V) = m. Asi:

{U;nV;|ie{l,...,m},je{l,....,n}},
es una subcubierta de U V 'V, y ya que:
HU;NBjlie{l,...,m},je{l,...,n}} = N(UYN(V),
se tiene que N(U V V) < N(U)N(V), lo que a su vez, por propiedades del
logaritmo, implica que H(UV V) < H(U) + H(V).
Asi, de (1), (2), (3) y (4) se concluye la prueba. O

Recordemos que para cada k € N, f~*(U) también es una cubierta abierta para
X. Esto indica que podemos construir cubiertas distintas para el espacio X, con
una sola cubierta abierta U, utilizando la funcién f y la operacion V. A continuacion
definimos una cubierta especial que nos sirve para definir la entropia topologica de
un sistema.

Definicién 3.4. Dados (X, f) un sistema dindmico y U una cubierta abierta para
X, para cada n € N definimos:

n—1
p=\V P =LV W VR Vv ),
k=0

donde f(U) = U. Cuando no haya confusion con la funcion, escribimos tinicamente
U™ para referirnos a Uy.

Antes de definir la entropia del sistema con respecto a una cubierta, la cual se
define mediante un limite, necesitamos asegurarnos que tal limite existe. Para ello,
requerimos verificar el siguiente resultado, que es crucial para probar la existencia
del limite.

Lema 3.5. Sea {a,}nen una sucesion de nimeros reales no negativos. Si para todo
m,n € N, se cumple que anym < an + am, entonces lim, o, 5= existe y ademds:

ltm ‘L":fnf{“l; neN}.
n

n—oo n
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DEMOSTRACION: Como a, > 0, para cada n € N, 0 es una cota inferior de
{2 :n e N}. Sea o = inf {2 : n € N}. Sea ¢ > 0. Asi, existe m € N tal que
a<tm Ja+te

Sean € N. Por el algoritmo de la divisién, existen ¢, 7 € ZT tales que n = gm--r,

donde r < m. Asi, ay, = agm+r < tgm + ar < gay, + ar, con lo que:

m n o
S(a-ﬁ-e)@—&-&.
non

Dado que lim,,_,oo 2% = lfm,,_,q L2E=" = =0,

tenemos que:

=lim, 00l — - =1y lim,

. a
a< lim 2 <a+e
n—oo N
Por lo tanto, lim,_,o % = . ([

n

Teorema 3.6. Sean (X, f) un sistema dindmico y U una cubierta abierta para X.
H(UY)

existe y ademds:

H(u@:mf{m‘?) ; neN}.

El fm,, o

lim
n— 00 n

n

DEMOSTRACION: Para cada n € N, pongamos H,, = H(U}). Asi {H,}nen es una
sucesion de términos no negativos. Sean m,n € N. Luego, de la Proposicién [2.4]
parte (2):

HQU ™ = HUV -V f~m=m (1))
=HUV -V U VU VeV T U))
— HUV -V ) VU Y ).
Ademaés del Teorema parte (4) y (3) respectivamente tenemos que:

HUP™) = HUV -V f7 W) VTV -V ()
SH@UV -V 7)) + H(F UV -V F)))
<HUV---V W)+ HUV--- v £ W),

Y dado que:

HUV---V 7™ W)+ HUWV -V T THW) = HUP) + H(U}),

hemos probado que H,, ., < H, + H,,, para todo m,n € N. Asi por el Lema@
tenemos que lim, o Ifl = inf{ Hy.pe N}, lo que concluye la prueba. (]

n
3 . . , H n .
Sabiendo que para cada cubierta abierta U para X, lim, . (}LL ) siempre
existe, podemos con toda firmeza definir la entropia del sistema con respecto a una
cubierta.

Definicién 3.7. Sean (X, f) un sistema dindmico y U una cubierta abierta para
X. La entropia del sistema con respecto a la cubierta U, se define como:

A(f,U) = lim HUG)

n— oo n
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Nuevamente, la entropia del sistema con respecto a una cubierta es un namero
no negativo, pues para cada n € N, H(U}}) es un nimero no negativo, con lo
H(uy)

n

cual, la sucesion { } es una sucesion de términos no negativos y por lo
neN

tanto, converge a un nimero no negativo. A continuacion revisamos algunas de las
propiedades mas ttiles que cumple dicho concepto.

Proposicion 3.8. Sean (X, f) un sistema dindmico, U y 'V cubiertas abiertas para
X. Se cumplen las siguientes proposiciones:

(1) h(f,U) < H(W).
(2) SiUl <V, entonces h(f,U) < h(f,V)
(3) Si f es un homeomorfismo, entonces h(f, W) = h(f~1,U).

DEMOSTRACION:
. e [HUY)
(1) Por definicion, h(f,U) = inf{ ———=: n € N}. Tomando n = 1, H(U) €
n

{H(}jn) = N}, por lo que h(f,U) < H(U).

(2) Supongamos que U < V. Por las Proposiciones parte (2), y 2.4 parte (1),
para cada n € N se tiene que U™ < V". Luego del Teorema (3.3 parte (1),
H(U™) < H(V™). Por tanto, h(f,U) < h(f,V).

(3) Supongamos que f es homeomorfismo, del Teorema parte (3), tenemos que
H(f~Y(W)) = H(W), de aqui, para cada n € N:

HWH) =HUV (W v...v W)
= H(f" UV ) Ve v )
=H(f" WV AU Ve v )
=H((f7) W v ()T Vv
= H(U}-).
Asi, h(f,U) = h(f~1,U).
De (1), (2) y (3) se concluye la prueba. O

Con toda esta informacién finalmente podemos definir la entropia topolédgica
de un sistema dinamico.

Definicién 3.9. La entropia topoldgica del sistema dindmico (X, f) estd dada por:
hiop(f) = sup{h(f,U) : U es una cubierta abierta para X} .

De acuerdo a la Definicion [3.9] en su forma extendida la entropia queda definida
del siguiente modo:

og(N(ViZo FF (W)

1
hiop(f) = sup { lim : U es una cubierta abierta para X} .
n—oo
En algunos textos como [9], es asi como presentan la definiciéon de entropia, omi-
tiendo la definicién de entropia con respecto a una cubierta. La razon de que aqui
se presente a la entropia por nivelesEl, es la de facilitar la manipulacién de sus

propiedades y hacer més legibles las demostraciones.

LA decir por niveles, nos referimos a que primero se presenta la entropfa de una cubierta,
luego la entropia con respecto a una cubierta y finalmente la entropia de todo el sistema.
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Recordemos que h(f,U) > 0, para cada cubierta abierta U para X. Asi, la
entropia del sistema, al ser el supremo de un conjunto de niimeros no negativos,
resulta ser un nimero no negativo. Es decir, hsop(f) > 0. Es aqui donde la entropia
divide a los sistemas dinamicos en dos clases:

istemas que tienen entropia topologica igual a cero.

1) Sist ti tropia topologica igual
istemas que tienen entropia topologica positiva.

2) Sist ti tropia topologi iti

Esta separacion es de suma importancia, puesto que algunos autores como L.S.
Block y W. A. Coppel [2], definen un sistema cadtico como aquel que tiene entropia
topologica positiva.

4. Algunos teoremas sobre entropia topolégica

La conjugacién topoldgica es una herramienta que sirve para analizar sistemas
dindmicos a partir de otros, cuyas propiedades conocemos.

Definicién 4.1. Sean (X, f) y (Y,g) sistemas dindmicos. Se dice que dichos sis-
temas son topoldgicamente conjugados si existe un homeomorfismo ¢ : X — Y tal
que:

¢(f(x)) = g(¢(x)), para cada x € X,

es decir, que ¢ o f = go ¢, o equivalentemente que el diagrama de la Figura[l] es
conmutativo.

Y

Y

FigurA 1. Diagrama de conjugacién topologica

De aqui en adelante sera equivalente decir que los sistemas (X, f) y (Y, g) son
topologicamente conjugados, a decir que las funciones f y g son topologicamente
conjugadas. También es importante mencionar que cuando dos funciones f y g son
topolégicamente conjugadas, decimos que son dindmicamente equivalentes.

El siguiente resultado es sumamente til, pues el célculo de la entropia de un
sistema no es una tarea sencilla.

Teorema 4.2. Sean (X, f) y (Y,g) sistemas dindmicos tales que (X, f) y (Y, g)
son topoldgicamente conjugados. Se cumple que hiop(f) = hiop(9)-

DEMOSTRACION: Como (X, f) v (Y, g) son sistemas topoldgicamente congujados,
existe un homeomorfismo ¢ : X — Y tal que ¢o f = go ¢, o bien, po fop~! =g.
Sea U una cubierta abierta para X. Ya que ¢ es un homeomorfismo, ¢(U) es una
cubierta abierta para X y ¢~ 1(¢(U)) = U. Ademas, se puede probar por induccién
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que para cadan € N, (¢po fop )" =¢o fro¢~!, porlo cual:

= lim
o HOOO V(@0 YW Vv (@0 (W)

Luego, de la Proposicién parte (2), y del Teorema parte (3) , tenemos
que:

H(¢U) V (¢o fTHW V-V (¢o fT) (W)

Mg, (W) = lim

i HEWY SOV v )
n—00 n

i POV Vv S 00)

= h(f,U).

Hemos probado que h(g, #(U)) = h(f,U), para cada cubierta abierta U. Por lo
tanto htop(g) = htop(f)- [}

Es importante mencionar que el Teorema no nos dice que la entropia sea
una propiedad dindmica, pues la entropia no es una propiedad como tal de un
sistema, a lo que nos referimos con decir que es una propiedad dinamica es que
la entropia de sistemas topolégicamente conjugados es la misma. Lo que si resulta
una propiedad dinamica es si la entropia es o no positiva. Considerando que lo que
nos interesa es este hecho, lo presentamos como corolario del Teorema [4.2] en el
siguiente resultado.

Corolario 4.3. Sean (X, f) y (Y,g) sistemas dindmicos tales que (X, f) y (Y, g)
son topoldgicamente conjugados. Se cumple que hiop(f) > 0 si y s6lo si hiop(g) > 0.

Si (X, f) es un sistema dindmico, entonces para cada n € N, (X, f™) es también
un sistema dindmico, por lo cual, podemos pensar en calcular su entropia y ya
que este tltimo depende del sistema original (X, f), podemos esperar lo mismo de
su entropia. El siguiente resultado muestra en qué forma la entropia del sistema
(X, f™), depende de la entropia del sistema (X, f).

Teorema 4.4. Sea (X, f) un sistema dindmico. Para cada k € N se cumple que
htop(fk) = khtop(f)'

DEMOSTRACION: Sea k € N. Para cada n € N, se cumple que:
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W = v ()W) v ()2 v v ()T )
)V (S Vv (R )

k—1 ) k—1 . k—1 )
=V v (\/ f <u>> Vv (fnm bRy (\/ f ao)
7=0 j=0 3=0
k—1 k—1 k—1
=\ fr7wv \/ frEDU Y- \/ f(=Dk+D) ()
j=0 j=0 j=0
k—1 ) 2k—1 . nk—1 .
=V 7wy Wy o\ W
j=0 Jj=k j=(n—-1)k
nk—1 )
=\ fAw
j=0
= Uk

Asi, por definicion de entropia, dada una cubierta abierta U, se cumple que:
htop(fk) 2 h(fk7 ul})
H((uk)n
- H(@))
n— oo n
H unk
_ i 2O
n—00 n
H unk
et )
n— oo n

— kh(f,\0).

Por lo que hyop(f*) > kh(f,U). Luego hiop(f*) > khiop(f). Por otro lado, dada
una cubierta abierta U, se cumple U7, < u;%’“ , pues:

{(7W: je{l, o n=13C{f"(W: ie{l,...,nk—1}}.
Asi, de la Proposicién H(UWp,) < H(U ). Luego:

A(f*,U) = lim H{Up)

n—oo n
H unk
lfm ;")
n—o00 n
HUp
gt )
n—o00 n
= kh(f, ).
Por lo que, h(f*,U) < kh(f,U), para cada cubierta abierta U de X. Por lo tanto
htop(fk) < khtop(f)' g
El Teorema[4.4] nos permite calcular la entropia de (X, f™), para cada n, si se

conoce la entropia de (X, f) y viceversa. Si se conoce la entropia de (X, f™) para
algiin n, con ello podremos obtener la entropia de (X, f).
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Ahora probamos un resultado mas de sucesiones, que es util para demostrar
otro teorema interesante sobre la entropia.

Lema 4.5. Sean {an tnen ¥ {bntnen dos sucesiones de nimeros reales que cumplen
que an, b, > 1, para cada n € N. Si ocurre que:

1 1
lim 7og(an) =ay lim 08(bn) =0,
n—00 n n—00 n
entonces: ) ;
lim log(an + bn) = max{a, b}.

n—00 n

DEMOSTRACION: Sea ¢ > a, b. Por hipoétesis, existe V € N tal que si n > N, enton-
ces % <cy % < ¢. Sean > N. Sin pérdida de generalidad supongamos
que b,, < a,. Asi, dado que el logaritmo es una funcién creciente:

log(an + bn) < log(a, + a,) = log(2a,) = log(ay,) + log(2) < cn + log(2).

Luego w <c+ %, por lo que existe | € R tal que lim,, w =

y | < c¢. Supongamos que | < a. Asi, existe N € N tal que si n > N, entonces
M < a, pero loggla") < log(az%"), lo cual implica que @ = lim,, o % <
a. Esto dltimo es una contradiccion. Esto prueba que a < [ y similarmente b < [.

Hemos probado que a,b < I < c. Por lo tanto, tenemos que lim,,_, w =
méx{a,b}. O

El siguiente resultado muestra que la entropia calculada con respecto a sub-
conjuntos +invariantes del espacio es siempre menor que la entropia en el espacio
completo.

Teorema 4.6. Sean (X, f) un sistema dindmico, X1, Xo subconjuntos cerrados de
X +invariantes bajo [ tales que X = X1 U X5. Se cumple que:

hiop(f) = max{hop(f1), heop(f2)}
donde fi = flx, y f2 = flx.-
DEMOSTRACION: Sea i € {1,2}. Para cada cubierta abierta U para X, definimos:
U ={UNnX,: UelU},

la cual es una cubierta abierta para X; que ademés cumple que f; ' (U;) = (f~1(U));-
Dada una cubierta abierta U para X, para cada U € U se cumple que UN X; C U,
por lo cual N(U;) < N(U). Si ademas consideramos otra cubierta abierta V para
X, también tenemos que (UV V); =U; VV;.

Sea V cubierta abierta para X;. Pongamos:

U={VU(X\X;): VeV,

luego U es una cubierta abierta para X y U; = V.
Asi, por todo lo anterior, para cada n € N, se cumple lo siguiente:

N (\/ f{k(V)> —N (\/ f;kmi)) - N (\/ (fk(u»i)
k=0 k=0

k=0

(i) o i)
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Asf, H((U;)%,) < H(U}) y en consecuencia h(f;,U;) < h(f,U). Y ya que esto
es para una cubierta arbitraria, se deduce que hiop(fi) < htop(f). Por lo tanto:

max{hiop(f1), btop(f2)} < hiop(f).
Por otro lado, dada una cubierta abierta U para X:

\ ) = VG aon o \ G ao).
k=0 k=0 k=0

Se tiene que:

N (\7 f-'%u)) <N (\7 (f""(u))1> PN (\_/ (f-’f<u>>2> ;
luego:

log (N (\7 f’%)) < log (N (\7 (f’“(Uh) PN (\7 (fk<u>2>> ;
k=0 k=0 k=0

Con esto, aplicando el Lema [4.5] obtenemos que
h(f,U) < méx{h(f1,Ur), h(f2, U2)},
y por lo tanto hiep(f) = méx{hiop(f1), htop(f2)}. O

Hasta aqui, hemos visto resultados que nos ayudan a calcular la entropia de
sistemas derivados de (X, f), siempre y cuando conozcamos la entropia de (X, f).
Para poder calcular la entropia de manera explicita, necesitamos primero de algunas
herramientas que faciliten el calculo.

Definiciéon 4.7. Sea X un espacio métrico. La sucesion {Uy},en de cubiertas
abiertas para X es un refinamiento de cubiertas si:

(1) U, < un+1.
(2) Para cada V cubierta abierta para X, existe n € N tal que V < U,.

Proposicion 4.8. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si la sucesion {U,}tnen de
cubiertas abiertas para X es un refinamiento de cubiertas, entonces:

htop(f) = nlingo h(f> un)
DEMOSTRACION: Por definicién de entropia:
hiop(f) = sup{h(f,U) : U es cubierta abierta para X}.

Pongamos «a = sup{h(f,U,) : n € N}. Sea U una cubierta abierta para X. Como
{U,}nen es un refinamiento de cubiertas abiertas de X, existe n € N tal que
U < U,.Dela Proposici(')n parte (2), h(f,U) < h(f,U,), porlo que h(f,U) < .
ASi; htop(f) <a.
Por otro lado,
{h(f,Uy): ne N} C{h(f,U): U es cubierta abierta para X}.

Con lo que, o < hyop(f). Por lo tanto, hyop(f) = a. 0

Definicion 4.9. Sean X un espacio métrico compacto y U una cubierta abierta
para X. El didmetro de la cubierta U, se define y denota como sigue:

d(U) = sup{d(U)| U € U}.
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Corolario 4.10. Dado (X, f) un sistema dindmico, si {U,}nen €s una sucesion
de cubiertas abiertas para X que cumple que:

(1) U, < Upg1, para cada n € N,
(2) lim, o d(U,) = 0;
entonces {U, tnen es un refinamiento de cubiertas para X.

DEMOSTRACION: De acuerdo a la Definiciéon 7] solo resta probar la segunda
propiedad de los refinamientos. Sea U una cubierta abierta para X. Por [12] Lema
27.5], existe Iy > 0 tal que, si A C X cumple que d(A) < Iy, entonces existe U € U
de tal forma que A C U. Como lim,, o, d(U,,) = 0, existe N € N tal que d(Un)ly.
Asi, dado U’ € Uy, d(U")ly. Esto implica que existe U € U tal que U’ C U. Por lo
tanto U < Uy O

Como hemos visto, pese a que la entropia topologica esta definida en espacios
métricos, la métrica del espacio, no aparece de manera explicita en ninguna de
las definiciones que hemos dado hasta este punto. De esta manera, la entropia
topolégica se puede definir en espacios mas generales. En realidad es suficiente
con considerar un espacio topologico Hausdorff E| y compacto. Sin embargo, para
propositos de nuestro trabajo, es suficiente considerar espacios métricos.

Trabajar en espacios métricos tiene sus ventajas, pues podemos definir la entro-
pia topoldgica en términos de la métrica, lo que facilita algunos célculos. Pero sobre
todo, involucrar la métrica, es util para comprender mejor qué es lo que en realidad
mide la entropia topolégica en un sistema. Para lograrlo, requerimos definir una
familia de métricas para el espacio (X, d) a partir de la métrica d.

Definicién 4.11. Sean (X, f) un sistema dindmico y n € N. Definimos d,, : X x
X — R tal que para cada x,y € X:

dn(x,y) = max{d(f* (), f*(y)) + k € {1,...,n}}.

La funcion d,, es una métrica para X, la prueba se puede hallar en [4].

Dados un sistema diamico (X, f), € > 0 y n € N, definimos B(n,¢) como la
cubierta abierta formada por las bolas abiertas de radio menor que € bajo la métrica
dy,. Definimos cov(n, €, f) = N(B(n,¢)).

Proposicion 4.12. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se cumple que:

hitop(f) = 1im 1fm log(cov(n, €, f)).

e—=0n—o0 n

DEMOSTRACION: Sea {U,},en, tal que para cada n € N, Uy, la cubierta abierta
formada por las bolas abiertas de radio menor que % Por el Corolario , se tiene
que {U, }nen es un refinamiento de cubiertas. Por lo cual:
) . log(cov(k, . f))
Puap(F) =l B Un) = lig i e
Lo cual implica que:
1
hiop(f) = lim lim 10806 1))
e—0n—o0 n

Lo cual concluye la prueba. ([

2La definicion de espacio de Hausdorff se puede hallar en el Capitulo 2 de [12].
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Definicién 4.13. Sean (X, f) un sistema dindmico, € > 0 y n € N. Un conjunto
A C X es un conjunto:

(1) (n,€)-abarcador bajo f si, para cada x € X, existe y € A tal que d,,(z,y) < €.
(2) (n,e€)-separado bajo f si, para cada x,y € A tales que © # y, se tiene que
dn(z,y) > €.

Ademds, span(n, e, ) denota la minima cardinalidad de un conjunto (n, €)-abarcador
bajo f y sep(n, e, ) la mdzima cardinalidad de un conjunto (n,e)-separado bajo f.

Veamos un ejemplo. Consideremos el intervalo I con la métrica:
d(z,y) = min(jz —y[,1 - [z —y]|).
Sea f : I — I la funcion definida, para cada = € I, como:

2x si 2x <1,
f(z)=(22) méd 1=
20 —1 si 2x > 1.

Esta funcién f se le conoce como funcion duplicadora.
Lema 4.14. Sea f la funcion duplicadora. Se cumple que:
1
Sid(z,y) < 7, entonces d(f(z), f(y)) = 2d(z,y).
DEMOSTRACION: Es claro que d(z,y) = |z —y| si |[x —y| < 3. Sean z,y € I tales

que d(z,y) < i, esto es que |z —y| < %. Luego, por definiciéon de f:

d(f(x), f(y)) = d((2z) méd 1,(2y) méd 1)
=min(](2z — 2y) méd 1,1 —|(2z —2y) mdd 1|).

Sin embargo, |2z — 2y| < 1, por lo que (2z —2y) méd 1 = 2z — 2y. Asi:
d(f(z), f(y)) = 2|z —y| = 2d(z,y).

Lo que concluye la prueba. O

Para cada k € N, definimos el siguiente conjunto:
Sk{;k: |z‘€Zy0§i<2k1}.

Ejemplo 4.15. Sea f la funcion duplicadora. Para cada k € N, el conjunto Sy,
es un conjunto (n,€)-abarcador bajo f.

DEMOSTRACION: Sea € > 0. Sea k > 2 tal que 57—+ < € < 5. Note que para cada
x € I, existe i € {0,...,2"T% — 1} tal que:

T i+1
z € 2n+k’ 2n+k -
Sea y = 547 Asi, y € Snyk v
1+ 1 i+1 i 1 1
d(z,y) <d (W,y) =d <2n+k’ 2n+k) = ontk <1
Por lo cual, del Lema |4.14

A (), F(w)) = 2(r,y) = 5ep < 7

Aplicando nuevamente el Lema [£.14] obtenemos:



4. ALGUNOS TEOREMAS SOBRE ENTROPIA TOPOLOGICA 149

2
AP (@), P(0) = 20(7(2), F)) = 5o

De este modo si aplicamos el Lema j veces, para 0 < j < n, tenemos:

j j J 27 2" —1 1
d(f?(z), f(y)) = 2 d(=x,y) = ontk < on+k < ok+1 Se

Hemos probado que para cada z € I, existe y € S, tal que:

méx{d(f(x), f/(y))| 0 < j < n} = du(z,y) <,

esto es, el conjunto S, es un conjunto (n, €)-abarcador bajo f. (I

De manera similar al Ejemplo [4.15] se puede verificar el siguiente.

Ejemplo 4.16. Sea f la funcion duplicadora. Para cada k € N, el conjunto Sy, _14x
es un conjunto (n,€)-separado bajo f.

Proposicion 4.17. Sea (X, f) un sistema dindmico. Para cada ¢ >0 yn € N se
cumple:

DEMOSTRACION: Sea € > 0. Sea A C X un conjunto (n, €)-abarcador de minima
cardinalidad. Luego:

X C U Bn(y,€),
yeA
donde B, (y,€) denota la bola abierta con centro en y y radio e considerando la
meétrica d,,. Ademas, se cumple que d(B,(y,¢€)) < 2¢, por lo cual:

cov(n, 2¢, f) < |A| = span(n, f),

lo que prueba la primera desigualdad. Ahora sea B un conjunto (n, €)-separado de
méxima cardinalidad, esto es, que no podemos agregar més puntos a B de tal modo
que siga siendo un conjunto (n,€)-separado. Luego, para cada © € X \ B y cada
y € B, no puede ocurrir que d,(z,y) > e. Por lo tanto, para cada z € X, existe
y € Btal que d,(x,y) < €. Lo que nos lleva a que B es un conjunto (n, €)-abarcador.
Luego:
span(n,e, f) < |B| = sep(n,¢, f),

lo que prueba la segunda desigualdad. Finalmente supongamos que N(B(n,e¢)) <
|B|. Luego existe z € X, tal que B, (x,¢) contiene mas de un punto de B. Asi,
existen al menos dos puntos en B a distancia menor que €, lo cual es una con-

tradicciéon pues B es un conjunto (n,e€)-separado. Por lo tanto, debe ocurrir que
|B| < N(B(n,e€)), lo que prueba la tltima desigualdad. O

El siguiente resultado muestra una equivalencia de la definicién entropia topo-
logica, en términos de los conjuntos (n, €)-abarcador y (n, €)-separado. Los autores
Bowen y Dinaburg en 1973 [3], introdujeron esta caracterizaciéon como una forma
de definir la entropia topoldgica.

Teorema 4.18. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se cumple que:

() — T 1 EOPIE D) o To(span(n,e, )

e—0n—o0 n e—~0n—o0 n
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DEMOSTRACION: De la Proposicion tenemos que:

heop(f) = lim lim 2800 (m61))

e—0n—o0 n

Asi, al considerar las desigualdades de la Proposicion podemos acotar los
limites, con lo que queda demostrado el resultado. O

La interpretacion que nos brinda esta nueva forma de analizar la entropia es
la siguiente. Como X es compacto, span(n, e, f) es un nimero finito, el cual repre-
senta el numero de orbitas de longitud n, distinguibles a una distancia e. Esto es,
suponiendo que no podemos distinguir puntos que estan a una distancia menor a e.
Asi, la entropia representa el crecimiento exponencial (al utilizar el logaritmo) del
numero de orbitas distinguibles conforme pasa el tiempo.

5. Calculando la entropia topolégica

Ahora vemos los primeros ejemplos de calculo explicito de la entropia topolo6-
gica.

Ejemplo 5.1. En un espacio métrico compacto X, la identidad tiene entropia cero.

DEMOSTRACION: Sea I; : X — X la funcién identidad en X. Sea U una cubierta
abierta para X. Para cadan € N, U7 = U. Luego:

H(UP H 1
h(I4,U) = lim AL _ tim AW = H(U) lim — =0.
n—oo n n—oo n n—oo N
Por lo tanto, hyp(Lg) = 0. |

Teorema 5.2. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si f es una isometria, entonces
htop(f) =0.

DEMOSTRACION: Sea U, la cubierta formada por todos los subconjuntos abiertos
de X con didmetro menor que % Como f es una isometria, para cada n € N,
f~™"(Un) C Up, por lo cual, de la Proposicion se tiene que U}, < U,,. Con
todo lo anterior, por el Corolario obtenemos que {U,, },men es un refinamiento
de cubiertas. Luego de la Proposici()n se tiene que hyop(f) = limy, o0 A(f, Un,)-
Sin embargo, para cadam,n € N, U”, < U,,, por lo cual, del Teorema|3.3} H(U?,) <
H(WU,,). Asi:

h(f,Un) = lim H(Uz) < HWU,,) lim 1 =0.

n—00 n n—o00 N

Por lo tanto, hyp(f) = 0. O

El Teoremals.2] nos proporciona una gran cantidad de ejemplos de funciones con
entropia topologica igual a cero. A continuaciéon describimos uno de estos ejemplos,
el cual es un sistema que esta definido en un subconjunto de los niimeros complejos.
Sea S! = {e?™% : o € I}, el circulo unitario en los complejos. Consideramos a S!
con la métrica usual de C restringida a S'. Con esta métrica S' es un conjunto
compacto. Para més detalles sobre la dindmica existente en S! consulte [10), [6].

Sea # € R un numero irracional. La funcién rotacion irracional se denota por
Ry : S' — S y se define como:

Ry(2) = €™z, para cada z € S*.
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Se puede considerar la funcién rotaciéon en general partiendo de cualquier 6 € R.
Sin embargo, cuando se consideran niimeros irracionales, la funcion resultante tiene
propiedades dindmicas muy interesantes.

F1GUurA 2. Funcién rotacién irracional

Hay que notar que la Figura[2] no muestra la grafica de Ry pues se requiere para
ello un espacio homeomorfo a C2. Sin embargo, la Figura [2, muestra el resultado
de aplicar la funcién Ry al punto z. En este sentido, R(z) resulta de la rotaciéon de
z segin el dngulo § sobre S'. Para ser més precisos, consideremos z € S!, luego
existe a € I tal que z = 2™, Asi:

Ry (Z) — 627ri9€27ria _ 627”'(0—4—(1).

Maés adn, utilizando la férmula de Moivreﬂ podemos deducir la forma general de
las iteraciones de Ry. Para cada z € S' y n € N se tiene que:

Rg(z) _ (62771‘0)" » = eQm’nQZ.

Es decir, aplicar n veces la funcién Ry al punto z, es el resultado de la rotacion de
z segun el dngulo nd sobre S*.

Una de las primeras carateristicas que resalta de esta funcion es que la distancia
entre cualquier punto en S! y su imagen bajo la funcién Ry es constante.

Proposicion 5.3. La funcion rotacion irracional Ry : S' — S cumple que para
cada z € S, d(z, Rg(2)) es constante.

3La formula de Moivre (nombraba asi en honor a Abraham de Moivre), nos dice como se
. - . . n i
comporta la potencia de los niimeros complejos. De manera formal: (rezmg) = pne2mingd,
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DEMOSTRACION: En efecto. Sea z € S'. Luego:
d(z, Re(2)) = ||z — e*™||
= Jlz(1 - &)
= |lzlll[1 — ™|
= [l - e
Por lo tanto, d(z, Rg(z)) es constante. O

De forma muy similar, haciendo uso de propiedades de la norma en C, se
prueba el siguiente resultado, que muestra una de las propiedades mas importantes
que cumple la rotacién irracional.

Proposicién 5.4. La funcién rotacion irracional Ry : S — S' es una isometria.

DEMOSTRACION: Sean z,w € S'. Luego:
d(Ro(z), Ro(w)) = [|Ro(z) — Ro(w)]|

_ HeQﬂ'iGZ _ 627ri0w||
= |le*™|]|2 — w]]
=]z — wl|

Por lo tanto, se tiene que d(Rp(2), Rg(w)) = d(z,w). Lo que prueba que Ry es una
isometria. g

Recordemos que las isometrias juegan un papel especial en varios de los con-
ceptos que hemos visto. Por ejemplo que todas las isometrias son equicontinuas y
tienen entropia igual a cero.

Proposicién 5.5. La funcién rotacion irracional Ry : S' — S' cumple que
hiop(Rg) = 0.

DEMOSTRACION: La Proposicion [5.4] nos dice que la funciéon Ry es una isometria.
Luego, de la Proposicién se tiene que hyop(Ry) = 0. O

Ahora mostramos algunos ejemplos de sistemas dindamicos cuya entropia topo-
logica es positiva [1].

Proposicion 5.6. Consideremos el intervalo I con la métrica d(z,y) = min(|x —
yl,1—|z—y|). Sea f: I — I la funcién duplicadora. Esto es, f(x) = (2z) mdd 1.
Se tiene que

htop(f) = 10g(2)

DEMOSTRACION: Dado n € N, por el Ejemplo .15 sabemos que el conjunto
Sn1k es un conjunto (n,€)-abarcador bajo f. Ademés |S, ;x| = 2"T*, por lo cual
span(n, €) < 2"T*. Luego:

(n+ k)log(2)

1
{ — < { =
nhm - log(span(n,e, f)) < nlgrl log(2).

Similarmente, considerando ahora el Ejemplo el conjunto S, 14 €s un
conjunto (n, €)-separado bajo f. Por lo que:

1 — 1+ k)log(2
lim — log(sep(n, e, f)) > lim (n + k) log(2)
n—oo N

n—oo n

= log(2).
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Finalmente, acotando los limites y en virtud de Teorema [4.18| se tiene que hyop(f) =
log(2). O

Sea Y5 el conjunto de las sucesiones agajas . .. tales que a, € {0,1}, para cada
n € Zy.Sea d: g X Xy — R tal que para cada x,y € 3a:

= |$n - yn|
dlay) = Y ol
n=0

Con la métrica d, 35 es un espacio métrico compacto. La prueba se puede hallar
en [5]. La funcién o : ¥9 — X5, definida por:

U(a0a1a2 .. ) = aijagasg...
se le conoce como funcién shift.
Proposicion 5.7. La funcion shift o : Lo — 3o cumple que hiop(o) = log(2).

DEMOSTRACION: Sea U = {{z € Ya|zo = 0}, {x € ¥a|zo = 1}}. Se tiene que U es
una cubierta abierta de ¥,. Consideremos la sucesion {Uy,},en tal que:

P
U, = \/ o®(W), para cada p € N.
k=—p

Veamos que {U,}pen es un refinamiento de cubiertas abiertas. Como la funcién
o es un homemorfismo, es claro que U, es una cubierta abierta para cada p € N.
También es evidente de la definicién que U, < U,+1. Sean V una cubierta abierta
de X5 y Iy el numero de Lebesgue de V ([12] Lema 27.5]). Si tomamos p € N tal que
% < lvy, se tiene que V < U,. Con esto se prueba que {U,},en es un refinamiento
de cubiertas abiertas.

Sea p € N. Dado que U < U,, de la Proposicién se sigue que h(o,U) <
h(c,U,). Por otro lado:

H <n\_/ Uk(up)>
h(o,U,) = lim k=0

n— 00 n
p p—1 p—n+1
g \/ Fwv \/ dwv..v \/ HW
, k=—p k=—p—1 k=—p—n+1
= lim
n—oo n
P
H \/ ok ()
, k=—p—n+1
= lim ,
n—o00 n

donde la primera y segunda igualdad se dan por definicion y la tercera igualdad
proviene del Teorema [3.3| parte (2).
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p -p
H Vo H Vo
lfm —\— P < lim — =P
n—oo n n—oo n
0
H( \/ Uk(U)>
, k=—n+1
= lim
n—o00 n
= h(o,U).

Por lo tanto, h(o,U) = h(o,U,). Ademas, se tiene que N( ;ﬁarl o kW) = 27,

con lo que h(o,U) = log(2). Luego h(o,U,) = log(2), para cada p € N y dado

que {U,}pen es un refinamiento de cubiertas, de la Proposicion se tiene que

haop(7) = log(2). 0
Por lo tanto, la funcion shift o : ¥ — Yo tiene entropia positiva.

Ahora presentamos la funcion shift complemento que es otra funciéon definida
en Y. La funcién denotada por o’ : o — X5 es la funcidén shift complemento y se
define como:

o'(aparaz ...) = ajahay . ..,
donde a, es el complemento de a,, en {0, 1}.

En primer lugar, veamos que ¢’ es topoldgicamente conjugada a o. Con este

objetivo, consideremos la funciéon ¢ : ¥ — X5 definida por:

qb(aoalag .. ) = (aéa’laé .. .),

donde al, es el complemento de a,, en {0, 1}.

Segtin la definicién de la funcién ¢, es sencillo convencerse de que ¢~! =
¢, es decir, que ¢ es su propia inversa. Por lo cual, para probar que ¢ es un
homeomorfismo, basta con verificar que ¢ es continua.

Proposicion 5.8. La funcion ¢ : Yo — Yo es continua.

DEMOSTRACION: Sea a € Yo. Veamos que ¢ es continua en a. Sea € > 0. Veamos

primero que para cada b € Yo, |a, — b,| = |a], — b},|. Para cada n € N tenemos dos
casos:
Caso (1): ap, = by,. En este caso a], = b/, por lo cual |a, —b,| = 0 = |al,—b]|.
Caso (2): ap, # by,. En este caso a, # b),, por lo cual |a, —b,| = 1 = |al,—b],|.
De los Casos (1) y (2) tenemos que |a, —b,| = |a), —b/,| para cada b € ¥s. Pongamos

d =e. Sea b € X5 tal que d(a,b) < ¢, luego:

|ay, — b

d(¢(a), (b)) = ol
n=0

- G |an — by

- Z on+1
n=0

= d(a,b).

Por lo tanto la funcién ¢ es una isometria. Lo que prueba que ¢ es continua. [
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Resta verificar que efectivamente o y ¢’ son topologicamente conjugadas me-
diante el homeomorfismo ¢.

Proposicién 5.9. Las funciones o y o’ son topoldgicamente conjugadas mediante
el homeomorfismo ¢ : Yo — 3o.

DEMOSTRACION: Sea a € X5. Luego:
(pod’ 0op V) (a) = (poc’ 0p ) agaias...)
= (¢ 00" (apaydh.. )
= d(ajabas...)
= (

ajasaz . . .)

o(a).

Por lo tanto ¢ o 0’ 0 ¢~ = ¢. Dado que ¢ es un homeomorfismo, esto prueba que
o y o’ son topologicamente conjugadas. O

La Proposicion nos dice que o y ¢’ son topolégicamente conjugadas. Por
lo cual, por Teorema se tiene que hyop(0”’) = log(2). Por lo tanto, tenemos la
siguiente:

Proposicién 5.10. La funcidn shift complemento o’ : Yo — Y5 cumple que
hiop(c’) = log(2).

Asi, la funcion shift complemento ¢’ : ¥5 — Y5 tiene entropia positiva.

La demostracion del siguiente ejemplo la omitimos. La prueba se puede hallar
en [1].

Ejemplo 5.11. Sea GL2(Z) es el grupo general lineal con entradas en los enteros
y A € GLy(Z), con valores propios X\ y A\~! tales que |\| > 1. Sea f4 : T? — T?
dado por fa([z]) = [Az], el automorfismo del toro correspondiente a la matriz A.
Se tiene que:

hiop(fa) = log(|A])-

Ahora nos dedicamos a estudiar a la funcién tienda y analizamos algunas de
sus propiedades. El analisis detallado de la funcién tienda lo podemos hallar en [8].
Comencemos con la definicién formal de esta funcion.

Sea T : I — I la funcion dada por:

2z si < %,
T(z) =
2—2x si x>

N

La funcién T es conocida como funcidn tienda y es una de las funciones mas
estudiada en el campo de los sistemas dinamicos discretos. El nombre de “tienda”
se debe a la forma que tiene la grafica de la funcion T'. Como podemos observar en
la Figura [3] tiene la forma de una tienda de acampar.
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[

RlI= e mmm e e e e e e mmmmmmmmm

FiGUurA 3. Gréfica de la funcién tienda
Ahora analizamos la entropia de T'. El siguiente resultado se puede hallar en la
Proposicion 17.6 de [8].

Proposiciéon 5.12. La funcion tienda T : I — I cumple que para cada n € N,
hiop(T™) > log(2"1).

Ahora probamos que la entropia topologica de la funcién tienda es positiva.
Proposicion 5.13. La funcién tienda T : I — I tiene entropia topoldgica positiva.

DEMOSTRACION: Sea n € N. La Proposicion [5.12] nos dice que:
hrop(T™) > log(2" ).
Por otro lado, del Teorema [4.4] se tiene que hyop(T™) = nhiop(T). Ademés, consi-
derando que log(2"~!) = (n — 1) log(2) obtenemos:
-1
n log(2).

Esto ultimo se verifica para cada n € N. Por lo cual, al tomar el limite cuando n
tiende a infinito obtenemos que:

htOP(T) >

hiop(T) > log(2).
Por lo tanto, la entropia topolégica de T' es positiva. [l

Como podemos observar, en la Proposicién s6lo se prueba que la entropia
de T es positiva, pero no se calcula de manera explicita. Lo tltimo no es necesario
pues nuestro interés estd en si la entropia es o no positiva. Sin embargo, en el
Ejemplo 2.7 de [11], se calcula de manera explicita que hiop(T) = log(2). Mas
atn, en [11], se presenta una forma de calcular en general la entropia de funciones
lineales a trozos.
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1. Introduccién

Este capitulo expositorio se encuentra ubicado dentro de dos ramas de la Ma-
tematica: Topologia y Sistemas Dinamicos. Un sistema dindmico es una pareja
formada por un espacio topologico X (espacio fase) y una funciéon f: X — X,y
es denotado por (X, f). Dependiendo de las propiedades del espacio fase o de la
funcién, se han definido y clasificado tipos de sistemas dinamicos (clases de fun-
ciones dindmicas). Dentro de los sistemas dinamicos mas conocidos y estudiados
hoy en dia se encuentran los siguientes: exactos, mezclantes, transitivos, débilmen-
te mezclantes, totalmente transitivos, fuertemente transitivos, cadticos, minimales e
irreducibles [8], 12}, 14]. El estudio de estos sistemas ha cobrado tanta popularidad
que ha sido llevado a otras areas de la matemaética, como por ejemplo a la teoria de
hiperespacios [4), 10, d5]. Ademas, estas clases de funciones han dado pie a la de-
finicién de otras: érbita-transitivas, estrictamente érbita-transitivas, w-transitivas,
TT, 4, suavemente mezclantes, exactamente Devaney cadticas, totalmente minima-
les, dispersoras, Touhey y los F-sistemas [2), [21], [9, [17]. Dentro de la teoria de los
sistemas dindmicos discretos resulta importante e interesante conocer las relaciones
que existen entre los distintos tipos de sistemas.

En [6], F. Barragan y A. Rojas realizan un estudio detallado de las siguien-
tes clases de funciones: exactas, mezclantes, débilmente mezclantes, transitivas,
totalmente transitivas, fuertemente transitivas, caoticas, minimales, irreducibles,
semiabiertas, turbulentas, orbita-transitivas, estrictamente oérbita-transitivas, w-
transitivas, IN, TT y TT,,. En dicho articulo estudian relaciones que existen
entre estas clases de funciones para un caso general (X espacio topolégico y f cual-
quier funcion). Ademas, mediante la construccion de contraejemplos se verifica que
estas contenciones entre clases de funciones son propias en su mayoria. Finalmente,
se dan condiciones al espacio fase o a la funcion para obtener contenciones que no
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son posibles para el caso general. Siguiendo estas ideas, en el presente capitulo se
introducen y se analizan maés clases de funciones del tipo dinamicas: exactas en el
sentido de Akin-Auslander-Nagar, completamente exactas, fuertemente transitivas
en el sentido de Akin-Auslander-Nagar, muy fuertemente transitivas, exacta transi-
tivas, fuertemente exacta transitivas y fuertemente producto transitivas. El trabajo
esta basado en algunas partes del articulo de E. Akin, J. Auslander y A. Nagar,
Variations on the concept of topological transitivity [1], del cual hemos extraido
algunos resultados y detallado sus demostraciones.

Para un mejor desarrollo de este capitulo, se ha distribuido su contenido en cin-
co secciones. En la Seccién [2se presentan los conceptos basicos necesarios para una
completa comprensién del capitulo. En la Seccién (3] se revisan algunos resultados
preliminares que facilitaran el desarrollo de la Seccién [5} En la Seccion [] se presen-
tan las definiciones de las funciones exactas en el sentido de Akin-Auslander-Nagar,
completamente exactas, fuertemente transitivas en el sentido de Akin-Auslander-
Nagar, muy fuertemente transitivas, exacta transitivas, fuertemente exacta transiti-
vas y fuertemente producto transitivas, se muestran relaciones entre ellas y relacio-
nes de éstas con las clases de funciones estudiadas en [6]. Ademads, en esta seccion
también se analizan contraejemplos que demuestran que estas contenciones entre
clases son propias. Finalmente, en la Seccion [J] se revisan algunos resultados que se
obtienen al pedir condiciones adicionales al espacio fase o a la funcion.

2. Preliminares

En esta secciéon presentamos la notacion y conceptos basicos necesarios para un
buen desarrollo de este capitulo.

Considerando un espacio topologico X y un subconjunto A de X, el interior y
cerradura de A en X los denotamos por intx (A) y clx(A4), respectivamente. Si no
existe riesgo de confusion escribiremos simplemente int(A) y cl(A). Como es usual,
denotamos por N, Z y Z al conjunto de los ntimeros naturales, nimeros enteros y
nimeros enteros no negativos, respectivamente.

Definicién 2.1. Sean m un entero mayor o igual que dos y para cadai € {1,...,m},
sea X; un conjunto no vacio. Se define y denota su producto cartesiano como el
conjunto:

m

HXi ={(z1,...,2m) : 2; € X;, para cada i € {1,...,m}}.

i=1
Cuando X1 = Xy = -+ = X,,, al conjunto H:ll X; se le denota por X{".
Definicién 2.2. Sean m un entero mayor o igual que dos y para cadai € {1,...,m},

sea (X;,7;) un espacio topoldgico. La topologia producto X sobre el conjunto
H:‘i1 X, es la topologia que tiene como base la coleccion 8 ={Uy x --- x Uy, : U; €
7, para cada i € {1,...,m}}. El espacio topoldgico ([];~, Xi,X) se llama espacio
producto de la familia {(X;,7;)}™, y se denota simplemente por [[~, X;.

Definicién 2.3. Sean m un entero mayor o igual que dos y para cadai € {1,...,m},
sea X; un conjunto no vacio y f; : X; — X; una funcion. Se define la funcion
producto [, fi : [[i~, Xi — [1/~, Xi como:

<H fz) ((1‘1, s ’xm)) = (fl(xl)’ .- -afm(xm))’
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para cada (z1,...,2m) € [1im, X;.
Cuando f1 = fo =+ = fm ala funcion []}2, fi se le denota por f™.

Definicién 2.4. Sea (X,d) un espacio métrico, v € X y ¢ > 0. La bola abierta
con centro en x y radio €, se define y denota por:

B(z,e) ={y € X : d(z,y) < €}.

Definicion 2.5. Sean X un espacio topoldgico y E un subconjunto de X. Se dice
que E es denso en X sicl(E) = X.

A continuacion se presenta una caracterizacion de conjunto denso que serd
fundamental para este capitulo, la prueba de este resultado se puede consultar en
[13, pag. 173].

Teorema 2.6. Sean X un espacio topologico y E C X. El conjunto E es denso si
y sdlo si para cada subconjunto abierto no vacio U de X, se cumple que UNE # (.

Definicién 2.7. Un sistema dindmico es una pareja formada por un espacio
topoldgico X y una funcidn f: X — X y lo denotamos por (X, f).

Para referirse al sistema dinamico (X, f) generalmente se hace referencia uni-
camente a la funcion f.

Por otro lado, si f : X — X es una funcion, para cada k € N, la k-ésima
iteracion de f la definimos como la composicion reiterada de f consigo misma
k veces y la denotamos por f*. Estoes, f2 = fof, f> = fofofy en general
1 = fo fF. Se entiende que f' = f y definimos f° = idx (la funcién identidad
en X). No es dificil ver que f* o f* = fk+5 y (f*)* = f¥s. Para un subconjunto A
de X y k un entero, denotamos por f¥(A) a la imagen de A bajo f* cuando k >0
y la preimagen bajo f*I cuando k < 0. En el caso del conjunto que consta de un
tinico punto x, escribimos f~*(x) para denotar al conjunto f~*({z}), donde k > 0.

Uno de los conceptos mas importantes en el estudio de los sistemas dindmicos
discretos es el de orbita de un punto, el cual presentamos a continuacion.

Definicién 2.8. Sea (X, f) un sistema dindmico. La érbita de un punto x € X
bajo f, denotada por O(z, f), es el conjunto {x, f(x), f*(x),...}. Esto es:

Oz, f) ={f"(z) :n € Zy }.

La orbita de un punto puede llegar a ser un conjunto finito, denso o tener
alguna otra propiedad. Estas propiedades van a depender fuertemente del punto x
que se tome. Esto da pie a la definicion de clases de puntos.

Definicién 2.9. Sean (X, f) un sistema dindmico y x,y € X. Se dice que x es:

(1) punto fijo de f si f(z) = x.

(2) Punto periédico de f si existe k € N tal que f*(x) = z. El conjunto de
puntos periddicos de f es denotado por Per(f).

(8) Punto transitivo de f si O(x, f) es denso en X. El conjunto de todos los
puntos transitivos de f es denotado por trans(f).

(4) Punto recurrente de f si para cada subconjunto abierto U de X tal que
€U, existe | €N tal que f'(z) € U.

(5) Punto casi-periddico de f si para cada subconjunto abierto U de X tal que
x € U, eriste | €N tal que f*'(z) € U para todo k > 0.

(6) Punto no errante de [ si para cada subconjunto abierto U de X tal que
x €U, eriste | €N tal que f{(U)NU # 0.
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(7) Punto w-limite de y bajo f si para cualquier k € N y para cada subconjunto
abierto U de X tal que x € U, existe un entero positivo | > k tal que f'(y) € U.
El conjunto de puntos w-limite de y bajo f, es denotado por w(y, f) y es llamado
conjunto w-limite de y.

Proposicion 2.10. Sean (X, f) un sistema dindmico y x € X. Entonces se cum-

plen las siguientes condiciones:

(1) Six es un punto fijo de f, entonces x es un punto periédico de f.

(2) Six es un punto periddico de f, entonces x es un punto casi-periddico de f.

(8) Six es un punto casi-periddico de f, entonces x es un punto recurrente de f.

(4) Si x es un punto transitivo de f y f es continua, entonces x es un punto
recurrente de f.

(5) Si x es un punto recurrente de f, entonces x es un punto no errante de f.

DEMOSTRACION: La prueba de (1) se sigue directamente de la definicion.

(2) Supongamos que z un punto periddico de f. De aqui, existe n € N tal que
f™(z) = x. Sean U un subconjunto abierto de X tal que x € U y k > 0. Puesto que
fFn(x) = (f")*(x) = x, para cada k > 0, se tiene que = es un punto casi-periédico
de f.

(8) Supongamos que x es un punto casi-periddico de f y sea U un subconjunto
abierto de X tal que 2 € U. De aqui, existe | € N tal que f*(z) € U para todo
k > 0. En particular, para k = 1, f!(z) € U. Por lo tanto, x es un punto recurrente
de f.

(4) Supongamos que x es un punto transitivo de f y sea U un subconjunto abierto de
X tal que = € U. Puesto que f es continua, O(z, f)N f~1(U) # (. En consecuencia,
existe I} € Z, tal que fi(x) € f~Y(U). De aqui, fa*(z) € f(f~1(U)) C U. Por
lo tanto, existe [ € N tal que f!(x) € U y asi, x es un punto recurrente de f.

(5) Supongamos que x es un punto recurrente de f y sea U un subconjunto abierto
no vacio de X tal que x € U. De aqui, existe [ € N tal que f!(z) € U. En conse-
cuencia, fl(z) € f{(U)NU y asi, fL(U)NU # 0. Por lo tanto, = es un punto no
errante de f. ([

Transitivo

l

Fijo — Periédico — Casi-periédico — Recurrente — No errante

FicurA 1. Relaciones entre clases de puntos.

Sin embargo, los reciprocos no se cumplen en general.

Ejemplo 2.11. Sean X = {% :n € N}U{0} con la topologia cofinitay f: X — X
dada por
1

1
f(O)—Oyf<n) =TT para cada n € N.

1
Sean U un subconjunto abierto de X y n € N tal que — € U. De aqui, existe

1 1
ng € N con ng > n tal que U = {:ZGNU{O}}U{}UV, con V un
ng + 1 n
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1
subconjunto finito de X. Notemos que f(mo—m)k <> € U, para cada k > 0. Por lo
n

tanto, — es un punto casi-periodico pero no es periodico.
n

Ejemplo 2.12. Sean X = [0,1] con la topologia usual y f : X — X la funcion
dada por

2x, si0<ax<i:

_ = 92y
f(x)—{ x—%, si%<x§1.

No es dificil verificar que x = 1 es un punto periodico pero no es fijo.

Ejemplo 2.13. Sean X = [0,1] con la topologia usual y f : X — X la funcion
dada por

2z, s$i0<x< i
= - 27
f(@) {x—%, si%ﬁxﬁl.

Notemos que si U es un abierto en [0,1] tal que 1 € U, entonces se cumple que
f2(U)NU # 0. De aqui, x = 1 es un punto no errante. Sin embargo, v =1 no es
recurrente ya que para el abierto U = (%, 1] se cumple que f"(1) € U, para cada
n € N.

Ejemplo 2.14. Sea f: X — X como en el Ejemplo[2.13 Claramente x =1 es un
punto recurrente pero mo es transitivo.

Ejemplo 2.15. Sean X = {1,2,3} con la topologia 7 = {0,{1,2}, X} y f: X - X

dada por f(1) =2, f(2) =3y f(3) = 3. Se cumple que x = 1 es un punto recurrente
pero no es casi-periodico.

Definicién 2.16. Sean (X, f) un sistema dindmico y A y B subconjuntos de X.
Se define el siguiente conjunto:

ny(A,B)={keN: AN f*(B) # 0}.

Definicion 2.17. Sean X un espacio topoldgico, A un subconjunto de X y f :
X — X una funcion. Se dice que A es +invariante bajo f si f(A) C A, A es
—invariante bajo f si f~1(A) C A, A es débilmente —invariante bajo f si
AC f(A) y A es invariante bajo f si f(A) = A.

Observacion 2.18. Sea (X, f) un sistema dindmico. El conjunto O(z, f) es +invariante
bajo f.

Retomando el concepto de sistema dindmico, estos objetos matematicos quedan

completamente determinados por las propiedades del espacio fase y de la funcién.
De esta manera, se han clasificado varios tipos de sistemas dinamicos o clases de
funciones dindmicas. Dentro de las funciones més conocidas y estudiadas en el area
de los sistemas dindmicos (y también en otras areas), se encuentran los siguientes.

Definicién 2.19. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se dice que f es:

(1)
(2)
(3)
(4)

exacta si para cada subconjunto abierto no vacio U de X, existe k € N tal que
FH(U) = X.

Mezclante si para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U y V de X,
existe N € N tal que f*(U)NV # 0, para cada k > N.

Transitiva si para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U y V de X,
existe k € N tal que f*(U) NV # 0.

Débilmente mezclante si f*? es transitiva.
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(5) Totalmente transitiva si f° es transitiva, para cada s € N.
(6) Fuertemente transitiva si para cada subconjunto abierto no vacio U de X,
existe s € N tal que X = J;_, f¥(U).
(7) Cadtica si f es transitiva y Per(f) es denso en X (esta definicion corresponde
al caos en el sentido de Devaney [5l pag. 332]).
(8) Minimal si no existe un subconjunto propio A de X el cudl es no vacio,
cerrado e invariante.
(9) Irreducible si el unico subconjunto cerrado A de X tal que f(A) = X es
A=X.
(10) Orbita-transitiva si existe v € X tal que cl(O(x, f)) = X.
(11) Estrictamente orbita-transitiva si existe x € X tal que cl(O(f(z), f)) = X.
(12) w-transitiva si existe v € X tal que w(z, f) = X.
(18) TT4+ si para cualquier par de subconjuntos abiertos no vacios U y V de X,
el conjunto ny(U, V) es infinito.
(14) Suavemente mezclante si para cualquier espacio topoldgico Y y cualquier
funcion transitiva, g : Y — Y, la funcion f x g es transitiva.
(15) Exactamente Devaney cadtica si f es exacta y Per(f) es denso en X.
(16) Totalmente minimal si para cada s € N, f* es minimal.
(17) Dispersora si para cualquier espacio topoldgico Y y cualquier funcion mini-
mal, g: Y =Y, la funcion f X g es transitiva.
(18) Touhey si para cada par de subconjuntos abiertos no wvacios U y V de X,
existen un punto periddico xr € U y k € Z tales que f*(x) € V.
(19) Un F-sistema si f es totalmente transitiva y Per(f) es denso en X.

En el diagrama de la Figura [2] presentamos las relaciones que se dan de manera
general entre las funciones dadas en la Definicién Es decir, considerando a X
como cualquier espacio topolégico y a f : X — X cualquier funcién. La prueba de
estas inclusiones se pueden consultar en [3}, [6, [7] y [17]. Por conveniencia, deno-
tamos con T. transitiva, F. transitiva, E. Devaney caoética y E. orbita-transitiva a
las funciones totalmente transitivas, fuertemente transitivas, exactamente Devaney
cadticas y estrictamente érbita-transitivas, respectivamente.

Lema 2.20. Sea (X, f) un sistema dindmico. Entonces f es exacta si y sdlo si,
para cada subconjunto abierto no vacio U de X, existe N € N tal que f*(U) = X,
para cada k > N.

DEMOSTRACION: Supongamos que f es exacta y sea U un subconjunto abierto no
vacio de X. De aqui, existe N € N tal que fV(U) = X. Si k > N, entonces existe
1 €7y tal que k =1+ N. Asi, f*(U) = fL(fN(U)) = fY(X). Por otro lado, por el
diagrama de la Figura [2] ya que f es exacta, f es sobreyectiva. En consecuencia,
fY(X) = X. Por lo tanto, f*(U) = X. O

Una pregunta que surge de manera natural, es si estas contenciones entre clases
son propias. En [6], F. Barragan y A. Rojas, mediante la construccion de contra-
ejemplos muestran que la mayoria de estas contenciones son propias. En el mismo
trabajo se dan condiciones bajo las cuales algunos de estos sistemas son equivalen-
tes.

En la Seccion [ introduciremos mas funciones dinamicas y veremos qué rela-
ciones existen entre éstas y las funciones definidas en la presente seccion.
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Sobreyectiva <——— Exacta Suavemente mezclante
Irreducible Mezclante — Débilmente mezclante
Un F-sistema —— T. transitiva F. transitiva

Touhey ———  Cadtica — Transitiva <——— w-transitiva

v

E. Devaney caética TT, 4 Dispersora E. érbita-transitiva

Orbita-transitiva

F1GURA 2. Resumen de relaciones que se dan de manera general.

3. Resultados preliminares

Dedicamos esta secciéon al andlisis de resultados que necesitaremos para un
mejor desarrollo de la Seccion [5

Una prueba detallada del Teorema de Baire se puede consultar en [20, Teorema
15, pag. 139].

Teorema 3.1 (Teorema de Baire). Sean X un espacio métrico completo y {A,}>2 4
una coleccion de conjuntos no vacios, abiertos y densos en X. Entonces se cumple

que A=,2; Ap #0.

Teorema 3.2. Sean X un espacio topoldgico compacto y {X,}52, una familia de
subconjuntos cerrados y no vacios de X tales que X, 11 C X,, para cada n € N.
Entonces se cumple que ﬂzozl X, # 0.

DEMOSTRACION: Supongamos que (), X, = 0. Luego, X = X\(N_, X,). De
aqui, [J,, (X\X,,) = X. Puesto que X es compacto y X\X, es abierto, para cada
n € N, existen nq,...,ny tales que X = U?:l(X\an)‘ Sea m = méx{ny,...,nk}.
Luego, X = X\X,,. De aqui, X,,, = 0. Lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
Moy Xn # 0. O
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Lema 3.3. Para cada k € N se cumple lo siguiente:

2 om1
U |30 | =01
m=0

DEMOSTRACION: La prueba se hard por inducciéon sobre k. Si k = 1, entonces

U [52] - (3] o [33] -

Supongamos que el resultado se cumple para k y veamos que se cumple para
ok+1_q

1
E+4+1.Sea U = U [2:11,7;:1} y pongamos s = 2F*1. De aqui:
m=0
[0 1} [1 2} [52 51] {51 s]
U = |[-,-|ul=2|u-u : U 2
s s s's s s s s

[0 2 2 4 2kt 9 gkl
= g gert | Y g gerr | VoY T gk

[0 1 12 2k —1 2k

= oY | VY T
k

B 2 Tm om+1

B QO ok’ ok

= [0,1].

Como se queria demostrar. O

Sea T : [0,1] — [0,1] la funcién dada por:

2x siz<i
T(x) = ’ %’
2—-2zx, siz> 3
Esta funcién se conoce como la funcion tienda y a continuacién presentamos una
de sus tantas propiedades.

Teorema 3.4. La funcidn tienda es exacta en el intervalo [0, 1].

DEMOSTRACION: Sea U un subconjunto abierto no vacio de [0, 1]. De aqui, existen
a,b € [0,1] tales que a < by (a,b) C U. Se tiene que b — a > 0. Luego, por la
propiedad Arquimediana, eXiste N € N tal que 2N < b — a. Por otro lado, ya que

2N > 2N, se cumple que N < b—a. En consecuencia, 2% < b*7“ y asi, 2% < 1’77“
Ahora bien, por el Lema ,
oN 1
m m+
m=0
Puesto que a € [0,1], existe [ € {0,. — 1} tal que 3 < a < L. Veamos
que L2 <b. Supongamos que b < ”2 De aqui, L2 — QLN >b— s >b—a. En

consecuenaa, 2N > b—ay asi, QN > b . Lo cual es una contradlcmon. Por lo tanto,
B2 <byasia <L <2 <b. Lo cual implica que [55t, L] C (a,b). Pongamos
m =141, de [16] Pr0p051c1on 1.6.2], TV : [QﬂN, 7"2—#] — [0, 1] es un homeomorfismo,
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Consecuentemente, TV es sobreyectiva y asi, TV ([2%, 24*]) = [0,1]. De aqui,
[0,1] € TN((a,b)) € TN (U). Por lo tanto, f es exacta. O

Como podemos observar en el Ejemplo 35 si un conjunto es +invariante,
—invariante, débilmente —invariante o invariante, no siempre ocurre que su clausura
tenga la misma propiedad.

Ejemplo 3.5. Sean X = [0, 1] con la topologia usual y f : X — X la funcion dada
por

x, 20§m<%;
fl@)=q 1 si T = g3
2 —13), sii<z<l

=

Notemos que f ((07 %)) = (0, %) Esto es, el conjunto (
riante. Sin embargo, f([ ,%]):[ ,Q)U{ }Z[ ]y
no es ni +invariante ni invariante. Por otro lado, (% % .
(17 %) es débilmente —invariante, pero cl ((l l)) ( 1

) es +invariante e inva-
consecuencia, cl ((0, %))
C f((5.3)), es decir,
1
4

1
)2
enc

~—

b P 12 (( %))):[4’2)U{ }
También, f~' ((5.3)) = (3.3) pero f71([3:3]) = [3:2) {3} £ [3.3]. Delo
anterior se concluye que en gemeral un conjunto +invariante, —invariante, débil-
mente —invariante o invariante, no hereda la respectiva propiedades a su clausura.

Ahora nos interesa saber bajo qué condiciones la cerradura de un conjunto
+invariante, —invariante, débilmente —invariante o invariante se hereda la respec-
tiva propiedad.

Teorema 3.6. Sean X un espacio topoldgico compacto y de Hausdorff, f : X — X
una funcidn continua y A C X. Si A es +invariante, débilmente —invariante o
invariante, entonces cl(A) es +invariante, débilmente —invariante o invariante,
respectivamente.

DEMOSTRACION: Dado que f es continua, f(cl(A)) C cl(f(A)). Por otro lado, ya
que X es compacto, cl(A) es compacto y ademds, como f es continua f(cl(A)) es
compacto. Finalmente, puesto que X es de Hausdorff, f(cl(A)) es cerrado. Es decir,
f(cl(A)) = cl(f(cl(A))). Por lo tanto, cl(f(A)) C cl(f(cl(A))) = f(cl(A)).

Ahora bien, si A es +invariante, entonces f(cl(A)) = cl(f(A4)) C cl(A) y asi,
cl(A) es +invariante. Si A es débilmente —invariante, entonces cl(A) C cl(f(A)) =
f(cl(A)). De aqui, cl(A) es débilmente —invariante. Finalmente, si A es invariante,
entonces f(cl(4)) = cl(f(A)) = cl(A). Por lo tanto, cl(A) es invariante. O

Teorema 3.7. Sean X un espacio topoldgico, f : X — X wuna funcion abierta y
ACX. Si A es —invariante, entonces cl(A) es —invariante.

DEMOSTRACION: Supongamos que A es —invariante y sean x € f~1(cl(4)) y U
un subconjunto abierto de X tal que z € U. Esto es, f(x) € cl(4) y f(z) € f(U).
Como f es abierta, f(U) es un subconjunto abierto y asi, f(U) N A # 0. De aqui,
existe a € U tal que f(a) € A. Esto implica que a € f~1(A) N U. Finalmente,
x €cl(f~H(A)) yast, f~1(cl(A)) C cl(f~1(A)). Méas atin, ya que A es —invariante,
F7(cl(A)) C cl(A). Por lo tanto, cl(A) es —invariante. O

De la Definicién se deduce facilmente que todo conjunto invariante es
también +invariante. Sin embargo, existen conjuntos +invariantes que no son in-
variantes. En el Teorema [3.8 se dan condiciones bajo las cuales es posible construir
un conjunto invariante a partir de uno +invariante.
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Teorema 3.8. Sean X wun espacio topoldgico compacto y de Hausdorff, f : X —
X wuna funcion continua y A un subconjunto cerrado no vacio de X. Si A es
+invariante, entonces A contiene a un subconjunto no vacio, cerrado e invariante.

DEMOSTRACION: Sean Ag = Ay para cada n € N, consideremos A,, = f™*(A4). No-
temos que, para todo n € Z,., A, es un subconjunto cerrado y no vacio, pues X es
compacto y de Hausdorff y f es continua, ademas A, 1 = f"1(A4) = f*(f(A)) C
f™(A) = A,. Es decir, {4,}52, es una sucesion decreciente de subconjuntos ce-
rrados no vacios de X. Pongamos B = ﬂzozo A, claramente B es cerrado y, por
el Teorema es no vacio. Ahora veamos que B es +invariante bajo f. Primero
observemos que, para cada n € N, f(A4,) = f(f*(A)) = f"*1(A4) = A, 41. De aqui,

o0 (o] o0 (o]
f(B)f<ﬂ An> C () f(A) =14 C [ An=B

n=0 n=0 n=1 n=0
Asi, B es +invariante. Finalmente, veamos que B es débilmente —invariante. Sea
x € B. De aqui, para cadan € Zy, x € A,+1 = f(A,) y, en consecuencia, existe
z € A, tal que f(z) = z. Asi, f~1(z) N A,, # 0. Como X es de Hausdorff y f es
continua, para cada n € Z,, f~!(z) N A, es un subconjunto cerrado y no vacio y
ademéas f~1(z)NA,41 C f~1(z)NA,. De lo anterior se tiene que {f~1(z) N A, }52,
es una sucesion decreciente de subconjuntos cerrados y no vacios. Nuevamente, por
el Teorema Moo (f7H(x) N Ap) # 0. Por otro lado, N, —_,(f~*(z) N 4,) =
f~Y(x) N B por lo cual, f~1(x) N B # 0 y asi, existe z € B tal que f(z) = x,
esto prueba que B es débilmente —invariante. Por lo tanto, B es un subconjunto
invariante de X contenido en A. O

Recordemos que una funcién es minimal si no existe un subconjunto propio
cerrado no vacio e invariante en el espacio fase. Por otro lado, existen subconjuntos
+invariantes que no son invariantes. Asi que podria darse el caso en el que, en un
sistema minimal exista un subconjunto propio cerrado, no vacio y +invariante. Sin
embargo, si el espacio fase es compacto y de Hausdorff y la funcion es continua,
también podemos descartar la existencia de subconjuntos propios cerrados no vacios
y +invariantes en un sistema minimal.

Teorema 3.9. Sean X un espacio topolégico compacto y de Hausdorffy f: X — X
una funcion continua. Si f es minimal, entonces no ezisten subconjuntos propios
de X que sean no vacios, cerrados y +invariantes.

DEMOSTRACION: Sea A un subconjunto propio de X el cual es cerrado no vacio y
+invariante. De aqui, por el Teorema [3.8] existe un subconjunto F de A cerrado no
vacio e invariante. Puesto que f es minimal, se tiene que £ = X y asi, A = X, lo
cual es una contradicciéon. Por lo tanto, no existen subconjuntos propios de X que
sean cerrados no vacios y +invariantes. ([l

Teorema 3.10. Sean X un espacio topoldgico compacto y de Hausdorffy f: X —
X wuna funcion continua. Si X no tiene subconjuntos propios no vacios cerrados y
“+invariantes, entonces para cada x € X, x € trans(f).

DEMOSTRACION: Sea x € X. Por la Observacion y el Teorema 3.6} cl(O(z,
es un subconjunto cerrado no vacio y +invariante. Asi, por hipotesis, cl(O(z, f)) =
X. Esto es = € trans(f). O
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Teorema 3.11. Sean X un espacio topoldgico compacto y de Hausdorffy f: X —
X una funcidn continua. Si f es minimal, entonces f es transitiva.

DEMOSTRACION: Si f es minimal, por el Teorema X no tiene subconjuntos
propios no vacios, cerrados y +invariantes. De aqui, por el Teoremal3.10} trans(f) =
X. Sean U y V subconjuntos abiertos no vacios de X y = € U. Por hipétesis,
VN O(x, f) # 0. De aqui, existe n € Z4 tal que f*(z) € V. Luego, f"(z) €
f™(U)NV.Por lo tanto, f es transitiva. O

Teorema 3.12. Sean X un espacio topoldgico y f : X — X wuna funcion conti-
nua. Si f es transitiva, entonces para cada subconjunto abierto no vacio U de X,
Uo—, f7™(U) es un subconjunto abierto y denso en X.

DEMOSTRACION: Sean U y V subconjuntos abiertos no vacios de X. Ya que f es
continua, [ J;2; f~™(U) es abierto. Por otro lado, puesto que f es transitiva, existe
no € Ntal que f™(V)NU # 0. De aqui, VNf~"0(U) # 0y asi, V(Uy—y f~"(U)) #
0. Por lo tanto, J,—, f~"(U) es un subconjunto denso en X. O

Teorema 3.13. Sean X un espacio topoldgico y f : X — X wuna funcidn. Si
trans(f) = X, entonces para cada subconjunto abierto no vacio U de X se cumple

que U,Z, f7(U) = X.

DEMOSTRACION: Sean U un subconjunto abierto no vacio de X y = € X. Por
hipotesis, O(f(z), f) NU # 0. De aqui, existe n € N tal que f*(z) € U. Esto es,
z € f~"(U). Por lo tanto, z € J,—, f"(U) y ast, U,—, f™(U) = X. O

Finalizamos esta seccién con un resultado que muestra una relaciéon entre una
funciéon transitiva y una funcion orbita-transitiva. Observe que en el caso general
no hay relacién entre estas dos clases de funciones.

Teorema 3.14. Sean (X, d) un espacio métrico compacto y f : X — X una funcion
continua. St f es transitiva, entonces f es orbita-transitiva.

DEMOSTRACION: Puesto que X es métrico y compacto, para cada k € N exis-
ten puntos iy, Tk, ...,k € X tales que X = U;k:lB(xjk7%). Sea {U;}2, la
colecciéon formada por todas estas bolas abiertas. Esto es:

U1 = B(LEH, 1),U2 = B(l‘gl, 1),. . .,Ull = B(:Z?lll, 1)

1 1 1
U,+1 =B <$12, 2> U2 =D (3522, 2) yoos Uiy, = B <$122, 2)

1
Uyt1,41 =8B (5513, 3)

Luego, para cada i € N, pongamos A; = |J,-_, f~™(U;). Claramente, para cada
i € N, A; es un subconjunto abierto de X y por el Teorema[3.12} A; es denso en X.
Luego, por el Teorema de Baire, A = ()7, A; # (). Veamos que para cada = € A,
x es un punto transitivo. Sean zy € A y U un subconjunto abierto no vacio de X.
Asi, podemos tomar yo € U y €y > 0 tales que B(yp,€p) C U. Ahora sea k € N tal
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que % <ZF. Yaquey €U CX = U;Lil B(zj, %), existe jo € {1,...,n} tal que
Yo € B(zjyk, 1)- Notemos que si z € B(zjyy, 1), entonces:

1 1 € €
d(z’yo) = d(z7xj0k) + d(zjokvyo) < E + E < 50 + 50 = €g.

En consecuencia, z € B(yo,€0) y asi, B(xjyk, %) C B(yo,€0)- De lo anterior se
tiene que yo € B(zjyk, %) C B(yo,€0) C U. Por otro lado, ya que z € A, z € A;
para cada i € Ny asi, z € p._, f~™(B(zjyk, %)) De aqui, existe n € N tal que
z € f7"(B(xjyk, 1)), lo cual implica que:

piore (1 (5 (s ) € 8 (s D) € B

Finalmente, O(z, f) N U # 0 luego, O(z, f) es denso en X. Por lo tanto, = es un
punto transitivo de f y asi, f es érbita-transitiva. O

4. Mas clases de funciones dinamicas

Dedicamos esta seccion a la introduccion de més clases de funciones dinadmicas
y veremos coémo éstas se relacionan con las clases de funciones proporcionadas en
la Definicién [2.19] para el caso general.

Definicién 4.1. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se dice que f es:

(1) exacta en el sentido de Akin-Auslander-Nagar si para cada par de sub-
conjuntos abiertos no vacios U y'V de X, existe k € N tal que f*(U)Nf* (V) #
0.

(2) Completamente exacta si para cada par de subconjuntos abiertos no vacios
UyV de X, existe k € N tal que int(f*(U) N f*(V)) # 0.

(3) Fuertemente transitiva en el sentido de Akin-Auslander-Nagar si para
cada subconjunto abierto no vacio U de X, | J;—, f*(U) = X.

(4) Muy fuertemente transitiva si para cada subconjunto abierto no vacio U
de X, ezriste N € N tal que U,Ij:l fHU) = X.

(5) Exacta transitiva si para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U y 'V
de X, Ur—, (f*(U) N fE(V)) es denso en X.

(6) Fuertemente exacta transitiva si para cada par de subconjuntos abiertos
no vacios U y V de X, Ur—, (f*(U) N fE(V)) = X.

(7) Fuertemente producto transitiva si para cada k € Z,, f** es fuertemente
transitiva en el sentido de Akin-Auslander-Nagar.

Por conveniencia, de aqui en adelante nos referiremos a las funciones exacta
en el sentido de Akin-Auslander-Nagar y fuertemente transitiva en el sentido de
Akin-Auslander-Nagar con exacta en el sentido de Akin y fuertemente transitiva
en el sentido de Akin, respectivamente.

Proposicion 4.2. Sea (X, f) un sistema dindmico. Entonces se cumplen las si-
guientes condiciones.

(1) Si f es completamente exacta, entonces f es exacta en el sentido de Akin.

(2) Si f es exacta, entonces [ es exacta en el sentido de Akin.

(8) Si f es muy fuertemente transitiva, entonces [ es fuertemente transitiva en el
sentido de Akin.

(4) Si f es fuertemente transitiva en el sentido de Akin, entonces f es transitiva.
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(5) Si f es fuertemente exacta transitiva, entonces [ es exacta transitiva.

(6) Si f es exacta transitiva, entonces [ es transitiva.

(7) Si [ es fuertemente producto transitiva, entonces f es fuertemente transitiva
en el sentido de Akin.

DEMOSTRACION: (1) Supongamos que f es completamente exacta y sean U y V
subconjuntos abiertos no vacios de X. De aqui, existe k € N tal que int(f*(U) N
fE(V)) # 0. Puesto que int(f*(U) N fF(V)) C fEU) N fF(V), se tiene que f*(U)N
f¥(V) # 0. Por lo tanto, f es exacta en el sentido de Akin.
(2) Supongamos que f es exacta y sean U y V subconjuntos abiertos no vacios de
X. Por el Lema existen N1, No € N tales que f*(U) = X y fk2(V) = X,
para cada k; > Ny y ko > No. De aqui, ff11*2(U) = X y fF1+k2(V) = X. Por lo
tanto, fFtk2(U)N fAtk2(V) #£ 0 y asi, f es exacta en el sentido de Akin.
(8) Supongamos que f es muy fuertemente transitiva y sea U un subconjunto
abierto no vacio de X. De aqui, existe N € N tal que Uiv=1 fF(U) = X. Dado que
Ue_, F5(U) U, fR(U), se tiene que >, f¥(U) = X. Por lo tanto, f es exacta
en el sentido de Akin.
(4) Supongamos que f es fuertemente transitiva en el sentido de Akin y sean U y V
subconjuntos abiertos no vacios de X . De aqui, -, fF(U) = X y en consecuencia,
para cada v € V, existe k; € N tal que v € f*1(U). Por lo tanto, existe k € N tal
que fF(U)YNV # 0y asi, f es transitiva.
(5) Supongamos que f es fuertemente exacta transitiva y sean U y V subconjuntos
abiertos no vacios de X. De aqui, Ug—,(f*(U) N f*(V)) = X. En consecuencia,
para cualquier abierto no vacio W de X, (Up—, (f*(U)N fE(V))) N W # 0y asi,
U, (f*(U) N f¥(V)) es un subconjunto denso en X. Por lo tanto, f es exacta
transitiva.
(6) Supongamos que f es exacta transitiva y sean U y V subconjuntos abiertos
no vacios de X. De aqui, ;= (f*(U) N f¥(U)) = Uz, f¥(U) es denso en X. En
consecuencia, (Up—, fH¥(U)) NV # 0y asi, existe k1 € N tal que f*(U)NV # 0.
Por lo tanto, f es transitiva.

La prueba de (7) se sigue directamente de las definiciones. ]

En el diagrama de la Figura [3] se resumen los resultados obtenidos en la Pro-
posicion [A.2

Otras relaciones entre las funciones de la Definicion que no aparecen en el
diagrama de la Figura 3| son las que se muestran a continuacién.

Teorema 4.3. Sea (X, f) un sistema dindmico. Entonces se cumplen las siguientes
condiciones:

(1) Si f es exacta, entonces f es muy fuertemente transitiva.

(2) Si f es exacta, entonces f es fuertemente producto transitiva.

(8) Si f es exacta, entonces [ es exacta transitiva.

(4) Si f es fuertemente producto transitiva, entonces | es fuertemente exacta tran-
sitiva.

(5) Si f es exacta transitiva, entonces f es exacta en el sentido de Akin.

DEMOSTRACION: La prueba de (1) se sigue directamente de las definiciones.
(2) Supongamos que f es exacta y sea k € Z,. Por [18, Teorema 4.3], f** es
exacta. Sea U un subconjunto abierto no vacio de X **. De aqui, existe [ € N tal que
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(f*FHU) = X<k, Por lo tanto, | J;=, (f*%)1(U) = X** y asi, f** es fuertemente
transitiva en el sentido de Akin.
(8) Supongamos que f es exacta y sean U y V subconjuntos abiertos no vacios de
X. De aqui, existen I1,l € N tales que f*(U) = X y f2(V) = X. Ademés, por el
Lema flatlz(U)n fitl2 (V) = X. De aqui, para cualquier subconjunto abierto
no vacio W de X, se cumple que (f*+2(U)n fati2(V))NW # (. En consecuencia,
(UpZy fEU)Y N f5(V)) n W # 0. Por lo tanto, Uy, f¥(U) N f¥(V) es denso en X
y asi, f es exacta transitiva.
(4) Supongamos que f es fuertemente producto transitiva y sean U y V' subconjun-
tos abiertos no vacios de X. Ya que f*? es fuertemente transitiva en el sentido de
Akin, se tiene que (J;—, (f*?)*(U x V) = X*2.Siz € X, entonces existe k1 € N tal
que (z,z) € (f*2H)* (U x V). Esto es, (z,7) € f*(U) x f¥1(V), lo cual implica que
z € fR(U)N fF (V). Por lo tanto, z € Uy, f5(U)N f*(V) y asi, f es fuertemente
exacta transitiva.
(5) Supongamos que f es exacta transitiva y sean U y V subconjuntos abiertos
no vacios de X. De aqui, [J;—, f*(U) N f*(V) es denso en X. Consecuentemente,
(Unzy FHU)YN f5(V)) NU # 0, lo cual implica que existen k1 € Ny z € X tales
que z € fF1(U)N f*(V)NU. Finalmente, f*(U) N f* (V) # (). Por lo tanto, f es
exacta en el sentido de Akin. (Il

Los siguientes son ejemplos de funciones con las propiedades presentadas en la
Definicion E11
Ejemplo 4.4. Sean X =[-1,1] y f : X — X la funcion dada por

—(2+422), si —1<z<—3;
flx)=4q 2z, si—%ﬁxﬁ%;
2 — 2z, sii<az<l

Esta funcién es exacta en el sentido de Akin.

En efecto, por el Teorema f |[071] ¥ [ |(-1,00 son funciones exactas, por lo
que cualquier intervalo abierto contenido en [0,1] o [—1,0], eventualmente cubrira
a [0,1] o a [-1, 0], respectivamente, cuya interseccion es {0}, y puesto que 0 es un

punto fijo de f, para cada par de intervalos abiertos U y V de [—1, 1], existird n € N
tal que 0 € f*(U) N f*(V). Por lo tanto, f es exacta en el sentido de Akin.

Ejemplo 4.5. Sean X =[-1,1] y f : X — X la funcion dada por

—(2+422), si —1<z<—3;
flz) = 2z, S1 —%gxgé;
3 — 4z, si%ﬁxﬁl.

Esta funcion es completamente exacta.

En efecto, observemos que f es una funcion abierta y que cualquier intervalo
abierto O C [—1,0]U[2, 1] cumplira que f(O) C [~1,0] y, por tanto, f*(0) C [-1,0]
para toda k € N. Ademas, la imagen de O va “creciendo” después de cada iteracion,
de manera que existe una ng € N tal que f™*(0) = (—1,0) para toda n > ny.

Ahora bien, si O C [0, 2], existe alguna m € N tal que f™(0) N [3,1] # 0, lo
que significa que f™+1(0) N (—1,0) # 0.

De esta forma, para cada par de abiertos no vacios U y V de X, siempre
existird alguna ko € N tal que f*(U) N f* (V)N (=1,0) # 0. Por lo tanto f es
completamente exacta.
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Ejemplo 4.6. Dado que la funcion tienda T es exacta, por el Teorema [{-3, T
es muy fuertemente transitiva, fuertemente producto transitiva, exacta transitiva y
fuertemente exacta transitiva. Ademds, por la Proposicion (8), T es fuerte-
mente transitiva en el sentido de Akin.

Como era de esperarse, las contenciones entre clases de funciones que se mues-
tran en el diagrama de la Figura[3]son propias. Los contraejemplos para las funciones
de la Definicion 2.19)se pueden consultar en [6]. Para las funciones de la Definicion
se tienen los siguientes.

Exacta en
el sentido <—— Completamente
de Akin exacta
Sobreyectiva <———— Exacta Suavemente Fuertemente

producto

mezclante s
/ transitiva

Mezclante —— Débilmente
mezclante

Muy fuer- Fuertemente
temente ..
.. transitiva
transitiva
Fuertemente
. Totalmente transitiva Fuertemente
Un F-sistema — " en el exacta
transitiva . L.
sentido transitiva
de Akin
Exacta
transitiva

/

Touhey ———— Cadtica — Transitiva <——— w-transitiva

Exactamente /

TT, Dispersora Estrictamente
orbita-transitiva

Devaney
cadtica

orbita-transitiva

FigUurA 3. Inclusiones entre clases de funciones, caso general.
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Ejemplo 4.7. Sean X =[-1,1] y f : X — X la funcion dada por
—(2+2x), si —lgxﬁ—%;
flz) =1 2z, si—s<z< i
2 — 2z, si%<x§1.
Se tiene que f es exacta en el sentido de Akin y f no es completamente exacta.

En efecto, sean (a,b) y (¢,d) en [—1,1]. Se tienen los siguientes casos:
Caso (1): (a,b), (¢,d) € [0,1] o (a,b), (¢,d) C [—1, 0]. Puesto que en el intervalo [0, 1]
la funcién f coincide con la funcién tienda y ademas la funcién tienda es exacta, por
el Lema [2.20} existen N1, Ny € N tales que f*'((a,b)) = [0,1] y f*2((c,d)) = [0,1],
para cada k; > Ny y ko > Ny. De aqui, para k¥ = max{kq, k2} se cumple que
E((a, b)) 0 f*((¢e,d)) # 0. Si (a,b),(c,d) C [~1,0], con un argumento analogo al
anterior se tiene que f*((a,b)) N f*((c,d)) # () para un k € N.
Caso (2): 0 € (a,b) 0 0 € (¢,d). Si 0 € (a,b), entonces existe k € N tal que
E((a,b)) = [-1,1] y asi, f¥((a,b)) N f¥((c,d)) = f¥((c,d)) # 0. Analogamente, si
0 € (c,d), entonces existe k € N tal que f*((a,b)) C f*((c,d)) = [-1,1] y por lo
tanto f((a,b)) N f* (¢ d)) # 0.
Caso (3): (a,b) C[-1,0] y (¢,d) C [0,1]. En este caso, existen ki1, ko € N tales que
*((a,0)) = [0,1] y f*2((¢,d)) = [~1,0]. De aqui, para N = méx{ky, ko} se cumple
que f*((a,b)) N f¥((c,d)) = {0}, para cada k > N.

De los casos (1), (2) y (3) se concluye que f es una funcion exacta en el sentido
de Akin. Ademaés, por el caso (3), se tiene que f no es completamente exacta.

Ejemplo 4.8. Sean X = {1 :n e N} U{0} C[0,1] con la topologia T = {A C X :
X\Aes finito} y f : X — X la funcion dada por f (%) = n%‘_l, para cadan # 0 y
f(0) = 0. Entonces f es exacta transitiva pero no es fuertemente exacta transitiva.
En efecto, para cualquier par de subconjuntos abiertos no vacios U y V de
X, 0 € U (fFU) n fR(V) y ast, Upe, (fF(U) N f¥(V)) es denso en X. Sin
embargo, para los abiertos U = { : n € N\{1,2,3,4}}U{0} y V ={1 :n e
N\{1,2,3}} U {0}, se cumple que ;2 (f*(U) N f*(V)) # X.
Ejemplo 4.9. Sea f : X — X como en el Ejemplo[[.8 Entonces f es exacta en
el sentido de Akin pero no es exacta.

En efecto, para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U y V de X se
cumple que 0 € f(U)Nf(V) yasi, f(U)Nf(V) # 0. En consecuencia, f es exacta en
el sentido de Akin. Sin embargo, para el conjunto abierto U = { % : n € N\{1}}u{0}
y para cada k € N, se cumple que 1 € f*(U). Por lo tanto, f no es exacta.

Ejemplo 4.10. Sea f : X — X como en el Ejemplo [{.8 Se cumple que f es
transitiva pero no es fuertemente transitiva en el sentido de Akin.

En efecto, si U y V son subconjuntos abiertos no vacios de X, entonces U =
[0, %] U, y v = [0, %} UWs con n,m € Ny Wy, Wy C X finitos. Se cumple
que, para cada n € N, f*(U) = {0, ﬁ} U fr(Wh). Asi, f/(U) NV # 0, para
cada n € N. En consecuencia, f es transitiva. Por otro lado, para el abierto U =
{% in € N\{1,2,3}} U {0} y para cada k € N, se cumple que (o, f*(U) # X.
Por lo tanto, f no es fuertemente transitiva en el sentido de Akin.
Ejemplo 4.11. Sea S* = {e*™ :a € [0,1]} y f: St — S dada por f(0) =0+ k
donde % es irracional. De aqui, [ es transitiva pero no es exacta en el sentido de
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Akin [11] Ejemplo 1]. Por otro lado, por el Teorema se sabe que toda funcion
exacta transitiva es exacta en el sentido de Akin. Por lo tanto, f no puede ser una
funcién exacta transitiva.

5. Condiciones al espacio fase o a la funcién

En esta seccion analizamos otras relaciones que se pueden establecer entre las
funciones presentadas en las definiciones y cuando se piden condiciones
adicionales al espacio fase o a la funcion.

Para el caso general no es posible establecer una relacion entre las funciones
completamente exactas y transitivas. Sin embargo, para funciones continuas cuyo
conjunto de puntos peridédicos es denso, se puede establecer el siguiente:

Teorema 5.1. Sean X un espacio topolégico y f : X — X una funcion continua tal
que Per(f) es denso en X. Si f es completamente exacta, entonces f es transitiva.

DEMOSTRACION: Supongamos que f es completamente exacta y sean U y V sub-
conjuntos abiertos no vacios de X. Por hipotesis, existe [ € N tal que int(f'(U) N
fYV)) # 0. Esto es, existe un subconjunto abierto no vacio W de X tal que
W C f(U) N fYV). Sea a € W. De aqui, existe x € V tal que f'(z) = a, lo
cual implica que f~'({a}) = f~' (f' ({z})). Ya que {z} C f~' (f' ({2})), entonces
{z} € f~'({a}) € f~Y(W). En consecuencia, = € f~{(W) N V. Ademés, ya que
f es continua, T = f~!{(W) NV es un subconjunto abierto no vacio de X y dado
que Per(f) es un subconjunto denso, existen s € T'y m € N tales que f™(s) = s.
Notemos que para cada p € N, se cumple que fP™(s) = s, lo cual implica que
podemos tomar i > [ tal que fi(s) = s. Por otra parte, ya que s € f~{(W) NV,
se tiene que f!(s) € f' (f~/(W)) € W. Ademas, como W C f{(U) n fY(V), existe
u € U tal que f'(u) = f!(s). De aqui:

i) =71 w) = 17 (F(s) = fi(s) = s.
Finalmente, s € f4(U)NV. Por lo tanto, f{(U)NV # 0 y asi, f es transitiva. 0

Teorema 5.2. Sean X un espacio topoldgico y f : X — X una funcion abierta. Si
f es exacta en el sentido de Akin, entonces f es completamente exacta.

DEMOSTRACION: Sean U y V subconjuntos abiertos no vacios de X. Como f es
exacta en el sentido de Akin, existe n € N tal que f*(U) N f*(V) # 0. Por otro
lado, ya que f es abierta, f™(U)N f*(V) es un subconjunto abierto de X, de aqui,
int(f™(U) N (V) = f~(U) N (V). Por lo tanto, int(f*(U) N f*(V)) # 0 y asi,
f es completamente exacta. O

Teorema 5.3. Sean X un espacio topoldgico compacto y f : X — X una funcion
abierta. Si f es fuertemente transitiva en el sentido de Akin, entonces f es muy
fuertemente transitiva.

DEMOSTRACION: Sea U un subconjunto abierto no vacio de X. Dado que f es
abierta, para cada | € N, f!/(U) es un subconjunto abierto. Ademas, ya que f es
fuertemente transitiva en el sentido de Akin, (Jy—, f*(U) = X. Asi, {f/(U) : | € N}
es una cubierta abierta para X. Como X es compacto, existe una subcubierta finita
de X, {fll(U),fl2,...7fl5(U)} con s € N. Sea N = méax{ly,...,ls}. De aqui,
Ufgvzl fF(U) = X. Por lo tanto, f es muy fuertemente transitiva. O
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Teorema 5.4. Sean X un espacio métrico compacto y perfecto y f : X — X una
funcion continua. Si f es transitiva y completamente exacta, entonces f es exacta
transitiva.

DEMOSTRACION: Sean U y V subconjuntos abiertos no vacios de X. Ya que f es
completamente exacta, existe kg € N tal que int (fko (U) N fho (V)) # (). Mas atn,
como

feyn vy < | (FFU)n ),
k=1
se tiene que

int (f*(U) N f*(V)) C int (U Fuyn f‘“(V)) :
k=1

Asi, int(Uy—, f5(U) N f*(V)) # 0. Por otro lado, por el Teorema [3.14] f es orbita-
transitiva. Esto es, existe € X tal que cl(O(z, f)) = X. De aqui, int(Jy—, f5(U)N
FE(V))NO(z, f) # 0. Consecuentemente, existe I € Z tal que f'(z) € Up—, (f*(U)N
fE(V)). Luego, para cada s € N, f5(f!(z)) € Upe, (f*(U) N fE(V)) y asi,
o(f'(x), f) € JF @) n fFv)).
k=1

Por otro lado, ya que = es un punto transitivo, de [I9, Lema 1.3.16], se tiene que
f(x) también es un punto transitivo, esto es, O(f!(z), f) es denso en X. Por lo
tanto, Up—, (f¥(U) N f*(V)) es un subconjunto denso de X y asi, f es exacta
transitiva. (]

Teorema 5.5. Sean X un espacio topoldgico y f : X — X una funcion abierta. Si
f es fuertemente transitiva, entonces f es muy fuertemente transitiva.

DEMOSTRACION: Sea U un subconjunto abierto no vacio de X. Puesto que f
es abierta, f(U) es un subconjunto abierto y como f es fuertemente transitiva,
existe s € N tal que X = U_, f*(f(U)) = UL, fi(U). Por lo tanto, f es muy
fuertemente transitiva. O

Teorema 5.6. Sean X un espacio topoldgico y f : X — X una funcion abierta. Si

f es fuertemente transitiva, entonces f es fuertemente transitiva en el sentido de
Akin.

DEMOSTRACION: Si f es fuertemente transitiva, por el Teorema[5.5 f es muy fuer-
temente transitiva. Ademas, por el Diagrama de la Figura[3] si f es muy fuertemente
transitiva, entonces f es fuertemente transitiva en el sentido de Akin. O

Teorema 5.7. Sean X un espacio topologico compacto y de Hausdorffy f: X — X
una funcion continua. Si f es minimal, entonces f es fuertemente transitiva en el
sentido de Akin.

DEMOSTRACION: Supongamos que f es minimal y sea U un subconjunto abierto
no vacio de X. Por el Teorema X no tiene subconjuntos propios no vacios
cerrados y +invariantes. Ademés, por el Teorema [3.10} trans(f) = X y asi, por el
Teorema U.—, f7™(U) = X. Dado que f es una funcién continua, se cumple
que para cada n € N, f~"(U) es un subconjunto abierto de X. Esto es, {f~"(U) :
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n € N} es una cubierta abierta para X y como X es compacto, existe N € N

tal que Ugil f~™(U) = X. Por otro lado, como f es minimal, por el Teorema

f es transitiva. Veamos que ademés f es sobreyectiva. Notemos que para
cualquier subconjunto abierto no vacio U de X se cumple que UZO:1 f™(U) es un
subconjunto denso, pues f es transitiva. Ademas, ya que (J,—, f*(U) C f(X), se
cumple que f(X) también es un subconjunto denso. Esto es cl(f(X)) = X. Ya que
X es compacto y f continua, f(X) es compacto y como X es de Hausdorff, f(X)
es cerrado. En consecuencia, f(X) = X, esto es, f es sobreyectiva. Esto implica
que fN*1 también es sobreyectiva. Asi:

N
fNJrl(X) _ fN+1 U ffn(U)

n=1

= MO u )
FNHL (f_l(U)) U N+ (f_Q(U)) U--- U fN+L (f—N )
@) u (A (rO) ) v u (Y (YD)
= MOy U)u---uf)

= U ().

Por lo tanto, X = Uf:;l fU) y asi, f es muy fuertemente transitiva. O

Para finalizar este capitulo, invitamos al lector a seguir recopilando mas clases
de funciones dinamicas y, de ser posible, seguir expandiendo el diagrama de la
Figura
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1. Introduccién

Inspirada en la muy conocida funcién T de Jones definida en [8], en estas
notas presentamos a la funciéon T, que se define para subconjuntos de un continuo
arcoconexo X de la siguiente forma; para cada A € X,

Ta(A) = X\{z € X | existe W € C(X) arcoconexo tal que x € Int(W) CW C X\A}.

Recordemos que la funcién T de Jones se definié de forma similar excepto que no
pedimos que el continuo W sea arcoconexom asi que T, y T son funciones diferentes
por lo que resulta de interés realizar un estudio para la funcién T, similar al que se
ha escrito a lo largo de los afios sobre la funcion T, como por ejemplo, caracterizar
propiedades de los espacios en relacién con la funcién T, tales como conexidad en
pequeno, conexidad local, aposindesis, irreducibilidad e indescomponibilidad. Y ya
que T, se define en el conjunto potencia de un espacio, también estudiaremos los
conceptos de aditividad y simetria, y, restringiendo el dominio de T, al hiperespacio
de cerrados no vacios, podemos también estudiar la semicontinuidad superior y la
continuidad de T,.

En estas notas, después de algunos preliminares en la seccién [2] en la seccion
veremos algunos ejemplos del comportamiento de la funcién T, y algunas de sus
propiedades. En la seccion [f] estudiaremos algunas propiedades de la funcion T, en
continuos tnicamente arcoconexos y en particular en dendroides. En la seccién
mostramos un par de resultados de la funcién T, en continuos ciclicamente arcoco-
nexos. Resultados sobre la continuidad de la funcion T, se estudian en la seccion 6]y
resultados que relacionan a la funcién T, con continuos homogéneos se encuentran
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en la seccion [7} Finalmente, en la seccion [§] estudiamos composiciones de la funcion
T, con funciones suprayectivas y con funciones abiertas.

Inicié el estudio de la funcién T, por sugerencia del Dr. Sergio Macias, como
resultado escribi el articulo [6]. En el presente trabajo presento material contenido
en ese articulo.

2. Preliminares

A lo largo de esta seccion escribiremos definiciones y resultados que se nece-
sitaran en estas notas, incluyendo las demostraciones o las citas donde se pueden
consultar las pruebas.

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacio. Dado un
espacio métrico compacto X, denotamos por P(X) al conjunto potencia de X y
decimos que un subconjunto A de X es un subcontinuo de X si A es un continuo.
Un continuo es localmente conezo si cada punto tiene un base de vecindades abiertas
y conexas. Un continuo X es arcoconexo si para cualesquiera dos de sus puntos,
existe un arco en X que los une. Una métrica convera en un espacio X es una
métrica d para X que induce la topologia del espacio y para la cual los puntos
medios siempre existen, esto es: para cualesquiera z y y € X, existe z € X tal que:

d(z,2) = 3d(z,y) = d(z,y).

Teorema 2.1. [13] Teorema 27.9] Un continuo es localmente conexo si y sélo si
las componentes de conjuntos abiertos son abiertas.

Teorema 2.2. [10, Teorema 8.23] Cualquier continuo localmente conexo es arco-
conexo.

Teorema 2.3. [7], Teorema 10.3] Cualquier continuo localmente conexo admite una
mMELTica convera.

Proposicion 2.4. [7, Proposicién 10.4] Sea X un continuo con métrica conveza
d. Entonces para cualesquiera dos puntos x yy de X, se pueden unir por un arco
v en X tal que v es isométrico al intervalo cerrado [0,d(x,y)].

La siguiente proposicién es una consecuencia inmediata de la Proposicion [2.4
y la utilizaremos mas adelante.

Proposicion 2.5. Sea X un continuo con una métrica convezra d. Entonces para
cualquier subcontinuo A de X y cualquier r > 0, Cy(r,A) = {z € X | d(z,A) <r}
es un subcontinuo arcoconexo de X .

Una demostracion del siguiente resultado se puede encontrar en [9].

Teorema 2.6. [9, Teorema 1.7.12]. Un continuo X es localmente conezxo si y sdlo
si X es conexo en pequenio en todos sus puntos.

Terminamos esta seccién con la definicién de la funcién T en continuos.

Definicién 2.7. Sea X un un continuo. Definimos la funcion T: P(X) — P(X)
como sigue: para cada A € P(X),

T(A) = X\{z € X | existe W € C(X) tal que z € Int(W) CW C X \ A}.

En el siguiente ejemplo vemos como se comporta la funciéon T.
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Ejemplo 2.8. El abanico arménico es el continuo, en R?, que se obtiene de unir

con segmentos de recta el punto (0,0) con cada elemento de la cerradura del conjunto
E=1{(11)|nen}.

a : b
p
Vemos que en el abanico armdnico, T({p}) es el segmento que une a p con b,

que denotaremos como pb.

3. La funcién T4, ejemplos y algunas propiedades

Comenzamos esta seccion con la definicion de la funcién T, y veamos que, en
general, las funciones Ty T, son distintas.

Definicién 3.1. Sea X un continuo arcoconexo. Definimos la funcion T,: P(X) —
P(X) como sigue: para cada A € P(X),

To(A) = X\{z € X | existe W € C(X) arcoconezxo tal que x € Int(W) C W C X\A}.

Observacion 3.2. De la definicion es fdacil ver que, como T, se define en un
continuo arcoconexo X, entonces To(0) = 0. También se puede ver que para cada
Ae2X ACT,(A) yTa(A) € 2X. Una observacion mds es que si A y B € 2% son
tales que A C B, entonces T,(A) C T,(B).

El siguiente ejemplo muestra que, en general, T(A) # T,(A).

Ejemplo 3.3. Sea X el Circulo de Varsovia con barra limite el segmento ab. Po-
demos ver que, sip es un punto de X que no estd en la barra limite, T({p}) = {p},
mientras que To,({p}) = {p} U ab.

P

Recordemos que una caracterizaciéon que se da para los continuos indescompo-
nibles por medio de la funcién T es el siguiente: un continuo X es indescomponible
si y solo si T(A) = X para todo A € 2% [9, Teorema 3.1.34]. Pensando en esto
uno se podria preguntar qué pasa en el caso de la funcién T,, es decir, ;existe un
continuo arcoconexo X tal que T,(A) = X para todo A € 2X? En [1] se construye
un continuo arcoconexo tal que todos sus subcontinuos arcoconexos propios tienen
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interior vacio. Esto nos muestra que existen continuos arcoconexos para los cuales
T,(A) = X para todo A € 2%,

Estudiaremos ahora versiones arcoconexas de algunos conceptos.

Definicion 3.4. Sean X un continuo arcoconexo y p € X. Decimos que X es
arcoconexo en pequeno en p s¢ para cualquier conjunto abierto U de X que contiene
a p, existe un subcontinuo arcoconexo W de X tal que p € Int(W) C W C U.
Decimos que X es arcoconexo en pequeno si lo es en todos sus puntos.

Un ejemplo de un continuo que es arcoconexo en pequeno en un punto p pero
que no es localmente conexo en ese punto es el siguiente:

Ejemplo 3.5. Sea X el continuo en R? que se obtiene como una concatenacion
de abanicos armdnicos (ver el Ejemplo @) donde identificamos el punto final de
la barra limite con el vértice del siguiente abanico (ver la figura):

. ; 52%'39

Este continuo es arcoconexo en pequeno en p y no es localmente conexo en p.

Se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.6. Sea X un continuo arcoconexo. Entonces X es arcoconexo en pe-
queno si y solo si X es localmente conexo.

DEMOSTRACION: Supongamos que X es arcoconexo en pequefo en todos sus pun-
tos. Por definicién, X es conexo en pequeno en todos sus puntos, asi, por Teorema,
X es localmente conexo.

Ahora supongamos que X es localmente conexo. Por Teorema [2.3] podemos
suponer que X tiene métrica convexa. Sean p un punto de X y U un subconjunto
abierto de X tal que p € U. Sea r > 0 tal que V,.(p) C U. Por la Proposiciéon
Cl(Vz(p)) es un subcontinuo arcoconexo de X tal que p € V= (p) C Cl(Vz(p)) C U.
Asi, X es arcoconexo en pequefio en todos sus puntos. (Il

Las primeras caracterizaciones de espacios que presentamos utilizando la fun-
cion T, son los siguientes dos resultados.

Teorema 3.7. Sea X un continuo arcoconezxo. Entonces X es arcoconexo en pe-
queno si y solo si T,(A) = A para cada A € 2.

DEMOSTRACION: Supongamos que X es arcoconexo en pequefio y sea A € 2% . Por
la Observacion ACT,(A). Seaxz € X\ A Como X \ A es un abierto y X es
regular, existe un conjunto abierto U de X tal que z € U C CI(U) C X \ A. Como
X es arcoconexo en pequeno, existe un subcontinuo arcoconexo W de X tal que
x € Int(W)CW CU. Como Cl(UYNAC (X\A)NA=0, entonces W C X \ A.
Lo que implica que z € X \ T,(A). Por lo tanto, T,(A) = A.
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Ahora, supongamos que T,(A) = A para cada A € 2%X. Sean p € X y U un
conjunto abierto de X que contiene a p. Como X \ U € 2%, entonces T, (X \ U) =
X\Uyp¢ T, (X\U). Asi, existe un subcontinuo arcoconexo W de X tal que
p € Int(W) CW C X\ (X\U). Esto implica que p € Int(W) C W C U. Entonces,
X es arcoconexo en pequeno en p. Como p fue arbitrario, X es arcoconexo en
pequeiio (Definicion [3.4). O

Como consecuencia de los Teoremas [3.6] y [3.7] tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.8. Sea X un continuo arcoconexo. Entonces X es localmente conexo
si y solo si T,(A) = A para todo A € 2%.

Y ahora, haciendo una analogia con la relacién que existe entre la funcién T
y los continuos aposindéticos, veamos la relacion que hay entre la funcién T, y los
continuos aposindéticos por arcoconezros. Para esto, veamos primero la definicién de
éstos.

Definicién 3.9. Sean X un continuo arcoconexo y p y q € X. Decimos que X
es aposindético por arcoconexos en p con respecto a q si existe un subcontinuo
arcoconexo W de X tal que p € Int(W) C W C X \ {q}. Decimos que X es
aposindético por arcoconexos en p si X es aposindético por arcoconexros en p con
respecto a cualquier punto de X \ {p}. Finalmente, decimos que X es aposindético
por acrcoconexos st X es aposindético por arcoconezxos en cada uno de sus puntos.

El cono sobre el pseudoarco es un ejemplo de un continuo arcoconexo que
es aposindético pero que no es aposindético por arcoconexos. Recordemos que un
pseudoarco es un continuo no degenerado, encadenable y hereditariamente indes-
componible [5].

Ejemplo 3.10. Sea X el cono sobre el pseudoarco P. Entonces X es aposindético
pero no es aposindético por arcoconezxos. Para x € X \ P sea z el punto extremo
del arco que une v con P y contiene a x. Entonces T({x}) = {x}, mientras que
T.({z}) = Tz, donde Tz denota el segmento de recta de x a z.

z

Teorema 3.11. Sean X wun continuo arcoconexo y A un subconjunto cerrado de
X. Sixz e X\T,(A), entonces X es aposindético por arcoconexos en x con respecto
a cada punto de A.
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DEMOSTRACION: Sean x € X \ T,(A) y a € A. Entonces existe un subcontinuo
arcoconexo W de X tal que x € Int(W) C W C X \ A. Como X \ A C X \ {a},
entonces W es un subcontinuo arcoconexo de X tal que z € Int(W) C W C X \{a}.
Por lo tanto, X es aposindético por arcoconexos en x con respecto a a. [l

Teorema 3.12. Sea X un continuo arcoconexo. Entonces X es aposindético por
arcoconexos si y solo si T,({p}) = {p} para cada p € X.

DEMOSTRACION: Supongamos que X es aposindético por arcoconexos. Por la Ob-
servacion [3.2] tenemos que {p} C T,({p}). Sea ¢ € X \ {p}. Como X es aposindético
por arcoconexos, existe un continuo arcoconexo W tal que g € Int(W) C W C
X\ {p}. Esto implica que ¢ € X \ T,({p})-

Ahora supongamos que T,({p}) = {p} para cada p € X. Sean p y ¢ puntos
distintos de X. Como T,({p}) = {p}, existe un continuo arcoconexo W tal que ¢ €
Int(W) CW C X\ {p}, lo que implica que X es aposindético por arcoconexos en ¢
con respecto a p. Como p y ¢ fueron arbitrarios, X es aposindético por arcoconexos.

O

Observacion 3.13. Podemos ver, de la definicion de las funciones T y T,, que si
X es un continuo arcoconezo entonces T(A) C T,(A) para cada A € P(X).

También, como consecuencia de las definiciones de Ty T,, tenemos el siguiente
resultado.

Teorema 3.14. Sea X un continuo arcoconexo. Si X es hereditariamente arcoco-
nezxo, entonces T(A) = T,(A) para cada A € P(X).

Definiciéon 3.15. Sean X un continuo arcoconexo y p € X. Decimos que X es
fuertemente semilocalmente arcoconexo en p si para cualquier subconjunto abierto
U de X que contiene a p, hay un subconjunto abierto V de X tal quep eV C U y
X\ V es la union de un nimero finito de continuos arcoconexos ajenos dos a dos.
Decimos que X es fuertemente semilocalmente arcoconexo si X es fuertemente
semilocalmente arcoconexo en p para cada p € X.

Teorema 3.16. Sean X un continuo arcoconexo y x € X. Entonces X es fuerte-
mente semilocalmente arcoconezo en x si y solo si To({z}) = {z}.

DEMOSTRACION: Sean X un continuo arcoconexo y € X. Supongamos que X es
fuertemente semilocalmente arcoconexo en x y seay € X \ {z}. Sea U un conjunto
abierto de X tal que x € U y y ¢ CI(U). Como X es fuertemente semilocalmente
arcoconexo en x, existe un conjunto abierto Vde X talquex e V.C U y X\ V es
la uni6n de un ntmero finito de continuos arcoconexos. Como y € X \ V, entonces
la comoponente de y en X \ V es un subcontinuo arcoconexo W de X tal que
ye€Int(W)CW C X\V C X\ {z}. Lo que implica que T,({z}) = {z}.

Ahora supongamos que T,({z}) = {«} para cada x € X. Sean p € X y U un
conjunto abierto que contiene a p. Para cada y € X \ {p} existe un subcontinuo
arcoconexo W, de X tal que y € Int(W,) C W, C X \ {p}. La familia {Int(W,) |
y € X \ U} es una cubierta abierta de X \ U. Como X \ U es un compacto, existen
Y1, Y25 - Yn € X \ U tales que X \U C |, W,,. Sea V = X \J;_, W,,. Entonces
X \ V es la union de un ntimero finito de subcontinuos arcoconexos de X. Por lo
tanto, X es fuertemente semilocalmente arcoconexo en p. O
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Definicién 3.17. Sean X wun continuo arcoconexo y p € X. Decimos que X es
colocalmente arcoconexo en p si para cualquier subconjunto abierto U de X que
contiene a p, existe un subconjunto abierto V de X tal quep € V C U y X\ V
es arcoconexo. Decimos que X es colocalmente arcoconexo si X es colocalmente
arcoconezo en p para cada p € X.

Para el siguiente resultado recordemos que un continuo X es semilocalmente
conezo en x si para cada conjunto abierto U de X tal que x € U, existe un conjunto
abierto V de X talque z € V C U y X\V tiene una cantidad finita de componentes.
Decimos que X es semilocalmente conezo si lo es en todos sus puntos.

Teorema 3.18. Si X es fuertemente semilocalmente arcoconexro sin puntos de
corte, entonces X es colocalmente arcoconexo.

DEMOSTRACION: Sea X un continuo arcoconexo, fuertemente semilocalmente ar-
coconexo y sin puntos de corte. Como X es fuertemente semilocalmente arcoconexo,
entonces X es semilocalmente conexo y sin puntos de corte. Se sigue de [11, Coro-
lario 6.22], que para cada x € X, existe un conjunto abierto U de X tal quez € U y
X\U es conexo. Como X es fuertemente semilocalmente arcoconexo, existe un con-
junto abierto V de X tal que x € V. C U y X \ V es la unién de una cantidad finita
de subcontinuos arcoconexos de X. Sean K, Ko, ..., K,, subcontinuos arcoconexos
de X tales que X \V = J!_, K;. Entonces X \U C K; para alguna j € {1,2,...,n},
ya que si tenemos que (X \U)NK; # 0y (X \U)NK; # () con i # j, entonces
X \ U no es conexo, lo cual es una contradiccion. Por lo que X \ U C K; para
alguna j € {1,2,...,n}. De aqui se sigue que X \ K es un conjunto abierto de X
tal que x € X \ K; C U cuyo complemento, K, es arcoconexo. Por lo tanto, X es
colocalmente arcoconexo. O

Como consecuencia de los Teoremas [3.16] y [3.18] tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.19. Sean X wun continuo arcoconexo sin puntos de corte y x € X.
Entonces X es colocalmente arcoconexo en x si y solo si T,({x}) = {z}.

Definicién 3.20. Sea X un continuo. Una base de filtro F en X es una familia
F = {A,}ueq de subconjuntos de X tal que para cada w € Q, A, # 0 y para cada
par wy y we € Q, existe ws € Q tal que A,, C A, NAy,.

Lema 3.21. Sea X un continuo arcoconexo. Si F es una base de filtro de conjuntos
cerrados de X, entonces T,(({G | G € F}) = ({T(G) | G € F}.

DEMOSTRACION:  Sabemos, por la Observacion que T,(H{G | G € F}) C
({Tu(G) | G € F}. Seax € X\ T, ({G | G € F}). Entonces existe un subcontinuo
arcoconexo W de X tal que z € Int(W) CW C X\ ({G | G € F}). Como W
es compacto, existen G1,Gy, ...,G, en F tales que W C X \ (N, G;). Entonces
W N (N, G;) =0. Como F es una base de filtro, existe un conjunto cerrado G en
F tal que G C N_, G;. Esto implica que W NG = 0. Asi, p € X \ T,(G). Por lo
tanto, p € X \ ({T.(G) | G € F}. O

Recordemos la definicion de aditividad.

Definicion 3.22. Sea X un continuo arcoconexo. Decimos que X es T,-aditivo si
para cada par de subconjuntos cerrados A y B de X se cumple que T,(AU B) =
T (A) UT,(B).
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Teorema 3.23. Sea X wun continuo arcoconexo. Si para cada punto x € X y
para cada par de subcontinuos arcoconexos Wy y Wy de X tales que x € Int(Wj),
j € {1,2}, eziste un subcontinuo arcoconexo W3 de X tal que x € Int(W3) y
W3 C W1 N Wy, entonces X es T,-aditivo.

DEMOSTRACION: Sean A; y Ay dos subconjuntos cerrados de X. Como T,(A41)
UT,(As) C T,(A; U As), necesitamos probar que T,(A; U As) C To(A1) U T, (Ag).
Para esto, sea x un punto en X \ (T, (A41)UT,(A2)). Entonces z € (X \T,(A41))N(X\
To(A2)). Se sigue que existen dos subcontinuos arcoconexos Wi y Wa de X tales
que z € Int(W;) C W, C X \ A;, j € {1,2}. Por hipétesis, existe un subcontinuo
arcoconexo W3 de X tal que z € Int(W3) C W3 C WiNnWyy Wi NnW, C
X \ (A1 U Ay). Por lo tanto, z € X \ T,(A41 U Ag). O

Una consecuencia inmediata del Teorema [3.23] es el siguiente resultado.
Corolario 3.24. Si X es un dendroide, entonces X es T,-aditivo.

Teorema 3.25. Sea X un continuo arcoconexo. Entonces X es T,-aditivo si y sdélo

st para cada familia A de subconjuntos cerrados de X, cuya unidn es cerrada en X,
se tiene que T,((U{L | L € A}) = UH{T.(L) | L € A}.

DEMOSTRACION: Supongamos que X es J,-aditivo. Por la Observacion sabe-
mos que (J{To(L) | L € A} CT,(U{L | L € A}). Sea z un punto de X \ (U{Ta(L) |
L eA}). Paracada L € Asea F(L)={AC X | Aescerradoy L C Int(A)}.

Caso (1) Si L = 0, entonces () € F(L). Como T,(0) = (), tenemos que § = T, (L) =
{Ta(A) | A€ F(L)}.

Caso (2) Si L # 0, entonces F(L) es una base de filtro de subconjuntos cerrados
de X. Como {A | A € F(L)} = L, entonces T,(L) = T,(({A | A € F(L)}).
Por el Lema T.(L) = N{T.(A) | A € F(L)}. Entonces para cada L € A,
x € X\ (({Ta(A) | A€ F(L)}). Asi, para cada L € A, existe A, € F(L) tal que
x € X\ T (AL).

Ahora, {Int(ALr) | L € A} es una cubierta abierta de (J{L | L € A}. Como
({L | L € A} es compacto, existen Ly, L, ..., L, € A tales que (\{L | L € A} C
U;":l Int(Ar,). Entonces, por hipétesis y utilizando induccién matemética, tenemos
que To(Uj~, Ar;) = UL, Ta(AL,). Entonces To(U{L | L € A}) € Uj~, Tu(AL).
Como para cada j € {1,2,....m}, x € X \ T,(Az,), se sigue que x € X \ To(U{L |
L € A}). Asi, tenemos que T, (J{L | L € A}) CU{T.(L) | L € A}.

La otra implicacién es clara. (Il

Corolario 3.26. Sea X un continuo arcoconezo, T,-aditivo. Si K es un subcontinuo
de X tal que T,({x}) es conezo para cada x € K, entonces T,(K) es un subcontinuo
de X.

DEMOSTRACION: Sean X un continuo arcoconexo, T,-aditivo y K un subcontinuo
de X tal que T,({z}) es conexo para cada x € K. Por hipotesis y por el Teorema
3.250 To(K) = Ta(Uyex2}) = Uper Ta({z}). Como K UT,({r}) es conexo para
cada x € K, entonces |, i (KUT,({7})) es conexo. Como K C |, cx Ta({7}), en-

tonces tenemos que | J, ¢ (KUT({z})) = KU(U,cx Ta({7})) = Upex Ta{2}) =
T.(K), lo que prueba que T,(K) es conexo. O
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El siguiente ejemplo muestra que en el Corolario [3.26] no se puede quitar la
hipéteis de que el continuo sea T -aditivo.

Ejemplo 3.27. Sea X el continuo de la siguiente figura. Si W es el segmento
horizontal Dq, es fdcil verificar que To({x}) = {z} para cada x € W, es decir,
T,({x}) es conexo para cada x € W, pero vemos que T,(W) =W UabU cd que no
es conero.

ae

be

oC

Con respecto a la simetria veamos primero la definicién.

Definicion 3.28. Sea X un continuo arcoconexo. Decimos que X es T,-simétrico
si para cualquier par de subconjuntos cerrados no vacios A y B de X, se cumple
que: ANTo(B) # 0 si y solo si T,(A) N B = 0. Decimos que X es puntualmente
T,-simétrico si para cualquier par de puntos x yy de X se cumple que: x € T,({y})
siy solo siy € To({z}).

Teorema 3.29. Sea X un continuo arcoconexo. Si X es T,-simétrico, entonces X
es T, -aditivo.

DEMOSTRACION: Sean X un continuo arcoconexo, T,-simétrico y A y B subcon-
juntos cerrados de X. Como T,(A) U T,(B) C T,(A U B), necesitamos probar que
To(AUB) C T,(A)UT4(B). Seaz € T,(AUB). Entonces {z}NT,(AUB) # 0. Como
X es Ty-simétrico, T, ({z})N(AUB) # 0. Asi, T,({z})NA # 0o T,({z})NB # 0. Sin
pérdida de generalidad, supongamos que T,({z})NA # 0. Como X es T,-simétrico,
{2} NT(A) # 0, lo que implica que = € T,(A). Entonces, x € T,(A) U T,(B). Por
lo tanto, X es T -aditivo. O

Teorema 3.30. Sea X un continuo arcoconexo tal que T,(A) = A o que T,(A) = X
para cada A en 2% . Entonces X es T,-aditivo y T,-simétrico.

DEMOSTRACION: Supongamos que T,(A) = A para cada subconjunto cerrado A
de X. Entonces T,(AUB) = AU B = T,(A) U T,(B). Asi, X es T -aditivo. Si
ANT,(B) =10, entonces ANB =0y To(A) N B =0. Asi, X es T,-simétrico.
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Ahora supongamos que T,(A4) = X para cada subconjunto cerrado A de X.
Entonces T,(AUB) = X = T,(A)UT,(B). Asi, X es T,-aditivo. Por ultimo, como
A% 0y B # 0, entonces T,(A)NB # 0y T (B)NA #£ 0, por lo que X es
T ,-simétrico. O

Teorema 3.31. Sea X wun continuo arcoconexo, T,-aditivo y puntualmente T, -
stmétrico. Entonces X es T,-simétrico.

DEMOSTRACION: Sea X un continuo arcoconexo, T,-aditivo y puntualmente T,-
simétrico. Sean A y B dos subconjuntos cerrados de X tales que A N T,(B) = 0.
Entonces para cada z € Ay paracaday € B,z ¢ T,({y}). Como X es puntualmen-
te Tg-simétrico tenemos que y ¢ T, ({z}) para cada z € Ay paracaday € B. Ahora,
como X es J,-aditivo, entonces To(A) = To(U,caiz}) = Upen Ta({2}) (Teorema
[325)). Asi, y ¢ T,(A) para ninguna y € B. Lo que implica que B N T,(A4) = . Por
lo tanto, X es T,-simétrico. [l

Recordemos que la funcién T, es idempotente en el continuo arcoconexo X si
T2(A) = T,(A) para cada sbconjunto A de X, donde T2(A) = T,(T,(4)).

Teorema 3.32. Sea X un continuo arcoconezxo. Entonces T, es idempotente en X
si y solo si para cada subcontinuo arcoconexo W de X y para cada x € Int(W)
existe un subcontinuo arcoconexo M de X tal que x € Int(M) C M C Int(W).

DEMOSTRACION: Supongamos que T, es idempotente en X. Sean W un subcon-
tinuo arcoconexo de X y = € Int(W). Entonces z € X \ T,(X \ W). Como T, es
idempotente en X, x € X \ T2(X \ W). Esto implica que existe un subcontinuo
arcoconexo M de X tal que z € Int(M) C M C X\T,(X\W) C X\ (X\W) =W.
Por lo tanto, z € Int(M) C M C Int(W).

Ahora supongamos que para cada subcontinuo arcoconexo W de X y para cada
x € Int(W), existe un subcontinuo arcoconexo M de X tal que z € Int(M) C
M C Int(W). Sea B € P(X). Por la Observacién [3.2] tenemos que T,(B) C T2(B).
Sea z € X \ T,(B). Entonces existe un subcontinuo arcoconexo W de X tal que
x € Int(W) C W C X \ B. Por hipotesis, existe un subcontinuo arcoconexo M
de X tal que z € Int(M) C M C Int(W). Como Int(W) N T,(B) = 0, entonces
x € Int(M) C M C X\T,(B). Asi, z € X \ T2(B). Por lo tanto, T, es idempotent
en X. (]

4. Continuos Gnicamente arcoconexos

Recordemos que un continuo X es unicamente arcoconexo si para cualquier par
de puntos p y g de X existe exactamente un arco en X cuyos puntos finales son p y
q. En esta seccion se presentan algunas propiedades de la funcién T, en continuos
unicamente arcoconexos.

Teorema 4.1. Sean X un continuo unicamente arcoconexo y x € X. Si M y N
son subcontinuos arcoconexos de X tales que x € Int(M)NInt(N), entonces MNN
es un subcontinuo arcoconezo de X tal que x € Int(M N N).

DEMOSTRACION: Sean X un continuo arcoconexo y x € X. Sean M y N dos
subcontinuos arcoconexos de X tales que = € Int(M) N Int(N). Claramente x €
Int(M N N). Para ver que M N N es arcoconexo, sean z,y € (M N N). Como M
es arcoconexo existe un arco a de x a y en M. Como N es arcoconexo existe un
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arco 8 de x a y en N. Por hipétesis X es tnicamente arcoconexo, lo que implica
que o = f. Asi, M N N es arcoconexo. ([

Como consecuencia de los Teoremas y tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.2. Si X es un continuo inicamente arcoconexo, entonces X es Ty-
aditivo.

Observacion 4.3. Por el Teorema[[-3, podemos ver que el reciproco del Teorema
no es cierto. Como el Circulo de Varsovia es unicamente arcoconexo entonces
es Tq-aditivo. Si x es un punto en la barra limite y y es un punto que no estd en la
barra limite, es facil verificar que x € T,({y}), pero y ¢ T.({x}).

Como consecuencia del Corolario y el Teorema tenemos este otro re-
sultado.

Corolario 4.4. Sean X un continuo unicamente arcoconexo y K un subcontinuo
de X. Si To({z}) es conexo para cada v € K, entonces T,(K) es un subcontinuo
de X.

Ahora veremos un resultado de la funcion T, en dendroides.

Teorema 4.5. Sea X un dendroide. Si X no es localmente conezo, entonces existe
p € X tal que To({p}) # {p}.

DEMOSTRACION: Sea X un dendroide que no es localmente conexo. Entonces hay
un punto p de X tal que X no es conexo en pequeno en p. Asi que existe 6 > 0 tal
que si V es una vecindad de p y V' C Vs(p), V no es conexo. Sean V una vecindad
de p tal que p € V. C CI(V) C Vs(p) y B la componente de CI(V) que contiene a
p. Entonces, por [12] Teorema 12.1, pag. 18], tenemos:

(i) existen una sucesion {A,}52; de componentes de CI(V') y un subcontinuo
A de B que contiene a p tales que lim,, oo Ay, = A, ysij#k, AjNA, =0,
(ii) pe A,
(iii) si x € A, entonces X no es conexo en pequenio en z,
(iv) A CVs(p).
Sea {z,}5°; una sucesion en Vs(p) tal que z,, € A, y limy, 00 ,, = p. Sean
q € A\{p} vy {yn}>2, una sucesion en Vs(p) tal que y, € A, y limy 00 yn = ¢
Sea «; el arco que une a xz; con p. Si existen una cantidad infinita de arcos «;
que contienen a ¢ entonces p € T,({q}), ya que si p ¢ T,({¢}) entonces existiria
un subcontinuo arcoconexo W de X tal que p € Int(W) y ¢ ¢ W. Como W es
arcoconexo, X es un dendroide, y p € Int(W), existe un ntmero natural N tal
que el arco «; esta contenido en W para cada ¢ > N. Pero, como ¢ ¢ W, esto
implica que existe solo una cantidad finita de arcos «; que contienen a ¢, lo cual es
una contradicciéon. En consecuencia p € T,({q}) v, asi, T,({q}) # {q}. Si solo hay
una cantidad finita de arcos «; que contienen a ¢, entonces, como X es inicamente
arcoconexo, hay una cantidad infinita de arcos ; que unen y; con ¢ que contienen

a p. Entonces g € T,({p}) v, asi, To({p}) # {p}- U

Observacion 4.6. Usando el hecho de que en los dendroides (en general, en los
continuos hereditariamente arcoconexos) las funciones T y T, coinciden, el Teorema
[£.5] implica también que, si X es un dendroide que no es localmente conexo, entonces
existe un punto p en X tal que T({p}) # {p}.
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5. Continuos ciclicamente arcoconexos

Ahora estudiamos la funcion T, en continuos ciclicamente arcoconexos, los cua-
les definimos a continuacion.

Definicién 5.1. Sea X un continuo arcoconexo. Decimos que X es ciclicamente
arcoconexo st cualquier par de puntos de X estdn contenidos en una curva cerrada
simple.

Una curva cerrada simple es el ejemplo maés sencillo de un continuo ciclicamen-
te arcoconexo. La suspension sobre el conjunto de Cantor es otro ejemplo de un
continuo ciclicamente arcoconexo.

Ejemplo 5.2. La suspension sobre el conjunto de Cantor con vértices vi y vs.

A diferencia de los continuos inicamente arcoconexos en donde la imagen bajo
T, de conjuntos con un punto podria no ser conexa (como es el caso del Circulo de
Varsovia), en los continuos ciclicamente arcoconexos tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.3. Si X es un continuo ciclicamente arcoconezo, entonces para cada
z € X, To({x}) es conezo.

DEMOSTRACION: Sean X un continuo ciclicamente arcoconexo y x € X. Suponga-
mos que T, ({z}) no es conexo para algin € X. Entonces existen dos subconjuntos
cerrados ajenos A y B de X tales que T,({z}) = AU B. Supongamos que = € A.
Sea U un subconjunto abierto de X tal que A C U y CI(U) N B = (. Entonces
Fr(U)nT,({z}) = 0y, asi, para cada z € Fr(U), existe un subcontinuo arcoco-
nexo K, de X tal que z € Int(K,) C K, C X \ {z}. Como Fr(U) es compacto,
existen z1, 22, ..., 2, € Fr(U) tales que Fr(U) C J;_, Int(K.,) C U/, K.,. Sean
V=U\(U-, K.,)yY =X\V=(X\U)U(U, K.,). Por [10} Teorema 5.4, Y
tiene una cantidad finita de componentes. Notamos que B C X \ Cl{(U) C X \U C
X\V =Y, en otras palabras, B C Int(Y). Sean b € B y C la componente de Y que
contiene a b. Entonces C' es un subcontinuo de X tal que b € Int(C) C C C X \{z}.
Si C' es arcoconexo, entonces b ¢ T,({x}), lo cual es una contradiccién. Suponga-
mos que C no es arcoconexo. Podemos suponer que K,, NC # i1 <i<ly
K,NC=0sii>1 SeaD=CU Ué:l K,,. Entonces D es un subcontinuo de
X tal que b € Int(D). Como X es ciclicamente arcoconexo, entonces X \ {z} es
arcoconexo. Para cada i € {1,2,...,1}, sea o; un arco en X \ {z} de b a un punto en

K,,.Sea E=DU Ui=1 a;. Como X \ {z} es arcoconexo, cada arcocomponente de
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C intersecta a algin K, para alguna ¢ € {1,2,...,1}. Entonces E es un subcontinuo
arcoconexo de X tal que b € Int(E) C E C X\ {x}, lo que implica que b ¢ T,({z})
asi obtenemos una contradiccion. Por lo tanto, T,({x}) es conexo. O

Corolario 5.4. Sea X un continuo ciclicamente arcoconexo y T,-aditivo. Entonces
To (W) es un subcontinuo de X para cada subcontinuo W de X.

El siguiente ejemplo que aparece en [4, pag. 390] muestra que si X es ciclica-
mente arcoconexo y W es un subcontinuo de X, entonces T, (1) no necesariamente
€es conexo.

Ejemplo 5.5. Consideremos el continuo ciclicamente arcoconexo X como el con-
tinuo que aparece en la siguiente figura. Sean J la barra limite ab y W el segmento
pq. Podemos ver que T,(W) = W U J que no es conexo. Esto muestra, segin el
Corolario [5]], que este continuo X no es T,-aditivo.

s N
be e

Q

- J

6. Continuidad de la funcién T,

En esta seccién estudiaremos la continuidad de la funcién T,, para esto recor-
demos que una funcién ©: 2X — 2% es semicontinua superiormente si el conjunto
{A € 2% | ©(A) C U} es abierto en 2% para todo conjunto abierto U de X. Si
el conjunto {A € 2% | ©(A) NU # 0} es abierto en 2%, entonces decimos que ©
es semicontinua inferiormente y decimos que © es continua si © es semicontinua
superiormente y semicontinua inferiormente.

Teorema 6.1. La funcion T, es semicontinua superiormente.

DEMOSTRACION: Sean U un conjunto abierto de X y U = {4 € 2% | T,(A) CU}.
Por la definicién de semicontinuidad superior, necesitamos probar que U es abierto.
Sea B € CI(2* \ U). Entonces existe una sucesion {B,}>°; C 2% \ U tal que
lim,, 00 By, = B. Paracadan € N, T,(B,)N(X\U) # 0. Sea =, € T,(Bp)N(X\U).
Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que lim,, ., x, = z, para algin
x € X, de hecho para algin z € X \ U. Afirmamos que z € T,(B). Supongamos
que = ¢ T,(B), entonces existe un subcontinuo arcoconexo W de X tal que = €
Int(W) CW C X\ B. Como lim,,_,o0 B, = By lim,, o0 ,, = x, existe N € N tal
quesin >N, B, C X\Wyux, € Int(W). Sea n > N, entonces x,, € Int(W) C
W C X\ B,. Esto implica que z,, € X \ T,(B,), lo cual es una contradiccion.
Entonces, x € T,(B) N (X \U) y, asi, B € 2% \ U. Por lo tanto, 2% \ U es cerrado
y U es abierto. ([l
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Teorema 6.2. Sea X un continuo arcoconexo T,-aditivo. Si T, es continua en
Fi(X), entonces T, es continua en 2%,

DEMOSTRACION: Por el Teorema [6.1} es suficiente probar que T, es semicontinua
inferiormente. Sea U un conjunto abierto de X. Definimos U = {4 € 2% | T,(A) N
U # (}. Por la definicion de semicontinuidad inferior, necesitamos ver que U es un
abierto en 2%. Sean B € CI(2¥ \ U) y {B,}>; C 2% \ U una sucesién tal que
lim,, oo B, = B. Entonces T,(B,) NU = § para cada n € N. Supongamos que
B ¢ 2X\ U, entonces T,(B)NU # 0. Sea y € T,(B) N U. Por el Teorema [3.25
como X es T -aditivo, entonces To(B) = U,cp Ta({z}) y ¥ € To({7}) para alguna
x € B. Como lim,,_,-, B, = B, sea z,, € B, tal que lim,, .. x,, = x. Por hipétesis,
T, es continua en F;(X), entonces lim, o, To({z,}) = To({z}). En consecuencia,
existe y, € T,({z,}) tal que lim, o ¥ = y. Como y € U, existe N € N tal que
yn € U para cada n > N. Esto implica que T,({z,}) N U # 0, para z,, € By,
y n > N. Entonces T,(B,) NU # 0 para n > N, lo que contradice el hecho de
que To(B,)NU = 0. Asi, B € 2X \ U y U es abierto en 2%. Por lo tanto, T, es
semicontinua inferiormente en X. (]

Como consecuencia del Corolario [3.8] se tiene el siguiente resultado.

Teorema 6.3. Si X es un continuo localmente conexo, entonces la funcion T, es
continua.

Teorema 6.4. La funcion T, es continua en el Circulo de Varsovia.

DEMOSTRACION: Sean X el circulo de Varsovia y J la barra limite de X. Sabemos
que X es Gnicamente arcoconexo. Por el Corolario X es T,-aditivo. Entonces
para cada A € 2%, To(A) = To(U,ea{z}). Por el Teorema se tiene que
Ta(Uzea{r}) = Upea Ta({z}). Por otro lado, U, c 4 Ta({z}) = Ues(J U {a}) =
JUU,ea{z} = JU A. De donde se tiene que T,(A4) = J U A.

Ahora, sea {A,}%2, C 2% tal que {4, }°2, converge a A. Entonces

lfm To(An) = lim (JUA,) = ( lfim J) U ( lim An) = JUA=T,(A).
n—oo n—oo n— oo n—oo
Por lo tanto, T, es continua. ([

7. Continuos homogéneos
Comenzamos con la definicién de continuo homogéneo.

Definicién 7.1. Un continuo X es homogéneo si para cualesquiera dos puntos x
yy de X, existe un homeomorfismo h: X — X tal que h(z) = y.

Lema 7.2. Sea X un continuo arcoconexo. Si h : X — X es un homeomorfismo,
entonces h(T,(A)) = To(h(A)) para cada subconjunto A de X.

DEMOSTRACION: Sean A un subconjunto de X y « € X \ h(7,(A)). Entonces
h=1(z) € X \ T4(A). En consecuencia, existe un subcontinuo arcoconexo W de
X tal que h!(z) € Int(W) C W C X \ A. Esto implica que = € Int(h(W)) C
h(W) C X \ h(A). Por lo tanto, z € X \ T,(h(A4)).

Ahora, sea © € X \ T,(h(A)). Entonces existe un subcontinuo arcoconexo W
de X tal que x € Int(W) C W C X \ h(A). Entonces h=1(x) € h=t(Int(W)) C
h=Y(W) C h=1(X \ h(A)). Por lo que h=!(z) € Int(h='(W)) C h= 1 (W) C X \ A.
Asi, h=1(z) € X \ To(A). Por lo tanto z € h(X \ T,(A)). O
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Teorema 7.3. Sea X un continuo arcoconexro homogéneo. Entonces para cada x €
X, Ta({z}) = {=}.

DEMOSTRACION: Sea X un continuo arcoconexo y homogéneo. Por el Teorema
Principal de [3] tenemos que X es colocalmente arcoconexo. Como X es homogéneo,
X no tiene puntos de corte [10, Teorema 6.6] y, por el Corolario tenemos que
T.({z}) = {z} para cada z € X. O

Como una consecuencia de los Teoremas [3.12] y [7.3] se tiene el siguiente resul-
tado.

Corolario 7.4. Si X es un continuo arcoconezxo y homogéneo, entonces X es apos-
indético por arcoconeros.

Teorema 7.5. Sea X un continuo arcoconexo homogéneo. Entonces X es Tg,-
aditivo si y sélo si X es localmente conezo.

DEMOSTRACION:  Supongamos que X es JT,-aditivo y sea A € 2%. Entonces
Ta(A) = To(Upeafx}). Porel Teorema@jtenemos que T, (Uyealr}) = Upen Ta({2}).
Por el Teore Usea Ta{z}) = U,caiz} = A Asi, T,(A) = A. Entonces, por
el Corolario [3.8) X es localmente conexo.

Ahora, si X es localmente conexoy A y B € 2%, entonces A U B es cerrado.
Otra vez, por el Corolario T,(AUB) = AU B = T,(A) UT,(B). Por lo tanto,
X es T,-aditivo. O

8. La funcién T, y funciones abiertas

En esta parte aplicaremos la funcién T, a dos continuos, X y Y. Para distinguir
cuando aplicamos la funcién a X la denotaremos como x7,, mientras que cuando
la apliquemos en el continuo Y la denotaremos como y 7J,.

Definicién 8.1. Dados dos continuos X y Y. Una funcion f: X — Y se dice que
es abierta si la imagen de cualquier abierto de X bajo f es un abierto en 'Y, esto
es, f(U) es abierto en'Y para cada abierto U de X.

Teorema 8.2. Sean X y Y continuos arcoconexos y [ : X — Y wuna funcion
continua y suprayectiva. Si f es abierta entonces para cada subconjunto B de Y se
cumple que yvT,(B) C f(xT.(f~1(B))).

DEMOSTRACION: Sean B € 2¥ yy € Y\ f(xT.(f~1(B))). Como f es suprayectiva,
existe 7 € X \ xT.(f~1(B)) tal que f(x) =y. Como z € X \ xTo(f1(B)), existe
un subcontinuo arcoconexo W de X tal que z € Int(W) C W C X \ f~Y(B).
Como f es abierta, entonces f(x) € Int(f(W)) C f(W) C Y \ B. Esto implica que
y €Y \ yTu(B). Por lo tanto, yT,(B) C f(xT.(f1(B))). O

Teorema 8.3. Sean X y Y continuos arcoconexos y f : X — Y una funcion
continua y suprayectiva. Si f =1 (W) es arcoconexo para cada subcontinuo arcoconezxo
W de Y, entonces f(xTo(f~1(B))) C yT.(B) para cada subconjunto B de Y .

DEMOSTRACION: Sean B € 2¥ y y € Y\ yT,(B). Entonces existe un subcontinuo
arcoconexo W de Y tal que y € Int(W) C W C Y \ B. Notemos que f~1(W)n
f~Y(B) = 0. Como f es continua y f~(y) es compacto, f~1(y) C Int(f~1(W)).
Entonces para cada z € f~1(y), 2 ¢ xT,(f~1(B)). Asi, f~ (y)NxT.(f~H(B)) = 0.
Si f(z) € f(xTu(f1(B))), entonces f~1(y) N xTu(f1(B)) # 0, lo cual es una
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contradiccion. Asi, y € Y \ f(xT.(f~1(B))). Por lo tanto, f(xTa(f 1(B))) C

Y‘J'a (B) . O
Como consecuencia de los teoremas [8.2]y [8.3] tenemos los siguientes resultados.

Corolario 8.4. Sean X y Y continuos arcoconexos y f : X — Y wuna funcion
continua, suprayectiva y abierta. Si f=1(W) es arcoconexo para cada subcontinuo
arcoconezo W de Y, entonces f(xTo(f~1(B))) = yTu(B) para cada subconjunto B
deY.

Corolario 8.5. Sean X yY continuos arcoconexosy f : X — Y una funcion conti-
nua y suprayectiva. Si X es hereditariamente arcoconezo, entonces f(xT.(f~1(B))) C
v To(B) para cada subconjunto B de Y.

Los siguientes dos corolarios se aplican a dendroides.

Corolario 8.6. Sean X un dendroide y Y un continuo arcoconezxo. Si f: X —Y
es una funcion continua y suprayectiva, entonces f(xT,(f~1(B))) C yT.(B) para
cada subconjunto B de Y .

Corolario 8.7. Sean X un dendroide yY un continuo arcoconezxo. Si f: X =Y es
una funcion continua, suprayectiva y abierta, entonces yT,(B) = f(xTa(f~1(B)))
para cada subconjunto B de Y.
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1. Introduccion

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacio. Un hiper-
espacio de un continuo es una familia de subconjuntos cerrados del continuo con
una propiedad en comun. El estudio de los modelos geométricos de hiperespacios
de un continuo es un tema interesante en la teoria de continuos. Existe una ga-
ma amplia de estudios sobre el hiperespacio de subconjuntos cerrados y no vacios
de un continuo y del hiperespacio de subcontinuos de un continuo; dado un con-
tinuo X, estos hiperespacios son denotados por 2% y C(X), respectivamente. En
1978, Sam B. Nadler, Jr. [11l pag. 601] propone estudiar la familia de subconjun-
tos de un continuo X que son arcos, este hiperespacio se define y se denota por
A(X) = {A C X : Aesun arco en X}. En 1999, Adrian Soto [15] retoma este
tema y considera el hiperespacio de arcos y singulares de un continuo X, el cual se
define y se denota por M(X) = A(X) U {{z} : z € X}. En ese trabajo se obtienen
propiedades de M(X) cuando el continuo X es un dendroide. En 2002, Alejandro
Tllanes [2] da una caracterizacion de las dendritas en términos del hiperespacio de
arcos y singulares.

Recientemente, en 2016 Ivan Serapio, en su tesis de maestria [14] Definicion
2.68], aporta el concepto de punto medio para cada elemento del hiperespacio M(X)
y, con esto, se define la funcién punto medio [14), Definicion 2.71], denotada por P,
donde p es una funcion de Whitney, que asigna a cada elemento A de M(X) su
tnico punto medio P,(A) € X con respecto de p. En paralelo, también estudia la
funcion de puntos extremos [14] Definicion 2.19], la cual asigna a cada elemento A
de M(X) el conjunto de puntos extremos de A. Entre 2016 y 2019 Maria de Jesus
Lopez, Patricia Pellicer Covarrubias e Ivan Serapio [6, [7,, [8] obtienen numerosos
resultados que se desprenden de [14], entre los cuales se encuentran:

= una equivalencia para la continuidad de las funciones arriba mencionadas,

197
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= condiciones para asegurar que estas funciones sean abiertas o cerradas,
= caracterizaciones de los continuos localmente conexos y de las dendritas en
términos de la funcién de puntos extremos y del hiperespacio M(X).

Como consecuencia de este dltimo resultado se obtienen dos caracterizaciones
més de las dendritas [8, Teorema 5.5] y [8, Teorema 5.8]. Siguiendo esta linea de
investigacion y en relaciéon con las funciones especiales entre continuos, en 2018 José
Luis Suéarez Lopez, presenta en su tesis de maestria [I7] un estudio sobre cuando
la funcién punto medio y la funcion de puntos extremos en continuos son funcio-
nes casi monétonas, atémicas, fuertemente monotonas, libremente descomponibles
y fuertemente libremente descomponibles. Como consecuencia, obtienen dos carac-
terizaciones: una para los continuos libres de arcos y otra para las dendritas (esta
parte se encuentra publicada en [9]). Ademas, Suarez Lopez demuestra que existe
una funcién continua, suprayectiva y fuertemente localmente inyectiva entre [0, 1]
y una grafica finita X, la cual se utiliza para probar que existe una compactacion
métrica del intervalo (0, 1], digamos Y, cuyo residuo es homeomorfo a X tal que
cualquier funcién punto medio es continua en el hiperespacio de arcos y singulares
M(Y).

Inspirado naturalmente en la funciéon punto medio, José Luis Suarez Lopez,
propone en su proyecto de tesis doctoral [18] estudiar las familias siguientes: Dados
un continuo X y un punto p € X, consideramos los elementos A € M(X) que tienen
al punto p, denotada por Arcos(p, X), llamado hiperespacio de arcos en X anclados
en el punto p. Por otro lado, dada una funcién de Whitney p, para cada punto
p € X, consideramos los elementos A € M(X) para los cuales P,(A) = p, denotada
por Medio,(p, X), llamado el hiperespacio de arcos en X con punto medio p. En
este capitulo mostramos los modelos geométricos de Arcos(p, X) y los modelos
geométricos de Medios,, cuando (i) X es un arco; (ii) X es una curva cerrada
simple; (iii) X es un triodo simple.

Este trabajo estd organizado como sigue: en la seccién 2 citamos los prelimi-
nares que usaremos en el resto del trabajo, por ejemplo, para cada continuo X,
su hiperespacio de continuos C(X) admite funciones de Whitney (Teorema [2.6)).
En la seccion 3, definimos el hiperespacio de arcos y singulares de un continuo X,
denotado por M(X), el concepto de punto medio de un arco con respecto a una
funciéon de Whitney u y, con éste se define la funcién punto medio de X, P,. Por
otro lado, se define la funcién de puntos extremos y citamos algunas propiedades
de estas funciones que usaremos en nuestro trabajo. Por altimo, en las secciones 4 y
5, definimos Arcos(p, X) y Medio,(p, X), y exponemos nuestros resultados acerca
de los modelos para estos hiperespacios cuando X es un arco (Teoremas y[5.4)),
cuando X es curva cerrada simple (Teoremas y 19.8), cuando X es un triodo

simple (Teoremas [1.5] y [5.9).

2. Preliminares

Nuestro trabajo se desarrolla en la teoria de continuos y sus hiperespacios.
Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacio. Como primeros
ejemplos de continuos tenemos: (1) un arco el cual es un espacio homeomorfo al
intervalo cerrado [0,1]. (2) Una curva cerrada simple es un espacio homeomorfo
a la circunferencia unitaria S! en el plano Euclidiano. (3) Un triodo simple es
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un espacio homeomorfo a {(z,0) € R? : z € [-1,1]} U {(0,y) € R? : y € [0,1]}, al
punto (0,0) lo llamaremos vértice del triodo simple.

Sean X un espacio topolégico, A C X y [ un namero cardinal. Diremos que
el punto p tiene orden menor o igual que S en X, lo cual se denotard por
ord(p,X) < (3, si para cada subconjunto abierto U de X con p € U, existe un
subconjunto abierto V de X tal que p € V. C U y |frx (V)| < 8, donde frx(V)
es la frontera de V en X. El punto p es de orden ( en X, lo cual denotaremos
por ord(p, X) = S8, si ord(p, X) < 8y ord(p, X) £ a para cualquier < 8. Ahora,
diremos que:

(i) El punto p es un punto extremo de X, si ord(p, X) = 1. El conjunto de
puntos extremos de X lo denotamos por E(X).

(i7) El punto p es un punto ordinario de X, si ord(p, X) = 2. El conjunto de
puntos ordinarios de X lo denotamos por O(X).

(i%i) El punto p es un punto de ramificacién de X, si ord(p, X) > 3. El
conjunto de puntos de ramificacion lo denotamos por R(X).

Un espacio topolégico X es localmente conexo en un punto p € X, si para
cada abierto U de X que contiene a p, existe un abierto y conexo de X, V, tal que
p € V. C U. Diremos que X es localmente conexo si es localmente conexo en
cada uno de sus puntos.

Un espacio topolégico X es arco conexo, si para cualesquiera dos puntos
z,y € X, existe un arco en X que une a x con y.

Diremos que un espacio topolégico X es tinicamente arco conexo si para
cada par de puntos distintos x y y en X, existe un tinico arco en X que tiene como
puntos extremos x y y.

Una dendrita es un continuo localmente conexo que no contiene curvas cerra-
das simples.

Arco

Curva cerrada simple

Triodo simple Paleta

F1GURA 1. Ejemplos de continuos.

Observacion 2.1. En la Figura [1, tenemos que el arco y el triodo simple son
dendritas, por otro lado la curva cerrada simple y la paleta no son dendritas.
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Algunos resultados importantes sobre el orden de los puntos en continuos, son
los siguientes.

Proposicion 2.2. [12] Corollary 9.6] Un continuo X es una curva cerrada simple
si y sdlo si para cada x € X se tiene que ord(xz, X) = 2.

Proposicion 2.3. Un drbol X es un arco si y solo si X tiene exactamente dos
puntos extremos.

DEMOSTRACION: Para la suficiencia, supongamos que X es un arbol con exac-
tamente dos puntos extremos, digamos a y b. Por la [12] Proposition 9.27] a y b
son los tinicos puntos de no corte de X. Como X es un arbol, consideramos A el
arco con puntos extremos a y b en X. Luego, por [12] Corollary 6.7] tenemos que
A = X. Para la necesidad, supongamos que X es un arco, por el [I12], Theorem 6.17]
X tiene exactamente dos puntos que no son de corte, digamos ¢ y d, luego por la
[12] Proposition 9.27] ¢ y d son los puntos extremos de X. O

Proposiciéon 2.4. Sea X un drbol. Si p es punto extremo de X, entonces p es
punto extremo de cada subcontinuo que lo contenga.

DEMOSTRACION: Sea p un punto extremo de X. Sea Y un subcontinuo de X que
contiene a p, por [12] Theorem 10.13], basta probar que Y \ {p} contiene solo una
componente. Supongamos lo contrario, es decir, existen B y C componentes de
Y\ {p}. Por [12] Proposition 6.3] tenemos que BU {p} y C'U {p} son subcontinuos
de Y. Podemos considerar b € B y ¢ € C tales que el arco bp C B U {p} y el
arco cp C C'U {p}. Como p no es punto extremo del arco bec en Y, se sigue que
ord(p,be) = 2, 1o cual es una contradiccion ya que ord(p, be) < ord(p, X) = 1. Se
sigue que Y\ {p} contiene una sola componente y asi ord(p,Y) = 1. O

El siguiente resultado sera de utilidad en nuestro trabajo.

Teorema 2.5. [1, Theorem 2.1] Sea X un espacio topoldgico compacto y Y un
espacio topologico Hausdorff. Si f : X — Y es una funcidn continua y biyectiva,
entonces f es un homeomorfismo.

Los hiperespacios de un continuo X son colecciones de subconjuntos de X que
satisfacen una propiedad dada. Los mas conocidos son los siguientes:

2% ={A C X : Aes no vacio y cerrado en X}

O(X) ={Ac2%: Aes conexo},

estos son conocidos como el hiperespacio de subconjuntos cerrados y no vacios de
X y el hiperespacio de subcontinuos de X, respectivamente. A la coleccion 2% se
le dota de la métrica de Hausdorff, que a continuacion definimos: sean d la mé-
trica del continuo X, A € 2% y ¢ > 0, se define la nube de radio ¢ alrededor de
A, la cual denotamos por N(e,A) = {x € X : existe a € A tal que d(z,a) < €}.
Ahora, se define la funcién H : 2% x 2% — [0,00) como H(A,B) = inf{e >
0:AC N(,B)yB C N(¢,A)}, para cada A, B € 2%. En [3, Teorema 2.2] se
prueba que H es una métrica para 2%. Luego, C(X) es considerado como sub-
espacio de 2%, También se ha considerado el hiperespacio Fy,(X) = {4 € 2% :
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A tiene a lo méas n elementos}, para cada n € N, conocido como el n-ésimo produc-
to simétrico del continuo X, asi F,(X) también es considerado como subespacio de
2X.

En [3] y [11] se cuenta con un amplio estudio de las propiedades bésicas de los
hiperespacios 2%, C(X) y F,,(X), de un continuo X. Por ejemplo, en [11, Teorema
(1.13)] se demuestra que si X es un continuo, entonces 2% también es un continuo.

Una de las herramientas mas usadas en la teoria de los hiperespacios de conti-
nuos son las funciones de Whitney. Estas funciones son parte esencial para definir
uno de nuestros hiperespacios, ente importante de nuestro trabajo: el hiperespacio
de arcos contenidos en el continuo X que tienen como punto medio a p.

Dado un continuo X, una funciéon de Whitney para C(X) es una funcion
continua p : C(X) — [0, 00) que satisface dos condiciones:

(1) para cada = € X, se tiene que pu({z}) =0,
(2)si A,Be C(X)y AC B, entonces u(A) < u(B).
En [3] Teorema 13.4] se prueba el siguiente resultado:

Teorema 2.6. Si X es un continuo, entonces existe una funcion de Whitney para
C(X).

Observacion 2.7. Sean X un continuo y p una funcion de Whitney para C(X).
Si A,B € C(X) tales que A C B y u(A) = pu(B), entonces A= B.

Lema 2.8. [5, Lema 6.8] Sea X un continuo. Si A y B son subcontinuos de X
tales que A C B, 1 : C(X) — [0,00) es una funcidn de Whitney y t € [u(A), u(B)],
entonces eziste C € C(X) tal que AC C C B y u(C) =t.

Otra de las construcciones importantes en la teoria de los hiperespacios de
continuos son los arcos ordenados. Un arco ordenado en C(X) es un arco A en
C(X) tal que para cualesquiera elementos A, B € A, se tiene que A C B o B C A.
Si H y K denotan los puntos extremos de un arco ordenado A y H C K, decimos
que A es un arco ordenado en C(X) desde H hasta K.

Presentamos un resultado que nos proporciona la existencia de arcos ordenados,
una demostracion se obtiene de los resultados 14.2 hasta 14.6 en [3].

Teorema 2.9. Sea X un continuo. Si A, B € C(X) son tales que AC B y A+ B,
entonces eziste un arco ordenado en C(X) desde A hasta B.

Recordamos la siguiente propiedad general de sucesiones en el hiperespacio de
cerrados no vacios. Una prueba se encuentra en [16], Lema 1.85].

Proposicion 2.10. Sea X un continuo. Si {An}nen Y {Bnlnen son sucesiones
en 25 que convergen a A € 2X y B € 2%, respectivamente, entonces la sucesion
{4, U By, }nen converge a AU B.

El resultado que sigue nos proporciona una propiedad natural de convergencia
en el segundo producto simétrico de un continuo. Una prueba la puede ver en [14]
Proposicion 1.33].

Proposicion 2.11. Sean X un continuo, B € F3(X) y {Bn}lnen una sucesion
contenida en F5(X). Si B = {p,q} entonces {By,}nen converge a B si y sélo si
existen sucesiones {pn}tnen ¥ {Gn}nen contenidas en X que convergen a p y a q,
respectivamente, y B,, = {pn, qn}, para cada n € N.
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En 2003, P. Pellicer Covarrubias introdujo en [13] los hiperespacios anclados
en un conjunto. Dados un continuo X y un subcontinuo A de X, se define y se
denota el hiperespacio de los subcontinuos de X anclados en un continuo A como
el subespacio C'(4,X) = {B € C(X) : A C B}. En particular, cuando A = {p},
para un punto dado p € X, lo denotamos por C(p,X) = {B € C(X) : p € B}. El
siguiente resultado es tutil para estudiar el hiperespacio de arcos contenidos en un
continuo X que tienen a p.

Recordemos que una 2-celda es un espacio homeomorfo a [0, 1] x [0, 1].

Teorema 2.12. [4, Section 3] Si X es una curva cerrada simple y p € X, entonces
C(p,X) es una 2-celda que tiene a X como un punto de su frontera en C(X).

3. Hiperespacios de arcos y funciones punto medio y de puntos
extremos

En esta parte definimos el hiperespacio de arcos y singulares de un continuo y
citamos algunas de sus propiedades. Asi como el concepto de punto medio, con el
cual se define la funcién punto medio de un continuo. También se define la funcién
de puntos extremos en continuos.

Siguiendo la propuesta de S. B. Nadler Jr. ([11] pag. 601]) de estudiar la familia
de subconjuntos de un continuo X que son arcos, se define:

AX)={AC X :Aesunarcoen X}.

Este hiperespacio es conocido como el hiperespacio de arcos de X. En 1999 A.
Soto retoma este tema en [15], y define y denota la colecciéon

M(X) = A(X) U Fy(X)

el cual es conocido como el hiperespacio de arcos y singulares de un continuo
dado X. Los hiperespacios A(X) y M(X) son considerados como subespacios de
C(X).

Observacion 3.1. Si X es un arco, entonces el hiperespacio de arcos y singulares
M(X) coincide con el hiperespacio de continuos C(X). Por otro lado, si X es una
curva cerrada simple, entonces el hiperespacio de arcos y singulares M(X) es igual
a C(X)\ {X} (véase 6, Proposicion 3.2]).

Vamos a recordar otro concepto importante para desarrollar nuestro trabajo,
el cual fue definido en [6] Definicion 4.1]:

Definiciéon 3.2. Sean X un continuo y p : C(X) — [0, u(X)] una funcion de
Whitney. Dados L € M(X) y un punto p € X se dird que p es punto medio de
L respecto de p si existen Ly, Ly € C(X) tales que L = Ly U Ly, Ly N Ly = {p}
y u(L1) = p(La).

Observacion 3.3. Dados un continuo X y p una funcion de Whitney para C(X).
Si L es un arco con puntos extremos a y b en X cuyo punto medio es p respecto de
w, L1 es el arco en L con puntos extremos a y p y Lo es el arco en L con puntos
extremos p y b, entonces u(L1) = u(L2) y L1 N L = {p}.

Citamos un resultado importante, el cual asegura que los arcos tienen punto
medio. Con este teorema se obtiene la Definicion
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Teorema 3.4. [6, Teorema 4.7] Sean X un continuo y p una funcidn de Whitney
para C(X). Si L es un arco en X, entonces L admite un unico punto medio respecto
de p.

Mas ain, el punto medio de L respecto de p no es punto extremo de L.

Definiciéon 3.5. Sean X un continuo y p una funcion de Whitney para C(X).
Consideremos la funcion P, : M(X) — X que asigna a cada elemento de M(X)
su inico punto medio respecto de p, tal y como lo asequra el Teorema[3]] A esta
funcion se le llama funcién punto medio de X respecto de p.

Mas adelante vamos a utilizar la siguiente propiedad interesante sobre la funcion
punto medio en continuos.

Teorema 3.6. [9] Teorema 3.15] Sea X una curva cerrada simple. Para cada p
funcion de Whitney para C(X) la funcion punto medio P, es continua.

La funcién que se define a continuacién permite obtener varias propiedades de
los hiperespacios que se estudiraran en las secciones 4 y 5.

Definicién 3.7. Dados un continuo X y M € M(X) se define el conjunto de
puntos extremos de L como:

{p € M : p es un punto extremo de M}, si M € A(X),

M, si M € Fy(X).

Ahora, consideramos la funcion E : M(X) — F5(X) que a cada elemento del
hiperespacio de arcos y singulares le asigna el conjunto de sus puntos extremos. A
esta funcion se le llama funcién de puntos extremos de X.

En el siguiente resultado se caracterizan algunos continuos en términos de la
funcién de puntos extremos, véase Proposicién 2.21, Proposicién 2.23 y Teorema
2.64 de [14]:

Teorema 3.8. Sean X wun continuo y E : M — Fy3(X) la funcion de puntos
extremos de X. Las siguientes afirmaciones se cumplen:

(1) X es arco conexo si y sélo si E es una funcion suprayectiva.

(2) X es unicamente arco conexo si y solo si E es una funcion biyectiva.

(8) X no contiene curvas cerradas simples si y sdlo si E es una funcién inyectiva.

Finalizamos esta secciéon citando una propiedad tutil que nos proporciona la
funcién de puntos extremos.

Teorema 3.9. [7, Teorema 5.3] Un continuo X es una dendrita si y sélo si la
funcidn de puntos extremos E : M(X) — Fy(X) es un homeomorfismo.

4. Modelos del hiperespacio de arcos anclados en un punto

En esta parte exponemos nuestros resultados sobre los modelos del hiperes-
pacio de arcos en X anclados en el punto p, cuando X es uno de los siguientes
continuos: arco, curva cerrada simple y triodo simple. Primero vamos a definir este
hiperespacio, ente principal de este capitulo.
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Definicién 4.1. Sean X un continuo y un punto p € X, definimos y denotamos
el hiperespacio de arcos en X anclados en el punto p como el conjunto de
todos los elementos de M(X) que tienen al punto p, es decir,

Arcos(p, X) ={A e M(X):pe A}

Al hiperespacio Arcos(p, X) lo consideramos como subespacio del hiperespacio
de continuos del continuo X, C(X), con la métrica de Hausdorff.

Dado que trabajaremos en continuos homeomorfos a continuos conocidos, el
Teorema 2] es un resultado bastante util.

Teorema 4.2. Sean X, Y continuos yp € X. Sih: X — Y es un homeomorfismo,
entonces Arcos(p, X) es homeomorfo a Arcos(h(p),Y).

DEMOSTRACION:  Consideremos la funcion C(h) : C(X) — C(Y) definida por
C(h)(A) = h(A), para cada A € C(X). Como h es un homeomorfismo, por [16]
Lema 2.3], la funcion C'(h) es un homeomorfismo.

Probaremos que C'(h)(Arcos(p, X)) = Arcos(h(p),Y). Sea M € Arcos(p, X),
como h es un homeomorfismo, h(M) es un arco en Y, ademés h(p) € h(M),
asi h(M) € Arcos(h(p),Y). Por otro lado, sea N € Arcos(h(p),Y), se sigue
que h™}(N) es un arco en X. Como h(p) € N, tenemos que p € h™1(N), luego
h™'(N) € Arcos(p, X). Asi, N € C(h)(Arcos(p, X)). Por lo tanto, C'(h)| arcos(p, x)
es un homeomorfismo entre Arcos(p, X) y Arcos(h(p),Y). O

El Teorema [£.3] permite conocer el modelo geométrico del hiperespacio de arcos
en un arco X anclados en el punto p, para cualquier p € X.

Teorema 4.3. Sea X el arco [0,1]. Consideremos un punto p € X, se tienen las
siguientes afirmaciones:

(1) si p € {0,1}, entonces el hiperespacio de arcos en X anclados en el punto p,
Arcos(p, X), es un arco ordenado desde {p} hasta X;

(2) sipe X\ {0,1}, entonces el hiperespacio de arcos en X anclados en el punto
p, Arcos(p, X), es una 2-celda.

DEMOSTRACION: Por [5] Ejemplo 3.1] el hiperespacio de continuos del intervalo
[0,1] puede ser representado por el conjunto D = {(x,y) € R? : 0 < 2 <y < 1}
que es el tridngulo acotado por el eje de las ordenadas, la diagonal y la recta cuya
segunda coordenada es igual a 1. Como se muestra en la siguiente figura:

Consideremos la funcién f : D — C(X) definida como f((z,y)) = [z,y], para
cada (z,y) € D, el cual es un homeomorfismo por [10, Teorema 3.2].

Probaremos el inciso (7). Sea p € {0,1}. Supongamos que p = 0. Sea Z =
{(0,y) € R? : 0 < y < 1} subconjunto de D, note que Z es un arco con puntos
extremos (0,0) y (0,1). Observemos que, si A es un arco en X que contiene a 0,
entonces A = [0, y], paraalgin y € X, asi f(Z) = Arcos(p, X). Note que f((0,0)) =
{p}y f((0,1)) = X. Como f es un homeomorfismo, se tiene que Z y el hiperespacio
Arcos(p, X) son homeomorfos, por lo tanto Arcos(p, X) es homeomorfo a un arco
con puntos extremos {p} y X. Por otro lado, si A, B € Arcos(p, X), se tiene que
A'y B son comparables, asi Arcos(p, X) es un conjunto ordenado. Concluimos que
Arcos(p, X) es un arco ordenado de {p} hasta X. De forma similar se prueba que
Arcos(p, X ) es un arco ordenado desde {p} hasta X si p = 1.
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F1GURrA 2. El conjunto D.

Ahora, probaremos el inciso (2). Sea p € X \ {0,1}. Consideramos la 2-celda
W = [0,p] x [p,1] contenida en D. Observemos que si A € Arcos(p, X), enton-
ces existen z € [0,p] y y € [p,1] tales que A = [z,y], asi f(W) = Arcos(p, X).
Como f es un homeomorfismo, tenemos que W y el hiperespacio Arcos(p, X) son
homeomorfos, por lo tanto Arcos(p, X) es homeomorfo a una 2-celda. ([l

Veamos ahora el modelo geométrico del hiperespacio de arcos en el circulo
unitario X anclados en el punto p, para cualquier punto p € X.

Teorema 4.4. Sea X el circulo unitario en R?. Sip € X, entonces el hiperespacio
de arcos en X anclados en el punto p, Arcos(p, X), es homeomorfo a una 2-celda
sin un punto en la frontera.

DEMOSTRACION: Como los subcontinuos propios de X son arcos o singulares, se
sigue que Arcos(p, X) = C(p, X) \ {X}. Por el Teorema [2.12] tenemos que C(p, X)
es homeomorfo a una 2-celda. Por la tdltima linea de la pagina 3 y la primera linea
de la pagina 4 de [4], X es un punto de la frontera de C(p, X) en C(X). Asi,
Arcos(p, X) es homeomorfo a una 2-celda sin un punto en la frontera. O

cx

Q {r}

F1aura 3. Hiperespacio Arcos(p, X) visto en el hiperespacio C'(X).
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Para finalizar esta seccion, el Teorema[d.5] permite conocer el modelo geométrico
del hiperespacio de arcos en un triodo simple X anclados en un punto p, para
cualquier p € X.

Teorema 4.5. Considérese el triodo simple X = {(z,0) € R? : z € [-1,1]} U
{(0,y) € R?: y € [0,1]}. Dado un punto p € X, se tienen las siguientes afirmacio-
nes:

(1) si p es el vértice del triodo entonces Arcos(p, X) es una 2-celda;
(2) sip es punto extremo del triodo entonces Arcos(p, X) es un triodo simple;

(8) si p es un punto ordinario del triodo entonces Arcos(p, X) es homeomorfo a
X x[0,1].

DEMOSTRACION: Sean z,y € X, denotemos por zy el arco contenido en X con
puntos extremos z y y. Sean A; = {(¢,0) : t € [-1,0]}, A2 = {(0,¢) : ¢t € [0,1]}
y A3 = {(t,0) : t € [0,1]}. Consideremos los arcos J; = Ag U A3, Jo = AU A3y
J3 = A1 U As.

Probaremos el inciso (7). Supongamos que p = (0,0). Por el Teorema y
el Teorema sabemos que Arcos(p, J;) es homeomorfo a una 2-celda, para cada
ie{1,2,3}.

Note que si M € Arcos(p, X) entonces M C J;, M C J; 6 M C Js, asi que

Arcos(p, X) = Arcos(p, J1) U Arcos(p, J2) U Arcos(p, J3). Note que
» Arcos(p, J1) N Arcos(p, J2) = Arcos(p, As),
w Arcos(p, Jo) N Arcos(p, J3) = Arcos(p, A1) y
= Arcos(p, J3) N Arcos(p, J1) = Arcos(p, As).

Por el Teorema inciso (1), tenemos que Arcos(p, A;) es homeomorfo a un
arco con puntos extremos {p} y A;, para cada i € {1,2,3}. De tal forma que existe
un homeomorfismo h; : [0,1] — Arcos(p, A;) tal que h;(0) = {p} y hi(1) = A;,
para cada i € {1,2,3}. Consideremos la funcién f : [0,1]> — C(p, X) definida
por f((z,y,2)) = hi(z) U ha(y) U hs(2), para cada (z,y,2) € [0,1]3. Veamos que
f es un homeomorfismo. Por el Teorema basta probar que f es continua y
biyectiva. Notemos que f es inyectiva, ya que si consideramos (a,b,c) y (z,y, 2)
puntos distintos en [0,1]®, podemos suponer que a # x, como h; es inyectiva se
tiene que hy(a) # hi(x), luego hi(a) U ha(b) U hs(c) # hi(x) U ha(y) U hs(z), asi
f((a,b,¢)) # f((z,y,2)). Por otro lado, f es suprayectiva ya que si T € C(p, X),
basta descomponer a T en tres subcontinuos digamos By =T N Ay, Bo =T N Ay
y Bs = T N A3 de esta manera B; € Arcos(p, A;), para cada ¢ € {1,2,3}, como
h; es sobreyectiva, existen xz,y,z € [0,1] tales que hy(z) = By, hao(y) = Ba y
hs(z) = Bs, de esta forma f((z,y,2)) = By U By U Bs = T. Ahora probemos que
f es una funcion continua, para ello consideremos {(z,, yn, 2n) }neny una sucesion
convergente a (z,y,z) en [0,1]%. Tenemos que las sucesiones {x, }nen, {Yn}nen ¥
{zn}nen convergen a x, y y z, respectivamente. Como h; es continua para cada
i € {1,2,3}, se sigue que {h1(zpn)}tnen, {h2(Un)}nen ¥ {h3(zn)}nen convergen a
hi(x), ha(y) y hs(z), respectivamente. Luego, por la Proposicion {h1(zn) U
ha(yn) Uhg(2,) tnen converge a hy(x) Uha(y)Uhs(z2), es decir, {f((zn, Yn, 2n)) tnen
converge a f((x,y,z)) y asi f es una funcién continua. Por lo tanto, Arcos(p, X) es
homeomorfo a una 2-celda, como la mostrada en la Figura [4]

Ahora probaremos el inciso (2). Sea p € {(—1,0),(0,1),(1,0)}. Sin perder ge-
neralidad, supongamos que p = (1,0). Consideremos la funcién de puntos extremos
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F1GURA 4. Arcos(p, X) donde p = (0,0) y X es un triodo simple.

E : M(X) — F»(X). Por el Teorema tenemos que E es un homeomorfismo.
Como p es punto extremo de X, por la Proposicion [2:4] los arcos que tienen a p
son de la forma pz, para algin punto « € X. Denotemos por C, = {{p,z} : z €
X} subconjunto de F5(X). Se tiene que E|apcos(p,x) : Arcos(p, X) — Cp, es un
homeomorfismo.

Ahora, consideremos la funcion g : X — €, definida por g(z) = {p,z}, para
cada x € X. Vamos a probar que g es un homeomorfismo. Es claro que g es
biyectiva. Veamos que la funcion g es continua. En efecto: sea {x,, } nen una sucesion
en X que converge a algin punto € X. Por la Proposicion se tiene que la
sucesion {{p, z, } }nen converge al punto {p, z} € €,. Esto es, la sucesion {g(z,) }nen
converge al punto g(x). Concluimos que g es continua. Por otra parte, veamos que
la funcion g~! es continua. En efecto: sea {{p, 7, }}nen una sucesion contenida en
€, que converge a algin punto {p,z} € €,. Se sigue de la Proposicién que la
sucesion {z,, }nen converge al punto z. Note que, para cadan € N, g~ ({p,z,}) =
2,y 9 1({p,z}) = z. Esto prueba que la funcion g=! es continua. Por lo tanto, g
es un homeomorfismo.

Por otro lado, consideremos la funcion h : X — Arcos(p, X) definida por
h(z) = (E|Arws(p,x))_1(g($)) = pz, para cada x € X. Es claro que h es un
homeomorfismo. Por lo tanto, Arcos(p, X) es homeomorfo a un triodo simple.

Finalmente, probaremos el inciso (3). Sea p € X \ {(-1,0),(0,1),(1,0),(0,0)}.
Sabemos que X = A; U A; U As.

Sin perder generalidad supongamos que p € A;. Notemos que e; = (—1,0) y
v = (0,0) son los puntos extremos del arco A;. Consideremos el arco A = ejp y el
triodo simple T' = pvU A3 U A3 en X. Por el inciso (1) Arcos(p, A) es un arco y por
el inciso (2) Arcos(p,T) es un triodo simple, tenemos que Arcos(p, A) y Arcos(p,T)
son homeomorfos a [0,1] y T, respectivamente. Consideremos la funcion

F : Arcos(p,T) x Arcos(p, A) — Arcos(p, X ) definida por F((K,L)) = K UL,

para cada (K, L) € Arcos(p,T) x Arcos(p, A).
Probaremos que F' es un homeomorfismo. Como Arcos(p,T) x Arcos(p, A) es
compacto y Arcos(p, X) es Hausdorff, por el Teorema basta probar que F
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es continua y biyectiva. Veamos que F' es sobreyectiva, dado M € Arcos(p, X),
consideremos K = M NT € Arcos(p,T) y L = M N A € Arcos(p,A). Note que
M =KUL,luego F((K,L)) = KUL = M, es decir, F' es sobreyectiva. Vemos que
F es inyectiva, sean (K,L),(R,S) € Arcos(p,T) x Arcos(p, A) puntos distintos,
podemos considerar ¢ € K \ R, se sigue que ¢ € KULy g ¢ RUSJS, luego
F(K,L)) # F((R,S)), es decir, F es inyectiva. Ahora probemos que F es una
funcion continua. Consideremos {(K,, Ly) }nen una sucesion convergente a (K, L)
en Arcos(p,T) x Arcos(p, A), tenemos que {K,}nen ¥ {Ln}nen convergen a K y
L, respectivamente. Luego por la Proposicién se sigue que {K, U Ly }neypen
converge a K U L, es decir, {F((K,, L)) }nen converge a F((K, L)), por lo tanto
F' es continua.

Por lo tanto, Arcos(p, X) es homeomorfo a Arcos(p,T) x Arcos(p, A), de donde
Arcos(p, X) es homeomorfo a T x A, finalmente, Arcos(p, X) es homeomorfo a
X x [0,1]. O

5. Modelos del hiperespacio de arcos con punto medio dado

En esta dltima seccién exponemos nuestros resultados sobre los modelos del
hiperespacio de arcos en X con punto medio p, cuando X es uno de los siguientes
continuos: arco, curva cerrada simple y triodo simple. Primero vamos a definir este
hiperespacio, ente principal de este capitulo.

Definicién 5.1. Sean X un continuo y p una funcion de Whitney para el hiperes-
pacio C(X). Para cada punto p € X, definimos y denotamos el hiperespacio de
arcos en X con punto medio p respecto de p, esto es,

Medio,(p, X) = {A € M(X) : P,(4) = p},
donde P, : M(X) — X es la funcion punto medio de X con respecto de p.

Al hiperespacio Medio,(p, X) lo consideramos como subespacio del hiperespa-
cio de continuos del continuo X, C(X), con la métrica de Hausdorff.

En el resto del trabajo vamos a considerar p una funcién de Whitney para
C(X). El siguiente Lema [5.2 no es dificil de probar.

Lema 5.2. Sean X y Y continuos. St h : X — Y es un homeomorfismo y p :
C(X) — [0,00) una funcion de Whitney, entonces o C(h)~! : C(Y) — [0,00) es
una funcion de Whitney.

Dado que trabajaremos en continuos homeomorfos a continuos conocidos, el
Teorema [5.3] es un resultado bastante ttil.

Teorema 5.3. Sean X, Y continuosyp € X. Sih: X =Y es un homeomorfismo,
entonces Medio,(p, X) es homeomorfo a Medio,.c -1 (h(p),Y).

DEMOSTRACION: Consideremos la funcion C'(h) : C(X) — C(Y) tal que C(h)(A) =
h(A), para cada A € C(X). Como h es un homeomorfismo, por [16], Lema 2.3] la
funcion C(h) es un homeomorfismo y ademas C(h)~! = C(h71).

Por el Lema tenemos que g o C(h)~! es una funcién de Whitney para
C(Y'). Probaremos que C(h)(Medio,(p, X)) = Medio,oc(ny-1(h(p),Y). Conside-
remos B € C(h)(Medio,(p, X)), asi existe A € Medio, (p, X) tal que C(h)(A) = B
y existen K y L arcos de A tales que A = KUL, KNL = {p}y uK) = pnl).
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Se sigue que, B = h(A) = h(K)Uh(L) y h( )N (L) = {h(p)}. Por otro la-
do, por el Lema E tenemos que p o C(h)™! es una funcién de Whltney pa-
ra C(Y), ademds (1o C(h)")(h(K)) = p(K) = (L) = (o C(h)~)(h(L)).
Por lo tanto B € Medio,oc(n)-1(h(p),Y’). Para la contenciéon contraria, sea B €
Medio,ocny-1(M(p),Y), luego existen K y L arcos de B tales que B = K U L,
KL= {h)}y (o Chy")(K) = (4o C(h)~")(L). Sea A = h~1(B), se si-
gue que A = h Y (K)Uh YL) y h"1(K)Nh™1(L) = {p}. Ademas p(h~1(K)) =
(po C(h) ™) (K) = (noC(h)~')(L) = u(h~'(L)). Luego, A € Medio,(p, X). Note
que B = h(A) € C(h)(Medio,(p, X)).

Como C(h) es un homeomorfismo, Medio,,oc(ny-1 (h(p),Y) y Medio,(p, X) son
homeomorfos. O

El Teorema [5.4 muestra el modelo geométrico del hiperespacio de arcos en un
arco X con punto medio p, para cualquier p € X.

Teorema 5.4. Sea X el arco [0,1]. Consideremos un punto p € X, se tienen las
siguientes afirmaciones:

(1) si p € {0,1} entonces Medio,(p,X) = {{p}};
(2) sipe X \{0,1} entonces Medio,(p,X) es un arco.

DEMOSTRACION: Sea P, : M(X) — X la funcién punto medio de X respecto de
L

Probaremos el inciso (1). Sea p € {0,1}. Como p es punto extremo de X, por la
Proposicién si A es un arco en X que contiene a p, entonces p es punto extremo
de A, asi por el Teorema [3.4] tenemos que Medio,(p, X) = {{p}}.

Ahora probemos el inciso (2). Seap € X\{0, 1}. Seam = min{u([0, p]), u([p, 1])}.
Sin perder generalidad, supongamos que m = u([0,p]). Sea g : Medio,(p, X) —
[0,p] definida por g(A) = min(A), para cada A € Medio,(p, X). Probaremos que
g es un homeomorfismo. Por [6, Lema 2.4] la funcién min es continua en 2% asi g
es una funcion continua al ser una restricciéon de la funcién min al Medio,(p, X).
Probaremos que g es una funcién biyectiva y que g~! : [0,p] — Medio,(p, X) es
continua.

(a) La funcién g es inyectiva: Sean A y B elementos de Medio, (p, X) tales que
g(A) = g(B). Como Ay B son arcos en X, podemos hallar y1,y2 € [0, 1]
tales que A = [g(A),y1] y B = [9(B), y2]. Dado que A, B € Medio,(p, X),
setienequep € Ayp € B,asip <y yp < y2. Como g(A4) = g(B) tenemos
que [g(A), p] = [¢(B), p], por tanto u([g(A), p]) = u([g(B), p]). Por la Obser-

vacion B.3} se sigue que u([p,y1]) = u(lg(A), p]) = u([g(B),p]) = u(lp. y2])-
Por otro lado, y1 < y2 0 y2 < y1 y asi [p,y1] y [p,y2] son comparables

respecto a la inclusion de conjuntos, por la Observacion tenemos que
[p, y1] = [p, y2]. Por tanto, y; = yo, luego A = B.

(b) La funcién g es suprayectiva: Sea t € [0, p], tenemos que p([t, p]) < ([0, p]).
Como {p} C [p,1] y p(t,p]) € [0, u([p,1])], por el Lema existe C' un
subcontinuo tal que {p} C C C [p,1] y u(C) = p([t, p]), asi existe r € [p, 1]
tal que C = [p,r]. Sea A = [t,r], se sigue que A € Medio,(p, X ). Ademas
g(A) = min(A) =t.

(c) Lafuncién g—! es continua: Sea {t, } ,en una sucesion en [0, p| convergente a
t, para algun ¢t € [0, p|. Por el Teorema la sucesion {[t,, p]}nen converge
al arco [t,p]. Para cada n € N, u([tn,p]) < wp(]0,p]). Como, para cada
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n €N, {p} € [p,1] y u([tn,p)) € [0,u([p,1])], por el Lema [2.§| existe C,,

un subcontinuo tal que {p} C C,, C [p,1] y u(Cyr) = p([tn,p]), asi existe

rn € [p, 1] tal que C' = [p,r,], para cada n € N. Por otro lado, como {p} C

[p,1] v u([t,p]) € [0, u([p, 1])], por el Lema [2.§| existe C' un subcontinuo tal

que {p} CC C[p,1] y u(C) = u([t,p)]), luego existe r € [p,1] tal que C =

[p, r]. Como [p, 1] es compacto, podemos suponer que existe {r,, }ren una

subsucesion de {r, },en convergente al punto s, para algin s € [p, 1]. Por

el Teorema[3.9} tenemos que la sucesion {[p, 7y, ]}ren converge a [p, s|, més

atin, como p es una funcion continua, se sigue que {u([p, mn, ]) }ren converge

a u([p, s]). Por otro lado, u([tn,,p]) = u([p, rs,]), para cada k € N, pasando

al limite tenemos que u([t,p]) = p([p, s]), por lo tanto u([p,r]) = u([p, s),

asi r = s. Obsevemos que {t,, 7, }nen converge a {t,r}. Si definimos A,, =

[tn, 7], para cada n € N, por el Teorema tenemos que la sucesion

{A,}nen converge al arco A = [t,7]. Como g es biyectiva, tenemos que g1

es biyectiva, asi g~ 1(t,) = A,, para cadan € Ny g~1(t) = A, por lo tanto
¢! es una funcién continua.

Concluimos que g es una funciéon continua, biyectiva y con inversa continua,

por lo tanto g es un homeomorfismo. O

Observacion 5.5. Sea X un arco con puntos extremos a y b. Si p no es punto
extremo del arco X, entonces Medio,(p, X) es un arco ordenado donde {p} es uno
de sus puntos extremos y el otro punto extremo es un arco A en X que satisface
que a es un punto extremo de A o b es un punto extremo de A.

El Lema [5.6] asi como el Lema son resultados ttiles para conocer el hiper-
espacio de arcos en una curva cerrada simple X con punto medio p, para cualquier
peX.

Lema 5.6. Sean X el circulo unitario en R? y un punto p € X. Para cualesquiera
A, B € Medio,(p,X), se tiene que AC B o B C A.

DEMOSTRACION: Por el Teorema podemos suponer que p = (1,0). Sean A, B €
Medio,,(p, X). Sean oy € [0,27) y ap € (—27,0] tales que A = {(cost), senfl) € R? :
0 € [a2,a1]}. Sean B € [0,2m) y B2 € (=27, 0] tales que B = {(cosf, senf) € R? :
0 € [B2,P1]}- Sean a1 = (cosay, senay) y as = (cosas, senas) los puntos extremos
de A; by = (cosBy,senf1) y ba = (cosfBa, senfz) los puntos extremos de B. Sean
Ay = {(cost,senf) € R? : 0 € [0,a1]} v Az = {(cosl,senf) € R? : 0 € [a,0]};
ademés, sean By = {(cosf,senf) € R? : 0 € [0,51]} vy B2 = {(cosh, senf) € R? :
6 € [52,0]}. Observemos que A; y Bj son comparables y también As y Bs son
comparables. Note que A = Aj U Ay, AjNAy = {p}, B=B1UBsy B1NBy; = {p}.
Por la Definicion [3.2) p(A1) = p(Az2) v u(B1) = u(Bs). Tenemos los siguientes dos
casos:

Caso 1. 1 < ai. Se sigue que By C A; (véase la Figura [5]), por tanto u(Bq) <
w(Ay), como pu(Ar) = pu(As2) y u(B1) = p(Bs), se tiene que pu(Bz) < p(As). Como
Ay y Bs son comparables se tiene que By C Ao. Concluimos que B C A.

Caso 2. a; < (7. Se sigue que A; C B (véase la Figura@, por tanto u(A;) <
p(B1), como p(Ar) = p(Az) y p(B1) = p(Bz), se tiene que 1i(Az) < p(Bz). Como
As y By son comparables se tiene que As C By. Concluimos que A C B.

En ambos casos concluimos que A y B son comparables respecto a la contencion
de conjuntos. ([
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Figura 5. Caso 1.

a,

az
b,

Figura 6. Caso 2.

Lema 5.7. Sea X el circulo unitario en R2. Sip € X y s € [0, u(X)), entonces
existe K € Medio,(p, X) tal que u(K) = s.

DEMOSTRACION: Por el Teorema podemos suponer que p = (1,0). Para o €
[—2m,0] y B € [0,27], definimos A, = {(cosf,send) € R? : 6 € [a,0]}, Bs =
{(cos, senf) € R? : 0 € [0, 3]}, que son subcontinuos de X, y note que siempre
A,NBg = {p}; ademés definimos A = {A, : a € [-27,0]} y B = {Bgs : 8 € [0, 27},
que son subconjuntos de 2%. Sea g : [0,27] — X definida por g(t) = (cost, sent),
para cada t € [0,27]. Como g es una funcion continua, entonces C(g) es continua.
Note que C(9)] arcos(0,(0,2x)) * Arcos(0, [0, 27]) — C(X) es una funcién inyectiva, por
tanto es un homeomorfismo en su imagen. Como C(g)([0,t]) = B; para cada t €
[0, 27], entonces tal imagen es el conjunto B. Por el Teorema [4.3] Arcos(0, [0, 2])
es un arco ordenado, por tanto B es un arco, y observe que también es ordenado,
cuyos puntos extremos son {p} y X. Analogamente A es un arco ordenado de {p}
aX.

Por [3, Lemma 14.2], las funciones u|lq : A — [0, u(X)] y pls : B — [0, u(X)]
son homeomorfismos. Sea f : [0, u(X)] — [0, u(X)] definida por f(t) = p(u| ' (t) U
1|51 (t)), para todo t € [0, (X)]. Observemos que f es una funcién continua pues
t|la y p|s son homeomorfismos y tomar union preserva continuidad. Ademas f(0) =
0y f((X)) = pu(X). Sea s € [0, (X)), por el Teorema del valor intermedio existe
t € [0, u(X)] tal que f(t) = s.Sea K = p| ;" (t)Up|3" (), note que pu(K) = s < u(X),
asi K es un arco. Ademas, u| ;" () N ulp'(t) = {p} pues pu| ;' (t) € Ay ulz'(t) € B.
Como p(p| ;' () =ty u(ul' () = t, concluimos que p es el punto medio de K.
La prueba esta completa. O
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Ahora veamos el modelo geométrico del hiperespacio de arcos en una curva
cerrada simple X con punto medio p, para cualquier p € X.

Teorema 5.8. Sean X el circulo unitario en R? yp € X. Entonces, el hiperespacio
Medio,(p, X) es homeomorfo al intervalo [0, u(X)).

DEMOSTRACION: Sea o : Medio,(p, X) — [0, u(X)) la funcién restriccion de y al
conjunto Medio,(p, X). Por el Lema o es inyectiva, y por el Lema o es
suprayectiva, y como p es una funcion continua, entonces o es continua.

Resta probar que o' : [0, u(X)) — Medio,(p, X) es continua. Para esto consi-
deremos una sucesion, {r, }nen, en [0, u(X)) que converge al punto r € [0, u(X)). Se
tiene que, para cada n € N, existe un tnico A,, € Medio,(p, X) tal que o(A,,) = 1y,
también existe un tnico A € Medio,(p, X) tal que o(A) = r. Vamos a probar que
la sucesion {A, },en converge a A, es decir, la sucesion {o~!(r,)}nen converge a
o7 1(r). Como C(X) es compacto, consideremos una subsucesién {A,, }ren de la
sucesion {A,, }nen convergente a B, para algin B € C(X). Como p es una funcion
continua, tenemos que {u(A,,)}ren converge a pu(B) y como p(A,,) = rp,, para
cada k € N, tenemos que {u(A,)}nen converge a 7, asi u(B) = r = p(A), como
r < u(X), asi B € M(X). Por el Teorema la funcién P, es continua, luego la
sucesion { P, (A, ) }ken converge a P,(B). Note que, para cada k € N, P,(A,,) =p,
con lo cual P,(B) = p, asi que B € Medio,(p,X). Por el Lema tenemos que
B C Ao A C B. Finalmente, como p(A) = u(B), por la Observacion 2.7, tenemos
que A = B. Por lo tanto, la sucesion {A,, },en converge a A y asi la funcion o1 es
continua.

Concluimos que ¢ es un homeomorfismo entre [0, (X)) y Medio,(p, X). O

Finalmente, veamos el modelo geométrico del hiperespacio de arcos en un triodo
simple X con punto medio p, para cada p € X.

Teorema 5.9. Sean A; = {(t,0) € R : ¢t € [-1,0]}, Ay = {(0,t) e R : t € [0, 1]}
y A3 = {(t,0) € R? : t € [0,1]}. Considérese el triodo simple X = A; U Ay U Aj.
Para cada i € {1,2,3}, sean p; el punto medio de A; respecto de u, S; el arco en
X con puntos extremos p; y (0,0), L; el arco en X con puntos extremos p; y e;,
donde e; es el punto extremo de A; distinto de (0,0), sea T = S; U Sy U S3. Dado
un punto p € X, se tienen las siguientes afirmaciones:

(1) sip € {e1,ea,e3} entonces Medio,(p, X) = {{p}};
(2) sipe (L1 ULyUL3)\ {e1, ez, e3} entonces Medio,(p, X) es un arco;
(3) sip €T\ {p1,p2,p3} entonces Medio,(p, X) es un triodo simple.

DEMOSTRACION:  Consideremos p una funcién de Whitney para C(X) y P, :
M(X) — X la funciéon de punto medio de X con respecto de p.

Probaremos el inciso (1). Sea p € {e1, ez, e3}. Note que {p} € Medio,(p, X).
Por otro lado, si A es un arco que contiene al punto p, entonces por la Proposicién
A = pzx, para algin € X, ademas p es punto extremo de A. Por el Teorema
tenemos que p no es punto medio de A. Por lo tanto Medio,(p, X) = {{p}}.

Sean J; ZAQUA3, Jo=A1 U A3 vy J3 = A; U A,.

Ahora, probemos el inciso (2). Sea p € (L1 U L2 U L3) \ {e1, €2, e3}. Sin perder
generalidad, supongamos que p € Ay, se tiene que p € (41 \ S1)U{p1} yp#e1. Si
M € Medio,(p, X ), entonces M C Jy o bien M C Js. Luego,

Medio, (p, X) = Medio,(p, J2) U Medio, (p, J3).
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Sea R el arco en A; con puntos extremos e; y p; sea S el arco en A; con puntos
extremos p y (0,0). Note que R C Ly y S; C S, como p es una funciéon de Whitney
tenemos que p(R) < p(Ly) = p(S1) < u(9), se sigue que p(R) < p(S).

Veamos que Medio,(p, J2) C Medio,(p, A1). Sea My € Medio,(p, J2), existen
K € Arcos(p,R) y L € Arcos(p,S U As) tales que My = KUL, KNL = {p}
y w(K) = wp(L). Probaremos que S no estd contenido propiamente en L, para
esto supongamos lo contrario, es decir, S C L, asi u(S) < wp(L). Por otro lado
w(K) < u(R) < p(S) < p(L) lo cual es una contradiccion. Por lo tanto S no esta
contenido propiamente en L. Ademas, como L y S son arcos en el arco S U Az con
punto extremo p, se sigue que L y S son comparables, asi L C S C A;. Ademaés
K CRyasi KCA;. Luego My € Medio,(p, Ay).

De forma similar, se prueba que Medio,(p, J3) C Medio,(p, A1).

Como Medio,(p,X) = Medio,(p,J2) U Medio,(p,J3s) C Medio,(p, A1) C
Medio,(p, X). Concluimos, Medio,(p, X) = Medio,(p, A1); por la Observacién
Medio, (p, A1) es un arco, por lo tanto el Medio,(p, X) es un arco.

Finalmente, probaremos el inciso (8). Sea p € T \ {p1,p2,p3}. Tenemos los
siguientes dos casos:

Caso 1. Sea p = (0,0). Observemos que, si M € Medio,(p, X), entonces
M C Jy o bien M C Jy o bien M C Js, luego Medio,(p, X) = Medio,(p, Ji) U
Medio,(p, J2) U Medio,(p, J3). Dado que p no es punto extremo del arco J;, para
cada i € {1, 2,3}, por el Teorema y Observacién se tiene que Medio,(p, J;)
es homeomorfo a un arco ordenado donde {p} es punto extremo de cada uno de
ellos. Note que, si M € Medio,(p,J;) N Medio,(p, J;), para algunos 4,1 € {1,2,3}
distintos, entonces M C J; N J;, por tanto M C Ay, para algtin k € {1,2,3} donde
k#iyk+# 1 Como P,(M) = p, se sigue que M = {p}, pues p es punto extremo
de Aj. De esta manera, Medio,(p, J;) N Medio,(p, J;) = {{p}}, para cualesquiera
i,1 € {1,2,3} distintos. Por lo tanto el hiperespacio Medio,(p, X) es un triodo
simple.

Caso 2. Sea p € T'\ {p1,p2,p3,(0,0)}. Sin perder generalidad, supongamos que
p € Ay Si M € Medio,(p, X), entonces M C J, o bien M C J3. Luego,

Medio, (p, X) = Medio,(p, J2) U Medio, (p, J3).
Ademas,
(5.1) Medio,(p, J2) N Medio,(p, J3) = Medio,(p, A1).

Por la Observaci()n tenemos que Medio, (p, J2), Medio,(p, J3) y Medio,(p, A1)
son arcos ordenados donde {p} es punto extremo de cada uno de ellos.

Sea R el arco en A; con puntos extremos e; y p; sea S el arco en A; con
puntos extremos p y (0,0). Como p # p1, tenemos que S C S;. Note que Ly C R.
Luego, como g es una funcion de Whitney se sigue que u(S) < p(R). Por otro
lado, como {p} € Ry u(S) € [0,u(R)], por el Lema existe C € C(X) tal
que {p} € C C Ry u(C) = u(S). Observemos que S U C € Medio,(p, A1). Si
M € Medio,(p, A1), entonces existen K € Arcos(p,R) y L € Arcos(p,S) tales
que M = KUL, KNL = {p} y u(K) = pu(L). Probaremos que M C S U C.
Supongamos lo contrario, es decir M ¢ S U C. Note que si u4(C) < u(K), entonces
w(S) < (L), por otro lado L € Arcos(p, S) y como p es una funcién de Whitney se
tiene que p(L) < u(S), lo cual es una contradiccion. Asi M C S U C. Por lo tanto
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Medio, (p, A1) es un arco ordenado con puntos extremos {p} y S U C. Sean
A = (Medio,(p, J2) \ Medio,(p, A1))U{SUC}y

B = (Medio,(p, J3) \ Medio,(p, A1)) U {SUC}.
Observemos que A y B son arcos ordenados que tienen como un punto extremo a
S UC. Ademés, AN Medio,(p, A1) = {SUC} y BN Medio,(p, A1) = {SUC}.
Veamos que AN B = {SUC}. Tenemos que {SUC} C AN B. Por otro lado, sea
N e ANB con N # SUC, asi N € (Medio,(p, J2)\Medio,(p, Ay )N(Medio,(p, J3)\
Medio,(p, A1), de aqui se sigue que

N € Medio,(p, J2) N Medio,(p, J3) y N ¢ Medio,(p, A1),

esto contradice la Ecuacion (5.1)). Por lo tanto, ANB = {SUC}.
Finalmente, observemos que:

Medio, (p, X) = Medio,(p, A1) UAU B,

donde Medio,(p, A1), A y B son arcos que se intersectan dos a dos en el punto
S U C. Concluimos que Medio,(p, X) es un triodo simple. O

Los resultados expuestos en este capitulo son respuestas particulares a las si-
guientes preguntas: dados un continuo X, un punto p € X y p una funcién de
Whitney para C(X),

PROBLEMA 5.10. ;Qué propiedades topoldgicas tiene el hiperespacio de arcos en X
anclados en el punto p, Arcos(p, X)?

PROBLEMA 5.11. ;Qué propiedades topoldgicas tiene el hiperespacio de arcos en X
con punto medio p, Medio,(p, X)?
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1. Introducciéon

La estructura matematica de los topos es muy vasta pero muy complicada para
poder acercarse a ella solo a través de su definicién; por esta razon éste es el primero
de una serie de trabajos en donde se irdn desarrollando los elementos béasicos que
permitiran tener un acercamiento mas sélido a los topos, para un conocimiento mas
profundo ver [1]. Aqui, s6lo pedimos un conocimiento basico de teoria de categorias;
lo que no se desarrolle aqui se puede encontrar en [2]

2. Preliminares

Observacion 2.1. En una categoria A:
1. Si f,g son monomorfismos y se pueden componer, entonces f o g es mono-
morfismo.
2. Si f, g son isomorfismos y se pueden componer, entonces fog es isomorfismo.
3. En todo este trabajo, denotaremos f o g simplemente con fg.

Definicién 2.2. 1. Sea T € Ob(A), diremos que T es un objeto terminal si para
todo X € Ob(A), |Homu(X,T)| = 1. Denotaremos por t, al dnico morfismo de
HomA (X, T)

2. Sea I € Ob(A), diremos que I es un objeto inicial si para todo X € Ob(A),
|Hom 4 (I, X)| = 1. Denotaremos por inx al inico morfismo de Hom(I, X).

Definicion 2.3. Seanm: A — X yn: B — X monomorfismos en la categoria C,
diremos que n < m si existe f : B — A tal que B————> A conmuta.

%

Y en tal caso escribimos n </ m.

217
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Proposiciéon 2.4. Sin </ m, f es unica. Y ademds sim <9 n yn </ m, entonces
existe h isomorfismo tal que mh = n, en este caso diremos que m = n, la cual es
una relacion de equivalencia en la clase de monomorfismos con codominio comin.

DEMOSTRACION: Si n </ m y n <f" m, entonces mf = n y mf’ = n, o sea
mf = mjf’, por ser m monomorfismo tenemos que f = f’.

Ahora, si existen h, h' tales que mh = n y nh’ = m, entonces mhh' = nh' = m,
entonces hh' = Id y anadlogamente , como nh’h = mh = n, entonces h'h = Id,
luego h es isomorfismo. (]

Definicién 2.5. 1. Sean A una categoria y {Cy : o € I} C Ob(A) donde I es un
conjunto. Diremos que la A-fuente (C, (po : C = Cu)acr) s un producto para la
familia {Cy, : « € I}, si para toda A-fuente (D, (do : D — Cq)acr), existe un inico
morfismo F : D — C, tal que para cada o € I, se cumple que po F' = d. Es decir,
para todo o € I el diagrma siguiente conmuta:

c E D

Pa
Co

2. Sean A una categoria y {Co, : o« € I} C Ob(A) donde I es un conjunto.
Diremos que el A-pozo (M,is : Co, — M) es un coproducto para la familia {C,, :
a € I}, si para todo A-pozo (D,ds : Co — D)uer, existe un inico morfismo
F: M — D tal que para cada o € I, se cumple que Fi, = d,. Es decir, para cada
a € I el siguiente diagrama conmuta:

M——— D

F
Ca

Lema 2.6. 1. Sila A-fuente (C,py : C = C — @)acs €s un producto de la familia
{Cy : a € I}, entonces es monofuente, es decir, si hi,ha : W — C son tales que
para todo o € I, se cumple que pohy = pohe, entonces hy = ho.

2. Si el A-pozo (M,iy : Co = M)aer es un coporducto de la familia {Cy : a €
I}, entonces es epipozo, es decir, si s1,82 : M — W, son tales que para todo o € T
se cumple que $1i, = Soiq, entonces s; = Sg

DEMOSTRACION: 1. Tomamos la A-fuente (W, poha = poh1 : W — Cf)acr, existe
un tnico morfismo 7 : W — C tal que poT = poho = pahi, pero hy y hs tienen la
misma propiedad, por la unicidad, tenemos que h; =T = Hs.

2. Es de forma anéloga. O

Definicién 2.7. 1. Sean f,g € Hom4(X,Y), diremos que la pareja (E,e : E —
X), donde E € Ob(A) y e € Mor(A), es un igualador de los morfismos f y g si
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i. fe=gey
it. si dada otra pareja (C,l : C — X) con C € Ob(A) y 1 € Mor(A) tal que
fl = gl, existe un inico k : C — E tal que ek = . Es decir, todos los posibles

caminos del diagrama:
conmutan.

2. Sean f,g € Homa(Y,X), diremos que la pareja (E,e : X — E), donde
E € Ob(A) yee Mor(A), es un co- igualador de los morfismos [ y g si

i.ef =eguy

it. si dada otra pareja (C,l : C — X) con C € Ob(A) yl € Mor(A) tal que
lf = lg, ewiste un unico k : C — E tal que ke = 1. Es decir, todos los posibles
caminos del diagrama:

Y

\/
/\

conmutan.

Definicién 2.8. Para un A-pozo (Z,f : X — Z,g :' Y — Z), diremos que la
A-fuente (W, f" W —=Y,¢ : W = X), es un jaladmﬂ de f y g si

1.gf'=fg"y

2. si la A-fuente (E,h : E — Y,l : E — X) cumple que gh = fl, entonces
existe un 1inico A-morfismo k : E — W, tal que f'k =h y ¢’k = L.

En diagramas la anterior definiciénse presenta de la siguiente manera: dado el
diagrama conmutativo:

Y

X——7

LAtin en la literatura matematica en espanol, suele usarse el término pullback
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Si el diagrama

es conmutativo, existe un unico morfismo k : E — W tal que el diaframa:

N h
N /
ko 7
l w g
v
fl
X— =7
f

E Y

Conmuta en todos los caminos posibles.

Veamos el concepto dual de jalador.
Definicién 2.9. Par una A-fuente (Z,f : Z — X,g: Z — YY), diremos que el
A-pozo (W, f':Y - W,¢: X - W) es un empujadorﬂ de f yg si

1. flg=g'fy

2. si el A-pozo (E,h:Y — E|l: X — E) cumple que hg = lf, entonces eziste
un unico A-morfismot : W — E, tal que tf' =h ytg =1.

En diaframas, dado el diaframa:

Z ———X

conmutativo, si el diagrama

2Comtinmente llamado pushout
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es conmutativo, entonces existe un unico A-morfismo t : W — E tal que el diagra-
ma:

VA

Conmuta en todos los caminos posibles.

3. Limites y colimites

En general, todo funtor de un categoria pequefia a una categoria sera llamado
un diagrama. Veamos las siguientes definciones:

Definicion 3.1. Sean D una categoria pequenia, A una categoria y D : D — A un
funtor. Al funtor D s ele llamard diagrama.

Sea D un diagrama, enronces:
1. Una D-fuente natural en A es una A-fuente de la forma (M,(c; : M —

D(i))icob(p)) tal que si a € Homy (i, j), el diagrama

conmuta.
2. Un D-pozo natural en A es un A-pozo de la forma (M, (c; : D(i) = M );con(n))

tal que si a € Homx (i, 7), el diagrama

D(i)

conmuta

Definicién 3.2. Dado D : D — A un digrama en A.

1. Un D-limite es una D-fuente natural en A de la forma(L, (¢; : L — D(7))iconD)),
tal que si (M, (m; : M — D(i))icop(p)) €s otra D-fuente natural en A, entonces
existe un inico morfismo k : M — L, llamado el morfismo conector, tal que el
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digrama:

k

conmuta para todo i € Ob(D).

2. Un D-co-limite es un D-pozo natural en A de la forma(L,(¢; : D(i) —
L)icow(ny), tal que si (M, (m; : D(i) — M);conn)) es otro D-pozo natural en A,
entonces existe un inico morfismo k : L — M, llamado el morfismo conector, tal

que el digrama:
M k L
D(i)

conmuta para todo i € Ob(D).

Observacion 3.3. Si F = (L, (c; : L — D(i))icon(p)) es un D-limite, entonces es
una A- monofuente. tambien todo D-co-limite es un A-epipozo.

Lema 3.4. Los D-limites y D-colimites son tinicos salvo isomorfismo,

DEMOSTRACION: Veamos el caso del co-limite. Sean D : D — A un diagrama,
(L,(ci : D(i) = L)icopn)) ¥y (M,(m; = D(i) = L);copp)) dos D-co-limites.
Entonces existen k1 : L — M y ko : M — L, A-morfismos conectores es decir
kic; = m; y kam; = ¢;, se puede ver que los diagramas:

kaokq

L L M M
D) D(i)

L fdr L M M
D(i) D(i)

conmutan. Por la unicidad de los morfismos conectores conluimos que Id;, = koky
y Idy = kike, luego L y M son isomorfos. [
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Sean A una categoria{Cy, : a € I} C Ob(A) y {Dy : @ € I} C Ob(A) donde T
es conjunto.Si (D, (fo : D — Dy )acr) es una A-fuente y (D, (qo : D — Dga)acr) €8
un producto. Entonces existe un tnico A-morfismo F : D — D tal que g F = fa,
llamado el producto de la familia {f, : « € I'}. Para esto observemos que, como
(D,(ga : D = Dgy)acr) es un producto, por tanto para la A-fuente (D, (fo : D —
D, )acr), existe un tnico A-morfismo F' : D — D tal que ¢, F = f,. Denotaremos

por F'=T],e; fa

Lema 3.5. 1. Si (C,(pa : C = Cq)acr) es un producto para la familia{C, : o €
I} C Ob(A), entonces existe D : I — A con I una categoria pequeria y D un
diagrama en A tal que (C,(ps : C — Cq)acr) es un D-limite.

2. 81 (M, (io : Co = M)acr) es un co-producto para la familia {Cy : o € I},
entonces existe K : I — A con I una categoria pequena y K diagrama tal que
(M, (iq : Cop = M)per) es un K- co-limite.

DEMOSTRACION: 1. Sea I la categoria cuyos objetos son los elementos de I, con
morfismos tales que si a, 8 € Ob(I):

Homy(a, B) = { é{)lda} Zi Z;«ég

A las categorias con este tipo de morfismos se les llama categorias discretas.

Si D(a) = C4, entonces D es un funtor y cualquier A-fuente de forma (M, (f, :
M — D(a))q € I) es una D-fuente natural, si (C, (po : C — D(a) = Cy)aer €3 un
producto y (M, (qo : M — C,)) una A-fuente ya que es una D-fuente natural, y
ademaés existe k : M — C tal que pok = ¢q, por los tanto (C, (p, : C — C,)) es un
D-limite.

2. De manera anéloga. O

Veamos las siguientes propiedades:

Corolario 3.6. Todo producto es una A-monofuente y todo co-producto es un A-
epipozo.

Sea I = {a,b} con Homy(a,a) = {Id,}, Homy(b,b) = {Idp} y Homy(a,b) =
{a, B} a la categoria I se le puede “dibujar” como:

a
|
*>b

a

Sea D : I — A definido como D(a) = f: X = D(a) =Y = D(b), D(B) =g :
X =D(a) = Y = D(b), trivialmente D(Id,) = Idx, D(Idy) = Idy.

Sea I' = {a,b} con Homy(a,a) = {Id,}, Homp (b,b) = {Idpy} y Homp (b,a) =
{a, 5} a la categoria I se le puede “dibujar” como:

b
B

b——sa
(03

Sea D' : I' — A definido como D'(a) = f : Y
D'(B)=g:Y = D(a) - X = D'(b), trivialmente D'(Id

= D) - X = D)
o) = Idy, D(Idy) = Idx.
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Lema 3.7. Sean f,g A-morfismos. Entonces:

1. FExiste un igualador para f y g si y solo si existe un D-limite, para el diagrama
D:I1—-A.

2. Existe un co-igualador para [ y g si y sélo si existe un D'-co-limite, para un
diagrama D' : I' — A.

DEMOSTRACION:
Sea (¢q : M — D(a),c, : M — D(b)) un D-limite, afirmamos que (c,, M) es
un igualador de f y g. Notar que la naturalidad del D-limite implica que

M—X M—X

Ca Ca

U

Y Y

son conmutativos. Asi que, fc, = ¢, ¥ gcq = ¢ Ahora, si h: L — X, cumple que
fh = gh, entonces la A-fuente (h: L — X, gh: L — Y) es D-natural, luego existe
r: L — M tal que ¢,r = h. Lo cual concluye lo deseado, es decir (M, ¢, : M — X)
es un igualador de f y g.

Ahora supongamos que (M, e) es un igualador de f y g, sea la A-fuente (e :
M — X, fe: M —Y), veamos que es D-natural, pero ge = fe, luego es D-natural,
ahora sea la D-fuente natural (h: L — X,l: L — Y), entonces D(a)h = D(«a) y
D(a)l = D(a) o sea fh = g = fl, por ser igualador tenemos que existe un dnico
morfismo r : X — M tal que er = h, pero fer = fh, pero por la D— naturalidad
tenemos que hf =1, luego la A-fuente (e : M — X, fe : M — Y') es un D—limite.

2. Se obtiene dualizando la demostracion anterior. (I

Corolario 3.8. Sea A una categoria.

1. Sean f,g € Homa(X,Y) y (E,e) un igualador de [ y g entonces e es un
monomorfismo en A.

2. Sean f,g € Homu (Y, X), si (E,e) es un igualador de f y g y e es epimor-
fismo, entonces e es isomorfismo.

DEMOSTRACION:

1. Sean u,v : H — M A- morfismos tales que eu = ev. Sabemos que fe = ge.
Como f(eu) = g(eu), entonces existe un unico k : H — M tal que ek = eu, entonces
v = k; pero trivialmente eu = eu, luego u = v, luego e es monomorfismo.

2. Ahora, supongamos que (F,e) es un igualador de f y g, ademés que e es
epimorfismo. Como fe = ge, implicamos que f = g, es claro que fld, = gld,,
entonces existe un tnico A—morfismo K : X — FE tal que ek = Id,, también
e(ke) = (ek)e = e = eldg, como e es mnomorfismo, tenemos que ke = Idg O

Veamos el siguiente Lema técnico.

Lema 3.9. En cualquier categoria A:
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1. Dado el diagrama conmutativo:

a - b - c
f g
R’ R h
d e l
f g
i. Si
a———>b b—————>c
f g
h/‘/ h//‘ y h//‘ hl
d——— e e—>1
f g
son jaladores, entonces
a——¢
q'f
h,l hl
d——>1
af
es jalador.
ii. Si
b——F——c a———F—>c¢C
g gf
h”‘ hl Y h’l hl
e—1 d—1
g gf

son jaladores, entonces

x4

>

QU<———"—2
=

[ S A

es jalador.
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2. f:a— b es monomorfismo si y solo si el siguiente diagrama es jalador:
a a
a@—F—> b
a——>D

tll 2

qQ—————>
es un jalador y f es monomorfismo, entonces g es monomorfismo.

W\
B

d

%

3. Si el diagrama

b

DEMOSTRACION: 1. 1i. Sea

c
l
un diagrama conmutativo. Formamos el siguiente diagrama:

\

h
€4>

Q
~
>

l

Como ha = (gf)8 = g(f5), el diagrama es conmutativo, y por hipotesis, existe un
unico morfismo h; : W — b tal que
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conmuta, es decir ¢'hy = oy h"’hy = f5. Por tanto el diagrama:

w
\
B
h//

d ——
f

="

es conmutativo. Asi que existe un inico morfismo hs : W — a tal que

es conmutativo, solo resta demostrar que (¢'f')he = «, pero (¢'f")he = ¢'(f'he) =
g'h1 = «a. Par finalizar demostremos que ho es tnico. Pero si t : W — a es tal que
Wt=py (¢'f)t = a. Tenemos que h"(f't) = (fh')t = fB y ademaés ¢'(f't) = «,
por la unicidad de hq, tenemos que hy = f't y h't = 8. Por la unicidad de ha,
conlcuimos que t = hs.

1. ii. Ahora supongamos que

w

—~
—_
~—

S
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es conmutativo. Obtenemos el diagrama conmutativo

w
X
18 ¢
|
e——=1

g

por hipoétesis existe un tnico morfismo hy : W — b tal que

A
—_—

b —=c
g
i ”l
e—1
g

conmuta. Es decir ¢’h; = ¢’a y h'’hy = f3. Ahora formamos el diagrama:

N
a
d

)y (2), ¢'(f'ha) = ¢’h1 = ¢'a, ver nuevamente (3),
fh)hy = f(Why) = fB.asi por la unicidad de hy,

)

es conmutativo. Pero, ver (3
y h//(f/h2) — (h//f/)h2 — (
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conluimos que hy = f’hy. Como, ver (2), g'a = ¢’hy, ahora ver (1), h"a = f3, por
la unicidad de h; tenemos que o = hy, es decir f'hy = a, es claro, por (3), que
h'hy = B. Ahora, demostremos la unicidad. Sit: W — a tal que f't = ay W't = 3,
entonces ¢'(f't) = g'a = ¢’hy, por la unicidad de hs, tenemos que t = ho.

2. Suponemos que f es monomorfismo y sea

W

es conmutativo. Es claro que Id,a = a. Po otra parte , sabemos que fa = ff,
podemso concluir que a = 3, asi que Id,a = . Veamos la unicidad de «; es claro
que si Id,ag = a, entonces a = «p.

Ahora supongamos que fa = ff8 y demostremos que o = (. Tenemos el si-
guiente diagrama conmutativo

w

es conmutativo. Entonces hid, = o y hld, = B, luego a = .
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3. Sean «, B : W — a tales que ga = gf3. Construimos el diagrama:
w

K\

t1a

S=<—C

es conmutativo. Si sutituimos s por «w o 8 en (*) los diagramas

A A
a a
a a

son conmutativos, solo comprobaremos que t;ax = t13, pero f(tia) = (ft1)a =

(tag)a = ta(ga) y f(t18) = (ft1)B = (t29)8 = t2(ga), por ser f monomorfismo
obtenemos que t; = t1 5, asi que (**) y (***) son conmutativos, luego o« = 5. O

o+
N
S

Teorema 3.10. En una categoria A son equivalentes:
1. A tiene jaladores y objeto terminal.
2. A tiene productos finitos e igualadores.
3. A tiene limites finitos.

DEMOSTRACION: 1. = 2. Sean X3, Xa, -+, X,, € Ob(A). Haremos inducicion sobre
n. Sean Xp,Xs € Ob(A). Ademés sean T € Ob(A) objeto terminal y fi, fo €
Mor(A), tales que {f1} = Homa(X1,T), {fo} = Hom4(X3,T). Tomamos (C,p; :
C — Xi)ieq1,2y un jalador de (7', (fi : Xi — T)ieq1,2}), es decir, el digrama:

X1

S (
C

X24>T
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es un jalador. Queremos demostrar que la A-fuente (C, (p; : C — Xi)icq1,2}), €8
un producto para la familia { X1, Xo}. Para esto, sea (D, (¢; : C — Xj)ieq1,2}) una

A-fuente, veamos que

D —a X,

q2 f1

—_—
Xy = T

conmuta, pero f1q1, fagz2 € Hom (D, T), entonces f : 1g1 = faqq, asi que existe un
uinico A-morfismo D — C tal que

Xo——T
2

conmuta. Es claro que hay productos finitos.

Sean f,g € Homa(X,Y), ahora construiremos un igualador para f y g. Por
lo anterior podemos construir un producto de la famila {X,Y}. Sea (C,(p1 : C —
X,p2 : C — Y)) tal producto, veamos las siguientes A-fuentes: (X,(f : X —
Y Idx : X = X)), (X,(9: X =Y, Idx : X — X)), por la propiedad del producto
existen FF: X - CyG: X = Ctalesque pr F = Ix,poF = f, p1G = Ix,p2G = g.
Construimos un jalador para el pozo (C,(F : X — C,G : X — (), o sea una
fuente (W, (a: W — X, 3 : W — X)) tal que el diagrama

X C

G

es jalador. Entonces Fa = Gf y Idxa = pi(Fa) = pi(Gf), luego o = 5. Por
tanto Fa = Ga, de donde py(Fa) = pa(Ga), por tanto fa = ga. Finalizamos,
si demsotramos que (W, «) es un igualador para f y g. Sea h : Z — X tal que
fh = gh. Queremos demostrar la propeiadad universal para esta pareja.

Observar que (poF)h = fh = gh = (p2G)h, ademas (p1 F)h = Idxh = (p1G)h.
La fuente producto es una monofuente, asi que Fh = Gh. Por la propiedad de
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jalador tenemos que existe un tnico morfismo ¢ : Z — W tal que

conmuta, tenemos que at = h, la cual es la propiedad universal requerida.

2. = 3. Sea X una categoria con un numero finito de objetos y D : X — A
un diagrama. Tenemos que el conjunto {D(7) : i € Ob(K)} es finito. Por hipdtesis
existe el producto de la familia {D(3) : i € Ob(X)} sea la A-fuente (X, (p; : X —
D(i))icob(x)) un A- producto de la familia {D(7) : i € Ob(XK)}.

Para cada i € Ob(X), sea M; = U, cop(ac) Homx (4, ). Para cada j € Ob(X) y
a € Homg(j,1) sean s, = D(a)p; : X — D(i) y to = p; : X = D(j). Consideremos
las A-fuentes F; = (X,(sq : X = D(i))) vy i = (X,(to : X — D(7))). POr la
propiedad universal del producto de la familia {D(cos(a)) : a € Mor(X)}, existen
morfismos unicos s, ¢ : X = [],crror(sc) D(cod(a)) tales que para cada a € Mor(X),
conmutan los diagramas:

X : HaEMOT(fK) D(COd(a))
5 Peod(a)
D(cod(a))
y
X t HaGMor(X) D(COd(a’>)

Pcod(a)

D(cod(a))

Sea h : Z — X un igualador de s y t. Entonces sh = th. En particular para
cada a € Homg(j,1), tenemos que sgh = (p;s)h = pi(sh) = p;(th) = (pit)h = toh.

Veamos que £(Z, (pih : Z — D(i);cop(x))) €s un D—limite: £ es una D—fuente
natural ya que si a : j — 4, entonces conmuta el tridngulo:
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En efecto, D(a)(p;h) = (D(a)pj)h = ssh = toh = p;h. Ademés si B = (Z/, (b; :
Z" — D(i))icop(x)) s una D—fuente natural, entonces existe b : Z' — X tal que
para todo i € Ob(X), p;b = b; (por la propiedad universal del producto).

Veamos que sb = tb. Para ello bastard comprobar que para todo a € Mor(X)
se cumple que Peod(a)(5h) = Peod(a)(th), lo cual se cumple ya que si a € Mor(X),
digamos que a : j — 4, entonces p;(sb) = (p;s)b = sqb = (D(a)p;)b = D(a)(p;b) =
D(a)bj = bi = pib = tab = (pit)b = pi(tb).

Como h es igualador de s y ¢, existe un tnico morfismo g : Z' — Z tal que
hg = b. Por lo tanto, para cada i € Ob(X), (p;h)g = pi(hg) = p;b = b;, luego L es
un D—limite.

3. = 1. Bastard demostrar que los jaladores y los objetos terminales son
D—limites para D : I — A funtor e I una categoria finita, adecuados.

Sean f: X =Y, g:Z — Y, morfismos de A. Sea I la categoria descrita por

las flechas:
c
Bl
b

qQ—>

El funtor D, es definido como D(«a) = f: X = D(¢c) —» D) =Y, D(B) =g :
D(a) =7 — D(b) =Y. Es decir:

A

D
B gl
Y

c—a>b Xﬁ

|

Ahora, sea (m, : M — D(a), my : M — D(b), m. : M — D(c) un D—limite,

entonces el diagrama
X

me Y
Z

M

es conmutativo. Sea
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conmutativo, por tanto la A-fuente

L——>X

es natural, ya que

L——X

g
)
) Y
f
I
Z

es conmutativo; luego existe r : L — M tal que

~+

es conmutativo, luego

—_—
f
-7

M
mal g
X ——Y
d
es jalador.
Finalmente, si X es la categoria vacia, D : X — A el “funtor vacio” y (L, (I;)
es un D—limite, entonces L es un objeto terminal. Es claro que Ob(X) = 0 y

Mor(X) = 0, sea D : X — A, entonces si (L(l;)) es un D—limite, y A € Ob(A),
entonces (A,[;) es una D—fuente natural, la demostracion es por vacuidad ya que
D es el funtor vacio, entonces existe un tnico A—morfismo f: A — L, luego L es
terminal. O

4. El funtor subobjetos

En Set, la categoria de conjuntos, tenemos dos objetos importantes junto con
morfismos que permiten tener toda la informacién de los subconjuntos de un con-
junto dado. Sea 1 = {0} el conjunto singular y 2 = {0,1} un conjunto de dos
puntos: si X es un conjunto y M C X, podemos definir los siguientes morfismos en
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Set, CM : M — 1 donde CM(z) =0y C} : 1 — 2 donde C1(0) =0, ¢pr : X — 2
donde ¢pr(z) =0siz e My ¢pp(z) =1sic ¢ M, ip : M — X donde iy (z) = .
Los cuales cumplen que

—_—
M

M
G
iM\L Ci
X

—_—
oM

N <—

es un jalador en Set. En efecto, sea

A

B
_—
M

M

Ci
iiM ek
X

_—

(27

N <——-

un diagrama conmutativo. Notar que el unico posible morfismo entre Z y 1 es el
morfismo constante C¥; asi 3 = CZ. Sea & : Z — M, donde a(r) = a(x). Para ver
que esta bien definida bastard ver que a(z) € M. pero Ci (C#(z)) = ¢m(a(x)) =1,
luego a(z) € M. También CMa = C#, por lo tanto

es conmutativo. La unicidad de & es clara.

Las herramienta para construir una teoria de los subobjetos de un objeto X,
tendria que hacerse para los monomorfismos con codominio X; pero, sil: Z — X
es un monomorfismo entonces | 2 i;(z), ver Proposicién [2.4]. En efecto, sea {|'(%) :
Z — 1(Z), que es isomorfismo en Set; entonces h = (1|'%))~1 cumple que lh = i1(z)-

Por otro lado si
M 1
o
iM\L Clll
Y 2
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es un jalador, sea f ="; entonces

es conmutativo. Veamos que

Es jalador. para esto, sea

=

L
Y ——=2

dm

conmutativo. Entonces existe g : L — M, tal que

Bl oyt
Z——M—-1
A
I

g °
I
N/ G
L
la
Y ——=2
(27
conmuta. Es claro que
h- oyt

(24
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conmuta. la unicidad de g y que h es isomorfismo, implica la unicidad de hg.

Esta situaciéon se busca generalizar: Sea C una categoria, tenemos que dado
X € Ob(X), existe una relacién de equivalencia en la clase My = {f € Mor(C) :
Cod(f) = X}, lo siguientes diagramas conmutativos demuestran que la relacion:
f ~ g siy soblo si existe h isomorfismo tal que fh = g es una relacién de equivalencia:

f~f AE)A’JCNQ,!JNZ@JCNZAT)BTC f~g=
f f 9 1
f
X X

g~f B = A con hy, ho, h isomorfismos, tales que:fh, = g,ghs =1, fh = g.
g
4
X
Definiciéon 4.1. Dada C una categoria diremos que es bien potenciada si para todo

X € 0b(Q), las clases de equivalencia en Mx tienen un conjunto de representantes.
Denotaremos por Sub(X) a la clase de representantes de la relacion de equivalencia

~,

Lema 4.2. Sea f: M — X, tal que f e Mx yg:Y — X; si existe el jalador

~

J —
f/

g’i g

M

_—
f

-~

S

entonces f' € My y [’ es inico salvo isomorfismo.

DEMOSTRACION: Supongamos que

~

T—>l,
f|

M —
!

-

S

es jalador; por Lema 3, tenemos que f' € My, demostremos que I’ ~ f’. Por
propiedades de jaladores existe s; y so tales que

A Y T Y
’ N I
N\ S1 N\ S2
\\ / \\ /
g’ T g h Z g
v 7
M—X M— > X
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conmutan, luego

/ —sY 7T7———m—=Y
S 14
N S182 N\ S281
\\ / \\ /
g Z g n T g
v v
M—f>X M———sX

conmutan, entonces sgs7 = Idr y 5189 = Idy, por tanto f/ ~ .

O

Resulta que si € es bien potenciada, entonces Sub(X) es un conjunto para todo

X € 0b(@). Vamos a definir el siguiente funtor.

Definicidon 4.3. Sea C una categoria bien potenciada con limites finitos. Definimos
Sub : € — Set. Para X € Ob(C), sea Sub(X) el conjunto de representantes de M x
si f:Y = X tal que f € Mor(C), entonces Sub(f) : Sub(X) — Sub(Y), definida

como Sub(f)[h] = [t] tal que

es jalador. Por el Lema Sub(f) esta bien definida.

Proposicion 4.4. Sea C una categoria bien potenciadad con limites finitos. La

relacion Sub : C — Set es funtor contravariante.

DEMOSTRACION: Sea Idx : X — X, entonces Sub(Ix)([h]) = [T], donde

J ——X

es jalador. Queremos demostrar que h ~ t. Pero,

w
\
Idw Z?X
[
W——X
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conmuta, luego existe un tnico morfismo k : W — Z tal que

X
dxl
X

e

Z
w
h

conmuta, luego f'k = Idw y tk = h luego t <" h y como hf’ =t tenemos que

h <¥ t , ver Proposicién luego h ~ t. Solo resta demostrar que Sub(fg) =
Sub(g)Sub(f);sea f: N —- X, g:Y — N morfismos de C. Sea h € Mx,

W——Y M ——= N
ho B’
e
jaladores. Es claro que ' € My y que Sub(f)([h]) = [R']; sea
M// ?Y
g/l gi
M/ TN

jalador; queremos demostrar que h” ~ hg, y como Sub(g)(Sub(f)([h])) = Sub(g)([W']) =
(1], [ho] = Sub(fg)([h]) concluimos que Sub(fg)[h] = Su(g)(Sub(f)([h]))-
Notemos que W —— N

1

M — X
es conmutativo, luego existe a; : W — M” tal que
M : N
h
N Q1
h N gho
f w f

conmuta, pero W ——=Y

1

M —— N
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también conmuta, luego existe as : W — M" tal que

M//%Y

¥ hll
N Q2
N . ho

conmuta. Pero M" ——=Y

h
f’g’i gfl

conmuta, asi que existe ag : M — W tal que
w Y
~ ho
N @o
\ < h//
bl M fa
I'g
M X

conmuta. Como hgagas = h'as = hg y yagas = f'g'as = f'a; = 7, entonces

~ ho
N @oa2
N N ho

w N

"

M < " Y
N Q2000

N h//
~
g’ M g
’

/

M " N

conmuta ya que b asag = hoag = h”, pero h' (g’ asag) = W (1) = (gho)ag =
gh' = hW¢', luego h'(¢'(aacg)) = R'¢g’ por ser Y monomorfismo. concluimos que
g (asag) = ¢, asi que asag = Idpy y como hoay = h'”, luego hg =2 h” o sea
ho ~ h". 0
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5. subobjeto clasificador

Para categorias con limites finitos, tenemos que la categoria tiene objeto ter-
minal y jaladores, definiremos un objeto clasificador como algo parecido a lo que
tenemos en conjuntos.

Definicién 5.1. Sea C una categoria con limites finitos. Un subobjeto clasificador
es un monomorfismo true : 1 — §, donde 1 es un objeto terminal de la categoria;
tal que para todo f: M — X monomorfismo en C existe un tunico morfismo ¢y :
X — Q tal que : M ——

tv
fl truel

X ——Q
(34

es jalador.

Recordaremos que si F, G : A — B son funtores, una transformacién natural V
entre los funtores F' y G, es una clase V = {V4 : F(A) — G(A4) : A € Ob(A)} de
morfismos en B tal que si f: A3 — As es un A-morfismo, entonces el diagrama en

B

F(Ay) V—A1> G(Ar)

F(f) G()

s G(As)
conmuta.

Sea C una categoria, diremos que ella es localmente pequefia si para todo A, B €
0b(@), la clase Home(A,B) = {f € Mor(C) : Dom(f) = A,Cod(f) = B} es un
conjunto.

Sea € una categoria localmente pequena. Para B € Ob(C) definimos el funtor
contravarianteHe(_, B) : € — Set, como He(—,B)(A) = Home(A,B) y si f :
A1 — As, entonces He(—, B)(f) : Home(As, B) — Home(A1, B) es la funcion
definida como He(—, B)(f)(h) = hf.

Ahora, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 5.2. Una categoria, bien potenciad, localmente pequena y con limites
finitos, tiene un subobjeto clasificador si y sélo si existe 2 € Ob(C) y 6 : Sub —
He(—, B) una transformacion natural tal que para todo X € Ob(C),0x : Sub(X) —
He (X, B) es una biyeccion

DEMOSTRACION: Supongamos que existe un subobjeto clasificador true : 1 — €,
sea [f] € Sub(X), como f : M — X es monomorfismo en €, entonces existe un
unico morfismo ¢y : X — Q tal que M ——1

ta
fl truel

X——=0
M

es jalador.
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Sea Oy : Sub(X) — Home(X,Q), definida como 0/ ([f]) = ¢, veamos que
esté bien definida, sea f = h con f,h € My, es decir, existe [ isomorfismo tal que

fl=hsea M=~ N
h
N
X
conmutativo. Tenemos los jaladores

M—s1 v N——>1
tm tym

fl truel h truel

X——0 X—0
[93Y3 oN

Veamos que el siguiente diagrama es jalador:

N——1

tN
fll truel

X—=0
M
Primero, veamos que es conmutativo: ¢psfl = truetyl = true ty ya que
tpl = ty, usando que 1 es terminal. Asi que ¢y fl = true tyy. Ahora, sea
7 ——1

tz
ai truel

X——0
3%}

conmutativo. Entonces existe ¢ : Z — .M tunica, tal que

1

tz
truel
Q

34

Es claro que fll7'¢ = fiy = a y que tyl~') = t,, nuevamente usamos que
1 es terminal. Finalmente, veamos que es tnica, supongamos que p : Z — N con
flp = ay typ = tz, veamos que p = [~ 4, por la unicidad de 1, tenemos que
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Ip = 1, luego p = I~ 14p. Asi que ¢pr = ¢, luego Ox : Sub(X) — Home(X, ) es
funvcion. Ahora, si 0 = {0x : X € Ob(C)}, veamos que 6 es transformacion natural.
Sea f: X7 — X5 un morfismo de €, veamos que

9){2

Sub(XQ) —>HOTT7,@(X2,Q) (1)
Sub(f) Home(-,)(f)
Sub(Xl) o HO’ITL@(Xl,Q)
1

es conmuta. Sih : M — X5 con h € Mx,, entonces Ox, ([h]) = ¢ar y Home(—, )(f)(dm) =
¢ f. Por otro lado, Sub(f)([h]) = [W'] con h' € Mx,, entonces Ox, ([h']) = ¢n ¥y

N— X, M—1 y N—1
h' tar tn

f’l fl hl truel h’l truel

M HXQ X2 —_— Q X1 —_—> Q
h dM N

son jaladores. Veamos que:

N 1
tN
h’l ltrue
Xl —Q)
es jalador, como NV o X, , es jalador , entonces N T> M es jalador.
I o
M T XQ X1 4f> XQ

Notemos que ¢,,fh' = ¢phf = truet,,f’, como tpf' : N — 1, entonces
tyf = tyn, asi que ¢y fh' = true ty. Por el Lema 1.,i., el retangulo exterior,
de (3)

N—sM—->1 (3)

1 tm
h’l hl truel

X1 —_— X2 — 0
f dm
es jalador, usando que tps f' = tn, obtenemos que (2) es jalador. Por tanto ¢ f =
¢n. Por tanto (1) es conmutativo y 6 es transformacion natural.
Ahora veamos que para todo X € Ob(C), se tiene que Ox es biyectiva. Sea
v € Home(X,Q), formamos el jalador
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Como true es monomorfismo, entonces h € Mx Luego formamos el jalador:
N ——1

tN
hi truel

X—=0
(3%

por tanto ¢ = 7, esto es fx es sobreyectiva. Ahora, si x ([h]) = 0x([#']), entonces
existe v € Home (X, Q) tal que son jaladores:

N——1 Y M—-1
tn tnv

hi truel h' truei

X—0Q X—=0
vy 0l

y conmutan:

, luego
X—=0Q
¥
conmutan, luego sps1 = Idy y s182 = Idyg, luego [h] = [B], por tanto Ox es
biyeccion.

Ahora supongamos que 6 = {0x : Sub(X) — Home(X,Q) : X € 0b(C)}
es una transformaciéon natural, donde cada fx es biyeccién. Queremos hallar un
subobjeto clasificador.

Como fq : Sub(Qt) — Home(Q,) es una biyeccion, sea ¢t : Qo — Q con
t € Mg tal que 0q([t]) = Idg. Sean f: M — X con f € Mx vy ¢: X — Q tales que
Ox ([f]) = ¢. Por la naturalidad de 6, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

Sub(2) Home($2,Q)
Sub(p) Home(-,02)(¢)
Sub(X) Hom (X, )
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Si Sub(¢)([t]) = [¢'], entonces Home(-,)(¢)(0a([t])) = Ox(Sub(¢)([t])) =
([¢]) pero Home(—, 2)(6) (0a([t))) = Home(—, Q)(¢)(Idg) = ¢, luego O ([¢']) =
= 0x([f]), luego [¢'] = [f] y ademas Sub(¢)([t])) = [f], entonces existe el jalador

M—X

!
|

luego tenemos el jalador

M— = Q

f t
X Q
¢
Veamos que ¢ es unico, si
T
X——0
»

es jalador, pero o = Home (—, )(6)(Ida) = Home(—, 2)()(0a([])) = 0x (Sub(6)([1]),
pero Sub(1)([1]) = [f] v ademas Ox ([f]) = 6, luego & = O ([f]) = 6.

Veamos que € es objeto terminal, sea M € Ob(C) y ', 1" : M — Qg morfismos
en C. Tenemos los siguientes diagramas conmutativos:

MT>Q0 MT>QO (1)
IdMl tl IdM\L ti

tl 1’

Veamos que ambos son jaldores. Sea

N—=Q 2)
|

conmutativo. Entonces:
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es conmutativo, ya que de (2), t3 = tl’«, como t es monomorfismo, entonces 8 = I’
la unicidad de « se sigue de que Idy;a = «. De igual manera el segundo diagra-
ma de (1) es jalador, luego Sub(tl')([t]) = Sub(¢l”)[t], entonces Oy (Sub(tl’)) =
Opr (Sub(sl”)[t]), luego tI' = tl" o sea I’ =1". O

6. Conclusiones

Sea C una categoria localmente pequena, bien potenciada, con limites finitos y
un funtor F' de € a Set. Si existe una transformacion natural de F' a Home(—, M)
para algin M € Ob(C) tal que en todo nivel es biyeccion diremos que el funtor es
representable.

Hemos demostrado que el funtor Sub es representable si y s6lo existe un subob-
jeto clasificador. Categéricamente significa que tenemos dos problemas equivalentes,
y la existencia de un subobjeto clasificador nos asegura en la categoria una estruc-
tura robusta de subobjetos.
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1. Resumen

En este trabajo se define la nocion de subobjeto y subobjeto clasificador en teoria de
categorias y se determina el subobjeto clasificador en las categorias de pregavillas.

En principio el trabajo fue un curso escolar que consistia en leer algunas partes
del texto [I], al desarrollar todas las afirmaciones que encontrabamos en tal texto,
logramos construir un texto mas prolijo y adecuado para gente que se inicia en el
estudio de los topos. Asi que decidimos ofrecer este texto a la consideraciéon de un
publico més general. Esperamos que sea de alguna utilidad este texto para los que
se inician en este tema.

2. Definiciéon de subobjeto y subobjeto clasificador

La nocién de subobjeto surge del interés por generalizar algunas propiedades de la
categoria Set, en particular, que cada conjunto tiene subconjuntos. Asi, debemos
proponer la generalizacién en lenguaje de flechas, es decir en teoria de categorias,
a la idea abstracta de subobjeto de un objeto; es proponer un objeto que sea
la coleccién de todos los subobjetos de un objeto, el objeto “potencia”, en una
categoria, las categorias que pueden tener tal cualidad serdn el camino hacia los
topos.

Definicién 2.1. Dada € una categoria y X € Ob(€). Un subobjeto de X es un
monomorfismo m € Homeg(M,X) (Homye(M,X) = {f € Mor(¢) : Dom(f) =
M,Cod(f) = X} donde M, X € Ob(%)).

De esta definicion, podriamos decir que de un solo objeto M se pueden construir
varios subobjetos de X , tantos como monomorfismos m € Home (M, X), pero, en
la practica, lo que se dice para un subobjeto de X es para la clase de equivalencia
de él, clase de equivalencia que se construye con la relacién de equivalencia de ser
isomorfos en la categoria ¥ /X. Categoria cuyos objetos son los morfismos de &
con codominio X y sus morfismos son son flechas en ¥ que hacen comuntar cierto

247
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diagrama. Es decir, dados f: A - X y g : B — X morfismos de %, un morfismo
entre ellos, es una flecha F': A — B que hace que el diagrama

A-—L.B

N

X

conmute.

Dado que estas clases de equivalencia estan formadas por flechas isomorfas,
se suele elegir una familia de flechas, una por cada clase, que la represente. Asi,
si se demuestra alguna afirmacion para esta familia de representantes, entonces se
prueba para todas las clases. Las inclusiones con definicion adecuada generalizan a
las inclusiones en Set los cuales son monomorfismos faciles de manejar, se pueden
usar como representantes de su clase de equivalencia. Para esto habria que probar
que cada clase de equivalencia tiene una inclusién que la representa. En la siguiente
seccion resolveremos de ésto, lo necesario

Definicion 2.2. Sea € un categoria con objeto treminal, 1. Un subobjeto clasifi-
cador en € es un objeto Q junto con un morfismot € Hom(1,Q) tal que para cada
monomorfismo m € Home(C,C") existe un inico morfismo ¢ € Home(C', Q) tal
que el siguiente diagrama

C e 1

m it

C'——=0Q
¢

es un pullback.

Donde 1¢ es el inico morfismo posible puesto que 1 es terminal.

3. Subobjetos en la categoria de pregavillas

Sea ¥ una categoria localmente pequena. Llamaremos % ala categoria de
funtores Set®”” . Esta es la categoria que tiene por objetos a los funtores con dominio
%°P y codominio Set, y por morfismos a las transformaciones naturales entre ellos;
también se le conoce como categoria de pregavillas sobre €. A continuacion veremos
como son los subobjetos en esta categoria. Antes veamos la importante propiedad
en €.

Lema 3.1. € es cerrada bajo jaladores (pullbacks).

~

DEMOSTRACION: Sean PR € Ob(¥)y 6 : P — R, j : S — R transformaciones

~

naturales entre los funtores P,R,S : €°? — Set. Debemos hallar T' € Ob(¥) y
a:T— Ry p:T — S transformaciones naturales tales que:

_
[0

T S
|

es un jalador en €. Sea C € Ob(¥), entonces tenemos el siguiente diagrama en Set.
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S(C)

-

P(C) ——= R(C)

El cual, genera un jalador en Set:

(3.1) T(C) —5>=S(C)

ac

ﬁcl jcl
P(C)—— R(C)
0c
Sea T'(C) el conjunto asignado a C' mediante el candidato a funtor T : €°P —
Set; ahora veamos qué asignar a los morfismos. Sea f : C — C’ un morfismos

en ¢°P. Por propiedades de las transformaciones naturales tenemos los siguientes
diagramas:

S(C) ——= R(C) P(C) —— R(C)
S(f)i R(f)i P(f)i R(f)l
S(C") ——= R(C) P(C') ——= R(C")

El cuadrado

es jalador, y

T(C) —= S(C) —5- S(C)
ﬂcl

P(C) dor
P(f)i

P(C") - R(C")

conmuta, ya que

T(C) —z= 5(C) —7 5(C)
Bc jcl jC/\L
P(C) — R(C) R(C")
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conmuta el rectangulo externo, ya que cada rectangulo conmuta, luego ¢ P(f)Bc =
R(f)0cBc = jorS(f)ac. Entonces existe un tnico T'(f) : T(C) — T(C') tal que:

(3.2) 7(C") S(C")

(Yol

T(f)
S(f)ac

Bc/ jc’
R(f)Bc

R(C' P(C)

conmuta. Veamos que esta asociacion es funtor es claro que si f = Idg : C — C,
entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

T(C) S(C)
Idr(c)y)
dscyac
Bc jc
Idr(cyBc
R(C) P(0C)

por la unicidad de T'(Idc) tenemos que T'(Idc) = Idp(c). Ahorasi g : C" — C”
morfismo de €°P, entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

T(9f)
S(gf)ac
T(C)
ﬁc” Jor
R(gf)Bc
R(C//) P(C//)
00//

Veamos que
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T(C") s(c)
T(9)T(f)
S(gf)ac
()
ﬁc// jc//
R(gf)Bc
R(C//) ; P(C//)
c//
conmuta. Pero sabemos que S(gf) = S(9)S(f) y R(gf) = R(9)R(f) y que
() o s T(C") — (e
T(f) T(9)
S(f)ac S(g)acr
T(C) (")
ﬂcl jc/ ,Bc// jC//
R(f)Bc R(g)Bcr
R(C) - P(C")  R(C") . P(C")
c’ c!

conmutan. Pero ac/T(g)T(f) = S(g)acT(f) = S(9)S(flac v BorT(9)T(f) =
R(9)Bc:'T(f) = R(g)R(f)Bc- Luego T es funtor. Veamos que o = (ac)ceob(#)
T — Sy pB=(Bc)ceos) : T — R son transformaciones naturales. Para f: C —
C’ Por el diagrama (2), tenemos que:

T(C) ——— S(C) T(C) ——— R(C)
T(f) S(f) T(f) R(f)
T(C') —— S(C) T(C") = R(C)

conmutan. So6lo resta demostrar la propiedad universal del jalador. Sea v : M — S
y 6 : M — R transformaciones naturales tales que jy = 64, es decir: Para todo
C € Ob(%) se tiene que:

M(C) ———>5(0)

Yy

dc jc

Oc
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conmuta. Por ser (1) un jalador existen unicos morfismos ec : M(C) — T(C),
ecr : M(C') — T(C") tales que:

7(C) — S(C) T(C") — S(C")

Bo M(C) jo Ber M(C") Jor
y S

R(C) P(C) R(C") P(C")

0 0o

conmutan. Veamos que € = (ec)ceop(w) €s una transformacion natural. Sea f :
C — C' morfismo de €°P. Queremos demostrar que para todo C € Ob(€):

M(C)——=T(C)

ec

M(f) T(f)

M(C") ——=T(C")

C

conmuta. Tenemos los siguientes diagramas conmutativos

M(C) R(C) M(C) —— S(C)
dc Yyc
M(f) R(f) M(f) S(f)
M(C") R(C") M(C") S(C
50/ Yo
Veamos que el diagrama:
M(C Ni(ok
() (e ()
R(f)déc Jer

R(C) ——~ P(C)

0

conmuta. Lo cual se cumple, ya que jo'S(f)ve = joyoM(f) = 0cidc M(f) =
Oc' R(f)dc. Luego existe unico (¢ : M(C) — T(C') tal que



3. SUBOBJETOS EN LA CATEGORIA DE PREGAVILLAS 253

T(C") = S(c)
éc
\ Ac
Bor M(C) J
R(fé%

R(C")

c’

P(C")

Ocr

conmuta. Veamos que tanto T'(f)ec como ec M (f) tienen la propiedad de &¢, para
concluir su igualdad. Para esto, desarrollamos acrecr M (f) = vo M (f) = S(f)ve

y BorearM(f) = v M(f) = S(f)vc, pero también BoT(f)ec = R(f)Bcec =
R(f)oc vy ac'T(flec = S(f)ye (ver (3) y (4)); Con este mismo esquema demos-

tramos la unicidad de e. Y, asi conluimos que % es cerrada bajo jaladores. (|

En € existen subobjetos clasicos que forman un sistema de representantes de
todos los monomorfismos.

Definicién 3.2. Dados F,P € % diremos que P es un subfuntor de F si y solo
j;;zra cada C € € se cumple que
PC CIFC
y dada g € €°P(C’,C) sucede que
Fg(x) = Py(x)
para todo x € PC'.

Ahora bien, si P es subfuntor de F (usaremos la notacion P < F) podemos

~

definir una transformacion natural P € € (P,F) cuya instacia en C' € € es:
PC :PC — FC

Tr— T

y bastara comprobar que dada g € €°P(C,C") el diagrama

pc oL g0

W

PO —— FC’
Po

conmmuta.
Para esto, tomemos x € PC, luego

Fgo Po(x) = Fg(x)
= Pg()
= Pcr o Pyg(x)

Donde la primera igualdad es por la definicion de Pg, la segunda igualdad es por
la definicion de subfuntor, en particular porque Fg(z) = Pg(z) para todo x € PC
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y la tercera por la definicién de Por. Ademés, dadas transformaciones naturales 6
y 0 tales que
Pol=Pol

por el hecho de ser transformaciones naturales esto es equivalente a
(Pof)o=(Pot)c
naturalmente en C' y esto si y solo si
Peofc = Poobg
y como cada Pg es inyectiva (es una inclusion) entonces
Oc = 0
naturalmente en C, por lo tanto
=0
Lo que demuestra que P es un monomorfismo en %?, P sera llamada la transforma-
cién natural inclusion definida entre un subfuntor P del funtor F.

Hecho esto, tenemos que, segin la Definicion 3.2} la transformacién natural
inclusion P es un subobjeto de F. Es mas, en general dado un subobjeto de &F
éste es isomorfo a alguna transformacion naturales inclusion P de un subfuntor P
de F. Veamos el siguiente lema.

Lema 3.3. Sea F € Ob(‘g), 6 un monomorfismo en € con Cod(0) = F, enton-
ces existe P subfuntor de F tal que 0 es isomorfa a P (la transformacion natural
inclusion definida entre P y F).

DEMOSTRACION: Si 6 : R — P es una transformacién natural entre los funtores
R, P € Ob(%), que es monomorfismo. Como ¢ : R(C) — P(C) funcién entre los
conjuntos R(C) y P(C), sea S(C) = 0c(R(C)) C P(C) y cuando f : C — C' donde
[ € Mor(€°P) , entonces P(f): P(C) — P(C'),sea S(f) = P(f)|s(c), veamos que
S es subfuntor de P; ademaés, demostremos que 6 es isomorfo a 8 la transformacién
natural inclusiéon del subfuntor S de P.

Para la primera parte, bastara demostrar que si y € S(C), entonces P(f)(y) €
S(C"), pero el diagrama:

R(C) —— P(C)
R(f)l P(f)J/
R(C") === P(C")

es conmutativo, luego, si y = fc(x) con & € R(C) (es decir y € S(C)), entonces
P(f)(y) = P(Hc(x) = bcR(f)(x), como R(f)(z) € R(C"), entonces s P(f)(y) €

S(C’ ). Por tanto S es subfuntor de P, entonces formamos el jalador en 2 (ver Lema

—~~ |
!

3.3) T——
B

(<)
N<—W

R 0
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Es conocido el hecho de que si

es jalador en una categoria &7 y f es monomorfismo de &7, entonces g es mono-
morfismo en &7, luego del diagrama [3.3] tenemos que o es monomorfismo. Como 8§
es monomorfismo y composicién de monomorfismos es monomorfismo, entonces 63
es monomorfismo. En cualquier categoria si ft son monomorfismos, entonces ¢ es
monomorfismo. Asi que, como y 83 son monomorfismos, entonces 5 es monomor-
fismo. Ahora, usamos la propiedad de jalador para[3.3]y que el diagrama:

Idgr

<~
v<2

—_—
~
8
_—
6

donde y¢ = 0¢c|° (@), es conmutativo en €. Para concluir que existe una tnica
€ : R — M transformacion natural tal que:

es conmutativo. Como e = Idgr y 8 es monomorfismo, tenemos que S es isomorfis-
mo. Se puede demostrar que para todo C' € Ob(%) se cumple que B¢ es isomorfismo
en Set, es decir B¢ es biyectiva. Como de (1), implicamos para todo C' € Ob(%F) el
diagrama conmutativo en Set:

=
Q
-
[
Q
Q-

R(C) e P(

).

Sea y € S(C), entonces y = f¢(x) para algin x € R(C), por tanto existe un unico
' € T(C) tal que Be(z') = x, entonces y = O (z) = 0c(Be(2')) = Sc(ac(e))) =
ac(2'), ya que ac(z’) € S(C), luego para todo y € S(C), tenemos qué existe x’ €
T(C) tal que ac(z') =y . Usando el axioma de eleccion. Definimos: d¢ : S(C) —
T(C) como d¢(fc(x)) = 2’ tal que Bo(z’) = 2. Veamos que § = (0c)ceconw) : S —
T es transformacion natural. Sea f : C' — C’ morfismo de C°P, veamos que:
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S(C") ——T(C")

Ser

conmuta. Nos auxiliamos de los diagramas conmutativos:

T(C) —— R(C) R(C) ——= P(C)
T(f)l R(f)l R(f)l P(f)l
T(C") ——= R(C") R(C") —— P(C").

Luego dcr (S(f)(0c(x))) = dcr (P()(0c(x))) = dor (0 (R(F)(x)) = a', donde
Ber(a') = R(f)(z). Por otro lado, T'(f)(0c(0c(z))) = T(f)(z"), donde Bo(z”) = =,
pero B (T(F) (")) = R(F)(Be(a")) = R(f)(x), por tanto for(a) = Ber (T(f) (")),
finalmente: 3¢: (S(f)(0c (1)) = T(f)(dc (6 ().

Como ad = Idg y o es monomorfismo, entonces « es isomorfismo, entonces a3
es isomorfismo, luego 6 y 8, son isomorfos. O

Aqui pedimos que ¥, tenga limites finitos y sea localmente pequefia. Desarro-
llaremos la asociacion: Sub(_). Sea X € Ob(€), definimos

Sub(X) = {m : m es subobjeto de X}

y si my,ms € Sub(X), recordar que m; es isomorfo a mo, si existe f : Dom(my) —
Dom(ms) isomorfismo en % tal que m; = maf, es decir

Lo m

N
X

conmuta y f es isomorfismo. Se puede demostrar que la relacion de isomorfismo es
una relacion de equivalencia y si denotamos que my es isomorfo a ms por my ~ ma,
luego denotamos Sub(X) = Sub(X)/ ~, es decir Sub(X) es la clase cociente de la
relacion de equivalencia de isomorfismo. Vamos a demostrar algunas propiedades de
esta asociacion. Sea f : C — C’ morfismo en 4°P, denotamos Sub(f) : Sub(C) —
Sub(C”) y Sub(f)([m]) = [n], los que construimos en ¥, mediante el jalador (1), el
cual existe ya que % tiene limites finitos,

(3.4) L —> M
l ml
' ——=C
f
Veamos que n es Unico salvo isomorfismo. Supongamos que

(3.5) L ——=M

{7

Cl?c
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es jalador. Combinando, que [3:4] y [3.5] son jaladores, tenemos que existen a; :
L' — Lyas:L— L tales que los diagramas:

NS
g
\
L/ﬁM
n \L/ g i
C/?C

conmutan. Luego na; = n/, pero tambien conmutan:

r , L L r ,
\\\ \ Y \X Y Y

azQ1 ajqQz d Idy,

N N\ \ N
\L/ﬁM N L—>M \ L—>M \ L—>M
NE NP A NE A N

/ [ [ i
CT)C C 7 C C 7 c C 7 C

Por la propiedad universal de los jaladores tenemos que: asvy = Idy:, ayog =
Idy, luegon ~n'. Sean 1l : Y — Z, f : X — Y morfismos en 4°P, entonces para
n1Sub(X), y si Sub(f)([n1]) = [n2] y Sub(l)([n2]) = [n3], entonces tenemos los
siguientes jaladores en %

Ll ?Ml LQ?Ll
nQi ’I’Lll ’I’Lgl nzi
Y*f>X Z*Z>Y

Entonces es jalador el rectangulo méas externo:

Ly ——= Ly ——= M,

T

Z?YHX

0, sea si componemos en % °P:

Sub(Lf)(n1) = Sub(f1)([n1]) = [ns] = Sub(l)([n2]) = Sub(l)(Sub(f)(n1))

Asi que Sub(_) es un funtor de ¥°7 a las clases.

Finalizamos esta seccién presentando un importante teorema que da condicio-
nes necesarias y suficientes para que existan subobjetos clasificadores. Mac Lane
da una version de este teorema, asi como su demostracion en [Il, pag 33|, (para ver
una demostracion en forma méas desglosada ver [2])

Teorema 3.4. Sea € una categoria localmente pequenia y con limites finitos, enton-
ces, tiene un subobjeto clasificador si y sdlo si existe un objeto Q) y un isomorfismo
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natural
0: Sub(~) = Homg(—,Q)

4. Subobjeto clasificador en la categoria de pregavillas

Recordando la definicién de subobjeto clasificador (Definicion , para cada
monomorfismo m € Homg(C,C"), que representa un subobjeto de C’, existe un
tinico morfismo ¢ € Homg(C’, ) , tal que se completa el pullback , entonces, es
posible pensar que los subobjetos de un objeto dado, C’, estan relacionados uno a
uno con las flechas en Home(C', Q).

Por el Teorema si la categoria % tiene un subob jeto clasificador 2. Tomemos
el funtor representable h¢ : €°P — Set || en %?, luego

o~

Sub(he) = % (he, Q)

y por el Lema de Yoneda tenemos que

~

€ (he, Q) 2 Q(0)
por lo tanto
Sub(he) =2 Q(0).
Esto nos dice que un funtor representable tiene tantos subobjetos como elementos
el conjunto Q(C).
Para reinterpretar esto necesitamos la siguiente definicion:

Definicién 4.1. Dado C en € una gavilla sobre C' es la coleccion S(C) de fle-
chas f en € con codominio C, tales que, dada otra flecha g en la categoria, si la
composicion fg estd definida entonces fg € S(C).

Ahora podemos ver que para cada F subfuntor de he podemos construir una
gavilla

Sp(C) = | F¢’
C'e¥

que claramente es una coleccion de flechas con codominio C y se cumple que si la
composicion fg esta definida, para una flecha f € Sp(C) entonces fg € Sp(C),
porque f € F(C') C €(C',C)y g : C" — C" FC"(9)(f) = fg, que se define a
través de la composicion en €.
Reciprocamente, dada una gavilla S(C') podemos definir un subfuntor de h¢e
P €°P — Set

C' = he(CHNS(CO)
y dada una flecha g € Hom (C’,C") la funcion Pg es

Pg : PC" — PC’

f= Ty

cumpliéndose que fg € ha(C")NS(C) por la definicién del gavilla y del funtor he.
Queda claro que PC’ C heo(C) para cada C € € y que, dado g, Pg(z) = he(g)(x)

para todo z en el dominio de Pg. Por lo tanto P < h¢. Lo que nos permite decir que
las gavillas sobre C'y los subobjetos de h¢ estan relacionados uno a uno. Y nos hace

th(C’) =%¢(C',C)ysi f:C" — C" en €°P, entonces he(f) : €(C',C) — €(C",C), con
he(f)(g) = gf (la composicion en ) y g € €(C’,C).



4. SUBOBJETO CLASIFICADOR EN LA CATEGORIA DE PREGAVILLAS 259

intuir quién es el objeto clasificador Q. Pues sabemos que Q(C) = Sub(h.) = {S|S
es una gavilla sobre C'}. Partiendo de eso construimos de la siguiente manera a :

Q(C) = {s|s es gavilla sobre C'}
Y dada g € Hom(C', C) tenemos
Qg : Q(C) — Q)
S+ S-g={hlgoheS}
Ahora, dado Idc € Home(C,C) la identidad en C, tenemos que
Q(Idc)(S) = {h|Idc o h € S}
=9
Para cada S € Q(C) por lo tanto Q(Idc) = Idgc)-
También, dadas f, g flechas en € cuya composicion g o f esta definida en €
(©2(g) o Q2(f)) (5) = Qg)(Qf)(S5))

=Qg)(S-f)

—S-fg

={h|go foh e S}

=Q(go f)
Para demostrar que esta manera de definir al funtor €2 lo hace subobjeto clasificador,

necesitamos encontrar al objeto terminal de % .
Es facil ver que la asignacion:

1:%°P — Set
Cr{}
y dada una flecha g € Home(C',C) definimos 1g = Idgy. Es trivialmente un

funtor. Y es el objeto terminal de 2

Ahora, el morfismo ¢, de la definicién de subobjeto clasificador es, en este caso, una
transformacion natural. Si definimos cada instancia t¢ asignando al inico punto la
gavilla maximal sobre C, es decir:

to 1 1(C) = Q(C)
- tC ={f € Homyx(A,C)| A€ ¢}

tenemos que , dado g € Hom(C', C) el diagrama

{1 —=0(0)

Id{.}i lﬂg

{}——= )

conmuta si Qgotc(-) =t (+), para esto basta probar que Q(g)(tC) = tC’, es decir,
para todo A € € y para toda f € Hom¢ (A, C’) se cumple que go f € tC.

En efecto, dada A € €, de la definicion de tC, Home(A,C) C tC por lo tanto
dada f € Home (A, C') se cumple que go f € tC, es decir , Qg(tC) = tC".

Lo que muestra que t es transformacion natural.
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Ahora bien, si %’?, con % localmente finita y con limites finitos, y si tiene subob-
jeto clasisifcador, entonces Sub(h¢) para todo C es un conjunto y por lo anterior
{s|s es gavilla sobre C} es conjunto, luego Q € %.

Teorema 4.2. Si € es localmente finita y con limites finitos, y tiene un subobjeto
clasificador, entonces el funtor  con la transformacion natural t es el subojeto
clasificador de €

DEMOSTRACION: De la definicién de subobjeto clasificador y por el Lema [3.3]
queremos probar que dados R, P € ¥ funtores tales que R < P, y i la inclusion.

o~

Existe una flecha ¢ € €' (P, Q) tal que el diagrama

R 1
zj lt
P Q

1x
—

(4.1)

—_—

¢74
es un pullback.
Definimos ¢! en la instancia C
¢c : P(C) = Q(C)
x—{f € Homg(A,C)| Pf(x) € QLA)NA € F}.

Veamos que ¢° es transformacién natural:
Dado g € Hom(C',C) el diagrama

(4.2) P(C) 22+ 0(C)

?gl l“

PC) e Q(C")

conmuta si Qg o ¢t = ¢k o Py.
Para esto, dado = € P(C)
Qg o ¢p(x) = Qg({f € Homy(A,C)| Pf(x) € R(A)})
={hlgoh € {f € Hom¢(A,C)| Pf(x) € R(A)}}
= {h € Home(A,C")|P(go h)(z) € R(A)}

(6c o Pg)(x) = (Py(x))
={f € Hom«(A,C")| Pf(Pg(x)) € R(A)}
Como P es un funtor contravariante, entonces P(go f)(x) = (Pf o Pg)(x) para cada

x € P(C), entonces, los conjuntos son iguales para cada x, por lo tanto Qg o ¢%, =
@% o Pg. De esta manera ¢’ es una transformacifi natural y podemos construir el
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diagrama que conmuta en € si y solo el diagrama

(4.3) R(C) —2=1(C)

P(C) ——>0AC)

conmuta en ¥. La prueba de esto ultimo consiste en ver que, dado = € R(C) se
cumple que t. o 1g(z) = ¢} o ic(x) lo que es equivalente a que si x € R entonces
¢4 (x) = tC. Esto es inmediato a la definicion

¢e(z) = {f € Homg(A,C)|A € € APf(z) € R(A)}

y de que R < P, pues esto asegura que Pf(x) = Rf(x) por lo tanto, para toda
J € Homg(A,C) y A € € sucede que Pf(z) € R(A), es decir, ¢4 (z) = {f €
Homy(A,C)|A e €} =tC.

El diagrama en € este es un pullback si y solo si el diagrama es pullback en
% para toda C € %.

Supongamos que el siguiente diagrama

1x

(4.4) R(C) ——1(C)

P(C) TC> Q0)

conmuta.
Para esto simplemente verificamos la propiedad universal dando la flecha

fo :R(C) = R(C)

r = me(r)
que claramente hace conmutar el siguiente diagrama

(4.5)

P(C) 2 0(C)

Resta demostrar que es tnica. Para esto considere f;; tal que m/ = ic o f%, enton-
q C q c el
ces ic o f& =1ic o fo, y como i es mono, se tiene que f& = fco .

~

Por dltimo, supongamos que existe § € €' (P, ) tal que el siguiente el diagrama
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(4.6) L
)
P——=0Q
(4

es un pullback.

Comparando con este ultimo diagrama , si tomamos z € P(C) y f €
Home (A, C) entonces Pf(x) € R(A) si y solo si 04(Pf(x)) = tA, y usando la
naturalidad de 6 segun el siguiente diagrama

P(C) —2+ 0(C)

Tfl lw

P(A) — Q(4)
A
esto es quivalente a que Pf(x) € R(A) si y solo si Qf o 0c(x) = tA, lo que, por
la definicion de €2, nos dice que {h|f o h € Oc(x)} = tA. Luego, en particular
Idsy € tA |, entonces [ € Oc(x) , es decir Pf(z) € R(A) siy solo si f € Oc(x),
entonces ¢L, = O¢c naturalmente en C' y esto si y solo si ¢ = 6. O
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