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Presentacion

Estimado lector, el cuerpo académico de Topologia y sus Aplicaciones, de la Benemérita Uni-
versidad Auténoma de Puebla, publica un nuevo libro, en este caso virtual, de la serie topologia
y sus aplicaciones; en este volumen incluimos temas de funciones cardinales, teoria de Categorias,
teoria de continuos, teoria de conjuntos, topologia general, sistemas dinamicos, asi como una im-
portante discusién de nuevas lineas de abordar lo continuo. Es de destacar la unién lograda entre
autores y editores gracias al lazo que los une, los arbitros y los lectores. Todo esto forma parte de
una comunidad interesada en la visién topolégica de la matematica, asi como de sus métodos y
aplicaciones. Nuevamente, nos percatamos con orgullo del gran mosaico humano que se congrega
para la realizacién de este libro: matemaéticos de Oaxaca, Tlaxcala, Ciudad de México, Zacatecas,
Chiapas y Puebla, nos han apoyado enviando sus trabajos a este comité editorial. Es de destacar,
la participacién de matematicos de otros paises, y la ya importante influencia que hemos obtenido
en colegas de otros paises que se interesan por este proyecto, tenemos aportaciones de matematicos
de: Espafia, Peru y Estados Unidos; esperamos aumentar nuestra area de influencia, que esto a
final de cuentas, expresa la acumulacién de nuevas relaciones humanas. También resaltamos que
nuestro libro poco a poco se adentra en las vias de la investigacion, tenemos articulos que aportan
resultados novedosos. Aunque no es el grueso de los articulos los que tienen este perfil, subrayamos
la presencia ya de algunos de este tipo, que son expresién de la madurez de este trabajo editorial.

En el estado actual del pais y de la universidad, estos esfuerzos, mas alla de una actividad
acaddemica, son una actividad de esperanza y confianza de que la ciencia tiene una carga salvadora.
Todo esto nos impele a continuar con este trabajo, ya que su dimensién nacional se ha asegurado,
y se trabaja en una influencia internacional. La pemanencia y disciplina de los participantes en
este proyecto, asi como de una comunidad que se siente interesada en él, nos confirma la gran
responsabilidad que se nos ha delegado. Sentimos que hemos asumido la gran responsabilidad,
pese a todo, de continuarlo, tal vez no con la misma frecuencia, pero si con la misma calidad que
hasta ahora hemos tenido.

Los editores
Enero de 2021






Contenido

Capitulo 1. Una cota para el peso de espacios T3 3
Fidel Casarrubias Segura

Capitulo 2. Transitividad en hiperespacios 17
Franco Barragdn, Sergio Flores, Alicia Santiago-Santos y Jesis F. Tenorio

Capitulo 3. Las funciones punto medio y de puntos extremos en relacion con algunas
funciones especiales entre continuos 37
Maria de Jesus Lopez Toriz, Patricia Pellicer Covarrubias y José Luis Sudrez Lopez

Capitulo 4. Propiedad de semi-Kelley y clases de funciones en continuos de Hausdorff 49
Mauricio Esteban Chacdn Tirado, David Herrera Carrasco, Maria de Jesis Lopez Toriz y
Fernando Macias Romero

Capitulo 5. Sistemas dinamicos discretos no-auténomos 57
Gerardo Acosta, Juan Manuel Martinez Duenas y Manuel Sanchis

Capitulo 6. Algunos ejemplos de subobjetos clasificadores 113
Juan Angoa-Amador y Carlos Alberto Liopez-Andrade

Capitulo 7. Una alternativa al back-and-forth 125
Tonatiuh Matos Wiederhold

Capitulo 8. Propiedades dindmicas en productos 139
Franco Barragdn y Anahi Rojas

Capitulo 9. Espacios débilmente compactos: separabilidad y compacidad 159
Angel Rafael Barranco Carrasco y Luis Enrique Aponte Pérez

Capitulo 10. Funciones que preservan métricas y ultramétricas 173
Reinaldo Martinez Cruz y Emmauel Herndndez Pina

Capitulo 11. Espacios de convergencia. Parte I: jpor qué? 185
Frédéric Mynard



Capitulo 12. Encajes ordenados en el hiperespacio de hiperespacios de continuos 203
Pedro Contreras Chamorro, Williams César Olano Diaz y
Javier Sanchez Martinez

Capitulo 13.  Un primer acercamiento al Lema de Yoneda 209
Daniel Joshua Anaya-Palacios, Juan Angoa-Amador e Ivan Fernando Vilchis-Montalvo



Capitulo 1

Una cota para el peso de espacios 13

Fidel Casarrubias Segura
Universidad Nacional Autonoma de México, CDMX, México

1. Introduccion 3
2. Las redes de Arkhangel’skii 4
3. Teorema de dualidad para nw 7
4. Redes moédulo cubiertas compactas 10
5. Aplicaciones. 12
Referencias 14

1. Introducciéon

Una de las nociones mas basicas en topologia es el concepto de base para una topologia. Todas
las bases de un espacio topolégico tiene una cantidad minima de elementos; esta cantidad minima
de elementos recibe el nombre de peso del espacio. En forma més precisa el peso w(X) de un espacio
topologico (X, 7) se define como el nimero cardinal w(X) = min{|B| : B es una base de 7}.

El peso es una funcién (clase) de la clase de todos los espacios topolégicos a la clase de todos
los niimeros cardinales que tiene la cualidad de asociarle el mismo nimero cardinal a espacios
homeomorfos; esto es lo que se conoce como una funcién cardinal topoldgica. Entre otras cosas, la
funciéon w caracteriza a la clase de espacios segundo-numerable: un espacio X es segundo numerable
si y solo si w(X) < w, y de cierta manera, extiende ésta clase a cardinalidades mayores a la
numerable.

La clase de los espacios segundo-numerable tiene buenas propiedades: ésta es cerrada bajo
productos finitos y productos numerables, y es cerrada bajo subespacios; pero no es finito-aditiva,
es decir, no es siempre cierto que si un espacio X se puede escribir como la unién finita de subes-
pacios segundo-numerables, entonces X es segundo-numerable. En 1951 Arkhangles’kii demostro
que cuando el espacio X es compacto, si es posible concluir la segundo-numerabilidad de X:

Teorema. (Arkhangel’skii). Si X es un espacio compacto Hausdorff, x > Xg y X = AU B con
w(A),w(B) < k, entonces w(X) < k.

Este resultado es llamado hoy en dia teorema de aditividad del peso, y la idea clave para su
demostracion fue la introduccién por parte de Arkhangelskii de una nocion que generaliza a las
bases de una topologia: la nocién de red.

En este trabajo estudiamos las propiedades mas bésicas de la funciéon cardinal topologica peso
de red, la cual mide la minima cardinalidad de redes de un espacio topolégico. Damos también
una demostracion completa del resultado que muestra que el peso de un espacio T3 e€s menor o
igual que el peso de red elevado al numero de Nagami del espacio. Este resultado generaliza el
correspondiente resultado de Tkachenko para espacios Tychonoff. Finalizamos la nota presentando
algunos resultados recientes obtenidos en [3]| que resuelven dos problemas abiertos planteados por
Molina Lara y Okunev en [7].

Terminologia y notacion. Si X es un conjunto, entonces P(X) denota al conjunto potencia de
X, esto es, a la colecciéon de todos los subconjuntos de X.

3



4 1. UNA COTA PARA EL PESO DE ...

Todos los espacios topologicos se suponen no vacios. Si (X, 7) es un espacio topologico, entonces
Tz, X)={Ver:zeV}

Recuerde que un espacio X es completamente regular si para todo subconjunto cerrado F' de X
y todo punto z € X \ F, existe una funcién continua f : X — [0,1] tal que f(F) C {0}y f(z) =1.
Un espacio es Tychonoff, o de Tychonoff, si es un espacio completamente regular Tj.

2. Las redes de Arkhangel’skii

Si (X, 7) es un espacio topologico, entonces una base para 7T es una coleccion B C 7 tal que
para cada x € X y cada U € 7(z,X) existe B € B tal que x € B C U. Cuando quitamos la
exigencia «B C 7» obtenemos el concepto de red.

Definicién 2.1 (Arkhangel’skii). Sea (X,7) un espacio topolégico. Diremos que una colecciéon
N C P(X) es una red de subconjuntos de X si para cada z € X y cada U € 7(z, X) existe N € N
tal que z € N C U.

El peso de red (o peso red) de un espacio topolédgico (X, 7) es el numero cardinal nw(X) =
min{|N| : N es red de X}. Es muy sencillo verificar que para cualquier espacio topolégico (X, 7)
la familia N = {{z} : + € X} es una red de subconjuntos de X y es por esto que nw(X) < |X]|.
También es cierto que nw(X) < w(X) y larazon de ello es que toda base es una red de subconjuntos.

Los espacios topolégicos que tienen una red a lo més numerable se llaman cdsmicos. Las
desigualdades enunciadas en el parrafo anterior implican que todos los espacios finito o numerables,
y todos los espacios seqgundo-numerables son espacios cosmicos.

Los espacios cosmicos son espacios separables; es decir, tienen un subconjunto denso finito o
numerable. Es esta la razoén del porqué son separables los espacios finitos, los espacios numerables
y los espacios segundo-numerables. Lo anterior es una consecuencia de la siguiente proposicién.

Proposiciéon 2.2. Para todo espacio topologico (X, 7) sucede que
dX)<nwX)<wX) y nw(X)<I|X].

Demostracion. Es suficiente demostrar que d(X) < nw(X). Recuerde que d(X) = min {|D| :
D C X = D} es la densidad de X. Consideremos una red N de subconjuntos de X tal que
IN| = nw(X). Para cada N € N\ {0} fijemos un tnico elemento zx € N. Es claro que D = {zx :
N € N\ {0}} tiene cardinalidad menor o igual que la cardinalidad de N. Ademéas, D = X puesto
que si U es un abierto no vacio podemos elegir un elemento x € U. Como N es red de X, existe
un N € N de modo que z € N C U. Note que N € N\ {0}, asi xty € N CU. Luego zy € UN D.
Por lo tanto, D es denso en X. Consecuentemente, d(X) < |D| < nw(X). O

Cualquier espacio numerable que no sea primero-numerable, como por ejemplo el abanico
numerable®, es un espacio césmico que no es segundo-numerable. Para la linea de Sorgenfrey (R, 7,)
sucede que w(R,7s) = nw(R,7s) = ¢. En efecto, debido a que nw(R,7s) < w(R,7s) < |R|* solo
debemos mostrar que nw(R, 75) > ¢; y para hacer esto es suficiente probar que ninguna subcoleccion
no vacia N de P(R) de cardinalidad < ¢ puede ser una red en (R, 7). Suponga entonces que N
es una coleccion de las caracteristicas mencionadas. Sin perder generalidad podemos suponer que
() & N. Definamos

N ={N €N : N es acotado inferiormente en (R, <)}

Npa = {N € N: N es no acotado inferiormente en (R, <)}.

1E] espacio cociente del producto topoldgico Y x N generado por la relacion de equivalencia: (y,n) ~ (z,k) si y =
z=00siy=27#0yn=k,esun espacio de este tipo. Aqui, Y = {O}U{% : n € N} tiene la topologia de subespacio
respecto del espacio usual de los nimeros reales y N tiene la topologia discreta. Este espacio cociente es conocido
con el nombre de abanico numerable.

2La coleccién B = {[z, = + %) :xz € R & n € N} es una base para la topologia de la linea de Sorgenfrey.
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Si N, = 0, entonces N = N,,,, pero en este caso es muy facil probar que N no es una red porque
para el abierto [0,1) y el elemento 0 no es posible hallar N € N,,, tal que 0 € N C [0, 1). Podemos
entonces suponer que N, # 0. Para toda N € N, definamos 2y =inf N,y A = {zy : N € N, }.
Como A C Ry |4] < ¢, podemos fijar z € R\ A. Consideremos al abierto [z, 2+ 1) de X. Observe
que para x € [z,x + 1) ningan elemento N € N,,, tiene la siguiente propiedad: x € N C [z,z + 1)
porque [z, 4 1) es acotado inferiormente y ningtn elemento de N,, lo es. Pero tampoco hay
elementos M de N, de modo que z € M C [z,z + 1) porque la contencion M C [z,z + 1)
implica que = < m para toda m € M, y por esto x < xp = inf M; pero como z € R\ Ay
rym € A, necesariamente x < xps lo cual implica que existe un elemento de M, a saber x, tal
que x < xpr = inf M, lo cual es absurdo. Por lo tanto, N no es una red para X. Esto termina la
demostracion.

Para cualquier espacio indiscreto X de cardinalidad > 2 siempre se tiene que nw(X) < |X]|.
Esto muestra que hay clases grandes de espacios donde siempre obtenemos el menor estricto en
la desigualdad nw < |- |. También hay clases grandes de espacios topologicos donde siempre se
da la igualdad; por ejemplo la clase de los espacios discretos: para cualquier espacio discreto X la
coleccion {{z} : x € X'} es siempre un subconjunto de cualquier red para X.

Si (X, 7) es un espacio topologico, (Y, 7 [ Y) es un subespacio topolégico de X y N es una red
de subconjuntos de (X, 7), entonces la coleccion N [ Y = {NNY : N € N} esunareden (Y,7 [ Y).
Esto muestra en realidad que el peso de red es una funcion cardinal monétona, es decir, si X es un
espacio y Y es un subespacio de X, entonces nw(Y) < nw(X) puesto que basta elegir una red para
X de modo que |N| = nw(X), y por lo antes dicho, tenemos que nw(Y) < [N [ Y| < |N| = nw(X).

En relaciéon a las imagenes continuas de un espacio topolégico, el peso de red no se incrementa
porque si f : X — Y es una funcién continua suprayectiva y N es una red de subconjuntos de
X, entonces es muy facil probar que f[N] = {f[N] : N € N} es una red de subconjuntos de Y.
Consecuentemente, si elegimos una red N para X tal que |[N| = nw(X), entonces nw(Y) < |f[N]| <
IN| = nw(X).

Usando esta ultima propiedad se puede deducir facilmente que si X es homeomorfo a Y,
entonces nw(X) = nw(Y); es decir, se puede deducir que nw es en efecto una funciéon cardinal
topologica.

Un resultado un poco menos trivial que involucra al peso de red es el siguiente; en él se
proporciona una cota para la cardinalidad de cualquier espacio Tj usando al peso de red.

Proposicién 2.3. Si X es un espacio T, entonces | X| < 27*(X),

Demostracion. Fijemos una red N de modo que |N| = nw(X). Para cada © € X, definamos
N, = {N € N:z € N}. Es claro que N, C N y por ello N, € P(N) para cada x € X. De esta
manera ¢ : X — P(N) definida por ¢(x) =N, (x € X) es una funcién bien definida.

Verifiquemos que ¢ es inyectiva. Supongamos que x,y € X son elementos diferentes. Como X
es Tp, existe un abierto U de modo que |[U N{z,y}| = 1. Si z € U, entonces y ¢ U. Por ser N una
red en X existe N € N tal que x € N C U. Luego, N € N, y N ¢ N,. Entonces ¢(z) # ¢(y). Si
ocurre que y € U, entonces z € U. Y como N una red en X existe M € N tal que y ¢ M C U.
Luego, M € N, y M & N,. Entonces ¢(z) # ¢(y). Por lo tanto ¢ es inyectiva.

Como ¢ es inyectiva, |X| < |P(N)| = 2"w(X), O

Como una consecuencia del resultado anterior, podemos deducir que para todo espacio T es
equivalente que el espacio tenga peso de red finito con el hecho de que el espacio mismo sea finito.
Por ejemplo, el espacio R™ con su topologia usual mg- tiene peso de red infinito simplemente porque
es un espacio Ty de cardinalidad infinita. La anterior equivalencia es falsa si omitimos el axioma
de separacion Ty, como lo constata R junto con su topologia indiscreta {(), R}.

El siguiente resultado serd muy ttil para dar una demostracion del teorema de Arkhangel’skii
sobre la aditividad del peso.
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Lema 2.4. Para todo espacio Hausdorff (X, 7) existe una familia de abiertos B que tiene las
siguientes cuatro propiedades:

1. |B| < nw(X),

2. B es base de una topologia Hausdorff § de X,

3. 0CT,

4. w(X,0) < nw(X).

Demostracion. Sea (X, 7) un espacio Hausdorff cualquiera. Si X es finito, entonces 7 es la to-
pologia discreta en X. Definamos en este caso a B = {{z} : + € X}. Es claro que B es una
base de la topologia § = 7 = P(X). Obsérvese también que (X, ) es un espacio Hausdorff y que
w(X,0) =|X| =nw(X, ).

Supongamos ahora que X es un espacio infinito. Suponga que N es una red para (X, 7) con
N = nw(X). Definamos

D ={(N1,N2) e N*: (3(V4,Va) € 7°) (N1 C Vi, N2 C Vo & VinVa=0)}.

Primero notemos que D es no vacio. Efectivamente, sean z,y € X con « # y. Como (X,7) es
Hausdorff, existen abiertos ajenos V,,V, tales que x € V, y y € V. Como N es una red de X,
existen N1, Na € N tales que z € Ny CV, y y € No C V.. Entonces (N1, Na) € N x N.

También es facil notar que |D| < [N x N| = |N| = nw(X) porque nw(X) es infinito.

Ahora fijemos, para cada (N, M) € N x N, un elemento (V(N),V(M)) € 7 x 7 de modo que
NCV(N)y M CV(M).

Definamos V = {V(N), V(M) : (N, M) € N x N}. Es claro que V C 7 y que |V| < nw(X).

Definamos B como la familia de todas las intersecciones finitas de elementos de la familia V.
Es facil notar que B es cerrada bajo intersecciones finitas y que |B| < nw(X).

Afirmacion. La coleccion B es base para una topologia Hausdorff de X.

Demostracion de la afirmacion. Considere un elemento cualquiera x € X. Consideremos un
elemento y € X con = # y. Como (X, 7) es Hausdorff, existen abiertos ajenos V,V, tales que
z € Vyyy eV, ComoN es una red de (X,7), existen N1, Ny € N tales que x € Ny C V, y
y € Ny CV,. Entonces (N1, N2) € D. Luego, x € V(N;) € B. Por lo tanto, X = |JB.

Por otro lado, supongamos que By, Bs € By que © € By N By son elementos cualesquiera.
Como B1,Bs; € B y B es cerrada bajo intersecciones finitas, tenemos que B3 = By N By € By
x € B3 C B1N Bs.

Todo lo anterior muestra que B genera una topologia 6 para X. Resulta que 6 es una topologia
Hausdorff para X. Efectivamente, supongamos que z,y € X son elementos diferentes. Como (X, 7)
es Hausdorfl, existen abiertos A y B ajenos tales que z € Ay y € B. Siendo N una red en (X, 7),
existen Ny, No € N de modo que xz € N; C Ay y € Ny C B. Entonces (N1, N3) € D. Consideremos
a la pareja ordenada (V(N1),V(N3)) que hemos seleccionado para el elemento (N7, Na). Por la
eleccion de (V(Ny), V(N2)), se tiene que V(Ny), V(N2) € B. Ademas, z € Ny CV(N;)yy € No C
V(N3), y V(N1) N V(Nz2) = (). Por lo tanto, (X, 6) es un espacio Hausdorff. X

Finalmente, como B C 7, tenemos que § C 7 y ademéas como B es base de 0 se tiene que
w(X,0) < |B| < nw(X). O

Una consecuencia interesante del lema anterior es que en los espacios Hausdorff compactos el
peso y el peso de red coinciden.

Proposiciéon 2.5 (Arkhangel’skii).

1. Si (X, 7) es un espacio Hausdorff, entonces existen un espacio Hausdorff (Y,6) y una
condensacion (es decir, una funcién continua y biyectiva) f : X — Y de modo que
w(Y,0) < nw(X, 7).

2. Si X es un espacio Hausdorff compacto, entonces w(X) = nw(X).
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Demostracion. (1). Por el lema anterior existe una familia de abiertos B de cardinalidad a lo mas
nw(X, T) que es base de una topologia Hausdorff § de X tal que § C 7y ademéas w(X,0) < nw(X).
Definamos (Y,0) = (X,6) y f =idx : (X,7) — (Y,0). La funcién f es continua porque 6 C 7. Es
claro que f es biyectiva. También es claro que w(Y,0) = w(X,0) < nw(X, 7).

(2). Por ser (X, 7) Hausdorff, aplicando el inciso anterior, podemos concluir que existen un
espacio Hausdorff (Y,0) y una condensacion f : X — Y tal que w(Y,0) < nw(X, 7). Debido a
(X, 7) es un espacio compacto y a que (Y,6) es un espacio Hausdorff, f es una funcion cerrada;
y consecuentemente, un homeomorfismo. Por esto w(X,7) = w(Y, ). Por lo tanto, w(X,7) <
nw(X, 7). Como la desigualdad contraria es siempre cierta, obtenemos que nw(X,7) = w(X, 7).
(]

El teorema de aditividad del peso en espacios Hausdorff compactos es ya una consecuencia
sencilla del inciso (2) de la proposicion anterior.

Teorema 2.6 (de Arkhangel’skii sobre la aditividad del peso). Sea x un cardinal infinito. Si X es
un espacio compacto Hausdorff y X = AU B con w(A),w(B) < k, entonces w(X) < k.

Demostracion. Como X es un espacio compacto Hausdorff, nw(X) = w(X). Asi que para probar
que w(X) < k, bastara demostrar que nw(X) < k.

Como w(A) < kK y w(B) < k, existen colecciones B4 y Bp de cardinalidad menor o igual
que x que son bases de los subespacios (A,7 | A) y (B, | B), respectivamente®. Definamos
N =B, UBg. Es claro que N C P(X) y que |N| < £+ k = k. Demostraremos ahora que N es una
red en X. En efecto, suponga que U es un abierto de X y que x € U es cualquier elemento. Como
X=AUB,z€ Aox € B.Sixz € A, entonces x € U N A. Debido a que B4 es una base para la
topologia de (A,7 | A), existe N € B4 de modo que x € N C U N A. Entonces existe N € N de
modo que x € N C U. De manera anéloga se puede demostrar que si x € B, entonces existe un
elemento N € N tal que x € N C U. Por lo tanto, N es una red de X.

Para finalizar la prueba, dése cuenta que nw(X) < |N| < &. O

Observacion 2.7. En la demostracion del teorema anterior implicitamente se demuestra que el
peso de red es una funcion cardinal finito aditiva, esto es, si un espacio X se puede escribir como
la unién finita X = A; U--- U A, de subespacios tales que nw(A4;) < k para toda i, donde k es
un cardinal infinito, entonces nw(X) < k. En forma més general, si x es un cardinal infinito y
X =Ucce C, donde nw(C) < &, entonces nw(X) < - |C| = max{x, [C|}.

Como una simple aplicacion del teorema anterior (2.6) obtenemos el siguiente resultado:

Corolario 2.8. Si un espacio compacto Hausdorff es la unién de una cantidad finita de subespacios
segundo-numerables, entonces él mismo es un espacio segundo-numerable, y por tanto, metrizable.

3. Teorema de dualidad para nw

A menos que explicitamente se diga lo contrario, todos los espacios topoldgicos considerados
en esta secciéon son Tychonoff.

Si X es un espacio, entonces el conjunto C(X) = {f : X = R : f es continua} es un subconjun-
to del producto topolégico R¥. De esta forma el conjunto C(X) puede ser dotado de la topologia
de subespacio respecto del producto topolégico RX. El espacio asi constituido es denotado con los
simbolos Cp,(X) y la topologia de C,(X) es llamada topologia de la convergencia puntual.

Si un espacio Tychonoff es finito, entonces es discreto. Por esta razén, cuando X es finito
el espacio Cp(X) es homeomorfo a R™ para algin n € N, y por ello d(C,(X)) = nw(Cp(X)) =
w(Cp(X)) = Ro.

3Donde T es la topologia de X y 7 | A es la topologia de subespacio de A respecto de X. Analogamente, para
B.
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Cuando X es un espacio Tychonoff infinito las cosas cambian un poco. Como sabemos, la base
canonica del espacio producto R¥ es la coleccién de todos los conjunto de tipo

[T1, ..y 2n; Ur, ... Uy = {gERX c(Vi=1,...,n)(g(z;) € U;) },

donde n € N, z9,...,2, € X y Uy,...,U, € 7r. Es una tarea rutinaria demostrar que para
cualquier elemento g € [z1,...,2,;U,...,U,] es posible encontrar intervalos abiertos
(p1,q1),- -, (Pn,qn) con extremos racionales de modo que

gE X1, s Tn; (P1,q1), oo s Prsn)] C X1,y @ Ury o, Uyl
Esto muestra que la familia formada por todos los conjuntos de tipo

(1.1) [T1,. . @ Wh, .o, W,

donde Wy, ..., W, € Bgy Bg es la coleccion de todos los intervalos abiertos de R con extremos en
Q, es una base para la topologia del producto topolégico RX. La ventaja de esta tltima base es
que con ella podemos concluir que

w(®™) < |[X]] - [Bo| = | X[ Ro = | X].

Debido a que C,(X) es un subespacio topologico de R, w(C,(X)) < w(RX). Por esta razén,
w(Cp(X)) < w(R¥) < |X|. Curiosamente, para el caso que nos ocupa (X infinito) las igualdades
son ciertas. En efecto, para fundamentar nuestra afirmacion es suficiente demostrar que |X| <
w(Cp(X)). Suponga por el contrario que w(Cp(X)) < |X|. Entonces podemos fijar una base B de
Cp(X) tal que |B| = w(Cp(X)). Resulta que si f =0 : X — R es la funciéon constante de valor
cero, entonces la coleccion B(f) = {B € B : f € B} es una base local de f en C,,(X). Debido a que
los conjuntos de tipo (1.1) forman una base de la topologia producto de R¥ | para cada B € B(f)

existen np €N, @;,,...,z;, € X ym€eN tales que
fe [a:il,...,xinB;(—%,%),...,(—%,%)] NCy(X) C B.
Definamos V' = Upgcp(s){%i, - - -+ %i,,, }- Es facil convencerse que |Y| < |X|. Fijemos un elemento

y € X \'Y y consideremos al subconjunto abierto U = [y; (—1,1)] N Cp(X) que contiene f. Resulta
que ningun elemento de la coleccion B(f) esta contenido en U porque si B € B(f) es un elemento
cualquiera al ser X un espacio de Tychonoff existe una funciéon continua gg : X — [0, 1] de modo
que g5(y) = 1y gp[{zi,, ..., 7, }] € {0}. Entonces g5 € B pero no estd en U. Esto contradice que
la coleccion B(f) es una base local de f en C,(X). Esta contradicciéon muestra que necesariamente
|X| < w(Cp(X)). De esta forma hemos probado el siguiente resultado.

Proposicién 3.1. w(C,(X)) = w(RX) = | X|, para todo espacio Tychonoff infinito X.

Para el caso de la funcion cardinal nw sucede algo muy curioso. Sabemos que nw < |- | y que
nw < w, y que ademads, para espacios Tychonoff infinitos X ocurre que |X| = w(C,(X)). Es decir,
en las anteriores dos desigualdades, las dos funciones cardinales del lado derecho se relacionan via
el functor Cp. Asi que lo natural es conjeturar que para espacios Tychonoff infinitos X las dos
funciones cardinales del lado izquierdo también se relacionan via el functor C,,, es decir, es natural
conjeturar que nw(X) = nw(C,(X)) para cualquier espacio Tychonoff infinito X. La conjetura es
cierta y el resultado es llamado teorema de dualidad de Arkhangel’skii para el peso red. Enseguida,
demostraremos este teorema demostrando previamente dos resultados.

Lema 3.2. Para todo espacio de Tychonoff X, se tiene que X es homeomorfo a un subespacio de
Cp(Cp(X)).

Demostracién. Suponga que X es un espacio Tychonoff. Para cada = € X definimos e, : Cp(X) —
R como la funcién 7, | Cp(X) : Cp(X) — R, donde 7, : R¥ — R es la proyeccion en la coordenada
x asociada al producto topolégico R¥. La funcién 7, es continua por la definiciéon de la topologia
producto, y Cp(X) tiene la topologia de subespacio respecto de RX, consecuentemente e, es una



3. TEOREMA DE DUALIDAD PARA nw 9

funcion continua. Por lo tanto, e, € Cp(Cp(X)) para toda z € X. Por todo lo anterior podemos
definir a la funcién i : X — C,(Cy(X)) por medio de la regla: i(z) = e,. Demostremos que i es
una inmersion.

1 es inyectiva porque si x,y € X son elementos diferentes, entonces existe una funcién continua
g: X — [0,1] tal que g(z) = 0y g(y) = 1. Entonces i(z)(g) = ex(9) = g(z) # g(y) = ey(9) =
i(y)(g). Consecuentemente, i(x) # i(y).

Por otro lado, i es continua porque para cualquier g € Cp(X) sucede que 7504 = g es
una funcién continua, donde 7, : RS (X) — R es la proyeccion a la g-coordenada del producto
topologico RE»(X),

Finalmente verifiquemos que i es una funcién abierta a su imagen. Para ello consideremos
cualquier subconjunto abierto U de X. Suponga que y € i[U] es cualquier elemento. Sea x € U
tal que i(z) = y. Como X es Tychonoff, existe g : X — [0,1] continua tal que g(z) = 1y
g[X \ U] C {0}. Consideremos al abierto W = m;'[(3,2)] Ni[X] de i[X] (aquf 7y : R») — R es
la proyeccién a la coordenada g del producto topologico R€»(X)). Resulta (y no es dificil demostrar)
que y € W C i[U]. Esto muestra que i[U] es un subconjunto abierto de i[X]. O

Proposicién 3.3. Si X es un espacio Tychonoff infinito, entonces nw(Cp(X)) < nw(X).

Demostracion. Por el lema 2.3, nw(X) > Ng. Fijemos una red N de subconjuntos de X de manera
que |N| = nw(X); asi, |[N|] = Rg. Sea B una base numerable del espacio (R, 7). Para cada n € N,
Ny,...,N, € N, Bi,...,B, € B, definimos

(Nl,...,Nn;Bl,...,Bn) = {g S CP(X) : (VZ S {1,,’[7,}) (g(Nz) - Bz)}
Resulta que la coleccién
R={(N1,...,Np;B1,...,B,) :n €N/ Ny,....N, €N, By,...,B, € B}

es una red de subconjuntos de C,(X). Efectivamente, suponga que U es un abierto de C,(X) y
que f € U es cualquier elemento. Entonces existen n € N, 2z1,...,2, € X y € > 0 tales que

fela, .,z (f(z1) — € f(z1) +€),. ... (f(zn) — € fzn) +6)] N Cp(X) CU.
Como B es base de (R, 7g), podemos fijar By, ..., B, € B de modo que
f(z) € Bi C(f(z) —¢€,f(z)+e¢) paracadai=1,...,n.

Observe ahora que como f es continua, los conjuntos f~*(B;) son abiertos en X y que siendo
N una red de subconjuntos de X, existen Ni,...,N, € N tales que z; € N; C f~(B;) para
cadai=1,...,n. Entonces f € (N1,...,Np;B1,...,B,) C [z1,...,2n; (f(21) — €, f(21) + €), ...,
(f(zn) —€, f(zn) +€)]NCH(X). Por lo tanto, f € (Ny,...,N,; B1,...,B,) CU. Esto muestra que
R es una red en Cp(X).

Para finalizar la prueba, dése cuenta que nw(Cpy(X)) < |R| < |[N]<¥| - [[B]<¥| = |N| - N =
IN| = nw(X).

Podemos ya demostrar el teorema de dualidad del peso de red de Arkhangel’skii.

Teorema 3.4 (Arkhangel’skii). Para cualquier espacio Tychonoff infinito X, nw(Cp(X)) = nw(X).

Demostracién. Como X es infinito por la proposicion anterior se tiene que nw(Cy,(X)) < nw(X)
Pero también C,(X) es un espacio de Tychonoff infinito asi que nw(C,(Cp(X))) < nw(Cp(X))
(aplicando de nuevo la proposicion anterior). Como X es homeomorfo a un subespacio Y de
Cp(X) obtenemos que nw(X) = nw(Y) y nw(Y) < nw(Cp(Cp(X))). Consecuentemente, nw(X) <
nw(Cp(X)). Por lo tanto, nw(Cp(X)) = nw(X). O

Si X es un espacio Tychonoff finito, entonces X es un espacio discreto finito, asi que nw(X) <
|X] < Rg y Cp(X) es homeomorfo a R”, donde n = |X|. Por esto nw(Cp(X)) = nw(R™) < Ro.
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Pero por el inciso (6) del lema anterior, no puede ocurrir que nw(R™) < Xy porque R” es infinito.
En conclusi6n, cuando X es un espacio Tychonoff finito? nw(X) y nw(C,(X)) no coinciden.

Si X es un espacio Tychonoff, entonces definimos de manera recursiva a los espacios de funciones
iterados C) »(X) para cada n > 0 de la siguiente forma:

(i) Cpo(X) = X;

(ii) Cpn(X) = Cp(Cppn-1(X)) para cada n € N.

Observe que por el teorema de dualidad de Arkhangel’skii cuando X es un espacio Tychonoff
finito sucede que

nw(Cpo(X)) = [X] < Ro < nw(Cp(X)) = nw(Cp,2(X)) = nw(Cps(X)) = ---,
y si X es infinito, entonces
Ro < nw(Cypo(X)) = nw(Cy(X)) = nw(Cp2(X)) = nw(Cps(X)) = -

4. Redes mddulo cubiertas compactas

Como hemos visto, las redes de Arkhangelskii surgen como una generalizacion «naturaly de
la nociéon de base. Ellas, a su vez, pueden ser vistas como un caso particular de otra nociéon mas
general: la nocién de red moédulo una cubierta.

Observe que si uno denota a la coleccion {{x} : € X} de los conjuntos singulares de un espacio
topologico (X, 7) por C, entonces una coleccién N es una red en el sentido de Arkhangel’skii si para
cada C' € Cy cada U € 7 tal que C' C U existe N € N de modo que C C N C U. Lo relevante de
esta forma de «ver» a las redes de Arkhangel’skii es que se puede notar que se esta trabajando en
realidad con una cubierta de X que esta formada por subconjuntos compactos, a saber, la coleccion

C. Este simple cambio de punto de vista trae como consecuencia una generalizacién natural de las
redes de Arkhangel’skii.

Definicién 4.1. Si C es una cubierta de un espacio topologico (X, 7), entonces una red para la
cubierta € o una red mddulo C es una coleccion N de subconjuntos de X tal que para cada C' € €
y cada U € 7(C, X)) existe N € N de modo que C C N C U.

Los espacios Tychonoff que tienen una red a lo mas numerable médulo alguna cubierta com-
pacta se llaman Lindel6f-3.

Definicion 4.2. Diremos que un espacio Tychonoff X es un espacio Lindel6f-3 si existen una
cubierta compacta € de X y una red médulo € a lo mas numerable.

En realidad los espacios Lindelof-X son espacios Hausdorff que tienen la propiedad de Lindelof
y que son espacios X en el sentido de Nagami [8]. Sin embargo, esta tltima definicién no implica
que los espacios Lindelof-> puedan ser espacios Tychonoff, de hecho, ni siquiera espacios T3. Por
ejemplo, cualquier espacio Hausdorff, numerable, no regular® es un espacio ¥ que es Lindelof y
Hausdorff, pero no es T3 porque no es un espacio regular. No obstante, todo espacio X, Lindelof y
T3 es siempre un espacio Tychonoff. Por esta razon, nuestra definicion y la que usa la nocion de
espacio ¥ de Nagami son equivalentes en la clase de los espacios Tychonoff®.

Existe una funcién cardinal que generaliza a cardinalidades superiores la nocién de espacio
Lindel6f-3: el niimero de Nagami.

Definicién 4.3. El numero de Nagami de un espacio topologico (X, 7), el cual es denotado por
Nag(X), es el més pequeilo nimero cardinal k para el cual existe una cubierta compacta € de X
y una familia N de cardinalidad k que es red para X modulo C.

4Es importante mencionar que no importando la cardinalidad de X, siempre ocurre que nw(Cp(X)) > Ro
porque R es homeomorfo a un subespacio (cerrado) de Cp(X).

5Vea por ejemplo [5, 8.A.(18)].

6Es suficiente pedir que el espacio sea Ty, vea [2].
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Para cualquier espacio Tychonoff X la coleccion N = {{z} : € X} es una red médulo la
cubierta compacta X = {{z} : z € X}; de esta manera, el nimero de Nagami es un numero bien
definido y ademés Nag(X) < |X| para todo espacio Tychonoff X.

Es claro que un espacio Tychonoff X es Lindelof-X si y solo si Nag(X) < Rg. De esta forma,
cualquier espacio compacto Hausdorff es Lindel6f-> porque su nimero de Nagami es 1 ya que
la red N = {X} es una red modulo la cubierta compacta € = {X}. Asimismo, todo espacio
Tychonoff césmico X es un espacio Lindel6f-Y porque si N es una red a lo mas numerable de X
esta coleccion es una red modulo la cubierta compacta € = {{z} : ¢ € X}. Es claro que en este
caso Nag(X) < |N| < Ro.

Tkachenko demostré en [10] que la desigualdad w(X) < nw(X)N®9(X) es valida para todo
espacio Tychonoff X. En [4] se obtuvo la siguiente generalizacion del resultado de Tkachenko.

Teorema 4.4 (Casarrubias-Rojas-Garcia). Para todo espacio X regular y Ty, sucede que w(X) <
nw(X)Ne9(X),

Demostracion. Suponga que (X, 7) es un espacio T3. Si X es un espacio finito, entonces X es
discreto y compacto. Luego, w(X) = nw(X) y Nag(X) = 1. Consecuentemente, w(X) = nw(X) <
nw(X)Nes(X),

Supongamos ahora que X es un espacio infinito. Por la proposicién 2.4, podemos fijar una
coleccion B de abiertos de (X, 7) que es base de una topologia Hausdorff § para X de modo que
0 C 7y |B| < nw(X). Por la proposicion 2.3, B es una coleccion infinita. Consideremos ahora a
la coleccion B formada por todas las intersecciones finitas de elementos de B y todas las uniones
finitas de elementos de B. Adicionalmente, supongamos que X € Bg. Debido a que B es una base
de 0, la coleccion By también lo es, y como B es infinita, se tiene que |B| = |Bg|. Fijemos una
cubierta compacta X para (X, 7) y una red N médulo la cubierta X de modo que |N| = Nag(X).
Debido a que |BY'| < nw(X)N49(X) | bastara probar que w(X) < |B)¥|. Y para hacer esto ultimo
probaremos que la coleccién {W, : ¢ € B'} es una base para (X, 7), donde

Wy = X \elx( |J N\ o))

NeN

para cada ¢ € BYY.
Suponga que U € 7y que « € U. Por la regularidad de (X, 7), existe V € 7 de modo que
x € clx (V) C U. Consideremos ahora los siguientes casos:

Caso (1). U = X. Definamos ¢ : N — B, por medio de la regla ¢(N) = X para cada N € N.
Resulta que ¢ € BY' y que Wy = X. Es claro que en este caso, v € W, C U.

Caso (2). U # X. Primero construiremos recursivamente dos sucesiones {N, : a < A}y
{Bu : @ < A} de elementos de N y By, respectivamente, para un ordinal A < | X \ U].

Fijemos zp € X \ U. Entonces existe Ky € X tal que zy € K. Observe que los conjuntos
K\U y Kncl(V) son subconjuntos compactos de (X, 7) y ajenos. Entonces ellos son subconjuntos
compactos y ajenos en la topologia 6. Luego, existen Ag, By € By tales que K\ U C Ag y
KNcl(V) C By. Resulta que K C (Ag \ c(V)U (U \ cl(V))U(ByNU). Como N es red médulo K,
existe Ng € N de modo que K C N C (Ao \ cl(V))U U\ (V) U(BoNU).Si X\U C Ny \ By,
entonces paramos la construccién, definimos A = 1 y de esta manera tenemos construidas a las
sucesiones deseadas. Si X \ U € Ny \ By, entonces podemos elegir y; € X \ U \ (N \ Bp).

En forma general, si sucede que X \ U & s, Np \ Bg fijamos yo € X \ U\ Uz, N5 \ Bs.
Elegimos K, € X de modo que y, € K,. Resulta que los conjuntos K, \ U y K, Necl(V) son
subconjuntos compactos de (X, 7) y ajenos. Entonces ellos son subconjuntos compactos y ajenos
en la topologia 6 y por ello existen A, B, € By tales que K,\U C A, y K,Ncl(V) C B,. Resulta
que K, C (Aa\ (V) U U\ cl(V))U(BaNU). Como N es red modulo K, existe N, € N de modo
que Ko € Ny C (A \ (V) U (U \ cl(V)) U (By NU). De esta manera, tenemos construidos los
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elementos N, y B, requeridos. En el caso en que X \U C U6<a N3\ Bg terminamos la construccién
y definimos A = a.

Observe que por la construccion de las sucesiones {N, : a < A} y {B, : @ < A}, para cada
a < X tenemos que

Yo € Na\ Ba C (Aa \ (V) U (U \ (V) C X\ V,

' (No \ Bo)\U C N, \ (BL,UU)=N,NAL)\U.
Por lo anterior, si o, § < son diferentes, por ejemplo si 8 < «, entonces por el hecho de que y, € U
tenemos que
Yo € (Na \ Ba) \U)\ (N3 \ Bg) \U) = (Na \U) \ (N5 \ U).
Y por ello N, # Ng. Por esta razon, la regla

H(N) = {)B;a si N = N, para algin o < A

en otro caso,
es la regla de una funcién bien definida ¢ € B}Y. Resulta que = € Wy C U. Efectivamente, el hecho
de que N, C X \ V para cada o < A implica que N \ ¢(X) C X \ V para toda N € N. De lo cual
se sigue que x € V' C Wy, Por otro lado, del hecho de que X \ U, y(Na \ Ba) € Unen(N\¢(N))
se deduce que Wy C U. Esto termina la demostracién. O

Una consecuencia muy interesante de 4.4 es lo siguiente.

Corolario 4.5. w(X) < nw(X)“ para todo espacio Tychonoff Lindelof .

5. Aplicaciones.

La clase LY. formada por todos los espacios Tychonoff que son Lindel6f-X fue estratificada por
Kubis, Okunev, and Szeptycki en [6] cuando introdujeron a las clases LY (< &): dado un cardinal
K, finito o infinito, la clase LY (< k) esté constituida por aquéllos espacios Tychonoff X para los
cuales existen tanto una cubierta compacta C de X tal que w(C') < k para cualquier C' € €, como
una red a lo mas numerable moédulo la cubierta C.

La cardinalidad de una cubierta compacta € de un espacio Tychonoff con respecto a la cual
existe una red N a lo més numerable no excede al cardinal del continuo ¢’. Esto implica que todo
elemento de LY (< ) tiene cardinalidad® a lo mas 2%t y también implica que para cardinales
K > 2% la clase de espacios LY (< k) coincide® con la clase de todos los espacios Lindelsf-Y de peso
de red < k; es decir, LYX(< k) = {X : X es Lindel6f-X & nw(X) < k}. De esto ultimo y del
corolario 4.5 se sigue que w(X) < nw(X)N®9(X) < k¥ para todo elemento de LY (< ) y para todo
cardinal k > 2“. El siguiente corolario resume lo anterior.

Corolario 5.1 ([3]). Para cardinales infinitos x tales que k* = &,

LY(< k) = {X : X es Lindelof-3X & w(X) < &}

"Efectivamente, la funcion ¥ : € — P(N) definida por: ¥(C) = {N € N : C C N} es inyectiva ya que si
C,Cp € € son elementos diferentes, digamos que porque C' \ Co # 0, podemos seleccionar z € C \ Cp. Como
Co C X\ {z} y N es una red médulo C, existe M € N tal que Co C M C X\ {z}. Entonces M € {N € N: Cy C M}
pero M ¢ {N € N: C C N}. Por lo tanto, ¥(C) # ¥(Co).

8Si X es un espacio Tychonoff para el cual existen tanto una cubierta compacta € de X tal que w(C) < k para
cualquier C € €, como una red a lo mas numerable moédulo la cubierta €. Entonces por un teorema de Arkangel’skii
|C|EXIX(X) < 9w(X) < 2% para toda C € €. Luego |X| = ||J€| <27 -|€] < 2% 2w < 2vtw,

95i X es un espacio Lindelof ¥ tal que nw(X) < k, entonces existen una cubierta compacta € de X y una
red a lo mas numerable N modulo €. Como nw es monotono, nw(C) < k para todo C € C. Pero € es una cubierta
compacta, luego w(C) = nw(C) < k para toda C. Consecuentemente X € LY (k). Reciprocamente, si X € LY(k),
entonces existen una cubierta compacta € de X y una red a lo méas numerable N modulo € con w(C) < k para toda
C. Como el peso de red es aditivo, nw(C) < k para toda C y |C] < 2¥, se tiene que nw(X) < k- 2% = k.
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El corolario 5.1 es un avance en el conocimiento de las clases LY (< k). Por ejemplo, ya sabiamos
que L3(< ¢) = {X : X es Lindel6f-¥ & nw(X) < ¢}, a raiz del corolario 5.1 ahora sabemos que

LY (< ¢) ={X : X es Lindel6f-X & w(X) < c}.

El corolario 5.1 y esta nueva forma de describir a la clase LY (< ¢) tiene importantes consecuencias
en el ambito de la teoria de los espacios de funciones C,(X). Por ejemplo, en el siguiente teorema
se reunen algunas propiedades que son equivalentes al hecho de que un espacio de funciones es
un elemento de la clase LY (< k) cuando k es un cardinal infinito con k* = k. Este resultado fue
demostrado por los autores de [3] en el ano 2019.

Teorema 5.2. Si Cp(X) es un espacio Lindeldf ¥, entonces las siguientes condiciones son equiva-
lentes para cualquier cardinal infinito k tal que k“ = k:

. Cp(X) € LE(< K);

nw(X) < K;

Cp(X) es un espacio Lindeldf &, y w(Cp(X)) < ¢;

X < K

p(X) = sup{|C|: € C 7\ {0} es punto-finita } < k.

CUk N =

Para cardinales infinitos x se puede considerar la clase LYX(LY(< k)) consistente de todos los
espacios Lindelof > que tienen una cubierta compacta € cuyos elementos pertenecen a la clase
LY(< k) y que tienen una red numerable modulo la cubierta €. Molina Lara y Oleg Okunev
introdujeron y estudiaron la clase LY (LY(< w)) en [7]. Ellos preguntaron en su problema 4.10 si la
clase LY (LY (< w)) esta contenida en la clase LY (< w). En [3] los autores dan respuesta positiva
a este planteamiento en la clase de espacios Cp(X).

Teorema 5.3 ([3]). Las siguientes condiciones son equivalentes para cualquier « tal que w < k < ¢

1. Oy(X) € LE(L w);
2. Cp(X) € LY(LE(< K));
3. Cp(X) € LE(L ©).

Demostracion. Es facil probar que cualquier espacio compacto segundo-numerable es elemento de
LY(< k). De esto se sigue que LE(< w) C LE(LE(<K &)). Lo cual prueba la implicacion (1) = (2).

(2) = (3) Cada elemento de LX(< k) es igual a la union de a lo més ¢ subespacios compactos
de peso de red < k. Entonces tiene peso de red < & - ¢ = ¢. Por esta razon, si X € LY(LY(< k)),
entonces nw(X) < ¢. De donde X € LY(< ¢). Por lo tanto, LYX(LY(< «)) € LYX(< ¢). Esto prueba
(2) = (3)

(3) = (1) Suponga que C,(X) € LE(L ¢). Como Cp(X) is Lindelsf ¥ y w(Cp(X)) < ¢, por
5.2 se tiene que | X| < k. Tkachuk prob6 en [11] que Cp(X) € LE(< w) siy solo si | X | < ¢. Como
k < ¢ podemos aplicar el teorema de Tkachuk para concluir que C,(X) € LY (< w). O

Como hemos mencionado en la prueba anterior, Tkachuk prob6 en [11] que Cp(X) € LE(< w)
si y solo si | X| < ¢. Los autores de [3] han podido extender esta caracterizacion.

Corolario 5.4 ([3]). Supéngase que C,(X) es Lindeldf ¥ y que w < k < ¢. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. Cp(X) € LE(S w);
. Cp(X) € LE(LE(L K));
. Cp(X) e LE(<L o);
X <6

nw(X) < ¢
p(X) <«

O U W N
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Las nuevas caracterizaciones presentadas en el corolario anterior han permitido obtener varios
avances. Terminamos la presente nota exhibiendo algunos resultados que son aplicaciones casi
directas de estas nuevas caracterizaciones y que resuelven problemas abiertos publicados en el
ambito de la C)p-teoria y los espacios Lindeldf .

El siguiente teorema, que es una aplicaciéon de 5.4, resuelve positivamente el problema 4.7 de
[7]-

Teorema 5.5 ([3]). Si X es un espacio LX(< ¢) y Y es un subespacio Lindeléf ¥ de C,(X),
entonces Y también es un espacio LY(< w).

Demostracion. Debido a que X y Y son Lindeldf 3, y a que Y C C,(X), se sigue de un resultado
de Okunev [9, Corolario 2.12] que C), ,,(Y") es Lindelof ¥ para cada n € N. Por otro lado, el hecho
de que X € LY(< ¢) implica que nw(X) < ¢. Consecuentemente

nw(Cp(Y)) =nw(Y) < nw(Cp(X)) = nw(X) < ¢

Aplicando ahora 5.4 podemos concluir que C,(Cp(Y)) € LE(<L w). Finalmente, como Y puede
encajarse en Cp(Cp(Y')) como un subespacio cerrado (vea 3.2 y [1, Proposiciéon 0.5.9 ]) y la clase
LY(< w) es cerrada bajo subespacios cerrados, tenemos que Y € LY (< w). O

El siguiente teorema resuelve positivamente el problema 4.8 de [7].

Teorema 5.6 (|3]). Si X es un espacio Lindelof ¥ y C,(X) es un espacio LX(< ¢), entonces X es
un espacio LY (< w).

Demostracion. Como X se encaja en C,(Cp(X)) (vea 3.2), el teorema 5.5 implica que X es un
espacio LY(< w). O

Los resultados en los teoremas 5.5 y 5.6 junto con el corolario 2.12 de [9] producen los siguientes
corolarios acerca de los espacios de funciones iterados.

Corolario 5.7 ([11]). Si X es un espacio Lindelof ¥ y Cp(X) € LE(<L w), entonces Cp,,(X) €
LY (< w) para todo n € w.

Corolario 5.8. Si X € LY(< w) y C,(X) es un espacio Lindelsf X, entonces C), ,,(X) € LI(< w)
para todo n € w.
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1. Introduccién

Dados un espacio métrico compacto X y una funciéon continua f : X — X, al par (X, f) le
denominamos sistema dindmico. Es bien sabido que un sistema dindmico (X, f) induce un sistema
dindmico (H(X),H(f)), donde H(X) es un hiperespacio de X, considerado con la topologia de
Vietoris, y H(f) es la funcién inducida por f a H(X). En este contexto, un problema natural es el
siguiente. Dados un sistema dinamico (X, f) y los sistemas dinamicos inducidos (H1(X),H1(f)) v
(FHo(X), Ha(f)), estamos interesados en:

(+) Estudiar todas las posibles conexiones entre las siguientes proposiciones para una propiedad
dinamica P:

(1) f tiene la propiedad P;

(2) Hi(f) tiene la propiedad P;

(3) Ha(f) tiene la propiedad P.

Cuando se estudia el sistema dinamico (X, f) se dice que se analiza la dindmica individual
y, cuando se considera algin sistema dinadmico inducido (H(X),H(f)), se dice que se investiga
la dindmica colectiva. Por lo cual, en este trabajo estamos interesados en analizar las relaciones
entre la dindmica individual y la colectiva. Es importante indicar que el estudio de la dindmica
topoldgica en sistemas dinamicos inducidos estd en boga y existe un buen nimero de articulos
relacionados con este tema. Por mencionar algunos tenemos [1, 4, 7, 8, 11, 12, 15, 17, 21, 22,
24, 44, 27, 29, 30, 31].

Las propiedades dinamicas que se han estudiado en hiperespacios referentes al problema (x) son
muy variadas, por ejemplo: funciones del tipo transitivas, funciones del tipo mezclante, funciones
cadticas o funciones sensitivas. En el presente escrito nos enfocamos al anélisis de lo planteado
en (x), principalmente cuando P es la transitividad topologica y los sistemas dinamicos inducidos
(H1(X), 31 (f) v (Ha(X),Ha(f)) son (2%,27) y (C(X),C(f)). Utilizamos la Seccién 3 de [1] y
algunos hechos del Capitulo 18 de [19] como base para la exposicién de nuestro trabajo.

Para poder presentar a detalle y de forma clara este tema, nos hemos dado a la tarea de exponer
la herramienta indispensable para tal fin. En la Seccion 2 recordamos lo referente a hiperespacios y
a funciones inducidas a hiperespacios. La Seccion 3 esta dedicada al anélisis de algunos hechos de la
transitividad en la dindmica individual; resumimos las propiedades requeridas de cuatro funciones
clasicas de los sistemas dindmicos discretos, y exponemos los pormenores de la demostracion de un
famoso Teorema de Furstenberg (Teorema 3.27), resultado que empleamos tanto en la demostracion

17



18 2. TRANSITIVIDAD EN HIPERESPACIOS

de un teorema de Banks (Teorema 3.28), como en la de un teorema de Peris (Teorema 4.1).
Finalmente, en la Seccién 4 atendemos lo correspondiente a la dindmica colectiva con la finalidad
de determinar la veracidad o falsedad de todas las implicaciones esquematizadas en el diagrama
(#), el cual indica con claridad el desarrollo del problema en (x). Cabe sehalar que en muchos de
los resultados que se enuncian, la compacidad no es necesaria.

A

i #)

2. Preliminares

Comenzamos con algunos conceptos preliminares. Como es usual, representamos con N el
conjunto de los ntimeros enteros positivos. Un espacio métrico X con métrica d lo escribimos como
la pareja (X, d). En este trabajo consideramos que todo espacio métrico tiene méas de un punto.
Dados un espacio métrico (X,d), a € X y € > 0, la bola abierta con centro en a de radio ¢ respecto
a la métrica d, la denotamos por By(a,¢€). Si A es un subconjunto de un espacio métrico X, Cl(A)
indica su clausura. Para un conjunto X, el simbolo idx es la funcién identidad de X en X. Si
f:X — X es una funcién y k € NU {0}, denotamos por f* la k-ésima iterada o iteracion de f,
la cual se define de manera recursiva como f* =idx y f¥ = fo f*~!, para cada k € N. Si (X, f)
es un sistema dinamico y A C X, decimos que A es invariante bajo f si f(A) C A. Notemos que
cuando esto sucede, f¥(A) C A, para cada k € N.

Consideremos un conjunto X y m € N. Denotamos por X" el producto cartesiano de X
consigo mismo m veces. Ademés, si f : X — X es una funcion, denotamos la m-ésima funcion
producto de f como f*™ : X™ — X™, la cual se define por:

™y, e, xm) = (f(z1), f(22), ..., f(zm)), para cada (z1,x9,...,2,) € X™.

El siguiente resultado muestra algunas propiedades de las funciones iteradas de una funcion
producto; la demostracion es sencilla y la omitimos.

Proposicion 2.1. Sean X un conjunto, f : X — X una funcién y m € N. Para cualquier
k € N, la k-ésima iteracion de f*™ satisface lo siguiente: para cada (z1,z2,...,Z,) € X™ y
A, As,... A, B1,Bs, ..., B, C X, se tiene que:

(L (= ) (1,22, @m) = (fF(x1), fF(22), ., [P ))

(2) (F*™)" (A1 x Ag x - % Ay) = fH(Ar) x fF(Ag) x - x f

(3) [(F*™)F (A1 x Az x -+ X Ap)| N [By x By X -+ X By #
0, fF(A)N By #0, ..., f*(An) N By, # 0.

Ahora damos paso a recordar algunos elementos de la Teoria de los Hiperespacios de un espacio
métrico compacto X. Comenzamos con una nocién bastante conocida en esta rama de la Topologia.
El hiperespacio de los subconjuntos cerrados y no vacios de X, se denota como 2%. Entonces:

k

(Am)-
0 siy solosi fF(A1) N By #

X = {A C X : Aes cerrado y no vacio}.
A 2% le damos la topologia de Vietoris, T/, la cual tiene por base la familia:

= {(U1,Us,...,Ug) : Uy, Us,...,Uy son subconjuntos abiertos en X y k € N},
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donde, si k € Ny Ay, As, ..., A son subconjuntos de X, entonces (Aj, As, ..., Ax) denota el
subconjunto de 2% definido como sigue:

k
{AEQX:AQ UAZ' y ANA; # 0, para cada i € {1,2,...,k}}.
i=1
Una demostracion de que la familia By es una base para 7y, se puede consultar en [18, Teorema
1.2, p. 3.
Los conjuntos Ay, As, ..., Ag son las entradas del subconjunto (A1, As, ..., Ag) de 2%. Se tiene
lo siguiente.

Proposicion 2.2. Si X es un espacio métrico, entonces para cualesquiera k,n € N, los conjuntos
A= (A1,As,...,Ar) y B = (By,Bs,...,B,) se pueden reescribir de modo que tengan el mismo
ntmero de entradas.

Demostracion. Supongamos que k # n. Sin perder generalidad, consideremos que k < n. Defi-
nimos A; = Ay, paracada j € {k+1,k+2,...,n}. Sea

A= <A17A2a" '7Ak77Ak7+17Ak7+27"'7An>~

Es claro que A = A’ y que A’ y B tienen el mismo nimero de entradas. O

Recordemos que un espacio métrico X es un continuo si X es compacto, conexo y no vacio.
Un subconjunto Y de un espacio métrico X es un subcontinuo de X si Y es un continuo con la
métrica de subespacio.

Sea X un espacio métrico compacto. Los subespacios de 2% que ocupamos en este trabajo
son los siguientes. El hiperespacio C'(X) de los subcontinuos de X y el hiperespacio F;(X) de los
singulares de X. Asi pues:

C(X)={Aec2¥:Aesconexo} y F(X)={{z}:2e€X}.

Como C(X) y F;(X) son subconjuntos de 2% a ambos les damos la topologia de Vietoris, es decir,
la topologia de subespacio inducida por 7y . En vista de [18, Teorema 14.9, p. 113], [23, Corolario
1.8.8, p. 47| y [25, Teoremas 4.13 y 4.17, p. 59 y 61], se obtiene que 2%, C(X) y Fi(X) son
compactos.

Como se sabe, dado un espacio métrico compacto (X, d), al hiperespacio 2% se le asocia una
métrica. En lo que sigue recordamos algunas definiciones para poder indicar dicha métrica. Notemos
que para cualesquiera B € 2¥X y a € X, por la compacidad de B, se tiene que:

d(a, B) = min{d(a,b) : b € B}.

Més atin, si A € 2%, ante la compacidad de A, el conjunto {d(a, B) : a € A} tiene maximo. Con
estas aclaraciones tenemos lo siguiente. Dado un espacio métrico compacto (X, d), definimos la
funcién p : 2% x 2% — [0, 00) como:

p(A, B) = méx{d(a, B) : a € A}, para cada A, B € 2.

En general, la funcién p no define por si misma una métrica sobre 2% . Por ejemplo, supongamos
quea,b € X, con a # b. Es claro que {a}, {a,b} € 2%X. Ademas, {a} # {a,b}, pero p({a}, {a,b}) = 0.
Sin embargo, es bien sabido que la funcién p induce una métrica sobre 2¥. Esto lo enunciamos a
continuacion, para una demostracion el lector puede consultar [5, Teorema 3.1, p. 63].

Proposicién 2.3. Sea (X,d) un espacio métrico compacto. La funcion H: 2% x 2% — [0, 00)
definida como

H(A, B) = max{p(A, B),p(B, A)}, para cada A, B € 2%,

es una métrica sobre 2.
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La funcion H: 2% x 2% — [0,00) definida en la Proposiciéon 2.3 se conoce como la métrica
de Hausdorff. Asi, la pareja (2X, H) es un espacio métrico. Més aun, en [18, Teorema 3.1, p. 16]
se prueba que la topologia inducida por la métrica de Hausdorff H, coincide con la topologia de
Vietoris 7 en 2%.

Recordemos que si (X, d) es un espacio métrico compacto, A es un elemento de 2X y ¢ > 0,
entonces la nube alrededor de A y de radio ¢ es el conjunto:

N, A)={z e X :d(z,A) < e}.
En [5, Teorema 2.7, p. 61] se puede consultar una demostracion del siguiente resultado.

Proposicién 2.4. Si (X,d) es un espacio métrico compacto, A, B € 2% y ¢ > 0, entonces

N(e,A) = J{Ba(a,e):ac A} 'y N(g,A) = J{N(5,4):0<6<e}

El resultado siguiente brinda una manera muy tutil de usar la métrica de Hausdorff. Una
demostracion puede revisarse en [5, Teorema 3.7, p. 66].

Proposicién 2.5. Sea X un espacio métrico compacto. Si A, B € 2X y & > 0, entonces H(A, B) <
esiysolosi AC N(e,B)y BC N(e, A).

Una herramienta requerida para nuestra exposicion, es la referente a las funciones inducidas.

Definicién 2.6. Sean X un espacio métrico compacto y f : X — X una funcién continua. La
funcion 2f : 2% — 2% dada por 27(A4) = f(A), para cada A € 2%, es conocida como funcién
inducida por f al hiperespacio 2.

Ademas de 2/ se definen la funcién inducida por f al hiperespacio C(X) como C(f) : C(X) —
C(X), dada por C(f) = 2/|c(x), y la funcién inducida por f al hiperespacio Fi(X), como la
funcion Fy(f) : Fi(X) — Fi(X), determinada por Fi(f) = 2/|p (x). Es sabido que si X es un
espacio métrico compactoy f : X — X es una funcién continua en X, entonces la funcién inducida
27 . 2X — 2% es continua en 2% [18, Lema 13.3, p. 106]. En consecuencia, C(f) y Fi(f) también
son continuas.

Si X es un espacio métrico compacto y f: X — X es una funcién continua entonces, como
ya indicamos, la pareja (X, f) es un sistema dindmico. También los hiperespacios 2%, C(X) y
Fy(X) son métricos compactos y las funciones inducidas 2/, C(f) y Fi(f) son continuas. Por
tanto el sistema dinamico (X, f), llamado sistema base, induce los sistemas dindmicos (2%,2f),
(C(X),C(f) vy (Fi(X),Fi(f)). Cuando se estudian propiedades de estos sistemas dindmicos, se
dice que se estudia la dindmica inducida del sistema base (X, f). Por ejemplo, es natural preguntar
si una propiedad dindmica impuesta en el sistema base se preserva en los sistemas inducidos a los
hiperespacios, o viceversa. Conviene indicar la siguiente relacion de las funciones iteradas. Si A € 2%
y k € N, entonces (27)*(A) = f*(A).

Una propiedad que relaciona los subconjuntos (A) de 2% con las iteradas de la funcion inducida
27 es la siguiente.

Proposiciéon 2.7. Sean X un espacio métrico compacto y f : X — X una funcién continua. Si
AC X ykeN, entonces (2)" ((4)) C (f5(A)).

Demostraciéon. Sean A C X y k € N. Si D € (Qf)k ((A)), entonces existe C' € (A) tal que
(2f)k (C) = D. Luego, f*(C) = Dy dado que C C A se tiene que f*(C) C f¥(A). Asi, D C f*(A).
Esto implica que D € (f¥(A)). Con todo, concluimos que (Qf)k ((4)) C (f*(A)). O
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3. Dinamica individual

En esta seccién recordamos algunos hechos de la transitividad en la dindmica individual; entre
otras cosas, resumimos las propiedades requeridas de cuatro funciones clésicas de los sistemas
dinamicos discretos, a saber, propiedades de la funcién rotacion irracional, de la funcién tienda,
de una funcién que hemos denotado por ¢ y le llamamos tienda con pata alargada y de la funcién
méaquina de sumar binaria. Ademas, exponemos a detalle la demostracion de un famoso Teorema
de Furstenberg (Teorema 3.27) y, como una aplicaciéon de éste, demostramos un teorema de Banks
(Teorema 3.28).

Dados un espacio métrico X y una funcién continua f : X — X, la érbita de un punto z € X
con respecto a f, es el conjunto O(x, f) = {f*(z) : k € NU {0}}. Se dice que = es un punto fijo
de f si f(x) = x. Ademas, = es un punto periddico bajo f si existe k € N tal que f*(x) = z. Al
nimero min{k € N : f*(x) = 2} se le llama periodo de 2. Méas atin, al conjunto de todos los puntos
periodicos de f lo denotamos con Per(f). Observemos lo siguiente.

Proposicion 3.1. Sean X un espacio métrico y f: X — X una funciéon continua. Para cada
x € X, la cerradura de la 6rbita de = bajo f es invariante bajo f.

Demostracion. Seaz € X. Veamos que f(CI(O(z, f))) C Cl(O(z, f)). Tomemos b € f(Cl(O(x, f)))
y un subconjunto abierto U de X tal que b € U. Como b € f(Cl(O(x, f))), existe a € Cl(O(z, f))
tal que f(a) = b. Luego, a € f~1(U). Ademas, dado que f es continua, se tiene que f~1(U) es un
subconjunto abierto en X. Asi, f~2(U)NO(z, f) # 0. De aqui, existe y € f~1(U) N O(x, f). Por lo
que f(y) € U. Mas aiin, existe k € N tal que f¥(x) = y. En consecuencia, f**1(z) € Un O(z, f).
Por lo tanto, U N O(x, f) # 0. Puesto que b € U, obtenemos que b = f(a) € CI(O(z, f)). O

Ahora indicamos la definiciéon de las funciones que empleamos a lo largo del trabajo.

Definicion 3.2. Sean X un espacio métrico compacto y f : X — X una funcioén continua. Se dice
que f es:

(a) transitiva si para cualesquiera subconjuntos abiertos no vacios U y V de X, existe k € N
tal que f*(U)NV #
) cadtica si Per(f) es denso en X y f es transitiva;
(c) totalmente transitiva si f* es transitiva, para cada k € N;
(d) débilmente mezclante si la funciéon producto f*2? : X2 — X? es transitiva;

) minimal si para cualquier subconjunto no vacio y cerrado A de X, que sea invariante bajo
f, se cumple que A = X.

En la siguiente observacién vemos que la existencia de subconjuntos invariantes con propiedades
especiales, hacen que una funcién no sea transitiva.

Observacién 3.3. Sean (X, f) un sistema dindmico y A C X un subconjunto invariante bajo f.
Si existen subconjuntos abiertos no vacios U y V en X tales que U C Ay V C X — A, entonces f
no es transitiva. En efecto, para cada k € N, se tiene que:

fFONV CFA)N(X -A) CAN(X —A) =0.

En particular, si existen dos subconjuntos A y B de X, invariantes bajo f, y existen abiertos no
vacios U y V de X talesque U C A— By V C B— A, entonces f no es transitiva. De hecho, si
existe un subconjunto no vacio A de X, cerrado propio con interior no vacio e invariante bajo f,
entonces f no es transitiva.

Antes de indicar resultados que muestren las relaciones existentes entre las funciones que hemos
dado en la Definicion 3.2, vamos a recordar algunos ejemplos cléasicos de los sistemas dindmicos
discretos. Comenzamos con la funcion rotacion irracional de la circunferencia.
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Ejemplo 3.4. Consideremos S = {¢? : § € R}, con la métrica usual de los niimeros complejos.
Dado un ntimero irracional A > 0, definimos la funciéon Ty: S* — S* por Ty (e?) = ¢T27N) La
funcién T se llama rotacién irracional de la circunferencia.

A continuacion enunciamos algunas propiedades de la funcion Ty (ver [27, Ejemplo 4.1, p.
101]).

Teorema 3.5. Si A > 0 es un ndmero irracional, entonces la rotacién irracional Ty: ST — S! es
un homeomorfismo con las siguientes propiedades:

(1) Per(Ty) = 0.

(2) T no es cadtica.

(3) Para cada e € S1, la 6rbita O(e?, Ty) es densa en S*.

Recordemos que dado un espacio métrico (X, d), se dice que una funcién f: X — X es una
isometria si d(x,y) = d(f(x), f(y)), para cada z,y € X. Es sencillo demostrar que si f: X — X
es una isometria, entonces d(z,y) = d(f*(z), f¥(y)), para cada x,y € X y toda k € N. Ademas,
de manera facil se prueba lo siguiente.

Observacién 3.6. Si A > 0 es un namero irracional, entonces la rotacién irracional Ty: ST — St
es una isometria.

Por otro lado, la funcion tienda es un ejemplo préactico para visualizar varias propiedades
dindmicas. Su definicién y su grafica son las siguientes.

Ejemplo 3.7. Se define la funcién tienda T : [0,1] — [0, 1], para cada = € [0, 1], como sigue:

Veamos algunas propiedades de la dindmica individual de la funcién tienda. Comenzamos con
el siguiente resultado técnico (ver [19, Proposicién 7.1, p. 96] para una demostracion).

Proposicion 3.8. Para todo n € Ny para cada l € {0,1,2,...,2" — 1} se tiene lo siguiente:

(a) La funcion T™ restringida al intervalo [ L l+1],

on s on
S ES
T"‘[z%,l;—nl]' (2, 2] —[0,1],
es un homeomorfismo.
(b) La regla de correspondencia de T™ en [5, L] es:
T"(2) = i+ (~1)'2"a,
donde i es un nimero entero. Por lo tanto, en cada intervalo [%, l;—nl] la gréafica de T" es

un segmento de recta cuya pendiente es 2™, si [ es par, y es —(2"), si [ es impar.

Observacion 3.9. Utilizando induccién se puede demostrar que para todo N € N se cumple que
2N _1
U [3%, %% =[0,1].

m=0

Como consecuencia de la Proposicién 3.8, se tiene lo siguiente.

Corolario 3.10. Sean a,b € [0, 1] tales que a < by (a,b) C [0,1]. Entonces existe N € N tal que
TN (a,b) = [0,1].
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Demostracion. Por hipdétesis se tiene que 0 < b — a. Luego, por la propiedad arquimediana,
existe N € N tal que 1 < N(b—a). Puesto que N < 2V~! se sigue que 1 < 2V~1(b—a). De donde,
QLN < 17_7“. Afirmamos que existe [ € {0,1,2,...,2Y — 1} tal que [2LN’ l;‘—Nl] C (a,b). En efecto, por
la Observacion 3.9, existe m € {0,1,2,...,2Y — 1} tal que s S 0 < 7’5—'};1 De aqui, se tiene que
242 < b. Ponemos | = m + 1. Asi, [2%,, lziN] C (a,b). De donde, en vista de la Proposicion 3.8-(a),
obtenemos que T% (a,b) = [0, 1]. O

-

Teorema 3.11. Sea T : [0,1] — [0, 1] la funcién tienda. Se cumple lo siguiente:

(1) Los tunicos puntos fijos de T son 0 y %
(2) T es débilmente mezclante.
(3) Per(T) es denso en [0, 1].

Demostracién. (1) Sea z € [0,1] y supongamos que T(z) = z. Si z < 3, entonces 2z = x. Asi,
x=0.81z> %, entonces 2 — 2x = x. Luego x = % Por lo tanto, T tiene como puntos fijos 0 y %

(2) Demostremos que T2 es transitiva. Sean U; x Uy y Vi x Va abiertos basicos en [0, 1]2.
Veamos que existe k € N tal que (T*2)*(U; x Uy) N (Vy x V3) # 0. Por el Corolario 3.10, existen
Ni, N2 € N tales que T™(Up) = [0,1] y T™2(Us) = [0,1]. Luego, poniendo k = max{Ny, N2},
obtenemos que T*(U;) N'Vy # 0 y TF(Uy) N Va # 0. De donde, (T*2)k(Uy x Us) N (Vi x Vo) # 0.
Por lo tanto, T es débilmente mezclante.

(3) Sea U un subconjunto abierto no vacio de [0, 1]. Veamos que U N Per(T') # (). Como U no
es vacio, se sigue de la Observacion 3.9 que existen N € Ny m € {0,1,2,...,2Y — 1} tales que
(2%, 2] C U. Por la Proposicién 3.8-(a), TV ([£, Z8]) = [0,1]. Asi, existe zg € [2%, 2] tal
que TN (z0) = xo. Esto es, g € Per(T). Por lo tanto, U N Per(T) # (. En conclusién, Per(T) es
denso en [0, 1]. O

A continuacion definimos otra funcion transitiva, a la cual la llamaremos “funcion tienda con
pata alargada”. Esta funcion es definida en [2, p. 841], su regla de correspondencia y su grafica las
encontramos a continuacion.

Ejemplo 3.12. Se define la funcién g : [0,1] — [0, 1], para cada x € [0, 1], como sigue:

2x—|—%, nggi; :
gle)y =93 -22, L<a<} ’
1—uxz, %gxgl.

Una demostracion del siguiente hecho se puede consultar en [19, Ejemplo 18.13, p. 293].
Teorema 3.13. La funcion g : [0,1] — [0, 1] es transitiva.

Es importante conocer el comportamiento de la segunda iterada de g, esto es, de la funcion
g%:[0,1] — [0,1], cuya regla de correspondencia y gréfica son las siguientes.
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1

1 1.
721‘4’57 O<x<21 .
9 1
gl@)=q 2w-3 1<z<y 2
—296—1—%, %g;vgl.
0 3 1

Proposicién 3.14. La funcién ¢2: [0,1] — [0,1] no es transitiva. En particular, g : [0,1] — [0, 1]
no es totalmente transitiva.

,%] y [%, 1] son invariantes bajo g2. Asi, por

la, Observacién 3.3, se tiene que g2 no es transitiva, y en consecuencia g no es totalmente transitiva.
O

Demostracion. No es dificil ver que los intervalos [0

Como cuarto y ultimo ejemplo indicamos la funcién méquina de sumar binaria. Para definirla,
consideremos el conjunto de las sucesiones infinitas de ceros y unos:

Yo = {(s0, 51, 52,53,...) : s € {0,1}, k e NU{0}}.

En general, los elementos de Y5 los denotamos con las letras s, t, u, etc. Ademas, escribimos 0 =
(0,0,0,0,...) y 1 =(1,0,0,0,...).
Para una demostracion del siguiente hecho, se puede consultar [9, Proposiciéon 6.2, p. 40].

Proposicion 3.15. La funcion dy, : Yo x Xy — [0,00) definida, para s = (sg, $1, S2,53,...) ¥
t= (to,tl,tg,tg, . ) en 22 Ccomao:

— |sk — ti]

k — Uk

ds,(s,8) =D =
k=0

es una métrica.

En [19, Seccién 10.2], por ejemplo, se estudia el espacio métrico (X3, ds, ), denominado espacio
de dos simbolos o espacio de las sucesiones de ceros y unos. Veamos las siguientes propiedades de
¥5. La compacidad es consecuencia de [10, Teorema 1.4-(4), p. 224] y la disconexidad total de [10,
Ejemplo 3, p. 111].

Proposiciéon 3.16. (X,ds,) es compacto y totalmente disconexo.

Vamos a definir un homeomorfismo transitivo de 35 en si mismo. Para esto, primero requerimos
de la siguiente operacion en ¥y, Dados s = (sg, s1, $2,83,.-.) ¥y t = (fo,t1,t2,13,...), elementos
cualesquiera de Yo, se define la suma de s y t como:

s+t=u,

donde los términos de la sucesion u = (ug, u1,ug,us,...) se definen con ayuda de una sucesion
r = (rg,r1,72,73,...) €n Xy como sigue: hacemos g =0y

UuUgp = So +to + ro(mod 2)
Si sg +tg < 2, definimos 7y = 0y, si sg + tg = 2, entonces r; = 0. En cualquier situacién, hacemos
up = s1 + t1 + r1(mod 2).

Suponiendo que, para £ > 1 los términos r5_1 y ug—1 ya han sido definidos, hacemos r; = 0 si
Sp—1+ttp_1+ 71 <2,0bienry =158 sxg_1+tx_1+7rr_1 = 2. Definimos ahora

up = Sk +tp + rk(mod 2)

Notemos que u € Y5, por lo que la suma en Y5 esta bien definida.
Ahora veamos la regla de correspondencia de la funcion maquina de sumar binaria en .
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Ejemplo 3.17. Sea X5 el espacio de sucesiones infinitas de ceros y unos. Definimos la funcion
T : Xy — Yo por 7(s) =s + 1, para cada s € ¥s. A 7 se le llama la sumadora o maquina de
sumar binaria en Y.

En la literatura aparecen otras maquinas de sumar que se definen de manera similar a la que
hemos dado. Como en el presente trabajo utilizamos tinicamente la maquina sumar binaria, de
ahora en adelante simplemente la llamamos maquina de sumar. Para conocer mas detalles de la
funcion méaquina de sumar recomendamos al lector consultar la Seccion 2.2 de [13] o las Secciones
10.2 y 13.3-13.5 de [19]. A continuacién, por completez de este escrito, presentamos una propiedad
muy importante de la funcion 7 (ver [37, Proposicion 1.26, p. 29] para una demostracion).

Teorema 3.18. Sean Y, el espacio de sucesiones infinitas de ceros y unos y 7 : 3o — 35 la funcion
méquina de sumar. Para cada s € X, se tiene que la érbita O(s, 7) es un conjunto denso en Y.

Como consecuencia del Teorema 3.18 obtenemos los incisos (1) y (2) del resultado siguiente.
Para garantizar la parte (3) hacemos notar, como se indica en [4, p. 684], que la funcién 72" no es

transitiva, para cada n € N.

Teorema 3.19. Sean s el espacio de sucesiones infinitas de ceros y unos y 7 : 39 — 3 la funcién
méquina de sumar. La funcién 7 cumple las siguientes propiedades:

(1) Per(r) = 0.

(2) 7 no es cadtica.

(3) 7 no es totalmente transitiva.

Después de haber revisado en los ejemplos algunas funciones importantes, retomamos la Defi-
nicién 3.2 y analizamos las relaciones existentes entre los tipos de funciones que se han definido.

Proposicion 3.20. Sean X un espacio métrico compacto y f : X — X una funcién continua.

(1) Si f es una funcién caética, entonces f es transitiva.
(2) Si f es una funcion totalmente transitiva, entonces f es transitiva.
(3) Si f es débilmente mezclante, entonces f es transitiva.

Demostracion. Las partes (1) y (2) son inmediatas. Para probar (3), supongamos que f es
débilmente mezclante. Sean U y V subconjuntos abiertos no vacios en X. Consideremos los
subconjuntos abiertos no vacios U x U y V x V en X2. Por hipétesis, existe k& € N tal que
[(F*2)FU x U)| N[V x V] # 0. Luego, por la Proposicion 2.1-(3), f*(U) NV # . Con todo,
concluimos que f es transitiva. O

Se sigue del Teorema 3.11-(2) y de la Proposicion 3.20-(3) lo siguiente.
Proposiciéon 3.21. La funcion tienda T': [0,1] — [0, 1] es transitiva.
En seguida se exhibe una equivalencia del concepto de funcién minimal.

Proposicion 3.22. Sean X un espacio métrico compacto y f : X — X una funcién continua. Se
tiene que f es minimal si y sélo si la orbita de cualquier x € X bajo f, O(z, f), es un conjunto
denso en X.

Demostracion. Supongamos que f es una funcién minimal. Sea z € X. Veamos que Cl(O(z, f)) =
X. Notemos que Cl(O(z, f)) es un subconjunto cerrado no vacio en X. Més aun, por la Proposicion
3.1, tenemos que CIl(O(z, f)) es invariante bajo f. En vista de que f es minimal, se sigue que
Cl(O(z, f)) = X. Esto es, O(x, f) es un conjunto denso en X.

Reciprocamente, supongamos que existe un subconjunto A de X que es cerrado, no vacio, invariante
bajo f y tal que A # X. Tomemos un punto x € A. Puesto que X — A es un subconjunto abierto
no vacio de X, se sigue por hipétesis que (X — A) N O(z, f) # 0. Sea a € (X — A) N O(x, f).
Luego, a € X — Ay a = fF(x), para algin &k € N. Como = € Ay f(A) C A, se tiene que
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fF(z) € f*(A) C f(A) C A. De aqui, a € A, lo que es una contradiccién. Con esto obtenemos que
f es minimal. d

Aplicando la Proposicion 3.22 obtenemos lo siguiente.
Proposicion 3.23. La funcion tienda T': [0,1] — [0, 1] no es minimal.

Demostracién. Del Teorema 3.11-(1) la 6rbita de 2 bajo T es O(2,T) = {2}. Asi, por la
Proposicion 3.22 se tiene que 7' no es minimal. O

El concepto de funciéon minimal es mas general que el de funcién transitiva, como lo vemos en
la siguiente proposicién.

Proposicion 3.24. Sean X un espacio métrico compacto y f : X — X una funcién continua. Si
f es minimal, entonces f es transitiva.

Demostraciéon. Supongamos que f es minimal. Sean U y V subconjuntos abiertos no vacios en
X. Veamos que existe k € N tal que f*(U)NV # (). Consideremos x € U. Como f es minimal, de
la Proposicion 3.22; se tiene que O(z, f) es denso en X. Por lo que O(z, f) NV # 0. Luego, existe
k € N tal que f*(z) € V. Asi, f*(x) € f*(U)NV. Esto es, f*(U) NV # (. Por lo tanto, f es
transitiva. O

Combinando el Teorema 3.18 y las Proposiciones 3.22 y 3.24 tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 3.25. Sean Y5 el espacio de sucesiones infinitas de ceros y unos y 7: Yo — 35 la
funcién maquina de sumar. Se tiene que 7 es minimal. En particular, 7 es transitiva.

De manera similar, ahora combinando el Teorema 3.5-(3) y las Proposiciones 3.22 y 3.24,
obtenemos lo siguiente.

Proposicién 3.26. Sean A\ > 0 un ndmero irracional y Th: S' — S! la rotacién irracional. Se
tiene que T es minimal, y en particular, es transitiva.

A continuacién, veamos un resultado clasico de la dindmica topologica conocido como Teorema
de Furstenberg [14, Proposicion 1.3, p. 9]. Por su importancia, detallamos su demostracion.

Teorema 3.27. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcion continua. Si f es
débilmente mezclante, entonces para cada m € N, la m-ésima funcién producto f*™: X™ — X™
es transitiva.

Demostraciéon. Procedemos por inducciéon matematica sobre m. Para m = 1, el resultado se
sigue de la Proposicion 3.20-(3).
Sea m > 2. Supongamos que la m-ésima funcién producto f*™ es transitiva. Demostremos que
f(m+D) e transitiva. Sean Uy X U X - -+ X Uppy1 y Vi X Va X - -+ X V;, 41 abiertos basicos en X™+1,
Veamos que existe k € N tal que:

(2.1) (XN (U X Uy X - X Upyg1)] N [Vi X Vg X v e X Vipya] # 0.
Notemos que, por la Proposicion 2.1-(3), probar (2.1) es equivalente a demostrar:
(2.2) FEON) NV £ 0, fHU) Ve £, [ (Umga) O Vingr # 0.

Tomemos los subconjuntos abiertos no vacios Uy, X Vi, v Upg1 X Vg1 en X2. Como f*? es
transitiva, existe [ € N tal que [(f*%)(Up X Vin)] N [Unt1 X Vins1] # 0. De la Proposicion 2.1-
(3), se sigue que f'(Upn) NUni1 # 0y f'(Vin) N Vingr # 0. Luego, [~ (Uni1) NUp # 0y
F Vi) NV 0. Sean U = f U,y 1) NUp y V = f (V1) N V. Notemos que U y V son
abiertos no vacios en X. Consideremos los subconjuntos abiertos no vacios Uy x Ug X - - - X U, _1 X U
yVixVax: - xVyuo1 xVen X™ Como f*™ es transitiva, existe k € N tal que:

[(F ™ (UL X Uy X o X Upog X D) OV [Vi X Vo X oo X Vg x V] 0,
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Luego, por la Proposicién 2.1-(3), se tiene que fX(U)NVy # 0, f5(U)NVa #0, ..., f*(Un_1)N
Vine1 # 0, f5(U) NV # . Para terminar con la demostracién de la afirmacion (2.2), veamos
que fF(U) NV 0y fF(Umi1) N Vipy1r # 0. Dado que fF(U) NV # 0, existe » € U tal que
fF(z) € V.Como U CU,, yV CV,, seobtiene que x € Uy, y f*(x) € V,,. Por lo anterior, vemos
que fk(UnL) N VH'L 7é @

Nuevamente, en vista de que f*(U)NV # ), existe y € U tal que f*(y) € V. Como U C
F Y (Umg1), se sigue que fY(y) € Upyr. Dado que f*(y) € V .y V C f~4V,y1), se tiene que
FH(f*()) € Vinta1. Notemos que f* (f*(y)) = f* (f'(y)). Luego, f* (f'(y)) € f*(Un+1) N Vinta.
Por lo tanto, f*(U,,11) N Vins1 # 0. Asi, la afirmacion (2.2) queda demostrada. En conclusion,
f*(m+1) o5 transitiva. O

Empleamos el Teorema de Furstenberg para demostrar el Teorema 3.28 debido a Banks [3,
Lema 7, p. 87] (ver también la parte (e) de [4, Teorema 1]).

Teorema 3.28. Sean X un espacio métrico compacto y f : X — X una funcion continua. Si f es
débilmente mezclante, entonces f es totalmente transitiva.

Demostracion. Sean U y V subconjuntos abiertos no vacios en X y p € N. Veamos que existe
k € N tal que (fp)]C (U)NV # (. Como f es continua, entonces f° es continua, para cada i €
{1,2,...,p}. Luego, f~%(V) es un subconjunto abierto no vacio en X, para cada i € {1,2,...,p}.
En vista de que f es débilmente mezclante, por el Teorema de Furstenberg (Teorema 3.27), la
funcién f*P es transitiva. De este modo, considerando los conjuntos abiertos no vacios U; = U y
Vi = f~4V), para cada i € {1,2,...,p}, existe [ € N tal que:
[(FP) (UL x Uy x - x Up)| N [Vi x Vo x -+ x V] # 0.

En consecuencia, de la Proposicién 2.1-(3), se tiene que para toda i € {1,2,...,p}, f{(U;)NV; # 0.
De donde, f{(U)Nf~4(V) # (), para cada i € {1,2,...,p}. Dados los ntimeros [ y p, por el algoritmo
de la division, existen ¢, € N tales que [ =gp+7ry 0 <r < p— 1. Notemos que 0 < p —r < p.
Se sigue que p —r € {1,2,...,p}. Por lo que fY(U) N f=®=") (V) # . Asi, existe x € U tal que
fUx) € f{U) y fi(z) € f~®=7)(V). De donde, fP~7(f!(x)) € V. Observemos que:

(@) = P (@) = fTT () = P (@) = ()T ().
Luego, (fP)971(z) € V. Lo cual implica que (fP)?*(x) € (fP)7 1 (U) y (fP)?"(x) € V. Haciendo
k = g+ 1, obtenemos que (fP)*(U) NV # (. En conclusién, f es totalmente transitiva. O

Por la Proposicién 3.14 y los Teoremas 3.19-(3) y 3.28, se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 3.29. Las funciones g : [0,1] — [0,1] y 7: X9 — X5, de los Ejemplos 3.12 y 3.17, no
son débilmente mezclantes.

A continuacién probamos dos equivalencias del concepto de funcion débilmente mezclante,
originalmente demostradas en [4], donde, de hecho, se encuentran otras equivalencias mas de este
tipo de funciones.

Teorema 3.30. Sean X un espacio métrico compacto y f : X — X una funcién continua. Son
equivalentes:
(1) f es débilmente mezclante.
(2) Para cualesquiera subconjuntos abiertos no vacios Uy, Us, V1 y Vo de X, existe k € N tal
que fF(U)NVL#Dy fH(U2) NV # 0.
(3) Para cualesquiera subconjuntos abiertos no vacios U, V; y V5 de X, existe k € N tal que

FFOYNVI# 0y fFU) NV # 0.

Demostraciéon. Supongamos que f es débilmente mezclante y demostremos que se cumple la
condicion (2). Sean Uy, Uy, Vi y Va subconjuntos abiertos no vacios de X. Luego, Uy x Uy y Vi x V3
son subconjuntos abiertos no vacios en X2. Como f es débilmente mezclante, existe k& € N tal



28 2. TRANSITIVIDAD EN HIPERESPACIOS

que [(f*2)k(Uy x Uy)] N (Vi x Vo) # 0. En conclusién, por la Proposicién 2.1-(3), se tiene que
fFO)NVi# 0y fH(U2) N Ve #0.

Ahora supongamos que se satisface (2) y veamos que f es débilmente mezclante. Sean U y V
subconjuntos abiertos no vacios en X?2. Asi, existen Uy, Uz, V1 v Vs subconjuntos abiertos no vacios
en X tales que U; x Uy C U y V; x Vo C V. Por hipétesis, existe k¥ € N tal que f*(U;) NV, #
0y fF(Uy) NVy # 0. Luego, por la Proposicion 2.1-(3), [(f*2)k(Uy x U)] N [Vi x Vo] # (. Lo cual
implica que (f*2)*(U) NV # 0. En conclusion, f es débilmente mezclante.

Por otro lado, demostremos que (2) implica (3). Sean U, V; y V, subconjuntos abiertos no
vacios de X. Consideremos U = U; = Us,. Por hipétesis, existe k € N tal que f*(U;) NV, #
0y f*(Us) N Vo # 0. De donde, fX(U)NVy £ 0y fE(U)NVy # 0.

Finalmente, supongamos que se cumple (3) y demostremos (2). Sean Uy, Us, Vi y Vo subcon-
juntos abiertos no vacios en X. Veamos que existe k € N tal que f*(U)NVy # 0y f*(Us)NVa # 0.
En efecto, aplicando la hipoétesis a los subconjuntos abiertos no vacios Uy, Us y Vs, existe [ € N tal
que f{({U1)NUz # 0y f1(U1) N Va # 0. De aqui, se tiene que Uy N f~'(Us) # 0y Uy 0 f~H(Va) # 0.
Sean A = Uy N f~Y(Uy) y B = Uy N f~4(V;). Dado que f es una funcién continua, obtenemos
que A y B son subconjuntos abiertos no vacios en X. Nuevamente, aplicando la hipotesis a los
subconjuntos abiertos no vacios A, By Vi, existe k € N tal que f*(A)NB # 0y f*(A) NV #£0.
Ponemos W = AN f~%(B). Puesto que A y B son subconjuntos abiertos y f* es continua, se
sigue que W es un subconjunto abierto en X, claramente no vacio. Ahora, como A C Uy, se tiene
que f*(A) C f*(U;). Ademas, puesto que f¥(A)NV; # 0, obtenemos que f*(U;) NV # 0. Por
lo anterior, resta ver que f*(Uy) NV # 0. Notemos que W C A C f~{(Us). Sea x € W. Asi,
fi(z) € Uy. Dado que z € W C f~%(B) y B C f~!(Vk), resulta que f*(x) € f~!(Vz). De donde,
fH(f*(®)) = f* (f'(z)) € Va. En vista de que f!(z) € Us, tenemos que f* (f!(z)) € f*(Us). Con
todo, hemos demostrado que f*(Usy) N Vy # . O

En el Diagrama 1 resumimos lo obtenido en las Proposiciones 3.20 y 3.24 y el Teorema 3.28.
La flecha significa que la clase de funciones precedente implica la siguiente.

Débilmente mezclante

|

Totalmente transitiva

|

Caotica ———— Transitiva <——— Minimal

D1AGRAMA 1: RELACION ENTRE LAS FUNCIONES ESTUDIADAS.

Si el lector estd interesado en otras propiedades relacionadas a las funciones que hemos estu-
diado en esta seccion, puede consultar las Secciones 2.2 y 3.1 de[13] y la Seccién 11.2 de [19].

4. Dinamica colectiva

En esta seccién revisamos algunos resultados de la dindmica colectiva. Entre otros, nos enfo-
camos a la transitividad de funciones inducidas para cualquier funcién, y particularizamos en la
transitividad de las funciones inducidas de las rotaciones irracionales (Ejemplo 3.4), de la funcion
tienda (Ejemplo 3.7), de la funcién tienda con pata alargada (Ejemplo 3.12) y de la funcion méa-
quina de sumar (Ejemplo 3.17). Todo esto con la finalidad de resolver lo que nos hemos planteado
en el presente trabajo.

En el 2003, Roman-Flores probo que si 2/ es transitiva, entonces f es transitiva (ver [27, Teore-
ma 3.6]). Ademés, demuestra que si Ty es una rotacion irracional de la circunferencia, entonces 27
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no es transitiva (ver [27, Ejemplo 4.1]). Observemos que por la Proposicion 3.26, T es transitiva.
Todo esto indica que, para una funcién continua f: X — X, la transitividad de 2/: 2X — 2% no
queda caracterizada a través de la transitividad de f. Mas atn, como 27 no es transitiva, entonces
por la Proposicién 3.24, la funcién 27> no es minimal. Asi, T es una funcién minimal cuya inducida
27> no es minimal. Todos estos hechos los detallamos en la presente seccion.

En el 2005, Peris probo6 en [44, Teorema 2.1] el resultado que enunciamos a continuacion y
del cual incluimos una demostracién. Notemos que, por la Proposicién 3.20-(3), el teorema de
Peris generaliza el de Romén-Flores (Corolario 4.2), ademas de que caracteriza la transitividad
de la funcién inducida 2f utilizando, en su lugar, la mezclacién débil de f. En la demostracion
encontramos una aplicaciéon mas del Teorema de Furstenberg. Cabe recordar que si & € N, entonces
la k-ésima iterada de 2/ evaluada en cualquier elemento A € 2% es (2f)k (A) = f*(A); esto es, la
imagen de A bajo la k-ésima iterada de f.

Teorema 4.1. Sean X un espacio métrico compacto y f : X — X una funcién continua. Son
equivalentes:

(1) f es débilmente mezclante,
(2) 2/ es débilmente mezclante,
(3) 2/ es transitiva.

Demostracién. Supongamos que f es débilmente mezclante y mostremos que 27 es débilmente
mezclante. Sean Uy, Us, V; y Vo subconjuntos abiertos no vacios en 2% . En vista del Teorema 3.30-

(2), veamos que existe k € N tal que (2f)l~c U)NVy#Dy (2f)k (Uz) NVy # (. Por la definicion
de la base para 7 y por la Proposicion 2.2, existe [ € N tal que:
(Uh,Us,...,U)) C Uy, (U1,05,...,U]) C Uy,
(V1,Va, ..., Vi) TV, y (V] Vy,..., V) C V.
para algunos subconjuntos abiertos no vacios
U, Uy, ..., U, U, Uy, ULV Vo ViV VY

de X. Ahora, dado que f es débilmente mezclante, por el Teorema de Furstenberg (Teorema 3.27),
f*? es transitiva. Asi, considerando los subconjuntos abiertos no vacios Uy x Us x - - - x U; X U] x
Uyx - xU yVixVax - xVix V] xVyx-xV/ en X2 existe k € N tal que:

[((F2EU x - x U x Up x oo x U] NV x o x Vi V] e x V) £ 0.

Esto es, de la Proposicion 2.1-(3), f*(U1)NV1 # 0, fE(U2)NVa £0,..., fFU)NVI £ 0, fF£(U)N
V£ 0, fRUHNVE#£0,..., f*(U]) NV # 0. De aqui, podemos considerar los siguientes puntos
en X:

ry € Uy tal que f*(z1) € V4,

x9 € Us tal que fF(z2) € Vs,

x; € U tal que f*(x;) € V,
ot € Uj tal que f*(x}) € V{,
xh € Uj tal que f*(xh) € Vi,

z) € U] tal que f*(x)) € V.

1
Notemos que para cada i € {1,2,...,1}, {x1,20,...,7} C UU; y {z1,22,..., 21} NU; # 0.
i=1

Asi, {z1,22,..., 21} € (U1,Us,...,U;). Similarmente, podemos ver que ocurre {x},25,...,2} €
(U1,Us,...,U]). Observemos que:

PPy ad) = (@), ) y el = {5, e}
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En consecuencia, f*({z1,...,2}) € (Va,...., Vi) y fF({z},...,2}}) € (V{,..., V).

En vista de que {z1,... l} (Uy, .. Ul> y como f¥({xq,...,z;}) € (Vi,...,V}), obtenemos que
2HE{xy,...,z}) € (27 ) (Uy,. .., >) (V4,...,V}). Por lo que:

(2 (UL, Uy, .., U)) N VL, V. V) #£ 0.
Similarmente, como {z%,...,z} € (U{,....U) y f*({=},...,z}}) € (V{,...,V}), obtenemos que

NE{al, ... 2)) € @OHRUL, ..., U NV, ..., V). Ast:
HEQUL, . UN) N (VL V) £ 0.

Por la forma en que tomamos los conjuntos (U7, ...,U/) y (V/,...,V/), concluimos que (2/)¥(U;)N
Vi # 0y (29)*(Uz) NV, # (. Por lo tanto, por la parte (2) del Teorema 3.30, 2/ es débilmente
mezclante.
Se sigue de la Proposicion 3.20-(3) que la condicion (2) implica la condicion (3).
Finalmente, supongamos que 2/ es transitiva y demostremos que f es débilmente mezclante. Para
este fin, usamos la parte (3) del Teorema 3.30. Sean U, V7 y V5 subconjuntos abiertos no vacios de X.
Veamos que existe k € N tal que f5(U)NV; # 0y f¥(U)NVz # 0. Consideremos los subconjuntos
abiertos (U) y (V1, V) de 2%. Como U no es vacio, (U) es un subconjunto abierto no vacio de

X En vista de que V; y V» no son vacios, existen 1 € Vi y o3 € Vo. Ast, {21,220} € (V1, Vo).
Por lo que (V;,V3) es un subconjunto abierto no vacio en 2X. Puesto que 27 es transitiva, existe
k € N tal que (Qf)k(<U>) N (V1,Va) # 0. De donde existe A € (U) tal que (27)*(A) € (v, V%).
Es decir, f¥(A) € (Vi,Va). Luego, f*(A)NVy # 0y f*(A) NV, # 0. Dado que A € (U), A C U.
Luego, f*(A) C f*(U). Por lo que f*(U)NVy # 0y f¥(U)NV, # (. En conclusion, por el Teorema
3.30-(3), f es débilmente mezclante. O

Cabe destacar que en [4, Teorema 2] se demuestra una generalizacion del Teorema 4.1. Ademaés,
el Teorema 4.1 también se prueba en [22, Teorema 2.1], sin dar crédito ni a [4] ni a [44]. M4as ain,
en [16, Teorema 3.2] lo enuncian sin demostracion, indicando que es un resultado debido a S. Shao
[28]. Por otro lado, la equivalencia de las afirmaciones (1) y (2) del Teorema 4.1 se demuestra en
[6, Teorema 1 y Proposicion 2] para el caso cuando f es un homeomorfismo.

Como hemos dicho, del Teorema 4.1, y en vista de la Proposicién 3.20-(3), obtenemos el
resultado debido a Romén-Flores [27, Teorema 3.6].

Corolario 4.2. Sean X un espacio métrico compacto y f : X — X una funcién continua. Si la
funcion inducida 27 : 2% — 2% es transitiva, entonces f es transitiva.

Notemos que el Teorema 4.1 no es valido para la funcion inducida C(f), pues la funcién tienda
T es débilmente mezclante y, como veremos en la Proposicion 4.8, su funcion inducida C(T') no es
transitiva. Sin embargo, un resultado similar al Corolario 4.2, para la funcién C(f), lo encontramos
a continuacion.

Teorema 4.3. Sean X un espacio métrico compacto y f : X — X una funcién continua. Si la
funcién inducida C(f) : C(X) — C(X) es transitiva, entonces f es transitiva.

Demostracion. Sean U y V subconjuntos abiertos y no vacios de X. Veamos que existe k € N tal
que f¥(U)NV # 0. Dados los subconjuntos abiertos U y V, se tiene que (U)NC(X) y (V)NC(X)
son subconjuntos abiertos no vacios en C(X). Como C(f) es transitiva, existe k € N tal que:

[(CUN U NCX)NIN[(V)NCX)] # 0.
Luego, existe A € (U) N C(X) tal que (C(f))*(A) € (V)N C(X). De donde, A C U y fk(A) C V.
De aqui, como f*(A) C f*(U), obtenemos que f*(U) NV # 0. En conclusién, f es transitiva. [

Es importante destacar que si en el Teorema 4.3 agregamos la condicién de conexidad al espacio
X, es decir, si suponemos que X es un continuo, entonces no sélo obtenemos que f es transitiva,
sino que es débilmente mezclante. Este resultado lo encontramos en el Teorema 4.4, que dicho
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de otra manera, muestra que la implicaciéon (3) entonces (1) del Teorema 4.1, permanece vélida
cambiando 2 por C(f). El resultado es debido a Banks [4, Teorema 4].

Teorema 4.4. Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua. Si C(f) : C(X) — C(X)
es transitiva, entonces f es débilmente mezclante.

Demostracion. Sean U, V; y V5 subconjuntos abiertos no vacios de X. Debido al Teorema 3.30-
(3), veamos que existe k € N tal que f*(U)NV; # 0y f*(U)N Vs, # 0. Notemos que (U)NC(X) y
(V1, V5, X) NC(X) son subconjuntos abiertos de C'(X). Puesto que U es un subconjunto no vacio
en X, existe x € U. Es decir, {z} € (U) NC(X). Ademas, dado que X € C(X), X CVi UV UX,
XNV £0, XNVa#0y XNX #£ 0D, se sigue que X € (V4,V2,X) N C(X). En consecuencia,
(U)yNC(X) y (V1, Vo, X)NC(X) son subconjuntos abiertos no vacios en C'(X). Puesto que C(f) es
transitiva, existe k € N tal que [(C(f)*(({U) N C(X))] Nn[(V4, V2, X) NC(X)] # 0. Lo cual implica
que existe A € (U)NC(X) tal que fF(A) € (V4, Vo, X)NC(X). Asi, fF(A)NV; # 0y fE(A)NV; # 0.
En vista de que A € (U), esto es, A C U, tenemos, f*(A) C f*(U). Por lo tanto, f*(U) NV, #
0y f*(U)NVy # 0. En conclusion, del Teorema 3.30-(3), f es débilmente mezclante. O

Corolario 4.5. Sean X un continuo y f : X — X una funcién continua tal que la funcién
inducida C(f) : C(X) — C(X) es transitiva. Entonces f es totalmente transitiva y la funcion
inducida 2/ : 2X — 2X es transitiva. En particular, f es transitiva.

Demostracion. Por el Teorema 4.4, f es débilmente mezclante. Luego, por los Teoremas 3.28 y
4.1, f es totalmente transitiva y 27 es transitiva. La Proposicién 3.20-(2) implica que f es transitiva.
O

Dados un espacio métrico compacto X y n € N, el hiperespacio de los subconjuntos cerrados,
no vacios de X y con a lo mas n componentes, se denota por C,,(X). Esto es:

Cn(X) ={A € 2% : A tiene a lo mas n componentes}.

Si f: X — X es una funcién continua, consideramos su funcién inducida a este hiperespacio de
X, Co(f): Cpn(X) — Cn(X). Es claro que para n = 1 la funcion C;(f) es la funcion C(f). En
[7] encontramos un excelente estudio de la transitividad de la funcién inducida C,(f), donde se
presentan generalizaciones de algunos resultados de[1] y en particular de los que mostramos en
este trabajo.

En la Seccion 3 vimos cuatro ejemplos de funciones de las cuales destacamos algunas propie-
dades de su dindmica individual. A continuacién las retomamos para estudiar algunos aspectos de
su dinamica colectiva. Veamos el siguiente resultado (originalmente presentado en [4, Lema 1]),
que nos servira para garantizar que el conjunto de puntos periédicos de la funcién inducida 27 de
la funcién tienda T es denso en 2[01,

Proposicion 4.6. Si X es un espacio métrico y compacto y f: X — X es una funcién continua
tal que Per(f) es denso en X, entonces Per(2/) es denso en 2¥.

Demostracién. Sea (Up,Us,...,Us) un subconjunto abierto no vacio de 2X. Como Per(f) es
denso en X, para cada i € {1,2,...,k}, existe x; € U; N Per(f). Sea m; el periodo de z;, para
cada ¢ € {1,2,...,k}, y definimos m como el minimo comuin multiplo de mq,ma,...,mg. Se
tiene que el conjunto A = {x1,29,..., 2%} € (Uy,Us,...,Us) es tal que (2/)™(A) = A. Luego
(U1,Us, ..., Us) NPer(2f) # 0. Por lo tanto, Per(2/) es denso en 2¥. O

Corolario 4.7. Sea T : [0,1] — [0, 1] la funcion tienda. Entonces la funcién inducida 27 : 2[%1 —
2001 es transitiva y Per (27) es denso en 2[%1. En particular 27 es cadtica, débilmente mezclante
y totalmente transitiva. Mas atn, 27 no es minimal.



32 2. TRANSITIVIDAD EN HIPERESPACIOS

Demostracion. Hemos visto en el Teorema 3.11-(2) que la funcion 7' es débilmente mezclante.
Asi, por el Teorema 4.1, obtenemos que 27 es transitiva. Ademés, por el Teorema 3.11-(3) y por
la Proposicién 4.6, obtenemos que Per(27) es denso 2[%1. Luego, en vista de la transitividad de
27 obtenemos que 27 es cadtica. El Teorema 4.1 implica que 27 es débilmente mezclante. De
donde, por el Teorema 3.28 obtenemos que 27 es totalmente transitiva. Finalmente, puesto que
{2} es un punto fijo de T' (parte (1) del Teorema 3.11), se obtiene que O({2},27) = {{2}}. Asi,
O({%}, 27) no es un conjunto denso en 2[%1, Por lo tanto, de la Proposicion 3.22, se tiene que 27
no es minimal. g

Una demostracion alternativa de la densidad de los puntos periédicos de 27 aparece en [19,
Proposicién 18.5, p. 288], mientras que otras pruebas de la transitividad de 27 se encuentran en
[19, Proposicion 18.9, p. 291] y [27, Ejemplo 4.3].

Siguiendo con la dinamica colectiva de la funciéon tienda, a continuacién analizamos la tran-
sitividad de su funcion inducida C(T'). De hecho, el siguiente resultado muestra que aun cuando
T es una funcién transitiva su inducida C(T") no lo es. Aunque en [1, Teorema 4.5] se prueba un
resultado méas general que garantiza que C(T) no es transitiva, para el caso particular de la funcién
T, podemos seguir las ideas que aparecen en [27, Ejemplo 4.2].

Proposicién 4.8. Sea T : [0,1] — [0,1] la funcién tienda. Se tiene que la funcién inducida
C(T) : C(]0,1]) — C(]0,1]) no es transitiva.

Demostracion. Veamos que existen subconjuntos abiertos no vacios U y V en C([0,1]) tales
que, para todo k € N, se cumple que [(C(T))¥(U)] NV = (). Para esto, probemos las siguientes
afirmaciones.

Afirmacién 1. Para todo K € By ([0,1], 15) N C([0,1]), se tiene que 2 € K. Ademés, para cada
p € N, sucede que 2 € (C(T))P(K).

En efecto, sea K € By ([0,1], 75) N C([0, 1]). Entonces H(K,[0,1]) <
N ({5, K). Esto implica que K es un subcontinuo de [0, 1] que intersecta a los subintervalos [0, ]
y [+5,1]. Por tanto, 2 € K. Por otro lado, sea p € N. Dado que 2 € K, se tiene que {2} C K.
Luego, TP({2}) € Tp( ). Asi, {T?(2 )} C TP(K). De donde, T?(%) € (C(T))?(K). Sabemos de la
parte (1) de la Proposicién 3.11 que £ es un punto fijo de T'. Asi, obtenemos que T”(%) = % Por
lo tanto, 2 € (C(T))P(K).

Afirmacién 2. Para todo F € BH({O}7 ) N C([0,1]), se tiene que F C [0, ]. Ademas, para

5, por lo que 0,1 € [0,1] C

cada y € F, sucede que |2 —y| > 30
En efecto, sea F € BH({O}, 10) N C([0,1]). Luego, H({0}, F) < 11—0. Asi, por la Proposicién 2.5, en
particular tenemos, F' C N(75,{0}). De donde, puesto que N(3,{0}) = [0, 15) € [0, 75, obtene-

mos que F C [0
0<y < 5.
Afirmacién 3. Para toda terna (K, F, p), donde K € Bg([0,1], 15)NC([0,1]), F € B ({0}, 5)N
C([0,1]) y p € N, se tiene que H((C(T))?(K),F) > i*.

En efecto, tomemos una terna (K, F,p) como se indica en la afirmacién, y supongamos que
H((C(T))P(K),F) < 3I. Luego, por la Proposicién 2.5, en particular se sigue, (C(T))?(K) C
N (i, F). Ademas, por la Afirmacion 1, 2 € (C’(T))p(K) En consecuencia, 2 € N(3L, F). Asi,

, 10] Por otra parte, tomemos y 6 F'. Luego, dado que F C [0
Asi, —y > —%. Por lo que |2 —y| > 1T

, 10] se sigue que

307 > 3 30"
d(%, F) < %—g. Por lo que existe y € F' tal que \ —y| < ég, lo cual contradice la Afirmacién 2. Por
lo tanto, H((C(T))?(K),F) > 3L.

Finalmente, sean U = By ([0, 1], 5)NC([0,1]) y V = By ({0}, 31)NC([0, 1]). Es claro que U y V son

subconjuntos abiertos no vacios en C([0,1]). Consideremos K € U, {0} € By ({0}, 10) N C([0,1])
y k € N cualesquiera. Por la Afirmacion 3, se tiene que H((C(T))*(K),{0}) > 3iI. Luego,
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(V) & B (01, 5) NCD.1). s (CIH(K) € (CDNW) 3 (CT)FE) # V. P o
que [(C(T))*(W)] N (Z) En conclusion, C(T') no es transitiva. O

La demostracién del siguiente corolario se obtiene de la Proposicién 4.8 y del Diagrama 1 de
la Seccién 3.

Corolario 4.9. Sea T : [0,1] — [0,1] la funcién tienda. Entonces la funcién inducida C(T) :
C([0,1]) — C(]0,1]) no es cadtica, ni totalmente transitiva, ni débilmente mezclante ni minimal.

Proposicion 4.10. Si (X,d) es un espacio métrico y compacto y f: X — X es una isometria,
entonces 27 : 2% — 2X no es transitiva.

Demostracién. Supongamos que f es una isometria y que 2/ es transitiva. Sean z, y € X tales que
x # y. Ponemos r = d(z,y), U = B(x, 7) y V = B(y, 7). Se tiene que los conjuntos (U, V) y (V) son
abiertos no vacios en 2X. Puesto que 2/ es transitiva, existe k € N tal que (29)*((U, V)N (V) # 0.
Sea B € (U,V) tal que (2/)*¥(B) € (V). Tomemos b € BNU y ¢ € BN V. Asi, utilizando la
desigualdad del tridngulo, obtenemos que

r=d(x,y) <d(z,b)+d(b,c)+d(c,y) < §+d(b,c).
De donde, 5 < d(b,c). Luego, puesto que f*(b), f*(c) € f¥(B) C V, concluimos que
d(f*(0), f*(c)) < 5 < d(b,c),

lo que contradice que f es una isometria. Por lo tanto, 2/ no es transitiva. O

Corolario 4.11. Sean A > 0 un nimero irracional y Ty : S — S' la rotacién irracional. Entonces
., . . 1 1 . . PR .

la funcién inducida 2™ : 29 — 25 no es transitiva y, por ende, no es caética, ni totalmente

transitiva, ni débilmente mezclante ni minimal.

Demostracién. La no transitividad 2™ se sigue de la Observacion 3.6 y la Proposicién 4.10. El
resto de las propiedades se deriva del Diagrama 1 de la Seccion 3. d

Cabe sefialar que, como hemos mencionado, la no transitividad de la funcién 27 indicada en
el Corolario 4.11 es [27, Ejemplo 4.1].

Proposicion 4.12. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcién continua. Si
27 2% 5 2X es minimal, entonces f es minimal.

Demostracién. Supongamos que 2/ es minimal. Sea € X. Veamos que O(x, f) es denso en
X. Sea U un subconjunto abierto no vacio de X. Notemos que (U) es un subconjunto abierto no
vacio de 2. Puesto que {z} € 2% y 2/ es minimal, entonces por la Proposicién 3.22, se tiene que
(UYyNO({x},27) # 0. Sea A € (U) tal que (2f)¥({z}) = A, para algiin k € NU {0}. Luego, A C U
y fF({x}) = A. Asi, f¥(x) € UNO(z, f). Por lo tanto, O(x, f) es denso en X. Nuevamente por la
Proposicion 3.22, obtenemos que f es minimal. O

El reciproco de la Proposicién 4.12 no es cierto. En efecto, hemos visto en la Proposicion 3.26
que para cualquier nimero irracional A > 0, la rotacién irracional 7 es minimal, pero por el
Corolario 4.11 su inducida 27> no lo es.

Por otro lado, consideremos la funcién tienda con pata alargada g definida en el Ejemplo
3.12. Recordemos que en el Teorema 3.13 se dijo que g es transitiva. Sin embargo, en vista de la
Proposicion 3.29 y del Teorema 4.1, obtenemos que su inducida 29 no es transitiva (ver también
[22, Proposicion 3.2] o [19, Ejemplo 18.13, p. 293]). Esto lo indicamos a continuacion junto con
otras consecuencias que desprenden del Diagrama 1 de la Seccion 3.

Corolario 4.13. Sea g : [0,1] — [0, 1] la funcién tienda con pata alargada. Entonces la funcion
inducida 29 : 2091 — 200:1] ng es transitiva y, por ende, tampoco es caética, ni totalmente transitiva,
ni débilmente mezclante ni minimal.
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A continuacién vemos la siguiente propiedad de la funciéon inducida Fi(f), para cualquier
funciéon f : X — X. Esta propiedad permite concluir aspectos de la dinamica colectiva de la
funcién maquina de sumar (definida en el Ejemplo 3.17).

Proposicion 4.14. Sean X un espacio métrico compacto y f : X — X una funciéon continua. Si
f es transitiva, entonces asi lo es la funcién inducida Fi(f) : F1(X) — F1(X).

Demostracion. Supongamos que [ es transitiva y veamos que F;(f) también lo es. Consideremos
la funcion h : X — Fi(X) con regla de correspondencia h(xz) = {z}, para todo 2 € X. No es
dificil demostrar que h es un homeomorfismo. Ahora, tomemos dos abiertos no vacios U y V en
F1(X). Como h es continua, h~1(U) y h~1(V) son abiertos no vacios en X. En vista de que f es
transitiva, existe k € N tal que f*(h=1(U)) NA™L(V) # 0. Sea z € h~1(U) tal que f*(z) € h=1(V).
Luego, h(z) € U y h(f*(z)) € V. Notemos que A(f*(x)) = {f*(2)} = f*({z}) = Fi(f)*({a}) =
Fi(f)*(h(z)). Asi, h(z) € Wy Fi(f)¥(h(x)) € V. De aqui, Fi(f)*(U) NV # (. Por lo tanto, Fy(f)
es transitiva. O

El lector puede consultar en [1, Teorema 3.5, p. 1016] la demostracion original del siguiente
resultado.

Proposicién 4.15. Sea 7 : Y5 — Y5 la funcién méaquina de sumar en el espacio Y. Se tiene que
la funcién inducida C(7) : C(X2) — C(33) es transitiva mientras que 27 : 2¥2 — 2%2 no lo es.

Demostracion. Observemos que por las Proposiciones 3.25 y 4.14, la funcion inducida Fy(7) :
F1(33) — F1(X2) es transitiva. Asi, puesto que C(32) y F1(32) son iguales (pues X5 es totalmente
disconexo por la Proposicion 3.16), obtenemos que C(7) : C(Z2) — C(23) es transitiva. Por otro
lado, la parte (3) del Teorema 3.19 indica que 7 no es totalmente transitiva. Luego, por el Teorema
3.28, 7 no es débilmente mezclante. Por lo tanto, del Teorema 4.1, 2™ no es transitiva. O

Se siguen de la Proposicién 4.15 y del Diagrama 1 de la Seccion 3 los siguientes hechos.

Corolario 4.16. Sea Y, el espacio de sucesiones infinitas de ceros y unos. Entonces la funcion
inducida 27 : 2¥2 — 2¥2 no es cadtica, ni totalmente transitiva, ni débilmente mezclante ni minimal.

Concluimos este trabajo con los siguientes diagramas, donde resumimos algunos de los resul-
tados que hemos revisado.

En el Diagrama 2 consideramos un sistema dinamico (X, f), donde X es un espacio métrico
compacto. En este caso, el Corolario 4.2 indica que si la funcién inducida 27 es transitiva, entonces
f lo es. El Teorema 4.3 garantiza que si la funcion inducida C(f) es transitiva, entonces f también
es transitiva (ver también el Corolario 4.5). A su vez, el Teorema 3.13 muestra que la funcion
tienda con pata alargada g es transitiva y por el Corolario 4.13 se tiene que su inducida 29 no es
transitiva; otra funcion con estas propiedades es la rotacion irracional T (ver la Proposicion 3.26 y
el Corolario 4.11). La Proposicion 3.21 muestra que la funcion tienda T es transitiva, sin embargo
la Proposicion 4.8 indica que su inducida C(T') no lo es. Por otra parte, en la Proposicion 4.15
vemos que la funciéon méaquina de sumar 7, cumple que su inducida C(7) es transitiva, mientras
que 27 no. Finalmente, el Corolario 4.7 y la Proposicién 4.8 garantizan, respectivamente, que la
inducida 27 de la funcion tienda es transitiva y que C(T') no tiene esta propiedad.

X

2/ C(f)

X
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Di1AGRAMA 2: RELACIONES ENTRE FUNCIONES CON RESPECTO A LA TRANSITIVIDAD, DONDE EL SISTEMA
DINAMICO CORRESPONDE A UN ESPACIO METRICO COMPACTO.

En el Diagrama 3 el espacio X es un continuo. Los argumentos que justifican las relaciones
indicadas son los que utilizamos en el Diagrama 2, excepto por la Proposicion 4.15 referente a la
funcién maquina de sumar, en su lugar la implicacién C(f) transitiva, entonces 2/ transitiva, que
si se cumple cuando X es un continuo, estd garantizada por el Corolario 4.5.

X

27 C(f)

DIAGRAMA 3: RELACIONES ENTRE FUNCIONES CON RESPECTO A LA TRANSITIVIDAD, DONDE EL SISTEMA
DINAMICO CORRESPONDE A UN CONTINUO.
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1. Introducciéon

Dado un espacio topologico X, uno puede fijarse en la familia de subconjuntos de X que son
arcos o singulares, y preguntarse si al estudiar dicha familia es posible obtener informacion relevante
sobre el espacio X. En 1978, S. B. Nadler, Jr. propuso estudiar la familia mencionada cuando X
se trata de un continuo ([17, p. 601]) y, desde entonces, ha habido varios avances significativos
en esta direcciéon. A tal familia se le conoce como el hiperespacio de arcos y singulares de X y en
este capitulo la denotaremos como M(X). En 1999, A. Soto prob6 varias propiedades de M(X)
para ciertos continuos particulares llamados dendroides [13]. Mas adelante, A. Illanes utiliz6 a
M(X) para dar una caracterizacion de una clase de dendritas [3]. En 2016, en el articulo |6], los
autores introdujeron dos funciones naturales en M(X): la funcién punto medio y la funcion de
puntos extremos. Ahi mismo se da una caracterizaciéon de la continuidad de ambas funciones y se
estudian algunas de sus propiedades. Posteriormente, en [7] se dieron condiciones que garantizan
que las funciones punto medio y de puntos extremos sean abiertas y/o cerradas; con ellos los autores
muestran que el estudio del comportamiento de las funciones en cuestién es util para caracterizar
clases de continuos.

En el presente capitulo se retoma el espiritu de [6] y [7], pues ahi se obtuvieron algunos
resultados acerca de la relacién que existe entre las funciones punto medio o bien la funcién de
puntos extremos con las funciones cerradas, abiertas, mondtonas, confluentes, atriodicas y ligeras.
En este trabajo se busca determinar cuando las funciones punto medio o la funcién de puntos
extremos pertenecen a alguna clase de funciones dada. Las clases de funciones que consideraremos
son las casi mondtonas, atomicas, fuertemente mondtonas, fuertemente libremente descomponibles
y libremente descomponibles. Como consecuencia de nuestros resultados se obtienen directamente
dos caracterizaciones: una para los continuos libres de arcos y una nueva caracterizacién para las
dendritas.
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Es justo senalar que parte de este trabajo es resultado de la tesis de maestria del tercer autor
[14].

Después de los Preliminares, en la Secciéon 3 de este trabajo, se introducen el hiperespacio
de arcos y singulares M(X) de un continuo X, las funciones punto medio y la funcién de puntos
extremos en M(X). También se incluyen resultados auxiliares que seran de utilidad en el resto del
capitulo. En la Seccion 4 se presentan condiciones bajo las cuales las funciones punto medio y/o
de puntos extremos resultan ser casi monotonas, fuertemente monotonas, fuertemente libremente
descomponibles, libremente descomponibles y atémicas. También se obtienen un par de caraceri-
zaciones de continuos en términos del comportamiento de las funciones punto medio y de puntos
extremos.

2. Preliminares

Diremos que un conjunto es no degenerado si contiene mas de un punto.

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacio. Un subcontinuo de un
continuo es un subespacio que también es continuo. Existen diversos tipos de continuos, entre
los ejemplos mas sencillos se encuentran los arcos, espacios topoldgicos homeomorfos al intervalo
cerrado I = [0, 1], o las curvas cerradas simples, espacios topologicos homeomorfos a la circun-
ferencia unitaria S* en el plano. Un espacio topolégico X es localmente conexo en un punto
x € X si para cada abierto U en X que contiene al punto x, existe un subespacio conexo y abierto
V en X tal que x € V C U. Un espacio es localmente conexo si lo es en cada uno de sus puntos.

Dentro de la familia de los continuos localmente conexos existe una clase muy particular
y ampliamente estudiada, las llamadas dendritas. Recordemos que una dendrita es un continuo
localmente conexo que no contiene curvas cerradas simples. Algunos ejemplos sencillos de dendritas
incluyen a los arcos, los continuos homeomorfos a la letra T' y los continuos homeomorfos a la letra
H.

Dados un continuo X y un punto z € X diremos que x es un punto de corte de X si X\ {z}
no es conexo. Si A es un arco, esto es, si existe un homeomorfismo h : [0,1] — A, diremos que
p € A es un punto extremo de A si A\ {p} es conexo.

Un espacio topolégico X es arco conexo si dados dos puntos distintos p, ¢ € X existe un arco
contenido en X que tiene como puntos extremos p y q.

Definicion 2.1. Sea X un continuo y sean p,q € X. Decimos que X es irreducible entre p y ¢
si no existe un subcontinuo propio C' de X tal que p,q € C.

Teorema 2.2. Sea X un continuo arco conexo. Si X es irreducible, entonces X es un arco.

Demostraciéon. Sean p,q € X tales que X es irreducible entre p y q. Como X es arco conexo,
existe un arco A C X que contiene a p y a ¢. La irreducibilidad de X garantiza que A = X. O

Por otro lado, el estudio de las funciones especiales entre continuos ha sido una parte importante
en la Teoria de continuos, la cual nos ha permitido analizar propiedades topolédgicas de éstos. En
[14, pag. 12], Mackowiak define varias funciones especiales entre espacios topoldgicos, nosotros las
vamos a considerar entre espacios métricos compactos, con esta suposicion obtenemos el Corolario
3.17 y los incisos (5), (10) y (15) en el Teorema 4.7. Comenzamos esta seccién listando los tipos de
funciones que consideraremos en este trabajo:

Definicion 2.3. Dada una funcion continua y suprayectiva f : X — Y entre espacios métricos
compactos, diremos que f es:

(1) casi monétona si para cada subcontinuo @ de Y con interior no vacio, se tiene que f~1(Q)
€s conexo;
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(2) atomica si para cada subcontinuo K de X tal que f(K) es un conjunto no degenerado, se
cumple que /~1(f(K)) = K

(3) fuertemente libremente descomponible si para cada par de subcontinuos propios C
y D de Y tales que Y = C'U D, se tiene que f~(C)y f~1(D) son conexos;

(4) fuertemente monétona si para cada subcontinuo irreducible Q de Y, se tiene que f~1(Q)
es un subcontinuo irreducible de X;

(5) libremente descomponible si para cada par de subcontinuos propios C'y D de Y tales
que Y = C' U D, existen subcontinuos propios A y B de X tales que X = AUB, f(A) CCy
f(B) € D;

(6) monétona si para cada y en Y, se tiene que f~!(y) es conexo.

Existen diversas publicaciones respecto al estudio de las funciones especiales entre continuos,
siendo los trabajos de T. Mackowiak [14] los mas conocidos y que dieron el primer paso en la
literatura de dichas funciones. En breve, presentaremos algunas relaciones que existen entre estas
funciones. Por supuesto, algunas de éstas seran de utilidad para el desarrollo de este trabajo.

Iniciamos con una observacién que se sigue de las definiciones. Para esto, note que todo singular
es un subcontinuo irreducible.

Observacion 2.4. Toda funcién fuertemente mondtona entre continuos es monotona.

A continuacién citamos una caracterizacion sobre funciones monotonas, para una prueba de
esto le sugerimos ver [1, Teorema 3.2].

Teorema 2.5. Sea f: X — Y una funcién continua y suprayectiva entre continuos. La funcién f
es mondtona si y s6lo si para cada subcontinuo B de Y se tiene que f~!(B) es un subcontinuo de
X.

Como consecuencia inmediata tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.6. Toda funcién monédtona entre continuos es casi monédtona.

Proposicion 2.7. Toda funcién casi monédtona entre continuos es fuertemente libremente descom-
ponible.

Demostracion. Sea f : X — Y una funcién casi monétona entre continuos. Sean C'y D sub-
continuos propios de Y tales que Y = C' U D. Notemos que C' y D son subconjuntos cerrados de
Y, porlo cual Y\ C y Y \ D son subconjuntos abiertos en Y y no vacios. Ademas, Y\ D C C'y
Y \ C C D, se sigue que C'y D tienen interior no vacio. Luego, por hipétesis, f~1(C) y f~1(D)
son conexos, por lo cual, f es fuertemente libremente descomponible. O

Proposicion 2.8. Toda funcion fuertemente libremente descomponible entre continuos es libre-
mente descomponible.

Demostracion. Sea f : X — Y una funcién fuertemente libremente descomponible entre con-
tinuos. Sean C' y D subcontinuos propios de Y tales que Y = C U D. Por hipétesis tenemos
que f~H(C) y f~1(D) son subespacios conexos de X. Ademés de la continuidad de f se tiene que
f~YC) y f~Y(D) son subconjuntos cerrados de X. De aqui que f~*(C) y f~*(D) son subcontinuos
de X.

Por otro lado, notemos que X = f~1(Y) = f~Y(CuD) = f~1{(C)u f~1(D), f(f~H(C)) CCy
f(f~1(D)) C D. Luego, basta considerar A = f~*(C) y B = f~!(D). Por lo tanto, f es libremente
descomponible. O
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De la Observacion 2.4 y las Proposiciones 2.6, 2.7 y 2.8 tenemos que si f : X — Y es una
funcién continua y suprayectiva entre continuos, entonces

f fuertemente monoétona = f monétona = f casi monotona =
f fuertemente libremente descomponible = f libremente descomponible.

Por supuesto que las implicaciones de regreso no se tienen, esto es, para ver que el regreso de
la Observacion 2.4 no es valido en general, en el Ejemplo 4.9 mostramos un contragjemplo usando
nuestro objeto de estudio en este texto: la funcion punto medio. Para ver que el regreso de la
Proposicion 2.6 es falso vea [2, Ejemplo 4.2]; para ver que el regreso es falso en la Proposiciéon 2.7
vea [2, Ejemplo 4.4]; para ver que el regreso de la Proposicion 2.8 no se tiene vea [2, Ejemplo 4.5].

Concluimos esta seccién con un poco de teoria de los hiperespacios. Los hiperespacios son
espacios de subconjuntos de un espacio topologico X que comparten una propiedad en comtn. En
particular, dado un continuo X vamos a considerar la familia de todos sus subconjuntos cerrados y
no vacios, denotada por 2%, y dotada con la métrica de Hausdorff [12, Teorema 2.2|. A la familia
2% equipada con esta métrica se le conoce como el hiperespacio de cerrados de X. Se sabe que
el hiperespacio 2% es un continuo, [17, Teorema (1.13)]. Otra familia que se considera es la de los
subcontinuos de X, la cual se define como {A € 2% : A es conexo} y se denota por C(X). A C(X),
como subespacio del hiperespacio 2%, se le conoce como el hiperespacio de subcontinuos de
X.

Dos colecciones més que vamos a considerar son: el conjunto de todos los elementos singulares
del continuo X, esto es, F1(X) = {{z} : € X} conocido como el hiperespacio de singulares
de X, y también la coleccion F»(X) = {{z,y} : x,y € X} conocida como el segundo producto
simétrico de X, ambos como subespacios de 2% . En la literatura podemos encontrar textos sobre
los hiperespacios que hemos mencionado, por ejemplo puede ver [12] y [17] para un buen recuento
de propiedades de éstos.

Por otra parte, dados un continuo X, H C 2% y una familia finita U de subconjuntos de
X, digamos {Ui,...,U,} con n € N, definimos el vietérico determinado por U en H como el
conjunto:

n
(Uy,...,Up)ysc={HeH :HC UUZ- y HNU; # 0, para cada i € {1,...,n}}.
i=1
La familia de todos los vietéricos en 2% determinados por colecciones finitas de conjuntos
abiertos en X es base para una topologia sobre 2%, [12, Teorema 1.2], la cual es conocida como
topologia de Vietoris. Si X es un continuo, en [12, Teorema 3.1] se prueba que la topologia de
Vietoris y la topologia generada por la métrica de Hausdorff para 2% coinciden.

3. Las funciones punto medio y de puntos extremos en continuos

Sam B. Nadler Jr. propone en [17, pag. 601] estudiar el denominado Hiperespacio de arcos, el
cual se define a continuacion:

Definicion 3.1. Sea X un continuo. El hiperespacio de arcos de X esta dado por
A(X)={A € C(X): Aesun arco}.

Maés tarde, Adrian Soto [13] retoma la propuesta de Nadler y define el denominado Hiperespacio
de arcos y singulares, de la siguiente manera:

Definicion 3.2. Para cada continuo X, el hiperespacio de arcos y singulares de X se define
como
M(X) = A(X) U Fi(X).
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Observacién 3.3. Si X es un arco se tiene que M(X) = C(X). Por otro lado, en [4, Ejemplos
3.1y 3.7] se prueba que F5(X) es homeomorfo a C(X). En consecuencia, M(X) es homeomorfo a
F(X).

La funcién punto medio en continuos fue introducida por I. Serapio su tesis de maestria [12].
Para hablar de ella primero necesitamos introducir dos definiciones.

Dado un continuo X, recordemos que una funcién de Whitney para C(X), digamos p, es
una funcién continua p : C(X) — [0,00) que satisface las siguientes propiedades:

1. u({z}) =0, para cada x € X.
2. Si A,B € C(X) son tales que A C By A # B, entonces p(A) < u(B).

Se sabe que cualquier continuo admite funciones de Whitney para su hiperespacio de subcon-
tinuos, [12, Teorema 13.4].

Definicién 3.4. Sean X un continuo, y una funcién de Whitney para C(X), M € M(X) y z € M.
Si existen dos subcontinuos K y L de M, tales que M = KUL, KNL = {z}y u(K) = u(L),
diremos que x es punto medio de M respecto de pu.

Observacién 3.5. Si X es un continuo y p es una funcion de Whitney para C'(X), entonces para
cada x € X, x es el unico punto medio de {z}.

Teorema 3.6. Si A es un arco y p es una funcion de Whitney para C'(A), entonces A admite un
unico punto medio respecto de p. Mas atn, el punto medio de A respecto de i no es punto extremo
de A.

Demostracion. Consideremos a y b los puntos extremos de A y sea E : C(A) — F3(A) su funcion
de puntos extremos. Por [12, Teorema 2.25] sabemos que F es un homeomorfismo. Luego, podemos
definir una funcién continua g : A — R dada por

9(x) = (B~ ({a,2})) — p(E~({x,b})),  para cada z € A.
Note que,
g(a) = p(E~"({a})) - w(E" ({a,b})) = p({a}) — u(A) = —u(A) <0,

9(b) = p(E™" ({a,0})) — p(E~'({8})) = u(A) — u({0}) = u(4) > 0.
Como la funcién ¢ tiene dominio conexo, existe un punto p € A, distinto de a y de b, tal que
g(p) = 0. Por lo tanto, si definimos K = E~*({a,p}) y L = E~'({p,b}) entonces u(K) = u(L),
note que K y L son subcontinuos de A tales que A = K ULy KN L = {p}. Se sigue que p es
punto medio de A respecto de pu.

Para demostrar la unicidad, supongamos que ¢ € A también es punto medio de A respecto
de p, es decir, existen dos subcontinuos K’, L’ C A tales que A = K'UL, K'NL = {q}y
w(K") = p(L"), ademas supongamos que a € K’y b € L’. Note que ¢ € A = K U L. Sin perder
generalidad supongamos que ¢ € K. Dado que E(K') = {a,q} C K y A es un arco se sigue que
K' C K. Ahora, como p € A= K’ UL’ se tienen dos posibilidades.

(i) Sipe K’ entonces K’ contiene a los puntos extremos de K y por lo tanto K = K’.
(#3) Sip € L' entonces E(L) = {p,b} C L', lo cual implica que L C L’. Asi, u(K) = p(L) <
w(L') = p(K'). Lo anterior demuestra que K = K'.
De (i) y (ii) se concluye que K = K’ y {a,p} = E(K) = E(K’) = {a, q}. Esto prueba que p = g,
y en consecuencia, p es el inico punto medio de A respecto de p. O
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Definicién 3.7. Dados un continuo X y una funcién de Whitney p para el hiperespacio C'(X),
consideramos la funcion

Py M(X) = X

que asigna a cada elemento de M(X) su tnico punto medio respecto de u, tal y como lo aseguran
la Observacion 3.5 y el Teorema 3.6. A esta funciéon la llamaremos funcién punto medio de X
respecto de p.

Definicion 3.8. Sea X un continuo. Diremos que X tiene funciones punto medio continuas si
para cada funcién de Whitney p para C(X), la funcion punto medio P, : M(X) — X es continua.

Observaciéon 3.9. Si X es un continuo y p es una funcién de Whitney para C(X), entonces la
funcién punto medio P, es continua en cada punto de F(X).

Teorema 3.10. Todas las funciones punto medio del arco son continuas.

Demostracion. Véase [12, Corolario 2.76]. O

Definicién 3.11. Dados un continuo X y L € M(X) se define el conjunto de puntos extremos de
L como sigue

B(L) = {{p € L : p es un punto extremo de L}, s% L e A(X);
L, si L e Fi(X).
Asi, de manera natural consideramos la funcién
E - M(X)— Fr(X)
que a cada elemento del hiperespacio de arcos y singulares le asigna el conjunto de sus puntos

extremos. A esta funcién la llamaremos funciéon de puntos extremos de X.

Cuando uno estudia clases de funciones, en general es relevante saber cuando éstas son con-
tinuas. En relaciéon con esto, se conoce el siguiente resultado para las funciones punto medio y la
funcién de puntos extremos en continuos.

Teorema 3.12. Si X es un continuo, entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. todas las funciones punto medio de X son continuas;
2. X tiene alguna funcién punto medio continua;
3. X tiene funcién de puntos extremos continua.

Demostracion. Véase [6, Teorema 4.12] o bien [12, Teorema 2.75]. O

Estudiar el hiperespacio de arcos y singulares ha resultado ser muy interesante. Cabe mencionar
que, en general, este hiperespacio no es compacto; por ejemplo, en [8, Corolario 1.27] se prueba
que el hiperespacio de arcos y singulares de la curva cerrada simple M(S') no es compacto. De
hecho, se conoce el resultado que sigue:

Teorema 3.13. Sea X un continuo localmente conexo. Entonces M(X) es compacto si y solo si
X es una dendrita.
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Demostracion. Véase [17, Teorema (19.21)]. O

De este modo, debido a que el hiperespacio M(S') no es compacto, si consideramos cualquier
funcién de Whitney p para M(S!) y tomamos la funcién punto medio correspondiente

P, M(S") — S,

se concluye que P, no pertenece a ninguna de las clases introducidas en la Definicién 2.3. Sin
embargo, cabe resaltar un par de resultados respecto a las curvas cerradas simples.

Teorema 3.14. Las curvas cerradas simples tienen funcién de puntos extremos continua.

Demostracion. Véase [6, Teorema 3.16]. O

Como consecuencia inmediata de los Teoremas 3.12 y 3.14 tenemos el siguiente:
Teorema 3.15. Todas las funciones punto medio de cualquier curva cerrada simple son continuas.

Observacién 3.16. Si X es un continuo tal que el hiperespacio M(X) es compacto y su funciéon de
puntos extremos F : M(X) — F»(X) es continua, entonces X no contiene curvas cerradas simples
([8, Corolario 1.27]), y en consecuencia, E es inyectiva ([8, Proposicion 1.28]). Asi, dado que E es
continua, concluimos que F es un encaje.

Corolario 3.17. Sea X un continuo tal que su funcién de puntos extremos E : M(X) — Fz(X)
pertenece a alguna de las clases de funciones presentadas en la Definicion 2.3. Entonces, E es un
encaje. En particular, F es monétona.

4. Las funciones punto medio y de puntos extremos en relaciéon con algunas
funciones especiales entre continuos

Recientemente se han obtenido algunos resultados acerca de la relacién que existe entre las
funciones punto medio o la funcion de puntos extremos con otras funciones, por ejemplo con las
funciones cerradas, abiertas, mondtonas, confluentes, atriédicas y ligeras; estos resultados forman
parte de la tesis de 1. Serapio [12]; posteriormente conformaron la seccion 6 del articulo A midpoint
function and an end point function in continua [7]. El objetivo de este capitulo esta centrado en
atender las siguientes preguntas:

PROBLEMA 4.1. ;Para cudles continuos se tiene que sus funciones punto medio son fuertemente li-
bremente descomponibles (respectivamente: fuertemente monétonas, libremente descomponibles)?

PROBLEMA 4.2. ;Para cuéles continuos se tiene que su funcién de puntos extremos es fuertemente
libremente descomponible (respectivamente: fuertemente monotona, libremente descomponible)?

En la teoria de continuos existen ejemplos con propiedades importantes, uno de ellos es el
pseudoarco, este continuo es considerado como el méas simple de los continuos hereditariamente
indescomponibles, es decir, todo subcontinuo del pseudoarco no se puede expresar como la unién
de dos subcontinuos propios, (para la definicion de pseudoarco puede ver [18, 1.23]), note que el
pseudoarco es un continuo que no contiene arcos.

Mas adelante, con el Teorema 4.10 caracterizamos una clase de continuos, a saber los continuos
libres de arcos (un continuo es libre de arcos si ninguno de sus subcontinuos es un arco) como
aquellos que satisfacen que sus funciones punto medio son fuertemente mono6tonas. Consecuente-
mente, con el Corolario 4.11 tenemos que los continuos libre de arcos tienen funciones punto medio
fuertemente libremente descomponibles y asi libremente descomponibles. Por ultimo, es interesante
ver el Teorema 4.7 con relaciéon a las Preguntas 4.1 y 4.2.
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Por otro lado, respecto a la Pregunta 4.2, se sabe que si X es una dendrita, entonces la fun-
cion de puntos extremos F de X es fuertemente mondétona y, en consecuencia, E es fuertemente
libremente descomponible y libremente descomponible (Corolario 4.13). En el Corolario 4.16 mos-
traremos una caracterizacion en este sentido para la clase de los continuos arco conexos.

En los dos teoremas que siguen mencionamos algunos resultados que se conocen acerca de las
funciones punto medio.

Teorema 4.3. Para todo continuo X las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. existe una funcion punto medio de X que es biyectiva;

2. todas las funciones punto medio de X son biyectivas;

3. existe una funcién punto medio de X que es un homeomorfismo;
4. todas las funciones punto medio de X son homeomorfismos;

5. X es libre de arcos.

Demostracion. Véase [12, Teorema 3.4]. O

Teorema 4.4. Para todo continuo X las siguientes proposiciones son equivalentes:
1. existe una funcion punto medio de X que es atomica;

2. todas las funciones punto medio de X son atomicas;

3. X es libre de arcos.

Demostracién. Véase [12, Teorema 3.7] o bien [7, Teorema 6.3]. O

La siguiente propiedad serd muy tutil en la prueba del Teorema 4.7.

Lema 4.5. Todas las funciones punto medio de cualquier continuo tienen fibras arco conexas.

Demostracién. Véase [12, Lema 4.21] o bien [7, Lema 6.19]. O

Lema 4.6. Si X es un continuo, p es una funcién de Whitney para C(X) y @ es un subcontinuo
arco conexo de X, entonces P, '(Q) es un subespacio arco conexo de M(X).

Demostraciéon. Note que P, '(Q) = F} (@)U, ecq P '(g)). Por el Lema 4.5 tenemos que P, *(q)
es arco conexo y ademas {q} € Pljl(q) NF;(Q) para cada g € Q. Por otro lado, considere la funcion
h:Q — F1(Q) definida por h(z) = {z}, para cada z € Q. No es dificil convencerse de que h es
un homeomorfismo. Luego, ) es homeomorfo a F1(Q) y asi F1(Q) es arco conexo. Veamos que
Pﬂ_l(Q) es arco conexo. Para esto sean A, B € Pu_l(Q), por lo anterior es suficiente ver el caso
cuando A € P, '(p) y B € P, '(q), para puntos distintos p,q € Q. Note que {p}, A € P, *(p),
{r},{q} € F1(Q) y {¢}, B € P, "(q)- Dado que P, *(p), F1(Q) y P, '(q) son arco conexos, se tiene
que existen arcos A; C P, L(p) con puntos extremos {p} y A, As C F1(Q) con puntos extremos
{r} y {q} y As € P;*(q) con puntos extremos {¢} y B. Luego, A; UA>UA3 es un arco con puntos
extremos A y B. O

Teorema 4.7. Sean X un continuo y E : M(X) — Fy(X) su funcién de puntos extremos. Las
siguientes proposiciones son equivalentes:

1. toda funcién punto medio de X es monotona;
2. toda funcién punto medio de X es casi monétona;

3. toda funcién punto medio de X es fuertemente libremente descomponible;
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toda funcién punto medio de X es libremente descomponible;
M(X) es compacto y toda funcién punto medio de X es continua;
existe una funcién punto medio de X que es mondtona;

existe una funcién punto medio de X que es casi monétona;

existe una funcién punto medio de X que es fuertemente libremente descomponible;

© »® N o ok

existe una funcién punto medio de X que es libremente descomponible;

10. M(X) es compacto y existe una funcion punto medio de X que es continua;
11. E es monétona;

12. FE es casi monétona;

13. E es fuertemente libremente descomponible;

14. F es libremente descomponible;

15. M(X) es compacto y E es continua,;

16. E es atémica.

17. E es un encaje.

Demostracion. De la expresion (3.1) de la pagina 39, se infiere que
H=2=03)=#=105),

que
(6) = (7) = (8) = (9) = (10)

Yy que
(11) = (12) = (13) = (14) = (15).

La implicacion (5) = (6) se sigue del Lema 4.5.

Supongamos que se cumple (10). Por el Teorema 3.12 sabemos que F es continua. Més aun,
de la Observaciéon 3.16 obtenemos que E es inyectiva. Por lo tanto, E' es monétona. Esto prueba
que (10) = (11).

Supongamos ahora (15). Usando una vez mas la Observacion 3.16 deducimos que E es inyectiva.
En consecuencia, se tiene (16).

Ahora, supongamos (16). Se sigue del Corolario 3.17 que E es un encaje. Esto prueba la
implicacion (16) = (17).

Por ultimo, asumamos que E es un encaje. Asi, E es continua. Por el Teorema 3.12 todas las
funciones punto medio de X son continuas. Luego, usando el Lema 4.5 obtenemos (1). O

El Teorema 4.7 establece que la propiedad de ser monotona (casi monoétona, fuertemente libre-
mente descomponible, libremente descomponible) es equivalente para las funciones punto medio y
la funcién de puntos extremos de un continuo dado.

En contraste con esta situacion, veremos que la monotonia fuerte y la atomicidad de las
funciones punto medio no son equivalentes a la propiedad correspondiente de la funcién de puntos
extremos (ver Corolarios 4.14 y 4.15).

Usando la siguiente proposicion daremos una caracterizacion de los continuos cuyas funciones
punto medio son fuertemente monotonas (Teorema 4.10).

Proposicion 4.8. Ninguna funcién punto medio de un arco es fuertemente monétona.



46 3. LAS FUNCIONES PUNTO MEDIO Y DE PUNTOS EXTREMOS ...

Demostracion. Consideremos el arco I = [0, 1]. Sabemos que M(I) es igual a C(I) (ver Observa-
ci6n 3.3). En [4, Ejemplo 3.1] se demuestra que C(I) es homeomorfo al tridngulo 7' = {(a,b) € R? :
0 < a<b< 1}, de modo que M(I) es una 2-celda. Consideremos una funcién de Whitney u para
C(I) y sea P, : M(I) — I la funcién punto medio correspondiente. Note que P, '(I) coincide con
M(I), asi P, *(I) es una 2-celda, se sigue que P, '(I) es arco conexo y no es un arco. Luego, por el
Teorema 2.2 se tiene que P, L(I) no es irreducible. Por lo tanto, P, no es una funcién fuertemente
monotona. O

El siguiente ejemplo muestra que el reciproco de la Observacion 2.4 no se cumple.

Ejemplo 4.9. Cada funcién punto medio del arco [0, 1], P, : M([0, 1]) — [0, 1] es monétona, pero
no es fuertemente mondtona.

Demostracion. Se sigue directamente del Teorema 3.10, el Lema 4.5 y la Proposicion 4.8. g

Teorema 4.10. Para todo continuo X las siguientes proposiciones son equivalentes:
1. existe una funcién punto medio de X fuertemente monétona;
2. toda funcién punto medio de X es fuertemente monotona;

3. X es libre de arcos.

Demostracion. La prueba de la implicacion (2) = (1) es inmediata.
Como todo homeomorfismo es una funcién fuertemente monotona, tenemos que la implicacion
(3) = (2) se sigue del Teorema 4.3.

Finalmente, probaremos que (1) = (3) por contrarreciproca. Supongamos que X contiene un
arco A. Sea p cualquier funciéon de Whitney para C(X) y consideremos P, : M(X) — X la funcién
punto medio respectiva. De la prueba de la Proposiciéon 4.8 tenemos que P, L(A) contiene una
2-celda; ademés por el Lema 4.6, Pu_l(A) es un subespacio arco conexo de M(X). Luego, por el

Teorema 2.2 se tiene que P '(A) no es irreducible. Se sigue que P, no es fuertemente monétona.
O

Es inmediato del Teorema 4.10, la Observacion 2.4 y las Proposiciones 2.6, 2.7 y 2.8 concluir
lo siguiente.

Corolario 4.11. Si X es un continuo libre de arcos, entonces toda funcién punto medio de X es
fuertemente libremente descomponible (y, en consecuencia, libremente descomponible).
A continuacién citamos una caracterizacion de las dendritas. Cabe mencionar que en [8] se

presentan dos caracterizaciones mas de las dendritas, en términos de su funcién de puntos extremos.

Teorema 4.12. Para cualquier continuo X las siguientes proposiciones son equivalentes:
1. X es una dendrita;

2. la funcién de puntos extremos E : M(X) — F»(X) es un homeomorfismo;

3. existe un homeomorfismo S : M(X) — F2(X) de manera que S(A) C A, para cada
Ae M(X).

Demostracién. Véase [8, Teorema 1.34]. O

Una consecuencia inmediata del Teorema 4.12 es el resultado que sigue.
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Corolario 4.13. Si X es una dendrita, entonces la funcion de puntos extremos E de X es fuerte-
mente monoétona (en consecuencia, E es una funcién fuertemente libremente descomponible y asi,
libremente descomponible).

Corolario 4.14. Considérense las siguientes condiciones para un continuo X:
1. existe una funcién punto medio de X que es fuertemente mondétona;
2. todas las funciones punto medio de X son fuertemente mondtonas;
3. la funcién de puntos extremos de X es fuertemente mondtona.

Las condiciones (1) y (2) siempre son equivalentes. Mas aiin, si X es arco conexo, entonces (2) = (3)
(pero en general (3) = (2)).

Demostracién. Por el Teorema 4.10 sabemos que (1) < (2).

Ahora, si X es arco conexo y suponemos (2), usando la Observacion 2.4 y el Teorema 4.7
inferimos que la funcién de puntos extremos F es un encaje. Dado que X es arco conexo obtenemos
que E es suprayectiva y, por lo tanto, es un homeomorfismo. Esto demuestra (3).

Por otro lado, si X es una dendrita, por el Teorema 4.12 se cumple (3). Note que, dado que
X es una dendrita por el Teorema de arco conexidad [18, 8.23], X es un continuo arco conexo.
Ahora, por el Teorema 4.10 no se cumple (2). O

Corolario 4.15. Considérense las siguientes condiciones para un continuo X:
1. existe una funcion punto medio de X que es atomica;
2. todas las funciones punto medio de X son atémicas;
3. la funcién de puntos extremos de X es atémica.

Las condiciones (1) y (2) siempre son equivalentes. Mas aun, si X es arco conexo, entonces (2) = (3)
(pero en general (3) # (2)).

Demostracion. Del Teorema 4.4 se tiene que (1) < (2).

Supongamos ahora (2), en particular las funciones punto medio de X son continuas y M(X) es
compacto. Asi, del Teorema 4.7 obtenemos que la funciéon de puntos extremos E es un encaje. La
arco conexidad de X implica que E es suprayectiva y, en consecuencia, F es un homeomorfismo.
Esto muestra (3).

Por dltimo, si X es una dendrita, por el Teorema 4.12 se tiene (3). Note que, dado que X es
una dendrita por el Teorema de arco conexidad [18, 8.23], X es un continuo arco conexo. Por otra
parte, por el Teorema 4.4 no se tiene (2). O

Concluimos esta seccién con una nueva caracterizacion de las dendritas, en términos de las
funciones que hemos considerado en este trabajo.

Corolario 4.16. Las siguientes condiciones son equivalentes para un continuo arco conexo X:

1. la funcion de puntos extremos E : M(X) — F5(X) pertenece a alguna de las clases de
funciones presentadas en la Definicion 2.3;

2. X es una dendrita.

Demostracién. La implicaciéon (2) = (1) se sigue del Teorema 4.12.

Ahora supongamos que se cumple (1). Puesto que X es arco conexo, la funciéon E es suprayec-
tiva. Asi, el Corolario 3.17 implica que E es un homeomorfismo. Por lo tanto, X es una dendrita
(Teorema 4.12). O

Agradecimientos: Mas alla de la formalidad de agradecer al arbitro (a), con toda sinceridad,
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1. Introducciéon

Un continuo es un espacio métrico, no vacio, compacto y conexo.

La propiedad de Kelley fue introducida por J. L. Kelley como Propiedad 3.2, para continuos,
véase [13, pag. 26]; esta nocién fue usada para estudiar la contractibilidad de los hiperespacios de
continuos, en relacién con estos conceptos se sugiere al lector revisar [17, Capitulo XVI] o [12,
pags. 167-172]. En 1998, J. J. Charatonik y W. J. Charatonik definieron una propiedad méas débil
que la propiedad de Kelley, a saber, la propiedad de semi-Kelley, véase [8, Definicion 3.16]; para
maés sobre esta propiedad véase [1], [2], [7], [11].

Un continuo de Hausdorff es un espacio topologico de Hausdorff, no vacio, compacto y conexo.

En 1999, W. J. Charatonik [9, Definicion 2.1] y W. Makuchowski [15, pag. 124] de mane-
ra independiente extendieron el concepto de propiedad de Kelley, a la clase de los continuos de
Hausdorff; W. J. Charatonik dio un ejemplo de un continuo de Hausdorff homogéneo que no tiene
la propiedad de Kelley, y W. Makuchowski demostrdé que varias definiciones relacionadas con la
conexidad local, son equivalentes en el hiperespacio de subcontinuos de un continuo de Hausdorff
que tiene la propiedad de Kelley.

Recientemente M. E. Chacon y M. de J. Lopez extendieron la propiedad de semi-Kelley, a
la clase de los continuos de Hausdorff [6, Definicion 3.15], y obtuvieron que varios resultados
encontrados en [8], son vélidos en la clase de los continuos de Hausdorff. El estudio de ciertos tipos
de funciones entre continuos es una herramienta para obtener informacién de las propiedades de
continuos [14]. En relacion al estudio de los continuos de Hausdorff con la propiedad de semi-Kelley,
véase [4], [5] v [6].

En este trabajo se exponen resultados sobre algunas clases de funciones y las propiedades arriba
mencionadas, precisamente, demostramos los resultados siguientes en la clase de los continuos de
Hausdorff: tener la propiedad de semi-Kelley se preserva bajo retracciones (Teorema 3.4), tener
la propiedad de Kelley se preserva bajo funciones confluentes (Teorema 3.6), de hecho con este
resultado se responde en lo positivo a la cuestion [5, Pregunta 4.5] y, por altimo, si un continuo de
Hausdorff tiene la propiedad de Kelley, entonces su imagen bajo una funcién semi-confluente tiene
la propiedad de semi-Kelley (Teorema 3.7). Cabe mencionar que estos resultados generalizan los
ya demostrados por J. J. Charatonik y W. J. Charatonik, véase [8, Seccion 5].
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2. Preliminares

Para dos conjuntos X, Y y una funcién f: X — Y, dado A C X, la imagen directa de A bajo
f se denota por f(A), y dado B C Y, la imagen inversa de B bajo f se denota por f~!(B).

Dado un continuo de Hausdorff X, se considera la coleccion de los subconjuntos no vacios y
cerrados de X, denotada y definida por
2% = {A C X : A es no vacio y cerrado de X},

esta coleccion se dota de la topologia de Vietoris, que a continuaciéon se describe: para cada n € N
y cada coleccién finita Uy, ..., U, de conjuntos abiertos de X, se define

(Uy,...,Up) = {A62X AC UUi y ANU; # 0, para cada i € {L...,n}}.

i=1
La coleccion de todos los conjuntos de la forma (Ui,...,U,) es una base para la topologia de
Vietoris para 2, véase [16, Definicion 1.7, pag. 153]. Al conjunto 2% con la topologia de Vietoris se
le llama hiperespacio de cerrados de X. También se considera la coleccién de todos los subcontinuos
de Hausdorff de X, denotada y definida por

C(X)={A€c2%: Aes conexo},

considerado como subespacio de 2%, llamado el hiperespacio de subcontinuos de X. Es conocido
que si X es un continuo de Hausdorff, entonces los hiperespacios 2% y C'(X) son también continuos
de Hausdorff [16]. De este modo, dado un continuo de Hausdorff X, se tiene que

20(X) — {4 € C(X) : A es un subconjunto no vacio y cerrado de C(X)}
y
C(C(X)) = {A €290 : A es conexo}
son también continuos de Hausdorff.
Dados X un continuo de Hausdorff y A, B € C(X) con A C B, consideremos la coleccion
C(A,B)={Ke(C(B): ACK}.
En [4, Observacion 2.1] se prueba que C(4, B) es un subconjunto no vacio cerrado y conexo de
C(X), estoes C(A4,B) € C(C(X)).
Por otro lado, si A C 2%, se denota por |J.A la unién de sus elementos, es decir, |JA = {z € X :
existe A € A tal que z € A}.

Una funcién continua entre continuos de Hausdorff f : X — Y induce una funcién entre
los hiperespacios de subcontinuos de X y Y, denotada por C(f) : C(X) — C(Y) y definida como
C(f)(A) = f(A), paracada A € C(X). En [16, 5.10.1] se prueba que C(f) es una funciéon continua.

Ahora mencionamos la nocién de conjunto dirigido y el concepto de red en espacios topoldgicos.

Definicién 2.1. Se dice que un par (D, <) es un conjunto dirigido si D es un conjunto no vacio,
< es una relacién de orden en D, y para cualesquiera a,b € D existe c€ D cona < cy b < c.
Cuando el contexto lo permita, se dice simplemente que D es un conjunto dirigido, sin mencionar
explicitamente la relaciéon de orden.

Definicion 2.2. Una red en un espacio topolégico X es una funcién R : D — X, donde D es un
conjunto dirigido, la red R también se denota por {R(d)}4ep- En todo este trabajo, al considerar
una red R: D — X, se sobreentendera que D es un conjunto dirigido.

Recordemos la siguiente definicion usual de convergencia de una red en un espacio topologico.

Definicion 2.3. Sean X un espacio topolégico, R : D — X una red en X y un punto a € X. Se
dice que la red R converge al punto a si para toda vecindad V de a, existe n € D tal que para todo
m € D, si n < m, entonces R(m) € V.
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Definicién 2.4. Dados un continuo de Hausdorff X y una red R : D — 2%, se define el limite
superior de la red R por limsup R = {z € X : para toda vecindad U de z en X y todo n € D,
existe m € D tal que n < my UN R(m) # 0}.

Dado un continuo de Hausdorff X, en [5, Teorema 3.10 (3)] se prueba que el limite superior
de una red es un subconjunto cerrado de X y no vacio. Esto es:

Lema 2.5. Sean X un continuo de Hausdorff y {R(d)}4ep una red en 2% se tiene que
lim sup{R(d) }4ep

es un elemento de 2%,

Por otro lado, otra propiedad méas que usaremos de limites superiores de redes es la siguiente,
cuya prueba la puede consultar en [5, Teorema 3.15].

Lema 2.6. Sean X y Y continuos de Hausdorff, f : X — Y una funcién continua y R: D — 2%
una red. Entonces f(lim sup{R(d)}aep) = limsup{f(R(d))}dep-

En 1942, J. L. Kelley introduce el concepto de propiedad de Kelley para continuos, original-
mente era conocida como propiedad 3.2, [13, pag. 26], que a continuaciéon enunciamos:

Definicion 2.7. Sean X un continuo con métrica d, diremos que X tiene la propiedad de Kelley
si para cada € > 0, existe § > 0 tal que para todo p,q € X, si d(p,q) < 4, entonces para todo
K € C({p}, X), existe L € C'({¢}, X) tal que H(K, L) < ¢, donde H denota la métrica de Hausdorft
en C(X).

En 1999, W. J. Charatonik [9, Definicién 2.1] y W. Makuchowski [15, pag. 124] extienden
independientemente el concepto de propiedad de Kelley para la clase de continuos de Hausdorff,
como sigue:

Definicion 2.8. Sean X un continuo de Hausdorff y un punto p € X, diremos que X tiene la
propiedad de Kelley en p, si para cada K € C({p}, X) y para cada conjunto abierto U de C(X)
con K € U, existe un conjunto abierto U de X con p € U tal que si ¢ € U, entonces existe
L € C({q}, X)NU. Diremos que X tiene la propiedad de Kelley si tiene la propiedad de Kelley en
cada uno de sus puntos.

Naturalmente, las Definiciones 2.7 y 2.8 son equivalentes en la clase de los continuos Hausdoff,
véase [5, Teorema 4.3].

Vamos a necesitar la siguiente equivalencia a la propiedad de Kelley, en la clase de los continuos
de Hausdorff.

Teorema 2.9. Si X es un continuo de Hausdorff, entonces las siguientes proposiciones son equi-
valentes:

(1) X tiene la propiedad de Kelley.
(2) Para cada subconjunto abierto U de C'(X), se tiene que |JU es un conjunto abierto de X.
(3) La funcion f: X — 26X definida por f(p) = C({p}, X), para cada p € X, es continua.

Cabe mencionar que la equivalencia de (1) y (3) fue probada por R. Wardle para continuos,
véase [19, (2.2) Teorema]; por otro lado, W. J. Charatonik menciona, sin dar prueba alguna, que
(1) y (3) son equivalentes para continuos de Hausdorff, véase [9, Proposicion 2.3]. W. Makuchowski
prueba la equivalencia de (1) y (2), véase [15, Teorema 11]. Una prueba completa la puede encontrar
en [5, Teorema 4.4].

En 1998, J. J. Charatonik y J. W. Charatonik definieron el concepto de continuo limite mazimal
para continuos [8, Definiciéon 3.2| como sigue:
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Definicién 2.10. Sean K un subcontinuo de un continuo X. Un subcontinuo M C K se llama
continuo limite mazimal de K si existe una sucesion {M, }nen en C(X) que converge a M tal que,
para cada sucesion { M },en de subcontinuos de X, con M,, C M, para cadan € N, si {M] }nen
converge a algin M’ € C(K), entonces M’ = M.

Dados un continuo de Hausdorff X y U C C'(X), consideramos la coleccién
FW={BeCX):C(B,X)NU#0}.

Recientemente, M. Chacon-Tirado y M. de J. Lopez en [4, Definicién 4.5] extienden el concepto
de continuo limite mazimal, a la clase de los continuos de Hausdorff de la siguiente manera:

Definicion 2.11. Sean M, K subcontinuos de un continuo de Hausdorff X, con M C K. Llama-
remos a M continuo limite mazimal de Hausdorff de K en X si, para cada subcontinuo L C X
con M C L C K existe U C C(X) abierto tal que L € U y el conjunto F'(U) no es vecindad de M.

Por supuesto, las Definiciones 2.10 y 2.11 coinciden en la clase de los continuos, véase [4,
Teorema 4.8].

Otro concepto interesante es la propiedad de semi-Kelley, éste fue introducido por J. J. Cha-
ratonik y W. J. Charatonik en [8, Definicién 3.16] para continuos, usando la nocién de continuo
limite maximal. También recientemente, M. Chacén-Tirado y M. de J. Lopez en [6, Definicion
3.15] extienden el concepto de continuo de Hausdorff con la propiedad de semi-Kelley, de manera
similar, usando la nocién de continuo limite maximal de Hausdorff.

Definicién 2.12. Un continuo de Hausdorff X tiene la propiedad de semi-Kelley (o bien, X es
un continuo de Hausdorff semi-Kelley) si para cada subcontinuo K de X, se tiene que si M; y My
son continuos limites maximal de Hausdorff de K, entonces M; C Ms o bien My C M.

Recordemos que un continuo tiene la propiedad de semi-Kelley si cambiamos en la Definicion
2.12 continuo limite maximal de Hausdorff por continuo limite mazximal.

En 1998, J. J. Charatonik y W. J. Charatonik también definieron para continuos el concepto
de continuo limite mazimal fuerte [8, Definicion 3.3] que a continuacion citamos:

Definicion 2.13. Sean K un subcontinuo de un continuo X. Un subcontinuo M C K se llama
continuo limite mazimal fuerte de K si existe una sucesion de subcontinuos de X, {M,, }nen, que
converge a M en C(X) tal que, para cada subsucesion {M,,, }ren de { M), }nen y para cada sucesion
{M} }ren en C(X) tal que M,, C Mj, para cada k € N, que converge a M’ € C(K), se tiene que
M =M.

Recientemente, M. Chacon-Tirado y M. de J. Lopez en [6, Definicion 3.7] extienden el con-
cepto de continuo limite mazimal fuerte de Hausdorff, para continuos de Hausdorff, de la siguiente
manera:

Definicion 2.14. Sean M, K subcontinuos de un continuo de Hausdorff X, con M C K. Llama-
remos a M continuo limite mazimal fuerte de Hausdorff de K en X, si existe una red {My}aep
en C(X) que converge a M tal que

C(K) Nimsup{C (M, X)}baep = (M},

Necesitamos otra equivalencia méas a la propiedad de Kelley, en la clase de los continuos de
Hausdorff. Este resultado lo usamos para probar que la imagen confluente de un continuo de
Hausdorff con la propiedad de Kelley, también tiene la propiedad de Kelley.

Teorema 2.15. [6, Teorema 3.12] Si X es un continuo de Hausdorff, entonces las siguientes
proposiciones son equivalentes:

1. X tiene la propiedad de Kelley.
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2. Para cada subcontinuo K de X, se tiene que K es el tinico continuo limite maximal de
Hausdorff de K.

3. Para cada subcontinuo K de X, se tiene que K es el tinico continuo limite maximal fuerte
de Hausdorff de K en X.

Concluimos esta seccion citando una equivalencia a la propiedad de semi-Kelley en la clase de
los continuos de Hausdorff. Con este resultado vamos a probar que la imagen semi-confluente de
un continuo de Hausdorff con la propiedad de Kelley, tiene la propiedad de semi-Kelley.

Teorema 2.16. [6, Teorema 3.18] Si X es un continuo de Hausdorff, entonces las siguientes
proposiciones son equivalentes:
1. X tiene la propiedad de semi-Kelley.
2. Para cada subcontinuo K de X y cada M; y Ms continuos limite maximal fuerte de
Hausdorff de K en X, se tiene que My, C My o bien My C M.

3. Imagenes de continuos de Hausdorff Kelley y semi-Kelley

En esta secccion estudiaremos la relacion entre algunas clases de funciones y los continuos de
Hausdorff con la propiedad de Kelley o la propiedad de semi-Kelley.

Para dos continuos de Hausdorff X y Y y una funcién continua f : X — Y y suprayectiva, se
dice que:

(1) f es una retraccion, si Y C X y para cada y € Y, se tiene que f(y) = y; en este caso
diremos que Y es un retracto de X;

(2) f es abierta, si para cada subconjunto abierto de X, se tiene que su imagen bajo f es un
subconjunto abierto de Y;

(3) f es mondtona, si para cada y € Y, se tiene que f~!(y) es un subconjunto conexo de X;

(4) f es confluente, si para cada subcontinuo @ de Y y cada componente K de f~1(Q), se
tiene que f(K) = Q;

(5) f es débilmente confluente, si para cada subcontinuo () de Y existe una componente K de
F7HQ), que satisface f(K) = Q;

(6) f es semi-confluente, si para cada subcontinuo @) de Y y para cada dos componentes K; y
K> de f71(Q), se tiene que f(K1) C f(K2) o bien f(K2) C f(K1).

De las definiciones se obtienen los siguientes lemas.

Lema 3.1. Sean X y Y continuos de Hausdorff y f: X — Y una funcién confluente, entonces f
es débilmente confluente.

Lema 3.2. Sean X y Y continuos de Hausdorff y f : X — Y una funcién semi-confluente, entonces
f es débilmente confluente.

Lema 3.3. Sean X y Y continuos de Hausdorff tales que Y es un retracto de X y K un subcontinuo
de Y. Si M es un continuo limite maximal de Hausdorff de K en Y, entonces M es un continuo
limite maximal de Hausdorff de K en X.

Demostraciéon. Sea r: X — Y una retracciéon de X en Y. Consideremos L un subcontinuo de
X tal que M C L C K. Como M es continuo limite maximal de Hausdorff de K en Y, existe un
conjunto abierto U en C(Y) tal que L € U y la coleccion {B € C(Y) : C(B,Y)NU # (} no es
vecindad de M en C(Y"). Ahora, consideremos la funcion inducida C(r) : C(X) — C(Y), la cual es
continua, y sea V = C(r)~1(U). Se tiene que V es un conjunto abierto de C'(X) tal que L € U C V.
Ademas, note que {B € C(X) : C(B,X)NV#0}NCY)={BeCY):C(B,Y)NU # 0}; de
aqui se obtiene que la coleccion {B € C(X) : C(B,X) NV # 0} no es vecindad de M en C(X).
Esto es, M es un continuo limite maximal de Hausdorff de K en X. O

Como consecuencia del Lema 3.3 obtenemos el siguiente resultado.
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Teorema 3.4. Sean X y Y continuos de Hausdorff. Si X tiene la propiedad de semi-Kelley y Y
es un retracto de X, entonces Y tiene la propiedad de semi-Kelley.

Con el resultado que sigue probaremos que las funciones confluentes preservan la propiedad de
Kelley, en la clase de los continuos de Hausdorff.

Lema 3.5. Sean X y Y continuos de Hausdorff y f : X — Y una funcién débilmente confluente.
Si X tiene la propiedad de Kelley y M es un continuo limite maximal fuerte de Hausdorff de un
subcontinuo K de Y, entonces existe una componente E de f~1(K) tal que f(E) = M.

Demostracion. Como M es un continuo limite maximal fuerte de Hausdorff de un subconjunto
K de Y, podemos considerar una red {M;}qep en C(Y) que converge a M tal que C(K) N
limsup{C(My4,Y)}aep = {M}. Como f es débilmente confluente, para cada d € D, podemos
considerar By una componente de f~1(My) tal que f(Bg) = My. Note que By € C(X), asi
{B4} C C(X), para cada d € D, se sigue que limsup{{B4}}4sep C C(X). Por el Lema 2.5
podemos considerar un elemento B € C'(X) tal que B € limsup{{Bg}}dep.

Afirmacion 1. Se tiene que f(B) = M.

En efecto, consideremos la funcién inducida C(f) : C(X) — C(Y'), note que C(f) es continua
y C(f)({Ba}) = {My}, para cada d € D. Por el Lema 2.6, se tiene que

C(f)(limsup{{Ba}}aep) = limsup{C(f)({Ba})}dep
= limsup{{Ma}}aep = {M}.

Luego, C(f)(B) € {M}. Esto es f(B) € {M}, esto prueba la Afirmacién 1.

Ahora, consideremos la componente E de f~!(K) tal que B C E. Se sigue que M = f(B) C
f(F)C K.

Afirmacion 2. Se tiene que f(F) C M.

En efecto, suponga que M C f(E) C K, como M es un continuo limite maximal fuerte
de Hausdorff de K, entonces f(F) ¢ limsup{C(Mq,Y)}4ep. Luego, existen un conjunto abierto
U de C(Y) y un elemento dy € D tales que f(F) € U, y para cada m € D con m = dy, se
tiene que U N C(M,,,Y) = 0. Sin perder generalidad, podemos elegir U = (Uy,...,U,) N C(Y),
donde Uy, ...,U, son subconjuntos abiertos de Y, para algin n € N. Como M C f(E) € U,
renumerando los conjuntos abiertos Uy, ..., U,, podemos suponer que {i € {1,...,n}: U;N M #
0} ={1,...,r}, para algan r € N. Dado que (U, ...,U,) NC(Y) es un conjunto abierto de C(X)
que contiene a M, podemos elegir d; € D tal que, para todo m € D con d; < m, se tiene que
M,, € (Uh,...,U) N C(Y).

Note que C(f)~!(U) es un conjunto abierto de C'(X) y E € C(f)~*(U). Pongamos U =
UC(f)~1(U). Como X tiene la propiedad de Kelley, se sigue del Teorema 2.9 que U es un conjunto
abierto de X. Note que B C E C U, asi B € (U). Luego, dado que dy € Dy (U) N C(X) es un
conjunto abierto de C(X) que contiene a By, ademas B € lim sup{{Bgy}}4cp, existe da € D con
do < do,dy < doy ((UYNC(X))N{Byg,} # 0. Esto implica que By, € (U)NC(X), asi By, C U. Para
ds € D, consideremos un punto by, € Bg, C U, entonces existe Vy, € C(f)~1(U) tal que by, € Vg,
y ademas C(f)(Vy,) € U. Se tiene que f(Vg,UBq4,) = f(Vi,)Uf(Bay) = f(Va,) UMy, € C(My,,Y),
de donde f(Vy,) U My, ¢ U. Como f(Vy,) € (Ur,...,Up)NC(Y)y Mg, € (Uy,..., U )NC(Y), es
claro que f(Vg,)UMy, € (U1,...,U,)NC(Y), lo cual es una contradiccion. Esto termina la prueba
de la Afirmacién 2.

De las Afirmaciones 1 y 2, se tiene que E es una componente de f~!(K) tal que f(E) = M.
El lema queda probado. O
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En [5, Pregunta 4.5] se cuestiona que si la propiedad de Kelley se preserva por funciones
confluentes entre continuos de Hausdorff, asi con nuestro Teorema 3.6, se obtiene una respuesta
positiva a dicha interrogante.

Teorema 3.6. Sean X y Y continuos de Hausdorff. Si X tiene la propiedad de Kelley y f: X — Y
es una funcién confluente, entonces Y tiene la propiedad de Kelley.

Demostracion. Sean K un subcontinuo de Y y M un continuo limite maximal fuerte de Hausdorff
de K. Dado que f es confluente, por el Lema 3.1, tenemos que f es débilmente confluente. Ahora,
se sigue del Lema 3.5 que existe una componente E de f~!(K) tal que f(E) = M. Por otro lado,
como f es confluente, tenemos que f(E) = K. Esto implica que K = M. Finalmente, aplicando el
Teorema 2.15 obtenemos que Y tiene la propiedad de Kelley. O

Teorema 3.7. Sean X y Y continuos de Hausdorff. Si X tiene la propiedad de Kelley y f: X — Y
es una funcién semi-confluente, entonces Y tiene la propiedad de semi-Kelley.

Demostracion. Para ver que Y tiene la propiedad de semi-Kelley usaremos el Teorema 2.16. Para
esto sean K un subcontinuo de Y y M; y My dos continuos limites maximal fuerte de Hausdorff
de K en Y. Por el Lema 3.2, se sigue que f es débilmente confluente. Por el Lema 3.5, existen F
y Eo componentes de f~1(K) tales que f(E;) = My y f(E2) = M,. Como f es semi-confluente,
entonces M, C My o My C My, por lo tanto, Y tiene la propiedad de semi-Kelley. O

Concluimos este capitulo mencionando que en 2019, Leobardo Fernandez e Isabel Puga proba-
ron que la propiedad de semi-Kelley se preserva bajo funciones abiertas y también bajo funciones
confluentes, entre continuos, [10, Teoremas 7 y 8]. En relacién con estos resultados, citamos la
pregunta planteada en [6, Pregunta 5.6] que dice lo siguiente:

PROBLEMA 3.8. Sean X y Y continuos de Hausdorff y f : X — Y una funcién abierta o monétona.
Si X es un continuo de Hausdorff con la propiedad de semi-Kelley, ;serd que Y tiene la propiedad
de semi-Kelley?
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1. Introduccién

Este trabajo esta basado en [42], el cual fue presentado con el mismo titulo como la Tesina
del segundo autor, para obtener el grado de Maestro en Ciencias (Matematicas) en la Facultad de
Ciencias de la U.N.A.M. También contiene material que aparece en [1]. Nuestro estudio se enmarca
en el area de las Matematicas llamada Sistemas Dinamicos Discretos. Vamos a definir lo que es un
sistema dindmico discreto auténomo y lo que es un sistema dindmico discreto no-autiiomo. Para
simplificar la escritura, nos referimos a ellos como “sistema autéonomo” y “sistema no-autéonomo”,
respectivamente. El propoésito principal es exponer una introduccién general a los sistemas no-
auténomos, presentando tanto propiedades bésicas, como otras que requieren de més desarrollo,
e indicando tanto similitudes como diferencias que existen entre un sistema auténomo y uno no-
autiomo. Los ingredientes que describen el caos en el sentido de Devaney, es decir la transitividad,
la densidad de puntos periodicos y la dependencia sensitiva a condiciones iniciales, son conceptos
fundamentales en este trabajo, asi como la semiconjugaciéon y la conjugacién topologicas.

En cuanto al contenido, luego de esta Introduccion, en la Seccion 2 presentamos la notacion
asi como las nociones y resultados fundamentales de conjunto regularmente cerrado, conjunto den-
so en otro conjunto y de conjunto co-denso, las cuales se utilizan posteriormente. En la Seccién
3 consideramos las correspondientes definiciones de sistema auténomo (Definicion 3.1) y de sis-
tema no-autéonomo (Definicion 3.3). En todo el trabajo estudiamos principalmente los sistemas
no-autéonomos como se indican en la Definicion 3.3, aunque también presentamos resultados y
sobre todo ejemplos, para sistemas no-auténomos de la forma (X, fo), donde X es un espacio
topologico, fs es la sucesion {f,: n € N}y, para cadan € N, f,,: X — X es una funcin continua.
Los sistemas no-auténomos (X, foo) son un caso particular de los que se indican en la Definicién
3.3. Otro caso particular de sistema no-auténomo es el que aparece en la Definiciéon 3.1. Entre
los resultados que se presentan en la Seccion 3, para sistemas no-auténomos, destacamos que las
Proposiciones 3.13, 3.14, 3.17, 3.19 y el Teorema 3.15 aparecen aqui en una forma diferente a como
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originalmente se enuncian en [40]. La Proposicion 3.14 enuncia dos afirmaciones equivalentes a la
transitividad en relacién con la transitividad en un conjunto, y con el hecho de poseer un conjunto
transitivo (ver Definiciones 3.7 y 3.9). En el Teorema 3.15 se indican dos afirmaciones que son
equivalentes a la transitividad en un conjunto, los cuales extienden resultados conocidos para el
caso de la transitividad de un sistema auténomo. En el mismo sentido, en la Proposicién 3.17 se
indican tres propiedades que se derivan de la transitividad en un conjunto.

Dos sistemas dinamicos suelen compararse determinando si entre ellos existe una conjugaciéon
topoldgica o bien una semiconjugacion topolégica. Cuando un sistema auténomo es semiconjugado
topolégicamente con otro, algunas propiedades que posee el primero de ellos, también las tiene
el segundo. En la Secciéon 4 introducimos la semiconjugaciéon y la conjugacion topologicas, tanto
para sistemas auténomos (Definiciéon 4.1), como para no-autéonomos (Definicién 4.4). Entre los
resultados que se presentan destacamos los siguientes: en el Teorema 4.8, dados dos sistemas no-
autonomos (X, foo) ¥ (Y, goo ), una semiconjugacion h: X — Y y un subconjunto no vacio A de X,
mostramos condiciones bajo las que se preservan tanto la transitividad como la m-transitividad
en A. El Teorema 4.12 generaliza [50, Lema 3.1] y su parte 2) aparece por primera vez en este
trabajo.

El tema de la semiconjugacién y la conjugacién aparece de nuevo en las Secciones 5 y 6. En
la Seccién 5 probamos que ser un punto periddico se preserva bajo semiconjugacion (Teorema
5.8). En el Teorema 6.10 mostramos una condicién, bajo la cual, la dependencia sensitiva bajo
condiciones iniciales se preserva bajo conjugacion y, en el Teorema 6.11, asi como en los corolarios
que se derivan, combinamos el trabajo realizado para la preservacién, bajo conjugacion, del caos
en el sentido de Devaney. En la forma en que se presentan, los Teoremas 5.8 y 5.9 aparecen aqui
por primera vez.

La nocién de punto periédico para un sistema no-auténomo no es estandar. En la Definicion 5.3
consideramos tres de ellas, que distinguimos como (P1), (P2) y (P3). Cada una de estas nociones
tiene sus ventajas y sus desventajas pues, como veremos, mientras que la érbita de un punto
periodico en el sentido (P3) es un conjunto finito (cosa que no necesariamente sucede con las
otras nociones), un punto periddico en el sentido (P3) puede no tener periodo (cosa que siempre
sucede con las otras nociones). En la Seccion 5 estudiamos las tres nociones de punto periédico y de
punto fijo para un sistema no-auténomo, enunciamos propiedades fundamentales de dichas nociones
(Proposiciones 5.5 y 5.7) y mostramos que algunos resultados validos para sistemas auténomos
(Proposiciones 5.22, 5.24, 5.25 y 5.27), no necesariamente se cumplen en un sistema no-auténomo
(Ejemplos 5.1, 5.12, 5.17, 5.23, 5.26 y 5.28). Por sus propiedades, consideramos interesantes los
Ejemplos 5.18 y 5.19.

Un resultado importante en la teoria de los sistemas auténomos es el Teorema de Transitividad
de Birkhoff (Teorema 5.41), el cual da condiciones bajo las cuales la transitividad de una funcién
equivale a la existencia de un punto cuya oérbita es densa. En el Ejemplo 5.35 verificamos que
esto no se cumple en un sistema no-auténomo. Ademas presentamos varios resultados, como las
Proposiciones 5.20, 5.29 y 5.30, asi como los Teoremas 5.39 y 5.40 para finalmente obtener el
Teorema 5.42, el cual es una version del Teorema de Transititividad de Birkhoff para sistemas
no-auténomos de la forma (X, foo).

En la Secciéon 6 consideramos la nocién de caos en el sentido de Devaney, para un sistema
autonomo (Definicion 6.2). Es conocido que todo sistema metrizable autéonomo e infinito que es
transitivo y cuyo conjunto de puntos peridédicos es denso, posee dependencia sensitiva a condiciones
iniciales (Teorema 6.3). El objetivo principal de la Seccion 6 es exhibir condiciones bajo las que
dicho resultado permanece vélido en un sistema no-auténomo (ver Problema 1 de [38]). Para esto
indicamos primero la definicién de dependencia sensitiva a condiciones iniciales en un sistema no-
autéonomo (Definicion 6.4). Intuitivamente un sistema posee tal propiedad si en cualquier abierto



1. INTRODUCCION 59

no vacio se pueden encontrar dos puntos y una iteracion de ellos que los separe significativamente.
Luego de esto presentamos tres nociones, para sistemas no-auténomos: el caos en un conjunto en el
sentido de Devaney (Definicion 6.8), la equi-continuidad de una familia de funciones (Definicion 6.9)
y la ergodicidad topolégica en un conjunto (Definicién 6.17). En la Proposicion 6.18 probamos que,
en un sistema no-auténomo, la transitividad y la densidad de puntos periédicos en un conjunto
invariante (Definicion 3.11), implican la ergodicidad topologica en dicho conjunto.

A continuacion estudiamos el problema de si, en un sistema no-auténomo, la transitividad y
la densidad de puntos periodicos en un conjunto A, en el sentido (P3), implican la dependencia
sensitiva a condiciones iniciales en A. Conviene mencionar que si I = [0, 1] es el intervalo unitario con
su topologia usual, entonces en [49, Ejemplo 4.4] se construye un sistema no-auténomo (I, fo,) que
es transitivo, su conjunto de puntos periodicos en el sentido (P1) es denso y no tiene dependencia
sensitiva a condiciones iniciales. Los sistemas no-auténomos presentados en los Ejemplos 5.28 y
5.43 también satisfacen dichas condiciones. En 2018 A. Miralles, M. Murillo-Arcila y M. Sanchis
muestran en [43, Proposicion 2.3], que todo sistema auténomo (X, f), transitivo y sin dependencia
sensitiva a condiciones iniciales, donde f: X — X es una funcién continua y biyectiva, induce un
sistema no-auténomo (X, foo) que es transitivo, su conjunto de puntos periodicos en el sentido
(P2) es X (y por tanto denso en X) y no tiene dependencia sensitiva a condiciones iniciales. En
[43, Teorema 2.4] prueban que cuando la sucesion de funciones continuas {f,: n € N} que define
a fo converge uniformemente a una funcién continua f: X — X, la transtividad y la densidad de
puntos periodicos en el sentido (P2), implican la dependencia sensitiva a condiciones iniciales.

Con respecto al problema de si la tansititivad y la densidad de puntos periédicos en un conjunto
A, en el sentido (P3), implican la dependencia sensitiva a condiciones iniciales en A, destacamos
los Teoremas 6.20, 6.23, 6.25 y 6.29. éste ultimo resultado es similar a [43, Teorema 2.4], pero
considerando que la sucesion {f,: n € N} de funciones continuas f,,: X — X que define a f,
converge puntualmente a una funcién continua f: X — X.

Como hemos indicado, la nocién mas general de sistema no-auténomo que consideramos es
la que aparece en la Definicién 3.3, aunque también presentamos resultados para sistemas no-
auténomos de la forma (X, fo ). Una de las principales aportaciones de este trabajo, es la unificacion
tanto de nociones como de resultados a los sistemas dinamicos de la Definicion 3.3. Hemos visto,
por ejemplo, que algunas definiciones y/o resultados que en la literatura aparecen considerados
para sistemas no-autonomos de la forma (X, fo), permanecen validos o se pueden adaptar en la
situacién mas general, y asi es como los presentamos en este trabajo. Un ejemplo de esto es la
Definicion 3.9, las Proposiciones 3.12, 3.13, 3.14, 3.17, 3.19 y los Teoremas 3.15, 3.16 y 4.12. En
otros casos, como en los Teoremas 5.36 y 5.42, es interesante saber si el resultado se puede adaptar
a la situacion mas general. Otra aportacién es que el presente es el primer texto en castellano en
donde se realiza un estudio sistematico de los tres tipos de puntos periédicos que se han considerado
en la literatura, estudio que en inglés se inicia en [1]. Otra aportacion maés es el trabajo que se ha
dedicado a presentar las demostraciones en la forma més detallada posible, a riesgo de la extension
del mismo.

1.1. Panorama Histérico. Historicamente los sistemas no-auténomos fueron introducidos
en 1996 por S. Kolyada y L. Snoha en [33], trabajo en cuya introduccién se realiza una detallada
motivacion de las razones del interés de su estudio. Dichos sistemas estan relacionados con las ecua-
ciones en diferencia no-auténomas. Una forma general de una ecuacién en diferencia no-auténoma
es la siguiente: dados un espacio métrico y compacto (X, d) y una sucesion de funciones continuas
{fn:n € N} tal que f,: X — X para cada n € N definimos, para toda z € X,

{IL‘l = I,
Tny1 = fn(mn)
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Notemos que las 6rbitas de los puntos son una solucién a la ecuacién. Esta clase de ecuaciones en
diferencia no-auténoma ha sido de gran interés para muchos mateméticos. Mientras que los sistemas
autonomos evolucionan siempre de acuerdo a una misma ley que no cambia, los sistemas no-
auténomos suelen modelar fenémenos naturales que estan sujetos a fuerzas externas que dependen
del tiempo. De 1996 a la fecha, una gran cantidad de articulos de investigacién se han dedicado
a las propiedades dinamicas de los sistemas no-auténomos. Como se menciona en [66], en 1996 S.
Kolyada y L. Snoha dieron en [33] la definicién de entropia topoldgica para sistemas no-auténomos.
En 2002, W. Krabs estudio en [36] la estabilidad de los sistemas no-autonomos. También en 2002, R.
Kempf estudi6 en [31] los w-conjuntos limite para los sistemas no-auténomos. Dichos w-conjuntos
limites fueron posteriormente estudiados en 2006 por J. S. Canovas en [14]. En 2004, S. Kolyada, L.
Snoha y S. Trofimchuk consideraron en [35] la minimalidad de los sistemas no-auténomos. En 2008,
X. Huang, X. Wen y F. Zeng estudiaron en [29] la presién topoldgica de un sistema no-auténomo
y, posteriormente, en [28] analizaron la entropia preimagen de un sistema no-auténomo. En 2009
tanto Y. Shi y G. Chen en [50] como P. Oprocha y P. Wilczyniski en [46], hicieron un estudio sobre
el caos en sistemas no-auténomos. En 2011 J. S. Canovas también realiz6 en [16] un estudio del
caos en sistemas no-auténomos.

En 2014 L. Liu y Y. Sun consideraron en [40] las nociones de transitividad de un subcon-
junto en un sistema no-auténomo, asi como las de funciones débilmente mezcladoras y funciones
semiconjugadas. En 2017 I. Sanchez, M. Sanchis y H. Villanueva en [49], trasladan conceptos co-
mo transitividad, funcién débilmente mezcladora, puntos periédicos y transitivos, dependencia a
condiciones iniciales, entre otros, a sistemas no-aténomos en hiperespacios con la métrica de Haus-
dorff. Tres articulos que presentan problemas abiertos y nuevas lineas de investigaciéon en torno a
los sistemas no-auténomos son [4], [5] y [15].

En cuanto a trabajos de tesis en el tema de los sistemas no-auténomos, hasta donde sabemos
no se han realizado Tesis de Licenciatura. El 21 de abril de 2017 se present
o la Tesis de Maestria [25] de G. Gupta, y el 12 de marzo de 2018 la Tesis de Maestria [48] de M.
Salman, ambas en el Departamento de Matemaéticas de la Universidad de Delhi, India, y bajo la
direccion de la profesora Ruchi Das. El trabajo de M. Salman ha resultado en los articulos [17],
[18] y [19]. En enero de 2019 fue aprobada la Tesina de Maestria [42] del segundo autor de este
trabajo, y dirigida por el primero. La profesora Ruchi Das ha dirigido la Tesis de Doctorado [51]
de D. Thakkar, presentada en octubre de 2016, asi como la de R. Vasisht, quien el 9 de abril de
2019 expuso un reporte preliminar de su trabajo de tesis doctoral. El trabajo de D. Thakkar ha
derivado en los articulos [52], [53], [54], [55] y [56], y el de R. Vasisht en [58], [59], [60], [61], [62]
y [63]. En el 2018 fueron presentadas, en el Instituto de Ciencias Matematicas de la Universidad
Autonoma de Madrid, las Tesis de Doctorado [11] y [41] de F. Balibrea-Iniesta y C. Lopesino,
respectivamente. Ambas fueron dirigidas por los profesores Ana Maria Mancho Sanchez y Stephen
Wiggins. Como resultado de su trabajo, se han publicado los articulos [6], [7], [8], [9] v [10]. En [10]
y en el Capitulo 5 de [11] se presenta una aplicacion de los sistemas no-auténomos a un contexto
de analisis del transporte en el océano artico.

Como se menciona en [66], los sistemas no-auténomos aparecen con mas frecuencia que los
sistemas auténomos, pues muchos problemas fisicos, biolégicos y econdémicos suelen describirse
en términos de sistemas no-auténomos. Es por esta razén que el interés por estudiarlos se ha
incrementado durante los tltimos anos. El presente trabajo es una aportaciéon al tema de los
sistemas no-auténomos.

2. Preliminares

En esta seccién, ademas de presentar parte de la notacién que utilizamos, consideramos las
nociones de conjunto regularmente cerrado, de conjunto denso en otro conjunto, de conjunto denso
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en ninguna parte y de conjunto co-denso. Tanto los conceptos como los resultados que probamos,
seran utilizados en secciones posteriores.

Los simbolos N, Z,Q y R denotan los conjuntos de los niimeros naturales, los nimeros enteros,
los ntiimeros racionales y los nameros reales, respectivamente. Entendemos que 0 ¢ N. Si A es un
conjunto, entonces |A| denota la cardinalidad de A. La diferencia de dos conjuntos A y B se denota
como A\ B. La letra I representa al intervalo unitario [0, 1] con su topologia usual. Si f: X — Y
es una funcién y B C X, entonces el simbolo f|p es la restriccion de f a B. Dados un espacio
topologico X y A C X, los simbolos clA e int A, denotan la cerradura y el interior de A en X,
respectivamente. Consideramos en A la topologia de X relativa a A. Recordemos que V' C A es
abierto en A si existe un abierto U en X tal que V =U N A.

Consideremos ahora los siguientes conceptos.

Definicion 2.1. Sean X un espacio topologico y A y B subconjuntos no vacios de X. Entonces

1) A es regularmente cerrado en X si A = clint 4;
2) Besdenso en Asi AC clANB.

A los conjuntos regularmente cerrados se les conoce también como dominios cerrados. Notemos
que si B es denso en A, entonces BN A # (). Notemos también que B es denso en X si y solo si
X C clX N B, es decir, si y so6lo si clB = X. Entre otros resultados, en la siguiente proposicién
vemos una forma alternativa de enunciar la densidad relativa, la cual se asemeja a aquella que dice
que B es denso en X si y sélo si para cada subconjunto abierto y no vacio V de X, sucede que

VNB#0D.

Proposicion 2.2. Sea X un espacio topoldgico. Si A, B y C son tres subconjuntos no vacios de
X, entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

1) si A es regularmente cerrado en X, entonces para cada subconjunto abierto y no vacio V
de A, sucede que int V' # (;

2) B es denso en A si y solo si para cualquier subconjunto abierto y no vacio V de A, sucede
que VN B#0;

3) si Besdensoen Ay B C C, entonces C es denso en A.

Demostracion. Para probar 1), supongamos que A es regularmente cerrado en X y que V es
un subconjunto abierto y no vacio de A. Sea U un abierto en X tal que V = U N A. Como
V=UNA=Unclint A, V # 0y U es abierto en X, tenemos que U Nint A # ). Puesto que U es
abierto en X y el interior de una interseccion es la interseccién de los interiores, resulta que

0AUNintA=intU Nint A =intUNA=intV.
Esto muestra 1).

Para probar 2), supongamos primero que B es denso en A. Sean V un subconjunto abierto
y no vacio de A y U un subconjunto abierto de X de modo que V' = U N A. Notemos que
VNACACcdANB. Como V =UN A es no vacio, tomando un punto p € U N A, tenemos que
p € clA N B. Esto implica, por ser U un subconjunto abierto de X que tiene a p, que UN(ANB) # (),
asi V' N B # (. Esto prueba la primera parte de 2). Supongamos ahora que cualquier subconjunto
abierto y no vacio de A intersecta a B. Si A ¢ clA N B, entonces existe x € A tal que x ¢ clAN B.
Sea U un subconjunto abierto de X tal que x € U y UN(ANDB) = 0. Luego V =UN A es
un subconjunto abierto de A, no vacio pues x € V' y tal que V N B = ), contradiciendo nuestra
hipotesis. Esto prueba que A C clAN B, por lo que B es denso en A y la prueba de 2) termina.

Para probar 3) supongamos que B es denso en A y que B C C. Sea V' un subconjunto abierto
y no vacio de A. Usando 2), § # VN B C V NC. Luego, de nueva cuenta por 2), C es denso en A.
Esto muestra 3). O
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Tomemos un espacio topologico X asi como dos subconjuntos no vacios A y B de X. Por la
propiedad 2) de la Proposicion 2.2, B es denso en A si y sélo si, como subespacio de A, el conjunto
BN A es denso en A.

Consideremos ahora las siguientes nociones.

Definicion 2.3. Sean X un espacio topologico y A C X. Decimos que A es

1) denso en ninguna parte de X, si int clA = (J;
2) co-denso en X, si X \ A es denso en X.

La siguiente proposicién relaciona dichos conceptos. En su demostracién utilizamos el hecho
de que para cada A C X, int A = X \ clX \ A (ver [22, Teorema 1.1.5]).

Proposicion 2.4. Sean X un espacio topologico y A C X. Entonces A es denso en ninguna parte
de X siy solo si clA es co-denso en X.

Demostracién. Por definicion A es denso en ninguna parte de X si y s6lo si intclA = (). Esto
equivale a decir que X \ clX \ clA = (), afirmacion equivalente a que clX \ clA = X, o lo que es lo
mismo, a que clA es co-denso en X. O

El siguiente resultado se utilizara con frecuencia a lo largo del presente trabajo, por ejemplo,
en las respectivas pruebas de las Proposiciones 2.6 y 6.15, asi como en la de los Teoremas 5.39 y
6.20.

Proposicion 2.5. Sea X un espacio topologico T; sin puntos aislados. Entonces todo subconjunto
abierto y no vacio de X es infinito. En particular, X es infinito.

Demostraciéon. Supongamos, por el contrario, que existe un subconjunto no vacio A de X, que
es finito y abierto en X. Sea y € A. Como X es T} y A es finito, A \ {y} es cerrado en X. Luego
{y} = AN (X \ (A\{y})) es abierto en X, contradiciendo la inexistencia de puntos aislados. [

Sean B y C' dos conjuntos tales que C' C B. Decimos que C' es cofinito en B, o bien que C' es un
subconjunto cofinito de B, si el complemento B\ C es finito. En la parte 3) de la Proposicion 2.2,
probamos que la densidad en un conjunto A se preserva bajo superconjuntos. Ahora daremos
condiciones para que la densidad en A se preserve bajo subconjuntos.

Proposicion 2.6. Sean X un espacio topolégico T;, A un subconjunto no vacio de X sin puntos
aislados y B C X tal que B es denso en A. Si C' C B es cofinito en B, entonces C' es denso en A.

Demostracion. Como C' es cofinito en B, el conjunto F' = B\ C es finito y, por tanto, cerrado
en X. Sean U un subconjunto abierto y no vacio de A y U; un abierto en X tal que U = ANU;.
Por la Proposiciéon 2.5 aplicada al conjunto A, tenemos que U es infinito. Por tanto,

V=UNX\F)=AnUN(X\F)

es un subconjunto abierto y no vacio de A. En vista de que B es denso en A, por la parte 2) de
la Proposicion 2.2, existe b € VN B. Como B=CUF y VNF =0, sucede que b € C. Luego
0 £V NC CcUNC y, de nuevo por la parte 2) de la Proposicion 2.2, C' es denso en A. d

Si{z,: n € NU{0}} es una sucesion en un espacio topolégico X, entonces todo subconjunto de
la sucesion de la forma {x,,: n > m}, para alguna m € NU{0}, es una cola de dicha sucesion. Toda
cola es una sucesiéon y un subconjunto cofinito de la sucesion dada. Entonces, por la Proposicion 2.6,
tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 2.7. Sean X un espacio topoldgico 77 y A un subconjunto no vacio de X sin puntos
aislados. Si {z,,: n € NU{0}} es una sucesion en X que es densa en A, entonces toda cola de dicha
sucesion es densa en A.



3. SISTEMAS AUTONOMOS Y SISTEMAS NO-AUTONOMOS 63

En la prueba de varios resultados, por ejemplo los Teoremas 3.15 y 4.8, utilizaremos la siguiente
proposicién, correspondiente a la Teoria de Conjuntos y cuya sencilla prueba omitimos.

Proposicion 2.8. Sean X y Y dos conjuntos, f: X — Y una funcién, A C X y B C Y. Entonces
AN f~Y(B) #0siysolosi f(A)N B #0.

3. Sistemas Autonomos y Sistemas No-Auténomos

En la presente seccién sentamos las bases para nuestro estudio. Nos referimos a las nociones
de sistema dindmico discreto auténomo y de sistema dindmico discreto no-auténomo. Presentamos
también la notacién y las convenciones que necesitamos. Extendemos definiciones elementales de
los sistemas dindmicos discretos autéonomos al &mbito de los no-auténomos, tales como la érbita de
un punto, la transitividad topolégica, la m-transitividad topolégica y la invarianza. Posteriormente
vemos que algunos resultados conocidos para la transitividad topolégica de un sistema dindmico
discreto auténomo, tienen su version en el caso no-auténomo. Consideremos primero la siguiente
nocion.

Definicion 3.1. Sean X un espacio topologico y f: X — X una funcién continua. Un sistema
dindmico discreto auténomo es la pareja (X, f). Si X es metrizable, diremos que (X, f) es un
sistema metrizable auténomo.

Como comentamos en la Introduccién, para simplificar la escritura, escribiremos sistema auto-
nomo en lugar de sistema dinamico discreto auténomo. Dado un espacio topolégico X, denotamos
por idx a la funcién identidad de X en X. Si f es una funcién continua de X en X, definimos
fo=idx, f'=fy

f"=fof" ! paracadancN\{1}.

Para cada n € NU {0}, la funcion f": X — X es continua y se llama la n-ésima iteracion de f.
Dada z € X, el conjunto que tiene como elementos a las iteraciones de f, evaluadas en z, recibe el
nombre que se indica a continuacioén.

Definicién 3.2. Sean (X, f) un sistema autéonomo y z € X. La orbita de = en (X, f) es el
conjunto

(5.1) orb(z, f) = {z, f(2), f*(2), f*(@),.... f*(x),...} = {f"(z): n e NU{0}}.

Cuando se tienen un sistema auténomo (X, f) y un punto € X, es natural preguntar por
propiedades del conjunto orb(z, f). Por ejemplo saber si es finito o denso en X. Pensando a orb(z, f)
como una sucesiéon en X, es también natural determinar si dicha sucesion es convergente, o si posee
subsucesiones convergentes. Incluso interesa saber si existen varios puntos con Orbita finita, o
varios con Orbita densa en X. Méas adelante veremos algunas condiciones en un sistema auténomo
que involucran un comportamiento especifico de la érbita de alguno de los puntos del espacio en
cuestion.

Ahora presentamos la nocion de sistema dindmico discreto no-auténomo, pero antes consi-
deramos las siguientes convenciones: sean X un espacio topolégico y para cada n € N, D, un
subconjunto no vacio de X. Denotamos por D, a la sucesion {D,: n € N}. Supongamos que
para cada n € N, f,,: D, — Dy41 es una funcién continua. Denotamos por f,, a la sucesion
{fn: n € N}. Si existe un subconjunto no vacio D de X tal que D,, = D para cada n € N, entonces
identificamos la sucesiéon constante

Do ={D,:neNy={D,D,D,....D,...}

con D. En particular, si D = X, identificamos Do, = {X, X, X,..., X,...} con X. Si existe una
funcién continua f: X — X tal que f,, = f para toda n € N, entonces identificamos la sucesion
constante

foo:{fn:nEN}:{fvafw“vf»"'}
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con f. Si para cada n € N tenemos que D,, = D y f, = f (donde, en este caso, f: D — D es una
funcién continua), entonces identificamos la pareja (Do, foo) con (D, f).

Definicion 3.3. Sea X un espacio topologico. Supongamos que para cada n € N, D, es un
subconjunto no vacio de X y f,,: D, — D,11 es una funcién continua. Un sistema dindmico
discreto no-auténomo es la pareja (Do, foo). Si X es metrizable, diremos que (Do, foo) €5 un
sistema metrizable no-auténomo.

En [51] a fo se le llama funcion variante del tiempo. Como comentamos en la Introduccion,
para simplificar la escritura, diremos que (Do, foo) €8 un sistema no-auténomo. Aunque la defi-
nicién mas general de un sistema no-auténomo (D, foo) con la que vamos a trabajar es la que
presentamos en la Definicion 3.3, en la literatura algunos autores suponen otras situaciones como la
definicién de un sistema no-auténomo. Por ejemplo, en [34] se considera que para cadan € N, D,
es un espacio métrico y compacto y que, a priori, no existe relaciéon entre D,, y D,, paran,m € N
con n # m, ni se supone que cada D,, es un subconjunto de algin espacio X. En [5] y [46] se
procede de manera similar: en el primero se considera que cada D,, es un espacio topolégico T5 vy,
en el segundo, que cada D,, es métrico pero no necesariamente compacto. En [50] se indica que
cada conjunto D,, es un subconjunto del espacio métrico X, mientras que en [27] se considera que
cada D,, es un subconjunto de un espacio de Banach X. Hasta donde hemos podido investigar la
nocién de sistema no-auténomo, tal como se indica en la Definiciéon 3.3, aparece por primera vez
en [42, Definicién 3.3].

El caso particular (X, f), es decir la situacién en la que toda D,, es X y cada f, es una
funcion continua de X en X es, quizd, el mas comin en los articulos de investigacion que tratan los
sistemas no-auténomos. Como originalmente lo definieron S. Kolyada y L. Snoha en [33], se supone
que X es un espacio compacto. En 2012 L. Liu y B. Chen consideran en [39] el caso (X, f ), donde
X es un espacio topologico. En el presente trabajo aparecen tanto sistemas no-auténomos en la
forma general (Do, foo), como en el caso particular (X, foo). Incluso el caso particular servira de
base para los ejemplos que vamos a presentar.

En la teoria de los sistemas auténomos la funcidn de Henon es muy importante. En [20,
Seccion 2.9] se presentan varias propiedades de dicho sistema dindmico que se define como sigue:
para cada a,b € R con b # 0 consideramos la funciéon H, ;: R? — R? donde para (z,y) € R?

Ha,b(:ca y) = (a + by - 1‘2, I)
La funcién H, es biyectiva y, para una buena cantidad de valores de a y b, existe C C R? tal
que C es homeomorfo al conjunto de Cantor, H,;(C) C C y la dindmica del sistema dindmico
auténomo (C, H, p|c) es la de una maquina de sumar (ver [37, Seccién 4.1.2] para un estudio de la
maquina de sumar). Otra funcion, mas sencilla y con propiedades similares, es la llamada funcion
de Lozi definida como sigue: para cada a,b € R se considera la funcién L, ;: R? — R? donde para
(z,y) € R?

La,b(ma y) = (1 +y - CL|33|, bx)
La funciéon L, es biyectiva y en [21] se presentan propiedades de dicho sistema dinamico aut
onomo, asi como modificaciones y generalizaciones de la funcion de Lozi. En [6] se dice que un
sistema no-auténomo es una pareja { f,,, D, }'>° __ donde, para cada n € Z, D,, es un subconjunto
cerrado de R? y f,,: D, — D, 11 es una funcién continua y biyectiva. En [6] y [7] se construyen,
respectivamente, las versiones no-auténomas de las funciones de Henon y de Lozi. Ambos tienen
la forma {f,, D, },;>° __ antes descrita en donde, para la funcién de Henon todos los conjuntos D,,
son iguales, pero no asi para la funcién de Lozi. Podemos considerar, por tanto, que el sistema no-
auténomo de Lozi es un sistema dinamico interesante que es de la forma descrita en la Definicion
3.3.

Aunque menos interesante, dindmicamente hablando, otro sistema no-autéonomo que no es del
caso especial (X, fo) puede definirse como sigue: en el conjunto R con la topologia usual, para
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cadan € N, sean I,, = [0,2"] y gn: I, = I,+1 la funcién definida en z € I,, como g, (x) = 2z. Si
I ={I:n €N}y goo = {gn: n € N}, entonces (I, goo) €8 un sistema no-auténomo.

A partir de este momento, cuando indiquemos que (Du, foo) €8 un sistema no-auténomo,
entenderemos que Do, v foo son las sucesiones Do, = {D,,: n € N}, foo = {fn: n € N} y que
existe un espacio topoldgico X de modo que, para cadan € N, D,, C X y fn: D, = Dy 41 es una
funcién continua. Definimos, ademés, f) = idp, y, para toda n € N, consideramos que f* = f, y
que

fi'=Jnofnr0---0fa0fi.
Notemos que f{': D1 — Dyy1 es una funcién continua. A f* se le llama la n-ésima iteracion
de fo. Notemos que las iteradas son la composicion en el “orden natural” de los miembros de la
sucesion f., es decir, la 1-ésima iteracién es fi, el primer elemento de f.,, la 2-ésima iteracién
es la composicién de f o f1, es decir, la composicién del primer elemento de f,, con el segundo
elemento de f.., y asi sucesivamente. Si V C X definimos

(1)7HV) = ()7 (VN Dysa) = {x € Dy: f{'(x) €V}

Dada = € D1, el conjunto que tiene como elementos a las iteraciones de f,, evaluadas en x, recibe
el nombre que se indica a continuacion.

Definicién 3.4. Sean (D, foo) un sistema no-auténomo y « € D;. La érbita de z en (Do, foo)
es el conjunto

(52) orb(x, foo) = {x’fl(l')vflz(x)vf?(x)v . ’f{I(‘r% } = {f{l(w) n€NU {0}}

Mas adelante en la Secciéon 4, especificamente en la prueba del Teorema 6.23, utilizaremos
pedazos de una
orbita, las cuales quedan definidas como sigue: para cada n,k € N con n > k, definimos

(5.3) fe=foofnc100 fryr0 fr.

En la teoria de los sistemas no-aut 6nomos, los pedazos de una érbita no siempre se conside-
ran como se indica en (5.3). Algunos autores definen f;' para cada k,n € N (sin importar si la
desigualdad n > k se cumple o no) como sigue:

(5.4) i = fotn—1) © frtn—2) 00 frr10 fi.

Como ya indicamos, un caso particular de un sistema no-autnomo (D, foo ), S€ obtiene cuando
existe una funcién continua f: X — X tal que, paracadan € N, D, = X y f, = f. Como hemos
convenido, en dicho caso la pareja (Do, foo) se ha identificado con la pareja (X, f). Ademas, para
cada x € X, los conjuntos orb(z, f) y orb(z, fo) definidos en (5.1) y (5.2), respectivamente, son
iguales. Entonces el sistema no-autonomo (D, foo) €s, para todos los efectos dindmicos, igual al
sistema autonomo (X, f). Por tanto todo sistema auténomo es un caso particular de un sistema
no-auténomo (también se suele decir que todo sistema no-auténomo se degenera en un sistema
auténomo). Luego, cualquier resultado cierto para sistemas no-auténomos, es también vélido para
sistemas auténomos. Como veremos mas adelante, existen propiedades que se satisfacen en un
sistema auténomo, pero no en cualquier sistema no-auténomo.

En inglés a los sistemas auténomos y a los no-auténomos se les suele llamar con las siglas ADS
y NDS, respectivamente, por corresponder con las oraciones “autonomous dynamical systems” y
“non-autonomous dynamical systems”. Utilizando dichas siglas, si ADS es la familia de los sistemas
autéonomos y NDS la de los no-autéonomos, entonces hemos visto que ADS C NDS. Los elementos
del complemento NDS \ ADS reciben el nombre que indicamos a continuacion.

Definicion 3.5. Un sistema no-auténomo se llama estrictamente no-auténomo si es falso que
el sistema es auténomo.
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Si (Do, foo) €s un sistema estrictamente no auténomo, entonces la sucesion fo, = {f,,: n € N}
posee dos elementos distintos, es decir, existen n,m € N tales que f,, # f..

3.1. Transitividad y m-Transitividad. Varias propiedades dindmicas, definidas original-
mente para sistemas auténomos, tienen su versiéon para sistemas no-auténomos. En la siguiente
definicién presentamos dos de ellas.

Definicién 3.6. Sean (Do, foo) un sistema no-autéonomo y m € N\ {1}. Decimos que (Do, foo)
o bien que f, es
1) topolégicamente transitivo si para cada dos subconjuntos U y V, abiertos y no vacios
en Dy, existe k € N tal que fF(U)NV # 0;
2) m-transitivo si para cada par de familias {Uy,Us,...,Un} v {V1,Va,...,Vin} de sub-
conjuntos abiertos y no vacios en D, existe k € N tal que fF(U;) N'V; # (), para cada
i€{1,2,...,m}.

En adelante, a los sistemas topolégicamente transitivos los llamaremos transitivos. En algunos
textos la nociéon de m-transitividad se considera para cada natural m, entendiendo que ser transi-
tivo y ser 1-transitivo son nociones equivalentes. Si fo, es 2-transitivo también se suele decir que
es débilmente mezcladora o bien débilmente mezclante. Es claro que todo sistema no-auténomo
(m + 1)-transitivo es m-transitivo. También es claro que todo sistema no-auténomo m-transitivo
es transitivo. En [47, Corolario 2.57 y Teorema 2.58] se muestra un sistema autéonomo que es
transitivo pero no débilmente mezclante. En el Ejemplo 5.17 construimos un sistema estrictamente
no-auténomo que es transitivo pero no débilmente mezclante.

En el presente trabajo vamos a estudiar propiedades de los sistemas no-auténomos (Dwo, foo),
en subconjuntos no vacios de D, por lo que replicamos la definicién anterior, pero ahora para
subconjuntos de D;, como se indica en la siguiente nocién, cuya parte 1) aparece en [50, Defini-
cion 2.2].

Definicién 3.7. Sean (D, foo) un sistema no-auténomo, m € N\ {1} y A un subconjunto no
vacio de D;. Decimos que (D, foo) €8
1) transitivo en A si para cualesquiera dos subconjuntos abiertos y no vacios U y V de A,
existe k € N tal que fF(U)NV # 0;
2) m-transitivo en A si A tiene més de un punto y para cada par de familias {U;, Us, ..., Uy, }
y {V1,Va,...,Vin} de subconjuntos abiertos y no vacios de A, existe k € N tal que
U NV; # 0, para cada i € {1,2,...,m}.

Notemos que (Dyo, foo) €s transitivo (respectivamente, m-transitivo) si y s6lo si (Do, foo) €S
transitivo (respectivamente, m-transitivo) en D;. Notemos también que si (Deoo, foo) €8 (m + 1)-
transitivo en A, entonces (Do, foo) €8 m-transitivo en A y que si (Do, foo) €8 m-transitivo en A,
entonces (Do, foo) €s transitivo en A. Ahora bien, por definicion, el sistema aut
onomo (X, f) es transitivo en A si para cualesquiera dos subconjuntos abiertos y no vacios U y V
de A, existe k € N tal que f¥(U) NV # (). Tenemos entonces el siguiente resultado.

Proposicién 3.8. Sean (X, f) un sistema auténomo y A un subconjunto no vacio de X tal que
f(A) C A. Entonces (X, f) es transitivo en A si y solo si el sistema auténomo (A, f|4) es transitivo.

La siguiente definicién aparece en [40, Definiciones 2.2 y 2.3|, para sistemas no-auténomos de
la forma (X, fo) y subconjuntos cerrados de X. Ahora la presentamos para sistemas no-auténomos
(Doos foo) ¥ subconjuntos no vacios de Dj.

Definicién 3.9. Sean (Do, foo) un sistema no-autéonomo, m € N\ {1} y A un subconjunto no
vacio de D;. Decimos que A es un conjunto

1) transitivo en (D, fx), si para cualquier subconjunto abierto y no vacio U de A y
cada subconjunto abierto y no vacio V de X tal que VN A # 0, existe k € N tal que
)NV #0;
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2) m-transitivo en (D, foo) si A tiene mas de un punto y, para cada familia {U;, Us, ..., Up, }
de subconjuntos abiertos y no vacios de A y toda familia {V;, Va,...,V,,} de subconjuntos
abiertos y no vacios de X tal que V; N A # () para toda i € {1,2,...,m}, existe k € N tal
que fF(U;)NV; #0, para cada i € {1,2,...,m}.

Notemos que si A es (m+ 1)-transitivo en (Do, foo), entonces A es m-transitivo en (Duo, foo)-
Ademés si A es m-transitivo en (Do, foo), Tesulta que A es transitivo en (Deo, foo)-

Ejemplo 3.10. Para ilustrar la Definiciéon 3.9, consideremos el intervalo unitario I = [0,1]. Su-
pongamos que f; = fo = idy y que, para cadan € N\ {1,2}, f,,: T — I es la funcion definida como
sigue:

(%)% siogxg%;
falz) =41, si nT:LQ STS 712—;2’
( ) (1—-z), si%Z<a<l
En [40, Ejemplo 2.1, p. 3| se indica que [0, ] es transitivo en el sistema no-auténomo (I, fo). O

Observemos que si A es un subconjunto no vacio de Dy y (Do, foo) €s transitivo (respectiva-
mente, m-transitivo) en A, entonces A es transitivo (respectivamente, m-transitivo) en (Do, foo)-
Para que el reciproco se cumpla requerimos de la nocién dada en la Definicién 3.11, la cual aparece
en [50, Definicién 2.4] y es la versién no-auténoma del concepto de conjunto invariante que se
suele definir en un sistema auténomo. Recordemos que si (X, f) es un sistema auténomo y A es
un subconjunto no vacio de X, entonces A es invariante en (X, f) si f(A) C A. Esto implica que
f™(A) C A, para cada n € N. Reemplazando f™ por f{* tenemos la nocion de conjunto invariante
en un sistema no-auténomo.

Definicién 3.11. Sean (D, foo) un sistema no-auténomo con (-, D; # @ y A un subconjunto
no vacio de ();2; D;. Decimos que A es invariante en (Do, fso) si f{*(A) C A para todo n € N.

Asi pues, A es invariante en (Do, fo) si cada iteracion de f, deja invariante al conjunto A.
En el caso del sistema no-auténomo (X, f ), un subconjunto no vacio A de X es invariante en
(X, foo) siy solo si f{'(A) C A, para todo n € N. Supongamos ahora que (Do, foo) €s un sistema
no-auténomo con ()=, D; # 0 y que A es un subconjunto no vacio de (;—; D;. Tanto en [44|
como en [65, Definicion 2.2] se considera la siguiente definicion alternativa de conjunto invariante:
se dice que A es invariante en (Do, foo) si fi(A) C A, para cada i € N, es decir, si cada elemento
de la sucesion f., deja invariante al conjunto A. Notemos que la nocién alternativa de invarianza
implica la dada en la Definicién 3.11, pero no al revés.

El siguiente resultado, que aparece en [40, Teorema 3.1] para sistemas no-autinomos de la forma
(X, fo) y subconjuntos cerrados de X, establece la relacién que existe entre que un conjunto sea
transitivo en un sistema no-auténomo y que dicho sistema sea transitivo en tal conjunto. A partir
de ahora entenderemos que si A es un subconjunto invariante del sistema no-autéonomo (Duo, foo),
entonces ();—; D; # 0 y A es un subconjunto no vacio de (2, D;.

Proposicién 3.12. Sean (D, fs) un sistema no-auténomo, m € N\ {1} y A invariante en
(Doos foo)- Entonces A es transitivo (respectivamente, m-transitivo) en (Do, foo) si y solo si
(Doo, foo) €s transitivo (respectivamente, m-transitivo) en A.

Demostracién. Notemos que A C ()2, D;, por lo que A C D;. Como ya indicamos, si (Do, foo) €5
transitivo (respectivamente, m-transitivo) en A, entonces A es transitivo en (D, foo ). Supongamos
ahora que A es transitivo en (D, foo). Sean U y V' dos subconjuntos abiertos y no vacios de A.
Consideremos un abierto Vi en X de modo que V = V; N A. Como U es un abierto no vacio de
A, V} es un abierto no vacio de X y V1 N A =V # (. Por la transitividad de A en (Do, foo),
existe k € N tal que fF(U)NV; # 0. Puesto que U C Ay A es invariante en (D, foo ), sucede que
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fEU) C fE(A) C A. Asi que
0#[FU)NVi=ffU)NANVI = ffU)NV.

Luego (Duo, foo) €s transitivo en A. Si suponemos ahora que A es m-transitivo en (Do, foo)
entonces, procediendo de manera similar, se prueba que (D, foo) €8 m-transitivo en A. O

Notemos que la Proposicién 3.12 permanece cierta con la definicién alternativa de conjunto
invariante. De la Proposicion 3.12 se infiere que si Dy es invariante en (Do, foo), entonces (Doo, foo)
es tramsitivo (respectivamente, m-transitivo) si y sOlo si D; es transitivo (respectivamente, m-
transitivo) en (Do, foo)-

En la Seccion 6 la transitividad de un sistema no-auténomo en un conjunto, va a jugar un
papel mas importante que el hecho de ser un conjunto transitivo. El siguiente resultado establece
una relacién entre sistemas transitivos y la transitividad en subconjuntos regularmente cerrados.

Proposicion 3.13. Sea (Do, foo) un sistema no-auténomo.
1) Si (Doo, foo) €s transitivo, entonces (Do, foo) €8 transitivo en cada subconjunto no vacio
de D y regularmente cerrado en X.
2) Si D es regularmente cerrado en X y (Do, foo) €s transitivo en cada subconjunto no vacio
de D; y regularmente cerrado en X, entonces (Do, foo) €s transitivo.

Demostracion. Para mostrar 1), supongamos que (Do, foo) s transitivo. Sea A un subconjunto
no vacio de D; y regularmente cerrado en X. Consideremos que U y V son subconjuntos abiertos
y no vacios de A. Como A es regularmente cerrado en X, por la parte 1) de la Proposicion2.2,
intU # 0 e intV # 0. Puesto que U C A C Dy, sucede que intU C int D; C D;. De manera
similar, int V' C D;. Entonces int U e int V' son dos subconjuntos abiertos y no vacios en D; y
dado que (Do, fo) es transitivo, existe & € N tal que fF(intU) NintV # ), lo que implica que
fEU) NV # (. Esto muestra que (Do, fo) €s transitivo en A, probando asi 1).

Para ver 2), supongamos ahora que D; es regularmente cerrado en X y que (Do, foo) €S
transitivo en cada subconjunto no vacio de D; y regularmente cerrado en X. Como D; es un
subconjunto no vacio de D, que es regularmente cerrado en X, tenemos que (Do, foo) €S transitivo
en D;. Esto implica que (Do, foo) €8 transitivo y, asi, 2) es cierto. O

Ahora probamos el siguiente resultado, cuyas partes 2) y 3) generalizan [40, Teorema 3.2 y
Corolario 3.2], respectivamente.

Proposiciéon 3.14. Sea (D, fo) un sistema no-autéonomo en donde D; es regularmente cerrado
en X. Entonces se cumplen las siguiente afirmaciones:
1) (Do, foo) €s transitivo si y s6lo si (Do, foo) €s transitivo en cada subconjunto no vacio de
D, y regularmente cerrado en X.
2) Si (Do, foo) €s transitivo, entonces cada subconjunto no vacio de D; y regularmente
cerrado en X es un conjunto transitivo en (Do, foo)-
3) Si D; esinvariante en (Do, foo) ¥y cada subconjunto no vacio de Dy y regularmente cerrado
en X es un conjunto transitivo en (Do, foo), entonces (Do, foo) €S transitivo.

Demostracion. La parte 1) se sigue de la Proposicion 3.13. Para mostrar 2), supongamos que
(Doos foo) €s transitivo y que A es un subconjunto no vacio de Dy y regularmente cerrado en X.
Utilizando las mismas ideas que dimos en la demostracion de la parte 1) de la Proposicion 3.13, se
verifica que A es transitivo en (Do, foo ). Esto prueba 2). Para mostrar 3), supongamos que D; es
invariante en (Do, foo) ¥ que cada subconjunto no vacio de D; y regularmente cerrado en X es
transitivo en (Du, foo). Entonces D; mismo es un conjunto transitivo en (Do, foo). Como Dj es
invariante en (Du, foo), por la Proposicion 3.12, (Dw, foo) €s transitivo en D;. Luego (Do, foo)
es transitivo. Esto prueba 3). O
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Las Proposiciones 3.13 y 3.14 permanecen validas si cambiamos transitividad por
m-~transitividad.

Los siguientes dos resultados son una modificacion de los exhibidos en [40], donde cambiamos
la hipétesis de que un conjunto sea transitivo en un sistema no-auténomo, por la de que el sistema
no-auténomo es transitivo en el subconjunto. Es facil ver que un sistema auténomo (X, f) es
transitivo si y s6lo si, para cada par de subconjuntos abiertos y no vacios U y V' de X, existe k € N
tal que U N f=%(V) # (. En [24, Proposicién 1.10] se prueba que (X, f) es transitivo si y sélo s,
para cada subconjunto abierto y no vacio V' de X, el conjunto [ J,,cy /7" (V) es denso en X. Dichos
resultados toman la siguiente forma en el caso no-auténomo.

Teorema 3.15. Sean (Do, foo) un sistema no-auténomo y A un subconjunto no vacio de Dj.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) (Do, foo) €s transitivo en A.
2) Para cada par de subconjuntos abiertos y no vacios U y V de A, existe k¥ € N de modo

que U N (F5)~1(V) # 0.
3) Para cada subconjunto abierto V' de X tal que V' N A es no vacio, los conjuntos

UuhHwvna v UuH v
kEN keN
son densos en A.
Demostracion. Supongamos que (D, foo) €s transitivo en A. Sean U y V dos subconjuntos

abiertos y no vacios de A. Entonces existe k € N de modo que ff(U) NV # (). Por la Proposicién
2.8, UN(fF)~1(V) # 0. Esto prueba que 1) implica 2).

Supongamos que 2) es cierto. Sea V' un subconjunto abierto de X tal que V' N A es no vacio.
Tomemos un subconjunto abierto y no vacio U de A. Por 2), existe kg € N de modo que U N
(ff)=H(V N A) # 0. Luego,

VTN Ve @neh ) =un <U(ff)1(VﬂA)> .

keN keEN
Esto prueba, por la parte 2) de la Proposicion 2.2, que UkeN(flk)_l(V N A) es denso en A. Como
UuhHtvna c Jun v,
keN keN
por la parte 3) de la Proposicion 2.2, oy (fF) (V) es denso en A. Asf 2) implica 3).

Supongamos que 3) es cierto. Sean U y V' dos subconjuntos abiertos y no vacios de A. Por 3),
UkeN(f{“)*l(V) es denso en A por lo que, por la parte 2) de la Proposicion 2.2,

Un (U (f{“)‘l(V)> #0.

keN

Luego existe n € N de modo que U N (f7*)~1(V) # 0 y, por la Proposicién 2.8, f(U) NV # (). Por
tanto (Do, foo) €s transitivo en A. Esto prueba que 3) implica 1). O

Usando una prueba similar a la dada en el Teorema 3.15, se puede demostrar el siguiente
resultado que generaliza [40, Proposicion 3.1], probado para sistemas no auténomos de la forma
(X, foo) v subconjuntos cerrados de X.

Teorema 3.16. Sean (D, fo,) un sistema no-auténomo y A un subconjunto no vacio de D;.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) A es transitivo en (Du, foo)-
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2) Para cada subconjunto abierto y no vacio U de A y cada subconjunto abierto y no vacio
V de X tal que VN A # (), existe k € N de modo que U N (fF)~1(V) # 0.
3) Para cada subconjunto abierto V de X tal que VN A # 0, U,cn(ff) 71 (V) es denso en A.

Vamos ahora a enunciar otras propiedades de los conjuntos transitivos.

Proposicion 3.17. Sean (Do, foo) un sistema no-auténomo y A un subconjunto no vacio de D;.
Supongamos que (D, foo) €s transitivo en A. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

1) Si U es abierto y no vacio en A, y para cada n € N sucede que (f7')~!(U) C U, entonces
U es denso en A.

2) Si A es regularmente cerrado en X, entonces J,,cy f1'(A) es denso en A.

3) Si E C Aestal que E es cerrado en A, E es invariante en (Do, fo) v, ademés (f1)~1(A) C
A para cada n € N, entonces £ = A o bien E es denso en ninguna parte de A.

Demostracién. Para ver 1), supongamos que U es abierto y no vacio en A y que, para cada
n €N, (f{)"(U) C U. Por la parte 3) del Teorema 3.15, |J,,cn(f7")"*(U) es denso en A. Como
Unen (1)1 (U) C U, por la parte 3) de la Proposicion 2.2, U es denso en A. Esto prueba 1).

Para mostrar 2), supongamos que A es regularmente cerrado en X y que U es un subconjunto
abierto y no vacio de A. Por la parte 1) de la Proposicién 2.2, int U # ). Esto implica que tanto
int A como int U son subconjuntos abiertos y no vacios de A. Como (Do, foo) €s transitivo en A,
existe k € N tal que f(int A) Nint U # 0. Luego fF'(A)NU # 0, por lo que UN (U, e f1'(A)) # 0.
Esto prueba que (J,, oy f1'(A) es denso en A y asi 2) es cierto.

Para ver 3), supongamos que E C A es tal que E es cerrado en A y F es invariante en
(Do, f)- Supongamos también que (f7)~!(A) C A para cada n € N. Consideremos que E & A.
Dado que E es cerrado en A, el conjunto U = A\ E es abierto y no vacio en A. Vamos a probar
que (f7)~1(U) C U, para toda n € N. Para esto fijemos n € N. Como E es invariante en (Do, fxo),
fr(E) C E. Luego E C (f1)”" (E) y como también (f7")~*(A) C A, tenemos que

O = (1) HANE) = (1) A\ UT) H(B) CA\E=U.
Esto implica, por la afirmacion 1), que U es denso en A. Luego F = cl[A]E es co-denso en A, y
por la Proposicién 2.4, E es denso en ninguna parte de A. Esto prueba 3). g

Proposicién 3.18. Consideremos un sistema no-auténomo (X, foo), asi como A C X de modo
que (X, foo) es transitivo en A. Entonces se verifican las siguientes propiedades:

1) Si U es un subconjunto abierto y no vacio de X tal que UN A # 0y (f7*)~1(U) C U para
todo n € N, entonces U es denso en A.

2) Si A es regularmente cerrado en X, entonces | J, .y f1'(A4) es denso en A.

3) Si E es un subconjunto cerrado en X tal que E C Ay E es invariante en (X, f), entonces
E = A o bien E es denso en ninguna parte de A.

Demostracion. La prueba de 1) es, en esencia, la misma que la dada en la Proposiciéon 3.17.
Tomemos U como se indica en 1). Por la parte 3) del Teorema 3.15, |J,,cn (/1) (U) es denso
en A. Como J,cy (fm)~' (U) c U, por la parte 3) de la Proposicién 2.2, U es denso en A. Esto
prueba 1). La prueba de 2) es idéntica a la dada en la Proposicién 3.17. La prueba de 3), aunque
sigue ideas similares a la dada en la Proposiciéon 3.17, es mas simple. Sea E como se indica en 3).
Si E ¢ A entonces, como F es cerrado en X, el conjunto U = X \ F es abierto y no vacio en X.
Vamos a probar que (f{l)_1 (U) c U, para cada n € N. Fijemos, por tanto n € N. Como E es
invariante en (X, f ), tenemos que E C (ff*)"1(E), de donde

(fH7HU) = (M THEXNE) = (/)T CON () THE) c X\ E=T.
Esto implica, por 1), que U es denso en A y de aqui se sigue, como hicimos ver en la prueba de la
Proposicion 3.17, que E es denso en ninguna parte de A. O
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Las propiedades de las Proposiciones 3.17 y 3.18 indican diferencias que se presentan entre
trabajar con sistemas no-auténomos en la forma general (Do, foo) ¥ los del caso especial (X, foo).

El siguiente resultado generaliza [40, Proposicion 3.3], y se demuestra de manera similar a
como hicimos para la Proposiciéon 3.17 usando, para probar la parte 1), el Teorema 3.16 en lugar
del Teorema 3.15.

Proposicién 3.19. Sean (Do, foo) un sistema no-auténomo y A un subconjunto no vacio de D;.
Supongamos que A es transitivo en (Do, foo). Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

1) Si U es un subconjunto abierto y no vacio de X tal que U N A # ) y, para cada n € N
sucede que (f7*)~1(U) C U, entonces U es denso en A.

2) Si A es regularmente cerrado en X, entonces | J,,c f1'(A) es denso en A.

3) Si E C Aestal que E es cerrado en A, E es invariante en (Do, foo) ¥, ademas (f7)~1(A) C
A para cada n € N, entonces £ = A o bien E es denso en ninguna parte de A.

4. Conjugacion Topolégica

En la presente seccién consideramos la nocién de semiconjugacion y de conjugaciéon topologi-
cas, tanto para los sistemas auténomos como para los no-auténomos. Posteriormente mostramos
que tanto la transitividad como la m-transitividad en un conjunto, son propiedades que se preser-
van bajo semiconjugacion topoldgica entre sistemas no-auténomos de la forma particular (X, foo).
También, para dichos sistemas no-auténomos, presentamos condiciones bajo las que “ser un conjun-
to transitivo” o bien “ser un conjunto m-transitivo”, se preservan bajo semiconjugaciéon topolégica.
El Teorema 4.12 es el mas importante de la seccion pues, ademas de generalizar [50, Lema 3.1] y
aparecer por primera vez en este trabajo, considera tanto la transitividad como la m-transitividad
en un conjunto, entre sistemas no-auténomos en la situaciéon general.

En Topologia la forma usual de comparar dos espacios topologicos X y Y, es a través de
una funcién continua y suprayectiva de X a Y, o de Y a X, o mediante un homeomorfismo de
X a Y. Cuando existen una funciéon continua y suprayectiva o bien un homeomorfismo de X
a Y, entonces hay propiedades que cuando X las tiene, también las posee Y. En la teoria de los
sistemas auténomos, la manera de emular esto, para asi comparar dos sistemas auténomos (X, f) y
(Y, g), es determinando si entre ellos existe una semiconjugacion topolégica, o bien una conjugacion
topologica, en el sentido de la siguiente definicion.

Definicién 4.1. Sean (X, f) y (Y, g) dos sistemas autéonomos. Decimos que (X, f) estd topolé-
gicamente semiconjugado con (Y, g), si existe una funcién continua y suprayectiva h: X — Y
tal que ho f = g o h. Decimos que (X, f) estd topolégicamente conjugado con (Y, g) si existe
un homeomorfismo h: X — Y tal que ho f =goh.

Para simplificar, en adelante diremos semiconjugado o conjugado en lugar de topologicamente
semiconjugado o de topoldgicamente conjugado, respectivamente. Si (X, f) estd semiconjugado con
(Y, g), a cualquier funcién continua y suprayectiva h: X — Y tal que ho f = goh se le llama una
semiconjugacion. De manera similar, si (X, f) esta conjugado con (Y, g), cualquier homeomorfismo
h: X =Y tal que ho f = goh, es una conjugacion.

En [40, DefiniciOn 3.1] se generalizan las nociones de semiconjugacién y de conjugaciéon para
dos sistemas no-auténomos (X, foo) v (Y, 900), donde foo = {frn:n € N}, goo = {gn: n € N} y,
paracadan €N, f,,: X - X y g,: Y — Y son funciones continuas.

Definicion 4.2. Sean (X, foo) ¥ (Y, goo) dos sistemas no-auténomos. Decimos que (X, foo) esta
semiconjugado con (Y, ¢ ), si existe una funcién continua y suprayectiva h: X — Y tal que
ho f, = gn o h, para cada n € N. Decimos que (X, fx) estd conjugado con (Y, g,) si existe un
homeomorfismo h: X — Y tal que ho f, = g, o h, para toda n € N.
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Como antes, a la funciéon h que se describe en la definiciéon anterior, se le llama una semicon-
jugacion o bien una conjugacion, dependiendo de si (X, foo) estd semiconjugado o conjugado con
(Y, goo). Para ilustrar la nocion anterior, consideremos el siguiente ejemplo que aparece en [40,
Ejemplo 3.1].

Ejemplo 4.3. Sea S' la circunferencia unitaria en R?, con su topologia usual. Consideremos en
R la topologia usual y, para cada n € N, sean f,: R = Ry g,: S' — S! las funciones definidas,
paraz € Ry e € S, como

ful@)=nz vy g (eiG) =€

Entonces (R, fs) ¥ (S, goo) son dos sistemas no-auténomos. Sea h: R — S la funcién definida
para x € R, como h(z) = >, Notemos que h es una funcién continua y suprayectiva. Ademas
paracadan € Ny toda z € X,

(gn 0 )(@) = gn(h(x)) = gn (27%) = 2mine

y

(ho fu)(x) = h(fa(x)) = h(nz) = 7" = (g, o h)(x).
Luego g, oh = ho f, para cada n € N. Esto muestra que (R, f,) estd semiconjugado con (S, g.)
y que h es una semiconjugacion. O

Dados dos espacios topologicos X y Y, en [50, Definici n 3.1] se presenta la nocién de con-
jugacion para dos sistemas no-auténomos (Do, foo) ¥ (Eso, goo), donde Doy = {D,: n € N},
Ew={E,:ne€N}, foo={fnin €N} goo ={gn:n €N}, yparacadaneN, D, C X, E, CY
y tanto f,: D,, — D,4+1 como ¢,: E, — E,;1 son funciones continuas. En lo que resta de la
presente seccion, pensaremos que los sistemas no-auténomos (Do, foo) ¥ (Eso, goo) satisfacen las
condiciones que acabamos de indicar.

Definicién 4.4. Supongamos que X y Y son dos espacios topologicos. Sean (Doo, foo) ¥ (Foo, Joo)
dos sistemas no-auténomos. Decimos que (Do, foo) esta semiconjugado con (Fu, goo) S existe
una sucesion ho, = {h,,: n € N}, llamada una semiconjugacion, de modo que para cada n € N,
hn: D, — FE, es una funcién continua y suprayectiva tal que h,+1 o f, = gn © hy,. Decimos
que (Do, foo) estd conjugado con (Fu, goo) Si existe una sucesion ho, = {h,: n € N}, llamada
una conjugacién, de modo que para cada n € N, h,,: D,, — E, es un homeomorfismo tal que
hn+1 o fn =0gn© hn

Notemos que (X, f) esta semiconjugado (respectivamente, conjugado) con (Y, gn.) si existe
una semiconjugacion (respectivamente, una conjugacion) de la forma hoo = {h,h,h,..., h,...},
donde h: X — Y es una funciéon continua y suprayectiva (respectivamente, es un homeomorfismo).
Cuando un sistema no-auténomo (D, foo) esta conjugado con el sistema no-auténomo (Fuo, goo ),
es comun decir que los sistemas (Do, foo) ¥ (Foo, goo) €stan conjugados. Cuando (Do, foo) esta
semiconjugado con (Ex,goo) ¥ heo €8 una semiconjugacion, se suele decir que (Do, foo) €5 una
heo-extension de (Eoo, goo)-

Definicion 4.5. Sea P una propiedad. Decimos que P es una propiedad dinamica si para cada
dos sistemas no-auténomos y conjugados (Duo, foo) ¥ (Fxo, gso), resulta que (Do, foo) posee la
propiedad P siy s6lo si (Fuo, o) posee la propiedad P.

Se puede considerar que la teoria de los sistemas no-aut
onomos estudia los sistemas no-auténomos, las propiedades dinamicas y aquellas propiedades que
se preservan bajo semiconjugaciéon. Vamos a probar, en el Corolario 4.9, que la transitividad y
la m-transitividad son propiedades dindmicas. En general, para mostrar que cuando tenemos dos
sistemas semiconjugados o conjugados, ciertas propiedades que posee uno de ellos también las tiene
el otro, el resultado que enunciamos a continuacién y su corolario juegan un papel importante.
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Proposicion 4.6. Si (D, foo) esta semiconjugado con (Eoo, goo ), €ntonces para cada semiconju-
gacion heo = {hy: n € N} se tiene que

hpi10 f1' =gy ohy, paratodan e NU{0}.
Demostracion. Sea ho, = {h,: n € N} una semiconjugaci
on. Entonces para cada n € N, h,: D, — FE, es una funcién continua y suprayectiva tal que
Rpi10 fn = gnohy. Como f =idp, y ¢0 = idg,, tenemos que hy o f0 = hy y g0 o hy = hy. Luego
hot1o fY = g{ o hy, y el resultado se cumple para n = 0. Ahora vamos a probar, por induccion,
que Ay, 10 fI* = g% o hy, para toda n € N. Como hy o f; = g1 o hy, tenemos que hg o fi = gi o hy
y el resultado se cumple para n = 1. Supongamos que para un namero natural k, tenemos que
hiy10 fF =gV ohy. Como hy es una semiconjugacion, hyyo 0 frr1 = gry1 © hiyr de donde

g1 0 (g1 o f) = (grr1 © hisr) o ff = (higz 0 fry1) o ff =
=Ttz 0 (fug1 0 fT) = huyao fT

Por otro lado, por hipétesis de induccion,
git1 0 (Prr1o ff) = grpr0 (97 o) = (grp1097) o ha = gt o b

Luego hpyiy+1 0 fi ! = hygo o fFT = gft! o hy, y el resultado se cumple para n = k + 1. Esto
termina la prueba por induccién. 0

Corolario 4.7. Si (X, foo) estd semiconjugado con (Y, g ) entonces para cada semiconjugacion
h: X — Y sucede que
ho fi' =g} oh, paracadan e NU{0}.

Para sistemas no-auténomos de la forma (X, f), por el siguiente resultado, tanto la transiti-
vidad como la m-transitividad en un conjunto se preservan bajo semiconjugacion.

Teorema 4.8. Sean (X, fs) ¥ (Y, goo) dos sistemas no-autéonomos, m € N\ {1} y h: X - Y
una semiconjugacién. Sea A un subconjunto no vacio de X. Entonces se cumplen las siguientes
afirmaciones:

1) si (X, foo) es transitivo en A, entonces (Y, goo) €s transitivo en h(A);
2) si (X, foo) es m-transitivo en A y h(A) tiene mas de un punto, entonces (Y, go) €s m-
transitivo en h(A).

Demostracion. Para mostrar 1), supongamos que (X, fo,) es transitivo en A. Sean C' y D dos
subconjuntos abiertos y no vacios de h(A). Tomemos un subconjunto abierto y no vacio V de Y
tal que D = V N h(A). Como D N h(A) # 0, por la Proposicién 2.8, AN h~*(D) # (). Usando la
contenciéon A C h=1(h(A)), no es dificil probar que

ANh ' (D)= Anh YV Nh(A) = Anh (V).

Esto implica, por la continuidad de h, que ANh~1(D) es un subconjunto abierto y no vacio de A.
De manera similar AN h~1(C) es un subconjunto abierto y no vacio de A. Por la transitividad de
(X, fo) en A y la propiedad 2) del Teorema 3.15, existe k € N tal que

(5.1) (ANA~ YD) N ()" HANKH(C)) # 0.
Como h es una semiconjugacién, por el Corolario 4.7, g¥ o h = h o fF. Luego
(ANK D) N () HANKHO) = Anh™H (D) N (1) (A) N (1) (AH(C)) =
= ANKH D) N (fH)THA) NAH(91)HO) = An (1) (A NRHD N (g1)HO)).
Usando (5.1) se deduce que
AN () A NRHD N (97)7HO)) # 0.
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Esto implica que D N (gF)~1(C) # 0 y, por la propiedad 2) del Teorema 3.15, (Y, go,) es transitivo
en h(A).

La prueba de 2) es similar a la que acabamos de presentar. Supongamos que (X, f) es m-
transitivo en A y que |h(A)| > 1. Sean {V1,Va,..., Vi,} v {U1,Us,..., Uy} dos familias de m
subconjuntos abiertos y no vacios de h(A). Para cada i € {1,2,...,m} sea W; un abierto en Y tal
que V; = W; N h(A). Tomemos i € {1,2,...,m}. Puesto que V; Nh(A) # @, por la Proposicion 2.8,
ANh=Y(V;) # 0. Usando la contenciéon A C h=1(h(A)), no es dificil probar que

ANk Y Vi) = Anh™ Y (W; nh(A)) = Anh™ 1 (W;).
Esto implica, por la continuidad de h, que
{Anh ' (Vi),Anh ' (Va),...,LANKh ' (Vi) }
es una familia de m subconjuntos abiertos y no vacios de A. De la misma manera se tiene que
{Anr " U),ANh™ (U2),...,ANK™ " (Un)}

es una familia de m subconjuntos abiertos y no vacios de A. Como (X, fo) es m-transitivo en A,
existe k € N tal que

SEANRTYU) N (ANKTH (Vi) # 0, para cadai € {1,2,...,m}.

Por la Proposicién 2.8,

(A1 U N A) N () HRH(Vi) N A) # 0.
Al ser h una semiconjugaci
on, por el Corolario 4.7, gf o h = ho fF. Luego

0#nHU)NAN () (V)N A) =
R (U N ANR ((g1) 7 (Vi) N (A1) H(A) =
= AN (A NAHU N (g1) 7 (VR)).

Esto implica que U; N (g¥)~1(V;) # (. Aplicando de nuevo la Proposicién 2.8, tenemos que g¥ (U;) N
V; # 0 para cada i € {1,2,...,m} y, por tanto, (Y, go) €s m-transitivo en h(A). O

Corolario 4.9. Sean (X, foo) y (Y, goo) dos sistemas no-auténomos, m € N\ {1} y h: X — Y una
conjugacion. Sea A un subconjunto no vacio de X. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

1) (X, fo) es transitivoen A siy s
olo si (Y, go) es transitivo en h(A);
2) (X, fxo) es m-transitivo en A siy so6lo si (Y, goo) €s m-transitivo en h(A).

Demostracion. Basta observar que, bajo el homeomorfismo h, A es no vacio en X siy s
olo si h(A) es no vacio en Y, y A tiene mas de un punto si y sélo si h(A) tiene mas de un punto, y
aplicar el Teorema 4.8. g

Los siguientes resultados aparecen originalmente en [40, Teorema 3.3 y Corolario 3.3], respec-
tivamente, para subconjuntos cerrados A de X y semiconjugaciones h: X — Y para las que h(A)
es un subconjunto cerrado en Y. En el primero se indica que “ser un conjunto transitivo” es una
propiedad que se preserva bajo semiconjugacién. También, bajo las condiciones que se mencionan,
“ser un conjunto m-transitivo” se preserva bajo semiconjugacién. Del corolario se infiere que “poseer
un conjunto transitivo” y “poseer un conjunto m-transitivo” son propiedades dinamicas.

Teorema 4.10. Sean (X, foo) ¥ (Y, goo) dos sistemas no-auténomos, m € N\ {1} y h: X - Y
una semiconjugacién. Sea A un subconjunto no vacio de X. Entonces se cumplen las siguientes
afirmaciones:

1) si A es transitivo en (X, fs), entonces h(A) es transitivo en (Y, goo);
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2) si A esm-transitivo en (X, fo) y h(A) tiene mas de un punto, entonces h(A) es m-transitivo
en (Y, goo)-

Demostracion. La prueba de 1) sigue ideas muy similares a las indicadas en la prueba de la afir-
macion 1) del Teorema 4.8. Sean C un subconjunto abierto y no vacio de h(A) y V un subconjunto
abierto y no vacio de Y tal que V N h(A) # 0. Hagamos D = V N h(A). Como indicamos en la
prueba de la parte 1) del Teorema 4.8, AN h~1(C) es un subconjunto abierto y no vacio de A y
h=(V) es un subconjunto abierto de X tal que AN h~1(V) # (). Puesto que A es transitivo en
(X, foo), por la parte 2) del Teorema 3.16, existe k£ € N tal que

ANRHO) N () HRTHV)) # 0.
Como h es una semiconjugacién, por el Corolario 4.7, g¥ o h = h o fF. Luego
ANh™HO)N ()T RTHV)) = AnhTHO) N AT ((g1) TN (V) =
=ANhHCN(gr) (V).
Esto implica que C'N (gF)~1 (V) # 0 y, por la parte 2) del Teorema 3.16, h(A) es transitivo en

(Y, goo) probando asi 1). La demostracion de 2) sigue ideas similares a las que acabamos de escribir
y a las indicadas en la prueba de la parte 2) del Teorema 4.8. O

Corolario 4.11. Sean (X, fo) y (Y, goo) dos sistemas no-auténomos, m € N\{1} y h: X — Y una
conjugacion. Sea A un subconjunto no vacéo de X. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:
1) A es transitivo en (X, foo) si y sélo si h(A) es transitivo en (Y, g );
2) A es m-transitivo en (X, foo) si y solo si h(A) es m-transitivo en (Y, g ).

Para sistemas no-auténomos en la forma general, se tiene el siguiente resultado, que generaliza
la parte (ii) de [50, Lema 3.1], en donde se supone que X y Y son espacios métricos y solo se muestra
que, cuando la condicién (%) se cumple, la transitividad de (Ew, goo) implica la transitividad de

(Doos foo)-
Teorema 4.12. Sean (Du, foo) ¥ (Foo, goo) dos sistemas no-auténomos y m € N\{1}. Supongamos
que (Do, foo) esta conjugado con (Eoo, goo), ¥ que hoo = {h,: n € N} es una conjugaciéon con la
siguiente propiedad:

(x) para cada ni,ny € N con ny # ny, si E,, NE,, # 0, entonces h, ! (y) = h; }(y), para toda

ye kb, NE,,.

Dado un subconjunto no vacio B de E7, se cumplen las siguientes afirmaciones:

1) si (Fso, goo) €S transitivo en B, entonces (Do, foo) €s transitivo en hy'(B);

2) si (Eoo, goo) €8 m-transitivo en B, entonces (Do, foo) €8 m-transitivo en hi ' (B).

Demostracion. Para mostrar 1), supongamos que (Es, goo) es transitivo en B. Sean U y V' dos
subconjuntos abiertos y no vacios de hy'(B). Como hy: D; — E; es un homeomorfismo, hy(U) y
h1(V') son subconjuntos abiertos y no vacios de B. Puesto que (Fwo, goo) €s transitivo en B, existe
k € N tal que

(1) (ha(U)) N (V) # 0.
Por la Proposicién 4.6, g¥ o hy = hjy1 0 fF, de donde hy 11 (fF(U)) Nhi(V) # 0. Esto implica, pues
hk+1 es un homeomorfismo, que
FEW) N (g 0 )(V) # 0.
Sea z € U tal que ff(z) € (h,;l1 o hy)(V). Entonces existe y € V tal que hy1(fF(z)) = hi(y).

Notemos que k + 1 # 1, pues k € N. Ademas hy(y) € E1 v her1(fF(2)) € Exy1. Como dichos
elementos son iguales, tenemos que £y N Fyi1 # 0y hi(y) € E1 N Ek11. Luego, por (x),

hip1 () = hi* (ha(y)) = v.
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Utilizando esto y la igualdad hyy1(fF(z)) = hi(y), tenemos que
Ji (@) =l (@) = v-
Esto prueba que fF(U) NV # 0, por lo que (Dy, foo) €s transitivo en hy ' (B).

Auntes de probar 2), conviene indicar que en la demostracion de la parte 1) hemos hecho ver lo
siguiente:

(5.2) si hp 1 (fF(U)) N Ry (V) # 0, entonces f(U)NV # (.
Para probar 2) supongamos que (F,¢oo) €s m-transitivo en B. Sean {Uy,Us,..., Uy} v {V1,
Va,...,Vin} dos familias de m subconjuntos abiertos y no vacios de h;*(B). Como h; es un ho-

meomorfismo, se tiene que
{hl(Ul),hl(UQ)w~-,h1(Um)} y {h1(V1)7h1(V2)7~~~>h1(Vm)}

son dos familias de m subconjuntos abiertos y no vacios de B. Puesto que (Ex, goo) €s m-transitivo
en B, existe k € N tal que, para cada i € {1,2,...,m},

(g7)(ha(U)) N ha (Vi) # 0.
Por la Proposiciéon 4.6, g¥ o hy = hiy1 o fF, de donde
Pt (FE(U)) N by (Vi) # 0, paracadai € {1,2,...,m}.
Luego, por (5.2), obtenemos que
fRUNNV; #0, paracadaie {1,2,...,m}.
Por tanto, (Duo, foo) €8 m-transitivo en hy *(B). O

Bajo las hipotesis del Teorema 4.12, tomando B = E; se deduce que si (Ex, goo) €s transitivo
(respectivamente, m-transitivo), entonces (Do, foo) €8 transitivo (respectivamente, m-transitivo).
Si los sistemas no-auténomos (X, foo) v (Y, goo) estan conjugados entonces, por la Definicion 4.2,
toda conjugacion es un homeomorfismo h de X en Y. En tal situacion, la propiedad (x) del Teore-
ma 4.12 se cumple pues, para cadan € N, E,, =Y y h,, = h. Entonces, de las afirmaciones 1) y 2)
del Teorema 4.12, si (Y, goo) es transitivo (respectivamente, m-transitivo) en B, entonces (X, foo)
es transitivo (respectivamente, m-transitivo) en h=1(B).

5. Orbitas, Puntos Periédicos y Transitividad

En esta seccién estudiamos, tanto en un sistema auténomo como en uno no-auténomo, la
relacién que existe entre las orbitas de los puntos y la transitividad. Resaltamos diferencias que
existen entre sistemas auténomos y no-auténomos mediante ejemplos, mostrando resultados que
son validos para sistemas auténomos, pero no necesariamente para los no-auténomos. Definimos
los puntos periédicos de un sistema no-auténomo, los cuales seran de suma importancia en la si-
guiente seccién. También analizamos la relacién que existe entre puntos aislados, puntos transitivos
(Definicion 5.13) y la transitividad en los sistemas auténomos y en los no-autonomos. Las nociones
y resultados que aparecen en esta seccion, fueron tomados principalmente de [1] y [66].

Conviene mencionar que en [66] un sistema no-autéonomo tiene la forma (Do, foo), donde
Dy = {D,:n € NU{0}} es una sucesion de subconjuntos de un espacio métrico X y foo =
{fn: n € NU{0}} es una sucesion tal que, para cada n € NU{0}, f.: D,, = D41 es una funcion,
no necesariamente continua. En otras palabras, en [66] los sistemas no-auténomos son como los
que consideramos en la Definiciéon 3.3, pero sin pedir que cada funcion f, sea continua. Como
el lector puede observar, las respectivas nociones de transitividad, m-transitividad, conjugacién y
semiconjugacion pudieron presentarse sin pedir que las funciones a considerar sean continuas. En
muchos de los resultados que ya probamos, la continuidad de las respectivas funciones no es una
propiedad esencial. Lo mismo sucederé con varias nociones y resultados que escribiremos a partir
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de ahora. Tomando en cuenta esto, adaptaremos los resultados de [66] a la forma en como hemos
considerado en la Definicién 3.3 la nocién de sistema no-auténomo.

Notemos primero que en el caso auténomo la érbita de cada punto es un conjunto invariante.
Esto es, si (X, f) es un sistema auténomo entonces para cada x € X sucede que

f(orb(z, f)) C orb(x, f).

La situacién es distinta en un sistema no-auténomo, como lo muestran los siguientes ejemplos,
tomados de [65, Ejemplo 2.7].

Ejemplo 5.1. Presentamos un sistema estrictamente no-auténomo (X, f,) que posee un punto
cuya orbita no es invariante. Para ver esto, tomemos X = R con la topologia usual, asi como las
funciones continuas g1, g2: R — R definidas en z € R como

gi(x)=z+1 y golz)=2—-1
Sean f,, = g1 para n impar, f, = g2 para n par y foo = {fn: n € N}. En el sistema no-autéonomo
(R, fx) si z € R, entonces
orb(z, foo) ={z, 2+ Lz, 2+ L,z,x + 1,...} = {z,z + 1}.
En particular, orb(1, foo) = {1,2} y
sron 1) ={ B3 o, dn e
Luego orb(1, fo) no es un conjunto invariante en (R, foo). O

Ejemplo 5.2. Presentamos un sistema estrictamente no-autéonomo (X, fo) que posee un punto
cuya Orbita es invariante. Para ver esto, tomemos X = R con la topologia usual asi como las
funciones continuas hq, ho: R — R definidas en z € R como

hi(z)=2* vy  hy(z) = —z.

Sean f, = hy para n impar, f, = he para n pary foo = {fn: n € N}. En el sistema no-auténomo
(R, fx) si z € R, entonces

orb(z, foo) = {x, 22, —2% 2*, -zt .. ).
En particular, orb(—1, foo) = {-1,1} ¥
fln(OI'b(—l, foo)) - {_la 1} = OI‘b(—L foo)
Luego orb(—1, fs) es un conjunto invariante en (R, fo). O

5.1. Puntos Periédicos. Recordemos que si (X, f) es un sistema auténomo y z € X,
entonces z es un punto k-periédico de (X, f) si k € Ny f¥(z) = 2. Al menor niimero natural k
tal que f*(z) = x se le llama el periodo de x. Decimos que x es un punto periédico de (X, f) si
existe k € N tal que x es un punto k-peripodico de (X, f). Un punto fijo de (X, f) es un punto
1-periddico de (X, f). La nocion de punto periddico no es estandar en los sistemas no-auténomos.
En la literatura han aparecido tres nociones que distinguimos como (P1), (P2) y (P3). Todas ellas
generalizan la nocién de punto periédico en el caso auténomo.

Definicién 5.3. Sean (Dy, fo) un sistema no-auténomo y = € D;. Decimos que x es un punto

(P1) k-periédico en el sentido (P1) si k € Ny ff(z) = x; al menor k con esta propiedad se
le llama el periodo de =x.

(P2) k-peri
odico en el sentido (P2) si k € Ny fFf"(z) = x para cada n € N; al menor k con esta
propiedad se le llama el periodo de x.
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(P3) k-periddico en el sentido (P3)sike Ny
(5.1) M (g) = f(x), paratodan € NU{0};

si ademas de (5.1) se tiene que k # 1y f"(x) # = para cadam € {1,2,...,k—1}, decimos
que k es el periodo de x.
Para i € {1,2,3}, decimos que x es un punto periédico de (D, f~) en el sentido (Pi) si
existe k € N tal que x es k-periddico en el sentido (Pi). Decimos que x es un punto fijo de
(Do, f) en el sentido (Pi) si z es un punto 1-periodico en el sentido (Pi).

En [49] se consideran los puntos periddicos en el sentido (P1), mientras que en [43] se toman
en el sentido (P2) y tanto en [50, Definicién 2.1] como en [66, Definiciéon 2.1] se consideran en el
sentido (P3). En [1] se dice que el periodo de un punto k-periodico en el sentido (P3) con k # 1 es el
menor nimero natural k tal que fF(z) = z y los elementos del conjunto {f}(z), f2(z),..., fF=*(z)}
son diferentes dos a dos. Notemos que esta forma de considerar el periodo de un punto periodico
en el sentido (P3) difiere a la dada en la Definicién 5.3. Notemos también que los puntos periddicos
en el sentido (P1) y en el (P2) tienen periodo. Més adelante, en los Ejemplos 5.11 y 5.12, vemos
que un punto periodico en el sentido (P3) puede no tener periodo. Notemos que en el sistema
no-auténomo (R, fo,) descrito en el Ejemplo 5.1, cada elemento de R es un punto 2-periédico en
el sentido (P3) y de periodo 2.

Consideremos de momento los puntos fijos de un sistema no-auténomo (Du, foo). Notemos
que z es un punto fijo en el sentido (P1) si fi(x) = z. En dicho caso bien puede suceder que fo(x)
y fi(x) sean puntos distintos. El sistema no-auténomo (X, f,) del Ejemplo 5.28 tiene un tnico
punto fijo a1 en el sentido (P1) y, para cada n € N\ {1}, sucede que f,(a1) # a1 = f1(a1). Ademas
orb(as, fs) es infinito.

Notemos ahora que z es un punto fijo en el sentido (P2) si fi*(z) = z, para toda n € N. En
dicho caso, orb(z, foo) = {2} es un conjunto finito. El siguiente resultado aparece probado en [1,
Teorema 2.1], para sistemas no-auténomos de la forma (X, fo).

Proposicion 5.4. Sean (D, foo) un sistema no-autonomo y = € X. Entonces x es un punto fijo
en el sentido (P2) si y solo si f,(z) = = para cada n € N.

Demostracion. Supongamos primero que z es un punto fijo en el sentido (P2). Luego f1'(z) =z
para cada n € N. En particular, fi(z) = fi(z) =z y si n > 2, entonces

fal@) = (17 (@) = f1'(2) = @
Esto prueba que f,(z) = x para cada n € N.

Ahora supongamos que f,(x) = x para toda n € N. Luego para n € N,

fi(@)=(fno-ofacfi)(x)=(fno-ofzofo)(fi(x)) = (fno- -0 fsofo)(z)=

=(fno--ofaof3)(fa(2) = (fno---ofao f3)(x) = -+ = fulz) = 2.
Por tanto,  es un punto fijo en el sentido (P2). O
Notemos ahora que z es un punto fijo en el sentido (P3) si f{*"(z) = f(x) para cada

n € NU {0}. De esto se infiere el siguiente resultado.

Proposiciéon 5.5. Sean (D, foo) un sistema no-autéonomo y x € X. Entonces x es un punto fijo
en el sentido (P2) si y solo si « es un punto fijo en el sentido (P3).

Demostracién. Supongamos primero que z es un punto fijo en el sentido (P2). Entonces, por
la Proposicion 5.4, fi'(z) = 2 y fa(z) = x, para cada n € N. En particular f™%(z) = f{(2) =
fi(z) =z = f)(x) y, para toda n € N,

fﬂ(x) = for1(f1'(2)) = fay1(z) = 2 = f{'(2).
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Luego fi™"(z) = f(z) para cada n € NU {0}, por lo que = es un punto fijo en el sentido (P3).

Ahora supongamos que z es un punto fijo en el sentido (P3). Entonces fi™"(z) = f*(z) para

cada n € NU {0}. Probemos por inducci

on que fI'(x) = z para cada n € N. Para n = 1 tenemos que f}(z) = fi(z) = f(z) = =
Supongamos que fF(z) = z. Entonces fF+1(z) = f17%(z) = fF(z) = z. Esto prueba que f*(z) =
para cada n € N y, por tanto, x es un punto fijo en el sentido (P2). d

Asi pues, los puntos fijos en el sentido (P2) coinciden con los puntos fijos en el sentido (P3).
Consideremos ahora los puntos periédicos como en la Definicién 5.3. Notemos que
(P3) = (P2) = (P1)

es decir, todo punto k-periodico en el sentido (P3) es k-periddico en el sentido (P2) y, también,
todo punto k-periddico en el sentido (P2) es k-periddico en el sentido (P1). Las implicaciones
reciprocas no son ciertas y méas adelante, en esta seccion, veremos ejemplos que ilustran esto (ver
Ejemplos 5.11, 5.12, 5.17, y 5.18).

Para cada i € {1,2,3} definimos
(5.2) Pi(fs) = {x € Dy: x es un punto periodico de (Do, foo) en el sentido (Pi)}.

Para un sistema auténomo (X, f), definimos

(5.3) P(f) ={z € X: z es un punto periodico de (X, f)}.

El siguiente resultado se sigue directamente de la nocién de punto periodico y de la parte 2)
de la Proposiciéon 2.2.

Proposicion 5.6. Sean (X, f) un sistema auténomo y A un subconjunto no vacio de X tal que
f(A) C A. Entonces P(f) es denso en A siy solo si P(f]a), el conjunto de puntos periodicos del
sistema auténomo (A, f|4), es denso en A.

Ahora mostramos una propiedad de los puntos k-periddicos en el sentido (P3).

Proposicion 5.7. Sean (D, foo) un sistema no-auténomo, k,n € Ny xz € D;. Si z es un punto
k-periodico de (D, foo) en el sentido (P3), entonces

(5.4) flmEn () = fr(x), para cada m € NU {0}.

Demostracion. Sea m € NU {0}. Si m = 0, la igualdad (5.4) es cierta. Si m = 1 entonces, por
(5.1), ™ (x) = fr(z). Supongamos que m > 2. Utilizando m veces la igualdad (5.1), tenemos
que

AT @) = T @) = T @) = T @) = 1T @) =

= [T @) = @) = £ (@)
U

5.2. Conjugacién y Semiconjugacion. En la prueba del siguiente resultado vemos que,
para dos sistemas no-autonomos (X, foo) ¥ (Y, goo), “ser un punto k-perioédico” y “tener un conjunto
denso de puntos periédicos” son propiedades que se preservan bajo semiconjugacion. En particular,
son propiedades dinamicas.

Teorema 5.8. Sean (X, foo) ¥ (Y, goo ) dos sistemas no-auténomos, h: X — Y una semiconjugacion
e i € {1,2,3}. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

1) siz € Pi(fo), entonces h(z) € Pi(goo);
2) si Pi(f) es denso en X, entonces P;(goo) es denso en Y.
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Demostracion. Para probar 1), sea z € P;(fs). Hagamos y = h(z) y supongamos primero
que z es k-periédico de (X, fo) en el sentido (P1). Entonces ff(x) = x. Por el Corolario 4.7,
g¥oh=nho fF asi que

95 (y) = gt (h(x)) = h(f7'(2)) = h(z) =y,
de donde y es k-periodico de (Y, g) en el sentido (P1).

Ahora supongamos que z es k-periédico de (X, fo) en el sentido (P2). Entones ff"(z) = x
para toda n € N. Dada n € N tenemos, por el Corolario 4.7, gk" o h = h o ff", asi que

91" (y) = 9" (h(@)) = h(f{"(x)) = h(z) =y,
por lo que y es k-periddico de (Y, g ) en el sentido (P2).

Para terminar la prueba de 1) supongamos que x es un punto k-periodico de (X, foo) en el
sentido (P3). Entonces fF+"(z) = fI'(x), para cada n € N U {0}. Fijemos n € NU {0}. Por el
Corolario 4.7, gt oh=ho fl' y g]f"'” oh=ho ff+". Luego

g () = ™" (W) = h (fF(@)) = h (@) = g7 (h(x)) = g} ().
Por tanto, y es un punto k-periédico de (Y, go) en el sentido (P3). Esto prueba 1).

Para mostrar 2) supongamos que, para cada i € {1,2,3}, P;(fs) es denso en X. Sea V un
subconjunto abierto y no vacio de Y. Entonces h~1(V) es un subconjunto abierto y no vacio de
X y, como P;(fs) es denso en X, existe p € h=1(V) N Pi(fx). Por 1), h(p) € Pi(gxo), asi que
VN P(goo) # 0. Luego P;(geo) €s denso en Y y 2) se cumple. O

Para sistemas no-auténomos en la forma general, se tiene el siguiente resultado, que generaliza
la parte (i) de [50, Lema 3.1], en donde se supone que X y Y son espacios métricos y solamente
se utilizan puntos periodicos en el sentido (P3).

Teorema 5.9. Sean (Do, foo) ¥ (Eso, Yoo ) dos sistemas no-auténomos. Supongamos que (Do, foo)
estd conjugado con (Feo,gso), ¥ que hoo = {hn: n € N} es una conjugacion con la siguiente
propiedad:

(x) para cada ni,ny € N con ny # na, si E,, NE,, # 0, entonces h, ! (y) = h;}(y), para toda

ye E,, NE,,.

Para cada i € {1,2, 3}, se cumplen las siguientes afirmaciones:

1) siy € Pi(goo), entonces hy ' (y) € Pi(f);

2) si P;j(goo) es denso en Eq, entonces P;(fx) es denso en D;y.

Demostracion. Recordemos que, para cada n € N, h,,: D,, — E,, es un homeomorfismo. Para
ver 1) sea y € Pi(goo). Hagamos = = hy ' (y) y supongamos que y € E es un punto k-periddico de
(Es, goo) en el sentido (P1). Entonces k € Ny g¥(y) = y. Por la Proposicion 4.6, hy 10 ff = gFoh.
Luego

1 (1 (2)) = g5 (@) = gt (y) = y = ha(2).
Puesto que k € N, tenemos que k + 1 # 1. Ademas hyy1(ff(z)) € Epy1 y hi(z) € E; y como
dichos elementos son iguales, Ej11 N E; # (). Aplicando (x) deducimos que

z = hy'(h(2)) = higy (@) = by (hen (ff (@) = f1 (@)
Luego ff(x) = x, de donde = es un punto k-periédico de (Do, foo) en el sentido (P1). Por tanto

hi'(y) € Pi(fe0)-

Ahora supongamos que y € E; es un punto k-periddico de (Eo,goo) en el sentido (P2).
Entonces k € Ny g¥"(y) = y para toda n € N. Fijemos n € N. Por la Proposicién 4.6, hj, 110 fF" =
gk o hy. Luego

hinga (F17(2)) = gt (b1 () = g™ (y) = y = ha ().
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Como k,n € N tenemos que kn + 1 # 1. Ademés hyp,1(fF"(x)) € Expy1 y hi(z) € Ey y al ser
dichos elementos iguales, Ey,+1 N FEy # (. Aplicando (x) deducimos que

w = hit (h(2)) = higyir (h1(2)) = higy oy (hina (F17 (2))) = 17 (2)-
Luego ff"(x) = z, de donde x es un punto k-periédico de (D, fo) en el sentido (P2). Por tanto
Wi (y) € Pa(foo).

Para terminar la prueba de 1) supongamos que y € F; es un punto k-periodico de (Ex, goo)
en el sentido (P3). Entonces k € Ny ¢"™(y) = ¢7(y), para cada n € NU{0}. Fijemos n € NU{0}.
Por la Proposicién 4.6,

hnsiofir =gl ohi ¥y  hipnpro [y =git"ohy.

Luego hni1 0 ff o hy' = g7, por lo que

hinir (fTT7(@) = 44" (i () = g7+ (y) = 91 (y) =
= hng1 (ff' (7)) = hosr (fT ().
Como k € N tenemos que k +n + 1 #n + 1. Ademés

hot1(ff(2)) € Bnsty hiinirn (ff77(2)) € Brgnit ¥ hiegnr1 (ff77(2) = hoga (1 (2))
por lo que hy,1(f7*(x)) € Ept1 N Egyny1- Aplicando (x), deducimos que

fi(@) = by (hsr (71 (2))) = By g (Bt (7 (2))) =
= higrnir (Meangr (A7) = 77 ().

Es decir, ff*"(z) = f7*(x), de donde = es un punto k-periédico de (Do, foo) en el sentido (P3).
Luego hi'(y) € P3(fs). Esto prueba 1).

Para mostrar 2) supongamos que, para cada i € {1,2,3}, P;(go) es denso en E;. Sea U un
subconjunto abierto y no vacio de D;. Entonces hi(U) es un subconjunto abierto y no vacio de
E;. Como P;(gs) es denso en Ey, existe ¢ € P;(goo) Nh1(U). Por 1), hi'(q) € Pi(fs) NU. Esto
prueba que P;(fo) es denso en Dj. O

Como comentamos al final de la Seccién 4, si (X, foo) ¥ (Y, goo) son dos sistemas no-auténomos

y h: X — Y esuna conjugacion, entonces se satisface la propiedad (x). Por tanto, de las propiedades

1) y 2) del Teorema 5.9, se infiere que h=(P;(go0)) C Pi(foo) ¥ si P;(goo) es denso en Y, entonces
Pi(fs) es denso en X (Z €{1,2,3}).

5.3. Las orbitas en un Sistema No-Auténomo. Consideremos ahora la siguiente defi-
nicioén.
Definicién 5.10. Sean (Do, fs) un sistema no-auténomo, i € {1,2,3} y x € D; un punto
periodico de (D, fo) en el sentido (Pi). La 6rbita periédica de z en (D, fo) s el conjunto
orb(z, fs). Un subconjunto no vacio B de X es una 6rbita periodica de (D, fo ) en el sentido
(P1i) si existe un punto periodico y € Dy de (Du, foo) €n el sentido (Pi) tal que orb(y, fs) = B.

Notemos que la 6rbita de un punto k-periodico en el sentido (P3) es un conjunto finito, justo
su Orbita periddica
Orbxfoo {l’ fl ( ) ) fil<x)}
Como vemos en esta seccion, la orbita periodica de un punto periodico en el sentido (P1) o (P2) es
un conjunto que puede ser finito o bien infinito. Aun y cuando la érbita de un punto k-periodico
en el sentido (P2) sea finita, con k > 2, el punto no tiene porque ser k-periodico en el sentido (P3),
como muestra el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 5.11. Construimos un sistema no-auténomo (X, fo) que posee un punto z € X con las
siguientes propiedades: z es 2-periddico en el sentido (P2) pero no en el sentido (P3), orb(z, fx)
posee tres elementos, x es 4-periodico en el sentido (P3) y x no tiene periodo en el sentido (P3).
Para ver esto, supongamos que el espacio topologico X tiene por lo menos 3 elementos distintos
ai,a2 y as. Para cada n € N, definimos una funcién f,: X — X de manera que f; = f; si y sélo
si iy j son congruentes modulo 4. Ademaés f1, fo, f3 y f4 son tales que

filar) = a2, falaz) = a1, f3(a1) =asz y filaz) =as.

Hagamos = a; y consideremos el sistema no-auténomo (X, f). Entonces orb(z, foo) = {a1, a2, a3}
y f#"(x) = x para cada n € N. Por tanto = es 2-periédico en el sentido (P2), pero no en el sentido
(P3), pues fi1(2) = a3, fi(z) = az y az # az. Notemos que x es 4-periodico en el sentido (P3).
Sin embargo, z no tiene periodo 4 en el sentido (P3), pues fZ(z) = . O

Cuando la construccion del Ejemplo 5.11 la realizamos en un espacio que posee al menos cuatro
puntos en lugar de tres, obtenemos una dinamica distinta, como ilustra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.12. Construimos un sistema estrictamente no-auténomo (X, f) que posee un punto
2 € X con las siguientes propiedades: x es 5-periddico en el sentido (P3) pero no tiene periodo en
el sentido (P3), z es 3-periodico en el sentido (P1) pero no en el sentido (P2) ni (P3) y orb(z, foo)
posee cuatro elementos. Para ver esto, supongamos que el espacio topolégico X tiene por lo menos
4 elementos distintos a1, az, as y as4. Para cada n € N, definimos f,,: X — X de manera que f; = f;
si y s6lo si i y j son congruentes modulo 5. Ademas, f1, fa, f3, fa ¥ f5 se definen de modo que

filar) = a2,  falaz) = a3, fiz(az) = a1, fa(ar) =as y fs5(as) =as.

Hagamos = = a1 y consideremos el sistema no-auténomo (X, fo). Entonces
0I'b(.T, foo) = {a/la a2, as, CL4},

y 7" (z) = fI(x), para cada n € N U {0}. Por tanto, z es un punto 5-periédico de (X, fo) en
el sentido (P3). Sin embargo, x no tiene periodo 5, pues f;(z) = x. Notemos que x es un punto
3-periodico en el sentido (P1) pero no en el sentido (P2) ni (P3), pues f{(x) = flz(g)(a:) = ag # ay,
i) = 77 (x) = au, f1(x) = ag y ag # a4. Por tanto, en el sentido (P3), x es un punto periédico
de (X, fo) que no tiene periodo. O

Si (X, f) es un sistema auténomo, x € X y y = f™(x) € orb(z, ), entonces
orb(y, f) ={f"(x): n 2 m}

es una cola de orb(z, f), considerada como una sucesion. Si (X, f) es un sistema no-auténomo,
x€Xyy= fi"(z) € orb(z, fo) entonces, como vemos en los Ejemplos 5.18 y 5.19, el conjunto

orb(y, feo) = {fT"(f1"(2)): n € NU{0}}
no necesariamente es una cola de la sucesion orb(z, f ). Consideremos ahora la siguiente nocion.

Definicién 5.13. Sean (Do, foo) un sistema no-auténomo y A un subconjunto no vacio de D;. Se
dice que (Do, fo) POSee un punto transitivo en A, si existe x € A tal que el conjuto orb(z, foo)
es denso en A.

Si (Doo, foo) POSee un punto transitivo z en A, es comin decir que x es un punto transitivo de
A. Por la Proposicién 2.7, tenemos los siguientes resultados.

Proposicion 5.14. Si X es un espacio 77 sin puntos aislados, entonces los elementos en la 6rbita
de un punto transitivo son puntos transitivos.
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Proposiciéon 5.15. Sea (Do, foo) un sistema no-autéonomo, donde X es un espacio T7. Si A es un
subconjunto no vac

io de D; sin puntos aislados y x es un punto transitivo de A entonces, para cada n € NU {0}, el
conjunto {f"*(x): m > n} es denso en A.

Corolario 5.16. Sea (X, fo) un sistema no-auténomo, donde X es un espacio 7; sin puntos
aislados. Si = es un punto transitivo de X entonces, para cada n € NU{0}, el conjunto { f{"(x): m >
n} es denso en X.

Notemos que si & es un punto periédico de un sistema auténomo (X, f), entonces = tiene
periodo y los elementos de la é6rbita de x, son puntos peridédicos del mismo periodo. Vamos ahora
a presentar algunos ejemplos en donde se muestra que, en un sistema estrictamente no-aut
onomo, la propiedad anterior asi como la Proposici
on 5.14 pueden no cumplirse.

Ejemplo 5.17. Presentamos un conjunto finito X y un sistema estrictamente no-autéonomo (X, fo.)
con las siguientes propiedades:
1) cada elemento de X es un punto periodico y transitivo de X;
2) existe un punto periddico a de (X, foo) en el sentido (P3) y ningtn elemento de X \ {a}
es periodico en el sentido (P3);
3) los elementos de X \ {a} son puntos periodicos en el sentido (P1) pero no en el sentido
(P2);
4) (X, fo) es transitivo pero no 2-transitivo.
Sea X = {a,b,c} un conjunto con tres elementos y con la topologia discreta. Para cada n € N,
definimos una funcién f,,: X — X de manera que f; = f; si y sélo si ¢ y j son congruentes médulo
3. Ademés f1, fo y f3 se definen como sigue: fi(a) = b, f2(b) = ¢, f3(c) = a, f1(b) = a, fo(a) =01
f3(b) = a, fi(c) = a, fs(a) = cy fo(c) = a. Entonces fi # fa2, fi # f3 y fo # f3. Ademas
3t (a) = f7(a), para cada n € NU {0}. Por tanto, a es un punto 3-periédico de (X, f,) en el
sentido (P3), de periodo 3 y orb(a, fo) = X. Notemos que b, un elemento de orb(a, fs ), no es
3-periodico en el sentido (P3), pues

ffo)=b,  fO)=f70)=c v b#c

Esto muestra que, en general,

a) los elementos en la orbita de un punto k-periddico en el sentido (P3), no necesariamente
son k-periodicos en el sentido (P3).

Es féacil ver que orb(b, fo) = orb(c, foo) = X. Por tanto, cada elemento de X es un punto
transitivo de X. Ademas ff(b) = b si y s6lo si k = 2 o bien existe »r € NU {0} tal que k = 4 + 3r.
Por tanto b es periddico en el sentido (P1). Notemos que b no es 2-periédico en el sentido (P2) pues

f8(b) = ff(3)(b) =ay a#b. Notemos también que b no es 2-periédico en el sentido (P3) pues
fib)=a,  FO)=f70) =c v ate
Observemos que para ninguna r € NU{0}, b es (4+ 3r)-periodico en el sentido (P2) ni en el sentido
(P3), pues
SO @) = fEOT @) £ b, ) = £ETV0) =0, f0) =

y a # b. Esto prueba que b no es un punto periodico de (X, fo) en el sentido (P2) ni en el sentido
(P3). Notemos que ff(c) = ¢ si y sélo si existe s € NU {0} tal que k = 5 + 3s. Por tanto ¢ es un
punto periodico en el sentido (P1). Para ninguna s € NU {0}, c es (5 + 3s)-periodico en el sentido
(P2) ni en el sentido (P3), pues

O A O E N N O RS A O HOE
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y a # c. Esto prueba que ¢ tampoco es un punto periodico de (X, fo) en el sentido (P2) ni en el
sentido (P3).

Con lo que hemos escrito tenemos probado 1), 2) y 3). Del hecho de que cada elemento de X
tiene Orbita densa en X se sigue que (X, fo,) es transitivo. Para ver que (X, f,) no es 2-transitivo,
notemos primero que ff(a) = a siy solo si k es congruente con 0 médulo 3, mientras que fF(b) = c
si y solo si k = 5+ 3t para alguna t € NU{0}, es decir si y solo si k es congruente con 2 modulo 3.
Entonces, para las parejas {{a},{b}} y {{a}, {c}} de abiertos no vacios de X, no existe k € N tal
que fF({a}) N{a} # 0y fE({b}) N{c} # 0. Esto prueba que (X, fo) no es 2-transitivo. O

Cuando tenemos un sistema auténomo (X, f) donde el espacio topolégico X es infinito y
Ty, es facil ver que los puntos periédicos no son transitivos. El siguiente ejemplo aparece en [1,
Teorema 2.3] y hace ver que, en un sistema no-auténomo (X, f), donde X es infinito y 73, un
punto periédico puede ser también un punto transitivo. En su construccién utilizamos las llamadas
funciones lineales por pedazos en el intervalo unitario I = [0, 1]. Recordemos que si n € Ny tenemos
definida una funcion f: {zg,z1,...,2,} = I, donde 0 = 29 < z1 < -+ < 2p_1 < x, = 1, entonces
podemos extender f a I como sigue: para cada i € {0,1,...,n—1} la grafica de f en el subintervalo
[z, 2;1+1] de T es el segmento de recta cuyos extremos son (z;, f(x;)) ¥ (@it1, f(2i+1)). Decimos
que f: 1 — 1 es una funcién lineal por pedazos.

Para construir una funcion lineal por pedazos f: 1 — I, primero indicamos cémo se define
f en un conjunto finito {zg, x1,...,2,}, donde 0 = 29 < 21 < -+ < Tp—1 < z, = 1, y luego
decimos que f es lineal por pedazos en el resto. Por ejemplo, si g: I — I es la funcién definida
como g(0) = 0, g(3) =0, g(1) = 1 y lineal por pedazos en el resto, entonces g(z) = 0 para cada
0<x<%yg(x)z?x—lparatoda%<x<1.

Ejemplo 5.18. En el intervalo unitario I = [0,1] definimos un sistema no-auténomo (I, f)
con las siguientes propiedades: existen un punto peridédico x en el sentido (P2) que también es
un punto transitivo de I, asi como y € orb(z, f») \ {2} tal que y no es un punto periédico
ni un punto transitivo de I. Ademés z no es periodico en el sentido (P3). Para ver esto, sea
{s1,82,...,8n,...} CI\{0,1} un subconjunto denso en I tal que 3 < s1. Definimos (I, fo) como
sigue: para cada n € N, la funcién f,,: I — I satisface

fn(o) =0, fn(l) =0, font1 <;) = Sn+1, an(Sn) = %

y tanto fa, como fy,1 son lineales por pedazos en el resto. Ademas

s1, siz=21, 1, siz=21,
f1<x>:{ ' ’ fz(:o:{l e

1, siz=s, 3, siz=s,

y tanto fi como f> son lineales por pedazos en el resto. Sean x = % y y = s1. Notemos que

1 1 1 1
Orb(x,foo):{2781,2782,...,2,57”...} y Orb(y7foo):{81a2a1a0707"'}'

Por tanto, y € orb(z, foo) \ {2} v orb(y, foo) n0 es una cola de orb(z, fo). Ademas x es un punto
periodico en el sentido (P2), cuya érbita es densa en I, mientras que y no es un punto periodico y
la orbita de y no es densa en I. Como los puntos periodicos en el sentido (P3) tienen orbita finita,
2 no es periodico en el sentido (P3). O

Un espacio topologico X es homogéneo si para cualesquiera x,y € X, existe un homeomorfismo
f: X — X tal que f(z) = y. Un grupo topoldgico es una terna (G, 7,-) tal que (G, ) es un espacio
topologico, (G,-) es un grupo (no necesariamente abeliano) y las funciones f1: G x G — Gy
fo: G — G definidas, para x,y € G, como fi(z,y) = -y y fo(r) = 27! (el inverso de x) son
continuas. En [3, Corolario 1.3.6] se prueba que los grupos topoldgicos son homogéneos.
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El siguiente ejemplo aparece en [1, Ejemplo 2.1] y esta basado en el conjunto de Cantor €, con
su topologia usual. Entre las propiedades de C que utilizaremos enunciamos las siguientes:

C1) Un espacio métrico X es homeomorfo a € si y solo si X es compacto, totalmente disconexo
y sin puntos aislados. La prueba original de dicho resultado aparece en [13], aunque una
referencia mas reciente es [45, Teorema 7.14].

C2) € es homogéneo. En [3, Seccion 1.10] se dice que en [13] se prueba que € es un grupo
topolégico abeliano y, por tanto, es homogéneo.

Quizé la prueba mas natural de la homogeneidad de C es la siguiente: el conjunto {0, 1}, con la
operacion de adicion modulo 2, es un grupo topologico. Por [30, Teorema 12], el producto de grupos
topolégicos es un grupo topoldgico, asi que el espacio producto {0, 1} es un grupo topologico y,
por tanto, es homogéneo. Ademés, por resultados esténdares de la topologia producto, {0, 1} es
un espacio métrico, compacto, totalmente disconexo y sin puntos aislados. Luego, por la afirmacion
C1), {0, 1} es homeomorfo a C. Esto prueba que € es homogéneo.

Ejemplo 5.19. En el conjunto de Cantor € definimos un sistema no-auténomo (C, h,) con las
siguientes propiedades:

1) existen x,y € C tales que x # y, x € orb(y, heo) ¥ y € orb(x, hoo);
2) x es un punto periddico en el sentido (P3) y y no es un punto periodico en el sentido (P3);
3) y es un punto transitivo de € y = no es un punto transitivo de C.

Podemos escribir € = €; UGy donde €; € €, C2 € €, 6, NGy = @ y tanto €; como €y son

= =

homeomorfos a €. Usando la homogeneidad de C; y G, se sigue que para cada z1,20 € C1 y
todo y1,y2 € Co existen homeomorfismos hy: C; — Co y ho: Co — Cp tales que hi(z1) = y1 ¥

hg(yg) = Z2.

Sea f1: C; — G2 un homeomorfismo. Tomemos = € €1 y y € Gy con fi(x) = y. Entonces
xz,y € € son tales que = # y. Sea fo = fl_lz Gy — €;. Como €3 y Cs son separables, existen dos
sucesiones

A:{x2n+1:nENU{O}}CGQ y B:{x2n+2:n€NU{0}}C61

con las siguientes propiedades: sus elementos son diferentes dos a dos, 1 =y, o = x, A es denso
en Cy y B es denso en C;. Para cada n € NU {0} definimos homeomorfismos go,4+1: C2 — €1 y
gan+2: €1 — Gy tales que

Gont+1(Tant1) = Tont2 Y Gony2(Tonyo) = To(n+1)+1 Dara toda n > 0.
Consideremos la sucesion de homeomorfismos ho, = {h,: n € N} donde, para cada
n>=20hopt1: C— Cy hopyo: C—C
se definen como sigue:
f1(t), site @,
9on+1(t), site Co,

f?(t)v SitECQ,
92n+2(t), siteCy.

hon+1(t) = { Yy  hanio(t) = {

En el sistema no-auténomo (€, k) tenemos que h2*"(z) = h}(z) para cada n € NU {0}, asi que
x es 2-periddico en el sentido (P3), de hecho orb(x, hoo) = {z,y} . Por construccion,

Orb(y7 hoo) = {y7 T2, X3, T4y L2041, L2042, - - }

es infinito e, incluso, orb(y, hoo) es denso en C. Entonces y es un punto transitivo que no es un
punto periodico en el sentido (P3). Ademas = es un elemento de la orbita de y y, asi, orb(z, hoo) N0
es una cola de orb(y, ho ). Por tanto, en el sistema no-autéonomo (C, ho ), existe un punto transitivo
en cuya orbita hay un punto que no es transitivo, al ser un punto periédico en el sentido (P3). O

El siguiente resultado generaliza [1, Teorema 2.2].
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Proposiciéon 5.20. Sean (Do, foo) un sistema no-auténomo y A un subconjunto no vacio de D;.
Supongamos que (Do, foo) €s transitivo en A y que x es un punto aislado de A. Entonces x es un
punto periodico en el sentido (P1) y también un punto transitivo de A.

Demostracion. Como {z} es abierto en A, por la transitividad en A, existe k¥ € N tal que
fF{x}) n{z} # 0. Luego fF(x) = =y, asi, x es periodico en el sentido (P1). Tomemos ahora un
abierto no vacio U de A. Por la transitividad en A, existe n € N tal que f*({z}) NU # 0, asi que
fi(z) € U. Esto prueba que orb(z, fo,) es denso en A. O

Corolario 5.21. Sean (X, f) un sistema auténomo y A un subconjunto no vacio de X. Supongamos
que f es transitiva en A. Si A posee un punto aislado z, entonces x es un punto periodico de (X, f)
y orb(z, f) es denso en A.

Como hemos visto, la situacién con un punto periédico en un sistema no-auténomo, de acuerdo
a como se ha dado en la Definicién 5.3, cambia con respecto a lo que estamos acostumbrados para
un sistema auténomo. Esto es consecuencia de como se estan considerando los puntos periédicos.
Cada definicién de punto periddico en un sistema no-auténomo tendrd sus pros y sus contras.
Independientemente de la nocién que se considere, es un problema interesante determinar si, en un
sistema no-auténomo, la transitividad y la densidad de puntos periédicos implican que el sistema
es caotico en el sentido de Devaney (Definicién 6.8). En la Seccion 6 trataremos este problema para
los puntos periddicos en el sentido (P3). Como comentamos en la Introduccion, el mismo problema
se considera tanto en [43], para los puntos periodicos en el sentido (P2), como en [49] para los
puntos perioddicos en el sentido (P1).

Hemos mencionado que todo resultado valido en un sistema no-auténomo, produce un resul-
tado valido para un sistema auténomo. Ahora vamos a mostrar diversas situaciones en las que
el reciproco de la afirmacién anterior no es cierto. El siguiente resultado aparece enunciado sin
demostracion en [66, Comentario 2.1].

Proposiciéon 5.22. Sea (X, f) un sistema auténomo. Si dos orbitas periodicas de (X, f) tienen
un punto en comin, entonces dichas érbitas son iguales.

Demostracion. Sean = y y dos puntos periddicos de X, con periodos n y m, respectivamente.
Supongamos que existe z € orb(z, f)Norb(y, f) y tomemos k, ! € N de modo que z = f*(z) = f!(y).
Por la Propiedad Arquimediana, existen a,b € N tales que an > k y bm > [. Definamos r = an — k
y s = bm — [. Luego

(5.5) FHy) = (F W) = (z) = [(fF @) = [T @) = [ (@) =2

y

(5.6) FHR@) = (@) = ) = £ W) = £ () = () = v

Por (5.5), € orb(y, f), de donde orb(z, f) C orb(y, f), y por (5.6), y € orb(z, f), asi que
orb(y, f) C orb(z, f). Esto prueba que orb(z, f) = orb(y, f). O

La Proposicién 5.22 es falsa para sistemas no-auténomos, como se puede ver en el siguiente
resultado, que aparece en [66, Ejemplo 2.1].

Ejemplo 5.23. Consideremos el conjunto X = {a,b,¢,d}, de cuatro elementos, con la topologia
discreta. Definimos para cada n € N, f,,: X — X de modo que para toda n € N, fo,(b) = a 'y
fan(a) = b, mientras que para cada n € NU {0},

fong1(a) =0, fans1(b) =c¢, fany2(c)=d y finys(d) =a.

Luego a es un punto 2-periddico de (X, f), en el sentido (P3), de periodo 2 y orb(a, fs) =
{a,b}, mientras que b es un punto 4-periddico de (X, f ), en el sentido (P3), de periodo 4 con
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orb(b, foo) = {b,¢,d,a}. Notemos que orb(a, fo) Norb(b, fo) = {a,b} y las érbitas son distintas.
Por tanto, son 6rbitas peri6dicas que comparten un elemento y no son iguales. O

El siguiente resultado aparece enunciado sin demostracion en [66, Comentario 2.2|. Recordemos
que P(f) es el conjunto de los puntos periodicos del sistema auténomo (X, f).

Proposiciéon 5.24. Sean (X, f) un sistema auténomo y A un subconjunto finito y no vacio de X.
Si X es Ty y f es transitiva en A, entonces A C P(f). Ademas,

1) para cada a € A, tenemos que A C orb(a, f);
2) si A es invariante en (X, f) y a € A, entonces A = orb(a, f).

Demostracion. Vamos a probar primero que cada elemento de A es un punto aislado de A. Sea
x € A. Como X es Ty y A es finito, A\ {z} es un subconjunto cerrado de X. Luego X \ (A\ {z})
es abierto en X. Ademés

X\ (A\{z}h))nA=[(X\ A U{z}]N A= {z}.
es abierto en A. Esto prueba que cada elemento de A es un punto aislado de A. Entonces, por el
Corolario 5.21, A C P(f). Para probar 1), sean a,b € A. Como {a} y {b} son abiertos no vacios
en Ay f es transitiva en A, existe n € N tal que f*({a}) N {b} # 0. Luego f™(a) = b, por lo que
b € orb(a, f). Esto prueba que A C orb(a, f).

Para probar 2) supongamos que A es invariante en (X, f) y sea a € A. Como f(A4) C A,
tenemos que orb(a, f) C A. Utilizando esto y 1), deducimos que A = orb(a, f). O

Con ideas similares a las dadas en el resultado anterior, se prueba la siguiente proposicion.

Proposicién 5.25. Sea (X, f) un sistema auténomo transitivo, en el que X tiene la topologia
discreta. Entonces X es finito y consta de una tnica orbita periddica.

Demostracion. Tomemos = € X. Como X tiene la topologia discreta, {x} es un punto aislado
de X. Puesto que f es transitiva en X, por el Corolario 5.21, x es un punto periodico de (X, f) y
orb(z, f) es denso en X. Entonces orb(z, f) es un subconjunto finito, cerrado y denso en X, por lo
que X = orb(z, f). O

Por la Proposicion 5.20, si (X, foo) es un sistema no-auténomo transitivo donde X es finito,
entonces X es la orbita periddica de un punto periddico en el sentido (P1). Sin embargo, como
muestra el siguiente ejemplo que aparece en [66, Ejemplo 2.2], X no necesariamente es la 6rbita
periodica de un punto periédico en el sentido (P3).

Ejemplo 5.26. Consideremos el conjunto X = {a, b} de dos elementos con la topologia discreta.
Definimos f1: X — X y fo: X — X como sigue: fi(a) = b, fi(b) =ay fo = f1. Para cada n €
N\ {1, 2}, sea f, = idx. Luego el sistema no-auténomo (X, fo,) es transitivo. Ademaés orb(a, foo) =
orb(b, foo) = X y para cada k € N\ {1}, tenemos que ff(a) = a, ff(b) = b. Por tanto a y b son
puntos periodicos en el sentido (P2). Sin embargo, a y b no son puntos periodicos de (X, fo) en el
sentido (P3). Asi que X es la 6rbita periddica de un punto periddico en el sentido (P2), pero no la
orbita periodica de un punto periédico en el sentido (P3). O

Proposiciéon 5.27. Sean (X, f) un sistema auténomo transitivo, en el que X es un espacio Tj e
infinito. Entonces X no contiene puntos aislados.

Demostraciéon. Supongamos que existe un punto aislado x en X. Por el Corolario 5.21, z es un
punto periddico de (X, f) y orb(x, f) es denso en X. Como X es Ty, tenemos entonces que orb(z, f)
es un subconjunto finito, cerrado y denso en X, por lo que X = orb(z, f). Luego X es finito. De
esta contradiccion se sigue que X no posee puntos aislados. O



88 5. SISTEMAS DINAMICOS DISCRETOS NO-AUTONOMOS

La Proposicion 5.27 es falsa para sistemas no-auténomos, como muestra el siguiente ejemplo
que aparece en [66, Ejemplo 2.3].

Ejemplo 5.28. Construimos un sistema no-autéonomo (X, f) con las siguientes propiedades: X
es T1, infinito y posee un punto aislado, (X, f) es transitivo y Pi(fs) es denso en X. Sean
I = [0,1] el intervalo unitario, X = ITU {2}, con la topologia usual y {a,: n € N} el conjunto de
los ntimeros racionales en I, de modo que D = {ag;,+1: m € NU{0}} es denso en I. Entendemos
que los elementos de D son diferentes dos a dos. Notemos que X es un espacio 1} infinito, y que
2 es un punto aislado de X. Para cada n € N, definimos una funcién f,,: X — X como sigue:
fom+1(x) = azm41 para toda m € NU {0} y cada € X, mientras que fo,,(z) = 2, para toda
m € Ny cada z € X. Notemos que f£({2}) = {2} v que f2™ " (agms1) = agms1. Por tanto
DU{2} C Pi(fx) ¥, como D es denso en I, resulta que P;(fo) es denso en X.

Para probar que (X, fo) es transitivo, sea A un subconjunto abierto y no vacio de I. Entonces
f2(A) = {2}, y como D es denso en I, existe m € NU{0} tal que ag,i1 € A. Luego "1 ({2}) =
{agmi1} C A, de donde fZ™F1({2}) N A # (). Supongamos ahora que U y V son subconjuntos
abiertos y no vacios de I. Por la densidad de D en I, existen m,n € NU {0} tales que agpm41 € U
y azn+1 € V. Notemos que

f12n+1(U) _ {a2n+1} cV y f12m+1(V) = {a2m+1} cU.

Por tanto, f2"™H(U) NV # 0y f7" (V)N U # 0. Esto muestra que el sistema no-auténomo
(X, feo), con {2} como punto aislado, es transitivo.

Notemos que 2 es un punto periodico en el sentido (P2). Sin embargo, para ninguna m € NU{0},
agm+1 €s un punto periddico en el sentido (P2), pues

3(2m+1)( 6m+3( 2(3m+1)+1(
1 1 1

A2m+1) = Am11) = A2mi1) = a2(3m+1)+1 = A6m+3

Y G6m+3 # aom+1. Entonces los elementos de D son puntos periddicos en el sentido (P1) pero no
en el sentido (P2). O

La siguiente proposicion, que aparece en [66, Lema 2.1], muestra condiciones para que un
sistema no-auténomo no posea puntos aislados. En el articulo citado se supone que X es un espacio
métrico. Sin embargo, basta con suponer que X es un espacio 77. Como veremos en la Seccién 6, la
Proposicién 5.29 es un paso importante para determinar si la transitividad y la densidad de puntos
periodicos en el sentido (P3) implican el caos en el sentido de Devaney (ver Teorema 6.20).

Proposicién 5.29. Sean (Do, fo) un sistema no-auténomo, en donde X es un espacio Ty, y A un
subconjunto infinito de D;. Supongamos que (Dyo, foo) €s transitivo en A y que Ps(fo) es denso
en A. Entonces A no posee puntos aislados.

Demostracion. Supongamos que a € A es un punto aislado de A. Entonces {a} es abierto en A.
Como P5(fs) es denso en Ay {a} es abierto y no vacio en A, por la parte 2) de la Proposicién 2.2,
a € P3(fs). Luego orb(a, foo) es un subconjunto finito y por tanto cerrado de X. Como A es
infinito, V' = (X \orb(a, fo))NA es un subconjunto abierto y no vacio de A. Para cada n € NU{0},
tenemos que

fT{a}) NV Corb(a, fo) NV = 0.

Puesto que esto contradice el hecho de que (Do, foo) €s transitivo en A, deducimos que A no posee
puntos aislados. O

El sistema no-auténomo (X, foo) del Ejemplo 5.28 es transitivo en A = X y P;(fs) es denso
en A = X. Ademés X es infinito, 7} y posee un punto aislado. Por tanto, la Proposicion 5.29 no se
cumple para los puntos periodicos en el sentido (P1). Es interesante verificar si la Proposicion 5.29
se cumple para los puntos k-periddicos en el sentido (P2) con k > 2.
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5.4. Transitividad y Puntos Transitivos. Como hemos visto en el Ejemplo 5.17 y en
la Proposicién 5.20, bajo ciertas condiciones la transitiviad implica la existencia de un punto
transitivo. En el siguiente resultado relacionamos puntos transitivos con transitividad en un sistema
no-auténomo. Su corolario aparece en [1, Teorema 3.3]. Conviene relacionar la proposicion siguiente
con el Ejemplo 5.17, en donde la transitividad del sistema no-auténomo que se construyo, se deriva
del hecho de que cada punto es transitivo.

Proposiciéon 5.30. Sean (D, foo) un sistema no-auténomo y A un subconjunto no vacio de D,
sin puntos aislados. Supongamos que X es Tj. Si el conjunto de puntos transitivos de A es denso
en A (en particular, si cada elemento de A es un punto transitivo de A), entonces (Do, foo) €8
transitivo en A.

Demostraciéon. Sean U y V dos subconjuntos abiertos y no vacios en A. Como el conjunto de
los puntos transitivos de A es denso en A, existe x € U tal que x es un punto transitivo de A.
Notemos que x € A. En vista de que A no posee puntos aislados, existe y € V tal que x # y. Como
X es 11 y, por tanto A también y =,y € A son tales que = # y, existe un abierto W en A tal que
y €W yx ¢ W. Por la densidad de orb(z, foo) en A, tenemos que (V NW) Norb(z, fo) # 0. Sea
k € NU{0} tal que fF(x) € VNW. Como z ¢ W, sucede que k # 0. Luego k € Ny fE(U)NV # 0.
Esto prueba que (Do, foo) €s transitivo en A. O

Corolario 5.31. Sea (X, fo) un sistema no-auténomo, donde X es un espacio 73 sin puntos
aislados. Si el conjunto de los puntos transitivos es denso en X, entonces (X, foo) es transitivo.

En el siguiente ejemplo, mostramos que la transitividad no implica la existencia de puntos
transitivos en sistemas auténomos.

Ejemplo 5.32. Consideremos el intervalo unitario I = [0, 1] asi como la funcion tienda g: T — 1
definida, para cada x € I como g(z) = 1 — |22 — 1]. Sean X el conjunto de todos los puntos
periodicos de g y f = g|x. En [32, p. 99] se muestra que X es denso en I. Por tanto X es infinito.
Ademas f(X) C X y el sistema auténomo (X, f) no posee puntos con érbitas densas, dado que
cada orbita consta de una cantidad finita de puntos y X es infinito. En [32, p. 112] se prueba que
(X, f) es transitivo. O

En general, la existencia de un punto transitivo no implica la transitividad, como indica el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.33. Consideremos el conjunto X = {0} U {1:n € N}, con la topologia usual como
subespacio de R. Definimos f: X — X como f(0) = 0 y para cadan € N, f(+) = =5. La
orbita orb(1, f) es densa en X, pero para los abiertos {%} y {1} de X, no existe n € N tal que
" ({3}) n{1} # 0. Por tanto (X, f) no es transitivo. O

Para el caso de los sistemas auténomos, el siguiente resultado muestra una condicién bajo la
cual, la existencia de un punto transitivo implica la transitividad del sistema.

Teorema 5.34. Sea (X, f) un sistema autonomo, en donde X es un espacio 77 sin puntos aislados.
Si 2 € X es un punto transitivo en X, entonces (X, f) es transitivo.

Demostracion. Sean U y V' dos subconjuntos abiertos y no vacios de X. Como X no tiene puntos
aislados, por la Proposicion 2.5, U y V son infinitos. Notemos que U N (X \ {}) es un subconjunto
abierto y no vacio de X. Como orb(z, f) es denso en X, existe k € N tal que f*(x) € UN(X \ {z}).
Definamos

W=V \{z, f(@),....ffx)}.
Como V es infinito y X es T1, se tiene que W es un subconjunto abierto y no vacio de X. Aplicando
de nuevo la densidad de orb(z, f), existe m > k de modo que f™(z) € V. Tenemos asi que f*(z)
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es un elemento de U tal que f™ k(f*(z)) = f™(x) € V. Por tanto f™*(U) NV # (), probando
que (X, f) es transitivo. O

Para sistemas no-auténomos el Teorema 5.34 no es cierto, como lo muestra el siguiente ejemplo
que aparece en [49, Ejemplo 4.7].

Ejemplo 5.35. En el intervalo unitario I = [0, 1] construimos un sistema no-autéonomo (I, goc) no
transitivo y con un punto de transitividad. Para esto, consideremos el conjunto infinito numerable
F de los elementos (a, b, c,d) tales que a,b,e,d € QN (0,1), a < b, a # ¢, b#dyc#d. Cada
(a,b,¢,d) € F induce un homeomorfismo f: I — I como sigue: si ¢ < d, entonces

f(0)=0, fla)=c, f(b)=d, (1)=1

y f es lineal por pedazos en el resto. Si d < ¢, entonces

f0)=1, f(a)=¢ fb)=d, f(1)=0
y f es lineal por pedazos en el resto. Sea {f,: n € N} una enumeracién de los homeomorfismos
inducidos por los elementos de F. En el sistema no-auténomo (I, f,) con

fOO:{flvfflvaafglv"‘vfna {17.”},

cada elemento de QN (0,1) es un punto de transitividad. Ademas (I, fo) es débilmente mezclante
y, por tanto, transitivo. Sea g: I — I la funcién definida como

y lineal por pedazos en el resto. Hagamos

goo:{97f1>ff1=f27f51>"'7fn7 71_17"'}'

Si U = (0, %), entonces ¢gi"(U) C {0,1}, por lo que si V = (1,1), entonces g7"(U) NV = () para
todo m € N. Luego (I, gs) no es transitivo. En el sistema no-auténomo (I, go), 3 € (3,1) es un

punto de transitividad. O

Veamos ahora condiciones bajo las cuales, la transitividad en un sistema no-auténomo de
la forma (X, fo ), implica la existencia de un punto transitivo de X. Recordemos que un espacio
topolégico X es de Baire o bien de la sequnda categoria de Baire, si X no se puede escribir como una
uniéon numerable | ;o A;, donde cada A; es denso en ninguna parte de X. Por la Proposicion 2.4,
X es de la segunda categoria de Baire si y solo si, para cada familia {O,,: n € N} de subconjuntos
abiertos y densos en X, sucede que (), .y On # 0. En [26, Teorema 2.4| se prueba que los espacios
métricos y completos son de Baire. En particular, como se indica en [32, Proposiciéon 8.5], los
espacios métricos y compactos son de Baire.

El siguiente resultado aparece en [49, Proposicion 4.6].

Teorema 5.36. Sean (X, f) un sistema no-auténomo, donde X es un espacio segundo numerable
y de Baire. Si (X, f) es transitivo, entonces (X, fo,) posee un punto transitivo en X.

Demostracion. Como X es segundo numerable, existe una base numerable B = {U,,: n € N} de
X. Para cada n € N, definimos
On = U (f1m)71 (Un)-
meN
Sea n € N. Para toda m € N, por la continuidad de f{" y el hecho de que U, es abierto en X,
resulta que (f{")~1(U,,) es abierto en X. Luego O, es un subconjunto abierto de X. Como (X, fs,)
es transitivo en X, aplicando la parte 3) del Teorema 3.15 a U, resulta que O,, es denso en X.
Esto prueba que {O,,: n € N} es una familia de subconjuntos abiertos y densos en X. Como X es
de Baire, (),,cy On # 0. Sea x € [, cjy On. Vamos a probar que orb(z, fs) es denso en X. Sea U
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un subconjunto abierto y no vacio en X. Como B es una base de X, existe n € N tal que U,, C U.
Ademas z € O, por lo que existe m € N tal que x € (fi")~1(U,). Luego fI"(z) € U,,. Como

f"(z) € orb(x, foo) N Un C orb(z, foo) N U,

tenemos que x es un punto transitivo de X. O

Corolario 5.37. Sea (X, f) un sistema auténomo, donde X es segundo numerable y de Baire. Si
(X, f) es transitivo, entonces (X, f) posee un punto transitivo.

Combinando el Teorema 5.34 y el Corolario 5.37, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.38. Sea (X, f) un sistema auténomo, donde X es un espacio 77, segundo numerable,
de Baire y sin puntos aislados. Entonces (X, f) es transitivo si y solo si (X, f) posee un punto
transitivo.

Si a las hipétesis del Teorema 5.36 agregamos el axioma de separacion T3, entonces podemos
asegurar que el conjunto de los puntos transitivos es denso, como indica el siguiente resultado que
aparece en [1, Teorema 3.2].

Teorema 5.39. Sea (X, fo) un sistema no-autéonomo, donde X es un espacio T3, segundo nume-
rable y de Baire. Si (X, f) es transitivo, entonces el conjunto de los puntos transitivos es denso
en X.

Demostracion. Como X es segundo numerable, existe una base numerable B = {U,: n € N} de
X. Para cada n € N, definimos
O, = |J (/") ().
meN

Como indicamos en la prueba del Teorema 5.36, cada O,, es un subconjunto abierto y denso en X.
Sea U un subconjunto abierto y no vacio de X. Como X es T3, existe un abierto no vacio V' de X
tal que clV C U. Ademaés los elementos de la familia {O, NV: n € N} son abiertos y densos en
clV. Por |26, Proposicion 1.14 y Teorema 1.15], clV es de Baire asi que

((OnNV) #0.

neN
Sean zg € [,en(OnNV) y n € N. Como z¢ € Oy, la definicion de O,, implica que existe m € N

tal que zo € (f7*)" (U,). Por tanto la orbita de z es densa en X. Como xo € V C U, los puntos
transitivos son densos en X. 0

Combinando el Corolario 5.31 y el Teorema 5.39 tenemos el siguiente resultado, que aparece
en [1, Corolario 3.1].

Teorema 5.40. Sean (X, fo) un sistema no-auténomo, donde X es un espacio T3, segundo nu-
merable, de Baire y sin puntos aislados. Entonces (X, fo) es transitivo si y solo si el conjunto de
los puntos transitivos es denso en X.

Si X es un espacio topoldgico, decimos que D C X es un conjunto Gs-denso en X si D es denso
en X y, ademés, D se escribe como la intersecciéon de una cantidad numerable de subconjuntos
abiertos de X. En [24, Teorema 1.16] se prueba el Teorema de Transitividad de Birkhoff, obtenido
en 1920 por G. D. Birkhoff para funciones continuas f: X — X, donde X es un subconjunto
compacto de R™. Dicho teorema dice lo siguiente.

Teorema 5.41. Sea (X, f) un sistema auténomo, donde X es un espacio métrico, completo,
separable y sin puntos aislados. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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1) (X, f) es transitivo;
2) (X, f) posee un punto transitivo en X.

Mas aun, si alguna de las dos condiciones anteriores se cumple, entonces el conjunto de los puntos
transitivos de X es un conjunto Gs-denso en X.

Notemos que la equivalencia entre las afirmaciones 1) y 2) del Teorema 5.41 se sigue del
Teorema 5.38, pues los espacios métricos, completos y separables son 77, segundo numerables y de
Baire. El siguiente resultado, cuya segunda parte aparece en [1, Teorema 3.4], es una version del
Teorema de Transitividad de Birkhoff para sistemas no-auténomos.

Teorema 5.42. Sea (X, f) un sistema no-auténomo, donde X es un espacio métrico, completo,
separable y sin puntos aislados. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) (X, f) es transitivo;

2) el conjunto T de los puntos transitivos es denso en X.
Mas aiin, si alguna de las dos condiciones anteriores se cumple, entonces T es un conjunto Gs-denso

en X. Ademas, T es la interseccion de una cantidad numerable de subconjuntos abiertos y densos
en X.

Demostracion. En vista que que X es un espacio métrico, completo, separable y sin puntos
aislados, resulta que X es T3, segundo numerable, de Baire y sin puntos aislados. Entonces, por el
Teorema 5.40, las afirmaciones 1) y 2) son equivalentes. Ahora bien, si alguna de las condiciones 1)
y 2) se cumple entonces, por el Teorema 5.39, el conjunto 7" de los puntos transitivos de X es denso
en X. Como X es separable, existe un subconjunto D = {si: k € N} denso en X. Sea d una métrica
en X que induce la topologia de X. Para cada terna (sg,e,n), donde s, € D, e € QN (0,400) y
n € N, definimos

Mg, em) = {a: eX:d (ff(sc),sk) < &, para alguna j > n}

Fijemos una terna (sg,e,n) con las propiedades que ya indicamos. Vamos a probar que M, . »)
es un subconjunto abierto en X tal que T' C M, . ). Tomemos x € T. Como x es un punto
transitivo de X, por el Corolario 5.16, la cola {f{"(z): m > n} de orb(z, fs) es densa en X. Por

tanto existe j > n tal que d (ff(ac), sk) < €. Esto prueba que T' C M, . ), de donde My, . ) es
un subconjunto denso en X. Para verificar que también es un subconjunto abierto en X, tomemos

T € M, em) Yy J > n de modo que d (ff(:b)7sk) < e. Por la continuidad de ff en x, existe un

abierto U en X tal que x € U y, para toda y € U, sucede que d (ff(y), sk) <e. Luego U C My, ¢ n)

Y, asi, Mg, . n) es abierto en X. Hemos mostrado que cada M, . ) es un subconjunto abierto y
denso en X que contiene a 7. Luego

T C(\{ Mo em): 5k € Die € QN (0, 4+00) y n € N}.
Para probar que la contencién anterior es una igualdad, tomemos un punto
z € ﬂ{M(Sk@n): sk €D, eeQnN(0,+0)yne N}.

Vamos a probar que z € T, es decir, que orb(z, foo) €s denso en X. Para esto, sea V un abierto
y no vacio en X. Como D es denso en X, existe s, € V. Tomemos ¢ € Q N (0, +00) de modo que
cada elemento y € X tal que d(y,sx) < € se encuentra en V. Como z € M, . 1), existe j > 1 tal
que d(fi(z),s) < e. Luego fi(z) € V y, de esta manera, V Norb(z, fs) # 0. Por tanto z € Ty,
ast,

T:ﬂ{M(Sk@n): sg € D,e e QN (0,4+00) yneN}

es la interseccion de un cantidad numerable de subconjuntos abiertos y densos en X. En particular,
T es un conjunto Gs-denso en X. d
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Es interesante saber si los Teoremas 5.36, 5.39 y 5.42 se pueden probar en un contexto més
general. Por ejemplo, verificar que si cuando (Du, foo) €s un sistema no-auténomo y A es un
subconjunto no vacio de X, segundo numerable, de Baire y (Do, foo) €s transitivo en A, entonces
(Doo, foo) POSee un punto transitivo en A. También verificar si cuando afiadimos como hipotesis el
axioma de separacion T3, entonces el conjunto de los puntos transitivos es denso en A.

Supongamos que X es T3, segundo numerable, de Baire y sin puntos aislados. Por la Propo-
sicién 2.5, X es infinito. Ahora bien, si (X, foo) s un sistema no-auténomo y transitivo entonces,
por el Teorema 5.39, X contiene un subconjunto denso de puntos transitivos. Mas ain, si x( es
un punto transitivo entonces xg no es un punto periédico en el sentido (P3) pues, en dicho caso,
orb(zo, foo) serd un subconjunto finito y denso del conjunto infinito X. ;Puede ser xy un punto
periodico en el sentido (P1) o (P2)? Para responder esto consideremos el siguiente ejemplo, el cual
aparece en [1, Ejemplo 3.1] y es una modificacion del Ejemplo 5.28.

Ejemplo 5.43. En el intervalo unitario I construimos un sistema no-auténomo y transitivo (I, foo)
y un subconjunto denso D de I con las siguientes propiedades: cada elemento de D es un punto
transitivo y también un punto periédico en el sentido (P1). Para esto sea {a,: n € N} el conjunto
de los niimeros racionales en I de modo que

D = {agm+1: m e NU{0}}
es denso en I. Dada m € NU {0} definimos

Jom41(x) = azmy1 Yy fomg2(x) =1, para cada x € L.

Entonces (I, f»,) €s un sistema no-auténomo. Sean as,+1 € D y W un abierto no vacio en I.
Notemos que f12m+1<a2m+1) = agm+1. Como D es denso en I, existe n € NU{0} tal que ag, 1 € W.
Notemos que ff"+1(a2n+1) = agy,y+1 € W. Esto prueba que cada elemento de D es un punto
transitivo y un punto periédico en el sentido (P1). Consideremos ahora dos subconjuntos abiertos
y no vacios U y V de L. Por la densidad de D, existen n,m € N U {0} tales que agnt1 € Uy
asm+1 € V. Notemos que f12m+1(a2n+1) = agm+1, asi que f12m+1(U) NV # (). Esto prueba que
(I, foo) es transitivo y que P;(fs) es denso en I. O

Sea (Dyo, foo) un sistema no-autéonomo, donde foo = {f: n € N}. Decimos que (Dwo, foo) €5
suprayectivo si cada f,, es una funcion suprayectiva. Para sistemas autéonomos tenemos el siguiente
resultado.

Proposicion 5.44. Si (X, f) es un sistema auténomo y transitivo, donde X es un espacio compacto
y T», entonces f es una funcién suprayectiva.

Demostracion. Si f no es suprayectiva entonces, al ser f una funcién cerrada, V = X \ f(X)
es un subconjunto abierto y no vacio de X. Usando la transitividad de f, existe n € N tal que
FM(X)NV # (. Esto es una contradiccion, ya que f*(X) C f(X) =X\ V. O

En vista de la Proposicion 5.44, se puede conjeturar que si (Do, foo) €8 un sistema no-auténomo
y transitivo, donde X es un espacio compacto y T5, entonces (Dy, foo) €s suprayectivo. Sin em-
bargo, dicho resultado es falso, como lo muestran los Ejemplos 5.28 y 5.43. Notemos que en dichos
ejemplos, las funciones que definen la sucesion fo, son constantes. En [1, Ejemplo 3.3] se construye
un sistema no-auténomo transitivo (C, fo,), donde C es el conjunto de Cantor con su topologia
usual, tal que ninguna de las funciones que definen a f,, es suprayectiva ni constante.

Para verificar que la Proposicion 5.27 no se cumple para sistemas no-autéonomos, en el Ejem-
plo 5.28 mostramos un sistema no auténomo transitivo (X, foo) tal que X es T}, infinito y con un
punto aislado. En tal ejemplo, cada funciéon que define a f., es constante. En [1, Ejemplo 3.4] se
construye un sistema no auténomo transitivo (CU{z}, fs) tal que z es un punto aislado de CU{z}
y ninguna funcién que define a f., es suprayectiva ni constante.
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6. Caos en el Sentido de Devaney

Sea (Doo, foo) un sistema no-aut
onomo. Como hemos convenido, existe un espacio topolégico X tal que D,, C X para cada n € N.
En las secciones anteriores no tuvimos la necesidad de considerar a X como un espacio metrizable.
Sin embargo para la presente seccién, y a menos que digamos explicitamente lo contrario, supondre-
mos que todo espacio topologico es metrizable. Consideramos tanto a R como a sus subconjuntos,
como espacios métricos con la métrica euclidiana.

Como ya indicamos en la seccién anterior, en la presente seccién, tratamos las condiciones
necesarias para que un sistema metrizable no-auténomo sea caético en el sentido de Devaney. Uno
de los objetivos principales serd emular el resultado de J. Banks, J. Brooks, G. Cairns, G. Davis
y P. Stacy que aparece en [12]. Posteriormente, y conectado con este problema, dado un sistema
metrizable no-auténomo (X, foo) con foo = {fn: n € N}, consideramos el caso en que la sucesion
de funciones f,: X — X converge puntualmente a una funcién continua f: X — X, para asi
comparar el caos en (X, foo) con el caos en el sistema metrizable autéonomo (X, f). Esto permitira
probar el Teorema 6.29, el cual es otro resultado que emula el que aparece en [12].

6.1. Dependencia Sensitiva a Condiciones Iniciales. Para definir el caos en el sentido
de Devaney falta el ingrediente que describimos a continuacion.

Definicién 6.1. Supongamos que X es un espacio metrizable y que d es una métrica en X que
induce la topologia de X. Decimos que el sistema auténomo (X, f) tiene dependencia sensitiva
a condiciones iniciales, si existe § > 0 tal que para cada x € X y todo subconjunto abierto U
en X con x € U, existen y € U y n € N tales que d(f™(z), f"*(y)) > 0.

En 1985 R. L. Devaney presento en [20] las siguientes tres caracterasticas que un sistema dina-
mico auténomo debe poseer para ser cadtico. En la literatura se han considerado otras propiedades
que también llevan a comportamientos cadticos. Las indicadas por R. L. Devaney siguen siendo
importantes.

Definicién 6.2. El sistema metrizable auténomo (X, f) es Devaney cadtico o bien caédtico en
el sentido de Devaney, si satisface las siguientes condiciones:

1) (X, f) es transitivo;
2) P(f), el conjunto de los puntos periddicos de f, es denso en X;
3) (X, f) tiene dependencia sensitiva a condiciones iniciales.

En 1992 se prob6 en [12] que, cuando X es infinito, las condiciones 1) y 2) de la Definicion 6.2
implican la 3). Para futuras referencias, enunciamos a continuacion el resultado de [12].

Teorema 6.3. Sean (X, f) un sistema metrizable auténomo, donde X es infinito. Si (X, f) es
transitivo y P(f) es denso en X, entonces (X, f) tiene dependencia sensitiva a condiciones iniciales.

En la presente seccién vemos condiciones bajo las cuales, en un sistema metrizable no-auténomo,
las propiedades 1) y 2) implican la 3), considerando los puntos periodicos en el sentido (P3). Recor-
demos que, para i € {1,2,3}, en (5.2) indicamos que P;(fo) es el conjunto de los puntos periodicos
de (Dwo, foo) en el sentido (Pi).

En [64] se muestra que si [ = [0,1] y f: I — T es cualquier funcién continua, entonces (I, f)
es caotico en el sentido de Devaney si y solo si (I, f) es transitivo. En otras palabras, en algunas
situaciones, la condicion 1) de la Definicion 6.2 implica la 2) y la 3). Es un problema abierto y
dificil, el estudio de espacios metrizables X, no homeomorfos al intervalo unitario, con la propiedad
de que para cualquier funciéon continua f: X — X, el sistema auténomo (X, f) es cadtico en el
sentido de Devaney si y sélo si (X, f) es transitivo. Mas dificil parece este problema, para el caso
de sistemas metrizables no-auténomos.
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A partir de este momento y a menos que digamos lo contrario, supondremos que (Do, foo) €S
un sistema metrizable no-auténomo, y que d es una métrica en X que induce la topologia de X.
Dados « € X y € > 0, el simbolo B(e, z) denota la bola abierta en X, de radio € y centro en z. Es
decir,
B(e,z) ={y € X: d(z,y) < e}.
Es facil probar que clB(e,z) C B(2e,x), para cada z € X y todo € > 0. Decimos que A C X esta
acotado si existen ¢ > 0y x € X tales que A C B(e, ).

La siguiente nocion aparece en [50, Definicion 2.3].

Definicién 6.4. Sean (D, fo ) un sistema metrizable no-auténomo y A un subconjunto no vacio
de D;. Decimos que (Du, fo) tiene dependencia sensitiva a condiciones iniciales en A,
si existe 4 > 0 tal que para cada =z € A y todo subconjunto abierto U de X tal que x € U,
existen y € UN Ay n € N tales que d (f(x), fI'(y)) > 0. Al namero 0 se le llama constante de
sensibilidad de (D, fo) en A.

Se dice que (Duo, foo) tiene dependencia sensitiva a condiciones iniciales, si tiene dependen-
cia sensitiva a condiciones iniciales en D;. Para simplificar la notaciéon, diremos que un sistema
metrizable no-auténomo es sensitivo o sensitivo en A si tiene dependencia sensitiva a condiciones
iniciales o dependencia sensitiva a condiciones iniciales en A, respectivamente. En particular, si A
es un subconjunto no vacio de un espacio metrizable X, entonces un sistema auténomo (X, f) es
sensitivo en A si existe d > 0 tal que para cada z € A y todo subconjunto abierto U de X tal que
zeU existeny c UNAynéeN tales que d (f"(x), f"(y)) > I.

Sean (Do, foo) un sistema metrizable no-auténomo y A un subconjunto no vacio de D;. Si
A posee un punto aislado, entonces es facil ver que (Do, foo) NO es sensitivo en A. Por tanto el
sistema no-auténomo (IU {2}, fs) presentado en el Ejemplo 5.28 es transitivo, P;(fx) es denso
en TU {2} y no es sensitivo, pues 2 es un punto aislado en TU {2}.

Ejemplo 6.5. El sistema no-auténomo (I, fo.) presentado en el Ejemplo 5.43 es transitivo, P; (feo)
es denso en I y no es sensitivo en [. Para ver que el sistema no es sensitivo en I supongamos, por
el contrario, que § > 0 es una constante de sensibilidad de (I, fo). Sean # = £ y U = (3, 3).
Entonces existen y € U y n € N tales que |f{*(z) — f{*(y)| > J. Notemos que si n es par, entonces
fi(x) = fi*(y) = 1, mientras que si n = 2m + 1 es impar, entonces f{*(z) = fI'(y) = a2m+1- En
cualquier caso, | f1*(z) — f1*(y)| = 0. Esto muestra que (I, f ) no es sensitivo. Las otras propiedades

de (I, f) fueron probadas en el Ejemplo 5.43. O

En la Introduccién comentamos que en [43, Proposicion 2.3] se prueba que todo sistema au-
tonomo (X, f), transitivo y sin dependencia sensitiva a condiciones iniciales, donde f: X — X
es una funcién biyectiva, induce un sistema no-auténomo (X, foo) que es transitivo, Po(foo) = X
y no es sensitivo. Por tanto, existen sistemas no-auténomos transitivos cuyo conjunto Ps(fs) es
denso en X y que no son sensitivos. Una rotacién irracional de la circunferencia unitaria, es un
ejemplo de un sistema auténomo transitivo, no sensitivo en donde la funcién utilizada es biyectiva
(un homeomorfismo, incluso).

El siguiente resultado se sigue de la Definicién 6.4, e indica que la sensitividad en A se puede
considerar restringiendo la topologia de X al subespacio A.

Proposicion 6.6. Sean (D, fs) un sistema metrizable no-auténomo y A un subconjunto no
vacio de D;. Entonces (Dw, foo) €8 sensitivo en A si y sélo si existe § > 0 tal que para cada z € A
y todo subconjunto abierto V de A con z € V, existen y € V' y n € N tales que d (f7*(z), fT*(y)) > 6.

Corolario 6.7. Sean (X, f) un sistema metrizable auténomo y A un subconjunto no vacio de X
tal que f(A) C A. Entonces (X, f) es sensitivo en A si y solo si el sistema auténomo (A, f|4) es
sensitivo.
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Mientras que las nociones de transitividad y de densidad de érbitas periédicas son topologicas,
la nocién de sensitividad es métrica. Es por esto que estamos considerando sistemas metrizables
no-auténomos. Esto no es la excepcion con la nocion de caos en el sentido de Devaney, para sistemas
metrizables no-auténomos, segun se considera en [50, Definicién 2.5] para puntos periédicos en el
sentido (P3).

Definicién 6.8. Sean (D, fo) un sistema metrizable no-auténomo, A un subconjunto no vacio
de Dy e i € {1,2,3}. Se dice que (Do, foo) €s Devaney cadtico en A en el sentido (Pi) o bien
cadtico en el sentido de Devaney en A con puntos periédicos en el sentido (Pi), si se
satisfacen las siguientes condiciones:

1) (Do, foo) €s transitivo en A;
2) P;i(fs), €l conjunto de los puntos periddicos de fo, en el sentido (Pi), es denso en A;
3) (Do, foo) €s sensitivo en A.

Por la propiedad 2) de la Proposicion 2.2, P;(f) es denso en A si y solo si, como subespacio
de A, el conjunto P;(fs) N A es denso en A.

6.2. Equi-continuidad. Sean (X, f) y (Y, goo) dos sistemas no-auténomos. En el Teo-
rema 4.8 probamos que la transitividad se preserva bajo semiconjugacion. Posteriormente, en el
Teorema 5.8, mostramos que la densidad de puntos periédicos también se preserva bajo semiconju-
gaci”on. En [12] se muestra que, para sistemas metrizables auténomos, la sensitividad no se preserva
bajo conjugacion. Para preservar la sensitividad se requiere del concepto de equi-continuidad. An-
tes de definirlo, supongamos que (X,d) y (Y, e) son dos espacios métricos y que h: X — Y es una
funcién. Recordemos que h es uniformemente continua si para toda € > 0 existe § > 0 tal que
para cada x,y € X con d(x,y) < ¢ se tiene que e(h(x), h(y)) < e. Consideremos ahora la siguiente
nocién que aparece en [50, Definicién 3.2].

Definicion 6.9. Sean X y Y dos espacios metrizables, d y e métricas que inducen las respectivas
topologias de X y Y, Doy = {D,,:n € N} y E, = {E,: n € N} sucesiones de subconjuntos
no vacios de X y de Y, respectivamente. Para cada cada n € N, sea h,: D, — FE, una funcién
continua. Decimos que hoo = {h,: n € N} es equi-continua en D si se cumple la siguiente
propiedad:

1) para cada € > 0 existe § > 0 de modo que, para toda n € N y cada z,y € D, con

d(z,y) < §, sucede que e (hy(x), hy(y)) < e.

Decimos que h, €s uniformemente equi-continua en D, si cada funcién h,, es uniformemente
continua y se cumple la propiedad 1).

Si existe una funcién continua h: X — Y tal que, en la definicién anterior, D,, = X, E, =Y
y h, = h, para cada n € N entonces la sucesiéon constante ho,, que identificamos con h, es equi-
continua si y solo si h es uniformemente continua. Usando la nocién de equi-continuidad, vamos
a presentar resultados que indican condiciones bajo las que la sensitividad y el caos en el sentido
de Devaney se preservan bajo conjugaciii. El siguiente, por ejemplo, aparece originalmente en [50,
Lema 3.2], en donde se supone que la conjugacion h., es uniformemente equi-continua.

Teorema 6.10. Sean (D, foo) ¥ (Eoos goo) dos sistemas metrizables no-auténomos. Supongamos
que (Do, foo) esta conjugado con (Es, goo) ¥ que hoo = {h,: n € N} es una conjugacion. Si heo
es equi-continua en Do, ¥ (Eso, goo) €S sensitivo en Ej, entonces (Do, foo) €8 sensitivo en Dj.
Demostracion. Por la Proposicién 6.6 existe § > 0 con la siguiente propiedad:

1) para cada a € E; y para todo subconjunto abierto V de E; con a € V, existen b € V' y
n € N tales que e(g}(a), g7(b)) > 4.

Como hy es equi-continua en D, existe n > 0 con la siguiente propiedad:
2) para toda n € Ny cada z,y € D,, con d(z,y) < n, sucede que e(h,(z), hn(y)) < d.
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Sean z € Dy y U un abierto en D; de modo que z € U. Entonces hi(z) € E; y h1(U) es un abierto
en Ej tal que hi(z) € hy(U). Por 1) existen b € h1(U) y n € N tales que e(g7(h1(2)), g7 (b)) > 6.
Sea w € U tal que hq(w) = b. Por la Proposicion 4.6, h,11 o f{* = g7 o hy. Ademas, notemos que
f1'(2), ' (w) € Dnya. Sid(f'(2), fT'(w)) <1 entonces, por 2),

e(hnt1(f1'(2)), bt (f1' (w))) < 0.
Esto implica, utilizando las igualdades h,,+1 0 f* = g} o h1 y h1(w) = b, que

e (g1 (h1(2)), 91 () = e (g1 (h(2)), g7 (ha(w))) <6,

lo cual es un absurdo. Por tanto,

A(f1'(2), f1'(w)) = n > g

Hemos probado, asi, que 7 > 0 es un ntimero tal que para cada z € D; y todo subconjunto abierto
U de Dy con z € U, existen w € U y n € N tales que d(f{'(2), f{'(w)) > 4. Entonces, por la
Proposicion 6.6, (Do, foo) €s sensitivo en Dy. O

Combinando los Teoremas 4.12, 5.9 y 6.10, tenemos el siguiente resultado que es la parte (i)
de [50, Teorema 3.1], y se cumple para los puntos periodicos en el sentido (P1), (P2) y (P3).

Teorema 6.11. Sean (D, foo) ¥ (Exo, goo) dos sistemas metrizables no-auténomos e i € {1, 2, 3}.
Supongamos que (D, foo) €std conjugado con (Ex, goo), ¥ que hoo = {h,: n € N} es una conju-
gaciéon equi-continua en D, y con la siguiente propiedad:
(x) para cada ni,ny € N con ny # na, si E,, NE,, # 0, entonces h, ! (y) = h,;}(y), para toda
ye b, NE,,.
Si (Foos goo) €3 Devaney cadtico en E; en el sentido (Pi), entonces (Do, foo) €s Devaney cattico
en D en el sentido (Pi).

Corolario 6.12. Sean (Do, foo) ¥ (Exo, goo) dos sistemas metrizables no-auténomos e i € {1, 2, 3}.
Supongamos que (D, foo) esta conjugado con (Fuoo, goo), ¥ que hoo = {hp: n € N} es una con-
jugaci’on tal que hs, es equi-continua en Do, h}! = {h;': n € N} es equi-continua en E., vy,
ademés, se tienen las siguientes propiedades:
(x) para cada ni,ny € N con ny # ny, si E,, NE,, # 0, entonces h, ! (y) = h;,}(y), para toda
Yy € Eny N Ep,;
(xx) para cada ni,ng € N con ny # na, si Dy, N Dy, # 0 entonces hy,, () = hy, (), para toda
x € Dy, NDy,.
Entonces (Dw, foo) €s Devaney cadtico en X en el sentido (Pi) siy solo si (Foo,goo) €s Devaney
caotico en Y en el sentido (Pi).

Corolario 6.13. Sean (X, foo) y (Y, goo) dos sistemas no-auténomos conjugados, h: X — Y una
conjugacion e i € {1,2,3}. Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:
1) si h es uniformemente continua y (Y, go) es Devaney cadtico en Y en el sentido (Pi),
entonces (X, f) es Devaney cadtico en X el sentido (Pi);
2) si h y h™! son uniformemente continuas, entonces (X, f.,) es Devaney caético en X en el
sentido (Pi) siy solo si (Y, gs) es Devaney cadtico en Y en el sentido (Pi).

El Corolario 6.12 aparece en [50, Corolario 3.1] para puntos periddicos en el sentido (P3),
mientras que la parte 2) del Corolario 6.13, que se deduce del Corolario 6.12, aparece en [57,
Teorema 3.1], considerando puntos periodicos en el sentido (P3).

Recordemos que si (Do, foo) €8 un sistema no-auténomo entonces, para cada k,n € N con
k > n definimos la siguiente funciéon pedazo de érbita:

frliszofkflo"'ofn%»lofn'
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En particular

St = fa4i© fasic10+0 fag10 fn,  paracadai € N.
Si (Do, foo) €s metrizable no-auténomo y la sucesion f, es equi-continua, se tiene la propiedad
que se describe a continuacién, y serd de gran uso para la prueba del Teorema 6.23.

Teorema 6.14. Sea (Do, foo) un sistema metrizable no-auténomo tal que fo, es equi-continua
en D.,. Entonces para cada § > 0 y toda m € N, existe 0 < ¢’ < § tal que para todo n € N, si
TnyYn € Dy y d(p,yn) < &', entonces

d (f[;”(xn), fﬁ“(yn)) <4, paracadaice{l,2,...,m}.

Demostracién. Hagamos fy = f1. Sean § > 0y m € N. Como f, es equi-continua en D, existe
01 > 0 con la siguiente propiedad:
1) para todan € Ny cada z,y € D, con d(z,y) < 01, sucede que d(fn(x), fn(y)) < 4.

Sin perder generalidad, podemos suponer que d; < J. Notemos que para los elementos de la
familia {fy4+;+1:j € NU{0}} se cumple que si j € NU{0} y z,y € Dy,4j+1 son tales que
d(x,y) < 61 entonces, por 1),

d(frmtj+1(2)s fmtj1(y)) < 0.
Utilizando de nuevo la equi-continuidad de f, en D, existe d2 > 0 con la siguiente propiedad:
2) para todan € Ny cada z,y € D,, con d(z,y) < 8z, sucede que d(fr(z), fn(y)) < d1.
Sin perder generalidad, podemos suponer que d; < ;. Notemos que para los elementos de la familia
{fm+;:J € NU{0}} se cumple que si j € NU{0} y =,y € D,,4, son tales que d(z, y) < d2 entonces,
por 2),

d(fm-i—j(m)v fm-‘rj (y)) < 3.

Continuando como antes, utilizamos de nuevo la equi-continuidad de f., en D, para garantizar
la existencia de 0 < d3 < d5 tal que, para toda n € Ny cada =,y € D,, con d(z,y) < d3, sucede
que d(fn(x), fn(y)) < d1. Notemos que para los elementos de la familia {f,+;—1: 7 € NU{0}} se
cumple que si j € NU{0} y ¢,y € Dp,45—1 son tales que d(z,y) < d3, entonces

d(fm+j—1(2), frmtj—1(y)) < da.

Continuando con este procedimiento, garantizamos que,
3) para cadai € {1,2,...,m} existe 0 < d;42 < d;11 tal que para los elementos de la familia
{fm+j—i: j € NU{0}} se cumple que si j € NU{0} y z,y € D,,+,;—; son tales que
d(x,y) < d;12, entonces
d(fm+j—i(®), fmtj—i(y)) < Sig1-

Sea &' = d,nao. Entonces 0 < §’ < §. Vamos a probar que ¢ satisface lo que enunciamos en el
teorema. Tomemos n € N, z,,,yn € Dy, = Dppyn—m tales que d(x,,yn) < 6 ei € {1,2,...,m}.
Como Zn,Yn € Dimtn—m, d(@n,Yn) < Omt2 ¥ fn es un elemento de la familia {fp4+j—m:j €
N U {0}}, resulta que

d(fernfm(xn), Jmin-—m(¥Yn)) < Omy1-
Luego d(fn(zn); fn(yYn)) < dmy1. Notemos que fr(zn), fn(Yn) € Dpy1 = Dm+n—(m—1) y que fni1
es un elemento de la familia {f,,1j_(m-1): j € NU{0}}. Ademéas tenemos que

d(fn(xﬂ)a fn(yn)) < 5m+1 = 5(m—1)+2~

Entonces, por la propiedad que cumple 6,41,
d (.f:LLJrl(In)» f:z+1(yn)) = d(fn—i—l(fn(zn))» fn+1(fn(yn))) =
= d(fm—i—n—(m—l)(fn(xn))a fm—i—n—(m—l)(fn(yn)) < 5(m—1)+1 = 0.
Por tanto, d (f2T(zy,), f2 (yn)) < 6. Notemos que

f;LLJrl(xn)a fﬁ+1(yn) € Dn+2 = Dm+n—(7rL—2)
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y que fpio es un elemento de la familia {f,,1j_(m—2): j € NU{0}}. Ademas tenemos que
d(f:zH_l(xn)a fv?_‘—l(yn)) < Om = O(m—2)+2-

Entonces, por la propiedad que cumple d,,,

d (f:zH_z(xn)? frTLH_Q(yn)) =d (fn+2 (fs-i_l(xn)) afn+2 (f:LH_l(yn))) =
=d (fm+n—(m—2) ( 77;+1(xn)) afm+n—(m—2) (fg+1(yn))) < 5(m—2)+1 = 6m71~

Es decir, d (f72(2n), f22(yn)) < dm—1. Continuando de esta manera, tenemos que

d(f 3 (@), [ (n)) < Om—zs d(f T (@), f177 4 (Yn)) < Om—s
y, asi,
d(frt(@n), fr (Yn)) < Om—(i—1) <9, paracada i€ {1,2,...,m}.
Esto termina la demostracion. O

El siguiente resultado se utilizara en mas de una ocasién.

Proposicion 6.15. Sean (D, f) un sistema metrizable no-auténomo y A un subconjunto infi-
nito de Di. Si (Dwo, foo) €s transitivo en A y P3(fs) es denso en A entonces, para cadap € Ay
toda € > 0,

oo
(5.1) Acdl] fr(Be,p)nA).

n=1
Demostracion. Sean p € A y ¢ > 0. Tomemos z € A y un subconjunto abierto U de X con
x € U. Por la Proposiciéon 5.29, A no posee puntos aislados. Entonces el subconjunto abierto y no
vacio U|4 = UN A de A contiene un punto distinto de = (incluso, al ser A un espacio T} sin puntos
aislados, por la Proposicion 2.5, U| 4 es infinito). Como (D, foo) es transitivo en A y los conjuntos
B(e,p) N Ay Ul 4 son abiertos no vacios de A, existe k € N tal que fF(B(e,p) N A)NU|a # 0.
Luego

un (G ff(B(e,p)ﬂA)) #0,

probando asi que z € clJ,; fT' (B(e,p) N A) y con ello (5.1). O

6.3. Ergodicidad Topolégica (Transitividad Sintética). Las siguientes nociones apa-
recen en [66, Definiciones 2.9 y 2.10].

Definicién 6.16. Una sucesion creciente {n;: i € N} en NU {0} es sintética, si existe m € N tal
que N1 — Nk < m para todo k € N.

Definicién 6.17. Sean (D, fo) un sistema no-auténomo y A un subconjunto no vacio de Dj.
Decimos que (Do, foo) €s topolégicamente ergédico en A, si para cada dos subconjuntos
abiertos y no vacios U y V de A el conjunto

N(U,V)={n e NU{0}: [1(U)NV #0},
pensado como una sucesion creciente en N U {0}, es no vacio y sintético.
Sean a,b € Ny, para cada i € N, hagamos n; = b+ a(i — 1). Entonces la progresion aritmética
{n;: i € N} en N es una sucesion creciente que es sintética. Mas adn, cualquier superconjunto de

{n;: i € N} que sea una sucesion creciente en NU {0}, también es sintético. Esto se utilizara en la
prueba de la Proposiciéon 6.18.

En la Definicién 6.16, hemos traducido “syndetic sequence” como “sucesion sintética”. Otra
forma de referirse a esto es como “sucesion sindética”. Por otro lado en otros articulos, como en
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[61, Definicion 2.9], la nocién de sistema topologicamente ergodico, se llama sistema sintéticamente
transitivo o bien sindéticamente transitivo (“syndetically transitive”, en inglés), mientras que la
nocion de sistema topologicamente ergodico difiere de la que hemos dado (ver, por ejemplo, [61,
Definicion 2.10]).

Tanto en [2] como en [23] se prueba que si un sistema autéonomo (X, f) es transitivo y P(f)
es denso en X, entonces (X, f) es topologicamente ergodico en X. En la siguiente proposicion, que
aparece en [66, Teorema 2.1] para puntos periédicos en el sentido (P3), se extiende este resultado
para sistemas no-auténomos que no tienen porque ser metrizables.

Proposiciéon 6.18. Sean (D, fs) un sistema no-auténomo y A C D; tal que A es invariante
en (Do, foo). Supongamos que (Do, foo) €s transitivo en A. Entonces, para cada i € {1,2, 3}, se
satisfacen las siguientes propiedades:

1) si Py(fx) es denso en A entonces para cualesquiera dos subconjuntos abiertos y no vacios
UyV de A, existe p e UN Pi(fs) de manera que orb(p, foo) NV # 0;
2) si Ps(fso) es denso en A, entonces (Do, foo) €s topologicamente ergodico en A.

Demostracion. Para probar 1), supongamos que P;(f) es denso en A y sean U y V dos sub-
conjuntos abiertos y no vacios de A. Como (Do, foo) €s transitivo en A, existe k € N tal que
fFU)YNV # (. Sea 2 € U de modo que ff(z) € V. Como las funciones fy, fo, ..., fr son continuas
en el conjunto invariante A, la restriccion (ff)[4: A — A es una funcién continua en A. Entonces
existe un abierto W de A tal que x € Wy (ff)|a(W) C V. Como P;(f) es densoen Ay UNW
es un subconjunto abierto y no vacio de A, pues tiene a z, existe p € (U N W) N P;(fs). Notemos
que p € UNPi(fso) ¥
fE(p) = (ff)lalp) € V Norb(p, fu)-

Esto prueba 1).

Para probar 2), supongamos que P3(f ) es denso en A y sean U y V' dos subconjuntos abiertos
y no vacios de A. Aplicando 1) con i = 3, deducimos que existen p € U N Ps3(fs) y k € N de modo
que ff(p) € V. Sea m € N tal que p es un punto m-periédico de (Do, fo ). Por la afirmacion (5.4)
de la Proposicion 5.7,

7 (p) = ff(p),  para cada j € NU{0}.

Como fF(U)NV # (), tenemos que mj + k € N(U,V), para toda j € NU {0}. Haciendo n; =
k+m(j—1), para cada j € N, tenemos que la progresion aritmética {n;: j € N} es una sucesion en
N tal que n;1 —n; = m, para cada j € N. Por tanto la sucesion {n;: j € N} es sintética y, como
{n;:j € N} € N(U,V), el conjunto N (U, V') es no vacio y sintético. Esto prueba que el sistema
no-auténomo (Do, foo) €s topologicamente ergodico. O

Corolario 6.19. Sea (X, f5) un sistema no-auténomo transitivo tal que Ps(fs) es denso en X.
Entonces (X, f) es topologicamente ergodico.

6.4. Caos en un Sistema No-Auténomo. Para emular el Teorema 6.3 en sistemas me-
trizables no-autonomos, supondremos que nuestro sistema es transitivo en un conjunto A y que
el conjunto de puntos periodicos, en el sentido (P3), es denso en A. Nos proponemos entonces
verificar si el sistema es sensitivo en A. Para esto, procedemos como se indica en la Seccién 3 de
[66], v consideramos dos casos: cuando A C X esta acotado y cuando no lo esté.

El siguiente resultado, que contempla el caso en que A C D; no esta acotado, aparece origi-
nalmente en [66, Teorema 3.1].

Teorema 6.20. Sean (Do, fo) un sistema metrizable no-auténomo y A un subconjunto no vacio
y no acotado de Di. Si (Dwo, foo) €8 transitivo en Ay P3(fs) es denso en A, entonces (Do, foo)
es sensitivo en A, y como constante de sensibilidad se puede escoger cualquier niimero positivo. En
consecuencia (Do, foo) €s Devaney caotico en A el sentido (P3).
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Demostraciéon. Sea § > 0. Para ver que § es una constante de sensibilidad, fijemos € > 3 y sean
x € Ay U un subconjunto abierto de X tales que z € U. Sea U|4 = UN A. Notemos que ¢ —1 > 2,
por lo que (g — 1)d > 26, de donde
(e—1)6
2
Como A no esta acotado, A es infinito. Utilizando esto y el hecho de que (Do, foo) €s transitivo
en Ay P3(fs) es denso en A, por la Proposicion 5.29, no existen puntos aislados en A. Luego, por
la Proposicion 2.5, U| 4 es infinito asi que U|4 N (X \ {z}) es un subconjunto abierto y no vacio de
A. Como Ps(fo) es denso en A, existe g € U|a N P3(foo) tal que ¢ # . Notemos que d(zx,q) > 0.
Consideremos el ntmero

(5.2) n =méx {2d(z,z): z € orb(q, fx) v d(z,2) > 0}.
Como ¢ € orb(q, foo) v d(z,q) > 0, el conjunto {z € orb(q, fso): d(x,2) > 0} es no vacio, y por

tanto, 77 es un maximo de nimeros mayores que cero, por lo que n > 0. Por (5.2), para cada
z € orb(g, foo) sucede que

> 6.

d(z,z) =0<mn obien 0<d(z,z)<2d(z,z)<n.
Esto prueba que orb(q, f~) C B(n, z). Por tanto,
orb(q, foo) C B(n,x) C clB (n,x) C clB (en, x).
Como A no esta acotado,
(X \clB(2en,x))NA y (X \clB(2e6,2))NA

son subconjuntos abiertos y no vacios de A. Por la transitividad de (Dw, fx) en A, existen k,r € N
tales que

U)X\ elB2en,z)) N Al #0 vy f1(U]a) N[(X \ clB(2e6,z)) N A] # 0.
Sean y,w € U|4 de modo que
Ry e (X \cB2en,z)NA y fI(w)e (X \clB(20,2)) N A.

Como
B(en,z) C clB(en,x) C B(2en,x) C clB(2en, x)

B(gd,x) C clB(ed, x) C B(2ed, z) C clB(2e0, ),
tenemos que
d(z, ff(y) zen vy dz, f{(w)) > ed.

Ahora consideraremos dos casos, dependiendo de si 77 > ¢ o bien 1 < §. Supongamos primero
que 1 = 6. Por la desigualdad del triangulo,

d(z, f1' () < dz, f{(a)) + d(f1 (a), T (1))

Utilizando esto asi como las afirmaciones n > 0 y fF(q) € orb(q, fo) C B(n,z), tenemos que

d(ff(a), i) =d (= ) —d(z, (@) 2en—n= (e —1)n > (e — 1)5.

Usando de nuevo la desigualdad de tridngulo, deducimos que

d(fE(@), fEw) +d (fE(@). (@) = d(ff(a), fE(y)) = (e — 1)d.

Por tanto

(7@ W) > C 55 ovien a(fi@). shw) > EL

En cualquiera de las dos situaciones, hemos probado que existe
p € {q.y} C Ula tal que d(ff(z), ff(p)) > 0.

> 0.
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Luego (Dwo, foo) €s sensitivo con constante de sensibilidad ¢. Esto termina la prueba del primer
€aso.

Ahora supongamos que 1 < . Entonces orb(q, foo) C B(n,x) C B(d, z). En particular f{(q) €
B(d,x). Ahora bien, por la desigualdad del triangulo,
d(z, f{(w)) < d(z, f1(q)) + d(f{(q), [T (w)).

Luego

d(f1(q), fi (w)) = d(z, f{(w)) — d(x, fi(q)) > €0 =6 = (¢ — 1)d.
Usando de nuevo la desigualdad del tridngulo, tenemos que

d (fi(x), f{(w)) +d(f1(x), f1(q)) = d(fi(q), f{(w)) = (¢ = 1)d.
Por tanto
. - (e—1)6 (e—=1)6
A @), fiw) > S -
En cualquiera de las dos situaciones, hemos probado que existe p € {q,w} C Ul tal que
d(f7(x), f{(p)) > 6. Luego (Dwo, foo) €s sensitivo con constante de sensibilidad 6. Esto termina
la prueba del segundo caso, y por tanto, también la del teorema. O

>0 obien d(ff(z),f{(q) = > 6.

En la prueba del Teorema 6.20 no se utiliza la continuidad de cada funcién f,, que define a
foo- En [66, Ejemplo 3.1] se ilustra el Teorema 6.20 de la siguiente manera.

Ejemplo 6.21. Sean I un intervalo no acotado tal que I C Ry Q = {a,: n € N} una enumeraciéon
de los nameros racionales en I. Podemos pensar que I = [0, +00). Para cada n € N definimos una
funcién f,,: I — I como sigue:

an, size€qQ,
fn(@) = x, sizel\Q.
Notemos que las funciones f,, no son continuas. Consideremos fo, = {fn: n € N}, asi como la
pareja (I, f). Es claro que P3(f) = I\ Q es denso en A = I Ahora sean U y V dos subconjuntos
abiertos y no vacio de A. Como @ es denso en A, existen a,, € UNQ y a, € V. Notemos que
fi(am) = an, de donde f7*(U)NV # . Luego, (I, f) es transitivo en A. Como A es un subconjunto

no vacio y no acotado de I, por el Teorema 6.20, (I, fo) es sensitivo en A y, en consecuencia, es
Devaney cadtico en A el sentido (P3). O

Es un problema interesante ejemplificar el Teorema 6.20 con un sistema no-auténomo como se
ha considerado en la Definicion 3.3, es decir, en el que cada una de las funciones que definen a fo,
sea continua.

En la prueba del caso en que A C D; esté acotado, vamos a utilizar el siguiente resultado, que
aparece en [66, Lema 3.1].

Proposicién 6.22. Sean (D, fo) un sistema metrizable no-autéonomo, A un subconjunto no
vacio de Dy y E C D; tal que F es denso en A. Si (Do, foo) DO es sensitivo en A, entonces para
cualquier § > 0 existen y € EN Ay 0 < e < 4 tales que

(5.3) T (Ble,y)nA) C B4, fi*'(y)), paracadaneN.

Demostracion. Sea § > 0. Como (D, fo) DO es sensitivo en A, el namero positivo % no es una

constante de sensibilidad de (D, foo) en A. Por tanto existen x € A y un abierto U en X tales
que z € U de modo que

1) para cada z € UN A y todo n € N, sucede que d(fT*(x), f1'(2)) < %.
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Como U es abierto en X, existe ¢ > 0 tal que B(2¢,2) C U. Sin perder generalidad, podemos
suponer que € < 0. Como E es denso en A y B(e,z) N A es un subconjunto abierto y no vacio de
A, pues tiene a z, por la parte 2) de la Proposicion 2.2, existe y € E N B(e, ) N A. Notemos que
y € EN A. Para probar (5.3), tomemos w € B(e,y) N Ay n € N. Como

y€ B(e,x) NAC B(2e,x) NACUNA,
por 1), d(f*(z), f{(y)) < 2. Por la desigualdad del triangulo,
dw,z) < d(w,y) +d(y,z) < 2e.
Luego w € B(2s,2) N A C UN A, y por 1), d(f(z), f1'(w)) < 2. Aplicando la desigualdad del

tridngulo,

A7), [ W) < AUT ), 7 @)+ d (@), 7)) < 3 +5 =5 <4

Esto prueba (5.3). O

IR

El siguiente resultado, que contempla el caso en que A C D; es infinito y esta acotado, aparece
originalmente en [66, Teorema 3.2] y utiliza la nocién de equi-continuidad asi como el Teorema 6.14.
En su demostraciéon no utilizaremos la continuidad de cada funcién f,, que define a f...

Teorema 6.23. Sean (D, foo) un sistema metrizable no-auténomo y A un subconjunto infinito
de D; que esta acotado. Supongamos que se cumplen las siguientes condiciones:

1) un elemento de A es un punto fijo de (Do, foo) €n el sentido (P3);

2) fs €s equi-continua en Do.
Si (Do, foo) €s transitivo en A y P3(fs) es denso en A, entonces (D, foo) €s sensitivo en A. En
consecuencia, (D, foo) €s Devaney caotico en A en el sentido (P3).

Demostracion. Como A esta acotado, 6 = %diém(A) €S un nimero mayor que cero. Supongamos
que (Do, foo) 10 es sensitivo en A. Como P3(f) es un subconjunto de D; que es denso en A, por
la Proposicion 6.22, existen p € P5(foo) N Ay 0 < & < 6 tales que

(5.4) 1 (B(e,p)NA) C B(d, f{*(p)), paracadan €N.
Por la Proposicién 6.15,
(5.5) Acdl £ (Be,p)nA).

neN

Sea m € N tal que p es un punto m-periédico de (Dw, fo) en el sentido (P3). Entonces
(o) = fp),  para cada n € NU {0},

Utilizando esto y las contenciones (5.4) y (5.5), tenemos que

(5.6) Acdl fr(Be,p)nA) cal ] B, f(p) =l B (6, fi(p)).

neN neN i=1

Como fo es equi-continua en Do, por el Teorema 6.14, existe 0 < ¢’ < § tal que para todo n € N
Sl Tn,Yn € Dy y d(n,yn) < ¢, entonces

d(fit(z,), fi(yn)) < 6, paracadai € {1,2,...,m}.
Sea ¢ € A un punto fijo de (Dw, foo) en el sentido (P3). Entonces
fi'(g) =¢q, paratodane NU {0},

por lo que ¢ € (7, D,,. Ademaés, por las Proposiciones 5.4 y 5.5, f,(q) = ¢, para cada n € N.
Utilizando esto y la propiedad de §’, tenemos que

(5.7) frr(B(6',q) N D,) C B(d,q), paratodan € Neic {1,2,...,m}.
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Como (Dwo, foo) €s transitivo en A, y los conjuntos B(e,p)N Ay B(d’,¢) N A son abiertos no vacios
en A, existe r € N de modo que

f1(B(e,p) NA) N (B(0', ) N A) # 0.
Sea y; € B(e,p) N A tal que f](y1) € B(8',q) N A. Como f](y1) € D41, tenemos que

(5.8) fi(y1) € B(¢',q) N Dy

Por (5.7) y (5.8), para cada ¢ € {1,2,...,m}, sucede que

(5.9) T ) = 0T (A ) € SEAT (B8, 9) N Drga) € B(8,q)-
Fijemos i € {1,2,...,m}. Como y; € B(e,p) N A, por (5.4),

(5.10) I ) € i (Be,p)NA) C B (8, /{7 () -

Sea z € B(3, f{ 111" (p)). Por la desigualdad del triangulo

(611)  d(zg) <d (2 77T P) Fd (W) AT W) +d (T ) a)

La eleccion de z implica que d(z, f{ ' (p)) < 6. Ademas, por (5.10)
d(f{™ (), fiT T () <0
y; por (5.9), ,
d(f{ ™ (y1),q) < 6.
Por tanto, de (5.11), d(z,¢) < 30 o lo que es lo mismo z € B(34, q). Asi tenemos que

B(5, fi*(p)) € B(36,09).

Como esto es valido para toda ¢ € {1,2,...,m}, hemos probado que

(5.12) UB (6, fTT 4 (p)) € B(34,q).

Si escribimos a r como r = mgq; + r1, donde ¢g1,71 € Ny 0 < r; < m y utilizamos el hecho de que,
por la Proposicién 5.7,

fet2 (p) = f12(p),  para todo g2 € Ny cada r, € NU{0},
tenemos que

{A®, F@). "0} = {A7@). 50, 7 0)}
Combinando esto con (5.6) y (5.12) resulta que

AcC clU B (6, fi(p)) = clU B (8, f{ T (p)) C clB(36,q) C B(66,q).
i=1
Por tanto diam(A) < 60, contradlclendo el hecho de que diam(A) = 74. Como llegamos a esta
contradiccion porque supusimos que (Do, foo) 1O es sensitivo en A, concluimos que (Do, foo) €5
sensitivo en A y, en consecuencia, (Dw, foo) €8 cadtico en el sentido de Devaney en A. O

Sean (D, foo) un sistema metrizable no-auténomo y A un subconjunto infinito de Dy que
estd acotado. Supongamos que (Du, foo) €s transitivo en A y que Ps(fs) es denso en A. En [66]
no se considera si las condiciones 1) y 2) del Teorema 6.23 son esenciales. Tampoco se indica si
la sensitividad de (Do, foo) €n A se obtiene si suponemos que fo, €s equi-continua en Do, y que
algtn elemento de A es un punto fijo de (Do, foo) en el sentido (P1).

La pareja (I, fs) que aparece en el Ejemplo 6.21, suponiendo ahora que I es un intervalo aco-
tado, es una manera de ejemplificar el Teorema 6.23, si no consideramos importante la continuidad
de cada funcién f,, que define a f,,. Cuando importa la continuidad de cada funcion f,,, tenemos
el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 6.24. Para ilustrar el Teorema 6.23, consideremos el sistema no-auténomo (I, f,), donde
A=1=10,1] y, para cadan € N, fy,(z) =« paratodaz €l y

2x, six e [0, %] ;

2(1—x), size[5,1].

Jony1(z) = {

Cada fo,4+1 es la funcion tienda, la cual es una funcion transitiva. En [66, Ejemplo 3.2] se indica

que (I, f») satisface todas las condiciones del Teorema 6.23, por lo que (I, f,) es sensitivo en
A. O

Vamos a mostrar un resultado similar al Teorema 6.23, pero ahora con condiciones més estrictas
en lo que concierne a la densidad de puntos periédicos. Antes de mencionar el siguiente teorema,
seré util definir un conjunto especial de puntos periddicos: si (Do, foo) €8 un sistema no-auténomo
entonces, para cada N € N,

(5.13) Pn(foo) ={p € P5(fx): p es un punto my,-periédico de (Deo, foo) ¥ mp < N}
Es claro que
Py (foo) C P3(fxo) C D1, paracada N € N.

Ademaés si A C D; es no vacio y para alguna N € N, el conjunto Py (f) es denso en A, por la
parte 3) de la Proposicion 2.2, Ps(f) es denso en A.

El siguiente resultado aparece en [66, Teorema 3.3].

Teorema 6.25. Sean (D, foo) un sistema metrizable no-auténomo y A un subconjunto infinito
de Dy que esta acotado. Si (Du, foo) €s transitivo en A y, para alguna N € N, Py(f) es denso
en A, entonces (Dwo, foo) €s sensitivo en A. En consecuencia, (Dw, foo) €s Devaney cadtico en A
en el sentido (P3).

Demostraciéon. Por la Proposicion 5.29, A no tiene puntos aislados. Como A es infinito, existe
C={x1,22,...,2N41} C Atal que |C| = N + 1. Definamos

1
(5:gmfn{d(:rhxj):i,j€{1,2,...,N+1}ei7éj}.

Entones los elementos del conjunto {B(4,z1), B(d,x2),...,B(d,zn41)} son ajenos dos a dos. Su-
pongamos que (Dy, foo) 10 es sensitivo en A. Como Py (fx) es denso en A, por la Proposicion
6.22, existen p; € Py (foo) N Ay 0 < e < 6 tales que

(5.14) f1'(B(e,p1)NA) C B(6, fi'(p1)), paracadaneN.

Sea m € N tal que p; es un punto m-periodico de (Do, foo) €n el sentido (P3) y m < N. Entonces
7 (p1) = f1(p1), para cada n € NU {0}. Por la Proposicién 6.15,

(5.15) Acdl £ (B(e,pr) N A).
neN

De (5.14) y (5.15), tenemos que

(5.16) Al ) f1(Ble,p)NA) cel ) BEG () =

neN neN
=cllJ B (8, fF () = | B (8, fF (1))
k=1 k=1
Vamos a probar que para cada k € {1,2,...,m}, el conjunto

clB(8, ff(p1)) N C
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tiene a lo mas un elemento. Supongamos, por el contrario, que existen k € {1,2,...,m} e i,j €
{1,2,...,N + 1} con i # j tales que

@i, aj € cB(S, ff (p1)) C B(20, f{ (p1))-
Entonces
d(zi,xj) < d (i, f (p1)) +d (1 (p1),z;) < 49,
contradiciendo el hecho de que d(z;,x;) > 8. Esto prueba que clB(d, ff(p1)) N C tiene a lo mas

un elemento, para cada k € {1,2,...,m}. Por tanto, como m < N, existe s € {1,2,..., N + 1} tal
que

m
zs & | B, ff (1)),
k=1
contradiciendo con esto la contencion (5.16). Esta contradiccion surgio del hecho de suponer que
(Doos foo) no es sensitivo en A. Por tanto (Do, fx) €s sensitivo en A y, en consecuencia, (Do, foo)
es Devaney caotico en A en el sentido (P3). O

6.5. Convergencia Puntual y Caos. Sean (D, f) un sistema metrizable no-auténomo
y A un subconjunto infinito de Dy, invariante en (D, foo). Para presentar otro resultado en el
que la transitividad en A y la densidad de puntos periédicos en A implique la sensitividad en A
(Teorema 6.29), vamos a suponer que la sucesion de funciones continuas {f,: n € N} converge
puntualmente a una funcién continua f: X — X en A. Esto significa que, para cada = € A, la
sucesion {f,(x): n € N} converge a f(z). Ahora bien, la funcién f permite considerar el sistema
autonomo (X, f), que llamamos el sistema autdnomo inducido por (Do, foo). Luego de estudiar
si los tres ingredientes del caos en el sentido de Devaney se preservan del sistema no-auténomo a
su sistema auténomo inducido, probaremos el Teorema 6.29.

A partir de este momento, vamos a considerar que (Do, foo) €s un sistema no-auténomo y A
es un subconjunto no vacio de D; e invariante en (Do, foo). Suponemos también que f: X — X
es una funcién continua y que la sucesion {f,,: n € N} converge puntualmente a f en A. Salvo en
el enunciado del Teorema 6.29, en el resto de los resultados que aparecen en esta subseccién, no
vamos a escribir todas estas suposiciones. En el siguiente resultado, que aparece en [66, Lema 4.1]
probamos que, para cada punto peridédico x € A, en el sentido (P3), sucede que orb(z, foo) =
orb(z, f).

Proposicién 6.26. Sean k € Ny z € A tales que x es un punto k-periddico de (Do, foo) €n el
sentido (P3). Entonces fi(z) = f'(z) para cada i € NU{0} y = es un punto k-periédico del sistema
auténomo (X, f).

Demostracion. Sean © € A C D; C X un punto k-periddico de (Do, foo) en el sentido (P3).
Vamos a probar primero que
1) fi*'(z) = f (fi(z)), para cada i € N.

Para ver esto, sea i € N. Por la Proposicién 5.7, para toda n € N|
(5.17) T @) = [N @) = farrir (T57(@) = farin (fi()) -

Como A es invariante y z € A, tenemos que fi(z), fi™!(x) € A. Por la convergencia puntual
de {fn:n € N} a f en A, la sucesion {furriv1(fi(z)): n € N} converge a f(fi(z)). Como la
sucesion constante {f{*'(x): n € N} también converge a fi™'(z), usando (5.17) tenemos que
1 (z) = f(fi(z)). Esto prueba 1).

Ahora vamos a probar por induccion que f{(z) = f*(x), para cada i € NU {0}. Para i = 0,
f2(x) =2y fO(z) = x. Supongamos que, para alguna j € NU{0} sucede que f{(z) = f7(x). Como
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j = 0, tenemos que j + 1 € N. Ademas, por 1),
@) =1 (H@) =1 (F @) = £ @),

Esto prueba que fi(z) = f’(z), para cada i € NU{0}. En particular, z = ff(x) = f*(x), asi que
2 es un punto k-periodico de (X, f). a

Corolario 6.27. Si Ps(fs) es denso en A, entonces P(f) es denso en A.

Asi pues, cuando la sucesion {f,: n € N} converge puntualmente a f y en el sistema no-
autéonomo (Do, foo) hay densidad de puntos periddicos en el sentido (P3), también hay densidad
de puntos periddicos en el sistema auténomo inducido (X, f). Ahora presentamos condiciones
bajo las que la transitividad en (D, foo) equivale a la transitividad en (X, f), y también el que
(Doo, foo) sea sensitivo equivale a que el sistema auténomo inducido (X, f) es sensitivo. El siguiente
resultado aparece en [66, Proposicion 4.1].

Proposicion 6.28. Si (D, fo) es metrizable y P5(foo) es denso en A, entonces se satisfacen las
siguientes condiciones:

1) para cada x € Ay toda n € N, tenemos que f{'(z) = f"(z);
2) (Do, foo) es transitivo en A siy solo si (X, f) es transitivo en A;
3) (Do, foo) €s sensitivo en A siy solo si (X, f) es sensitivo en A.

Demostracion. Para ver 1), sean 2 € A y n € N. Como P3(f) es denso en A, tenemos que
P;(fs) N A es denso en A o, lo que es lo mismo, que cl[A]Ps(fs) N A = A. Esto implica, pues X es
metrizable, que existe una sucesion {p,,: m € N} en P3(fs)NA que converge x. Por la Proposicion
6.26, para cada m € N,

(518) fln(pm) = fn(pm)'

Tomando el limite cuando m — oo

lfm f?(pm) = n}gnoo fn(pm)-

m—r o0

Por la continuidad de las funciones f* y f",

i (Jim o) = 1" (Jim_po).

m—0o0
Luego f{*(z) = f™(z). Esto prueba 1).

Para ver 2), supongamos primero que (Do, foo) s transitivo en A. Sean U y V dos subcon-
juntos abiertos y no vacios de A. Por la transitividad de (Do, foo) en A, existe n € N tal que
MU)YNV #£0. Seaz € U C A demodo que f*(z) € V. Por 1), fi*(z) = f™(z) asi que f™(z) € V.
Luego f(U)NV # 0y (X, f) es transitivo en A. Ahora supongamos que (X, f) es transitivo en
A. Sean C'y D dos subconjuntos abiertos y no vacios de A. Por la transitividad de (X, f) en A,
existe m € N tal que f™(C)N D # (. Tomemos y € C C A de modo que f™(y) € D. Nuevamente,
por 1), f*(y) = f™(y), asi que fI"(y) € D. Por tanto, fI*(C)N D # 0y (Do, foo) €s transitivo
en A.

Para ver 3), supongamos primero que (Do, foo) €s sensitivo en A. Sea § > 0 una constante de
sensibilidad de (Do, foo) €n A. Vamos a probar que § es también una constante de sensibilidad de
(X, f). Sean z € Ay U un abierto en X tales que x € U. Como ¢ es una constante de sensibilidad
de (Do, foo), existen y € UN Ay n € N tales que d(f{*(z), fI*(y)) > 6. Por 1), fI'(z) = f™(x) y
I (y) = f*(y). Luego d(f™(x), f"(y)) > J. Esto prueba que (X, f) es sensitivo en A. Utilizando
ideas similares se prueba que si (X, f) es sensitivo en A, entonces (Do, foo) €s sensitivo en 4. [



108 5. SISTEMAS DINAMICOS DISCRETOS NO-AUTONOMOS

Consideremos las hipotesis de la Proposicion 6.28. Como el conjunto A es invariante en
(Doos foo) para cada n € N, tenemos que f'(A) C A, por lo que (ff*)|a es una funciéon de A
en A. En vista de que fT y f™ coinciden en A, segin la parte 1) de la Proposicion 6.28, sucede que
(f™)]4 es una funcion de A en A, para cada n € N. En particular f|4 es una funcion de A en A.

Es interesante determinar si la transitividad de (Dw, foo) €n A implica la transitividad de
(X, f) en A, sin la hipotesis de que Ps(f) sea denso en A. Lo mismo el reciproco de esta afirmacion
v lo correspondiente cambiando transitividad en A por sensitividad en A.

En el contexto que estamos considerando, el Teorema 6.3 toma la siguiente forma, la cual
aparece en [66, Teorema 4.1].

Teorema 6.29. Sean (Do, foo) un sistema metrizable no-auténomo, A un subconjunto infinito
de Dy y f: X — X una funcién continua. Supongamos que A es invariante en (Do, fo) ¥ que la
sucesion {f,: n € N} converge puntualmente a f en A. Si (Do, foo) s transitivo en Ay Ps(foo) €5
denso en A, entonces (Dw, foo) s sensitivo en A. En consecuencia, (Do, foo) es Devaney caotico
en A en el sentido (P3).

Demostracion. Como ya indicamos f| 4 es una funcién continua del espacio metrizable e infinito A
en A. Luego (A, f|4) es un sistema auténomo. La transitividad en A de (Dw, foo) v €l inciso 2) de la
Proposicion 6.28, implican que (X, f) es transitivo en A. Entonces, por la Proposicion 3.8, (A4, f|4)
es transitivo. Por el Corolario 6.27, P(f) es denso en A. Esto implica, por la Proposicion 5.6, que
P(f]a) es denso en A. Entonces, por la Proposicion 6.3, (A, f|4) es sensitivo en A. Luego, por
el Corolario 6.7, que (X, f) es sensitivo en A. Por tanto, por el inciso 3) de la Proposicion 6.28,
(Do, o) €s sensitivo en A y, por tanto, (Deo, foo) €s Devaney caotico en A en el sentido (P3).
U

La Proposicién 6.28 y el Teorema 6.29 indican condiciones bajo las que si el sistema metri-
zable no-auténomo (D, foo) €s cadtico en el sentido de Devaney, entonces el sistema metrizable
auténomo inducido (X, f) también lo es. Para notar que el reciproco de esta afirmacion es falso,
veamos el siguiente ejemplo que aparece en [66, Ejemplo 4.1].

Ejemplo 6.30. Consideremos I = A = [0, 1] y, para cada « € I y todo n > 2, definamos

2z, sizel0,1]; ) ) o1
filz) =493, sizeli3); fn()Zf():{x’ s?xe[,i],
v ; Ziie {g f]]; ' ) U200, siveldal

3 )
Es claro que la sucesion {f, : n € N} converge puntualmente a f en A. Ademés f1([3, 2]) = {2}, y
para cadan > 2, f(%) = fu(2) =2.Sean U = (3,%) y V = (0, 3). Entonces U y V son abiertos en
A tales que f{'(U) = {3} para cada n € N, por lo que f{"(U) NV = 0. Esto implica que el sistema
metrizable no-autéonomo (I, f,) no es transitivo en A. En particular (I, f») no es Devaney cadtico
en A. Sin embargo, como f es la funcion tienda, el sistema metrizable auténomo inducido (I, f) es
Devaney cadtico, como se muestra en [32, p. 132]. O

Sean f: X — X una funcién y B C X. Decimos que f es suprayectiva en B si paracaday € B
existe x € B tal que f(z) = y, es decir, si B C f(B). A continuacién agregamos la condicién de
que fi es una funcién suprayectiva en A a las hipétesis de la Proposicion 6.28. Como vemos esto
implica que, restringido al conjunto A, el sistema no-auténomo (D, foo) €s en realidad el sistema
autonomo inducido (A4, f|4). El siguiente resultado aparece en [66, Proposicion 4.2].

Proposicién 6.31. Supongamos que (Do, foo) €8 metrizable, Ps3(fs) es denso en A y fi es
suprayectiva en A. Entonces la sucesion {f,,: n € N} converge puntualmente a f en A si y solo si
para cada x € A y todo n € N, tenemos que f,(z) = f(z).



6. CAOS EN EL SENTIDO DE DEVANEY 109

Demostracion. Supongamos que para cada © € A y todo n € N tenemos que f,(z) = f(x).
Entonces la sucesion {f,: n € N} converge puntualmente a f en A. Para probar el reciproco,
supongamos ahora que la sucesion {f,: n € N} converge puntualmente a f en A. Por la parte 1)
de la Proposicion 6.28, para cada x € A y todo n € N, tenemos que fi*(z) = f™(z). En particular,

fi(z) = fi(z) = f'(z) = f(x), paracadax€ A,

es decir f; y f coinciden en A. Como A es invariante en (Do, foo), f1(A) C A. Ademas, al ser
f1 suprayectiva en A, A C f1(A). Luego f1(A) = Ay, como f; y f coinciden en A, tenemos que
f(A) = A. Entonces f es suprayectiva en A.

Vamos a probar que para toda n € N, f, y f coinciden en A. En el camino probaremos
también que cada f, es suprayectiva en A. Procedemos por induccion sobre n. Para n = 1, f; es
suprayectiva en A y ya vimos que f1 y f coinciden en A. Supongamos ahora que existe k € N tal
que, para cada j € {1,2,...,k}, f; y f coinciden en A, entonces

fi(A) = f(A) = A paratoda j e {1,2,...,k},

por lo que cada f; es suprayectiva en A. Para ver que fiy; es suprayectiva en A y, ademas,
que frx+1 y f coinciden en A, sea y € A. Como A C fr(A), podemos considerar z € A tal que
y = fr(zgr) = f(xp). Puesto que A C fr_1(A), existe z;,_1 € A tal que x = fr—1(x—1) = f(xp_1).
También A C fi_2(A), por lo que podemos tomar z;_o € A tal que z_1 = fr_o(zr—2) = f(zr—2).
Continuando de esta manera, existen x1,xs,...,x; € A tales que

(5.19) y = fr(zg) = f(zr) y 25401 = fi(z;) = f(x;), paracadai € {1,2,...,k—1}.
Notemos que, por (5.19)

P @) = (fagr 0 feor-0fao f1) (w1) = (fre1 0 fu o0 fo) (fi(z1)) =
= (fekr10fro-of2) (22) = (frs10 fro-- 0 f3) (fa(x2)) =
= (fk+1 ofgo---o0 fs) (xs) == fr1 (fk(ﬂﬁk)) = flc+1(y)~

Luego fri1(y) = fFF(x1). Por la parte 1) de la Proposicion 6.28, f¥+1(z;) = f¥*1(z;). Ahora
bien, por (5.19),

Fo) = @) = [ w2) = P2 (fa2) = 72 (@s) = - = flaw) = v

Por tanto, f(y) = f**1(z1) = fF™(z1) = fry1(y). Esto prueba que fry1 y f coinciden en A. En
particular, como f es suprayectiva en A, tenemos que fry1 es suprayectiva en A. Hemos probado,

por tanto, que para cada n € N la funcién f,, es suprayectiva en A, y ademas, f,, y f coinciden en
A. O

El siguiente resultado aparece en [66, Corolario 4.1].

Proposicion 6.32. Supongamos que (Do, foo) €s metrizable. Si P3(fo) es denso en Ay f es
suprayectiva en A entonces, para cada © € A y toda n € N, tenemos que f,(z) = f(x).

Demostracion. Por la parte 1) de la Proposicion 6.28, para toda n € N, fi* y f™ coinciden en A.
En particular, fi y f coinciden en A y, como f es suprayectiva en A, tenemos que f; es suprayectiva
en A. Luego por la Proposici

on 6.31, para cadan € N, f,, y f coinciden en A. O

Terminamos con el siguiente resultado que aparece en [66, Proposicion 4.3], y da condiciones
bajo las que la convergencia uniforme de la sucesion {f,: n € N} es equivalente a su convergencia
puntual e, incluso, equivalente a que el sistema no-auténomo (X, fo,) es en realidad el sistema
auténomo (X, f).



110 5. SISTEMAS DINAMICOS DISCRETOS NO-AUTONOMOS

Proposicién 6.33. Sea (X, fo) un sistema metrizable no-auténomo en el que X es compacto.
Supongamos que f: X — X es una funcion continua. Si (X, f) es transitivo y Ps(f) es denso
en X, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes

1) f. = f, para cadan € N;
2) la sucesion {f,: n € N} converge uniformemente a f;
3) la sucesion {f,: n € N} converge puntualmente a f.

Demostracion. Notemos que las implicaciones 1) = 2) = 3) son obvias. Supongamos que 3) se
cumple. Como A = X es invariante en (X, fo), por la Proposicién 6.32 basta probar que f es
suprayectiva. Supongamos, por el contrario, que f(X) & X. Como f es continua y X es compacto,
f(X) es un subconjunto compacto del espacio metrizable X. Luego f(X) es un subconjunto cerrado
y propio de X, por lo que X \ f(X) es un subconjunto abierto y no vacio de X. Por la parte 1)
de la Proposicion 6.28, para cualquier subconjunto U de X y cada n € N, tenemos que f{*(U) =
f™(U) C f(X). En particular, para cualquier subconjunto abierto y no vacio V de X y todan € N,
V)N (X \ f(X)) = 0. Como esto contradice la transitividad de (X, fo), deducimos que f es
suprayectiva. As

i f, = f para cadan € Ny 1) se cumple. O

Comentario Final: El presente trabajo fue escrito durante la estancia sabatica del primer
autor en el Instituto Tecnolégico Autonomo de México (ITAM), llevada a cabo de enero a junio de
2019. Los autores agradecen las correcciones indicadas por el arbitro pues, gracias a ellas, se tiene
una mejor version del presente trabajo.
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1. Introduccién

Es conocido que en algunas categorias donde es posible encontrar subobjetos clasificadores se
puede hacer una teoria de los subobjetos de los objetos en ella que se parece a la de la teoria de
conjuntos (Set). Asi se pueden hacer analogias entre ellas y algunas cualidades que se observan en
Set. Nuestra intenciéon es desarrollar al detalle dos categorias conocidas en algebra y describir sus
subobjetos clasificadores.

2. Preliminares

Una categoria es una estructura matematica que consiste de dos clases una la llamada clase de
objetos de la categoria, otra la clase de los morfismos de la categoria, ademés de un par de funciones
una que asocia a cada morfismo un objeto llamado dominio del morfismo y otra que asocia a cada
morfismo un objeto llamado el codominio del morfismo, junto con una funcién composicion que
asocia a dos morfismo con codominio y dominio comiin un tercer morfismo llamado composicion de
estos morfismos con dominio el primero (de izquierda a derecha) y codominio el segundo, y, dicha
composicién es asociativa, finalmente a cada objeto le asocia un morfismo llamado el morfismo
identidad que es el neutro bajo esta composicion.

Formalmente; sea ¢ una categoria, denotamos por Mor (%) a su clase de morfismos, por Ob(%)
su clase de objetos. Si f,g € Mor(€), Dom(f) y Cod(g) son los objetos dominio y codominio
de f y g respectivamente; si Dom(f) = Cod(g), denotamos por fg a su composiciéon y ahora
Dom(fg) = Dom(g) y Cod(fg) = Cod(f),si A € Ob(€), denotamos por Id4 al morfismo identidad
y cumple Dom(I4) = Cod(I4) = Ay si f,g € Mor(€), Dom(f) = Ay Cod(g) = A, entonces
fIda = fyIdag = g, ademaés para f,g,h € Mor(€), con Dom(f) = Cod(g) y Dom(g) = Cod(h),
entonces (fg)h = f(gh). En adelante si M,N € Ob(¥) y f € Mor(¢) con Dom(f) = My
Cod(f) = N, denotamos esto con f: M — N.

Veamos las siguientes definiciones:

Definicion 2.1. Sea % una categoria.
1. Sean M € Ob(%¥), I un conjunto, para todo i € I X; € Ob(¥) y ¢; : M — X; morfismos de
%, la clase {¢; : M — X, : i € I} serd llamada una M-%-fuente. Analogamente, si N € Ob(%) y

113
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para todo i € I, l; : X; — N es un morfismo de &, llamaremos a la coleccion {l; : X; - N :i € I}
un N-%-pozo.

2. Una categoria es pequeiia si la clase de sus objetos es un conjunto. Sea & una categoria
pequenay D : 2 — % un funtor, el funtor D serd llamado un diagrama en %.

3. Sean D : 9 — ¢ un diagrama en € y (c; : M — D(i));cob(») una M-¢-fuente tal que, si
« : i — j es un morfismo de 2, entonces:

conmuta en %. Si todo lo anterior ocurre, diremos que la M-%-fuente es D-natural.

4.Sea (¢; : M — D(i))icob(2) una M-%-fuente D-natural, diremos que (¢; : M — D(%));con(2)
es un D-limite si dada (d; : M’ — D(i))icon() otra M'-¢-fuente D-natural, existe un tnico
morfismo k : M’ — M tal que

M’ M

conmuta.

5. Diremos que % tiene limites finitos si para toda categoria finita 2, i.e., categoria que consiste
de un conjunto finito de objetos y un conjunto finito de morfismos, y D : 2 — % funtor, existe un
D-limite.

Definicién 2.2. 1. Sean ¥ categoria e I un conjunto. Si {X, : a € I} C Ob(%), diremos que
la P-€-fuente (po : P — Xa)acr es un producto de {X, : a € I}, si para toda M-%-fuente
(ca : M — X4)aer, existe un tnico k : M — P %-morfismo, tal que

M P

conmuta para todo « € I.
2. Diremos que ¥ tiene productos finitos si para todo {X, : a € I} C Ob(¥) con I conjunto
finito, existe el producto de {X, : « € I} C Ob(%F).

Definicién 2.3. Sean f,g : X — Y morfismos de €. Diremos que la pareja (E,i), donde E €
Ob(%) i : E — X morfismo en %, es un igualador de f y g, si

i) fi = gi.

ii) Si h: M — X tal que fh = gh, entonces existe un unico [ : M — E tal que el tridngulo
conmuta en el diagrama siguiente:
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Diremos que una categoria tiene igualadores si para todo par de morfismos f,g : X — Y,
existe (F,1) un igualador para ellos.

Definicion 2.4. Sean f: X - Y, g: Z — Y, decimos que los morfismos h: N - Zyt: N — X
son un jalador de f y g, si:
1. El diagrama:

hi f
7 ——=Y

g

es conmutativo, y
2.Sih:M—Zyt:M— X son tales que:

b

[

M ’
t
h’i f
Z

-

e
g

~

es conmutativo, entonces existe un tnico k : M — N tal que:

M

S

N —=

t
|
Z

E——
g

=

-

~

es conmutativo.
Una categoria tiene jaladores si todo par de morfismos con codominio comun, tiene un jalador.

Definicién 2.5. Un objeto X es un objeto terminal en & si para todo M € Ob(%), existe un
anico morfismo Ty : M — X.

A continuacion enunciamos un teorema importante:

Teorema 2.6. [1, 12.4 Theorem] Si % es una categoria, son equivalentes los siguientes enunciados:
1. En ¥ existen limites finitos.
2. En ¥ existen productos finitos e igualadores
3. En ¥ existen jaladores y objetos terminales.

Si tenemos una categoria que cumpla alguna de las propiedades del teorema previo, tal categoria
podria tener cierta cercania a Set, que es lo que desarrollaremos en la siguiente seccion.
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3. Subobjetos clasificadores

Dada una categoria €,y f : Z — X un morfismo, diremos que f es un monomorfismo si
f es cancelable por la izquierda, i.e., si siempre que fh = ft, podemos implicar que h = ¢ para
toda h,t € Mor(Y,Z). En una categoria €, se llaman subojetos de X a todo monomorfismo con
codominio X (cf. [2, Definition 6.9]). Dada la equivalencia del Teorema 2.6, si una categoria tiene
limites finitos, entonces tiene jaladores y objetos terminales.

Hechos estos senalamientos, veamos la siguiente definicion:

Definicion 3.1. Sea ¥ una categoria con limites finitos. Un subobjeto clasificador 2 es
1. Un monomorfismo true : 1 — Q donde 1 es un objeto terminal y ademas:
2.Si f: N = X es un subobjeto de X, entonces existe un Gnico morfismo x; : X — € tal

que:
N——=1
TN
fi t’ruel
X—=0
Xf
es jalador.

El ejemplo motivador de esta definicion es Set. Ya que en este caso 1 = {0}, Q = {0, 1}
true : 1 — Q es definida como true(0) =0, y si f: N — X, es un monomorfismo, definimos:

{0 siyeImf,

XMW=\ 1 siygImf

esta claro que Ty (z) = 0 para todo z € N.

Solo veamos que

N——1
Tn
f truel

X —=0
Xf

es jalador y que Xy es unica. Para esto, sea Tys : N’ — 1, a : N — X tal que N ——1

TN/
Q\L truel
X——=0Q
Xf

conmuta. Como x f(a(w)) = 0 ya que true(Ty:(w)) = true(0) = 0y el diagrama conmuta, entonces
a(w) € I'mf, se puede demostrar que en Set, los monomorfismos son funciones inyectivas, luego,
dado que a(w) € Imf existe n € N tal que f(n) = a(w), dicho n es unico, puesto que si existe
n' € N tal que f(n') = a(w) tenemos que f(n) = f(n') pero f es un monomorfismo luego
es inyectivo de ahi que, n = n/, asi, existe un tnico n € N tal que f(n) = a(w). Definimos
@: N’ — N dada por @(w) = n para cada w € N’ con a(w) = f(n). El diagrama:

Tn
fl truei

Xf

es conmutativo, en efecto, solo veamos que Tya = Ty y fa = a, como Ty (a(w)) =Tn(n) =0 =
Tn:(w), mientras que f(a@(w)) = f(n) = a(w) para cada w € N’, tenemos que, Tya(w) = T/ (w
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y fa(w) = a(w) para cada w € N'. Ahora @ es unica, ya que si o’ cumple que fo' = a = fa,
por ser f monomorfismo, o/ = @. Supongase que 6y cumple que 67 f = trueln = 0. Si x € Imf,
existe n € N tal que 2 = f(n), luego 0¢(z) = 04(f(n)) = trueTy(n) = 0, i.e., O¢(x) = 0, pero si
Or(x) =1,z ¢ Imf, ya que siempre que = € Imf, se cumple que 0¢(z) = 0, asi:

0 sixelmf,

ef(x):{ | siad Imf

por tanto 07(z) = xs(z) para cada x € X, luego x; es unica y en Set, existe un subobjeto
clasificador.

4. Las categorias Act-M y Act-G

Sea M un monoide, sabemos que X es un conjunto sobre el que actia M por la derecha, si
existe ¢ : X x M :— X una funcion (la acciéon derecha de M sobre X) entre los conjuntos X x M
y X tal que

1. ¥(z,e) = x para todo z € X y e el neutro de M.

2. Para todo = € X y para todo m,n € M, se cample que ¥(¢(x,n), m) = (x,nm).

Si denotamos por ¥ (x,n) = xn, tenemos que:

M actaa por la derecha sobre X si existe una operaciéon entre elementos de X con elementos
de M tal que

1. Para todo z € X y e el neutro de M, se cumple que ze =z

2. Para todo = € X y para todo m,n € M, se cumple que (zn)m = z(nm).

Sea X un conjunto y M un monoide, siempre podemos hacer actuar a M sobre X por la
derecha, mediante la accion (2, m) = x definida para todo 2 € X y m € M. Otro conjunto que
acepta una Unica accién de un monoide arbitrario es el conjunto vacio, ya que existe la funcién
vacia y tal funcién define una accién de cualquier monoide sobre el conjunto vacio.

Queremos dar una estructura de categoria a este tipo de objetos, los conjuntos con una accién
de un monoide fijo por la derecha, asi que denotaremos por: Act-M a la categoria con objetos los
conjuntos con una acciéon de M por la derecha sobre ellos. Ahora, definamos los morfismos de la
categoria, sean (X, ), (Y, ¢) € Ob(Act-M) con sus respectivas acciones ¥ y ¢. Sea f : X — Y una
funcion entre los conjuntos X e Y, diremos que f € Mor(Act-M) si f((xz,m)) = ¢(f(z), m) para
todo x € X y m € M, en otras palabras, paratodo € X y m € M se cumple que f(zm) = f(x)m.

No es dificil demostrar que con esta definicion Act-M es categoria. Ahora veamos un teorema
importante.

Teorema 4.1. La categoria Act-M, tiene jaladores y objetos terminales.

Demostracion. Sean (X, ), ({*},¢) € Ob(Act-M) donde ¢ : {x} x M — {x} estd dada por
c(¥,m) = % para cada m € M, i.e,, sm = % para cada m € M y sea § € Mor(Act-M) tal
que 6 : (X,9) — ({*},c), veamos que ({*},¢) es un objeto terminal en Act-M, en efecto, como
0 : X — {x} es funcién tenemos que 6(z) = * para cada z € X, i.e., 6 es una funciéon constante,
ademas si 7 € Mor(Act-M) tal que 7 : (X, 9) — ({*}, ¢) estd dada por 7(x) = * para cada z € X,
ya que 7 es funcion entre X y {*}, entonces * = 7(xm) = 7(x)m = *m, i.e., ¥m = x para cada
m e M.

Veamos que Act-M tiene jaladores, sean [ : (X, ¢) = (Y,¢)y g: (Z,7) — (Y, ¢) morfismos de
Act-M. Primero construimos el objeto (X x Z,1 x ), la accién definida como (¢ x v)((x, z),n) =
(Y(x,n),v(z,n)) (es decir: (z,2z)n = (zn,zn)) para todo x € X, z € Z y n € M. No es dificil
demostrar que esta funcion es una accion de M sobre X x Z. Sea T = {(z,z) : f(z) = g(2)},
en el caso en que T = ) se puede ver que satisface los axiomas de la definicion. Si T # 0, sea
(z,2) € T yn € M, entonces f(zn) = f(z)n = g(z)n = g(zn), asi que (an,zn) € T, pero
(z,z)n = (zn,zn), asi que (T, (¢ x v)|r) € Ob(Act-M). De hecho se puede demostrar que si
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(X,v) € Ob(Act-M) y S C X tal que para todo s € S y todo n € M se cumple que sn € S,
entonces (S,9|sxn) € Ob(Act-M) (aqui ¥|sxar : S X M — S es la restriccion de 1 al dominio
S).

Ahora definimos h : T — X como h(z,z) =z yl:T — Z como l(z, z) = z, veamos que
T ——X
h
ll f
Z — Y

es un jalador en Act-M. Primero, esta claro que h((z,2)n) = an = h((z,z))n y también que
I((z,2)n) = zn = I((x, 2))n, asi que h,l € Mor(Act-M), ademés fh((z,z)) = f(z) = g(z) =
gl((z, 2)), de ahi que el diagrama es conmutativo. Sea

T7—X
«
Z——Y
g
un diagrama conmutativo en Act-M. Definimos k : 7" — T para t € T, como k(t) = (a(t), B(t))

= t
fla(t)) = g(B(t)), entonces (a(t), B(t)) € T, esta claro que k(tn) = (a(tn), B(tn)) = (a(t)n, B(t)n)
(a(t), B(t))n = k(t)n, asi que k € Mor(Act-M). Comprobemos que

y

> x
f
Y
es conmutativo, pero hk(t) = h(a(t),5(t)) = «at) y lk((t)) = ( (t),8(t)) = B(t) y por tanto
es conmutativo. Finalmente veamos la unicidad de k, sea k' : — T tal que hk'(t) = «ft)
y UK(8) = A1), si K'(t) = (x,2), entonces a(t) = h(K'(8) = @ v B(t) (K (1)) = 2, luego
E'(t) = k(). O

Si G es un grupo y X un conjunto, una acciéon de G sobre X por la derecha, es andlogamente
una funcion ¢ : X x G — X, tal que: para todo z € X y e el neutro de G, se cumple que ¢(z,e) = z
y para todo z € X y m,n € G se cumple que (x,n)m = ¢¥(x,nm).

También se define una estructura categoérica para estos conjuntos, donde los objetos son con-
juntos con una accién de G por la derecha en ellos y los morfismos son funciones de conjuntos
[ (X)) = (Y, ¢) tales que f(i(z,n)) = ¢((f(z),n).

Los mismos candidatos que en el caso de los monoides serdan los objetos terminales y los
jaladores para un par de morfismos f : (X,%) — (Y,v) v g: (Z,¢) — (Y,~), para asi obtener la

propiedad: si Act-G es nuestra categoria de conjuntos con una accién por la derecha del grupo G
entonces la categoria Act-G tiene un objeto terminal y jaladores.

5. Subobjetos clasificadores en Act-M y en Act-G

Sean (X,v),(Y,¢) € Ob(Act-G) o (X,9),(Y,¢) € Ob(Act-M) y h : (Y,¢) = (X,¢) tal
que h € Mor(Act-G) o h € Mor(Act-M), si h es monomorfismo, tenemos que h es una funcion
inyectiva. En efecto, sean yi,y2 € Y tales que h(y1) = h(yz), definimos ¢; : ¥ — {y1} como
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t1(y) = y1 y to : Y — {y2} como t3(y) = y2 para todo y € Y. Definimos la accién de G o la
de M en {y;} como y;g = y; para todo g € G. Veamos que t1,ts € Mor(Act-G), seay € Y y
g € G, entonces t;(yg) = y; por otro lado t;(y)g = yig = y;, de manera similar se exhibe que
t1,ta € Mor(Act-M). Esta claro que h(t;(y)) = h(y;) para cada y € Y y como h(y1) = h(ya),
entonces h(t1(y)) = h(ta(y)) para cada y € Y. Asi tenemos que hot; = hoty y dado que h es
monomorfismo, entonces t; = to, luego t1(y) = t2(y), i.e., y1 = ya, de ahi que h es inyectiva.

Vamos a resumir lo anterior en los resultados del lema siguiente:

Lema 5.1. 1. Sean {*x} y M monoide (0 G grupo), definimos xg = * para cada g en M (o en G)
una accién de M (o de G) sobre {x}, entonces {x} es objeto terminal en Act-G (o Act-M).

2.8i h:(Y,¢) = (X,) es monomorfismo en Act-M o en Act-G, entonces h es inyectiva.

3. En Act-M o en Act-G existen jaladores.

4. Si (X,9) € Ob(Act-M) o (X,v) € Ob(Act-G), si Xy C X tal que zg € X para todo
g € M o g € G. Entonces (Xo,v¥|x,xn) € Ob(Act-M) o (Xo,|x,xa) € Ob(Act-G).

5. El conjunto () con la accion vacia es un objeto de Act-M o de Act-G.

6. Si (X,4),(Y,v¢) objetos de Act-M o de Act-G, entonces X X Y con la accion (i x
) ((z,y),n) = (Y(z,n),P(y,n)) es un objeto de Act-M o de Act-G.

7. Dado (X,v) objeto de Act-M o de Act-G un subobjeto de (X,4) es una funcion h :
(Y, ¢) — (X, ) inyectiva.

Ahora veamos un objeto clasificador en Act-G.
Teorema 5.2. Dado G un grupo, existe un subobjeto clasificador en Act-G.

Demostracion. El conjunto 1 = {0} con la accién ¢(0,g9) = 0 para cada g en G es un objeto
terminal de Act-G y el conjunto {0,1} con la accién v(0,9) =0y v(1,9) = 1 para cada g € G, i.e.,
0g =0y 1lg = 1 paracada g € G, es un objeto de Act-G, veamos que esto tltimo es cierto, e =0y
le = 1 para e el neutro de G y ademas (0g1)g2 = 0g2 = 0 = 0(g192) ¥ (1g1)g92 = 1g2 = 1 = 1(g192),
i.e., (091)g2 = 0(g192) vy (1g1)g2 = 1(g192) para cada g1, g2 € G, asi ({0,1},7) € Ob(Act-G). Ahora
sea f : (Y,¢) = (X,v) un subobjeto de (X,v), debemos definir 2 y un morfismo x; : X — Q
para construir un jalador. En este sentido, sea @ = {0,1} con la accién v, definimos true : 1 — Q
y Ty : Y — 1 dadas por true(0) = 0y Ty (y) = 0 para toda y € Y, respectivamente. Ademas, sea

N (x):{ 0 si xelImf.
f 1 si x¢Imf
Veamos que xy es morfismo. Sea * € X, g € G, primero supongamos que x € Imf, i.e.,
x = f(y) para algin y € Y, entonces g = f(y)g = f(yg), de ahi que xg € I'mf, por consiguiente,
xf(zg) = 0=0g = xf(x)g, asi x¢(rg) = x¢(x)g. Ahora supongamos que = ¢ Imf, si xg € Imf,
entonces rg = f(y) para algin y € Y, luego f(y)g~! = =, pero f(y)g~' = f(yg~!), de ahi
que z € Imf, por tanto xg ¢ Imf, asi que xs(zg) = 1 = 1lg = xy(x)g, por consiguiente,
Xf(xzg) = xs(x)g, en consecuencia x5 € Mor(Act-G). Ya con estas definiciones, resta demostrar
que:
Y —1
Ty
f ltrue
X—=0
Xf

es jalador. Es facil ver que el diagrama previo es conmutativo. Ahora si
N——>1

Tn
f’l ltrue

X—0Q
Xf
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es conmutativo, entonces x ;(f'(n)) = true(Tn(n)) = 0, asi que f'(n) € Imf, luego existe un unico
y €Y tal que f(y) = f’(n), por un argumento similar al dado en el ejemplo en Set, ya que f es
inyectiva. Definimos k : N — Y, como k(n) = y para cada n € N con f'(n) = f(y). Veamos que
k € Mor(Act-G), sea g € G, entonces k(ng) = yo con f'(ng) = f(yo). Como f'(n) = f(y) tenemos
que f'(ng) = f'(n)g = f(y)g = f(yg), entonces f(yg) = f(yo), otra vez por la inyectividad de f,
yg = Yo, luego k(n)g = k(ng), por consiguiente, k € Mor(Act-G). No es dificil mostrar que el
diagrama:
N

! 7| T‘Zml

X——=0
Xf

conmuta. Para la unicidad de k, si &' : N — Y, tal que fk' = f' = fk, como f es monomorfismo,
tenemos que k = k. Finalmente, veamos la unicidad de x s, supongamos que §; cumple que:

Y 1
TN

fl truel

X Q

es jalador. Por la conmutatividad, 0¢(f(y)) = true(Tn(y)) = 0, asi que para todo = € Imf, se
cumple que 7(x) = 0 = xs(z), por otro lado, si Oy(z) = 1y x € Imf existe y € Y tal que
x = f(y), entonces 0 = true(ITn(y)) = 07(f(y)) = 0;(x), i-e,, O5(x) = 0, asi que = ¢ Imf, luego
07(x) = 1 = xy(x), siempre que x ¢ Imf, por consiguiente, 6; = xs y por tanto, existe un
subobjeto clasificador en Act-G. g

Ahora, describiremos el subobjeto clasificador en Act-M, tal categoria no cumple que el com-
plemento de la imagen de un morfismo pueda aceptar la accion restringida como acciéon para asi
convertirse en objeto de la categoria, asi que debemos construir otro objeto.

En otras palabras, sea (X, ¢) € Ob(Act-M), si S C X tal que para todo x € Sy n € M, se
cumple que zn € S, a este tipo de subconjuntos de X se les llama multiplicativamente cerrados,
para los que puede suceder que para z € X \ S exista algin n € M tal que zn € S, notar que en
el caso de (X, ) € Ob(Act-G), se tiene que para S C X multiplicativamente cerrado se cumple
que X \ S también es multiplicativamente cerrado.

Definicion 5.3. Sea I C M, diremos que [ es un ideal derecho de M si para todo w € I y para
todo n € M, se cumple que wn € I (cf. [2, Definition 2.20]. Denotamos por Jp; a la coleccion de
ideales derechos de M.

Lema 5.4. Existe una acciéon de M sobre Jp

Demostracion. Ahora definamos una accion de M sobre Jy,. Sea m € M e I € Ty, definimos
Im = {k € M : mk € I}. Veamos que es una accion de M sobre Jp;. Primero veamos que
Im € Iy, sea k € Imy n € M, veamos que kn € I'm, para esto m(kn) = (mk)n, pero mk € I,
luego (mk)n € I, por tanto kn € I'm. Ahora, si I € Ty, entonces Ie = {k : ek € I} = I, finalmente,
sea n,m € I con I € Ty, verifiquemos que (Im)n = I(mn). Tenemos que k € (Im)n si y solo
si nk € Im siy solo si m(nk) € I siy solosi (mn)k € I siy sblosik € I(mn), por tanto
(Im)n = I(mn). O

En el camino de construir un subobjeto clasificador en Act-M, veamos el siguiente lema:
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Lema 5.5. Sean (X,v) € Ob(Act-M), y S C X un conjunto multiplicativamente cerrado, enton-
ces:

1. Para todo z € X, el conjunto (S,x) :={m e M :xm € S} € Ip.

2. La funcion ¢g : X — Jpy, definida como ¢g(x) = (S, z) es un morfismo de Act-M, donde
M actta sobre Jj; como se definié en el Lema 5.4.

Demostracion. 1. Sea n € (S,z) y m € M, por demostrar que nm € (S, z), o sea z(nm) € S,
pero z(nm) = (zn)m y como an € S entonces (xn)m € S, luego nm € (S, z).

2.Sea x € X yn € M, por demostrar que ¢g(xn) = ¢s(x)n, es decir (S, xn) = (S, x)n. Ahora
k € (S,xn) siy solo si (xn)k € S, pero (xn)k = z(nk), luego xz(nk) € S, asi que nk € (S, z), por
tanto k € (S, z)n. O

Sea f : (Y,v¥) — (X, ) un morfismo de Act-M, esta claro que Imjf es multiplicativamente
cerrado, ya que f(yn) = f(y)n . Con estos preliminares podemos demostrar el siguiente teorema:

Teorema 5.6. En Act-M, existe un subobjeto clasificador.

Demostracién.

1. Definamos © = Jj; con la accion definida antes. Sea true : 1 — €, definida como true(0) =
M, true es morfismo ya que true(On) = M, pero true(0)n = Mn=4{k e M :nk € M} = M, ie.,
true(On) = true(0)n.

2. Ahora, dado f : (Y,v) — (X, ) un monomorfismo de Act-M, debemos definir un tnico
morfismo: x7 : X — Q de tal manera que

Y ———1

Ty
fl truel
Q

X — >
Xf

sea jalador.

Consideremos S = I'mf, asi que S es multiplicativamente cerrado, luego ¢g : X — € definida
en el Lema 5.5 es un morfismo de Act-M, hagamos xy = ¢g. Primero veamos que el diagrama
anterior es conmutativo. Sea y € Y, entonces x,(f(y)) = (S, f(y)) = {k € M : f(y)k € S},
es decir k € xy(f(y)) si y solo si f(y)k € Imf siy solo si f(yk) € Imf, lo cual muestra que
xs(f(y)) = M = true(0) = true(Ty (y))).

Sea,
J —— 1
Tz
al truel
X—>0
Xf

un diagrama conmutativo en Act-M. Definamos 8 : Z — Y, para esto notemos que para todo
z € Z,como true(Tz(z)) = true(0) = M, entonces xf(a(z)) = M, es decir (S, a(z)) = M, entonces
a(z)e € Imf, luego a(z) € Imf, sea y € Y, tal que a(z) = f(y), notar que como f es inyectiva
y es Unica, asi que definimos 3(z) = y, por lo que S es funcion. Veamos que 8 € Mor(Act-M).
Sea z € Z y n € M, calculemos §(zn) = yp, es decir f(yo) = a(zn) = a(z)n, si y; € Y, tal que
f(y1) = al2), entonces f(y)n = f(y1n), pero fy)n = a(=)n = a(zn), lego f(yin) = f(y0),
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luego y1n = yo, por tanto S(z)n = B(zn). Veamos que

—=1
Ty

true

=

Xf L
es conmutativo. Solo resta demostrar que f(5(z)) = a(z), pero si 5(z) =y, entonces f(y) = a(z),
luego f(B(z)) = f(y) = a(z). Veamos la unicidad de 5. Sea ' : Z — Y, tal que ff5' = a = f5,
como f es monomorfismo, concluimos que § = /’. Finalmente, veamos que X es tnica. Sea
0: X — Q tal que:

Y ————1
Ty
f truel

sea jalador en Act-M.
Sea x € X, por demostrar que 6(z) = (S, x) = x (). Observemos que:

1) zk € Imf siy sélo si k € (S,x) siy solo si (S,zk) = M.
2) k€ f(x) siy solosif(zk) =M.

En efecto, veamos 1), sea k € (S, x), entonces zk € Imf, como xs(z) = (S,z), (S,z)k =
Xr(@)k = xr(zk) = (S, zk), pero (S,x)k = {l € M : kl € (S,z)}, por tanto, para toda | € M,
se tiene que (xk)l € Imf, ya que zk € Imf, luego (S,xzk) = M. Si (S,zk) = M, entonces
(xk)e € Imf, luego xk € Imf, por tanto k € (S, z).

Veamos 2), sea k € 0(z), 0(x)k = 0(zk) = {l € M : kl € 6(z)}, pero 0(x) € Ty, luego
0(zk) = M. Inversamente, si 0(zk) = M, entonces {l € M : kl € 6(x)} = M, luego ke € 0(z), asi
que k € 0(x).

Ahora, veamos la igualdad 0(x) = (S, z) = x¢(z), k € (S,z) si y sblo si (S, zk)
si ak € Imf siy solo si existe y € Y tal que f(y) = zk, por otro lado, 0(f(y)) = 0(zk) = M siy
solo si k € 6(x). Y asi concluimos que Act-M tiene un subobjeto clasificador. O

6. Conclusiones

Resulta muy elaborada la demostracion de que las categorias Act-M y Act-G tienen un
subobjeto clasificador, pero esto nos muestra las propiedades comunes que tienen y que en esencia
las hace parecerse a la categoria Set. El camino para hallar tales analogias resulté muy largo
pero lo comin es lo suficientemente robusto como para aceptar que se encontr6 una esencia que
antes no era visible. Cabe senalar que toda categoria de pregavillas es un topos y es claro que
la, categoria Act-M es isomorfa a la categoria Set™ con M la categoria monoide. Por lo que, de
manera inmediata se tendria que Act-M es un topos. Pero creemos que es interesante exhibir un
subobjeto clasificador en esta categoria.

Agradecimientos: Nos gustaria agradecer al arbitro por sus valiosos comentarios y sugeren-
cias que contribuyeron significativamente a mejorar la calidad de nuestro manuscrito.
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1. Introduccién

El objetivo de este trabajo es exhibir una parte de una poderosa herramienta de la Teoria de
Conjuntos y como se puede aplicar para simplificar, en cierto sentido, las demostraciones de resul-
tados que, en ocasiones, conllevan argumentos poco ilustrativos. Para este trabajo, nos centraremos
muy concretamente en la técnica conocida como back-and-forth, usada para construir isomorfismos
en la Teoria de Ordenes Parciales, pero incluso en otras areas como la Teoria de Graficas.

Las primeras dos secciones buscan mostrar una prueba sencilla y otra complicada de resultados
conocidos, con la esperanza de que el lector aprecie como los argumentos resultan, a nuestro parecer,
considerablemente més claros que aquéllos empleados en la literatura clasica. La seccién final
muestra cémo las mismas técnicas se pueden adaptar a areas comunmente consideradas distantes
de la Teoria de Conjuntos, en esta instancia, la Teoria de Gréficas.

Las primeras dos secciones estan basadas en mi tesis de licenciatura (ver [6]), bajo la direccién
del Dr. Roberto Pichardo Mendoza, a quien agradezco profundamente por sus consejos y revisiones
de este trabajo. Si bien todos los resultados mencionados en este trabajo son bien conocidos, hasta
donde sabemos, las demostraciones de las ultimas dos secciones son originales.

La notacion y resultados bésicos de Teoria de Conjuntos se pueden consultar en [4]. Entre la
notacion indispensable tenemos, por ejemplo, para dos conjuntos A, B cualesquiera, A C B quiere
decir que todo elemento de A es elemento de B. Si X es un conjunto, [X]<“ es la coleccion de
todos los subconjuntos finitos de X. Diremos que un conjunto A es numerablesi |A| < |N|, donde N
denota al conjunto de nimeros naturales positivos. Como es comin, w denotard al primer ordinal
transfinito, es decir, w \ {0} = N.

También son convenientes los simbolos de dominio e imagen de una funcién: si f es una funcion,
dom(f) :={z: Jy((x,y) € f)} e img(f) := {y: Fx((z,y) € f)}. Ademés, vamos a usar la notacion
fIA] = {y: 3a € A((a,9) € )} v f~1[B] == {w: 3b € B((x,b) € f)}.

Ademas, denotaremos por BA a la coleccion de todas las funciones de B en A. Asi, por ejemplo,
<92:= U, <, "2, esto es, <“2 es el conjunto de todas las sucesiones binarias finitas (sucesiones de
CEros y unos).

Finalmente, si tenemos una funcién f y un conjunto A, definimos la restriccién de f a A como

f1A={(a,b) € f:a€ A}.

125
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2. Preliminares

Para los fines de este trabajo, un preorden es una pareja (P, <) donde < es una relacion reflexiva
y transitiva sobre el conjunto P. Si la relacién < resulta ser antisimétrica también, diremos que
la pareja es un orden parcial. Daremos por hecho que un preorden (orden parcial) < induce su
correspondiente preorden (orden parcial) estricto (ver [4, Definicion 4.101, p. 78]) y viceversa y lo
denotaremos por <. Fijemos, a partir de ahora, un preorden (P, <) y definamos dos propiedades
importantes.

Definicion 2.1. Un subconjunto D de P serd llamado denso si para todo p € P existe ¢ € D tal
que ¢ < p.

Observemos que en la definicién anterior, por la reflexividad del orden, resulta equivalente
sustituir “para todo p € P” por “para todo p € P\ D”.

Definicion 2.2. Sean p,ge Py FF CP.

= Vamos a decir que p y g son compatibles si existe r € P tal que 7 < py r < ¢, y escribiremos
p | ¢. En caso contrario se dird que son incompatibles y emplearemos el simbolo p L q.
s Diremos que F' es un filtro si:
1. para todo p,q € Fexister € Ftalquer <pyr<gqy
2. las condiciones p € P,q € F' y g < p implican la pertenencia p € F.

Una simple observacién es que la segunda condicién en la definicién de filtro aplica para
cualquier cantidad finita de elementos en él. Es decir, si F' es un filtro, n un ntmero natural y
tenemos {p;: i < n} C F, entonces existe r € F tal que para todo i < n, r < p;.

Definicion 2.3. Si F' un filtro y D es una familia de subconjuntos densos de P, diremos que F
es D-genérico si I interseca a todos los elementos de D, es decir, si para todo D € D se cumple
FnD#Q.

Veamos un ejemplo que, ademas de ilustrar las nociones tratadas hasta ahora, nos serd de
utilidad en la siguiente seccién.

Ejemplo 2.4. Sean X y Y dos conjuntos no vacios. Denotemos por Fn(X,Y’) a la coleccion de
todas las funciones de algin subconjunto finito de X en Y, en simbolos,

Fn(X,Y):={f € [X x Y]<¥: f es funcién}.

Entonces, directamente de las definiciones, la pareja (Fn(X,Y),2) es un orden parcial (con la
contencion inversa como orden) y tiene un elemento maximo: §.

Cada funcién que pertenece a Fn(X,Y') es llamada funcién parcial finita de X en Y. Méas aun,
demostraremos que nuestro ejemplo tiene las siguientes propiedades pertinentes a las definiciones
que hemos dado hasta este momento. Recordemos que dos funciones f y g son compatibles si su
uniéon vuelve a ser una funcién, equivalentemente, si f y ¢ coinciden en la interseccién de sus
dominios.

Teorema 2.5.

1. Dos funciones en Fn(X,Y") son compatibles (segtn la definicién 2.2) si y sélo si son com-

patibles como funciones;

si F es un filtro en Fn(X,Y), entonces | J F' es una funcion;

para todo = € X, el subconjunto D, := {p € Fn(X,Y): z € dom(f)} es denso; y

4. si F es {D,: x € X}-genérico, entonces dom(|J F) = X, es decir, | J F' es una funciéon de
XenY.

w N

Demostracion.
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1. Sean p,q € Fn(X,Y). Si p | ¢, entonces existe r» € Fn(X,Y’) con r D p, g, particularmente,
r 2 pUg, que implica pUq € Fn(X,Y"). Por otro lado, si pUg € Fn(X,Y'), inmediatamente
tenemos p U ¢ 2 p,q y, en consecuencia, que p | q.

2. Del inciso anterior se deduce que todo filtro F' forma un sistema compatible de funciones,
es decir, |J F es una funcion.

3. Fijemos z € X, D, como en el enunciado y p € Fn(X,Y) \ D,. Luego, fijando cualquier
Yo €Y, q:=pU{(x,y0)} € Fn(X,Y) satisface ¢ 2 p.

4. Bajo las hipotesis del inciso, es claro que dom(|J F) C X. Dado cualquier z € X, por la
hipotesis de genericidad, hay algtin p € F N D,; es decir, z € dom(p) C dom(|J F). Esto
prueba la otra contencion.

0

Una pregunta natural es cudndo podemos garantizar, en general, la existencia de un filtro
genérico, como, por ejemplo, el descrito en el resultado anterior. El siguiente resultado brinda una
respuesta parcial a esta pregunta, la cual bastara para nuestros fines.

Teorema 2.6 (Lema de Rasiowa-Sikorski). Dados un preorden (P, <), p € P y una familia nume-
rable de densos D, existe un filtro D-genérico al cual pertenece p.

Demostracion. Por ser numerable, podemos escribir D = {D,: n € w} (posiblemente con
repeticiones). Vamos a construir una sucesion {g, }ne. en P tal que para todo n € w:

a) gn+1 < gn < qo = p (la sucesion es decreciente) y

b) Gn+1 € Dy
Empezamos entonces tomando qg := p y si tenemos elegido a g, como D,, es denso, existe ¢,+1 €
D, tal que g,+1 < gn- Esto completa la recursion.

Verifiquemos ahora que F' := {t € P: 3n € w(g, < t)} es el filtro buscado. Notemos que la
reflexividad de < nos da {g,}new € F y, en especial, p € F. Con respecto a las propiedades de
filtro:

1. Dados t1,t2 € F, existen m, k € w tales que ¢,,, < t1y gi < t2. Por (a) y por transitividad
de <, gm+k <t1,t2 Y gmtk € F
2. DadogePyte F,sit< qentonces, por transitividad de <, g € F.

Finalmente, por (b), F' es un filtro D-genérico. O

3. Una caracterizaciéon de los racionales

Una primera aplicacién del Lema de Rasiowa-Sikorski es como sigue. Se sabe que los racionales
con su orden usual (Q, <) son un orden total (cualesquiera dos racionales son comparables), denso
(entre cualesquiera dos racionales existe otro ntumero racional), numerable y no acotado (el conjunto
carece de extremos). Cantor mostro que estas cuatro propiedades caracterizan a los racionales como
conjunto ordenado, es decir, que salvo isomorfismo hay un tnico orden con esas cuatro propiedades,
como dice, formalmente, el siguiente teorema (para més detalles, consulte [4, Teorema 11.2, p. 297]).
El teorema 2.6 nos da una demostracién bastante sencilla de dicho hecho.

Teorema 3.1 (Cantor). Sea (X, <) un orden total, denso, numerable y no acotado. Entonces
(X, %) es isomorfo a (Q, <).

Demostraciéon. Vamos a construir el isomorfismo usando el teorema 2.6. Para esto es necesario
dar un preorden P y una familia numerable de densos adecuada.

Sea P:= {p € Fn(X,Q): Vz,y € X(x <y — p(x) < p(y))}, o sea P es la coleccion de todas
las funciones parciales finitas que preservan el orden estricto. Nuevamente () € P. Ordenemos a P
con la contencién inversa.
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Mostraremos que, para cada = € X, el conjunto D, := {p € P: € dom(p)} es denso en P.
Con esto en mente tomemos p € P\ D, y definamos

z7 :={yedom(p): y <z} yaz” :={y €dom(p): x < y}.
Entonces, hay exactamente tres posibilidades respecto a los conjuntos que se acaban de definir:

a) ¢ = (. Dado que < es un orden total, dom(p) = 2. Como Q no es acotado (en particular
no tiene minimo) y el conjunto img(p) es finito, existe ag € Q tal que para todo a € img(p)
se tiene ag < a. De este modo ¢ :=p U {(x,ap)} es un elemento de D, que cumple ¢ D p.

b) 7 = 0. Una modificacién minima al argumento de arriba produce q € D, de tal modo
que g 2 p.

c) 2 # 0y 27 # (. Denotemos por a y b, respectivamente, al maximo elemento de =% y
al minimo elemento de 7 en X. Entonces p(a) < p(b) y por densidad existe un racional
c tal que p(a) < ¢ < p(b). Por lo tanto ¢ := p U {(x,¢)} es un elemento de D, con ¢ 2 p.

Anélogamente, para cada a € Q definimos E, := {p € P: a € img(p)} y por un argumento
similar al expuesto arriba se deduce que E, es denso.

Consideramos D := {D,: x € X} U{E,: a € Q} y notamos que como X y Q son numerables,
D es una familia numerable de subconjuntos densos de IP. Entonces, por el teorema 2.6, existe F' un
P-filtro D-genérico con ) € F. Por lo mencionado en el teorema 2.5(2), f := |J F es una funcion.
Veamos que es el isomorfismo buscado.

Dado = € X, como F es D-genérico, en particular existe p € F'N D,, es decir, z € dom(p) C
quF dom(g) = dom(f). Asi, dom(f) = X, es decir, f: X — Q. Similarmente, para cada a € Q
existe p € FN E, y, por ende, a € img(p) C img(f). Por lo tanto f es suprayectiva.

Supongamos para x,y € X que z < y. Entonces, existen p,q € F tales que z € dom(p) y
y € dom(q). Pero F es filtro, asi que existe r € F' tal que r O p,q. En particular z,y € dom(r).
Asi es claro que f(z) = r(x) < r(y) = f(y). En otras palabras, f preserva el orden estricto y en
particular es inyectiva. Por lo tanto, f es una biyeccién entre conjuntos linealmente ordenados que
preserva el orden, esto es, en virtud de [4, Teorema 4.124, p. 84], un isomorfismo de orden. O

4. Hay una tnica algebra booleana numerable y libre de atomos

En esta secciéon vamos a extender el argumento anterior a un resultado considerablemente més
dificil: probaremos que, salvo isomorfismo, existe una unica algebra booleana numerable y libre
de atomos (ver definicién 4.2, abajo). Usaremos la notacion, resultados basicos y definiciones (asi
como la nocién de dlgebra booleana) que aparecen en el tercer capitulo del libro [7].

Una demostracion con back-and-forth se encuentra en [7, Teorema 5.4.9, pp. 132-133].

Dada un &lgebra booleana (A, <) (para simplificar la notacion, nos referiremos a ella como A)
y a,be A,

1. los simbolos 04 y 14 denotarin, respectivamente, al minimo y al méximo elemento de A,
y pensaremos siempre que éstos son distintos;

2. a Aby aVbrepresentaran al infimo y al supremo, correspondientemente;

3. similarmente, para B C A, A B y \/ B denotaran el infimo y supremo del conjunto B,
respectivamente;

4. a' representara el complemento del elemento a;

5. a — b es una abreviatura de a A b’y

6. denotaremos al conjunto de elementos positivos de A por A*, es decir, AT := A\ {04}.

Lema 4.1. Para cualesquiera a € A" y E € [A]<%, la condicién a < \/ E implica que hay x € E
conaAzx>04.

Demostraciéon. Por contrapuesta: supongamos que a A z = 04, para cada x € E. Luego, por la
distributividad,

a:a/\\/E:\/{a/\x:er}zoA,
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es decir, a ¢ A™. O

Definicién 4.2. Sea A un &lgebra booleana. Un elemento a € AT es llamado dtomo si es un
elemento <-minimal en A*. Al conjunto de 4tomos de A se le denotara por At(A). Para simplificar
la notacion, definamos también, para cada a € A, el conjunto

Aty (A) = {x € At(A): © < a}.
De este modo, diremos que A es libre de dtomos si At(A) = 0.

Para un breve ejemplo ilustrativo, se puede considerar, para un conjunto no vacio X, al algebra
booleana (P(X), C). En este caso, dado Y C X, Aty (P(X)) = {{y}: y € Y}. Note que si z,y € X
satisfacen @ # {z} N {y}, entonces, x = y; también se tiene que |JAty (P(X)) =Y. Esto sirve de
motivacién para las siguientes dos proposiciones.

Se tienen las siguientes propiedades respecto a los d&tomos de A. Primeramente, si dos dtomos
de A, digamos a y b, son tales que 04 < a A b, entonces, como a Ab < a y por ser ¢ un atomo,
aNb=a, es decir, a < by, por ser también b un a4tomo, ¢ = b. En resumen, hemos probado lo
siguiente.

Proposiciéon 4.3. Para cualesquiera a,b € At(A4), si 04 < a A b, entonces a = b.

Proposicion 4.4. Supongamos que A es finita. Entonces,

1. At(A) es denso en AT y
2. para todo a € A, a =\ Aty (A) (ver definicion 4.2).

Demostracion. Hagamos el primer inciso por contrapuesta: si no fuera el caso que At(A) es denso
en A", entonces habria un elemento a € A" tal que para todo b € A, b < a implica b ¢ At(A).
Argumentaremos que esta ultima condicién tiene como consecuencia la existencia de una sucesion
{ax: k < w} C A estrictamente decreciente, en especial, con una infinidad de elementos, lo cual
nos garantiza que A es infinita.

Como en particular ag := a no es un atomo, existe a; € AT tal que a; < a. Si, para algin
natural n, tenemos construida {ax: k¥ < n}, una sucesion estrictamente decreciente, entonces, por
hipotesis, a,, no es un atomo (pues a,, < a), y asi obtenemos a,; con las propiedades deseadas.
Esto completa nuestra recursion.

Pensando ahora en el segundo inciso, es claro que a es cota superior de At,(A). De este modo,
b:=\/ At,(A) < a. Por otro lado, si sucediera que a — b € A", entonces el primer inciso del lema
nos arrojarfa un atomo c € AT tal que ¢ < a — b; luego, se tiene que ¢ < a y ¢ < b'. La primera
de estas desigualdades, junto con ¢ € At(A), nos dice que ¢ < b, lo cual contradice la segunda
desigualdad, porque c es positivo. Por lo tanto, a — b = 04, o sea, a = b. 0

Del primer inciso de la proposicion anterior se deduce que la igualdad At(A4) = () implica que
A es infinita (observe que §) no puede ser denso en A™ pues 14 € AT). Si ademés A es numerable,
entonces |A| = w. Esto es importante para el resultado central de la seccién, pues asi toda algebra
numerable y libre de atomos tiene cardinalidad w.

Supongamos que Ay es una subalgebra de A y sea u € A. En vista de que la interseccion de
subélgebras vuelve a ser una subdlgebra, para cualquier subconjunto arbitrario de A tiene sentido
definir la minima subéalgebra que lo contiene. En particular, tenemos lo siguiente.

Definicion 4.5. La extension simple de Ay dada por u es la minima subalgebra de A que contiene
a Ao U{u} y es denotada por Ag(u).

Para los siguientes lemas, supondremos que Cy y Dg son algebras booleanas y que C' y D son
subélgebras de Cy y Dy respectivamente. Dejaremos de especificar a cudl algebra pertenecen los
ordenes y los elementos maximo y minimo pues sera claro del contexto y simplificara la lectura de
las pruebas.
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Lema 4.6. Sea u un elemento arbitrario de Cjy. Se tiene que

Cu)={(ahu)V (b—u): a,be C}.
Si ademés H: C(u) — Dy es un homomorfismo booleano, entonces H[C'(u)] es la extension simple
de la subalgebra H[C] dada por H(u), es decir, H[C(u)] = H[C](H (u)).

Demostracion. En la prueba que se expone a continuaciéon usaremos libremente las propiedades
bésicas de los operadores booleanos, como asociatividad, conmutatividad, distributividad, Leyes
de De Morgan y equivalencias con el orden.

Primero, veamos que C’ := {(a Au) V (b—u): a,b € C} es una subalgebra de Cy que contiene
a C' U {u}, asi por minimalidad, C(u) C C".

En primer lugar, por ser C' una subélgebra de Cy, {0,1} C C, y asi

u=(1Au)V(0—-u)el.
También, dado {a,a1,b,b1} C C, tenemos que
a=aA(uVvu)=(aAu)V(a—u)eC’

es decir, C' U {u} C C". Luego, podemos usar que (nuevamente por ser subalgebra) tanto a V a;
como bV by son elementos de C' para obtener

[([aAnu)V(b—uw)]VIla Au)V (b —u)] =
[([aAu)V(ag Aw)]V[(b—u)V (b —u)]=
[(aVa))Au]VI[(bVb)—u]eC.
Para ver que C’ es cerrado bajo complementos, notemos primero que
(@ NYYAN[(D AU)V (' Au)] =
(@ ANY)YN[(B AU A (d Au)]
VAB AU Nd A(d Au) =
VABVu)Ad A(aVu)
bV Auna A =0.

Y como consecuencia,
(7.1) a AN < (U AW)V (@ Au).
Finalmente, como {a’,b'} C C,

(@ Au)V (b w)]
(anu) A(b—u)
(@ Vu')yn b Vu) =

(@ ANV V (' Au)] V(W AY)V (uAu')]

(d AVYV (d Au)V (W' AY) = (por (7.1))

(@ ANu)Vv (b —u) el

V
A

(7.2)

De este modo, C’ es una subélgebra de Cy que contiene a CU{u} y con eso tenemos la primera
inclusion: C(u) C C’. La segunda inclusion es més sencilla, pues dados a,b € C, como C(u) es una
subalgebra que contiene a C' U {u}, debe suceder que (a A u) V (b — u) € C(u). Concluimos que
C(u) = C’" como se queria.

Demos por hecho ahora que H: C(u) — Dy es un homomorfismo booleano. Por lo que
acabamos de demostrar en los parrafos anteriores, basta ver que

HIC(w)] = {(a A H(w) V (b— H(u)): a,b € H[C]}.
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Por un lado, dados a,b € H[C], existen z,y € C con H(z) = a'y H(y) = b. Por ser H un
homomorfismo,
(aNH(u) Vv (b—H(u)) = (H(z) AN H(uw) Vv (H(y) — H(u))
= H((xAu)V (y—u) € H[C(u)]
Por el otro lado, si a € H[C(u)], entonces existen (usando la primera parte del lema) z,y € C
tales que a = H((z Au) V (y — u)). Como H es un homomorfismo, una cuenta similar a la anterior

revela que a = (H(xz) A H(u)) V (H(y) — H(u)). Por lo tanto, H[C(u)] es la extension simple de
H[C] dada por H(u). O

Nos serd de gran utilidad el siguiente lema de extensiéon.

Lema 4.7. Suponga que u € Cy y w € Dy son arbitrarios. Si un isomorfismo booleano h: C — D
satisface que para todo x € C'

1. . <u' siysolosi h(z) <w'y

2. z < wsiy solosi h(z) < w,
entonces existe un isomorfismo booleano H: C(u) — D(w) tal que H extiende a h y H(u) = w.
Demostracion. Demos por ciertas las hipotesis del lema y sea « € C'(u). Queremos definir H(z).
Por el lema anterior, = tiene una representacién en términos de dos elementos de C' y de u. Si bien

dicha representacion para x no es unica, veremos que las hipotesis que satisface h tienen como
consecuencia que, para cualquier {ag, a1, bo, b1} C C, las igualdades

(7.3) x=(ag Au)V (b —u) = (a1 Au) V (by —u)

implican la igualdad

(7.4) (h(ag) ANw) V (h(by) — w) = (h(a1) Aw) V (h(by) — w).
Notemos que la condicién (7.3) implica que

ag ANu=xANu=a \Nu

y bh—u=x—u=0b —u;

(7.5) entonces, para cada i < 2, (a; —a1—i) ANu=04y
y (b —bi—i) —u=04;

de donde (a; —a1—;) <

y (b —bi—i) < u.

Ahora, usando las dos hipoétesis del lema y que h es un homomorfismo booleano, obtenemos

(7.6)

Las dltimas desigualdades implican que
h(ag) Aw=h(a1) ANw 'y h(bg) —w=h(by) —w

y, con eso, la condicién (7.4).

Definamos entonces, para cada z = (aAw)V (b—u), H(x) := (h(a) Aw)V (h(b) —w). H esté bien
definida por todo lo hecho previamente. En especial, si a € C, podemos escribir a = (aAu)V (a —u)
para calcular H(a) = (h(a) A w) V (h(a) — w) = h(a), es decir, H [ C = h. También podemos
escribir u = (1 Au) V (0 — u) para ver que H(u) = (h(1) Aw)V (h(0) —w) = (1 Aw) V(0 —w) = w.

unicamente falta verificar que, efectivamente, H es un isomorfismo. Tomemos arbitrariamente
dos elementos z,y en C(u) y, por el lema anterior, supongamos que se ven como z = (aAu)V (b—u)
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yy = (a1 Au) V (by — u), para algiun {a,a;,b,b1} C C. Tal y como lo hicimos en la prueba del
lema 4.6, zVy =[(aVai) Au]V[(bVb1)—u]y, en consecuencia,

%
%

)
((h(a) Aw) V (h(b) —w)) V ((h(a1) Aw) V (h(b1) — w)
H(((aAu) V(b)) VH(((ar Au)V (br —u))

Por un argumento similar al que empleamos para deducir (7.1)
lugar de a, b y u, respectivamente), se puede obtener que

(7.7) hla) ABGY < (h(B) —w) V (h(a) A w).
Usando esto y la cuenta que se hizo en (7.2), se tiene que

H(z) = H([(a Au) V (b—u)]) =

[(h(a) Aw) V (h(b) — w)] =

H(z) v H(y).
scribiendo h(a), h(b) y w en

H(zVy) =
H([(aVa1) Nu] VI[(bVb)—u]) =
(h(aVar) Aw)V (h(bV b)) —w) =
(h(a) V h(a1)) Aw) V (h(b) V k(b)) — w) =
((h(a) Aw) V (h(ar) Aw)) V ((h(b) — w) V (h(b1)) — w)) =
) 1) —w))
)
(e

H([(anu)V (b—u)]') = H(z').

Concluimos asi que H es un morfismo booleano. Mas aun, el lema 4.6 implica que H[C(u)] =
H[C](H(u)) y en vista de que H(u) = w y h es un isomorfismo extendido por H, se tiene que
H[C](H (u)) = h[C](w) = D(w). Concluimos que H: C(u) — D(w) es, entonces, un epimorfismo
booleano. Vale la pena hacer el comentario de que, de nuestras hipétesis del lema, hasta ahora, no
hemos usado las implicaciones de regreso de los incisos (1) y (2).

Veamos que H es inyectiva. Dado « € C(u) tal que H(z) = 0, fijemos a,b € C con x =
(a Au) V (b — u). Entonces, tenemos la igualdad (h(a) A w) V (h(b) — w) = 0, la cual, a su vez,
tiene como consecuencia que (h(a) A w) = (h(b) — w) = 0 o, visto de otro modo, h(a) < w’
y h(b) < w. Aplicando nuestras dos hipotesis del lema, obtenemos que a < v’ y b < u, luego,
z=(aAu)V(b—u)=0V0=0. Comprobamos que H tiene nucleo trivial, y esto implica que H
es inyectiva. Con ello tenemos que H es un isomorfismo. O

Intuitivamente, el lema que acabamos de probar nos dice que si w se compara con D de la
misma forma en que u se compara con C, entonces podemos extender cualquier isomorfismo entre
C'y D para que incluya a v y w. Sin embargo, para la prueba del resultado central de esta seccién
nos serd de gran utilidad saber cémo encontrar un elemento w € Dy que haga lo requerido por el
lema. El siguiente lema tiene justamente este objetivo.

Lema 4.8. Supongamos ahora que C' y D son finitas, u € Cy, Dy es libre de dtomos y que
h: C — D es un isomorfismo booleano. Entonces, existe w € Dy que cumple con todas las
hipétesis del lema 4.7: para todo = € C,

1. z<u' siysolosi h(z) <w'y
2. :c<u51y501081h( ) < w.
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Demostraciéon. Comencemos por definir los siguientes conjuntos de dtomos.
A% :={a € At(C): a < u},
At ={ac At(0):a<u'} y
AV = A4(0) \ (A% U AY).

Es claro que estos tres son ajenos y su union es At(C).
Como At(Dy) = ), para cada y € AY/™, existe § € D7 (recuerde que D es el conjunto de
elementos positivos de Dy) de tal suerte que § < h(y). Con todo esto, proponemos

w = \/{gj ye AV )y \/h[AO].

Veamos que w cumple con las bicondicionales.
Primero vamos a probar que los incisos (1) y (2) del lema 4.7 son ciertos cuando z es un atomo,
y luego, veremos que el resultado se extiende para un z arbitrario. Tomemos un atomo x € C.
Supongamos que = < u'; en particular, z € A'. Asi, por distributividad,

h(z) Nw = \/{h(m) ANj:ye AY™}v \/{h(x) Ah(y):y € A}

Para cada y € AY™, h(z) A < h(z) A h(y). Como h es un isomorfismo, debe mandar atomos
distintos en atomos distintos, asi, por la proposicion 4.3, h(z) A h(y) = 0. Similarmente, dado
cualquier y € A% h(z) A h(y) = 0. Esto prueba que h(z) Aw = 0, y luego, h(x) < w'.

Ahora, supongamos que z < u. Segiin nuestra definicién, esto quiere decir que z € A, lo cual
implica que h(z) < \/ h[A°] < w.

Consideremos ahora el caso en que h(x) < w’. Entonces, h(z) A w = 0, de donde, por la
definicion de w y por distributividad, obtenemos que para cualquier y € A% h(z) A h(y) = 0y,
para cualquier y € AY™ h(z) A = 0. Pero x es un atomo y trivialmente 0 < h(z) = h(z) A h(x),
asi x ¢ A%; también, si  fuera un elemento de AY7 entonces, 0 < & = h(z) A&, lo que contradice
lo dicho al principio de este parrafo, es decir 2 ¢ A'/7. En resumen, = € A', y luego, 2 < u'.

Finalmente, si h(z) < w, entonces, por el lema 4.1, debe suceder uno de dos casos. El primer
caso es si 0 < h(x) A'\/ h[A°]. Entonces, por el mismo lema, debe haber un atomo y € A° de forma
que 0 < h(x) A h(y). En vista de que h es un isomorfismo, se deduce que h(z), h(y) € At(D) y, de
acuerdo a la proposicion 4.3, concluimos que h(z) = h(y). Asi, por inyectividad, z = y € A°. Es
decir, = < u.

El segundo caso, 0 < h(z) A'\/ h[A], implica que, por el lema 4.1, hay algin y € AY™ para el
cual 0 < h(x) A § < h(x) A h(y). Entonces, por la proposicion 4.3, h(z) = h(y) y asi x =y € AY/™,
En especial, tenemos que para todo z € A%, h(x) A h(z) = 0 (pues z y y pertenecen a clases de
atomos distintas), lo cual tiene como consecuencia que h(x) A\/ h|A°] = 0. Consecuentemente, s6lo
el caso analizado en el parrafo previo ocurre.

Veamos ahora que para un = € C arbitrario se valen los incisos (1) y (2) del lema 4.7. La
proposicion 4.4 nos permite escribir z = \/ At,(C), lo cual, junto con la definicién de supremo, nos
dice que para cualquier v € Cy,

(7.8) x < v si y solo si para todo a € At,(C), a < v.

Tenemos entonces que (tomando v = u en (7.8)) x < u si y sdlo si, para todo a € At,(C), a < u,
lo cual, por los parrafos anteriores, equivale a que para todo a € At,(C), h(a) < w. Esto ultimo
implica que

h(z) = h (\/ Atm(C’)> = \/{h(a): a € At,(C)} < w.

Conversamente, si h(x) < w, entonces, como h es un isomorfismo, para todo a € At (C), h(a) <
h(z) < w. En vista de que a es un atomo, se deduce que a < u y por (7.8), z < u. Esto prueba el
inciso (1).
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Analogamente, sustituyendo en el parrafo anterior v y w por v’ y w’ respectivamente, se obtiene
el inciso (2). O

Teorema 4.9. Si (A <) y (B, <) son &lgebras booleanas (no triviales) numerables y libres de
adtomos, entonces son isomorfas.

Demostracion. Vamos a construir el isomorfismo usando Rasiowa-Sikorski. Con ello en mente,
definamos al conjunto P mediante la férmula siguiente.

p €Psiysoélosipe Fn(A, B), pes un isomorfismo booleano y
dom(p) e img(p) son subélgebras finitas de A y B, respectivamente.

Dotamos a P con el orden ¢ < p si y s6lo si ¢ es una extension de p, es decir, p C g. Tenemos que
(P, <) es un orden parcial con elemento méaximo {(04,05), (14, 15)}. Para simplificar la notacion,
abreviemos, para p € P, A, := dom(p) y, similarmente, B, := img(p).

Para cada elemento a € A, afirmamos que D, := {p € P: a € A,} es un subconjunto denso
de P. Para esto, tomemos arbitrariamente p € P\ D,, es decir, a € A\ A,. Vamos a aplicar los
lemas 4.8 y 4.7 (en ese orden) tomando Cy := A, Dy := B, C:=A,, D:=B,, h:=pyu:=a
para obtener, respectivamente, w € B y luego un isomorfismo H: A,(a) — B,(w) que extiende
a p. Como la extension simple de una subalgebra finita vuelve a ser finita y a € A,(a), resulta que
H € D,, con lo cual se concluye que D, es denso.

Similarmente, para cada b € B, el conjunto E}, := {p € P: b € B,} es denso en P: dado
p € P\ Ey, aplicamos los lemas 4.8 y 4.7 tomando Cy := B, Dy := A, C := B,, D := A,, h:==p~!
y u = b para obtener, respectivamente, w € A y luego un isomorfismo H: B,(b) — A,(w) que
extiende a p~!. Asi, el isomorfismo H~': A,(w) — B,(b) es una extensién de p que tiene al
elemento b en su imagen por lo cual, analogo al caso anterior, culmina en la prueba de que Ej es
denso en P.

Asi, la familia

D:={D,:a€ A} U{E}: b€ B}
es una coleccién numerable (pues A y B son numerables) de densos en P. Por el teorema 2.6,
hay un filtro ' C P que es D-genérico. Hagamos f := |J F y notemos que el teorema 2.5(2) nos
garantiza que f es una funcién. Comprobemos que es el isomorfismo buscado.

Primeramente, notemos que dado a € A, por genericidad, existe p € G tal que a € A, C
dom(f). Analogamente, para cada b € B, b € img(f). Asi, f: A — B es sobreyectiva.

Dados ag,a; € A, debe haber pg, p1 € F tales que parai < 2, a; € dom(p;); pero F es un filtro,
entonces debe existir una condicién ¢ € F' que extiende a ambas, py y p1; en especial, {ag,a1} C
dom(q). Pero ¢ es un isomorfismo, asi que ag < a1 si y solo si f(ag) = q(ao) < q(a1) = f(ay). Por
lo tanto, f es un isomorfismo de orden y, por ende, un isomorfismo booleano. O

El resto de la seccién esta dedicado a probar que el teorema anterior no es cierto por vacuidad,
esto es, nos concentraremos en producir un ejemplo de un algebra booleana numerable y libre de
adtomos.

Mucho de lo que se expondrd a continuacién se puede hacer en espacios topolégicos més
generales, sin embargo, para los fines de este trabajo, bastard con particularizar varios conceptos.
Aquellos que no sean definidos explicitamente aqui, deberan entenderse tal y como aparecen en [3].

Vamos a considerar al espacio topologico “2 obtenido como el producto Tychonoff de w copias
del espacio discreto 2. Si CA(“2) denota la coleccion de conjuntos que son abiertos y cerrados en
“2, se puede verificar (ver |7, Ejemplo 3.1.6, p. 64]) que (CA(¥2),C) es un algebra booleana con
() y “2 como minimo y maximo, respectivamente. También, dados A, B € CA(¥2), AANB=ANB
yAVvB=AUB.

Vamos a usar el hecho de que, como cada factor del espacio es finito y, en consecuencia,
compacto, por el Teorema de Tychonoff, “2 es compacto también.
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Recordemos que la topologia producto es la topologia débil inducida por la familia de proyec-
ciones (para detalles constltese la seccion 4.3 de [3]), o sea, en nuestro caso particular, la topologia
de “2, denotada por 7(¥2), es la menor topologia que hace continua, para cada n < w, a la funciéon
Tt “2 — 2 dada por m,(f) := f(n). Como 2 es un espacio discreto, un conjunto U C “2 es un
bésico canonico de “2 si y solo si existen F € [w]<¥ \ {0} y {A,: n € F} C P(2) de tal forma que

U= (] m"[An].
nel
Vale la pena observar que, por la continuidad de cada proyeccién, U, ademas de ser un abierto
canénico, es interseccién de conjuntos cerrados y, por lo tanto, cerrado.
Continuando con nuestra eleccion de F' 'y U, supongamos ahora que U es no vacio, es decir,
U € CA(¥2)*. Si tomamos, por ser F' finito, m € w\ (JF + 1) y un punto cualquiera x € U, es
claro, segun la discusion del parrafo anterior, que

zel = ﬂ m  {z(n)}] € 7(*2).
n<m
También, dado cualquier z € U’, la eleccion de U’ nos dice que para todo n < m, z(n) = z(n), en
particular, para todon € F Cm, z(n) € {x(n)}, o sea, z € U. Hemos demostrado que z € U’ C U.
Definamos ahora, para cada s € <¥2, [s] := {z € “2: s C x} y notemos que, si = es cualquier
punto del producto,
z€ () m {z(n)}]
n<m
si y solo si para todo n < m, z(n) = z(n) o, equivalentemente, z | m = x [ m (el simbolo | esta
definido al final de la primera seccién). Mas sucintamente,

(M ™ Hem)}) = [ | m].

n<m

De este modo, cada conjunto de la forma [z | m| es un elemento de CA(*2).

Proposicion 4.10. La coleccion numerable B := {[s]: s € <“2} C CA(“2) es base del espacio
(*2,7(+2)).

Demostracién. Como [<“2| = |UJ,.,, "2| < w-w = w, B es numerable. Ademas, el comentario
final del parrafo que precede esta proposicion tiene como consecuencia que B C CA(“2).

Dado un bésico canénico U en “2 y x € U, los parrafos previos a la presente proposicion
justifican la existencia de un natural m tal que

z€lx|m]CU.

Consecuentemente, B es base del espacio en cuestion. O

Mostremos ahora que el algebra booleana CA(“2) es libre de atomos: dado A € CA(“2)T,
podemos escoger x € A y, por la proposicién anterior, algin m < w tal que z € [x | m] C A.
Observemos que se da la contencion [z | (m + 1)] C [z | m]; de hecho, la funcién f € “2 dada por

f(n) = {x(n), n;«fém7

1—z(n), n=m

cumple que f € [z | m]\ [z | (m + 1)] y asi atestigua que la contencién es propia. Luego,
z €[z | (m+1)] C A, locual prueba que A no es un dtomo. Concluimos que At(CA(“2)) = 0.

Dado cualquier A € CA(“2), por ser A un abierto y por la proposicion 4.10, existe B C B
tal que A = |J B. Por ser A cerrado en el espacio compacto 2, A es compacto y, siendo B una
cubierta abierta de A, tiene alguna subcubierta finita. Por lo tanto, cada elemento de CA(*2) es
la unién finita de elementos de B, la cual es una coleccion numerable. Por lo tanto, CA(¥2) es
numerable.
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En resumen, (CA(“2), C) es un algebra booleana numerable y libre de a&tomos; mas atn, segin
el teorema 4.9, es la tnica salvo isomorfismo. Con esto completamos la seccion.

5. Una aplicaciéon a las graficas aleatorias

En esta seccién exploraremos un uso del Lema de Rasiowa-Sikorski en un tema de gran interés
para la Teoria de Graficas. Consideremos entonces lo siguiente. No usaremos més que las defini-
ciones més bésicas de graficas; para mas detalles, recomendamos los primeros dos capitulos de [1].
Recordemos que una grafica es una pareja (V, E) donde V' es un conjunto, cuyos elementos son
llamados vértices, y E es un conjunto de parejas de vértices llamadas aristas; dos vértices unidos
por una arista son adyacentes. Siempre que el conjunto de aristas sea claro, es usual referirse a V'
como la grafica. Dado un vértice v, N(v) denota el conjunto de vértices que son adyacentes a v y
sus elementos son llamados vecinos de v. Dos graficas son isomorfas si hay una biyeccion entre los
conjuntos de vértices que satisface que dos vértices son adyacentes en la primera gréfica si y sélo
si las imagenes de dichos vértices bajo el isomorfismo lo son en la segunda. Veamos dos ejemplos
relevantes de gréficas.

Supongamos que M es un modelo transitivo y numerable de un fragmento de la Teoria de
Conjuntos (para una explicacion de la existencia de M, referimos al lector a las secciones 1y 9
del capitulo VII de [10]). Luego, dos conjuntos z,y € M seran adyacentes si y sblo si x € y o
y € x. Asi formamos una grafica M. Para el segundo ejemplo, tomemos a N como conjunto de
vértices y formemos una grafica N como sigue. Para cada par de numeros naturales, elegiremos
aleatoriamente y con probabilidad 1/2, si éstos son adyacentes o no. Naturalmente, este proceso
puede producir muchas graficas diferentes, pero nos podemos preguntar cual es la probabilidad de
que las dos graficas M y N sean isomorfas. El objetivo de esta seccion es dar la respuesta a esta
pregunta, desde luego, usando el material tratado hasta ahora.

Empecemos por pensar en qué propiedades en comin tienen nuestras graficas.

Definicién 5.1. Una grafica (V, E) tiene la propiedad de la extension si para cualesquiera dos
conjuntos finitos ajenos de vértices A y B, existe un vértice v € V'\ (AU B) tal que A C N(v) pero
BN N(v) =0.

Por la restriccion que se le pide al vértice v de no pertenecer a A ni a B, es claro que una
grafica con esta propiedad necesariamente tiene una infinidad de vértices.

Lema 5.2. M cumple la propiedad de la extension y la probabilidad de que N la cumpla es de 1.

Demostracion. Dados A y B subconjuntos de M como en la definicién 5.1, por ser un modelo de
la Teoria de Conjuntos y satisfacer, en particular, los axiomas del Par, Unién y Buena Fundacion,
v:=AU{B} es un vértice de M con la propiedad deseada.

Similarmente, tomamos A y B en N. Para un vértice v, la probabilidad de que éste no satisfaga
la conclusion deseada es de 1 — 2= UAIFIBD  La probabilidad de que ningtn vértice del conjunto
infinito N\ (A U B) satisfaga la condicién, por independencia, es de

lim (1 - 2*<‘Al+‘3|>)k =0
k—o00 ’

de donde, tomando los complementos de las probabilidades, se obtiene el resultado. O

Este lema, aunado al siguiente teorema, prueba no sélo que nuestras dos graficas son isomorfas,
sino que, salvo isomorfismo, son la tnica grafica con la propiedad previamente mencionada.

Teorema 5.3. Cualesquiera dos graficas sobre un conjunto numerable de vértices que satisfaga la
propiedad de extension son isomorfas.

Nuevamente, el plan es construir el isomorfismo usando el teorema 2.6. Vale la pena observar
que estamos construyendo un isomorfismo de graficas, no de orden, en contraste con los resultados
de las secciones previas.
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Demostracion. Sean (Vp, Eg) v (V1, E1) dos graficas con la propiedad de extension y donde Vj
y V1 son numerables (mas atn, como consecuencia del comentario que se hizo antes de enunciar
el lema 5.2, los conjuntos de vértices son infinitos). Definamos a P por medio de la féormula p € P
si y solo si p € Fn(Vp, V1) es una biyeccion y para todo z,y € dom(p), (z,y) € Ey equivale a
(p(z),p(y)) € E;1. Ordenado por la contencion inversa, claramente () es, como es usual en estas
construcciones, un elemento méaximo del preorden.

Para cada © € Vj y cada y € Vi, definimos los conjuntos D, := {p € P: x € dom(p)} y
D; :={p € P: y € img(p)}. Para ver que estos conjuntos son densos en P, tomemos p € P\ D,.
Apliquemos la propiedad de la extension que tiene (Vi, F1) a los conjuntos finitos y ajenos A :=
p[N(z)] y B :=p[Vp \ N(x)] para obtener un vértice v € V; con las cualidades que garantiza dicha
propiedad. Luego, afirmamos que ¢ := p U {(x,v)} es un elemento de P tal que ¢ 2 p, es decir,
una biyeccion que atestigua la densidad de D,. Analogamente, se puede usar la propiedad de la
extension en (Vo, Fy) para probar la densidad de D,.

Aplicando el teorema 2.6 a la familia numerable de densos {D,: z € Vo} U{Dj:y € Vi},
producimos un filtro genérico F. Empleando argumentos que en este punto ya son repetitivos, se
puede verificar que f :=J F es un isomorfismo entre las dos graficas. a

Ya teniendo dos ejemplos de graficas con la propiedad de la extension, hemos probado la
existencia y la unicidad, con lo cual podemos bautizar a la grafica que protagoniza esta seccion
como grafica de Rado, también conocida como grafica aleatoria. Vale la pena, antes de terminar
este trabajo, mencionar algunas de las propiedades més notables que tiene la grafica de Rado.

Usando la propiedad de la extension que definimos, es un simple ejercicio demostrar lo siguiente:

Teorema 5.4. Denotemos por R a la grafica de Rado.

1. Anadir o quitar cualquier cantidad finita de vértices o aristas a R, produce una gréfica
isomorfa a R.

2. Dada una particion finita de los vértices de R, alguna de las clases induce (en el sentido
usual de Teoria de Gréaficas) una grafica isomorfa a R. Méas aun, de las graficas numerables
no triviales y no completas, R es, salvo isomorfismo, la tnica con esta propiedad (ver [2,
Proposition 4, p. 5]).

3. R es isomorfa a la grafica obtenida al invertir todas las adyacencias y no adyacencias de
R, o sea, es auto-complementaria.

Referimos al lector interesado en mas propiedades y construcciones alternativas de R, que
ademés abarcan varias areas de las matemaéticas, al articulo [2], donde, por cierto, se prueba una
version del teorema 5.3 por medio de back-and-forth.
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1. Introducciéon

En los ultimos anos la Dinamica Topolégica se ha convertido en un area de gran interés para
muchos investigadores. Particularmente, se ha definido un gran nimero de sistemas dindmicos,
entre los mas conocidos y estudiados se encuentran los sistemas: transitivos, exactos, mezclan-
tes, débilmente mezclantes, totalmente transitivos, fuertemente transitivos, caéticos en el sentido
de Devaney, minimales e irreducibles. Otros tipos de sistemas dindmicos que ya no son tan po-
pulares como los anteriores son los siguientes: érbita-transitivos, estrictamente érbita-transitivos,
w-transitivos, 777y, suavemente mezclantes, exactamente Devaney cadticos, minimales inversos,
totalmente minimales, dispersores, Touhey y los F-sistemas. De las muchas formas en la que se
pueden analizar estos sistemas, en [5] hicimos un analisis de relaciones que existen entre los siste-
mas: exactos, mezclantes, débilmente mezclantes, transitivos, totalmente transitivos, fuertemente
transitivos, cadticos en el sentido de Devaney, minimales, irreducibles, semi-abiertos, turbulentos,
orbita-transitivos, estrictamente orbita-transitivos, w-transitivos, IN, TT y TT4 .. Ademas, por
medio de contraejemplos, demostramos que algunas de estas nociones no pueden relacionarse de
manera general. Por lo cual, es necesario condicionar al espacio fase o a la funcién para obtener
maés relaciones entre estos sistemas. Con el fin de darle continuidad al trabajo realizado en [5], en
este nuevo capitulo agregamos los sistemas suavemente mezclantes, exactamente Devaney cadticos,
minimales inversos, totalmente minimales, dispersores, Touhey y los F'-sistemas y, ademas de mos-
trar relaciones que existen entre todos estos sistemas dindmicos, los estudiamos sobre un espacio
muy particular.

Sean X7, ..., X,, espacios topologicos, con m > 2y, paracadai € {1,...,m},sea f; : X; — X;
una funcion. Se define la funcion []", fi : [Ti2, Xi — [~ X dada por [T\2, fi((z1,...,2m)) =
(fi(@1), ..., fm(zm)), para cada (21, ..., 2m) € [[1~; X;. Esta funcion es llamada funcidn producto.
De este modo, podemos analizar las relaciones entre los sistemas dinamicos (1) ([T~ Xi, [[i~, f:)
y (2) (Xi, fi), para cada i € {1,...,,m}. N. Degirmenci y S. Kocak [12] consideraron dos espacios
métricos, X y Y, y dos funciones f : X - X y g : Y — Y (no necesariamente continuas) y
analizaron las relaciones entre f, g y f X ¢g cuando alguna de ellas es una funcién cadtica en el
sentido de Devaney. En particular, demostraron el siguiente resultado: si f es continua y cadtica
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en el sentido de Devaney, y g es cadtica en el sentido de Devaney y mezclante (no necesariamente
continua), entonces f x g es cadtica en el sentido de Devaney. Afios después, X. Wu y P. Zhu [28]
demostraron que para cada entero m > 2, si [[,~, f; es cadtica en el sentido de Devaney, entonces,
para cada i € {1,...,m}, f; es también caotica en el sentido de Devaney. Ademés, demostraron
que si [], f; es transitiva, entonces, para cada i € {1,...,m}, f; es transitiva. El reciproco no
es cierto en general. En [28], X. Wu y P. Zhu consideraron espacios métricos sin puntos aislados
y funciones continuas. Mas aun, R. Li y X. Zhou [20] analizaron relaciones entre f, gy f X g
cuando alguna de ellas es: topolégicamente transitiva, topolégicamente débilmente mezclante, sin-
déticamente transitiva, cofinitamente sensitiva, multi-sensitiva y ergédicamente sensitiva, siempre
considerando espacios métricos y funciones no necesariamente continuas. Recientemente, K. B.
Mangang [22] estudi6 el caos Li-Yorke del sistema dinamico producto ([T~ X;, [/~ fi) cuando
cada sistema dinamico (X;, f;) tiene la propiedad. En particular, demostré que (X, f) y (Y, g) son
sistemas dinadmicos exactos si y solo si el sistema dindmico producto (X X Y, f x g) es exacto. En
este ultimo trabajo, X y Y son espacios métricos compactos y f y g son funciones continuas.

Sea M una de las siguientes clases de funciones: exacta, mezclante, transitiva, débilmente mez-
clante, totalmente transitiva, fuertemente transitiva, cattica en el sentido de Devaney, minimal,
orbita-transitiva, estrictamente érbita-transitiva, w-transitiva, 77T ;, suavemente mezclante, exac-
tamente Devaney cadtica, minimal inversa, totalmente minimal, dispersora, Touhey o un F-sistema.
En este capitulo estudiamos relaciones entre las siguientes dos condiciones:

(1) Para cadai € {1,...,m}, f; € M.
(2) IIi%, fie M.

Es importante enfatizar que en los articulos antes mencionados, los autores trabajan con es-
pacios métricos compactos o espacios métricos sin puntos aislados y funciones continuas. En este
capitulo consideramos espacios topoldgicos y funciones no necesariamente continuas.

Cabe mencionar que este capitulo estd basado en las secciones tres y cuatro del articulo Con-
ceptions on topological transitivity in products and symmetric products [24].

2. Preliminares

En esta seccion presentamos los conceptos bésicos de sistemas dindmicos necesarios para un
buen desarrollo de este capitulo. Considerando un espacio topologico X y un subconjunto A de
X, al conjunto cerradura de A en X lo detonamos por clyx(A). Si no existe riesgo de confusion se
escribe cl(A). También, denotamos con N, Z, e I al conjunto de los nimeros naturales, ndmeros
enteros no negativos y niimeros irracionales, respectivamente.

Ademés, si f : X — X es una funcién, para cada k € N, la k-ésima iteracion de f la definimos
como la composicién reiterada de f consigo misma k veces y la denotamos por f*. Estoes, f2 = fof,
3= fofofyen general f**1 = fo f¥. Se entiende que f' = f y definimos f° = idx (la funcién
identidad en X). Debe quedar claro que f*o 5 = fk+s y (f¥)$ = f*s. Para un subconjunto A de
X y k un entero, denotamos con f¥(A) a la imagen de A bajo f* cuando k > 0 y la preimagen
bajo f!*I cuando k < 0. En el caso del conjunto que consta de un tGnico punto , escribimos f~*(z)

para denotar al conjunto f~*({z}), donde k > 0.

En todo el escrito, m es un entero mayor o igual que dos.

Definicién 2.1. Para cada i € {1,...,m}, sea X; un conjunto no vacio. Se define y denota su
producto cartesiano como el conjunto:

HXi ={(x1,...,2m) : x; € X;, paracadai € {1,...,m}}.
i=1

Cuando X; = Xy = --- = X,,, al conjunto Hﬁl X, se le denota con X{".
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Definiciéon 2.2. Para cada i € {1,...,m}, sea (X;,7;) un espacio topolédgico. La topologia
producto X sobre el conjunto []", X; es la topologia que tiene como base la coleccion § =
{Uy X+ x Uy, : U; € 73, para cada i € {1,...,m}}. El espacio topologico ([T~ X;, X) se llama
espacio producto de la familia {(X;,7;)}7, y se denota simplemente por [, X;.

Es natural pensar que asi como se pude construir un espacio topolégico a partir de espacios
topologicos dados, también podemos construir una funcién a partir de otras.

Definicién 2.3. Para cada i € {1,...,m}, sean X; un conjunto no vacio y f; : X; — X; una
funcion. Se define la funcion producto [1.", f; : [[/~, Xi — [[/~, X como:

(H fz) ((‘Tlu v 7wm)) = (fl(x1)7 i '7fm(xm))7

para cada (x1,...,%n) € [[ir; Xi.
Cuando f; = fo =--- = f, ala funcién HZ’;I fi se le denota con f*™.

Las siguientes propiedades no son dificiles de verificar.

Observacién 2.4. Para cada i € {1,...,m}, sean X; un espacio topoldgico, U; y V; subconjuntos
no vacios de X; y f; : X; — X; una funcién y sea k € N. Se cumple lo siguiente:

(1) (T f)F =T1m, fF
(2) Si ([T, f)*AT~, Ui) =TI, Vi, entonces, para cada i € {1,...,m}, fF(U;) = V.

Definicion 2.5. Sean X un espacio topolégico y E un subconjunto de X. Se dice que F es denso

en X sicly(F)=X.

Recordemos que la idea principal de este capitulo es analizar algunas propiedades del sistema
dinadmico ([T;~, X;, 1%, fi)- Por ello, es necesario introducir la definiciéon de estos objetos.

Definicion 2.6. Un sistema dindmico es cualquier pareja formada por un espacio topologico
X y cualquier funcién f: X — X y lo denotamos con (X, f).

Para referirse al sistema dinamico (X, f), generalmente se hace referencia tinicamente a la
funcién f.
Un concepto muy importante dentro de la teoria de sistemas dinamicos es el de 6rbita de un

punto.

Definicién 2.7. Sea (X, f) un sistema dinamico. La érbita de un punto x € X bajo f, deno-
tada por O(z, f), es el conjunto {z, f(z), f2(x),...}. Esto es: O(x, f) = {f"(z) : n € Z}.

Existen puntos con la particularidad de generar érbitas finitas.
Definicién 2.8. Sean (X, f) un sistema dinamico y = € X. Se dice que x es un punto periddico
de f si existe n € N tal que f"(z) = z.

Al conjunto de todos los puntos periodicos de f se le denota con Per(f).

Ejemplo 2.9. Sea T : [0, 1] — [0, 1] la funcion dada por:

2x, si:cgl;
T(x)—{ 2 — 2z, siz>§

Esta funcién se conoce como funcidn tienda. Se cumple que, xo = % es un punto periédico de T,
ya que T?(zg) = xo.
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También existen puntos con la particularidad de generar érbitas densas.

Definicién 2.10. Sean (X, f) un sistema dindmico y z € X. Se dice que z es un punto transitivo
de f sila orbita O(z, f) es densa en X.

Al conjunto de todos los puntos transitivos de f se le denota con trans(f).
Ejemplo 2.11. Sean § € Iy S! = {*™* : o € [0,1]}. Se define la funcidn rotacién irracional
R, : St — S como R,(e2™%) = 2710 (e2mi) = ¢2mi(0+%) para cada a € [0, 1] o simplemente;
Ry(2) = (e*™)z, para cada z € S.

Notemos que, para cada z € S', z € trans(Rp).

Cada uno de los conjuntos que hemos definido hasta este momento juegan un papel importante
en el desarrollo de este capitulo, sin embargo, los conjuntos que a continuacioén se definen, son punto
clave en la demostracion de resultados en secciones posteriores.

Definicién 2.12. Sean (X, f) un sistema dindmico y A un subconjunto de X. Se dice que A es
+invariante bajo f si f(A) C A, A es —invariante bajo f si f~1(A) C Ay A es invariante
bajo f si f(A) = A.

A los espacios topologicos con la propiedad de que cada subconjunto abierto es +invariante
bajo una funcién, les damos un nombre especial. La siguiente definicion es una aportacion original
de [24].

Definicién 2.13. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se dice que X es un espacio +invariante
sobre subconjuntos abiertos bajo f, si cada subconjunto abierto de X es +invariante bajo f.

Ejemplo 2.14. Sean X = {1,2} con la topologia 7 = {0, X,{1}} y f: X — X la funcién dada
por f(1) =1y f(2) = 1. Luego, X es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f.

No todos los espacios topologicos son +invariantes sobre subconjuntos abiertos. Veamos el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.15. Sean (X, 7) como en el Ejemplo 2.14 y f: X — X la funcién dada por f(1) =2
y f(2) = 1. Notemos que f*2({1} x {1}) = {(2,2)} € {1} x {1}. Asi, X? no es +invariante sobre
subconjuntos abiertos bajo f*2.

Lema 2.16. Para cada ¢ € {1,...,m}, sean (X, f;) un sistema dinamico, U; un subconjunto
no vacio de X; y x; € X;. Si, para cada 7 € {1,...,m}, X; es +invariante sobre subconjuntos
abiertos bajo f; y, para cada i € {1,...,m}, existe k; € N tal que flk (z;) € U;, entonces, para

k = max{ky,...,kn}, se cample que, para cada i € {1,...,m}, fF(z;) € U;.

Demostracion. Supongamos que, para cadai € {1,...,m}, X; es +invariante sobre subconjuntos
abiertos bajo f; y que, para cada i € {1,...,m}, existe k; € N tal que fik'i (z;) € U;. Pongamos
k = méx{ky,...,kn}. Se sigue que, para cada i € {1,...,m}, existe l; € Z, tal que k = k; + ;.

Asi, para cada i € {1,...,m}, fF(z;) = fikﬁlf‘(:ci) = fili (flkl (z;)). Consecuentemente, para cada
ic{l,...,m}, fF(z;) € ff(Ul) Puesto que, para cada i € {1,...,m}, U; es +invariante bajo f;,
tenemos que, para cada i € {1,...,m}, fF(z;) € U;. O

Definiciéon 2.17. Sean (X, f) un sistema dindmico y A y B subconjuntos de X. Se define el
siguiente conjunto:

ny(A,B) = {k € N: AN f~%(B) # 0}.



3. FUNCIONES DEL TIPO TRANSITIVAS 143

Para finalizar esta seccion, presentamos la definicion de punto w-limite y conjunto w-limite.

Definicién 2.18. Sean (X, f) un sistema dindmico y € X. Se dice que y € X es un punto
w-limite de x bajo f si para cualquier k¥ € N y para cualquier abierto U de X tal que y € U,
existe un entero n > k tal que f"(x) € U. El conjunto de todos los puntos w-limite de x bajo f, se
denota por w(z, f) y se llama conjunto w-limite de = bajo f.

Ejemplo 2.19. Sean X = {1 :n e N} U{0} C [0,1] con la métrica usual y f : X — X definida
por; f(0)=0y f(%) = %ﬂ’ para cada n € N [21, Ejemplo 2.9]. Luego, 0 € w(1, f).

3. Funciones del tipo transitivas

Desde hace muchos afios el estudio de propiedades particulares en una funcion se ha convertido
en una herramienta importante en muchas areas de la matemética. Una de las primeras propiedades
que se observo en ciertas funciones fue la continuidad. Definicién que introduce M. Fréchet en 1910
[14]. Después de la definicion de M. Fréchet, empezaron a surgir otras clases de funciones. En
1913, H. Weyl [27] introduce la clase de las funciones abiertas; once anos después, R. L. Moore
[23] introduce el concepto de funcién monétona; y en 1964, J. J. Charatonik [11] establece las
condiciones para que una funcién pertenezca a la clase de las funciones confluentes. Desde la
introduccion de estas tres clases de funciones, se han definido otras que estéan contenidas o contienen
a alguna de las tres anteriores. Por ejemplo, los homeomorfismos, las funciones semi abiertas, MO,
OM vy casi interiores, son funciones del tipo abiertas. Por otro lado, las funciones fuertemente
monotonas, a lo mas mondtonas, casi mondtonas, débilmente mondtonas, fuertemente libremente
descomponibles y libremente descomponibles, son del tipo mono6tonas. Finalmente, las funciones
semiconfluentes, empalmantes, débilmente confluentes, atridédicas, pseudoconfluentes, fragilmente
confluentes y fragilmente semiconfluentes, son funciones del tipo confluentes (la definicion de cada
una de estas funciones se puede consultar en [4]). Hoy en dia, las funciones del tipo abiertas,
mondétonas y confluentes son muy estudiadas dentro de la teoria de continuos. Sin embargo, el
inicio de la teoria de sistemas dindmicos trajo consigo la necesidad de comenzar a definir lo que
hoy conocemos como funciones dindmicas. En 1912, G. D. Birkhoff [8] introduce el concepto de
funcién minimal y en 1920 inicia el estudio de las funciones transitivas [9], quedando contenida
la primera clase dentro de la segunda. Después del surgimiento de las funciones transitivas se
empezaron a definir muchas otras que estin relacionadas o son equivalentes a dicha clase. Una de
las méas estudiadas es la clase de las funciones caéticas. La palabra caos fue usada por primera ves
en 1975 por T. Y. Liy J. A. Yorke [19] sin una definicién formal, y aunque no existe una definicion
matematica universal de la palabra caos, la més utilizada es la dada por R. L. Devaney [13]. Otra
clase muy estudiada en la teoria de sistemas dinamicos es la clase de las funciones mezclantes,
definida en 1955 por W. Gottschalk y G. Hedlung [16]. Posteriormente, en 1967, H. Furstenberg
[15] introduce una condicién més débil que la de W. Gottschalk y G. Hedlung e inicia el estudio de
las funciones débilmente mezclantes. Otras funciones del tipo transitivas son las funciones: exactas,
totalmente transitivas, fuertemente transitivas e irreducibles.

A continuacion, presentamos la definicién de las funciones del tipo transitivas méas conocidas
y estudiadas dentro del area de los sistemas dindmicos.

Definicién 3.1. Sea (X, f) un sistema dinamico. Se dice que f es:

(1) Ezacta si para cada subconjunto abierto no vacio U de X, existe k € N tal que f*(U) = X.

(2) Mezclante si para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U y V de X, existe N € N
tal que f¥(U)NV # 0, para cada k > N.

(3) Transitiva si para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U y V de X, existe k € N
tal que fF(U)NV # 0.

(4) Débilmente mezclante si f*? es trasitiva.

(5) Totalmente transitiva si f*° es transitiva, para cada s € N.
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(6) Fuertemente transitiva si para cada subconjunto abierto no vacio U de X, existe s € N
tal que X = J;_, fH(U).

(7) Cadtica si f es transitiva y Per(f) es denso en X (esta definiciéon corresponde al caos en
el sentido de Devaney [3]).

(8) Minimal si no existe un subconjunto propio A de X el cuél es no vacio, cerrado e inva-
riante.

(9) Irreducible si el tinico subconjunto cerrado A de X tal que f(A) = X es A = X.

Irreducible Exacta ——— Mezclante ———— Débilmente mezclante

™~ | l

Sobreyectiva Totalmente transitiva

l

Caodtica ——— Transitiva <——— Fuertemente transitiva

Figura 1. Resumen de relaciones que se dan cuando X es un espacio topologicoy f: X — X una
funcién no necesariamente continua.

En el diagrama de la Figura 1, presentamos las relaciones que se dan de manera general entre las
funciones dadas en la Definicién 3.1. Es decir, considerando a X como cualquier espacio topolégico
ya f: X — X cualquier funcién (no necesariamente continua). La prueba de estas relaciones entre
funciones se puede consultar en [5, Teoremas 3.1, 3.3, 3.5, 3.6 y 3.7].

Bajo ciertas hipotesis se pueden obtener otras relaciones entre las clases de funciones que pre-
sentamos en la Definicion 3.1. En el diagrama de la Figura 2 mostramos algunos de estos resultados
(con F. transitiva, Déb. M. y T. transitiva denotamos a las funciones fuertemente transitivas, dé-
bilmente mezclantes y totalmente transitivas, respectivamente). La prueba de las implicaciones que
se muestran en el diagrama de la Figura 2 se pueden consultar en [5, Teorema 6.3] y [25, Teoremas
1.5.19 y 1.5.20].

C.
Irreducible Exacta %— Mezclante Q> Déb. M
(C.3) C.1) o o
(C.1) (C.1) (©.2)
Minimal Sobreyectiva T. transitiva

2

F. transitiva —> Transitiva <— Caodtica

Figura 2. Relaciones entre funciones con dominio compacto (y/o de Hausdorff) y f continua.

En el diagrama de la Figura 2, las condiciones (C.1), (C.2) y (C.3) son como sigue:

(C.1) Para cualquier espacio topologico X y para cualquier funcion f: X — X.

(C.2) Para cualquier espacio topologico X y para cualquier funciéon continua f: X — X.

(C.3) Para cualquier espacio topolégico X compacto y para cualquier funcién continua f : X —
X.
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Como ya mencionamos, los sistemas dindmicos de la Definicién 3.1 son los més conocidos y
estudiados en el area de sistemas dindmicos. Sin embargo, existen otras nociones que también es-
tan relacionadas con la transitividad topologica, aunque no son tan populares como los anteriores.
Por ejemplo, en 1967, H. Furstenberg [15] no solo introduce el concepto de funcion débilmente
mezclante, también define los F-sistemas, sin embargo, estos ultimos son menos conocidos que los
sistemas débilmente mezclantes. Por otro lado, los tipos de sistemas dindmicos presentados en la
Definicién 3.1 han dado pie al surgimiento de nuevos sistemas. En 1997, P. Touhey [26] define una
variante de las funciones caoticas en el sentido de Devaney, a esta clase de funciones las conocemos
como funciones Touhey. Tres aflos después, F. Blanchard, B. Host y A. Maass [10] introducen el
concepto de funcién dispersora y en el 2005, D. Kwietniak [18] inicia el estudio de las funciones
exactamente Devaney cadticas. En su gran mayoria, los tipos de sistemas dindmicos que hemos
mencionado fueron definidos entre continuos, espacios métricos compactos o espacios compactos
y de Hausdorff. Recientemente, se han definido tipos de sistemas dindmicos sobre espacios topo-
logicos. Por ejemplo, J. H. Mai y W. H. Sun, en el 2010 [21] inician el estudio de las funciones
orbita-transitivas, estrictamente 6rbita transitivas y w-transitivas. Finalmente, en el 2017, E. Akin,
J. Auslander y A. Nagar [2] definen una clase més grande que la clase de las funciones minimales,
la clase de las funciones minimales inversas sobre espacios métricos.

A continuacion, presentamos mas clases de funciones del tipo transitivas y vemos de que manera
se relacionan con las funciones que presentamos en la Definicion 3.1.

Definicién 3.2. Sea (X, f) un sistema dinamico. Se dice que f es:

(1) Orbita-transitiva si existe z € X tal que cl(O(z, f)) = X.

(2) Estrictamente orbita-transitiva si existe € X tal que cl(O(f(x), f)) = X.

(3) w-transitiva si existe z € X tal que w(z, f) = X.

(4) TT,44 sipara cualquier par de subconjuntos abiertos no vacios U y V' de X, el conjunto
ny(U, V) es infinito.

(5) Suavemente mezclante si para cualquier espacio topologico Y y cualquier funcion tran-
sitiva, g : Y — Y, la funcion f X g es transitiva.

(6) Exactamente Devaney cadtica si f es exacta 'y Per(f) es denso en X.

(7) Minimal inversa si para cada x € X, el conjunto:

{y € X : fY(y) =z, paraalgin [ € N}

es denso en X.
(8) Totalmente minimal si para cada s € N, f* es minimal.
(9) Dispersora si para cualquier espacio topolédgico Y y cualquier funcién minimal, g : ¥ —
Y, la funcién f x g es transitiva.
(10) Touhey si para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U y V de X, existen un punto
periodico x € U y k € Z, tales que f*(z) € V.
(11) Un F-sistema si f es totalmente transitiva y Per(f) es denso en X.

En el diagrama de la Figura 3 mostramos relaciones entre las funciones de las Definiciones 3.1 y
3.2 para el caso general, es decir, cuando X es un espacio topolégicoy f: X — X cualquier funcion.
Para las pruebas de estas inclusiones recomendamos revisar [1, 5, 7] y [21] (denotamos con T.
transitiva, F. transitiva, E. Devaney cadtica y E. érbita-transitiva a las funciones totalmente tran-
sitivas, fuertemente transitivas, exactamente Devaney cadticas y estrictamente érbita-transitivas,
respectivamente).

En el Teorema 3.3 se presentan otras relaciones que no se muestran en el diagrama de la Figura
3. Incluimos su demostracion ya que las pruebas no se siguen inmediatamente de la definicion
como en el caso de las funciones Touhey, exactamente Devaney caéticas, dispersoras, suavemente
mezclantes y los F-sistemas.

Teorema 3.3. Sea (X, f) un sistema dinamico. Se cumple lo siguiente:
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(1) Si f es exacta, entonces f es minimal inversa.
(2) Si f es minimal inversa, entonces f es transitiva.

Demostraciéon. Supongamos que f es exacta. Sean x € X y U un subconjunto abierto no vacio
de X. Puesto que f es exacta, existe k € N tal que f*(U) = X. Por otro lado, ya que z es un punto
en X, por la igualdad anterior podemos concluir que 2 € f*(U). Con esto tltimo aseguramos la
existencia de u € U tal que f*(u) = x. Por lo tanto, u € {y € X : f!(y) = z, para algin | € N}.
Asi, f es minimal inversa.

Ahora supongamos que f es minimal inversa. Sean U y V subconjuntos abiertos no vacios de
X yv € V. Yaque f es minimal inversa, el conjunto {y € X : f!(y) = v, para algiin [ € N} es
denso en X. Esto implica que la interseccién {y € X : f!(y) = v, para algin | € N}NU es no vacia.
Asi, existen u € U y | € N tal que f'(u) = v. Con lo cual podemos concluir que f!(u) € f{(U)NV.
Por lo tanto, f es transitiva. O

Sobreyectiva <— Exacta Suavemente mezclante

T |

Mezclante — Débilmente mezclante

/

Un F-sistema —— T. transitiva F. transitiva

|

Touhey ———— Cadtica — Transitiva <——— w-transitiva

] |

E. Devaney caética TT 4 Dispersora E. orbita-transitiva

|

Orbita-transitiva

Figura 3. Resumen de relaciones que se dan de manera general.

Finalizamos esta seccién mostrando ejemplos de las funciones presentadas en las Definiciones
3.1y 3.2.

Ejemplo 3.4. Sea T : [0,1] — [0, 1] como en el Ejemplo 2.9. De [17, Proposicién 7.2|, sabemos que
T es exacta. Asi, por el diagrama de la Figura 2, T también es mezclante, débilmente mezclante,
totalmente transitiva y transitiva. Mas atun, en [17, Proposicion 7.3], se verifica que Per(T") es denso
en el intervalo [0, 1], por lo que T es cadtica en el sentido de Devaney, exactamente Devaney caética
y un F-sistema. Finalmente, de [21, pag. 952], sabemos que las propiedades de w-transitividad y
transitividad son equivalentes para espacios topologicos con una base numerable, parcialmente
compactos y pseudo-regulares y para cualquier funcién continua. En consecuencia, T también es
w-transitiva.

Ejemplo 3.5. Sea Ry : S* — S! como en el Ejemplo 2.11. De |25, Proposicién 1.6.14], tenemos que
Ry es minimal. Luego, por el diagrama de la Figura 2, concluimos que Ry es ademas, irreducible,
fuertemente transitiva y transitiva. Por otro lado, de [25, Ejemplo 2.3.12], tenemos que Ry es
TT, . Ademas, no es dificil verificar que toda funcién minimal y continua es minimal inversa [2,
pag. 26], con lo cual obtenemos que Ry es minimal inversa. Finalmente, si r € N, Rj(z) = e2™0 2.
De aqui, para cada r € N, Rj(z) es también una rotacion irracional. Por lo tanto, para cada r € N,
R} (%) es minimal. Consecuentemente, Ry es totalmente minimal.
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Ejemplo 3.6. Sea f : X — X como en el Ejemplo 2.19. Luego, f es oOrbita-transitiva ya que
cl(0(1, f)) = X |21, Ejemplo 3.3].

Ejemplo 3.7. Sean f: X — X como en el Ejemplo 3.6 y Y = [0, 1] con la topologia 7 = {[0,1) :
t € (0,1]} U {0, Y}. Definamos la funcién F; : X X Y — X x Y como sigue:

_J (5,0, t#0;
Bi((s1) ‘{ (f(5),0), t=0.

Luego, F es estrictamente Orbita-transitiva ya que cl(O(Fy((1,1)), F1)) = X x Y [21, Ejemplo
3.3].

Ejemplo 3.8. Sea f :[0,2] — [0,2] la funcién dada por:
204+1, si0<z< g
flx) = —2x + 3, Si%éxgl;
—x+ 2, sil<z<2.

Se cumple que f es caotica en el sentido de Devaney y Touhey [12, Ejemplo 1].

4. Propiedades dinamicas sobre productos

Para cada i € {1,...,m}, sea (X, f;) un sistema dinamico. Notemos que las Definiciones 2.1 y
2.3 dejan ver una relacién muy natural entre los sistemas dinamicos ([T\~, X;, [1i~, fi) v (Xi, fi),
para cada i € {1,...,m}. Esto nos lleva a la siguiente pregunta: ; Qué relaciones existen entre los
sistemas dinamicos ([T, X;, [[i~, fi) v (Xi, fi), para cada i € {1,...,m}, cuando alguno de ellos
tiene alguna propiedad dindmica?

Sabemos bien que para responder a esta pregunta, es conveniente analizar primero relaciones
entre los espacios H:’;l X;y X;, paracadai € {1,...,m} y después, con ayuda de estos resultados,
empezar a establecer relaciones entre las funciones H:;l fiy fi, paracadai € {1,...,m}. Por esta
razén, en esta secciébn nos encargamos de estudiar algunas propiedades dindmicas en productos
cartesianos.

Teorema 4.1. Para cada i € {1,...,m}, sea (X;, f;) un sistema dindmico y sea (z1,...,Zm) €
H:il X;. Se cumplen las siguientes condiciones:

(1) Si (z1,...,%y) es un punto transitivo de [[;~, fi, entonces, para cada i € {1,...,m}, z;
es un punto transitivo de f;.

(2) Stw((z1,...,2m), [11ey fi) = 1~ Xi, entonces, para cada i € {1,...,m}, w(wz;, f;) = X;.

(3) (x1,...,xm,) es un punto periédico de [[\", f; si y solo si, para cada i € {1,...,m}, x; es
un punto periodico de f;.

Demostracién. Supongamos que clpym x,(O((x1, ..., zm), [1i2 fi)) = [I}Z; Xi- Sean iy €
{1,...,m}, U;, un subconjunto abierto no vacio de X;, y para cada i € {1,...,m}\{io}, sea
U; = X;. De aqui, []!", U; es un subconjunto abierto no vacio de []/*, X;. Por hipétesis,

O(({,Cl, R ,.’L’m), H fz) N (H Uz) #* 0.
=1 =1

Se sigue que, existe k € Zy tal que ([[i~, fi)*((z1,...,2m)) € [[;~, Ui. Luego, por la Ob-
servacion 2.4, parte (1), tenemos que ([T, f)f((z1,....2m)) = (fF(z1),..., fE(zm)) v asi,
(i) € Uiy Por lo tanto, Uy, N O(xi,, fi,) # 0y clx, (0(z4, fiy)) = Xi,- Supongamos que
w((@1s ..y zm), [Ty fi) = [T/~ Xi. Sean ig € {1,...,m}, yi, € X4, k € N, U, un subconjunto
abierto de X, tal que y;, € Uj, vy, para cada j € {1,...,m}\{io}, sea y; € X;. Ademas, para cada
ie{l,....,m}\{io}, pongamos U; = X;. De lo anterior obtenemos que, []:", U; es un subconjunto
abierto no vacio de [[;~, X; tal que (y1,...,Ym) € [[i~; Ui. Asi, por hipétesis, existe [ € N con
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I >k tal que (TT~, fi)'((z1,...,2m)) € [1/~, Ui. Por la Observacion 2.4, parte (1), tenemos que,

! (%) € Ui, Por lo tanto, y;, € w(w,, fi,). Consecuentemente, X;, = w(i,, fi,)-

Supongamos que (1, ...,Z,) es un punto periddico de []!", fi. De aqui, existe k € N tal
que ([T, f)*((z1,- .. 2m)) = (@1,...,Zym). Asi, por la Observacion 2.4, parte (1), para cada
i€{l,...,m}, f¥(x;) = x;. Por lo tanto, para cada i € {1,...,m}, ; es un punto periodico de f;.

Ahora supongamos que, para cada i € {1,...,m}, z; es un punto periédico de f;. Asi, para
cada i € {1,...,m}, existe k; € N tal que fiki (z;) = ;. Sea k = ky - - - ky,. De aqui, para cada i €
{1,...,m}, f¥(x;) = z;. En consecuencia, (ff(x1),..., f% () = (21,..., 7). Porla Observacion
2.4, parte (1), (TT~, f)*((z1,...,2m)) = (z1,...,2m). Por lo tanto, (z1,...,2,) es un punto
periodico de [T, f;. O

El Ejemplo 4.2 muestra que los reciprocos del Teorema 4.1, partes (1) y (2) no se cumplen en
general.

Ejemplo 4.2. Sea f: X — X como en el Ejemplo 2.15. Notemos que:
(1) clx(0(1, 1)) = X y clx(0(2, f)) = X. Sin embargo, O((1,2), f*?) N {1}?> = 0. En conse-
cuencia, cly2(0((1,2), f*?)) # X2
(2) w(l,f) =X yw(2, f) = X. Sin embargo, w((1,2), f*?) # X2

Existen condiciones bajo las cuales se cumplen los reciprocos del Teorema 4.1, partes (1) y (2).
Una de estas condiciones es la que mostramos en el Teorema 4.3.

Teorema 4.3. Para cada i € {1,...,m}, sean (X;, f;) un sistema dinadmico y z; € X;. Se cumple
lo siguiente:
(1) Si, para cada i € {1,...,m}, w(z;, f;) = X; y X; es +invariante sobre subconjuntos
abiertos bajo f;, entonces w((z1,...,2m), [[1e fi) = [1ie; Xi.
(2) Si, para cada i € {1,...,m}, clx, (O(zy, f;)) = X; y X; es +invariante sobre subconjuntos
abiertos bajo f;, entonces clypm ., (O ((z1,...,2m), [[;2, fi)) = [[iZ, Xi-

Demostracion. Supongamos que, paracadai € {1,...,m}, w(a;, fi) = X; y que X, es +invariante
sobre subconjuntos abiertos bajo fi. Sean (y1,...,Ym) € [[in; Xi, ¥ € Ny U un subconjunto
abierto de [[;~, X; tal que (y1,...,ym) € U. De aqui, para cada i € {1,...,m}, existe un sub-
conjunto abierto no vacio U; de X;, tal que (y1,...,ym) € HZL U; C U. Por hipoétesis, para todo
i€{l,...,m},existel; € Ntalquel; > ky ff(xz) € U;. Seal = max{ly,...,l,}. Por el Lema 2.16,
para cualquier i € {1,...,m}, fl(z;) € U;. Ast, (TT%, f)'((z1,...,2m)) € U. También, notemos
que | > k. Por lo tanto, (y1,...,ym) € w((z1,.. ., Tm), [ L1 fi) ¥ asi w((@1,...,2m), [[1ng fi) =
[T, X

Ahora supongamos que, para cada i € {1,...,m}, cly, (O(z;, fi)) = X; y que X; es +invariante
sobre subconjuntos abiertos bajo f;. Sea U un subconjunto abierto no vacio de Hgl X;. De aqui,
para cada i € {1,...,m}, existe un subconjunto abierto no vacio U; de X; tal que [[/~, U; C U.
Por hipotesis, para cada i € {1,...,m}, O(z;, f;) NU; # 0. Asi, para cada i € {1,...,m}, existe
k; € N tal que fz-’“ (z;) € U;. Sea k = max{ky,..., kp}. Por el Lema 2.16, para todo i € {1,...,m},
fF(z;) € U;. Consecuentemente, ([T~ fi)*((z1,....2m)) = (ff(x1), ..., fF(2m)) € [[i~, U;. De
aqui, concluimos que, O((z1,...,Tm), [[1=; fi) N U # 0. Por lo tanto:

CIH:';le <O ((xl,,xm),Hfl>> :HXl O
i=1 i=1

En el Teorema 4.1 vimos una manera natural de relacionar puntos transitivos, w-limite y
periodicos de las funciones [[.", f; y fi, para cada i € {1,...,m}. Ahora podemos intuir lo que
sucede con los respectivos conjuntos.

La prueba del siguiente corolario se sigue del Teorema 4.1.

Corolario 4.4. Paracadai € {1,...,m}, sea (X;, f;) un sistema dinadmico. Se cumple lo siguiente:
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(1) trans([1i~, fi) C I1i~, trans(f:).
(2) (@1, s [T 1) € TTy (i i)
(3) Per(I[;Z, fi) = 12, Per(fi)-
Teorema 4.5. Para cada i € {1,...,m}, sea (X, f;) un sistema dinadmico. Se cumple lo siguiente:
(1) clpe x (trans(TT% £) € T2 el (trans(f).
(2) el | x, (ILL Per(fi)) = ILZ, clx, (Per(fi)-

Demostraciéon. En virtud del Corolario 4.4, parte (1), es suficiente con verificar que

Cln;r;l X, (H trcms(fﬁ) - H cly, (trans(f;)).

i=1 i=1

Sean (21,...,Tm) € clppm x, (ITi%, trans(fi)) e io € {1,...,m}. Sea U;, un subconjunto
abierto de X, tal que z;, € U;, y, para cada i € {1,...,m}\{ip}, pongamos U; = X;. Observemos
que (x1,...,Tm) € [[1n, Uiy que [T, U; es abierto en [T/2, X;. Ast, [T, U;N[ T/~ trans(fi) # 0.
Sea (u1,...,Um) € H:il U; tal que, para cada ¢ € {1,...,m}, u; € trans(f;). De aqui, U;; N

trans(fi,) # 0. Como Uy, e ig € {1,...,m} son arbitrarios, tenemos que x;, € clx,, (trans(fi,)) v
en consecuencia, (z1,...,Zy) € [[}2; clx, (trans(f;)). Por lo tanto:
clm | x, (H trans(fi)> - H clx, (trans(f;)).

i=1 i=1

Finalmente, por el Corolario 4.4, parte (1), tenemos que,
cle | x, (trans(H fi)) C Hchi (trans(f;)).
i=1 i=1

Sean (z1,...,Zm) € clm | x, (I[;Z; Per(fi)) e io € {1,...,m}. Veamos que z;, € cly, (Per(fi,))-
Sea U;, un subconjunto abierto de X;, tal que x;, € U, y, para cada i € {1,...,m}\{io}, pon-

gamos U; = X;. Notemos que (z1,...,%) € [[i, U; y que [[;~, U; es abierto en []", X,. Asi,
(IT%, Per(f:)) N (IT2, Us) # 0. Sea (ui,...,um) € [/~ U; tal que, para cada i € {1,...,m},
u; € Per(f;). De aqui, u;, € Per(fi,) NU;,. Ya que U;, e ig € {1,...,m} son arbitrarios, obtene-
mos que, rj, € cly, (Per(fi,)) y asi, para cada i € {1,...,m}, z; € cly, (Per(f;)). Por lo tanto,
(xla s 7xm) € H?il Cle, (Per(fl))

Ahora, sean (21,...,%n) € [[i-; clx,(Per(f;)) y U un subconjunto abierto de J[;"; X; tal
que (z1,...,2m) € U. Veamos que [[;~, Per(f;) NU # 0. Tenemos que, para cada i € {1,...,m},
existe un subconjunto abierto U; de X; tal que (x1,...,2m,) € [[i~, Ui C U. Por hipétesis, pa-
ra cada i € {1,...,m}, U; N Per(f;) # 0. Para todo i € {1,...,m}, sea u; € U; N Per(f;).
De aqui, (u1,...,un) € (1%, Ui) N (ITi2; Per(f:)). En consecuencia, U N ([[;~, Per(fi)) #
0. Ya que U es arbitrario, tenemos que (z1,...,2,) € clpn x, (I[;Z, Per(f:)). Por lo tanto,

e, x, (LEZ, Per(fi)) = TL, clx, (Per(f))- 0

Observemos que en algunas condiciones dadas en las Definiciones 3.1 y 3.2, la densidad del
conjunto de puntos periddicos juega un papel muy importante. Por ello, es conveniente conocer las
condiciones bajo las cuales la densidad del conjunto Per([]~, f;) implica la densidad del conjunto
Per(f;), para cada i € {1,...,m} y viceverza.

Teorema 4.6. Para cada i € {1,...,m}, sea (X;, f;) un sistema dindmico. Luego, Per([];~, f:)
es denso en [];", X; siy solo si, para cada i € {1,...,m}, Per(f;) es denso en X,.

Demostracién. Supongamos que Per([]/~, fi) es denso en []", X;. Por el Teorema 4.5, parte
(2), [T~ cly, (Per(fi)) = [1;~, Xi. Consecuentemente, para todo i € {1,...,m}, cly, (Per(f;)) =
X;. Por lo tanto, para cada ¢ € {1,...,m}, Per(f;) es denso en X;.
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Ahora supongamos que, para cualquier ¢ € {1,...,m}, Per(f;) es denso en X;. Asi,
[ clx. (Per(£:) =[] X:-
i=1 i=1

Por otro lado, por el Corolario 4.4, parte (3) y el Teorema 4.5, parte (2), []:", clx, (Per(f;)) =
clpm x, ([T~ Per(f:)) = clppm | x, (Per (IT:~, fi)) - Esto implica que, clm | x, (Per(IT2, f2))
[T:%, X;. Por lo tanto, Per([];~, f;) es denso en [, X;.

O

El siguiente lema esta motivado por la parte (4) de la Definicion 3.2.

Lema 4.7. Paracada i € {1,...,m}, sea (X;, f;) un sistema dindmico. Sij € {1,... . m}yU; y V;
son dos subconjuntos abiertos no vacios de X; y, para cada i € {1,...,m}\{j}, ponemos U, = X;
y Vi = X;, entonces e fi(Hzll U, [T, Vi) € ny (Us, Vj).

Demostracién. Sea k € g fL(H:il Ui, [T~ Vi). De aqui:

() (i) ()

Asi, podemos tomar (y1,...,ym) € ([Ti~, Ui) tal que (TT7%; f)*((y1,---,Ym)) € [[i~, Vi Por la
Observacion 2.4, parte (1), tenemos que, (ff(y1), ..., fX (ym)) € [[i~, Vi. Luego, y; € U; ﬂf;k(Vj).
Por lo tanto, k € n; (U;,V;) y asi:

I (H UZ’HV;> - nfj(Uja‘/j)' O

=1 i=1

5. Propiedades dinamicas de funciones en productos

Es complicado dar una fecha exacta en la que inicia el estudio de propiedades dindmicas de
funciones producto. Ya que en muchos trabajos, aunque no se habla de la dindmica de funciones
producto como tal, se pueden encontrar algunos resultados que involucran alguna propiedad dina-
mica de estas funciones. En 1967, H. Furstenberg ya hablaba de dindmica topologica, producto de
procesos y producto de flujos [15]. Anos més tarde, W. Bauer y K. Sigmund, citando algunas ideas
de H. Furstenberg, analizan la dindmica topologica de transformaciones inducidas sobre espacios
de medida [6], en dicho trabajo, también se pueden encontrar algunos resultados encaminados al
estudio de propiedades dindmicas de funciones producto. Es hasta el ano 2010 cuando N. Degir-
menci y S. Kogak le dan formalidad al estudio de propiedades dinamicas (principalmente el caos
en el sentido de Devaney) en espacios producto [12]. En particular, analizan las condiciones bajo
las cuales el producto de dos funciones (sobre espacios métricos) f y g cadticas en el sentido de
Devaney es también una funcién caodtica en el sentido de Devaney. Ademés, demuestran que si el
producto f x g es mezclante, entonces f y g también lo son. Tres anos después, R. Li y X. Zhou
[20], considerando a M como alguna de las siguientes clases de funciones: sindéticamente transiti-
vas, sindéticamente sensitivas, cofinitamente sensitivas, multi-sensitivas, ergodicamente sensitivas,
mezclantes y transitivas, analizan las relaciones entre las condiciones: (1) fxge My (2) f,g € M.

Para cada i € {1,...,m}, sea (X;, f;) un sistema dindmico y sea M alguna de las siguientes
clases de funciones: exacta, transitiva, débilmente mezclante, mezclante, totalmente transitiva,
fuertemente transitiva, cadtica en el sentido de Devaney, minimal, érbita-transitiva, estrictamente
orbita-transitiva, w-transitiva, 77 4, irreducible, suavemente mezclante, minimal inversa, Touhey,
totalmente minimal, dispersora, exactamente Devaney cadtica o un F-sistema. Motivados por las
ideas de N. Degirmenci, S. Kocak, R. Li y X. Zhou, en esta seccién analizamos relaciones entre las
siguientes condiciones: (1) [[;~, fi € My (2) para cadai € {1,...,m}, fi € M.
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Teorema 5.1. Para cada i € {1,...,m}, sea (X;, f;) un sistema dindmico. Luego, para cada
i . . . m

te{l,...,m}, f; es exacta si y solo si [[,_ fi es exacta.

Demostracién. Supongamos que [[/~, f; es exacta. Sean ig € {1,...,m} y U;, un subconjunto
abierto no vacio de X;,. Para cada i € {1,...,m}\{io}, pongamos U; = X;. De aqui, []/*, U; es un

subconjunto abierto no vacio de [~ X;. Por hipétesis, existe k € N tal que ([T;~, fi)*([Ti~, Ui) =
[T2, X;. Por la Observacién 2.4, parte (2), fi’f)(UiU) = X,,. Por lo tanto, f;, es exacta.

Ahora supongamos que, para cada i € {1,...,m}, f; es exacta. Sea U un subconjunto abierto
no vacio de [[;~, X;. De aqui, para cada i € {1,...,m}, existe un subconjunto abierto no vacio
U; de X; tal que []/", U; C WU. Por hipétesis, para todo i € {1,...,m}, existe k; € N tal que
fiki(Ui) = X;. Por otro lado, por el diagrama de la Figura 3, tenemos que, para cualquier i €
{1,...,m}, f; es sobreyectiva. Asi, para cada i € {1,...,m} y para cada [ € N, f}(X;) = X;. Sea
k = max{ky,...,kn}. Se sigue que, para cada i € {1,...,m}, existe [; € Z, tal que k = k; + ;.
Esto implica que, para todo i € {1,...,m}, fF(U;) = fl»liJrk"'(Ui) = ff(ff(Ul)) = le(Xl) = X;.

Finalmente, por la Observacion 2.4, parte (1), (TT/~, fi)*([Ti~, Us) = [1i~, fF(U;) =TI, X;. Por
lo tanto, (Ti~, fi)*(W) =T\~, X; y asi [/, f: es exacta. O

De los Teoremas 4.6 y 5.1, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.2. Para cada i € {1,...,m}, sea (X;, f;) un sistema dindmico. Luego, para cada
i € {1,...,m}, f; es exactamente Devaney caética si y solo si [\, f; es exactamente Devaney
cadtica.

Teorema 5.3. Para cada i € {1,...,m}, sea (X;, f;) un sistema dindmico. Luego, [~ fi es
mezclante si y solo si, para cada i € {1,...,m}, f; es mezclante.

Demostracién. Supongamos que [[;~, f; es mezclante. Sean i € {1,...,m}, U;, y Vi, subcon-

juntos abiertos no vacios de X;, y para cada i € {1,...,m}\{io}, pongamos U; = X; y V; = X,.
De aqui, []*, U; y []i~, V; son subconjuntos abiertos no vacios de [];~, X;. Puesto que []", f;
es mezclante, existe N € N tal que (TT\~, fi)*([T/~, Us) N ([T~ Vi) # 0, para todo k > N. Sean
ki > Ny (a1,...,am) € (ITi%, )" (I~ Us) N (ITi~, Vi)- Luego, existe (x1,...,2,) € [[1n, Us
tal que ([T\", fi)k1 (1, ... xm)) = (a1,,...,an). Esto es, fz-lz (%iy) = @iy~ Asi, a;, € f (Usiy)NVi,.
Consecuentemente, fi’f)(UZ-O) NV, # 0, para cada k > N. Por lo tanto, f;, es mezclante.

Ahora supongamos que, para cada i € {1,...,m}, f; es mezclante. Sean U y 'V subcon-
juntos abiertos no vacios de [[;~, X;. De aqui, para todo i € {1,...,m}, existen subconjun-
tos abiertos no vacios U; y V; de X;, tales que [[",U; € Uy [[[~, Vi € V. Ya que, para
cualquier i € {1,...,m}, f; es mezclante, existe N; € N tal que fF(U;) N V; # 0, para ca-

da k£ > N;. Sean N méx{N1,...,Nn} v I > N. Por hipétesis, para cada i € {1,...,m},
fHU;) N'V; # (. Ahora, para todo i € {1,...,m}, podemos tomar a; € U; tal que f!(a;) € V;.
Esto implica que, (a1,...,an) € [[12, Ui ¥y (HZ L f)l(a,. .. am) € TIi~, Vi- En consecuencia,

(H:il fi)l(ah ) am) € ((H;il i) (H:n 1 Ul)) (Hzril V) ASia para cada | > Nv

(ILH Ty ndIve) #0.
i=1

i=1 i=1

3

Por lo tanto, H:’;l fi es mezclante. O

Para el caso de las funciones transitivas, débilmente mezclantes, totalmente transitivas, fuer-
temente transitivas, cadticas en el sentido de Devaney, érbita-transitivas, estrictamente orbita-
transitivas, w-transitivas, TT |, minimales inversas, Touhey, los F-sistemas, dispersoras y suave-
mente mezclantes no nos es posible establecer un resultado similar al de los Teoremas 5.1, 5.2 y
5.3, sin embargo, podemos establecer el siguiente:
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Teorema 5.4. Para cada ¢ € {1,...,m}, sea (X;, f;) un sistema dinamico y sea M alguna de las
siguientes clases de funciones: transitiva, débilmente mezclante, totalmente transitiva, fuertemente
transitiva, cadtica en el sentido de Devaney, érbita-transitiva, estrictamente o6rbita-transitiva, w-
transitiva, 77, minimal inversa, Touhey, un F-sistema, dispersora o suavemente mezclante. Si
[T, fi € M, entonces, para cada i € {1,...,m}, f; € M.

Demostracién. Supongamos que [[!", f; es transitiva. Sean iy € {1,...,m}, U;, y V;, sub-
conjuntos abiertos no vacios de X;, y para cada i € {1,...,m}\{io}, pongamos U; = X, y
V; = X;. De aqui, [[/%,U; y [/~ Vi son subconjuntos abiertos no vacios de []", X;. Pues-
to que, [[", fi es transitiva, existe k € N tal que ([;~, f)*(TT~, U:) N (ITi~, Vi) # 0. Sea
(Uy -y U € H;’;l U; tal que (TT%, fi)¥ (w1, um)) € T1i~, Vi. Por la Observacién 2.4, parte
(1), tenemos que fF (u;,) € V;,. Por lo tanto, fm(ulo) € fE(Uiy) NVig, fEUs) Vi, # 0y asi fi,
es transitiva.

Supongamos que []!", f; es débilmente mezclante. Sean iy € {1,...,m}, Uy V subconjuntos
abiertos no vacios de X;, x Xj,. De aqui, existen subconjuntos abiertos no vacios UL ,UZ2, V. y

V2 de X;, tales que Ul x U2 € Uy V! x V2 C V. Para cada i € {1,...,m}\{io}, sea Ul1 =
U? =V} =V?2 = X,. Luego, ([T, U}) x (IT/~, U2) y (IT7~, Vi) x (IT/~, V;?) son subconjuntos
abiertos no vacios de ([T\~, X;) x ([T~ X;). Por hipotesis, existen ((a1,...,am), (b1,...,bn)) €
(IT~, U x (TT7%, U?) v k € N tales que:

()« (1)) s (1) « ).

Asi, por la Observacion 2.4, parte (1), (fi, X fio)"((aiy, biy)) € Vii x V2. Mas atn, (a;,,bi,) €
UL x U2. Por lo tanto, (fi, x fi,)*(U) NV # 0y f* es transitiva. Finalmente, f;, es débilmente
mezclante.

Supongamos que [];, f; es totalmente transitiva. Sean i € {1,...,m} y s € N. Por hipotesis,
(IT:~, fi)* es transitiva. Luego, por la Observacion 2.4, parte (1), []/~, ff es transitiva. Asi, por
el primer parrafo de la prueba de este teorema, se tiene que f; es transitiva. Por lo tanto, f;, es
totalmente transitiva.

Supongamos que [[!", f; es fuertemente transitiva. Sean ig € {1,...,m}, U;, un subconjunto
abierto no vacio de X;, y para cada i € {1,...,m}\{io}, pongamos U; = X;. De aqui, [[;~, U;
es un subconjunto abierto no vacio de []", X;. Por hipotesis, existe s € N tal que [[/~, X; =
Ui (T, fi)k(H:r;l U;). Sea z;, € Xio y, para todo i € {1,...,m}\{io}, sea x; € X;. Luego,
existe k; € {0,...,s} tal que (ml, cxm) € (TT, fo)F (I, U) Asi, por la Observacion 2.4,
parte (1), tenemos que x;, € flO (U; ) Por lo tanto, X, = Uj_o fE(Ui,) v ast fi, es fuertemente
transitiva.

Supongamos que [[;~, f; es cadtica en el sentido de Devaney. Por el primer parrafo de la

prueba de este teorema, para cada i € {1,...,m}, f; es transitiva. Ademas, por el Teorema 4.6,
para todo ¢ € {1,...,m}, Per(f;) es denso en X;. Asi, para cada ¢ € {1,...,m}, f; es cadtica en
el sentido de Devaney.

Supongamos que H:il fi es orbita-transitiva. De aqui, existe (x1,...,&;,) € HZI X; tal

que clppm x, (021, sxm), [T fi)) = TIi~, Xi. Por el Teorema 4.1, parte (1), para cada
i € {1,...,m}, tenemos que, cly (O(z;, f;)) = X;. Asi, para cualquier i € {1,...,m}, f; es orbita-
transitiva.

Supongamos que [];~, f; es estrictamente orbita-transitiva. Luego, existe
(%1, .., 2m) € [[im, X; tal que:

C1H11X1< ((Hfz) T1y..., T m))’Hf1>>:HXz
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Por el Teorema 4.1, parte (1), para cada i € {1,...,m}, clx (O(fi(x;), fi)) = X; y asi, para
cualquier i € {1,...,m}, f; es estrictamente Orbita-transitiva.

Supongamos que [[;~, fi es w-transitiva. De aqui, existe (z1,...,2,) € [\, X; tal que
w((@1, .., xm), [1img fi) = [1i~, Xi. Asi, por el Teorema 4.1, parte (2), para cada i € {1,...,m},
w(x;, f;) = X;. Por lo tanto, para todo i € {1,...,m}, f; es w-transitiva.

Supongamos que [[/~, fi es TT; . Sean iy € {1,...,m}, U;, y V;, subconjuntos abiertos no
vacios de X, y para cada i € {1,...,m}\{io}, pongamos U; = Xl y V; = X;. De aqui, por el Lema
47, nppm AL UL TIE Vi) < ny (Ui, Vig). Ademas, por hip6tesis, nypm 5 (ILis, U T2, Va)
es infinito. Por lo tanto, n, Uiy, Vi ) es infinito y asi f;, es TT, .

20

Supongamos que [[!", f; es minimal inversa. Sean iy € {1,...,m}, z;, € X;,, U;, un subcon-
junto abierto no vacio de X;, y para cada i € {1,...,m}\{io}, sean U; = X; y z; € X . De aqui,
[T, U; es un subconjunto abierto no vacio de [[;~, X;. Por hipétesis, tenemos que {4 € [, X :
(IT~, f)Y(A) = (21,...,2m), paraalgin | € N} N[[i~, U; # 0. Sean (u1,...,um) € [[1n, Us
y | € N tales que (I[;~, fi)'((u1,...,um)) = (z1,...,%). De la Observacién 2.4, parte (1),
u;, € {y € Xi, : f1(y) = @i, paraalgin | € N} NUj, 75 0. Asi, el conjunto {y € X;, : f} (y) =
x;,, para algun [ € N} es denso en X;,. Puesto que z;, € X, es arbitrario, podemos concluir que
fi, es minimal inversa.

Supongamos que []!", f; es Touhey. Sean iy € {1,...,m}, U;, y V;, subconjuntos abiertos
no vacios de X;, y para cada i € {1,...,m}\{io}, pongamos U; = X yVi=X;. Ast, [[I2, U y
[T~ Vi son subconjuntos abiertos no vacios de [];~, X;. Por hipétesis, existen un punto periodico
(x1,...vzm) € [[L, Ui y k € Zy tales que ([[/~, fi)*((z1,...,2m)) € [[i~, Vi. Por el Teorema
4.1, parte (3), x;, es un punto periddico de f;, tal que x;, € U;, y por la Observacion 2.4, parte
(1), fF(xi,) € Vi, Por lo tanto, f;, es Touhey.

Supongamos que [[\", f; es un F-sistema. Asi, [[", f; es totalmente transitiva y Per([].~, f;)
es denso en [~ X;. Por el tercer parrafo de la prueba de este teorema, tenemos que, para todo i €

{1,...,m}, f; es totalmente transitiva. Ademaés, por el Teorema 4.6, para cualquier i € {1,...,m},
Per(f;) es denso en X;. Por lo tanto, para cada i € {1,...,m}, f; es un F-sistema.
Supongamos que H:ll fi es dispersora. Sean iy € {1,...,m}, ¥ un espacio topolégico, g :

Y — Y una funcién minimal y U y V subconjuntos abiertos no vacios de X;, x Y. De aqui, existen
subconjuntos abiertos no vacios U}O y Ufo de X, y subconjuntos abiertos no vacios V; y V5 de Y tales
que Ul x Vi CUy U2 xVy CV. Paracadaie {1,...,m}\{io}, sea U} = U? = X;. Asi, [~ U,

m 2 . . . m m
y [1;=, U7 son subconjuntos abiertos no vacios de Hl 1 Xi. Puesto que ([[;- 1 i) X g es trans1t1va

existen ((u1,...,um),v1) € ([[m; U}) x Vi y k € N tales que (TT\~; fi) X 9)*((u1,. .., um),v1) €
(ITi%, U?)x Va. De aqui, (uj,, v1) € UL x Vi y por la Observacion 2.4, parte (1), (fi, xg)" ((wig, v1)) €
U2 x Va. Por lo tanto, (fi, x g)*(UW) NV # 0y asi f;, es dispersora.

La prueba para las funciones suavemente mezclantes es analoga a la prueba dada para funciones
dispersoras. O

El reciproco del Teorema 5.4 no es cierto en general. Veamos un ejemplo parcial de esto en el
siguiente:

Ejemplo 5.5. Sea f :[0,2] — [0,2] la funcién dada por:

2¢+ 1, si0< \2,
fl@)=¢ —22+43, sig<a<l
—xr+2, sil<z<<2

En [12, Ejemplo 1], se verifica que f es una funcién cadtica en el sentido de Devaney. Ademas,
se prueba que f*?:0,2]? — [0,2]? no es transitiva y por lo tanto, no es cadtica en el sentido de
Devaney. Mas atn, en [1] y [21], se verifica que para continuos y funciones continuas, las funciones:
transitiva, 6rbita-transitiva, estrictamente 6rbita-transitiva, w-transitiva y 7T ; son equivalentes.
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Por lo tanto, el reciproco del Teorema 5.4, para todas estas clases de funciones no se cumple en
general.

Las funciones minimales y totalmente minimales no las incluimos en el Teorema 5.4 ya que
para estas dos clases de funciones requerimos la continuidad de la funcién.

Teorema 5.6. Para cada i € {1,...,m}, sea (X;, f;) un sistema dindmico. Si, para cada i €
{1,...,m}, f; es continua y []/~, f; es minimal, entonces, para cada i € {1,...,m}, f; es minimal.
Demostracion. Sea ig € {1,...,m}. Puesto que f;, es continua, por [21, Proposicion 6.2] es

suficiente con verificar que, para cada =z € X, clx, (O(z, fi,)) = Xj,. Sean x;, € X;, y para
todo ¢ € {1,....,m}\{io}, x; € X;. De aqui, (z1,...,2,) € [[/~; X;. Puesto que, para cada
i € {1,...,m}, fi es continua, no es dificil verificar que []"; f; es una funcién continua. En
consecuencia, [[;~, f; es continua y minimal. Asi:

Clnglxt <O <(x177xm)aHf1>> = HXz
=1

i=1

Luego, por el Teorema 4.1, parte (1), para cualquier ¢ € {1,...,m}, clx,(O(x;, f;)) = X;. En
particular, clx, (O(zi, fi,)) = Xi,. Como z;, € Xj, es arbitrario, de [21, Proposicién 6.2], f;, es

minimal. O
Corolario 5.7. Para cada i € {1,...,m}, sea (Xj, f;) un sistema dinamico. Si, para cada i €
{1,...,m}, f; es continua y []'~, f; es totalmente minimal, entonces, para cada i € {1,...,m}, f;

es totalmente minimal.

Demostracién. Sea s € N. Por hipotesis, ([T;", f;)* es minimal. De aqui, por la Observacion 2.4,

parte (1), [[i", ff es minimal. Asi, por el Teorema 5.6, para cada i € {1,...,m}, ff es minimal.
Lema 5.8. Para cada i € {1,...,m + 1}, sea (X;, f;) un sistema dindmico. Si, para cada i €
{1,...,m}, X, es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f; y fi X fm41 es transitiva, entonces

(IT%, fi) X fm1 es transitiva.

Demostracion. Supongamos que, para cadai € {1,...,m}, X; es +invariante sobre subconjuntos
abiertos bajo f; y que f; X fi41 es transitiva. Sean U y V dos subconjuntos abiertos no vacios
de (JTX; Xi) X X,n41. De aqui, existen subconjuntos abiertos no vacios Uy y Us de [, X;
y subconjuntos abiertos no vacios V3 y Vo de X,,41 tales que, U3 x Vi C Uy U x Vo C V.
Asi, para todo i € {1,...,m}, existen subconjuntos abiertos no vacios U}!,U? de X; tales que
[T, U C Uy [T~ U2 C Us. Por hipétesis, para cualquier i € {1,...,m}, existe k; € N tal que
(fi X fma1)* (U x V1)N (U2 x V) # 0. Luego, para cada i € {1,...,m}, existe (u;,v;) € U} x V; tal
que (fi X fms1)¥ ((us,v;)) € U? x Vy. Consecuentemente, para todo i € {1,...,m}, f (u;) € UZ.
Sea k = méx{ki,...,ky,}. Por el Lema 2.16, obtenemos que, para cada i € {1,...,m}, f¥(u;) €
UZ. Sean ip € {1,...,m} tal que k = ki, y v = v;,. Asi, f&_  (v) € Vo. Esto implica que,
((uh s 7um)7v)) € (HZl Uil) x Vi y ((H?il fl) X ferl)k(((uh s 7um)7v)) € (HZl Uz'Q) X Va.
Consecuentemente, ([T, fi) X fimt1)"(Us x V1) N (Uz x Va) # 0. Por lo tanto, ([T~ fi) X fm+1
es transitiva. O

Como mencionamos anteriormente, los conjuntos +invariantes juegan un papel muy importante
para que el reciproco de varios de los resultados que presentamos en este trabajo se puedan verificar.
Veamos por ejemplo la prueba del Teorema 5.9.
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Teorema 5.9. Para cada ¢ € {1,...,m}, sea (X;, f;) un sistema dinamico y sea M alguna de las
siguientes clases de funciones: transitiva, débilmente mezclante, totalmente transitiva, cadtica en el
sentido de Devaney, 6rbita-transitiva, estrictamente 6rbita-transitiva, w-transitiva, 77 1, Touhey,
dispersora, un F-sistema o suavemente mezclante. Si, para cada i € {1,...,m}, fi e My X, es
+invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f;, entonces [/, f; € M.

Demostracion. En toda la prueba estamos suponiendo que, para cada i € {1,...,m}, X; es
+invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f;.

Supongamos que, para cada ¢ € {1,...,m}, f; es transitiva. Sean U y V subconjuntos abier-
tos no vacios de H;’;l X;. De aqui, para todo ¢ € {1,...,m}, existen subconjuntos abiertos no
vacios U; y V; de X; tales que H:’;l Ui C Uy Hi”;ﬂ/; C V. Por hipétesis, para cualquier
1 € {1,...,m}, existe k; € N tal que fik"'(Ui) NV; # 0. Asi, para cada 1 € {1,...,m}, pode-
mos tomar u; € U; tal que fFi(u;) € V;. Pongamos k = méx{ki,...,kn}. Por el Lema 2.16,
tenemos que, para todo i € {1,...,m}, f¥(u;) € V;. Esto implica que, (u1,...,un) € [[/~, Ui
v (ff(ur), ..o, R (um)) € TI%, Vi- De aqui, (TTi%, fi)*((u1,-..,um)) € I~ Vi. Finalmente,
(TT, f)R(ITe, UdN(TTis, Vi) # 0. Por lo tanto, ([T~ fi)*(UW)NV # Oy asi [[/~, fi es transitiva.

Supongamos que, para cada ¢ € {1,...,m}, f; es débilmente mezclante. Sean Uy, Us,V; y
Vy subconjuntos abiertos no vacios de []}~, X;. De aqui, para todo i € {1,...,m}, existen sub-
conjuntos abiertos no vacios U}, U2, Vit y V2 de X;, tales que [, U} C Uy, [T, U2 C Us,
[T, Vit €V y T2, V2 C V. Puesto que f; es débilmente mezclante, para todo i € {1,...,m},
existe k; € N tal que fiki(UZ-j) N Vij # ), para cada j € {1,2}. Para cualquier ¢ € {1,...,m}, sea
a; € U} tal que fFi(a;) € V' 'y o) € U? tal que f(a}) € V? y pongamos k = méx{ky,...,kn}.
Luego, por el Lema 2.16, para cada i € {1,...,m}, ff(a;) € V! y fF(a}) € V2. Esto implica que,
(AT foF(ar, - am)) € TIZ, ViE y (TT2, f)R((a), - -+, a),)) € TT%, Vi3, Consecuentemente,
(T, f)FU) NV £ 0y (TT, fi)F(U2) NVy # 0. Por lo tanto, [T/, fi es débilmente mezclante.

Supongamos que, para todo i € {1,...,m}, f; es totalmente transitiva. Sean s e Ny Uy V
subconjuntos abiertos no vacios de [];~, X;. De aqui, para cada i € {1,...,m}, existen subconjun-
tos abiertos no vacios U; y V; de X; tales que []/~, U; C Uy [T, Vi C V. Puesto que, para todo
1€ {1,...,m}, f; es totalmente transitiva, tenemos que, para cualquier ¢ € {1,...,m},existe k; € N
tal que (f#)* (U;)NV; # 0. Esto implica que, para cada i € {1,...,m}, £ (U;)NV; # 0. Ahora, pa-
ratodoi € {1,...,m}, podemos tomar u; € U; tal que ffk (u;) € V;. Sea k = méx{ky,...,km}. Por
el Lema 2.16, para cada i € {1,...,m}, ff*(u;) € Vi. Ast, (fi*(u1), ..., f3F(um)) € 112, £5(U;)
v (fif(ur), ..o, 28 (un)) € 1L, Vi- Ademas, por la Observacion 2.4, parte (1), tenemos que,

(T2 £ M ((ur, -y um)) € (TTZ £)* (TT2, U3) v (T2 fi)™*((ua, - - um)) € TT7Z, Vi Conse-

cuentemente: . X
<Hf1> ((ulvvum)) € <Hfz> (HU1> m]‘_‘[Vz
i=1 i=1 i=1 i=1

De aqui, ([T}~ fi)® es tramsitiva y como s € N es arbitrario, tenemos que []}", f; es totalmente
transitiva.

Supongamos que, para cada i € {1,...,m}, f; es cadtica en el sentido de Devaney. Asi, para
todo i € {1,...,m}, f; es transitiva y Per(f;) es denso en X;. Por la primera parte de la prueba
de este teorema, tenemos que, []\", f; es transitiva y por el Teorema 4.6, Per([]}", f;) es denso
en [, X;. Por lo tanto, [[;~, f; es cadtica en el sentido de Devaney.

Supongamos que, para cadai € {1,...,m}, f; es rbita-transitiva. Asi, paratodoi € {1,...,m},
existe z; € X; tal que cly, (O(x;, f;)) = X;. Por el Teorema 4.3, parte (2),

T CT )
i=1

i=1

Por lo tanto, H?;l fi es orbita-transitiva.
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Supongamos que, para todo i € {1,...,m}, f; es estrictamente Orbita-transitiva. Asi, para
cada i € {1,...,m}, existe z; € X; tal que cly, (O(fi(z:), fi)) = X;. Por el Teorema 4.3, parte (2):

m

CIHZL X (O ((fl(xl)a ) fm(xm))7 H fz)) = HXZ
i=1 i=1

Consecuentemente, clypm ., (O (IT;Z fi) (1, -, 2m)), [TiZ, fi)) = [TiZ, Xi. Por lo tanto,
[T, fi es estrictamente orbita-transitiva.

Supongamos que, para cada ¢ € {l,...,m}, f; es w-transitiva. De aqui, para todo i €
{1,...,m}, existe z; € X; tal que w(x;, f;) = X;. Por el Teorema 4.3, parte (1), obtenemos
que w((@1,...,2m), [11my fi) = [T~ Xi. Por lo tanto, [];~, fi es w-transitiva.

Supongamos que, para cada ¢ € {1,...,m}, f; es TT; . Sean U y V subconjuntos abiertos
no vacios de [[;", X;. Luego, para cada i € {1,...,m}, existen subconjuntos abiertos no vacios
U; y Vi de X; tales que [[/~, U; C Uy [~ Vi C V. Puesto que, para todo i € {1,...,m}, f; es
TT, ., tenemos que, para cada ¢ € {1,...,m}, ns, (U;,V;) es infinito. Para todo ¢ € {1,...,m},
sea k; € ny, (U;, Vi). Asi, para cualquier i € {1,...,m}, fik"(UZ-) N V; # ). Se sigue que, para todo
i €{l,...,m}, existe u; € U; tal que fiki(ui) € V;. Sea k = méx{ky,...,kn}. Por el Lema 2.16,
para cada i € {1,...,m}, fF(u;) € V;. De aqui, ([T~ fi)*((u1,- .. um)) € ([T~ f)* (1%, Ui) N
(IT:~, Vi). Consecuentemente, ([T, fi)*(U) NV # 0. Por lo tanto, k € nppm (U, V). Ahora,
ya que, para todo i € {1,...,m}, ny(U;,V;) es infinito, para cada ¢ € {1,...,m}, podemos
tomar k; € ny,(U;, Vi) tal que k; > k. Sea k1 = méx{k{,...,k],}. Por el Lema 2.16, para cada
i€ {1,...,m}, fF(u;) € V;. Se sigue que, ([T, fi)™ ([T~ Us) N (IT[~, Vi) # 0. En consecuencia,
(IT™, f)F(U) NV # 0. Por lo tanto, ki € nrre, (U, V) y k1 > k. Continuando con este proceso,
obtenemos que nyym (U, V) es un conjunto infinito y como U y V son arbitrarios, concluimos que
[1Z, fies TT .

Supongamos que, para cada i € {1,...,m}, f; es Touhey. Sean U y V subconjuntos abiertos no
vacios de [~ , X;. De aqui, para todo i € {1,...,m}, existen subconjuntos abiertos no vacios U; y
V; de X; tales que [}, U; CUy [[i~, Vi C V. Ademaés, ya que, para cualquier i € {1,...,m}, f;
es Touhey, tenemos que, para cada par de subconjuntos abiertos no vacios U; y V;, existen un punto
periddico x; € U; v k; € Z, tales que ff (;) € V;. Sea k = méx{ky,...,kmn}. Luego, por el Lema
2.16, obtenemos que, para cada i € {1,...,m}, f¥(x;) € V;. Por el Teorema 4.1, parte (3), podemos

concluir que, (z1,...,2y,) es un punto periédico de [/~ fi tal que (z1,...,zm) € [, U; CUy
(I, f)*((z1, - -y zm)) € e, Vi € V. Por lo tanto, [[;~, f; es Touhey.
Supongamos que, para cada i € {1,...,m}, f; es un F-sistema. Asi, para todo i € {1,...,m},

fi es totalmente transitiva y Per(f;) es denso en X;. Por el tercer parrafo de la prueba de este
teorema, tenemos que [[;~, f; es totalmente transitiva. Ademas, por el Teorema 4.6, sabemos que
Per(IT:%, fi) es denso en [, X;. Por lo tanto, [/, f; es un F-sistema.

Supongamos que, para cada ¢ € {1,...,m}, f; es suavemente mezclante. Sean Y un espacio
topologico y ¢ : Y — Y una funcion transitiva. Por hipétesis, para todo i € {1,...,m}, fi X g es
transitiva. Asi, por el Lema 5.8, ([[\~, fi) X g es transitiva. Por lo tanto, [[;~, f; es suavemente
mezclante.

La prueba para las funciones dispersoras es analoga a la prueba dada para funciones suavemente
mezclantes. O

Las funciones minimales y totalmente minimales no las incluimos en el enunciado del Teorema
5.9 porque para estas dos condiciones volvemos a requerir la continuidad de la funcién.

Proposicion 5.10. Para cada i € {1,...,m}, sea (X;, f;) un sistema dinamico. Si, para todo
1€ {1,...,m}, X; es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f; y f; es minimal y continua,
entonces [/, f; es minimal.
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Demostracion. Supongamos que, para cadai € {1,...,m}, f; es minimal y que X; es +invariante

sobre subconjuntos abiertos bajo f;. Por hipotesis tenemos que [[;~, f; es continua. Asi, por [21,
Proposicion 6.2], solo hay que verificar que, para todo(z1,...,zm) € [[\2; Xi,

clpm | x, (0((z1,. .. 7$m)»Hfi)) = HXi-
1=1 i=1

Sea (x1,...,%m) € [[im; X;. Ya que, para cualquier ¢ € {1,...,m}, f; es minimal, obtene-
mos que cly (O(zy, fi)) = X; y puesto que, para cada i € {1,...,m}, X; es +invariante sobre
subconjuntos abiertos bajo f;, por el Teorema 4.3, parte (2), tenemos que

el x, (0@, zm), [T 1) = [ Xe
i=1 i=1

Por lo tanto, []/~, f; es minimal. O
Corolario 5.11. Para cada i € {1,...,m}, sea (X;, f;) un sistema dinadmico. Si, para todo i €
{1,...,m}, X; es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f; y f; es totalmente minimal y

continua, entonces [[\~, f; es totalmente minimal.

Demostracion. Sea s € N. Por hipétesis, para cadai € {1,...,m}, f7 es minimal y continua. Asi,
por la Proposicion 5.10, [T, f# es minimal. Luego, por la Observacion 2.4, parte (1), (TT~, f:)*

1=

es minimal. Finalmente, ya que s € N es arbitrario, tenemos que [[\~, f; es totalmente minimal.
[l

Con la elaboracion de este capitulo esperamos, principalmente, que despierte en alguien el
interés de seguir engrandeciendo el estudio de propiedades dinamicas de funciones en productos.
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1. Introducciéon

Un espacio topolégico X tiene celularidad numerable; lo cual se denota
¢(X) <€ w, si toda familia de conjuntos abiertos y ajenos por pares de X es a lo mas numera-
ble, también es usual decir que un espacio X es ccc si el espacio satisface que ¢(X) < w. No es
dificil verificar que todo espacio separable tiene celularidad numerable. Es bien sabido que el Axio-
ma de Martin (MA) junto con la negacion de la Hipotesis del Continuo (—CH) implican la Hipotesis
de Suslin; esto es, que si uno asume MA + —CH, entonces todo espacio ordenable con celularidad
numerable es separable.

El problema siguiente es planteado por Hajnal y Juhész (vea [7]).

PROBLEMA 1.1. Suponga MA + —CH. ;Para qué clases de espacios son equivalentes las propiedades
de separabilidad y el tener celularidad numerable?

Esta interrogante ha sido estudiada por diversos autores, particularmente en la década de los
anos 70’s, y en la actualidad existen diversos resultados que responden parcialmente al problema
anterior; por citar algunos:

= ([12]) (MA 4+ —CH). Sea X un espacio compacto y Tz. Si cualquier subespacio discreto de
X es a lo mas numerable, entonces X es hereditariamente separable.
» ([7]) (MA + —CH). Sea X un espacio base-compacto y regular, con ¢(X) < w y tal que:
a) Cualquier subespacio cerrado de X es base-compacto;
b) x(X)=ayat <2v.
Entonces X es separable.
= ([13]) (MA + —CH). Sea X un espacio Tychonoff tal que X es la interseccion de k abiertos
de BX, con k < 2%y ¢(X) < w. Si (x(X))* < 2%, entonces X es separable.
= (|]9]) (MA + —CH). Si X es tal que
a) Cualquier subespacio cerrado de X es m—completo;
b) ¢(X) <w, t(X)T <2¥ y
c) mx(p, X) < 2% para cada p € X.
Entonces X es separable.

159
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Vale la pena comentar que este tltimo resultado (debido a Juhdasz), generaliza a varios de los
que se han obtenido sobre el problema en cuestion.

En [11], Porter y Woods obtienen diversos resultados sobre la clase de los espacios que son
débilmente compactos, entre otros, ellos demuestran que todo espacio débilmente compacto y
perfecto tiene celularidad numerable (vea Proposicion 4.2, en nuestro trabajo). De modo que una
pregunta natural, planteada por Porter y Woods en el articulo citado, es la siguiente.

PrROBLEMA 1.2. ;Es cierto que, bajo (MA 4+ —CH), todo espacio débilmente compacto, RC—perfecto
es separable?

Hasta el momento los autores no conocemos una respuesta; sin embargo, el resultado principal
de este trabajo, Teorema 4.15, da una respuesta parcial y afirmativa a dicha interrogante.

El material que exponemos en el presente trabajo esta basado en la obra [11]; no obstante, no
es solo una exposiciéon detallada del mismo. En la Seccién 3, se introduce la clase de los espacios
débilmente compactos y se establecen, principalmente, algunas caracterizaciones de éstos. En la
Seccion 4, nos centramos en el problema planteado por Porter y Woods, de modo que el mate-
rial presentado en esta seccién, esta formado por los resultados que conducen a la obtencion del
resultado principal, el Teorema 4.15.

Cabe mencionar que la teoria de los espacios débilmente compactos ain continua desarrollan-
dose, como se puede verificar en [1], y en [6].

2. Preliminares

En el presente trabajo seguimos las notaciones y definiciones de [10] sobre Teoria de Conjuntos.
El lector interesado en la tematica del Axioma de Martin puede verificar el capitulo correspondiente
en dicho texto ([10]).

Recordemos que para un conjunto S cualquiera, |S| denota el nimero cardinal de S. Escribire-
mos w para denotar el menor ordinal y cardinal numerable, w; denotara el primer ordinal y cardinal
no numerable. Ademas se usara ¢ 6 2¥ para denotar el cardinal |P(w)|. Dado un conjunto A y un
cardinal &, [A]" denota el conjunto {B € P(A) : |B| = k}, similarmente, [A]<" denota el conjunto
{Be€P(A4):|B| <k}

Una familia € C S, donde S es un conjunto cualquiera, tiene la propiedad de la interseccion
finita si para toda subfamilia finita €’ no vacia de C, se tiene que () €’ # (). También se dice que €
cumple la PIF.

Las notaciones y definiciones sobre Topologia General son las empleadas en [3]. Para comodidad
del lector, a continuacién presentamos algunas nociones de Topologia que pudieran no ser tan
comunes y que serdn empleadas con mucha frecuencia en este trabajo. X denota a un espacio
topolégico. V es una vecindad abierta de z, con z € X, si V es un conjunto abierto que contiene
ax.

Como es usual, un conjunto £ C X es denso en X si clyZ = X. Un espacio topolégico X es
separable si contiene un subconjunto numerable y denso en X.

Si € C P(X), se dice que C es localmente finita si para cada z € X existe una vecindad V,, de
x tal que el conjunto {C' € €: C'NV, # 0} es finito.

Dados € C P(X) y € X, diremos que z es un punto limite de C si para cada vecindad V,, de
x, se cumple que |{C € C: C NV, # 0}| > w.

En adelante y mientras no se diga lo contrario, entendemos por espacio o espacio topolégico,
a un espacio que tiene la propiedad de ser T3.

Dado un espacio topoldgico (X, 7), definimos lo siguiente:

1. X es perfecto si cada abierto de X se puede escribir como una unién numerable de cerrados
de X (equivalentemente si todo cerrado de X se puede escribir como una intersecciéon
numerable de abiertos de X). Ademas, el espacio se diré perfectamente normal si es perfecto
y normal.
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2. A C X se llama cerrado regular si es la cerradura de algiin abierto.

3. El espacio se dice Rc—perfecto si cada abierto de X se puede escribir como una unién
numerable de cerrados regulares de X.

4. A C X se dice ser un conjunto G de X, con A\ un cardinal, si es la interseccién de A
abiertos de X. En particular si § = w, diremos que A es un conjunto Gy.

5. Un espacio Hausdorff X es H—cerrado si para cualquier, Y, espacio Hausdorff que contiene
a X se cumple que X es cerrado en Y.

Las siguientes propiedades sobre los espacios H—cerrados, seran de utilidad mas tarde en el
Ejemplo 4.7, la demostracion se puede encontrar en la referencia [14].

Lema 2.1. Sea X un espacio topoldgico, no necesariamente T3, entonces

1. X es H—cerrado si y solo si toda cubierta abierta de X contiene una subcoleccién finita
cuya unién es densa en X.
2. Si X es H—cerrado, entonces es regular si y solo si X es compacto.

Enseguida presentamos algunas funciones cardinales que serdn empleadas en el trabajo, parti-
cularmente en el Teorema 4.15. El lector interesado en esta tematica puede consultar [8].
Si (X, 7) es un espacio topoldgico, entonces:

1. Una mbase de X es una coleccién V de abiertos, no vacios, en X tal que si U es un abierto
(no vacio) en X, entonces V C U para algin V € V.
El m—peso de X, denotado por mw(X), se define como:

min {|V|: V es n—base de X} + w.

2. Sip € X, entonces V C 7\ {0} es una mbase local para p en X si para cada vecindad
abierta de U de p, sucede que V C U para algin V € V.
Con esto, mx(p, X) sera el cardinal siguiente:

min {|V| : V es m—base local para p en X}.
El m—carécter de X, denotado por mx(X) es:
sup{mx(p, X) :p € X} + w.
3. Para cada p € X, definimos el siguiente cardinal x(p, X) como:
min {|V| : V es base local para p en X}.
Con esto, el caracter de X, que se denota como x(X), es el cardinal siguiente:
sup{x(p,X) :p € X} + w.
4. Ahora, si p € X, se define
t(p, X) = min{k : para cada Y C X con p € clxY,
existe ACY con |A| < kype€EclxA}l.
Luego, se tiene el cardinal ¢(X) como:
sup{t(p,X):p€ X} + w.

3. Espacios débilmente compactos

Para iniciar introduciremos la clase de espacios que son la principal parte de estudio del
presente.

Definicion 3.1. Un espacio topologico X es débilmente compacto si cada familia localmente finita
de abiertos de X es finita.

Caracterizaremos esta nociéon con el siguiente resultado.

Proposicion 3.2. Para un espacio topoldgico X, son equivalentes:
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a) X es débilmente compacto.
b) Si € es una colecciéon numerable de abiertos que cumple la PIF, entonces

) clxC # 0.

cec

c) Si € es una cubierta abierta numerable de X, entonces existe una subfamilia finita J de C
tal que

X = U clxC.
ceg

d) Cada familia infinita de abiertos no vacios ajenos dos a dos tiene un punto limite.

Demostracion.

a) = b)] Supongamos que existe una familia numerable de abiertos, A, que cumple la PIF
pero que (4.4 clx A = (). Enumeramos a A como A = {4; : i € N}.

Usando recursion construiremos una sucesion de abiertos, €. Primero, si C; = A; y,dadon € N
elegimos Cp+1 = C,, N Ay,y1, tenemos una sucesion decreciente € = {C; : i € N}. Observemos
que cada Cj, al ser una interseccion finita de abiertos es abierto. También, cada C; es no vacio
pues A cumple la PIF. Ademas notemos que [\,ceclxC = 0 ya que clxC; C clxA; con lo cual
Neee €lxC € (N geq clx A. Lo anterior implica que para cada € X, 2 ¢ (oee clxC, es decir
existe i, € N para el cual z ¢ clxC;,.

Afirmacién: € no es finita. En efecto, si C es finita, entonces existe ng € N tal que para cada
n = ng, C, = Cp,. Por construccién, C,, C A, C clxA, para cada n < ng; también, por la
eleccion de ng, si n > ng, Cp, = C,, € A, C clxA,. Con esto, Cpy € [ 4c4 clx A, pero Gy, # 0,
asi que () 4.4 clx A # 0, lo cual contradice la hipotesis.

Afirmamos que C es localmente finita. En efecto, dado = € X, el conjunto V, = X \ clxC;_,
es una vecindad de z tal que para i > iy, V; N C; = 0; de lo contrario existe y € C; NV,
para algin j > iy, pero y ¢ C;, lo cual contradice que C;, O Cj. De lo anterior se tiene que
{C; € C: C; NV, # 0} < iy, es decir, se tiene que en efecto € es localmente finita.

Asi que hemos encontrado una familia localmente finita de abiertos que no es finita, esto
contradice el supuesto de que X es débilmente compacto.

b) = c)] Sea € = {C; : i € N} una cubierta abierta numerable de X. Para cada i € N sea
A; = X \Uj=,(clxC})) y denotemos A = {A; : i € N}. Asi, A es un familia numerable de abiertos.

Notemos A es decreciente, pues, si i < j, entonces | J;_,(clxCx) C Ul_,(clxC%). Observemos,
ademas, que (J;cy Ci € Upea(X \clxA), pues siy € J;cy Ci, entonces y € C; para algin i € Ny
también C; N A4; = C; N (X \ U;:l chCj) =C; \ U;‘:1 Clch = (Z), pues C; C Uz':l CIch, asi que
y ¢ clx A;, con lo cual y € (04 (X \ clxA).

Tomando complementos de | ;o Ci € |Jacq (X \clxA) y recordando que C es cubierta abierta
de X, se sigue que () 4. 4 clx A = 0; luego, A no cumple la PIF, de lo contrario, por b), debe suceder
que ()44 clx A # 0. Como A no cumple la PIF, existe Jo € [A]<“ para el cual ()Jo = (), digamos
que Jo = {Ai,,...,A;,}, entonces ya que la sucesion A es decreciente, si r =méx{i1,..., i}, se
tiene que (Jo = ﬂ?zl A;j; = A, = 0. Asi, por construccion A, = X \ Uj_, (clxC;) = 0, por tanto
elegimos J = {C1,...C,} y por lo anterior cumple que (Jo 4 clxC = U;Zl(cGCj) = X.

c) = d)] Supongamos que existe una familia infinita € de abiertos no vacios ajenos dos a dos
que no tiene puntos limite. Sin pérdida de generalidad supongamos que € es numerable, enumerando
a G C = {C; : i€ N}. Como ningiun punto de X es un punto limite de C, entonces para cada
r € X, existe V,, vecindad abierta de z, tal que V, solo intersecta una cantidad finita de elementos
de C; asi, el conjunto F(x) ={i e N: V, NC; # 0} C N es finito para cada z € X.

Ahora, si F' € [N]<%, definimos A(F) = J{V,:2 € X y F = F(x)}, cada A(F) es claramente
abierto y ademéas A = {A(F') : F € [N]<“} es una cubierta abierta numerable de X, asi que por c)
existe J = {F1,..., Fx} C [N]<¥ para el cual X = Jpc,clxA(F).
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Afirmacion: Para cadan € N, C,, N U§=1 A(F;) = (. En efecto, si existe kg € N\ |JJ tal que
Cro N Ule A(F;) # 0, entonces, sea p € Cy, N U§:1 A(F}), luego, para alguna i € {1,...,k},p €
Cro NA(F;). Por definicion existe ¢ € X para el cual p € V, con F; = F(q). Ya que ko ¢ F; = F(q),
entonces por la definicion de F(q) se sigue que V, N Cy, = 0, lo cual contradice que p € V; N Cl,.
Por tanto, queda probada la afirmacion.

Fijemos n € N\ JJ cualquiera. Ya que C,, # 0, si y € C,, fijo, entonces y ¢ clx(Upcy A(F))
pues C), es una vecindad abierta de y que no cumple la definicion. Como J es finito, entonces
Ureg clx A(F) = clx (Upeg A(F)). Por tanto (Jpey clx A(F) # X, lo cual es una contradiccion a
c).

d) = a)| Supongamos que no sucede a), entonces existe una familia € de abiertos localmente
finita que no es finita, sin pérdida de generalidad supongamos que |C| = w, enumeremos a C: C =
{C; :i € N}. Sean n; = 1y 27 € Cy, existe V; vecindad abierta de 21 que intersecta una cantidad
finita de elementos de €, digamos que son {Cy,, ..., Cf, } considerando ahora no =max{ky, ...k }+1
tenemos que, para cada n = no, V1 NC,, = 0.

Para ng elegimos 3 € C,,, vy, Va, una vecindad abierta de x3 que intersecta una cantidad finita
de elementos de €, similar al argumento anterior encontramos ns para el cual Vo N C,, = @ para
cada n > ng; notemos que ng > ng por la eleccion de ns y porque z2 € Cp, N Va. Usando recursion
construimos una sucesion creciente de naturales {n; : ¢« € N}, una sucesion de abiertos {V; : i € N}
y un subconjunto de € que es {Cy,, : i € N}.

A partir de lo anterior, construimos una familia, G, de abiertos en X de la siguiente forma.
Consideremos, para cada ¢ € N, G; = V; N C,,, y sea § = {G; : i € N}. Notemos que, por
construccién, § es una coleccion infinita de abiertos.

Afirmamos que G es localmente finita. Efectivamente pues si x € X, entonces existe una
vecindad, V., de = que intersecta solo una cantidad finita de elementos de C, supongamos que
intersecta algunos de los C,,,, entonces ya que G; C C),,, se sigue que solo intersecta una cantidad
finita de elementos de G.

También, afirmamos que los elementos de la familia G son ajenos dos a dos. En efecto, pues si
existiera x € G; N G, entonces © € V; N C,,, y v € V; N Cy, sin perdida de generalidad si i < j,
entonces sabemos que V;NC,, =0 paran > n;41 > n; y nj > n;4q con lo cual V;N Chn, = 0 lo cual
contradice que z € V; N Cy;.

Finalmente hemos exhibido una familia infinita § de abiertos no vacios ajenos dos a dos, pero,
ya que G es localmente finita entonces no podria existir p € X tal que cada vecindad de p intersecte
una cantidad infinita de elementos de G, esto contradice d). O

Definicion 3.3. Un espacio topoldgico X es pseudocompacto si para cada funciéon continua f :
X — R, f es acotada, es decir, f[X] C [a,b] con a,b € R.

Nota 3.4. Cabe aclarar que para fines de este trabajo, no es necesario que X sea un espacio
Tychonoff para poder ser pseudocompacto.

Proposicién 3.5. Para un espacio topolégico X se cumple lo siguiente:

1. Si X es débilmente compacto entonces es pseudocompacto.
2. Si X es Tychonoff entonces es débilmente compacto si y solo si es pseudocompacto.

Demostracion. 1] Sea f : X — R continua, consideremos la familia de abiertos siguiente: C =
{f7Y(z—=1,2+1)] : z € Z}, veamos que es localmente finita. Sea = € X, entonces f(x) € R. Fijemos
2y € Z parael cual f(z) € (2, — 1,2, +1). Como f es continua, entonces V, = f~1[(z, — 1,2, +1)]
es una vecindad abierta de z; no es dificil ver que {C € C: V, N C # 0} es finito pues de hecho
Venf(z—1,2+1)] = 0 para 2 € Z\ {2, — 1, 24, 2, + 1}. Se sigue asi que C es localmente finita.
Notemos que por el argumento inicial, C es claramente un cubierta abierta de X.

Dado que X es débilmente compacto, entonces € debe ser finita, digamos € = {f~![(20—1, 20+
D],.os £ (20 — 1,z + DI} entonces tomando ng =
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min{zg — 1,...,2, — 1} y m1 =max{zo + 1,...,2x + 1} se sigue que f[X]| C [ng,n1]. En efec-

to, si * € X, entonces por ser C una cubierta finita, z € U?:o F7H(z — 1,2; + 1)], luego,

flz) € U?:o(zj —1,z; + 1) C [ng,n1]. Se tiene asi la afirmaciéon y con ello que f es acotada.
Asi, X es pseudocompacto.

2] <] Supongamos que no se cumple que X sea débilmente compacto, asi que existe una
familia infinita de abiertos no vacios ajenos dos a dos que no tiene puntos limite (usando la
parte d) de la proposicion anterior), se sigue que la familia es localmente finita. Sin pérdida
de generalidad podemos asumir que la familia es numerable, digamos ¢ = {C; : i € N}. Dado
que X es Tychonoff, para cada i € N fijamos z; € C};, entonces, existe una funcién continua
gi + X — [0,1] tal que g;(x;) = 0y ¢;[X \ C;] C {1}; ahora, la funciéon h; : [0,1] — [0,i] da-
da por h(z) = i — iz es claramente continua, asi que f; = h; o g; es continua, y f;(x;) = i,
y filX \ C;] € 0. Consideremos a la funciéon f: X — R dada por f(z) = >,y fi(x). Veamos que
f es continua y no acotada.

Sea z € X, entonces si z € C; para alguna i € N, entonces )\ f;(2) = fi(z) pues f;(z) =0
para j # i ya que x ¢ C; pues los abiertos son ajenos dos a dos, en el caso que z ¢ C; para
cualquier i € N, entonces f(z) = 0 por la eleccion de las f;; con ello se sigue la continuidad de f a
partir de la continuidad de las f;. El hecho de que f no es acotada es claro, pues, si a € R, existe
n € N tal que n > a, basta considerar a x,, € C,, y por lo anterior f(x,) =mn > a. Por tanto X no
es pseudocompacto. O

Como veremos en el siguiente, la propiedad de ser débilente compacto se hereda a conjuntos
cerrados regulares.

Proposicion 3.6. Un subconjunto cerrado regular de un débilmente compacto es débilmente
compacto.

Demostraciéon. Sean X un espacio débilmente compacto y A C X, cerrado regular. Entonces
A = clx G, para algin conjunto abierto, GG, de X. Supongamos que A no es débilmente compacto,
luego, existe una familia infinita € de abiertos no vacios en A y ajenos dos a dos que no tiene
puntos limite, se sigue que entonces la familia es localmente finita. Como cada C' € C es abierto en
A, entonces C' = AN G¢ donde G¢ es un abierto de X. Consideremos a ¢’ = {GNG¢ : C € C},
observamos que €’ es una familia de abiertos en X.

Afirmacion: € es localmente finita. En efecto, sea x € X, si x € A, entonces existe V,, vecindad
abierta de z en A que interseca solo una cantidad finita de elementos de € pues ésta es localmente
finita, digamos que a los que intersecta son {C4,...,Cy}; si V, = AN U, donde U, es abierto en
X, podemos verificar que {GNGc € C: U, N(GNGe) #0} C{GNGg,,...,GNGe,} con lo
cual tenemos una vecindad abierta de  en X que intersecta una cantidad finita de elementos de
C'. Siz ¢ A, entonces existe U, vecindad abierta de z en X tal que U, NG = (), asi, tenemos que
{GNGc €C:U,N(GNGg) # D} =0, con lo cual este tltimo conjunto también es finito. Por lo
tanto €’ es localmente finita.

De lo anterior y el hecho de que X es débilmente compacto, se tiene que €’ es una familia
finita de abiertos en X.

Ahora, si ¢ : € — € estd dada por ¢(C) = G N G¢ tenemos que si (C) = GNGe, =
G N Ge, = p(Cs), entonces ya que G C A se tiene que GNGe, =GN (ANGe,) =GNCyy de
manera similar GN Gg, = G N Cy asi que G N Cy = G N Cq; notemos que G N Cy # () pues Cy es
no vacio, si z € 1 = AN Gg, se tiene que z € A = clxG, asi que por definicion Go, NG £ 0 y
Gc, NG = G N Cy; finalmente, supongamos que Cy # Co, por ser ajenos dos a dos los elementos
de C, tenemos que para y € GNC; = GNCy ocurre que C; N Cy # B lo cual es imposible, por lo
cual debe ocurrir que Cy = Cy, demostrando asi que ¢ es inyectiva y con ello |C] < |€'], por tanto
C es finita y esto contradice la eleccion de que € fuera infinita, con lo cual se concluye que A debe
ser débilmente compacto. O
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4. Compacidad débil y separabilidad

En la presente seccién centraremos nuestra atencién en los puntos siguientes:

a) El Problema 1.2. En este punto, con el Teorema 4.15, daremos una respuesta parcial y
afirmativa.

b) Dar una respuesta a la siguiente cuestion natural: ;Bajo qué condiciones un espacio débil-
mente compacto es compacto? (Vea Teorema 4.8)

El material expuesto en la presente seccién es esencial para la obtencion de los teoremas 4.8 y
4.15.

Es bien sabido que, si X es un espacio compacto y 71, y si {p} es un conjunto G5 de X,
con p € X, entonces p tiene una base local numerable (vea [8]). El siguiente resultado es una
generalizacion de este hecho.

Proposicion 4.1. Sea p un punto del espacio débilmente compacto X. Si {p} un conjunto G; de
X, entonces p tiene una base local numerable.

Demostraciéon. Como {p} es un conjunto G, entonces {p} = ,,c,, Un, donde, para cada n € w,
U,, es abierto en X. Empleando recursién vamos a construir una sucesiéon de abiertos V. Primero,
sea Vo = Up; dado V,,, como X es regular entonces existe un abierto, U, ;, de X, tal que p €
Uy CcxU) €V, tomando Vi1 = Upq1 N U, . Asi, se tiene la sucesion V = {V}, : n € w}.

Afirmacion: {p} = ,co, Vo = pew clx Va- En efecto, la contencion {p} C ), ., Vn se sigue
por la eleccion de los V,,. Ahora, ya que claramente V,, C U,, entonces (), ., Va € (,cp, Un =
{p}, teniendo asi la otra contencién. Para concluir la afirmacion, notemos que, para cada n € w,
clx Vi1 € Vi, pues clx Vi1 = clx (Uny1 N U 4 ) C clx U, y éste tltimo es subconjunto de V;,
por construccion; se sigue que [, . Vi =,y ¢lx Va-

Finalmente, afirmamos que V es la base local buscada. En efecto, sea W una vecindad abierta de
pen X, dado que X es T3, existe un abierto, W', de X, tal que p € W’ C clx W' C W. Claramente
X =W U(U,e, (X \clxV,)), como X es débilmente compacto, por c) de la Proposicién 3.2 existe
J € [w]<¥ para el cual X = clx(W' U (U,c; X \ clxVy)). Sea r =max{k : k € J} se tiene que
Uneys X \clxVy, = X \ clx Vi, asi que X = clx(W') Uclx (X \ clxV;), ya que clx (X \ clx V) C
clx (X\V;) = X\ V, entonces X = clx (W )U(X\V,), conello V. C clxW’' C W, lo cual queriamos
probar . O

Proposicion 4.2. Un espacio débilmente compacto y perfecto tiene celularidad numerable.

Demostraciéon. Supongamos que existe una coleccién no numerable de abiertos de X no vacios
y ajenos dos a dos, U. Sin pérdida de generalidad, supongamos que U tiene cardinalidad ws;
entonces U = {U, : @ < wi }. Consideremos H = clx(U,<y, Ua) \ Ugcw, Ua; notemos que H # 0,
en efecto como X es débilmente compacto, existe p € X punto limite de U, esto implica que
p € clx (U, <w, Ua), notemos que para cada o < wi, p ¢ Uy, de lo contrario se contradice que los
U, son ajenos dos a dos, con ello p € H.

Observemos que H es cerrado, pues X \ H = X \ (clx(Uy<w, Ua) \ Uacy, Ua) = (X \
clx (Uy<w, Ua))U(U, <o, Ua) es claramente abierto. Como X es perfecto, existe una sucesién nume-
rable de abiertos {W,, : n € w} tal que H =, ., Wh, sin pérdida de generalidad podemos suponer
que la sucesién es decreciente, pues si no lo fuera basta tomar Wj =Wy y W), =W/ NnW, 1y
es claro que (., W), = e, Wn, ademas que {W), : n € w} si es decreciente.

Para cada n € w, S, = {a <w;y : Uy \ clxW,, # 0}.

Afirmacion: Para cada n € w, S, es finito. Si Sx no es finito, para alguna k € w, entonces
C ={U,\clxW; : a € Si} es una coleccion infinita de abiertos no vacios. Notemos que € es
localmente finita, en efecto, sea x € X, si x € U,, para algin oy < w; entonces U,, es una
vecindad de z que, para cada 8 < wy y 8 # ag, cumple que (Uy,) N (Us \ clx W) = 0, pues los
elementos de U son ajenos dos a dos.
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Supongamos que, para cada o < wi, = ¢ Uy. Si z € clx(U,,, Ua), entonces, z € H, asi que
para cada n € w, x € W,,, en particular, x € Wj. Luego, es claro que Wy es una vecindad abierta
de z tal que, para cada a € Sy, Wi N (Uq \ clx Wi) = 0. Por tltimo, si x ¢ clx (U, Ua), entonces
r € X\ clx(Uy<w, Ua)- Notemos que para cada a € Sk, (X \ clx(Uy <y, Ua)) N (Ua \ clx W) = 0.

Con esto, en cada caso, hemos exhibido una vecindad abierta para cada z € X que hace que C
sea localmente finita, pero es infinita y esto contradice que X es débilmente compacto. Queda asi
probada la afirmacion.

Empleando recursion, vamos a construir una sucesion de abiertos, V. Puesto que wy es regular,
existe 0 € wi\U,¢,, Sn- Notemos que Us C [, ., cLx W,,. Por la regularidad de X, para y € Us fijo,
existe Vo abierto no vacio de X tal que
y € Vo C clxVy C Us; claramente Vo N Wy # 0 pues y € clyWy. También Vo N Wy N W es
denso en Vo N Wy ya que, si G es un abierto de X y G N (Vo N W) es un abierto no vacio
de Vo N Wy, entonces [G N (Vo N W) N (Vo NWo N W) = (GN V)N (Wo N Wyp) # 0 pues
D#GNVonWy € Vo CUs € (),e lxWa. Asi que, usando la regularidad de X, escogemos un
abierto, V1, de X tal que ) # clxV; C VoNWy, y como clx Vi = (clxVi)N(VoNnWy) = clyyaw, Vi =
CIVOQWO (Vi N (Vb NWyN W1)) = Clx((Vl n Wl) N (VO N Wo)) N (Vb n Wo) - Clx(‘/i n W1), se sigue
que clx (V3 N ;) es no vacio y claramente clx (V3 NWy) C clx Vi C VN Wy.

De esta manera tenemos la sucesion V, dada como: V = {V; : i € w}. De la construccion se
deduce que V es una sucesion decreciente; ademads, para cada i € w, clx (Vio1 N W;p1) CV, N W,

Sea i € w, denotamos por A; al conjunto V; N Wy y consideremos A =
{A; 1 i € w}. Afirmamos que ()44 clxA # 0, en efecto, observemos que A cumple la PIF pues
los elementos de A son no vacios y para cada i € w, A;y1 € A;. Como X es débilmente compacto,
entonces, por b) de la Proposicion 3.2, se tiene la afirmacion.

Finalmente, afirmamos que (), 4 clxA € H N Us. En efecto, notemos que [, 4 clx A C Us,
por construccion. Resta probar que ()4, clxA € H. Sea z € (), clxA, entonces, para cada
neEw,z € cx(A,) =cdx(V,NW,) vy ya que clx (Vo1 N Wyp1) €V, NW,, C W, , se sigue
z € W, para cada n € w, es decir z € ,, Wn = H. Concluyendo asi la afirmacién. Pero,
como H = clx(Uyew, Ua) \ Uncw, Ua entonces H N Us = (), y de la afirmaciéon se deduce que
Naca clxA =0, lo cual es una contradiccion pues teniamos que (), 4 clx A # 0. Se concluye que
(X)) € w. O

Corolario 4.3. Sea X un espacio débilmente compacto y perfecto, entonces X es primero nume-
rable y ¢(X) < w.

Demostracion. La parte de que ¢(X) < w se sigue de la proposicion anterior. Dado que para
cada x € X, {x} es cerrado y X es perfecto, entonces cada {z} es una interseccion numerable de
abiertos. Luego, {z} es un conjunto Gs. Por la Proposicion 4.1 se tiene que x tiene una base local
numerable, con lo cual X es primero numerable. O

Es inmediato que todo espacio topoldgico compacto es débilmente compacto. Abordaremos
el punto b) propuesto al inicio de esta seccion. El Teorema 4.8, es una respuesta parcial, antes
daremos una definicién y lema.

Definicién 4.4. P(c) es la afirmacion siguiente:
Sik<cysi{A(a):a <k} e [Pw)]" es tal que ,cp A(a) es infinita siempre que F' C k&
finito, entonces existe un subconjunto B C w infinito tal que B\ A(«) es finito para cada « € k.

Nota 4.5. P(c) es una consecuencia del Axioma de Martin (MA) como se muestra en II1.3.22 de
[10].
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Lema 4.6. Asumiendo P(c). Si X es débilmente compacto de m—peso numerable, y si U es una
cubierta abierta de X con |U| < ¢, entonces existe una subcoleccion finita J de U tal que:

X = U ey F
FejJ

Demostracion. Sea {V,, : n € w} una n—base numerable, y sea U = {U, : o < k} una cubierta
abierta con k < ¢. Para cada a < k, definase:

Ala)={new:V,NU, # 0}

Notemos que para cada o < K, A(a) # 0. En efecto, dado que {V}, : n € w} es una m—base, existe
i € w para el cual V; C U,, luego, i € A(a). Ahora, analicemos los siguientes casos:

1. Existe I € [k]<“ tal que J,.; A(a) = w. Afirmamos que J es el conjunto {U, : a € I}.
En efecto, sea x € X y sea G un abierto de X tal que z € G. Sea m € w tal que V,,, C G;
por hipotesis, existe a,, € I tal que m € A(ay,). Entonces, V,, N U,, # 0. Con ello
GNUy, #0y asiz € clxUa, CUpeyclxF.

2. Existe I € [x]<“ tal que G = w\ (U, A(@)) es finito y G # (). Seam € G y seap € Vp,, un
punto fijo, como U es cubierta, existe U, tal que p € U, . Asi, V,,NU,, # (. Denotemos
por H al conjunto: {a,, : m € G}.

Consideremos I’ = IUH. Por lo anterior, para cada n € G, se cumple que V,,NU,, # 0,
asi n € A(ay). Con lo cual, n € J ey A ( ), luego, es evidente que w = J, o A(a).
Ya que I’ es finito, entonces, de manera analoga a (1), se muestra que J es el conjunto
{Ug :x e I'}.

3. Para cada I € [s]<%, w\(U,e; A(@)) es infinito. Sea I € [k]<“ entonces, para {w\A(«a) :
a € I} es claro que el siguiente es infinito:

N\ 4@ =w\ (| A()
acl acl

Asi que por P(c), existe B C w infinto tal que B\ (w\ A(«)) es finito para cada « € &.
Observemos que B\ (w\ A(a)) =BN(w\ (w\ A(a))) = BN A(a).

Denotemos por B a la familia infinita de abiertos {V;, : n € B}. Afirmacion: Existe
¢ € X tal que, para cada vecindad G, de ¢ se cumple {V,, € B : V, NGy # 0}| > w. Si
no existe ¢ € X que cumpla la aﬁrmamon entonces para cada x € X ex1ste una vecindad
G, de z tal que [{V,, € B: V, NG, # 0}| < w. Luego, se tiene que B es localmente finita,
y como X es débilmente compacto, entonces B es finita, lo cual es una contradiccién. Por
tanto, es valida la afirmacion.

Dado que U es cubierta, existe a; € x tal que ¢ € U,,. Considerando U,, como
vecindad de ¢, se tiene que A(cy) es infinito. Ademas se sigue que B N A(ay) es infinito,
esto es una contradiccion a la elecciéon de B.

Por tanto, el tercer caso no puede ocurrir. La prueba esta completa. O

Veremos a continuacién un ejemplo de porque, en el Lema 4.6, es necesario pedir que X tenga
m-peso numerable, ya que asumir algo més débil como la separabilidad, hace que el lema anterior
falle.

Ejemplo 4.7. Asumiremos —CH. Sea 2 considerado como el conjunto {0, 1}, dotado con la topologia
discreta. Consideremos en el producto siguiente Y = 2“! un punto fijo p, denotemos por X =
241\ {p}. Al ser 2 un espacio de Tychonoff con su topologia discreta, entonces el producto Y
conserva esta propiedad, asi X por ser subespacio de Y, serd T3 1 también. Ademas, 2 es separable,
Ty y como w; < ¢, entonces el producto 2¢! es separable (ver 16 4 ¢) de [14]) y dado que X es un
abierto de Y, se sigue que también es separable.

X no es compacto, pues si V(p) denota la coleccion de vecindades del punto p en Y, entonces
sabemos que V(p) es un filtro en Y, ademéas {p} ¢ V(p) pues es sabido que Y no tiene puntos
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aislados. Con esto, es claro que Vx(p) ={UNX : U € V(p)} es un filtro en X. Sabemos que p es
un punto de acumulacion del filtro V(p), verificaremos que Vx (p) no tiene puntos de acumulacion,
con lo cual X no podria ser compacto.Supongamos por contradiccion que existe ¢ € X tal que es
punto de acumulacién de Vx (p), entonces ¢ € (1 cy, (,) clx (A), se sigue que g € () 4cy ;) cly (4),
con lo cual ¢ seria un punto distinto de p que cumple lo anterior, esto es una contradiccién pues Y
es To. Por tanto Vx (p) no tiene puntos de acumulacion, asi que X no puede ser compacto.

Por el Lema 2.1 tenemos que X no es H—cerrado, asi que por el mismo lema debe existir una
cubierta abierta U de X tal que cualquier subcoleccion finita no es densa en X, sin pérdida de
generalidad podemos suponer que |U| < c.

Es claro, que existe ¢ € Y tal que ¢(a) # p(«) para cada o € wy, asi, considerando el 3-
producto ¥(g) (el conjunto de todos los puntos (z,) de Y que difieren de ¢ en una cantidad
numerable de a € wy) debe suceder por construccion que p ¢ X(q), asi X(¢) C X C Y.

Como X es de Tychonoff, podemos considerar $X, su compactacion de Stone-Cech. Por Teo-
rema 2. de [5], la compactaciéon de Stone-Cech de un X-producto es el producto original (cuando
dicho producto es compacto), luego, en particular tendriamos que 8¥(q) = 2¢!. Ahora, clara-
mente Y(q) es denso en Y, luego, es denso en X, asi que por el Teorema 6.7 de [4] sucede que
BX = BX(q) = 2*t. Es claro que |8X \ X| = |p| = 1, con lo cual X es un espacio casi-compacto,
luego, por 7.F,3) de [2] es pseudocompacto. Dado que X es Tychonofl, el ser pseudocompacto es
equivalente a ser débilmente compacto.

Por tanto, hemos construido un espacio X que es débilmente compacto, para el cual reempla-
zamos la condicién tener m-peso numerable por el de ser separable, pero no se cumple la conclusién
del Lema 4.6, pues U es una cubierta que es testigo de esto. Por lo cual, es importante la condicién
més fuerte de tener m-peso numerable.

El resultado siguiente es el prometido en el punto dos, en la introduccién de la presente seccion.

Teorema 4.8. (MA + —CH) Si X es un espacio separable, RC—perfecto y débilmente compacto,
entonces X es compacto.

Demostracién. Supongamos por un momento que X es Lindel6f. Entonces si U es una cubierta
abierta, por ser X Lindeldf, U tiene una subcubierta numerable. Luego por ser débilmente compacto
tenemos una subcoleccion finita cuya union es densa, se sigue por el Lema 2.1, que X es H—cerrado
y dado que X es regular, por el mismo lema tendremos que X es compacto.

Probaremos que X es Lindelof. Si X no es Lindel6f, entonces X tiene una cubierta abierta U que
no admite subcubiertas numerables. Empleando induccién transfinita, probaremos que existen {z,, :
« < w1} sucesion de puntos de X,
{Ga : @ < wi} sucesion de abiertos en X y {U, : @ < wi} sucesion de elementos de U, que
satisfacen:

1) Va<wy:Zy € Gy CelxG, CU,.
) Va <wi :zq € Ua \U,, Uy

Primero, para la induccion; si a = 0, elegimos Uy € U \ {0} fijo, 2o un elemento arbitrario de
Uy, y como X es regular, tomamos Gy como un abierto en X tal que z¢g € Gg C clxGy C Uy.
Ahora, sea 0 < a < wy, supongamos que para cada 8 < « se tienen construidos elementos de las
sucesiones, {zg : § < a} puntos de X, {Gg : f < a} abiertos de X y {Up : 8 < a} elementos de
U, de forma que i) y ii) se verifican. Construiremos z,, G, y U, como sigue.

Dado que U no admite una subcubierta numerable, elegimos z, € X \ [Js., Us. Ponemos
U, € U como el elemento de la cubierta para el cual z,, € U,, y por la regularidad de X, elegimos
G, abierto para el cual, z, € G, C clxG, C U,. Por construccién, x,, G, y U, satisfacen i) y
ii). Concluyendo asi la induccion.

Sea G =, <w, Ga- Dado que X es RC-perfecto, existe una coleccién numerable de cerrados
regulares de X, digamos {A4,, : n € w}, tal que G =, . A,. Por la Proposiciéon 3.6 cada A, es
débilmente compacto.

new
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Afirmacion: Para cada n € w, A, es separable. En efecto, como A,, es un cerrado regular,
entonces A, = clxB,, con B, un abierto de X. Dado que X es separable, intx A, también lo
es. Sea D C intx A, el conjunto que hace a intx A, separable. Veamos que D es denso en A,.
Notemos que B,, C intx A,,, asi que sea V = A,, NV un abierto no vacio de A,, con Vj un abierto
de X. Siz €V, se sigue que Vo N B,, # 0 (pues B, es denso en A,,), luego sea y € Vo N B, por lo
dicho anteriormente y € Vy Nintx A, C Vo N A, =V, como Vo Nintx A, es un abierto de intx A,,,
entonces usamos que D es denso en intx A,, para concluir que (Vo Nintx A,) N D # (), se sigue que
VD #Q.

Es claro que por ser X un espacio RC—perfecto, X es perfecto. Con lo cual, por el Corolario
4.3 X es primero numerable, asi que cada A, también lo es. Es bien sabido que si un espacio
es primero numerable y separable, entonces el espacio tiene w-peso numerable (basta unir todas
las bases locales numerables de cada punto del denso para obtener una m-base numerable), en
particular A, tiene m-peso numerable. Asi que por el Lema 4.6 aplicado a la cubierta abierta
U, ={GaNA,:a<w}de A, (la cual cumple que |U,| < wy < 2¥) existe J, C w; finito tal que
An = UjEJn ClAn(Gj n An), asi An - UjGJn Clx(Gj N An)

Sea J = J,,cy, Jns €s claro que G C J{clx(Ga N Ap) ta € Jyn € w} € Uyesclx(Ga) C
Uacs Ua- Dado que J C w; es numerable, existe 3 € w; tal que a < ( para cada a € J.
Como el 23 € Gg C G por i), ademas zg ¢ U, para cada v < 3, en particular, tenemos que
g € G\Uuey Ua, lo cual es una contradiccion pues probamos que G C |J,, ; Us. Concluimos que
X debe ser Lindeldf y por el andlisis inicial, X es compacto. O

Del teorema anterior nace la siguiente pregunta:

PrROBLEMA 4.9. Bajo MA + —CH. ;{Bajo qué condiciones sobre un espacio débilmente compacto,
X, se tiene la separabilidad de éste?

Resulta que la compacidad puede reemplazarse por una propiedad més general, completez, lo
cual no es extrano puesto que la propiedad de Baire esta més relacionada con la completitud que
con la compacidad.

Recordemos que una base de filtro G es llamada regular, si dados G1, G4 € G, existe G € G tal
que clxG Cintx (G1 N Ga).

Definicién 4.10. Un espacio regular, X, es m—completo si existe una coleccion, {B, : a < A} de
m—bases, con A < 2¢, con la propiedad de que para cualquier § C [ J{B, : a < A}, base de filtro
regular en X con |G| < 2¢ tal que para todo a < A, §N B, # 0, ocurre que (G # 0.

El siguiente teorema ilustra la definicién anterior. Recordemos que un espacio Tychonoff, X,
se dice G absoluto si, X es la interseccion de A abiertos de 5X. Como se puede consultar en [13],
la propiedad de ser G absoluto, se hereda a los subespacios cerrados de X.

Teorema 4.11. Si X es un espacio G absoluto, entonces X es m—completo.

Demostracion.
Por hipétesis existe una familia {V,, : & € A} de subconjuntos abiertos de SX tales que:

X=({Va:acel}
Denotamos, para cada o < A, B, al conjunto:
{UNX:U CBX, intgx(U) # 0y clgx(U) C Vo }

Notemos que para cada a < A, B, es una m—base en X. En efecto, sean o < Ay V un
subconjunto abierto no vacio de X. Entonces existe un subconjunto abierto W en X tal que
V =XNW. Como SX es regular, existe un subconjunto no vacio de 5X, W' tal que clgx (W') C
W NV, (pues WNV, #0). Claramente X "W’ € B, y X NW' C V; con todo, B, es una m—base
enY.
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Finalmente mostremos que si § C (J,c) Ba es una base de filtro regular con |G| < 2¢ tal
que para cada o € A\, N B, # 0, entonces (|G # 0. Para cada G € G, existe @ € X tal que
G € By; luego, existe Uy,,q) € BX tal que G = X NU(,q) ¥ clx(Uw,a)) € Va. Dado que G es
una base de filtro regular, la coleccion §' = {clgx (Ua,)) : G € G} es una familia de subconjuntos
cerrados no vacios que satisfacen la PIF; luego, por la compacidad de 38X, tenemos que (G # 0.
Sea xg € (clgx (Uia,)) € (Nacr Va, de aqui que 2o € X. Dado que § es una base de filtro regular
se tiene que z¢ € [ §. Concluimos que X es m—completo. O

Usaremos el siguiente lema para saber cuando un espacio m—completo es separable. Dicho lema
se puede encontrar como corolario en la pagina 507 de [9], al igual que su prueba.

Lema 4.12. (MA + —CH) Si X es un espacio m—completo de celularidad numerable y mw(X) < 2%,
entonces X es separable.

Para un espacio topolégico X, se define ¢(X)™ como el menor cardinal regular » que cumple
que para cada S C X y cada = € clx S, existe T C S con |T| < & tal que z € clxT.

A continuacion se enuncia un teorema que serd usado para probar uno de los resultados prin-
cipales de esta secciéon (Teorema 4.15). Debemos comentar que éste es una generalizacion a un
resultado de Juhasz (vea Corolario 4.14).

Teorema 4.13. (MA + —CH) Sea X un espacio topologico tal que:

a) Cualquier subespacio cerrado de X es m—completo,
b) ¢(X) <w, t(X)T <2¥y
c) Y={zre X :mx(z,X)<2“} es denso en X.

Entonces X es separable.

Demostracion.

Para cada y € Y, denotamos por B,, a una mbase local de y tal que |B,| < 2*. Denotemos
por £ a t(X)T. Para cada U C X abierto no vacio de X, fijamos un yy € UNY y sea yq) un
elemento arbitrario de Y. También, para A C Y definimos:

A" = AU{yx\elx )} Y{ywrvy 1 U,V € U Ba}
acA

A continuacién, definimos, empleando recursion, una coleccion {Fe : £ < k} de subconjuntos
de Y:

(I) Fy = (Z)

(11) Para todo § < k, Fei1 = Fy

(1) Si € < k es ordinal limite, no cero, F¢ = J, ¢ Fa

Observemos que la regularidad de k < 2“ y la definiciéon de A* implican que para todo £ < k,
|Fe| < 2¥. Comprobemos lo siguiente:

(1): ¢(F) < w. En efecto, sea V una familia no numerable de conjuntos abiertos de F;. Para cada
V €V elegimos un punto py € V' y un conjunto abierto en X, Uy, tal que V = F, N Uy .
Entonces, para cada V € V, existe By € B, tal que By C Uy. Como ¢(X) < w existen
Viy Vo €V tales que By, N By, # (. Ahora, considerando que  es un ordinal limite,
existe £ < k tal que py,, pv, € F¢; luego, By,, By, € Uxng B,.

Lo anterior implica que y By, NBy,) € Fg C F, ademés se tiene que y( Byv,NBy,) €
By, N By, con lo cual Y(Bv,NBv,) € By, NBy,NF, C By, "By, NF, CUy, NUy, NF, =
(Uy, N F,,) N (Uy, N Fy) = V1NV, por lo tanto V3 NV # @ y asi V en realidad no es una
familia celular y por tanto ¢(F,) < w.

(2): mw(clxF,) < 2¥. Para probar esto, consideremos el siguiente conjunto B = {U N clxF}, :
U e UyeF,; B,}. Veamos que B es una m-base para clxF,. Sea, pues, V un abierto no
vacio en cly F,;. Como F, es denso en clyxF}, existe yo € V N Fy; luego, dado que &
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es limite, existe £ < x tal que yo € F¢. Por otro lado, existe un abierto Uy en X de
tal foma que: V = clxF, N Uy. Como yy € Uy y By, es m-base local de yo, existe
By € By, tal que By C Uy. Entonces y(p, ) € Fey1 C clx Fy; luego, clxF, N By € Vy
cxF.NBy CclxF,.NUy, =V.

Por lo tanto B es mbase para clx F,. Ademéas, MA + —CH implican que 2¢ es regular;
luego como |B| < |U,ep, Byl v |By| < 2¢ para cada y € F,;, también |F,| < 2, se sigue
que |B| < 2¢. Concluimos que mw(clx Fy) < 2%.

(3): clx Fy; es separable. Por hipotesis, clx F); es m—completo y de (1) y (2), sabemos que ¢(clx F,;) =
c¢(Fy) S wy mw(clx Fy) < 2¢; asi, por el Lema 4.12, tenemos que clx F; es separable.

(4): cIxF, = X. Esto es pues F, = U, Fe y # = t(X)*, entonces tenemos que clxF,, =
U£<rc clx F¢. Luego, como clx F); es separable, existe D C clx F,; denso numerable. La re-
gularidad de x, implica que existe & < k tal que D C clx Fg,. Asi, clx F), = clp, (D)
ClxD
clx Fe, Nelx Fy, = clx Fe,; de donde clx F,, = clxFe,. De aqui que Fé*o C Feoy1 © F
CleK = Clego. Luego, FE*O g CIXFEO

c
-

Pero para A C X, ocurre que A* C clx A solo cuando clx A = X. Asi que clxF, = X
y por lo tanto clx F}, = X.
Concluyendo asi que X es separable O

Claramente, si X es un espacio topolégico, entonces X es un subconjunto denso de X; luego,
del teorema anterior obtenemos el siguiente resultado propuesto por Juhdsz como teorema (sin
demostracion) en [9].

Corolario 4.14. (MA + —CH) Suponga que X es un espacio topologico tal que:
a) Todo subespacio cerrado de X es m—completo,
b) ¢(X) <w, t(X)T <2¥ y
c) mx(p, X) < 2% para todo p € X.

Entonces X es separable.

Ahora, estamos en posicién de abordar el primer punto propuesto en la introduccion de la
presente seccién.

Teorema 4.15. (MA 4+ -—CH). Si X es un espacio débilmente compacto,
RC—perfecto y cada subespacio cerrado de X es m—completo. Entonces X es separable.

Demostracion.

Como X es RC-perfecto, en particular X es perfecto. Ademéas, X es débilmente compacto,
asi que por el Corolario 4.3 se tiene que X es primero numerable y que ¢(X) < w, es decir,
X(X) < w. Ademaés, como t(X) < x(X) y mx(X) < x(X), se deduce asi que ¢(X)" <w; <2¥y
mx(p, X) < mx(X) < 2¥ para cada p € X. Es decir, podemos aplicar el corolario anterior para asi
obtener que X es separable. O

Los siguientes son consecuencias interesantes del Teorema 4.15.

Corolario 4.16. (MA + —CH) Suponga que X es un espacio débilmente compacto, RC—perfecto,
tal que cada subespacio cerrado es m—completo, entonces X es compacto.

Demostracion. Por el teorema anterior, X es separable y del Teorema 4.8 se sigue que X es
compacto. O

La siguiente consecuencia presenta una alternativa al Problema 4.9.
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Corolario 4.17. ([11], Theorem 3.6) (MA + —CH) Si X es un espacio débilmente compacto, G
absoluto, para algiun A < 2, y RCc—perfecto, entonces X es compacto.

Demostracién. Como X es G, absoluto, entonces por el Teorema 4.11, X es
m—completo. Luego como cada subespacio cerrado también hereda el ser G absoluto, entonces
cada subespacio cerrado también es m—completo. Asi que por el Teorema 4.15, se sigue que X es
separable y con esto, por el Teorema 4.8, se sigue que X es compacto. 0

Para un espacio X, consideramos
L(X) = {z € X : x tiene una vecindad compacta}.

También fue demostrado por Porter y Woods en [11], que (bajo MA + —CH), si X es un
espacio débilmente compacto, RC—perfecto y L(X) es denso en X, entonces X es separable y, en
consecuencia, compacto. Hasta el momento, los autores, no sabemos si este resultado se sigue del
Teorema 4.15. En otras palabras, no conocemos una respuesta al problema siguiente.

PROBLEMA 4.18. ;Es cierto que, bajo (MA), todo espacio X para el cual L(X) es denso en X, es
m—completo ?
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1. Introducciéon

El concepto de funcion que preserva la métrica aparece por primera vez en el articulo de Wilson
[13]. A partir de ese momento es investigado a fondo por muchos autores; ver por ejemplo, las citas
[1], [2], [6], [8] ¥ [10]. Grosso modo, la idea central en esta teméatica es la que establece el problema
siguiente:

Pregunta. ;Bajo qué condiciones una funcién f : [0,00) — [0, 0o) satisface que, para cualquier
espacio métrico (X, d), se tiene que f o d es una métrica sobre X?

En la actualidad, existen otros tipos importantes de distancias, a saber, ultramétricas, pseudo-
meétricas, w—distancias, y T—distancias que ain no han sido exploradas o desarrolladas en relacién
con las funciones que preservan las métricas. Estas distancias tienen muchas aplicaciones en ma-
teméaticas; ver por ejemplo, w—distancias, y 7—distancias en [14] y [12].

Luego, una inquietud natural, motivada por la pregunta anterior, es:

Pregunta general. ;Bajo qué condiciones una funcién f : [0,00) — [0, 00) satisface que, para
cualquier ultramétrica, pseudométrica, w—distancia, o 7—distancia d en X, se cumple que, fod es
una ultramétrica, pseudométrica, w—distancia o 7-distancia en X7

El objetivo de este trabajo es analizar el problema general, centrados particularmente en el caso
de las ultramétricas y las métricas. Deseamos aclarar que el escrito es de caracter expositorio y esta
basado, en su mayoria, en la obra [10], por Prapanpong Pongsriiam and Imchit Termwuttipong.
Remarcamos que lo tinico nuevo en este trabajo es la forma de organizar y presentar los principales
resultados conocidos de funciones que preservan métricas y ultramétricas. Deseamos que nuestra
presentacién motive o estimule la curiosidad para buscar mas informacén acerca de este topico y
contribuya al desarrollo de esta area.

Hemos dividido esta obra en dos secciones, como indicamos a continuacién. En la primera,
denominada Preliminares, proporcionamos los conceptos, ejemplos y resultados importantes que
nos seran de utilidad para facilitar la lectura de los resultados posteriores. En la segunda, que da
el titulo al trabajo, incluimos algunos aspectos del estado actual de las funciones que preservan
métricas y ultramétricas.

Finalmente, comentamos que la nocién de ultramétrica surge en el estudio de los nitimeros
p—adicos y en el anélisis no arquimediano [3] y [15], en topologia y en sistema dinamicos [4], en
topologia algebraica [5] y en teoria de informéatica [11].

173



174 10. FUNCIONES QUE PRESERVAN METRICAS Y ULTRAMETRICAS

2. Preliminares
Empezamos esta seccion recordando las definiciones de métrica y ultramétrica.

Definicion 2.1. Sea X un conjunto cualquiera no vacio.

A) Unamétricaen X es una funcion d : X x X — [0.00) que satisface las siguientes propiedades:
para cada z,y,z € X se tiene que
(1) d(z,y) =0 siy solo si x =y,
(2) d(z,y) = d(y, z) (Simetria),
(3) d(z,y) < d(x,z) + d(z,y) (Desigualdad triangular).

B) Una ultramétrica en X, es una métrica, d, que ademas satisface la desigualdad fuerte
(lamada desigualdad ultramétrica):

(U3) para cualesquiera z,y,z € X, d(x,y) < maz{d(z, z),d(z,y)}.

C) El par (X, d) es llamado espacio métrico si d es una métrica en X y dicho par es un espacio
ultramétrico cuando d es una ultramétrica en X.

Ejemplo 2.2. Sea (X, d) un espacio métrico, entonces d = maz{1,d} es un espacio métrico en
X. Sean z,y,z € X: (1) d (z,y) = 0 si y solo si maz{1,d(z,y)} = 0siy solo si d(x,y) = 0siy
sélo si z = y;

() d (2.y) = max{L,d(z,y)} = maz{L d(y,2)} = d (y,2);

(3) Supongamos que, d (x,y) > d (x,2) + d (z,y) y consideremos los casos siguiente:

i) d/(a:,y) =1,d (x,2) =1y d/(z,y) = 1. Para este primer caso, tenemos que, 1 > 1+ 1 lo
cual es una contradiccion;

i) d (x,y) = d(z,y), d (z,2z) = d(x,2) y d (z,y) = d(z,y). Para este otro caso, tenemos que,
d(z,y) > d(z,z) + d(z,y), lo cual nos da nuevamente una contradiccion;

i) Si d (z,y) = d(z,y), d (,2) =1y d (z,y) = d(z,y), entonces

d(z,y) > 1+d(z,y) > d(z,z) + d(z,y),

pero esto viola la hipétesis de que d sea una métrica;
iv)d(z,y)=1,d (x,2) =1y d (zy) = d(zy), entonces 1 > 1 +d(z,y) > 1+ 1 lo cual es un
absurdo. Los otros casos tambien conducen a una falsedad. Asi que, d (z,y) < d (z,2) +d (z,y).

Ejemplo 2.3. Sea R el conjunto de los niimeros reales. Consideremos la distancia, d, definida para
cada x,y € R como sigue: d(z,y) = |y — z|. No es dificil de verificar que, d es una métrica. A ésta
se le conoce como la métrica usual en R.

Ejemplo 2.4. En R? consideremos la siguiente funcién d(x,y) = ||y — z|| para cada z,y € R, Se
tiene que d es una métrica para R2, en la literatura se le conoce como métrica euclidiana en R2.

En la demostraciéon del Teorema 3.9, emplearemos el siguiente lema.
Lema 2.5. Sea (X, d) un espacio ultramétrico. Entonces
d(z1,xy) < méx{d(z1,x2),d(x2,x3),...,d(Xp_1,2n)},
para cualesquiera x1,Za,...,Z, € X.

Demostracion. Tenemos que
d(z1, ) < max{d(z1,x2),d(x, xn)}
< méx{d(z1, x2), max{d(xs, x3),d(x3,xs)}}
= méax{d(z1, x2),d(x2, x3), d(x3,Tp)}.

Una aplicacién repetida de la desigualdad ultramétrica como lo hicimos ver nos da el resultado
deseado. O
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Definicién 2.6. Sea (X, d) un espacio métrico. Decimos que:

i) X es topolégicamente discreto si para cada x € X existe un € > 0 tal que By(z,¢) = {z},
donde By(x,€) denota la bola abierta con centro en z y radio ;

i) X es uniformemente discreto si existe un € > 0 tal que By(z,€) = {«} para cada x € X.

Nota 2.7. Todo espacio uniformemente discreto X es topoldgicamente discreto.
El reciproco no siempre se cumple como veremos a continuacion.

Ejemplo 2.8. Sea X = {5 : n € N}. Considere la métrica usual en R. Aﬁrmamos que, (X,7x)
27,7 . No es dificil
verificar que si € = 55, entonces X N By(z,€) = {z}. De aqui que, (X,Tx) es discreto.

Sin embargo X no puede ser uniformemente discreto. Para justificarlo, observemos que, para
todo € > 0, existe m € N de tal manera que Bq(5,€) # {5 }. Verifiquemos la validez de esta
observacion. Sea € > 0, entonces por la propiedad arquimediana existe N € N tal que Q%V < €.
Tomemos m > N, entonces 2,”“ < €; ademas, 21 —ﬁ| 2,"“ < ¢; de donde 2,”“ € Bd(Q,,L ,€).
Asi, X no es unlformemente discreto.

es un espacio discreto, en efecto, sea x € X, entonces existe m € N tal que = =

A continuacion y para concluir esta seccion, recordaremos algunas nociones que serdn emplea-
das en el resto del trabajo; entre otras la de funcién que preserva la métrica. El lector interesado
en profundizar en esta teméatica recomendamos el capitulo de libro: Funciones que preservan la
meétrica que puede consultar en la cita [9].

Definicién 2.9. Sea f : [0,00) — [0,00) una funcién e I C [0, 00) un intervalo. Decimos que:

(a) f preserva la métrica si para cualquier espacio métrico (X,d), se tiene que f o d es una
métrica. Ademas, f preserva la métrica fuertemente, si para cualquier métrica d, se tiene que, fod
es equivalente a d.

(b) f es creciente en I si para cada z,y € I con x < y, tenemos que f(z) < f(y);

(c) f es estrictamente creciente en I si para cada x,y € I con = < y, tenemos que f(z) < f(y)
La nocién de que f sea decreciente y estrictamente decreciente se define de manera similar;

(d) f es flexible si y solo si f~1({0}) = {0};

(e) f es subaditiva si para cualesquiera z,y € [0,00) se cumple que f(z +y) < f(z) + f(y);

(f) f es estrechamente acotada si existe v > 0 tal que f(z) € [v,2v] para toda z > 0;

(g) f es convexa si f((1 —t)z +ty) < (1 —1t)f(x)+ tf(y) para cualesquiera z,y € [0,00) ¥y
€ [0, 1];
(h) f es concava si f((1 —t)x +ty) > (1 —t)f(z) + ¢tf(y) para cualesquiera z,y € [0,00) y
€|0,1

€ [0,1].

Los resultados siguientes serdn empleados en las pruebas dadas en la siguiente seccion.
Lema 2.10. Si f es una funcién que preserva la métrica, entonces f es subaditiva.

Demostracion. La prueba se puede consultar, por ejemplo, en [9], pagina 141. O

Lema 2.11. Sea f : [0,00) — [0,00) creciente y flexible. Entonces f es subaditiva si y solo si f
preserva la métrica.

Demostraciéon. Supongamos que f es subaditiva y sea (X, d) un espacio métrico. Verificaremos
que f od es una métrica. Sean z,y,z € X.

(1) Por ser f flexible, tenemos que f(0) = 0y dado que d(x,y) = 0 siy solo si © = y. Entonces
(fod)(z,y) =0siysolosiz=uy.

(2) (fed)(z,y) = fd(z,y)) = f(d(y,x)) = (f o d)(y,x)

(3) Pongamos a = d(z,y), b =d(z,2) y ¢ = d(z,y). Se sigue por la desigualdad triangular que,
a < b+ c. Ahora, por ser f creciente y subaditiva, se concluye que, f(a) < f(b) + f(¢).

El reciproco se sigue del Teorema 2.10.
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Lema 2.12. Sea f : [0,00) — [0,00) flexible y estrechamente acotada, entonces f preserva la
métrica.

Demostracion. La prueba puede ser consultada, por ejemplo, en [9] pagina 145. d

El siguiente lema puede ser menos conocido, por lo que presentamos su prueba.

Lema 2.13. Si f :[0,00) — [0, 00) flexible y concava, entonces la funcion z — @ es decreciente
en el intervalo (0, 00).

Demostracién. Sean a,b € (0,00) con a < b. Pongamos x = 0, y = b, t = § y apliquemos la
definicion 2.9 inciso (h), entonces

ZFb) = (1= 2)F0) + TS B) < F(1 = 2)0+ (3)b) = f(a).

f) ~ fla
Luego,(Tg (a). O

3. Funciones que preservan métricas y ultramétricas

Para comenzar vamos a introducir las nociones que seran el objeto de estudio del presente
trabajo.

Definicién 3.1. Sea f : [0,00) — [0, 00). Decimos que

i) f preserva la ultramétrica si para cada espacio ultramétrico (X, d), tenemos que f od es una
ultramétrica;

ii) f preserva la métrica-ultramétrica si para cada espacio métrico (X,d), tenemos que f o d
es una ultramétrica;

iii) f preserva la ultramétrica-métrica si para cada espacio ultramétrico (X, d), tenemos que
f od es una meétrica.

Denotemos por M el conjunto de funciones que preservan la métrica, U la colecciéon de funciones
que preservan la ultramétrica, UM el espacio de funciones que preservan la ultramétrica-métrica y
MU la familia de funciones que preservan la métrica-ultramétrica.

Una primera inquietud o interrogante que podriamos hacernos es la siguiente.

Pregunta. ;Existe alguna relacion entre estas clases?

La proposicién siguiente da una respuesta a la pregunta anterior.

Proposicion 3.2. Las siguientes contenciones se satisfacen: MU C (U N JV[) CUyMCUUM C
UM

Demostracion. Sea f € MU, entonces f preserva la métrica-ultramétrica. Asi, para cada espacio
métrico (X, d), tenemos que f o d es una ultramétrica. Pero una ultramétrica es una métrica, de
aqui que, fod es una métrica. En otras palabras, f € M y asi, MU C M. Si f ¢ U, entonces existe
un espacio ultramétrico (X, d) tal que f o d no es una ultramétrica, lo cual es una contradiccion;
asi f € U. Esto otro demuestra que MU C U. Con todo llegamos que MU C (UNM). Similarmente
se demuestra que U U M C UM. O

Luego de lo establecido en la proposicién anterior, la pregunta inmediata es:

Pregunta. ;Son propias las contenciones dadas en la Proposicién 3.27

Entre otras cosas, en lo que resta de este trabajo haremos ver que la respuesta a la pregunta
anterior es afirmativa. Para lograrlo, vamos a caracterizar a las clases en cuestion. Iniciamos con
la clase U. Antes daremos algunas nociones y resultados auxiliares.

Teorema 3.3. Sea f : [0,00) — [0,00). Entonces f € U siy sblo si f es creciente y flexible.
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Demostracion. Supongamos que f preserva la ultramétrica. Por el Corolario 3.20, f es flexible.
Veamos que es creciente. Sean a,b € [0,00) con a < b. Sean dy la métrica euclidiana de R? y

X = {A,B,C} € R?, donde A = (—%,0), B = (2,0) y C = (0,¥2=2%). Sea d = da|x la
restriccion de dy sobre X . Entonces d(A4,B) =ay d(A,C) =d(B,C) =b. Por lo que (X,d) es un
espacio ultramétrico. Por hipétesis f preserva la ultramétrica, asi f o d es una ultramétrica. Esto
implica que,
fla) = f(d(A, B)) = (f e d)(A, B) < maz{(f o d)(A,C),(f o d)(B,C)} = f(b).

Supongamos que f es creciente y flexible. Ahora, verificarémos que f preserva la ultramétrica.
Sean (X, d) un espacio ultramétrico y z,y,z € X. Como f es flexible, se sigue que, (fod)(z,y) =0
si y sblo si x = y. Dado que d es una ultramétrica, tenemos que,

d(x, z) < maz{d(z,y),d(y, 2)}.
De aqui que,
d(z,z) <d(z,y) o d(z,z)<d(y,z).

Si sucediera el caso que, d(z, z) < d(x,y), entonces

fd(z,2)) < fd(z,y)) < maz{(f o d)(z,y), (f o d)(y,2)}-

X
Por otra parte, si fuera este el caso d(z, z) < d(y, z), entonces
<

fd(z, 2)) < fld(y, 2)) < maz{(f o d)(x,y),(f o d)(y,2)}.

En cualquier caso, tenemos que (fod)(z, z) < maz{(fod)(x,y),(fod)(y, z)}. Por la tanto, (f od)
es una ultramétrica. Esto completa la prueba. O

Corolario 3.4. Sea f :[0,00) — [0,00). Las siguientes afirmaciones se satisfacen:
(i) Si f es subaditiva y preserva la ultramétrica, entonces f preserva la métrica;
(ii) Si f es creciente en [0,00) y preserva la métrica, entonces f preserva la ultramétrica

Demostracion. (i) Supongamos que f es subaditiva y preserva la ultramétrica, entonces por el
Teorema 3.3, f es creciente y flexible. Ahora, por el Lema 2.11, f preserva la métrica.

(ii) Supongamos que f es creciente en [0,00) y preserva la métrica, entonces por el Corolario
3.20, f es flexible. Ahora, por Teorema 3.3, f preserva la ultramétrica. O

El siguiente ejemplo muestra que M € Uy U € M.
Ejemplo 3.5. Sean f,g:[0,00) — [0,00) dados por f(z) =2%y

0 siz=0,
glz)=<¢ 1 sizeQ\{0},
2 sizeR\Q.

Como f es flexible y creciente, entonces por el Teorema 3.3, f preserva la ultramétrica y g no lo
hace. Sea d la métrica usual en R, vemos que

(fod)(2,3)+ (fod)(1,2) =2<4=[f(2)=(fod)1,3).
Asi f od no es una métrica y por lo tanto por el Corolario 3.4, f o d no preserva la ultramétrica.
Como g(x) € {1,2} para cada x > 0, se sigue que, g es estrechamente acotada, y por lo tanto, por
el Lema 2.12; g preserva la métrica. Concluyendo f € U\ M y g € M\ U. Esto demuestra que
MZUy UL M. Este ejemplo tambien demuestra que las contenciones UNM CUy M CUUM
en la Proposiciéon 3.2 son propias.

A continuacién, damos algunos resultados sobre la concavidad de las funciones en U U M.

Teorema 3.6. Sea f : [0,00) — [0,00). Si f es flexible y concava, entonces f preserva la ultrameé-
trica.
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Demostracién. Supongamos que f es flexible y céncava. Demostremos que f es creciente. Primero

observemos que, si y > 0, entonces f(y) > f(0) ya que f es flexible. En lo que sigue, sea0 < z < yy

procedamos por contradiccién suponiendo que f(y) < f(x). Pongamos t = ;Egg, T = %%%S’)))

y &2 = x. Tenemos que, ¢t € [0,1] y z1,22 € (0,00). Como f es concava, obtenemos que,

f)+ A =t)f(z1) = (1 =t)f(21) + tf(22) < (1= )21 +t22) = f(y).

Esto implica que, f(z1) = 0 lo cual contradice el hecho que z; > 0 y f se flexible. Por lo que f es
creciente. Luego, por Teorema 3.3, f preserva la ultramétrica. 0

Corolario 3.7. Si f:[0,00) — [0,00) es flexible y concava, entonces f preserva la ultramétrica y
métrica.

Demostracion. La primera parte viene del Teorema 3.6. La otra parte aparece en la literatura,
pero aqui proporcionamos una prueba alternativa. Por los Teoremas 3.3 y 3.6 se tiene que f es
creciente, asi, por el Lema 2.11 solo resta verificar que f es subaditiva.

Sean a,b € (0,00). Por el Lema 2.13, tenemos que, flath) < min{@, @} Por lo que,

a+b
o =a(20) () o2 122 < e+ s,

O

El proximo ejemplo muestra que existe una funciéon que preserva la métrica y la ultramétrica
pero no es concava.

Ejemplo 3.8. Sea f : [0,00) — [0,00) definida por

x size(0,1],
B 1 sixzell,10],
F@) =9 229 size(10,11),
2 six > 11,
Es fécil verificar que f es flexible y creciente, asi por el Teorema 3.3, f preserva la ultramétrica.
Ahora, verificaremos que f preserva la métrica. Por el Lema 2.11 es suficiente demostrar que f
es subaditiva. Observe que f(z) < z y f(z) < 2 para cada = € [0,00). Sean a,b € [0,00) y
consideremos varios casos
Caso 1). Si a,b € [0,1], entonces f(a) + f(b) =a+b>= fla+b).
Caso 2). Si a,b € [1,10], entonces f(a) + f(b) = 2 > f(a + b). Similarmente, si a,b > 10,
entonces f(a+b) <2< f(a) + f(b).
Caso 3). Sia € [0,1] y b € [1,10], entonces

fla)+ f(b)=a+1=mazx{l,a+b—9} > f(a+Db).
Caso 4). Sia € [0,1] y b > 11, entonces
fla)+f(0)=a+2>2=f(a+b)
Caso 5). Sia € [1,10] y b € [10,00), entonces
fla)+f(b)=b—8>2=f(a+D)
Los otros casos pueden ser obtenidos similarmente, por lo que f es subaditiva. De aqui que f
preserva la métrica. Como f(9+211) < U (9)+2f (11)), se sigue que, f no es céncava. Resumiendo
f € UNM pero f no es concava. Ademés, f no es una constante en el semirrayo (0,00). Este

ejemplo también demuestra que UNM € MU y la contension MU C U N M en la Proposicion 3.2
es propia.

Nuestro proximo objetivo es caracterizar las funciones en MU
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Teorema 3.9. Sea f : [0,00) — [0,00). Entonces f preserva la métrica-ultramétrica si y so6lo si f
es flexible y f es una constante en el intervalo (0, c0).

Demostracion. Supongamos que f es flexible y es una constante en el intervalo (0, c0). Es decir,
existe una constante ¢ > 0 tal que

0 siz=0,
f(sc)—{ c siz>0.

Para demostrar que f preserva la métrica-ultramétrica. Sean (X, d) un espacio métrico y z,y, z
puntos X. Sixz =y oz =2z 0y = z, entonces es facil ver que,

(f o d)(z,y) < maz{(f o d)(z,2),(fod)(2,9)}-
Si z,y, z son todos distintos, entonces (f o d)(z,y) =c= (fod)(z,z) = (fod)(y,2) y asi,

(f od)(z,y) < maz{(f o d)(x, 2), (f o d)(2,y)}.

Esto demuestra que (f o d) es una ultramétrica.

Ahora supongamos que, f € MU y verificaremos que f es flexible y es una constante en (0, 00).
Pero, por el Corolario 3.20, basta demostrar que f es una constante en el intervalo (0,00). A lo
largo de la prueba, d es la métrica usual de R y dy la métrica Euclidiana de R2. Aplicaremos el
Lema 2.13 repetidamente. Primero mostraremos que

f() = f(%) = f(%) para cualesquiera m,n € N.

Asi, sean m,n € N arbitrarios. Dado que f € MU, se sigue que, (f o d) es una ultramétrica en R.
Por el Lema 2.13, tenemos que

£(1) = (f 0 d)(0,1) gmax{(fod)(o,%)7(fod)<l7z),...,(fod)(”;1,1)}

nn

el () (s} - 2)

Para ver la la otra desigualdad, pongamos
4

A= (=) B () v o= (050,

Como f € MU, se sigue que, (f o dy) es una ultramétrica en R?. De aqui que,

7(+) = (F o d)(A, B) < maz{(f 0 ds)(A,0), ( 0 d:)(C, B))

= maz{f(1), fF(1)} = f(1).

Luego, f(1) = /().
Similarmente, procedamos como antes

1) = e 03) <mar{(roa(S50) k=T } =1 (5):

n n

La otra desigualdad se obtiene como sigue. Sean

— (1)2
1= (g0 m=(g0) v 0= ()
7(5) = (f o da)(A4, B) < maz{(f o d2)(A,C),(f 0 ) (C B))}

-5(2)

Se sigue que,
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En resumen lo que hemos probado hasta este momento es lo siguiente:

1 m .
f(ﬁ) = f(ﬁ) = f(1), para cualesquiera m,n € N.
En otras palabras,
(10.1) f(1)=f(¢) para cada g€ Qn(0,00).

Sea a € Q°N(0, 00). Ahora, mostraremos que, f(a) = f(1). Para hacerlo, sean ¢1, g2 € QN(0, c0)
tales que ¢1 < a < g2. Sean

A = (- %,o), B

(5.0) v a=(050),

2

1= (=5:0). Ba=(50) v Ca= (075
Por la igualdad (10.1) y el hecho que (f o d3) es una ultramétrica en R?, obtenemos que,
f() = fl@) = (f o d2) (A1, Br) < max{(f o d2)(A1,Ch), (f 0 d2)(C1, B1)}
fla) = (f o d2)(Az2, Bs)
maz{(f o dz)(Az,C2), (f 0 d2)(C2, B2)}
(g2) = f(1).

N

Esto demuestra que,

(10.2) f(1) = f(a) para cada a € Q°N(0,00).
De las ecuaciones (10.1) y (10.2), obtenemos que, f(z) = f(1) para cada z € (0,00). La prueba
esta completa. O

Sean d una métrica y f una funcién que preserva la métrica. Entonces o bien f o d es una
métrica equivalente con d 6 f o d es una métrica uniformemente discreta. Ademaés, f es continua
en [0,00) siy solo si es continua en 0 ver referencia [2] al |8]. Por el Teorema 3.9, obtuvimos que,
cualquier funcién que preserva la métrica-ultramétrica es discontinua en 0 y f o d es una métrica
uniformemente discreta para toda métrica d. Enunciamos esto en el siguiente corolario.

Corolario 3.10. Sea f : [0,00) — [0,00) una funcién que preserva la métrica-ultramétrica. En-
tonces

i) f od es una métrica uniformemente discreta para cada métrica d,

ii) f es discontinua en 0 y es continua en (0, co).

Demostraciéon. Por el Teorema 3.9, existe una constante ¢ > 0 tal que

ro={ 0 55s0

¢ six>0.

Asi, ii) se sigue inmediatamente. Para ver el inciso i), sea (X, d) un espacio métrico, entonces

_J 0 siz=y,
godiean={ | SI5Y
Pongamos € = §. Tenemos que € > 0y Byfoq(z,€) = {2} para cada v € X. O

Para concluir este trabajo, centraremos nuestra atencién en la clase UM. Primeramente dare-
mos una caracterizacién de ésta; para ello emplearemos la nocién de tripletas triangulares.

Definicién 3.11. Una tripleta triangular, es una terna (a, b, c) con a,b,c > 0 tales que a < b+ ¢,
b<a+cyc<a+b. Denotemos por A el conjunto de las tripletas triangulares.
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En la siguiente definicién, introducimos un tipo especial de tripletas triangulares que nos serén
de utilidad para caracterizar funciones que preservan las ultramétricas.

Definicién 3.12. Una tripleta (a,b,¢) con a,b,c > 0 serd llamada tripleta ultra-triangular si
a < max{b,c}, b < max{c,a} y ¢ < maxz{a,b}. Denotemos por A el conjunto de las tripletas
ultra-triangulares.

Dado que, compararemos las propiedades de las funciones f en UM con las de M, primero
establecemos una caracterizacion de las funciones que preservan la métrica en términos de tripletas
triangulares.

Teorema 3.13. Suponga que f creciente. Entonces las siguientes proposiciones son equivalente
1) f preserva la métrica,
2) para cada (a,b,c) € A, se tiene que, (f(a), f(b), f(c)) € A,
3) para cada (a,b,c) € A, se tiene que, f(a) < f(b) + f(¢)).

Demostracion. La prueba puede ser consultada, en [9]. O

De manera similar al Teorema 3.13, obtenemos una caracterizaciéon de las funciones en UM en
términos de tripletas ultra-triangulares. Antes de hacerlo veamos los siguientes lemas.

Lema 3.14. Si (a,b,c) € A, entonces (i) a <b=co (i) b<c=ao (iii) c<a=b.

Demostracion. Sea (a,b,c) € A y supongamos que a,b,c son todos distintos. Sin perder
generalidad, podemos suponer que a < b < ¢. Entonces maz{a,b} < ¢ lo que contradice al hecho
que (a,b,c) € Ay. Asi, a,b, ¢ no pueden ser todos distintos. Si a = b, entonces ¢ < max{a,b} = a
y (iii) se satisface. Similarmente a = ¢, implica que, b < maz{a,c} = cy (ii) se cumple y si b = ¢,
entonces lo hace (i). O

Lema 3.15. Sean (X,d) un espacio ultra-métrico y z,y, 2z puntos en X, se sigue que, la terna
(d(z,y),d(x, 2),d(z,y)) es una tripleta ultra-triangular. Reciprocamente, si (a, b, ¢) es una tripleta
ultra-triangular, entonces existe un espacio ultra-métrico (X,d) y puntos z,y,z € X tales que

(a,b,c) = (d(z,y),d(z, 2),d(z,y))-

Demostracion. La primera parte se sigue de la desigualdad ultra-métrica de d. Para ver la otra
parte, supongamos que, (a,b,¢) € A. Por el Lema 3.14, podemos suponer que, a < b = ¢ (los
otros casos pueden ser probados similarmente). Sean X = {4, B,C} C R?, donde A = (—%,0),
B=(5,0)y C=(0, 7““’;_“2). Sea dp la métrica euclidiana en R? y d = da|x. Entonces (X, d) es
un espacio ultra-métrico y (a,b,c) = (d2(4, B),d2(A,C),d2(C, B)). O

Teorema 3.16. Suponga que f creciente. Entonces las siguientes proposiciones son equivalente
1) f preserva la ultra-métrica,
2) para cada (a, b, c) € A, se tiene que, (f(a), f(b), f(c)) € A,
3) para cada 0 < a < b, se tiene que, f(a) < 2f(b).

Demostraciéon. 1) — 2). Sean f € UM y (a,b,c) € Ao Por el Lema 3.15, existe un espacio ultra-
métrico (X,d) y puntos z,y,z € X tales que (a,b,c) = (d(x,y),d(z, 2),d(z,y)). Como f € UM,
entonces (X, f o d) es un espacio métrico. De aqui que, por la desigualdad triangular de f o d,
obtenemos que, ((fod)(z,y), (fod)(x, z), (fod)(z,y)) es una tripleta triangular. En otras palabras,
((F o d)(z,9), (f 0 d)(z,2), (f o d)(z,y)) € D

2) — 3). Supongamos que 2) se satisface. Sea 0 < a < b. Entonces (a,b,b) € Ay. Asi, por el
supuesto, (f(a), f(b), f(b)) € A. Por lo que, f(a) < f(b) + f(b) =2f(b).

3) — 1). Supongamos que 3) se satisface. Sea (X,d) un espacio ultramétrico. Como f es
flexible y (f o d)(x,y) = 0 si y solo si x = y, entonces resta por demostrar que, la desigualdad
triangular es valida para f od. Sean z,y,z € X puntos cualesquiera. Por el Lema 3.15, obtenemos



182 10. FUNCIONES QUE PRESERVAN METRICAS Y ULTRAMETRICAS

que ((fod)(z,y),(fod)(x,z),(fod)(z,y)) € Ax. Ahora, el Lema 3.14, nos permite suponer que,
d(z,y) < d(z,z) = d(z,y) (los otros casos se prueban de manera similar). Por el supuesto 3),
concluimos que,

(fod)(z,y) = fd(z,y)) < 2f(d(z, 2))
= fld(z, 2)) + f(d(z, 2))
= (fod)(z,2) + (fod)(z,2),

y la prueba esta completa. O

Para finalizar con este capitulo, damos un ejemplo para mostrar que la contencion MUU C UM
dada en la Proposicién 3.2 es propia.

Ejemplo 3.17. Sea f : [0,00) — [0, 00) definida como sigue:

f(@) =
Sea d la meétrica usual sobre R. Entonces

(Fod)(2.2) +(Fod)(12) =5+ <1= () = (Fod)(1.2).
3 3 2 3
Tenemos que, fod no es una métrica y asi f ¢ M. Dado que f no es creciente, f ¢ U véase Teorema
3.3. En lo que sigue, aplicaremos el Teorema 3.16, para verificar que f € UM. Sean 0 < a < by
consideremos los casos siguientes:

Caso 1). Si 3 < b, entonces f(b) = b > 5 y asi 2f(b) > 1 > f(z) para toda z € [0,00). En
particular, 2f(b) > 1 > f(a).

Caso2). Si b < 1, entonces a < 3 y asi f(a) =a < b= f(b) < 2f(b). En cualquier caso, hemos

obtenido que f(a) < 2f(b), asi f € UM. Como f € My f & U, se sigue que, M UU Z UM.

z, siz <1
3, siz>1

Observacién 3.18. i) A partir de los Ejemplos 3.5, 3.8 y 3.17 concluimos que las contenciones
MUCUNM, UNMCU MCUUMy UUM C UM dadas en la Proposiciéon 3.2 son propias.
ii) Si reemplazamos % por una constante ¢ en la definicion de f dada en el Ejemplo 3.17 ( esto
es, f(x)=xsiz <1y f(x) =csixz>1), entonces f € UM siy solo si ¢ > %
No es tarea dificil verificar que si f € M, entonces f es flexible. Extendemos este hecho para
el caso de cualquier funcién f € MUMU U UM U U.

Proposicion 3.19. Si f € UM, entonces f es flexible.
Demostracion. Supongamos que f € UM, entonces f preserva la ultramétrica-métrica. Para

demostrar que, f es flexible, sea # € [0,00) tal que f(z) = 0. Sea X = {4, B,C} € R?, donde

A= (-20),B=(%0)yC = (0,%2). Sean dy la métrica euclidiana de R?> y d = da|x la

restricciéon de dy sobre X. Entonces

d(A, B) = d(A,C) = d(B,C) = .

Pero, por hipotesis (X, d) es ultramétrico; asi, f o d es una métrica.

f(0) = f(d(A,A) = (fod)(AA)=0 y (fod)(A B)=f(d(A, B)) = f(z)=0.
De aqui que A = B, o sea, (—5,0) = (5,0). Luego, z = 0. O

Corolario 3.20. Si f:[0,00) — [0,00) esta en M, MU, U, o UM, entonces f es flexible.
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Demostracién. Por la Proposicion 3.2, UM = M U MU U U U UM. Luego, el resultado se sigue
de la Proposicién 3.19. d

Para dar continuidad con este tema de investigacién, invitamos al lector a informarse si existe

alguna cita donde den respuesta a las siguientes preguntas:

Pregunta 1: ;Bajo qué condiciones una funcion f : [0,00) — [0,00) satisface que, para

cualquier 7—distancia d en X, se cumple que, f o d es una 7-distancia en X7

Pregunta 2: ;Bajo qué condiciones una funcion f : [0,00) — [0,00) satisface que, para

cualquier T7—distancia d en X, la funcién f o d es una 7-distancia equivalente a d?

(1]
2]

(3]
[4]
(5]
[6]
[7]
(8]

(9]
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[13]
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El propésito de esta nota es defender la propuesta que los espacios de convergencia, aunque
mucho menos conocidos que los espacios topolégicos, constituyen un mejor marco para considerar
las preguntas que interesan a la topologia como disciplina. Propongo también que la dificultad que
experimentan muchos estudiantes ante el nivel de abstracciéon encontrado en una primera clase de
topologia no seria significativamente superior si se ensenara directamente la estructura méas general
pero también mas natural de espacio de convergencia, considerando los espacios topoloégicos sélo
como un importante caso particular. Por lo tanto, no me dirijo s6lo a los docentes y estudiantes
de postgrado ya céomodos con varias herramientas topoldgicas sino también a estudiantes que
todavia no tienen ninguna familiaridad con la topologia. Al pensar en ell@s tengo que empezar la
presente discusion hablando de lo que se trata de hacer en topologia. Asi que voy a arriesgarme a
charlar sobre el tema a grandes rasgos de manera informal y heuristica, asumiendo sin vergiienza
la parcialidad e ingenuidad de mi punto de vista, asi como también sus omisiones, simplificaciones
y aproximaciones. (')

1. ;Cual es el proposito de la topologia?

A menudo se escucha que la topologia es un tipo de geometria en la cual los objetos geométricos
se pueden deformar como si fueran de caucho. Para entender este lema, consideren la situacién
familiar de dos tridngulos congruentes en el plano:

INo intentamos de ninguna forma dar un panorama histérico del desarrollo de la teoria de espacios de con-
vergencia, y tampoco pretendemos dar ningin resultado nuevo. Como la terminologia ha cambiado con los anos,
nos quedamos con terminologia y notaciones consistentes con las de [3] y no nos preocupamos por aclarar nombres
alternativos que aparecieron en la literatura.

185
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Todos estamos acostumbrados a considerarlos «el mismo tridngulo». En términos més sofistica-
dos, los interpretamos como iguales porque en geometria euclidiana consideramos objetos «médulo
isometriasy, es decir, si existe una isometria (una biyeccién que conserva las distancias) entre dos
objetos, entonces tenemos dos versiones del mismo objeto. En topologia también consideramos
objetos médulo una cierta clase de transformaciones, pero esa clase es mucho méas amplia: a veces
son llamadas «deformaciones continuasy o mas exactamente homeomorfismos, es decir, biyecciones
que son continuas con funcién inversa también continua. En nuestro caso euclidiano, se pueden
pensar esas deformaciones continuas como el tipo de transformacion experimentada por un trozo
de arcilla bajo la rueda del alfarero, mientras no se corta ni se pincha ni se pega nada.

Asi consideramos como iguales muchos objetos que no son nada parecidos, desde el punto
de vista del geémetra euclidiano, por usar una clase de funciones méas amplia como estandar
de igualdad. Esta situaciéon da origen al chiste que presenta al topolog@ como alguien que no
puede distinguir entre la superficie de una rosquilla y la de una taza de café, dos superficies
homeomorfas y por lo tanto igualadas por topoélog@s. Dentro de ese contexto una preocupacion
importante es distinguir objetos. Para conseguirlo se necesita identificar propiedades preservadas
por deformaciones continuas o invariables. Al observar una discrepancia de ese tipo de propiedad
entre dos objetos se encuentra una diferencia méas profunda que lo que se puede identificar a primera
vista si s6lo nos enfocamos en cuestiones de medidas. El estudio de propiedades invariables y su
uso para clasificar objetos médulo transformaciones continuas constituye una parte importante de
la topologia.

Un aspecto fundamental que hasta ahora hemos pasado por alto es el significado de continua.
Dicho significado queda méas o menos claro en el caso de una funcién entre espacios euclidianos
por la presencia de una nocién natural de distancia (euclidiana): la distancia entre las imégenes
de dos puntos es tan pequeinia como queramos si la distancia entre los puntos es lo suficientemente
pequena, es decir, simbolicamente,

lim f(z) = f(a),

T—a

como lo hubiera visto el estudiante de calculo en el bachillerato. El primer encuentro con la nocién
de continuidad es entonces en términos de preservacion de limites, lo cual es la forma mas natural
de pensarla.

Una topologia es una estructura sobre un conjunto que permite hablar de continuidad de forma
abstracta, asi como también de convergencia. Histéricamente hubo otras estructuras propuestas
para cumplir con el mismo propésito, pero la topologia se impuso como la estructura adecuada,
por su definicién simple (?), las diversas formas equivalentes de describir la estructura, y su genera-
lidad adecuada para capturar varios modos de convergencia encontrados en anélisis que no podian
capturar las distancias, como la convergencia puntual de sucesiones de funciones. Por lo tanto, la
topologia forma una parte importante de los fundamentos, no sélo de varios aspectos de geome-
tria, sino también del analisis, y permite formalizar, como vimos, convergencia y continuidad, pero
también nociones de «proximidad», de conectividad, de dimensién, y muchas mas.

Sin embargo, vamos a ver que el marco topolédgico sufre de varias limitaciones e intuitivamente
resulta poco natural. Por ejemplo, la continuidad de una funcién f : X — Y entre dos espacios
topoldgicos se define de una forma que no se relaciona directamente con la preservacion de limites:

2Una topologia sobre un conjunto X es una familia de subconjuntos de X cerrada por intersecciones de un
ntmero finito de miembros y por uniones arbitrarias, que también cuenta con ) y X como miembros. Los miembros
de la topologia se llaman abiertos.
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si O es un subconjunto abierto de Y, su pre-imagen
f7O)={ze X : f(z) € O}

también es abierta en X. Si bien se puede caracterizar la continuidad en términos de preservacion
de limites, eso requiere una re-interpretacion de la estructura, como veremos a continuacion.

La propuesta que defiende las presentes notas es que seria méas facil describir la estructura
directamente en términos de limites. Como veremos, la estructura que resulta es mas general y sin
embargo conlleva también muchas ventajas sobre estructuras topologicas.

2. ;Qué objetos considerar para limites?

Mi tesis es que los limites, encontrados y manipulados en cédlculo antes de que tenga lugar
cualquier consideracién topolédgica, deberian formar la nocién primitiva del marco topologico. El
primer encuentro con limites formales ocurre habitualmente en el contexto de sucesiones en espacios
euclidianos, como en la recta real. Si {z,}52; es una sucesion de numeros reales y ¢ € R, decimos
que {,}22, converge a ¢, simboélicamente,

lim z, =/,
n—oo

si el ir lo suficientemente profundo en la sucesién nos permite asegurarnos que la distancia entre
el limite ¢ y los puntos x,, de la sucesién sea tan pequena como queremos. Formalmente,
(11.1) lim z, =¢ < VYe>03keNVn>kl|z, —{| <e

n—oo

La primera observacién es que, si bien aparece naturalmente la consideracion del limite de una

sucesion y queremos una teoria que lo permita, ese limite no depende de la sucesién misma sino,
en el caso de una sucesion sin repeticion, solo del conjunto subyacente S = {z, : n € N}, porque
(11.1) se reformula (en este caso) como

lim z, =¢ < Ve >0 card(S\ ({ — ¢, +¢)) < 0.

n—oo

La esencia de una sucesion (y de su generalizacion llamada «net» en inglés y red, en espaifiol) es
el orden; sin embargo, el orden es irrelevante en lo que respecta a la convergencia: si lim,, oo , = £
entonces también 1im,, . Z,(,) = £ para cualquier permutacion ¢ de los indices. Esto indica que
las sucesiones (o las redes) no son los objetos adecuados para hablar de convergencia.

. Qué objeto considerar entonces? Empezamos notando que la relacion de convergencia (11.1)
se puede ver como una relacion entre dos familias de subconjuntos de R: la familia B(¢) =
{({ —€,0+¢€):e>0} de las bolas centradas en £ y la familia X = {{z, : n > k} : kK € N} de las
colas de la sucesion {z,,}52 . Explicitamente lim,,_, . x, = ¢ si cada miembro de B(¢) contiene
como subconjunto un miembro de X. Esa observacion nos lleva a la siguiente definicion: si A y B
son dos familias de subconjuntos de X, decimos que A es mas fina que B (0 que B es mas gruesa
que A) y escribimos A > B, si cada elemento de B contiene como subconjunto un elemento de A:

(11.2) A>2B <= VBeBIAcA ACB.
En esos términos
(11.3) lim xn, =4 <= X = B).

Resulta util notar que la relacién > sobre el conjunto 22" de las familias de subconjuntos de X es
reflexiva y transitiva, pero no antisimétrica. El procedimiento estandar para obtener un orden es
notar que la relacién =~ definida sobre 22" por

AxB <— AZ>ZBAB>A

es una relacién de equivalencia y considerar el orden inducido sobre el conjunto cociente 22™ / .
Al notar que
AxB = A =BT,
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donde
Al:={CcX:3AcAACC},

el cociente 22 / =~ se puede identificar con la familias isotonas de subconjuntos de X, es decir, las
que satisfacen A = AT. Asi concluimos que la convergencia (11.1) que ya habiamos reformulado
como (11.3) no se trata realmente de las familias X y B(¢) sino de las familias isotonas X' and
B(¢)". Se podria desarrollar una teoria de convergencias para familias isotonas, también llamadas
a veces «stacksy en inglés, pero resulta en un marco demasiado general. Nos conviene mas explotar
una propiedad adicional comtn a X y a B(¢): las dos familias son cerradas por intersecciones de
un ntimero finito de sus miembros. Asi que X' and B(¢)T son filtros en el sentido de la siguiente
definicién:

Definicién 2.1. F C 2% es un filtro (sobre X)si) ¢ F, F =3y
FleF NFh,eF—= NNk e7.
Denotaremos FX el conjunto de todo los filtros sobre X.

El marco general es por lo tanto una teoria que permite considerar limites para filtros e
implicitamente también para familias B C 2% por las cuales BT € FX, como por ejemplo la familia
X de colas de una sucesion, la cual determina la convergencia de la sucesién.

Tal familia B se llama una base de filtro o una base del filtro BT generado por B. Una familia
B C 2% es una base de filtro si y sélo si para cualesquier elementos B; y By de B existe Bz € B
con B3 C Bj N By. Si restringimos la relacion (11.2) a las bases de filtro, las bases de filtro
equivalentes por =~ generan el mismo filtro de tal forma que cada clase de equivalencia por ~
contiene exactamente un filtro.

3. Un poco de topologia desde el punto de vista de la convergencia

Aunque haya varias formas equivalentes de definir la estructura, la definicién clasica de una
topologia es la siguiente:

Definicién 3.1. Una topologia T sobre un conjunto X es una familia 7 C 2% de subconjuntos de
X que satisface:

1.0ery X e

2. UeryVer=UnVer,

3. ACT=Uyender.
Los elementos de 7 son llamados abiertos o T-abiertos si se considera mas de una topologia a la
vez. Un conjunto equipado con una topologia se llama un espacio topologico.

Dado que queremos hablar de convergencia y continuidad, primero recordaremos las definicio-
nes clasicas:

Definicién 3.2. Una funcién f : X — Y entre espacios topologicos (X, 7) and (Y, 0) es continua
si

(11.1) Uebl= f~(U)er.
Definicién 3.3. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una sucesion {x,, }°2; de puntos de X converge
a ¢ € X (en 1), denotado ¢ € lim,,_,o @, si
(11.2) VWer(leU=3keNVn2k z,€U).
Seré conveniente denotar
O;(x)={Uer:2eU}

la familia de todos los conjuntos abiertos que contienen x, y notar que Q. (x) es una base de filtro.
Clasicamente se llama wvecindad de x a cualquier subconjunto de X que contiene un elemento de
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O, (), es decir, la familia de todas las vecindades de z es el filtro O, (z)" que denotaremos N, (z)
y llamaremos filtro de vecindades de x.
Dada la discusion en la secciéon anterior, deberia quedar claro que
(e lim z, <= X>0.(f) < X" >N,(0),
n—oo

lo cual sugiere la siguiente definicién:

Definicién 3.4. Un filtro F € FX sobre un espacio topologico (X, 7) converge a x € X denotado
x €lim, Fsi F =N (x).

La convergencia de una sucesiéon se ve entonces naturalmente como la convergencia del filtro
X" asociado con la sucesién, porque como ya vimos, no depende de la sucesién misma sino del filtro
Xt

Con esas notaciones, lim, F es el conjunto (potencialmente vacio) de todo los puntos a donde
converge F. Nos serd util notar que cuasi por definicién

(11.3) F > H = lim, F > lim, X,
y
(11.4) Vre X zclim {z}'

porque z pertenece a todos sus vecindades, es decir, {z}T > N, (z).
Por definicion de vecindad, un conjunto es abierto si y solo si es vecindad de todos sus elementos:

(11.5) Ocr <= O€ [ N(a)
z€O

En vista de la definicion 3.4, (11.5) significa que si un filtro converge a un punto de O, o sea,
F > N.(z) con z € O, entonces O € F. Asi que se caracterizan facilmente los conjuntos abiertos
directamente en términos de limites:

(11.6) Ot <= (Ilm; FNO#0= 0 €9).
Observe que la familia N (N, (z)) C 2% definida por
(11.7) N-No(2) = | [N,
VEN, () teV
es decir que A € N7 (N, (z)) si existe V' € Ny (x) tal que A € (,cy, N7 (), es un filtro. Ademas,

(11.8) N, (N, (2)) = N, ().

Para verlo se debe notar que N, (N-(z)) C N (z) porque si A € [,y N () para algin V' € N (),
en particular A € N, (z) porque = € V. Reciprocamente, si V € N, (z) = O, (z)" existe U € O, (z)
con U CV yUeN(N(x)) por (11.5).

Dada la definicion 3.4, la continuidad se puede interpretar de la forma «correctay y «naturaly.

Para formularla necesitamos la nocioén de filtro imagen de un filtro ¥ € FX bajo una funcion
f: X =Y

fIF) = {f(F): F e 7},
lo cual se puede también describir de forma equivalente como {B C Y : f~(B) € JF}.

Proposicién 3.5. Una funcién f : X — Y entre dos espacios topologicos (X,7) v (Y,0) es
continua si y solo si
(11.9) x € lim, F = f(z) € limy f[F],

para todo z € X y todo F € FX. Demostraciéon. Si f: X — Y es continua y =z € lim, &, dado
U € Og(f(x)), vemos que f~(U) € O,(z) por continuidad. Ademéds F > N(z) = O, (x)" asi que
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f=(U) € F yentonces f(f(U)) € f[F]. Notando que f(f~(U)) C Uy f[F] es isotona, concluimos
que U € f[F] y por lo tanto f[F] = Op(f(z)), es decir, f(z) € limy f[F].

Reciprocamente, supongamos que (11.9) es valido para todo z € X y F € FX, y que U € 6.
Vemos que f~(U) € 7 via (11.6): si « € lim, F N f~(U) entonces, por (11.9), f(z) € limy f[FINU
y, por (11.6), U € f[F] porque U € 6, lo cual es equivalente a f~(U) € F. Concluimos por (11.6)
que f~(U) €. O

De la misma manera, la definicion clasica de conjunto cerrado, a saber el complemento de un
conjunto abierto, no da mucha idea sobre lo que significa la nocién en términos de limites. Sin
embargo, es facil aclarar que «cerradoy significa lo que se espera que signifique, es decir, que esta
«cerrado por limitesy:

Proposiciéon 3.6. Un subconjunto C' de un espacio topologico (X, 7) es cerrado si y solo si
(11.10) (FeFXANCeTF)=lim, FCC.

Demostracion. Supongamos que C sea cerrado, que C € Fy que z € lim, F. Si z ¢ C entonces
x €lim, FN(X\C)y X\ C € F por (11.6), porque X \ C es abierto. Es una contradiccion con
CeFporque ) =CN(X\C) ¢ 7.

Reciprocamente, si (11.10) queremos mostrar que O = X \ C es abierto, via (11.6), es decir, si
HeFX yax e lim, HN O necesitamos justificar que O € H. Si por el contrario O ¢ H, entonces
H ¢ O para todo H € H porque H es isotona. Por lo tanto H N C # (), para todo H € H, y
entonces = {HNC : H € H}" es un filtro mas fino que 3 con C € F. Por (11.10) y (11.3),
concluimos que lim, H C C, lo cual no es compatible con nuestra hipétesis que = € lim, H N O.
Entonces O € H y C es un conjunto cerrado. O

Como cualquier union de conjuntos abiertos es abierta, cualquier interseccién de conjuntos
cerrados es cerrada, asi que, para todo subconjunto A de un espacio topolédgico existe el conjunto
cerrado mas pequenio que lo contenga. Se le llama cerradura de A y lo denotaremos cl.A. Dado la
proposiciéon 3.6,

(11.11) A= ] lim,F,
FEFX,AcF

lo cual da una intuicién clara de como formar la cerradura, agregando a A (que es un subconjunto
de Jcqerx lim, F por (11.4)) los limites de filtros sobre A.

Observacion 3.7. Es importante darse cuenta que en general no son suficientes las sucesiones para
caracterizar la continuidad como en la proposicion 3.5, o la cerradura como en (11.11). Por supuesto,
funciones continuas preservan los limites de sucesiones (en el sentido clasico) y la cerradura de un
conjunto contiene los limites de las sucesiones de sus elementos. Pero en ambos casos se necesitan
filtros generales, y no sélo los asociados con sucesiones, para la otra direccion, como lo muestra el
ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.8. Consideren la topologia 7 sobre
X ={znx: (n,k) € N} U{za}
dada por todos los subconjuntos de X \ {z} y los conjuntos
Vie ={@nr:n>p k> f(n)}U{ze},

donde pe Ny f:N— N.
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Dejamos al lector verificar que 7 es una topologia.

Observemos que no hay ninguna sucesion de puntos de X \ {zo} que converja a z.,, porque
cualquier sucesion de ese tipo tendria que encontrarse con un ndmero infinito de «columnasy
{Znx : k € N} para poder encontrarse con los conjuntos Vy, cuando p es lo suficientemente
grande. Entonces se podria encontrar una subsucesién cuyo conjunto subyacente se interseca con
cada columna o bien solamente en un punto o en ninguno. Como subsucesién de una sucesién
convergente a T, también tendria que converger a x,,. Pero eso es imposible, porque se puede
formar un conjunto Vy, seleccionando en cada {z, x : kK € N} solo los x, , con k mas grande que
el punto de la subsucesion. El conjunto V¢, que resulta no tiene interseccion con los puntos de la
subsucesion.

:_-<"'l""""
& °
°

o Xy

Sin embargo, s € ¢l (X \ {Zx}) porque el filtro generado por
{nyp \{zoo}: fEN pe N}

converge a Zoo.
La funcién identidad de (X,7) a (X,2%) preserva los limites de sucesiones porque acabamos
de ver que las tinicas sucesiones que convergen en 7 son las que se vuelven constantes después de un
numero finito de términos. Pero no es una funcioén continua. Por ejemplo, para cualquier eleccion
. — : b'e
de py f el conjunto U = {2} U (X \ V}, #) es abierto en 2% pero no en 7.

Recapitulando, vimos en esta seccién que las nociones basicas de topologia se pueden reformular
en términos de una nocién natural de convergencia de filtros, la cual permite interpretaciones
que encontramos mas intuitivas. Se podria (y en mi opinién se deberia) plantear la estructura
directamente en esos términos, como lo haremos a continuacién.

En vista de (11.7) y (11.8), primera necesitamos una definiciéon: si N(+) : X - FX and F € FX
definimos el contorno de N(-) a lo largo de F por

N@) = | ) N,
FeJzel

lo cual pertenece a FX (3).

36i A C By A € N(9), existe F € F tal que A € Nyer N(x) y entonces B € (N, N(z) porque cada
N(z) = N(z)T. Si Ae N(F) y B € N(TF) existen Fa y Fg en F con A € Neer, N(@) y B € Nyep, N(z). Dado que
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Definicién 3.9. Una funcidn de vecindad es una funcion N(-) : X — FX que satisface
(11.12) Nz) < {z}'

(11.13) NN(z)) = N(z)

para todo x € X.

Cada funcion de vecindad N(-) induce una nocién de conjuntos abiertos dada por (11.5) y una
de convergencia de filtros definida por

(11.14) relmF < F > N(x).

La nocion de funcion de vecindad (o la nociéon de convergencia asociada) ofrece una presentacion
equivalente de topologias:

Proposiciéon 3.10. La familia 7 de todos los conjuntos abiertos en el sentido de (11.5) por una
funcion de vecindad N(-) es una topologia sobre X para la cual N(z) = N, (x) para todo z € X,
de tal forma que (11.14) es la convergencia en 7.

Demostracién. Queda claro que X € (1, .y N(z) porque X es un miembro de cada familia isotona,
en particular de cada filtro. También 0 € (N, .4 N(z) = 2%. Si O € N, o N(@) C Nyevno N(@)
yV € Mev N#) € NyevnoN(z) entonces O NV € (N, cyno N(z) porque (), cyno N(z) es
un filtro como interseccién de filtros. Si O; € (,cp, N(x) para todo i € I entonces |J;.;0; €
Neco, N(x) para todo i € I, porque O; C U;c; 05 ¥ Nyeo, N(2) es un filtro. Por lo tanto,
Ujer O; € ﬂweujﬂ 0, N(x) y U;e; Oj € 7. Entonces 7 es una topologia. Finalmente, Ny (z) = N(z)
para todo x € X, porque la condicion N(N(z)) = N(x) implica que O, (x)" = N(x): por definicién
O, (x) C N(N(x)) € N(z). Reciprocamente, si V' € N(x), observemos que

reimV:={teX:VeN@t}cV

Para concluir que V € O,(x)" es suficiente ver que int V es abierto: Si ¢ € intV entonces V €
N(t) = N(N(t) y V € Nyey N(s) para algin U € N(t), de tal manera que U C intV, es decir,
intV e N(¢). O

4. Subespacios y cocientes topoldgicos

Acabamos de ver que las topologias se pueden caracterizar por la convergencia de filtros (11.14),
convergencia que depende de una funciéon de vecindad como en la definicién 3.9. Antes de pasar a
generalizaciones naturales, vamos a considerar uno de los fallos estructurales de las topologias como
marco general (en el sentido que dentro de ese marco las operaciones estandares no se comportan
bien): los cocientes no son hereditarios. ;Qué significa eso? Empezaremos por hablar de cocientes.

Dado un espacio topologico (X, 7) y una relacion de equivalencia ~ sobre X, se quiere poner
de forma canénica una topologia sobre el conjunto cociente X/ ~. Naturalmente queremos que la
sobreyeccién canonica g : X — X/ ~ sea continua, lo cual significa que los conjuntos abiertos U
de la topologia 6 sobre X/ ~ deben verificar ¢~ (U) € 7. La forma canoénica de hacer eso que se
ofrece es

Ueb < ¢q (U)er,
lo cual define una topologia llamada topologia cociente. Cuando se considera un cociente de un
espacio topoldgico se entiende que por defecto el conjunto cociente conlleva la topologia cociente,
que es la topologia maxima sobre el conjunto cociente que vuelve la sobreyeccién canénica continua.

FaNFp € J porque F € FX, resulta que

AnBe () N(z)CN(H)
ze€EFpANFp

porque cada N(z) es un filtro.
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Por otro lado, el adjetivo hereditario se refiere a subespacios. Si (X, 7) es un espacio topolégico
y A C X, se dota a A la topologia 74 inducida por T, definida por

Octy <= Wer (UNnA=0),

la cual convierte A en un subespacio (topologico) de X. Es util notar que es la topologia minima
que vuelve la funcion inclusion i : A — X (definida por i(a) = a para todo a € A) continua.

Regresando a cocientes: jEn qué sentido podriamos considerar una forma de subcociente en
esa situacion? Tiene que ser un subconjunto B del cociente X/ ~, y tenemos dos formas naturales
de ponerle una topologia: la topologia cociente por la restriccion g : ¢~ (B) — B donde ¢~ (B) tiene
la topologia inducida por la de X, o la topologia inducida sobre B por la topologia cociente de
X/ ~. El cociente X/ ~ es hereditario si esas dos posibilidades resultan en la misma topologia, para
cualquier B C X/ ~. Como ya se anuncio, los cocientes topoldgicos en general no son hereditarios,
lo cual podemos ver hasta en espacios topologicos finitos:

Ejemplo 4.1. Sea X = {0,1,2,3} con la topologia 7 = {0, {0,2},{1,3},{0,1,2,3}} y ~ la relacion
de equivalencia que identifica 3 y 2 de forma que la sobreyeccion canénicaes ¢ : X — Y = {0,1,2}
con ¢(0) =0, ¢(1) =1, q¢(2) = ¢(3) = 2. La topologia cociente sobre Y es la topologia indiscreta
{0,Y}, asi que el subconjunto B = {0,1} de Y es indiscreto (con la topologia {@, B}) como
subespacio de Y, pero es discreto (con topologia 27) con la topologia cociente por q : ¢~ (B) — B,
cual es la topologia inducida sobre B por X:

e

| Yy De¥se]
(3 =)2e (3=)2T/

Ficura 1. A la izquierda, los rectdngulos representan los conjuntos abiertos
no vacios de X y de Y con la topologia cociente. Los dos conjuntos abiertos no
triviales de X son disjuntos pero «se juntan» en el cociente, porque ¢~ (2) tiene
puntos en cada uno. A la derecha, las flechas representan la convergencia de los
filtros {z}T en esos dos mismos espacios.

;,Como arreglar ese tipo de fallo estructural de las operaciones topolégicas? En muchos casos
se puede pensar que el marco elegido es demasiado general y buscar condiciones adicionales para
forzar el comportamiento esperado, pero en nuestro caso ya hemos observado el problema con
espacios finitos, lo cual deja poca esperanza de encontrar una soluciéon mediante la restricciéon del
marco. Otra opcién es pensar que el marco es demasiado pequeno para permitir que las operaciones
se realicen de forma natural, un poco como a los nimeros reales «les falta lugar» para factorizar, y
los niimeros complejos forman el marco méas adecuado ain para considerar problemas formulados
en los ntumeros reales.

5. Espacios pretopoldgicos

Para arreglar el problema encontrado en el ejemplo 4.1, vamos a considerar un primer nivel
de generalizacion, a partir del punto de vista sobre topologias dado por las funciones de vecindad,
pero después vamos a ver que no basta para aliviar todos los fallos estructurales de las topologias,
lo cual nos va a llevar a la nocién clave de espacio de convergencia.



194 11. ESPACIOS DE CONVERGENCIA T ...

(x5 (x—e,x+e)x{yv} x:y)

{x}xX(y—e,y+e)

FiGurA 2. prevencidad de la pretopologia de Féron

Definicion 5.1. Una pretopologia m sobre un conjunto X esti dada por una funcién de prevecindad
V,.(-): X = FX que solo tiene que satisfacer V,(r) < {z}' para todo = € X.

De la misma manera que con una funcién de vecindad, una pretopologia 7 induce una nocién
de convergencia similar a (11.14), explicitamente

(11.1) z€lim, F < F = V.(x),
y una de conjunto abierto similar a (11.5), es decir,
O m-abierto <= O € (] Vx(),
z€O

pero ahora N, (x) := O, (x)" no tiene que coincidir con V,(z).

La familia de los conjuntos m-abiertos forman una topologia (con un argumento similar al
usado en la proposicion 3.10 que no repetiremos) llamada modificacién topoldgica de w y denotada
TT.

Observe que

(11.2) Nrp(z) = Npr(z) < Va(a)
y entonces lim, F C lim,, F para todo filtro &, pero la inclusién reciproca puede fallar.

Ejemplo 5.2 (Una pretopologia finita que no es una topologia). La pretopologia 7 sobre {0, 1,2}
dada por
V(0) = {037, V(1) = {0,137, VA(2) = {1,2}".
no es topologica:
Vﬁ(VW(Z)) = {{07 172}} # vﬂ(2)a
lo cual significa que la funcién de prevecindad no es una funciéon de vecindad. De hecho, los
tinicos conjuntos abiertos son @, {0}, {0,1} y {0,1,2}. Entonces V.(V.(0)) = V.(0) = N.(0),
Vﬂ(vw(l)) = Vw(l) = Nw(l) pero
Vﬂ<vﬂ(2)) = Nﬂ(2) 2 Vﬂ(Q),
asi que lim,, N (2) = {2} mientras que lim, N (2) = 0.

Ejemplo 5.3 (Una pretopologia sobre el plano que no es una topologia). Considere sobre R? la
funcién de prevecindad definida por

V((x,) ={(z —e;x+e) x {yhU{a} x (y—ey+e):e >0},

el filtro generado por «crucesy centradas en (x,y):
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Note que el conjunto V = (z —e,z 4+ €) x {y} U{a} X (y — €,y + €) es prevecindad de uno solo
de sus elementos, (z,y), porque cualquier cruz centrada en otro punto de V' tiene elementos fuera
de V, como esté ilustrado en la parte derecha de la Figura 5.3. Entonces, V(x,y) no puede tener
una base de filtro formada por conjuntos abiertos y la pretopologia no es topolégica.

Decimos que una pretopologia 7 es mds fina que otra pretopologia 7 sobre el mismo conjunto
X, 0que T es mds gruesa que 7, y escribimos 7 > 7, si la funcién de identidad es continua de (X, )
a (X,7), es decir, si lim, F C lim, F para todo F € FX, de forma equivalente, si V.(z) > V,(x)
para todo z € X. En esos términos, (11.2) significa que © > 77 para toda pretopologia 7.

Proposicion 5.4. Dada una pretopologia 7, la topologia 77 es la topologia més fina dentro de
las que son mas gruesas que 7.

Demostracion. 77 es una topologia mas gruesa que 7. Si 7 es otra, entonces N, (z) < V. (z)
para todo x, y todos los conjuntos 7-abiertos son también m-abiertos, es decir 7 C 7m, de forma
equivalente, 7 < 77 (como pretopologias). O

Una consecuencia inmediata es que una pretopologia 7 es una topologia si y solo si 7 = 7,
de forma equivalente, 7w > 7. Ademas de
(contractiva) 2T

notamos que 7 satisface también

(creciente) T>2T =TT 2>TT
Yy
(idempotente) 7(1€) = 7€.

Ahora que entendemos la diferencia entre una topologia y la estructura més general de preto-
pologia, consideraremos los cocientes pretopolédgicos.

Asi como la topologia cociente es la topologia mas fina sobre el cociente que vuelve la so-
breyeccion canoénica continua, la pretopologia cociente es la pretopologia mas fina con la misma
propiedad. De forma similar, la topologia inducida sobre un subconjunto es la topologia maés
gruesa sobre el subconjunto que vuelve la funcién de inclusién continua, y la pretopologia inducida
es la pretopologia mas gruesa con la misma propiedad.

Es importante notar que aunque la topologia y la pretopologia inducidas por una topologia
coinciden (corolario 5.6), la topologia y la pretopologia cocientes de un espacio topoldgico en general
no son iguales (ejemplo 5.7).

Proposiciéon 5.5. Sea 7 una pretopologia sobre X y A C X. La pretopologia 7|4 inducida sobre
A por 7 se caracteriza por
VﬁlA(x) ={VNA: VeV, (x)},

para todo x € A.
Demostracion. Como x € VN A # ), para todo V € V. (z), y Vx(z) € FX, también
{VNA: VeV, (x)} €F.

En efecto, esa familia es cerrada por intersecciones finitas, y si A D W D VNApor algin V € V. (z),
entonces WUA D Vasique WUA eV, (x) yW=(WUANAe{VNA:V eV,(z)}. Ademas,
es el filtro mas grueso cuya imagen por la inclusion i : A — X es V,(x). Concluimos que es el filtro
de prevencidad de = por 7| 4. O

Corolario 5.6. Sea una (pre)topologia m = 77 sobre X y A C X. La pretopologia inducida por
m sobre A coincide con la topologia inducida.
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Demostracion. Es suficiente observar que V. (xz) = N (z) y que
Np(@)={VNA:VeN(z)}

define la topologia inducida y comparar con la proposiciéon 5.5. O

TIA

Ejemplo 5.7 (Cociente pretopoldgico pero no topolégico de un espacio topologico). Consideren
la situacion del ejemplo 4.1. Noten que

Nx(0) = {0,2}" =Nx(2) y Nx(1) = {1,3}" = Nx(3),

asi que la pretopologia 7 cociente sobre Y = {0, 1,2} no coincide con la topologia cociente, cual es
la indiscreta {0, Y}, porque V,(0) = {0,2}T, V. (1) = {1,2}" y V.(2) = {{0,1,2}}.

] by
LA/

FiGuraA 3. Esa figura se debe comparar con la figura 1. La convergencia de los
filtros {x}T en X es por supuesto la misma, pero en la pretopologia cociente, la
identificacion de 2 con 3 junta las flechas sin crear nuevas, en contraste con la
situacion de la figura 1 donde la convergencia depende de los conjuntos abiertos.

El problema de herencia encontrado en el ejemplo 4.1 desaparece en el ejemplo 5.7 cuando se
usa la pretopologia cociente en vez de la topologia cociente: el subconjunto {0,1} es discreto en X
y en Y. No es una casualidad:

Teorema 5.8. Los cocientes pretopologicos son hereditarios.
Si AN F # () para todo F' € F notaremos
FVA:={FNnA:FcT}.
Demostracion. Sea (X, 7) un espacio pretopologico, ~ una relacién de equivalencia sobre X y

B C X/ ~. Denotamos por m la pretopologia cociente sobre X/ ~. Por la proposicién 5.5, la
pretopologia 7 p inducida por 7 sobre B satisface

Vi s (0) = Va(b) VB =Big( [ qV-(2)]Big)vB= () (q[V+(x)]VB),
z€q(b) z€q~(b)
mientras ¢~ (B) esta equipado con 7,-(p)y cuya funciéon de prevecindad satisface VT\q—<B> (x) =

(
Vr(z) V ¢~ (B). Por lo tanto g : ¢~ (B) — B induce la pretopologia méas fina sobre B que vuelve
q:q (B) — B continua, es decir, la pretopologia con funcion de vecindad dada por

Vo) = [ 4aV-(x) Ve (B)].
z€q~(b)
Concluimos con la observacion que ¢[V.(z) V ¢~ (B)] = ¢q[V-(z)] vV B. O
Sin embargo, los cocientes pretopologicos también conllevan problemas, por no ser productivos.
Para considerar esa dificultad, tenemos que definir la pretopologia producto 7 x T sobre el producto

X xY de dos espacios pretopologicos (X, 7) y (Y, 7), lo cual también necesita la consideracion del
producto de dos filtros. Si F € FX y G € FY entonces

FxG={FxG:FeF Ge§}
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es un filtro sobre X x Y. Por definicién, 7 x 7 es la pretopologia mas gruesa sobre X x Y que
vuelve las proyecciones px : X XY — (X,7) y py : X xY — (Y, 7) continuas, pretopologia que
se define por

VWXT(xay) = Vfr(x) X VT(y)

Si, en ese contexto, ~x y ~y son relaciones de equivalencias sobre X y Y, respectivamente, y los
cocientes W = X/ ~x y Z =Y/ ~y estan equipados con las pretopologias cocientes my y 7z,
tenemos dos maneras naturales de poner una pretopologia sobre W x Z: la pretopologia my X 7z,
producto de las pretopologias cocientes, o la pretopologia cociente 6 de (X XY, 7 x 7) por la relacion
de equivalencia ~ definida sobre X x Y por

(r1,91) = (T2,12) <= 1 ~x T2 Y Y1 ~y Yo

Los cocientes pretopolégicos no son productivos en el sentido que my X 7z y 6 en general no
coinciden.

Ejemplo 5.9. Consideren
X ={znx: (n,k) e N°}U{z, :n €N}
con la (pre)topologia 7 dada por Vi (z, 1) = Ny (zn k) = {zn i}y
Vi(zn) = Ne(zp) = {Vop ={zn}U{znr: k> p}:pe N

Sea la relacion de equivalencia ~x que identifica todo los puntos z,,. El conjunto cociente corres-
pondiente es

W=X/~x={z}U{zns : (n, k) € N?}

y la pretopologia y la topologia cociente coinciden en ese caso, y esa estructura es dada por

Now (Tn,k) = {xn’k}ﬂ Nrrw (Too) = {Vf ={2oct U{znr: k2 f(n)}: f € NN}T~

! (X, m)

(W, my)

l‘m

SeaY = Z = {y, : n € N} U {yoo} con la (pre)topologia N, (y,) = {yn}T y

Ny (Yoo) = {{Uoc} U{yn :n >k} : k € N},
YT ="7g.
Vamos a ver que my X 7 no es la pretopologia 6 cociente de (X X Y, 7 x 7) por

()= @y) <= s~x2 ' yy=y
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sobre W x Z.Sea q: X xY — W x Z la sobreyeccion canoénica. En efecto,

Vﬂ(xooayoo) = ﬂ Q[VWXT(xnvyDO)}
neN

ﬂ q[Va(@n) X Vr(yoo)]

neN

mientras que
v‘n'W Xf(xoovyoo) = Vﬂw (xoo) X VT(?JOO)'
Dada una sucesién p,, de nimeros naturales con p, — o0, el conjunto
n—oo

S=J (oo} Ul : k= pn} X {yoo} U{yn i1 > pn})
neN

pertenece a Vo (Too, Yoo) () Pero no a Vi xr (Zoo, Yoo ). Para ver eso, noten que si S fuera miembro
de Vi xr (Too, Yoo ), existiria f € NNV y k € N tal que

Vi X {Yoso} U{yn :n =k} C S,

lo cual no es el caso: para cada n lo suficientemente grande, p, > k y entonces, (2, ), yx) ¢ S,
aunque pertenezca a Vi X {Yoo } U {yn : n > k}.

6. Espacios de convergencia

6.1. Definiciones y propiedad de los cocientes. jPor fin llagamos a considerar espacios
de convergencia! La raiz del problema en el ejemplo 5.9 es que las estructuras pretopologicas
dependen de un solo filtro (el de prevencidad) en cada punto. En vez de dar la estructura local
(en un punto dado) mediante un filtro (de prevencidad), basta decir cuéles son los filtros que
convergen (en ese punto) y solo asumir lo minimo heredado por la situacién topologica, es decir,
(11.3) y (11.4):

Definicion 6.1. Una convergencia & sobre un conjunto X es una relacién entre el conjunto FX de
los filtros sobre X y X que denotamos z € lim¢ F cuando (F, z) € &, que satisfice (11.3) y (11.4), es
decir, lim : FX — 2% preserva el orden de inclusién y los filtros principales de singulares convergen
en el punto que los define. El par (X, £) es un espacio de convergencia.

La continuidad es simplemente preservacion de los limites, es decir, una funciéon f: (X, £) —
(Y, 7) es continua si

(11.1) z € lim F = f(z) € lim, f[F].

Denotamos C'(§, 7) el conjunto de todas las funciones continuas de (X,&) a (Y, 7).
Ya vimos que toda topologia se puede ver como una pretopologia, y cada pretopologia dada
por una funcién de prevencidad V(-) se puede ver como una convergencia &y donde
z €lime, F <= T > V(z).

Ademas, la continuidad en el sentido (pre)topolégico y en el sentido de convergencia coinciden.
El orden entre (pre)topologias sobre el mismo conjunto X se extiende a las convergencias:

£20 = id:(X,§ — (X,0)
<= lim¢ JF C limg J para todo F € FX.

4porque si se selecciona un elemento F; € F; € FX para todo i € I, entonces
U F; € m Fi,
i€l iel

porque cada F; es una familia isotona.
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Ese orden vuelve el conjunto de todas las convergencias sobre X en un reticulo completo cuyos
supremos e infimos son dados por

lmy, T = () lime T y lmp T = () lime -
geE ¢e=
Las construcciones estandares de subespacio, cociente y producto siguen el patréon ya familiar en
términos de estructura inicial o final en el sentido de las siguientes definiciones:

Definicién 6.2. Dado f : (X,£) — Y, existe (°) la convergencia més fina sobre Y que vuelve f
continua. Se llama convergencia final para fy & y la denotamos f¢.

De forma dual, dado f : X — (Y, 7), existe la convergencia méas gruesa sobre X que vuelve f
continua. Se llama convergencia inicial para fy 7y la denotamos f~7.

Para que f: (X,€) — Y sea continua se necesita que los filtros f[F] con z € lim¢ F converjan
en f(x). Dado (11.3), los filtros mas finos también tienen que converger. La forma mas fina de
lograrlo, es decir con menos filtros convergentes, define f¢:

(11.2) yelimp§ <= Ir e fT(y) IFeFX (zeclim:Fy f[F] <9).
De forma similar, vemos que
(11.3) relimp—, F < f(x) € lim, f[F].

Una observacién inmediata pero importante en el proceso de algebraizacién de muchas nociones
topologicas que surge en el marco de los espacios de convergencia es:

(11.4) feClr) < flEz217 <<= (=2

La convergencia & 4 inducida por (X,§) sobre A C X es i"¢ donde i : A — (X,§) es la
inclusion. El espacio de convergencia (A,i~€) es un subespacio de (X,€). Dado (11.3),sia € A
and F e FA

(11.5) a€limg, F < a € lim 5~

Si (X, &) es un espacio de convergencia y ~ es una relacién de equivalencia sobre X, la con-
vergencia cociente sobre X/ ~ es ¢§ donde ¢ : X — X/ ~ es la sobreyeccion canénica. De forma
més general, cada sobreyeccion f : X — Y se puede interpretar como sobreyeccién candnica del
cociente por la relacion z ~ ¢ si y solo si f(z) = f(t) y por lo tanto si f : (X,£) = Y es una
sobreyeccién, la convergencia final f¢ también se llama convergencia cociente.

Si(X,€)y (Y, 7) son dos espacios de convergencia, la convergencia producto £ X T sobre X XY
es la més gruesa que vuelve las dos proyecciones px : X XY — (X,7) ypy : X xY — (Y,7)
continuas, es decir,

EXT=pxE{VpyT.

Este marco muy general pero simple formado por los espacios de convergencia no sufre de los

problemas encontrados en los ejemplos 4.1 y 5.9.

Teorema 6.3. Los cocientes de convergencia son hereditarios y productivos (©).

Demostracion. Sea f : (X,£) — (Y, f§) una sobreyeccién y B C Y. Para ver que los cocientes son
hereditarios queremos mostrar que f (§|f7(3)> = (f€)p- Dado (11.2) y (11.5),siy € By § € FB,

(11.6) y €limgye , § < 3z € f(y) T eFX (xelime Ty fIF] < G™),
mientras

(117)  yelimy, 6 <= Fwe f(y) IHEF(f(B)) (v € me H' y fIH] < G).

—(B)

5porque la topologia indiscreta {@,Y} hace f continua y el infimo de todas las convergencias sobre Y, que
hacen f continua, también vuelve f continua.

6De hecho, en el contexto de espacios de convergencia, un producto de un ntimero infinito de funciones cocientes
es cociente.
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En (11.6) J satisface f[F] < G y B € G entonces, B N f(F) # () para todo F € F asi que
H={Fnf(B):FeJ} eF(f (B)) genera sobre X un filtro mas fino que F y entonces = €
lim¢ H'x, 1o cual da (11.7), porque f[H] = {f(F)NB: F € F} C § dado B € §. Reciprocamente
si (11.5) F = H'x satisface (11.6).

Consideren dos funciones cociente f : (X,&) = (Y, f&) yg: (W,0) = (Z,90)y fxg: XxW —
Y x Z definida por (f x g)(z,w) = (f(z),g(w)). Para ver que los cocientes son productivos es
suficiente ver que la convergencia cociente para f x g, es decir (f x g)(§ x ) es el producto f& x g6
de las convergencias cociente:

(y,2) €limpexgo H <=y €limpepy[H] y 2 € limgg pz[H]
<— dzx e f(y)Tweg (2)IF e FXIG e FW
z € lime F,w € limg G, f[F] < py[H], g[G] < pz[H]
<— dzxe f(y)Tweg (2)IF e FXIG e FW
(z,w) € limexg F X G, (f x g)[Fx G <H
= (y,2) € lim(fyg)exo) H.
]

6.2. La ley exponencial. Las ventajas de los espacios de convergencia sobre las topologias
no terminan en los cocientes. Tal vez la razén mas importante por la cual es mucho més conveniente
trabajar con convergencias en vez de topologias es porque los conjuntos de funciones continuas
tienen una estructura de convergencia candnica que «se porta bien» en un sentido que vamos
a aclarar a continuacién, mientras que en general no existe tal topologia (7). Para explicar esto,
consideremos primero la ley exponencial para los conjuntos de funciones (sin considerar continuidad
por ahora):

(11.8) 75 = (7).

.Que significa esto? Si Z¥ denota el conjunto de todas las funciones de X a Z, tenemos para
cualquier terna de conjuntos X,Y y Z una biyecciéon canénica exp : ZX*Y — (ZX)Y entre ZX*Y
y (ZX)Y definida por

(exp g)(y)(x) = g(z,y),
cuya biyeccion inversa ~: (ZX)Y — ZX*Y es dada por

h(z,y) = h(y) ().

Sie: X x ZX — Z es la evaluacion dada por e(z, f) = f(z) tenemos los siguientes diagramas
conmutativos:

idx Xexpg idx xXh

XxY —""% xxzX Xxy 27" S XxXxzX
7 7

. Que tipo de anélogo a (11.8) podemos esperar en el contexto topoldgico o de convergencia? En
esos marcos, queremos remplazar los conjuntos de funciones por conjuntos de funciones continuas,
lo cual daria

(11.9) C¢xT,0)=C(1,C(&0))
para toda terna (£, 7,0) de espacios topoléogicos o de convergencia, donde = representa otra vez

una biyeccioén o ain mejor un homeomorfismo. Noten que en el caso donde £ and 7 son topologias

7En términos de teoria de categorias, la categoria de los espacios de convergencia y funciones continuas es
cartesiana cerrada, mientras la categoria de los espacios topolégicos(y funciones continuas) no lo es.
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discretas, los conjuntos de funciones continuas considerados son los conjuntos de todas las funciones,
asi que la biyeccion coincide con (la restriccion de) exp. Pero la formula (11.9) no tiene sentido sin
ponerle a C(&, o) una estructura topologica o de convergencia 6, resultando en

(11.10) C¢xT,0)=C(T,0).

Tal estructura 6 necesariamente vuelve la evaluacion e : (X, ) x (C(&,0),0) — (Z,0) continua,
porque en el caso de (Y, 7) = (C(§,0),0) en (11.10), la funcién identidad id¢(¢,») se encuentra en
el conjunto a la derecha, entonces su imagen bajo exp ™! esta en el conjunto a la izquierda, es decir,
ic@) = e es continua.

Ademas, 0 tiene que ser la estructura mas gruesa que vuelve la evaluacion continua porque si
0 satisface (11.9), y ¢’ vuelve la evaluacion e : (X,€) x (C(§,0),0') — (Z,0) continua; entonces,
con (Y,7) = (C(§,0),0") en (11.10), la evaluacion e esta en el conjunto a la izquierda, entonces
exp(e) = ideg,0) € C(¢',0), es decir, §' > 6.

La convergencia mas gruesa sobre C(, o) que vuelve la evaluacion continua siempre existe: la
continuidad implica que para cualquier par de filtros F € FX y G € F(C(&,0)) que converjan (a
2y f respectivamente), la imagen e(F x G) converge a f(z) en o. Para obtener la estructura mas
gruesa que satisface esta condicion, debemos pedir

felim§ < Ve X,VF € FX (z € lim F = f(z) € lim, e(F x 9)),

lo cual define una convergencia sobre C(¢, o) llamada convergencia continua o convergencia natural
y denotada [€, o]. Ademas esta estructura da una ley exponencial general (por ejemplo, [3, Theorem
XVIL5.5]):

Teorema 6.4. Dados tres espacios de convergencia (X,§), (Y,7) y (Z,0), la funcién exp es un
homeomorfismo:

(€ x 7 0] = [1,[¢, 0]l

En contraste, hay topologias ¢ y o para las cuales no existe la topologia méas gruesa sobre
C(&,0) que vuelva la evaluacion continua, asi que no se puede conseguir una ley exponencial
general con sélo topologias.

7. Qué hacer con espacios de convergencias: adelanto de la parte 11

El teorema 6.4 resulta muy importante y permite muchas aplicaciones, algunas de las cuales
seran analizadas en la segunda parte. Este teorema es también la base de la poderosa aplicabilidad
de la teoria de los espacios de convergencia al analisis funcional [2, 1, 4].

Al mismo tiempo la segunda parte se enfocara en un aspecto fundamental de la teoria que
solo rondamos hasta ahora: una forma de algebraizacién de nociones topolédgicas, con el uso de
funtores. Un ejemplo que vimos en el camino es la modificacién topolégica 7. Resulta que existen
también modificaciones pretopolégicas Sy, paratopolédgicas S; y pseudotopolégicas S y todas ellas
satisfacen las condiciones (contractiva ), (creciente ) y (idempotente ) como 7, y ademas, como
7, preservan continuidad. Tales modificaciones de la estructura son reflectores, y son herramientas
para capturar nociones topologicas técnicas con féormulas simples.

Por ejemplo, ya vimos que los cocientes topoldgicos no se comportan bien en varios senti-
dos. Precisamente por esa razoén, se introdujeron en topologia varios tipos de funciones cocientes
especiales, como los cocientes hereditarios, las funciones bicocientes y numerablamente bicocien-
tes, las funciones quasi-abiertas y las funciones abiertas. Veremos que una sobreyeccion continua
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f (X, &) — (Y, 7) entre espacios topologicos es

quasi-abierta si T > f¢
bicociente si 7 > S(f¢€)
numerablamente bicociente si 7 > S1(f¢)
hereditariamente cociente si 7 > So(f¢)
cociente si T = 7(fE).

Estas reformulaciones resultan muy tutiles para obtener demostraciones transparentes de varias
propiedades de esas clases de funciones.

También aparecen naturalmente modificaciones M de la estructura que preservan la continui-
dad (o sea, son funtores) y satisfacen (creciente ) y (idempotente ), pero en vez de (contractiva )
satisfacen

(expansiva) £ < ME.

Tales modificaciones son corefiectores. Veremos ejemplos importantes como la modificacion 1; de
cardcter numerable o la modificacién localmente compacta XK.

Armados con estas herramientas veremos que varios conceptos fundamentales de topologia se
traducen en términos de desigualdades que toman la forma

£€> RCE¢ o & < CRE,

donde R es un reflector y C' un coreflector. Esta visién nos permitira reducir muchas demostraciones
técnicas a un simple célculo de desigualdades con funtores.

Dicho método se vuelve particularmente fértil cuando se combina con la ley exponencial.

Una posible tercera parte podria tratarse de compacidad: el marco de los espacios de convergen-
cia permite analizar un espectro amplio de fenémenos a través del lente de nociones de compacidad
generalizada. El poder unificador de la compacidad en ese contexto la vuelve una nocién aun mas
fundamental que en el marco topoldgico y permite analizar problemas formulados en topologia de
forma mas clara, como el marco de los nimeros complejos puede iluminar problemas formulados
en los ntumeros reales.
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1. Introduccién

Un continuo, es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacio. Dado un continuo X deno-
taremos por C'(X) a la familia de todos los subconjuntos no vacios, cerrados y compactos de X,
dotado con la métrica de Hausdorff (véase [13, p. 1]). Un resultado importante sobre la estructura
topologica de C(X) es el hecho de que dotado con la métrica de Hausdorff, C(X) es un continuo
(véase |13, Theorem 1.13, p. 65]). De este modo, para cada A € C(X), C(A) € C(C(X)), asi que
podemos considerar el hiperespacio €(X) = {C(A4) : A € C(X)} como subespacio del hiperespacio
C(C(X)). El hiperspacio €(X) fue definido y estudiado en el trabajo de tesis [15] y posteriormente
en el articulo [4] que contiene los resultados originales del [15].

Por otra parte G. Andablo en [1], presenta el siguiente concepto.

Definicién 1.1. Sean X y Y dos continuos. Decimos que C'(X) se encaja ordenadamente en
C(Y) si existe una funcién continua e inyectiva H : C'(X) — C(Y) tal que si A,B € C(X) y
A C B, entonces H(A) C H(B).

En [1, p. 52], se muestra que C(I) no puede ser encajado ordenadamente en C(S*), atin cuando
estos dos espacios son homeomorfos, donde I = [0,1] y S es el circulo unitario en el plano R2.
Esto hace ver que la condicién de encaje ordenado es mas restrictiva que la de un encaje ordinario.

Otro tipo de funcién definida entre hiperespacios es la siguiente.

Definiciéon 1.2. Dada una funcién continua entre continuos f : X — Y, se define la funcién
inducida por f, como la funcién C(f) : C(X) — C(Y) dada por C(f)(A) = f(A), para cada
A e C(X).

Se conoce que C(f) es una funcion continua (véase [14, 4.27, p. 65]). Para una clase de
funciones continuas definidas entre continuos M, un problema general es determinar la relacién
entre las condiciones a) f € My b) C(f) € M; son miltiles los articulos en donde se ha estudiado
este problema, por ejemplo [7]-[11].

203
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Definicién 1.3. Para dos continuos X y Y, una funcion H : C(X) — C(Y) se llama inducible
si existe una funcion continua f: X — Y tal que H = C(f).

El concepto de funcion inducible fue introducido por J. J. Charatonik y W. J. Charatonik en
[2], mostrando en [2, Theorem 2.2, p. 7] una caracterizacion de este concepto.

Como un camino natural, en el presente trabajo se estudian los encajes ordenados y las fun-
ciones inducibles, intercambiando el hiperespacio C'(X) por el hiperespacio €(X).

2. Preliminares

Sea X un continuo con métrica d. Para cada § > 0y A C X, definimos a la nube de radio &
centrada en A como el siguiente conjunto

N($,A) ={z € X : existe y € A tal que d(z,y) < d}.
Para cada A, B € C(X), se define
H(A,B)=inf{e>0: ACN(e,B)y BC N(¢,A)},
se sabe que H define una métrica para C'(X) (véase [13, Teorema 0.13, p. 10]) llamada métrica de
Hausdorff.

Por otra parte, dada una coleccion finita Ki,..., K, de subconjuntos de X, (Ki,...,K,)
denota al siguiente subconjunto de C(X):

{AEC(X):AC UKi y AN K, # () para cada i € {1...,r}}.
i=1
La familia de todos los subconjuntos de C'(X) de la forma (Ky,...,K,), donde cada K; es un
abierto en X, forma una base para una topologia de C(X) (véase [13, Teorema 0.11, p. 9]) llamada
Topologia de Vietoris, a los elementos de esta base se les llama wvietéricos. Un hecho por demés
util, es que la topologia de Vietoris y la topologia inducida por la métrica de Hausdorff coinciden
(véase [13, Teorema 0.13, p. 10]).
Para un continuo X, podemos considerar el siguiente subespacio de C'(X),

Fi(X)={{z}: 2z € X}.
Es facil ver que F3(X) es una copia topologica de X en C(X), pues la funcion f : X — C(X) dada
por f(x) = {z} para cada = € X, es un encaje (mas atn, un encaje isométrico).
Dada una sucesion de conjuntos cerrados no vacios de un continuo X, {4, }
litmite inferior y el limite superior, de la sucesion {A, }
de la siguiente manera:

nen» Se definen el

nen» denotados por liminf A,, y limsup 4,

s ¢ € liminf A,, si para cada n € N existe z,, € A,, tal que lim z, = z.
n— o0

» z € limsup A, si existe una sucesién creciente de ntimeros naturales {s,}, .y tal que para
cada n € N existe x,, € A;, con la propiedad de que lim z, = z;
n—oo

De la definiciéon se tiene que liminf A,, C limsup A4,,. Se conoce que una sucesion {B,} de
puntos en C(X) converge a B € C(X) siy solo si limsup B, C B C liminf B,,.

Dado un continuo X, consideramos la funcién inyectiva C% : C'(X) — C(C(X)) dada por C%(A) =
C(A), para cada A € C(X). Podemos notar que C'% (C(X)) = €(X), por lo que C% : C(X) — €(X

es una funcién biyectiva.

neN

Observaciéon 2.1. C% es una funcion continua si para cada sucesién {A,}, .y de subcontinuos
A, de X que convergen a un subcontinuo A de X, cualquier subcontinuo B de A es limite de
subcontinuos B,, de A,,.

En relacién a lo anterior se tiene la siguiente definicién.

Definicién 2.2. Un continuo X se dice que es C*-suave en A € C(X) si C% es continua en el
punto A. X es C*-suave, si C% es continua en C'(X), es decir, es continua en cada punto A € C(X).
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Se sabe que: cada continuo tipo-arco es C*-suave (véase [13, Teorema 15.13, p. 525]), si X
es un continuo C*-suave entonces X es hereditariamente unicoherente (véase [6, Corolario 3.4, p.
203] y [13, Nota 1, p. 530]), por lo que se deduce que cada continuo arco conexo que es C*-suave
es un dendroide (véase [13, Teorema 15.19, p. 528]). En relacion con esto, se sabe también que un
continuo localmente conexo es C*-suave si y solo si es una dendrita (véase [13, Teorema 15.11, p.
522]).

Usando la Observacion 2.1 y el hecho de que cada funcién continua y biyectiva definida entre
un espacio compacto y un espacio de Hausdorff es un homeomorfismo, se puede obtener el siguiente
resultado.

Teorema 2.3. Para un continuo X, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. X es C*-suave;

C% es un homeomorfismo;
C(X) es homeomorfo a €(X);
¢(X) es un continuo;

¢(X) es un compacto.

AN

Observacion 2.4. Sea X un continuo. La funcidn union U : 92° 5 2X ¢ 1a funcién dada por
U(A) = UA para cada A € 92" (véase [12, Ejercicio 11.5, p. 91]). Denotemos por Ux = Ulg(y)-
Con esta notacion es claro que la funcion inversa de C% es Ux : €(X) — C(X), puesto que
UC(A) = A para cada A € C(X). Adicionalmente, de |12, Ejercicio 11.5 (2), p. 91] se tiene que U
es una funcioén continua, por lo que Ux es una funcién continua y biyectiva.

Observacién 2.5. De la Observacion 2.4, se sigue que si {C(A,)}, oy €s una sucesion en €(X)
que converge a un punto C(A) € €(X), entonces {A,}, .y converge a A en C(X).

Para una funcion continua f : X — Y entre continuos, pordemos considerar la funcién inducida
¢(f) : €(X) — €(Y), como la tnica funcién que hace a los siguientes diagramas conmutar.

c)

(12.1) C(X) cy)
s e

¢(X) - e(y)

(12.2) ¢(X) el e(Y)
U Uy

C(X) — oY)

Observemos que €(f)(C(A)) = C(f(A)), para cada A € C(X). En caso de que Ux sea una
funcién continua, del primer diagrama se deduce que €(f) serd una funcion continua, es decir, una
condicion suficiente para que €(f) sea continua es que el dominio de f, sea un continuo C*-suave.
Para lectores interesados en las propiedades de la funcion €(f), consultar [4].
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3. Algunas propiedades de €(X)
Notacion 3.1. Para un continuo X denotamos
F(OX))={{A}: A€ C(X)}.

Definimos F1(X) = {{{z}} : « € X}. Observemos que si A = {z}, entonces C(A {
C(X): EcC A} = {{z}}. Se sigue que C({z}) = {{z}}. Asi, F1(X) C F1(C(X)) C C(C(X))
F1(X) C €(X).

~—

Teorema 3.2. Para un continuo X se tiene que F1(X) es una copia topoldgica del continuo X
dentro del hiperespacio €(X).

Demostracion. Consideremos la funcion h : X — F1(X) dada por h(x) = C({z}) = {{z}}. Es
claro que h es una funcién biyectiva.

Veamos que h es continua. Para esto consideremos una sucesion {x,},  convergente a un
punto x en X. Sea U un conjunto abierto en F;(X) tal que C({z}) € U. Usando la base para la
topologia de Vietoris en C(C(X)), se tiene que existe un conjunto abierto, W, en C(X) tal que
C({z}) € W)ynF1(X) C U. Notemos que {x} € W. Se sigue que existe un conjunto abierto, U,
en X tal que {z} € ((U) N C(X)) C W. Observemos que z € U. En consecuencia, existe N € N
tal que z,, € U, para cada n > N, lo que implica que

{zn} € (U)NC(X)) CW,

para cada n > N. Se sigue que C({z,}) € (W)NF(X) C U, para cada N > N. Asi {C({z,})}
converge a C'({z}) en F1(X). Por lo tanto h es continua.

Por otro lado, tenemos que para cualquier conjunto abierto, U, en X se tiene que h(U)
{{z}} 2 € U} ={{{z}} : {z} € (U)} = ((U)) N F1(X), el cual es un conjunto abierto en F;(X
se obtiene que h es una funcion abierta. Asi, h es un homeomorfismo entre X y F;(X).

neN

Y

Os 1

Usando los Diagramas (1) y (2), se puede ver de manera facil la siguiente proposicion.

Proposicién 3.3. Sean X y Y continuos C*-suaves. Si C(X) es homeomorfo a C(Y'), entonces
€(X) es homeomorfo a €(Y).

En general el que C(X) sea homeomorfo a C(Y') no implica que €(X) sea homeomorfo a €(Y")
(Véase [4, observacion 4.6, p. 193]).

Teorema 3.4. Sean X y Y continuos. Si €(X) es homeomorfo a €(Y) y X es C*-suave, entonces
C(X) es homeomorfo a C(Y).

Demostracion. Sea h : €(X) — €(Y) un homeomorfismo. Definamos f : C(X) — C(Y) por
f(A) = Uy (h(C%(A))), para cada A € C(X). Note que f = Uy o ho C%. Dado que Uy, h y
C% son funciones continuas y biyectivas se tiene que f es una funcién continua y biyectiva entre
continuos. Por lo tanto, f es un homeomorfismo. O

4. Encajes y funciones inducibles en €(X)
De manera similar a las definiciones 1.1 y 1.3, presentamos los siguientes dos conceptos.

Definiciéon 4.1. Sean X y Y dos continuos. Se dice que €(X) puede ser encajado orde-
nadamente en €(Y), si existe una funcién continua e inyectiva H : €(X) — €(Y) tal que si
C(A) C C(B), donde A, B € C(X), entonces H(C(A)) C H(C(B)).

Definicién 4.2. Sean X y Y dos continuos. Una funcién continua $ : €(X) — €(Y) se llama
inducible si existe una funcién continua f : X — Y tal que = €(f).
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Observacién 4.3. Notemos que dada una funcion H : C(X) — C(Y), es posible definir una
funcion H : €(X) — €(Y) usando un diagrama parecido a (1), de la siguiente manera

H

C(X) cy)
Uy cy
e(x) - e(y)

H(C(A)) = C(H(A)), para cada A € C(X), es decir H = C§ o H o Ux. Debido a [3, Theorem
4.3, p. 126], la funicion H sera continua si Ux y H son funciones continuas; ademas H es continua
siempre que Uy, Uy y H lo sean.

Observacion 4.4. Por otra parte y de manera similar a la observacién previa, si ahora se tiene
una funcién continua H : €(X) — €(Y'), con ayuda del diagrama (2), se puede definir a la funcién
H:C(X)— C(Y) dada por H(A) = |JH(A), para cada A € C(X). Es decir H = Uy o H o C%.

F

(12.1) ¢(X) ¢(Y)
c% Uy
C(X) cy)

F

Por otra parte, es claro que, si A, B € C(X), entonces C(A) C C(B) si y solo si A C B. Con
esto, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 4.5. Sean X y Y dos continuos C*-suaves. Se cumple que C(X) puede ser encajado
ordenadamente en C(Y) si y solo si €(X) puede ser encajado ordenadamente en €(Y").

Demostracion. Si H : C(X) — C(Y) es un encaje ordenado, la funcién de la Observacion 2.1,
$H:€(X) — €(Y) es un encaje ordenado. La otra implicacion es similar usando la Observacion 4.4.
O

El siguiente resultado se sigue de manera directa de [5, Teorema 3.16, p. 55].

Teorema 4.6. Sean X y Y dos continuos y H : C(X) — C(Y) un encaje ordenado. Si H(Fy (X)) C
F1(Y), entonces existe un encaje ordenado inducible G : C(X) — C(Y).

Con la notacion de las Observaciones 2.1 y 4.4, podemos notar que H : C(X) — C(Y) cumple
que H(F1 (X)) C F1(Y) siy solosi H : €(X) — €(Y) cumple que H(F,(C(X))) C F1(C(Y)). Con
esto y el Teorema 4.5, obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.7. Sean X y Y dos continuos C*-suaves. Si H : €(X) — €(Y") es un encaje ordenado
tal que H(F1(C(X))) C F1(C(Y)), entonces existe un encaje ordenado inducible G : €(X) — €(Y).

Debido a que los continuos hereditariamente indescomponibles son C*-suaves [6, (2.4), p. 200],
por [5, Toerema 3.17, p.55], se concluye lo siguiente.

Corolario 4.8. Sea X un continuo C*-suave. Si Y es un continuo hereditariamente indescom-
ponible, entonces no existen encajes ordenados de €(X) en €(Y), H, tales que H(F;(C(X))) C
F (C(Y)).
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1. Introduccién

En este trabajo, se busca estudiar el Lema de Yoneda como uno de los primeros resultados
destacados de la teoria de categorias, su demostraciéon y algunas aplicaciones a la matemaética
moderna.

Detréas de la importancia matematica que tiene el Lema de Yoneda, este nos muestra en un
lenguaje formal, el camino para levantar desde solo puntos (los elementos de un conjunto) un
mundo de flechas (las transformaciones naturales entre un funtor y un funtor representable) o el
trabajo inverso, bajar de un mundo de flechas a un mundo de puntos. Este doble camino es uno
de los cotidianos trabajos de la mente humana, asi que, situamos el Lema de Yoneda como la
expresion matematica del doble camino de la razén que nos lleva de lo abstracto a lo concreto y
de lo concreto a lo abstracto.

Esta es la razén por la cual el Lema de Yoneda aporta a la cultura humana una via de
comprensién y reproduccién de la esencia de la razén.

2. Definiciones béasicas

A continuacién, introduciremos la notacion que sera empleada a lo largo de este trabajo.
Una Categoria € consiste en:
1. Una clase denotada por Ob(%€) cuyos elementos llamaremos objetos de la categoria €. A
veces escribiremos A € € para referirnos a A € Ob(%).

2. Para cada par de objetos A, B € Ob(%), una clase € (A, B) cuyos elementos seran llamados
flechas de A a B.

3. Para cada tres objetos A, B,C € %, una ley de composicion:
0:%(A,B) x¥(B,C) — € (A,C);

donde o((f, g)) se escribird como g o f, o simplemente, gf.
4. Para cada objeto A € Ob(%), una flecha Ids : A — A que cumple los siguientes dos
axiomas:

(a) Azioma de asociatividad. Para cualesquier flechas f € €(A,B), g € €(B,C) y h €
¢ (C, D), la siguiente igualdad se cumple:
ho(gof)=(hog)of.

209
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(b) Azioma de identidad. Para cualesquier flechas f € €(A,B) y g € € (B, C) se tiene que
Idpof=f y goldp=y.

Definicion 2.1. Dada una categoria %, definimos la categoria opuesta de €, la cual denotamos
por €°P, como la categoria que tiene los mismos objetos que €, es decir, Ob(€) = Ob(€°P), y las
mismas flechas que €, pero con direccion opuesta; esto es, para cada dos objetos A, B € Ob(¥) y
cada flecha g € € (A, B), existe una flecha g € €°P(B, A). Ademas, si f € €°P(A, C), entonces la
composicion en €°P estd definida por

? Oopg =go f
Podemos pensar que existe una biyeccion entre € (A, B) — €°P(B, A) definida por g — .

Definicion 2.2. Sean ¥ y . dos categorias. Decimos que . es una subcategoria de € si todos los
objetos de . son objetos de €, todas las flechas de . son flechas de € y la funcién composicion
de . es restriccion de su similar en €.

Definicién 2.3. Sean ¢ una categoria y A, A’ € Ob(%€). Decimos que una flecha f € € (A, A') es
un isomorfismo en € si existe f' € €(A’, A) tal que f'o f=1Iday fo f =Ida.

Definicion 2.4. Un funtor F de una categoria € a una categoria & consiste en:
1. Una funcion entre los objetos de € y los objetos de Z:
Ob(%) —L= 0b(2)

que asocia a cada A € Ob(%) con FA € Ob(2).

2. Para cada flecha g € € (A, A'), una flecha Fg € P(FA,FA’), sujeta a los siguientes dos
axiomas:
a) Para cualesquier flechas f € € (A, A") y g € €(A’, A”) se tiene que

Flgo f)=TFgoFf.
b) Para cada objeto A € € se cumple que F(Id4) = Idga.
Definicion 2.5. Se dice que un funtor F : ¥ — 2 es una inmersién si es inyectivo en objetos y,
para cualesquier dos objetos A, A’ € €, se cumple que

F:E(A A) = D(FATFA)

es inyectiva (F es fiel) y suprayectiva (F es pleno).

Definicion 2.6. Sean € y & dos categorias con F,G : € — 2 funtores entre ellas. Una trans-
formacién natural, denotada por U : F = G, es una familia de flechas

U= {Uc:FC — GC | C € Ob(%)}

en 7, indicadas con los objetos C' € Ob(¥) tal que, para cada f € €(C,C"), el siguiente diagrama
conmuta en 7 :

Fo Y g0

d e

/ !
FC' —>GC

Es decir, U o Ff = Gf o U,.
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Si €y 2 son categorias, F, G, H : € — 2 funtores, y U : F =G, V: G = H transformaciones
naturales, entonces Vo U : F = H es una transformacion natural definida, para cada A € Ob(%),
como V4 o Uyu. Es claro que, para cada f : A — A’ morfismo de %, se tiene que los cuadrados del
siguiente diagrama conmutan, por lo que, el rectangulo completo conmuta:

Ua Va

FA GA FHA

N

FA —— GA —= FA’
uA/ VA/

Por lo tanto, U o V es una transformacion natural entre los funtores F y H.
Esto nos permite definir una categoria cuyos objetos son funtores, y que tiene como flechas a las
transformaciones naturales entre ellos.

Definicién 2.7. Sean ¥ y 2 categorias. Llamaremos categoria de funtores de ¢ a 2, a la ca-
tegoria 2% cuyos objetos son los funtores de la forma F : € — 2 y que tiene por flechas a las
transformaciones naturales y : F = 37, para cada par F,F € 9%.

Proposicion 2.8. Sea pu:F = G € @Cg(?, 9). Entonces p : § = § es un isomorfismo en 9% siy
solo si, para cada C' € Ob(%), pe : F(C) — §(C) es un isomorfismo en 2.

Demostraciéon. (=) Si u:F = G es un isomorfismo en 2%, entonces existe una transformacion
natural ' : § = F tal que ' o = Idy y pop' = Idg, luego, para cada C' € Ob(%¥), tenemos que
pteopc =Idgco y peopy = Idge, por lo tanto, e es un isomorfismo en & para cada C' € Ob(%).

(<) Supongamos que, para cada C' € Ob(%), se tiene que puc : FC — GC es un isomorfismo
en 9, es decir, que existe ual : §C — FC en Z tal que ,ual ouc = Idsc y po o ,ual = Idgc.
Veamos que = ! : § = F es una transformacion natural. Sea g € €(C, C’). Verifiquemos que el

siguiente diagrama conmuta:
-1

go L g0

o |

90/ ﬁl- ?Cl

HC’

Para ello, primero observemos que, como p : F = G es transformacion natural, entonces el siguiente
diagrama conmuta, para cada g € €(C,C"):

Oy <o,

W

FC' —— '
leld

De modo que, pucr o Fg = Gg o uc, lo que implica que ,ua,l opcroFgo ual = ua,l oGgopuco ME;I-
Asi que, Fg o MEl = ME} o Gg. Por lo tanto, p~! : § = F es una transforamcién natural. Es claro
que (u~top)e = pgt opc = Idyc y que (popu= e = pc o ug' = Idge. Por consiguiente,
pltopu=1Idsypop ' =Idg, es decir, n: F = G es un isomorfismo en Z%. O

Definicién 2.9. Sean 7,5 € 2¢. Diremos que J es naturalmente isomorfo a G si existe un iso-
morfismo p : F = G.
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Ademas de la categora 27, existe otra categoria que se puede construir a partir de dos catego-
rias € y 2 dadas; nos referimos a la categoria producto, que nos resultard muy 1til en la siguiente
seccion.

Definicién 2.10. Dadas dos categorias ¢ y 2, definimos su categoria producto, denotada por
€ x 2, como la categoria tal que

Ob(% x P) = Ob(%) x Ob(2) y
¢ x 9((C,D),(C", D)) =¢€(C,C") x 2(D, D).

Es decir, los objetos de la categoria € x 2 son parejas de la forma (C,D) con C € €y D € 2.
Ademaés, una flecha en € x 2((C, D), (C’, D")) es un par (f, g) tal que f € €(C,C")y g € 2(D,D’).
También se tiene que, si (f,g) y (f’,¢’) son flechas de € x 2, entonces su composicion existe solo
si f'of esuna flecha en € y ¢’ og es una flecha en 2. En este caso, dicha composicion se define por
(f',g")o(f,9) = (f'of,g'og). Laidentidad en un objeto (C, D) se define por Id(¢c,py = (Idc, Idp).

3. Lema de Yoneda (presentacion)

3.1. Ingredientes. Para entender el Lema de Yoneda, es necesario conocer algunas cate-
gorias, funtores y transformaciones naturales particulares. A continuacién, presentaremos dichos
conceptos.

1. Set. Es la categoria que tiene como objetos a la clase de todos los conjuntos, y cuyas
flechas son todas las funciones entre ellos.

2. Categoria localmente pequena. Diremos que una categoria % es localmente pequenia
si, para cada par de objetos A, B € Ob(%), se tiene que € (A, B) es un conjunto.

3. Funtores representables por C. Sea ¥ una categoria localmente pequena. Para cada
C € Ob(%) consideramos los funtores h® : € — Set y hc : €°P — Set definidos como
sigue:

a) Para cada A € ¥, se tiene que h®A = € (C, A) y, para cada f € € (A, B), la funcién
hCf:€(C,A) — €(C, B) se define por (h“f)(g) = fog.

b) Para cada A € ¥, se cumple que h¢A = €(A,C) vy, para cada f € €°P(A, B), la
funcion hef : €(A,C) — €(B,C) se define por (hcf)(g) =go f.
Llamaremos funtores representables por C a los funtores he y hC.

4. Set®. Sea ¢ una categoria. Entonces denotamos por Set? a la categoria que tiene por
objetos a todos los funtores de € a Set, y por flechas a todas las transformaciones natu-
rales entre dichos funtores.

5. J. Si € es una categoria, entonces denotaremos por ¢ a la subcategoria de Set? que
tiene como objetos tinicamente a los functores representables h¢ con C' € Ob(%), y como
flechas a las transformaciones naturales entre ellos.

6. Funtor de Yoneda. Si % es una categoria localmente pequeiia, le llamaremos el Funtor
de Yoneda al funtor Y : 4?7 — Set® que asocia a cada objeto C' € Ob(%) con el
funtor representable por C', h®. Veamos cémo funciona este funtor en flechas: Para cada
G € €°P(A, B), consideramos la tranformaciéon natural Y(g) : k4 = h® que consiste en
precomponer con g € € (B, A). Es decir, (Y(7))c : hAC — hBC es una funcién que se
define como (Y(g))c(f) = f o g para cada f € €(A,C) = hAC y C € Ob(¢). Notemos
que f o g es un morfismo en € (B,C) = hPC, ya que f € €(A,C) y g € €(B, A).

De hecho, el Funtor de Yoneda Y : €°P — Set? es una inmersion y la demostracion
de esta afirmacion serd un corolario del Lema de Yoneda.
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4. Lema de Yoneda (desarrollo)

Lema 4.1 (Lema de Yoneda). Consideremos la categoria Set® con % una categoria localmente
pequena. Entonces, para cada objeto F € Set? y cada C € ¥, existe una biyeccién

fos : Set? (hC,F) — FC.

Mas atn, esta biyeccion es natural en F y C en el siguiente sentido: Dados C,C" € Ob(%), g €
€(C,C"), F,F € Set? y U € Set? (F,F) el siguiente diagrama:

Set? (hC, ) 1 FC (1)
Set%d(lj(g),u)i uC/OS:g:i?/goucl
< ’ f 24
Set” (h¢’, ) —Z F'C’

conmuta en Set, donde si a € Set®(hC,F), entonces Set? (Y(g), U)(a) = Uo a o Y(7), con
Y: 6P —s Set? el Funtor de Yoneda y g € €°P(C’,C).

Demostraciéon. Sean F € Set? y C' € Ob(%). Consideremos las siguientes funciones:

fog : Set® (h€.F) — FC to.g : FC — Set? (h°, F)
a— ac(lde) ar— T,

Sea a € Set? (hC, F), es decir, o : h¢ = F es una transformacion natural. Entonces a¢ : h€C —
FC es una funcién que puede ser evaluada en Ide € h€C. Ahora, para cada a € FC, definamos
T, : h° = F de la siguiente manera: si B € Ob(%), entonces (T,)p : h B — FB es la funcién
tal que, para g € €(C, B), se tiene que (1,) 5 (g9) = Fg(a), donde Fg : FC — FB. Para asegurar
que T, es una transformacion natural, debemos demostrar que, para cada l € (A, B), el diagrama:

hea T2 gy

o |

h“B ——JFB
(Ta)B

conmuta, es decir, FL o (T,) 4 = (Ta) 5 o hCl. Para ello, consideremos k € h® A. Entonces
(Flo (Ta)a)(k) = FU(Ta) (k)
= FU(Fk(a))
= (FloFk)(a)
=F(lok)(a)
= (Ta)B(lok)
= (T.)s((h°D) (k)
= ((Tu) B o K1) (k).
Las igualdades anteriores se siguen de las definiciones de h¢ y T,, asi como del hecho de que

FgoFk = F(go k), esto ultimo, debido a que F es funtor.
Ahora veamos que fc g y tc,g son inversas la una de la otra. Para esto, observemos que

(te,s o fes)(a) =tog(ac(lde)) = Tiac(1de))-
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Ademas, notemos que, para cada B € Ob(%) y cada t € h® B, se tiene el siguiente diagrama:

e 295 ¢

o |

h¢B Sy FB
conmuta en Set. Por lo que,
(Tac(1ae)) 5 () = Ft(ac(lde))
= ap((h“t)(Idc))
=ap(toldes)
= agp(t).

Por lo tanto, (tc.g o fo5)(a) = a.
Asimismo, al desarrollar la otra composicién, obtenemos la identidad en FC. En efecto, si a € FC,
entonces

(fe,5 otes)(a) = fo,5(Ta)
= (Tu)c (1do)
=F(dc)(a)
= Idsc(a)

= a.

Por tultimo, vamos a demostrar la naturalidad de la biyeccion en .# y en €. Para esto, sea a €
Set®(hC,F), g € €(C,C") y U € Set®(F,7"), entonces

for5(Set” (Y(7), U)(a)) = for,5 (Lo a0 Y(7))
= (UeaoY(g))c(Idor)
= Ugr o (a0 Y(g))cr(Ider)
=U¢r oac/(Ider o g)
= Ucr(acr(9))
= Ucr(acr (g0 Ido))
= Ucr (acr (hC(9)(1dc)))
= Uer ((aer 0 h(g))(Ide))
= U ((Fg o ac)(de))
= (Ucr 0 Fg)(ac(ldc))
= (Ucr 0 Fg)(fo,5(a)).

Por lo que, el diagrama (1), de la conclusiéon del Lema, conmuta. O

Corolario 4.2. Sea % una categoria localmente pequena. Entonces el Funtor de Yoneda Y : €°? —
Set? es un una inmersién.

Demostracion. Por la Definicion 2.5, necesitamos demostrar que Y : P — Set? es inyectivo
en objetos y que
Y. €°P(C,C") — Set® (hY,n")
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es un isomorfismo de conjuntos, donde, si g € €°P(C,C"), entonces Y(g) : h¢ = hC" es la transfor-
macion natural definida de la siguiente manera: para cada B € Ob(%) y cada f € €(C, B), se tiene
que (Y(9))s(f) = fog donde (Y(g))5 : hY B — hC B es un morfismo de conjuntos. Sea F = hC” en
el contexto del Lema 4.1. Recordemos que en la demostracion de este lema, para g € FC = hC/C',
consideramos la biyeccién

toper +hS'C — Set®(h h")
g— T

donde Tj : hC = hC es la transformacion natural definida de la siguiente manera: para cada
B € 0b(%), la funcién (T,), : h°B — hY B es tal que, si f € €(C,B), entonces (Ty)p (f) =
(h€ f)(g) = f o g. Por lo tanto, las transformaciones naturales Y(g) y T, son iguales. Ahora,
por el mismo lema, tenemos que tq v : he'C — Set®(hC,hC") es una biyeccion, asi que,
si g1,92 € €°P(C,C") con g1 # gy, entonces g # go con gi,g2 € €(C’,C), lo que implica que
Ty, # Tg,. Por lo tanto, Y(g7) # Y(gz). De este modo, podemos concluir que la funcién de conjuntos
Y. 6°P(C,C") — Set? (hC,h") es inyectiva. Consideremos ahora o € Set? (h¢, hC"). Entonces
existe g € h®'C = €(C’,C) tal que T, = a. Por otro lado, como g € €°P(C,C") y T, = Y(g), se
infiere que Y : €°P(C,C") — Set%(hc, hcl) es suprayectiva.

Para ver que el Funtor de Yoneda es inyectivo en objetos, consideremos YC' = YC’, es decir,
h¢ = e, Por lo que Id¢c € hC/C’, entonces, necesariamente, C = C'. g

La siguiente proposicion nos dice que, si % es una categoria localmente pequenia y C' € Ob(%),
entonces cualquier o € Set(g(hc, F) esta completamente determinada por el elemento ac(Idc) de

JC.

Proposicion 4.3. Sean ¢ una categoria localmente pequeiia, C € Ob(¢)y F € Set?.Sia: hC =
J es una transformacién natural, entonces, para todo B € Ob(¢) y cada f € h B = €(C, B), se
tiene que ag(f) = Ff(a.(Ide)).

Demostracién. Sabemos que o = {ap : h B — FB | B € Ob(%)}. Consideremos B € Ob(%)
y f € hYB = €(C,B). Como a : h® = F es una transformacion natural, entonces el siguiente
diagrama conmuta:

hCC 2%~ FC

| o

h¢B > JIB
En particular, (ap o h f)(Idc) = (Ff o ac)(Id.). Luego
ap((h® f)(Idc)) = Ff(ac(dc)).

Finalmente, recordando que (h" f)(Idc) = f, se concluye que

ap(f) =T f(lac(ldc)).

Proposicion 4.4. Sean ¢ y 2 categorias, F : € — 2 un funtor fiel y pleno entre ellas y
C,C" € Ob(€). Entonces FC' es isomorfo a FC’ en 2 si y solo si C es isomorfo a C’ en €.
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Demostracion. (=) Como F es fiel y pleno tenemos que, en particular para C,C’' € €, la
funcion F : €(C,C") — €'(FC,FC") obtenida mediante el funtor F : € — 9P, es inyectiva y
suprayectiva. Ademaés, estamos suponiendo que FC' es isomorfo a FC' en 2, asi que podemos
considerar f : FC — FC’ un isomorfismo en 2, y entonces existe f~! : FC' — FC tal que
f~Yo f = Idyc. Por hipotesis, existen g : C — C' y h : ¢/ — C en € tales que Fg = f y
Fh = f~L. Como F(Idc) = Idgc y F(hog) = f~to f = Idsc, entonces h o g = Idc por
inyectividad. Analogamente, gh = Idcs. Por lo tanto, C es isomorfo a C’ en €.

(<) Es cierto para cualquier funtor. O

Corolario 4.5. Sea %una categoria localmente pequena. Entonces h® es isomorfo a hC en Set?
si y solo si C' es isomorfo a C’ en %.

Demostraciéon. Es una consecuencia del Corolario 4.2 a la par de la Proposicién 4.4. O

Lo que el Corolario 4.5 junto con la Proposicién 2.8 nos dice es que, cuando se quiere verificar
que dos objetos A, B € Ob(%€) son isomorfos, bastara con demostrar que, para cada objeto X €
Ob(€), hay una biyecciéon fx : €(A, X) — € (B, X) que es natural en X. Es decir, que para cada
X' € Ob(¥) y toda g : X — X', el siguiente diagrama:

(A, X) X~ (B, X)

hAgi \Lth

€ (A, X') —=¢(B,X')

conmuta en Set.

Ahora veremos que el Lema de Yoneda nos da un isomorfismo que es natural en dos instacias,
a saber, en C (objetos de €) y F (objetos de Set). Los siguientes funtores relacionan estas dos
instancias, uno es el funtor evaluacion:

Ev: €°PxSet? — Set
(C.)F) — FC
y el otro es una composicién de otros dos funtores:
G=Set?(_, )o(Y,Idges): € x Set? — Set

donde el funtor (Y, Idge«) : €°° x Set® — # x Set? toma una pareja (C,F) en €°? x Set? y lo
envia al par (YC, Idgee (F)) = (R, F), y el funtor Set(_, ) toma una pareja (b€, F) y la manda
a Set? (nC,F), y si h(g) : k¢ = hS, n:F = F con g : ¢" — C, entonces Set? (hC,F)(a) =

nah(g) para a : h¢ — F. En resumen, tenemos la siguiente situacion:

EP x Set® — # x Set? — Set
(C,F) — (b, F) — Set® (hC, F)

De modo que, si € es localmente pequena, entonces las hipétesis del Lema de Yoneda se cumplen
y, por lo tanto, Set%(hc,?) es un conjunto y Ev = G, es decir son isomorfos en el sentido de la
Definiciéon 2.9. Es decir, existe una transformacién natural entre Gy &, que es isomorfismo, lo que
devela el misterio de la naturalidad en el enunciado del Lema de Yoneda.

A continuaciéon demostraremos un resultado muy conocido de la teoria de grupos usando el
Lema de Yoneda. Somos conscientes de que dicho teorema es mucho més facil de demostrar dentro
de la teoria de grupos que como una aplicacién del Lema de Yoneda en la teoria de categorias,
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pero creemos que es un magnifico ejemplo para mostrar la generalidad, la utilidad y la concrecion
del Lema de Yoneda en matematicas.

Teorema 4.6 (Teorema de Cayley). Todo grupo G es isomorfo a un subgrupo del grupo de sus
permutaciones Sg.

Demostracion. Consideremos % una categoria con un solo objeto X, y tal que € (X, X) = G,
es decir, las flechas de € son los elementos de G, y la composicion esta dada por la operacion del
grupo. En esta categoria todas las flechas son biyectivas y la identidad esta dada por el neutro del
grupo. Es claro que % es localmente pequenia, por lo que, el Lema de Yoneda nos asegura que

Fxnx : Set? (WX, pY) — B¥(X)

es una biyeccién natural en X y en hX. Esto a su vez, nos da una biyeccién entre Set(g(hx, hX)
y hX(X) = G. Ademas, recordemos de la demostracion del Lema 4.1, que

txnx : h5(X) — Set” (h ¥, nY),
definida por tx ,x(a) = T, donde Tj, : hX = h¥ es la transformaciéon natural tal que

(Tw)x(9) = k™ (9)(a)
= ga,

con g,a € hX(X) = G, es el inverso de la biyeccién anterior. Ahora exploremos con detenimiento
al funtor hX : ¥ — Set. Notemos que dicho funtor determina una accién izquierda de G en G, es
decir, la multiplicacién en G. Por lo que, una transformaciéon natural p € Set{'g(hX ,h%X) no es otra
cosa que un morfismo de G acciones izquierdas, ya que, para todo ¢, b € hX (X), por la naturalidad
de u, se tiene que px(cb) = cux(b). Es claro que, para cada u € Set%(hx,hx), se cumple que
ux : G — G es una biyecciéon. De hecho, pux(c) = cux(eq) para todo ¢ € G donde e denota al
neutro de G. Finalmente, notemos que Setcg(hx, h*) es un subgrupo de Sg y que

txnx WX (X) — Set” (RY, h¥)

es un morfismo de grupos. Asi que, podemos concluir que
G = Set” (WX, h¥) < Se.

5. Conclusiones

Desde su aparicion, la teoria de categorias ha crecido aceleradamente, de tal forma que, en
la actualidad, resulta una tarea sumamente dificil estudiar todo lo que se ha escrito al respecto.
No obstante, nosotros creemos que, afortunadamente, es posible comprenderla y al hacerlo, como
consecuencia, nos acercamos profundamente a la matematica. Tambien creemos que el Lema de
Yoneda es la llave para entrar al recinto de las relaciones entre los objetos y dejar por fin de estudiar
a los objetos mismos. Estamos convencidos que el camino elegido es el correcto, sobre todo para
los que gustan de «navegar en mares profundos y desembarcar en costas agrestesy.
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