


Topología y sus aplicaciones 8

Editores literarios

Juan Angoa, Agustín Contreras, Raúl Escobedo, Manuel Ibarra

Cuerpo Académico de Topología y sus Aplicaciones

Facultad de Ciencias Físico Matemáticas

Benemérita Universidad Autónoma de Puebla



Primera edición: 2021
ISBN: 978-607-525-767-9

Dr© Benemérita Universidad Autónoma de Puebla
4 sur 104, Centro Histórico, Puebla, Pue., CP 72000
 Tel.: 01 (222) 229 55 00
 www.buap.mx

 Dirección General de Publicaciones
2 norte 1404, Centro Histórico, Puebla, Pue., CP 72000
Tels.: 222 246 85 59 
          222 229 55 00
             Ext. 5768
 publicaciones.buap.mx 
 librosdgp@correo.buap.mx

Benemérita Universidad Autónoma de Puebla
Rectora: María Lilia Cedillo Ramírez ◆ Secretario General: José Manuel Alonso Orozco ◆ 
Vicerrector de Extensión y Difusión de la Cultura: José Carlos Bernal Suárez ◆ Director de 
Publicaciones: Luis Antonio Lucio Venegas

Impreso y hecho en México
Printed and made in Mexico



Presentación

Estimado lector, el cuerpo académico de Topología y sus Aplicaciones, de la Benemérita Uni-
versidad Autónoma de Puebla, publica un nuevo libro, en este caso virtual, de la serie topología
y sus aplicaciones; en este volumen incluimos temas de funciones cardinales, teoría de Categorías,
teoría de continuos, teoría de conjuntos, topología general, sistemas dinámicos, así como una im-
portante discusión de nuevas líneas de abordar lo continuo. Es de destacar la unión lograda entre
autores y editores gracias al lazo que los une, los árbitros y los lectores. Todo esto forma parte de
una comunidad interesada en la visión topológica de la matemática, así como de sus métodos y
aplicaciones. Nuevamente, nos percatamos con orgullo del gran mosaico humano que se congrega
para la realización de este libro: matemáticos de Oaxaca, Tlaxcala, Ciudad de México, Zacatecas,
Chiapas y Puebla, nos han apoyado enviando sus trabajos a este comité editorial. Es de destacar,
la participación de matemáticos de otros paises, y la ya importante in�uencia que hemos obtenido
en colegas de otros paises que se interesan por este proyecto, tenemos aportaciones de matemáticos
de: España, Perú y Estados Unidos; esperamos aumentar nuestra área de in�uencia, que esto a
�nal de cuentas, expresa la acumulación de nuevas relaciones humanas. También resaltamos que
nuestro libro poco a poco se adentra en las vias de la investigación, tenemos artículos que aportan
resultados novedosos. Aunque no es el grueso de los artículos los que tienen este per�l, subrayamos
la presencia ya de algunos de este tipo, que son expresión de la madurez de este trabajo editorial.

En el estado actual del país y de la universidad, estos esfuerzos, más alla de una actividad
acádemica, son una actividad de esperanza y con�anza de que la ciencia tiene una carga salvadora.
Todo esto nos impele a continuar con este trabajo, ya que su dimensión nacional se ha asegurado,
y se trabaja en una in�uencia internacional. La pemanencia y disciplina de los participantes en
este proyecto, así como de una comunidad que se siente interesada en él, nos con�rma la gran
responsabilidad que se nos ha delegado. Sentimos que hemos asumido la gran responsabilidad,
pese a todo, de continuarlo, tal vez no con la misma frecuencia, pero sí con la misma calidad que
hasta ahora hemos tenido.

Los editores
Enero de 2021
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Una cota para el peso de espacios T3

Fidel Casarrubias Segura
Universidad Nacional Autónoma de México, CDMX, México
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1. Introducción

Una de las nociones más básicas en topología es el concepto de base para una topología. Todas
las bases de un espacio topológico tiene una cantidad mínima de elementos; esta cantidad mínima
de elementos recibe el nombre de peso del espacio. En forma más precisa el peso w(X) de un espacio
topológico (X, τ) se de�ne como el número cardinal w(X) = mín{|B| : B es una base de τ}.

El peso es una función (clase) de la clase de todos los espacios topológicos a la clase de todos
los números cardinales que tiene la cualidad de asociarle el mismo número cardinal a espacios
homeomorfos; esto es lo que se conoce como una función cardinal topológica. Entre otras cosas, la
función w caracteriza a la clase de espacios segundo-numerable: un espacio X es segundo numerable
si y sólo si w(X) 6 ω, y de cierta manera, extiende ésta clase a cardinalidades mayores a la
numerable.

La clase de los espacios segundo-numerable tiene buenas propiedades: ésta es cerrada bajo
productos �nitos y productos numerables, y es cerrada bajo subespacios; pero no es �nito-aditiva,
es decir, no es siempre cierto que si un espacio X se puede escribir como la unión �nita de subes-
pacios segundo-numerables, entonces X es segundo-numerable. En 1951 Arkhangles'kii demostró
que cuando el espacio X es compacto, sí es posible concluir la segundo-numerabilidad de X:

Teorema. (Arkhangel'skii). Si X es un espacio compacto Hausdor�, κ > ℵ0 y X = A ∪ B con
w(A), w(B) 6 κ, entonces w(X) 6 κ.

Este resultado es llamado hoy en día teorema de aditividad del peso, y la idea clave para su
demostración fue la introducción por parte de Arkhangelskii de una noción que generaliza a las
bases de una topología: la noción de red.

En este trabajo estudiamos las propiedades más básicas de la función cardinal topológica peso
de red, la cual mide la mínima cardinalidad de redes de un espacio topológico. Damos también
una demostración completa del resultado que muestra que el peso de un espacio T3 es menor o
igual que el peso de red elevado al número de Nagami del espacio. Este resultado generaliza el
correspondiente resultado de Tkachenko para espacios Tychono�. Finalizamos la nota presentando
algunos resultados recientes obtenidos en [3] que resuelven dos problemas abiertos planteados por
Molina Lara y Okunev en [7].

Terminología y notación. Si X es un conjunto, entonces P(X) denota al conjunto potencia de
X, esto es, a la colección de todos los subconjuntos de X.

3
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Todos los espacios topológicos se suponen no vacíos. Si (X, τ) es un espacio topológico, entonces
τ(x,X) = {V ∈ τ : x ∈ V }.

Recuerde que un espacio X es completamente regular si para todo subconjunto cerrado F de X
y todo punto x ∈ X \F , existe una función continua f : X → [0, 1] tal que f(F ) ⊆ {0} y f(x) = 1.
Un espacio es Tychono�, o de Tychono�, si es un espacio completamente regular T0.

2. Las redes de Arkhangel'skii

Si (X, τ) es un espacio topológico, entonces una base para τ es una colección B ⊆ τ tal que
para cada x ∈ X y cada U ∈ τ(x,X) existe B ∈ B tal que x ∈ B ⊆ U . Cuando quitamos la
exigencia �B ⊆ τ� obtenemos el concepto de red.

De�nición 2.1 (Arkhangel'skii). Sea (X, τ) un espacio topológico. Diremos que una colección
N ⊆ P(X) es una red de subconjuntos de X si para cada x ∈ X y cada U ∈ τ(x,X) existe N ∈ N

tal que x ∈ N ⊆ U .

El peso de red (o peso red) de un espacio topológico (X, τ) es el número cardinal nw(X) =
mín{|N| : N es red de X}. Es muy sencillo veri�car que para cualquier espacio topológico (X, τ)
la familia N = {{x} : x ∈ X} es una red de subconjuntos de X y es por esto que nw(X) 6 |X|.
También es cierto que nw(X) 6 w(X) y la razón de ello es que toda base es una red de subconjuntos.

Los espacios topológicos que tienen una red a lo más numerable se llaman cósmicos. Las
desigualdades enunciadas en el parrafo anterior implican que todos los espacios �nito o numerables,
y todos los espacios segundo-numerables son espacios cósmicos.

Los espacios cósmicos son espacios separables; es decir, tienen un subconjunto denso �nito o
numerable. Es esta la razón del porqué son separables los espacios �nitos, los espacios numerables
y los espacios segundo-numerables. Lo anterior es una consecuencia de la siguiente proposición.

Proposición 2.2. Para todo espacio topológico (X, τ) sucede que

d(X) 6 nw(X) 6 w(X) y nw(X) 6 |X|.

Demostración. Es su�ciente demostrar que d(X) 6 nw(X). Recuerde que d(X) = mín {|D| :
D ⊆ X = D } es la densidad de X. Consideremos una red N de subconjuntos de X tal que
|N| = nw(X). Para cada N ∈ N \ {∅} �jemos un único elemento xN ∈ N . Es claro que D = {xN :
N ∈ N \ {∅}} tiene cardinalidad menor o igual que la cardinalidad de N. Además, D = X puesto
que si U es un abierto no vacío podemos elegir un elemento x ∈ U . Como N es red de X, existe
un N ∈ N de modo que x ∈ N ⊆ U . Note que N ∈ N \ {∅}, así xN ∈ N ⊆ U . Luego xN ∈ U ∩D.
Por lo tanto, D es denso en X. Consecuentemente, d(X) 6 |D| 6 nw(X). �

Cualquier espacio numerable que no sea primero-numerable, como por ejemplo el abanico
numerable1, es un espacio cósmico que no es segundo-numerable. Para la línea de Sorgenfrey (R, τs)
sucede que w(R, τs) = nw(R, τs) = c. En efecto, debido a que nw(R, τs) 6 w(R, τs) 6 |R|2 sólo
debemos mostrar que nw(R, τs) > c; y para hacer esto es su�ciente probar que ninguna subcolección
no vacía N de P(R) de cardinalidad < c puede ser una red en (R, τs). Suponga entonces que N

es una colección de las características mencionadas. Sin perder generalidad podemos suponer que
∅ 6∈ N. De�namos

Na = {N ∈ N : N es acotado inferiormente en (R,6)}
y

Nna = {N ∈ N : N es no acotado inferiormente en (R,6)}.

1El espacio cociente del producto topológico Y ×N generado por la relación de equivalencia: (y, n) ∼ (z, k) si y =

z = 0 o si y = z 6= 0 y n = k, es un espacio de este tipo. Aquí, Y = {0}∪{ 1
n

: n ∈ N} tiene la topología de subespacio
respecto del espacio usual de los números reales y N tiene la topología discreta. Este espacio cociente es conocido
con el nombre de abanico numerable.

2La colección B = {[x, x+ 1
n

) : x ∈ R & n ∈ N} es una base para la topología de la línea de Sorgenfrey.
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Si Na = ∅, entonces N = Nna, pero en este caso es muy fácil probar que N no es una red porque
para el abierto [0, 1) y el elemento 0 no es posible hallar N ∈ Nna tal que 0 ∈ N ⊆ [0, 1). Podemos
entonces suponer que Na 6= ∅. Para toda N ∈ Na, de�namos xN = ı́nf N , y A = {xN : N ∈ Na}.
Como A ⊆ R y |A| < c, podemos �jar x ∈ R \A. Consideremos al abierto [x, x+ 1) de X. Observe
que para x ∈ [x, x+ 1) ningún elemento N ∈ Nna tiene la siguiente propiedad: x ∈ N ⊆ [x, x+ 1)
porque [x, x + 1) es acotado inferiormente y ningún elemento de Nna lo es. Pero tampoco hay
elementos M de Na de modo que x ∈ M ⊆ [x, x + 1) porque la contención M ⊆ [x, x + 1)
implica que x 6 m para toda m ∈ M , y por esto x 6 xM = ı́nf M ; pero como x ∈ R \ A y
xM ∈ A, necesariamente x < xM lo cual implica que existe un elemento de M , a saber x, tal
que x < xM = ı́nf M , lo cual es absurdo. Por lo tanto, N no es una red para X. Esto termina la
demostración.

Para cualquier espacio indiscreto X de cardinalidad > 2 siempre se tiene que nw(X) < |X|.
Esto muestra que hay clases grandes de espacios donde siempre obtenemos el menor estricto en
la desigualdad nw 6 | · |. También hay clases grandes de espacios topológicos donde siempre se
da la igualdad; por ejemplo la clase de los espacios discretos: para cualquier espacio discreto X la
colección {{x} : x ∈ X} es siempre un subconjunto de cualquier red para X.

Si (X, τ) es un espacio topológico, (Y, τ � Y ) es un subespacio topológico de X y N es una red
de subconjuntos de (X, τ), entonces la colección N � Y = {N∩Y : N ∈ N} es una red en (Y, τ � Y ).
Esto muestra en realidad que el peso de red es una función cardinal monótona, es decir, si X es un
espacio y Y es un subespacio de X, entonces nw(Y ) 6 nw(X) puesto que basta elegir una red para
X de modo que |N| = nw(X), y por lo antes dicho, tenemos que nw(Y ) 6 |N � Y | 6 |N| = nw(X).

En relación a las imágenes continuas de un espacio topológico, el peso de red no se incrementa
porque si f : X → Y es una función continua suprayectiva y N es una red de subconjuntos de
X, entonces es muy fácil probar que f [N] = {f [N ] : N ∈ N} es una red de subconjuntos de Y .
Consecuentemente, si elegimos una red N para X tal que |N| = nw(X), entonces nw(Y ) 6 |f [N]| 6
|N| = nw(X).

Usando esta última propiedad se puede deducir fácilmente que si X es homeomorfo a Y ,
entonces nw(X) = nw(Y ); es decir, se puede deducir que nw es en efecto una función cardinal
topológica.

Un resultado un poco menos trivial que involucra al peso de red es el siguiente; en él se
proporciona una cota para la cardinalidad de cualquier espacio T0 usando al peso de red.

Proposición 2.3. Si X es un espacio T0, entonces |X| 6 2nw(X).

Demostración. Fijemos una red N de modo que |N| = nw(X). Para cada x ∈ X, de�namos
Nx = {N ∈ N : x ∈ N}. Es claro que Nx ⊆ N y por ello Nx ∈ P(N) para cada x ∈ X. De esta
manera φ : X → P(N) de�nida por φ(x) = Nx (x ∈ X) es una función bien de�nida.

Veri�quemos que φ es inyectiva. Supongamos que x, y ∈ X son elementos diferentes. Como X
es T0, existe un abierto U de modo que |U ∩ {x, y}| = 1. Si x ∈ U , entonces y 6∈ U . Por ser N una
red en X existe N ∈ N tal que x ∈ N ⊆ U . Luego, N ∈ Nx y N 6∈ Ny. Entonces φ(x) 6= φ(y). Si
ocurre que y ∈ U , entonces x 6∈ U . Y como N una red en X existe M ∈ N tal que y ∈ M ⊆ U .
Luego, M ∈ Ny y M 6∈ Nx. Entonces φ(x) 6= φ(y). Por lo tanto φ es inyectiva.

Como φ es inyectiva, |X| 6 |P(N)| = 2nw(X). �

Como una consecuencia del resultado anterior, podemos deducir que para todo espacio T0 es
equivalente que el espacio tenga peso de red �nito con el hecho de que el espacio mismo sea �nito.
Por ejemplo, el espacio Rn con su topología usual τRn tiene peso de red in�nito simplemente porque
es un espacio T0 de cardinalidad in�nita. La anterior equivalencia es falsa si omitimos el axioma
de separación T0, como lo constata R junto con su topología indiscreta {∅,R}.

El siguiente resultado será muy útil para dar una demostración del teorema de Arkhangel'skii
sobre la aditividad del peso.
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Lema 2.4. Para todo espacio Hausdor� (X, τ) existe una familia de abiertos B que tiene las
siguientes cuatro propiedades:

1. |B| 6 nw(X),
2. B es base de una topología Hausdor� θ de X,
3. θ ⊆ τ ,
4. w(X, θ) 6 nw(X).

Demostración. Sea (X, τ) un espacio Hausdor� cualquiera. Si X es �nito, entonces τ es la to-
pología discreta en X. De�namos en este caso a B = {{x} : x ∈ X}. Es claro que B es una
base de la topología θ = τ = P(X). Obsérvese también que (X, θ) es un espacio Hausdor� y que
w(X, θ) = |X| = nw(X, τ).

Supongamos ahora que X es un espacio in�nito. Suponga que N es una red para (X, τ) con
N = nw(X). De�namos

D = {(N1, N2) ∈ N2 :
(
∃(V1, V2) ∈ τ2

) (
N1 ⊆ V1, N2 ⊆ V2 & V1 ∩ V2 = ∅

)
}.

Primero notemos que D es no vacío. Efectivamente, sean x, y ∈ X con x 6= y. Como (X, τ) es
Hausdor�, existen abiertos ajenos Vx, Vy tales que x ∈ Vx y y ∈ Vy. Como N es una red de X,
existen N1, N2 ∈ N tales que x ∈ N1 ⊆ Vx y y ∈ N2 ⊆ Vy. Entonces (N1, N2) ∈ N ×N.

También es fácil notar que |D| 6 |N ×N| = |N| = nw(X) porque nw(X) es in�nito.
Ahora �jemos, para cada (N,M) ∈ N × N, un elemento (V (N), V (M)) ∈ τ × τ de modo que

N ⊆ V (N) y M ⊆ V (M).
De�namos V = {V (N), V (M) : (N,M) ∈ N ×N}. Es claro que V ⊆ τ y que |V| 6 nw(X).
De�namos B como la familia de todas las intersecciones �nitas de elementos de la familia V.

Es fácil notar que B es cerrada bajo intersecciones �nitas y que |B| 6 nw(X).

A�rmación. La colección B es base para una topología Hausdor� de X.

Demostración de la a�rmación. Considere un elemento cualquiera x ∈ X. Consideremos un
elemento y ∈ X con x 6= y. Como (X, τ) es Hausdor�, existen abiertos ajenos Vx, Vy tales que
x ∈ Vx y y ∈ Vy. Como N es una red de (X, τ), existen N1, N2 ∈ N tales que x ∈ N1 ⊆ Vx y
y ∈ N2 ⊆ Vy. Entonces (N1, N2) ∈ D. Luego, x ∈ V (N1) ∈ B. Por lo tanto, X =

⋃
B.

Por otro lado, supongamos que B1, B2 ∈ B y que x ∈ B1 ∩ B2 son elementos cualesquiera.
Como B1, B2 ∈ B y B es cerrada bajo intersecciones �nitas, tenemos que B3 = B1 ∩ B2 ∈ B y
x ∈ B3 ⊆ B1 ∩B2.

Todo lo anterior muestra que B genera una topología θ para X. Resulta que θ es una topología
Hausdor� para X. Efectivamente, supongamos que x, y ∈ X son elementos diferentes. Como (X, τ)
es Hausdor�, existen abiertos A y B ajenos tales que x ∈ A y y ∈ B. Siendo N una red en (X, τ),
existen N1, N2 ∈ N de modo que x ∈ N1 ⊆ A y y ∈ N2 ⊆ B. Entonces (N1, N2) ∈ D. Consideremos
a la pareja ordenada (V (N1), V (N2)) que hemos seleccionado para el elemento (N1, N2). Por la
elección de (V (N1), V (N2)), se tiene que V (N1), V (N2) ∈ B. Además, x ∈ N1 ⊆ V (N1) y y ∈ N2 ⊆
V (N2), y V (N1) ∩ V (N2) = ∅. Por lo tanto, (X, θ) es un espacio Hausdor�. �

Finalmente, como B ⊆ τ , tenemos que θ ⊆ τ y además como B es base de θ se tiene que
w(X, θ) 6 |B| 6 nw(X). �

Una consecuencia interesante del lema anterior es que en los espacios Hausdor� compactos el
peso y el peso de red coinciden.

Proposición 2.5 (Arkhangel'skii).

1. Si (X, τ) es un espacio Hausdor�, entonces existen un espacio Hausdor� (Y, θ) y una
condensación (es decir, una función continua y biyectiva) f : X → Y de modo que
w(Y, θ) 6 nw(X, τ).

2. Si X es un espacio Hausdor� compacto, entonces w(X) = nw(X).
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Demostración. (1). Por el lema anterior existe una familia de abiertos B de cardinalidad a lo más
nw(X, τ) que es base de una topología Hausdor� θ de X tal que θ ⊆ τ y además w(X, θ) 6 nw(X).
De�namos (Y, θ) = (X, θ) y f = idX : (X, τ)→ (Y, θ). La función f es continua porque θ ⊆ τ . Es
claro que f es biyectiva. También es claro que w(Y, θ) = w(X, θ) 6 nw(X, τ).

(2). Por ser (X, τ) Hausdor�, aplicando el inciso anterior, podemos concluir que existen un
espacio Hausdor� (Y, θ) y una condensación f : X → Y tal que w(Y, θ) 6 nw(X, τ). Debido a
(X, τ) es un espacio compacto y a que (Y, θ) es un espacio Hausdor�, f es una función cerrada;
y consecuentemente, un homeomor�smo. Por esto w(X, τ) = w(Y, θ). Por lo tanto, w(X, τ) 6
nw(X, τ). Como la desigualdad contraria es siempre cierta, obtenemos que nw(X, τ) = w(X, τ).
�

El teorema de aditividad del peso en espacios Hausdor� compactos es ya una consecuencia
sencilla del inciso (2) de la proposición anterior.

Teorema 2.6 (de Arkhangel'skii sobre la aditividad del peso). Sea κ un cardinal in�nito. Si X es
un espacio compacto Hausdor� y X = A ∪B con w(A), w(B) 6 κ, entonces w(X) 6 κ.

Demostración. Como X es un espacio compacto Hausdor�, nw(X) = w(X). Así que para probar
que w(X) 6 κ, bastará demostrar que nw(X) 6 κ.

Como w(A) 6 κ y w(B) 6 κ, existen colecciones BA y BB de cardinalidad menor o igual
que κ que son bases de los subespacios (A, τ � A) y (B, τ � B), respectivamente3. De�namos
N = BA ∪BB . Es claro que N ⊆ P(X) y que |N| 6 κ+ κ = κ. Demostraremos ahora que N es una
red en X. En efecto, suponga que U es un abierto de X y que x ∈ U es cualquier elemento. Como
X = A ∪ B, x ∈ A o x ∈ B. Si x ∈ A, entonces x ∈ U ∩ A. Debido a que BA es una base para la
topología de (A, τ � A), existe N ∈ BA de modo que x ∈ N ⊆ U ∩ A. Entonces existe N ∈ N de
modo que x ∈ N ⊆ U . De manera análoga se puede demostrar que si x ∈ B, entonces existe un
elemento N ∈ N tal que x ∈ N ⊆ U . Por lo tanto, N es una red de X.

Para �nalizar la prueba, dése cuenta que nw(X) 6 |N| 6 κ. �

Observación 2.7. En la demostración del teorema anterior implícitamente se demuestra que el
peso de red es una función cardinal �nito aditiva, esto es, si un espacio X se puede escribir como
la unión �nita X = A1 ∪ · · · ∪ An de subespacios tales que nw(Ai) 6 κ para toda i, donde κ es
un cardinal in�nito, entonces nw(X) 6 κ. En forma más general, si κ es un cardinal in�nito y
X =

⋃
C∈C C, donde nw(C) 6 κ, entonces nw(X) 6 κ · |C| = máx{κ, |C|}.

Como una simple aplicación del teorema anterior (2.6) obtenemos el siguiente resultado:

Corolario 2.8. Si un espacio compacto Hausdor� es la unión de una cantidad �nita de subespacios
segundo-numerables, entonces él mismo es un espacio segundo-numerable, y por tanto, metrizable.

3. Teorema de dualidad para nw

A menos que explícitamente se diga lo contrario, todos los espacios topológicos considerados
en esta sección son Tychono�.

Si X es un espacio, entonces el conjunto C(X) = {f : X → R : f es continua} es un subconjun-
to del producto topológico RX . De esta forma el conjunto C(X) puede ser dotado de la topología
de subespacio respecto del producto topológico RX . El espacio así constituido es denotado con los
símbolos Cp(X) y la topología de Cp(X) es llamada topología de la convergencia puntual.

Si un espacio Tychono� es �nito, entonces es discreto. Por esta razón, cuando X es �nito
el espacio Cp(X) es homeomorfo a Rn para algún n ∈ N, y por ello d(Cp(X)) = nw(Cp(X)) =
w(Cp(X)) = ℵ0.

3Donde τ es la topología de X y τ � A es la topología de subespacio de A respecto de X. Análogamente, para
B.
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Cuando X es un espacio Tychono� in�nito las cosas cambian un poco. Como sabemos, la base
canónica del espacio producto RX es la colección de todos los conjunto de tipo

[x1, . . . , xn;U1, . . . , Un] =
{
g ∈ RX :

(
∀ i = 1, . . . , n

)(
g(xi) ∈ Ui

)}
,

donde n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ X y U1, . . . , Un ∈ τR. Es una tarea rutinaria demostrar que para
cualquier elemento g ∈ [x1, . . . , xn;U1, . . . , Un] es posible encontrar intervalos abiertos
(p1, q1), . . . , (pn, qn) con extremos racionales de modo que

g ∈ [x1, . . . , xn; (p1, q1), . . . , (pn, qn)] ⊆ [x1, . . . , xn;U1, . . . , Un].

Esto muestra que la familia formada por todos los conjuntos de tipo

(1.1) [x1, . . . , xn;W1, . . . ,Wn],

donde W1, . . . ,Wn ∈ B0 y B0 es la colección de todos los intervalos abiertos de R con extremos en
Q, es una base para la topología del producto topológico RX . La ventaja de esta última base es
que con ella podemos concluir que

w(RX) 6 |[X]<ℵ0 | · |B0| = |X| · ℵ0 = |X|.
Debido a que Cp(X) es un subespacio topológico de RX , w(Cp(X)) 6 w(RX). Por esta razón,
w(Cp(X)) 6 w(RX) 6 |X|. Curiosamente, para el caso que nos ocupa (X in�nito) las igualdades
son ciertas. En efecto, para fundamentar nuestra a�rmación es su�ciente demostrar que |X| 6
w(Cp(X)). Suponga por el contrario que w(Cp(X)) < |X|. Entonces podemos �jar una base B de
Cp(X) tal que |B| = w(Cp(X)). Resulta que si f ≡ 0 : X → R es la función constante de valor
cero, entonces la colección B(f) = {B ∈ B : f ∈ B} es una base local de f en Cp(X). Debido a que
los conjuntos de tipo (1.1) forman una base de la topología producto de RX , para cada B ∈ B(f)
existen nB ∈ N, xi1 , . . . , xinB ∈ X y m ∈ N tales que

f ∈ [xi1 , . . . , xinB ; (− 1
m ,

1
m ), . . . , (− 1

m ,
1
m )] ∩ Cp(X) ⊆ B.

De�namos Y =
⋃
B∈B(f){xi1 , . . . , xinB }. Es fácil convencerse que |Y | < |X|. Fijemos un elemento

y ∈ X \ Y y consideremos al subconjunto abierto U = [y; (−1, 1)]∩Cp(X) que contiene f . Resulta
que ningún elemento de la colección B(f) está contenido en U porque si B ∈ B(f) es un elemento
cualquiera al ser X un espacio de Tychono� existe una función continua gB : X → [0, 1] de modo
que gB(y) = 1 y gB [{xi1 , . . . , xinB }] ⊆ {0}. Entonces gB ∈ B pero no está en U . Esto contradice que
la colección B(f) es una base local de f en Cp(X). Esta contradicción muestra que necesariamente
|X| 6 w(Cp(X)). De esta forma hemos probado el siguiente resultado.

Proposición 3.1. w(Cp(X)) = w(RX) = |X|, para todo espacio Tychono� in�nito X.

Para el caso de la función cardinal nw sucede algo muy curioso. Sabemos que nw 6 | · | y que
nw 6 w, y que además, para espacios Tychono� in�nitos X ocurre que |X| = w(Cp(X)). Es decir,
en las anteriores dos desigualdades, las dos funciones cardinales del lado derecho se relacionan vía
el functor Cp. Así que lo natural es conjeturar que para espacios Tychono� in�nitos X las dos
funciones cardinales del lado izquierdo también se relacionan vía el functor Cp, es decir, es natural
conjeturar que nw(X) = nw(Cp(X)) para cualquier espacio Tychono� in�nito X. La conjetura es
cierta y el resultado es llamado teorema de dualidad de Arkhangel'skii para el peso red. Enseguida,
demostraremos este teorema demostrando previamente dos resultados.

Lema 3.2. Para todo espacio de Tychono� X, se tiene que X es homeomorfo a un subespacio de
Cp(Cp(X)).

Demostración. Suponga queX es un espacio Tychono�. Para cada x ∈ X de�nimos ex : Cp(X)→
R como la función πx � Cp(X) : Cp(X)→ R, donde πx : RX → R es la proyección en la coordenada
x asociada al producto topológico RX . La función πx es continua por la de�nición de la topología
producto, y Cp(X) tiene la topología de subespacio respecto de RX , consecuentemente ex es una
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función continua. Por lo tanto, ex ∈ Cp(Cp(X)) para toda x ∈ X. Por todo lo anterior podemos
de�nir a la función i : X → Cp(Cp(X)) por medio de la regla: i(x) = ex. Demostremos que i es
una inmersión.

i es inyectiva porque si x, y ∈ X son elementos diferentes, entonces existe una función continua
g : X → [0, 1] tal que g(x) = 0 y g(y) = 1. Entonces i(x)(g) = ex(g) = g(x) 6= g(y) = ey(g) =
i(y)(g). Consecuentemente, i(x) 6= i(y).

Por otro lado, i es continua porque para cualquier g ∈ Cp(X) sucede que πg ◦ i = g es
una función continua, donde πg : RCp(X) → R es la proyección a la g-coordenada del producto
topológico RCp(X).

Finalmente veri�quemos que i es una función abierta a su imagen. Para ello consideremos
cualquier subconjunto abierto U de X. Suponga que y ∈ i[U ] es cualquier elemento. Sea x ∈ U
tal que i(x) = y. Como X es Tychono�, existe g : X → [0, 1] continua tal que g(x) = 1 y
g[X \ U ] ⊆ {0}. Consideremos al abierto W = π−1

g [( 1
2 , 2)] ∩ i[X] de i[X] (aquí πg : RCp(X) → R es

la proyección a la coordenada g del producto topológico RCp(X)). Resulta (y no es difícil demostrar)
que y ∈W ⊆ i[U ]. Esto muestra que i[U ] es un subconjunto abierto de i[X]. �

Proposición 3.3. Si X es un espacio Tychono� in�nito, entonces nw(Cp(X)) 6 nw(X).

Demostración. Por el lema 2.3, nw(X) > ℵ0. Fijemos una red N de subconjuntos de X de manera
que |N| = nw(X); así, |N| > ℵ0. Sea B una base numerable del espacio (R, τR). Para cada n ∈ N,
N1, . . . , Nn ∈ N, B1, . . . , Bn ∈ B, de�nimos

(N1, . . . , Nn;B1, . . . , Bn) = {g ∈ Cp(X) :
(
∀ i ∈ {1, . . . , n}

) (
g(Ni) ⊆ Bi

)
}.

Resulta que la colección

R = {(N1, . . . , Nn;B1, . . . , Bn) : n ∈ N, N1, . . . , Nn ∈ N, B1, . . . , Bn ∈ B}
es una red de subconjuntos de Cp(X). Efectivamente, suponga que U es un abierto de Cp(X) y
que f ∈ U es cualquier elemento. Entonces existen n ∈ N, z1, . . . , zn ∈ X y ε > 0 tales que

f ∈ [z1, . . . , zn; (f(z1)− ε, f(z1) + ε), . . . , (f(zn)− ε, f(zn) + ε)] ∩ Cp(X) ⊆ U.
Como B es base de (R, τR), podemos �jar B1, . . . , Bn ∈ B de modo que

f(zi) ∈ Bi ⊆ (f(zi)− ε, f(zi) + ε) para cada i = 1, . . . , n.

Observe ahora que como f es continua, los conjuntos f−1(Bi) son abiertos en X y que siendo
N una red de subconjuntos de X, existen N1, . . . , Nn ∈ N tales que zi ∈ Ni ⊆ f−1(Bi) para
cada i = 1, . . . , n. Entonces f ∈ (N1, . . . , Nn;B1, . . . , Bn) ⊆ [z1, . . . , zn; (f(z1) − ε, f(z1) + ε), . . . ,
(f(zn)− ε, f(zn) + ε)]∩Cp(X). Por lo tanto, f ∈ (N1, . . . , Nn;B1, . . . , Bn) ⊆ U . Esto muestra que
R es una red en Cp(X).

Para �nalizar la prueba, dése cuenta que nw(Cp(X)) 6 |R| 6 |[N]<ω| · |[B]<ω| = |N| · ℵ0 =
|N| = nw(X). �

Podemos ya demostrar el teorema de dualidad del peso de red de Arkhangel'skii.

Teorema 3.4 (Arkhangel'skii). Para cualquier espacio Tychono� in�nitoX, nw(Cp(X)) = nw(X).

Demostración. Como X es in�nito por la proposición anterior se tiene que nw(Cp(X)) 6 nw(X).
Pero también Cp(X) es un espacio de Tychono� in�nito así que nw(Cp(Cp(X))) 6 nw(Cp(X))
(aplicando de nuevo la proposición anterior). Como X es homeomorfo a un subespacio Y de
Cp(X) obtenemos que nw(X) = nw(Y ) y nw(Y ) 6 nw(Cp(Cp(X))). Consecuentemente, nw(X) 6
nw(Cp(X)). Por lo tanto, nw(Cp(X)) = nw(X). �

Si X es un espacio Tychono� �nito, entonces X es un espacio discreto �nito, así que nw(X) 6
|X| < ℵ0 y Cp(X) es homeomorfo a Rn, donde n = |X|. Por esto nw(Cp(X)) = nw(Rn) 6 ℵ0.
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Pero por el inciso (6) del lema anterior, no puede ocurrir que nw(Rn) < ℵ0 porque Rn es in�nito.
En conclusión, cuando X es un espacio Tychono� �nito4 nw(X) y nw(Cp(X)) no coinciden.

SiX es un espacio Tychono�, entonces de�nimos de manera recursiva a los espacios de funciones
iterados Cp,n(X) para cada n > 0 de la siguiente forma:

(i) Cp,0(X) = X;
(ii) Cp,n(X) = Cp(Cp,n−1(X)) para cada n ∈ N.

Observe que por el teorema de dualidad de Arkhangel'skii cuando X es un espacio Tychono�
�nito sucede que

nw(Cp,0(X)) = |X| < ℵ0 6 nw(Cp(X)) = nw(Cp,2(X)) = nw(Cp,3(X)) = · · · ,
y si X es in�nito, entonces

ℵ0 6 nw(Cp,0(X)) = nw(Cp(X)) = nw(Cp,2(X)) = nw(Cp,3(X)) = · · · .

4. Redes módulo cubiertas compactas

Como hemos visto, las redes de Arkhangelskii surgen como una generalización �natural� de
la noción de base. Ellas, a su vez, pueden ser vistas como un caso particular de otra noción más
general: la noción de red módulo una cubierta.

Observe que si uno denota a la colección {{x} : x ∈ X} de los conjuntos singulares de un espacio
topológico (X, τ) por C, entonces una colección N es una red en el sentido de Arkhangel'skii si para
cada C ∈ C y cada U ∈ τ tal que C ⊆ U existe N ∈ N de modo que C ⊆ N ⊆ U . Lo relevante de
esta forma de �ver� a las redes de Arkhangel'skii es que se puede notar que se está trabajando en
realidad con una cubierta de X que está formada por subconjuntos compactos, a saber, la colección
C. Este simple cambio de punto de vista trae como consecuencia una generalización natural de las
redes de Arkhangel'skii.

De�nición 4.1. Si C es una cubierta de un espacio topológico (X, τ), entonces una red para la
cubierta C o una red módulo C es una colección N de subconjuntos de X tal que para cada C ∈ C

y cada U ∈ τ(C,X) existe N ∈ N de modo que C ⊆ N ⊆ U .

Los espacios Tychono� que tienen una red a lo más numerable módulo alguna cubierta com-
pacta se llaman Lindelöf-Σ.

De�nición 4.2. Diremos que un espacio Tychono� X es un espacio Lindelöf-Σ si existen una
cubierta compacta C de X y una red módulo C a lo más numerable.

En realidad los espacios Lindelöf-Σ son espacios Hausdor� que tienen la propiedad de Lindelöf
y que son espacios Σ en el sentido de Nagami [8]. Sin embargo, esta última de�nición no implica
que los espacios Lindelöf-Σ puedan ser espacios Tychono�, de hecho, ni siquiera espacios T3. Por
ejemplo, cualquier espacio Hausdor�, numerable, no regular5 es un espacio Σ que es Lindelöf y
Hausdor�, pero no es T3 porque no es un espacio regular. No obstante, todo espacio Σ, Lindelöf y
T3 es siempre un espacio Tychono�. Por esta razón, nuestra de�nición y la que usa la noción de
espacio Σ de Nagami son equivalentes en la clase de los espacios Tychono�6.

Existe una función cardinal que generaliza a cardinalidades superiores la noción de espacio
Lindelöf-Σ: el número de Nagami.

De�nición 4.3. El número de Nagami de un espacio topológico (X, τ), el cual es denotado por
Nag(X), es el más pequeño número cardinal κ para el cual existe una cubierta compacta C de X
y una familia N de cardinalidad κ que es red para X módulo C.

4Es importante mencionar que no importando la cardinalidad de X, siempre ocurre que nw(Cp(X)) > ℵ0
porque R es homeomorfo a un subespacio (cerrado) de Cp(X).

5Vea por ejemplo [5, 8.A.(18)].
6Es su�ciente pedir que el espacio sea T3, vea [2].
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Para cualquier espacio Tychono� X la colección N = {{x} : x ∈ X} es una red módulo la
cubierta compacta K = {{x} : x ∈ X}; de esta manera, el número de Nagami es un número bien
de�nido y además Nag(X) 6 |X| para todo espacio Tychono� X.

Es claro que un espacio Tychono� X es Lindelöf-Σ si y sólo si Nag(X) 6 ℵ0. De esta forma,
cualquier espacio compacto Hausdor� es Lindelöf-Σ porque su número de Nagami es 1 ya que
la red N = {X} es una red módulo la cubierta compacta C = {X}. Asimismo, todo espacio
Tychono� cósmico X es un espacio Lindelöf-Σ porque si N es una red a lo más numerable de X
esta colección es una red módulo la cubierta compacta C = {{x} : x ∈ X}. Es claro que en este
caso Nag(X) 6 |N| 6 ℵ0.

Tkachenko demostró en [10] que la desigualdad w(X) 6 nw(X)Nag(X) es válida para todo
espacio Tychono� X. En [4] se obtuvo la siguiente generalización del resultado de Tkachenko.

Teorema 4.4 (Casarrubias-Rojas-García). Para todo espacio X regular y T0, sucede que w(X) 6
nw(X)Nag(X).

Demostración. Suponga que (X, τ) es un espacio T3. Si X es un espacio �nito, entonces X es
discreto y compacto. Luego, w(X) = nw(X) y Nag(X) = 1. Consecuentemente, w(X) = nw(X) 6
nw(X)Nag(X).

Supongamos ahora que X es un espacio in�nito. Por la proposición 2.4, podemos �jar una
colección B de abiertos de (X, τ) que es base de una topología Hausdor� θ para X de modo que
θ ⊆ τ y |B| 6 nw(X). Por la proposición 2.3, B es una colección in�nita. Consideremos ahora a
la colección B0 formada por todas las intersecciones �nitas de elementos de B y todas las uniones
�nitas de elementos de B. Adicionalmente, supongamos que X ∈ B0. Debido a que B es una base
de θ, la colección B0 también lo es, y como B es in�nita, se tiene que |B| = |B0|. Fijemos una
cubierta compacta K para (X, τ) y una red N módulo la cubierta K de modo que |N| = Nag(X).
Debido a que |BN

0 | 6 nw(X)Nag(X), bastará probar que w(X) 6 |BN
0 |. Y para hacer esto último

probaremos que la colección {Wφ : φ ∈ BN
0 } es una base para (X, τ), donde

Wφ = X \ clX
( ⋃
N∈N

N \ φ(N)
)

para cada φ ∈ BN
0 .

Suponga que U ∈ τ y que x ∈ U . Por la regularidad de (X, τ), existe V ∈ τ de modo que
x ∈ clX(V ) ⊆ U . Consideremos ahora los siguientes casos:

Caso (1). U = X. De�namos φ : N → B0 por medio de la regla φ(N) = X para cada N ∈ N.
Resulta que φ ∈ BN

0 y que Wφ = X. Es claro que en este caso, x ∈Wφ ⊆ U .

Caso (2). U 6= X. Primero construiremos recursivamente dos sucesiones {Nα : α < λ} y
{Bα : α < λ} de elementos de N y B0, respectivamente, para un ordinal λ 6 |X \ U |.

Fijemos z0 ∈ X \ U . Entonces existe K0 ∈ K tal que z0 ∈ K. Observe que los conjuntos
K \U y K∩cl(V ) son subconjuntos compactos de (X, τ) y ajenos. Entonces ellos son subconjuntos
compactos y ajenos en la topología θ. Luego, existen A0, B0 ∈ B0 tales que K \ U ⊆ A0 y
K ∩ cl(V ) ⊆ B0. Resulta que K ⊆ (A0 \ cl(V ))∪ (U \ cl(V ))∪ (B0 ∩U). Como N es red módulo K,
existe N0 ∈ N de modo que K ⊆ N ⊆ (A0 \ cl(V )) ∪ (U \ cl(V )) ∪ (B0 ∩ U). Si X \ U ⊆ N0 \ B0,
entonces paramos la construcción, de�nimos λ = 1 y de esta manera tenemos construidas a las
sucesiones deseadas. Si X \ U 6⊆ N0 \B0, entonces podemos elegir y1 ∈ X \ U \ (N0 \B0).

En forma general, si sucede que X \ U 6⊆
⋃
β<αNβ \ Bβ �jamos yα ∈ X \ U \

⋃
β<αNβ \ Bβ .

Elegimos Kα ∈ K de modo que yα ∈ Kα. Resulta que los conjuntos Kα \ U y Kα ∩ cl(V ) son
subconjuntos compactos de (X, τ) y ajenos. Entonces ellos son subconjuntos compactos y ajenos
en la topología θ y por ello existen Aα, Bα ∈ B0 tales que Kα \U ⊆ Aα y Kα∩cl(V ) ⊆ Bα. Resulta
que Kα ⊆ (Aα \ cl(V ))∪ (U \ cl(V ))∪ (Bα∩U). Como N es red módulo K, existe Nα ∈ N de modo
que Kα ⊆ Nα ⊆ (Aα \ cl(V )) ∪ (U \ cl(V )) ∪ (Bα ∩ U). De esta manera, tenemos construidos los
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elementos Nα y Bα requeridos. En el caso en queX\U ⊆
⋃
β<αNβ\Bβ terminamos la construcción

y de�nimos λ = α.
Observe que por la construcción de las sucesiones {Nα : α < λ} y {Bα : α < λ}, para cada

α < λ tenemos que

yα ∈ Nα \Bα ⊆ (Aα \ cl(V )) ∪ (U \ cl(V )) ⊆ X \ V,
y

(Nα \Bα) \ U ⊆ Nα \ (Bα ∪ U) = Nα ∩Aα) \ U.
Por lo anterior, si α, β < son diferentes, por ejemplo si β < α, entonces por el hecho de que yα ∈ U
tenemos que

yα ∈ ((Nα \Bα) \ U) \ ((Nβ \Bβ) \ U) = (Nα \ U) \ (Nβ \ U).

Y por ello Nα 6= Nβ . Por esta razón, la regla

φ(N) =

{
Bα si N = Nα para algún α < λ

X en otro caso,

es la regla de una función bien de�nida φ ∈ BN
0 . Resulta que x ∈Wφ ⊆ U . Efectivamente, el hecho

de que Nα ⊆ X \ V para cada α < λ implica que N \ φ(X) ⊆ X \ V para toda N ∈ N. De lo cual
se sigue que x ∈ V ⊆Wφ. Por otro lado, del hecho de que X \

⋃
α<λ(Nα \Bα) ⊆

⋃
N∈N(N \φ(N))

se deduce que Wφ ⊆ U . Esto termina la demostración. �

Una consecuencia muy interesante de 4.4 es lo siguiente.

Corolario 4.5. w(X) 6 nw(X)ω para todo espacio Tychono� Lindelöf Σ.

5. Aplicaciones.

La clase LΣ formada por todos los espacios Tychono� que son Lindelöf-Σ fue estrati�cada por
Kubi±, Okunev, and Szeptycki en [6] cuando introdujeron a las clases LΣ(6 κ): dado un cardinal
κ, �nito o in�nito, la clase LΣ(6 κ) está constituida por aquéllos espacios Tychono� X para los
cuales existen tanto una cubierta compacta C de X tal que w(C) 6 κ para cualquier C ∈ C, como
una red a lo más numerable módulo la cubierta C.

La cardinalidad de una cubierta compacta C de un espacio Tychono� con respecto a la cual
existe una red N a lo más numerable no excede al cardinal del continuo c7. Esto implica que todo
elemento de LΣ(6 κ) tiene cardinalidad8 a lo más 2κ+ω y también implica que para cardinales
κ > 2ω la clase de espacios LΣ(6 κ) coincide9 con la clase de todos los espacios Lindelöf-Σ de peso
de red 6 κ; es decir, LΣ(6 κ) = {X : X es Lindelöf-Σ & nw(X) 6 κ}. De esto último y del
corolario 4.5 se sigue que w(X) 6 nw(X)Nag(X) 6 κω para todo elemento de LΣ(6 κ) y para todo
cardinal κ > 2ω. El siguiente corolario resume lo anterior.

Corolario 5.1 ([3]). Para cardinales in�nitos κ tales que κω = κ,

LΣ(6 κ) = {X : X es Lindelöf-Σ & w(X) 6 κ}.
7Efectivamente, la función Ψ : C → P(N) de�nida por: Ψ(C) = {N ∈ N : C ⊆ N} es inyectiva ya que si

C,C0 ∈ C son elementos diferentes, digamos que porque C \ C0 6= ∅, podemos seleccionar x ∈ C \ C0. Como
C0 ⊆ X \{x} y N es una red módulo C, existe M ∈ N tal que C0 ⊆M ⊆ X \{x}. Entonces M ∈ {N ∈ N : C0 ⊆M}
pero M 6∈ {N ∈ N : C ⊆ N}. Por lo tanto, Ψ(C) 6= Ψ(C0).

8Si X es un espacio Tychono� para el cual existen tanto una cubierta compacta C de X tal que w(C) 6 κ para
cualquier C ∈ C, como una red a lo más numerable módulo la cubierta C. Entonces por un teorema de Arkangel'skii
|C|L(X)χ(X) 6 2w(X) 6 2κ para toda C ∈ C. Luego |X| = |

⋃
C| 6 2κ · |C| 6 2κ · 2ω 6 2κ+ω .

9Si X es un espacio Lindelöf Σ tal que nw(X) 6 κ, entonces existen una cubierta compacta C de X y una
red a lo más numerable N módulo C. Como nw es monótono, nw(C) 6 κ para todo C ∈ C. Pero C es una cubierta
compacta, luego w(C) = nw(C) 6 κ para toda C. Consecuentemente X ∈ LΣ(κ). Recíprocamente, si X ∈ LΣ(κ),
entonces existen una cubierta compacta C de X y una red a lo más numerable N módulo C con w(C) 6 κ para toda
C. Como el peso de red es aditivo, nw(C) 6 κ para toda C y |C| 6 2ω , se tiene que nw(X) 6 κ · 2ω = κ.
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El corolario 5.1 es un avance en el conocimiento de las clases LΣ(6 κ). Por ejemplo, ya sabíamos
que LΣ(6 c) = {X : X es Lindelöf-Σ & nw(X) 6 c}, a raíz del corolario 5.1 ahora sabemos que

LΣ(6 c) = {X : X es Lindelöf-Σ & w(X) 6 c}.

El corolario 5.1 y está nueva forma de describir a la clase LΣ(6 c) tiene importantes consecuencias
en el ámbito de la teoría de los espacios de funciones Cp(X). Por ejemplo, en el siguiente teorema
se reunen algunas propiedades que son equivalentes al hecho de que un espacio de funciones es
un elemento de la clase LΣ(6 κ) cuando κ es un cardinal in�nito con κω = κ. Este resultado fue
demostrado por los autores de [3] en el año 2019.

Teorema 5.2. Si Cp(X) es un espacio Lindelöf Σ, entonces las siguientes condiciones son equiva-
lentes para cualquier cardinal in�nito κ tal que κω = κ:

1. Cp(X) ∈ LΣ(6 κ);
2. nw(X) 6 κ;
3. Cp(X) es un espacio Lindelöf Σ, y w(Cp(X)) 6 c;
4. |X| 6 κ;
5. p(X) = sup{|C| : C ⊆ τ \ {∅} es punto-�nita } 6 κ.

Para cardinales in�nitos κ se puede considerar la clase LΣ(LΣ(6 κ)) consistente de todos los
espacios Lindelöf Σ que tienen una cubierta compacta C cuyos elementos pertenecen a la clase
LΣ(6 κ) y que tienen una red numerable módulo la cubierta C. Molina Lara y Oleg Okunev
introdujeron y estudiaron la clase LΣ(LΣ(6 ω)) en [7]. Ellos preguntaron en su problema 4.10 si la
clase LΣ(LΣ(6 ω)) está contenida en la clase LΣ(6 ω). En [3] los autores dan respuesta positiva
a este planteamiento en la clase de espacios Cp(X).

Teorema 5.3 ([3]). Las siguientes condiciones son equivalentes para cualquier κ tal que ω 6 κ 6 c:

1. Cp(X) ∈ LΣ(6 ω);
2. Cp(X) ∈ LΣ(LΣ(6 κ));
3. Cp(X) ∈ LΣ(6 c).

Demostración. Es fácil probar que cualquier espacio compacto segundo-numerable es elemento de
LΣ(6 κ). De esto se sigue que LΣ(6 ω) ⊂ LΣ(LΣ(6 κ)). Lo cual prueba la implicación (1)⇒ (2).

(2)⇒ (3) Cada elemento de LΣ(6 κ) es igual a la unión de a lo más c subespacios compactos
de peso de red 6 κ. Entonces tiene peso de red 6 κ · c = c. Por esta razón, si X ∈ LΣ(LΣ(6 κ)),
entonces nw(X) 6 c. De donde X ∈ LΣ(6 c). Por lo tanto, LΣ(LΣ(6 κ)) ⊆ LΣ(6 c). Esto prueba
(2)⇒ (3).

(3) ⇒ (1) Suponga que Cp(X) ∈ LΣ(6 c). Como Cp(X) is Lindelöf Σ y w(Cp(X)) 6 c, por
5.2 se tiene que |X| 6 κ. Tkachuk probó en [11] que Cp(X) ∈ LΣ(6 ω) si y sólo si |X| 6 c. Como
κ 6 c podemos aplicar el teorema de Tkachuk para concluir que Cp(X) ∈ LΣ(6 ω). �

Como hemos mencionado en la prueba anterior, Tkachuk probó en [11] que Cp(X) ∈ LΣ(6 ω)
si y sólo si |X| 6 c. Los autores de [3] han podido extender esta caracterización.

Corolario 5.4 ([3]). Supóngase que Cp(X) es Lindelöf Σ y que ω 6 κ 6 c. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. Cp(X) ∈ LΣ(6 ω);
2. Cp(X) ∈ LΣ(LΣ(6 κ));
3. Cp(X) ∈ LΣ(6 c);
4. |X| 6 c;
5. nw(X) 6 c;
6. p(X) 6 c.
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Las nuevas caracterizaciones presentadas en el corolario anterior han permitido obtener varios
avances. Terminamos la presente nota exhibiendo algunos resultados que son aplicaciones casi
directas de estas nuevas caracterizaciones y que resuelven problemas abiertos publicados en el
ámbito de la Cp-teoría y los espacios Lindelöf Σ.

El siguiente teorema, que es una aplicación de 5.4, resuelve positivamente el problema 4.7 de
[7].

Teorema 5.5 ([3]). Si X es un espacio LΣ(6 c) y Y es un subespacio Lindelöf Σ de Cp(X),
entonces Y también es un espacio LΣ(6 ω).

Demostración. Debido a que X y Y son Lindelöf Σ, y a que Y ⊂ Cp(X), se sigue de un resultado
de Okunev [9, Corolario 2.12] que Cp,n(Y ) es Lindelöf Σ para cada n ∈ N. Por otro lado, el hecho
de que X ∈ LΣ(6 c) implica que nw(X) 6 c. Consecuentemente

nw(Cp(Y )) = nw(Y ) 6 nw(Cp(X)) = nw(X) 6 c.

Aplicando ahora 5.4 podemos concluir que Cp(Cp(Y )) ∈ LΣ(6 ω). Finalmente, como Y puede
encajarse en Cp(Cp(Y )) como un subespacio cerrado (vea 3.2 y [1, Proposición 0.5.9 ]) y la clase
LΣ(6 ω) es cerrada bajo subespacios cerrados, tenemos que Y ∈ LΣ(6 ω). �

El siguiente teorema resuelve positivamente el problema 4.8 de [7].

Teorema 5.6 ([3]). Si X es un espacio Lindelöf Σ y Cp(X) es un espacio LΣ(6 c), entonces X es
un espacio LΣ(6 ω).

Demostración. Como X se encaja en Cp(Cp(X)) (vea 3.2), el teorema 5.5 implica que X es un
espacio LΣ(6 ω). �

Los resultados en los teoremas 5.5 y 5.6 junto con el corolario 2.12 de [9] producen los siguientes
corolarios acerca de los espacios de funciones iterados.

Corolario 5.7 ([11]). Si X es un espacio Lindelöf Σ y Cp(X) ∈ LΣ(6 ω), entonces Cp,n(X) ∈
LΣ(6 ω) para todo n ∈ ω.

Corolario 5.8. Si X ∈ LΣ(6 ω) y Cp(X) es un espacio Lindelöf Σ, entonces Cp,n(X) ∈ LΣ(6 ω)
para todo n ∈ ω.
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1. Introducción

Dados un espacio métrico compacto X y una función continua f : X → X, al par (X, f) le
denominamos sistema dinámico. Es bien sabido que un sistema dinámico (X, f) induce un sistema
dinámico (H(X),H(f)), donde H(X) es un hiperespacio de X, considerado con la topología de
Vietoris, y H(f) es la función inducida por f a H(X). En este contexto, un problema natural es el
siguiente. Dados un sistema dinámico (X, f) y los sistemas dinámicos inducidos (H1(X),H1(f)) y
(H2(X),H2(f)), estamos interesados en:

(∗) Estudiar todas las posibles conexiones entre las siguientes proposiciones para una propiedad
dinámica P:

(1) f tiene la propiedad P;
(2) H1(f) tiene la propiedad P;
(3) H2(f) tiene la propiedad P.

Cuando se estudia el sistema dinámico (X, f) se dice que se analiza la dinámica individual
y, cuando se considera algún sistema dinámico inducido (H(X),H(f)), se dice que se investiga
la dinámica colectiva. Por lo cual, en este trabajo estamos interesados en analizar las relaciones
entre la dinámica individual y la colectiva. Es importante indicar que el estudio de la dinámica
topológica en sistemas dinámicos inducidos está en boga y existe un buen número de artículos
relacionados con este tema. Por mencionar algunos tenemos [1, 4, 7, 8, 11, 12, 15, 17, 21, 22,
24, 44, 27, 29, 30, 31].

Las propiedades dinámicas que se han estudiado en hiperespacios referentes al problema (∗) son
muy variadas, por ejemplo: funciones del tipo transitivas, funciones del tipo mezclante, funciones
caóticas o funciones sensitivas. En el presente escrito nos enfocamos al análisis de lo planteado
en (∗), principalmente cuando P es la transitividad topológica y los sistemas dinámicos inducidos
(H1(X),H1(f)) y (H2(X),H2(f)) son (2X , 2f ) y (C(X), C(f)). Utilizamos la Sección 3 de [1] y
algunos hechos del Capítulo 18 de [19] como base para la exposición de nuestro trabajo.

Para poder presentar a detalle y de forma clara este tema, nos hemos dado a la tarea de exponer
la herramienta indispensable para tal �n. En la Sección 2 recordamos lo referente a hiperespacios y
a funciones inducidas a hiperespacios. La Sección 3 está dedicada al análisis de algunos hechos de la
transitividad en la dinámica individual; resumimos las propiedades requeridas de cuatro funciones
clásicas de los sistemas dinámicos discretos, y exponemos los pormenores de la demostración de un
famoso Teorema de Furstenberg (Teorema 3.27), resultado que empleamos tanto en la demostración

17
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de un teorema de Banks (Teorema 3.28), como en la de un teorema de Peris (Teorema 4.1).
Finalmente, en la Sección 4 atendemos lo correspondiente a la dinámica colectiva con la �nalidad
de determinar la veracidad o falsedad de todas las implicaciones esquematizadas en el diagrama
(#), el cual indica con claridad el desarrollo del problema en (∗). Cabe señalar que en muchos de
los resultados que se enuncian, la compacidad no es necesaria.

(#)

2. Preliminares

Comenzamos con algunos conceptos preliminares. Como es usual, representamos con N el
conjunto de los números enteros positivos. Un espacio métrico X con métrica d lo escribimos como
la pareja (X, d). En este trabajo consideramos que todo espacio métrico tiene más de un punto.
Dados un espacio métrico (X, d), a ∈ X y ε > 0, la bola abierta con centro en a de radio ε respecto
a la métrica d, la denotamos por Bd(a, ε). Si A es un subconjunto de un espacio métrico X, Cl(A)
indica su clausura. Para un conjunto X, el símbolo idX es la función identidad de X en X. Si
f : X → X es una función y k ∈ N ∪ {0}, denotamos por fk la k-ésima iterada o iteración de f ,
la cual se de�ne de manera recursiva como f0 = idX y fk = f ◦ fk−1, para cada k ∈ N. Si (X, f)
es un sistema dinámico y A ⊆ X, decimos que A es invariante bajo f si f(A) ⊆ A. Notemos que
cuando esto sucede, fk(A) ⊆ A, para cada k ∈ N.

Consideremos un conjunto X y m ∈ N. Denotamos por Xm el producto cartesiano de X
consigo mismo m veces. Además, si f : X → X es una función, denotamos la m-ésima función
producto de f como f×m : Xm → Xm, la cual se de�ne por:

f×m(x1, x2, . . . , xm) = (f(x1), f(x2), . . . , f(xm)), para cada (x1, x2, . . . , xm) ∈ Xm.

El siguiente resultado muestra algunas propiedades de las funciones iteradas de una función
producto; la demostración es sencilla y la omitimos.

Proposición 2.1. Sean X un conjunto, f : X → X una función y m ∈ N. Para cualquier
k ∈ N, la k-ésima iteración de f×m satisface lo siguiente: para cada (x1, x2, . . . , xm) ∈ Xm y
A1, A2, . . . , Am, B1, B2, . . . , Bm ⊆ X, se tiene que:

(1) (f×m)
k

(x1, x2, . . . , xm) =
(
fk(x1), fk(x2), . . . , fk(xm)

)
.

(2) (f×m)
k

(A1 ×A2 × · · · ×Am) = fk(A1)× fk(A2)× · · · × fk(Am).
(3) [(f×m)k(A1 × A2 × · · · × Am)] ∩ [B1 × B2 × · · · × Bm] 6= ∅ si y sólo si fk(A1) ∩ B1 6=
∅, fk(A2) ∩B2 6= ∅, . . . , fk(Am) ∩Bm 6= ∅.

Ahora damos paso a recordar algunos elementos de la Teoría de los Hiperespacios de un espacio
métrico compacto X. Comenzamos con una noción bastante conocida en esta rama de la Topología.
El hiperespacio de los subconjuntos cerrados y no vacíos de X, se denota como 2X . Entonces:

2X = {A ⊆ X : A es cerrado y no vacío}.

A 2X le damos la topología de Vietoris, τV , la cual tiene por base la familia:

BV = {〈U1, U2, . . . , Uk〉 : U1, U2, . . . , Uk son subconjuntos abiertos en X y k ∈ N},
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donde, si k ∈ N y A1, A2, . . . , Ak son subconjuntos de X, entonces 〈A1, A2, . . . , Ak〉 denota el
subconjunto de 2X de�nido como sigue:{

A ∈ 2X : A ⊆
k⋃
i=1

Ai y A ∩Ai 6= ∅, para cada i ∈ {1, 2, . . . , k}

}
.

Una demostración de que la familia BV es una base para τV , se puede consultar en [18, Teorema
1.2, p. 3].

Los conjuntos A1, A2, . . . , Ak son las entradas del subconjunto 〈A1, A2, . . . , Ak〉 de 2X . Se tiene
lo siguiente.

Proposición 2.2. Si X es un espacio métrico, entonces para cualesquiera k, n ∈ N, los conjuntos
A = 〈A1, A2, . . . , Ak〉 y B = 〈B1, B2, . . . , Bn〉 se pueden reescribir de modo que tengan el mismo
número de entradas.

Demostración. Supongamos que k 6= n. Sin perder generalidad, consideremos que k < n. De�-
nimos Aj = Ak, para cada j ∈ {k + 1, k + 2, . . . , n}. Sea

A′ = 〈A1, A2, . . . , Ak, Ak+1, Ak+2, . . . , An〉.

Es claro que A = A′ y que A′ y B tienen el mismo número de entradas. �

Recordemos que un espacio métrico X es un continuo si X es compacto, conexo y no vacío.
Un subconjunto Y de un espacio métrico X es un subcontinuo de X si Y es un continuo con la
métrica de subespacio.

Sea X un espacio métrico compacto. Los subespacios de 2X que ocupamos en este trabajo
son los siguientes. El hiperespacio C(X) de los subcontinuos de X y el hiperespacio F1(X) de los
singulares de X. Así pues:

C(X) = {A ∈ 2X : A es conexo} y F1(X) = {{x} : x ∈ X}.

Como C(X) y F1(X) son subconjuntos de 2X a ambos les damos la topología de Vietoris, es decir,
la topología de subespacio inducida por τV . En vista de [18, Teorema 14.9, p. 113], [23, Corolario
1.8.8, p. 47] y [25, Teoremas 4.13 y 4.17, p. 59 y 61], se obtiene que 2X , C(X) y F1(X) son
compactos.

Como se sabe, dado un espacio métrico compacto (X, d), al hiperespacio 2X se le asocia una
métrica. En lo que sigue recordamos algunas de�niciones para poder indicar dicha métrica. Notemos
que para cualesquiera B ∈ 2X y a ∈ X, por la compacidad de B, se tiene que:

d(a,B) = mı́n{d(a, b) : b ∈ B}.

Más aún, si A ∈ 2X , ante la compacidad de A, el conjunto {d(a,B) : a ∈ A} tiene máximo. Con
estas aclaraciones tenemos lo siguiente. Dado un espacio métrico compacto (X, d), de�nimos la
función ρ : 2X × 2X → [0,∞) como:

ρ(A,B) = máx{d(a,B) : a ∈ A}, para cada A,B ∈ 2X .

En general, la función ρ no de�ne por sí misma una métrica sobre 2X . Por ejemplo, supongamos
que a, b ∈ X, con a 6= b. Es claro que {a}, {a, b} ∈ 2X . Además, {a} 6= {a, b}, pero ρ({a}, {a, b}) = 0.
Sin embargo, es bien sabido que la función ρ induce una métrica sobre 2X . Esto lo enunciamos a
continuación, para una demostración el lector puede consultar [5, Teorema 3.1, p. 63].

Proposición 2.3. Sea (X, d) un espacio métrico compacto. La función H : 2X × 2X → [0,∞)
de�nida como

H(A,B) = máx{ρ(A,B), ρ(B,A)}, para cada A,B ∈ 2X ,

es una métrica sobre 2X .
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La función H : 2X × 2X → [0,∞) de�nida en la Proposición 2.3 se conoce como la métrica
de Hausdor�. Así, la pareja

(
2X , H

)
es un espacio métrico. Más aún, en [18, Teorema 3.1, p. 16]

se prueba que la topología inducida por la métrica de Hausdor� H, coincide con la topología de
Vietoris τV en 2X .

Recordemos que si (X, d) es un espacio métrico compacto, A es un elemento de 2X y ε > 0,
entonces la nube alrededor de A y de radio ε es el conjunto:

N(ε,A) = {x ∈ X : d(x,A) < ε}.

En [5, Teorema 2.7, p. 61] se puede consultar una demostración del siguiente resultado.

Proposición 2.4. Si (X, d) es un espacio métrico compacto, A,B ∈ 2X y ε > 0, entonces

N(ε,A) =
⋃
{Bd(a, ε) : a ∈ A} y N(ε,A) =

⋃
{N(δ, A) : 0 < δ < ε}.

El resultado siguiente brinda una manera muy útil de usar la métrica de Hausdor�. Una
demostración puede revisarse en [5, Teorema 3.7, p. 66].

Proposición 2.5. Sea X un espacio métrico compacto. Si A,B ∈ 2X y ε > 0, entonces H(A,B) <
ε si y sólo si A ⊆ N(ε,B) y B ⊆ N(ε,A).

Una herramienta requerida para nuestra exposición, es la referente a las funciones inducidas.

De�nición 2.6. Sean X un espacio métrico compacto y f : X → X una función continua. La
función 2f : 2X → 2X , dada por 2f (A) = f(A), para cada A ∈ 2X , es conocida como función
inducida por f al hiperespacio 2X .

Además de 2f se de�nen la función inducida por f al hiperespacio C(X) como C(f) : C(X)→
C(X), dada por C(f) = 2f |C(X), y la función inducida por f al hiperespacio F1(X), como la
función F1(f) : F1(X) → F1(X), determinada por F1(f) = 2f |F1(X). Es sabido que si X es un
espacio métrico compacto y f : X → X es una función continua en X, entonces la función inducida
2f : 2X → 2X es continua en 2X [18, Lema 13.3, p. 106]. En consecuencia, C(f) y F1(f) también
son continuas.

Si X es un espacio métrico compacto y f : X → X es una función continua entonces, como
ya indicamos, la pareja (X, f) es un sistema dinámico. También los hiperespacios 2X , C(X) y
F1(X) son métricos compactos y las funciones inducidas 2f , C(f) y F1(f) son continuas. Por
tanto el sistema dinámico (X, f), llamado sistema base, induce los sistemas dinámicos (2X , 2f ),
(C(X), C(f)) y (F1(X), F1(f)). Cuando se estudian propiedades de estos sistemas dinámicos, se
dice que se estudia la dinámica inducida del sistema base (X, f). Por ejemplo, es natural preguntar
si una propiedad dinámica impuesta en el sistema base se preserva en los sistemas inducidos a los
hiperespacios, o viceversa. Conviene indicar la siguiente relación de las funciones iteradas. Si A ∈ 2X

y k ∈ N, entonces (2f )k(A) = fk(A).
Una propiedad que relaciona los subconjuntos 〈A〉 de 2X con las iteradas de la función inducida

2f es la siguiente.

Proposición 2.7. Sean X un espacio métrico compacto y f : X → X una función continua. Si
A ⊆ X y k ∈ N, entonces

(
2f
)k

(〈A〉) ⊆ 〈fk(A)〉.

Demostración. Sean A ⊂ X y k ∈ N. Si D ∈
(
2f
)k

(〈A〉), entonces existe C ∈ 〈A〉 tal que(
2f
)k

(C) = D. Luego, fk(C) = D y dado que C ⊆ A se tiene que fk(C) ⊆ fk(A). Así, D ⊆ fk(A).

Esto implica que D ∈ 〈fk(A)〉. Con todo, concluimos que
(
2f
)k

(〈A〉) ⊆ 〈fk(A)〉. �
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3. Dinámica individual

En esta sección recordamos algunos hechos de la transitividad en la dinámica individual; entre
otras cosas, resumimos las propiedades requeridas de cuatro funciones clásicas de los sistemas
dinámicos discretos, a saber, propiedades de la función rotación irracional, de la función tienda,
de una función que hemos denotado por g y le llamamos tienda con pata alargada y de la función
máquina de sumar binaria. Además, exponemos a detalle la demostración de un famoso Teorema
de Furstenberg (Teorema 3.27) y, como una aplicación de éste, demostramos un teorema de Banks
(Teorema 3.28).

Dados un espacio métrico X y una función continua f : X → X, la órbita de un punto x ∈ X
con respecto a f , es el conjunto O(x, f) = {fk(x) : k ∈ N ∪ {0}}. Se dice que x es un punto �jo
de f si f(x) = x. Además, x es un punto periódico bajo f si existe k ∈ N tal que fk(x) = x. Al
número mı́n{k ∈ N : fk(x) = x} se le llama periodo de x. Más aún, al conjunto de todos los puntos
periódicos de f lo denotamos con Per(f). Observemos lo siguiente.

Proposición 3.1. Sean X un espacio métrico y f : X → X una función continua. Para cada
x ∈ X, la cerradura de la órbita de x bajo f es invariante bajo f .

Demostración. Sea x ∈ X. Veamos que f(Cl(O(x, f))) ⊆ Cl(O(x, f)). Tomemos b ∈ f(Cl(O(x, f)))
y un subconjunto abierto U de X tal que b ∈ U . Como b ∈ f(Cl(O(x, f))), existe a ∈ Cl(O(x, f))
tal que f(a) = b. Luego, a ∈ f−1(U). Además, dado que f es continua, se tiene que f−1(U) es un
subconjunto abierto en X. Así, f−1(U)∩O(x, f) 6= ∅. De aquí, existe y ∈ f−1(U)∩O(x, f). Por lo
que f(y) ∈ U . Más aún, existe k ∈ N tal que fk(x) = y. En consecuencia, fk+1(x) ∈ U ∩ O(x, f).
Por lo tanto, U ∩ O(x, f) 6= ∅. Puesto que b ∈ U , obtenemos que b = f(a) ∈ Cl(O(x, f)). �

Ahora indicamos la de�nición de las funciones que empleamos a lo largo del trabajo.

De�nición 3.2. Sean X un espacio métrico compacto y f : X → X una función continua. Se dice
que f es:

(a) transitiva si para cualesquiera subconjuntos abiertos no vacíos U y V de X, existe k ∈ N
tal que fk(U) ∩ V 6= ∅;

(b) caótica si Per(f) es denso en X y f es transitiva;
(c) totalmente transitiva si fk es transitiva, para cada k ∈ N;
(d) débilmente mezclante si la función producto f×2 : X2 → X2 es transitiva;
(e) minimal si para cualquier subconjunto no vacío y cerrado A de X, que sea invariante bajo

f , se cumple que A = X.

En la siguiente observación vemos que la existencia de subconjuntos invariantes con propiedades
especiales, hacen que una función no sea transitiva.

Observación 3.3. Sean (X, f) un sistema dinámico y A ⊆ X un subconjunto invariante bajo f .
Si existen subconjuntos abiertos no vacíos U y V en X tales que U ⊆ A y V ⊆ X −A, entonces f
no es transitiva. En efecto, para cada k ∈ N, se tiene que:

fk(U) ∩ V ⊆ fk(A) ∩ (X −A) ⊆ A ∩ (X −A) = ∅.

En particular, si existen dos subconjuntos A y B de X, invariantes bajo f , y existen abiertos no
vacíos U y V de X tales que U ⊆ A − B y V ⊆ B − A, entonces f no es transitiva. De hecho, si
existe un subconjunto no vacío A de X, cerrado propio con interior no vacío e invariante bajo f ,
entonces f no es transitiva.

Antes de indicar resultados que muestren las relaciones existentes entre las funciones que hemos
dado en la De�nición 3.2, vamos a recordar algunos ejemplos clásicos de los sistemas dinámicos
discretos. Comenzamos con la función rotación irracional de la circunferencia.
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Ejemplo 3.4. Consideremos S1 = {eiθ : θ ∈ R}, con la métrica usual de los números complejos.
Dado un número irracional λ > 0, de�nimos la función Tλ : S1 → S1 por Tλ(eiθ) = ei(θ+2πλ). La
función Tλ se llama rotación irracional de la circunferencia.

A continuación enunciamos algunas propiedades de la función Tλ (ver [27, Ejemplo 4.1, p.
101]).

Teorema 3.5. Si λ > 0 es un número irracional, entonces la rotación irracional Tλ : S1 → S1 es
un homeomor�smo con las siguientes propiedades:

(1) Per(Tλ) = ∅.
(2) Tλ no es caótica.
(3) Para cada eiθ ∈ S1, la órbita O(eiθ, Tλ) es densa en S1.

Recordemos que dado un espacio métrico (X, d), se dice que una función f : X → X es una
isometría si d(x, y) = d(f(x), f(y)), para cada x, y ∈ X. Es sencillo demostrar que si f : X → X
es una isometría, entonces d(x, y) = d(fk(x), fk(y)), para cada x, y ∈ X y toda k ∈ N. Además,
de manera fácil se prueba lo siguiente.

Observación 3.6. Si λ > 0 es un número irracional, entonces la rotación irracional Tλ : S1 → S1

es una isometría.

Por otro lado, la función tienda es un ejemplo práctico para visualizar varias propiedades
dinámicas. Su de�nición y su grá�ca son las siguientes.

Ejemplo 3.7. Se de�ne la función tienda T : [0, 1]→ [0, 1], para cada x ∈ [0, 1], como sigue:

T (x) =

{
2x, x ∈ [0, 1

2 ];

2− 2x, x ∈ [ 1
2 , 1].

Veamos algunas propiedades de la dinámica individual de la función tienda. Comenzamos con
el siguiente resultado técnico (ver [19, Proposición 7.1, p. 96] para una demostración).

Proposición 3.8. Para todo n ∈ N y para cada l ∈ {0, 1, 2, . . . , 2n − 1} se tiene lo siguiente:

(a) La función Tn restringida al intervalo
[
l

2n ,
l+1
2n

]
,

Tn|[ l
2n ,

l+1
2n ] :

[
l

2n ,
l+1
2n

]
→ [0, 1],

es un homeomor�smo.
(b) La regla de correspondencia de Tn en

[
l

2n ,
l+1
2n

]
es:

Tn(x) = µ+ (−1)l2nx,

donde µ es un número entero. Por lo tanto, en cada intervalo
[
l

2n ,
l+1
2n

]
la grá�ca de Tn es

un segmento de recta cuya pendiente es 2n, si l es par, y es −(2n), si l es impar.

Observación 3.9. Utilizando inducción se puede demostrar que para todo N ∈ N se cumple que
2N−1⋃
m=0

[ m
2N
, m+1

2N
] = [0, 1].

Como consecuencia de la Proposición 3.8, se tiene lo siguiente.

Corolario 3.10. Sean a, b ∈ [0, 1] tales que a < b y (a, b) ⊆ [0, 1]. Entonces existe N ∈ N tal que
TN (a, b) = [0, 1].
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Demostración. Por hipótesis se tiene que 0 < b − a. Luego, por la propiedad arquimediana,
existe N ∈ N tal que 1 < N(b−a). Puesto que N 6 2N−1, se sigue que 1 < 2N−1(b−a). De donde,
1

2N
< b−a

2 . A�rmamos que existe l ∈ {0, 1, 2, . . . , 2N − 1} tal que [ l
2N
, l+1

2N
] ⊆ (a, b). En efecto, por

la Observación 3.9, existe m ∈ {0, 1, 2, . . . , 2N − 1} tal que m
2N
6 a 6 m+1

2N
. De aquí, se tiene que

m+2
2N

< b. Ponemos l = m+ 1. Así, [ l
2N
, l+1

2N
] ⊆ (a, b). De donde, en vista de la Proposición 3.8-(a),

obtenemos que TN (a, b) = [0, 1]. �

Teorema 3.11. Sea T : [0, 1]→ [0, 1] la función tienda. Se cumple lo siguiente:

(1) Los únicos puntos �jos de T son 0 y 2
3 .

(2) T es débilmente mezclante.
(3) Per(T ) es denso en [0, 1].

Demostración. (1) Sea x ∈ [0, 1] y supongamos que T (x) = x. Si x 6 1
2 , entonces 2x = x. Así,

x = 0. Si x > 1
2 , entonces 2− 2x = x. Luego x = 2

3 . Por lo tanto, T tiene como puntos �jos 0 y 2
3 .

(2) Demostremos que T×2 es transitiva. Sean U1 × U2 y V1 × V2 abiertos básicos en [0, 1]2.
Veamos que existe k ∈ N tal que (T×2)k(U1 × U2) ∩ (V1 × V2) 6= ∅. Por el Corolario 3.10, existen
N1, N2 ∈ N tales que TN1(U1) = [0, 1] y TN2(U2) = [0, 1]. Luego, poniendo k = máx{N1, N2},
obtenemos que T k(U1) ∩ V1 6= ∅ y T k(U2) ∩ V2 6= ∅. De donde, (T×2)k(U1 × U2) ∩ (V1 × V2) 6= ∅.
Por lo tanto, T es débilmente mezclante.

(3) Sea U un subconjunto abierto no vacío de [0, 1]. Veamos que U ∩ Per(T ) 6= ∅. Como U no
es vacío, se sigue de la Observación 3.9 que existen N ∈ N y m ∈ {0, 1, 2, . . . , 2N − 1} tales que
[ m
2N
, m+1

2N
] ⊆ U . Por la Proposición 3.8-(a), TN ([ m

2N
, m+1

2N
]) = [0, 1]. Así, existe x0 ∈ [ m

2N
, m+1

2N
] tal

que TN (x0) = x0. Esto es, x0 ∈ Per(T ). Por lo tanto, U ∩ Per(T ) 6= ∅. En conclusión, Per(T ) es
denso en [0, 1]. �

A continuación de�nimos otra función transitiva, a la cual la llamaremos �función tienda con
pata alargada�. Esta función es de�nida en [2, p. 841], su regla de correspondencia y su grá�ca las
encontramos a continuación.

Ejemplo 3.12. Se de�ne la función g : [0, 1]→ [0, 1], para cada x ∈ [0, 1], como sigue:

g(x) =


2x+ 1

2 , 0 6 x 6 1
4 ;

3
2 − 2x, 1

4 6 x 6
1
2 ;

1− x, 1
2 6 x 6 1.

Una demostración del siguiente hecho se puede consultar en [19, Ejemplo 18.13, p. 293].

Teorema 3.13. La función g : [0, 1]→ [0, 1] es transitiva.

Es importante conocer el comportamiento de la segunda iterada de g, esto es, de la función
g2 : [0, 1]→ [0, 1], cuya regla de correspondencia y grá�ca son las siguientes.
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g2(x) =


−2x+ 1

2 , 0 6 x 6 1
4 ;

2x− 1
2 ,

1
4 6 x 6

3
4 ;

−2x+ 5
2 ,

3
4 6 x 6 1.

Proposición 3.14. La función g2 : [0, 1] → [0, 1] no es transitiva. En particular, g : [0, 1] → [0, 1]
no es totalmente transitiva.

Demostración. No es difícil ver que los intervalos [0, 1
2 ] y [ 1

2 , 1] son invariantes bajo g2. Así, por
la Observación 3.3, se tiene que g2 no es transitiva, y en consecuencia g no es totalmente transitiva.
�

Como cuarto y último ejemplo indicamos la función máquina de sumar binaria. Para de�nirla,
consideremos el conjunto de las sucesiones in�nitas de ceros y unos:

Σ2 = {(s0, s1, s2, s3, . . .) : sk ∈ {0, 1}, k ∈ N ∪ {0}}.
En general, los elementos de Σ2 los denotamos con las letras s, t,u, etc. Además, escribimos 0 =
(0, 0, 0, 0, . . .) y 1 = (1, 0, 0, 0, . . .).

Para una demostración del siguiente hecho, se puede consultar [9, Proposición 6.2, p. 40].

Proposición 3.15. La función dΣ2
: Σ2 × Σ2 → [0,∞) de�nida, para s = (s0, s1, s2, s3, . . .) y

t = (t0, t1, t2, t3, . . .) en Σ2 como:

dΣ2
(s, t) =

∞∑
k=0

|sk − tk|
2k

es una métrica.

En [19, Sección 10.2], por ejemplo, se estudia el espacio métrico (Σ2, dΣ2), denominado espacio
de dos símbolos o espacio de las sucesiones de ceros y unos. Veamos las siguientes propiedades de
Σ2. La compacidad es consecuencia de [10, Teorema 1.4-(4), p. 224] y la disconexidad total de [10,
Ejemplo 3, p. 111].

Proposición 3.16. (Σ2, dΣ2
) es compacto y totalmente disconexo.

Vamos a de�nir un homeomor�smo transitivo de Σ2 en sí mismo. Para esto, primero requerimos
de la siguiente operación en Σ2. Dados s = (s0, s1, s2, s3, . . .) y t = (t0, t1, t2, t3, . . .), elementos
cualesquiera de Σ2, se de�ne la suma de s y t como:

s+ t = u,

donde los términos de la sucesión u = (u0, u1, u2, u3, . . .) se de�nen con ayuda de una sucesión
r = (r0, r1, r2, r3, . . .) en Σ2 como sigue: hacemos r0 = 0 y

u0 = s0 + t0 + r0(mod 2).

Si s0 + t0 < 2, de�nimos r1 = 0 y, si s0 + t0 = 2, entonces r1 = 0. En cualquier situación, hacemos

u1 = s1 + t1 + r1(mod 2).

Suponiendo que, para k > 1 los términos rk−1 y uk−1 ya han sido de�nidos, hacemos rk = 0 si
sk−1 + tk−1 + rk−1 < 2, o bien rk = 1 si sk−1 + tk−1 + rk−1 > 2. De�nimos ahora

uk = sk + tk + rk(mod 2).

Notemos que u ∈ Σ2, por lo que la suma en Σ2 está bien de�nida.
Ahora veamos la regla de correspondencia de la función máquina de sumar binaria en Σ2.
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Ejemplo 3.17. Sea Σ2 el espacio de sucesiones in�nitas de ceros y unos. De�nimos la función
τ : Σ2 → Σ2 por τ(s) = s + 1, para cada s ∈ Σ2. A τ se le llama la sumadora o máquina de
sumar binaria en Σ2.

En la literatura aparecen otras máquinas de sumar que se de�nen de manera similar a la que
hemos dado. Como en el presente trabajo utilizamos únicamente la máquina sumar binaria, de
ahora en adelante simplemente la llamamos máquina de sumar. Para conocer más detalles de la
función máquina de sumar recomendamos al lector consultar la Sección 2.2 de [13] o las Secciones
10.2 y 13.3�13.5 de [19]. A continuación, por completez de este escrito, presentamos una propiedad
muy importante de la función τ (ver [37, Proposición 1.26, p. 29] para una demostración).

Teorema 3.18. Sean Σ2 el espacio de sucesiones in�nitas de ceros y unos y τ : Σ2 → Σ2 la función
máquina de sumar. Para cada s ∈ Σ2, se tiene que la órbita O(s, τ) es un conjunto denso en Σ2.

Como consecuencia del Teorema 3.18 obtenemos los incisos (1) y (2) del resultado siguiente.
Para garantizar la parte (3) hacemos notar, como se indica en [4, p. 684], que la función τ2n no es
transitiva, para cada n ∈ N.

Teorema 3.19. Sean Σ2 el espacio de sucesiones in�nitas de ceros y unos y τ : Σ2 → Σ2 la función
máquina de sumar. La función τ cumple las siguientes propiedades:

(1) Per(τ) = ∅.
(2) τ no es caótica.
(3) τ no es totalmente transitiva.

Después de haber revisado en los ejemplos algunas funciones importantes, retomamos la De�-
nición 3.2 y analizamos las relaciones existentes entre los tipos de funciones que se han de�nido.

Proposición 3.20. Sean X un espacio métrico compacto y f : X → X una función continua.

(1) Si f es una función caótica, entonces f es transitiva.
(2) Si f es una función totalmente transitiva, entonces f es transitiva.
(3) Si f es débilmente mezclante, entonces f es transitiva.

Demostración. Las partes (1) y (2) son inmediatas. Para probar (3), supongamos que f es
débilmente mezclante. Sean U y V subconjuntos abiertos no vacíos en X. Consideremos los
subconjuntos abiertos no vacíos U × U y V × V en X2. Por hipótesis, existe k ∈ N tal que
[(f×2)k(U × U)] ∩ [V × V ] 6= ∅. Luego, por la Proposición 2.1-(3), fk(U) ∩ V 6= ∅. Con todo,
concluimos que f es transitiva. �

Se sigue del Teorema 3.11-(2) y de la Proposición 3.20-(3) lo siguiente.

Proposición 3.21. La función tienda T : [0, 1]→ [0, 1] es transitiva.

En seguida se exhibe una equivalencia del concepto de función minimal.

Proposición 3.22. Sean X un espacio métrico compacto y f : X → X una función continua. Se
tiene que f es minimal si y sólo si la órbita de cualquier x ∈ X bajo f , O(x, f), es un conjunto
denso en X.

Demostración. Supongamos que f es una función minimal. Sea x ∈ X. Veamos que Cl(O(x, f)) =
X. Notemos que Cl(O(x, f)) es un subconjunto cerrado no vacío en X. Más aún, por la Proposición
3.1, tenemos que Cl(O(x, f)) es invariante bajo f . En vista de que f es minimal, se sigue que
Cl(O(x, f)) = X. Esto es, O(x, f) es un conjunto denso en X.
Recíprocamente, supongamos que existe un subconjunto A deX que es cerrado, no vacío, invariante
bajo f y tal que A 6= X. Tomemos un punto x ∈ A. Puesto que X −A es un subconjunto abierto
no vacío de X, se sigue por hipótesis que (X − A) ∩ O(x, f) 6= ∅. Sea a ∈ (X − A) ∩ O(x, f).
Luego, a ∈ X − A y a = fk(x), para algún k ∈ N. Como x ∈ A y f(A) ⊆ A, se tiene que
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fk(x) ∈ fk(A) ⊆ f(A) ⊆ A. De aquí, a ∈ A, lo que es una contradicción. Con esto obtenemos que
f es minimal. �

Aplicando la Proposición 3.22 obtenemos lo siguiente.

Proposición 3.23. La función tienda T : [0, 1]→ [0, 1] no es minimal.

Demostración. Del Teorema 3.11-(1) la órbita de 2
3 bajo T es O( 2

3 , T ) = { 2
3}. Así, por la

Proposición 3.22 se tiene que T no es minimal. �

El concepto de función minimal es más general que el de función transitiva, como lo vemos en
la siguiente proposición.

Proposición 3.24. Sean X un espacio métrico compacto y f : X → X una función continua. Si
f es minimal, entonces f es transitiva.

Demostración. Supongamos que f es minimal. Sean U y V subconjuntos abiertos no vacíos en
X. Veamos que existe k ∈ N tal que fk(U) ∩ V 6= ∅. Consideremos x ∈ U . Como f es minimal, de
la Proposición 3.22, se tiene que O(x, f) es denso en X. Por lo que O(x, f) ∩ V 6= ∅. Luego, existe
k ∈ N tal que fk(x) ∈ V . Así, fk(x) ∈ fk(U) ∩ V . Esto es, fk(U) ∩ V 6= ∅. Por lo tanto, f es
transitiva. �

Combinando el Teorema 3.18 y las Proposiciones 3.22 y 3.24 tenemos el siguiente resultado.

Proposición 3.25. Sean Σ2 el espacio de sucesiones in�nitas de ceros y unos y τ : Σ2 → Σ2 la
función máquina de sumar. Se tiene que τ es minimal. En particular, τ es transitiva.

De manera similar, ahora combinando el Teorema 3.5-(3) y las Proposiciones 3.22 y 3.24,
obtenemos lo siguiente.

Proposición 3.26. Sean λ > 0 un número irracional y Tλ : S1 → S1 la rotación irracional. Se
tiene que Tλ es minimal, y en particular, es transitiva.

A continuación, veamos un resultado clásico de la dinámica topológica conocido como Teorema
de Furstenberg [14, Proposición 1.3, p. 9]. Por su importancia, detallamos su demostración.

Teorema 3.27. Sean X un espacio métrico compacto y f : X → X una función continua. Si f es
débilmente mezclante, entonces para cada m ∈ N, la m-ésima función producto f×m : Xm → Xm

es transitiva.

Demostración. Procedemos por inducción matemática sobre m. Para m = 1, el resultado se
sigue de la Proposición 3.20-(3).
Sea m > 2. Supongamos que la m-ésima función producto f×m es transitiva. Demostremos que
f×(m+1) es transitiva. Sean U1×U2×· · ·×Um+1 y V1×V2×· · ·×Vm+1 abiertos básicos en Xm+1.
Veamos que existe k ∈ N tal que:

(2.1) [(f×(m+1))k(U1 × U2 × · · · × Um+1)] ∩ [V1 × V2 × · · · × Vm+1] 6= ∅.
Notemos que, por la Proposición 2.1-(3), probar (2.1) es equivalente a demostrar:

(2.2) fk(U1) ∩ V1 6= ∅, fk(U2) ∩ V2 6= ∅, . . . , fk(Um+1) ∩ Vm+1 6= ∅.
Tomemos los subconjuntos abiertos no vacíos Um × Vm y Um+1 × Vm+1 en X2. Como f×2 es
transitiva, existe l ∈ N tal que [(f×2)l(Um × Vm)] ∩ [Um+1 × Vm+1] 6= ∅. De la Proposición 2.1-
(3), se sigue que f l(Um) ∩ Um+1 6= ∅ y f l(Vm) ∩ Vm+1 6= ∅. Luego, f−l(Um+1) ∩ Um 6= ∅ y
f−l(Vm+1)∩ Vm 6= ∅. Sean U = f−l(Um+1)∩Um y V = f−l(Vm+1)∩ Vm. Notemos que U y V son
abiertos no vacíos en X. Consideremos los subconjuntos abiertos no vacíos U1×U2×· · ·×Um−1×U
y V1 × V2 × · · · × Vm−1 × V en Xm. Como f×m es transitiva, existe k ∈ N tal que:

[(f×m)k(U1 × U2 × · · · × Um−1 × U)] ∩ [V1 × V2 × · · · × Vm−1 × V ] 6= ∅.
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Luego, por la Proposición 2.1-(3), se tiene que fk(U1) ∩ V1 6= ∅, fk(U2) ∩ V2 6= ∅, . . . , fk(Um−1) ∩
Vm−1 6= ∅, fk(U) ∩ V 6= ∅. Para terminar con la demostración de la a�rmación (2.2), veamos
que fk(Um) ∩ Vm 6= ∅ y fk(Um+1) ∩ Vm+1 6= ∅. Dado que fk(U) ∩ V 6= ∅, existe x ∈ U tal que
fk(x) ∈ V . Como U ⊆ Um y V ⊆ Vm, se obtiene que x ∈ Um y fk(x) ∈ Vm. Por lo anterior, vemos
que fk(Um) ∩ Vm 6= ∅.
Nuevamente, en vista de que fk(U) ∩ V 6= ∅, existe y ∈ U tal que fk(y) ∈ V . Como U ⊆
f−l(Um+1), se sigue que f l(y) ∈ Um+1. Dado que fk(y) ∈ V y V ⊆ f−l(Vm+1), se tiene que
f l
(
fk(y)

)
∈ Vm+1. Notemos que f l

(
fk(y)

)
= fk

(
f l(y)

)
. Luego, fk

(
f l(y)

)
∈ fk(Um+1) ∩ Vm+1.

Por lo tanto, fk(Um+1) ∩ Vm+1 6= ∅. Así, la a�rmación (2.2) queda demostrada. En conclusión,
f×(m+1) es transitiva. �

Empleamos el Teorema de Furstenberg para demostrar el Teorema 3.28 debido a Banks [3,
Lema 7, p. 87] (ver también la parte (e) de [4, Teorema 1]).

Teorema 3.28. Sean X un espacio métrico compacto y f : X → X una función continua. Si f es
débilmente mezclante, entonces f es totalmente transitiva.

Demostración. Sean U y V subconjuntos abiertos no vacíos en X y p ∈ N. Veamos que existe
k ∈ N tal que (fp)

k
(U) ∩ V 6= ∅. Como f es continua, entonces f i es continua, para cada i ∈

{1, 2, . . . , p}. Luego, f−i(V ) es un subconjunto abierto no vacío en X, para cada i ∈ {1, 2, . . . , p}.
En vista de que f es débilmente mezclante, por el Teorema de Furstenberg (Teorema 3.27), la
función f×p es transitiva. De este modo, considerando los conjuntos abiertos no vacíos Ui = U y
Vi = f−i(V ), para cada i ∈ {1, 2, . . . , p}, existe l ∈ N tal que:

[(f×p)l(U1 × U2 × · · · × Up)] ∩ [V1 × V2 × · · · × Vp] 6= ∅.
En consecuencia, de la Proposición 2.1-(3), se tiene que para toda i ∈ {1, 2, . . . , p}, f l(Ui)∩Vi 6= ∅.
De donde, f l(U)∩f−i(V ) 6= ∅, para cada i ∈ {1, 2, . . . , p}. Dados los números l y p, por el algoritmo
de la división, existen q, r ∈ N tales que l = qp + r y 0 6 r 6 p − 1. Notemos que 0 < p − r 6 p.
Se sigue que p − r ∈ {1, 2, . . . , p}. Por lo que f l(U) ∩ f−(p−r)(V ) 6= ∅. Así, existe x ∈ U tal que
f l(x) ∈ f l(U) y f l(x) ∈ f−(p−r)(V ). De donde, fp−r(f l(x)) ∈ V . Observemos que:

fp−r(f l(x)) = f l+p−r(x) = fqp+r+p−r(x) = fp(q+1)(x) = (fp)q+1(x).

Luego, (fp)q+1(x) ∈ V . Lo cual implica que (fp)q+1(x) ∈ (fp)q+1(U) y (fp)q+1(x) ∈ V . Haciendo
k = q + 1, obtenemos que (fp)k(U) ∩ V 6= ∅. En conclusión, f es totalmente transitiva. �

Por la Proposición 3.14 y los Teoremas 3.19-(3) y 3.28, se tiene el siguiente resultado.

Proposición 3.29. Las funciones g : [0, 1]→ [0, 1] y τ : Σ2 → Σ2, de los Ejemplos 3.12 y 3.17, no
son débilmente mezclantes.

A continuación probamos dos equivalencias del concepto de función débilmente mezclante,
originalmente demostradas en [4], donde, de hecho, se encuentran otras equivalencias más de este
tipo de funciones.

Teorema 3.30. Sean X un espacio métrico compacto y f : X → X una función continua. Son
equivalentes:

(1) f es débilmente mezclante.
(2) Para cualesquiera subconjuntos abiertos no vacíos U1, U2, V1 y V2 de X, existe k ∈ N tal

que fk(U1) ∩ V1 6= ∅ y fk(U2) ∩ V2 6= ∅.
(3) Para cualesquiera subconjuntos abiertos no vacíos U, V1 y V2 de X, existe k ∈ N tal que

fk(U) ∩ V1 6= ∅ y fk(U) ∩ V2 6= ∅.

Demostración. Supongamos que f es débilmente mezclante y demostremos que se cumple la
condición (2). Sean U1, U2, V1 y V2 subconjuntos abiertos no vacíos de X. Luego, U1×U2 y V1×V2

son subconjuntos abiertos no vacíos en X2. Como f es débilmente mezclante, existe k ∈ N tal
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que [(f×2)k(U1 × U2)] ∩ (V1 × V2) 6= ∅. En conclusión, por la Proposición 2.1-(3), se tiene que
fk(U1) ∩ V1 6= ∅ y fk(U2) ∩ V2 6= ∅.

Ahora supongamos que se satisface (2) y veamos que f es débilmente mezclante. Sean U y V
subconjuntos abiertos no vacíos en X2. Así, existen U1, U2, V1 y V2 subconjuntos abiertos no vacíos
en X tales que U1 × U2 ⊆ U y V1 × V2 ⊆ V . Por hipótesis, existe k ∈ N tal que fk(U1) ∩ V1 6=
∅ y fk(U2) ∩ V2 6= ∅. Luego, por la Proposición 2.1-(3), [(f×2)k(U1 × U2)] ∩ [V1 × V2] 6= ∅. Lo cual
implica que (f×2)k(U) ∩ V 6= ∅. En conclusión, f es débilmente mezclante.

Por otro lado, demostremos que (2) implica (3). Sean U, V1 y V2 subconjuntos abiertos no
vacíos de X. Consideremos U = U1 = U2. Por hipótesis, existe k ∈ N tal que fk(U1) ∩ V1 6=
∅ y fk(U2) ∩ V2 6= ∅. De donde, fk(U) ∩ V1 6= ∅ y fk(U) ∩ V2 6= ∅.

Finalmente, supongamos que se cumple (3) y demostremos (2). Sean U1, U2, V1 y V2 subcon-
juntos abiertos no vacíos en X. Veamos que existe k ∈ N tal que fk(U1)∩V1 6= ∅ y fk(U2)∩V2 6= ∅.
En efecto, aplicando la hipótesis a los subconjuntos abiertos no vacíos U1, U2 y V2, existe l ∈ N tal
que f l(U1)∩U2 6= ∅ y f l(U1)∩ V2 6= ∅. De aquí, se tiene que U1 ∩ f−l(U2) 6= ∅ y U1 ∩ f−l(V2) 6= ∅.
Sean A = U1 ∩ f−l(U2) y B = U1 ∩ f−l(V2). Dado que f es una función continua, obtenemos
que A y B son subconjuntos abiertos no vacíos en X. Nuevamente, aplicando la hipótesis a los
subconjuntos abiertos no vacíos A, B y V1, existe k ∈ N tal que fk(A) ∩B 6= ∅ y fk(A) ∩ V1 6= ∅.
Ponemos W = A ∩ f−k(B). Puesto que A y B son subconjuntos abiertos y fk es continua, se
sigue que W es un subconjunto abierto en X, claramente no vacío. Ahora, como A ⊆ U1, se tiene
que fk(A) ⊆ fk(U1). Además, puesto que fk(A) ∩ V1 6= ∅, obtenemos que fk(U1) ∩ V1 6= ∅. Por
lo anterior, resta ver que fk(U2) ∩ V2 6= ∅. Notemos que W ⊆ A ⊆ f−l(U2). Sea x ∈ W . Así,
f l(x) ∈ U2. Dado que x ∈ W ⊆ f−k(B) y B ⊆ f−l(V2), resulta que fk(x) ∈ f−l(V2). De donde,
f l
(
fk(x)

)
= fk

(
f l(x)

)
∈ V2. En vista de que f l(x) ∈ U2, tenemos que fk

(
f l(x)

)
∈ fk(U2). Con

todo, hemos demostrado que fk(U2) ∩ V2 6= ∅. �

En el Diagrama 1 resumimos lo obtenido en las Proposiciones 3.20 y 3.24 y el Teorema 3.28.
La �echa signi�ca que la clase de funciones precedente implica la siguiente.

Débilmente mezclante

��
Totalmente transitiva

��
Caótica // Transitiva Minimaloo

Diagrama 1: Relación entre las funciones estudiadas.

Si el lector está interesado en otras propiedades relacionadas a las funciones que hemos estu-
diado en esta sección, puede consultar las Secciones 2.2 y 3.1 de[13] y la Sección 11.2 de [19].

4. Dinámica colectiva

En esta sección revisamos algunos resultados de la dinámica colectiva. Entre otros, nos enfo-
camos a la transitividad de funciones inducidas para cualquier función, y particularizamos en la
transitividad de las funciones inducidas de las rotaciones irracionales (Ejemplo 3.4), de la función
tienda (Ejemplo 3.7), de la función tienda con pata alargada (Ejemplo 3.12) y de la función má-
quina de sumar (Ejemplo 3.17). Todo esto con la �nalidad de resolver lo que nos hemos planteado
en el presente trabajo.

En el 2003, Román-Flores probó que si 2f es transitiva, entonces f es transitiva (ver [27, Teore-
ma 3.6]). Además, demuestra que si Tλ es una rotación irracional de la circunferencia, entonces 2Tλ
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no es transitiva (ver [27, Ejemplo 4.1]). Observemos que por la Proposición 3.26, Tλ es transitiva.
Todo esto indica que, para una función continua f : X → X, la transitividad de 2f : 2X → 2X no
queda caracterizada a través de la transitividad de f . Más aún, como 2Tλ no es transitiva, entonces
por la Proposición 3.24, la función 2Tλ no es minimal. Así, Tλ es una función minimal cuya inducida
2Tλ no es minimal. Todos estos hechos los detallamos en la presente sección.

En el 2005, Peris probó en [44, Teorema 2.1] el resultado que enunciamos a continuación y
del cual incluimos una demostración. Notemos que, por la Proposición 3.20-(3), el teorema de
Peris generaliza el de Román-Flores (Corolario 4.2), además de que caracteriza la transitividad
de la función inducida 2f utilizando, en su lugar, la mezclación débil de f . En la demostración
encontramos una aplicación más del Teorema de Furstenberg. Cabe recordar que si k ∈ N, entonces
la k-ésima iterada de 2f evaluada en cualquier elemento A ∈ 2X es

(
2f
)k

(A) = fk(A); esto es, la
imagen de A bajo la k-ésima iterada de f .

Teorema 4.1. Sean X un espacio métrico compacto y f : X → X una función continua. Son
equivalentes:

(1) f es débilmente mezclante,
(2) 2f es débilmente mezclante,
(3) 2f es transitiva.

Demostración. Supongamos que f es débilmente mezclante y mostremos que 2f es débilmente
mezclante. Sean U1,U2,V1 y V2 subconjuntos abiertos no vacíos en 2X . En vista del Teorema 3.30-
(2), veamos que existe k ∈ N tal que

(
2f
)k

(U1) ∩ V2 6= ∅ y
(
2f
)k

(U2) ∩ V2 6= ∅. Por la de�nición
de la base para τV y por la Proposición 2.2, existe l ∈ N tal que:

〈U1, U2, . . . , Ul〉 ⊆ U1, 〈U ′1, U ′2, . . . , U ′l 〉 ⊆ U2,

〈V1, V2, . . . , Vl〉 ⊆ V1 y 〈V ′1 , V ′2 , . . . , V ′l 〉 ⊆ V2.

para algunos subconjuntos abiertos no vacíos

U1, U2, . . . , Ul, U
′
1, U

′
2, . . . , U

′
l , V1, V2, . . . , Vl, V

′
1 , V

′
2 , . . . , V

′
l

de X. Ahora, dado que f es débilmente mezclante, por el Teorema de Furstenberg (Teorema 3.27),
f×2l es transitiva. Así, considerando los subconjuntos abiertos no vacíos U1×U2× · · · ×Ul×U ′1×
U ′2 × · · · × U ′l y V1 × V2 × · · · × Vl × V ′1 × V ′2 × · · · × V ′l en X2l, existe k ∈ N tal que:[

(f×2l)k(U1 × · · · × Ul × U ′1 × · · · × U ′l )
]
∩ [V1 × · · · × Vl × V ′1 × · · · × V ′l ] 6= ∅.

Esto es, de la Proposición 2.1-(3), fk(U1)∩ V1 6= ∅, fk(U2)∩ V2 6= ∅, . . . , fk(Ul)∩ Vl 6= ∅, fk(U ′1)∩
V ′1 6= ∅, fk(U ′2) ∩ V ′2 6= ∅, . . . , fk(U ′l ) ∩ V ′l 6= ∅. De aquí, podemos considerar los siguientes puntos
en X:

x1 ∈ U1 tal que fk(x1) ∈ V1,
x2 ∈ U2 tal que fk(x2) ∈ V2,

...
xl ∈ Ul tal que fk(xl) ∈ Vl,
x′1 ∈ U ′1 tal que fk(x′1) ∈ V ′1 ,
x′2 ∈ U ′2 tal que fk(x′2) ∈ V ′2 ,

...
x′l ∈ U ′l tal que fk(x′l) ∈ V ′l .

Notemos que para cada i ∈ {1, 2, . . . , l}, {x1, x2, . . . , xl} ⊆
l⋃
i=1

Ui y {x1, x2, . . . , xl} ∩ Ui 6= ∅.

Así, {x1, x2, . . . , xl} ∈ 〈U1, U2, . . . , Ul〉. Similarmente, podemos ver que ocurre {x′1, x′2, . . . , x′l} ∈
〈U ′1, U ′2, . . . , U ′l 〉. Observemos que:

fk({x1, . . . , xl}) = {fk(x1), . . . , fk(xl)} y fk({x′1, . . . , x′l}) = {fk(x′1), . . . , fk(x′l)}.
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En consecuencia, fk({x1, . . . , xl}) ∈ 〈V1, . . . , Vl〉 y fk({x′1, . . . , x′l}) ∈ 〈V ′1 , . . . , V ′l 〉.
En vista de que {x1, . . . , xl} ∈ 〈U1, . . . , Ul〉 y como fk({x1, . . . , xl}) ∈ 〈V1, . . . , Vl〉, obtenemos que
(2f )k({x1, . . . , xl}) ∈ (2f )k(〈U1, . . . , Ul〉) ∩ 〈V1, . . . , Vl〉. Por lo que:

(2f )k(〈U1, U2, . . . , Ul〉) ∩ 〈V1, V2, . . . , Vl〉 6= ∅.
Similarmente, como {x′1, . . . , x′l} ∈ 〈U ′1, . . . , U ′l 〉 y fk({x′1, . . . , x′l}) ∈ 〈V ′1 , . . . , V ′l 〉, obtenemos que
(2f )k({x′1, . . . , x′l}) ∈ (2f )k(〈U ′1, . . . , U ′l 〉) ∩ 〈V ′1 , . . . , V ′l 〉. Así:

(2f )k(〈U ′1, . . . , U ′l 〉) ∩ 〈V ′1 , . . . , V ′l 〉 6= ∅.
Por la forma en que tomamos los conjuntos 〈U ′1, . . . , U ′l 〉 y 〈V ′1 , . . . , V ′l 〉, concluimos que (2f )k(U1)∩
V1 6= ∅ y (2f )k(U2) ∩ V2 6= ∅. Por lo tanto, por la parte (2) del Teorema 3.30, 2f es débilmente
mezclante.
Se sigue de la Proposición 3.20-(3) que la condición (2) implica la condición (3).
Finalmente, supongamos que 2f es transitiva y demostremos que f es débilmente mezclante. Para
este �n, usamos la parte (3) del Teorema 3.30. Sean U , V1 y V2 subconjuntos abiertos no vacíos deX.
Veamos que existe k ∈ N tal que fk(U)∩V1 6= ∅ y fk(U)∩V2 6= ∅. Consideremos los subconjuntos
abiertos 〈U〉 y 〈V1, V2〉 de 2X . Como U no es vacío, 〈U〉 es un subconjunto abierto no vacío de
2X . En vista de que V1 y V2 no son vacíos, existen x1 ∈ V1 y x2 ∈ V2. Así, {x1, x2} ∈ 〈V1, V2〉.
Por lo que 〈V1, V2〉 es un subconjunto abierto no vacío en 2X . Puesto que 2f es transitiva, existe

k ∈ N tal que
(
2f
)k

(〈U〉) ∩ 〈V1, V2〉 6= ∅. De donde existe A ∈ 〈U〉 tal que (2f )k(A) ∈ 〈V1, V2〉.
Es decir, fk(A) ∈ 〈V1, V2〉. Luego, fk(A) ∩ V1 6= ∅ y fk(A) ∩ V2 6= ∅. Dado que A ∈ 〈U〉, A ⊆ U .
Luego, fk(A) ⊆ fk(U). Por lo que fk(U)∩V1 6= ∅ y fk(U)∩V2 6= ∅. En conclusión, por el Teorema
3.30-(3), f es débilmente mezclante. �

Cabe destacar que en [4, Teorema 2] se demuestra una generalización del Teorema 4.1. Además,
el Teorema 4.1 también se prueba en [22, Teorema 2.1], sin dar crédito ni a [4] ni a [44]. Más aún,
en [16, Teorema 3.2] lo enuncian sin demostración, indicando que es un resultado debido a S. Shao
[28]. Por otro lado, la equivalencia de las a�rmaciones (1) y (2) del Teorema 4.1 se demuestra en
[6, Teorema 1 y Proposición 2] para el caso cuando f es un homeomor�smo.

Como hemos dicho, del Teorema 4.1, y en vista de la Proposición 3.20-(3), obtenemos el
resultado debido a Román-Flores [27, Teorema 3.6].

Corolario 4.2. Sean X un espacio métrico compacto y f : X → X una función continua. Si la
función inducida 2f : 2X → 2X es transitiva, entonces f es transitiva.

Notemos que el Teorema 4.1 no es válido para la función inducida C(f), pues la función tienda
T es débilmente mezclante y, como veremos en la Proposición 4.8, su función inducida C(T ) no es
transitiva. Sin embargo, un resultado similar al Corolario 4.2, para la función C(f), lo encontramos
a continuación.

Teorema 4.3. Sean X un espacio métrico compacto y f : X → X una función continua. Si la
función inducida C(f) : C(X)→ C(X) es transitiva, entonces f es transitiva.

Demostración. Sean U y V subconjuntos abiertos y no vacíos de X. Veamos que existe k ∈ N tal
que fk(U)∩V 6= ∅. Dados los subconjuntos abiertos U y V , se tiene que 〈U〉∩C(X) y 〈V 〉∩C(X)
son subconjuntos abiertos no vacíos en C(X). Como C(f) es transitiva, existe k ∈ N tal que:

[(C(f))k(〈U〉 ∩ C(X))] ∩ [〈V 〉 ∩ C(X)] 6= ∅.
Luego, existe A ∈ 〈U〉 ∩ C(X) tal que (C(f))k(A) ∈ 〈V 〉 ∩ C(X). De donde, A ⊆ U y fk(A) ⊆ V .
De aquí, como fk(A) ⊆ fk(U), obtenemos que fk(U)∩ V 6= ∅. En conclusión, f es transitiva. �

Es importante destacar que si en el Teorema 4.3 agregamos la condición de conexidad al espacio
X, es decir, si suponemos que X es un continuo, entonces no sólo obtenemos que f es transitiva,
sino que es débilmente mezclante. Este resultado lo encontramos en el Teorema 4.4, que dicho
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de otra manera, muestra que la implicación (3) entonces (1) del Teorema 4.1, permanece válida
cambiando 2f por C(f). El resultado es debido a Banks [4, Teorema 4].

Teorema 4.4. Sean X un continuo y f : X → X una función continua. Si C(f) : C(X)→ C(X)
es transitiva, entonces f es débilmente mezclante.

Demostración. Sean U, V1 y V2 subconjuntos abiertos no vacíos de X. Debido al Teorema 3.30-
(3), veamos que existe k ∈ N tal que fk(U)∩V1 6= ∅ y fk(U)∩V2 6= ∅. Notemos que 〈U〉 ∩C(X) y
〈V1, V2, X〉 ∩ C(X) son subconjuntos abiertos de C(X). Puesto que U es un subconjunto no vacío
en X, existe x ∈ U . Es decir, {x} ∈ 〈U〉 ∩C(X). Además, dado que X ∈ C(X), X ⊆ V1 ∪ V2 ∪X,
X ∩ V1 6= ∅, X ∩ V2 6= ∅ y X ∩ X 6= ∅, se sigue que X ∈ 〈V1, V2, X〉 ∩ C(X). En consecuencia,
〈U〉∩C(X) y 〈V1, V2, X〉∩C(X) son subconjuntos abiertos no vacíos en C(X). Puesto que C(f) es
transitiva, existe k ∈ N tal que

[
(C(f))k(〈U〉 ∩ C(X))

]
∩ [〈V1, V2, X〉 ∩C(X)] 6= ∅. Lo cual implica

que existe A ∈ 〈U〉∩C(X) tal que fk(A) ∈ 〈V1, V2, X〉∩C(X). Así, fk(A)∩V1 6= ∅ y fk(A)∩V2 6= ∅.
En vista de que A ∈ 〈U〉, esto es, A ⊆ U , tenemos, fk(A) ⊆ fk(U). Por lo tanto, fk(U) ∩ V1 6=
∅ y fk(U) ∩ V2 6= ∅. En conclusión, del Teorema 3.30-(3), f es débilmente mezclante. �

Corolario 4.5. Sean X un continuo y f : X → X una función continua tal que la función
inducida C(f) : C(X) → C(X) es transitiva. Entonces f es totalmente transitiva y la función
inducida 2f : 2X → 2X es transitiva. En particular, f es transitiva.

Demostración. Por el Teorema 4.4, f es débilmente mezclante. Luego, por los Teoremas 3.28 y
4.1, f es totalmente transitiva y 2f es transitiva. La Proposición 3.20-(2) implica que f es transitiva.
�

Dados un espacio métrico compacto X y n ∈ N, el hiperespacio de los subconjuntos cerrados,
no vacíos de X y con a lo más n componentes, se denota por Cn(X). Esto es:

Cn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n componentes}.

Si f : X → X es una función continua, consideramos su función inducida a este hiperespacio de
X, Cn(f) : Cn(X) → Cn(X). Es claro que para n = 1 la función C1(f) es la función C(f). En
[7] encontramos un excelente estudio de la transitividad de la función inducida Cn(f), donde se
presentan generalizaciones de algunos resultados de[1] y en particular de los que mostramos en
este trabajo.

En la Sección 3 vimos cuatro ejemplos de funciones de las cuales destacamos algunas propie-
dades de su dinámica individual. A continuación las retomamos para estudiar algunos aspectos de
su dinámica colectiva. Veamos el siguiente resultado (originalmente presentado en [4, Lema 1]),
que nos servirá para garantizar que el conjunto de puntos periódicos de la función inducida 2T de
la función tienda T es denso en 2[0,1].

Proposición 4.6. Si X es un espacio métrico y compacto y f : X → X es una función continua
tal que Per(f) es denso en X, entonces Per(2f ) es denso en 2X .

Demostración. Sea 〈U1, U2, . . . , Uk〉 un subconjunto abierto no vacío de 2X . Como Per(f) es
denso en X, para cada i ∈ {1, 2, . . . , k}, existe xi ∈ Ui ∩ Per(f). Sea mi el periodo de xi, para
cada i ∈ {1, 2, . . . , k}, y de�nimos m como el mínimo común múltiplo de m1,m2, . . . ,mk. Se
tiene que el conjunto A = {x1, x2, . . . , xk} ∈ 〈U1, U2, . . . , Uk〉 es tal que (2f )m(A) = A. Luego
〈U1, U2, . . . , Uk〉 ∩ Per(2f ) 6= ∅. Por lo tanto, Per(2f ) es denso en 2X . �

Corolario 4.7. Sea T : [0, 1]→ [0, 1] la función tienda. Entonces la función inducida 2T : 2[0,1] →
2[0,1] es transitiva y Per

(
2T
)
es denso en 2[0,1]. En particular 2T es caótica, débilmente mezclante

y totalmente transitiva. Más aún, 2T no es minimal.
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Demostración. Hemos visto en el Teorema 3.11-(2) que la función T es débilmente mezclante.
Así, por el Teorema 4.1, obtenemos que 2T es transitiva. Además, por el Teorema 3.11-(3) y por
la Proposición 4.6, obtenemos que Per(2T ) es denso 2[0,1]. Luego, en vista de la transitividad de
2T , obtenemos que 2T es caótica. El Teorema 4.1 implica que 2T es débilmente mezclante. De
donde, por el Teorema 3.28 obtenemos que 2T es totalmente transitiva. Finalmente, puesto que
{ 2

3} es un punto �jo de T (parte (1) del Teorema 3.11), se obtiene que O({ 2
3}, 2

T ) = {{ 2
3}}. Así,

O({ 2
3}, 2

T ) no es un conjunto denso en 2[0,1]. Por lo tanto, de la Proposición 3.22, se tiene que 2T

no es minimal. �

Una demostración alternativa de la densidad de los puntos periódicos de 2T aparece en [19,
Proposición 18.5, p. 288], mientras que otras pruebas de la transitividad de 2T se encuentran en
[19, Proposición 18.9, p. 291] y [27, Ejemplo 4.3].

Siguiendo con la dinámica colectiva de la función tienda, a continuación analizamos la tran-
sitividad de su función inducida C(T ). De hecho, el siguiente resultado muestra que aun cuando
T es una función transitiva su inducida C(T ) no lo es. Aunque en [1, Teorema 4.5] se prueba un
resultado más general que garantiza que C(T ) no es transitiva, para el caso particular de la función
T , podemos seguir las ideas que aparecen en [27, Ejemplo 4.2].

Proposición 4.8. Sea T : [0, 1] → [0, 1] la función tienda. Se tiene que la función inducida
C(T ) : C([0, 1])→ C([0, 1]) no es transitiva.

Demostración. Veamos que existen subconjuntos abiertos no vacíos U y V en C([0, 1]) tales
que, para todo k ∈ N, se cumple que [(C(T ))k(U)] ∩ V = ∅. Para esto, probemos las siguientes
a�rmaciones.

A�rmación 1. Para todo K ∈ BH
(
[0, 1], 1

10

)
∩ C([0, 1]), se tiene que 2

3 ∈ K. Además, para cada
p ∈ N, sucede que 2

3 ∈ (C(T ))p(K).
En efecto, sea K ∈ BH

(
[0, 1], 1

10

)
∩ C([0, 1]). Entonces H(K, [0, 1]) < 1

10 , por lo que 0, 1 ∈ [0, 1] ⊆
N( 1

10 ,K). Esto implica que K es un subcontinuo de [0, 1] que intersecta a los subintervalos [0, 1
10 ]

y [ 9
10 , 1]. Por tanto, 2

3 ∈ K. Por otro lado, sea p ∈ N. Dado que 2
3 ∈ K, se tiene que { 2

3} ⊆ K.
Luego, T p({ 2

3}) ⊆ T
p(K). Así, {T p( 2

3 )} ⊆ T p(K). De donde, T p( 2
3 ) ∈ (C(T ))p(K). Sabemos de la

parte (1) de la Proposición 3.11 que 2
3 es un punto �jo de T . Así, obtenemos que T p( 2

3 ) = 2
3 . Por

lo tanto, 2
3 ∈ (C(T ))p(K).

A�rmación 2. Para todo F ∈ BH({0}, 1
10 ) ∩ C([0, 1]), se tiene que F ⊆

[
0, 1

10

]
. Además, para

cada y ∈ F , sucede que | 23 − y| >
17
30 .

En efecto, sea F ∈ BH({0}, 1
10 )∩C([0, 1]). Luego, H({0}, F ) < 1

10 . Así, por la Proposición 2.5, en
particular tenemos, F ⊆ N( 1

10 , {0}). De donde, puesto que N( 1
10 , {0}) = [0, 1

10 ) ⊆ [0, 1
10 ], obtene-

mos que F ⊆ [0, 1
10 ]. Por otra parte, tomemos y ∈ F . Luego, dado que F ⊆ [0, 1

10 ], se sigue que
0 6 y 6 1

10 . Así, −y > −
1
10 . Por lo que | 23 − y| >

17
30 .

A�rmación 3. Para toda terna (K,F, p), donde K ∈ BH([0, 1], 1
10 )∩C([0, 1]), F ∈ BH({0}, 1

10 )∩
C([0, 1]) y p ∈ N, se tiene que H((C(T ))p(K), F ) > 17

30 .
En efecto, tomemos una terna (K,F, p) como se indica en la a�rmación, y supongamos que
H((C(T ))p(K), F ) < 17

30 . Luego, por la Proposición 2.5, en particular se sigue, (C(T ))p(K) ⊆
N( 17

30 , F ). Además, por la A�rmación 1, 2
3 ∈ (C(T ))p(K). En consecuencia, 2

3 ∈ N( 17
30 , F ). Así,

d( 2
3 , F ) < 17

30 . Por lo que existe y ∈ F tal que | 23 − y| <
17
30 , lo cual contradice la A�rmación 2. Por

lo tanto, H((C(T ))p(K), F ) > 17
30 .

Finalmente, sean U = BH([0, 1], 1
10 )∩C([0, 1]) y V = BH({0}, 17

30 )∩C([0, 1]). Es claro que U y V son
subconjuntos abiertos no vacíos en C([0, 1]). Consideremos K ∈ U, {0} ∈ BH({0}, 1

10 ) ∩ C([0, 1])

y k ∈ N cualesquiera. Por la A�rmación 3, se tiene que H((C(T ))k(K), {0}) > 17
30 . Luego,



4. DINÁMICA COLECTIVA 33

(C(T ))k(K) 6∈ BH
(
{0}, 17

30

)
∩ C([0, 1]). Así, (C(T ))k(K) ∈ (C(T ))k(U) y (C(T ))k(K) 6∈ V. Por lo

que [(C(T ))k(U)] ∩ V = ∅. En conclusión, C(T ) no es transitiva. �

La demostración del siguiente corolario se obtiene de la Proposición 4.8 y del Diagrama 1 de
la Sección 3.

Corolario 4.9. Sea T : [0, 1] → [0, 1] la función tienda. Entonces la función inducida C(T ) :
C([0, 1])→ C([0, 1]) no es caótica, ni totalmente transitiva, ni débilmente mezclante ni minimal.

Proposición 4.10. Si (X, d) es un espacio métrico y compacto y f : X → X es una isometría,
entonces 2f : 2X → 2X no es transitiva.

Demostración. Supongamos que f es una isometría y que 2f es transitiva. Sean x, y ∈ X tales que
x 6= y. Ponemos r = d(x, y), U = B(x, r4 ) y V = B(y, r4 ). Se tiene que los conjuntos 〈U, V 〉 y 〈V 〉 son
abiertos no vacíos en 2X . Puesto que 2f es transitiva, existe k ∈ N tal que (2f )k(〈U, V 〉)∩〈V 〉 6= ∅.
Sea B ∈ 〈U, V 〉 tal que (2f )k(B) ∈ 〈V 〉. Tomemos b ∈ B ∩ U y c ∈ B ∩ V . Así, utilizando la
desigualdad del triángulo, obtenemos que

r = d(x, y) 6 d(x, b) + d(b, c) + d(c, y) < r
2 + d(b, c).

De donde, r2 < d(b, c). Luego, puesto que fk(b), fk(c) ∈ fk(B) ⊆ V , concluimos que

d(fk(b), fk(c)) 6 r
2 < d(b, c),

lo que contradice que f es una isometría. Por lo tanto, 2f no es transitiva. �

Corolario 4.11. Sean λ > 0 un número irracional y Tλ : S1 → S1 la rotación irracional. Entonces
la función inducida 2Tλ : 2S

1 → 2S
1

no es transitiva y, por ende, no es caótica, ni totalmente
transitiva, ni débilmente mezclante ni minimal.

Demostración. La no transitividad 2Tλ se sigue de la Observación 3.6 y la Proposición 4.10. El
resto de las propiedades se deriva del Diagrama 1 de la Sección 3. �

Cabe señalar que, como hemos mencionado, la no transitividad de la función 2Tλ indicada en
el Corolario 4.11 es [27, Ejemplo 4.1].

Proposición 4.12. Sean X un espacio métrico compacto y f : X → X una función continua. Si
2f : 2X → 2X es minimal, entonces f es minimal.

Demostración. Supongamos que 2f es minimal. Sea x ∈ X. Veamos que O(x, f) es denso en
X. Sea U un subconjunto abierto no vacío de X. Notemos que 〈U〉 es un subconjunto abierto no
vacío de 2X . Puesto que {x} ∈ 2X y 2f es minimal, entonces por la Proposición 3.22, se tiene que
〈U〉 ∩O({x}, 2f ) 6= ∅. Sea A ∈ 〈U〉 tal que (2f )k({x}) = A, para algún k ∈ N ∪ {0}. Luego, A ⊆ U
y fk({x}) = A. Así, fk(x) ∈ U ∩ O(x, f). Por lo tanto, O(x, f) es denso en X. Nuevamente por la
Proposición 3.22, obtenemos que f es minimal. �

El recíproco de la Proposición 4.12 no es cierto. En efecto, hemos visto en la Proposición 3.26
que para cualquier número irracional λ > 0, la rotación irracional Tλ es minimal, pero por el
Corolario 4.11 su inducida 2Tλ no lo es.

Por otro lado, consideremos la función tienda con pata alargada g de�nida en el Ejemplo
3.12. Recordemos que en el Teorema 3.13 se dijo que g es transitiva. Sin embargo, en vista de la
Proposición 3.29 y del Teorema 4.1, obtenemos que su inducida 2g no es transitiva (ver también
[22, Proposición 3.2] o [19, Ejemplo 18.13, p. 293]). Esto lo indicamos a continuación junto con
otras consecuencias que desprenden del Diagrama 1 de la Sección 3.

Corolario 4.13. Sea g : [0, 1] → [0, 1] la función tienda con pata alargada. Entonces la función
inducida 2g : 2[0,1] → 2[0,1] no es transitiva y, por ende, tampoco es caótica, ni totalmente transitiva,
ni débilmente mezclante ni minimal.
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A continuación vemos la siguiente propiedad de la función inducida F1(f), para cualquier
función f : X → X. Esta propiedad permite concluir aspectos de la dinámica colectiva de la
función máquina de sumar (de�nida en el Ejemplo 3.17).

Proposición 4.14. Sean X un espacio métrico compacto y f : X → X una función continua. Si
f es transitiva, entonces así lo es la función inducida F1(f) : F1(X)→ F1(X).

Demostración. Supongamos que f es transitiva y veamos que F1(f) también lo es. Consideremos
la función h : X → F1(X) con regla de correspondencia h(x) = {x}, para todo x ∈ X. No es
difícil demostrar que h es un homeomor�smo. Ahora, tomemos dos abiertos no vacíos U y V en
F1(X). Como h es continua, h−1(U) y h−1(V) son abiertos no vacíos en X. En vista de que f es
transitiva, existe k ∈ N tal que fk(h−1(U))∩ h−1(V) 6= ∅. Sea x ∈ h−1(U) tal que fk(x) ∈ h−1(V).
Luego, h(x) ∈ U y h(fk(x)) ∈ V. Notemos que h(fk(x)) = {fk(x)} = fk({x}) = F1(f)k({x}) =
F1(f)k(h(x)). Así, h(x) ∈ U y F1(f)k(h(x)) ∈ V. De aquí, F1(f)k(U) ∩ V 6= ∅. Por lo tanto, F1(f)
es transitiva. �

El lector puede consultar en [1, Teorema 3.5, p. 1016] la demostración original del siguiente
resultado.

Proposición 4.15. Sea τ : Σ2 → Σ2 la función máquina de sumar en el espacio Σ2. Se tiene que
la función inducida C(τ) : C(Σ2)→ C(Σ2) es transitiva mientras que 2τ : 2Σ2 → 2Σ2 no lo es.

Demostración. Observemos que por las Proposiciones 3.25 y 4.14, la función inducida F1(τ) :
F1(Σ2)→ F1(Σ2) es transitiva. Así, puesto que C(Σ2) y F1(Σ2) son iguales (pues Σ2 es totalmente
disconexo por la Proposición 3.16), obtenemos que C(τ) : C(Σ2) → C(Σ2) es transitiva. Por otro
lado, la parte (3) del Teorema 3.19 indica que τ no es totalmente transitiva. Luego, por el Teorema
3.28, τ no es débilmente mezclante. Por lo tanto, del Teorema 4.1, 2τ no es transitiva. �

Se siguen de la Proposición 4.15 y del Diagrama 1 de la Sección 3 los siguientes hechos.

Corolario 4.16. Sea Σ2 el espacio de sucesiones in�nitas de ceros y unos. Entonces la función
inducida 2τ : 2Σ2 → 2Σ2 no es caótica, ni totalmente transitiva, ni débilmente mezclante ni minimal.

Concluimos este trabajo con los siguientes diagramas, donde resumimos algunos de los resul-
tados que hemos revisado.

En el Diagrama 2 consideramos un sistema dinámico (X, f), donde X es un espacio métrico
compacto. En este caso, el Corolario 4.2 indica que si la función inducida 2f es transitiva, entonces
f lo es. El Teorema 4.3 garantiza que si la función inducida C(f) es transitiva, entonces f también
es transitiva (ver también el Corolario 4.5). A su vez, el Teorema 3.13 muestra que la función
tienda con pata alargada g es transitiva y por el Corolario 4.13 se tiene que su inducida 2g no es
transitiva; otra función con estas propiedades es la rotación irracional Tλ (ver la Proposición 3.26 y
el Corolario 4.11). La Proposición 3.21 muestra que la función tienda T es transitiva, sin embargo
la Proposición 4.8 indica que su inducida C(T ) no lo es. Por otra parte, en la Proposición 4.15
vemos que la función máquina de sumar τ , cumple que su inducida C(τ) es transitiva, mientras
que 2τ no. Finalmente, el Corolario 4.7 y la Proposición 4.8 garantizan, respectivamente, que la
inducida 2T de la función tienda es transitiva y que C(T ) no tiene esta propiedad.
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Diagrama 2: Relaciones entre funciones con respecto a la transitividad, donde el sistema

dinámico corresponde a un espacio métrico compacto.

En el Diagrama 3 el espacio X es un continuo. Los argumentos que justi�can las relaciones
indicadas son los que utilizamos en el Diagrama 2, excepto por la Proposición 4.15 referente a la
función máquina de sumar, en su lugar la implicación C(f) transitiva, entonces 2f transitiva, que
sí se cumple cuando X es un continuo, está garantizada por el Corolario 4.5.

Diagrama 3: Relaciones entre funciones con respecto a la transitividad, donde el sistema

dinámico corresponde a un continuo.
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1. Introducción

Dado un espacio topológico X, uno puede �jarse en la familia de subconjuntos de X que son
arcos o singulares, y preguntarse si al estudiar dicha familia es posible obtener información relevante
sobre el espacio X. En 1978, S. B. Nadler, Jr. propuso estudiar la familia mencionada cuando X
se trata de un continuo ([17, p. 601]) y, desde entonces, ha habido varios avances signi�cativos
en esta dirección. A tal familia se le conoce como el hiperespacio de arcos y singulares de X y en
este capítulo la denotaremos como M(X). En 1999, A. Soto probó varias propiedades de M(X)
para ciertos continuos particulares llamados dendroides [13]. Más adelante, A. Illanes utilizó a
M(X) para dar una caracterización de una clase de dendritas [3]. En 2016, en el artículo [6], los
autores introdujeron dos funciones naturales en M(X): la función punto medio y la función de
puntos extremos. Ahí mismo se da una caracterización de la continuidad de ambas funciones y se
estudian algunas de sus propiedades. Posteriormente, en [7] se dieron condiciones que garantizan
que las funciones punto medio y de puntos extremos sean abiertas y/o cerradas; con ellos los autores
muestran que el estudio del comportamiento de las funciones en cuestión es útil para caracterizar
clases de continuos.

En el presente capítulo se retoma el espíritu de [6] y [7], pues ahí se obtuvieron algunos
resultados acerca de la relación que existe entre las funciones punto medio o bien la función de
puntos extremos con las funciones cerradas, abiertas, monótonas, confluentes, atriódicas y ligeras.
En este trabajo se busca determinar cuándo las funciones punto medio o la función de puntos
extremos pertenecen a alguna clase de funciones dada. Las clases de funciones que consideraremos
son las casi monótonas, atómicas, fuertemente monótonas, fuertemente libremente descomponibles
y libremente descomponibles. Como consecuencia de nuestros resultados se obtienen directamente
dos caracterizaciones: una para los continuos libres de arcos y una nueva caracterización para las
dendritas.
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Es justo señalar que parte de este trabajo es resultado de la tesis de maestría del tercer autor
[14].

Después de los Preliminares, en la Sección 3 de este trabajo, se introducen el hiperespacio
de arcos y singulares M(X) de un continuo X, las funciones punto medio y la función de puntos
extremos en M(X). También se incluyen resultados auxiliares que serán de utilidad en el resto del
capítulo. En la Sección 4 se presentan condiciones bajo las cuales las funciones punto medio y/o
de puntos extremos resultan ser casi monótonas, fuertemente monótonas, fuertemente libremente
descomponibles, libremente descomponibles y atómicas. También se obtienen un par de caraceri-
zaciones de continuos en términos del comportamiento de las funciones punto medio y de puntos
extremos.

2. Preliminares

Diremos que un conjunto es no degenerado si contiene más de un punto.
Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacío. Un subcontinuo de un

continuo es un subespacio que también es continuo. Existen diversos tipos de continuos, entre
los ejemplos más sencillos se encuentran los arcos, espacios topológicos homeomorfos al intervalo
cerrado I = [0, 1], o las curvas cerradas simples, espacios topológicos homeomorfos a la circun-
ferencia unitaria S1 en el plano. Un espacio topológico X es localmente conexo en un punto
x ∈ X si para cada abierto U en X que contiene al punto x, existe un subespacio conexo y abierto
V en X tal que x ∈ V ⊆ U . Un espacio es localmente conexo si lo es en cada uno de sus puntos.

Dentro de la familia de los continuos localmente conexos existe una clase muy particular
y ampliamente estudiada, las llamadas dendritas. Recordemos que una dendrita es un continuo
localmente conexo que no contiene curvas cerradas simples. Algunos ejemplos sencillos de dendritas
incluyen a los arcos, los continuos homeomorfos a la letra T y los continuos homeomorfos a la letra
H.

Dados un continuo X y un punto x ∈ X diremos que x es un punto de corte de X si X \{x}
no es conexo. Si A es un arco, esto es, si existe un homeomor�smo h : [0, 1] → A, diremos que
p ∈ A es un punto extremo de A si A \ {p} es conexo.

Un espacio topológico X es arco conexo si dados dos puntos distintos p, q ∈ X existe un arco
contenido en X que tiene como puntos extremos p y q.

De�nición 2.1. Sea X un continuo y sean p, q ∈ X. Decimos que X es irreducible entre p y q
si no existe un subcontinuo propio C de X tal que p, q ∈ C.

Teorema 2.2. Sea X un continuo arco conexo. Si X es irreducible, entonces X es un arco.

Demostración. Sean p, q ∈ X tales que X es irreducible entre p y q. Como X es arco conexo,
existe un arco A ⊆ X que contiene a p y a q. La irreducibilidad de X garantiza que A = X. �

Por otro lado, el estudio de las funciones especiales entre continuos ha sido una parte importante
en la Teoría de continuos, la cual nos ha permitido analizar propiedades topológicas de éstos. En
[14, pág. 12], Máckowiak de�ne varias funciones especiales entre espacios topológicos, nosotros las
vamos a considerar entre espacios métricos compactos, con esta suposición obtenemos el Corolario
3.17 y los incisos (5), (10) y (15) en el Teorema 4.7. Comenzamos esta sección listando los tipos de
funciones que consideraremos en este trabajo:

De�nición 2.3. Dada una función continua y suprayectiva f : X → Y entre espacios métricos
compactos, diremos que f es:

(1) casi monótona si para cada subcontinuo Q de Y con interior no vacío, se tiene que f−1(Q)
es conexo;
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(2) atómica si para cada subcontinuo K de X tal que f(K) es un conjunto no degenerado, se
cumple que f−1(f(K)) = K;

(3) fuertemente libremente descomponible si para cada par de subcontinuos propios C
y D de Y tales que Y = C ∪D, se tiene que f−1(C) y f−1(D) son conexos;

(4) fuertemente monótona si para cada subcontinuo irreducible Q de Y , se tiene que f−1(Q)
es un subcontinuo irreducible de X;

(5) libremente descomponible si para cada par de subcontinuos propios C y D de Y tales
que Y = C ∪ D, existen subcontinuos propios A y B de X tales que X = A ∪ B, f(A) ⊆ C y
f(B) ⊆ D;

(6) monótona si para cada y en Y , se tiene que f−1(y) es conexo.

Existen diversas publicaciones respecto al estudio de las funciones especiales entre continuos,
siendo los trabajos de T. Ma¢kowiak [14] los más conocidos y que dieron el primer paso en la
literatura de dichas funciones. En breve, presentaremos algunas relaciones que existen entre estas
funciones. Por supuesto, algunas de éstas serán de utilidad para el desarrollo de este trabajo.

Iniciamos con una observación que se sigue de las de�niciones. Para esto, note que todo singular
es un subcontinuo irreducible.

Observación 2.4. Toda función fuertemente monótona entre continuos es monótona.

A continuación citamos una caracterización sobre funciones monótonas, para una prueba de
esto le sugerimos ver [1, Teorema 3.2].

Teorema 2.5. Sea f : X → Y una función continua y suprayectiva entre continuos. La función f
es monótona si y sólo si para cada subcontinuo B de Y se tiene que f−1(B) es un subcontinuo de
X.

Como consecuencia inmediata tenemos el siguiente resultado.

Proposición 2.6. Toda función monótona entre continuos es casi monótona.

Proposición 2.7. Toda función casi monótona entre continuos es fuertemente libremente descom-
ponible.

Demostración. Sea f : X → Y una función casi monótona entre continuos. Sean C y D sub-
continuos propios de Y tales que Y = C ∪D. Notemos que C y D son subconjuntos cerrados de
Y , por lo cual Y \ C y Y \D son subconjuntos abiertos en Y y no vacíos. Además, Y \D ⊆ C y
Y \ C ⊆ D, se sigue que C y D tienen interior no vacío. Luego, por hipótesis, f−1(C) y f−1(D)
son conexos, por lo cual, f es fuertemente libremente descomponible. �

Proposición 2.8. Toda función fuertemente libremente descomponible entre continuos es libre-
mente descomponible.

Demostración. Sea f : X → Y una función fuertemente libremente descomponible entre con-
tinuos. Sean C y D subcontinuos propios de Y tales que Y = C ∪ D. Por hipótesis tenemos
que f−1(C) y f−1(D) son subespacios conexos de X. Además de la continuidad de f se tiene que
f−1(C) y f−1(D) son subconjuntos cerrados de X. De aquí que f−1(C) y f−1(D) son subcontinuos
de X.

Por otro lado, notemos que X = f−1(Y ) = f−1(C ∪D) = f−1(C)∪f−1(D), f(f−1(C)) ⊆ C y
f(f−1(D)) ⊆ D. Luego, basta considerar A = f−1(C) y B = f−1(D). Por lo tanto, f es libremente
descomponible. �
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De la Observación 2.4 y las Proposiciones 2.6, 2.7 y 2.8 tenemos que si f : X → Y es una
función continua y suprayectiva entre continuos, entonces

f fuertemente monótona⇒ f monótona⇒ f casi monótona⇒
f fuertemente libremente descomponible⇒ f libremente descomponible.

(3.1)

Por supuesto que las implicaciones de regreso no se tienen, esto es, para ver que el regreso de
la Observación 2.4 no es válido en general, en el Ejemplo 4.9 mostramos un contraejemplo usando
nuestro objeto de estudio en este texto: la función punto medio. Para ver que el regreso de la
Proposición 2.6 es falso vea [2, Ejemplo 4.2]; para ver que el regreso es falso en la Proposición 2.7
vea [2, Ejemplo 4.4]; para ver que el regreso de la Proposición 2.8 no se tiene vea [2, Ejemplo 4.5].

Concluimos esta sección con un poco de teoría de los hiperespacios. Los hiperespacios son
espacios de subconjuntos de un espacio topológico X que comparten una propiedad en común. En
particular, dado un continuo X vamos a considerar la familia de todos sus subconjuntos cerrados y
no vacíos, denotada por 2X , y dotada con la métrica de Hausdor� [12, Teorema 2.2]. A la familia
2X equipada con esta métrica se le conoce como el hiperespacio de cerrados de X. Se sabe que
el hiperespacio 2X es un continuo, [17, Teorema (1.13)]. Otra familia que se considera es la de los
subcontinuos de X, la cual se de�ne como {A ∈ 2X : A es conexo} y se denota por C(X). A C(X),
como subespacio del hiperespacio 2X , se le conoce como el hiperespacio de subcontinuos de
X.

Dos colecciones más que vamos a considerar son: el conjunto de todos los elementos singulares
del continuo X, esto es, F1(X) = {{x} : x ∈ X} conocido como el hiperespacio de singulares
de X, y también la colección F2(X) = {{x, y} : x, y ∈ X} conocida como el segundo producto
simétrico de X, ambos como subespacios de 2X . En la literatura podemos encontrar textos sobre
los hiperespacios que hemos mencionado, por ejemplo puede ver [12] y [17] para un buen recuento
de propiedades de éstos.

Por otra parte, dados un continuo X, H ⊆ 2X y una familia finita U de subconjuntos de
X, digamos {U1, . . . , Un} con n ∈ N, definimos el vietórico determinado por U en H como el
conjunto:

〈U1, . . . , Un〉H = {H ∈ H : H ⊆
n⋃
i=1

Ui y H ∩ Ui 6= ∅, para cada i ∈ {1, . . . , n}}.

La familia de todos los vietóricos en 2X determinados por colecciones finitas de conjuntos
abiertos en X es base para una topología sobre 2X , [12, Teorema 1.2], la cual es conocida como
topología de Vietoris. Si X es un continuo, en [12, Teorema 3.1] se prueba que la topología de
Vietoris y la topología generada por la métrica de Hausdor� para 2X coinciden.

3. Las funciones punto medio y de puntos extremos en continuos

Sam B. Nadler Jr. propone en [17, pág. 601] estudiar el denominado Hiperespacio de arcos, el
cual se define a continuación:

De�nición 3.1. Sea X un continuo. El hiperespacio de arcos de X está dado por

A(X) = {A ∈ C(X) : A es un arco}.

Más tarde, Adrián Soto [13] retoma la propuesta de Nadler y de�ne el denominado Hiperespacio
de arcos y singulares, de la siguiente manera:

De�nición 3.2. Para cada continuo X, el hiperespacio de arcos y singulares de X se de�ne
como

M(X) = A(X) ∪ F1(X).
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Observación 3.3. Si X es un arco se tiene que M(X) = C(X). Por otro lado, en [4, Ejemplos
3.1 y 3.7] se prueba que F2(X) es homeomorfo a C(X). En consecuencia, M(X) es homeomorfo a
F2(X).

La función punto medio en continuos fue introducida por I. Serapio su tesis de maestría [12].
Para hablar de ella primero necesitamos introducir dos de�niciones.

Dado un continuo X, recordemos que una función de Whitney para C(X), digamos µ, es
una función continua µ : C(X)→ [0,∞) que satisface las siguientes propiedades:

1. µ({x}) = 0, para cada x ∈ X.

2. Si A,B ∈ C(X) son tales que A ⊆ B y A 6= B, entonces µ(A) < µ(B).

Se sabe que cualquier continuo admite funciones de Whitney para su hiperespacio de subcon-
tinuos, [12, Teorema 13.4].

De�nición 3.4. Sean X un continuo, µ una función de Whitney para C(X),M ∈M(X) y x ∈M .
Si existen dos subcontinuos K y L de M , tales que M = K ∪ L, K ∩ L = {x} y µ(K) = µ(L),
diremos que x es punto medio de M respecto de µ.

Observación 3.5. Si X es un continuo y µ es una función de Whitney para C(X), entonces para
cada x ∈ X, x es el único punto medio de {x}.

Teorema 3.6. Si A es un arco y µ es una función de Whitney para C(A), entonces A admite un
único punto medio respecto de µ. Más aún, el punto medio de A respecto de µ no es punto extremo
de A.

Demostración. Consideremos a y b los puntos extremos de A y sea E : C(A)→ F2(A) su función
de puntos extremos. Por [12, Teorema 2.25] sabemos que E es un homeomor�smo. Luego, podemos
de�nir una función continua g : A→ R dada por

g(x) = µ(E−1({a, x}))− µ(E−1({x, b})), para cada x ∈ A.

Note que,

g(a) = µ(E−1({a}))− µ(E−1({a, b})) = µ({a})− µ(A) = −µ(A) < 0,

g(b) = µ(E−1({a, b}))− µ(E−1({b})) = µ(A)− µ({b}) = µ(A) > 0.

Como la función g tiene dominio conexo, existe un punto p ∈ A, distinto de a y de b, tal que
g(p) = 0. Por lo tanto, si de�nimos K = E−1({a, p}) y L = E−1({p, b}) entonces µ(K) = µ(L),
note que K y L son subcontinuos de A tales que A = K ∪ L y K ∩ L = {p}. Se sigue que p es
punto medio de A respecto de µ.

Para demostrar la unicidad, supongamos que q ∈ A también es punto medio de A respecto
de µ, es decir, existen dos subcontinuos K ′, L′ ⊆ A tales que A = K ′ ∪ L′, K ′ ∩ L′ = {q} y
µ(K ′) = µ(L′), además supongamos que a ∈ K ′ y b ∈ L′. Note que q ∈ A = K ∪ L. Sin perder
generalidad supongamos que q ∈ K. Dado que E(K ′) = {a, q} ⊆ K y A es un arco se sigue que
K ′ ⊆ K. Ahora, como p ∈ A = K ′ ∪ L′ se tienen dos posibilidades.

(i) Si p ∈ K ′ entonces K ′ contiene a los puntos extremos de K y por lo tanto K = K ′.
(ii) Si p ∈ L′ entonces E(L) = {p, b} ⊆ L′, lo cual implica que L ⊆ L′. Así, µ(K) = µ(L) 6

µ(L′) = µ(K ′). Lo anterior demuestra que K = K ′.

De (i) y (ii) se concluye que K = K ′ y {a, p} = E(K) = E(K ′) = {a, q}. Esto prueba que p = q,
y en consecuencia, p es el único punto medio de A respecto de µ. �
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De�nición 3.7. Dados un continuo X y una función de Whitney µ para el hiperespacio C(X),
consideramos la función

Pµ : M(X)→ X

que asigna a cada elemento de M(X) su único punto medio respecto de µ, tal y como lo aseguran
la Observación 3.5 y el Teorema 3.6. A esta función la llamaremos función punto medio de X
respecto de µ.

De�nición 3.8. Sea X un continuo. Diremos que X tiene funciones punto medio continuas si
para cada función de Whitney µ para C(X), la función punto medio Pµ : M(X)→ X es continua.

Observación 3.9. Si X es un continuo y µ es una función de Whitney para C(X), entonces la
función punto medio Pµ es continua en cada punto de F1(X).

Teorema 3.10. Todas las funciones punto medio del arco son continuas.

Demostración. Véase [12, Corolario 2.76]. �

De�nición 3.11. Dados un continuo X y L ∈M(X) se de�ne el conjunto de puntos extremos de
L como sigue

E(L) =

{
{p ∈ L : p es un punto extremo de L}, si L ∈ A(X);

L, si L ∈ F1(X).

Así, de manera natural consideramos la función

E : M(X)→ F2(X)

que a cada elemento del hiperespacio de arcos y singulares le asigna el conjunto de sus puntos
extremos. A esta función la llamaremos función de puntos extremos de X.

Cuando uno estudia clases de funciones, en general es relevante saber cuándo éstas son con-
tinuas. En relación con esto, se conoce el siguiente resultado para las funciones punto medio y la
función de puntos extremos en continuos.

Teorema 3.12. Si X es un continuo, entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. todas las funciones punto medio de X son continuas;

2. X tiene alguna función punto medio continua;

3. X tiene función de puntos extremos continua.

Demostración. Véase [6, Teorema 4.12] o bien [12, Teorema 2.75]. �

Estudiar el hiperespacio de arcos y singulares ha resultado ser muy interesante. Cabe mencionar
que, en general, este hiperespacio no es compacto; por ejemplo, en [8, Corolario 1.27] se prueba
que el hiperespacio de arcos y singulares de la curva cerrada simple M(S1) no es compacto. De
hecho, se conoce el resultado que sigue:

Teorema 3.13. Sea X un continuo localmente conexo. Entonces M(X) es compacto si y sólo si
X es una dendrita.
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Demostración. Véase [17, Teorema (19.21)]. �

De este modo, debido a que el hiperespacio M(S1) no es compacto, si consideramos cualquier
función de Whitney µ para M(S1) y tomamos la función punto medio correspondiente

Pµ : M(S1)→ S1,

se concluye que Pµ no pertenece a ninguna de las clases introducidas en la De�nición 2.3. Sin
embargo, cabe resaltar un par de resultados respecto a las curvas cerradas simples.

Teorema 3.14. Las curvas cerradas simples tienen función de puntos extremos continua.

Demostración. Véase [6, Teorema 3.16]. �

Como consecuencia inmediata de los Teoremas 3.12 y 3.14 tenemos el siguiente:

Teorema 3.15. Todas las funciones punto medio de cualquier curva cerrada simple son continuas.

Observación 3.16. Si X es un continuo tal que el hiperespacio M(X) es compacto y su función de
puntos extremos E : M(X)→ F2(X) es continua, entonces X no contiene curvas cerradas simples
([8, Corolario 1.27]), y en consecuencia, E es inyectiva ([8, Proposición 1.28]). Así, dado que E es
continua, concluimos que E es un encaje.

Corolario 3.17. Sea X un continuo tal que su función de puntos extremos E : M(X) → F2(X)
pertenece a alguna de las clases de funciones presentadas en la De�nición 2.3. Entonces, E es un
encaje. En particular, E es monótona.

4. Las funciones punto medio y de puntos extremos en relación con algunas
funciones especiales entre continuos

Recientemente se han obtenido algunos resultados acerca de la relación que existe entre las
funciones punto medio o la función de puntos extremos con otras funciones, por ejemplo con las
funciones cerradas, abiertas, monótonas, confluentes, atriódicas y ligeras; estos resultados forman
parte de la tesis de I. Serapio [12]; posteriormente conformaron la sección 6 del artículo A midpoint
function and an end point function in continua [7]. El objetivo de este capítulo está centrado en
atender las siguientes preguntas:

Problema 4.1. ¾Para cuáles continuos se tiene que sus funciones punto medio son fuertemente li-
bremente descomponibles (respectivamente: fuertemente monótonas, libremente descomponibles)?

Problema 4.2. ¾Para cuáles continuos se tiene que su función de puntos extremos es fuertemente
libremente descomponible (respectivamente: fuertemente monótona, libremente descomponible)?

En la teoría de continuos existen ejemplos con propiedades importantes, uno de ellos es el
pseudoarco, este continuo es considerado como el más simple de los continuos hereditariamente
indescomponibles, es decir, todo subcontinuo del pseudoarco no se puede expresar como la unión
de dos subcontinuos propios, (para la de�nición de pseudoarco puede ver [18, 1.23]), note que el
pseudoarco es un continuo que no contiene arcos.

Más adelante, con el Teorema 4.10 caracterizamos una clase de continuos, a saber los continuos
libres de arcos (un continuo es libre de arcos si ninguno de sus subcontinuos es un arco) como
aquellos que satisfacen que sus funciones punto medio son fuertemente monótonas. Consecuente-
mente, con el Corolario 4.11 tenemos que los continuos libre de arcos tienen funciones punto medio
fuertemente libremente descomponibles y así libremente descomponibles. Por último, es interesante
ver el Teorema 4.7 con relación a las Preguntas 4.1 y 4.2.
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Por otro lado, respecto a la Pregunta 4.2, se sabe que si X es una dendrita, entonces la fun-
ción de puntos extremos E de X es fuertemente monótona y, en consecuencia, E es fuertemente
libremente descomponible y libremente descomponible (Corolario 4.13). En el Corolario 4.16 mos-
traremos una caracterización en este sentido para la clase de los continuos arco conexos.

En los dos teoremas que siguen mencionamos algunos resultados que se conocen acerca de las
funciones punto medio.

Teorema 4.3. Para todo continuo X las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. existe una función punto medio de X que es biyectiva;

2. todas las funciones punto medio de X son biyectivas;

3. existe una función punto medio de X que es un homeomor�smo;

4. todas las funciones punto medio de X son homeomor�smos;

5. X es libre de arcos.

Demostración. Véase [12, Teorema 3.4]. �

Teorema 4.4. Para todo continuo X las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. existe una función punto medio de X que es atómica;

2. todas las funciones punto medio de X son atómicas;

3. X es libre de arcos.

Demostración. Véase [12, Teorema 3.7] o bien [7, Teorema 6.3]. �

La siguiente propiedad será muy útil en la prueba del Teorema 4.7.

Lema 4.5. Todas las funciones punto medio de cualquier continuo tienen fibras arco conexas.

Demostración. Véase [12, Lema 4.21] o bien [7, Lema 6.19]. �

Lema 4.6. Si X es un continuo, µ es una función de Whitney para C(X) y Q es un subcontinuo
arco conexo de X, entonces P−1

µ (Q) es un subespacio arco conexo de M(X).

Demostración. Note que P−1
µ (Q) = F1(Q)∪(

⋃
q∈Q P

−1
µ (q)). Por el Lema 4.5 tenemos que P−1

µ (q)

es arco conexo y además {q} ∈ P−1
µ (q)∩F1(Q) para cada q ∈ Q. Por otro lado, considere la función

h : Q → F1(Q) de�nida por h(x) = {x}, para cada x ∈ Q. No es difícil convencerse de que h es
un homeomor�smo. Luego, Q es homeomorfo a F1(Q) y así F1(Q) es arco conexo. Veamos que
P−1
µ (Q) es arco conexo. Para esto sean A,B ∈ P−1

µ (Q), por lo anterior es su�ciente ver el caso
cuando A ∈ P−1

µ (p) y B ∈ P−1
µ (q), para puntos distintos p, q ∈ Q. Note que {p}, A ∈ P−1

µ (p),
{p}, {q} ∈ F1(Q) y {q}, B ∈ P−1

µ (q). Dado que P−1
µ (p), F1(Q) y P−1

µ (q) son arco conexos, se tiene
que existen arcos A1 ⊂ P−1

µ (p) con puntos extremos {p} y A, A2 ⊂ F1(Q) con puntos extremos
{p} y {q} y A3 ⊂ P−1

µ (q) con puntos extremos {q} y B. Luego, A1∪A2∪A3 es un arco con puntos
extremos A y B. �

Teorema 4.7. Sean X un continuo y E : M(X) → F2(X) su función de puntos extremos. Las
siguientes proposiciones son equivalentes:

1. toda función punto medio de X es monótona;

2. toda función punto medio de X es casi monótona;

3. toda función punto medio de X es fuertemente libremente descomponible;
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4. toda función punto medio de X es libremente descomponible;

5. M(X) es compacto y toda función punto medio de X es continua;

6. existe una función punto medio de X que es monótona;

7. existe una función punto medio de X que es casi monótona;

8. existe una función punto medio de X que es fuertemente libremente descomponible;

9. existe una función punto medio de X que es libremente descomponible;

10. M(X) es compacto y existe una función punto medio de X que es continua;

11. E es monótona;

12. E es casi monótona;

13. E es fuertemente libremente descomponible;

14. E es libremente descomponible;

15. M(X) es compacto y E es continua;

16. E es atómica.

17. E es un encaje.

Demostración. De la expresión (3.1) de la página 39, se in�ere que

(1)⇒ (2)⇒ (3)⇒ (4)⇒ (5),

que
(6)⇒ (7)⇒ (8)⇒ (9)⇒ (10)

y que
(11)⇒ (12)⇒ (13)⇒ (14)⇒ (15).

La implicación (5)⇒ (6) se sigue del Lema 4.5.
Supongamos que se cumple (10). Por el Teorema 3.12 sabemos que E es continua. Más aún,

de la Observación 3.16 obtenemos que E es inyectiva. Por lo tanto, E es monótona. Esto prueba
que (10)⇒ (11).

Supongamos ahora (15). Usando una vez más la Observación 3.16 deducimos que E es inyectiva.
En consecuencia, se tiene (16).

Ahora, supongamos (16). Se sigue del Corolario 3.17 que E es un encaje. Esto prueba la
implicación (16)⇒ (17).

Por último, asumamos que E es un encaje. Así, E es continua. Por el Teorema 3.12 todas las
funciones punto medio de X son continuas. Luego, usando el Lema 4.5 obtenemos (1). �

El Teorema 4.7 establece que la propiedad de ser monótona (casi monótona, fuertemente libre-
mente descomponible, libremente descomponible) es equivalente para las funciones punto medio y
la función de puntos extremos de un continuo dado.

En contraste con esta situación, veremos que la monotonía fuerte y la atomicidad de las
funciones punto medio no son equivalentes a la propiedad correspondiente de la función de puntos
extremos (ver Corolarios 4.14 y 4.15).

Usando la siguiente proposición daremos una caracterización de los continuos cuyas funciones
punto medio son fuertemente monótonas (Teorema 4.10).

Proposición 4.8. Ninguna función punto medio de un arco es fuertemente monótona.
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Demostración. Consideremos el arco I = [0, 1]. Sabemos que M(I) es igual a C(I) (ver Observa-
ción 3.3). En [4, Ejemplo 3.1] se demuestra que C(I) es homeomorfo al triángulo T = {(a, b) ∈ R2 :
0 6 a 6 b 6 1}, de modo que M(I) es una 2-celda. Consideremos una función de Whitney µ para
C(I) y sea Pµ : M(I)→ I la función punto medio correspondiente. Note que P−1

µ (I) coincide con
M(I), así P−1

µ (I) es una 2-celda, se sigue que P−1
µ (I) es arco conexo y no es un arco. Luego, por el

Teorema 2.2 se tiene que P−1
µ (I) no es irreducible. Por lo tanto, Pµ no es una función fuertemente

monótona. �

El siguiente ejemplo muestra que el recíproco de la Observación 2.4 no se cumple.

Ejemplo 4.9. Cada función punto medio del arco [0, 1], Pµ : M([0, 1])→ [0, 1] es monótona, pero
no es fuertemente monótona.

Demostración. Se sigue directamente del Teorema 3.10, el Lema 4.5 y la Proposición 4.8. �

Teorema 4.10. Para todo continuo X las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. existe una función punto medio de X fuertemente monótona;

2. toda función punto medio de X es fuertemente monótona;

3. X es libre de arcos.

Demostración. La prueba de la implicación (2)⇒ (1) es inmediata.

Como todo homeomor�smo es una función fuertemente monótona, tenemos que la implicación
(3)⇒ (2) se sigue del Teorema 4.3.

Finalmente, probaremos que (1) ⇒ (3) por contrarrecíproca. Supongamos que X contiene un
arco A. Sea µ cualquier función de Whitney para C(X) y consideremos Pµ : M(X)→ X la función
punto medio respectiva. De la prueba de la Proposición 4.8 tenemos que P−1

µ (A) contiene una
2-celda; además por el Lema 4.6, P−1

µ (A) es un subespacio arco conexo de M(X). Luego, por el
Teorema 2.2 se tiene que P−1

µ (A) no es irreducible. Se sigue que Pµ no es fuertemente monótona.
�

Es inmediato del Teorema 4.10, la Observación 2.4 y las Proposiciones 2.6, 2.7 y 2.8 concluir
lo siguiente.

Corolario 4.11. Si X es un continuo libre de arcos, entonces toda función punto medio de X es
fuertemente libremente descomponible (y, en consecuencia, libremente descomponible).

A continuación citamos una caracterización de las dendritas. Cabe mencionar que en [8] se
presentan dos caracterizaciones más de las dendritas, en términos de su función de puntos extremos.

Teorema 4.12. Para cualquier continuo X las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. X es una dendrita;

2. la función de puntos extremos E : M(X)→ F2(X) es un homeomor�smo;

3. existe un homeomor�smo S : M(X) → F2(X) de manera que S(A) ⊆ A, para cada
A ∈M(X).

Demostración. Véase [8, Teorema 1.34]. �

Una consecuencia inmediata del Teorema 4.12 es el resultado que sigue.
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Corolario 4.13. Si X es una dendrita, entonces la función de puntos extremos E de X es fuerte-
mente monótona (en consecuencia, E es una función fuertemente libremente descomponible y así,
libremente descomponible).

Corolario 4.14. Considérense las siguientes condiciones para un continuo X:

1. existe una función punto medio de X que es fuertemente monótona;

2. todas las funciones punto medio de X son fuertemente monótonas;

3. la función de puntos extremos de X es fuertemente monótona.

Las condiciones (1) y (2) siempre son equivalentes. Más aún, siX es arco conexo, entonces (2)⇒ (3)
(pero en general (3) ; (2)).

Demostración. Por el Teorema 4.10 sabemos que (1)⇔ (2).
Ahora, si X es arco conexo y suponemos (2), usando la Observación 2.4 y el Teorema 4.7

inferimos que la función de puntos extremos E es un encaje. Dado que X es arco conexo obtenemos
que E es suprayectiva y, por lo tanto, es un homeomor�smo. Esto demuestra (3).

Por otro lado, si X es una dendrita, por el Teorema 4.12 se cumple (3). Note que, dado que
X es una dendrita por el Teorema de arco conexidad [18, 8.23], X es un continuo arco conexo.
Ahora, por el Teorema 4.10 no se cumple (2). �

Corolario 4.15. Considérense las siguientes condiciones para un continuo X:

1. existe una función punto medio de X que es atómica;

2. todas las funciones punto medio de X son atómicas;

3. la función de puntos extremos de X es atómica.

Las condiciones (1) y (2) siempre son equivalentes. Más aún, siX es arco conexo, entonces (2)⇒ (3)
(pero en general (3) ; (2)).

Demostración. Del Teorema 4.4 se tiene que (1)⇔ (2).
Supongamos ahora (2), en particular las funciones punto medio de X son continuas y M(X) es

compacto. Así, del Teorema 4.7 obtenemos que la función de puntos extremos E es un encaje. La
arco conexidad de X implica que E es suprayectiva y, en consecuencia, E es un homeomor�smo.
Esto muestra (3).

Por último, si X es una dendrita, por el Teorema 4.12 se tiene (3). Note que, dado que X es
una dendrita por el Teorema de arco conexidad [18, 8.23], X es un continuo arco conexo. Por otra
parte, por el Teorema 4.4 no se tiene (2). �

Concluimos esta sección con una nueva caracterización de las dendritas, en términos de las
funciones que hemos considerado en este trabajo.

Corolario 4.16. Las siguientes condiciones son equivalentes para un continuo arco conexo X:

1. la función de puntos extremos E : M(X) → F2(X) pertenece a alguna de las clases de
funciones presentadas en la De�nición 2.3;

2. X es una dendrita.

Demostración. La implicación (2)⇒ (1) se sigue del Teorema 4.12.
Ahora supongamos que se cumple (1). Puesto que X es arco conexo, la función E es suprayec-

tiva. Así, el Corolario 3.17 implica que E es un homeomor�smo. Por lo tanto, X es una dendrita
(Teorema 4.12). �
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1. Introducción

Un continuo es un espacio métrico, no vacío, compacto y conexo.

La propiedad de Kelley fue introducida por J. L. Kelley como Propiedad 3.2, para continuos,
véase [13, pág. 26]; esta noción fue usada para estudiar la contractibilidad de los hiperespacios de
continuos, en relación con estos conceptos se sugiere al lector revisar [17, Capítulo XVI] o [12,
págs. 167�172]. En 1998, J. J. Charatonik y W. J. Charatonik de�nieron una propiedad más débil
que la propiedad de Kelley, a saber, la propiedad de semi-Kelley, véase [8, De�nición 3.16]; para
más sobre esta propiedad véase [1], [2], [7], [11].

Un continuo de Hausdor� es un espacio topológico de Hausdor�, no vacío, compacto y conexo.

En 1999, W. J. Charatonik [9, De�nición 2.1] y W. Makuchowski [15, pág. 124] de mane-
ra independiente extendieron el concepto de propiedad de Kelley, a la clase de los continuos de
Hausdor�; W. J. Charatonik dio un ejemplo de un continuo de Hausdor� homogéneo que no tiene
la propiedad de Kelley, y W. Makuchowski demostró que varias de�niciones relacionadas con la
conexidad local, son equivalentes en el hiperespacio de subcontinuos de un continuo de Hausdor�
que tiene la propiedad de Kelley.

Recientemente M. E. Chacón y M. de J. López extendieron la propiedad de semi-Kelley, a
la clase de los continuos de Hausdor� [6, De�nición 3.15], y obtuvieron que varios resultados
encontrados en [8], son válidos en la clase de los continuos de Hausdor�. El estudio de ciertos tipos
de funciones entre continuos es una herramienta para obtener información de las propiedades de
continuos [14]. En relación al estudio de los continuos de Hausdor� con la propiedad de semi-Kelley,
véase [4], [5] y [6].

En este trabajo se exponen resultados sobre algunas clases de funciones y las propiedades arriba
mencionadas, precisamente, demostramos los resultados siguientes en la clase de los continuos de
Hausdor�: tener la propiedad de semi-Kelley se preserva bajo retracciones (Teorema 3.4), tener
la propiedad de Kelley se preserva bajo funciones con�uentes (Teorema 3.6), de hecho con este
resultado se responde en lo positivo a la cuestión [5, Pregunta 4.5] y, por último, si un continuo de
Hausdor� tiene la propiedad de Kelley, entonces su imagen bajo una función semi-con�uente tiene
la propiedad de semi-Kelley (Teorema 3.7). Cabe mencionar que estos resultados generalizan los
ya demostrados por J. J. Charatonik y W. J. Charatonik, véase [8, Sección 5].
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2. Preliminares

Para dos conjuntos X, Y y una función f : X → Y , dado A ⊂ X, la imagen directa de A bajo
f se denota por f(A), y dado B ⊂ Y , la imagen inversa de B bajo f se denota por f−1(B).

Dado un continuo de Hausdor� X, se considera la colección de los subconjuntos no vacíos y
cerrados de X, denotada y de�nida por

2X = {A ⊂ X : A es no vacío y cerrado de X},
esta colección se dota de la topología de Vietoris, que a continuación se describe: para cada n ∈ N
y cada colección �nita U1, . . . , Un de conjuntos abiertos de X, se de�ne

〈U1, . . . , Un〉 =

{
A ∈ 2X : A ⊂

n⋃
i=1

Ui y A ∩ Ui 6= ∅, para cada i ∈ {1, . . . , n}

}
.

La colección de todos los conjuntos de la forma 〈U1, . . . , Un〉 es una base para la topología de
Vietoris para 2X , véase [16, De�nición 1.7, pág. 153]. Al conjunto 2X con la topología de Vietoris se
le llama hiperespacio de cerrados de X. También se considera la colección de todos los subcontinuos
de Hausdor� de X, denotada y de�nida por

C(X) = {A ∈ 2X : A es conexo},
considerado como subespacio de 2X , llamado el hiperespacio de subcontinuos de X. Es conocido
que si X es un continuo de Hausdor�, entonces los hiperespacios 2X y C(X) son también continuos
de Hausdor� [16]. De este modo, dado un continuo de Hausdor� X, se tiene que

2C(X) = {A ⊂ C(X) : A es un subconjunto no vacío y cerrado de C(X)}
y

C(C(X)) = {A ∈ 2C(X) : A es conexo}
son también continuos de Hausdor�.

Dados X un continuo de Hausdor� y A,B ∈ C(X) con A ⊂ B, consideremos la colección

C(A,B) = {K ∈ C(B) : A ⊂ K}.
En [4, Observación 2.1] se prueba que C(A,B) es un subconjunto no vacío cerrado y conexo de
C(X), esto es C(A,B) ∈ C(C(X)).

Por otro lado, si A ⊂ 2X , se denota por
⋃

A la unión de sus elementos, es decir,
⋃
A = {x ∈ X :

existe A ∈ A tal que x ∈ A}.
Una función continua entre continuos de Hausdor� f : X → Y , induce una función entre

los hiperespacios de subcontinuos de X y Y , denotada por C(f) : C(X)→ C(Y ) y de�nida como
C(f)(A) = f(A), para cada A ∈ C(X). En [16, 5.10.1] se prueba que C(f) es una función continua.

Ahora mencionamos la noción de conjunto dirigido y el concepto de red en espacios topológicos.

De�nición 2.1. Se dice que un par (D,6) es un conjunto dirigido si D es un conjunto no vacío,
6 es una relación de orden en D, y para cualesquiera a, b ∈ D existe c ∈ D con a 6 c y b 6 c.
Cuando el contexto lo permita, se dice simplemente que D es un conjunto dirigido, sin mencionar
explícitamente la relación de orden.

De�nición 2.2. Una red en un espacio topológico X es una función R : D → X, donde D es un
conjunto dirigido, la red R también se denota por {R(d)}d∈D. En todo este trabajo, al considerar
una red R : D → X, se sobreentenderá que D es un conjunto dirigido.

Recordemos la siguiente de�nición usual de convergencia de una red en un espacio topológico.

De�nición 2.3. Sean X un espacio topológico, R : D → X una red en X y un punto a ∈ X. Se
dice que la red R converge al punto a si para toda vecindad V de a, existe n ∈ D tal que para todo
m ∈ D, si n 6 m, entonces R(m) ∈ V .
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De�nición 2.4. Dados un continuo de Hausdor� X y una red R : D → 2X , se de�ne el límite
superior de la red R por ĺım supR = {x ∈ X : para toda vecindad U de x en X y todo n ∈ D,
existe m ∈ D tal que n 6 m y U ∩R(m) 6= ∅}.

Dado un continuo de Hausdor� X, en [5, Teorema 3.10 (3)] se prueba que el límite superior
de una red es un subconjunto cerrado de X y no vacío. Esto es:

Lema 2.5. Sean X un continuo de Hausdor� y {R(d)}d∈D una red en 2X , se tiene que

ĺım sup{R(d)}d∈D
es un elemento de 2X .

Por otro lado, otra propiedad más que usaremos de límites superiores de redes es la siguiente,
cuya prueba la puede consultar en [5, Teorema 3.15].

Lema 2.6. Sean X y Y continuos de Hausdor�, f : X → Y una función continua y R : D → 2X

una red. Entonces f(ĺım sup{R(d)}d∈D) = ĺım sup{f(R(d))}d∈D.

En 1942, J. L. Kelley introduce el concepto de propiedad de Kelley para continuos, original-
mente era conocida como propiedad 3.2, [13, pág. 26], que a continuación enunciamos:

De�nición 2.7. Sean X un continuo con métrica d, diremos que X tiene la propiedad de Kelley
si para cada ε > 0, existe δ > 0 tal que para todo p, q ∈ X, si d(p, q) < δ, entonces para todo
K ∈ C({p}, X), existe L ∈ C({q}, X) tal queH(K,L) < ε, dondeH denota la métrica de Hausdor�
en C(X).

En 1999, W. J. Charatonik [9, De�nición 2.1] y W. Makuchowski [15, pág. 124] extienden
independientemente el concepto de propiedad de Kelley para la clase de continuos de Hausdor�,
como sigue:

De�nición 2.8. Sean X un continuo de Hausdor� y un punto p ∈ X, diremos que X tiene la
propiedad de Kelley en p, si para cada K ∈ C({p}, X) y para cada conjunto abierto U de C(X)
con K ∈ U, existe un conjunto abierto U de X con p ∈ U tal que si q ∈ U , entonces existe
L ∈ C({q}, X)∩U. Diremos que X tiene la propiedad de Kelley si tiene la propiedad de Kelley en
cada uno de sus puntos.

Naturalmente, las De�niciones 2.7 y 2.8 son equivalentes en la clase de los continuos Hausdo�,
véase [5, Teorema 4.3].

Vamos a necesitar la siguiente equivalencia a la propiedad de Kelley, en la clase de los continuos
de Hausdor�.

Teorema 2.9. Si X es un continuo de Hausdor�, entonces las siguientes proposiciones son equi-
valentes:

(1) X tiene la propiedad de Kelley.
(2) Para cada subconjunto abierto U de C(X), se tiene que

⋃
U es un conjunto abierto de X.

(3) La función f : X → 2C(X), de�nida por f(p) = C({p}, X), para cada p ∈ X, es continua.

Cabe mencionar que la equivalencia de (1) y (3) fue probada por R. Wardle para continuos,
véase [19, (2.2) Teorema]; por otro lado, W. J. Charatonik menciona, sin dar prueba alguna, que
(1) y (3) son equivalentes para continuos de Hausdor�, véase [9, Proposición 2.3]. W. Makuchowski
prueba la equivalencia de (1) y (2), véase [15, Teorema 11]. Una prueba completa la puede encontrar
en [5, Teorema 4.4].

En 1998, J. J. Charatonik y J. W. Charatonik de�nieron el concepto de continuo límite maximal
para continuos [8, De�nición 3.2] como sigue:
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De�nición 2.10. Sean K un subcontinuo de un continuo X. Un subcontinuo M ⊂ K se llama
continuo límite maximal de K si existe una sucesión {Mn}n∈N en C(X) que converge a M tal que,
para cada sucesión {M ′n}n∈N de subcontinuos de X, con Mn ⊂M ′n para cada n ∈ N, si {M ′n}n∈N
converge a algún M ′ ∈ C(K), entonces M ′ = M .

Dados un continuo de Hausdor� X y U ⊂ C(X), consideramos la colección

F (U) = {B ∈ C(X) : C(B,X) ∩ U 6= ∅}.

Recientemente, M. Chacón-Tirado y M. de J. López en [4, De�nición 4.5] extienden el concepto
de continuo límite maximal, a la clase de los continuos de Hausdor� de la siguiente manera:

De�nición 2.11. Sean M,K subcontinuos de un continuo de Hausdor� X, con M ⊂ K. Llama-
remos a M continuo límite maximal de Hausdor� de K en X si, para cada subcontinuo L ⊂ X
con M ( L ⊂ K existe U ⊂ C(X) abierto tal que L ∈ U y el conjunto F (U) no es vecindad de M .

Por supuesto, las De�niciones 2.10 y 2.11 coinciden en la clase de los continuos, véase [4,
Teorema 4.8].

Otro concepto interesante es la propiedad de semi-Kelley, éste fue introducido por J. J. Cha-
ratonik y W. J. Charatonik en [8, De�nición 3.16] para continuos, usando la noción de continuo
límite maximal. También recientemente, M. Chacón-Tirado y M. de J. López en [6, De�nición
3.15] extienden el concepto de continuo de Hausdor� con la propiedad de semi-Kelley, de manera
similar, usando la noción de continuo límite maximal de Hausdor�.

De�nición 2.12. Un continuo de Hausdor� X tiene la propiedad de semi-Kelley (o bien, X es
un continuo de Hausdor� semi-Kelley) si para cada subcontinuo K de X, se tiene que si M1 y M2

son continuos límites maximal de Hausdor� de K, entonces M1 ⊂M2 o bien M2 ⊂M1.

Recordemos que un continuo tiene la propiedad de semi-Kelley si cambiamos en la De�nición
2.12 continuo límite maximal de Hausdor� por continuo límite maximal.

En 1998, J. J. Charatonik y W. J. Charatonik también de�nieron para continuos el concepto
de continuo límite maximal fuerte [8, De�nición 3.3] que a continuación citamos:

De�nición 2.13. Sean K un subcontinuo de un continuo X. Un subcontinuo M ⊂ K se llama
continuo límite maximal fuerte de K si existe una sucesión de subcontinuos de X, {Mn}n∈N, que
converge aM en C(X) tal que, para cada subsucesión {Mnk}k∈N de {Mn}n∈N y para cada sucesión
{M ′k}k∈N en C(X) tal que Mnk ⊂M ′k, para cada k ∈ N, que converge a M ′ ∈ C(K), se tiene que
M ′ = M .

Recientemente, M. Chacón-Tirado y M. de J. López en [6, De�nición 3.7] extienden el con-
cepto de continuo límite maximal fuerte de Hausdor�, para continuos de Hausdor�, de la siguiente
manera:

De�nición 2.14. Sean M,K subcontinuos de un continuo de Hausdor� X, con M ⊂ K. Llama-
remos a M continuo límite maximal fuerte de Hausdor� de K en X, si existe una red {Md}d∈D
en C(X) que converge a M tal que

C(K) ∩ ĺım sup{C(Md, X)}d∈D = {M}.

Necesitamos otra equivalencia más a la propiedad de Kelley, en la clase de los continuos de
Hausdor�. Este resultado lo usamos para probar que la imagen con�uente de un continuo de
Hausdor� con la propiedad de Kelley, también tiene la propiedad de Kelley.

Teorema 2.15. [6, Teorema 3.12] Si X es un continuo de Hausdor�, entonces las siguientes
proposiciones son equivalentes:

1. X tiene la propiedad de Kelley.
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2. Para cada subcontinuo K de X, se tiene que K es el único continuo límite maximal de
Hausdor� de K.

3. Para cada subcontinuo K de X, se tiene que K es el único continuo límite maximal fuerte
de Hausdor� de K en X.

Concluimos esta sección citando una equivalencia a la propiedad de semi-Kelley en la clase de
los continuos de Hausdor�. Con este resultado vamos a probar que la imagen semi-con�uente de
un continuo de Hausdor� con la propiedad de Kelley, tiene la propiedad de semi-Kelley.

Teorema 2.16. [6, Teorema 3.18] Si X es un continuo de Hausdor�, entonces las siguientes
proposiciones son equivalentes:

1. X tiene la propiedad de semi-Kelley.
2. Para cada subcontinuo K de X y cada M1 y M2 continuos límite maximal fuerte de

Hausdor� de K en X, se tiene que M1 ⊂M2 o bien M2 ⊂M1.

3. Imágenes de continuos de Hausdor� Kelley y semi-Kelley

En esta seccción estudiaremos la relación entre algunas clases de funciones y los continuos de
Hausdor� con la propiedad de Kelley o la propiedad de semi-Kelley.

Para dos continuos de Hausdor� X y Y y una función continua f : X → Y y suprayectiva, se
dice que:

(1) f es una retracción, si Y ⊂ X y para cada y ∈ Y , se tiene que f(y) = y; en este caso
diremos que Y es un retracto de X;

(2) f es abierta, si para cada subconjunto abierto de X, se tiene que su imagen bajo f es un
subconjunto abierto de Y ;

(3) f es monótona, si para cada y ∈ Y , se tiene que f−1(y) es un subconjunto conexo de X;

(4) f es con�uente, si para cada subcontinuo Q de Y y cada componente K de f−1(Q), se
tiene que f(K) = Q;

(5) f es débilmente con�uente, si para cada subcontinuo Q de Y existe una componente K de
f−1(Q), que satisface f(K) = Q;

(6) f es semi-con�uente, si para cada subcontinuo Q de Y y para cada dos componentes K1 y
K2 de f−1(Q), se tiene que f(K1) ⊂ f(K2) o bien f(K2) ⊂ f(K1).

De las de�niciones se obtienen los siguientes lemas.

Lema 3.1. Sean X y Y continuos de Hausdor� y f : X → Y una función con�uente, entonces f
es débilmente con�uente.

Lema 3.2. Sean X y Y continuos de Hausdor� y f : X → Y una función semi-con�uente, entonces
f es débilmente con�uente.

Lema 3.3. SeanX y Y continuos de Hausdor� tales que Y es un retracto deX yK un subcontinuo
de Y . Si M es un continuo límite maximal de Hausdor� de K en Y , entonces M es un continuo
límite maximal de Hausdor� de K en X.

Demostración. Sea r : X → Y una retracción de X en Y . Consideremos L un subcontinuo de
X tal que M ( L ⊂ K. Como M es continuo límite maximal de Hausdor� de K en Y , existe un
conjunto abierto U en C(Y ) tal que L ∈ U y la colección {B ∈ C(Y ) : C(B, Y ) ∩ U 6= ∅} no es
vecindad deM en C(Y ). Ahora, consideremos la función inducida C(r) : C(X)→ C(Y ), la cual es
continua, y sea V = C(r)−1(U). Se tiene que V es un conjunto abierto de C(X) tal que L ∈ U ⊂ V.
Además, note que {B ∈ C(X) : C(B,X) ∩ V 6= ∅} ∩ C(Y ) = {B ∈ C(Y ) : C(B, Y ) ∩ U 6= ∅}; de
aquí se obtiene que la colección {B ∈ C(X) : C(B,X) ∩ V 6= ∅} no es vecindad de M en C(X).
Esto es, M es un continuo límite maximal de Hausdor� de K en X. �

Como consecuencia del Lema 3.3 obtenemos el siguiente resultado.
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Teorema 3.4. Sean X y Y continuos de Hausdor�. Si X tiene la propiedad de semi-Kelley y Y
es un retracto de X, entonces Y tiene la propiedad de semi-Kelley.

Con el resultado que sigue probaremos que las funciones con�uentes preservan la propiedad de
Kelley, en la clase de los continuos de Hausdor�.

Lema 3.5. Sean X y Y continuos de Hausdor� y f : X → Y una función débilmente con�uente.
Si X tiene la propiedad de Kelley y M es un continuo límite maximal fuerte de Hausdor� de un
subcontinuo K de Y , entonces existe una componente E de f−1(K) tal que f(E) = M .

Demostración. Como M es un continuo límite maximal fuerte de Hausdor� de un subconjunto
K de Y , podemos considerar una red {Md}d∈D en C(Y ) que converge a M tal que C(K) ∩
ĺım sup{C(Md, Y )}d∈D = {M}. Como f es débilmente con�uente, para cada d ∈ D, podemos
considerar Bd una componente de f−1(Md) tal que f(Bd) = Md. Note que Bd ∈ C(X), así
{Bd} ⊂ C(X), para cada d ∈ D, se sigue que ĺım sup{{Bd}}d∈D ⊂ C(X). Por el Lema 2.5
podemos considerar un elemento B ∈ C(X) tal que B ∈ ĺım sup{{Bd}}d∈D.

A�rmación 1 . Se tiene que f(B) = M .

En efecto, consideremos la función inducida C(f) : C(X)→ C(Y ), note que C(f) es continua
y C(f)({Bd}) = {Md}, para cada d ∈ D. Por el Lema 2.6, se tiene que

C(f)(ĺım sup{{Bd}}d∈D) = ĺım sup{C(f)({Bd})}d∈D
= ĺım sup{{Md}}d∈D = {M}.

Luego, C(f)(B) ∈ {M}. Esto es f(B) ∈ {M}, esto prueba la A�rmación 1.

Ahora, consideremos la componente E de f−1(K) tal que B ⊂ E. Se sigue que M = f(B) ⊂
f(E) ⊂ K.

A�rmación 2 . Se tiene que f(E) ⊂M .

En efecto, suponga que M ( f(E) ⊂ K, como M es un continuo límite maximal fuerte
de Hausdor� de K, entonces f(E) /∈ ĺım sup{C(Md, Y )}d∈D. Luego, existen un conjunto abierto
U de C(Y ) y un elemento d0 ∈ D tales que f(E) ∈ U, y para cada m ∈ D con m > d0, se
tiene que U ∩ C(Mm, Y ) = ∅. Sin perder generalidad, podemos elegir U = 〈U1, . . . , Un〉 ∩ C(Y ),
donde U1, . . . , Un son subconjuntos abiertos de Y , para algún n ∈ N. Como M ⊂ f(E) ∈ U,
renumerando los conjuntos abiertos U1, . . . , Un, podemos suponer que {i ∈ {1, . . . , n} : Ui ∩M 6=
∅} = {1, . . . , r}, para algún r ∈ N. Dado que 〈U1, . . . , Ur〉 ∩ C(Y ) es un conjunto abierto de C(X)
que contiene a M , podemos elegir d1 ∈ D tal que, para todo m ∈ D con d1 6 m, se tiene que
Mm ∈ 〈U1, . . . , Ur〉 ∩ C(Y ).

Note que C(f)−1(U) es un conjunto abierto de C(X) y E ∈ C(f)−1(U). Pongamos U =⋃
C(f)−1(U). Como X tiene la propiedad de Kelley, se sigue del Teorema 2.9 que U es un conjunto

abierto de X. Note que B ⊂ E ⊂ U , así B ∈ 〈U〉. Luego, dado que d0 ∈ D y 〈U〉 ∩ C(X) es un
conjunto abierto de C(X) que contiene a B y, además B ∈ ĺım sup{{Bd}}d∈D, existe d2 ∈ D con
d0 6 d2, d1 6 d2 y (〈U〉∩C(X))∩{Bd2} 6= ∅. Esto implica que Bd2 ∈ 〈U〉∩C(X), así Bd2 ⊂ U . Para
d2 ∈ D, consideremos un punto bd2 ∈ Bd2 ⊂ U , entonces existe Vd2 ∈ C(f)−1(U) tal que bd2 ∈ Vd2 ,
y además C(f)(Vd2

) ∈ U. Se tiene que f(Vd2
∪Bd2

) = f(Vd2
)∪f(Bd2

) = f(Vd2
)∪Md2

∈ C(Md2
, Y ),

de donde f(Vd2
) ∪Md2

/∈ U. Como f(Vd2
) ∈ 〈U1, . . . , Un〉 ∩C(Y ) y Md2

∈ 〈U1, . . . , Ur〉 ∩C(Y ), es
claro que f(Vd2

)∪Md2
∈ 〈U1, . . . , Un〉∩C(Y ), lo cual es una contradicción. Esto termina la prueba

de la A�rmación 2.

De las A�rmaciones 1 y 2, se tiene que E es una componente de f−1(K) tal que f(E) = M .
El lema queda probado. �
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En [5, Pregunta 4.5] se cuestiona que si la propiedad de Kelley se preserva por funciones
con�uentes entre continuos de Hausdor�, así con nuestro Teorema 3.6, se obtiene una respuesta
positiva a dicha interrogante.

Teorema 3.6. Sean X y Y continuos de Hausdor�. Si X tiene la propiedad de Kelley y f : X → Y
es una función con�uente, entonces Y tiene la propiedad de Kelley.

Demostración. Sean K un subcontinuo de Y yM un continuo límite maximal fuerte de Hausdor�
de K. Dado que f es con�uente, por el Lema 3.1, tenemos que f es débilmente con�uente. Ahora,
se sigue del Lema 3.5 que existe una componente E de f−1(K) tal que f(E) = M . Por otro lado,
como f es con�uente, tenemos que f(E) = K. Esto implica que K = M . Finalmente, aplicando el
Teorema 2.15 obtenemos que Y tiene la propiedad de Kelley. �

Teorema 3.7. Sean X y Y continuos de Hausdor�. Si X tiene la propiedad de Kelley y f : X → Y
es una función semi-con�uente, entonces Y tiene la propiedad de semi-Kelley.

Demostración. Para ver que Y tiene la propiedad de semi-Kelley usaremos el Teorema 2.16. Para
esto sean K un subcontinuo de Y y M1 y M2 dos continuos límites maximal fuerte de Hausdor�
de K en Y . Por el Lema 3.2, se sigue que f es débilmente con�uente. Por el Lema 3.5, existen E1

y E2 componentes de f−1(K) tales que f(E1) = M1 y f(E2) = M2. Como f es semi-con�uente,
entonces M1 ⊂M2 o M2 ⊂M1, por lo tanto, Y tiene la propiedad de semi-Kelley. �

Concluimos este capítulo mencionando que en 2019, Leobardo Fernández e Isabel Puga proba-
ron que la propiedad de semi-Kelley se preserva bajo funciones abiertas y también bajo funciones
con�uentes, entre continuos, [10, Teoremas 7 y 8]. En relación con estos resultados, citamos la
pregunta planteada en [6, Pregunta 5.6] que dice lo siguiente:

Problema 3.8. Sean X y Y continuos de Hausdor� y f : X → Y una función abierta o monótona.
Si X es un continuo de Hausdor� con la propiedad de semi-Kelley, ¾será que Y tiene la propiedad
de semi-Kelley?
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1. Introducción

Este trabajo está basado en [42], el cual fue presentado con el mismo título como la Tesina
del segundo autor, para obtener el grado de Maestro en Ciencias (Matemáticas) en la Facultad de
Ciencias de la U.N.A.M. También contiene material que aparece en [1]. Nuestro estudio se enmarca
en el área de las Matemáticas llamada Sistemas Dinámicos Discretos. Vamos a de�nir lo que es un
sistema dinámico discreto autónomo y lo que es un sistema dinámico discreto no-aut«omo. Para
simpli�car la escritura, nos referimos a ellos como �sistema autónomo� y �sistema no-autónomo�,
respectivamente. El propósito principal es exponer una introducción general a los sistemas no-
autónomos, presentando tanto propiedades básicas, como otras que requieren de más desarrollo,
e indicando tanto similitudes como diferencias que existen entre un sistema autónomo y uno no-
aut«omo. Los ingredientes que describen el caos en el sentido de Devaney, es decir la transitividad,
la densidad de puntos periódicos y la dependencia sensitiva a condiciones iniciales, son conceptos
fundamentales en este trabajo, así como la semiconjugación y la conjugación topológicas.

En cuanto al contenido, luego de esta Introducción, en la Sección 2 presentamos la notación
así como las nociones y resultados fundamentales de conjunto regularmente cerrado, conjunto den-
so en otro conjunto y de conjunto co-denso, las cuales se utilizan posteriormente. En la Sección
3 consideramos las correspondientes de�niciones de sistema autónomo (De�nición 3.1) y de sis-
tema no-autónomo (De�nición 3.3). En todo el trabajo estudiamos principalmente los sistemas
no-autónomos como se indican en la De�nición 3.3, aunque también presentamos resultados y
sobre todo ejemplos, para sistemas no-autónomos de la forma (X, f∞), donde X es un espacio
topológico, f∞ es la sucesión {fn : n ∈ N} y, para cada n ∈ N, fn : X → X es una funci« continua.
Los sistemas no-autónomos (X, f∞) son un caso particular de los que se indican en la De�nición
3.3. Otro caso particular de sistema no-autónomo es el que aparece en la De�nición 3.1. Entre
los resultados que se presentan en la Sección 3, para sistemas no-autónomos, destacamos que las
Proposiciones 3.13, 3.14, 3.17, 3.19 y el Teorema 3.15 aparecen aquí en una forma diferente a como
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originalmente se enuncian en [40]. La Proposición 3.14 enuncia dos a�rmaciones equivalentes a la
transitividad en relación con la transitividad en un conjunto, y con el hecho de poseer un conjunto
transitivo (ver De�niciones 3.7 y 3.9). En el Teorema 3.15 se indican dos a�rmaciones que son
equivalentes a la transitividad en un conjunto, los cuales extienden resultados conocidos para el
caso de la transitividad de un sistema autónomo. En el mismo sentido, en la Proposición 3.17 se
indican tres propiedades que se derivan de la transitividad en un conjunto.

Dos sistemas dinámicos suelen compararse determinando si entre ellos existe una conjugación
topológica o bien una semiconjugación topológica. Cuando un sistema autónomo es semiconjugado
topológicamente con otro, algunas propiedades que posee el primero de ellos, también las tiene
el segundo. En la Sección 4 introducimos la semiconjugación y la conjugación topológicas, tanto
para sistemas autónomos (De�nición 4.1), como para no-autónomos (De�nición 4.4). Entre los
resultados que se presentan destacamos los siguientes: en el Teorema 4.8, dados dos sistemas no-
autónomos (X, f∞) y (Y, g∞), una semiconjugación h : X → Y y un subconjunto no vacío A de X,
mostramos condiciones bajo las que se preservan tanto la transitividad como la m-transitividad
en A. El Teorema 4.12 generaliza [50, Lema 3.1] y su parte 2) aparece por primera vez en este
trabajo.

El tema de la semiconjugación y la conjugación aparece de nuevo en las Secciones 5 y 6. En
la Sección 5 probamos que ser un punto periódico se preserva bajo semiconjugación (Teorema
5.8). En el Teorema 6.10 mostramos una condición, bajo la cual, la dependencia sensitiva bajo
condiciones iniciales se preserva bajo conjugación y, en el Teorema 6.11, así como en los corolarios
que se derivan, combinamos el trabajo realizado para la preservación, bajo conjugación, del caos
en el sentido de Devaney. En la forma en que se presentan, los Teoremas 5.8 y 5.9 aparecen aquí
por primera vez.

La noción de punto periódico para un sistema no-autónomo no es estándar. En la De�nición 5.3
consideramos tres de ellas, que distinguimos como (P1), (P2) y (P3). Cada una de estas nociones
tiene sus ventajas y sus desventajas pues, como veremos, mientras que la órbita de un punto
periódico en el sentido (P3) es un conjunto �nito (cosa que no necesariamente sucede con las
otras nociones), un punto periódico en el sentido (P3) puede no tener periodo (cosa que siempre
sucede con las otras nociones). En la Sección 5 estudiamos las tres nociones de punto periódico y de
punto �jo para un sistema no-autónomo, enunciamos propiedades fundamentales de dichas nociones
(Proposiciones 5.5 y 5.7) y mostramos que algunos resultados válidos para sistemas autónomos
(Proposiciones 5.22, 5.24, 5.25 y 5.27), no necesariamente se cumplen en un sistema no-autónomo
(Ejemplos 5.1, 5.12, 5.17, 5.23, 5.26 y 5.28). Por sus propiedades, consideramos interesantes los
Ejemplos 5.18 y 5.19.

Un resultado importante en la teoría de los sistemas autónomos es el Teorema de Transitividad
de Birkho� (Teorema 5.41), el cual da condiciones bajo las cuales la transitividad de una función
equivale a la existencia de un punto cuya órbita es densa. En el Ejemplo 5.35 veri�camos que
esto no se cumple en un sistema no-autónomo. Además presentamos varios resultados, como las
Proposiciones 5.20, 5.29 y 5.30, así como los Teoremas 5.39 y 5.40 para �nalmente obtener el
Teorema 5.42, el cual es una versión del Teorema de Transititividad de Birkho� para sistemas
no-autónomos de la forma (X, f∞).

En la Sección 6 consideramos la noción de caos en el sentido de Devaney, para un sistema
autónomo (De�nición 6.2). Es conocido que todo sistema metrizable autónomo e in�nito que es
transitivo y cuyo conjunto de puntos periódicos es denso, posee dependencia sensitiva a condiciones
iniciales (Teorema 6.3). El objetivo principal de la Sección 6 es exhibir condiciones bajo las que
dicho resultado permanece válido en un sistema no-autónomo (ver Problema 1 de [38]). Para esto
indicamos primero la de�nición de dependencia sensitiva a condiciones iniciales en un sistema no-
autónomo (De�nición 6.4). Intuitivamente un sistema posee tal propiedad si en cualquier abierto
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no vacío se pueden encontrar dos puntos y una iteración de ellos que los separe signi�cativamente.
Luego de esto presentamos tres nociones, para sistemas no-autónomos: el caos en un conjunto en el
sentido de Devaney (De�nición 6.8), la equi-continuidad de una familia de funciones (De�nición 6.9)
y la ergodicidad topológica en un conjunto (De�nición 6.17). En la Proposición 6.18 probamos que,
en un sistema no-autónomo, la transitividad y la densidad de puntos periódicos en un conjunto
invariante (De�nición 3.11), implican la ergodicidad topológica en dicho conjunto.

A continuación estudiamos el problema de si, en un sistema no-autónomo, la transitividad y
la densidad de puntos periódicos en un conjunto A, en el sentido (P3), implican la dependencia
sensitiva a condiciones iniciales enA. Conviene mencionar que si I = [0, 1] es el intervalo unitario con
su topología usual, entonces en [49, Ejemplo 4.4] se construye un sistema no-autónomo (I, f∞) que
es transitivo, su conjunto de puntos periódicos en el sentido (P1) es denso y no tiene dependencia
sensitiva a condiciones iniciales. Los sistemas no-autónomos presentados en los Ejemplos 5.28 y
5.43 también satisfacen dichas condiciones. En 2018 A. Miralles, M. Murillo-Arcila y M. Sanchis
muestran en [43, Proposición 2.3], que todo sistema autónomo (X, f), transitivo y sin dependencia
sensitiva a condiciones iniciales, donde f : X → X es una función continua y biyectiva, induce un
sistema no-autónomo (X, f∞) que es transitivo, su conjunto de puntos periódicos en el sentido
(P2) es X (y por tanto denso en X) y no tiene dependencia sensitiva a condiciones iniciales. En
[43, Teorema 2.4] prueban que cuando la sucesión de funciones continuas {fn : n ∈ N} que de�ne
a f∞ converge uniformemente a una función continua f : X → X, la transtividad y la densidad de
puntos periódicos en el sentido (P2), implican la dependencia sensitiva a condiciones iniciales.

Con respecto al problema de si la tansititivad y la densidad de puntos periódicos en un conjunto
A, en el sentido (P3), implican la dependencia sensitiva a condiciones iniciales en A, destacamos
los Teoremas 6.20, 6.23, 6.25 y 6.29. éste último resultado es similar a [43, Teorema 2.4], pero
considerando que la sucesión {fn : n ∈ N} de funciones continuas fn : X → X que de�ne a f∞,
converge puntualmente a una función continua f : X → X.

Como hemos indicado, la noción más general de sistema no-autónomo que consideramos es
la que aparece en la De�nición 3.3, aunque también presentamos resultados para sistemas no-
autónomos de la forma (X, f∞). Una de las principales aportaciones de este trabajo, es la uni�cación
tanto de nociones como de resultados a los sistemas dinámicos de la De�nición 3.3. Hemos visto,
por ejemplo, que algunas de�niciones y/o resultados que en la literatura aparecen considerados
para sistemas no-autónomos de la forma (X, f∞), permanecen válidos o se pueden adaptar en la
situación más general, y así es como los presentamos en este trabajo. Un ejemplo de esto es la
De�nición 3.9, las Proposiciones 3.12, 3.13, 3.14, 3.17, 3.19 y los Teoremas 3.15, 3.16 y 4.12. En
otros casos, como en los Teoremas 5.36 y 5.42, es interesante saber si el resultado se puede adaptar
a la situación más general. Otra aportación es que el presente es el primer texto en castellano en
donde se realiza un estudio sistemático de los tres tipos de puntos periódicos que se han considerado
en la literatura, estudio que en inglés se inicia en [1]. Otra aportación más es el trabajo que se ha
dedicado a presentar las demostraciones en la forma más detallada posible, a riesgo de la extensión
del mismo.

1.1. Panorama Histórico. Históricamente los sistemas no-autónomos fueron introducidos
en 1996 por S. Kolyada y L. Snoha en [33], trabajo en cuya introducción se realiza una detallada
motivación de las razones del interés de su estudio. Dichos sistemas están relacionados con las ecua-
ciones en diferencia no-autónomas. Una forma general de una ecuación en diferencia no-autónoma
es la siguiente: dados un espacio métrico y compacto (X, d) y una sucesión de funciones continuas
{fn : n ∈ N} tal que fn : X → X para cada n ∈ N de�nimos, para toda x ∈ X,{

x1 = x,
xn+1 = fn(xn).
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Notemos que las órbitas de los puntos son una solución a la ecuación. Esta clase de ecuaciones en
diferencia no-autónoma ha sido de gran interés para muchos matemáticos. Mientras que los sistemas
autónomos evolucionan siempre de acuerdo a una misma ley que no cambia, los sistemas no-
autónomos suelen modelar fenómenos naturales que están sujetos a fuerzas externas que dependen
del tiempo. De 1996 a la fecha, una gran cantidad de artículos de investigación se han dedicado
a las propiedades dinámicas de los sistemas no-autónomos. Como se menciona en [66], en 1996 S.
Kolyada y L. Snoha dieron en [33] la de�nición de entropía topológica para sistemas no-autónomos.
En 2002, W. Krabs estudió en [36] la estabilidad de los sistemas no-autónomos. También en 2002, R.
Kempf estudió en [31] los ω-conjuntos límite para los sistemas no-autónomos. Dichos ω-conjuntos
límites fueron posteriormente estudiados en 2006 por J. S. Cánovas en [14]. En 2004, S. Kolyada, L.
Snoha y S. Tro�mchuk consideraron en [35] la minimalidad de los sistemas no-autónomos. En 2008,
X. Huang, X. Wen y F. Zeng estudiaron en [29] la presión topológica de un sistema no-autónomo
y, posteriormente, en [28] analizaron la entropía preimagen de un sistema no-autónomo. En 2009
tanto Y. Shi y G. Chen en [50] como P. Oprocha y P. Wilczy«ski en [46], hicieron un estudio sobre
el caos en sistemas no-autónomos. En 2011 J. S. Cánovas también realizó en [16] un estudio del
caos en sistemas no-autónomos.

En 2014 L. Liu y Y. Sun consideraron en [40] las nociones de transitividad de un subcon-
junto en un sistema no-autónomo, así como las de funciones débilmente mezcladoras y funciones
semiconjugadas. En 2017 I. Sánchez, M. Sanchis y H. Villanueva en [49], trasladan conceptos co-
mo transitividad, función débilmente mezcladora, puntos periódicos y transitivos, dependencia a
condiciones iniciales, entre otros, a sistemas no-atónomos en hiperespacios con la métrica de Haus-
dor�. Tres artículos que presentan problemas abiertos y nuevas líneas de investigación en torno a
los sistemas no-autónomos son [4], [5] y [15].

En cuanto a trabajos de tesis en el tema de los sistemas no-autónomos, hasta donde sabemos
no se han realizado Tesis de Licenciatura. El 21 de abril de 2017 se present
o la Tesis de Maestría [25] de G. Gupta, y el 12 de marzo de 2018 la Tesis de Maestría [48] de M.
Salman, ambas en el Departamento de Matemáticas de la Universidad de Delhi, India, y bajo la
dirección de la profesora Ruchi Das. El trabajo de M. Salman ha resultado en los artículos [17],
[18] y [19]. En enero de 2019 fue aprobada la Tesina de Maestría [42] del segundo autor de este
trabajo, y dirigida por el primero. La profesora Ruchi Das ha dirigido la Tesis de Doctorado [51]
de D. Thakkar, presentada en octubre de 2016, así como la de R. Vasisht, quien el 9 de abril de
2019 expuso un reporte preliminar de su trabajo de tesis doctoral. El trabajo de D. Thakkar ha
derivado en los artículos [52], [53], [54], [55] y [56], y el de R. Vasisht en [58], [59], [60], [61], [62]
y [63]. En el 2018 fueron presentadas, en el Instituto de Ciencias Matemáticas de la Universidad
Autónoma de Madrid, las Tesis de Doctorado [11] y [41] de F. Balibrea-Iniesta y C. Lopesino,
respectivamente. Ambas fueron dirigidas por los profesores Ana María Mancho Sánchez y Stephen
Wiggins. Como resultado de su trabajo, se han publicado los artículos [6], [7], [8], [9] y [10]. En [10]
y en el Capítulo 5 de [11] se presenta una aplicación de los sistemas no-autónomos a un contexto
de análisis del transporte en el océano ártico.

Como se menciona en [66], los sistemas no-autónomos aparecen con más frecuencia que los
sistemas autónomos, pues muchos problemas físicos, biológicos y económicos suelen describirse
en términos de sistemas no-autónomos. Es por esta razón que el interés por estudiarlos se ha
incrementado durante los últimos años. El presente trabajo es una aportación al tema de los
sistemas no-autónomos.

2. Preliminares

En esta sección, además de presentar parte de la notación que utilizamos, consideramos las
nociones de conjunto regularmente cerrado, de conjunto denso en otro conjunto, de conjunto denso
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en ninguna parte y de conjunto co-denso. Tanto los conceptos como los resultados que probamos,
serán utilizados en secciones posteriores.

Los símbolos N,Z,Q y R denotan los conjuntos de los números naturales, los números enteros,
los números racionales y los números reales, respectivamente. Entendemos que 0 /∈ N. Si A es un
conjunto, entonces |A| denota la cardinalidad de A. La diferencia de dos conjuntos A y B se denota
como A \ B. La letra I representa al intervalo unitario [0, 1] con su topología usual. Si f : X → Y
es una función y B ⊂ X, entonces el símbolo f |B es la restricción de f a B. Dados un espacio
topológico X y A ⊂ X, los símbolos clA e intA, denotan la cerradura y el interior de A en X,
respectivamente. Consideramos en A la topología de X relativa a A. Recordemos que V ⊂ A es
abierto en A si existe un abierto U en X tal que V = U ∩A.

Consideremos ahora los siguientes conceptos.

De�nición 2.1. Sean X un espacio topológico y A y B subconjuntos no vacíos de X. Entonces

1) A es regularmente cerrado en X si A = clintA;
2) B es denso en A si A ⊂ clA ∩B.

A los conjuntos regularmente cerrados se les conoce también como dominios cerrados. Notemos
que si B es denso en A, entonces B ∩ A 6= ∅. Notemos también que B es denso en X si y sólo si
X ⊂ clX ∩B, es decir, si y sólo si clB = X. Entre otros resultados, en la siguiente proposición
vemos una forma alternativa de enunciar la densidad relativa, la cual se asemeja a aquella que dice
que B es denso en X si y sólo si para cada subconjunto abierto y no vacío V de X, sucede que
V ∩B 6= ∅.

Proposición 2.2. Sea X un espacio topológico. Si A,B y C son tres subconjuntos no vacíos de
X, entonces se cumplen las siguientes a�rmaciones:

1) si A es regularmente cerrado en X, entonces para cada subconjunto abierto y no vacío V
de A, sucede que intV 6= ∅;

2) B es denso en A si y sólo si para cualquier subconjunto abierto y no vacío V de A, sucede
que V ∩B 6= ∅;

3) si B es denso en A y B ⊂ C, entonces C es denso en A.

Demostración. Para probar 1), supongamos que A es regularmente cerrado en X y que V es
un subconjunto abierto y no vacío de A. Sea U un abierto en X tal que V = U ∩ A. Como
V = U ∩A = U ∩ clintA, V 6= ∅ y U es abierto en X, tenemos que U ∩ intA 6= ∅. Puesto que U es
abierto en X y el interior de una intersección es la intersección de los interiores, resulta que

∅ 6= U ∩ intA = intU ∩ intA = intU ∩A = intV.

Esto muestra 1).

Para probar 2), supongamos primero que B es denso en A. Sean V un subconjunto abierto
y no vacío de A y U un subconjunto abierto de X de modo que V = U ∩ A. Notemos que
V ∩ A ⊂ A ⊂ clA ∩B. Como V = U ∩ A es no vacío, tomando un punto p ∈ U ∩ A, tenemos que
p ∈ clA ∩B. Esto implica, por ser U un subconjunto abierto deX que tiene a p, que U∩(A∩B) 6= ∅,
así V ∩B 6= ∅. Esto prueba la primera parte de 2). Supongamos ahora que cualquier subconjunto
abierto y no vacío de A intersecta a B. Si A 6⊂ clA ∩B, entonces existe x ∈ A tal que x /∈ clA ∩B.
Sea U un subconjunto abierto de X tal que x ∈ U y U ∩ (A ∩ B) = ∅. Luego V = U ∩ A es
un subconjunto abierto de A, no vacío pues x ∈ V y tal que V ∩ B = ∅, contradiciendo nuestra
hipótesis. Esto prueba que A ⊂ clA ∩B, por lo que B es denso en A y la prueba de 2) termina.

Para probar 3) supongamos que B es denso en A y que B ⊂ C. Sea V un subconjunto abierto
y no vacío de A. Usando 2), ∅ 6= V ∩B ⊂ V ∩C. Luego, de nueva cuenta por 2), C es denso en A.
Esto muestra 3). �
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Tomemos un espacio topológico X así como dos subconjuntos no vacíos A y B de X. Por la
propiedad 2) de la Proposición 2.2, B es denso en A si y sólo si, como subespacio de A, el conjunto
B ∩A es denso en A.

Consideremos ahora las siguientes nociones.

De�nición 2.3. Sean X un espacio topológico y A ⊂ X. Decimos que A es

1) denso en ninguna parte de X, si int clA = ∅;
2) co-denso en X, si X \A es denso en X.

La siguiente proposición relaciona dichos conceptos. En su demostración utilizamos el hecho
de que para cada A ⊂ X, intA = X \ clX \A (ver [22, Teorema 1.1.5]).

Proposición 2.4. Sean X un espacio topológico y A ⊂ X. Entonces A es denso en ninguna parte
de X si y sólo si clA es co-denso en X.

Demostración. Por de�nición A es denso en ninguna parte de X si y sólo si int clA = ∅. Esto
equivale a decir que X \ clX \ clA = ∅, a�rmación equivalente a que clX \ clA = X, o lo que es lo
mismo, a que clA es co-denso en X. �

El siguiente resultado se utilizará con frecuencia a lo largo del presente trabajo, por ejemplo,
en las respectivas pruebas de las Proposiciones 2.6 y 6.15, así como en la de los Teoremas 5.39 y
6.20.

Proposición 2.5. Sea X un espacio topológico T1 sin puntos aislados. Entonces todo subconjunto
abierto y no vacío de X es in�nito. En particular, X es in�nito.

Demostración. Supongamos, por el contrario, que existe un subconjunto no vacío A de X, que
es �nito y abierto en X. Sea y ∈ A. Como X es T1 y A es �nito, A \ {y} es cerrado en X. Luego
{y} = A ∩ (X \ (A \ {y})) es abierto en X, contradiciendo la inexistencia de puntos aislados. �

Sean B y C dos conjuntos tales que C ⊂ B. Decimos que C es co�nito en B, o bien que C es un
subconjunto co�nito de B, si el complemento B \C es �nito. En la parte 3) de la Proposición 2.2,
probamos que la densidad en un conjunto A se preserva bajo superconjuntos. Ahora daremos
condiciones para que la densidad en A se preserve bajo subconjuntos.

Proposición 2.6. Sean X un espacio topológico T1, A un subconjunto no vacío de X sin puntos
aislados y B ⊂ X tal que B es denso en A. Si C ⊂ B es co�nito en B, entonces C es denso en A.

Demostración. Como C es co�nito en B, el conjunto F = B \ C es �nito y, por tanto, cerrado
en X. Sean U un subconjunto abierto y no vacío de A y U1 un abierto en X tal que U = A ∩ U1.
Por la Proposición 2.5 aplicada al conjunto A, tenemos que U es in�nito. Por tanto,

V = U ∩ (X \ F ) = A ∩ U1 ∩ (X \ F )

es un subconjunto abierto y no vacío de A. En vista de que B es denso en A, por la parte 2) de
la Proposición 2.2, existe b ∈ V ∩ B. Como B = C ∪ F y V ∩ F = ∅, sucede que b ∈ C. Luego
∅ 6= V ∩ C ⊂ U ∩ C y, de nuevo por la parte 2) de la Proposición 2.2, C es denso en A. �

Si {xn : n ∈ N∪{0}} es una sucesión en un espacio topológico X, entonces todo subconjunto de
la sucesión de la forma {xn : n > m}, para alguna m ∈ N∪{0}, es una cola de dicha sucesión. Toda
cola es una sucesión y un subconjunto co�nito de la sucesión dada. Entonces, por la Proposición 2.6,
tenemos el siguiente resultado.

Proposición 2.7. Sean X un espacio topológico T1 y A un subconjunto no vacío de X sin puntos
aislados. Si {xn : n ∈ N∪{0}} es una sucesión en X que es densa en A, entonces toda cola de dicha
sucesión es densa en A.
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En la prueba de varios resultados, por ejemplo los Teoremas 3.15 y 4.8, utilizaremos la siguiente
proposición, correspondiente a la Teoría de Conjuntos y cuya sencilla prueba omitimos.

Proposición 2.8. Sean X y Y dos conjuntos, f : X → Y una función, A ⊂ X y B ⊂ Y . Entonces
A ∩ f−1(B) 6= ∅ si y sólo si f(A) ∩B 6= ∅.

3. Sistemas Autónomos y Sistemas No-Autónomos

En la presente sección sentamos las bases para nuestro estudio. Nos referimos a las nociones
de sistema dinámico discreto autónomo y de sistema dinámico discreto no-autónomo. Presentamos
también la notación y las convenciones que necesitamos. Extendemos de�niciones elementales de
los sistemas dinámicos discretos autónomos al ámbito de los no-autónomos, tales como la órbita de
un punto, la transitividad topológica, la m-transitividad topológica y la invarianza. Posteriormente
vemos que algunos resultados conocidos para la transitividad topológica de un sistema dinámico
discreto autónomo, tienen su versión en el caso no-autónomo. Consideremos primero la siguiente
noción.

De�nición 3.1. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función continua. Un sistema
dinámico discreto autónomo es la pareja (X, f). Si X es metrizable, diremos que (X, f) es un
sistema metrizable autónomo.

Como comentamos en la Introducción, para simpli�car la escritura, escribiremos sistema autó-
nomo en lugar de sistema dinámico discreto autónomo. Dado un espacio topológico X, denotamos
por idX a la función identidad de X en X. Si f es una función continua de X en X, de�nimos
f0 = idX , f

1 = f y
fn = f ◦ fn−1, para cada n ∈ N \ {1}.

Para cada n ∈ N ∪ {0}, la función fn : X → X es continua y se llama la n-ésima iteración de f.
Dada x ∈ X, el conjunto que tiene como elementos a las iteraciones de f, evaluadas en x, recibe el
nombre que se indica a continuación.

De�nición 3.2. Sean (X, f) un sistema autónomo y x ∈ X. La órbita de x en (X, f) es el
conjunto

(5.1) orb(x, f) =
{
x, f(x), f2(x), f3(x), . . . , fn(x), . . .

}
= {fn(x) : n ∈ N ∪ {0}} .

Cuando se tienen un sistema autónomo (X, f) y un punto x ∈ X, es natural preguntar por
propiedades del conjunto orb(x, f). Por ejemplo saber si es �nito o denso enX. Pensando a orb(x, f)
como una sucesión en X, es también natural determinar si dicha sucesión es convergente, o si posee
subsucesiones convergentes. Incluso interesa saber si existen varios puntos con órbita �nita, o
varios con órbita densa en X. Más adelante veremos algunas condiciones en un sistema autónomo
que involucran un comportamiento especí�co de la órbita de alguno de los puntos del espacio en
cuestión.

Ahora presentamos la noción de sistema dinámico discreto no-autónomo, pero antes consi-
deramos las siguientes convenciones: sean X un espacio topológico y para cada n ∈ N, Dn un
subconjunto no vacío de X. Denotamos por D∞ a la sucesión {Dn : n ∈ N}. Supongamos que
para cada n ∈ N, fn : Dn → Dn+1 es una función continua. Denotamos por f∞ a la sucesión
{fn : n ∈ N}. Si existe un subconjunto no vacío D de X tal que Dn = D para cada n ∈ N, entonces
identi�camos la sucesión constante

D∞ = {Dn : n ∈ N} = {D,D,D, . . . ,D, . . .}
con D. En particular, si D = X, identi�camos D∞ = {X,X,X, . . . ,X, . . .} con X. Si existe una
función continua f : X → X tal que fn = f para toda n ∈ N, entonces identi�camos la sucesión
constante

f∞ = {fn : n ∈ N} = {f, f, f, . . . , f, . . .}
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con f. Si para cada n ∈ N tenemos que Dn = D y fn = f (donde, en este caso, f : D → D es una
función continua), entonces identi�camos la pareja (D∞, f∞) con (D, f).

De�nición 3.3. Sea X un espacio topológico. Supongamos que para cada n ∈ N, Dn es un
subconjunto no vacío de X y fn : Dn → Dn+1 es una función continua. Un sistema dinámico
discreto no-autónomo es la pareja (D∞, f∞). Si X es metrizable, diremos que (D∞, f∞) es un
sistema metrizable no-autónomo.

En [51] a f∞ se le llama función variante del tiempo. Como comentamos en la Introducción,
para simpli�car la escritura, diremos que (D∞, f∞) es un sistema no-autónomo. Aunque la de�-
nición más general de un sistema no-autónomo (D∞, f∞) con la que vamos a trabajar es la que
presentamos en la De�nición 3.3, en la literatura algunos autores suponen otras situaciones como la
de�nición de un sistema no-autónomo. Por ejemplo, en [34] se considera que para cada n ∈ N, Dn

es un espacio métrico y compacto y que, a priori, no existe relación entre Dn y Dm para n,m ∈ N
con n 6= m, ni se supone que cada Dn es un subconjunto de algún espacio X. En [5] y [46] se
procede de manera similar: en el primero se considera que cada Dn es un espacio topológico T2 y,
en el segundo, que cada Dn es métrico pero no necesariamente compacto. En [50] se indica que
cada conjunto Dn es un subconjunto del espacio métrico X, mientras que en [27] se considera que
cada Dn es un subconjunto de un espacio de Banach X. Hasta donde hemos podido investigar la
noción de sistema no-autónomo, tal como se indica en la De�nición 3.3, aparece por primera vez
en [42, De�nición 3.3].

El caso particular (X, f∞), es decir la situación en la que toda Dn es X y cada fn es una
función continua de X en X es, quizá, el mas común en los artículos de investigación que tratan los
sistemas no-autónomos. Como originalmente lo de�nieron S. Kolyada y L. Snoha en [33], se supone
que X es un espacio compacto. En 2012 L. Liu y B. Chen consideran en [39] el caso (X, f∞), donde
X es un espacio topológico. En el presente trabajo aparecen tanto sistemas no-autónomos en la
forma general (D∞, f∞), como en el caso particular (X, f∞). Incluso el caso particular servirá de
base para los ejemplos que vamos a presentar.

En la teoría de los sistemas autónomos la función de Henon es muy importante. En [20,
Sección 2.9] se presentan varias propiedades de dicho sistema dinámico que se de�ne como sigue:
para cada a, b ∈ R con b 6= 0 consideramos la función Ha,b : R2 → R2 donde para (x, y) ∈ R2

Ha,b(x, y) = (a+ by − x2, x).

La función Ha,b es biyectiva y, para una buena cantidad de valores de a y b, existe C ⊂ R2 tal
que C es homeomorfo al conjunto de Cantor, Ha,b(C) ⊂ C y la dinámica del sistema dinámico
autónomo (C,Ha,b|C) es la de una máquina de sumar (ver [37, Sección 4.1.2] para un estudio de la
máquina de sumar). Otra función, más sencilla y con propiedades similares, es la llamada función
de Lozi de�nida como sigue: para cada a, b ∈ R se considera la función La,b : R2 → R2 donde para
(x, y) ∈ R2

La,b(x, y) = (1 + y − a|x|, bx).

La función La,b es biyectiva y en [21] se presentan propiedades de dicho sistema dinámico aut
onomo, así como modi�caciones y generalizaciones de la función de Lozi. En [6] se dice que un
sistema no-autónomo es una pareja {fn, Dn}+∞n=−∞ donde, para cada n ∈ Z, Dn es un subconjunto
cerrado de R2 y fn : Dn → Dn+1 es una función continua y biyectiva. En [6] y [7] se construyen,
respectivamente, las versiones no-autónomas de las funciones de Henon y de Lozi. Ambos tienen
la forma {fn, Dn}+∞n=−∞ antes descrita en donde, para la función de Henon todos los conjuntos Dn

son iguales, pero no así para la función de Lozi. Podemos considerar, por tanto, que el sistema no-
autónomo de Lozi es un sistema dinámico interesante que es de la forma descrita en la De�nición
3.3.

Aunque menos interesante, dinámicamente hablando, otro sistema no-autónomo que no es del
caso especial (X, f∞) puede de�nirse como sigue: en el conjunto R con la topología usual, para
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cada n ∈ N, sean In = [0, 2n] y gn : In → In+1 la función de�nida en x ∈ In como gn(x) = 2x. Si
I∞ = {In : n ∈ N} y g∞ = {gn : n ∈ N}, entonces (I∞, g∞) es un sistema no-autónomo.

A partir de este momento, cuando indiquemos que (D∞, f∞) es un sistema no-autónomo,
entenderemos que D∞ y f∞ son las sucesiones D∞ = {Dn : n ∈ N}, f∞ = {fn : n ∈ N} y que
existe un espacio topológico X de modo que, para cada n ∈ N, Dn ⊂ X y fn : Dn → Dn+1 es una
función continua. De�nimos, además, f0

1 = idD1 y, para toda n ∈ N, consideramos que fnn = fn y
que

fn1 = fn ◦ fn−1 ◦ · · · ◦ f2 ◦ f1.

Notemos que fn1 : D1 → Dn+1 es una función continua. A fn1 se le llama la n-ésima iteración
de f∞. Notemos que las iteradas son la composición en el �orden natural� de los miembros de la
sucesión f∞, es decir, la 1-ésima iteración es f1, el primer elemento de f∞, la 2-ésima iteración
es la composición de f2 ◦ f1, es decir, la composición del primer elemento de f∞ con el segundo
elemento de f∞, y así sucesivamente. Si V ⊂ X de�nimos

(fn1 )−1(V ) = (fn1 )−1(V ∩Dn+1) = {x ∈ D1 : fn1 (x) ∈ V }.

Dada x ∈ D1, el conjunto que tiene como elementos a las iteraciones de f∞, evaluadas en x, recibe
el nombre que se indica a continuación.

De�nición 3.4. Sean (D∞, f∞) un sistema no-autónomo y x ∈ D1. La órbita de x en (D∞, f∞)
es el conjunto

(5.2) orb(x, f∞) =
{
x, f1(x), f2

1 (x), f3
1 (x), . . . , fn1 (x), . . .

}
= {fn1 (x) : n ∈ N ∪ {0}} .

Más adelante en la Sección 4, especí�camente en la prueba del Teorema 6.23, utilizaremos
pedazos de una
orbita, las cuales quedan de�nidas como sigue: para cada n, k ∈ N con n > k, de�nimos

(5.3) fnk = fn ◦ fn−1 ◦ · · · ◦ fk+1 ◦ fk.

En la teoría de los sistemas no-aut ónomos, los pedazos de una órbita no siempre se conside-
ran como se indica en (5.3). Algunos autores de�nen fnk para cada k, n ∈ N (sin importar si la
desigualdad n > k se cumple o no) como sigue:

(5.4) fnk = fk+(n−1) ◦ fk+(n−2) ◦ · · · ◦ fk+1 ◦ fk.

Como ya indicamos, un caso particular de un sistema no-aut«omo (D∞, f∞), se obtiene cuando
existe una función continua f : X → X tal que, para cada n ∈ N, Dn = X y fn = f. Como hemos
convenido, en dicho caso la pareja (D∞, f∞) se ha identi�cado con la pareja (X, f). Además, para
cada x ∈ X, los conjuntos orb(x, f) y orb(x, f∞) de�nidos en (5.1) y (5.2), respectivamente, son
iguales. Entonces el sistema no-autónomo (D∞, f∞) es, para todos los efectos dinámicos, igual al
sistema autónomo (X, f). Por tanto todo sistema autónomo es un caso particular de un sistema
no-autónomo (también se suele decir que todo sistema no-autónomo se degenera en un sistema
autónomo). Luego, cualquier resultado cierto para sistemas no-autónomos, es también válido para
sistemas autónomos. Como veremos más adelante, existen propiedades que se satisfacen en un
sistema autónomo, pero no en cualquier sistema no-autónomo.

En inglés a los sistemas autónomos y a los no-autónomos se les suele llamar con las siglas ADS
y NDS, respectivamente, por corresponder con las oraciones �autonomous dynamical systems� y
�non-autonomous dynamical systems�. Utilizando dichas siglas, si ADS es la familia de los sistemas
autónomos y NDS la de los no-autónomos, entonces hemos visto que ADS ⊂ NDS. Los elementos
del complemento NDS \ADS reciben el nombre que indicamos a continuación.

De�nición 3.5. Un sistema no-autónomo se llama estrictamente no-autónomo si es falso que
el sistema es autónomo.
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Si (D∞, f∞) es un sistema estrictamente no autónomo, entonces la sucesión f∞ = {fn : n ∈ N}
posee dos elementos distintos, es decir, existen n,m ∈ N tales que fn 6= fm.

3.1. Transitividad y m-Transitividad. Varias propiedades dinámicas, de�nidas original-
mente para sistemas autónomos, tienen su versión para sistemas no-autónomos. En la siguiente
de�nición presentamos dos de ellas.

De�nición 3.6. Sean (D∞, f∞) un sistema no-autónomo y m ∈ N \ {1}. Decimos que (D∞, f∞)
o bien que f∞ es

1) topológicamente transitivo si para cada dos subconjuntos U y V, abiertos y no vacíos
en D1, existe k ∈ N tal que fk1 (U) ∩ V 6= ∅;

2) m-transitivo si para cada par de familias {U1, U2, . . . , Um} y {V1, V2, . . . , Vm} de sub-
conjuntos abiertos y no vacíos en D1, existe k ∈ N tal que fk1 (Ui) ∩ Vi 6= ∅, para cada
i ∈ {1, 2, . . . ,m}.

En adelante, a los sistemas topológicamente transitivos los llamaremos transitivos. En algunos
textos la noción de m-transitividad se considera para cada natural m, entendiendo que ser transi-
tivo y ser 1-transitivo son nociones equivalentes. Si f∞ es 2-transitivo también se suele decir que
es débilmente mezcladora o bien débilmente mezclante. Es claro que todo sistema no-autónomo
(m + 1)-transitivo es m-transitivo. También es claro que todo sistema no-autónomo m-transitivo
es transitivo. En [47, Corolario 2.57 y Teorema 2.58] se muestra un sistema autónomo que es
transitivo pero no débilmente mezclante. En el Ejemplo 5.17 construimos un sistema estrictamente
no-autónomo que es transitivo pero no débilmente mezclante.

En el presente trabajo vamos a estudiar propiedades de los sistemas no-autónomos (D∞, f∞),
en subconjuntos no vacíos de D1, por lo que replicamos la de�nición anterior, pero ahora para
subconjuntos de D1, como se indica en la siguiente noción, cuya parte 1) aparece en [50, De�ni-
ción 2.2].

De�nición 3.7. Sean (D∞, f∞) un sistema no-autónomo, m ∈ N \ {1} y A un subconjunto no
vacío de D1. Decimos que (D∞, f∞) es

1) transitivo en A si para cualesquiera dos subconjuntos abiertos y no vacíos U y V de A,
existe k ∈ N tal que fk1 (U) ∩ V 6= ∅;

2) m-transitivo enA siA tiene más de un punto y para cada par de familias {U1, U2, . . . , Um}
y {V1, V2, . . . , Vm} de subconjuntos abiertos y no vacíos de A, existe k ∈ N tal que
fk1 (Ui) ∩ Vi 6= ∅, para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m}.

Notemos que (D∞, f∞) es transitivo (respectivamente, m-transitivo) si y sólo si (D∞, f∞) es
transitivo (respectivamente, m-transitivo) en D1. Notemos también que si (D∞, f∞) es (m + 1)-
transitivo en A, entonces (D∞, f∞) es m-transitivo en A y que si (D∞, f∞) es m-transitivo en A,
entonces (D∞, f∞) es transitivo en A. Ahora bien, por de�nición, el sistema aut
onomo (X, f) es transitivo en A si para cualesquiera dos subconjuntos abiertos y no vacíos U y V
de A, existe k ∈ N tal que fk(U) ∩ V 6= ∅. Tenemos entonces el siguiente resultado.

Proposición 3.8. Sean (X, f) un sistema autónomo y A un subconjunto no vacío de X tal que
f(A) ⊂ A. Entonces (X, f) es transitivo en A si y sólo si el sistema autónomo (A, f |A) es transitivo.

La siguiente de�nición aparece en [40, De�niciones 2.2 y 2.3], para sistemas no-autónomos de
la forma (X, f∞) y subconjuntos cerrados de X. Ahora la presentamos para sistemas no-autónomos
(D∞, f∞) y subconjuntos no vacíos de D1.

De�nición 3.9. Sean (D∞, f∞) un sistema no-autónomo, m ∈ N \ {1} y A un subconjunto no
vacío de D1. Decimos que A es un conjunto

1) transitivo en (D∞, f∞), si para cualquier subconjunto abierto y no vacío U de A y
cada subconjunto abierto y no vacío V de X tal que V ∩ A 6= ∅, existe k ∈ N tal que
fk1 (U) ∩ V 6= ∅;
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2) m-transitivo en (D∞, f∞) siA tiene más de un punto y, para cada familia {U1, U2, . . . , Um}
de subconjuntos abiertos y no vacíos de A y toda familia {V1, V2, . . . , Vm} de subconjuntos
abiertos y no vacíos de X tal que Vi ∩ A 6= ∅ para toda i ∈ {1, 2, . . . ,m}, existe k ∈ N tal
que fk1 (Ui) ∩ Vi 6= ∅, para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m}.

Notemos que si A es (m+ 1)-transitivo en (D∞, f∞), entonces A es m-transitivo en (D∞, f∞).
Además si A es m-transitivo en (D∞, f∞), resulta que A es transitivo en (D∞, f∞).

Ejemplo 3.10. Para ilustrar la De�nición 3.9, consideremos el intervalo unitario I = [0, 1]. Su-
pongamos que f1 = f2 = idI y que, para cada n ∈ N \ {1, 2}, fn : I→ I es la función de�nida como
sigue:

fn(x) =


(

2n
n−2

)
x, si 0 6 x 6 n−2

2n ;

1, si n−2
2n 6 x 6

n+2
2n ;(

2n
n−2

)
(1− x), si n+2

2n 6 x 6 1.

En [40, Ejemplo 2.1, p. 3] se indica que
[
0, 1

2

]
es transitivo en el sistema no-autónomo (I, f∞). �

Observemos que si A es un subconjunto no vacío de D1 y (D∞, f∞) es transitivo (respectiva-
mente, m-transitivo) en A, entonces A es transitivo (respectivamente, m-transitivo) en (D∞, f∞).
Para que el recíproco se cumpla requerimos de la noción dada en la De�nición 3.11, la cual aparece
en [50, De�nición 2.4] y es la versión no-autónoma del concepto de conjunto invariante que se
suele de�nir en un sistema autónomo. Recordemos que si (X, f) es un sistema autónomo y A es
un subconjunto no vacío de X, entonces A es invariante en (X, f) si f(A) ⊂ A. Esto implica que
fn(A) ⊂ A, para cada n ∈ N. Reemplazando fn por fn1 tenemos la noción de conjunto invariante
en un sistema no-autónomo.

De�nición 3.11. Sean (D∞, f∞) un sistema no-autónomo con
⋂∞
i=1Di 6= ∅ y A un subconjunto

no vacío de
⋂∞
i=1Di. Decimos que A es invariante en (D∞, f∞) si fn1 (A) ⊂ A para todo n ∈ N.

Así pues, A es invariante en (D∞, f∞) si cada iteración de f∞ deja invariante al conjunto A.
En el caso del sistema no-autónomo (X, f∞), un subconjunto no vacío A de X es invariante en
(X, f∞) si y sólo si fn1 (A) ⊂ A, para todo n ∈ N. Supongamos ahora que (D∞, f∞) es un sistema
no-autónomo con

⋂∞
i=1Di 6= ∅ y que A es un subconjunto no vacío de

⋂∞
i=1Di. Tanto en [44]

como en [65, De�nición 2.2] se considera la siguiente de�nición alternativa de conjunto invariante:
se dice que A es invariante en (D∞, f∞) si fi(A) ⊂ A, para cada i ∈ N, es decir, si cada elemento
de la sucesión f∞ deja invariante al conjunto A. Notemos que la noción alternativa de invarianza
implica la dada en la De�nición 3.11, pero no al revés.

El siguiente resultado, que aparece en [40, Teorema 3.1] para sistemas no-autínomos de la forma
(X, f∞) y subconjuntos cerrados de X, establece la relación que existe entre que un conjunto sea
transitivo en un sistema no-autónomo y que dicho sistema sea transitivo en tal conjunto. A partir
de ahora entenderemos que si A es un subconjunto invariante del sistema no-autónomo (D∞, f∞),
entonces

⋂∞
i=1Di 6= ∅ y A es un subconjunto no vacío de

⋂∞
i=1Di.

Proposición 3.12. Sean (D∞, f∞) un sistema no-autónomo, m ∈ N \ {1} y A invariante en
(D∞, f∞). Entonces A es transitivo ( respectivamente, m-transitivo) en (D∞, f∞) si y sólo si
(D∞, f∞) es transitivo ( respectivamente, m-transitivo) en A.

Demostración.Notemos queA ⊂
⋂∞
i=1Di, por lo queA ⊂ D1. Como ya indicamos, si (D∞, f∞) es

transitivo (respectivamente,m-transitivo) en A, entonces A es transitivo en (D∞, f∞). Supongamos
ahora que A es transitivo en (D∞, f∞). Sean U y V dos subconjuntos abiertos y no vacíos de A.
Consideremos un abierto V1 en X de modo que V = V1 ∩ A. Como U es un abierto no vacío de
A, V1 es un abierto no vacío de X y V1 ∩ A = V 6= ∅. Por la transitividad de A en (D∞, f∞),
existe k ∈ N tal que fk1 (U)∩V1 6= ∅. Puesto que U ⊂ A y A es invariante en (D∞, f∞), sucede que
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fk1 (U) ⊂ fk1 (A) ⊂ A. Así que
∅ 6= fk1 (U) ∩ V1 = fk1 (U) ∩A ∩ V1 = fk1 (U) ∩ V.

Luego (D∞, f∞) es transitivo en A. Si suponemos ahora que A es m-transitivo en (D∞, f∞)
entonces, procediendo de manera similar, se prueba que (D∞, f∞) es m-transitivo en A. �

Notemos que la Proposición 3.12 permanece cierta con la de�nición alternativa de conjunto
invariante. De la Proposición 3.12 se in�ere que siD1 es invariante en (D∞, f∞), entonces (D∞, f∞)
es transitivo (respectivamente, m-transitivo) si y s�0lo si D1 es transitivo (respectivamente, m-
transitivo) en (D∞, f∞).

En la Sección 6 la transitividad de un sistema no-autónomo en un conjunto, va a jugar un
papel más importante que el hecho de ser un conjunto transitivo. El siguiente resultado establece
una relación entre sistemas transitivos y la transitividad en subconjuntos regularmente cerrados.

Proposición 3.13. Sea (D∞, f∞) un sistema no-autónomo.

1) Si (D∞, f∞) es transitivo, entonces (D∞, f∞) es transitivo en cada subconjunto no vacío
de D1 y regularmente cerrado en X.

2) Si D1 es regularmente cerrado en X y (D∞, f∞) es transitivo en cada subconjunto no vacío
de D1 y regularmente cerrado en X, entonces (D∞, f∞) es transitivo.

Demostración. Para mostrar 1), supongamos que (D∞, f∞) es transitivo. Sea A un subconjunto
no vacío de D1 y regularmente cerrado en X. Consideremos que U y V son subconjuntos abiertos
y no vacíos de A. Como A es regularmente cerrado en X, por la parte 1) de la Proposición2.2,
intU 6= ∅ e intV 6= ∅. Puesto que U ⊂ A ⊂ D1, sucede que intU ⊂ intD1 ⊂ D1. De manera
similar, intV ⊂ D1. Entonces intU e intV son dos subconjuntos abiertos y no vacíos en D1 y
dado que (D∞, f∞) es transitivo, existe k ∈ N tal que fk1 (intU) ∩ intV 6= ∅, lo que implica que
fk1 (U) ∩ V 6= ∅. Esto muestra que (D∞, f∞) es transitivo en A, probando así 1).

Para ver 2), supongamos ahora que D1 es regularmente cerrado en X y que (D∞, f∞) es
transitivo en cada subconjunto no vacío de D1 y regularmente cerrado en X. Como D1 es un
subconjunto no vacío de D1, que es regularmente cerrado en X, tenemos que (D∞, f∞) es transitivo
en D1. Esto implica que (D∞, f∞) es transitivo y, así, 2) es cierto. �

Ahora probamos el siguiente resultado, cuyas partes 2) y 3) generalizan [40, Teorema 3.2 y
Corolario 3.2], respectivamente.

Proposición 3.14. Sea (D∞, f∞) un sistema no-autónomo en donde D1 es regularmente cerrado
en X. Entonces se cumplen las siguiente a�rmaciones:

1) (D∞, f∞) es transitivo si y sólo si (D∞, f∞) es transitivo en cada subconjunto no vacío de
D1 y regularmente cerrado en X.

2) Si (D∞, f∞) es transitivo, entonces cada subconjunto no vacío de D1 y regularmente
cerrado en X es un conjunto transitivo en (D∞, f∞).

3) Si D1 es invariante en (D∞, f∞) y cada subconjunto no vacío de D1 y regularmente cerrado
en X es un conjunto transitivo en (D∞, f∞), entonces (D∞, f∞) es transitivo.

Demostración. La parte 1) se sigue de la Proposición 3.13. Para mostrar 2), supongamos que
(D∞, f∞) es transitivo y que A es un subconjunto no vacío de D1 y regularmente cerrado en X.
Utilizando las mismas ideas que dimos en la demostración de la parte 1) de la Proposición 3.13, se
veri�ca que A es transitivo en (D∞, f∞). Esto prueba 2). Para mostrar 3), supongamos que D1 es
invariante en (D∞, f∞) y que cada subconjunto no vacío de D1 y regularmente cerrado en X es
transitivo en (D∞, f∞). Entonces D1 mismo es un conjunto transitivo en (D∞, f∞). Como D1 es
invariante en (D∞, f∞), por la Proposición 3.12, (D∞, f∞) es transitivo en D1. Luego (D∞, f∞)
es transitivo. Esto prueba 3). �
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Las Proposiciones 3.13 y 3.14 permanecen válidas si cambiamos transitividad por
m-transitividad.

Los siguientes dos resultados son una modi�cación de los exhibidos en [40], donde cambiamos
la hipótesis de que un conjunto sea transitivo en un sistema no-autónomo, por la de que el sistema
no-autónomo es transitivo en el subconjunto. Es fácil ver que un sistema autónomo (X, f) es
transitivo si y sólo si, para cada par de subconjuntos abiertos y no vacíos U y V de X, existe k ∈ N
tal que U ∩ f−k(V ) 6= ∅. En [24, Proposición 1.10] se prueba que (X, f) es transitivo si y sólo si,
para cada subconjunto abierto y no vacío V de X, el conjunto

⋃
n∈N f

−n(V ) es denso en X. Dichos
resultados toman la siguiente forma en el caso no-autónomo.

Teorema 3.15. Sean (D∞, f∞) un sistema no-autónomo y A un subconjunto no vacío de D1.
Entonces las siguientes a�rmaciones son equivalentes:

1) (D∞, f∞) es transitivo en A.
2) Para cada par de subconjuntos abiertos y no vacíos U y V de A, existe k ∈ N de modo

que U ∩ (fk1 )−1(V ) 6= ∅.
3) Para cada subconjunto abierto V de X tal que V ∩A es no vacío, los conjuntos⋃

k∈N
(fk1 )−1(V ∩A) y

⋃
k∈N

(fk1 )−1(V )

son densos en A.

Demostración. Supongamos que (D∞, f∞) es transitivo en A. Sean U y V dos subconjuntos
abiertos y no vacíos de A. Entonces existe k ∈ N de modo que fk1 (U) ∩ V 6= ∅. Por la Proposición
2.8, U ∩ (fk1 )−1(V ) 6= ∅. Esto prueba que 1) implica 2).

Supongamos que 2) es cierto. Sea V un subconjunto abierto de X tal que V ∩ A es no vacío.
Tomemos un subconjunto abierto y no vacío U de A. Por 2), existe k0 ∈ N de modo que U ∩
(fk0

1 )−1(V ∩A) 6= ∅. Luego,

∅ 6= U ∩ (fk0
1 )−1(V ∩A) ⊂

⋃
k∈N

(
U ∩ (fk1 )−1(V ∩A)

)
= U ∩

(⋃
k∈N

(fk1 )−1(V ∩A)

)
.

Esto prueba, por la parte 2) de la Proposición 2.2, que
⋃
k∈N(fk1 )−1(V ∩A) es denso en A. Como⋃

k∈N
(fk1 )−1(V ∩A) ⊂

⋃
k∈N

(fk1 )−1(V ),

por la parte 3) de la Proposición 2.2,
⋃
k∈N(fk1 )−1(V ) es denso en A. Así 2) implica 3).

Supongamos que 3) es cierto. Sean U y V dos subconjuntos abiertos y no vacíos de A. Por 3),⋃
k∈N(fk1 )−1(V ) es denso en A por lo que, por la parte 2) de la Proposición 2.2,

U ∩

(⋃
k∈N

(fk1 )−1(V )

)
6= ∅.

Luego existe n ∈ N de modo que U ∩ (fn1 )−1(V ) 6= ∅ y, por la Proposición 2.8, fn1 (U)∩ V 6= ∅. Por
tanto (D∞, f∞) es transitivo en A. Esto prueba que 3) implica 1). �

Usando una prueba similar a la dada en el Teorema 3.15, se puede demostrar el siguiente
resultado que generaliza [40, Proposición 3.1], probado para sistemas no autónomos de la forma
(X, f∞) y subconjuntos cerrados de X.

Teorema 3.16. Sean (D∞, f∞) un sistema no-autónomo y A un subconjunto no vacío de D1.
Entonces las siguientes a�rmaciones son equivalentes:

1) A es transitivo en (D∞, f∞).
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2) Para cada subconjunto abierto y no vacío U de A y cada subconjunto abierto y no vacío
V de X tal que V ∩A 6= ∅, existe k ∈ N de modo que U ∩ (fk1 )−1(V ) 6= ∅.

3) Para cada subconjunto abierto V de X tal que V ∩A 6= ∅,
⋃
k∈N(fk1 )−1(V ) es denso en A.

Vamos ahora a enunciar otras propiedades de los conjuntos transitivos.

Proposición 3.17. Sean (D∞, f∞) un sistema no-autónomo y A un subconjunto no vacío de D1.
Supongamos que (D∞, f∞) es transitivo en A. Entonces se cumplen las siguientes a�rmaciones:

1) Si U es abierto y no vacío en A, y para cada n ∈ N sucede que (fn1 )−1(U) ⊂ U, entonces
U es denso en A.

2) Si A es regularmente cerrado en X, entonces
⋃
n∈N f

n
1 (A) es denso en A.

3) Si E ⊂ A es tal que E es cerrado en A, E es invariante en (D∞, f∞) y, además (fn1 )−1(A) ⊂
A para cada n ∈ N, entonces E = A o bien E es denso en ninguna parte de A.

Demostración. Para ver 1), supongamos que U es abierto y no vacío en A y que, para cada
n ∈ N, (fn1 )−1(U) ⊂ U. Por la parte 3) del Teorema 3.15,

⋃
n∈N(fn1 )−1(U) es denso en A. Como⋃

n∈N(fn1 )−1(U) ⊂ U, por la parte 3) de la Proposición 2.2, U es denso en A. Esto prueba 1).

Para mostrar 2), supongamos que A es regularmente cerrado en X y que U es un subconjunto
abierto y no vacío de A. Por la parte 1) de la Proposición 2.2, intU 6= ∅. Esto implica que tanto
intA como intU son subconjuntos abiertos y no vacíos de A. Como (D∞, f∞) es transitivo en A,
existe k ∈ N tal que fk1 (intA)∩ intU 6= ∅. Luego fk1 (A)∩U 6= ∅, por lo que U ∩

(⋃
n∈N f

n
1 (A)

)
6= ∅.

Esto prueba que
⋃
n∈N f

n
1 (A) es denso en A y así 2) es cierto.

Para ver 3), supongamos que E ⊂ A es tal que E es cerrado en A y E es invariante en
(D∞, f∞). Supongamos también que (fn1 )−1(A) ⊂ A para cada n ∈ N. Consideremos que E  A.
Dado que E es cerrado en A, el conjunto U = A \ E es abierto y no vacío en A. Vamos a probar
que (fn1 )−1(U) ⊂ U, para toda n ∈ N. Para esto �jemos n ∈ N. Como E es invariante en (D∞, f∞),

fn1 (E) ⊂ E. Luego E ⊂ (fn1 )
−1

(E) y como también (fn1 )−1(A) ⊂ A, tenemos que

(fn1 )
−1

(U) = (fn1 )−1(A \ E) = (fn1 )−1(A) \ (fn1 )−1(E) ⊂ A \ E = U.

Esto implica, por la a�rmación 1), que U es denso en A. Luego E = cl[A]E es co-denso en A, y
por la Proposición 2.4, E es denso en ninguna parte de A. Esto prueba 3). �

Proposición 3.18. Consideremos un sistema no-autónomo (X, f∞), así como A ⊂ X de modo
que (X, f∞) es transitivo en A. Entonces se veri�can las siguientes propiedades:

1) Si U es un subconjunto abierto y no vacío de X tal que U ∩A 6= ∅ y (fn1 )−1(U) ⊂ U para
todo n ∈ N, entonces U es denso en A.

2) Si A es regularmente cerrado en X, entonces
⋃
n∈N f

n
1 (A) es denso en A.

3) Si E es un subconjunto cerrado en X tal que E ⊂ A y E es invariante en (X, f∞), entonces
E = A o bien E es denso en ninguna parte de A.

Demostración. La prueba de 1) es, en esencia, la misma que la dada en la Proposición 3.17.
Tomemos U como se indica en 1). Por la parte 3) del Teorema 3.15,

⋃
n∈N(fn1 )−1(U) es denso

en A. Como
⋃
n∈N (fn1 )

−1
(U) ⊂ U, por la parte 3) de la Proposición 2.2, U es denso en A. Esto

prueba 1). La prueba de 2) es idéntica a la dada en la Proposición 3.17. La prueba de 3), aunque
sigue ideas similares a la dada en la Proposición 3.17, es más simple. Sea E como se indica en 3).
Si E  A entonces, como E es cerrado en X, el conjunto U = X \ E es abierto y no vacío en X.
Vamos a probar que (fn1 )

−1
(U) ⊂ U, para cada n ∈ N. Fijemos, por tanto n ∈ N. Como E es

invariante en (X, f∞), tenemos que E ⊂ (fn1 )−1(E), de donde

(fn1 )−1(U) = (fn1 )−1(X \ E) = (fn1 )−1(X) \ (fn1 )−1(E) ⊂ X \ E = U.

Esto implica, por 1), que U es denso en A y de aquí se sigue, como hicimos ver en la prueba de la
Proposición 3.17, que E es denso en ninguna parte de A. �
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Las propiedades de las Proposiciones 3.17 y 3.18 indican diferencias que se presentan entre
trabajar con sistemas no-autónomos en la forma general (D∞, f∞) y los del caso especial (X, f∞).

El siguiente resultado generaliza [40, Proposición 3.3], y se demuestra de manera similar a
como hicimos para la Proposición 3.17 usando, para probar la parte 1), el Teorema 3.16 en lugar
del Teorema 3.15.

Proposición 3.19. Sean (D∞, f∞) un sistema no-autónomo y A un subconjunto no vacío de D1.
Supongamos que A es transitivo en (D∞, f∞). Entonces se cumplen las siguientes a�rmaciones:

1) Si U es un subconjunto abierto y no vacío de X tal que U ∩ A 6= ∅ y, para cada n ∈ N
sucede que (fn1 )−1(U) ⊂ U, entonces U es denso en A.

2) Si A es regularmente cerrado en X, entonces
⋃
n∈N f

n
1 (A) es denso en A.

3) Si E ⊂ A es tal que E es cerrado en A, E es invariante en (D∞, f∞) y, además (fn1 )−1(A) ⊂
A para cada n ∈ N, entonces E = A o bien E es denso en ninguna parte de A.

4. Conjugación Topológica

En la presente sección consideramos la noción de semiconjugación y de conjugación topológi-
cas, tanto para los sistemas autónomos como para los no-autónomos. Posteriormente mostramos
que tanto la transitividad como la m-transitividad en un conjunto, son propiedades que se preser-
van bajo semiconjugación topológica entre sistemas no-autónomos de la forma particular (X, f∞).
También, para dichos sistemas no-autónomos, presentamos condiciones bajo las que �ser un conjun-
to transitivo� o bien �ser un conjunto m-transitivo�, se preservan bajo semiconjugación topológica.
El Teorema 4.12 es el más importante de la sección pues, además de generalizar [50, Lema 3.1] y
aparecer por primera vez en este trabajo, considera tanto la transitividad como la m-transitividad
en un conjunto, entre sistemas no-autónomos en la situación general.

En Topología la forma usual de comparar dos espacios topológicos X y Y, es a través de
una función continua y suprayectiva de X a Y, o de Y a X, o mediante un homeomor�smo de
X a Y. Cuando existen una función continua y suprayectiva o bien un homeomor�smo de X
a Y, entonces hay propiedades que cuando X las tiene, también las posee Y. En la teoría de los
sistemas autónomos, la manera de emular esto, para así comparar dos sistemas autónomos (X, f) y
(Y, g), es determinando si entre ellos existe una semiconjugación topológica, o bien una conjugación
topológica, en el sentido de la siguiente de�nición.

De�nición 4.1. Sean (X, f) y (Y, g) dos sistemas autónomos. Decimos que (X, f) está topoló-
gicamente semiconjugado con (Y, g), si existe una función continua y suprayectiva h : X → Y
tal que h ◦ f = g ◦ h. Decimos que (X, f) está topológicamente conjugado con (Y, g) si existe
un homeomor�smo h : X → Y tal que h ◦ f = g ◦ h.

Para simpli�car, en adelante diremos semiconjugado o conjugado en lugar de topológicamente
semiconjugado o de topológicamente conjugado, respectivamente. Si (X, f) está semiconjugado con
(Y, g), a cualquier función continua y suprayectiva h : X → Y tal que h ◦ f = g ◦ h se le llama una
semiconjugación. De manera similar, si (X, f) está conjugado con (Y, g), cualquier homeomor�smo
h : X → Y tal que h ◦ f = g ◦ h, es una conjugación.

En [40, De�nici�0n 3.1] se generalizan las nociones de semiconjugación y de conjugación para
dos sistemas no-autónomos (X, f∞) y (Y, g∞), donde f∞ = {fn : n ∈ N}, g∞ = {gn : n ∈ N} y,
para cada n ∈ N, fn : X → X y gn : Y → Y son funciones continuas.

De�nición 4.2. Sean (X, f∞) y (Y, g∞) dos sistemas no-autónomos. Decimos que (X, f∞) está
semiconjugado con (Y, g∞), si existe una función continua y suprayectiva h : X → Y tal que
h ◦ fn = gn ◦ h, para cada n ∈ N. Decimos que (X, f∞) está conjugado con (Y, g∞) si existe un
homeomor�smo h : X → Y tal que h ◦ fn = gn ◦ h, para toda n ∈ N.
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Como antes, a la función h que se describe en la de�nición anterior, se le llama una semicon-
jugación o bien una conjugación, dependiendo de si (X, f∞) está semiconjugado o conjugado con
(Y, g∞). Para ilustrar la noción anterior, consideremos el siguiente ejemplo que aparece en [40,
Ejemplo 3.1].

Ejemplo 4.3. Sea S1 la circunferencia unitaria en R2, con su topología usual. Consideremos en
R la topología usual y, para cada n ∈ N, sean fn : R → R y gn : S1 → S1 las funciones de�nidas,
para x ∈ R y eiθ ∈ S1, como

fn(x) = nx y gn
(
eiθ
)

= einθ.

Entonces (R, f∞) y (S1, g∞) son dos sistemas no-autónomos. Sea h : R → S1 la función de�nida
para x ∈ R, como h(x) = e2πix. Notemos que h es una función continua y suprayectiva. Además
para cada n ∈ N y toda x ∈ X,

(gn ◦ h)(x) = gn(h(x)) = gn
(
e2πix

)
= e2πinx

y
(h ◦ fn)(x) = h(fn(x)) = h(nx) = e2πinx = (gn ◦ h)(x).

Luego gn ◦h = h ◦ fn para cada n ∈ N. Esto muestra que (R, f∞) está semiconjugado con (S1, g∞)
y que h es una semiconjugación. �

Dados dos espacios topológicos X y Y, en [50, De�nici n 3.1] se presenta la noción de con-
jugación para dos sistemas no-autónomos (D∞, f∞) y (E∞, g∞), donde D∞ = {Dn : n ∈ N},
E∞ = {En : n ∈ N}, f∞ = {fn : n ∈ N}, g∞ = {gn : n ∈ N}, y para cada n ∈ N, Dn ⊂ X, En ⊂ Y
y tanto fn : Dn → Dn+1 como gn : En → En+1 son funciones continuas. En lo que resta de la
presente sección, pensaremos que los sistemas no-autónomos (D∞, f∞) y (E∞, g∞) satisfacen las
condiciones que acabamos de indicar.

De�nición 4.4. Supongamos que X y Y son dos espacios topológicos. Sean (D∞, f∞) y (E∞, g∞)
dos sistemas no-autónomos. Decimos que (D∞, f∞) está semiconjugado con (E∞, g∞) si existe
una sucesión h∞ = {hn : n ∈ N}, llamada una semiconjugación, de modo que para cada n ∈ N,
hn : Dn → En es una función continua y suprayectiva tal que hn+1 ◦ fn = gn ◦ hn. Decimos
que (D∞, f∞) está conjugado con (E∞, g∞) si existe una sucesión h∞ = {hn : n ∈ N}, llamada
una conjugación, de modo que para cada n ∈ N, hn : Dn → En es un homeomor�smo tal que
hn+1 ◦ fn = gn ◦ hn.

Notemos que (X, f∞) está semiconjugado (respectivamente, conjugado) con (Y, g∞) si existe
una semiconjugación (respectivamente, una conjugación) de la forma h∞ = {h, h, h, . . . , h, . . .},
donde h : X → Y es una función continua y suprayectiva (respectivamente, es un homeomor�smo).
Cuando un sistema no-autónomo (D∞, f∞) está conjugado con el sistema no-autónomo (E∞, g∞),
es común decir que los sistemas (D∞, f∞) y (E∞, g∞) están conjugados. Cuando (D∞, f∞) está
semiconjugado con (E∞, g∞) y h∞ es una semiconjugación, se suele decir que (D∞, f∞) es una
h∞-extensión de (E∞, g∞).

De�nición 4.5. Sea P una propiedad. Decimos que P es una propiedad dinámica si para cada
dos sistemas no-autónomos y conjugados (D∞, f∞) y (E∞, g∞), resulta que (D∞, f∞) posee la
propiedad P si y sólo si (E∞, g∞) posee la propiedad P.

Se puede considerar que la teoría de los sistemas no-aut
onomos estudia los sistemas no-autónomos, las propiedades dinámicas y aquellas propiedades que
se preservan bajo semiconjugación. Vamos a probar, en el Corolario 4.9, que la transitividad y
la m-transitividad son propiedades dinámicas. En general, para mostrar que cuando tenemos dos
sistemas semiconjugados o conjugados, ciertas propiedades que posee uno de ellos también las tiene
el otro, el resultado que enunciamos a continuación y su corolario juegan un papel importante.
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Proposición 4.6. Si (D∞, f∞) está semiconjugado con (E∞, g∞), entonces para cada semiconju-
gación h∞ = {hn : n ∈ N} se tiene que

hn+1 ◦ fn1 = gn1 ◦ h1, para toda n ∈ N ∪ {0}.

Demostración. Sea h∞ = {hn : n ∈ N} una semiconjugaci
on. Entonces para cada n ∈ N, hn : Dn → En es una función continua y suprayectiva tal que
hn+1 ◦ fn = gn ◦ hn. Como f0

1 = idD1
y g0

1 = idE1
, tenemos que h1 ◦ f0

1 = h1 y g0
1 ◦ h1 = h1. Luego

h0+1 ◦ f0
1 = g0

1 ◦ h1, y el resultado se cumple para n = 0. Ahora vamos a probar, por inducción,
que hn+1 ◦ fn1 = gn1 ◦ h1, para toda n ∈ N. Como h2 ◦ f1 = g1 ◦ h1, tenemos que h2 ◦ f1

1 = g1
1 ◦ h1

y el resultado se cumple para n = 1. Supongamos que para un número natural k, tenemos que
hk+1 ◦ fk1 = gk1 ◦ h1. Como h∞ es una semiconjugación, hk+2 ◦ fk+1 = gk+1 ◦ hk+1 de donde

gk+1 ◦
(
hk+1 ◦ fk1

)
= (gk+1 ◦ hk+1) ◦ fk1 = (hk+2 ◦ fk+1) ◦ fk1 =

= hk+2 ◦
(
fk+1 ◦ fk1

)
= hk+2 ◦ fk+1

1 .

Por otro lado, por hipótesis de inducción,

gk+1 ◦
(
hk+1 ◦ fk1

)
= gk+1 ◦

(
gk1 ◦ h1

)
=
(
gk+1 ◦ gk1

)
◦ h1 = gk+1

1 ◦ h1.

Luego h(k+1)+1 ◦ fk+1
1 = hk+2 ◦ fk+1

1 = gk+1
1 ◦ h1, y el resultado se cumple para n = k + 1. Esto

termina la prueba por inducción. �

Corolario 4.7. Si (X, f∞) está semiconjugado con (Y, g∞) entonces para cada semiconjugación
h : X → Y sucede que

h ◦ fn1 = gn1 ◦ h, para cada n ∈ N ∪ {0}.

Para sistemas no-autónomos de la forma (X, f∞), por el siguiente resultado, tanto la transiti-
vidad como la m-transitividad en un conjunto se preservan bajo semiconjugación.

Teorema 4.8. Sean (X, f∞) y (Y, g∞) dos sistemas no-autónomos, m ∈ N \ {1} y h : X → Y
una semiconjugación. Sea A un subconjunto no vacío de X. Entonces se cumplen las siguientes
a�rmaciones:

1) si (X, f∞) es transitivo en A, entonces (Y, g∞) es transitivo en h(A);
2) si (X, f∞) es m-transitivo en A y h(A) tiene más de un punto, entonces (Y, g∞) es m-

transitivo en h(A).

Demostración. Para mostrar 1), supongamos que (X, f∞) es transitivo en A. Sean C y D dos
subconjuntos abiertos y no vacíos de h(A). Tomemos un subconjunto abierto y no vacío V de Y
tal que D = V ∩ h(A). Como D ∩ h(A) 6= ∅, por la Proposición 2.8, A ∩ h−1(D) 6= ∅. Usando la
contención A ⊂ h−1(h(A)), no es difícil probar que

A ∩ h−1(D) = A ∩ h−1(V ∩ h(A)) = A ∩ h−1(V ).

Esto implica, por la continuidad de h, que A∩ h−1(D) es un subconjunto abierto y no vacío de A.
De manera similar A ∩ h−1(C) es un subconjunto abierto y no vacío de A. Por la transitividad de
(X, f∞) en A y la propiedad 2) del Teorema 3.15, existe k ∈ N tal que

(5.1) (A ∩ h−1(D)) ∩ (fk1 )−1(A ∩ h−1(C)) 6= ∅.
Como h es una semiconjugación, por el Corolario 4.7, gk1 ◦ h = h ◦ fk1 . Luego

(A ∩ h−1(D)) ∩ (fk1 )−1(A ∩ h−1(C)) = A ∩ h−1(D) ∩ (fk1 )−1(A) ∩ (fk1 )−1(h−1(C)) =

= A ∩ h−1(D) ∩ (fk1 )−1(A) ∩ h−1((gk1 )−1(C)) = A ∩ (fk1 )−1(A) ∩ h−1(D ∩ (gk1 )−1(C)).

Usando (5.1) se deduce que

A ∩ (fk1 )−1(A) ∩ h−1(D ∩ (gk1 )−1(C)) 6= ∅.
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Esto implica que D ∩ (gk1 )−1(C) 6= ∅ y, por la propiedad 2) del Teorema 3.15, (Y, g∞) es transitivo
en h(A).

La prueba de 2) es similar a la que acabamos de presentar. Supongamos que (X, f∞) es m-
transitivo en A y que |h(A)| > 1. Sean {V1, V2, . . . , Vm} y {U1, U2, . . . , Um} dos familias de m
subconjuntos abiertos y no vacíos de h(A). Para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m} sea Wi un abierto en Y tal
que Vi = Wi ∩ h(A). Tomemos i ∈ {1, 2, . . . ,m}. Puesto que Vi ∩ h(A) 6= ∅, por la Proposición 2.8,
A ∩ h−1(Vi) 6= ∅. Usando la contención A ⊂ h−1(h(A)), no es difícil probar que

A ∩ h−1(Vi) = A ∩ h−1(Wi ∩ h(A)) = A ∩ h−1(Wi).

Esto implica, por la continuidad de h, que{
A ∩ h−1(V1), A ∩ h−1(V2), . . . , A ∩ h−1(Vm)

}
es una familia de m subconjuntos abiertos y no vacíos de A. De la misma manera se tiene que{

A ∩ h−1(U1), A ∩ h−1(U2), . . . , A ∩ h−1(Um)
}

es una familia de m subconjuntos abiertos y no vacíos de A. Como (X, f∞) es m-transitivo en A,
existe k ∈ N tal que

fk1 (A ∩ h−1(Ui)) ∩ (A ∩ h−1(Vi)) 6= ∅, para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m}.
Por la Proposición 2.8,

(h−1(Ui) ∩A) ∩ (fk1 )−1(h−1(Vi) ∩A) 6= ∅.
Al ser h una semiconjugaci
on, por el Corolario 4.7, gk1 ◦ h = h ◦ fk1 . Luego

∅ 6= h−1(Ui) ∩A ∩ (fk1 )−1(h−1(Vi) ∩A) =

= h−1(Ui) ∩A ∩ h−1((gk1 )−1(Vi)) ∩ (fk1 )−1(A) =

= A ∩ (fk1 )−1(A) ∩ h−1(Ui ∩ (gk1 )−1(Vi)).

Esto implica que Ui∩ (gk1 )−1(Vi) 6= ∅. Aplicando de nuevo la Proposición 2.8, tenemos que gk1 (Ui)∩
Vi 6= ∅ para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m} y, por tanto, (Y, g∞) es m-transitivo en h(A). �

Corolario 4.9. Sean (X, f∞) y (Y, g∞) dos sistemas no-autónomos, m ∈ N\{1} y h : X → Y una
conjugación. Sea A un subconjunto no vacío de X. Entonces se cumplen las siguientes a�rmaciones:

1) (X, f∞) es transitivo en A si y s
olo si (Y, g∞) es transitivo en h(A);

2) (X, f∞) es m-transitivo en A si y sólo si (Y, g∞) es m-transitivo en h(A).

Demostración. Basta observar que, bajo el homeomor�smo h, A es no vacío en X si y s
olo si h(A) es no vacío en Y, y A tiene más de un punto si y sólo si h(A) tiene más de un punto, y
aplicar el Teorema 4.8. �

Los siguientes resultados aparecen originalmente en [40, Teorema 3.3 y Corolario 3.3], respec-
tivamente, para subconjuntos cerrados A de X y semiconjugaciones h : X → Y para las que h(A)
es un subconjunto cerrado en Y. En el primero se indica que �ser un conjunto transitivo� es una
propiedad que se preserva bajo semiconjugación. También, bajo las condiciones que se mencionan,
�ser un conjuntom-transitivo� se preserva bajo semiconjugación. Del corolario se in�ere que �poseer
un conjunto transitivo� y �poseer un conjunto m-transitivo� son propiedades dinámicas.

Teorema 4.10. Sean (X, f∞) y (Y, g∞) dos sistemas no-autónomos, m ∈ N \ {1} y h : X → Y
una semiconjugación. Sea A un subconjunto no vacío de X. Entonces se cumplen las siguientes
a�rmaciones:

1) si A es transitivo en (X, f∞), entonces h(A) es transitivo en (Y, g∞);
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2) si A esm-transitivo en (X, f∞) y h(A) tiene más de un punto, entonces h(A) esm-transitivo
en (Y, g∞).

Demostración. La prueba de 1) sigue ideas muy similares a las indicadas en la prueba de la a�r-
mación 1) del Teorema 4.8. Sean C un subconjunto abierto y no vacío de h(A) y V un subconjunto
abierto y no vacío de Y tal que V ∩ h(A) 6= ∅. Hagamos D = V ∩ h(A). Como indicamos en la
prueba de la parte 1) del Teorema 4.8, A ∩ h−1(C) es un subconjunto abierto y no vacío de A y
h−1(V ) es un subconjunto abierto de X tal que A ∩ h−1(V ) 6= ∅. Puesto que A es transitivo en
(X, f∞), por la parte 2) del Teorema 3.16, existe k ∈ N tal que

A ∩ h−1(C) ∩ (fk1 )−1(h−1(V )) 6= ∅.
Como h es una semiconjugación, por el Corolario 4.7, gk1 ◦ h = h ◦ fk1 . Luego

A ∩ h−1(C) ∩ (fk1 )−1(h−1(V )) = A ∩ h−1(C) ∩ h−1((gk1 )−1(V )) =

= A ∩ h−1(C ∩ (gk1 )−1(V )).

Esto implica que C ∩ (gk1 )−1(V ) 6= ∅ y, por la parte 2) del Teorema 3.16, h(A) es transitivo en
(Y, g∞) probando así 1). La demostración de 2) sigue ideas similares a las que acabamos de escribir
y a las indicadas en la prueba de la parte 2) del Teorema 4.8. �

Corolario 4.11. Sean (X, f∞) y (Y, g∞) dos sistemas no-autónomos,m ∈ N\{1} y h : X → Y una
conjugación. Sea A un subconjunto no vacóo deX. Entonces se cumplen las siguientes a�rmaciones:

1) A es transitivo en (X, f∞) si y sólo si h(A) es transitivo en (Y, g∞);
2) A es m-transitivo en (X, f∞) si y sólo si h(A) es m-transitivo en (Y, g∞).

Para sistemas no-autónomos en la forma general, se tiene el siguiente resultado, que generaliza
la parte (ii) de [50, Lema 3.1], en donde se supone queX y Y son espacios métricos y solo se muestra
que, cuando la condición (?) se cumple, la transitividad de (E∞, g∞) implica la transitividad de
(D∞, f∞).

Teorema 4.12. Sean (D∞, f∞) y (E∞, g∞) dos sistemas no-autónomos ym ∈ N\{1}. Supongamos
que (D∞, f∞) está conjugado con (E∞, g∞), y que h∞ = {hn : n ∈ N} es una conjugación con la
siguiente propiedad:

(?) para cada n1, n2 ∈ N con n1 6= n2, si En1
∩En2

6= ∅, entonces h−1
n1

(y) = h−1
n2

(y), para toda
y ∈ En1

∩ En2
.

Dado un subconjunto no vacío B de E1, se cumplen las siguientes a�rmaciones:

1) si (E∞, g∞) es transitivo en B, entonces (D∞, f∞) es transitivo en h−1
1 (B);

2) si (E∞, g∞) es m-transitivo en B, entonces (D∞, f∞) es m-transitivo en h−1
1 (B).

Demostración. Para mostrar 1), supongamos que (E∞, g∞) es transitivo en B. Sean U y V dos
subconjuntos abiertos y no vacíos de h−1

1 (B). Como h1 : D1 → E1 es un homeomor�smo, h1(U) y
h1(V ) son subconjuntos abiertos y no vacíos de B. Puesto que (E∞, g∞) es transitivo en B, existe
k ∈ N tal que

(gk1 )(h1(U)) ∩ h1(V ) 6= ∅.
Por la Proposición 4.6, gk1 ◦h1 = hk+1 ◦ fk1 , de donde hk+1(fk1 (U))∩h1(V ) 6= ∅. Esto implica, pues
hk+1 es un homeomor�smo, que

fk1 (U) ∩ (h−1
k+1 ◦ h1)(V ) 6= ∅.

Sea x ∈ U tal que fk1 (x) ∈ (h−1
k+1 ◦ h1)(V ). Entonces existe y ∈ V tal que hk+1(fk1 (x)) = h1(y).

Notemos que k + 1 6= 1, pues k ∈ N. Además h1(y) ∈ E1 y hk+1(fk1 (x)) ∈ Ek+1. Como dichos
elementos son iguales, tenemos que E1 ∩ Ek+1 6= ∅ y h1(y) ∈ E1 ∩ Ek+1. Luego, por (?),

h−1
k+1(h1(y)) = h−1

1 (h1(y)) = y.
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Utilizando esto y la igualdad hk+1(fk1 (x)) = h1(y), tenemos que

fk1 (x) = h−1
k+1(h1(y)) = y.

Esto prueba que fk1 (U) ∩ V 6= ∅, por lo que (D∞, f∞) es transitivo en h−1
1 (B).

Antes de probar 2), conviene indicar que en la demostración de la parte 1) hemos hecho ver lo
siguiente:

(5.2) si hk+1(fk1 (U)) ∩ h1(V ) 6= ∅, entonces fk1 (U) ∩ V 6= ∅.
Para probar 2) supongamos que (E∞, g∞) es m-transitivo en B. Sean {U1, U2, . . . , Um} y {V1,
V2, . . . , Vm} dos familias de m subconjuntos abiertos y no vacíos de h−1

1 (B). Como h1 es un ho-
meomor�smo, se tiene que

{h1(U1), h1(U2), . . . , h1(Um)} y {h1(V1), h1(V2), . . . , h1(Vm)}
son dos familias de m subconjuntos abiertos y no vacíos de B. Puesto que (E∞, g∞) es m-transitivo
en B, existe k ∈ N tal que, para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m},

(gk1 )(h1(Ui)) ∩ h1(Vi) 6= ∅.
Por la Proposición 4.6, gk1 ◦ h1 = hk+1 ◦ fk1 , de donde

hk+1(fk1 (Ui)) ∩ h1(Vi) 6= ∅, para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m}.
Luego, por (5.2), obtenemos que

fk1 (Ui) ∩ Vi 6= ∅, para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m}.
Por tanto, (D∞, f∞) es m-transitivo en h−1

1 (B). �

Bajo las hipótesis del Teorema 4.12, tomando B = E1 se deduce que si (E∞, g∞) es transitivo
(respectivamente, m-transitivo), entonces (D∞, f∞) es transitivo (respectivamente, m-transitivo).
Si los sistemas no-autónomos (X, f∞) y (Y, g∞) están conjugados entonces, por la De�nición 4.2,
toda conjugación es un homeomor�smo h de X en Y. En tal situación, la propiedad (?) del Teore-
ma 4.12 se cumple pues, para cada n ∈ N, En = Y y hn = h. Entonces, de las a�rmaciones 1) y 2)
del Teorema 4.12, si (Y, g∞) es transitivo (respectivamente, m-transitivo) en B, entonces (X, f∞)
es transitivo (respectivamente, m-transitivo) en h−1(B).

5. Órbitas, Puntos Periódicos y Transitividad

En esta sección estudiamos, tanto en un sistema autónomo como en uno no-autónomo, la
relación que existe entre las órbitas de los puntos y la transitividad. Resaltamos diferencias que
existen entre sistemas autónomos y no-autónomos mediante ejemplos, mostrando resultados que
son válidos para sistemas autónomos, pero no necesariamente para los no-autónomos. De�nimos
los puntos periódicos de un sistema no-autónomo, los cuales serán de suma importancia en la si-
guiente sección. También analizamos la relación que existe entre puntos aislados, puntos transitivos
(De�nición 5.13) y la transitividad en los sistemas autónomos y en los no-autónomos. Las nociones
y resultados que aparecen en esta sección, fueron tomados principalmente de [1] y [66].

Conviene mencionar que en [66] un sistema no-autónomo tiene la forma (D∞, f∞), donde
D∞ = {Dn : n ∈ N ∪ {0}} es una sucesión de subconjuntos de un espacio métrico X y f∞ =
{fn : n ∈ N∪{0}} es una sucesión tal que, para cada n ∈ N∪{0}, fn : Dn → Dn+1 es una función,
no necesariamente continua. En otras palabras, en [66] los sistemas no-autónomos son como los
que consideramos en la De�nición 3.3, pero sin pedir que cada función fn sea continua. Como
el lector puede observar, las respectivas nociones de transitividad, m-transitividad, conjugación y
semiconjugación pudieron presentarse sin pedir que las funciones a considerar sean continuas. En
muchos de los resultados que ya probamos, la continuidad de las respectivas funciones no es una
propiedad esencial. Lo mismo sucederá con varias nociones y resultados que escribiremos a partir
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de ahora. Tomando en cuenta esto, adaptaremos los resultados de [66] a la forma en como hemos
considerado en la De�nición 3.3 la noción de sistema no-autónomo.

Notemos primero que en el caso autónomo la órbita de cada punto es un conjunto invariante.
Esto es, si (X, f) es un sistema autónomo entonces para cada x ∈ X sucede que

f(orb(x, f)) ⊂ orb(x, f).

La situación es distinta en un sistema no-autónomo, como lo muestran los siguientes ejemplos,
tomados de [65, Ejemplo 2.7].

Ejemplo 5.1. Presentamos un sistema estrictamente no-autónomo (X, f∞) que posee un punto
cuya órbita no es invariante. Para ver esto, tomemos X = R con la topología usual, así como las
funciones continuas g1, g2 : R→ R de�nidas en x ∈ R como

g1(x) = x+ 1 y g2(x) = x− 1.

Sean fn = g1 para n impar, fn = g2 para n par y f∞ = {fn : n ∈ N}. En el sistema no-autónomo
(R, f∞) si x ∈ R, entonces

orb(x, f∞) = {x, x+ 1, x, x+ 1, x, x+ 1, . . .} = {x, x+ 1}.

En particular, orb(1, f∞) = {1, 2} y

fn1 (orb(1, f∞)) =

{
{2, 3}, si n es impar,
{1, 2} = orb(1, f∞), si n es par.

Luego orb(1, f∞) no es un conjunto invariante en (R, f∞). �

Ejemplo 5.2. Presentamos un sistema estrictamente no-autónomo (X, f∞) que posee un punto
cuya órbita es invariante. Para ver esto, tomemos X = R con la topología usual así como las
funciones continuas h1, h2 : R→ R de�nidas en x ∈ R como

h1(x) = x2 y h2(x) = −x.

Sean fn = h1 para n impar, fn = h2 para n par y f∞ = {fn : n ∈ N}. En el sistema no-autónomo
(R, f∞) si x ∈ R, entonces

orb(x, f∞) = {x, x2,−x2, x4,−x4, . . .}.

En particular, orb(−1, f∞) = {−1, 1} y

fn1 (orb(−1, f∞)) ⊂ {−1, 1} = orb(−1, f∞).

Luego orb(−1, f∞) es un conjunto invariante en (R, f∞). �

5.1. Puntos Periódicos. Recordemos que si (X, f) es un sistema autónomo y x ∈ X,
entonces x es un punto k-periódico de (X, f) si k ∈ N y fk(x) = x. Al menor número natural k
tal que fk(x) = x se le llama el periodo de x. Decimos que x es un punto periódico de (X, f) si
existe k ∈ N tal que x es un punto k-peri�podico de (X, f). Un punto �jo de (X, f) es un punto
1-periódico de (X, f). La noción de punto periódico no es estándar en los sistemas no-autónomos.
En la literatura han aparecido tres nociones que distinguimos como (P1), (P2) y (P3). Todas ellas
generalizan la noción de punto periódico en el caso autónomo.

De�nición 5.3. Sean (D∞, f∞) un sistema no-autónomo y x ∈ D1. Decimos que x es un punto

(P1) k-periódico en el sentido (P1) si k ∈ N y fk1 (x) = x; al menor k con esta propiedad se
le llama el periodo de x.

(P2) k-peri
odico en el sentido (P2) si k ∈ N y fkn1 (x) = x para cada n ∈ N; al menor k con esta
propiedad se le llama el periodo de x.
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(P3) k-periódico en el sentido (P3) si k ∈ N y

(5.1) fk+n
1 (x) = fn1 (x), para toda n ∈ N ∪ {0};

si además de (5.1) se tiene que k 6= 1 y fm1 (x) 6= x para cada m ∈ {1, 2, . . . , k−1}, decimos
que k es el periodo de x.

Para i ∈ {1, 2, 3}, decimos que x es un punto periódico de (D∞, f∞) en el sentido (Pi) si
existe k ∈ N tal que x es k-periódico en el sentido (Pi). Decimos que x es un punto �jo de
(D∞, f∞) en el sentido (Pi) si x es un punto 1-periódico en el sentido (Pi).

En [49] se consideran los puntos periódicos en el sentido (P1), mientras que en [43] se toman
en el sentido (P2) y tanto en [50, De�nición 2.1] como en [66, De�nición 2.1] se consideran en el
sentido (P3). En [1] se dice que el periodo de un punto k-periódico en el sentido (P3) con k 6= 1 es el
menor número natural k tal que fk1 (x) = x y los elementos del conjunto {f1

1 (x), f2
1 (x), . . . , fk−1

1 (x)}
son diferentes dos a dos. Notemos que esta forma de considerar el periodo de un punto periódico
en el sentido (P3) di�ere a la dada en la De�nición 5.3. Notemos también que los puntos periódicos
en el sentido (P1) y en el (P2) tienen periodo. Más adelante, en los Ejemplos 5.11 y 5.12, vemos
que un punto periódico en el sentido (P3) puede no tener periodo. Notemos que en el sistema
no-autónomo (R, f∞) descrito en el Ejemplo 5.1, cada elemento de R es un punto 2-periódico en
el sentido (P3) y de periodo 2.

Consideremos de momento los puntos �jos de un sistema no-autónomo (D∞, f∞). Notemos
que x es un punto �jo en el sentido (P1) si f1(x) = x. En dicho caso bien puede suceder que f2(x)
y f1(x) sean puntos distintos. El sistema no-autónomo (X, f∞) del Ejemplo 5.28 tiene un único
punto �jo a1 en el sentido (P1) y, para cada n ∈ N\{1}, sucede que fn(a1) 6= a1 = f1(a1). Además
orb(a1, f∞) es in�nito.

Notemos ahora que x es un punto �jo en el sentido (P2) si fn1 (x) = x, para toda n ∈ N. En
dicho caso, orb(x, f∞) = {x} es un conjunto �nito. El siguiente resultado aparece probado en [1,
Teorema 2.1], para sistemas no-autónomos de la forma (X, f∞).

Proposición 5.4. Sean (D∞, f∞) un sistema no-autónomo y x ∈ X. Entonces x es un punto �jo
en el sentido (P2) si y sólo si fn(x) = x para cada n ∈ N.

Demostración. Supongamos primero que x es un punto �jo en el sentido (P2). Luego fn1 (x) = x
para cada n ∈ N. En particular, f1(x) = f1

1 (x) = x y si n > 2, entonces

fn(x) = fn(fn−1
1 (x)) = fn1 (x) = x.

Esto prueba que fn(x) = x para cada n ∈ N.

Ahora supongamos que fn(x) = x para toda n ∈ N. Luego para n ∈ N,

fn1 (x) = (fn ◦ · · · ◦ f2 ◦ f1)(x) = (fn ◦ · · · ◦ f3 ◦ f2)(f1(x)) = (fn ◦ · · · ◦ f3 ◦ f2)(x) =

= (fn ◦ · · · ◦ f4 ◦ f3)(f2(x)) = (fn ◦ · · · ◦ f4 ◦ f3)(x) = · · · = fn(x) = x.

Por tanto, x es un punto �jo en el sentido (P2). �

Notemos ahora que x es un punto �jo en el sentido (P3) si f1+n
1 (x) = fn1 (x) para cada

n ∈ N ∪ {0}. De esto se in�ere el siguiente resultado.

Proposición 5.5. Sean (D∞, f∞) un sistema no-autónomo y x ∈ X. Entonces x es un punto �jo
en el sentido (P2) si y sólo si x es un punto �jo en el sentido (P3).

Demostración. Supongamos primero que x es un punto �jo en el sentido (P2). Entonces, por
la Proposición 5.4, fn1 (x) = x y fn(x) = x, para cada n ∈ N. En particular f1+0

1 (x) = f1
1 (x) =

f1(x) = x = f0
1 (x) y, para toda n ∈ N,

fn+1
1 (x) = fn+1(fn1 (x)) = fn+1(x) = x = fn1 (x).
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Luego f1+n
1 (x) = fn1 (x) para cada n ∈ N ∪ {0}, por lo que x es un punto �jo en el sentido (P3).

Ahora supongamos que x es un punto �jo en el sentido (P3). Entonces f1+n
1 (x) = fn1 (x) para

cada n ∈ N ∪ {0}. Probemos por inducci
on que fn1 (x) = x para cada n ∈ N. Para n = 1 tenemos que f1

1 (x) = f1+0
1 (x) = f0

1 (x) = x.

Supongamos que fk1 (x) = x. Entonces fk+1
1 (x) = f1+k

1 (x) = fk1 (x) = x. Esto prueba que fn1 (x) = x
para cada n ∈ N y, por tanto, x es un punto �jo en el sentido (P2). �

Así pues, los puntos �jos en el sentido (P2) coinciden con los puntos �jos en el sentido (P3).
Consideremos ahora los puntos periódicos como en la De�nición 5.3. Notemos que

(P3) =⇒ (P2) =⇒ (P1)

es decir, todo punto k-periódico en el sentido (P3) es k-periódico en el sentido (P2) y, también,
todo punto k-periódico en el sentido (P2) es k-periódico en el sentido (P1). Las implicaciones
recíprocas no son ciertas y más adelante, en esta sección, veremos ejemplos que ilustran esto (ver
Ejemplos 5.11, 5.12, 5.17, y 5.18).

Para cada i ∈ {1, 2, 3} de�nimos

(5.2) Pi(f∞) = {x ∈ D1 : x es un punto periódico de (D∞, f∞) en el sentido (Pi)}.
Para un sistema autónomo (X, f), de�nimos

(5.3) P (f) = {x ∈ X : x es un punto periódico de (X, f)}.
El siguiente resultado se sigue directamente de la noción de punto periódico y de la parte 2)

de la Proposición 2.2.

Proposición 5.6. Sean (X, f) un sistema autónomo y A un subconjunto no vacío de X tal que
f(A) ⊂ A. Entonces P (f) es denso en A si y sólo si P (f |A), el conjunto de puntos periódicos del
sistema autónomo (A, f |A), es denso en A.

Ahora mostramos una propiedad de los puntos k-periódicos en el sentido (P3).

Proposición 5.7. Sean (D∞, f∞) un sistema no-autónomo, k, n ∈ N y x ∈ D1. Si x es un punto
k-periódico de (D∞, f∞) en el sentido (P3), entonces

(5.4) fkm+n
1 (x) = fn1 (x), para cada m ∈ N ∪ {0}.

Demostración. Sea m ∈ N ∪ {0}. Si m = 0, la igualdad (5.4) es cierta. Si m = 1 entonces, por
(5.1), fk+n

1 (x) = fn1 (x). Supongamos que m > 2. Utilizando m veces la igualdad (5.1), tenemos
que

fkm+n
1 (x) = f

k+[k(m−1)+n]
1 (x) = f

k(m−1)+n
1 (x) = f

k+[k(m−2)+n]
1 (x) = f

k(m−2)+n
1 (x) =

= · · · = f
k[m−(m−1)]+n
1 (x) = fk+n

1 (x) = fn1 (x).

�

5.2. Conjugación y Semiconjugación. En la prueba del siguiente resultado vemos que,
para dos sistemas no-autónomos (X, f∞) y (Y, g∞), �ser un punto k-periódico� y �tener un conjunto
denso de puntos periódicos� son propiedades que se preservan bajo semiconjugación. En particular,
son propiedades dinámicas.

Teorema 5.8. Sean (X, f∞) y (Y, g∞) dos sistemas no-autónomos, h : X → Y una semiconjugación
e i ∈ {1, 2, 3}. Entonces se cumplen las siguientes a�rmaciones:

1) si x ∈ Pi(f∞), entonces h(x) ∈ Pi(g∞);
2) si Pi(f∞) es denso en X, entonces Pi(g∞) es denso en Y.
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Demostración. Para probar 1), sea x ∈ Pi(f∞). Hagamos y = h(x) y supongamos primero
que x es k-periódico de (X, f∞) en el sentido (P1). Entonces fk1 (x) = x. Por el Corolario 4.7,
gk1 ◦ h = h ◦ fk1 , así que

gk1 (y) = gk1 (h(x)) = h(fk1 (x)) = h(x) = y,

de donde y es k-periódico de (Y, g∞) en el sentido (P1).

Ahora supongamos que x es k-periódico de (X, f∞) en el sentido (P2). Entones fkn1 (x) = x
para toda n ∈ N. Dada n ∈ N tenemos, por el Corolario 4.7, gkn1 ◦ h = h ◦ fkn1 , así que

gkn1 (y) = gkn1 (h(x)) = h(fkn1 (x)) = h(x) = y,

por lo que y es k-periódico de (Y, g∞) en el sentido (P2).

Para terminar la prueba de 1) supongamos que x es un punto k-periódico de (X, f∞) en el
sentido (P3). Entonces fk+n

1 (x) = fn1 (x), para cada n ∈ N ∪ {0}. Fijemos n ∈ N ∪ {0}. Por el
Corolario 4.7, gn1 ◦ h = h ◦ fn1 y gk+n

1 ◦ h = h ◦ fk+n
1 . Luego

gk+n
1 (y) = gk+n

1 (h(x)) = h
(
fk+n

1 (x)
)

= h (fn1 (x)) = gn1 (h(x)) = gn1 (y).

Por tanto, y es un punto k-periódico de (Y, g∞) en el sentido (P3). Esto prueba 1).

Para mostrar 2) supongamos que, para cada i ∈ {1, 2, 3}, Pi(f∞) es denso en X. Sea V un
subconjunto abierto y no vacío de Y. Entonces h−1(V ) es un subconjunto abierto y no vacío de
X y, como Pi(f∞) es denso en X, existe p ∈ h−1(V ) ∩ Pi(f∞). Por 1), h(p) ∈ Pi(g∞), así que
V ∩ P (g∞) 6= ∅. Luego Pi(g∞) es denso en Y y 2) se cumple. �

Para sistemas no-autónomos en la forma general, se tiene el siguiente resultado, que generaliza
la parte (i) de [50, Lema 3.1], en donde se supone que X y Y son espacios métricos y solamente
se utilizan puntos periódicos en el sentido (P3).

Teorema 5.9. Sean (D∞, f∞) y (E∞, g∞) dos sistemas no-autónomos. Supongamos que (D∞, f∞)
está conjugado con (E∞, g∞), y que h∞ = {hn : n ∈ N} es una conjugación con la siguiente
propiedad:

(?) para cada n1, n2 ∈ N con n1 6= n2, si En1 ∩En2 6= ∅, entonces h−1
n1

(y) = h−1
n2

(y), para toda
y ∈ En1

∩ En2
.

Para cada i ∈ {1, 2, 3}, se cumplen las siguientes a�rmaciones:

1) si y ∈ Pi(g∞), entonces h−1
1 (y) ∈ Pi(f∞);

2) si Pi(g∞) es denso en E1, entonces Pi(f∞) es denso en D1.

Demostración. Recordemos que, para cada n ∈ N, hn : Dn → En es un homeomor�smo. Para
ver 1) sea y ∈ Pi(g∞). Hagamos x = h−1

1 (y) y supongamos que y ∈ E1 es un punto k-periódico de
(E∞, g∞) en el sentido (P1). Entonces k ∈ N y gk1 (y) = y. Por la Proposición 4.6, hk+1◦fk1 = gk1 ◦h1.
Luego

hk+1(fk1 (x)) = gk1 (h1(x)) = gk1 (y) = y = h1(x).

Puesto que k ∈ N, tenemos que k + 1 6= 1. Además hk+1(fk1 (x)) ∈ Ek+1 y h1(x) ∈ E1 y como
dichos elementos son iguales, Ek+1 ∩ E1 6= ∅. Aplicando (?) deducimos que

x = h−1
1 (h1(x)) = h−1

k+1(h1(x)) = h−1
k+1(hk+1(fk1 (x))) = fk1 (x).

Luego fk1 (x) = x, de donde x es un punto k-periódico de (D∞, f∞) en el sentido (P1). Por tanto
h−1

1 (y) ∈ P1(f∞).

Ahora supongamos que y ∈ E1 es un punto k-periódico de (E∞, g∞) en el sentido (P2).
Entonces k ∈ N y gkn1 (y) = y para toda n ∈ N. Fijemos n ∈ N. Por la Proposición 4.6, hkn+1◦fkn1 =
gkn1 ◦ h1. Luego

hkn+1(fkn1 (x)) = gkn1 (h1(x)) = gkn1 (y) = y = h1(x).
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Como k, n ∈ N tenemos que kn + 1 6= 1. Además hkn+1(fkn1 (x)) ∈ Ekn+1 y h1(x) ∈ E1 y al ser
dichos elementos iguales, Ekn+1 ∩ E1 6= ∅. Aplicando (?) deducimos que

x = h−1
1 (h1(x)) = h−1

kn+1(h1(x)) = h−1
kn+1(hkn+1(fkn1 (x))) = fkn1 (x).

Luego fkn1 (x) = x, de donde x es un punto k-periódico de (D∞, f∞) en el sentido (P2). Por tanto
h−1

1 (y) ∈ P2(f∞).

Para terminar la prueba de 1) supongamos que y ∈ E1 es un punto k-periódico de (E∞, g∞)

en el sentido (P3). Entonces k ∈ N y gk+n
1 (y) = gn1 (y), para cada n ∈ N∪{0}. Fijemos n ∈ N∪{0}.

Por la Proposición 4.6,

hn+1 ◦ fn1 = gn1 ◦ h1 y hk+n+1 ◦ fk+n
1 = gk+n

1 ◦ h1.

Luego hn+1 ◦ fn1 ◦ h−1
1 = gn1 , por lo que

hk+n+1

(
fk+n

1 (x)
)

= gk+n
1 (h1(x)) = gk+n

1 (y) = gn1 (y) =

= hn+1

(
fn1
(
h−1

1 (y)
))

= hn+1 (fn1 (x)) .

Como k ∈ N tenemos que k + n+ 1 6= n+ 1. Además

hn+1(fn1 (x)) ∈ En+1, hk+n+1(fk+n
1 (x)) ∈ Ek+n+1 y hk+n+1(fk+n

1 (x)) = hn+1(fn1 (x))

por lo que hn+1(fn1 (x)) ∈ En+1 ∩ Ek+n+1. Aplicando (?), deducimos que

fn1 (x) = h−1
n+1 (hn+1 (fn1 (x))) = h−1

k+n+1 (hn+1 (fn1 (x))) =

= h−1
k+n+1

(
hk+n+1

(
fk+n

1 (x)
))

= fk+n
1 (x).

Es decir, fk+n
1 (x) = fn1 (x), de donde x es un punto k-periódico de (D∞, f∞) en el sentido (P3).

Luego h−1
1 (y) ∈ P3(f∞). Esto prueba 1).

Para mostrar 2) supongamos que, para cada i ∈ {1, 2, 3}, Pi(g∞) es denso en E1. Sea U un
subconjunto abierto y no vacío de D1. Entonces h1(U) es un subconjunto abierto y no vacío de
E1. Como Pi(g∞) es denso en E1, existe q ∈ Pi(g∞) ∩ h1(U). Por 1), h−1

1 (q) ∈ Pi(f∞) ∩ U. Esto
prueba que Pi(f∞) es denso en D1. �

Como comentamos al �nal de la Sección 4, si (X, f∞) y (Y, g∞) son dos sistemas no-autónomos
y h : X → Y es una conjugación, entonces se satisface la propiedad (?). Por tanto, de las propiedades
1) y 2) del Teorema 5.9, se in�ere que h−1(Pi(g∞)) ⊂ Pi(f∞) y si Pi(g∞) es denso en Y, entonces
Pi(f∞) es denso en X (i ∈ {1, 2, 3}).

5.3. Las órbitas en un Sistema No-Autónomo. Consideremos ahora la siguiente de�-
nición.

De�nición 5.10. Sean (D∞, f∞) un sistema no-autónomo, i ∈ {1, 2, 3} y x ∈ D1 un punto
periódico de (D∞, f∞) en el sentido (Pi). La órbita periódica de x en (D∞, f∞) es el conjunto
orb(x, f∞). Un subconjunto no vacío B de X es una órbita periódica de (D∞, f∞) en el sentido
(Pi) si existe un punto periódico y ∈ D1 de (D∞, f∞) en el sentido (Pi) tal que orb(y, f∞) = B.

Notemos que la órbita de un punto k-periódico en el sentido (P3) es un conjunto �nito, justo
su órbita periódica

orb(x, f∞) =
{
x, f1(x), f2

1 (x), . . . , fk−1
1 (x)

}
.

Como vemos en esta sección, la órbita periódica de un punto periódico en el sentido (P1) o (P2) es
un conjunto que puede ser �nito o bien in�nito. Aún y cuando la órbita de un punto k-periódico
en el sentido (P2) sea �nita, con k > 2, el punto no tiene porque ser k-periódico en el sentido (P3),
como muestra el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 5.11. Construimos un sistema no-autónomo (X, f∞) que posee un punto x ∈ X con las
siguientes propiedades: x es 2-periódico en el sentido (P2) pero no en el sentido (P3), orb(x, f∞)
posee tres elementos, x es 4-periódico en el sentido (P3) y x no tiene periodo en el sentido (P3).
Para ver esto, supongamos que el espacio topológico X tiene por lo menos 3 elementos distintos
a1, a2 y a3. Para cada n ∈ N, de�nimos una función fn : X → X de manera que fi = fj si y sólo
si i y j son congruentes módulo 4. Además f1, f2, f3 y f4 son tales que

f1(a1) = a2, f2(a2) = a1, f3(a1) = a3 y f4(a3) = a1.

Hagamos x = a1 y consideremos el sistema no-autónomo (X, f∞). Entonces orb(x, f∞) = {a1, a2, a3}
y f2n

1 (x) = x para cada n ∈ N. Por tanto x es 2-periódico en el sentido (P2), pero no en el sentido
(P3), pues f2+1

1 (x) = a3, f
1
1 (x) = a2 y a2 6= a3. Notemos que x es 4-periódico en el sentido (P3).

Sin embargo, x no tiene periodo 4 en el sentido (P3), pues f2
1 (x) = x. �

Cuando la construcción del Ejemplo 5.11 la realizamos en un espacio que posee al menos cuatro
puntos en lugar de tres, obtenemos una dinámica distinta, como ilustra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.12. Construimos un sistema estrictamente no-autónomo (X, f∞) que posee un punto
x ∈ X con las siguientes propiedades: x es 5-periódico en el sentido (P3) pero no tiene periodo en
el sentido (P3), x es 3-periódico en el sentido (P1) pero no en el sentido (P2) ni (P3) y orb(x, f∞)
posee cuatro elementos. Para ver esto, supongamos que el espacio topológico X tiene por lo menos
4 elementos distintos a1, a2, a3 y a4. Para cada n ∈ N, de�nimos fn : X → X de manera que fi = fj
si y sólo si i y j son congruentes módulo 5. Además, f1, f2, f3, f4 y f5 se de�nen de modo que

f1(a1) = a2, f2(a2) = a3, f3(a3) = a1, f4(a1) = a4 y f5(a4) = a1.

Hagamos x = a1 y consideremos el sistema no-autónomo (X, f∞). Entonces

orb(x, f∞) = {a1, a2, a3, a4},

y f5+n
1 (x) = fn1 (x), para cada n ∈ N ∪ {0}. Por tanto, x es un punto 5-periódico de (X, f∞) en

el sentido (P3). Sin embargo, x no tiene periodo 5, pues f3
1 (x) = x. Notemos que x es un punto

3-periódico en el sentido (P1) pero no en el sentido (P2) ni (P3), pues f6
1 (x) = f

2(3)
1 (x) = a2 6= a1,

f4
1 (x) = f3+1

1 (x) = a4, f
1
1 (x) = a2 y a2 6= a4. Por tanto, en el sentido (P3), x es un punto periódico

de (X, f∞) que no tiene periodo. �

Si (X, f) es un sistema autónomo, x ∈ X y y = fm(x) ∈ orb(x, f), entonces

orb(y, f) = {fn(x) : n > m}

es una cola de orb(x, f), considerada como una sucesión. Si (X, f∞) es un sistema no-autónomo,
x ∈ X y y = fm1 (x) ∈ orb(x, f∞) entonces, como vemos en los Ejemplos 5.18 y 5.19, el conjunto

orb(y, f∞) = {fn1 (fm1 (x)) : n ∈ N ∪ {0}}

no necesariamente es una cola de la sucesión orb(x, f∞). Consideremos ahora la siguiente noción.

De�nición 5.13. Sean (D∞, f∞) un sistema no-autónomo y A un subconjunto no vacío de D1. Se
dice que (D∞, f∞) posee un punto transitivo en A, si existe x ∈ A tal que el conjuto orb(x, f∞)
es denso en A.

Si (D∞, f∞) posee un punto transitivo x en A, es común decir que x es un punto transitivo de
A. Por la Proposición 2.7, tenemos los siguientes resultados.

Proposición 5.14. Si X es un espacio T1 sin puntos aislados, entonces los elementos en la órbita
de un punto transitivo son puntos transitivos.
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Proposición 5.15. Sea (D∞, f∞) un sistema no-autónomo, donde X es un espacio T1. Si A es un
subconjunto no vac
io de D1 sin puntos aislados y x es un punto transitivo de A entonces, para cada n ∈ N ∪ {0}, el
conjunto {fm1 (x) : m > n} es denso en A.

Corolario 5.16. Sea (X, f∞) un sistema no-autónomo, donde X es un espacio T1 sin puntos
aislados. Si x es un punto transitivo deX entonces, para cada n ∈ N∪{0}, el conjunto {fm1 (x) : m >
n} es denso en X.

Notemos que si x es un punto periódico de un sistema autónomo (X, f), entonces x tiene
periodo y los elementos de la órbita de x, son puntos periódicos del mismo periodo. Vamos ahora
a presentar algunos ejemplos en donde se muestra que, en un sistema estrictamente no-aut
onomo, la propiedad anterior así como la Proposici
on 5.14 pueden no cumplirse.

Ejemplo 5.17. Presentamos un conjunto �nitoX y un sistema estrictamente no-autónomo (X, f∞)
con las siguientes propiedades:

1) cada elemento de X es un punto periódico y transitivo de X;
2) existe un punto periódico a de (X, f∞) en el sentido (P3) y ningún elemento de X \ {a}

es periódico en el sentido (P3);
3) los elementos de X \ {a} son puntos periódicos en el sentido (P1) pero no en el sentido

(P2);
4) (X, f∞) es transitivo pero no 2-transitivo.

Sea X = {a, b, c} un conjunto con tres elementos y con la topología discreta. Para cada n ∈ N,
de�nimos una función fn : X → X de manera que fi = fj si y sólo si i y j son congruentes módulo
3. Además f1, f2 y f3 se de�nen como sigue: f1(a) = b, f2(b) = c, f3(c) = a, f1(b) = a, f2(a) = b,
f3(b) = a, f1(c) = a, f3(a) = c y f2(c) = a. Entonces f1 6= f2, f1 6= f3 y f2 6= f3. Además
f3+n

1 (a) = fn1 (a), para cada n ∈ N ∪ {0}. Por tanto, a es un punto 3-periódico de (X, f∞) en el
sentido (P3), de periodo 3 y orb(a, f∞) = X. Notemos que b, un elemento de orb(a, f∞), no es
3-periódico en el sentido (P3), pues

f2
1 (b) = b, f5

1 (b) = f3+2
1 (b) = c y b 6= c.

Esto muestra que, en general,

a) los elementos en la órbita de un punto k-periódico en el sentido (P3), no necesariamente
son k-periódicos en el sentido (P3).

Es fácil ver que orb(b, f∞) = orb(c, f∞) = X. Por tanto, cada elemento de X es un punto
transitivo de X. Además fk1 (b) = b si y sólo si k = 2 o bien existe r ∈ N ∪ {0} tal que k = 4 + 3r.
Por tanto b es periódico en el sentido (P1). Notemos que b no es 2-periódico en el sentido (P2) pues
f6

1 (b) = f
2(3)
1 (b) = a y a 6= b. Notemos también que b no es 2-periódico en el sentido (P3) pues

f3
1 (b) = a, f5

1 (b) = f2+3
1 (b) = c y a 6= c.

Observemos que para ninguna r ∈ N∪{0}, b es (4+3r)-periódico en el sentido (P2) ni en el sentido
(P3), pues

f
2(4+3r)
1 (b) = f

4+3(2r+1)+1
1 (b) 6= b, f

(4+3r)+3
1 (b) = f

4+3(r+1)
1 (b) = b, f3

1 (b) = a

y a 6= b. Esto prueba que b no es un punto periódico de (X, f∞) en el sentido (P2) ni en el sentido
(P3). Notemos que fk1 (c) = c si y sólo si existe s ∈ N ∪ {0} tal que k = 5 + 3s. Por tanto c es un
punto periódico en el sentido (P1). Para ninguna s ∈ N∪ {0}, c es (5 + 3s)-periódico en el sentido
(P2) ni en el sentido (P3), pues

f
2(5+3s)
1 (c) = f

5+3(2s+1)+2
1 (c) 6= c, f

(5+3s)+3
1 (c) = f

5+3(s+1)
1 (c) = c, f3

1 (c) = a



84 5. SISTEMAS DINÁMICOS DISCRETOS NO-AUTÓNOMOS

y a 6= c. Esto prueba que c tampoco es un punto periódico de (X, f∞) en el sentido (P2) ni en el
sentido (P3).

Con lo que hemos escrito tenemos probado 1), 2) y 3). Del hecho de que cada elemento de X
tiene órbita densa en X, se sigue que (X, f∞) es transitivo. Para ver que (X, f∞) no es 2-transitivo,
notemos primero que fk1 (a) = a si y sólo si k es congruente con 0 módulo 3, mientras que fk1 (b) = c
si y sólo si k = 5 + 3t para alguna t ∈ N∪{0}, es decir si y sólo si k es congruente con 2 módulo 3.
Entonces, para las parejas {{a}, {b}} y {{a}, {c}} de abiertos no vacíos de X, no existe k ∈ N tal
que fk1 ({a}) ∩ {a} 6= ∅ y fk1 ({b}) ∩ {c} 6= ∅. Esto prueba que (X, f∞) no es 2-transitivo. �

Cuando tenemos un sistema autónomo (X, f) donde el espacio topológico X es in�nito y
T1, es fácil ver que los puntos periódicos no son transitivos. El siguiente ejemplo aparece en [1,
Teorema 2.3] y hace ver que, en un sistema no-autónomo (X, f∞), donde X es in�nito y T1, un
punto periódico puede ser también un punto transitivo. En su construcción utilizamos las llamadas
funciones lineales por pedazos en el intervalo unitario I = [0, 1]. Recordemos que si n ∈ N y tenemos
de�nida una función f : {x0, x1, . . . , xn} → I, donde 0 = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = 1, entonces
podemos extender f a I como sigue: para cada i ∈ {0, 1, . . . , n−1} la grá�ca de f en el subintervalo
[xi, xi+1] de I es el segmento de recta cuyos extremos son (xi, f(xi)) y (xi+1, f(xi+1)). Decimos
que f : I→ I es una función lineal por pedazos.

Para construir una función lineal por pedazos f : I → I, primero indicamos cómo se de�ne
f en un conjunto �nito {x0, x1, . . . , xn}, donde 0 = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = 1, y luego
decimos que f es lineal por pedazos en el resto. Por ejemplo, si g : I → I es la función de�nida
como g(0) = 0, g( 1

2 ) = 0, g(1) = 1 y lineal por pedazos en el resto, entonces g(x) = 0 para cada
0 6 x 6 1

2 y g(x) = 2x− 1 para toda 1
2 6 x 6 1.

Ejemplo 5.18. En el intervalo unitario I = [0, 1] de�nimos un sistema no-autónomo (I, f∞)
con las siguientes propiedades: existen un punto periódico x en el sentido (P2) que también es
un punto transitivo de I, así como y ∈ orb(x, f∞) \ {x} tal que y no es un punto periódico
ni un punto transitivo de I. Además x no es periódico en el sentido (P3). Para ver esto, sea
{s1, s2, . . . , sn, . . .} ⊂ I \ {0, 1} un subconjunto denso en I tal que 1

2 < s1. De�nimos (I, f∞) como
sigue: para cada n ∈ N, la función fn : I→ I satisface

fn(0) = 0, fn(1) = 0, f2n+1

(
1

2

)
= sn+1, f2n(sn) =

1

2

y tanto f2n como f2n+1 son lineales por pedazos en el resto. Además

f1(x) =

{
s1, si x = 1

2 ,
1
2 , si x = s1,

f2(x) =

{
1, si x = 1

2 ,
1
2 , si x = s1,

y tanto f1 como f2 son lineales por pedazos en el resto. Sean x = 1
2 y y = s1. Notemos que

orb(x, f∞) =

{
1

2
, s1,

1

2
, s2, . . . ,

1

2
, sn, . . .

}
y orb(y, f∞) =

{
s1,

1

2
, 1, 0, 0, . . .

}
.

Por tanto, y ∈ orb(x, f∞) \ {x} y orb(y, f∞) no es una cola de orb(x, f∞). Además x es un punto
periódico en el sentido (P2), cuya órbita es densa en I, mientras que y no es un punto periódico y
la órbita de y no es densa en I. Como los puntos periódicos en el sentido (P3) tienen órbita �nita,
x no es periódico en el sentido (P3). �

Un espacio topológico X es homogéneo si para cualesquiera x, y ∈ X, existe un homeomor�smo
f : X → X tal que f(x) = y. Un grupo topológico es una terna (G, τ, ·) tal que (G, τ) es un espacio
topológico, (G, ·) es un grupo (no necesariamente abeliano) y las funciones f1 : G × G → G y
f2 : G → G de�nidas, para x, y ∈ G, como f1(x, y) = x · y y f2(x) = x−1 (el inverso de x) son
continuas. En [3, Corolario 1.3.6] se prueba que los grupos topológicos son homogéneos.
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El siguiente ejemplo aparece en [1, Ejemplo 2.1] y está basado en el conjunto de Cantor C, con
su topología usual. Entre las propiedades de C que utilizaremos enunciamos las siguientes:

C1) Un espacio métrico X es homeomorfo a C si y sólo si X es compacto, totalmente disconexo
y sin puntos aislados. La prueba original de dicho resultado aparece en [13], aunque una
referencia más reciente es [45, Teorema 7.14].

C2) C es homogéneo. En [3, Sección 1.10] se dice que en [13] se prueba que C es un grupo
topológico abeliano y, por tanto, es homogéneo.

Quizá la prueba más natural de la homogeneidad de C es la siguiente: el conjunto {0, 1}, con la
operación de adición módulo 2, es un grupo topológico. Por [30, Teorema 12], el producto de grupos
topológicos es un grupo topológico, así que el espacio producto {0, 1}N es un grupo topológico y,
por tanto, es homogéneo. Además, por resultados estándares de la topología producto, {0, 1}N es
un espacio métrico, compacto, totalmente disconexo y sin puntos aislados. Luego, por la a�rmación
C1), {0, 1}N es homeomorfo a C. Esto prueba que C es homogéneo.

Ejemplo 5.19. En el conjunto de Cantor C de�nimos un sistema no-autónomo (C, h∞) con las
siguientes propiedades:

1) existen x, y ∈ C tales que x 6= y, x ∈ orb(y, h∞) y y ∈ orb(x, h∞);
2) x es un punto periódico en el sentido (P3) y y no es un punto periódico en el sentido (P3);
3) y es un punto transitivo de C y x no es un punto transitivo de C.

Podemos escribir C = C1 ∪ C2 donde C1 ( C, C2 ( C, C1 ∩ C2 = ∅ y tanto C1 como C2 son
homeomorfos a C. Usando la homogeneidad de C1 y C2, se sigue que para cada z1, z2 ∈ C1 y
todo y1, y2 ∈ C2 existen homeomor�smos h1 : C1 → C2 y h2 : C2 → C1 tales que h1(z1) = y1 y
h2(y2) = z2.

Sea f1 : C1 → C2 un homeomor�smo. Tomemos x ∈ C1 y y ∈ C2 con f1(x) = y. Entonces
x, y ∈ C son tales que x 6= y. Sea f2 = f−1

1 : C2 → C1. Como C1 y C2 son separables, existen dos
sucesiones

A = {x2n+1 : n ∈ N ∪ {0}} ⊂ C2 y B = {x2n+2 : n ∈ N ∪ {0}} ⊂ C1

con las siguientes propiedades: sus elementos son diferentes dos a dos, x1 = y, x2 = x, A es denso
en C2 y B es denso en C1. Para cada n ∈ N ∪ {0} de�nimos homeomor�smos g2n+1 : C2 → C1 y
g2n+2 : C1 → C2 tales que

g2n+1(x2n+1) = x2n+2 y g2n+2(x2n+2) = x2(n+1)+1 para toda n > 0.

Consideremos la sucesión de homeomor�smos h∞ = {hn : n ∈ N} donde, para cada

n > 0, h2n+1 : C→ C y h2n+2 : C→ C

se de�nen como sigue:

h2n+1(t) =

{
f1(t), si t ∈ C1,

g2n+1(t), si t ∈ C2,
y h2n+2(t) =

{
f2(t), si t ∈ C2,

g2n+2(t), si t ∈ C1.

En el sistema no-autónomo (C, h∞) tenemos que h2+n
1 (x) = hn1 (x) para cada n ∈ N ∪ {0}, así que

x es 2-periódico en el sentido (P3), de hecho orb(x, h∞) = {x, y} . Por construcción,

orb(y, h∞) = {y, x2, x3, x4, . . . , x2n+1, x2n+2, . . .}

es in�nito e, incluso, orb(y, h∞) es denso en C. Entonces y es un punto transitivo que no es un
punto periódico en el sentido (P3). Además x es un elemento de la órbita de y y, así, orb(x, h∞) no
es una cola de orb(y, h∞). Por tanto, en el sistema no-autónomo (C, h∞), existe un punto transitivo
en cuya órbita hay un punto que no es transitivo, al ser un punto periódico en el sentido (P3). �

El siguiente resultado generaliza [1, Teorema 2.2].
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Proposición 5.20. Sean (D∞, f∞) un sistema no-autónomo y A un subconjunto no vacío de D1.
Supongamos que (D∞, f∞) es transitivo en A y que x es un punto aislado de A. Entonces x es un
punto periódico en el sentido (P1) y también un punto transitivo de A.

Demostración. Como {x} es abierto en A, por la transitividad en A, existe k ∈ N tal que
fk1 ({x}) ∩ {x} 6= ∅. Luego fk1 (x) = x y, así, x es periódico en el sentido (P1). Tomemos ahora un
abierto no vacío U de A. Por la transitividad en A, existe n ∈ N tal que fn1 ({x}) ∩ U 6= ∅, así que
fn1 (x) ∈ U. Esto prueba que orb(x, f∞) es denso en A. �

Corolario 5.21. Sean (X, f) un sistema autónomo y A un subconjunto no vacío deX. Supongamos
que f es transitiva en A. Si A posee un punto aislado x, entonces x es un punto periódico de (X, f)
y orb(x, f) es denso en A.

Como hemos visto, la situación con un punto periódico en un sistema no-autónomo, de acuerdo
a como se ha dado en la De�nición 5.3, cambia con respecto a lo que estamos acostumbrados para
un sistema autónomo. Esto es consecuencia de como se están considerando los puntos periódicos.
Cada de�nición de punto periódico en un sistema no-autónomo tendrá sus pros y sus contras.
Independientemente de la noción que se considere, es un problema interesante determinar si, en un
sistema no-autónomo, la transitividad y la densidad de puntos periódicos implican que el sistema
es caótico en el sentido de Devaney (De�nición 6.8). En la Sección 6 trataremos este problema para
los puntos periódicos en el sentido (P3). Como comentamos en la Introducción, el mismo problema
se considera tanto en [43], para los puntos periódicos en el sentido (P2), como en [49] para los
puntos periódicos en el sentido (P1).

Hemos mencionado que todo resultado válido en un sistema no-autónomo, produce un resul-
tado válido para un sistema autónomo. Ahora vamos a mostrar diversas situaciones en las que
el recíproco de la a�rmación anterior no es cierto. El siguiente resultado aparece enunciado sin
demostración en [66, Comentario 2.1].

Proposición 5.22. Sea (X, f) un sistema autónomo. Si dos órbitas periódicas de (X, f) tienen
un punto en común, entonces dichas órbitas son iguales.

Demostración. Sean x y y dos puntos periódicos de X, con periodos n y m, respectivamente.
Supongamos que existe z ∈ orb(x, f)∩orb(y, f) y tomemos k, l ∈ N de modo que z = fk(x) = f l(y).
Por la Propiedad Arquimediana, existen a, b ∈ N tales que an > k y bm > l. De�namos r = an− k
y s = bm− l. Luego
(5.5) fr+l(y) = fr(f l(y)) = fr(z) = fr(fk(x)) = fr+k(x) = fan(x) = x

y

(5.6) fs+k(x) = fs(fk(x)) = fs(z) = fs(f l(y)) = fs+l(y) = f bm(y) = y.

Por (5.5), x ∈ orb(y, f), de donde orb(x, f) ⊂ orb(y, f), y por (5.6), y ∈ orb(x, f), así que
orb(y, f) ⊂ orb(x, f). Esto prueba que orb(x, f) = orb(y, f). �

La Proposición 5.22 es falsa para sistemas no-autónomos, como se puede ver en el siguiente
resultado, que aparece en [66, Ejemplo 2.1].

Ejemplo 5.23. Consideremos el conjunto X = {a, b, c, d}, de cuatro elementos, con la topología
discreta. De�nimos para cada n ∈ N, fn : X → X de modo que para toda n ∈ N, f2n(b) = a y
f4n(a) = b, mientras que para cada n ∈ N ∪ {0},

f2n+1(a) = b, f4n+1(b) = c, f4n+2(c) = d y f4n+3(d) = a.

Luego a es un punto 2-periódico de (X, f∞), en el sentido (P3), de periodo 2 y orb(a, f∞) =
{a, b}, mientras que b es un punto 4-periódico de (X, f∞), en el sentido (P3), de periodo 4 con
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orb(b, f∞) = {b, c, d, a}. Notemos que orb(a, f∞) ∩ orb(b, f∞) = {a, b} y las órbitas son distintas.
Por tanto, son órbitas periódicas que comparten un elemento y no son iguales. �

El siguiente resultado aparece enunciado sin demostración en [66, Comentario 2.2]. Recordemos
que P (f) es el conjunto de los puntos periódicos del sistema autónomo (X, f).

Proposición 5.24. Sean (X, f) un sistema autónomo y A un subconjunto �nito y no vacío de X.
Si X es T1 y f es transitiva en A, entonces A ⊂ P (f). Además,

1) para cada a ∈ A, tenemos que A ⊂ orb(a, f);
2) si A es invariante en (X, f) y a ∈ A, entonces A = orb(a, f).

Demostración. Vamos a probar primero que cada elemento de A es un punto aislado de A. Sea
x ∈ A. Como X es T1 y A es �nito, A \ {x} es un subconjunto cerrado de X. Luego X \ (A \ {x})
es abierto en X. Además

(X \ (A \ {x})) ∩A = [(X \A) ∪ {x}] ∩A = {x}.

es abierto en A. Esto prueba que cada elemento de A es un punto aislado de A. Entonces, por el
Corolario 5.21, A ⊂ P (f). Para probar 1), sean a, b ∈ A. Como {a} y {b} son abiertos no vacíos
en A y f es transitiva en A, existe n ∈ N tal que fn({a}) ∩ {b} 6= ∅. Luego fn(a) = b, por lo que
b ∈ orb(a, f). Esto prueba que A ⊂ orb(a, f).

Para probar 2) supongamos que A es invariante en (X, f) y sea a ∈ A. Como f(A) ⊂ A,
tenemos que orb(a, f) ⊂ A. Utilizando esto y 1), deducimos que A = orb(a, f). �

Con ideas similares a las dadas en el resultado anterior, se prueba la siguiente proposición.

Proposición 5.25. Sea (X, f) un sistema autónomo transitivo, en el que X tiene la topología
discreta. Entonces X es �nito y consta de una única órbita periódica.

Demostración. Tomemos x ∈ X. Como X tiene la topología discreta, {x} es un punto aislado
de X. Puesto que f es transitiva en X, por el Corolario 5.21, x es un punto periódico de (X, f) y
orb(x, f) es denso en X. Entonces orb(x, f) es un subconjunto �nito, cerrado y denso en X, por lo
que X = orb(x, f). �

Por la Proposición 5.20, si (X, f∞) es un sistema no-autónomo transitivo donde X es �nito,
entonces X es la órbita periódica de un punto periódico en el sentido (P1). Sin embargo, como
muestra el siguiente ejemplo que aparece en [66, Ejemplo 2.2], X no necesariamente es la órbita
periódica de un punto periódico en el sentido (P3).

Ejemplo 5.26. Consideremos el conjunto X = {a, b} de dos elementos con la topología discreta.
De�nimos f1 : X → X y f2 : X → X como sigue: f1(a) = b, f1(b) = a y f2 = f1. Para cada n ∈
N\{1, 2}, sea fn = idX . Luego el sistema no-autónomo (X, f∞) es transitivo. Además orb(a, f∞) =
orb(b, f∞) = X y para cada k ∈ N \ {1}, tenemos que fk1 (a) = a, fk1 (b) = b. Por tanto a y b son
puntos periódicos en el sentido (P2). Sin embargo, a y b no son puntos periódicos de (X, f∞) en el
sentido (P3). Así que X es la órbita periódica de un punto periódico en el sentido (P2), pero no la
órbita periódica de un punto periódico en el sentido (P3). �

Proposición 5.27. Sean (X, f) un sistema autónomo transitivo, en el que X es un espacio T1 e
in�nito. Entonces X no contiene puntos aislados.

Demostración. Supongamos que existe un punto aislado x en X. Por el Corolario 5.21, x es un
punto periódico de (X, f) y orb(x, f) es denso en X. Como X es T1, tenemos entonces que orb(x, f)
es un subconjunto �nito, cerrado y denso en X, por lo que X = orb(x, f). Luego X es �nito. De
esta contradicción se sigue que X no posee puntos aislados. �
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La Proposición 5.27 es falsa para sistemas no-autónomos, como muestra el siguiente ejemplo
que aparece en [66, Ejemplo 2.3].

Ejemplo 5.28. Construimos un sistema no-autónomo (X, f∞) con las siguientes propiedades: X
es T1, in�nito y posee un punto aislado, (X, f∞) es transitivo y P1(f∞) es denso en X. Sean
I = [0, 1] el intervalo unitario, X = I ∪ {2}, con la topología usual y {an : n ∈ N} el conjunto de
los números racionales en I, de modo que D = {a2m+1 : m ∈ N ∪ {0}} es denso en I. Entendemos
que los elementos de D son diferentes dos a dos. Notemos que X es un espacio T1 in�nito, y que
2 es un punto aislado de X. Para cada n ∈ N, de�nimos una función fn : X → X como sigue:
f2m+1(x) = a2m+1 para toda m ∈ N ∪ {0} y cada x ∈ X, mientras que f2m(x) = 2, para toda
m ∈ N y cada x ∈ X. Notemos que f2

1 ({2}) = {2} y que f2m+1
1 (a2m+1) = a2m+1. Por tanto

D ∪ {2} ⊂ P1(f∞) y, como D es denso en I, resulta que P1(f∞) es denso en X.

Para probar que (X, f∞) es transitivo, sea A un subconjunto abierto y no vacío de I. Entonces
f2

1 (A) = {2}, y como D es denso en I, existe m ∈ N∪{0} tal que a2m+1 ∈ A. Luego f2m+1
1 ({2}) =

{a2m+1} ⊂ A, de donde f2m+1
1 ({2}) ∩ A 6= ∅. Supongamos ahora que U y V son subconjuntos

abiertos y no vacíos de I. Por la densidad de D en I, existen m,n ∈ N ∪ {0} tales que a2m+1 ∈ U
y a2n+1 ∈ V. Notemos que

f2n+1
1 (U) = {a2n+1} ⊂ V y f2m+1

1 (V ) = {a2m+1} ⊂ U.

Por tanto, f2n+1
1 (U) ∩ V 6= ∅ y f2m+1

1 (V ) ∩ U 6= ∅. Esto muestra que el sistema no-autónomo
(X, f∞), con {2} como punto aislado, es transitivo.

Notemos que 2 es un punto periódico en el sentido (P2). Sin embargo, para ningunam ∈ N∪{0},
a2m+1 es un punto periódico en el sentido (P2), pues

f
3(2m+1)
1 (a2m+1) = f6m+3

1 (a2m+1) = f
2(3m+1)+1
1 (a2m+1) = a2(3m+1)+1 = a6m+3

y a6m+3 6= a2m+1. Entonces los elementos de D son puntos periódicos en el sentido (P1) pero no
en el sentido (P2). �

La siguiente proposición, que aparece en [66, Lema 2.1], muestra condiciones para que un
sistema no-autónomo no posea puntos aislados. En el artículo citado se supone que X es un espacio
métrico. Sin embargo, basta con suponer que X es un espacio T1. Como veremos en la Sección 6, la
Proposición 5.29 es un paso importante para determinar si la transitividad y la densidad de puntos
periódicos en el sentido (P3) implican el caos en el sentido de Devaney (ver Teorema 6.20).

Proposición 5.29. Sean (D∞, f∞) un sistema no-autónomo, en donde X es un espacio T1, y A un
subconjunto in�nito de D1. Supongamos que (D∞, f∞) es transitivo en A y que P3(f∞) es denso
en A. Entonces A no posee puntos aislados.

Demostración. Supongamos que a ∈ A es un punto aislado de A. Entonces {a} es abierto en A.
Como P3(f∞) es denso en A y {a} es abierto y no vacío en A, por la parte 2) de la Proposición 2.2,
a ∈ P3(f∞). Luego orb(a, f∞) es un subconjunto �nito y por tanto cerrado de X. Como A es
in�nito, V = (X \orb(a, f∞))∩A es un subconjunto abierto y no vacío de A. Para cada n ∈ N∪{0},
tenemos que

fn1 ({a}) ∩ V ⊂ orb(a, f∞) ∩ V = ∅.
Puesto que esto contradice el hecho de que (D∞, f∞) es transitivo en A, deducimos que A no posee
puntos aislados. �

El sistema no-autónomo (X, f∞) del Ejemplo 5.28 es transitivo en A = X y P1(f∞) es denso
en A = X. Además X es in�nito, T1 y posee un punto aislado. Por tanto, la Proposición 5.29 no se
cumple para los puntos periódicos en el sentido (P1). Es interesante veri�car si la Proposición 5.29
se cumple para los puntos k-periódicos en el sentido (P2) con k > 2.
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5.4. Transitividad y Puntos Transitivos. Como hemos visto en el Ejemplo 5.17 y en
la Proposición 5.20, bajo ciertas condiciones la transitiviad implica la existencia de un punto
transitivo. En el siguiente resultado relacionamos puntos transitivos con transitividad en un sistema
no-autónomo. Su corolario aparece en [1, Teorema 3.3]. Conviene relacionar la proposición siguiente
con el Ejemplo 5.17, en donde la transitividad del sistema no-autónomo que se construyó, se deriva
del hecho de que cada punto es transitivo.

Proposición 5.30. Sean (D∞, f∞) un sistema no-autónomo y A un subconjunto no vacío de D1

sin puntos aislados. Supongamos que X es T1. Si el conjunto de puntos transitivos de A es denso
en A ( en particular, si cada elemento de A es un punto transitivo de A), entonces (D∞, f∞) es
transitivo en A.

Demostración. Sean U y V dos subconjuntos abiertos y no vacíos en A. Como el conjunto de
los puntos transitivos de A es denso en A, existe x ∈ U tal que x es un punto transitivo de A.
Notemos que x ∈ A. En vista de que A no posee puntos aislados, existe y ∈ V tal que x 6= y. Como
X es T1 y, por tanto A también y x, y ∈ A son tales que x 6= y, existe un abierto W en A tal que
y ∈W y x /∈W. Por la densidad de orb(x, f∞) en A, tenemos que (V ∩W ) ∩ orb(x, f∞) 6= ∅. Sea
k ∈ N∪{0} tal que fk1 (x) ∈ V ∩W. Como x /∈W, sucede que k 6= 0. Luego k ∈ N y fk1 (U)∩V 6= ∅.
Esto prueba que (D∞, f∞) es transitivo en A. �

Corolario 5.31. Sea (X, f∞) un sistema no-autónomo, donde X es un espacio T1 sin puntos
aislados. Si el conjunto de los puntos transitivos es denso en X, entonces (X, f∞) es transitivo.

En el siguiente ejemplo, mostramos que la transitividad no implica la existencia de puntos
transitivos en sistemas autónomos.

Ejemplo 5.32. Consideremos el intervalo unitario I = [0, 1] así como la función tienda g : I → I
de�nida, para cada x ∈ I como g(x) = 1 − |2x − 1|. Sean X el conjunto de todos los puntos
periódicos de g y f = g|X . En [32, p. 99] se muestra que X es denso en I. Por tanto X es in�nito.
Además f(X) ⊂ X y el sistema autónomo (X, f) no posee puntos con órbitas densas, dado que
cada órbita consta de una cantidad �nita de puntos y X es in�nito. En [32, p. 112] se prueba que
(X, f) es transitivo. �

En general, la existencia de un punto transitivo no implica la transitividad, como indica el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.33. Consideremos el conjunto X = {0} ∪
{

1
n : n ∈ N

}
, con la topología usual como

subespacio de R. De�nimos f : X → X como f(0) = 0 y para cada n ∈ N, f
(

1
n

)
= 1

n+1 . La
órbita orb(1, f) es densa en X, pero para los abiertos

{
1
2

}
y {1} de X, no existe n ∈ N tal que

fn
({

1
2

})
∩ {1} 6= ∅. Por tanto (X, f) no es transitivo. �

Para el caso de los sistemas autónomos, el siguiente resultado muestra una condición bajo la
cual, la existencia de un punto transitivo implica la transitividad del sistema.

Teorema 5.34. Sea (X, f) un sistema autónomo, en donde X es un espacio T1 sin puntos aislados.
Si x ∈ X es un punto transitivo en X, entonces (X, f) es transitivo.

Demostración. Sean U y V dos subconjuntos abiertos y no vacíos de X. Como X no tiene puntos
aislados, por la Proposición 2.5, U y V son in�nitos. Notemos que U ∩ (X \{x}) es un subconjunto
abierto y no vacío de X. Como orb(x, f) es denso en X, existe k ∈ N tal que fk(x) ∈ U ∩ (X \{x}).
De�namos

W = V \
{
x, f(x), . . . , fk(x)

}
.

Como V es in�nito y X es T1, se tiene queW es un subconjunto abierto y no vacío de X. Aplicando
de nuevo la densidad de orb(x, f), existe m > k de modo que fm(x) ∈ V. Tenemos así que fk(x)
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es un elemento de U tal que fm−k(fk(x)) = fm(x) ∈ V. Por tanto fm−k(U) ∩ V 6= ∅, probando
que (X, f) es transitivo. �

Para sistemas no-autónomos el Teorema 5.34 no es cierto, como lo muestra el siguiente ejemplo
que aparece en [49, Ejemplo 4.7].

Ejemplo 5.35. En el intervalo unitario I = [0, 1] construimos un sistema no-autónomo (I, g∞) no
transitivo y con un punto de transitividad. Para esto, consideremos el conjunto in�nito numerable
F de los elementos (a, b, c, d) tales que a, b, c, d ∈ Q ∩ (0, 1), a < b, a 6= c, b 6= d y c 6= d. Cada
(a, b, c, d) ∈ F induce un homeomor�smo f : I→ I como sigue: si c < d, entonces

f(0) = 0, f(a) = c, f(b) = d, (1) = 1

y f es lineal por pedazos en el resto. Si d < c, entonces

f(0) = 1, f(a) = c, f(b) = d, f(1) = 0

y f es lineal por pedazos en el resto. Sea {fn : n ∈ N} una enumeración de los homeomor�smos
inducidos por los elementos de F. En el sistema no-autónomo (I, f∞) con

f∞ = {f1, f
−1
1 , f2, f

−1
2 , . . . , fn, f

−1
n , . . .},

cada elemento de Q∩ (0, 1) es un punto de transitividad. Además (I, f∞) es débilmente mezclante
y, por tanto, transitivo. Sea g : I→ I la función de�nida como

g(0) = 0, g

(
1

2

)
= 0, g(1) = 1

y lineal por pedazos en el resto. Hagamos

g∞ = {g, f1, f
−1
1 , f2, f

−1
2 , . . . , fn, f

−1
n , . . .}.

Si U =
(
0, 1

2

)
, entonces gm1 (U) ⊂ {0, 1}, por lo que si V =

(
1
2 , 1
)
, entonces gm1 (U) ∩ V = ∅ para

todo m ∈ N. Luego (I, g∞) no es transitivo. En el sistema no-autónomo (I, g∞), 3
4 ∈

(
1
2 , 1
)
es un

punto de transitividad. �

Veamos ahora condiciones bajo las cuales, la transitividad en un sistema no-autónomo de
la forma (X, f∞), implica la existencia de un punto transitivo de X. Recordemos que un espacio
topológicoX es de Baire o bien de la segunda categoría de Baire, siX no se puede escribir como una
unión numerable

⋃
i∈NAi, donde cada Ai es denso en ninguna parte de X. Por la Proposición 2.4,

X es de la segunda categoría de Baire si y sólo si, para cada familia {On : n ∈ N} de subconjuntos
abiertos y densos en X, sucede que

⋂
n∈NOn 6= ∅. En [26, Teorema 2.4] se prueba que los espacios

métricos y completos son de Baire. En particular, como se indica en [32, Proposición 8.5], los
espacios métricos y compactos son de Baire.

El siguiente resultado aparece en [49, Proposición 4.6].

Teorema 5.36. Sean (X, f∞) un sistema no-autónomo, donde X es un espacio segundo numerable
y de Baire. Si (X, f∞) es transitivo, entonces (X, f∞) posee un punto transitivo en X.

Demostración. Como X es segundo numerable, existe una base numerable B = {Un : n ∈ N} de
X. Para cada n ∈ N, de�nimos

On =
⋃
m∈N

(fm1 )
−1

(Un).

Sea n ∈ N. Para toda m ∈ N, por la continuidad de fm1 y el hecho de que Un es abierto en X,
resulta que (fm1 )−1(Un) es abierto en X. Luego On es un subconjunto abierto de X. Como (X, f∞)
es transitivo en X, aplicando la parte 3) del Teorema 3.15 a Un, resulta que On es denso en X.
Esto prueba que {On : n ∈ N} es una familia de subconjuntos abiertos y densos en X. Como X es
de Baire,

⋂
n∈NOn 6= ∅. Sea x ∈

⋂
n∈NOn. Vamos a probar que orb(x, f∞) es denso en X. Sea U



5. ÓRBITAS, PUNTOS PERIÓDICOS Y TRANSITIVIDAD 91

un subconjunto abierto y no vacío en X. Como B es una base de X, existe n ∈ N tal que Un ⊂ U.
Además x ∈ On, por lo que existe m ∈ N tal que x ∈ (fm1 )−1(Un). Luego fm1 (x) ∈ Un. Como

fm1 (x) ∈ orb(x, f∞) ∩ Un ⊂ orb(x, f∞) ∩ U,
tenemos que x es un punto transitivo de X. �

Corolario 5.37. Sea (X, f) un sistema autónomo, donde X es segundo numerable y de Baire. Si
(X, f) es transitivo, entonces (X, f) posee un punto transitivo.

Combinando el Teorema 5.34 y el Corolario 5.37, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.38. Sea (X, f) un sistema autónomo, donde X es un espacio T1, segundo numerable,
de Baire y sin puntos aislados. Entonces (X, f) es transitivo si y sólo si (X, f) posee un punto
transitivo.

Si a las hipótesis del Teorema 5.36 agregamos el axioma de separación T3, entonces podemos
asegurar que el conjunto de los puntos transitivos es denso, como indica el siguiente resultado que
aparece en [1, Teorema 3.2].

Teorema 5.39. Sea (X, f∞) un sistema no-autónomo, donde X es un espacio T3, segundo nume-
rable y de Baire. Si (X, f∞) es transitivo, entonces el conjunto de los puntos transitivos es denso
en X.

Demostración. Como X es segundo numerable, existe una base numerable B = {Un : n ∈ N} de
X. Para cada n ∈ N, de�nimos

On =
⋃
m∈N

(fm1 )−1(Un).

Como indicamos en la prueba del Teorema 5.36, cada On es un subconjunto abierto y denso en X.
Sea U un subconjunto abierto y no vacío de X. Como X es T3, existe un abierto no vacío V de X
tal que clV ⊂ U . Además los elementos de la familia {On ∩ V : n ∈ N} son abiertos y densos en
clV. Por [26, Proposición 1.14 y Teorema 1.15], clV es de Baire así que⋂

n∈N
(On ∩ V ) 6= ∅.

Sean x0 ∈
⋂
n∈N(On ∩ V ) y n ∈ N. Como x0 ∈ On, la de�nición de On implica que existe m ∈ N

tal que x0 ∈ (fm1 )
−1

(Un). Por tanto la órbita de x0 es densa en X. Como x0 ∈ V ⊂ U , los puntos
transitivos son densos en X. �

Combinando el Corolario 5.31 y el Teorema 5.39 tenemos el siguiente resultado, que aparece
en [1, Corolario 3.1].

Teorema 5.40. Sean (X, f∞) un sistema no-autónomo, donde X es un espacio T3, segundo nu-
merable, de Baire y sin puntos aislados. Entonces (X, f∞) es transitivo si y sólo si el conjunto de
los puntos transitivos es denso en X.

Si X es un espacio topológico, decimos que D ⊂ X es un conjunto Gδ-denso en X si D es denso
en X y, además, D se escribe como la intersección de una cantidad numerable de subconjuntos
abiertos de X. En [24, Teorema 1.16] se prueba el Teorema de Transitividad de Birkho�, obtenido
en 1920 por G. D. Birkho� para funciones continuas f : X → X, donde X es un subconjunto
compacto de Rn. Dicho teorema dice lo siguiente.

Teorema 5.41. Sea (X, f) un sistema autónomo, donde X es un espacio métrico, completo,
separable y sin puntos aislados. Entonces las siguientes a�rmaciones son equivalentes:
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1) (X, f) es transitivo;
2) (X, f) posee un punto transitivo en X.

Más aún, si alguna de las dos condiciones anteriores se cumple, entonces el conjunto de los puntos
transitivos de X es un conjunto Gδ-denso en X.

Notemos que la equivalencia entre las a�rmaciones 1) y 2) del Teorema 5.41 se sigue del
Teorema 5.38, pues los espacios métricos, completos y separables son T1, segundo numerables y de
Baire. El siguiente resultado, cuya segunda parte aparece en [1, Teorema 3.4], es una versión del
Teorema de Transitividad de Birkho� para sistemas no-autónomos.

Teorema 5.42. Sea (X, f∞) un sistema no-autónomo, donde X es un espacio métrico, completo,
separable y sin puntos aislados. Entonces las siguientes a�rmaciones son equivalentes:

1) (X, f∞) es transitivo;
2) el conjunto T de los puntos transitivos es denso en X.

Más aún, si alguna de las dos condiciones anteriores se cumple, entonces T es un conjunto Gδ-denso
en X. Además, T es la intersección de una cantidad numerable de subconjuntos abiertos y densos
en X.

Demostración. En vista que que X es un espacio métrico, completo, separable y sin puntos
aislados, resulta que X es T3, segundo numerable, de Baire y sin puntos aislados. Entonces, por el
Teorema 5.40, las a�rmaciones 1) y 2) son equivalentes. Ahora bien, si alguna de las condiciones 1)
y 2) se cumple entonces, por el Teorema 5.39, el conjunto T de los puntos transitivos de X es denso
en X. Como X es separable, existe un subconjunto D = {sk : k ∈ N} denso en X. Sea d una métrica
en X que induce la topología de X. Para cada terna (sk, ε, n), donde sk ∈ D, ε ∈ Q ∩ (0,+∞) y
n ∈ N, de�nimos

M(sk,ε,n) =
{
x ∈ X : d

(
f j1 (x), sk

)
< ε, para alguna j > n

}
.

Fijemos una terna (sk, ε, n) con las propiedades que ya indicamos. Vamos a probar que M(sk,ε,n)

es un subconjunto abierto en X tal que T ⊂ M(sk,ε,n). Tomemos x ∈ T. Como x es un punto
transitivo de X, por el Corolario 5.16, la cola {fm1 (x) : m > n} de orb(x, f∞) es densa en X. Por

tanto existe j > n tal que d
(
f j1 (x), sk

)
< ε. Esto prueba que T ⊂M(sk,ε,n), de donde M(sk,ε,n) es

un subconjunto denso en X. Para veri�car que también es un subconjunto abierto en X, tomemos

x ∈ M(sk,ε,n) y j > n de modo que d
(
f j1 (x), sk

)
< ε. Por la continuidad de f j1 en x, existe un

abierto U enX tal que x ∈ U y, para toda y ∈ U, sucede que d
(
f j1 (y), sk

)
< ε. Luego U ⊂M(sk,ε,n)

y, así, M(sk,ε,n) es abierto en X. Hemos mostrado que cada M(sk,ε,n) es un subconjunto abierto y
denso en X que contiene a T. Luego

T ⊂
⋂{

M(sk,ε,n) : sk ∈ D, ε ∈ Q ∩ (0,+∞) y n ∈ N
}
.

Para probar que la contención anterior es una igualdad, tomemos un punto

z ∈
⋂{

M(sk,ε,n) : sk ∈ D, ε ∈ Q ∩ (0,+∞) y n ∈ N
}
.

Vamos a probar que z ∈ T, es decir, que orb(z, f∞) es denso en X. Para esto, sea V un abierto
y no vacío en X. Como D es denso en X, existe sk ∈ V. Tomemos ε ∈ Q ∩ (0,+∞) de modo que
cada elemento y ∈ X tal que d(y, sk) < ε se encuentra en V. Como z ∈ M(sk,ε,1), existe j > 1 tal
que d(f j1 (z), sk) < ε. Luego f j1 (z) ∈ V y, de esta manera, V ∩ orb(z, f∞) 6= ∅. Por tanto z ∈ T y,
así,

T =
⋂{

M(sk,ε,n) : sk ∈ D, ε ∈ Q ∩ (0,+∞) y n ∈ N
}

es la intersección de un cantidad numerable de subconjuntos abiertos y densos en X. En particular,
T es un conjunto Gδ-denso en X. �
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Es interesante saber si los Teoremas 5.36, 5.39 y 5.42 se pueden probar en un contexto más
general. Por ejemplo, veri�car que si cuando (D∞, f∞) es un sistema no-autónomo y A es un
subconjunto no vacío de X, segundo numerable, de Baire y (D∞, f∞) es transitivo en A, entonces
(D∞, f∞) posee un punto transitivo en A. También veri�car si cuando añadimos como hipótesis el
axioma de separación T3, entonces el conjunto de los puntos transitivos es denso en A.

Supongamos que X es T3, segundo numerable, de Baire y sin puntos aislados. Por la Propo-
sición 2.5, X es in�nito. Ahora bien, si (X, f∞) es un sistema no-autónomo y transitivo entonces,
por el Teorema 5.39, X contiene un subconjunto denso de puntos transitivos. Más aún, si x0 es
un punto transitivo entonces x0 no es un punto periódico en el sentido (P3) pues, en dicho caso,
orb(x0, f∞) será un subconjunto �nito y denso del conjunto in�nito X. ¾Puede ser x0 un punto
periódico en el sentido (P1) o (P2)? Para responder esto consideremos el siguiente ejemplo, el cual
aparece en [1, Ejemplo 3.1] y es una modi�cación del Ejemplo 5.28.

Ejemplo 5.43. En el intervalo unitario I construimos un sistema no-autónomo y transitivo (I, f∞)
y un subconjunto denso D de I con las siguientes propiedades: cada elemento de D es un punto
transitivo y también un punto periódico en el sentido (P1). Para esto sea {an : n ∈ N} el conjunto
de los números racionales en I de modo que

D = {a2m+1 : m ∈ N ∪ {0}}
es denso en I. Dada m ∈ N ∪ {0} de�nimos

f2m+1(x) = a2m+1 y f2m+2(x) = 1, para cada x ∈ I.
Entonces (I, f∞) es un sistema no-autónomo. Sean a2m+1 ∈ D y W un abierto no vacío en I.
Notemos que f2m+1

1 (a2m+1) = a2m+1. Como D es denso en I, existe n ∈ N∪{0} tal que a2n+1 ∈W.
Notemos que f2n+1

1 (a2n+1) = a2n+1 ∈ W. Esto prueba que cada elemento de D es un punto
transitivo y un punto periódico en el sentido (P1). Consideremos ahora dos subconjuntos abiertos
y no vacíos U y V de I. Por la densidad de D, existen n,m ∈ N ∪ {0} tales que a2n+1 ∈ U y
a2m+1 ∈ V. Notemos que f2m+1

1 (a2n+1) = a2m+1, así que f
2m+1
1 (U) ∩ V 6= ∅. Esto prueba que

(I, f∞) es transitivo y que P1(f∞) es denso en I. �

Sea (D∞, f∞) un sistema no-autónomo, donde f∞ = {fn : n ∈ N}. Decimos que (D∞, f∞) es
suprayectivo si cada fn es una función suprayectiva. Para sistemas autónomos tenemos el siguiente
resultado.

Proposición 5.44. Si (X, f) es un sistema autónomo y transitivo, dondeX es un espacio compacto
y T2, entonces f es una función suprayectiva.

Demostración. Si f no es suprayectiva entonces, al ser f una función cerrada, V = X \ f(X)
es un subconjunto abierto y no vacío de X. Usando la transitividad de f, existe n ∈ N tal que
fn(X) ∩ V 6= ∅. Esto es una contradicción, ya que fn(X) ⊂ f(X) = X \ V. �

En vista de la Proposición 5.44, se puede conjeturar que si (D∞, f∞) es un sistema no-autónomo
y transitivo, donde X es un espacio compacto y T2, entonces (D∞, f∞) es suprayectivo. Sin em-
bargo, dicho resultado es falso, como lo muestran los Ejemplos 5.28 y 5.43. Notemos que en dichos
ejemplos, las funciones que de�nen la sucesión f∞ son constantes. En [1, Ejemplo 3.3] se construye
un sistema no-autónomo transitivo (C, f∞), donde C es el conjunto de Cantor con su topología
usual, tal que ninguna de las funciones que de�nen a f∞ es suprayectiva ni constante.

Para veri�car que la Proposición 5.27 no se cumple para sistemas no-autónomos, en el Ejem-
plo 5.28 mostramos un sistema no autónomo transitivo (X, f∞) tal que X es T1, in�nito y con un
punto aislado. En tal ejemplo, cada función que de�ne a f∞ es constante. En [1, Ejemplo 3.4] se
construye un sistema no autónomo transitivo (C∪{x}, f∞) tal que x es un punto aislado de C∪{x}
y ninguna función que de�ne a f∞ es suprayectiva ni constante.
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6. Caos en el Sentido de Devaney

Sea (D∞, f∞) un sistema no-aut
onomo. Como hemos convenido, existe un espacio topológico X tal que Dn ⊂ X para cada n ∈ N.
En las secciones anteriores no tuvimos la necesidad de considerar a X como un espacio metrizable.
Sin embargo para la presente sección, y a menos que digamos explícitamente lo contrario, supondre-
mos que todo espacio topológico es metrizable. Consideramos tanto a R como a sus subconjuntos,
como espacios métricos con la métrica euclidiana.

Como ya indicamos en la sección anterior, en la presente sección, tratamos las condiciones
necesarias para que un sistema metrizable no-autónomo sea caótico en el sentido de Devaney. Uno
de los objetivos principales será emular el resultado de J. Banks, J. Brooks, G. Cairns, G. Davis
y P. Stacy que aparece en [12]. Posteriormente, y conectado con este problema, dado un sistema
metrizable no-autónomo (X, f∞) con f∞ = {fn : n ∈ N}, consideramos el caso en que la sucesión
de funciones fn : X → X converge puntualmente a una función continua f : X → X, para así
comparar el caos en (X, f∞) con el caos en el sistema metrizable autónomo (X, f). Esto permitirá
probar el Teorema 6.29, el cual es otro resultado que emula el que aparece en [12].

6.1. Dependencia Sensitiva a Condiciones Iniciales. Para de�nir el caos en el sentido
de Devaney falta el ingrediente que describimos a continuación.

De�nición 6.1. Supongamos que X es un espacio metrizable y que d es una métrica en X que
induce la topología de X. Decimos que el sistema autónomo (X, f) tiene dependencia sensitiva
a condiciones iniciales, si existe δ > 0 tal que para cada x ∈ X y todo subconjunto abierto U
en X con x ∈ U, existen y ∈ U y n ∈ N tales que d(fn(x), fn(y)) > δ.

En 1985 R. L. Devaney presentó en [20] las siguientes tres caracterásticas que un sistema diná-
mico autónomo debe poseer para ser caótico. En la literatura se han considerado otras propiedades
que también llevan a comportamientos caóticos. Las indicadas por R. L. Devaney siguen siendo
importantes.

De�nición 6.2. El sistema metrizable autónomo (X, f) es Devaney caótico o bien caótico en
el sentido de Devaney, si satisface las siguientes condiciones:

1) (X, f) es transitivo;
2) P (f), el conjunto de los puntos periódicos de f, es denso en X;
3) (X, f) tiene dependencia sensitiva a condiciones iniciales.

En 1992 se probó en [12] que, cuando X es in�nito, las condiciones 1) y 2) de la De�nición 6.2
implican la 3). Para futuras referencias, enunciamos a continuación el resultado de [12].

Teorema 6.3. Sean (X, f) un sistema metrizable autónomo, donde X es in�nito. Si (X, f) es
transitivo y P (f) es denso en X, entonces (X, f) tiene dependencia sensitiva a condiciones iniciales.

En la presente sección vemos condiciones bajo las cuales, en un sistema metrizable no-autónomo,
las propiedades 1) y 2) implican la 3), considerando los puntos periódicos en el sentido (P3). Recor-
demos que, para i ∈ {1, 2, 3}, en (5.2) indicamos que Pi(f∞) es el conjunto de los puntos periódicos
de (D∞, f∞) en el sentido (Pi).

En [64] se muestra que si I = [0, 1] y f : I → I es cualquier función continua, entonces (I, f)
es caótico en el sentido de Devaney si y sólo si (I, f) es transitivo. En otras palabras, en algunas
situaciones, la condición 1) de la De�nición 6.2 implica la 2) y la 3). Es un problema abierto y
difícil, el estudio de espacios metrizables X, no homeomorfos al intervalo unitario, con la propiedad
de que para cualquier función continua f : X → X, el sistema autónomo (X, f) es caótico en el
sentido de Devaney si y sólo si (X, f) es transitivo. Más difícil parece este problema, para el caso
de sistemas metrizables no-autónomos.
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A partir de este momento y a menos que digamos lo contrario, supondremos que (D∞, f∞) es
un sistema metrizable no-autónomo, y que d es una métrica en X que induce la topología de X.
Dados x ∈ X y ε > 0, el símbolo B(ε, x) denota la bola abierta en X, de radio ε y centro en x. Es
decir,

B(ε, x) = {y ∈ X : d(x, y) < ε}.
Es fácil probar que clB(ε, x) ⊂ B(2ε, x), para cada x ∈ X y todo ε > 0. Decimos que A ⊂ X está
acotado si existen ε > 0 y x ∈ X tales que A ⊂ B(ε, x).

La siguiente noción aparece en [50, De�nición 2.3].

De�nición 6.4. Sean (D∞, f∞) un sistema metrizable no-autónomo y A un subconjunto no vacío
de D1. Decimos que (D∞, f∞) tiene dependencia sensitiva a condiciones iniciales en A,
si existe δ > 0 tal que para cada x ∈ A y todo subconjunto abierto U de X tal que x ∈ U,
existen y ∈ U ∩ A y n ∈ N tales que d (fn1 (x), fn1 (y)) > δ. Al número δ se le llama constante de
sensibilidad de (D∞, f∞) en A.

Se dice que (D∞, f∞) tiene dependencia sensitiva a condiciones iniciales, si tiene dependen-
cia sensitiva a condiciones iniciales en D1. Para simpli�car la notación, diremos que un sistema
metrizable no-autónomo es sensitivo o sensitivo en A si tiene dependencia sensitiva a condiciones
iniciales o dependencia sensitiva a condiciones iniciales en A, respectivamente. En particular, si A
es un subconjunto no vacío de un espacio metrizable X, entonces un sistema autónomo (X, f) es
sensitivo en A si existe δ > 0 tal que para cada x ∈ A y todo subconjunto abierto U de X tal que
x ∈ U, existen y ∈ U ∩A y n ∈ N tales que d (fn(x), fn(y)) > δ.

Sean (D∞, f∞) un sistema metrizable no-autónomo y A un subconjunto no vacío de D1. Si
A posee un punto aislado, entonces es fácil ver que (D∞, f∞) no es sensitivo en A. Por tanto el
sistema no-autónomo (I ∪ {2}, f∞) presentado en el Ejemplo 5.28 es transitivo, P1(f∞) es denso
en I ∪ {2} y no es sensitivo, pues 2 es un punto aislado en I ∪ {2}.

Ejemplo 6.5. El sistema no-autónomo (I, f∞) presentado en el Ejemplo 5.43 es transitivo, P1(f∞)
es denso en I y no es sensitivo en I. Para ver que el sistema no es sensitivo en I supongamos, por
el contrario, que δ > 0 es una constante de sensibilidad de (I, f∞). Sean x = 1

2 y U = ( 1
4 ,

3
4 ).

Entonces existen y ∈ U y n ∈ N tales que |fn1 (x)− fn1 (y)| > δ. Notemos que si n es par, entonces
fn1 (x) = fn1 (y) = 1, mientras que si n = 2m + 1 es impar, entonces fn1 (x) = fn1 (y) = a2m+1. En
cualquier caso, |fn1 (x)−fn1 (y)| = 0. Esto muestra que (I, f∞) no es sensitivo. Las otras propiedades
de (I, f∞) fueron probadas en el Ejemplo 5.43. �

En la Introducción comentamos que en [43, Proposición 2.3] se prueba que todo sistema au-
tónomo (X, f), transitivo y sin dependencia sensitiva a condiciones iniciales, donde f : X → X
es una función biyectiva, induce un sistema no-autónomo (X, f∞) que es transitivo, P2(f∞) = X
y no es sensitivo. Por tanto, existen sistemas no-autónomos transitivos cuyo conjunto P2(f∞) es
denso en X y que no son sensitivos. Una rotación irracional de la circunferencia unitaria, es un
ejemplo de un sistema autónomo transitivo, no sensitivo en donde la función utilizada es biyectiva
(un homeomor�smo, incluso).

El siguiente resultado se sigue de la De�nición 6.4, e indica que la sensitividad en A se puede
considerar restringiendo la topología de X al subespacio A.

Proposición 6.6. Sean (D∞, f∞) un sistema metrizable no-autónomo y A un subconjunto no
vacío de D1. Entonces (D∞, f∞) es sensitivo en A si y sólo si existe δ > 0 tal que para cada x ∈ A
y todo subconjunto abierto V de A con x ∈ V, existen y ∈ V y n ∈ N tales que d (fn1 (x), fn1 (y)) > δ.

Corolario 6.7. Sean (X, f) un sistema metrizable autónomo y A un subconjunto no vacío de X
tal que f(A) ⊂ A. Entonces (X, f) es sensitivo en A si y sólo si el sistema autónomo (A, f |A) es
sensitivo.
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Mientras que las nociones de transitividad y de densidad de órbitas periódicas son topológicas,
la noción de sensitividad es métrica. Es por esto que estamos considerando sistemas metrizables
no-autónomos. Esto no es la excepción con la noción de caos en el sentido de Devaney, para sistemas
metrizables no-autónomos, según se considera en [50, De�nición 2.5] para puntos periódicos en el
sentido (P3).

De�nición 6.8. Sean (D∞, f∞) un sistema metrizable no-autónomo, A un subconjunto no vacío
de D1 e i ∈ {1, 2, 3}. Se dice que (D∞, f∞) es Devaney caótico en A en el sentido (Pi) o bien
caótico en el sentido de Devaney en A con puntos periódicos en el sentido (Pi), si se
satisfacen las siguientes condiciones:

1) (D∞, f∞) es transitivo en A;
2) Pi(f∞), el conjunto de los puntos periódicos de f∞ en el sentido (Pi), es denso en A;
3) (D∞, f∞) es sensitivo en A.

Por la propiedad 2) de la Proposición 2.2, Pi(f∞) es denso en A si y sólo si, como subespacio
de A, el conjunto Pi(f∞) ∩A es denso en A.

6.2. Equi-continuidad. Sean (X, f∞) y (Y, g∞) dos sistemas no-autónomos. En el Teo-
rema 4.8 probamos que la transitividad se preserva bajo semiconjugación. Posteriormente, en el
Teorema 5.8, mostramos que la densidad de puntos periódicos también se preserva bajo semiconju-
gaci�on. En [12] se muestra que, para sistemas metrizables autónomos, la sensitividad no se preserva
bajo conjugación. Para preservar la sensitividad se requiere del concepto de equi-continuidad. An-
tes de de�nirlo, supongamos que (X, d) y (Y, e) son dos espacios métricos y que h : X → Y es una
función. Recordemos que h es uniformemente continua si para toda ε > 0 existe δ > 0 tal que
para cada x, y ∈ X con d(x, y) < δ se tiene que e(h(x), h(y)) < ε. Consideremos ahora la siguiente
noción que aparece en [50, De�nición 3.2].

De�nición 6.9. Sean X y Y dos espacios metrizables, d y e métricas que inducen las respectivas
topologías de X y Y, D∞ = {Dn : n ∈ N} y E∞ = {En : n ∈ N} sucesiones de subconjuntos
no vacíos de X y de Y, respectivamente. Para cada cada n ∈ N, sea hn : Dn → En una función
continua. Decimos que h∞ = {hn : n ∈ N} es equi-continua en D∞ si se cumple la siguiente
propiedad:

1) para cada ε > 0 existe δ > 0 de modo que, para toda n ∈ N y cada x, y ∈ Dn con
d(x, y) < δ, sucede que e (hn(x), hn(y)) < ε.

Decimos que h∞ es uniformemente equi-continua en D∞ si cada función hn es uniformemente
continua y se cumple la propiedad 1).

Si existe una función continua h : X → Y tal que, en la de�nición anterior, Dn = X, En = Y
y hn = h, para cada n ∈ N entonces la sucesión constante h∞, que identi�camos con h, es equi-
continua si y sólo si h es uniformemente continua. Usando la noción de equi-continuidad, vamos
a presentar resultados que indican condiciones bajo las que la sensitividad y el caos en el sentido
de Devaney se preservan bajo conjugaci«. El siguiente, por ejemplo, aparece originalmente en [50,
Lema 3.2], en donde se supone que la conjugación h∞ es uniformemente equi-continua.

Teorema 6.10. Sean (D∞, f∞) y (E∞, g∞) dos sistemas metrizables no-autónomos. Supongamos
que (D∞, f∞) está conjugado con (E∞, g∞) y que h∞ = {hn : n ∈ N} es una conjugación. Si h∞
es equi-continua en D∞ y (E∞, g∞) es sensitivo en E1, entonces (D∞, f∞) es sensitivo en D1.

Demostración. Por la Proposición 6.6 existe δ > 0 con la siguiente propiedad:

1) para cada a ∈ E1 y para todo subconjunto abierto V de E1 con a ∈ V, existen b ∈ V y
n ∈ N tales que e(gn1 (a), gn1 (b)) > δ.

Como h∞ es equi-continua en D∞, existe η > 0 con la siguiente propiedad:

2) para toda n ∈ N y cada x, y ∈ Dn con d(x, y) < η, sucede que e(hn(x), hn(y)) < δ.
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Sean z ∈ D1 y U un abierto en D1 de modo que z ∈ U. Entonces h1(z) ∈ E1 y h1(U) es un abierto
en E1 tal que h1(z) ∈ h1(U). Por 1) existen b ∈ h1(U) y n ∈ N tales que e(gn1 (h1(z)), gn1 (b)) > δ.
Sea w ∈ U tal que h1(w) = b. Por la Proposición 4.6, hn+1 ◦ fn1 = gn1 ◦ h1. Además, notemos que
fn1 (z), fn1 (w) ∈ Dn+1. Si d(fn1 (z), fn1 (w)) < η entonces, por 2),

e(hn+1(fn1 (z)), hn+1(fn1 (w))) < δ.

Esto implica, utilizando las igualdades hn+1 ◦ fn1 = gn1 ◦ h1 y h1(w) = b, que

e (gn1 (h1(z)) , gn1 (b)) = e (gn1 (h1(z)) , gn1 (h1(w))) < δ,

lo cual es un absurdo. Por tanto,

d(fn1 (z), fn1 (w)) > η >
η

2
.

Hemos probado, así, que η
2 > 0 es un número tal que para cada z ∈ D1 y todo subconjunto abierto

U de D1 con z ∈ U, existen w ∈ U y n ∈ N tales que d(fn1 (z), fn1 (w)) > η
2 . Entonces, por la

Proposición 6.6, (D∞, f∞) es sensitivo en D1. �

Combinando los Teoremas 4.12, 5.9 y 6.10, tenemos el siguiente resultado que es la parte (i)
de [50, Teorema 3.1], y se cumple para los puntos periódicos en el sentido (P1), (P2) y (P3).

Teorema 6.11. Sean (D∞, f∞) y (E∞, g∞) dos sistemas metrizables no-autónomos e i ∈ {1, 2, 3}.
Supongamos que (D∞, f∞) está conjugado con (E∞, g∞), y que h∞ = {hn : n ∈ N} es una conju-
gación equi-continua en D∞ y con la siguiente propiedad:

(?) para cada n1, n2 ∈ N con n1 6= n2, si En1 ∩En2 6= ∅, entonces h−1
n1

(y) = h−1
n2

(y), para toda
y ∈ En1

∩ En2
.

Si (E∞, g∞) es Devaney caótico en E1 en el sentido (Pi), entonces (D∞, f∞) es Devaney caótico
en D1 en el sentido (Pi).

Corolario 6.12. Sean (D∞, f∞) y (E∞, g∞) dos sistemas metrizables no-autónomos e i ∈ {1, 2, 3}.
Supongamos que (D∞, f∞) está conjugado con (E∞, g∞), y que h∞ = {hn : n ∈ N} es una con-
jugaci�on tal que h∞ es equi-continua en D∞, h

−1
∞ = {h−1

n : n ∈ N} es equi-continua en E∞ y,
además, se tienen las siguientes propiedades:

(?) para cada n1, n2 ∈ N con n1 6= n2, si En1
∩En2

6= ∅, entonces h−1
n1

(y) = h−1
n2

(y), para toda
y ∈ En1 ∩ En2 ;

(??) para cada n1, n2 ∈ N con n1 6= n2, si Dn1 ∩Dn2 6= ∅ entonces hn1(x) = hn2(x), para toda
x ∈ Dn1

∩Dn2
.

Entonces (D∞, f∞) es Devaney caótico en X en el sentido (Pi) si y sólo si (E∞, g∞) es Devaney
caótico en Y en el sentido (Pi).

Corolario 6.13. Sean (X, f∞) y (Y, g∞) dos sistemas no-autónomos conjugados, h : X → Y una
conjugación e i ∈ {1, 2, 3}. Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

1) si h es uniformemente continua y (Y, g∞) es Devaney caótico en Y en el sentido (Pi),
entonces (X, f∞) es Devaney caótico en X el sentido (Pi);

2) si h y h−1 son uniformemente continuas, entonces (X, f∞) es Devaney caótico en X en el
sentido (Pi) si y sólo si (Y, g∞) es Devaney caótico en Y en el sentido (Pi).

El Corolario 6.12 aparece en [50, Corolario 3.1] para puntos periódicos en el sentido (P3),
mientras que la parte 2) del Corolario 6.13, que se deduce del Corolario 6.12, aparece en [57,
Teorema 3.1], considerando puntos periódicos en el sentido (P3).

Recordemos que si (D∞, f∞) es un sistema no-autónomo entonces, para cada k, n ∈ N con
k > n de�nimos la siguiente función pedazo de órbita:

fkn = fk ◦ fk−1 ◦ · · · ◦ fn+1 ◦ fn.
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En particular
fn+i
n = fn+i ◦ fn+i−1 ◦ · · · ◦ fn+1 ◦ fn, para cada i ∈ N.

Si (D∞, f∞) es metrizable no-autónomo y la sucesión f∞ es equi-continua, se tiene la propiedad
que se describe a continuación, y será de gran uso para la prueba del Teorema 6.23.

Teorema 6.14. Sea (D∞, f∞) un sistema metrizable no-autónomo tal que f∞ es equi-continua
en D∞. Entonces para cada δ > 0 y toda m ∈ N, existe 0 < δ′ < δ tal que para todo n ∈ N, si
xn, yn ∈ Dn y d(xn, yn) < δ′, entonces

d
(
fn+i
n (xn), fn+i

n (yn)
)
< δ, para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m}.

Demostración. Hagamos f0 = f1. Sean δ > 0 y m ∈ N. Como f∞ es equi-continua en D∞, existe
δ1 > 0 con la siguiente propiedad:

1) para toda n ∈ N y cada x, y ∈ Dn con d(x, y) < δ1, sucede que d(fn(x), fn(y)) < δ.

Sin perder generalidad, podemos suponer que δ1 < δ. Notemos que para los elementos de la
familia {fm+j+1 : j ∈ N ∪ {0}} se cumple que si j ∈ N ∪ {0} y x, y ∈ Dm+j+1 son tales que
d(x, y) < δ1 entonces, por 1),

d (fm+j+1(x), fm+j+1(y)) < δ.

Utilizando de nuevo la equi-continuidad de f∞ en D∞, existe δ2 > 0 con la siguiente propiedad:

2) para toda n ∈ N y cada x, y ∈ Dn con d(x, y) < δ2, sucede que d(fn(x), fn(y)) < δ1.

Sin perder generalidad, podemos suponer que δ2 < δ1. Notemos que para los elementos de la familia
{fm+j : j ∈ N∪{0}} se cumple que si j ∈ N∪{0} y x, y ∈ Dm+j son tales que d(x, y) < δ2 entonces,
por 2),

d(fm+j(x), fm+j(y)) < δ1.

Continuando como antes, utilizamos de nuevo la equi-continuidad de f∞ en D∞ para garantizar
la existencia de 0 < δ3 < δ2 tal que, para toda n ∈ N y cada x, y ∈ Dn con d(x, y) < δ3, sucede
que d(fn(x), fn(y)) < δ1. Notemos que para los elementos de la familia {fm+j−1 : j ∈ N ∪ {0}} se
cumple que si j ∈ N ∪ {0} y x, y ∈ Dm+j−1 son tales que d(x, y) < δ3, entonces

d(fm+j−1(x), fm+j−1(y)) < δ2.

Continuando con este procedimiento, garantizamos que,

3) para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m} existe 0 < δi+2 < δi+1 tal que para los elementos de la familia
{fm+j−i : j ∈ N ∪ {0}} se cumple que si j ∈ N ∪ {0} y x, y ∈ Dm+j−i son tales que
d(x, y) < δi+2, entonces

d(fm+j−i(x), fm+j−i(y)) < δi+1.

Sea δ′ = δm+2. Entonces 0 < δ′ < δ. Vamos a probar que δ′ satisface lo que enunciamos en el
teorema. Tomemos n ∈ N, xn, yn ∈ Dn = Dm+n−m tales que d(xn, yn) < δ′ e i ∈ {1, 2, . . . ,m}.
Como xn, yn ∈ Dm+n−m, d(xn, yn) < δm+2 y fn es un elemento de la familia {fm+j−m : j ∈
N ∪ {0}}, resulta que

d (fm+n−m(xn), fm+n−m(yn)) < δm+1.

Luego d(fn(xn), fn(yn)) < δm+1. Notemos que fn(xn), fn(yn) ∈ Dn+1 = Dm+n−(m−1) y que fn+1

es un elemento de la familia {fm+j−(m−1) : j ∈ N ∪ {0}}. Además tenemos que

d(fn(xn), fn(yn)) < δm+1 = δ(m−1)+2.

Entonces, por la propiedad que cumple δm+1,

d
(
fn+1
n (xn), fn+1

n (yn)
)

= d(fn+1(fn(xn)), fn+1(fn(yn))) =

= d(fm+n−(m−1)(fn(xn)), fm+n−(m−1)(fn(yn)) < δ(m−1)+1 = δm.

Por tanto, d
(
fn+1
n (xn), fn+1

n (yn)
)
< δm. Notemos que

fn+1
n (xn), fn+1

n (yn) ∈ Dn+2 = Dm+n−(m−2)
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y que fn+2 es un elemento de la familia {fm+j−(m−2) : j ∈ N ∪ {0}}. Además tenemos que

d(fn+1
n (xn), fn+1

n (yn)) < δm = δ(m−2)+2.

Entonces, por la propiedad que cumple δm,

d
(
fn+2
n (xn), fn+2

n (yn)
)

= d
(
fn+2

(
fn+1
n (xn)

)
, fn+2

(
fn+1
n (yn)

))
=

= d
(
fm+n−(m−2)

(
fn+1
n (xn)

)
, fm+n−(m−2)

(
fn+1
n (yn)

))
< δ(m−2)+1 = δm−1.

Es decir, d
(
fn+2
n (xn), fn+2

n (yn)
)
< δm−1. Continuando de esta manera, tenemos que

d(fn+3
n (xn), fn+3

n (yn)) < δm−2, d(fn+4
n (xn), fn+4

n (yn)) < δm−3

y, así,
d
(
fn+i
n (xn), fn+i

n (yn)
)
< δm−(i−1) < δ, para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m}.

Esto termina la demostración. �

El siguiente resultado se utilizará en más de una ocasión.

Proposición 6.15. Sean (D∞, f∞) un sistema metrizable no-autónomo y A un subconjunto in�-
nito de D1. Si (D∞, f∞) es transitivo en A y P3(f∞) es denso en A entonces, para cada p ∈ A y
toda ε > 0,

(5.1) A ⊂ cl

∞⋃
n=1

fn1 (B(ε, p) ∩A).

Demostración. Sean p ∈ A y ε > 0. Tomemos x ∈ A y un subconjunto abierto U de X con
x ∈ U . Por la Proposición 5.29, A no posee puntos aislados. Entonces el subconjunto abierto y no
vacío U |A = U ∩A de A contiene un punto distinto de x (incluso, al ser A un espacio T1 sin puntos
aislados, por la Proposición 2.5, U |A es in�nito). Como (D∞, f∞) es transitivo en A y los conjuntos
B(ε, p) ∩ A y U |A son abiertos no vacíos de A, existe k ∈ N tal que fk1 (B(ε, p) ∩ A) ∩ U |A 6= ∅.
Luego

U ∩

( ∞⋃
n=1

fn1 (B(ε, p) ∩A)

)
6= ∅,

probando así que x ∈ cl
⋃∞
n=1 f

n
1 (B(ε, p) ∩A) y con ello (5.1). �

6.3. Ergodicidad Topológica (Transitividad Sintética). Las siguientes nociones apa-
recen en [66, De�niciones 2.9 y 2.10].

De�nición 6.16. Una sucesión creciente {ni : i ∈ N} en N ∪ {0} es sintética, si existe m ∈ N tal
que nk+1 − nk 6 m para todo k ∈ N.

De�nición 6.17. Sean (D∞, f∞) un sistema no-autónomo y A un subconjunto no vacío de D1.
Decimos que (D∞, f∞) es topológicamente ergódico en A, si para cada dos subconjuntos
abiertos y no vacíos U y V de A el conjunto

N(U, V ) = {n ∈ N ∪ {0} : fn1 (U) ∩ V 6= ∅},
pensado como una sucesión creciente en N ∪ {0}, es no vacío y sintético.

Sean a, b ∈ N y, para cada i ∈ N, hagamos ni = b+ a(i− 1). Entonces la progresión aritmética
{ni : i ∈ N} en N es una sucesión creciente que es sintética. Más aún, cualquier superconjunto de
{ni : i ∈ N} que sea una sucesión creciente en N ∪ {0}, también es sintético. Esto se utilizará en la
prueba de la Proposición 6.18.

En la De�nición 6.16, hemos traducido �syndetic sequence� como �sucesión sintética�. Otra
forma de referirse a esto es como �sucesión sindética�. Por otro lado en otros artículos, como en
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[61, De�nición 2.9], la noción de sistema topológicamente ergódico, se llama sistema sintéticamente
transitivo o bien sindéticamente transitivo (�syndetically transitive�, en inglés), mientras que la
noción de sistema topológicamente ergódico di�ere de la que hemos dado (ver, por ejemplo, [61,
De�nición 2.10]).

Tanto en [2] como en [23] se prueba que si un sistema autónomo (X, f) es transitivo y P (f)
es denso en X, entonces (X, f) es topológicamente ergódico en X. En la siguiente proposición, que
aparece en [66, Teorema 2.1] para puntos periódicos en el sentido (P3), se extiende este resultado
para sistemas no-autónomos que no tienen porque ser metrizables.

Proposición 6.18. Sean (D∞, f∞) un sistema no-autónomo y A ⊂ D1 tal que A es invariante
en (D∞, f∞). Supongamos que (D∞, f∞) es transitivo en A. Entonces, para cada i ∈ {1, 2, 3}, se
satisfacen las siguientes propiedades:

1) si Pi(f∞) es denso en A entonces para cualesquiera dos subconjuntos abiertos y no vacíos
U y V de A, existe p ∈ U ∩ Pi(f∞) de manera que orb(p, f∞) ∩ V 6= ∅;

2) si P3(f∞) es denso en A, entonces (D∞, f∞) es topológicamente ergódico en A.

Demostración. Para probar 1), supongamos que Pi(f∞) es denso en A y sean U y V dos sub-
conjuntos abiertos y no vacíos de A. Como (D∞, f∞) es transitivo en A, existe k ∈ N tal que
fk1 (U)∩V 6= ∅. Sea x ∈ U de modo que fk1 (x) ∈ V. Como las funciones f1, f2, . . . , fk son continuas
en el conjunto invariante A, la restricción (fk1 )|A : A→ A es una función continua en A. Entonces
existe un abierto W de A tal que x ∈W y (fk1 )|A(W ) ⊂ V. Como Pi(f∞) es denso en A y U ∩W
es un subconjunto abierto y no vacío de A, pues tiene a x, existe p ∈ (U ∩W ) ∩ Pi(f∞). Notemos
que p ∈ U ∩ Pi(f∞) y

fk1 (p) = (fk1 )|A(p) ∈ V ∩ orb(p, f∞).

Esto prueba 1).

Para probar 2), supongamos que P3(f∞) es denso en A y sean U y V dos subconjuntos abiertos
y no vacíos de A. Aplicando 1) con i = 3, deducimos que existen p ∈ U ∩P3(f∞) y k ∈ N de modo
que fk1 (p) ∈ V. Sea m ∈ N tal que p es un punto m-periódico de (D∞, f∞). Por la a�rmación (5.4)
de la Proposición 5.7,

fmj+k1 (p) = fk1 (p), para cada j ∈ N ∪ {0}.
Como fk1 (U) ∩ V 6= ∅, tenemos que mj + k ∈ N(U, V ), para toda j ∈ N ∪ {0}. Haciendo nj =
k+m(j−1), para cada j ∈ N, tenemos que la progresión aritmética {nj : j ∈ N} es una sucesión en
N tal que nj+1 − nj = m, para cada j ∈ N. Por tanto la sucesión {nj : j ∈ N} es sintética y, como
{nj : j ∈ N} ⊂ N(U, V ), el conjunto N(U, V ) es no vacío y sintético. Esto prueba que el sistema
no-autónomo (D∞, f∞) es topológicamente ergódico. �

Corolario 6.19. Sea (X, f∞) un sistema no-autónomo transitivo tal que P3(f∞) es denso en X.
Entonces (X, f∞) es topológicamente ergódico.

6.4. Caos en un Sistema No-Autónomo. Para emular el Teorema 6.3 en sistemas me-
trizables no-autónomos, supondremos que nuestro sistema es transitivo en un conjunto A y que
el conjunto de puntos periódicos, en el sentido (P3), es denso en A. Nos proponemos entonces
veri�car si el sistema es sensitivo en A. Para esto, procedemos como se indica en la Sección 3 de
[66], y consideramos dos casos: cuando A ⊂ X está acotado y cuando no lo está.

El siguiente resultado, que contempla el caso en que A ⊂ D1 no está acotado, aparece origi-
nalmente en [66, Teorema 3.1].

Teorema 6.20. Sean (D∞, f∞) un sistema metrizable no-autónomo y A un subconjunto no vacío
y no acotado de D1. Si (D∞, f∞) es transitivo en A y P3(f∞) es denso en A, entonces (D∞, f∞)
es sensitivo en A, y como constante de sensibilidad se puede escoger cualquier número positivo. En
consecuencia (D∞, f∞) es Devaney caótico en A el sentido (P3).
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Demostración. Sea δ > 0. Para ver que δ es una constante de sensibilidad, �jemos ε > 3 y sean
x ∈ A y U un subconjunto abierto de X tales que x ∈ U. Sea U |A = U ∩A. Notemos que ε−1 > 2,
por lo que (ε− 1)δ > 2δ, de donde

(ε− 1)δ

2
> δ.

Como A no está acotado, A es in�nito. Utilizando esto y el hecho de que (D∞, f∞) es transitivo
en A y P3(f∞) es denso en A, por la Proposición 5.29, no existen puntos aislados en A. Luego, por
la Proposición 2.5, U |A es in�nito así que U |A ∩ (X \ {x}) es un subconjunto abierto y no vacío de
A. Como P3(f∞) es denso en A, existe q ∈ U |A ∩ P3(f∞) tal que q 6= x. Notemos que d(x, q) > 0.
Consideremos el número

(5.2) η = máx {2d(x, z) : z ∈ orb(q, f∞) y d(x, z) > 0} .
Como q ∈ orb(q, f∞) y d(x, q) > 0, el conjunto {z ∈ orb(q, f∞) : d(x, z) > 0} es no vacío, y por
tanto, η es un máximo de números mayores que cero, por lo que η > 0. Por (5.2), para cada
z ∈ orb(q, f∞) sucede que

d(x, z) = 0 < η o bien 0 < d(x, z) < 2d(x, z) 6 η.

Esto prueba que orb(q, f∞) ⊂ B(η, x). Por tanto,

orb(q, f∞) ⊂ B(η, x) ⊂ clB (η, x) ⊂ clB (εη, x).

Como A no está acotado,

(X \ clB(2εη, x)) ∩A y (X \ clB(2εδ, x)) ∩A
son subconjuntos abiertos y no vacíos de A. Por la transitividad de (D∞, f∞) en A, existen k, r ∈ N
tales que

fk1 (U |A) ∩ [(X \ clB(2εη, x)) ∩A] 6= ∅ y fr1 (U |A) ∩ [(X \ clB(2εδ, x)) ∩A] 6= ∅.
Sean y, w ∈ U |A de modo que

fk1 (y) ∈ (X \ clB(2εη, x)) ∩A y fr1 (w) ∈ (X \ clB(2εδ, x)) ∩A.
Como

B(εη, x) ⊂ clB(εη, x) ⊂ B(2εη, x) ⊂ clB(2εη, x)

y
B(εδ, x) ⊂ clB(εδ, x) ⊂ B(2εδ, x) ⊂ clB(2εδ, x),

tenemos que
d(x, fk1 (y)) > εη y d(x, fr1 (w)) > εδ.

Ahora consideraremos dos casos, dependiendo de si η > δ o bien η < δ. Supongamos primero
que η > δ. Por la desigualdad del triángulo,

d(x, fk1 (y)) 6 d(x, fk1 (q)) + d(fk1 (q), fk1 (y)).

Utilizando esto así como las a�rmaciones η > δ y fk1 (q) ∈ orb(q, f∞) ⊂ B(η, x), tenemos que

d
(
fk1 (q), fk1 (y)

)
> d

(
x, fk1 (y)

)
− d

(
x, fk1 (q)

)
> εη − η = (ε− 1)η > (ε− 1)δ.

Usando de nuevo la desigualdad de triángulo, deducimos que

d
(
fk1 (x), fk1 (y)

)
+ d

(
fk1 (x), fk1 (q)

)
> d

(
fk1 (q), fk1 (y)

)
> (ε− 1)δ.

Por tanto

d
(
fk1 (x), fk1 (y)

)
>

(ε− 1)δ

2
> δ o bien d

(
fk1 (x), fk1 (q)

)
>

(ε− 1)δ

2
> δ.

En cualquiera de las dos situaciones, hemos probado que existe

p ∈ {q, y} ⊂ U |A tal que d(fk1 (x), fk1 (p)) > δ.
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Luego (D∞, f∞) es sensitivo con constante de sensibilidad δ. Esto termina la prueba del primer
caso.

Ahora supongamos que η < δ. Entonces orb(q, f∞) ⊂ B(η, x) ⊂ B(δ, x). En particular fr1 (q) ∈
B(δ, x). Ahora bien, por la desigualdad del triángulo,

d(x, fr1 (w)) 6 d(x, fr1 (q)) + d(fr1 (q), fr1 (w)).

Luego
d (fr1 (q), fr1 (w)) > d (x, fr1 (w))− d (x, fr1 (q)) > εδ − δ = (ε− 1)δ.

Usando de nuevo la desigualdad del triángulo, tenemos que

d (fr1 (x), fr1 (w)) + d (fr1 (x), fr1 (q)) > d (fr1 (q), fr1 (w)) > (ε− 1)δ.

Por tanto

d (fr1 (x), fr1 (w)) >
(ε− 1)δ

2
> δ o bien d (fr1 (x), fr1 (q)) >

(ε− 1)δ

2
> δ.

En cualquiera de las dos situaciones, hemos probado que existe p ∈ {q, w} ⊂ U |A tal que
d(fr1 (x), fr1 (p)) > δ. Luego (D∞, f∞) es sensitivo con constante de sensibilidad δ. Esto termina
la prueba del segundo caso, y por tanto, también la del teorema. �

En la prueba del Teorema 6.20 no se utiliza la continuidad de cada función fn que de�ne a
f∞. En [66, Ejemplo 3.1] se ilustra el Teorema 6.20 de la siguiente manera.

Ejemplo 6.21. Sean I un intervalo no acotado tal que I ⊂ R y Q = {an : n ∈ N} una enumeración
de los números racionales en I. Podemos pensar que I = [0,+∞). Para cada n ∈ N de�nimos una
función fn : I → I como sigue:

fn(x) =

{
an, si x ∈ Q,
x, si x ∈ I \Q.

Notemos que las funciones fn no son continuas. Consideremos f∞ = {fn : n ∈ N}, así como la
pareja (I, f∞). Es claro que P3(f∞) = I \Q es denso en A = I Ahora sean U y V dos subconjuntos
abiertos y no vacío de A. Como Q es denso en A, existen am ∈ U ∩ Q y an ∈ V. Notemos que
fn1 (am) = an, de donde fn1 (U)∩V 6= ∅. Luego, (I, f∞) es transitivo en A. Como A es un subconjunto
no vacío y no acotado de I, por el Teorema 6.20, (I, f∞) es sensitivo en A y, en consecuencia, es
Devaney caótico en A el sentido (P3). �

Es un problema interesante ejempli�car el Teorema 6.20 con un sistema no-autónomo como se
ha considerado en la De�nición 3.3, es decir, en el que cada una de las funciones que de�nen a f∞
sea continua.

En la prueba del caso en que A ⊂ D1 está acotado, vamos a utilizar el siguiente resultado, que
aparece en [66, Lema 3.1].

Proposición 6.22. Sean (D∞, f∞) un sistema metrizable no-autónomo, A un subconjunto no
vacío de D1 y E ⊂ D1 tal que E es denso en A. Si (D∞, f∞) no es sensitivo en A, entonces para
cualquier δ > 0 existen y ∈ E ∩A y 0 < ε < δ tales que

(5.3) fn1 (B(ε, y) ∩A) ⊂ B (δ, fn1 (y)) , para cada n ∈ N.

Demostración. Sea δ > 0. Como (D∞, f∞) no es sensitivo en A, el número positivo δ
4 no es una

constante de sensibilidad de (D∞, f∞) en A. Por tanto existen x ∈ A y un abierto U en X tales
que x ∈ U de modo que

1) para cada z ∈ U ∩A y todo n ∈ N, sucede que d(fn1 (x), fn1 (z)) 6 δ
4 .
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Como U es abierto en X, existe ε > 0 tal que B(2ε, x) ⊂ U. Sin perder generalidad, podemos
suponer que ε < δ. Como E es denso en A y B(ε, x) ∩ A es un subconjunto abierto y no vacío de
A, pues tiene a x, por la parte 2) de la Proposición 2.2, existe y ∈ E ∩ B(ε, x) ∩ A. Notemos que
y ∈ E ∩A. Para probar (5.3), tomemos w ∈ B(ε, y) ∩A y n ∈ N. Como

y ∈ B(ε, x) ∩A ⊂ B(2ε, x) ∩A ⊂ U ∩A,
por 1), d(fn1 (x), fn1 (y)) 6 δ

4 . Por la desigualdad del triángulo,

d(w, x) 6 d(w, y) + d(y, x) < 2ε.

Luego w ∈ B(2ε, x) ∩ A ⊂ U ∩ A, y por 1), d(fn1 (x), fn1 (w)) 6 δ
4 . Aplicando la desigualdad del

triángulo,

d (fn1 (w), fn1 (y)) 6 d (fn1 (w), fn1 (x)) + d (fn1 (x), fn1 (y)) 6
δ

4
+
δ

4
=
δ

2
< δ.

Esto prueba (5.3). �

El siguiente resultado, que contempla el caso en que A ⊂ D1 es in�nito y está acotado, aparece
originalmente en [66, Teorema 3.2] y utiliza la noción de equi-continuidad así como el Teorema 6.14.
En su demostración no utilizaremos la continuidad de cada función fn que de�ne a f∞.

Teorema 6.23. Sean (D∞, f∞) un sistema metrizable no-autónomo y A un subconjunto in�nito
de D1 que está acotado. Supongamos que se cumplen las siguientes condiciones:

1) un elemento de A es un punto �jo de (D∞, f∞) en el sentido (P3);
2) f∞ es equi-continua en D∞.

Si (D∞, f∞) es transitivo en A y P3(f∞) es denso en A, entonces (D∞, f∞) es sensitivo en A. En
consecuencia, (D∞, f∞) es Devaney caótico en A en el sentido (P3).

Demostración. Como A está acotado, δ = 1
7diám(A) es un número mayor que cero. Supongamos

que (D∞, f∞) no es sensitivo en A. Como P3(f∞) es un subconjunto de D1 que es denso en A, por
la Proposición 6.22, existen p ∈ P3(f∞) ∩A y 0 < ε < δ tales que

(5.4) fn1 (B(ε, p) ∩A) ⊂ B (δ, fn1 (p)) , para cada n ∈ N.
Por la Proposición 6.15,

(5.5) A ⊂ cl
⋃
n∈N

fn1 (B(ε, p) ∩A).

Sea m ∈ N tal que p es un punto m-periódico de (D∞, f∞) en el sentido (P3). Entonces

fm+n
1 (p) = fn1 (p), para cada n ∈ N ∪ {0}.

Utilizando esto y las contenciones (5.4) y (5.5), tenemos que

(5.6) A ⊂ cl
⋃
n∈N

fn1 (B(ε, p) ∩A) ⊂ cl
⋃
n∈N

B (δ, fn1 (p)) = cl

m⋃
i=1

B
(
δ, f i1(p)

)
.

Como f∞ es equi-continua en D∞, por el Teorema 6.14, existe 0 < δ′ < δ tal que para todo n ∈ N
si xn, yn ∈ Dn y d(xn, yn) < δ′, entonces

d(fn+i
n (xn), fn+i

n (yn)) < δ, para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m}.
Sea q ∈ A un punto �jo de (D∞, f∞) en el sentido (P3). Entonces

fn1 (q) = q, para toda n ∈ N ∪ {0},
por lo que q ∈

⋂∞
n=1Dn. Además, por las Proposiciones 5.4 y 5.5, fn(q) = q, para cada n ∈ N.

Utilizando esto y la propiedad de δ′, tenemos que

(5.7) fn+i
n (B(δ′, q) ∩Dn) ⊂ B(δ, q), para toda n ∈ N e i ∈ {1, 2, . . . ,m}.
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Como (D∞, f∞) es transitivo en A, y los conjuntos B(ε, p)∩A y B(δ′, q)∩A son abiertos no vacíos
en A, existe r ∈ N de modo que

fr1 (B(ε, p) ∩A) ∩ (B(δ′, q) ∩A) 6= ∅.
Sea y1 ∈ B(ε, p) ∩A tal que fr1 (y1) ∈ B(δ′, q) ∩A. Como fr1 (y1) ∈ Dr+1, tenemos que

(5.8) fr1 (y1) ∈ B(δ′, q) ∩Dr+1.

Por (5.7) y (5.8), para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m}, sucede que
(5.9) fr+1+i

1 (y1) = fr+1+i
r+1 (fr1 (y1)) ∈ fr+1+i

r+1 (B(δ′, q) ∩Dr+1) ⊂ B(δ, q).

Fijemos i ∈ {1, 2, . . . ,m}. Como y1 ∈ B(ε, p) ∩A, por (5.4),
(5.10) fr+1+i

1 (y1) ∈ fr+1+i
1 (B(ε, p) ∩A) ⊂ B

(
δ, fr+1+i

1 (p)
)
.

Sea z ∈ B(δ, fr+1+i
1 (p)). Por la desigualdad del triángulo

(5.11) d(z, q) 6 d
(
z, fr+1+i

1 (p)
)

+ d
(
fr+1+i

1 (p), fr+1+i
1 (y1)

)
+ d

(
fr+1+i

1 (y1), q
)
.

La elección de z implica que d(z, fr+1+i
1 (p)) < δ. Además, por (5.10)

d(fr+1+i
1 (p), fr+1+i

1 (y1)) < δ

y, por (5.9),
d(fr+1+i

1 (y1), q) < δ.

Por tanto, de (5.11), d(z, q) < 3δ o lo que es lo mismo z ∈ B(3δ, q). Así tenemos que

B(δ, fr+1+i
1 (p)) ⊂ B(3δ, q).

Como esto es válido para toda i ∈ {1, 2, . . . ,m}, hemos probado que

(5.12)
m⋃
i=1

B
(
δ, fr+1+i

1 (p)
)
⊂ B(3δ, q).

Si escribimos a r como r = mq1 + r1, donde q1, r1 ∈ N y 0 6 r1 < m y utilizamos el hecho de que,
por la Proposición 5.7,

fmq2+r2
1 (p) = fr21 (p), para todo q2 ∈ N y cada r2 ∈ N ∪ {0},

tenemos que {
f1

1 (p), f2
1 (p), . . . , fm1 (p)

}
=
{
fr+2

1 (p), fr+3
1 (p), . . . , fr+m+1

1 (p)
}
.

Combinando esto con (5.6) y (5.12) resulta que

A ⊂ cl

m⋃
i=1

B
(
δ, f i1(p)

)
= cl

m⋃
i=1

B
(
δ, fr+1+i

1 (p)
)
⊂ clB(3δ, q) ⊂ B(6δ, q).

Por tanto diám(A) 6 6δ, contradiciendo el hecho de que diám(A) = 7δ. Como llegamos a esta
contradicción porque supusimos que (D∞, f∞) no es sensitivo en A, concluimos que (D∞, f∞) es
sensitivo en A y, en consecuencia, (D∞, f∞) es caótico en el sentido de Devaney en A. �

Sean (D∞, f∞) un sistema metrizable no-autónomo y A un subconjunto in�nito de D1 que
está acotado. Supongamos que (D∞, f∞) es transitivo en A y que P3(f∞) es denso en A. En [66]
no se considera si las condiciones 1) y 2) del Teorema 6.23 son esenciales. Tampoco se indica si
la sensitividad de (D∞, f∞) en A se obtiene si suponemos que f∞ es equi-continua en D∞, y que
algún elemento de A es un punto �jo de (D∞, f∞) en el sentido (P1).

La pareja (I, f∞) que aparece en el Ejemplo 6.21, suponiendo ahora que I es un intervalo aco-
tado, es una manera de ejempli�car el Teorema 6.23, si no consideramos importante la continuidad
de cada función fn que de�ne a f∞. Cuando importa la continuidad de cada función fn, tenemos
el siguiente ejemplo.



6. CAOS EN EL SENTIDO DE DEVANEY 105

Ejemplo 6.24. Para ilustrar el Teorema 6.23, consideremos el sistema no-autónomo (I, f∞), donde
A = I = [0, 1] y, para cada n ∈ N, f2n(x) = x para toda x ∈ I y

f2n+1(x) =

{
2x, si x ∈

[
0, 1

2

]
;

2(1− x), si x ∈
[

1
2 , 1
]
.

Cada f2n+1 es la función tienda, la cual es una función transitiva. En [66, Ejemplo 3.2] se indica
que (I, f∞) satisface todas las condiciones del Teorema 6.23, por lo que (I, f∞) es sensitivo en
A. �

Vamos a mostrar un resultado similar al Teorema 6.23, pero ahora con condiciones más estrictas
en lo que concierne a la densidad de puntos periódicos. Antes de mencionar el siguiente teorema,
será útil de�nir un conjunto especial de puntos periódicos: si (D∞, f∞) es un sistema no-autónomo
entonces, para cada N ∈ N,

(5.13) PN (f∞) = {p ∈ P3(f∞) : p es un punto mp-periódico de (D∞, f∞) y mp 6 N}.

Es claro que
PN (f∞) ⊂ P3(f∞) ⊂ D1, para cada N ∈ N.

Además si A ⊂ D1 es no vacío y para alguna N ∈ N, el conjunto PN (f∞) es denso en A, por la
parte 3) de la Proposición 2.2, P3(f∞) es denso en A.

El siguiente resultado aparece en [66, Teorema 3.3].

Teorema 6.25. Sean (D∞, f∞) un sistema metrizable no-autónomo y A un subconjunto in�nito
de D1 que está acotado. Si (D∞, f∞) es transitivo en A y, para alguna N ∈ N, PN (f∞) es denso
en A, entonces (D∞, f∞) es sensitivo en A. En consecuencia, (D∞, f∞) es Devaney caótico en A
en el sentido (P3).

Demostración. Por la Proposición 5.29, A no tiene puntos aislados. Como A es in�nito, existe
C = {x1, x2, . . . , xN+1} ⊂ A tal que |C| = N + 1. De�namos

δ =
1

8
mı́n{d(xi, xj) : i, j ∈ {1, 2, . . . , N + 1} e i 6= j}.

Entones los elementos del conjunto {B(δ, x1), B(δ, x2), . . . , B(δ, xN+1)} son ajenos dos a dos. Su-
pongamos que (D∞, f∞) no es sensitivo en A. Como PN (f∞) es denso en A, por la Proposición
6.22, existen p1 ∈ PN (f∞) ∩A y 0 < ε < δ tales que

(5.14) fn1 (B(ε, p1) ∩A) ⊂ B (δ, fn1 (p1)) , para cada n ∈ N.

Sea m ∈ N tal que p1 es un punto m-periódico de (D∞, f∞) en el sentido (P3) y m 6 N. Entonces
fm+n

1 (p1) = fn1 (p1), para cada n ∈ N ∪ {0}. Por la Proposición 6.15,

(5.15) A ⊂ cl
⋃
n∈N

fn1 (B(ε, p1) ∩A).

De (5.14) y (5.15), tenemos que

(5.16) A ⊂ cl
⋃
n∈N

fn1 (B(ε, p1) ∩A) ⊂ cl
⋃
n∈N

B (δ, fn1 (p1)) =

= cl

m⋃
k=1

B
(
δ, fk1 (p1)

)
=

m⋃
k=1

clB
(
δ, fk1 (p1)

)
.

Vamos a probar que para cada k ∈ {1, 2, . . . ,m}, el conjunto

clB(δ, fk1 (p1)) ∩ C
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tiene a lo más un elemento. Supongamos, por el contrario, que existen k ∈ {1, 2, . . . ,m} e i, j ∈
{1, 2, . . . , N + 1} con i 6= j tales que

xi, xj ∈ clB(δ, fk1 (p1)) ⊂ B(2δ, fk1 (p1)).

Entonces
d(xi, xj) 6 d

(
xi, f

k
1 (p1)

)
+ d

(
fk1 (p1), xj

)
< 4δ,

contradiciendo el hecho de que d(xi, xj) > 8δ. Esto prueba que clB(δ, fk1 (p1)) ∩ C tiene a lo más
un elemento, para cada k ∈ {1, 2, . . . ,m}. Por tanto, como m 6 N, existe s ∈ {1, 2, . . . , N + 1} tal
que

xs /∈
m⋃
k=1

clB(δ, fk1 (p1)),

contradiciendo con esto la contención (5.16). Esta contradicción surgió del hecho de suponer que
(D∞, f∞) no es sensitivo en A. Por tanto (D∞, f∞) es sensitivo en A y, en consecuencia, (D∞, f∞)
es Devaney caótico en A en el sentido (P3). �

6.5. Convergencia Puntual y Caos. Sean (D∞, f∞) un sistema metrizable no-autónomo
y A un subconjunto in�nito de D1, invariante en (D∞, f∞). Para presentar otro resultado en el
que la transitividad en A y la densidad de puntos periódicos en A implique la sensitividad en A
(Teorema 6.29), vamos a suponer que la sucesión de funciones continuas {fn : n ∈ N} converge
puntualmente a una función continua f : X → X en A. Esto signi�ca que, para cada x ∈ A, la
sucesión {fn(x) : n ∈ N} converge a f(x). Ahora bien, la función f permite considerar el sistema
autónomo (X, f), que llamamos el sistema autónomo inducido por (D∞, f∞). Luego de estudiar
si los tres ingredientes del caos en el sentido de Devaney se preservan del sistema no-autónomo a
su sistema autónomo inducido, probaremos el Teorema 6.29.

A partir de este momento, vamos a considerar que (D∞, f∞) es un sistema no-autónomo y A
es un subconjunto no vacío de D1 e invariante en (D∞, f∞). Suponemos también que f : X → X
es una función continua y que la sucesión {fn : n ∈ N} converge puntualmente a f en A. Salvo en
el enunciado del Teorema 6.29, en el resto de los resultados que aparecen en esta subsección, no
vamos a escribir todas estas suposiciones. En el siguiente resultado, que aparece en [66, Lema 4.1]
probamos que, para cada punto periódico x ∈ A, en el sentido (P3), sucede que orb(x, f∞) =
orb(x, f).

Proposición 6.26. Sean k ∈ N y x ∈ A tales que x es un punto k-periódico de (D∞, f∞) en el
sentido (P3). Entonces f i1(x) = f i(x) para cada i ∈ N∪{0} y x es un punto k-periódico del sistema
autónomo (X, f).

Demostración. Sean x ∈ A ⊂ D1 ⊂ X un punto k-periódico de (D∞, f∞) en el sentido (P3).
Vamos a probar primero que

1) f i+1
1 (x) = f

(
f i1(x)

)
, para cada i ∈ N.

Para ver esto, sea i ∈ N. Por la Proposición 5.7, para toda n ∈ N,

(5.17) f i+1
1 (x) = fnk+i+1

1 (x) = fnk+i+1

(
fnk+i

1 (x)
)

= fnk+i+1

(
f i1(x)

)
.

Como A es invariante y x ∈ A, tenemos que f i1(x), f i+1
1 (x) ∈ A. Por la convergencia puntual

de {fn : n ∈ N} a f en A, la sucesión {fnk+i+1(f i1(x)) : n ∈ N} converge a f(f i1(x)). Como la
sucesión constante {f i+1

1 (x) : n ∈ N} también converge a f i+1
1 (x), usando (5.17) tenemos que

f i+1
1 (x) = f(f i1(x)). Esto prueba 1).

Ahora vamos a probar por inducción que f i1(x) = f i(x), para cada i ∈ N ∪ {0}. Para i = 0,

f0
1 (x) = x y f0(x) = x. Supongamos que, para alguna j ∈ N∪{0} sucede que f j1 (x) = f j(x). Como
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j > 0, tenemos que j + 1 ∈ N. Además, por 1),

f j+1
1 (x) = f

(
f j1 (x)

)
= f

(
f j(x)

)
= f j+1(x).

Esto prueba que f i1(x) = f i(x), para cada i ∈ N ∪ {0}. En particular, x = fk1 (x) = fk(x), así que
x es un punto k-periódico de (X, f). �

Corolario 6.27. Si P3(f∞) es denso en A, entonces P (f) es denso en A.

Así pues, cuando la sucesión {fn : n ∈ N} converge puntualmente a f y en el sistema no-
autónomo (D∞, f∞) hay densidad de puntos periódicos en el sentido (P3), también hay densidad
de puntos periódicos en el sistema autónomo inducido (X, f). Ahora presentamos condiciones
bajo las que la transitividad en (D∞, f∞) equivale a la transitividad en (X, f), y también el que
(D∞, f∞) sea sensitivo equivale a que el sistema autónomo inducido (X, f) es sensitivo. El siguiente
resultado aparece en [66, Proposición 4.1].

Proposición 6.28. Si (D∞, f∞) es metrizable y P3(f∞) es denso en A, entonces se satisfacen las
siguientes condiciones:

1) para cada x ∈ A y toda n ∈ N, tenemos que fn1 (x) = fn(x);
2) (D∞, f∞) es transitivo en A si y sólo si (X, f) es transitivo en A;
3) (D∞, f∞) es sensitivo en A si y sólo si (X, f) es sensitivo en A.

Demostración. Para ver 1), sean x ∈ A y n ∈ N. Como P3(f∞) es denso en A, tenemos que
P3(f∞)∩A es denso en A o, lo que es lo mismo, que cl[A]P3(f∞) ∩A = A. Esto implica, pues X es
metrizable, que existe una sucesión {pm : m ∈ N} en P3(f∞)∩A que converge x. Por la Proposición
6.26, para cada m ∈ N,

(5.18) fn1 (pm) = fn(pm).

Tomando el límite cuando m→∞

ĺım
m→∞

fn1 (pm) = ĺım
m→∞

fn(pm).

Por la continuidad de las funciones fn1 y fn,

fn1

(
ĺım
m→∞

pm

)
= fn

(
ĺım
m→∞

pm

)
.

Luego fn1 (x) = fn(x). Esto prueba 1).

Para ver 2), supongamos primero que (D∞, f∞) es transitivo en A. Sean U y V dos subcon-
juntos abiertos y no vacíos de A. Por la transitividad de (D∞, f∞) en A, existe n ∈ N tal que
fn1 (U) ∩ V 6= ∅. Sea x ∈ U ⊂ A de modo que fn1 (x) ∈ V. Por 1), fn1 (x) = fn(x) así que fn(x) ∈ V.
Luego fn(U) ∩ V 6= ∅ y (X, f) es transitivo en A. Ahora supongamos que (X, f) es transitivo en
A. Sean C y D dos subconjuntos abiertos y no vacíos de A. Por la transitividad de (X, f) en A,
existe m ∈ N tal que fm(C)∩D 6= ∅. Tomemos y ∈ C ⊂ A de modo que fm(y) ∈ D. Nuevamente,
por 1), fm1 (y) = fm(y), así que fm1 (y) ∈ D. Por tanto, fm1 (C) ∩D 6= ∅ y (D∞, f∞) es transitivo
en A.

Para ver 3), supongamos primero que (D∞, f∞) es sensitivo en A. Sea δ > 0 una constante de
sensibilidad de (D∞, f∞) en A. Vamos a probar que δ es también una constante de sensibilidad de
(X, f). Sean x ∈ A y U un abierto en X tales que x ∈ U. Como δ es una constante de sensibilidad
de (D∞, f∞), existen y ∈ U ∩ A y n ∈ N tales que d(fn1 (x), fn1 (y)) > δ. Por 1), fn1 (x) = fn(x) y
fn1 (y) = fn(y). Luego d(fn(x), fn(y)) > δ. Esto prueba que (X, f) es sensitivo en A. Utilizando
ideas similares se prueba que si (X, f) es sensitivo en A, entonces (D∞, f∞) es sensitivo en A. �
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Consideremos las hipótesis de la Proposición 6.28. Como el conjunto A es invariante en
(D∞, f∞) para cada n ∈ N, tenemos que fn1 (A) ⊂ A, por lo que (fn1 )|A es una función de A
en A. En vista de que fn1 y fn coinciden en A, según la parte 1) de la Proposición 6.28, sucede que
(fn)|A es una función de A en A, para cada n ∈ N. En particular f |A es una función de A en A.

Es interesante determinar si la transitividad de (D∞, f∞) en A implica la transitividad de
(X, f) en A, sin la hipótesis de que P3(f∞) sea denso en A. Lo mismo el recíproco de esta a�rmación
y lo correspondiente cambiando transitividad en A por sensitividad en A.

En el contexto que estamos considerando, el Teorema 6.3 toma la siguiente forma, la cual
aparece en [66, Teorema 4.1].

Teorema 6.29. Sean (D∞, f∞) un sistema metrizable no-autónomo, A un subconjunto in�nito
de D1 y f : X → X una función continua. Supongamos que A es invariante en (D∞, f∞) y que la
sucesión {fn : n ∈ N} converge puntualmente a f en A. Si (D∞, f∞) es transitivo en A y P3(f∞) es
denso en A, entonces (D∞, f∞) es sensitivo en A. En consecuencia, (D∞, f∞) es Devaney caótico
en A en el sentido (P3).

Demostración. Como ya indicamos f |A es una función continua del espacio metrizable e in�nito A
en A. Luego (A, f |A) es un sistema autónomo. La transitividad en A de (D∞, f∞) y el inciso 2) de la
Proposición 6.28, implican que (X, f) es transitivo en A. Entonces, por la Proposición 3.8, (A, f |A)
es transitivo. Por el Corolario 6.27, P (f) es denso en A. Esto implica, por la Proposición 5.6, que
P (f |A) es denso en A. Entonces, por la Proposición 6.3, (A, f |A) es sensitivo en A. Luego, por
el Corolario 6.7, que (X, f) es sensitivo en A. Por tanto, por el inciso 3) de la Proposición 6.28,
(D∞, f∞) es sensitivo en A y, por tanto, (D∞, f∞) es Devaney caótico en A en el sentido (P3).
�

La Proposición 6.28 y el Teorema 6.29 indican condiciones bajo las que si el sistema metri-
zable no-autónomo (D∞, f∞) es caótico en el sentido de Devaney, entonces el sistema metrizable
autónomo inducido (X, f) también lo es. Para notar que el recíproco de esta a�rmación es falso,
veamos el siguiente ejemplo que aparece en [66, Ejemplo 4.1].

Ejemplo 6.30. Consideremos I = A = [0, 1] y, para cada x ∈ I y todo n > 2, de�namos

f1(x) =


2x, si x ∈ [0, 1

3 ];
2
3 , si x ∈ [ 1

3 ,
2
3 ];

x, si x ∈ [ 2
3 , 1];

y fn(x) = f(x) =

{
2x, si x ∈ [0, 1

2 ];

2(1− x), si x ∈ [ 1
2 , 1].

Es claro que la sucesión {fn : n ∈ N} converge puntualmente a f en A. Además f1([ 1
3 ,

2
3 ]) = { 2

3}, y
para cada n > 2, f( 2

3 ) = fn( 2
3 ) = 2

3 . Sean U = ( 1
3 ,

2
3 ) y V = (0, 1

3 ). Entonces U y V son abiertos en
A tales que fn1 (U) = { 2

3} para cada n ∈ N, por lo que fn1 (U) ∩ V = ∅. Esto implica que el sistema
metrizable no-autónomo (I, f∞) no es transitivo en A. En particular (I, f∞) no es Devaney caótico
en A. Sin embargo, como f es la función tienda, el sistema metrizable autónomo inducido (I, f) es
Devaney caótico, como se muestra en [32, p. 132]. �

Sean f : X → X una función y B ⊂ X. Decimos que f es suprayectiva en B si para cada y ∈ B
existe x ∈ B tal que f(x) = y, es decir, si B ⊂ f(B). A continuación agregamos la condición de
que f1 es una función suprayectiva en A a las hipótesis de la Proposición 6.28. Como vemos esto
implica que, restringido al conjunto A, el sistema no-autónomo (D∞, f∞) es en realidad el sistema
autónomo inducido (A, f |A). El siguiente resultado aparece en [66, Proposición 4.2].

Proposición 6.31. Supongamos que (D∞, f∞) es metrizable, P3(f∞) es denso en A y f1 es
suprayectiva en A. Entonces la sucesión {fn : n ∈ N} converge puntualmente a f en A si y sólo si
para cada x ∈ A y todo n ∈ N, tenemos que fn(x) = f(x).
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Demostración. Supongamos que para cada x ∈ A y todo n ∈ N, tenemos que fn(x) = f(x).
Entonces la sucesión {fn : n ∈ N} converge puntualmente a f en A. Para probar el recíproco,
supongamos ahora que la sucesión {fn : n ∈ N} converge puntualmente a f en A. Por la parte 1)
de la Proposición 6.28, para cada x ∈ A y todo n ∈ N, tenemos que fn1 (x) = fn(x). En particular,

f1(x) = f1
1 (x) = f1(x) = f(x), para cada x ∈ A,

es decir f1 y f coinciden en A. Como A es invariante en (D∞, f∞), f1(A) ⊂ A. Además, al ser
f1 suprayectiva en A, A ⊂ f1(A). Luego f1(A) = A y, como f1 y f coinciden en A, tenemos que
f(A) = A. Entonces f es suprayectiva en A.

Vamos a probar que para toda n ∈ N, fn y f coinciden en A. En el camino probaremos
también que cada fn es suprayectiva en A. Procedemos por inducción sobre n. Para n = 1, f1 es
suprayectiva en A y ya vimos que f1 y f coinciden en A. Supongamos ahora que existe k ∈ N tal
que, para cada j ∈ {1, 2, . . . , k}, fj y f coinciden en A, entonces

fj(A) = f(A) = A para toda j ∈ {1, 2, . . . , k},

por lo que cada fj es suprayectiva en A. Para ver que fk+1 es suprayectiva en A y, además,
que fk+1 y f coinciden en A, sea y ∈ A. Como A ⊂ fk(A), podemos considerar xk ∈ A tal que
y = fk(xk) = f(xk). Puesto que A ⊂ fk−1(A), existe xk−1 ∈ A tal que xk = fk−1(xk−1) = f(xk−1).
También A ⊂ fk−2(A), por lo que podemos tomar xk−2 ∈ A tal que xk−1 = fk−2(xk−2) = f(xk−2).
Continuando de esta manera, existen x1, x2, . . . , xk ∈ A tales que

(5.19) y = fk(xk) = f(xk) y xi+1 = fi(xi) = f(xi), para cada i ∈ {1, 2, . . . , k − 1}.

Notemos que, por (5.19)

fk+1
1 (x1) = (fk+1 ◦ fk ◦ · · · ◦ f2 ◦ f1) (x1) = (fk+1 ◦ fk ◦ · · · ◦ f2) (f1(x1)) =

= (fk+1 ◦ fk ◦ · · · ◦ f2) (x2) = (fk+1 ◦ fk ◦ · · · ◦ f3) (f2(x2)) =

= (fk+1 ◦ fk ◦ · · · ◦ f3) (x3) = · · · = fk+1 (fk(xk)) = fk+1(y).

Luego fk+1(y) = fk+1
1 (x1). Por la parte 1) de la Proposición 6.28, fk+1

1 (x1) = fk+1(x1). Ahora
bien, por (5.19),

fk(x1) = fk−1(f(x1)) = fk−1(x2) = fk−2(f(x2)) = fk−2(x3) = · · · = f(xk) = y.

Por tanto, f(y) = fk+1(x1) = fk+1
1 (x1) = fk+1(y). Esto prueba que fk+1 y f coinciden en A. En

particular, como f es suprayectiva en A, tenemos que fk+1 es suprayectiva en A. Hemos probado,
por tanto, que para cada n ∈ N la función fn es suprayectiva en A, y además, fn y f coinciden en
A. �

El siguiente resultado aparece en [66, Corolario 4.1].

Proposición 6.32. Supongamos que (D∞, f∞) es metrizable. Si P3(f∞) es denso en A y f es
suprayectiva en A entonces, para cada x ∈ A y toda n ∈ N, tenemos que fn(x) = f(x).

Demostración. Por la parte 1) de la Proposición 6.28, para toda n ∈ N, fn1 y fn coinciden en A.
En particular, f1 y f coinciden en A y, como f es suprayectiva en A, tenemos que f1 es suprayectiva
en A. Luego por la Proposici
on 6.31, para cada n ∈ N, fn y f coinciden en A. �

Terminamos con el siguiente resultado que aparece en [66, Proposición 4.3], y da condiciones
bajo las que la convergencia uniforme de la sucesión {fn : n ∈ N} es equivalente a su convergencia
puntual e, incluso, equivalente a que el sistema no-autónomo (X, f∞) es en realidad el sistema
autónomo (X, f).
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Proposición 6.33. Sea (X, f∞) un sistema metrizable no-autónomo en el que X es compacto.
Supongamos que f : X → X es una función continua. Si (X, f∞) es transitivo y P3(f∞) es denso
en X, entonces las siguientes a�rmaciones son equivalentes

1) fn = f, para cada n ∈ N;
2) la sucesión {fn : n ∈ N} converge uniformemente a f ;
3) la sucesión {fn : n ∈ N} converge puntualmente a f .

Demostración. Notemos que las implicaciones 1) ⇒ 2) ⇒ 3) son obvias. Supongamos que 3) se
cumple. Como A = X es invariante en (X, f∞), por la Proposición 6.32 basta probar que f es
suprayectiva. Supongamos, por el contrario, que f(X)  X. Como f es continua y X es compacto,
f(X) es un subconjunto compacto del espacio metrizable X. Luego f(X) es un subconjunto cerrado
y propio de X, por lo que X \ f(X) es un subconjunto abierto y no vacío de X. Por la parte 1)
de la Proposición 6.28, para cualquier subconjunto U de X y cada n ∈ N, tenemos que fn1 (U) =
fn(U) ⊂ f(X). En particular, para cualquier subconjunto abierto y no vacío V de X y toda n ∈ N,
fn1 (V ) ∩ (X \ f(X)) = ∅. Como esto contradice la transitividad de (X, f∞), deducimos que f es
suprayectiva. As
i fn = f para cada n ∈ N y 1) se cumple. �

Comentario Final: El presente trabajo fue escrito durante la estancia sabática del primer
autor en el Instituto Tecnológico Autónomo de México (ITAM), llevada a cabo de enero a junio de
2019. Los autores agradecen las correcciones indicadas por el árbitro pues, gracias a ellas, se tiene
una mejor versión del presente trabajo.
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1. Introducción

Es conocido que en algunas categorías donde es posible encontrar subobjetos clasi�cadores se
puede hacer una teoría de los subobjetos de los objetos en ella que se parece a la de la teoría de
conjuntos (Set). Así se pueden hacer analogías entre ellas y algunas cualidades que se observan en
Set. Nuestra intención es desarrollar al detalle dos categorías conocidas en álgebra y describir sus
subobjetos clasi�cadores.

2. Preliminares

Una categoría es una estructura matemática que consiste de dos clases una la llamada clase de
objetos de la categoría, otra la clase de los mor�smos de la categoría, además de un par de funciones
una que asocia a cada mor�smo un objeto llamado dominio del mor�smo y otra que asocia a cada
mor�smo un objeto llamado el codominio del mor�smo, junto con una función composición que
asocia a dos mor�smo con codominio y dominio común un tercer mor�smo llamado composición de
estos mor�smos con dominio el primero (de izquierda a derecha) y codominio el segundo, y, dicha
composición es asociativa, �nalmente a cada objeto le asocia un mor�smo llamado el mor�smo
identidad que es el neutro bajo esta composición.

Formalmente; sea C una categoría, denotamos porMor(C ) a su clase de mor�smos, por Ob(C )
su clase de objetos. Si f, g ∈ Mor(C ), Dom(f) y Cod(g) son los objetos dominio y codominio
de f y g respectivamente; si Dom(f) = Cod(g), denotamos por fg a su composición y ahora
Dom(fg) = Dom(g) y Cod(fg) = Cod(f), si A ∈ Ob(C ), denotamos por IdA al mor�smo identidad
y cumple Dom(IA) = Cod(IA) = A y si f, g ∈ Mor(C ), Dom(f) = A y Cod(g) = A, entonces
fIdA = f y IdAg = g, además para f, g, h ∈Mor(C ), con Dom(f) = Cod(g) y Dom(g) = Cod(h),
entonces (fg)h = f(gh). En adelante si M,N ∈ Ob(C ) y f ∈ Mor(C ) con Dom(f) = M y
Cod(f) = N , denotamos esto con f : M → N .

Veamos las siguientes de�niciones:

De�nición 2.1. Sea C una categoría.
1. Sean M ∈ Ob(C ), I un conjunto, para todo i ∈ I Xi ∈ Ob(C ) y ci : M → Xi mor�smos de

C , la clase {ci : M → Xi : i ∈ I} será llamada una M -C -fuente. Análogamente, si N ∈ Ob(C ) y

113
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para todo i ∈ I, li : Xi → N es un mor�smo de C , llamaremos a la colección {li : Xi → N : i ∈ I}
un N -C -pozo.

2. Una categoría es pequeña si la clase de sus objetos es un conjunto. Sea D una categoría
pequeña y D : D → C un funtor, el funtor D será llamado un diagrama en C .

3. Sean D : D → C un diagrama en C y (ci : M → D(i))i∈Ob(D) una M -C -fuente tal que, si
α : i→ j es un mor�smo de D , entonces:

M
ci

//

cj

  

D(i)

D(α)

��
D(j)

conmuta en C . Si todo lo anterior ocurre, diremos que la M -C -fuente es D-natural.
4. Sea (ci : M → D(i))i∈Ob(D) unaM -C -fuenteD-natural, diremos que (ci : M → D(i))i∈Ob(D)

es un D-límite si dada (di : M ′ → D(i))i∈Ob(D) otra M ′-C -fuente D-natural, existe un único
mor�smo k : M ′ →M tal que

M ′
k

//

di

��

M

ci

��
D(i)

conmuta.
5. Diremos que C tiene límites �nitos si para toda categoría �nita D , i.e., categoría que consiste

de un conjunto �nito de objetos y un conjunto �nito de mor�smos, y D : D → C funtor, existe un
D-límite.

De�nición 2.2. 1. Sean C categoría e I un conjunto. Si {Xα : α ∈ I} ⊆ Ob(C ), diremos que
la P -C -fuente (pα : P → Xα)α∈I es un producto de {Xα : α ∈ I}, si para toda M -C -fuente
(cα : M → Xα)α∈I , existe un único k : M → P C -mor�smo, tal que

M
k

//

cα

��

P

pα

��
Xα

conmuta para todo α ∈ I.
2. Diremos que C tiene productos �nitos si para todo {Xα : α ∈ I} ⊆ Ob(C ) con I conjunto

�nito, existe el producto de {Xα : α ∈ I} ⊆ Ob(C ).

De�nición 2.3. Sean f, g : X → Y mor�smos de C . Diremos que la pareja (E, i), donde E ∈
Ob(C ) i : E → X mor�smo en C , es un igualador de f y g, si

i) fi = gi.
ii) Si h : M → X tal que fh = gh, entonces existe un único l : M → E tal que el triángulo

conmuta en el diagrama siguiente:
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M
h //

l
''

X

f
++

g

33 Y

E

i

OO

Diremos que una categoría tiene igualadores si para todo par de mor�smos f, g : X → Y ,
existe (E, i) un igualador para ellos.

De�nición 2.4. Sean f : X → Y , g : Z → Y , decimos que los mor�smos h : N → Z y t : N → X
son un jalador de f y g, si:

1. El diagrama:

N
t
//

h
��

X

f

��
Z

g
// Y

es conmutativo, y
2. Si h′ : M → Z y t′ : M → X son tales que:

M
t′
//

h′

��

X

f

��
Z

g
// Y

es conmutativo, entonces existe un único k : M → N tal que:

M

k
''

t′

**
h′

��

N
t
//

h
��

X

f

��
Z

g
// Y

es conmutativo.
Una categoría tiene jaladores si todo par de mor�smos con codominio común, tiene un jalador.

De�nición 2.5. Un objeto X es un objeto terminal en C si para todo M ∈ Ob(C ), existe un
único mor�smo TM : M → X.

A continuación enunciamos un teorema importante:

Teorema 2.6. [1, 12.4 Theorem] Si C es una categoría, son equivalentes los siguientes enunciados:
1. En C existen límites �nitos.
2. En C existen productos �nitos e igualadores
3. En C existen jaladores y objetos terminales.

Si tenemos una categoría que cumpla alguna de las propiedades del teorema previo, tal categoría
podría tener cierta cercanía a Set, que es lo que desarrollaremos en la siguiente sección.
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3. Subobjetos clasi�cadores

Dada una categoría C , y f : Z → X un mor�smo, diremos que f es un monomor�smo si
f es cancelable por la izquierda, i.e., si siempre que fh = ft, podemos implicar que h = t para
toda h, t ∈ Mor(Y,Z). En una categoría C , se llaman subojetos de X a todo monomor�smo con
codominio X (cf. [2, De�nition 6.9]). Dada la equivalencia del Teorema 2.6, si una categoría tiene
límites �nitos, entonces tiene jaladores y objetos terminales.

Hechos estos señalamientos, veamos la siguiente de�nición:

De�nición 3.1. Sea C una categoría con límites �nitos. Un subobjeto clasi�cador Ω es
1. Un monomor�smo true : 1→ Ω donde 1 es un objeto terminal y además:
2. Si f : N → X es un subobjeto de X, entonces existe un único mor�smo χf : X → Ω tal

que:
N

f

��

TN

// 1

true

��
X

χf
// Ω

es jalador.

El ejemplo motivador de esta de�nición es Set. Ya que en este caso 1 = {0}, Ω = {0, 1}
true : 1→ Ω es de�nida como true(0) = 0, y si f : N → X, es un monomor�smo, de�nimos:

χf (y) =

{
0 si y ∈ Imf,
1 si y /∈ Imf

está claro que TN (z) = 0 para todo z ∈ N .

Sólo veamos que
N

TN

//

f

��

1

true

��
X

χf
// Ω

es jalador y que χf es única. Para esto, sea TN ′ : N ′ → 1, α : N ′ → X tal que N ′
TN′

//

α

��

1

true

��
X

χf
// Ω

conmuta. Como χf (α(w)) = 0 ya que true(TN ′(w)) = true(0) = 0 y el diagrama conmuta, entonces
α(w) ∈ Imf , se puede demostrar que en Set, los monomor�smos son funciones inyectivas, luego,
dado que α(w) ∈ Imf existe n ∈ N tal que f(n) = α(w), dicho n es único, puesto que si existe
n′ ∈ N tal que f(n′) = α(w) tenemos que f(n) = f(n′) pero f es un monomor�smo luego
es inyectivo de ahí que, n = n′, así, existe un único n ∈ N tal que f(n) = α(w). De�nimos
α : N ′ → N dada por α(w) = n para cada w ∈ N ′ con α(w) = f(n). El diagrama:

N ′

α
''

TN′

**
α

��

N

f

��

TN

// 1

true

��
X

χf
// Ω

es conmutativo, en efecto, sólo veamos que TNα = TN ′ y fα = α, como TN (α(w)) = TN (n) = 0 =
TN ′(w), mientras que f(α(w)) = f(n) = α(w) para cada w ∈ N ′, tenemos que, TNα(w) = TN ′(w)
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y fα(w) = α(w) para cada w ∈ N ′. Ahora α es única, ya que si α′ cumple que fα′ = α = fα,
por ser f monomor�smo, α′ = α. Supongase que θf cumple que θff = trueTN = 0. Si x ∈ Imf ,
existe n ∈ N tal que x = f(n), luego θf (x) = θf (f(n)) = trueTN (n) = 0, i.e., θf (x) = 0, pero si
θf (x) = 1, x /∈ Imf , ya que siempre que x ∈ Imf , se cumple que θf (x) = 0, así:

θf (x) =

{
0 si x ∈ Imf,
1 si x /∈ Imf

por tanto θf (x) = χf (x) para cada x ∈ X, luego χf es única y en Set, existe un subobjeto
clasi�cador.

4. Las categorías Act-M y Act-G

Sea M un monoide, sabemos que X es un conjunto sobre el que actúa M por la derecha, si
existe ψ : X ×M :→ X una función (la acción derecha de M sobre X) entre los conjuntos X ×M
y X tal que

1. ψ(x, e) = x para todo x ∈ X y e el neutro de M .
2. Para todo x ∈ X y para todo m,n ∈M , se cumple que ψ(ψ(x, n),m) = ψ(x, nm).
Si denotamos por ψ(x, n) = xn, tenemos que:
M actúa por la derecha sobre X si existe una operación entre elementos de X con elementos

de M tal que
1. Para todo x ∈ X y e el neutro de M , se cumple que xe = x
2. Para todo x ∈ X y para todo m,n ∈M , se cumple que (xn)m = x(nm).

Sea X un conjunto y M un monoide, siempre podemos hacer actuar a M sobre X por la
derecha, mediante la acción ψ(x,m) = x de�nida para todo x ∈ X y m ∈ M . Otro conjunto que
acepta una única acción de un monoide arbitrario es el conjunto vacío, ya que existe la función
vacía y tal función de�ne una acción de cualquier monoide sobre el conjunto vacío.

Queremos dar una estructura de categoría a este tipo de objetos, los conjuntos con una acción
de un monoide �jo por la derecha, así que denotaremos por: Act-M a la categoría con objetos los
conjuntos con una acción de M por la derecha sobre ellos. Ahora, de�namos los mor�smos de la
categoría, sean (X,ψ), (Y, φ) ∈ Ob(Act-M) con sus respectivas acciones ψ y φ. Sea f : X → Y una
función entre los conjuntos X e Y , diremos que f ∈Mor(Act-M) si f(ψ(x,m)) = φ(f(x),m) para
todo x ∈ X ym ∈M , en otras palabras, para todo x ∈ X ym ∈M se cumple que f(xm) = f(x)m.

No es difícil demostrar que con esta de�nición Act-M es categoría. Ahora veamos un teorema
importante.

Teorema 4.1. La categoría Act-M , tiene jaladores y objetos terminales.

Demostración. Sean (X,ψ), ({∗}, c) ∈ Ob(Act-M) donde c : {∗} × M → {∗} está dada por
c(∗,m) = ∗ para cada m ∈ M , i.e., ∗m = ∗ para cada m ∈ M y sea θ ∈ Mor(Act-M) tal
que θ : (X,ψ) → ({∗}, c), veamos que ({∗}, c) es un objeto terminal en Act-M , en efecto, como
θ : X → {∗} es función tenemos que θ(x) = ∗ para cada x ∈ X, i.e., θ es una función constante,
además si τ ∈Mor(Act-M) tal que τ : (X,ψ)→ ({∗}, c) está dada por τ(x) = ∗ para cada x ∈ X,
ya que τ es función entre X y {∗}, entonces ∗ = τ(xm) = τ(x)m = ∗m, i.e., ∗m = ∗ para cada
m ∈M .

Veamos que Act-M tiene jaladores, sean f : (X,ψ)→ (Y, φ) y g : (Z, γ)→ (Y, φ) mor�smos de
Act-M . Primero construimos el objeto (X×Z,ψ×γ), la acción de�nida como (ψ×γ)((x, z), n) =
(ψ(x, n), γ(z, n)) (es decir: (x, z)n = (xn, zn)) para todo x ∈ X, z ∈ Z y n ∈ M . No es difícil
demostrar que esta función es una acción de M sobre X × Z. Sea T = {(x, z) : f(x) = g(z)},
en el caso en que T = ∅ se puede ver que satisface los axiomas de la de�nición. Si T 6= ∅, sea
(x, z) ∈ T y n ∈ M , entonces f(xn) = f(x)n = g(z)n = g(zn), así que (xn, zn) ∈ T , pero
(x, z)n = (xn, zn), así que (T, (ψ × γ)|T ) ∈ Ob(Act-M). De hecho se puede demostrar que si
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(X,ψ) ∈ Ob(Act-M) y S ⊆ X tal que para todo s ∈ S y todo n ∈ M se cumple que sn ∈ S,
entonces (S, ψ|S×M ) ∈ Ob(Act-M) (aquí ψ|S×M : S ×M → S es la restricción de ψ al dominio
S).

Ahora de�nimos h : T → X como h(x, z) = x y l : T → Z como l(x, z) = z, veamos que

T
h
//

l
��

X

f

��
Z

g
// Y

es un jalador en Act-M . Primero, está claro que h((x, z)n) = xn = h((x, z))n y también que
l((x, z)n) = zn = l((x, z))n, así que h, l ∈ Mor(Act-M), además fh((x, z)) = f(x) = g(z) =
gl((x, z)), de ahí que el diagrama es conmutativo. Sea

T ′
α
//

β

��

X

f

��
Z

g
// Y

un diagrama conmutativo en Act-M . De�nimos k : T ′ → T para t ∈ T ′, como k(t) = (α(t), β(t)) y
f(α(t)) = g(β(t)), entonces (α(t), β(t)) ∈ T , está claro que k(tn) = (α(tn), β(tn)) = (α(t)n, β(t)n) =
(α(t), β(t))n = k(t)n, así que k ∈Mor(Act-M). Comprobemos que

T ′

β

��

α

))
k

&&
T

h
//

l
��

X

f

��
Z

g
// Y

es conmutativo, pero hk(t) = h(α(t), β(t)) = α(t) y lk((t)) = l(α(t), β(t)) = β(t) y por tanto
es conmutativo. Finalmente veamos la unicidad de k, sea k′ : T ′ → T tal que hk′(t) = α(t)
y l(k′(t)) = β(t), si k′(t) = (x, z), entonces α(t) = h(k′(t)) = x y β(t) = l(k′(t)) = z, luego
k′(t) = k(t). �

Si G es un grupo y X un conjunto, una acción de G sobre X por la derecha, es análogamente
una función ψ : X×G→ X, tal que: para todo x ∈ X y e el neutro de G, se cumple que ψ(x, e) = x
y para todo x ∈ X y m,n ∈ G se cumple que ψ(x, n)m = ψ(x, nm).

También se de�ne una estructura categórica para estos conjuntos, donde los objetos son con-
juntos con una acción de G por la derecha en ellos y los mor�smos son funciones de conjuntos
f : (X,ψ)→ (Y, φ) tales que f(ψ(x, n)) = φ((f(x), n).

Los mismos candidatos que en el caso de los monoides serán los objetos terminales y los
jaladores para un par de mor�smos f : (X,ψ) → (Y, γ) y g : (Z, φ) → (Y, γ), para así obtener la
propiedad: si Act-G es nuestra categoría de conjuntos con una acción por la derecha del grupo G
entonces la categoría Act-G tiene un objeto terminal y jaladores.

5. Subobjetos clasi�cadores en Act-M y en Act-G

Sean (X,ψ), (Y, φ) ∈ Ob(Act-G) o (X,ψ), (Y, φ) ∈ Ob(Act-M) y h : (Y, φ) → (X,ψ) tal
que h ∈ Mor(Act-G) o h ∈ Mor(Act-M), si h es monomor�smo, tenemos que h es una función
inyectiva. En efecto, sean y1, y2 ∈ Y tales que h(y1) = h(y2), de�nimos t1 : Y → {y1} como
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t1(y) = y1 y t2 : Y → {y2} como t2(y) = y2 para todo y ∈ Y . De�nimos la acción de G o la
de M en {yi} como yig = yi para todo g ∈ G. Veamos que t1, t2 ∈ Mor(Act-G), sea y ∈ Y y
g ∈ G, entonces ti(yg) = yi por otro lado ti(y)g = yig = yi, de manera similar se exhibe que
t1, t2 ∈ Mor(Act-M). Está claro que h(ti(y)) = h(yi) para cada y ∈ Y y como h(y1) = h(y2),
entonces h(t1(y)) = h(t2(y)) para cada y ∈ Y . Así tenemos que h ◦ t1 = h ◦ t2 y dado que h es
monomor�smo, entonces t1 = t2, luego t1(y) = t2(y), i.e., y1 = y2, de ahí que h es inyectiva.

Vamos a resumir lo anterior en los resultados del lema siguiente:

Lema 5.1. 1. Sean {∗} y M monoide (o G grupo), de�nimos ∗g = ∗ para cada g en M (o en G)
una acción de M (o de G) sobre {∗}, entonces {∗} es objeto terminal en Act-G (o Act-M).

2. Si h : (Y, φ)→ (X,ψ) es monomor�smo en Act-M o en Act-G, entonces h es inyectiva.
3. En Act-M o en Act-G existen jaladores.
4. Si (X,ψ) ∈ Ob(Act-M) o (X,ψ) ∈ Ob(Act-G), si X0 ⊆ X tal que xg ∈ X0 para todo

g ∈M o g ∈ G. Entonces (X0, ψ|X0×M ) ∈ Ob(Act-M) o (X0, ψ|X0×G) ∈ Ob(Act-G).
5. El conjunto ∅ con la acción vacía es un objeto de Act-M o de Act-G.
6. Si (X,ψ), (Y, ψ) objetos de Act-M o de Act-G, entonces X × Y con la acción (ψ ×

φ)((x, y), n) = (ψ(x, n), φ(y, n)) es un objeto de Act-M o de Act-G.
7. Dado (X,ψ) objeto de Act-M o de Act-G un subobjeto de (X,ψ) es una función h :

(Y, φ)→ (X,ψ) inyectiva.

Ahora veamos un objeto clasi�cador en Act-G.

Teorema 5.2. Dado G un grupo, existe un subobjeto clasi�cador en Act-G.

Demostración. El conjunto 1 = {0} con la acción c(0, g) = 0 para cada g en G es un objeto
terminal de Act-G y el conjunto {0, 1} con la acción γ(0, g) = 0 y γ(1, g) = 1 para cada g ∈ G, i.e.,
0g = 0 y 1g = 1 para cada g ∈ G, es un objeto deAct-G, veamos que esto último es cierto, 0e = 0 y
1e = 1 para e el neutro de G y además (0g1)g2 = 0g2 = 0 = 0(g1g2) y (1g1)g2 = 1g2 = 1 = 1(g1g2),
i.e., (0g1)g2 = 0(g1g2) y (1g1)g2 = 1(g1g2) para cada g1, g2 ∈ G, así ({0, 1}, γ) ∈ Ob(Act-G). Ahora
sea f : (Y, φ) → (X,ψ) un subobjeto de (X,ψ), debemos de�nir Ω y un mor�smo χf : X → Ω
para construir un jalador. En este sentido, sea Ω = {0, 1} con la acción γ, de�nimos true : 1→ Ω
y TY : Y → 1 dadas por true(0) = 0 y TY (y) = 0 para toda y ∈ Y , respectivamente. Además, sea

χf (x) =

{
0 si x ∈ Imf.
1 si x /∈ Imf

Veamos que χf es mor�smo. Sea x ∈ X, g ∈ G, primero supongamos que x ∈ Imf , i.e.,
x = f(y) para algún y ∈ Y , entonces xg = f(y)g = f(yg), de ahí que xg ∈ Imf , por consiguiente,
χf (xg) = 0 = 0g = χf (x)g, así χf (xg) = χf (x)g. Ahora supongamos que x /∈ Imf , si xg ∈ Imf ,
entonces xg = f(y) para algún y ∈ Y , luego f(y)g−1 = x, pero f(y)g−1 = f(yg−1), de ahí
que x ∈ Imf , por tanto xg /∈ Imf , así que χf (xg) = 1 = 1g = χf (x)g, por consiguiente,
χf (xg) = χf (x)g, en consecuencia χf ∈ Mor(Act-G). Ya con estas de�niciones, resta demostrar
que:

Y
TY

//

f

��

1

true

��
X

χf
// Ω

es jalador. Es fácil ver que el diagrama previo es conmutativo. Ahora si

N
TN

//

f ′

��

1

true

��
X

χf
// Ω
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es conmutativo, entonces χf (f ′(n)) = true(TN (n)) = 0, así que f ′(n) ∈ Imf , luego existe un único
y ∈ Y tal que f(y) = f ′(n), por un argumento similar al dado en el ejemplo en Set, ya que f es
inyectiva. De�nimos k : N → Y , como k(n) = y para cada n ∈ N con f ′(n) = f(y). Veamos que
k ∈Mor(Act-G), sea g ∈ G, entonces k(ng) = y0 con f ′(ng) = f(y0). Como f ′(n) = f(y) tenemos
que f ′(ng) = f ′(n)g = f(y)g = f(yg), entonces f(yg) = f(y0), otra vez por la inyectividad de f ,
yg = y0, luego k(n)g = k(ng), por consiguiente, k ∈ Mor(Act-G). No es difícil mostrar que el
diagrama:

N

k
&&

TN

**
f ′

��

Y
TY

//

f

��

1

true

��
X

χf
// Ω

conmuta. Para la unicidad de k, si k′ : N → Y , tal que fk′ = f ′ = fk, como f es monomor�smo,
tenemos que k = k′. Finalmente, veamos la unicidad de χf , supongamos que θf cumple que:

Y
TN

//

f

��

1

true

��
X

θf

// Ω

es jalador. Por la conmutatividad, θf (f(y)) = true(TN (y)) = 0, así que para todo x ∈ Imf , se
cumple que θf (x) = 0 = χf (x), por otro lado, si θf (x) = 1 y x ∈ Imf existe y ∈ Y tal que
x = f(y), entonces 0 = true(TN (y)) = θf (f(y)) = θf (x), i.e., θf (x) = 0, así que x /∈ Imf , luego
θf (x) = 1 = χf (x), siempre que x /∈ Imf , por consiguiente, θf = χf y por tanto, existe un
subobjeto clasi�cador en Act-G. �

Ahora, describiremos el subobjeto clasi�cador en Act-M , tal categoría no cumple que el com-
plemento de la imagen de un mor�smo pueda aceptar la acción restringida como acción para así
convertirse en objeto de la categoría, así que debemos construir otro objeto.

En otras palabras, sea (X,φ) ∈ Ob(Act-M), si S ⊆ X tal que para todo x ∈ S y n ∈ M , se
cumple que xn ∈ S , a este tipo de subconjuntos de X se les llama multiplicativamente cerrados,
para los que puede suceder que para z ∈ X \ S exista algún n ∈ M tal que xn ∈ S, notar que en
el caso de (X,ψ) ∈ Ob(Act-G), se tiene que para S ⊆ X multiplicativamente cerrado se cumple
que X \ S también es multiplicativamente cerrado.

De�nición 5.3. Sea I ⊆ M , diremos que I es un ideal derecho de M si para todo w ∈ I y para
todo n ∈ M , se cumple que wn ∈ I (cf. [2, De�nition 2.20]. Denotamos por IM a la colección de
ideales derechos de M .

Lema 5.4. Existe una acción de M sobre IM

Demostración. Ahora de�namos una acción de M sobre IM . Sea m ∈ M e I ∈ IM , de�nimos
Im = {k ∈ M : mk ∈ I}. Veamos que es una acción de M sobre IM . Primero veamos que
Im ∈ IM , sea k ∈ Im y n ∈ M , veamos que kn ∈ Im, para esto m(kn) = (mk)n, pero mk ∈ I,
luego (mk)n ∈ I, por tanto kn ∈ Im. Ahora, si I ∈ IM , entonces Ie = {k : ek ∈ I} = I, �nalmente,
sea n,m ∈ I con I ∈ IM , veri�quemos que (Im)n = I(mn). Tenemos que k ∈ (Im)n si y sólo
si nk ∈ Im si y sólo si m(nk) ∈ I si y sólo si (mn)k ∈ I si y sólo si k ∈ I(mn), por tanto
(Im)n = I(mn). �

En el camino de construir un subobjeto clasi�cador en Act-M , veamos el siguiente lema:
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Lema 5.5. Sean (X,ψ) ∈ Ob(Act-M), y S ⊆ X un conjunto multiplicativamente cerrado, enton-
ces:

1. Para todo x ∈ X, el conjunto 〈S, x〉 := {m ∈M : xm ∈ S} ∈ IM .
2. La función φS : X → IM , de�nida como φS(x) = 〈S, x〉 es un mor�smo de Act-M , donde

M actúa sobre IM como se de�nió en el Lema 5.4.

Demostración. 1. Sea n ∈ 〈S, x〉 y m ∈ M , por demostrar que nm ∈ 〈S, x〉, o sea x(nm) ∈ S,
pero x(nm) = (xn)m y como xn ∈ S entonces (xn)m ∈ S, luego nm ∈ 〈S, x〉.

2. Sea x ∈ X y n ∈M , por demostrar que φS(xn) = φS(x)n, es decir 〈S, xn〉 = 〈S, x〉n. Ahora
k ∈ 〈S, xn〉 si y sólo si (xn)k ∈ S, pero (xn)k = x(nk), luego x(nk) ∈ S, así que nk ∈ 〈S, x〉, por
tanto k ∈ 〈S, x〉n. �

Sea f : (Y, ψ) → (X,φ) un mor�smo de Act-M , está claro que Imf es multiplicativamente
cerrado, ya que f(yn) = f(y)n . Con estos preliminares podemos demostrar el siguiente teorema:

Teorema 5.6. En Act-M , existe un subobjeto clasi�cador.

Demostración.
1. De�namos Ω = IM con la acción de�nida antes. Sea true : 1→ Ω, de�nida como true(0) =

M , true es mor�smo ya que true(0n) = M , pero true(0)n = Mn = {k ∈M : nk ∈M} = M , i.e.,
true(0n) = true(0)n.

2. Ahora, dado f : (Y, γ) → (X,ψ) un monomor�smo de Act-M , debemos de�nir un único
mor�smo: χf : X → Ω de tal manera que

Y

f

��

TY

// 1

true

��
X

χf
// Ω

sea jalador.

Consideremos S = Imf , así que S es multiplicativamente cerrado, luego φS : X → Ω de�nida
en el Lema 5.5 es un mor�smo de Act-M , hagamos χf = φS . Primero veamos que el diagrama
anterior es conmutativo. Sea y ∈ Y , entonces χf (f(y)) = 〈S, f(y)〉 = {k ∈ M : f(y)k ∈ S},
es decir k ∈ χf (f(y)) si y sólo si f(y)k ∈ Imf si y sólo si f(yk) ∈ Imf , lo cual muestra que
χf (f(y)) = M = true(0) = true(TY (y))).

Sea

Z
TZ

//

α

��

1

true

��
X

χf
// Ω

un diagrama conmutativo en Act-M . De�namos β : Z → Y , para esto notemos que para todo
z ∈ Z, como true(TZ(z)) = true(0) = M , entonces χf (α(z)) = M , es decir 〈S, α(z)〉 = M , entonces
α(z)e ∈ Imf , luego α(z) ∈ Imf , sea y ∈ Y , tal que α(z) = f(y), notar que como f es inyectiva
y es única, así que de�nimos β(z) = y, por lo que β es función. Veamos que β ∈ Mor(Act-M).
Sea z ∈ Z y n ∈ M , calculemos β(zn) = y0, es decir f(y0) = α(zn) = α(z)n, si y1 ∈ Y , tal que
f(y1) = α(z), entonces f(y1)n = f(y1n), pero f(y1)n = α(z)n = α(zn), luego f(y1n) = f(y0),
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luego y1n = y0, por tanto β(z)n = β(zn). Veamos que

Z
TZ

))
β

&&
α

��

Y

f

��

TY

// 1

true

��
X

χf
// Ω

es conmutativo. Solo resta demostrar que f(β(z)) = α(z), pero si β(z) = y, entonces f(y) = α(z),
luego f(β(z)) = f(y) = α(z). Veamos la unicidad de β. Sea β′ : Z → Y , tal que fβ′ = α = fβ,
como f es monomor�smo, concluimos que β = β′. Finalmente, veamos que χf es única. Sea
θ : X → Ω tal que:

Y

f

��

TY

// 1

true

��
X

θ
// Ω

sea jalador en Act-M .

Sea x ∈ X, por demostrar que θ(x) = 〈S, x〉 = χf (x). Observemos que:

1) xk ∈ Imf si y sólo si k ∈ 〈S, x〉 si y sólo si 〈S, xk〉 = M .
2) k ∈ θ(x) si y sólo si θ(xk) = M .

En efecto, veamos 1), sea k ∈ 〈S, x〉, entonces xk ∈ Imf , como χf (x) = 〈S, x〉, 〈S, x〉k =
χf (x)k = χf (xk) = 〈S, xk〉, pero 〈S, x〉k = {l ∈ M : kl ∈ 〈S, x〉}, por tanto, para toda l ∈ M ,
se tiene que (xk)l ∈ Imf , ya que xk ∈ Imf , luego 〈S, xk〉 = M . Si 〈S, xk〉 = M , entonces
(xk)e ∈ Imf , luego xk ∈ Imf , por tanto k ∈ 〈S, x〉.

Veamos 2), sea k ∈ θ(x), θ(x)k = θ(xk) = {l ∈ M : kl ∈ θ(x)}, pero θ(x) ∈ IM , luego
θ(xk) = M . Inversamente, si θ(xk) = M , entonces {l ∈ M : kl ∈ θ(x)} = M , luego ke ∈ θ(x), así
que k ∈ θ(x).

Ahora, veamos la igualdad θ(x) = 〈S, x〉 = χf (x), k ∈ 〈S, x〉 si y sólo si 〈S, xk〉 = M si y sólo
si xk ∈ Imf si y sólo si existe y ∈ Y tal que f(y) = xk, por otro lado, θ(f(y)) = θ(xk) = M si y
sólo si k ∈ θ(x). Y así concluimos que Act-M tiene un subobjeto clasi�cador. �

6. Conclusiones

Resulta muy elaborada la demostración de que las categorías Act-M y Act-G tienen un
subobjeto clasi�cador, pero esto nos muestra las propiedades comunes que tienen y que en esencia
las hace parecerse a la categoría Set. El camino para hallar tales analogías resultó muy largo
pero lo común es lo su�cientemente robusto como para aceptar que se encontró una esencia que
antes no era visible. Cabe señalar que toda categoría de pregavillas es un topos y es claro que
la categoría Act-M es isomorfa a la categoría SetM con M la categoría monoide. Por lo que, de
manera inmediata se tendría que Act-M es un topos. Pero creemos que es interesante exhibir un
subobjeto clasi�cador en esta categoría.

Agradecimientos: Nos gustaría agradecer al árbitro por sus valiosos comentarios y sugeren-
cias que contribuyeron signi�cativamente a mejorar la calidad de nuestro manuscrito.
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1. Introducción

El objetivo de este trabajo es exhibir una parte de una poderosa herramienta de la Teoría de
Conjuntos y cómo se puede aplicar para simpli�car, en cierto sentido, las demostraciones de resul-
tados que, en ocasiones, conllevan argumentos poco ilustrativos. Para este trabajo, nos centraremos
muy concretamente en la técnica conocida como back-and-forth, usada para construir isomor�smos
en la Teoría de Órdenes Parciales, pero incluso en otras áreas como la Teoría de Grá�cas.

Las primeras dos secciones buscan mostrar una prueba sencilla y otra complicada de resultados
conocidos, con la esperanza de que el lector aprecie cómo los argumentos resultan, a nuestro parecer,
considerablemente más claros que aquéllos empleados en la literatura clásica. La sección �nal
muestra cómo las mismas técnicas se pueden adaptar a áreas comúnmente consideradas distantes
de la Teoría de Conjuntos, en esta instancia, la Teoría de Grá�cas.

Las primeras dos secciones están basadas en mi tesis de licenciatura (ver [6]), bajo la dirección
del Dr. Roberto Pichardo Mendoza, a quien agradezco profundamente por sus consejos y revisiones
de este trabajo. Si bien todos los resultados mencionados en este trabajo son bien conocidos, hasta
donde sabemos, las demostraciones de las últimas dos secciones son originales.

La notación y resultados básicos de Teoría de Conjuntos se pueden consultar en [4]. Entre la
notación indispensable tenemos, por ejemplo, para dos conjuntos A,B cualesquiera, A ⊆ B quiere
decir que todo elemento de A es elemento de B. Si X es un conjunto, [X]<ω es la colección de
todos los subconjuntos �nitos de X. Diremos que un conjunto A es numerable si |A| 6 |N|, donde N
denota al conjunto de números naturales positivos. Como es común, ω denotará al primer ordinal
trans�nito, es decir, ω \ {0} = N.

También son convenientes los símbolos de dominio e imagen de una función: si f es una función,
dom(f) := {x : ∃y((x, y) ∈ f)} e img(f) := {y : ∃x((x, y) ∈ f)}. Además, vamos a usar la notación
f [A] := {y : ∃a ∈ A((a, y) ∈ f)} y f−1[B] := {x : ∃b ∈ B((x, b) ∈ f)}.

Además, denotaremos por BA a la colección de todas las funciones de B en A. Así, por ejemplo,
<ω2 :=

⋃
n<ω

n2, esto es, <ω2 es el conjunto de todas las sucesiones binarias �nitas (sucesiones de
ceros y unos).

Finalmente, si tenemos una función f y un conjunto A, de�nimos la restricción de f a A como
f � A = {(a, b) ∈ f : a ∈ A}.

125
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2. Preliminares

Para los �nes de este trabajo, un preorden es una pareja (P,6) donde 6 es una relación re�exiva
y transitiva sobre el conjunto P. Si la relación 6 resulta ser antisimétrica también, diremos que
la pareja es un orden parcial. Daremos por hecho que un preorden (orden parcial) 6 induce su
correspondiente preorden (orden parcial) estricto (ver [4, De�nición 4.101, p. 78]) y viceversa y lo
denotaremos por <. Fijemos, a partir de ahora, un preorden (P,6) y de�namos dos propiedades
importantes.

De�nición 2.1. Un subconjunto D de P será llamado denso si para todo p ∈ P existe q ∈ D tal
que q 6 p.

Observemos que en la de�nición anterior, por la re�exividad del orden, resulta equivalente
sustituir �para todo p ∈ P� por �para todo p ∈ P \D�.

De�nición 2.2. Sean p, q ∈ P y F ⊆ P.
Vamos a decir que p y q son compatibles si existe r ∈ P tal que r 6 p y r 6 q, y escribiremos
p | q. En caso contrario se dirá que son incompatibles y emplearemos el símbolo p ⊥ q.
Diremos que F es un �ltro si:
1. para todo p, q ∈ F existe r ∈ F tal que r 6 p y r 6 q y
2. las condiciones p ∈ P, q ∈ F y q 6 p implican la pertenencia p ∈ F .

Una simple observación es que la segunda condición en la de�nición de �ltro aplica para
cualquier cantidad �nita de elementos en él. Es decir, si F es un �ltro, n un número natural y
tenemos {pi : i < n} ⊆ F , entonces existe r ∈ F tal que para todo i < n, r 6 pi.

De�nición 2.3. Si F un �ltro y D es una familia de subconjuntos densos de P, diremos que F
es D-genérico si F interseca a todos los elementos de D, es decir, si para todo D ∈ D se cumple
F ∩D 6= ∅.

Veamos un ejemplo que, además de ilustrar las nociones tratadas hasta ahora, nos será de
utilidad en la siguiente sección.

Ejemplo 2.4. Sean X y Y dos conjuntos no vacíos. Denotemos por Fn(X,Y ) a la colección de
todas las funciones de algún subconjunto �nito de X en Y , en símbolos,

Fn(X,Y ) := {f ∈ [X × Y ]<ω : f es función}.

Entonces, directamente de las de�niciones, la pareja (Fn(X,Y ),⊇) es un orden parcial (con la
contención inversa como orden) y tiene un elemento máximo: ∅.

Cada función que pertenece a Fn(X,Y ) es llamada función parcial �nita de X en Y . Más aún,
demostraremos que nuestro ejemplo tiene las siguientes propiedades pertinentes a las de�niciones
que hemos dado hasta este momento. Recordemos que dos funciones f y g son compatibles si su
unión vuelve a ser una función, equivalentemente, si f y g coinciden en la intersección de sus
dominios.

Teorema 2.5.

1. Dos funciones en Fn(X,Y ) son compatibles (según la de�nición 2.2) si y sólo si son com-
patibles como funciones;

2. si F es un �ltro en Fn(X,Y ), entonces
⋃
F es una función;

3. para todo x ∈ X, el subconjunto Dx := {p ∈ Fn(X,Y ) : x ∈ dom(f)} es denso; y
4. si F es {Dx : x ∈ X}-genérico, entonces dom(

⋃
F ) = X, es decir,

⋃
F es una función de

X en Y .

Demostración.
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1. Sean p, q ∈ Fn(X,Y ). Si p | q, entonces existe r ∈ Fn(X,Y ) con r ⊇ p, q, particularmente,
r ⊇ p∪q, que implica p∪q ∈ Fn(X,Y ). Por otro lado, si p∪q ∈ Fn(X,Y ), inmediatamente
tenemos p ∪ q ⊇ p, q y, en consecuencia, que p | q.

2. Del inciso anterior se deduce que todo �ltro F forma un sistema compatible de funciones,
es decir,

⋃
F es una función.

3. Fijemos x ∈ X, Dx como en el enunciado y p ∈ Fn(X,Y ) \Dx. Luego, �jando cualquier
y0 ∈ Y , q := p ∪ {(x, y0)} ∈ Fn(X,Y ) satisface q ⊇ p.

4. Bajo las hipótesis del inciso, es claro que dom(
⋃
F ) ⊆ X. Dado cualquier x ∈ X, por la

hipótesis de genericidad, hay algún p ∈ F ∩Dx; es decir, x ∈ dom(p) ⊆ dom(
⋃
F ). Esto

prueba la otra contención.

�

Una pregunta natural es cuándo podemos garantizar, en general, la existencia de un �ltro
genérico, como, por ejemplo, el descrito en el resultado anterior. El siguiente resultado brinda una
respuesta parcial a esta pregunta, la cual bastará para nuestros �nes.

Teorema 2.6 (Lema de Rasiowa-Sikorski). Dados un preorden (P,6), p ∈ P y una familia nume-
rable de densos D, existe un �ltro D-genérico al cual pertenece p.

Demostración. Por ser numerable, podemos escribir D = {Dn : n ∈ ω} (posiblemente con
repeticiones). Vamos a construir una sucesión {qn}n∈ω en P tal que para todo n ∈ ω:

a) qn+1 6 qn 6 q0 = p (la sucesión es decreciente) y
b) qn+1 ∈ Dn.

Empezamos entonces tomando q0 := p y si tenemos elegido a qn, como Dn es denso, existe qn+1 ∈
Dn tal que qn+1 6 qn. Esto completa la recursión.

Veri�quemos ahora que F := {t ∈ P : ∃n ∈ ω(qn 6 t)} es el �ltro buscado. Notemos que la
re�exividad de 6 nos da {qn}n∈ω ⊆ F y, en especial, p ∈ F . Con respecto a las propiedades de
�ltro:

1. Dados t1, t2 ∈ F , existen m, k ∈ ω tales que qm 6 t1 y qk 6 t2. Por (a) y por transitividad
de 6, qm+k 6 t1, t2 y qm+k ∈ F .

2. Dado q ∈ P y t ∈ F , si t 6 q entonces, por transitividad de 6, q ∈ F .
Finalmente, por (b), F es un �ltro D-genérico. �

3. Una caracterización de los racionales

Una primera aplicación del Lema de Rasiowa-Sikorski es como sigue. Se sabe que los racionales
con su orden usual (Q,6) son un orden total (cualesquiera dos racionales son comparables), denso
(entre cualesquiera dos racionales existe otro número racional), numerable y no acotado (el conjunto
carece de extremos). Cantor mostró que estas cuatro propiedades caracterizan a los racionales como
conjunto ordenado, es decir, que salvo isomor�smo hay un único orden con esas cuatro propiedades,
como dice, formalmente, el siguiente teorema (para más detalles, consulte [4, Teorema 11.2, p. 297]).
El teorema 2.6 nos da una demostración bastante sencilla de dicho hecho.

Teorema 3.1 (Cantor). Sea (X,�) un orden total, denso, numerable y no acotado. Entonces
(X,�) es isomorfo a (Q,6).

Demostración. Vamos a construir el isomor�smo usando el teorema 2.6. Para esto es necesario
dar un preorden P y una familia numerable de densos adecuada.

Sea P := {p ∈ Fn(X,Q) : ∀x, y ∈ X(x ≺ y → p(x) < p(y))}, o sea P es la colección de todas
las funciones parciales �nitas que preservan el orden estricto. Nuevamente ∅ ∈ P. Ordenemos a P
con la contención inversa.
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Mostraremos que, para cada x ∈ X, el conjunto Dx := {p ∈ P : x ∈ dom(p)} es denso en P.
Con esto en mente tomemos p ∈ P \Dx y de�namos

x← := {y ∈ dom(p) : y ≺ x} y x→ := {y ∈ dom(p) : x ≺ y}.
Entonces, hay exactamente tres posibilidades respecto a los conjuntos que se acaban de de�nir:

a) x← = ∅. Dado que � es un orden total, dom(p) = x→. Como Q no es acotado (en particular
no tiene mínimo) y el conjunto img(p) es �nito, existe a0 ∈ Q tal que para todo a ∈ img(p)
se tiene a0 < a. De este modo q := p ∪ {(x, a0)} es un elemento de Dx que cumple q ⊇ p.

b) x→ = ∅. Una modi�cación mínima al argumento de arriba produce q ∈ Dx de tal modo
que q ⊇ p.

c) x← 6= ∅ y x→ 6= ∅. Denotemos por a y b, respectivamente, al máximo elemento de x← y
al mínimo elemento de x→ en X. Entonces p(a) < p(b) y por densidad existe un racional
c tal que p(a) < c < p(b). Por lo tanto q := p ∪ {(x, c)} es un elemento de Dx con q ⊇ p.

Análogamente, para cada a ∈ Q de�nimos Ea := {p ∈ P : a ∈ img(p)} y por un argumento
similar al expuesto arriba se deduce que Ea es denso.

Consideramos D := {Dx : x ∈ X} ∪ {Ea : a ∈ Q} y notamos que como X y Q son numerables,
D es una familia numerable de subconjuntos densos de P. Entonces, por el teorema 2.6, existe F un
P-�ltro D-genérico con ∅ ∈ F . Por lo mencionado en el teorema 2.5(2), f :=

⋃
F es una función.

Veamos que es el isomor�smo buscado.
Dado x ∈ X, como F es D-genérico, en particular existe p ∈ F ∩Dx, es decir, x ∈ dom(p) ⊆⋃

q∈F dom(q) = dom(f). Así, dom(f) = X, es decir, f : X −→ Q. Similarmente, para cada a ∈ Q
existe p ∈ F ∩ Ea y, por ende, a ∈ img(p) ⊆ img(f). Por lo tanto f es suprayectiva.

Supongamos para x, y ∈ X que x ≺ y. Entonces, existen p, q ∈ F tales que x ∈ dom(p) y
y ∈ dom(q). Pero F es �ltro, así que existe r ∈ F tal que r ⊇ p, q. En particular x, y ∈ dom(r).
Así es claro que f(x) = r(x) < r(y) = f(y). En otras palabras, f preserva el orden estricto y en
particular es inyectiva. Por lo tanto, f es una biyección entre conjuntos linealmente ordenados que
preserva el orden, esto es, en virtud de [4, Teorema 4.124, p. 84], un isomor�smo de orden. �

4. Hay una única álgebra booleana numerable y libre de átomos

En esta sección vamos a extender el argumento anterior a un resultado considerablemente más
difícil: probaremos que, salvo isomor�smo, existe una única álgebra booleana numerable y libre
de átomos (ver de�nición 4.2, abajo). Usaremos la notación, resultados básicos y de�niciones (así
como la noción de álgebra booleana) que aparecen en el tercer capítulo del libro [7].

Una demostración con back-and-forth se encuentra en [7, Teorema 5.4.9, pp. 132-133].
Dada un álgebra booleana (A,6) (para simpli�car la notación, nos referiremos a ella como A)

y a, b ∈ A,
1. los símbolos 0A y 1A denotarán, respectivamente, al mínimo y al máximo elemento de A,

y pensaremos siempre que éstos son distintos;
2. a ∧ b y a ∨ b representarán al ín�mo y al supremo, correspondientemente;
3. similarmente, para B ⊆ A,

∧
B y

∨
B denotarán el ín�mo y supremo del conjunto B,

respectivamente;
4. a′ representará el complemento del elemento a;
5. a− b es una abreviatura de a ∧ b′ y
6. denotaremos al conjunto de elementos positivos de A por A+, es decir, A+ := A \ {0A}.

Lema 4.1. Para cualesquiera a ∈ A+ y E ∈ [A]<ω, la condición a 6
∨
E implica que hay x ∈ E

con a ∧ x > 0A.

Demostración. Por contrapuesta: supongamos que a ∧ x = 0A, para cada x ∈ E. Luego, por la
distributividad,

a = a ∧
∨
E =

∨
{a ∧ x : x ∈ E} = 0A,
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es decir, a /∈ A+. �

De�nición 4.2. Sea A un álgebra booleana. Un elemento a ∈ A+ es llamado átomo si es un
elemento 6-minimal en A+. Al conjunto de átomos de A se le denotará por At(A). Para simpli�car
la notación, de�namos también, para cada a ∈ A, el conjunto

Ata(A) := {x ∈ At(A) : x 6 a}.
De este modo, diremos que A es libre de átomos si At(A) = ∅.

Para un breve ejemplo ilustrativo, se puede considerar, para un conjunto no vacío X, al álgebra
booleana (P(X),⊆). En este caso, dado Y ⊆ X, AtY (P(X)) = {{y} : y ∈ Y }. Note que si x, y ∈ X
satisfacen ∅ 6= {x} ∩ {y}, entonces, x = y; también se tiene que

⋃
AtY (P(X)) = Y . Esto sirve de

motivación para las siguientes dos proposiciones.
Se tienen las siguientes propiedades respecto a los átomos de A. Primeramente, si dos átomos

de A, digamos a y b, son tales que 0A < a ∧ b, entonces, como a ∧ b 6 a y por ser a un átomo,
a ∧ b = a, es decir, a 6 b y, por ser también b un átomo, a = b. En resumen, hemos probado lo
siguiente.

Proposición 4.3. Para cualesquiera a, b ∈ At(A), si 0A < a ∧ b, entonces a = b.

Proposición 4.4. Supongamos que A es �nita. Entonces,

1. At(A) es denso en A+ y
2. para todo a ∈ A, a =

∨
Ata(A) (ver de�nición 4.2).

Demostración. Hagamos el primer inciso por contrapuesta: si no fuera el caso que At(A) es denso
en A+, entonces habría un elemento a ∈ A+ tal que para todo b ∈ A, b 6 a implica b /∈ At(A).
Argumentaremos que esta última condición tiene como consecuencia la existencia de una sucesión
{ak : k < ω} ⊆ A estrictamente decreciente, en especial, con una in�nidad de elementos, lo cual
nos garantiza que A es in�nita.

Como en particular a0 := a no es un átomo, existe a1 ∈ A+ tal que a1 < a. Si, para algún
natural n, tenemos construida {ak : k 6 n}, una sucesión estrictamente decreciente, entonces, por
hipótesis, an no es un átomo (pues an 6 a), y así obtenemos an+1 con las propiedades deseadas.
Esto completa nuestra recursión.

Pensando ahora en el segundo inciso, es claro que a es cota superior de Ata(A). De este modo,
b :=

∨
Ata(A) 6 a. Por otro lado, si sucediera que a− b ∈ A+, entonces el primer inciso del lema

nos arrojaría un átomo c ∈ A+ tal que c 6 a − b; luego, se tiene que c 6 a y c 6 b′. La primera
de estas desigualdades, junto con c ∈ At(A), nos dice que c 6 b, lo cual contradice la segunda
desigualdad, porque c es positivo. Por lo tanto, a− b = 0A, o sea, a = b. �

Del primer inciso de la proposición anterior se deduce que la igualdad At(A) = ∅ implica que
A es in�nita (observe que ∅ no puede ser denso en A+ pues 1A ∈ A+). Si además A es numerable,
entonces |A| = ω. Esto es importante para el resultado central de la sección, pues así toda álgebra
numerable y libre de átomos tiene cardinalidad ω.

Supongamos que A0 es una subálgebra de A y sea u ∈ A. En vista de que la intersección de
subálgebras vuelve a ser una subálgebra, para cualquier subconjunto arbitrario de A tiene sentido
de�nir la mínima subálgebra que lo contiene. En particular, tenemos lo siguiente.

De�nición 4.5. La extensión simple de A0 dada por u es la mínima subálgebra de A que contiene
a A0 ∪ {u} y es denotada por A0(u).

Para los siguientes lemas, supondremos que C0 y D0 son álgebras booleanas y que C y D son
subálgebras de C0 y D0 respectivamente. Dejaremos de especi�car a cuál álgebra pertenecen los
órdenes y los elementos máximo y mínimo pues será claro del contexto y simpli�cará la lectura de
las pruebas.
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Lema 4.6. Sea u un elemento arbitrario de C0. Se tiene que

C(u) = {(a ∧ u) ∨ (b− u) : a, b ∈ C}.

Si además H : C(u) −→ D0 es un homomor�smo booleano, entonces H[C(u)] es la extensión simple
de la subálgebra H[C] dada por H(u), es decir, H[C(u)] = H[C](H(u)).

Demostración. En la prueba que se expone a continuación usaremos libremente las propiedades
básicas de los operadores booleanos, como asociatividad, conmutatividad, distributividad, Leyes
de De Morgan y equivalencias con el orden.

Primero, veamos que C ′ := {(a∧ u)∨ (b− u) : a, b ∈ C} es una subálgebra de C0 que contiene
a C ∪ {u}, así por minimalidad, C(u) ⊆ C ′.

En primer lugar, por ser C una subálgebra de C0, {0, 1} ⊆ C, y así

u = (1 ∧ u) ∨ (0− u) ∈ C ′.

También, dado {a, a1, b, b1} ⊆ C, tenemos que

a = a ∧ (u ∨ u′) = (a ∧ u) ∨ (a− u) ∈ C ′,

es decir, C ∪ {u} ⊆ C ′. Luego, podemos usar que (nuevamente por ser subálgebra) tanto a ∨ a1

como b ∨ b1 son elementos de C para obtener

[(a ∧ u) ∨ (b− u)] ∨ [(a1 ∧ u) ∨ (b1 − u)] =

[(a ∧ u) ∨ (a1 ∧ u)] ∨ [(b− u) ∨ (b1 − u)] =

[(a ∨ a1) ∧ u] ∨ [(b ∨ b1)− u] ∈ C ′.

Para ver que C ′ es cerrado bajo complementos, notemos primero que

(a′ ∧ b′) ∧ [(b′ ∧ u′) ∨ (a′ ∧ u)]′ =

(a′ ∧ b′) ∧ [(b′ ∧ u′)′ ∧ (a′ ∧ u)′] =

b′ ∧ (b′ ∧ u′)′ ∧ a′ ∧ (a′ ∧ u)′ =

b′ ∧ (b ∨ u) ∧ a′ ∧ (a ∨ u′) =

b′ ∧ u ∧ a′ ∧ u′ = 0.

Y como consecuencia,

a′ ∧ b′ 6 (b′ ∧ u′) ∨ (a′ ∧ u).(7.1)

Finalmente, como {a′, b′} ⊆ C,
[(a ∧ u) ∨ (b− u)]′ =

(a ∧ u)′ ∧ (b− u)′ =

(a′ ∨ u′) ∧ (b′ ∨ u) =

[(a′ ∧ b′) ∨ (a′ ∧ u)] ∨ [(u′ ∧ b′) ∨ (u ∧ u′)] =

(a′ ∧ b′) ∨ (a′ ∧ u) ∨ (u′ ∧ b′) = (por (7.1))

(a′ ∧ u) ∨ (b′ − u) ∈ C ′.

(7.2)

De este modo, C ′ es una subálgebra de C0 que contiene a C∪{u} y con eso tenemos la primera
inclusión: C(u) ⊆ C ′. La segunda inclusión es más sencilla, pues dados a, b ∈ C, como C(u) es una
subálgebra que contiene a C ∪ {u}, debe suceder que (a ∧ u) ∨ (b − u) ∈ C(u). Concluimos que
C(u) = C ′ como se quería.

Demos por hecho ahora que H : C(u) −→ D0 es un homomor�smo booleano. Por lo que
acabamos de demostrar en los párrafos anteriores, basta ver que

H[C(u)] = {(a ∧H(u)) ∨ (b−H(u)) : a, b ∈ H[C]}.
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Por un lado, dados a, b ∈ H[C], existen x, y ∈ C con H(x) = a y H(y) = b. Por ser H un
homomor�smo,

(a ∧H(u)) ∨ (b−H(u)) = (H(x) ∧H(u)) ∨ (H(y)−H(u))

= H((x ∧ u) ∨ (y − u)) ∈ H[C(u)]

Por el otro lado, si a ∈ H[C(u)], entonces existen (usando la primera parte del lema) x, y ∈ C
tales que a = H((x∧ u)∨ (y− u)). Como H es un homomor�smo, una cuenta similar a la anterior
revela que a = (H(x) ∧ H(u)) ∨ (H(y) − H(u)). Por lo tanto, H[C(u)] es la extensión simple de
H[C] dada por H(u). �

Nos será de gran utilidad el siguiente lema de extensión.

Lema 4.7. Suponga que u ∈ C0 y w ∈ D0 son arbitrarios. Si un isomor�smo booleano h : C −→ D
satisface que para todo x ∈ C

1. x 6 u′ si y sólo si h(x) 6 w′ y
2. x 6 u si y sólo si h(x) 6 w,

entonces existe un isomor�smo booleano H : C(u) −→ D(w) tal que H extiende a h y H(u) = w.

Demostración. Demos por ciertas las hipótesis del lema y sea x ∈ C(u). Queremos de�nir H(x).
Por el lema anterior, x tiene una representación en términos de dos elementos de C y de u. Si bien
dicha representación para x no es única, veremos que las hipótesis que satisface h tienen como
consecuencia que, para cualquier {a0, a1, b0, b1} ⊆ C, las igualdades

x = (a0 ∧ u) ∨ (b0 − u) = (a1 ∧ u) ∨ (b1 − u)(7.3)

implican la igualdad

(h(a0) ∧ w) ∨ (h(b0)− w) = (h(a1) ∧ w) ∨ (h(b1)− w).(7.4)

Notemos que la condición (7.3) implica que

a0 ∧ u = x ∧ u = a1 ∧ u
y b0 − u = x− u = b1 − u;

entonces, para cada i < 2, (ai − a1−i) ∧ u = 0A

y (bi − b1−i)− u = 0A;

de donde (ai − a1−i) 6 u
′

y (bi − b1−i) 6 u.

(7.5)

Ahora, usando las dos hipótesis del lema y que h es un homomor�smo booleano, obtenemos

para i < 2, h(ai)− h(a1−i) 6 w
′

y h(bi)− h(b1−i) 6 w
(7.6)

Las últimas desigualdades implican que

h(a0) ∧ w = h(a1) ∧ w y h(b0)− w = h(b1)− w

y, con eso, la condición (7.4).
De�namos entonces, para cada x = (a∧u)∨(b−u), H(x) := (h(a)∧w)∨(h(b)−w). H está bien

de�nida por todo lo hecho previamente. En especial, si a ∈ C, podemos escribir a = (a∧u)∨(a−u)
para calcular H(a) = (h(a) ∧ w) ∨ (h(a) − w) = h(a), es decir, H � C = h. También podemos
escribir u = (1∧ u)∨ (0− u) para ver que H(u) = (h(1)∧w)∨ (h(0)−w) = (1∧w)∨ (0−w) = w.

únicamente falta veri�car que, efectivamente, H es un isomor�smo. Tomemos arbitrariamente
dos elementos x, y en C(u) y, por el lema anterior, supongamos que se ven como x = (a∧u)∨(b−u)
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y y = (a1 ∧ u) ∨ (b1 − u), para algún {a, a1, b, b1} ⊆ C. Tal y como lo hicimos en la prueba del
lema 4.6, x ∨ y = [(a ∨ a1) ∧ u] ∨ [(b ∨ b1)− u] y, en consecuencia,

H(x ∨ y) =

H([(a ∨ a1) ∧ u] ∨ [(b ∨ b1)− u]) =

(h(a ∨ a1) ∧ w) ∨ (h(b ∨ b1)− w) =

(h(a) ∨ h(a1)) ∧ w) ∨ (h(b) ∨ h(b1))− w) =

((h(a) ∧ w) ∨ (h(a1) ∧ w)) ∨ ((h(b)− w) ∨ (h(b1))− w)) =

((h(a) ∧ w) ∨ (h(b)− w)) ∨ ((h(a1) ∧ w) ∨ (h(b1)− w)) =

H(((a ∧ u) ∨ (b− u))) ∨H(((a1 ∧ u) ∨ (b1 − u))) = H(x) ∨H(y).

Por un argumento similar al que empleamos para deducir (7.1) (escribiendo h(a), h(b) y w en
lugar de a, b y u, respectivamente), se puede obtener que

h(a)′ ∧ h(b)′ 6 (h(b)′ − w) ∨ (h(a)′ ∧ w).(7.7)

Usando esto y la cuenta que se hizo en (7.2), se tiene que

H(x)′ = H([(a ∧ u) ∨ (b− u)])′ =

[(h(a) ∧ w) ∨ (h(b)− w)]′ =

(h(a)′ ∨ w′) ∧ (h(b)′ ∨ w) =

(h(a)′ ∧ h(b)′) ∨ (h(a)′ ∧ w) ∨ (w′ ∧ h(b)′) ∨ (w′ ∧ w) =

(h(a)′ ∧ h(b)′) ∨ (h(a)′ ∧ w) ∨ (w′ ∧ h(b)′) = (por (7.7))

(h(a)′ ∧ w) ∨ (h(b)′ − w) =

(h(a′) ∧ w) ∨ (h(b′)− w) =

H((a′ ∧ u) ∨ (b′ − u)) =

H([(a ∧ u) ∨ (b− u)]′) = H(x′).

Concluimos así que H es un mor�smo booleano. Más aún, el lema 4.6 implica que H[C(u)] =
H[C](H(u)) y en vista de que H(u) = w y h es un isomor�smo extendido por H, se tiene que
H[C](H(u)) = h[C](w) = D(w). Concluimos que H : C(u) −→ D(w) es, entonces, un epimor�smo
booleano. Vale la pena hacer el comentario de que, de nuestras hipótesis del lema, hasta ahora, no
hemos usado las implicaciones de regreso de los incisos (1) y (2).

Veamos que H es inyectiva. Dado x ∈ C(u) tal que H(x) = 0, �jemos a, b ∈ C con x =
(a ∧ u) ∨ (b − u). Entonces, tenemos la igualdad (h(a) ∧ w) ∨ (h(b) − w) = 0, la cual, a su vez,
tiene como consecuencia que (h(a) ∧ w) = (h(b) − w) = 0 o, visto de otro modo, h(a) 6 w′

y h(b) 6 w. Aplicando nuestras dos hipótesis del lema, obtenemos que a 6 u′ y b 6 u, luego,
x = (a ∧ u) ∨ (b− u) = 0 ∨ 0 = 0. Comprobamos que H tiene núcleo trivial, y esto implica que H
es inyectiva. Con ello tenemos que H es un isomor�smo. �

Intuitivamente, el lema que acabamos de probar nos dice que si w se compara con D de la
misma forma en que u se compara con C, entonces podemos extender cualquier isomor�smo entre
C y D para que incluya a u y w. Sin embargo, para la prueba del resultado central de esta sección
nos será de gran utilidad saber cómo encontrar un elemento w ∈ D0 que haga lo requerido por el
lema. El siguiente lema tiene justamente este objetivo.

Lema 4.8. Supongamos ahora que C y D son �nitas, u ∈ C0, D0 es libre de átomos y que
h : C −→ D es un isomor�smo booleano. Entonces, existe w ∈ D0 que cumple con todas las
hipótesis del lema 4.7: para todo x ∈ C,

1. x 6 u′ si y sólo si h(x) 6 w′ y
2. x 6 u si y sólo si h(x) 6 w.
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Demostración. Comencemos por de�nir los siguientes conjuntos de átomos.

A0 := {a ∈ At(C) : a 6 u},
A1 := {a ∈ At(C) : a 6 u′} y

A1/π := At(C) \ (A0 ∪A1).

Es claro que estos tres son ajenos y su unión es At(C).
Como At(D0) = ∅, para cada y ∈ A1/π, existe ŷ ∈ D+

0 (recuerde que D+
0 es el conjunto de

elementos positivos de D0) de tal suerte que ŷ < h(y). Con todo esto, proponemos

w :=
∨
{ŷ : y ∈ A1/π} ∨

∨
h[A0].

Veamos que w cumple con las bicondicionales.
Primero vamos a probar que los incisos (1) y (2) del lema 4.7 son ciertos cuando x es un átomo,

y luego, veremos que el resultado se extiende para un x arbitrario. Tomemos un átomo x ∈ C.
Supongamos que x 6 u′; en particular, x ∈ A1. Así, por distributividad,

h(x) ∧ w =
∨
{h(x) ∧ ŷ : y ∈ A1/π} ∨

∨
{h(x) ∧ h(y) : y ∈ A0}.

Para cada y ∈ A1/π, h(x) ∧ ŷ 6 h(x) ∧ h(y). Como h es un isomor�smo, debe mandar átomos
distintos en átomos distintos, así, por la proposición 4.3, h(x) ∧ h(y) = 0. Similarmente, dado
cualquier y ∈ A0, h(x) ∧ h(y) = 0. Esto prueba que h(x) ∧ w = 0, y luego, h(x) 6 w′.

Ahora, supongamos que x 6 u. Según nuestra de�nición, esto quiere decir que x ∈ A0, lo cual
implica que h(x) 6

∨
h[A0] 6 w.

Consideremos ahora el caso en que h(x) 6 w′. Entonces, h(x) ∧ w = 0, de donde, por la
de�nición de w y por distributividad, obtenemos que para cualquier y ∈ A0, h(x) ∧ h(y) = 0 y,
para cualquier y ∈ A1/π, h(x) ∧ ŷ = 0. Pero x es un átomo y trivialmente 0 < h(x) = h(x) ∧ h(x),
así x /∈ A0; también, si x fuera un elemento de A1/π, entonces, 0 < x̂ = h(x)∧ x̂, lo que contradice
lo dicho al principio de este párrafo, es decir x /∈ A1/π. En resumen, x ∈ A1, y luego, x 6 u′.

Finalmente, si h(x) 6 w, entonces, por el lema 4.1, debe suceder uno de dos casos. El primer
caso es si 0 < h(x)∧

∨
h[A0]. Entonces, por el mismo lema, debe haber un átomo y ∈ A0 de forma

que 0 < h(x) ∧ h(y). En vista de que h es un isomor�smo, se deduce que h(x), h(y) ∈ At(D) y, de
acuerdo a la proposición 4.3, concluimos que h(x) = h(y). Así, por inyectividad, x = y ∈ A0. Es
decir, x 6 u.

El segundo caso, 0 < h(x) ∧
∨
h[A0], implica que, por el lema 4.1, hay algún y ∈ A1/π para el

cual 0 < h(x)∧ ŷ 6 h(x)∧ h(y). Entonces, por la proposición 4.3, h(x) = h(y) y así x = y ∈ A1/π.
En especial, tenemos que para todo z ∈ A0, h(x) ∧ h(z) = 0 (pues z y y pertenecen a clases de
átomos distintas), lo cual tiene como consecuencia que h(x)∧

∨
h[A0] = 0. Consecuentemente, sólo

el caso analizado en el párrafo previo ocurre.
Veamos ahora que para un x ∈ C arbitrario se valen los incisos (1) y (2) del lema 4.7. La

proposición 4.4 nos permite escribir x =
∨

Atx(C), lo cual, junto con la de�nición de supremo, nos
dice que para cualquier v ∈ C0,

x 6 v si y sólo si para todo a ∈ Atx(C), a 6 v.(7.8)

Tenemos entonces que (tomando v = u en (7.8)) x 6 u si y sólo si, para todo a ∈ Atx(C), a 6 u,
lo cual, por los párrafos anteriores, equivale a que para todo a ∈ Atx(C), h(a) 6 w. Esto último
implica que

h(x) = h
(∨

Atx(C)
)

=
∨
{h(a) : a ∈ Atx(C)} 6 w.

Conversamente, si h(x) 6 w, entonces, como h es un isomor�smo, para todo a ∈ Atx(C), h(a) 6
h(x) 6 w. En vista de que a es un átomo, se deduce que a 6 u y por (7.8), x 6 u. Esto prueba el
inciso (1).
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Análogamente, sustituyendo en el párrafo anterior u y w por u′ y w′ respectivamente, se obtiene
el inciso (2). �

Teorema 4.9. Si (A 6) y (B,�) son álgebras booleanas (no triviales) numerables y libres de
átomos, entonces son isomorfas.

Demostración. Vamos a construir el isomor�smo usando Rasiowa-Sikorski. Con ello en mente,
de�namos al conjunto P mediante la fórmula siguiente.

p ∈ P si y sólo si p ∈ Fn(A,B), p es un isomor�smo booleano y

dom(p) e img(p) son subálgebras �nitas de A y B, respectivamente.

Dotamos a P con el orden q 6 p si y sólo si q es una extensión de p, es decir, p ⊆ q. Tenemos que
(P,6) es un orden parcial con elemento máximo {(0A, 0B), (1A, 1B)}. Para simpli�car la notación,
abreviemos, para p ∈ P, Ap := dom(p) y, similarmente, Bp := img(p).

Para cada elemento a ∈ A, a�rmamos que Da := {p ∈ P : a ∈ Ap} es un subconjunto denso
de P. Para esto, tomemos arbitrariamente p ∈ P \ Da, es decir, a ∈ A \ Ap. Vamos a aplicar los
lemas 4.8 y 4.7 (en ese orden) tomando C0 := A, D0 := B, C := Ap, D := Bp, h := p y u := a
para obtener, respectivamente, w ∈ B y luego un isomor�smo H : Ap(a) −→ Bp(w) que extiende
a p. Como la extensión simple de una subálgebra �nita vuelve a ser �nita y a ∈ Ap(a), resulta que
H ∈ Da, con lo cual se concluye que Da es denso.

Similarmente, para cada b ∈ B, el conjunto Eb := {p ∈ P : b ∈ Bp} es denso en P: dado
p ∈ P \Eb, aplicamos los lemas 4.8 y 4.7 tomando C0 := B, D0 := A, C := Bp, D := Ap, h := p−1

y u := b para obtener, respectivamente, w ∈ A y luego un isomor�smo H : Bp(b) −→ Ap(w) que
extiende a p−1. Así, el isomor�smo H−1 : Ap(w) −→ Bp(b) es una extensión de p que tiene al
elemento b en su imagen por lo cual, análogo al caso anterior, culmina en la prueba de que Eb es
denso en P.

Así, la familia
D := {Da : a ∈ A} ∪ {Eb : b ∈ B}

es una colección numerable (pues A y B son numerables) de densos en P. Por el teorema 2.6,
hay un �ltro F ⊆ P que es D-genérico. Hagamos f :=

⋃
F y notemos que el teorema 2.5(2) nos

garantiza que f es una función. Comprobemos que es el isomor�smo buscado.
Primeramente, notemos que dado a ∈ A, por genericidad, existe p ∈ G tal que a ∈ Ap ⊆

dom(f). Análogamente, para cada b ∈ B, b ∈ img(f). Así, f : A −→ B es sobreyectiva.
Dados a0, a1 ∈ A, debe haber p0, p1 ∈ F tales que para i < 2, ai ∈ dom(pi); pero F es un �ltro,

entonces debe existir una condición q ∈ F que extiende a ambas, p0 y p1; en especial, {a0, a1} ⊆
dom(q). Pero q es un isomor�smo, así que a0 6 a1 si y sólo si f(a0) = q(a0) � q(a1) = f(a1). Por
lo tanto, f es un isomor�smo de orden y, por ende, un isomor�smo booleano. �

El resto de la sección está dedicado a probar que el teorema anterior no es cierto por vacuidad,
esto es, nos concentraremos en producir un ejemplo de un álgebra booleana numerable y libre de
átomos.

Mucho de lo que se expondrá a continuación se puede hacer en espacios topológicos más
generales, sin embargo, para los �nes de este trabajo, bastará con particularizar varios conceptos.
Aquellos que no sean de�nidos explícitamente aquí, deberán entenderse tal y como aparecen en [3].

Vamos a considerar al espacio topológico ω2 obtenido como el producto Tychono� de ω copias
del espacio discreto 2. Si CA(ω2) denota la colección de conjuntos que son abiertos y cerrados en
ω2, se puede veri�car (ver [7, Ejemplo 3.1.6, p. 64]) que (CA(ω2),⊆) es un álgebra booleana con
∅ y ω2 como mínimo y máximo, respectivamente. También, dados A,B ∈ CA(ω2), A∧B = A∩B
y A ∨B = A ∪B.

Vamos a usar el hecho de que, como cada factor del espacio es �nito y, en consecuencia,
compacto, por el Teorema de Tychono�, ω2 es compacto también.
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Recordemos que la topología producto es la topología débil inducida por la familia de proyec-
ciones (para detalles consúltese la sección 4.3 de [3]), o sea, en nuestro caso particular, la topología
de ω2, denotada por τ(ω2), es la menor topología que hace continua, para cada n < ω, a la función
πn : ω2 −→ 2 dada por πn(f) := f(n). Como 2 es un espacio discreto, un conjunto U ⊆ ω2 es un
básico canónico de ω2 si y sólo si existen F ∈ [ω]<ω \ {∅} y {An : n ∈ F} ⊆ P(2) de tal forma que

U =
⋂
n∈F

π−1
n [An].

Vale la pena observar que, por la continuidad de cada proyección, U , además de ser un abierto
canónico, es intersección de conjuntos cerrados y, por lo tanto, cerrado.

Continuando con nuestra elección de F y U , supongamos ahora que U es no vacío, es decir,
U ∈ CA(ω2)+. Si tomamos, por ser F �nito, m ∈ ω \ (

⋃
F + 1) y un punto cualquiera x ∈ U , es

claro, según la discusión del párrafo anterior, que

x ∈ U ′ :=
⋂
n<m

π−1
n [{x(n)}] ∈ τ(ω2).

También, dado cualquier z ∈ U ′, la elección de U ′ nos dice que para todo n < m, z(n) = x(n), en
particular, para todo n ∈ F ⊆ m, z(n) ∈ {x(n)}, o sea, z ∈ U . Hemos demostrado que x ∈ U ′ ⊆ U .

De�namos ahora, para cada s ∈ <ω2, [s] := {x ∈ ω2: s ⊆ x} y notemos que, si x es cualquier
punto del producto,

z ∈
⋂
n<m

π−1
n [{x(n)}]

si y sólo si para todo n < m, z(n) = x(n) o, equivalentemente, z � m = x � m (el símbolo � está
de�nido al �nal de la primera sección). Más sucintamente,⋂

n<m

π−1
n [{x(n)}] = [x � m].

De este modo, cada conjunto de la forma [x � m] es un elemento de CA(ω2).

Proposición 4.10. La colección numerable B := {[s] : s ∈ <ω2} ⊆ CA(ω2) es base del espacio
(ω2, τ(ω2)).

Demostración. Como |<ω2| =
∣∣⋃

n<ω
n2
∣∣ 6 ω · ω = ω, B es numerable. Además, el comentario

�nal del párrafo que precede esta proposición tiene como consecuencia que B ⊆ CA(ω2).
Dado un básico canónico U en ω2 y x ∈ U , los párrafos previos a la presente proposición

justi�can la existencia de un natural m tal que

x ∈ [x � m] ⊆ U.
Consecuentemente, B es base del espacio en cuestión. �

Mostremos ahora que el álgebra booleana CA(ω2) es libre de átomos: dado A ∈ CA(ω2)+,
podemos escoger x ∈ A y, por la proposición anterior, algún m < ω tal que x ∈ [x � m] ⊆ A.
Observemos que se da la contención [x � (m+ 1)] ⊆ [x � m]; de hecho, la función f ∈ ω2 dada por

f(n) :=

{
x(n), n 6= m

1− x(n), n = m
,

cumple que f ∈ [x � m] \ [x � (m + 1)] y así atestigua que la contención es propia. Luego,
x ∈ [x � (m+ 1)] ( A, lo cual prueba que A no es un átomo. Concluimos que At(CA(ω2)) = ∅.

Dado cualquier A ∈ CA(ω2), por ser A un abierto y por la proposición 4.10, existe B ⊆ B

tal que A =
⋃
B. Por ser A cerrado en el espacio compacto ω2, A es compacto y, siendo B una

cubierta abierta de A, tiene alguna subcubierta �nita. Por lo tanto, cada elemento de CA(ω2) es
la unión �nita de elementos de B, la cual es una colección numerable. Por lo tanto, CA(ω2) es
numerable.
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En resumen, (CA(ω2),⊆) es un álgebra booleana numerable y libre de átomos; más aún, según
el teorema 4.9, es la única salvo isomor�smo. Con esto completamos la sección.

5. Una aplicación a las grá�cas aleatorias

En esta sección exploraremos un uso del Lema de Rasiowa-Sikorski en un tema de gran interés
para la Teoría de Grá�cas. Consideremos entonces lo siguiente. No usaremos más que las de�ni-
ciones más básicas de grá�cas; para más detalles, recomendamos los primeros dos capítulos de [1].
Recordemos que una grá�ca es una pareja (V,E) donde V es un conjunto, cuyos elementos son
llamados vértices, y E es un conjunto de parejas de vértices llamadas aristas; dos vértices unidos
por una arista son adyacentes. Siempre que el conjunto de aristas sea claro, es usual referirse a V
como la grá�ca. Dado un vértice v, N(v) denota el conjunto de vértices que son adyacentes a v y
sus elementos son llamados vecinos de v. Dos grá�cas son isomorfas si hay una biyección entre los
conjuntos de vértices que satisface que dos vértices son adyacentes en la primera grá�ca si y sólo
si las imágenes de dichos vértices bajo el isomor�smo lo son en la segunda. Veamos dos ejemplos
relevantes de grá�cas.

Supongamos que M es un modelo transitivo y numerable de un fragmento de la Teoría de
Conjuntos (para una explicación de la existencia de M , referimos al lector a las secciones 1 y 9
del capítulo VII de [10]). Luego, dos conjuntos x, y ∈ M serán adyacentes si y sólo si x ∈ y o
y ∈ x. Así formamos una grá�ca M . Para el segundo ejemplo, tomemos a N como conjunto de
vértices y formemos una grá�ca N como sigue. Para cada par de números naturales, elegiremos
aleatoriamente y con probabilidad 1/2, si éstos son adyacentes o no. Naturalmente, este proceso
puede producir muchas grá�cas diferentes, pero nos podemos preguntar cuál es la probabilidad de
que las dos grá�cas M y N sean isomorfas. El objetivo de esta sección es dar la respuesta a esta
pregunta, desde luego, usando el material tratado hasta ahora.

Empecemos por pensar en qué propiedades en común tienen nuestras grá�cas.

De�nición 5.1. Una grá�ca (V,E) tiene la propiedad de la extensión si para cualesquiera dos
conjuntos �nitos ajenos de vértices A y B, existe un vértice v ∈ V \ (A∪B) tal que A ⊆ N(v) pero
B ∩N(v) = ∅.

Por la restricción que se le pide al vértice v de no pertenecer a A ni a B, es claro que una
grá�ca con esta propiedad necesariamente tiene una in�nidad de vértices.

Lema 5.2. M cumple la propiedad de la extensión y la probabilidad de que N la cumpla es de 1.

Demostración. Dados A y B subconjuntos deM como en la de�nición 5.1, por ser un modelo de
la Teoría de Conjuntos y satisfacer, en particular, los axiomas del Par, Unión y Buena Fundación,
v := A ∪ {B} es un vértice de M con la propiedad deseada.

Similarmente, tomamos A y B en N . Para un vértice v, la probabilidad de que éste no satisfaga
la conclusión deseada es de 1 − 2−(|A|+|B|). La probabilidad de que ningún vértice del conjunto
in�nito N \ (A ∪B) satisfaga la condición, por independencia, es de

ĺım
k→∞

(
1− 2−(|A|+|B|)

)k
= 0,

de donde, tomando los complementos de las probabilidades, se obtiene el resultado. �

Este lema, aunado al siguiente teorema, prueba no sólo que nuestras dos grá�cas son isomorfas,
sino que, salvo isomor�smo, son la única grá�ca con la propiedad previamente mencionada.

Teorema 5.3. Cualesquiera dos grá�cas sobre un conjunto numerable de vértices que satisfaga la
propiedad de extensión son isomorfas.

Nuevamente, el plan es construir el isomor�smo usando el teorema 2.6. Vale la pena observar
que estamos construyendo un isomor�smo de grá�cas, no de orden, en contraste con los resultados
de las secciones previas.
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Demostración. Sean (V0, E0) y (V1, E1) dos grá�cas con la propiedad de extensión y donde V0

y V1 son numerables (más aún, como consecuencia del comentario que se hizo antes de enunciar
el lema 5.2, los conjuntos de vértices son in�nitos). De�namos a P por medio de la fórmula p ∈ P
si y sólo si p ∈ Fn(V0, V1) es una biyección y para todo x, y ∈ dom(p), (x, y) ∈ E0 equivale a
(p(x), p(y)) ∈ E1. Ordenado por la contención inversa, claramente ∅ es, como es usual en estas
construcciones, un elemento máximo del preorden.

Para cada x ∈ V0 y cada y ∈ V1, de�nimos los conjuntos Dx := {p ∈ P : x ∈ dom(p)} y
D′y := {p ∈ P : y ∈ img(p)}. Para ver que estos conjuntos son densos en P, tomemos p ∈ P \Dx.
Apliquemos la propiedad de la extensión que tiene (V1, E1) a los conjuntos �nitos y ajenos A :=
p[N(x)] y B := p[V0 \N(x)] para obtener un vértice v ∈ V1 con las cualidades que garantiza dicha
propiedad. Luego, a�rmamos que q := p ∪ {(x, v)} es un elemento de P tal que q ⊇ p, es decir,
una biyección que atestigua la densidad de Dx. Análogamente, se puede usar la propiedad de la
extensión en (V0, E0) para probar la densidad de D′y.

Aplicando el teorema 2.6 a la familia numerable de densos {Dx : x ∈ V0} ∪ {D′y : y ∈ V1},
producimos un �ltro genérico F . Empleando argumentos que en este punto ya son repetitivos, se
puede veri�car que f :=

⋃
F es un isomor�smo entre las dos grá�cas. �

Ya teniendo dos ejemplos de grá�cas con la propiedad de la extensión, hemos probado la
existencia y la unicidad, con lo cual podemos bautizar a la grá�ca que protagoniza esta sección
como grá�ca de Rado, también conocida como grá�ca aleatoria. Vale la pena, antes de terminar
este trabajo, mencionar algunas de las propiedades más notables que tiene la grá�ca de Rado.

Usando la propiedad de la extensión que de�nimos, es un simple ejercicio demostrar lo siguiente:

Teorema 5.4. Denotemos por R a la grá�ca de Rado.

1. Añadir o quitar cualquier cantidad �nita de vértices o aristas a R, produce una grá�ca
isomorfa a R.

2. Dada una partición �nita de los vértices de R, alguna de las clases induce (en el sentido
usual de Teoría de Grá�cas) una grá�ca isomorfa a R. Más aún, de las grá�cas numerables
no triviales y no completas, R es, salvo isomor�smo, la única con esta propiedad (ver [2,
Proposition 4, p. 5]).

3. R es isomorfa a la grá�ca obtenida al invertir todas las adyacencias y no adyacencias de
R, o sea, es auto-complementaria.

Referimos al lector interesado en más propiedades y construcciones alternativas de R, que
además abarcan varias áreas de las matemáticas, al artículo [2], donde, por cierto, se prueba una
versión del teorema 5.3 por medio de back-and-forth.

Referencias

[1] J.A. Bondy y U.S.R. Murty, Graph Theory. Springer, 2008.
[2] P.J. Cameron, The random graph. The Mathematics of Paul Erd®s, pp. 331�351. Springer Verlag, Berlin, 1996.
[3] F. Hernández Hernández, Teoría de los Conjuntos (una introducción). Aportaciones Matemáticas, Serie Textos

13. Sociedad Matemática Mexicana, México, 1998.
[4] F. Casarrubias Segura y Á. Tamariz Mascarúa, Elementos de topología general. Sociedad Matemática Mexicana,

México, 2012.
[5] K. Kunen, Set theory. An introduction to independence proofs. Studies in Logic and the Foundations of Mathe-

matics, vol. 102. North-Holland Publishing Co., Amsterdam, 1980.
[6] T. Matos Wiederhold, Aplicaciones del lema de Rasiowa-Sikorski a la teoría de órdenes parciales y a la teoría

de Ramsey. Tesis de licenciatura, Facultad de Ciencias, UNAM, 2019.
[7] R. Pichardo Mendoza y Á. Tamariz Mascarúa, Álgebras booleanas y espacios topológicos. Aportaciones Mate-

máticas, Serie Textos 40. Instituto de Matemáticas, UNAM, 2017.

Correo electrónico:
tonamatos@ciencias.unam.mx (Tonatiuh Matos Wiederhold)





Capítulo 8

Propiedades dinámicas en productos

Franco Barragán
Universidad Tecnológica de la Mixteca, Oaxaca, México

Anahí Rojas
Universidad del Papaloapan, Oaxaca, México

1. Introducción 139
2. Preliminares 140
3. Funciones del tipo transitivas 143
4. Propiedades dinámicas sobre productos 147
5. Propiedades dinámicas de funciones en productos 150
Referencias 157

1. Introducción

En los últimos años la Dinámica Topológica se ha convertido en un área de gran interés para
muchos investigadores. Particularmente, se ha de�nido un gran número de sistemas dinámicos,
entre los más conocidos y estudiados se encuentran los sistemas: transitivos, exactos, mezclan-
tes, débilmente mezclantes, totalmente transitivos, fuertemente transitivos, caóticos en el sentido
de Devaney, minimales e irreducibles. Otros tipos de sistemas dinámicos que ya no son tan po-
pulares como los anteriores son los siguientes: órbita-transitivos, estrictamente órbita-transitivos,
ω-transitivos, TT++, suavemente mezclantes, exactamente Devaney caóticos, minimales inversos,
totalmente minimales, dispersores, Touhey y los F -sistemas. De las muchas formas en la que se
pueden analizar estos sistemas, en [5] hicimos un análisis de relaciones que existen entre los siste-
mas: exactos, mezclantes, débilmente mezclantes, transitivos, totalmente transitivos, fuertemente
transitivos, caóticos en el sentido de Devaney, minimales, irreducibles, semi-abiertos, turbulentos,
órbita-transitivos, estrictamente órbita-transitivos, ω-transitivos, IN , TT y TT++. Además, por
medio de contraejemplos, demostramos que algunas de estas nociones no pueden relacionarse de
manera general. Por lo cual, es necesario condicionar al espacio fase o a la función para obtener
más relaciones entre estos sistemas. Con el �n de darle continuidad al trabajo realizado en [5], en
este nuevo capítulo agregamos los sistemas suavemente mezclantes, exactamente Devaney caóticos,
minimales inversos, totalmente minimales, dispersores, Touhey y los F -sistemas y, además de mos-
trar relaciones que existen entre todos estos sistemas dinámicos, los estudiamos sobre un espacio
muy particular.

Sean X1, . . . , Xm espacios topológicos, conm > 2 y, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea fi : Xi → Xi

una función. Se de�ne la función
∏m
i=1 fi :

∏m
i=1Xi →

∏m
i=1Xi dada por

∏m
i=1 fi((x1, . . . , xm)) =

(f1(x1), . . . , fm(xm)), para cada (x1, . . . , xm) ∈
∏m
i=1Xi. Esta función es llamada función producto.

De este modo, podemos analizar las relaciones entre los sistemas dinámicos (1) (
∏m
i=1Xi,

∏m
i=1 fi)

y (2) (Xi, fi), para cada i ∈ {1, . . . , ,m}. N. De§irmenci y �. Koçak [12] consideraron dos espacios
métricos, X y Y , y dos funciones f : X → X y g : Y → Y (no necesariamente continuas) y
analizaron las relaciones entre f , g y f × g cuando alguna de ellas es una función caótica en el
sentido de Devaney. En particular, demostraron el siguiente resultado: si f es continua y caótica

139
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en el sentido de Devaney, y g es caótica en el sentido de Devaney y mezclante (no necesariamente
continua), entonces f × g es caótica en el sentido de Devaney. Años después, X. Wu y P. Zhu [28]
demostraron que para cada entero m > 2, si

∏m
i=1 fi es caótica en el sentido de Devaney, entonces,

para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi es también caótica en el sentido de Devaney. Además, demostraron
que si

∏m
i=1 fi es transitiva, entonces, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi es transitiva. El recíproco no

es cierto en general. En [28], X. Wu y P. Zhu consideraron espacios métricos sin puntos aislados
y funciones continuas. Más aún, R. Li y X. Zhou [20] analizaron relaciones entre f , g y f × g
cuando alguna de ellas es: topológicamente transitiva, topológicamente débilmente mezclante, sin-
déticamente transitiva, co�nitamente sensitiva, multi-sensitiva y ergódicamente sensitiva, siempre
considerando espacios métricos y funciones no necesariamente continuas. Recientemente, K. B.
Mangang [22] estudió el caos Li-Yorke del sistema dinámico producto (

∏m
i=1Xi,

∏m
i=1 fi) cuando

cada sistema dinámico (Xi, fi) tiene la propiedad. En particular, demostró que (X, f) y (Y, g) son
sistemas dinámicos exactos si y sólo si el sistema dinámico producto (X × Y, f × g) es exacto. En
este último trabajo, X y Y son espacios métricos compactos y f y g son funciones continuas.

Sea M una de las siguientes clases de funciones: exacta, mezclante, transitiva, débilmente mez-
clante, totalmente transitiva, fuertemente transitiva, caótica en el sentido de Devaney, minimal,
órbita-transitiva, estrictamente órbita-transitiva, ω-transitiva, TT++, suavemente mezclante, exac-
tamente Devaney caótica, minimal inversa, totalmente minimal, dispersora, Touhey o un F -sistema.
En este capítulo estudiamos relaciones entre las siguientes dos condiciones:

(1) Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi ∈M.
(2)

∏m
i=1 fi ∈M.

Es importante enfatizar que en los artículos antes mencionados, los autores trabajan con es-
pacios métricos compactos o espacios métricos sin puntos aislados y funciones continuas. En este
capítulo consideramos espacios topológicos y funciones no necesariamente continuas.

Cabe mencionar que este capítulo está basado en las secciones tres y cuatro del artículo Con-
ceptions on topological transitivity in products and symmetric products [24].

2. Preliminares

En esta sección presentamos los conceptos básicos de sistemas dinámicos necesarios para un
buen desarrollo de este capítulo. Considerando un espacio topológico X y un subconjunto A de
X, al conjunto cerradura de A en X lo detonamos por clX(A). Si no existe riesgo de confusión se
escribe cl(A). También, denotamos con N, Z+ e I al conjunto de los números naturales, números
enteros no negativos y números irracionales, respectivamente.

Además, si f : X → X es una función, para cada k ∈ N, la k-ésima iteración de f la de�nimos
como la composición reiterada de f consigo misma k veces y la denotamos por fk. Esto es, f2 = f◦f ,
f3 = f ◦ f ◦ f y en general fk+1 = f ◦ fk. Se entiende que f1 = f y de�nimos f0 = idX (la función
identidad en X). Debe quedar claro que fk ◦ fs = fk+s y (fk)s = fks. Para un subconjunto A de
X y k un entero, denotamos con fk(A) a la imagen de A bajo fk cuando k > 0 y la preimagen
bajo f |k| cuando k < 0. En el caso del conjunto que consta de un único punto x, escribimos f−k(x)
para denotar al conjunto f−k({x}), donde k > 0.

En todo el escrito, m es un entero mayor o igual que dos.

De�nición 2.1. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea Xi un conjunto no vacío. Se de�ne y denota su
producto cartesiano como el conjunto:

m∏
i=1

Xi = {(x1, . . . , xm) : xi ∈ Xi, para cada i ∈ {1, . . . ,m}}.

Cuando X1 = X2 = · · · = Xm al conjunto
∏m
i=1Xi se le denota con Xm

1 .
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De�nición 2.2. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, τi) un espacio topológico. La topología
producto X sobre el conjunto

∏m
i=1Xi es la topología que tiene como base la colección β =

{U1 × · · · × Um : Ui ∈ τi, para cada i ∈ {1, . . . ,m}}. El espacio topológico (
∏m
i=1Xi,X) se llama

espacio producto de la familia {(Xi, τi)}mi=1 y se denota simplemente por
∏m
i=1Xi.

Es natural pensar que así como se pude construir un espacio topológico a partir de espacios
topológicos dados, también podemos construir una función a partir de otras.

De�nición 2.3. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sean Xi un conjunto no vacío y fi : Xi → Xi una
función. Se de�ne la función producto

∏m
i=1 fi :

∏m
i=1Xi →

∏m
i=1Xi como:(

m∏
i=1

fi

)
((x1, . . . , xm)) = (f1(x1), . . . , fm(xm)),

para cada (x1, . . . , xm) ∈
∏m
i=1Xi.

Cuando f1 = f2 = · · · = fm a la función
∏m
i=1 fi se le denota con f×m1 .

Las siguientes propiedades no son difíciles de veri�car.

Observación 2.4. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sean Xi un espacio topológico, Ui y Vi subconjuntos
no vacíos de Xi y fi : Xi → Xi una función y sea k ∈ N. Se cumple lo siguiente:

(1) (
∏m
i=1 fi)

k =
∏m
i=1 f

k
i .

(2) Si (
∏m
i=1 fi)

k(
∏m
i=1 Ui) =

∏m
i=1 Vi, entonces, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fki (Ui) = Vi.

De�nición 2.5. Sean X un espacio topológico y E un subconjunto de X. Se dice que E es denso
en X si clX(E) = X.

Recordemos que la idea principal de este capítulo es analizar algunas propiedades del sistema
dinámico (

∏m
i=1Xi,

∏m
i=1 fi). Por ello, es necesario introducir la de�nición de estos objetos.

De�nición 2.6. Un sistema dinámico es cualquier pareja formada por un espacio topológico
X y cualquier función f : X → X y lo denotamos con (X, f).

Para referirse al sistema dinámico (X, f), generalmente se hace referencia únicamente a la
función f .

Un concepto muy importante dentro de la teoría de sistemas dinámicos es el de órbita de un
punto.

De�nición 2.7. Sea (X, f) un sistema dinámico. La órbita de un punto x ∈ X bajo f , deno-
tada por O(x, f), es el conjunto {x, f(x), f2(x), . . .}. Esto es: O(x, f) = {fn(x) : n ∈ Z+}.

Existen puntos con la particularidad de generar órbitas �nitas.

De�nición 2.8. Sean (X, f) un sistema dinámico y x ∈ X. Se dice que x es un punto periódico
de f si existe n ∈ N tal que fn(x) = x.

Al conjunto de todos los puntos periódicos de f se le denota con Per(f).

Ejemplo 2.9. Sea T : [0, 1]→ [0, 1] la función dada por:

T (x) =

{
2x, si x 6 1

2 ;
2− 2x, si x > 1

2 .

Esta función se conoce como función tienda. Se cumple que, x0 = 2
5 es un punto periódico de T ,

ya que T 2(x0) = x0.
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También existen puntos con la particularidad de generar órbitas densas.

De�nición 2.10. Sean (X, f) un sistema dinámico y x ∈ X. Se dice que x es un punto transitivo
de f si la órbita O(x, f) es densa en X.

Al conjunto de todos los puntos transitivos de f se le denota con trans(f).

Ejemplo 2.11. Sean θ ∈ I y S1 = {e2πiα : α ∈ [0, 1]}. Se de�ne la función rotación irracional
Rθ : S1 → S1 como Rθ(e

2πiα) = e2πiθ(e2πiα) = e2πi(θ+α), para cada α ∈ [0, 1] o simplemente;

Rθ(z) = (e2πiθ)z, para cada z ∈ S1.

Notemos que, para cada z ∈ S1, z ∈ trans(Rθ).

Cada uno de los conjuntos que hemos de�nido hasta este momento juegan un papel importante
en el desarrollo de este capítulo, sin embargo, los conjuntos que a continuación se de�nen, son punto
clave en la demostración de resultados en secciones posteriores.

De�nición 2.12. Sean (X, f) un sistema dinámico y A un subconjunto de X. Se dice que A es
+invariante bajo f si f(A) ⊆ A, A es −invariante bajo f si f−1(A) ⊆ A y A es invariante
bajo f si f(A) = A.

A los espacios topológicos con la propiedad de que cada subconjunto abierto es +invariante
bajo una función, les damos un nombre especial. La siguiente de�nición es una aportación original
de [24].

De�nición 2.13. Sea (X, f) un sistema dinámico. Se dice que X es un espacio +invariante
sobre subconjuntos abiertos bajo f , si cada subconjunto abierto de X es +invariante bajo f .

Ejemplo 2.14. Sean X = {1, 2} con la topología τ = {∅, X, {1}} y f : X → X la función dada
por f(1) = 1 y f(2) = 1. Luego, X es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo f .

No todos los espacios topológicos son +invariantes sobre subconjuntos abiertos. Veamos el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.15. Sean (X, τ) como en el Ejemplo 2.14 y f : X → X la función dada por f(1) = 2
y f(2) = 1. Notemos que f×2({1} × {1}) = {(2, 2)} 6⊆ {1} × {1}. Así, X2 no es +invariante sobre
subconjuntos abiertos bajo f×2.

Lema 2.16. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sean (Xi, fi) un sistema dinámico, Ui un subconjunto
no vacío de Xi y xi ∈ Xi. Si, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, Xi es +invariante sobre subconjuntos
abiertos bajo fi y, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, existe ki ∈ N tal que fkii (xi) ∈ Ui, entonces, para
k = máx{k1, . . . , km}, se cumple que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fki (xi) ∈ Ui.

Demostración. Supongamos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m},Xi es +invariante sobre subconjuntos
abiertos bajo fi y que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, existe ki ∈ N tal que fkii (xi) ∈ Ui. Pongamos
k = máx{k1, . . . , km}. Se sigue que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, existe li ∈ Z+ tal que k = ki + li.
Así, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fki (xi) = fki+lii (xi) = f lii (fkii (xi)). Consecuentemente, para cada
i ∈ {1, . . . ,m}, fki (xi) ∈ f lii (Ui). Puesto que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, Ui es +invariante bajo fi,
tenemos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fki (xi) ∈ Ui. �

De�nición 2.17. Sean (X, f) un sistema dinámico y A y B subconjuntos de X. Se de�ne el
siguiente conjunto:

nf(A,B) = {k ∈ N : A ∩ f−k(B) 6= ∅}.



3. FUNCIONES DEL TIPO TRANSITIVAS 143

Para �nalizar esta sección, presentamos la de�nición de punto ω-límite y conjunto ω-límite.

De�nición 2.18. Sean (X, f) un sistema dinámico y x ∈ X. Se dice que y ∈ X es un punto
ω-límite de x bajo f si para cualquier k ∈ N y para cualquier abierto U de X tal que y ∈ U ,
existe un entero n > k tal que fn(x) ∈ U . El conjunto de todos los puntos ω-límite de x bajo f , se
denota por ω(x, f) y se llama conjunto ω-límite de x bajo f .

Ejemplo 2.19. Sean X =
{

1
n : n ∈ N

}
∪ {0} ⊆ [0, 1] con la métrica usual y f : X → X de�nida

por; f(0) = 0 y f( 1
n ) = 1

n+1 , para cada n ∈ N [21, Ejemplo 2.9]. Luego, 0 ∈ ω(1, f).

3. Funciones del tipo transitivas

Desde hace muchos años el estudio de propiedades particulares en una función se ha convertido
en una herramienta importante en muchas áreas de la matemática. Una de las primeras propiedades
que se observó en ciertas funciones fue la continuidad. De�nición que introduce M. Fréchet en 1910
[14]. Después de la de�nición de M. Fréchet, empezaron a surgir otras clases de funciones. En
1913, H. Weyl [27] introduce la clase de las funciones abiertas; once años después, R. L. Moore
[23] introduce el concepto de función monótona; y en 1964, J. J. Charatonik [11] establece las
condiciones para que una función pertenezca a la clase de las funciones con�uentes. Desde la
introducción de estas tres clases de funciones, se han de�nido otras que están contenidas o contienen
a alguna de las tres anteriores. Por ejemplo, los homeomor�smos, las funciones semi abiertas, MO,
OM y casi interiores, son funciones del tipo abiertas. Por otro lado, las funciones fuertemente
monótonas, a lo más monótonas, casi monótonas, débilmente monótonas, fuertemente libremente
descomponibles y libremente descomponibles, son del tipo monótonas. Finalmente, las funciones
semicon�uentes, empalmantes, débilmente con�uentes, atriódicas, pseudocon�uentes, frágilmente
con�uentes y frágilmente semicon�uentes, son funciones del tipo con�uentes (la de�nición de cada
una de estas funciones se puede consultar en [4]). Hoy en día, las funciones del tipo abiertas,
monótonas y con�uentes son muy estudiadas dentro de la teoría de continuos. Sin embargo, el
inicio de la teoría de sistemas dinámicos trajo consigo la necesidad de comenzar a de�nir lo que
hoy conocemos como funciones dinámicas. En 1912, G. D. Birkho� [8] introduce el concepto de
función minimal y en 1920 inicia el estudio de las funciones transitivas [9], quedando contenida
la primera clase dentro de la segunda. Después del surgimiento de las funciones transitivas se
empezaron a de�nir muchas otras que están relacionadas o son equivalentes a dicha clase. Una de
las más estudiadas es la clase de las funciones caóticas. La palabra caos fue usada por primera ves
en 1975 por T. Y. Li y J. A. Yorke [19] sin una de�nición formal, y aunque no existe una de�nición
matemática universal de la palabra caos, la más utilizada es la dada por R. L. Devaney [13]. Otra
clase muy estudiada en la teoría de sistemas dinámicos es la clase de las funciones mezclantes,
de�nida en 1955 por W. Gottschalk y G. Hedlung [16]. Posteriormente, en 1967, H. Furstenberg
[15] introduce una condición más débil que la de W. Gottschalk y G. Hedlung e inicia el estudio de
las funciones débilmente mezclantes. Otras funciones del tipo transitivas son las funciones: exactas,
totalmente transitivas, fuertemente transitivas e irreducibles.

A continuación, presentamos la de�nición de las funciones del tipo transitivas más conocidas
y estudiadas dentro del área de los sistemas dinámicos.

De�nición 3.1. Sea (X, f) un sistema dinámico. Se dice que f es:

(1) Exacta si para cada subconjunto abierto no vacío U deX, existe k ∈ N tal que fk(U) = X.
(2) Mezclante si para cada par de subconjuntos abiertos no vacíos U y V de X, existe N ∈ N

tal que fk(U) ∩ V 6= ∅, para cada k > N .
(3) Transitiva si para cada par de subconjuntos abiertos no vacíos U y V de X, existe k ∈ N

tal que fk(U) ∩ V 6= ∅.
(4) Débilmente mezclante si f×2 es trasitiva.
(5) Totalmente transitiva si fs es transitiva, para cada s ∈ N.
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(6) Fuertemente transitiva si para cada subconjunto abierto no vacío U de X, existe s ∈ N
tal que X =

⋃s
k=0 f

k(U).
(7) Caótica si f es transitiva y Per(f) es denso en X (esta de�nición corresponde al caos en

el sentido de Devaney [3]).
(8) Minimal si no existe un subconjunto propio A de X el cuál es no vacío, cerrado e inva-

riante.
(9) Irreducible si el único subconjunto cerrado A de X tal que f(A) = X es A = X.

Irreducible

''

Exacta

��

// Mezclante

��

// Débilmente mezclante

Sobreyectiva Totalmente transitiva

��
Caótica // Transitiva Fuertemente transitivaoo

Figura 1. Resumen de relaciones que se dan cuando X es un espacio topológico y f : X → X una
función no necesariamente continua.

En el diagrama de la Figura 1, presentamos las relaciones que se dan de manera general entre las
funciones dadas en la De�nición 3.1. Es decir, considerando a X como cualquier espacio topológico
y a f : X → X cualquier función (no necesariamente continua). La prueba de estas relaciones entre
funciones se puede consultar en [5, Teoremas 3.1, 3.3, 3.5, 3.6 y 3.7].

Bajo ciertas hipótesis se pueden obtener otras relaciones entre las clases de funciones que pre-
sentamos en la De�nición 3.1. En el diagrama de la Figura 2 mostramos algunos de estos resultados
(con F. transitiva, Déb. M. y T. transitiva denotamos a las funciones fuertemente transitivas, dé-
bilmente mezclantes y totalmente transitivas, respectivamente). La prueba de las implicaciones que
se muestran en el diagrama de la Figura 2 se pueden consultar en [5, Teorema 6.3] y [25, Teoremas
1.5.19 y 1.5.20].

Irreducible

(C.1)

  

Exacta

(C.1)

��

(C.1) // Mezclante

(C.1)

��

(C.1) // Déb. M

(C.2)

��
Minimal

(C.3)

@@

(C.3)

��

Sobreyectiva T. transitiva

(C.1)

~~
F. transitiva

(C.1) // Transitiva Caótica
(C.1)
oo

Figura 2. Relaciones entre funciones con dominio compacto (y/o de Hausdor�) y f continua.

En el diagrama de la Figura 2, las condiciones (C.1), (C.2) y (C.3) son como sigue:

(C.1) Para cualquier espacio topológico X y para cualquier función f : X → X.
(C.2) Para cualquier espacio topológico X y para cualquier función continua f : X → X.
(C.3) Para cualquier espacio topológico X compacto y para cualquier función continua f : X →

X.



3. FUNCIONES DEL TIPO TRANSITIVAS 145

Como ya mencionamos, los sistemas dinámicos de la De�nición 3.1 son los más conocidos y
estudiados en el área de sistemas dinámicos. Sin embargo, existen otras nociones que también es-
tán relacionadas con la transitividad topológica, aunque no son tan populares como los anteriores.
Por ejemplo, en 1967, H. Furstenberg [15] no solo introduce el concepto de función débilmente
mezclante, también de�ne los F -sistemas, sin embargo, estos últimos son menos conocidos que los
sistemas débilmente mezclantes. Por otro lado, los tipos de sistemas dinámicos presentados en la
De�nición 3.1 han dado pie al surgimiento de nuevos sistemas. En 1997, P. Touhey [26] de�ne una
variante de las funciones caóticas en el sentido de Devaney, a esta clase de funciones las conocemos
como funciones Touhey. Tres años después, F. Blanchard, B. Host y A. Maass [10] introducen el
concepto de función dispersora y en el 2005, D. Kwietniak [18] inicia el estudio de las funciones
exactamente Devaney caóticas. En su gran mayoría, los tipos de sistemas dinámicos que hemos
mencionado fueron de�nidos entre continuos, espacios métricos compactos o espacios compactos
y de Hausdor�. Recientemente, se han de�nido tipos de sistemas dinámicos sobre espacios topo-
lógicos. Por ejemplo, J. H. Mai y W. H. Sun, en el 2010 [21] inician el estudio de las funciones
órbita-transitivas, estrictamente órbita transitivas y ω-transitivas. Finalmente, en el 2017, E. Akin,
J. Auslander y A. Nagar [2] de�nen una clase más grande que la clase de las funciones minimales,
la clase de las funciones minimales inversas sobre espacios métricos.

A continuación, presentamos más clases de funciones del tipo transitivas y vemos de que manera
se relacionan con las funciones que presentamos en la De�nición 3.1.

De�nición 3.2. Sea (X, f) un sistema dinámico. Se dice que f es:

(1) Órbita-transitiva si existe x ∈ X tal que cl(O(x, f)) = X.
(2) Estrictamente órbita-transitiva si existe x ∈ X tal que cl(O(f(x), f)) = X.
(3) ω-transitiva si existe x ∈ X tal que ω(x, f) = X.
(4) TT++ si para cualquier par de subconjuntos abiertos no vacíos U y V de X, el conjunto

nf (U, V ) es in�nito.
(5) Suavemente mezclante si para cualquier espacio topológico Y y cualquier función tran-

sitiva, g : Y → Y , la función f × g es transitiva.
(6) Exactamente Devaney caótica si f es exacta y Per(f) es denso en X.
(7) Minimal inversa si para cada x ∈ X, el conjunto:{

y ∈ X : f l(y) = x, para algún l ∈ N
}

es denso en X.
(8) Totalmente minimal si para cada s ∈ N, fs es minimal.
(9) Dispersora si para cualquier espacio topológico Y y cualquier función minimal, g : Y →

Y , la función f × g es transitiva.
(10) Touhey si para cada par de subconjuntos abiertos no vacíos U y V de X, existen un punto

periódico x ∈ U y k ∈ Z+ tales que fk(x) ∈ V .
(11) Un F -sistema si f es totalmente transitiva y Per(f) es denso en X.

En el diagrama de la Figura 3 mostramos relaciones entre las funciones de las De�niciones 3.1 y
3.2 para el caso general, es decir, cuando X es un espacio topológico y f : X → X cualquier función.
Para las pruebas de estas inclusiones recomendamos revisar [1, 5, 7] y [21] (denotamos con T.
transitiva, F. transitiva, E. Devaney caótica y E. órbita-transitiva a las funciones totalmente tran-
sitivas, fuertemente transitivas, exactamente Devaney caóticas y estrictamente órbita-transitivas,
respectivamente).

En el Teorema 3.3 se presentan otras relaciones que no se muestran en el diagrama de la Figura
3. Incluimos su demostración ya que las pruebas no se siguen inmediatamente de la de�nición
como en el caso de las funciones Touhey, exactamente Devaney caóticas, dispersoras, suavemente
mezclantes y los F -sistemas.

Teorema 3.3. Sea (X, f) un sistema dinámico. Se cumple lo siguiente:
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(1) Si f es exacta, entonces f es minimal inversa.
(2) Si f es minimal inversa, entonces f es transitiva.

Demostración. Supongamos que f es exacta. Sean x ∈ X y U un subconjunto abierto no vacío
de X. Puesto que f es exacta, existe k ∈ N tal que fk(U) = X. Por otro lado, ya que x es un punto
en X, por la igualdad anterior podemos concluir que x ∈ fk(U). Con esto último aseguramos la
existencia de u ∈ U tal que fk(u) = x. Por lo tanto, u ∈ {y ∈ X : f l(y) = x, para algún l ∈ N}.
Así, f es minimal inversa.

Ahora supongamos que f es minimal inversa. Sean U y V subconjuntos abiertos no vacíos de
X y v ∈ V . Ya que f es minimal inversa, el conjunto {y ∈ X : f l(y) = v, para algún l ∈ N} es
denso en X. Esto implica que la intersección {y ∈ X : f l(y) = v, para algún l ∈ N}∩U es no vacía.
Así, existen u ∈ U y l ∈ N tal que f l(u) = v. Con lo cual podemos concluir que f l(u) ∈ f l(U)∩V .
Por lo tanto, f es transitiva. �

Sobreyectiva Exactaoo

''

Suavemente mezclante

��
Mezclante //

ww

Débilmente mezclante

||

Un F -sistema // T. transitiva

��

F. transitiva

��
Touhey // Caótica // Transitiva ω-transitivaoo

��
E. Devaney caótica

66

TT++

88

Dispersora

OO

E. órbita-transitiva

��
Órbita-transitiva

Figura 3. Resumen de relaciones que se dan de manera general.

Finalizamos esta sección mostrando ejemplos de las funciones presentadas en las De�niciones
3.1 y 3.2.

Ejemplo 3.4. Sea T : [0, 1]→ [0, 1] como en el Ejemplo 2.9. De [17, Proposición 7.2], sabemos que
T es exacta. Así, por el diagrama de la Figura 2, T también es mezclante, débilmente mezclante,
totalmente transitiva y transitiva. Más aún, en [17, Proposición 7.3], se veri�ca que Per(T ) es denso
en el intervalo [0, 1], por lo que T es caótica en el sentido de Devaney, exactamente Devaney caótica
y un F -sistema. Finalmente, de [21, pág. 952], sabemos que las propiedades de ω-transitividad y
transitividad son equivalentes para espacios topológicos con una base numerable, parcialmente
compactos y pseudo-regulares y para cualquier función continua. En consecuencia, T también es
ω-transitiva.

Ejemplo 3.5. Sea Rθ : S1 → S1 como en el Ejemplo 2.11. De [25, Proposición 1.6.14], tenemos que
Rθ es minimal. Luego, por el diagrama de la Figura 2, concluimos que Rθ es además, irreducible,
fuertemente transitiva y transitiva. Por otro lado, de [25, Ejemplo 2.3.12], tenemos que Rθ es
TT++. Además, no es difícil veri�car que toda función minimal y continua es minimal inversa [2,
pág. 26], con lo cual obtenemos que Rθ es minimal inversa. Finalmente, si r ∈ N, Rrθ(z) = e2πirθz.
De aquí, para cada r ∈ N, Rrθ(z) es también una rotación irracional. Por lo tanto, para cada r ∈ N,
Rrθ(z) es minimal. Consecuentemente, Rθ es totalmente minimal.
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Ejemplo 3.6. Sea f : X → X como en el Ejemplo 2.19. Luego, f es órbita-transitiva ya que
cl(O(1, f)) = X [21, Ejemplo 3.3].

Ejemplo 3.7. Sean f : X → X como en el Ejemplo 3.6 y Y = [0, 1] con la topología τ = {[0, t) :
t ∈ (0, 1]} ∪ {∅, Y }. De�namos la función F1 : X × Y → X × Y como sigue:

F1((s, t)) =

{
(s, 0), t 6= 0;
(f(s), 0), t = 0.

Luego, F1 es estrictamente órbita-transitiva ya que cl(O(F1((1, 1)), F1)) = X × Y [21, Ejemplo
3.3].

Ejemplo 3.8. Sea f : [0, 2]→ [0, 2] la función dada por:

f(x) =

 2x+ 1, si 0 6 x 6 1
2 ;

−2x+ 3, si 1
2 6 x 6 1;

−x+ 2, si 1 6 x 6 2.

Se cumple que f es caótica en el sentido de Devaney y Touhey [12, Ejemplo 1].

4. Propiedades dinámicas sobre productos

Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico. Notemos que las De�niciones 2.1 y
2.3 dejan ver una relación muy natural entre los sistemas dinámicos (

∏m
i=1Xi,

∏m
i=1 fi) y (Xi, fi),

para cada i ∈ {1, . . . ,m}. Esto nos lleva a la siguiente pregunta: ¾Qué relaciones existen entre los
sistemas dinámicos (

∏m
i=1Xi,

∏m
i=1 fi) y (Xi, fi), para cada i ∈ {1, . . . ,m}, cuando alguno de ellos

tiene alguna propiedad dinámica?
Sabemos bien que para responder a esta pregunta, es conveniente analizar primero relaciones

entre los espacios
∏m
i=1Xi y Xi, para cada i ∈ {1, . . . ,m} y después, con ayuda de estos resultados,

empezar a establecer relaciones entre las funciones
∏m
i=1 fi y fi, para cada i ∈ {1, . . . ,m}. Por esta

razón, en esta sección nos encargamos de estudiar algunas propiedades dinámicas en productos
cartesianos.

Teorema 4.1. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico y sea (x1, . . . , xm) ∈∏m
i=1Xi. Se cumplen las siguientes condiciones:

(1) Si (x1, . . . , xm) es un punto transitivo de
∏m
i=1 fi, entonces, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, xi

es un punto transitivo de fi.
(2) Si ω((x1, . . . , xm),

∏m
i=1 fi) =

∏m
i=1Xi, entonces, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, ω(xi, fi) = Xi.

(3) (x1, . . . , xm) es un punto periódico de
∏m
i=1 fi si y sólo si, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, xi es

un punto periódico de fi.

Demostración. Supongamos que cl∏m
i=1 Xi

(O((x1, . . . , xm),
∏m
i=1 fi)) =

∏m
i=1Xi. Sean i0 ∈

{1, . . . ,m}, Ui0 un subconjunto abierto no vacío de Xi0 y para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, sea
Ui = Xi. De aquí,

∏m
i=1 Ui es un subconjunto abierto no vacío de

∏m
i=1Xi. Por hipótesis,

O((x1, . . . , xm),

m∏
i=1

fi) ∩ (

m∏
i=1

Ui) 6= ∅.

Se sigue que, existe k ∈ Z+ tal que (
∏m
i=1 fi)

k((x1, . . . , xm)) ∈
∏m
i=1 Ui. Luego, por la Ob-

servación 2.4, parte (1), tenemos que (
∏m
i=1 fi)

k((x1, . . . , xm)) = (fk1 (x1), . . . , fkm(xm)) y así,
fki0(xi0) ∈ Ui0 . Por lo tanto, Ui0 ∩ O(xi0 , fi0) 6= ∅ y clXi0 (O(xi0 , fi0)) = Xi0 . Supongamos que
ω((x1, . . . , xm),

∏m
i=1 fi) =

∏m
i=1Xi. Sean i0 ∈ {1, . . . ,m}, yi0 ∈ Xi0 , k ∈ N, Ui0 un subconjunto

abierto de Xi0 tal que yi0 ∈ Ui0 y, para cada j ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, sea yj ∈ Xj . Además, para cada
i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, pongamos Ui = Xi. De lo anterior obtenemos que,

∏m
i=1 Ui es un subconjunto

abierto no vacío de
∏m
i=1Xi tal que (y1, . . . , ym) ∈

∏m
i=1 Ui. Así, por hipótesis, existe l ∈ N con
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l > k tal que (
∏m
i=1 fi)

l((x1, . . . , xm)) ∈
∏m
i=1 Ui. Por la Observación 2.4, parte (1), tenemos que,

f li0(xi0) ∈ Ui0 . Por lo tanto, yi0 ∈ ω(xi0 , fi0). Consecuentemente, Xi0 = ω(xi0 , fi0).
Supongamos que (x1, . . . , xm) es un punto periódico de

∏m
i=1 fi. De aquí, existe k ∈ N tal

que (
∏m
i=1 fi)

k((x1, . . . , xm)) = (x1, . . . , xm). Así, por la Observación 2.4, parte (1), para cada
i ∈ {1, . . . ,m}, fki (xi) = xi. Por lo tanto, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, xi es un punto periódico de fi.

Ahora supongamos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, xi es un punto periódico de fi. Así, para
cada i ∈ {1, . . . ,m}, existe ki ∈ N tal que fkii (xi) = xi. Sea k = k1 · · · km. De aquí, para cada i ∈
{1, . . . ,m}, fki (xi) = xi. En consecuencia, (fk1 (x1), . . . , fkm(xm)) = (x1, . . . , xm). Por la Observación
2.4, parte (1), (

∏m
i=1 fi)

k((x1, . . . , xm)) = (x1, . . . , xm). Por lo tanto, (x1, . . . , xm) es un punto
periódico de

∏m
i=1 fi. �

El Ejemplo 4.2 muestra que los recíprocos del Teorema 4.1, partes (1) y (2) no se cumplen en
general.

Ejemplo 4.2. Sea f : X → X como en el Ejemplo 2.15. Notemos que:

(1) clX(O(1, f)) = X y clX(O(2, f)) = X. Sin embargo, O((1, 2), f×2) ∩ {1}2 = ∅. En conse-
cuencia, clX2(O((1, 2), f×2)) 6= X2.

(2) ω(1, f) = X y ω(2, f) = X. Sin embargo, ω((1, 2), f×2) 6= X2.

Existen condiciones bajo las cuales se cumplen los recíprocos del Teorema 4.1, partes (1) y (2).
Una de estas condiciones es la que mostramos en el Teorema 4.3.

Teorema 4.3. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sean (Xi, fi) un sistema dinámico y xi ∈ Xi. Se cumple
lo siguiente:

(1) Si, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, ω(xi, fi) = Xi y Xi es +invariante sobre subconjuntos
abiertos bajo fi, entonces ω((x1, . . . , xm),

∏m
i=1 fi) =

∏m
i=1Xi.

(2) Si, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, clXi(O(xi, fi)) = Xi y Xi es +invariante sobre subconjuntos
abiertos bajo fi, entonces cl∏m

i=1 Xi
(O ((x1, . . . , xm),

∏m
i=1 fi)) =

∏m
i=1Xi.

Demostración. Supongamos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, ω(xi, fi) = Xi y queXi es +invariante
sobre subconjuntos abiertos bajo fi. Sean (y1, . . . , ym) ∈

∏m
i=1Xi, k ∈ N y U un subconjunto

abierto de
∏m
i=1Xi tal que (y1, . . . , ym) ∈ U. De aquí, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, existe un sub-

conjunto abierto no vacío Ui de Xi, tal que (y1, . . . , ym) ∈
∏m
i=1 Ui ⊆ U. Por hipótesis, para todo

i ∈ {1, . . . ,m}, existe li ∈ N tal que li > k y f
li
i (xi) ∈ Ui. Sea l = máx{l1, . . . , lm}. Por el Lema 2.16,

para cualquier i ∈ {1, . . . ,m}, f li (xi) ∈ Ui. Así, (
∏m
i=1 fi)

l((x1, . . . , xm)) ∈ U. También, notemos
que l > k. Por lo tanto, (y1, . . . , ym) ∈ ω((x1, . . . , xm),

∏m
i=1 fi) y así ω((x1, . . . , xm),

∏m
i=1 fi) =∏m

i=1Xi.
Ahora supongamos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, clXi(O(xi, fi)) = Xi y que Xi es +invariante

sobre subconjuntos abiertos bajo fi. Sea U un subconjunto abierto no vacío de
∏m
i=1Xi. De aquí,

para cada i ∈ {1, . . . ,m}, existe un subconjunto abierto no vacío Ui de Xi tal que
∏m
i=1 Ui ⊆ U.

Por hipótesis, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, O(xi, fi) ∩ Ui 6= ∅. Así, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, existe
ki ∈ N tal que fkii (xi) ∈ Ui. Sea k = máx{k1, . . . , km}. Por el Lema 2.16, para todo i ∈ {1, . . . ,m},
fki (xi) ∈ Ui. Consecuentemente, (

∏m
i=1 fi)

k((x1, . . . , xm)) = (fk1 (x1), . . . , fkm(xm)) ∈
∏m
i=1 Ui. De

aquí, concluimos que, O((x1, . . . , xm),
∏m
i=1 fi) ∩ U 6= ∅. Por lo tanto:

cl∏m
i=1 Xi

(
O

(
(x1, . . . , xm),

m∏
i=1

fi

))
=

m∏
i=1

Xi. �

En el Teorema 4.1 vimos una manera natural de relacionar puntos transitivos, ω-límite y
periodicos de las funciones

∏m
i=1 fi y fi, para cada i ∈ {1, . . . ,m}. Ahora podemos intuir lo que

sucede con los respectivos conjuntos.
La prueba del siguiente corolario se sigue del Teorema 4.1.

Corolario 4.4. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico. Se cumple lo siguiente:
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(1) trans(
∏m
i=1 fi) ⊆

∏m
i=1 trans(fi).

(2) ω((x1, . . . , xm),
∏m
i=1 fi) ⊆

∏m
i=1 ω(xi, fi).

(3) Per(
∏m
i=1 fi) =

∏m
i=1 Per(fi).

Teorema 4.5. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico. Se cumple lo siguiente:

(1) cl∏m
i=1 Xi

(trans(
∏m
i=1 fi)) ⊆

∏m
i=1 clXi(trans(fi)).

(2) cl∏m
i=1 Xi

(
∏m
i=1 Per(fi)) =

∏m
i=1 clXi(Per(fi)).

Demostración. En virtud del Corolario 4.4, parte (1), es su�ciente con veri�car que

cl∏m
i=1 Xi

(
m∏
i=1

trans(fi)

)
⊆

m∏
i=1

clXi(trans(fi)).

Sean (x1, . . . , xm) ∈ cl∏m
i=1 Xi

(
∏m
i=1 trans(fi)) e i0 ∈ {1, . . . ,m}. Sea Ui0 un subconjunto

abierto de Xi0 tal que xi0 ∈ Ui0 y, para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, pongamos Ui = Xi. Observemos
que (x1, . . . , xm) ∈

∏m
i=1 Ui y que

∏m
i=1 Ui es abierto en

∏m
i=1Xi. Así,

∏m
i=1 Ui∩

∏m
i=1 trans(fi) 6= ∅.

Sea (u1, . . . , um) ∈
∏m
i=1 Ui tal que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, ui ∈ trans(fi). De aquí, Ui0 ∩

trans(fi0) 6= ∅. Como Ui0 e i0 ∈ {1, . . . ,m} son arbitrarios, tenemos que xi0 ∈ clXi0 (trans(fi0)) y

en consecuencia, (x1, . . . , xm) ∈
∏m
i=1 clXi(trans(fi)). Por lo tanto:

cl∏m
i=1 Xi

(
m∏
i=1

trans(fi)

)
⊆

m∏
i=1

clXi(trans(fi)).

Finalmente, por el Corolario 4.4, parte (1), tenemos que,

cl∏m
i=1 Xi

(trans(

m∏
i=1

fi)) ⊆
m∏
i=1

clXi(trans(fi)).

Sean (x1, . . . , xm) ∈ cl∏m
i=1 Xi

(
∏m
i=1 Per(fi)) e i0 ∈ {1, . . . ,m}. Veamos que xi0 ∈ clXi0 (Per(fi0)).

Sea Ui0 un subconjunto abierto de Xi0 tal que xi0 ∈ Ui0 y, para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, pon-
gamos Ui = Xi. Notemos que (x1, . . . , xm) ∈

∏m
i=1 Ui y que

∏m
i=1 Ui es abierto en

∏m
i=1Xi. Así,

(
∏m
i=1 Per(fi)) ∩ (

∏m
i=1 Ui) 6= ∅. Sea (u1, . . . , um) ∈

∏m
i=1 Ui tal que, para cada i ∈ {1, . . . ,m},

ui ∈ Per(fi). De aquí, ui0 ∈ Per(fi0) ∩ Ui0 . Ya que Ui0 e i0 ∈ {1, . . . ,m} son arbitrarios, obtene-
mos que, xi0 ∈ clXi0 (Per(fi0)) y así, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, xi ∈ clXi(Per(fi)). Por lo tanto,

(x1, . . . , xm) ∈
∏m
i=1 clXi(Per(fi)).

Ahora, sean (x1, . . . , xm) ∈
∏m
i=1 clXi(Per(fi)) y U un subconjunto abierto de

∏m
i=1Xi tal

que (x1, . . . , xm) ∈ U. Veamos que
∏m
i=1 Per(fi) ∩ U 6= ∅. Tenemos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m},

existe un subconjunto abierto Ui de Xi tal que (x1, . . . , xm) ∈
∏m
i=1 Ui ⊆ U. Por hipótesis, pa-

ra cada i ∈ {1, . . . ,m}, Ui ∩ Per(fi) 6= ∅. Para todo i ∈ {1, . . . ,m}, sea ui ∈ Ui ∩ Per(fi).
De aquí, (u1, . . . , um) ∈ (

∏m
i=1 Ui) ∩ (

∏m
i=1 Per(fi)). En consecuencia, U ∩ (

∏m
i=1 Per(fi)) 6=

∅. Ya que U es arbitrario, tenemos que (x1, . . . , xm) ∈ cl∏m
i=1 Xi

(
∏m
i=1 Per(fi)). Por lo tanto,

cl∏m
i=1 Xi

(
∏m
i=1 Per(fi)) =

∏m
i=1 clXi(Per(fi)). �

Observemos que en algunas condiciones dadas en las De�niciones 3.1 y 3.2, la densidad del
conjunto de puntos periódicos juega un papel muy importante. Por ello, es conveniente conocer las
condiciones bajo las cuales la densidad del conjunto Per(

∏m
i=1 fi) implica la densidad del conjunto

Per(fi), para cada i ∈ {1, . . . ,m} y viceverza.

Teorema 4.6. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico. Luego, Per(
∏m
i=1 fi)

es denso en
∏m
i=1Xi si y sólo si, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, Per(fi) es denso en Xi.

Demostración. Supongamos que Per(
∏m
i=1 fi) es denso en

∏m
i=1Xi. Por el Teorema 4.5, parte

(2),
∏m
i=1 clXi(Per(fi)) =

∏m
i=1Xi. Consecuentemente, para todo i ∈ {1, . . . ,m}, clXi(Per(fi)) =

Xi. Por lo tanto, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, Per(fi) es denso en Xi.
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Ahora supongamos que, para cualquier i ∈ {1, . . . ,m}, Per(fi) es denso en Xi. Así,
m∏
i=1

clXi(Per(fi)) =

m∏
i=1

Xi.

Por otro lado, por el Corolario 4.4, parte (3) y el Teorema 4.5, parte (2),
∏m
i=1 clXi(Per(fi)) =

cl∏m
i=1 Xi

(
∏m
i=1 Per(fi)) = cl∏m

i=1 Xi
(Per (

∏m
i=1 fi)) . Esto implica que, cl∏m

i=1 Xi
(Per(

∏m
i=1 fi)) =∏m

i=1Xi. Por lo tanto, Per(
∏m
i=1 fi) es denso en

∏m
i=1Xi. �

El siguiente lema está motivado por la parte (4) de la De�nición 3.2.

Lema 4.7. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico. Si j ∈ {1, . . . ,m} y Uj y Vj
son dos subconjuntos abiertos no vacíos de Xj y, para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{j}, ponemos Ui = Xi

y Vi = Xi, entonces n∏m
i=1 fi

(
∏m
i=1 Ui,

∏m
i=1 Vi) ⊆ nfj (Uj , Vj).

Demostración. Sea k ∈ n∏m
i=1 fi

(
∏m
i=1 Ui,

∏m
i=1 Vi). De aquí:(

m∏
i=1

Ui

)
∩

(
m∏
i=1

fi

)−k( m∏
i=1

Vi

)
6= ∅.

Así, podemos tomar (y1, . . . , ym) ∈ (
∏m
i=1 Ui) tal que (

∏m
i=1 fi)

k((y1, . . . , ym)) ∈
∏m
i=1 Vi. Por la

Observación 2.4, parte (1), tenemos que, (fk1 (y1), . . . , fkm(ym)) ∈
∏m
i=1 Vi. Luego, yj ∈ Uj∩f

−k
j (Vj).

Por lo tanto, k ∈ nfj (Uj , Vj) y así:

n∏m
i=1 fi

(
m∏
i=1

Ui,

m∏
i=1

Vi

)
⊆ nfj (Uj , Vj). �

5. Propiedades dinámicas de funciones en productos

Es complicado dar una fecha exacta en la que inicia el estudio de propiedades dinámicas de
funciones producto. Ya que en muchos trabajos, aunque no se habla de la dinámica de funciones
producto como tal, se pueden encontrar algunos resultados que involucran alguna propiedad diná-
mica de estas funciones. En 1967, H. Furstenberg ya hablaba de dinámica topológica, producto de
procesos y producto de �ujos [15]. Años más tarde, W. Bauer y K. Sigmund, citando algunas ideas
de H. Furstenberg, analizan la dinámica topológica de transformaciones inducidas sobre espacios
de medida [6], en dicho trabajo, también se pueden encontrar algunos resultados encaminados al
estudio de propiedades dinámicas de funciones producto. Es hasta el año 2010 cuando N. De§ir-
menci y �. Koçak le dan formalidad al estudio de propiedades dinámicas (principalmente el caos
en el sentido de Devaney) en espacios producto [12]. En particular, analizan las condiciones bajo
las cuales el producto de dos funciones (sobre espacios métricos) f y g caóticas en el sentido de
Devaney es también una función caótica en el sentido de Devaney. Además, demuestran que si el
producto f × g es mezclante, entonces f y g también lo son. Tres años después, R. Li y X. Zhou
[20], considerando a M como alguna de las siguientes clases de funciones: sindéticamente transiti-
vas, sindéticamente sensitivas, co�nitamente sensitivas, multi-sensitivas, ergódicamente sensitivas,
mezclantes y transitivas, analizan las relaciones entre las condiciones: (1) f×g ∈M y (2) f, g ∈M.

Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico y sea M alguna de las siguientes
clases de funciones: exacta, transitiva, débilmente mezclante, mezclante, totalmente transitiva,
fuertemente transitiva, caótica en el sentido de Devaney, minimal, órbita-transitiva, estrictamente
órbita-transitiva, ω-transitiva, TT++, irreducible, suavemente mezclante, minimal inversa, Touhey,
totalmente minimal, dispersora, exactamente Devaney caótica o un F -sistema. Motivados por las
ideas de N. De§irmenci, �. Koçak, R. Li y X. Zhou, en esta sección analizamos relaciones entre las
siguientes condiciones: (1)

∏m
i=1 fi ∈M y (2) para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi ∈M.
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Teorema 5.1. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico. Luego, para cada
i ∈ {1, . . . ,m}, fi es exacta si y sólo si

∏m
i=1 fi es exacta.

Demostración. Supongamos que
∏m
i=1 fi es exacta. Sean i0 ∈ {1, . . . ,m} y Ui0 un subconjunto

abierto no vacío de Xi0 . Para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, pongamos Ui = Xi. De aquí,
∏m
i=1 Ui es un

subconjunto abierto no vacío de
∏m
i=1Xi. Por hipótesis, existe k ∈ N tal que (

∏m
i=1 fi)

k(
∏m
i=1 Ui) =∏m

i=1Xi. Por la Observación 2.4, parte (2), fki0(Ui0) = Xi0 . Por lo tanto, fi0 es exacta.
Ahora supongamos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi es exacta. Sea U un subconjunto abierto

no vacío de
∏m
i=1Xi. De aquí, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, existe un subconjunto abierto no vacío

Ui de Xi tal que
∏m
i=1 Ui ⊆ U. Por hipótesis, para todo i ∈ {1, . . . ,m}, existe ki ∈ N tal que

fkii (Ui) = Xi. Por otro lado, por el diagrama de la Figura 3, tenemos que, para cualquier i ∈
{1, . . . ,m}, fi es sobreyectiva. Así, para cada i ∈ {1, . . . ,m} y para cada l ∈ N, f li (Xi) = Xi. Sea
k = máx{k1, . . . , km}. Se sigue que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, existe li ∈ Z+ tal que k = ki + li.
Esto implica que, para todo i ∈ {1, . . . ,m}, fki (Ui) = f li+kii (Ui) = f lii (fkii (Ui)) = f lii (Xi) = Xi.
Finalmente, por la Observación 2.4, parte (1), (

∏m
i=1 fi)

k(
∏m
i=1 Ui) =

∏m
i=1 f

k
i (Ui) =

∏m
i=1Xi. Por

lo tanto, (
∏m
i=1 fi)

k(U) =
∏m
i=1Xi y así

∏m
i=1 fi es exacta. �

De los Teoremas 4.6 y 5.1, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.2. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico. Luego, para cada
i ∈ {1, . . . ,m}, fi es exactamente Devaney caótica si y sólo si

∏m
i=1 fi es exactamente Devaney

caótica.

Teorema 5.3. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico. Luego,
∏m
i=1 fi es

mezclante si y sólo si, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi es mezclante.

Demostración. Supongamos que
∏m
i=1 fi es mezclante. Sean i0 ∈ {1, . . . ,m}, Ui0 y Vi0 subcon-

juntos abiertos no vacíos de Xi0 y para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, pongamos Ui = Xi y Vi = Xi.
De aquí,

∏m
i=1 Ui y

∏m
i=1 Vi son subconjuntos abiertos no vacíos de

∏m
i=1Xi. Puesto que

∏m
i=1 fi

es mezclante, existe N ∈ N tal que (
∏m
i=1 fi)

k(
∏m
i=1 Ui) ∩ (

∏m
i=1 Vi) 6= ∅, para todo k > N . Sean

k1 > N y (a1, . . . , am) ∈ (
∏m
i=1 fi)

k1(
∏m
i=1 Ui) ∩ (

∏m
i=1 Vi). Luego, existe (x1, . . . , xm) ∈

∏m
i=1 Ui

tal que (
∏m
i=1 fi)

k1 ((x1, . . . , xm)) = (a1, , . . . , am). Esto es, fk1
i0

(xi0) = ai0 . Así, ai0 ∈ f
k1
i0

(Ui0)∩Vi0 .
Consecuentemente, fki0(Ui0) ∩ Vi0 6= ∅, para cada k > N . Por lo tanto, fi0 es mezclante.

Ahora supongamos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi es mezclante. Sean U y V subcon-
juntos abiertos no vacíos de

∏m
i=1Xi. De aquí, para todo i ∈ {1, . . . ,m}, existen subconjun-

tos abiertos no vacíos Ui y Vi de Xi, tales que
∏m
i=1 Ui ⊆ U y

∏m
i=1 Vi ⊆ V. Ya que, para

cualquier i ∈ {1, . . . ,m}, fi es mezclante, existe Ni ∈ N tal que fki (Ui) ∩ Vi 6= ∅, para ca-
da k > Ni. Sean N = máx{N1, . . . , Nm} y l > N . Por hipótesis, para cada i ∈ {1, . . . ,m},
f li (Ui) ∩ Vi 6= ∅. Ahora, para todo i ∈ {1, . . . ,m}, podemos tomar ai ∈ Ui tal que f li (ai) ∈ Vi.
Esto implica que, (a1, . . . , am) ∈

∏m
i=1 Ui y (

∏m
i=1 fi)

l(a1, . . . , am) ∈
∏m
i=1 Vi. En consecuencia,

(
∏m
i=1 fi)

l(a1, . . . , am) ∈ ((
∏m
i=1 fi)

l(
∏m
i=1 Ui)) ∩ (

∏m
i=1 Vi). Así, para cada l > N ,

((

m∏
i=1

fi)
l(

m∏
i=1

Ui)) ∩ (

m∏
i=1

Vi) 6= ∅.

Por lo tanto,
∏m
i=1 fi es mezclante. �

Para el caso de las funciones transitivas, débilmente mezclantes, totalmente transitivas, fuer-
temente transitivas, caóticas en el sentido de Devaney, órbita-transitivas, estrictamente órbita-
transitivas, ω-transitivas, TT++, minimales inversas, Touhey, los F -sistemas, dispersoras y suave-
mente mezclantes no nos es posible establecer un resultado similar al de los Teoremas 5.1, 5.2 y
5.3, sin embargo, podemos establecer el siguiente:



152 8. PROPIEDADES DINÁMICAS EN PRODUCTOS

Teorema 5.4. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico y sea M alguna de las
siguientes clases de funciones: transitiva, débilmente mezclante, totalmente transitiva, fuertemente
transitiva, caótica en el sentido de Devaney, órbita-transitiva, estrictamente órbita-transitiva, ω-
transitiva, TT++, minimal inversa, Touhey, un F -sistema, dispersora o suavemente mezclante. Si∏m
i=1 fi ∈M, entonces, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi ∈M.

Demostración. Supongamos que
∏m
i=1 fi es transitiva. Sean i0 ∈ {1, . . . ,m}, Ui0 y Vi0 sub-

conjuntos abiertos no vacíos de Xi0 y para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, pongamos Ui = Xi y
Vi = Xi. De aquí,

∏m
i=1 Ui y

∏m
i=1 Vi son subconjuntos abiertos no vacíos de

∏m
i=1Xi. Pues-

to que,
∏m
i=1 fi es transitiva, existe k ∈ N tal que (

∏m
i=1 fi)

k(
∏m
i=1 Ui) ∩ (

∏m
i=1 Vi) 6= ∅. Sea

(u1, . . . , um) ∈
∏m
i=1 Ui tal que (

∏m
i=1 fi)

k((u1, . . . , um)) ∈
∏m
i=1 Vi. Por la Observación 2.4, parte

(1), tenemos que fki0(ui0) ∈ Vi0 . Por lo tanto, fki0(ui0) ∈ fki0(Ui0) ∩ Vi0 , fki0(Ui0) ∩ Vi0 6= ∅ y así fi0
es transitiva.

Supongamos que
∏m
i=1 fi es débilmente mezclante. Sean i0 ∈ {1, . . . ,m}, U y V subconjuntos

abiertos no vacíos de Xi0 × Xi0 . De aquí, existen subconjuntos abiertos no vacíos U1
i0
, U2

i0
, V 1
i0

y
V 2
i0

de Xi0 tales que U1
i0
× U2

i0
⊆ U y V 1

i0
× V 2

i0
⊆ V. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, sea U1

i =

U2
i = V 1

i = V 2
i = Xi. Luego, (

∏m
i=1 U

1
i ) × (

∏m
i=1 U

2
i ) y (

∏m
i=1 V

1
i ) × (

∏m
i=1 V

2
i ) son subconjuntos

abiertos no vacíos de (
∏m
i=1Xi) × (

∏m
i=1Xi). Por hipótesis, existen ((a1, . . . , am), (b1, . . . , bm)) ∈

(
∏m
i=1 U

1
i )× (

∏m
i=1 U

2
i ) y k ∈ N tales que:((

m∏
i=1

fi

)
×

(
m∏
i=1

fi

))k
((a1, . . . , am), (b1, . . . , bm)) ∈

(
m∏
i=1

V 1
i

)
×

(
m∏
i=1

V 2
i

)
.

Así, por la Observación 2.4, parte (1), (fi0 × fi0)k((ai0 , bi0)) ∈ V 1
i0
× V 2

i0
. Más aún, (ai0 , bi0) ∈

U1
i0
× U2

i0
. Por lo tanto, (fi0 × fi0)k(U) ∩ V 6= ∅ y f×2

i0
es transitiva. Finalmente, fi0 es débilmente

mezclante.
Supongamos que

∏m
i=1 fi es totalmente transitiva. Sean i0 ∈ {1, . . . ,m} y s ∈ N. Por hipótesis,

(
∏m
i=1 fi)

s es transitiva. Luego, por la Observación 2.4, parte (1),
∏m
i=1 f

s
i es transitiva. Así, por

el primer párrafo de la prueba de este teorema, se tiene que fsi0 es transitiva. Por lo tanto, fi0 es
totalmente transitiva.

Supongamos que
∏m
i=1 fi es fuertemente transitiva. Sean i0 ∈ {1, . . . ,m}, Ui0 un subconjunto

abierto no vacío de Xi0 y para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, pongamos Ui = Xi. De aquí,
∏m
i=1 Ui

es un subconjunto abierto no vacío de
∏m
i=1Xi. Por hipótesis, existe s ∈ N tal que

∏m
i=1Xi =⋃s

k=0(
∏m
i=1 fi)

k(
∏m
i=1 Ui). Sea xi0 ∈ Xi0 y, para todo i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, sea xi ∈ Xi. Luego,

existe k1 ∈ {0, . . . , s} tal que (x1, . . . , xm) ∈ (
∏m
i=1 fi)

k1(
∏m
i=1 Ui). Así, por la Observación 2.4,

parte (1), tenemos que xi0 ∈ f
k1
i0

(Ui0). Por lo tanto, Xi0 =
⋃s
k=0 f

k
i0

(Ui0) y así fi0 es fuertemente
transitiva.

Supongamos que
∏m
i=1 fi es caótica en el sentido de Devaney. Por el primer párrafo de la

prueba de este teorema, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi es transitiva. Además, por el Teorema 4.6,
para todo i ∈ {1, . . . ,m}, Per(fi) es denso en Xi. Así, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi es caótica en
el sentido de Devaney.

Supongamos que
∏m
i=1 fi es órbita-transitiva. De aquí, existe (x1, . . . , xm) ∈

∏m
i=1Xi tal

que cl∏m
i=1 Xi

(O((x1, . . . , xm),
∏m
i=1 fi)) =

∏m
i=1Xi. Por el Teorema 4.1, parte (1), para cada

i ∈ {1, . . . ,m}, tenemos que, clXi(O(xi, fi)) = Xi. Así, para cualquier i ∈ {1, . . . ,m}, fi es órbita-
transitiva.

Supongamos que
∏m
i=1 fi es estrictamente órbita-transitiva. Luego, existe

(x1, . . . , xm) ∈
∏m
i=1Xi tal que:

cl∏m
i=1 Xi

(
O

((
m∏
i=1

fi

)
((x1, . . . , xm)) ,

m∏
i=1

fi

))
=

m∏
i=1

Xi.
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Por el Teorema 4.1, parte (1), para cada i ∈ {1, . . . ,m}, clXi(O(fi(xi), fi)) = Xi y así, para
cualquier i ∈ {1, . . . ,m}, fi es estrictamente órbita-transitiva.

Supongamos que
∏m
i=1 fi es ω-transitiva. De aquí, existe (x1, . . . , xm) ∈

∏m
i=1Xi tal que

ω((x1, . . . , xm),
∏m
i=1 fi) =

∏m
i=1Xi. Así, por el Teorema 4.1, parte (2), para cada i ∈ {1, . . . ,m},

ω(xi, fi) = Xi. Por lo tanto, para todo i ∈ {1, . . . ,m}, fi es ω-transitiva.
Supongamos que

∏m
i=1 fi es TT++. Sean i0 ∈ {1, . . . ,m}, Ui0 y Vi0 subconjuntos abiertos no

vacíos de Xi0 y para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, pongamos Ui = Xi y Vi = Xi. De aquí, por el Lema
4.7, n∏m

i=1 fi
(
∏m
i=1 Ui,

∏m
i=1 Vi) ⊆ nfi0 (Ui0 , Vi0). Además, por hipótesis, n∏m

i=1 fi
(
∏m
i=1 Ui,

∏m
i=1 Vi)

es in�nito. Por lo tanto, nfi0 (Ui0 , Vi0) es in�nito y así fi0 es TT++.

Supongamos que
∏m
i=1 fi es minimal inversa. Sean i0 ∈ {1, . . . ,m}, xi0 ∈ Xi0 , Ui0 un subcon-

junto abierto no vacío de Xi0 y para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, sean Ui = Xi y xi ∈ Xi. De aquí,∏m
i=1 Ui es un subconjunto abierto no vacío de

∏m
i=1Xi. Por hipótesis, tenemos que {A ∈

∏m
i=1Xi :

(
∏m
i=1 fi)

l(A) = (x1, . . . , xm), para algún l ∈ N} ∩
∏m
i=1 Ui 6= ∅. Sean (u1, . . . , um) ∈

∏m
i=1 Ui

y l ∈ N tales que (
∏m
i=1 fi)

l((u1, . . . , um)) = (x1, . . . , xm). De la Observación 2.4, parte (1),
ui0 ∈ {y ∈ Xi0 : f li0(y) = xi0 , para algún l ∈ N} ∩ Ui0 6= ∅. Así, el conjunto {y ∈ Xi0 : f li0(y) =
xi0 , para algún l ∈ N} es denso en Xi0 . Puesto que xi0 ∈ Xi0 es arbitrario, podemos concluir que
fi0 es minimal inversa.

Supongamos que
∏m
i=1 fi es Touhey. Sean i0 ∈ {1, . . . ,m}, Ui0 y Vi0 subconjuntos abiertos

no vacíos de Xi0 y para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, pongamos Ui = Xi y Vi = Xi. Así,
∏m
i=1 Ui y∏m

i=1 Vi son subconjuntos abiertos no vacíos de
∏m
i=1Xi. Por hipótesis, existen un punto periódico

(x1, . . . , xm) ∈
∏m
i=1 Ui y k ∈ Z+ tales que (

∏m
i=1 fi)

k((x1, . . . , xm)) ∈
∏m
i=1 Vi. Por el Teorema

4.1, parte (3), xi0 es un punto periódico de fi0 tal que xi0 ∈ Ui0 y por la Observación 2.4, parte
(1), fki0(xi0) ∈ Vi0 . Por lo tanto, fi0 es Touhey.

Supongamos que
∏m
i=1 fi es un F -sistema. Así,

∏m
i=1 fi es totalmente transitiva y Per(

∏m
i=1 fi)

es denso en
∏m
i=1Xi. Por el tercer párrafo de la prueba de este teorema, tenemos que, para todo i ∈

{1, . . . ,m}, fi es totalmente transitiva. Además, por el Teorema 4.6, para cualquier i ∈ {1, . . . ,m},
Per(fi) es denso en Xi. Por lo tanto, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi es un F -sistema.

Supongamos que
∏m
i=1 fi es dispersora. Sean i0 ∈ {1, . . . ,m}, Y un espacio topológico, g :

Y → Y una función minimal y U y V subconjuntos abiertos no vacíos de Xi0 ×Y . De aquí, existen
subconjuntos abiertos no vacíos U1

i0
y U2

i0
deXi0 y subconjuntos abiertos no vacíos V1 y V2 de Y tales

que U1
i0
×V1 ⊆ U y U2

i0
×V2 ⊆ V. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, sea U1

i = U2
i = Xi. Así,

∏m
i=1 U

1
i

y
∏m
i=1 U

2
i son subconjuntos abiertos no vacíos de

∏m
i=1Xi. Puesto que (

∏m
i=1 fi)× g es transitiva,

existen ((u1, . . . , um), v1) ∈ (
∏m
i=1 U

1
i )× V1 y k ∈ N tales que ((

∏m
i=1 fi)× g)k((u1, . . . , um), v1) ∈

(
∏m
i=1 U

2
i )×V2. De aquí, (ui0 , v1) ∈ U1

i0
×V1 y por la Observación 2.4, parte (1), (fi0×g)k((ui0 , v1)) ∈

U2
i0
× V2. Por lo tanto, (fi0 × g)k(U) ∩ V 6= ∅ y así fi0 es dispersora.
La prueba para las funciones suavemente mezclantes es análoga a la prueba dada para funciones

dispersoras. �

El recíproco del Teorema 5.4 no es cierto en general. Veamos un ejemplo parcial de esto en el
siguiente:

Ejemplo 5.5. Sea f : [0, 2]→ [0, 2] la función dada por:

f(x) =

 2x+ 1, si 0 6 x 6 1
2 ;

−2x+ 3, si 1
2 6 x 6 1;

−x+ 2, si 1 6 x 6 2.

En [12, Ejemplo 1], se veri�ca que f es una función caótica en el sentido de Devaney. Además,
se prueba que f×2 : [0, 2]2 → [0, 2]2 no es transitiva y por lo tanto, no es caótica en el sentido de
Devaney. Más aún, en [1] y [21], se veri�ca que para continuos y funciones continuas, las funciones:
transitiva, órbita-transitiva, estrictamente órbita-transitiva, ω-transitiva y TT++ son equivalentes.
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Por lo tanto, el recíproco del Teorema 5.4, para todas estas clases de funciones no se cumple en
general.

Las funciones minimales y totalmente minimales no las incluimos en el Teorema 5.4 ya que
para estas dos clases de funciones requerimos la continuidad de la función.

Teorema 5.6. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico. Si, para cada i ∈
{1, . . . ,m}, fi es continua y

∏m
i=1 fi es minimal, entonces, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi es minimal.

Demostración. Sea i0 ∈ {1, . . . ,m}. Puesto que fi0 es continua, por [21, Proposición 6.2] es
su�ciente con veri�car que, para cada x ∈ Xi0 , clXi0 (O(x, fi0)) = Xi0 . Sean xi0 ∈ Xi0 y para
todo i ∈ {1, . . . ,m}\{i0}, xi ∈ Xi. De aquí, (x1, . . . , xm) ∈

∏m
i=1Xi. Puesto que, para cada

i ∈ {1, . . . ,m}, fi es continua, no es difícil veri�car que
∏m
i=1 fi es una función continua. En

consecuencia,
∏m
i=1 fi es continua y minimal. Así:

cl∏m
i=1 Xi

(
O

(
(x1, . . . , xm),

m∏
i=1

fi

))
=

m∏
i=1

Xi.

Luego, por el Teorema 4.1, parte (1), para cualquier i ∈ {1, . . . ,m}, clXi(O(xi, fi)) = Xi. En
particular, clXi0 (O(xi0 , fi0)) = Xi0 . Como xi0 ∈ Xi0 es arbitrario, de [21, Proposición 6.2], fi0 es
minimal. �

Corolario 5.7. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico. Si, para cada i ∈
{1, . . . ,m}, fi es continua y

∏m
i=1 fi es totalmente minimal, entonces, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi

es totalmente minimal.

Demostración. Sea s ∈ N. Por hipótesis, (
∏m
i=1 fi)

s es minimal. De aquí, por la Observación 2.4,
parte (1),

∏m
i=1 f

s
i es minimal. Así, por el Teorema 5.6, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fsi es minimal.

�

Lema 5.8. Para cada i ∈ {1, . . . ,m + 1}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico. Si, para cada i ∈
{1, . . . ,m},Xi es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo fi y fi×fm+1 es transitiva, entonces
(
∏m
i=1 fi)× fm+1 es transitiva.

Demostración. Supongamos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m},Xi es +invariante sobre subconjuntos
abiertos bajo fi y que fi × fm+1 es transitiva. Sean U y V dos subconjuntos abiertos no vacíos
de (

∏m
i=1Xi) × Xm+1. De aquí, existen subconjuntos abiertos no vacíos U1 y U2 de

∏m
i=1Xi

y subconjuntos abiertos no vacíos V1 y V2 de Xm+1 tales que, U1 × V1 ⊆ U y U2 × V2 ⊆ V.
Así, para todo i ∈ {1, . . . ,m}, existen subconjuntos abiertos no vacíos U1

i , U
2
i de Xi tales que∏m

i=1 U
1
i ⊆ U1 y

∏m
i=1 U

2
i ⊆ U2. Por hipótesis, para cualquier i ∈ {1, . . . ,m}, existe ki ∈ N tal que

(fi×fm+1)ki(U1
i ×V1)∩(U2

i ×V2) 6= ∅. Luego, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, existe (ui, vi) ∈ U1
i ×V1 tal

que (fi × fm+1)ki((ui, vi)) ∈ U2
i × V2. Consecuentemente, para todo i ∈ {1, . . . ,m}, fkii (ui) ∈ U2

i .
Sea k = máx{k1, . . . , km}. Por el Lema 2.16, obtenemos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fki (ui) ∈
U2
i . Sean i0 ∈ {1, . . . ,m} tal que k = ki0 y v = vi0 . Así, f

k
m+1(v) ∈ V2. Esto implica que,

((u1, . . . , um), v)) ∈ (
∏m
i=1 U

1
i ) × V1 y ((

∏m
i=1 fi) × fm+1)k(((u1, . . . , um), v)) ∈ (

∏m
i=1 U

2
i ) × V2.

Consecuentemente, ((
∏m
i=1 fi)× fm+1)k(U1 × V1) ∩ (U2 × V2) 6= ∅. Por lo tanto, (

∏m
i=1 fi)× fm+1

es transitiva. �

Como mencionamos anteriormente, los conjuntos +invariantes juegan un papel muy importante
para que el recíproco de varios de los resultados que presentamos en este trabajo se puedan veri�car.
Veamos por ejemplo la prueba del Teorema 5.9.
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Teorema 5.9. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico y sea M alguna de las
siguientes clases de funciones: transitiva, débilmente mezclante, totalmente transitiva, caótica en el
sentido de Devaney, órbita-transitiva, estrictamente órbita-transitiva, ω-transitiva, TT++, Touhey,
dispersora, un F -sistema o suavemente mezclante. Si, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi ∈ M y Xi es
+invariante sobre subconjuntos abiertos bajo fi, entonces

∏m
i=1 fi ∈M.

Demostración. En toda la prueba estamos suponiendo que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, Xi es
+invariante sobre subconjuntos abiertos bajo fi.

Supongamos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi es transitiva. Sean U y V subconjuntos abier-
tos no vacíos de

∏m
i=1Xi. De aquí, para todo i ∈ {1, . . . ,m}, existen subconjuntos abiertos no

vacíos Ui y Vi de Xi tales que
∏m
i=1 Ui ⊆ U y

∏m
i=1 Vi ⊆ V. Por hipótesis, para cualquier

i ∈ {1, . . . ,m}, existe ki ∈ N tal que fkii (Ui) ∩ Vi 6= ∅. Así, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, pode-
mos tomar ui ∈ Ui tal que f

ki
i (ui) ∈ Vi. Pongamos k = máx{k1, . . . , km}. Por el Lema 2.16,

tenemos que, para todo i ∈ {1, . . . ,m}, fki (ui) ∈ Vi. Esto implica que, (u1, . . . , um) ∈
∏m
i=1 Ui

y (fk1 (u1), . . . , fkm(um)) ∈
∏m
i=1 Vi. De aquí, (

∏m
i=1 fi)

k((u1, . . . , um)) ∈
∏m
i=1 Vi. Finalmente,

(
∏m
i=1 fi)

k(
∏m
i=1 Ui)∩(

∏m
i=1 Vi) 6= ∅. Por lo tanto, (

∏m
i=1 fi)

k(U)∩V 6= ∅ y así
∏m
i=1 fi es transitiva.

Supongamos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi es débilmente mezclante. Sean U1,U2,V1 y
V2 subconjuntos abiertos no vacíos de

∏m
i=1Xi. De aquí, para todo i ∈ {1, . . . ,m}, existen sub-

conjuntos abiertos no vacíos U1
i , U

2
i , V

1
i y V 2

i de Xi, tales que
∏m
i=1 U

1
i ⊆ U1,

∏m
i=1 U

2
i ⊆ U2,∏m

i=1 V
1
i ⊆ V1 y

∏m
i=1 V

2
i ⊆ V2. Puesto que fi es débilmente mezclante, para todo i ∈ {1, . . . ,m},

existe ki ∈ N tal que fkii (U ji ) ∩ V ji 6= ∅, para cada j ∈ {1, 2}. Para cualquier i ∈ {1, . . . ,m}, sea
ai ∈ U1

i tal que fkii (ai) ∈ V 1
i y a′i ∈ U2

i tal que fkii (a′i) ∈ V 2
i y pongamos k = máx{k1, . . . , km}.

Luego, por el Lema 2.16, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fki (ai) ∈ V 1
i y fki (a′i) ∈ V 2

i . Esto implica que,
(
∏m
i=1 fi)

k((a1, . . . , am)) ∈
∏m
i=1 V

1
i y (

∏m
i=1 fi)

k((a′1, . . . , a
′
m)) ∈

∏m
i=1 V

2
i . Consecuentemente,

(
∏m
i=1 fi)

k(U1)∩V1 6= ∅ y (
∏m
i=1 fi)

k(U2)∩V2 6= ∅. Por lo tanto,
∏m
i=1 fi es débilmente mezclante.

Supongamos que, para todo i ∈ {1, . . . ,m}, fi es totalmente transitiva. Sean s ∈ N y U y V

subconjuntos abiertos no vacíos de
∏m
i=1Xi. De aquí, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, existen subconjun-

tos abiertos no vacíos Ui y Vi de Xi tales que
∏m
i=1 Ui ⊆ U y

∏m
i=1 Vi ⊆ V. Puesto que, para todo

i ∈ {1, . . . ,m}, fi es totalmente transitiva, tenemos que, para cualquier i ∈ {1, . . . ,m}, existe ki ∈ N
tal que (fsi )ki(Ui)∩Vi 6= ∅. Esto implica que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fskii (Ui)∩Vi 6= ∅. Ahora, pa-
ra todo i ∈ {1, . . . ,m}, podemos tomar ui ∈ Ui tal que fskii (ui) ∈ Vi. Sea k = máx{k1, . . . , km}. Por
el Lema 2.16, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fski (ui) ∈ Vi. Así, (fsk1 (u1), . . . , fskm (um)) ∈

∏m
i=1 f

sk
i (Ui)

y (fsk1 (u1), . . . , fskm (um)) ∈
∏m
i=1 Vi. Además, por la Observación 2.4, parte (1), tenemos que,

(
∏m
i=1 fi)

sk((u1, . . . , um)) ∈ (
∏m
i=1 fi)

sk(
∏m
i=1 Ui) y (

∏m
i=1 fi)

sk((u1, . . . , um)) ∈
∏m
i=1 Vi. Conse-

cuentemente: (
m∏
i=1

fi

)sk
((u1, . . . , um)) ∈

( m∏
i=1

fi

)sk( m∏
i=1

Ui

) ∩ m∏
i=1

Vi.

De aquí, (
∏m
i=1 fi)

s es transitiva y como s ∈ N es arbitrario, tenemos que
∏m
i=1 fi es totalmente

transitiva.
Supongamos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi es caótica en el sentido de Devaney. Así, para

todo i ∈ {1, . . . ,m}, fi es transitiva y Per(fi) es denso en Xi. Por la primera parte de la prueba
de este teorema, tenemos que,

∏m
i=1 fi es transitiva y por el Teorema 4.6, Per(

∏m
i=1 fi) es denso

en
∏m
i=1Xi. Por lo tanto,

∏m
i=1 fi es caótica en el sentido de Devaney.

Supongamos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi es órbita-transitiva. Así, para todo i ∈ {1, . . . ,m},
existe xi ∈ Xi tal que clXi(O(xi, fi)) = Xi. Por el Teorema 4.3, parte (2),

cl∏m
i=1 Xi

(
O

(
(x1, . . . , xm),

m∏
i=1

fi

))
=

m∏
i=1

Xi.

Por lo tanto,
∏m
i=1 fi es órbita-transitiva.
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Supongamos que, para todo i ∈ {1, . . . ,m}, fi es estrictamente órbita-transitiva. Así, para
cada i ∈ {1, . . . ,m}, existe xi ∈ Xi tal que clXi(O(fi(xi), fi)) = Xi. Por el Teorema 4.3, parte (2):

cl∏m
i=1 Xi

(
O

(
(f1(x1), . . . , fm(xm)),

m∏
i=1

fi

))
=

m∏
i=1

Xi.

Consecuentemente, cl∏m
i=1 Xi

(O ((
∏m
i=1 fi) ((x1, . . . , xm)),

∏m
i=1 fi)) =

∏m
i=1Xi. Por lo tanto,∏m

i=1 fi es estrictamente órbita-transitiva.
Supongamos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi es ω-transitiva. De aquí, para todo i ∈

{1, . . . ,m}, existe xi ∈ Xi tal que ω(xi, fi) = Xi. Por el Teorema 4.3, parte (1), obtenemos
que ω((x1, . . . , xm),

∏m
i=1 fi) =

∏m
i=1Xi. Por lo tanto,

∏m
i=1 fi es ω-transitiva.

Supongamos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi es TT++. Sean U y V subconjuntos abiertos
no vacíos de

∏m
i=1Xi. Luego, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, existen subconjuntos abiertos no vacíos

Ui y Vi de Xi tales que
∏m
i=1 Ui ⊆ U y

∏m
i=1 Vi ⊆ V. Puesto que, para todo i ∈ {1, . . . ,m}, fi es

TT++, tenemos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, nfi(Ui, Vi) es in�nito. Para todo i ∈ {1, . . . ,m},
sea ki ∈ nfi(Ui, Vi). Así, para cualquier i ∈ {1, . . . ,m}, fkii (Ui) ∩ Vi 6= ∅. Se sigue que, para todo
i ∈ {1, . . . ,m}, existe ui ∈ Ui tal que fkii (ui) ∈ Vi. Sea k = máx{k1, . . . , km}. Por el Lema 2.16,
para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fki (ui) ∈ Vi. De aquí, (

∏m
i=1 fi)

k((u1, . . . , um)) ∈ (
∏m
i=1 fi)

k(
∏m
i=1 Ui) ∩

(
∏m
i=1 Vi). Consecuentemente, (

∏m
i=1 fi)

k(U) ∩ V 6= ∅. Por lo tanto, k ∈ n∏m
i=1 fi

(U,V). Ahora,
ya que, para todo i ∈ {1, . . . ,m}, nfi(Ui, Vi) es in�nito, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, podemos
tomar k′i ∈ nfi(Ui, Vi) tal que k′i > k. Sea k1 = máx{k′1, . . . , k′m}. Por el Lema 2.16, para cada
i ∈ {1, . . . ,m}, fk1

i (ui) ∈ Vi. Se sigue que, (
∏m
i=1 fi)

k1(
∏m
i=1 Ui)∩ (

∏m
i=1 Vi) 6= ∅. En consecuencia,

(
∏m
i=1 fi)

k1(U) ∩ V 6= ∅. Por lo tanto, k1 ∈ n∏m
i=1 fi

(U,V) y k1 > k. Continuando con este proceso,
obtenemos que n∏m

i=1 fi
(U,V) es un conjunto in�nito y como U y V son arbitrarios, concluimos que∏m

i=1 fi es TT++.
Supongamos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi es Touhey. Sean U y V subconjuntos abiertos no

vacíos de
∏m
i=1Xi. De aquí, para todo i ∈ {1, . . . ,m}, existen subconjuntos abiertos no vacíos Ui y

Vi de Xi tales que
∏m
i=1 Ui ⊆ U y

∏m
i=1 Vi ⊆ V. Además, ya que, para cualquier i ∈ {1, . . . ,m}, fi

es Touhey, tenemos que, para cada par de subconjuntos abiertos no vacíos Ui y Vi, existen un punto
periódico xi ∈ Ui y ki ∈ Z+ tales que fkii (xi) ∈ Vi. Sea k = máx{k1, . . . , km}. Luego, por el Lema
2.16, obtenemos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fki (xi) ∈ Vi. Por el Teorema 4.1, parte (3), podemos
concluir que, (x1, . . . , xm) es un punto periódico de

∏m
i=1 fi tal que (x1, . . . , xm) ∈

∏m
i=1 Ui ⊆ U y

(
∏m
i=1 fi)

k((x1, . . . , xm)) ∈
∏m
i=1 Vi ⊆ V. Por lo tanto,

∏m
i=1 fi es Touhey.

Supongamos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi es un F -sistema. Así, para todo i ∈ {1, . . . ,m},
fi es totalmente transitiva y Per(fi) es denso en Xi. Por el tercer párrafo de la prueba de este
teorema, tenemos que

∏m
i=1 fi es totalmente transitiva. Además, por el Teorema 4.6, sabemos que

Per(
∏m
i=1 fi) es denso en

∏m
i=1Xi. Por lo tanto,

∏m
i=1 fi es un F -sistema.

Supongamos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi es suavemente mezclante. Sean Y un espacio
topológico y g : Y → Y una función transitiva. Por hipótesis, para todo i ∈ {1, . . . ,m}, fi × g es
transitiva. Así, por el Lema 5.8, (

∏m
i=1 fi) × g es transitiva. Por lo tanto,

∏m
i=1 fi es suavemente

mezclante.
La prueba para las funciones dispersoras es análoga a la prueba dada para funciones suavemente

mezclantes. �

Las funciones minimales y totalmente minimales no las incluimos en el enunciado del Teorema
5.9 porque para estas dos condiciones volvemos a requerir la continuidad de la función.

Proposición 5.10. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico. Si, para todo
i ∈ {1, . . . ,m}, Xi es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo fi y fi es minimal y continua,
entonces

∏m
i=1 fi es minimal.
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Demostración. Supongamos que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fi es minimal y queXi es +invariante
sobre subconjuntos abiertos bajo fi. Por hipótesis tenemos que

∏m
i=1 fi es continua. Así, por [21,

Proposición 6.2], solo hay que veri�car que, para todo(x1, . . . , xm) ∈
∏m
i=1Xi,

cl∏m
i=1 Xi

(O((x1, . . . , xm),

m∏
i=1

fi)) =

m∏
i=1

Xi.

Sea (x1, . . . , xm) ∈
∏m
i=1Xi. Ya que, para cualquier i ∈ {1, . . . ,m}, fi es minimal, obtene-

mos que clXi(O(xi, fi)) = Xi y puesto que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, Xi es +invariante sobre
subconjuntos abiertos bajo fi, por el Teorema 4.3, parte (2), tenemos que

cl∏m
i=1 Xi

(O((x1, . . . , xm),

m∏
i=1

fi)) =

m∏
i=1

Xi.

Por lo tanto,
∏m
i=1 fi es minimal. �

Corolario 5.11. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea (Xi, fi) un sistema dinámico. Si, para todo i ∈
{1, . . . ,m}, Xi es +invariante sobre subconjuntos abiertos bajo fi y fi es totalmente minimal y
continua, entonces

∏m
i=1 fi es totalmente minimal.

Demostración. Sea s ∈ N. Por hipótesis, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fsi es minimal y continua. Así,
por la Proposición 5.10,

∏m
i=1 f

s
i es minimal. Luego, por la Observación 2.4, parte (1), (

∏m
i=1 fi)

s

es minimal. Finalmente, ya que s ∈ N es arbitrario, tenemos que
∏m
i=1 fi es totalmente minimal.

�

Con la elaboración de este capítulo esperamos, principalmente, que despierte en alguien el
interés de seguir engrandeciendo el estudio de propiedades dinámicas de funciones en productos.

Agradecimientos: Los autores agradecemos de manera muy especial al árbitro por las suge-
rencias hechas para la mejora de nuestro trabajo.

Referencias

[1] Akin, E. y Carlson, J. D. (2012). Conceptions of topological transitivity. Topology Appl., 159 (12), 2815-2830.
[2] Akin, E., Auslander, J. y Nagar, A. (2017). Dynamics of induced systems. Ergod. Theor. Dyn. Syst., 37 (7),

2034-2059.
[3] Banks, J., Brooks, J., Cairns, G., Davis, G. y Stace, P. (1992). On Devaney's de�nition of chaos. Amer. Math.

Month., 99 (4), 332-334.
[4] Barragán, F., Rojas, A. y Macías, S. (2017). Funciones Especiales Entre Continuos II. En J. Angoa, R. Escobedo

y M. Ibarra. (Ed.), Topolgía y sus aplicaciones 5 (pp. 3-23). Puebla, México: Benemérita Universidad Autónoma
de Puebla, Dirección de Fomento Editorial.

[5] Barragán, F. y Rojas, A. (2019). Nociones relacionadas con la transitividad topológica. En J. Angoa, R. Escobe-
do, M. Ibarra y A. Contreras (Ed.), Topología y sus aplicaciones 7 (pp. 125-142). Puebla, México: Benemérita
Universidad Autónoma de Puebla, Dirección General de Publicaciones.

[6] Bauer, W. y Sigmund, K. (1975). Topological Dynamics of Transformations Induced on the Space of Probability
Measures. Monatsh. Math., 79, 81-92.

[7] Bilokopytov, E. y Kolyada, S. F. (2014). Transitive Maps on Topological Spaces. Ukr. Math. J., 65 (9), 1293-
1318.

[8] Birkho�, G. D. (1912). Quelques théoròmes sur le mouvement des systèmes dynamiques. B. Soc. Math. Fr.,
40, 305-323.

[9] Birkho�, G. D. (1927). Dynamical Systems, American Mathematical Society Colloquium Publications Vol. 9.
Providence, Rhode Island: American Mathematical Society.

[10] Blanchard, F., Host, B. y Maass, A. (2000). Topological complexity. Ergod. Theor. Dyn. Syst., 20 (3), 641-662.
[11] Charatonik, J. J. (1964). Con�uent mappings and unicoherence of continua. Fund. Math., 56 (2), 213-220.
[12] De§irmenci, N. y Koçak, �. (2010). Chaos in product maps. Turk. J. Math., 34 (4), 593-600.
[13] Devaney, R. L. (1989). An Introduction to Chaotic Dynamical Systems, Redwood City: Addison-Wesley.
[14] Fréchet, M. (1910). Les dimensions d'un ensemble abstrait. Math. Ann., 68, 145-168.



158 8. PROPIEDADES DINÁMICAS EN PRODUCTOS

[15] Furstenberg, H. (1967). Disjointness in Ergodic Theory, Minimal Sets, and a Problem in Diophantine Appro-
ximation. Math. Syst. Theory, 1 (1), 1-50.

[16] Gottschalk, W. y Hedlund, G. (1955). Topological Dynamics, American Mathematical Society Colloquium
Publications Vol. 36. Providence: American Mathematical Society.

[17] King, J. y Méndez, H. (2014). Sistemas dinámicos discretos, Serie: Temas de Matemáticas, Facultad de Cien-
cias, UNAM, México: Prensa de Ciencias.

[18] Kwietniak, D. (2005). Exact Devaney Chaos and Entropy. Qual. Theory Dyn. Syst., 6 (1), 169-179.
[19] Li, T. Y. y Yorke, J. A. (1975). Period Three Implies Chaos. Amer. Math. Month., 82 (10), 985-992.
[20] Li, R. y Zhou, X. (2013). A note on chaos in product maps. Turk. J. Math., 37 (4), 665-675.
[21] Mai, J. H. y Sun, W. H. (2010). Transitivities of maps of general topological spaces. Topology Appl., 157 (5),

946-953.
[22] Mangang, K. B. (2017). Li-Yorke chaos in product dynamical systems. Adv. Dyn. Syst. Appl., 12 (1), 81-88.
[23] Moore, R. L. (1924). Concerning Upper Semi-Continuous Collections of Continua. Trans. Amer. Soc., 27 (4),

416-428.
[24] Rojas, A., Barragán, F. y Macías, S. (2020). Conceptions on topological transitivity in products and symmetric

products. Turk. J. Math., 44 (2), 491-523.
[25] Rojas, A. (2017). Nociones de Transitividad Topológica en Productos Simétricos Generalizados (Tesis de

Maestría). Universidad Tecnológica de la Mixteca, Huajuapan de León, Oaxaca, México. http://jupiter.utm.
mx/~tesis_dig/13228.pdf

[26] Touhey, P. (1997). Yet Another De�nition of Chaos. Amer. Math. Month., 104 (5), 411-414.
[27] Weyl, H. (1913). Die Idee der Riemannachen Flache, Leipzig: Teubner; tercera edición totalmente revisada,

Stuttgart: Teubner, 1955; nueva edición por R. Remmert, Leipzig/Stuttgart: Teubner, 1997.
[28] Wu, X. y Zhu, P. (2012). Devaney chaos and Li-Yorke sensitivity for product systems. Stud. Sci. Math. Hung.,

49 (4), 538-548.

Correos electrónicos:
franco@mixteco.utm.mx (Franco Barragán),
anacarrasco.rr@gmail.com (Anahí Rojas).

http://jupiter.utm.mx/~tesis_dig/13228.pdf
http://jupiter.utm.mx/~tesis_dig/13228.pdf


Capítulo 9

Espacios débilmente compactos: separabilidad y compacidad

Ángel Rafael Barranco Carrasco y Luis Enrique Aponte Pérez
Benemérita Universidad Autónoma de Puebla, Puebla, México

1. Introducción 159
2. Preliminares 160
3. Espacios débilmente compactos 161
4. Compacidad débil y separabilidad 165
Referencias 172

1. Introducción

Un espacio topológico X tiene celularidad numerable; lo cual se denota
c(X) 6 ω, si toda familia de conjuntos abiertos y ajenos por pares de X es a lo más numera-
ble, también es usual decir que un espacio X es ccc si el espacio satisface que c(X) 6 ω. No es
difícil veri�car que todo espacio separable tiene celularidad numerable. Es bien sabido que el Axio-
ma de Martin (ma) junto con la negación de la Hipótesis del Continuo (¬ch) implican la Hipótesis
de Suslin; esto es, que si uno asume ma + ¬ch, entonces todo espacio ordenable con celularidad
numerable es separable.

El problema siguiente es planteado por Hajnal y Juhász (vea [7]).

Problema 1.1. Suponga ma + ¬ch. ¾Para qué clases de espacios son equivalentes las propiedades
de separabilidad y el tener celularidad numerable?

Esta interrogante ha sido estudiada por diversos autores, particularmente en la década de los
años 70's, y en la actualidad existen diversos resultados que responden parcialmente al problema
anterior; por citar algunos:

([12]) (ma + ¬ch). Sea X un espacio compacto y T2. Si cualquier subespacio discreto de
X es a lo más numerable, entonces X es hereditariamente separable.
([7]) (ma + ¬ch). Sea X un espacio base�compacto y regular, con c(X) 6 ω y tal que:
a) Cualquier subespacio cerrado de X es base�compacto;
b) χ(X) = α y α+ < 2ω.
Entonces X es separable.
([13]) (ma + ¬ch). Sea X un espacio Tychono� tal que X es la intersección de κ abiertos
de βX, con κ < 2ω, y c(X) 6 ω. Si (χ(X))+ < 2ω, entonces X es separable.
([9]) (ma + ¬ch). Si X es tal que
a) Cualquier subespacio cerrado de X es π�completo;
b) c(X) 6 ω, t(X)+ < 2ω, y
c) πχ(p,X) < 2ω para cada p ∈ X.
Entonces X es separable.

159
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Vale la pena comentar que este último resultado (debido a Juhász), generaliza a varios de los
que se han obtenido sobre el problema en cuestión.

En [11], Porter y Woods obtienen diversos resultados sobre la clase de los espacios que son
débilmente compactos, entre otros, ellos demuestran que todo espacio débilmente compacto y
perfecto tiene celularidad numerable (vea Proposición 4.2, en nuestro trabajo). De modo que una
pregunta natural, planteada por Porter y Woods en el artículo citado, es la siguiente.

Problema 1.2. ¾Es cierto que, bajo (ma + ¬ch), todo espacio débilmente compacto, rc�perfecto
es separable?

Hasta el momento los autores no conocemos una respuesta; sin embargo, el resultado principal
de este trabajo, Teorema 4.15, da una respuesta parcial y a�rmativa a dicha interrogante.

El material que exponemos en el presente trabajo está basado en la obra [11]; no obstante, no
es solo una exposición detallada del mismo. En la Sección 3, se introduce la clase de los espacios
débilmente compactos y se establecen, principalmente, algunas caracterizaciones de éstos. En la
Sección 4, nos centramos en el problema planteado por Porter y Woods, de modo que el mate-
rial presentado en esta sección, está formado por los resultados que conducen a la obtención del
resultado principal, el Teorema 4.15.

Cabe mencionar que la teoría de los espacios débilmente compactos aún continua desarrollán-
dose, como se puede veri�car en [1], y en [6].

2. Preliminares

En el presente trabajo seguimos las notaciones y de�niciones de [10] sobre Teoría de Conjuntos.
El lector interesado en la temática del Axioma de Martin puede veri�car el capítulo correspondiente
en dicho texto ([10]).

Recordemos que para un conjunto S cualquiera, |S| denota el número cardinal de S. Escribire-
mos ω para denotar el menor ordinal y cardinal numerable, ω1 denotará el primer ordinal y cardinal
no numerable. Además se usará c ó 2ω para denotar el cardinal |P(ω)|. Dado un conjunto A y un
cardinal κ, [A]κ denota el conjunto {B ∈ P(A) : |B| = κ}, similarmente, [A]<κ denota el conjunto
{B ∈ P(A) : |B| < κ}.

Una familia C ⊆ S, donde S es un conjunto cualquiera, tiene la propiedad de la intersección
�nita si para toda subfamilia �nita C′ no vacía de C, se tiene que

⋂
C′ 6= ∅. También se dice que C

cumple la PIF.
Las notaciones y de�niciones sobre Topología General son las empleadas en [3]. Para comodidad

del lector, a continuación presentamos algunas nociones de Topología que pudieran no ser tan
comunes y que serán empleadas con mucha frecuencia en este trabajo. X denota a un espacio
topológico. V es una vecindad abierta de x, con x ∈ X, si V es un conjunto abierto que contiene
a x.

Como es usual, un conjunto E ⊆ X es denso en X si clXE = X. Un espacio topológico X es
separable si contiene un subconjunto numerable y denso en X.

Si C ⊆ P(X), se dice que C es localmente �nita si para cada x ∈ X existe una vecindad Vx de
x tal que el conjunto {C ∈ C : C ∩ Vx 6= ∅} es �nito.

Dados C ⊆ P(X) y x ∈ X, diremos que x es un punto límite de C si para cada vecindad Vx de
x, se cumple que |{C ∈ C : C ∩ Vx 6= ∅}| > ω.

En adelante y mientras no se diga lo contrario, entendemos por espacio o espacio topológico,
a un espacio que tiene la propiedad de ser T3.

Dado un espacio topológico (X, τ), de�nimos lo siguiente:

1. X es perfecto si cada abierto de X se puede escribir como una unión numerable de cerrados
de X (equivalentemente si todo cerrado de X se puede escribir como una intersección
numerable de abiertos deX). Además, el espacio se dirá perfectamente normal si es perfecto
y normal.
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2. A ⊆ X se llama cerrado regular si es la cerradura de algún abierto.
3. El espacio se dice rc�perfecto si cada abierto de X se puede escribir como una unión

numerable de cerrados regulares de X.
4. A ⊆ X se dice ser un conjunto Gλ de X, con λ un cardinal, si es la intersección de λ

abiertos de X. En particular si δ = ω, diremos que A es un conjunto Gδ.
5. Un espacio Hausdor� X es h�cerrado si para cualquier, Y , espacio Hausdor� que contiene

a X se cumple que X es cerrado en Y .

Las siguientes propiedades sobre los espacios h�cerrados, serán de utilidad más tarde en el
Ejemplo 4.7, la demostración se puede encontrar en la referencia [14].

Lema 2.1. Sea X un espacio topológico, no necesariamente T3, entonces

1. X es h�cerrado si y solo si toda cubierta abierta de X contiene una subcolección �nita
cuya unión es densa en X.

2. Si X es h�cerrado, entonces es regular si y solo si X es compacto.

Enseguida presentamos algunas funciones cardinales que serán empleadas en el trabajo, parti-
cularmente en el Teorema 4.15. El lector interesado en esta temática puede consultar [8].

Si (X, τ) es un espacio topológico, entonces:

1. Una π�base de X es una colección V de abiertos, no vacíos, en X tal que si U es un abierto
(no vacío) en X, entonces V ⊆ U para algún V ∈ V.

El π�peso de X, denotado por πw(X), se de�ne como:

mín {|V| : V es π�base de X}+ ω.

2. Si p ∈ X, entonces V ⊆ τ \ {∅} es una π�base local para p en X si para cada vecindad
abierta de U de p, sucede que V ⊆ U para algún V ∈ V.

Con esto, πχ(p,X) será el cardinal siguiente:

mín {|V| : V es π�base local para p en X} .
El π�carácter de X, denotado por πχ(X) es:

sup{πχ(p,X) : p ∈ X}+ ω.

3. Para cada p ∈ X, de�nimos el siguiente cardinal χ(p,X) como:

mín {|V| : V es base local para p en X} .
Con esto, el carácter de X, que se denota como χ(X), es el cardinal siguiente:

sup{χ(p,X) : p ∈ X}+ ω.

4. Ahora, si p ∈ X, se de�ne

t(p,X) = mín{κ : para cada Y ⊆ X con p ∈ clXY,

existe A ⊆ Y con |A| 6 κ y p ∈ clXA}.
Luego, se tiene el cardinal t(X) como:

sup{t(p,X) : p ∈ X}+ ω.

3. Espacios débilmente compactos

Para iniciar introduciremos la clase de espacios que son la principal parte de estudio del
presente.

De�nición 3.1. Un espacio topológico X es débilmente compacto si cada familia localmente �nita
de abiertos de X es �nita.

Caracterizaremos esta noción con el siguiente resultado.

Proposición 3.2. Para un espacio topológico X, son equivalentes:
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a) X es débilmente compacto.
b) Si C es una colección numerable de abiertos que cumple la PIF, entonces⋂

C∈C

clXC 6= ∅.

c) Si C es una cubierta abierta numerable de X, entonces existe una subfamilia �nita J de C

tal que

X =
⋃
C∈J

clXC.

d) Cada familia in�nita de abiertos no vacíos ajenos dos a dos tiene un punto límite.

Demostración.
a)⇒ b)] Supongamos que existe una familia numerable de abiertos, A, que cumple la PIF

pero que
⋂
A∈A clXA = ∅. Enumeramos a A como A = {Ai : i ∈ N}.

Usando recursión construiremos una sucesión de abiertos, C. Primero, si C1 = A1 y, dado n ∈ N
elegimos Cn+1 = Cn ∩ An+1, tenemos una sucesión decreciente C = {Ci : i ∈ N}. Observemos
que cada Ci, al ser una intersección �nita de abiertos es abierto. También, cada Ci es no vacío
pues A cumple la PIF. Además notemos que

⋂
C∈C clXC = ∅ ya que clXCi ⊆ clXAi con lo cual⋂

C∈C clXC ⊆
⋂
A∈A clXA. Lo anterior implica que para cada x ∈ X, x /∈

⋂
C∈C clXC, es decir

existe ix ∈ N para el cual x /∈ clXCix .
A�rmación: C no es �nita. En efecto, si C es �nita, entonces existe n0 ∈ N tal que para cada

n > n0, Cn = Cn0
. Por construcción, Cn0

⊆ An ⊆ clXAn para cada n 6 n0; también, por la
elección de n0, si n > n0, Cn0 = Cn ⊆ An ⊆ clXAn. Con esto, Cn0 ⊆

⋂
A∈A clXA, pero Cn0 6= ∅,

así que
⋂
A∈A clXA 6= ∅, lo cual contradice la hipótesis.

A�rmamos que C es localmente �nita. En efecto, dado x ∈ X, el conjunto Vx = X \ clXCix ,
es una vecindad de x tal que para i > ix, Vx ∩ Ci = ∅; de lo contrario existe y ∈ Cj ∩ Vx
para algún j > ix, pero y /∈ Cix lo cual contradice que Cix ⊇ Cj . De lo anterior se tiene que
|{Ci ∈ C : Ci ∩ Vx 6= ∅}| 6 ix, es decir, se tiene que en efecto C es localmente �nita.

Así que hemos encontrado una familia localmente �nita de abiertos que no es �nita, esto
contradice el supuesto de que X es débilmente compacto.

b)⇒ c)] Sea C = {Ci : i ∈ N} una cubierta abierta numerable de X. Para cada i ∈ N sea
Ai = X \

⋃i
j=1(clXCj) y denotemos A = {Ai : i ∈ N}. Así, A es un familia numerable de abiertos.

Notemos A es decreciente, pues, si i < j, entonces
⋃i
k=1(clXCk) ⊆

⋃j
k=1(clXCk). Observemos,

además, que
⋃
i∈N Ci ⊆

⋃
A∈A(X \ clXA), pues si y ∈

⋃
i∈N Ci, entonces y ∈ Ci para algún i ∈ N y

también Ci ∩ Ai = Ci ∩ (X \
⋃i
j=1 clXCj) = Ci \

⋃i
j=1 clXCj = ∅, pues Ci ⊆

⋃i
j=1 clXCj , así que

y /∈ clXAi, con lo cual y ∈
⋃
A∈A(X \ clXA).

Tomando complementos de
⋃
i∈N Ci ⊆

⋃
A∈A(X \clXA) y recordando que C es cubierta abierta

de X, se sigue que
⋂
A∈A clXA = ∅; luego, A no cumple la PIF, de lo contrario, por b), debe suceder

que
⋂
A∈A clXA 6= ∅. Como A no cumple la PIF, existe J0 ∈ [A]<ω para el cual

⋂
J0 = ∅, digamos

que J0 = {Ai1 , . . . , Aik}, entonces ya que la sucesión A es decreciente, si r =máx{i1, . . . , ik}, se
tiene que

⋂
J0 =

⋂k
j=1Aij = Ar = ∅. Así, por construcción Ar = X \

⋃r
j=1(clXCj) = ∅, por tanto

elegimos J = {C1, . . . Cr} y por lo anterior cumple que
⋃
C∈J clXC =

⋃r
j=1(clXCj) = X.

c)⇒ d)] Supongamos que existe una familia in�nita C de abiertos no vacíos ajenos dos a dos
que no tiene puntos límite. Sin pérdida de generalidad supongamos que C es numerable, enumerando
a C: C = {Ci : i ∈ N}. Como ningún punto de X es un punto límite de C, entonces para cada
x ∈ X, existe Vx, vecindad abierta de x, tal que Vx solo intersecta una cantidad �nita de elementos
de C; así, el conjunto F (x) = {i ∈ N : Vx ∩ Ci 6= ∅} ⊆ N es �nito para cada x ∈ X.

Ahora, si F ∈ [N]<ω, de�nimos A(F ) =
⋃
{Vx : x ∈ X y F = F (x)}, cada A(F ) es claramente

abierto y además A = {A(F ) : F ∈ [N]<ω} es una cubierta abierta numerable de X, así que por c)
existe J = {F1, . . . , Fk} ⊆ [N]<ω para el cual X =

⋃
F∈J clXA(F ).
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A�rmación: Para cada n ∈ N, Cn ∩
⋃k
j=1A(Fj) = ∅. En efecto, si existe k0 ∈ N \

⋃
J tal que

Ck0 ∩
⋃k
j=1A(Fj) 6= ∅, entonces, sea p ∈ Ck0

∩
⋃k
j=1A(Fj), luego, para alguna i ∈ {1, . . . , k}, p ∈

Ck0
∩A(Fi). Por de�nición existe q ∈ X para el cual p ∈ Vq con Fi = F (q). Ya que k0 /∈ Fi = F (q),

entonces por la de�nición de F (q) se sigue que Vq ∩ Ck0
= ∅, lo cual contradice que p ∈ Vq ∩ Ck0

.
Por tanto, queda probada la a�rmación.

Fijemos n ∈ N \
⋃
J cualquiera. Ya que Cn 6= ∅, si y ∈ Cn �jo, entonces y /∈ clX(

⋃
F∈JA(F ))

pues Cn es una vecindad abierta de y que no cumple la de�nición. Como J es �nito, entonces⋃
F∈J clXA(F ) = clX(

⋃
F∈JA(F )). Por tanto

⋃
F∈J clXA(F ) 6= X, lo cual es una contradicción a

c).
d)⇒ a)] Supongamos que no sucede a), entonces existe una familia C de abiertos localmente

�nita que no es �nita, sin pérdida de generalidad supongamos que |C| = ω, enumeremos a C: C =
{Ci : i ∈ N}. Sean n1 = 1 y x1 ∈ C1, existe V1 vecindad abierta de x1 que intersecta una cantidad
�nita de elementos de C, digamos que son {Ck1

, . . . , Ckl} considerando ahora n2 =máx{k1, . . . kl}+1
tenemos que, para cada n > n2, V1 ∩ Cn = ∅.

Para n2 elegimos x2 ∈ Cn2 y, V2, una vecindad abierta de x2 que intersecta una cantidad �nita
de elementos de C, similar al argumento anterior encontramos n3 para el cual V2 ∩ Cn = ∅ para
cada n > n3; notemos que n3 > n2 por la elección de n3 y porque x2 ∈ Cn2

∩V2. Usando recursión
construimos una sucesión creciente de naturales {ni : i ∈ N}, una sucesión de abiertos {Vi : i ∈ N}
y un subconjunto de C que es {Cni : i ∈ N}.

A partir de lo anterior, construimos una familia, G, de abiertos en X de la siguiente forma.
Consideremos, para cada i ∈ N, Gi = Vi ∩ Cni , y sea G = {Gi : i ∈ N}. Notemos que, por
construcción, G es una colección in�nita de abiertos.

A�rmamos que G es localmente �nita. Efectivamente pues si x ∈ X, entonces existe una
vecindad, Vx, de x que intersecta solo una cantidad �nita de elementos de C, supongamos que
intersecta algunos de los Cni , entonces ya que Gi ⊆ Cni , se sigue que solo intersecta una cantidad
�nita de elementos de G.

También, a�rmamos que los elementos de la familia G son ajenos dos a dos. En efecto, pues si
existiera x ∈ Gi ∩ Gj , entonces x ∈ Vi ∩ Cni y x ∈ Vj ∩ Cnj , sin perdida de generalidad si i < j,
entonces sabemos que Vi ∩Cn = ∅ para n > ni+1 > ni y nj > ni+1 con lo cual Vi ∩Cnj = ∅ lo cual
contradice que x ∈ Vi ∩ Cnj .

Finalmente hemos exhibido una familia in�nita G de abiertos no vacíos ajenos dos a dos, pero,
ya que G es localmente �nita entonces no podría existir p ∈ X tal que cada vecindad de p intersecte
una cantidad in�nita de elementos de G, esto contradice d). �

De�nición 3.3. Un espacio topológico X es pseudocompacto si para cada función continua f :
X → R, f es acotada, es decir, f [X] ⊆ [a, b] con a, b ∈ R.

Nota 3.4. Cabe aclarar que para �nes de este trabajo, no es necesario que X sea un espacio
Tychono� para poder ser pseudocompacto.

Proposición 3.5. Para un espacio topológico X se cumple lo siguiente:

1. Si X es débilmente compacto entonces es pseudocompacto.
2. Si X es Tychono� entonces es débilmente compacto si y solo si es pseudocompacto.

Demostración. 1] Sea f : X → R continua, consideremos la familia de abiertos siguiente: C =
{f−1[(z−1, z+1)] : z ∈ Z}, veamos que es localmente �nita. Sea x ∈ X, entonces f(x) ∈ R. Fijemos
zx ∈ Z para el cual f(x) ∈ (zx−1, zx+ 1). Como f es continua, entonces Vx = f−1[(zx−1, zx+ 1)]
es una vecindad abierta de x; no es difícil ver que {C ∈ C : Vx ∩ C 6= ∅} es �nito pues de hecho
Vx ∩ f−1[(z− 1, z+ 1)] = ∅ para z ∈ Z \ {zx− 1, zx, zx + 1}. Se sigue así que C es localmente �nita.
Notemos que por el argumento inicial, C es claramente un cubierta abierta de X.

Dado que X es débilmente compacto, entonces C debe ser �nita, digamos C = {f−1[(z0−1, z0+
1)], . . . , f−1[(zk − 1, zk + 1)]} entonces tomando n0 =
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mín{z0 − 1, . . . , zk − 1} y n1 =máx{z0 + 1, . . . , zk + 1} se sigue que f [X] ⊆ [n0, n1]. En efec-
to, si x ∈ X, entonces por ser C una cubierta �nita, x ∈

⋃k
j=0 f

−1[(zj − 1, zj + 1)], luego,

f(x) ∈
⋃k
j=0(zj − 1, zj + 1) ⊆ [n0, n1]. Se tiene así la a�rmación y con ello que f es acotada.

Así, X es pseudocompacto.
2] ⇐] Supongamos que no se cumple que X sea débilmente compacto, así que existe una

familia in�nita de abiertos no vacíos ajenos dos a dos que no tiene puntos límite (usando la
parte d) de la proposición anterior), se sigue que la familia es localmente �nita. Sin pérdida
de generalidad podemos asumir que la familia es numerable, digamos C = {Ci : i ∈ N}. Dado
que X es Tychono�, para cada i ∈ N �jamos xi ∈ Ci, entonces, existe una función continua
gi : X → [0, 1] tal que gi(xi) = 0 y gi[X \ Ci] ⊆ {1}; ahora, la función hi : [0, 1] → [0, i] da-
da por h(x) = i − ix es claramente continua, así que fi = hi ◦ gi es continua, y fi(xi) = i,
y fi[X \ Ci] ⊆ 0. Consideremos a la función f : X → R dada por f(x) =

∑
i∈N fi(x). Veamos que

f es continua y no acotada.
Sea x ∈ X, entonces si x ∈ Ci para alguna i ∈ N, entonces

∑
j∈N fj(x) = fi(x) pues fj(x) = 0

para j 6= i ya que x /∈ Cj pues los abiertos son ajenos dos a dos, en el caso que x /∈ Ci para
cualquier i ∈ N, entonces f(x) = 0 por la elección de las fi; con ello se sigue la continuidad de f a
partir de la continuidad de las fi. El hecho de que f no es acotada es claro, pues, si a ∈ R, existe
n ∈ N tal que n > a, basta considerar a xn ∈ Cn y por lo anterior f(xn) = n > a. Por tanto X no
es pseudocompacto. �

Como veremos en el siguiente, la propiedad de ser débilente compacto se hereda a conjuntos
cerrados regulares.

Proposición 3.6. Un subconjunto cerrado regular de un débilmente compacto es débilmente
compacto.

Demostración. Sean X un espacio débilmente compacto y A ⊆ X, cerrado regular. Entonces
A = clXG, para algún conjunto abierto, G, de X. Supongamos que A no es débilmente compacto,
luego, existe una familia in�nita C de abiertos no vacíos en A y ajenos dos a dos que no tiene
puntos límite, se sigue que entonces la familia es localmente �nita. Como cada C ∈ C es abierto en
A, entonces C = A ∩GC donde GC es un abierto de X. Consideremos a C′ = {G ∩GC : C ∈ C},
observamos que C′ es una familia de abiertos en X.

A�rmación: C′ es localmente �nita. En efecto, sea x ∈ X, si x ∈ A, entonces existe Vx vecindad
abierta de x en A que interseca solo una cantidad �nita de elementos de C pues ésta es localmente
�nita, digamos que a los que intersecta son {C1, . . . , Cn}; si Vx = A ∩ Ux donde Ux es abierto en
X, podemos veri�car que {G ∩ GC ∈ C : Ux ∩ (G ∩ GC) 6= ∅} ⊆ {G ∩ GC1

, . . . , G ∩ GCn} con lo
cual tenemos una vecindad abierta de x en X que intersecta una cantidad �nita de elementos de
C′. Si x /∈ A, entonces existe Ux vecindad abierta de x en X tal que Ux ∩G = ∅, así, tenemos que
{G ∩GC ∈ C : Ux ∩ (G ∩GC) 6= ∅} = ∅, con lo cual este último conjunto también es �nito. Por lo
tanto C′ es localmente �nita.

De lo anterior y el hecho de que X es débilmente compacto, se tiene que C′ es una familia
�nita de abiertos en X.

Ahora, si ϕ : C → C′ está dada por ϕ(C) = G ∩ GC tenemos que si ϕ(C1) = G ∩ GC1
=

G ∩GC2 = ϕ(C2), entonces ya que G ⊆ A se tiene que G ∩GC1 = G ∩ (A ∩GC1) = G ∩ C1 y de
manera similar G ∩GC2 = G ∩ C2 así que G ∩ C1 = G ∩ C2; notemos que G ∩ C1 6= ∅ pues C1 es
no vacío, si z ∈ C1 = A ∩ GC1

se tiene que z ∈ A = clXG, así que por de�nición GC1
∩ G 6= ∅ y

GC1
∩ G = G ∩ C1; �nalmente, supongamos que C1 6= C2, por ser ajenos dos a dos los elementos

de C, tenemos que para y ∈ G ∩ C1 = G ∩ C2 ocurre que C1 ∩ C2 6= ∅ lo cual es imposible, por lo
cual debe ocurrir que C1 = C2, demostrando así que ϕ es inyectiva y con ello |C| 6 |C′|, por tanto
C es �nita y esto contradice la elección de que C fuera in�nita, con lo cual se concluye que A debe
ser débilmente compacto. �
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4. Compacidad débil y separabilidad

En la presente sección centraremos nuestra atención en los puntos siguientes:

a) El Problema 1.2. En este punto, con el Teorema 4.15, daremos una respuesta parcial y
a�rmativa.

b) Dar una respuesta a la siguiente cuestión natural: ¾Bajo qué condiciones un espacio débil-
mente compacto es compacto? (Vea Teorema 4.8)

El material expuesto en la presente sección es esencial para la obtención de los teoremas 4.8 y
4.15.

Es bien sabido que, si X es un espacio compacto y T1, y si {p} es un conjunto Gδ de X,
con p ∈ X, entonces p tiene una base local numerable (vea [8]). El siguiente resultado es una
generalización de este hecho.

Proposición 4.1. Sea p un punto del espacio débilmente compacto X. Si {p} un conjunto Gδ de
X, entonces p tiene una base local numerable.

Demostración. Como {p} es un conjunto Gδ, entonces {p} =
⋂
n∈ω Un, donde, para cada n ∈ ω,

Un es abierto en X. Empleando recursión vamos a construir una sucesión de abiertos V. Primero,
sea V0 = U0; dado Vn, como X es regular entonces existe un abierto, U ′n+1, de X, tal que p ∈
U ′n+1 ⊆ clXU

′
n+1 ⊆ Vn tomando Vn+1 = Un+1 ∩ U ′n+1. Así, se tiene la sucesión V = {Vn : n ∈ ω}.

A�rmación: {p} =
⋂
n∈ω Vn =

⋂
n∈ω clXVn. En efecto, la contención {p} ⊆

⋂
n∈ω Vn se sigue

por la elección de los Vn. Ahora, ya que claramente Vn ⊆ Un, entonces
⋂
n∈ω Vn ⊆

⋂
n∈ω Un =

{p}, teniendo así la otra contención. Para concluir la a�rmación, notemos que, para cada n ∈ ω,
clXVn+1 ⊆ Vn, pues clXVn+1 = clX(Un+1 ∩ U ′n+1) ⊆ clXU

′
n+1 y éste último es subconjunto de Vn

por construcción; se sigue que
⋂
n∈ω Vn =

⋂
n∈ω clXVn.

Finalmente, a�rmamos que V es la base local buscada. En efecto, seaW una vecindad abierta de
p en X, dado que X es T3, existe un abierto, W ′, de X, tal que p ∈W ′ ⊆ clXW

′ ⊆W . Claramente
X = W ′∪ (

⋃
n∈ω(X \clXVn)), como X es débilmente compacto, por c) de la Proposición 3.2 existe

J ∈ [ω]<ω para el cual X = clX(W ′ ∪ (
⋃
n∈J X \ clXVn)). Sea r =máx{k : k ∈ J} se tiene que⋃

n∈J X \ clXVn = X \ clXVr, así que X = clX(W ′) ∪ clX(X \ clXVr), ya que clX(X \ clXVr) ⊆
clX(X\Vr) = X\Vr entonces X = clX(W ′)∪(X\Vr), con ello Vr ⊆ clXW

′ ⊆W , lo cual queríamos
probar . �

Proposición 4.2. Un espacio débilmente compacto y perfecto tiene celularidad numerable.

Demostración. Supongamos que existe una colección no numerable de abiertos de X no vacíos
y ajenos dos a dos, U. Sin pérdida de generalidad, supongamos que U tiene cardinalidad ω1;
entonces U = {Uα : α < ω1}. Consideremos H = clX(

⋃
α<ω1

Uα) \
⋃
α<ω1

Uα; notemos que H 6= ∅,
en efecto como X es débilmente compacto, existe p ∈ X punto límite de U, esto implica que
p ∈ clX(

⋃
α<ω1

Uα), notemos que para cada α < ω1, p /∈ Uα, de lo contrario se contradice que los
Uα son ajenos dos a dos, con ello p ∈ H.

Observemos que H es cerrado, pues X \ H = X \ (clX(
⋃
α<ω1

Uα) \
⋃
α<ω1

Uα) = (X \
clX(

⋃
α<ω1

Uα))∪(
⋃
α<ω1

Uα) es claramente abierto. ComoX es perfecto, existe una sucesión nume-
rable de abiertos {Wn : n ∈ ω} tal que H =

⋂
n∈ωWn, sin pérdida de generalidad podemos suponer

que la sucesión es decreciente, pues si no lo fuera basta tomar W ′0 = W0 y W ′n+1 = W ′n ∩Wn+1 y
es claro que

⋂
n∈ωW

′
n =

⋂
n∈ωWn, además que {W ′n : n ∈ ω} sí es decreciente.

Para cada n ∈ ω, Sn = {α < ω1 : Uα \ clXWn 6= ∅}.
A�rmación: Para cada n ∈ ω, Sn es �nito. Si Sk no es �nito, para alguna k ∈ ω, entonces

C = {Uα \ clXWk : α ∈ Sk} es una colección in�nita de abiertos no vacíos. Notemos que C es
localmente �nita, en efecto, sea x ∈ X, si x ∈ Uα0 para algún α0 < ω1 entonces Uα0 es una
vecindad de x que, para cada β < ω1 y β 6= α0, cumple que (Uα0) ∩ (Uβ \ clXWk) = ∅, pues los
elementos de U son ajenos dos a dos.
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Supongamos que, para cada α < ω1, x /∈ Uα. Si x ∈ clX(
⋃
α<ω1

Uα), entonces, x ∈ H, así que
para cada n ∈ ω, x ∈ Wn, en particular, x ∈ Wk. Luego, es claro que Wk es una vecindad abierta
de x tal que, para cada α ∈ Sk,Wk∩(Uα\clXWk) = ∅. Por último, si x /∈ clX(

⋃
α<ω1

Uα), entonces
x ∈ X \ clX(

⋃
α<ω1

Uα). Notemos que para cada α ∈ Sk, (X \ clX(
⋃
α<ω1

Uα))∩ (Uα \ clXWk) = ∅.
Con esto, en cada caso, hemos exhibido una vecindad abierta para cada x ∈ X que hace que C

sea localmente �nita, pero es in�nita y esto contradice que X es débilmente compacto. Queda así
probada la a�rmación.

Empleando recursión, vamos a construir una sucesión de abiertos, V. Puesto que ω1 es regular,
existe δ ∈ ω1\

⋃
n∈ω Sn. Notemos que Uδ ⊆

⋂
n∈ω clXWn. Por la regularidad de X, para y ∈ Uδ �jo,

existe V0 abierto no vacío de X tal que
y ∈ V0 ⊆ clXV0 ⊆ Uδ; claramente V0 ∩ W0 6= ∅ pues y ∈ clXW0. También V0 ∩ W0 ∩ W1 es
denso en V0 ∩ W0 ya que, si G es un abierto de X y G ∩ (V0 ∩ W0) es un abierto no vacío
de V0 ∩ W0, entonces [G ∩ (V0 ∩ W0)] ∩ (V0 ∩ W0 ∩ W1) = (G ∩ V0) ∩ (W0 ∩ W1) 6= ∅ pues
∅ 6= G ∩ V0 ∩W0 ⊆ V0 ⊆ Uδ ⊆

⋂
n∈ω clXWn. Así que, usando la regularidad de X, escogemos un

abierto, V1, de X tal que ∅ 6= clXV1 ⊆ V0∩W0, y como clXV1 = (clXV1)∩(V0∩W0) = clV0∩W0
V1 =

clV0∩W0
(V1 ∩ (V0 ∩W0 ∩W1)) = clX((V1 ∩W1) ∩ (V0 ∩W0)) ∩ (V0 ∩W0) ⊆ clX(V1 ∩W1), se sigue

que clX(V1 ∩W1) es no vacío y claramente clX(V1 ∩W1) ⊆ clXV1 ⊆ V0 ∩W0.
De esta manera tenemos la sucesión V, dada como: V = {Vi : i ∈ ω}. De la construcción se

deduce que V es una sucesión decreciente; además, para cada i ∈ ω, clX(Vi+1 ∩Wi+1) ⊆ Vi ∩Wi.
Sea i ∈ ω, denotamos por Ai al conjunto Vi ∩ Wi; y consideremos A =

{Ai : i ∈ ω}. A�rmamos que
⋂
A∈A clXA 6= ∅, en efecto, observemos que A cumple la PIF pues

los elementos de A son no vacíos y para cada i ∈ ω, Ai+1 ⊆ Ai. Como X es débilmente compacto,
entonces, por b) de la Proposición 3.2, se tiene la a�rmación.

Finalmente, a�rmamos que
⋂
A∈A clXA ⊆ H ∩ Uδ. En efecto, notemos que

⋂
A∈A clXA ⊆ Uδ,

por construcción. Resta probar que
⋂
A∈A clXA ⊆ H. Sea z ∈

⋂
A∈A clXA, entonces, para cada

n ∈ ω, z ∈ clX(An) = clX(Vn ∩Wn) y ya que clX(Vn+1 ∩Wn+1) ⊆ Vn ∩Wn ⊆ Wn , se sigue
z ∈ Wn para cada n ∈ ω, es decir z ∈

⋂
n∈ωWn = H. Concluyendo así la a�rmación. Pero,

como H = clX(
⋃
α<ω1

Uα) \
⋃
α<ω1

Uα entonces H ∩ Uδ = ∅, y de la a�rmación se deduce que⋂
A∈A clXA = ∅, lo cual es una contradicción pues teníamos que

⋂
A∈A clXA 6= ∅. Se concluye que

c(X) 6 ω. �

Corolario 4.3. Sea X un espacio débilmente compacto y perfecto, entonces X es primero nume-
rable y c(X) 6 ω.

Demostración. La parte de que c(X) 6 ω se sigue de la proposición anterior. Dado que para
cada x ∈ X, {x} es cerrado y X es perfecto, entonces cada {x} es una intersección numerable de
abiertos. Luego, {x} es un conjunto Gδ. Por la Proposición 4.1 se tiene que x tiene una base local
numerable, con lo cual X es primero numerable. �

Es inmediato que todo espacio topológico compacto es débilmente compacto. Abordaremos
el punto b) propuesto al inicio de esta sección. El Teorema 4.8, es una respuesta parcial, antes
daremos una de�nición y lema.

De�nición 4.4. P(c) es la a�rmación siguiente:
Si κ < c y si {A(α) : α < κ} ∈ [P(ω)]κ es tal que

⋂
α∈F A(α) es in�nita siempre que F ⊆ κ

�nito, entonces existe un subconjunto B ⊆ ω in�nito tal que B \A(α) es �nito para cada α ∈ κ.

Nota 4.5. P(c) es una consecuencia del Axioma de Martin (ma) como se muestra en III.3.22 de
[10].
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Lema 4.6. Asumiendo P(c). Si X es débilmente compacto de π�peso numerable, y si U es una
cubierta abierta de X con |U| < c, entonces existe una subcolección �nita J de U tal que:

X =
⋃
F∈J

clXF

Demostración. Sea {Vn : n ∈ ω} una π�base numerable, y sea U = {Uα : α < κ} una cubierta
abierta con κ < c. Para cada α < κ, defínase:

A(α) = {n ∈ ω : Vn ∩ Uα 6= ∅}
Notemos que para cada α < κ, A(α) 6= ∅. En efecto, dado que {Vn : n ∈ ω} es una π�base, existe
i ∈ ω para el cual Vi ⊆ Uα, luego, i ∈ A(α). Ahora, analicemos los siguientes casos:

1. Existe I ∈ [κ]<ω tal que
⋃
α∈I A(α) = ω. A�rmamos que J es el conjunto {Uα : α ∈ I}.

En efecto, sea x ∈ X y sea G un abierto de X tal que x ∈ G. Sea m ∈ ω tal que Vm ⊆ G;
por hipótesis, existe αm ∈ I tal que m ∈ A(αm). Entonces, Vm ∩ Uαm 6= ∅. Con ello
G ∩ Uαm 6= ∅ y así x ∈ clXUαm ⊆

⋃
F∈J clXF .

2. Existe I ∈ [κ]<ω tal que G = ω\(
⋃
α∈I A(α)) es �nito y G 6= ∅. Sea m ∈ G y sea p ∈ Vm un

punto �jo, como U es cubierta, existe Uαm tal que p ∈ Uαm . Así, Vm∩Uαm 6= ∅. Denotemos
por H al conjunto: {αm : m ∈ G}.

Consideremos I ′ = I∪H. Por lo anterior, para cada n ∈ G, se cumple que Vn∩Uαn 6= ∅,
así n ∈ A(αn). Con lo cual, n ∈

⋃
α∈H A(α), luego, es evidente que ω =

⋃
α∈I′ A(α).

Ya que I ′ es �nito, entonces, de manera análoga a (1), se muestra que J es el conjunto
{Uα : α ∈ I ′}.

3. Para cada I ∈ [κ]<ω, ω\(
⋃
α∈I A(α)) es in�nito. Sea I ∈ [κ]<ω entonces, para {ω\A(α) :

α ∈ I} es claro que el siguiente es in�nito:⋂
α∈I

ω \A(α) = ω \ (
⋃
α∈I

A(α))

Así que por P(c), existe B ⊆ ω in�nto tal que B \ (ω \A(α)) es �nito para cada α ∈ κ.
Observemos que B \ (ω \A(α)) = B ∩ (ω \ (ω \A(α))) = B ∩A(α).

Denotemos por B a la familia in�nita de abiertos {Vn : n ∈ B}. A�rmación: Existe
q ∈ X tal que, para cada vecindad Gq de q se cumple |{Vn ∈ B : Vn ∩ Gq 6= ∅}| > ω. Si
no existe q ∈ X que cumpla la a�rmación, entonces para cada x ∈ X existe una vecindad
Gx de x tal que |{Vn ∈ B : Vn ∩Gx 6= ∅}| < ω. Luego, se tiene que B es localmente �nita,
y como X es débilmente compacto, entonces B es �nita, lo cual es una contradicción. Por
tanto, es válida la a�rmación.

Dado que U es cubierta, existe αq ∈ κ tal que q ∈ Uαq . Considerando Uαq como
vecindad de q, se tiene que A(αq) es in�nito. Además se sigue que B ∩ A(αq) es in�nito,
esto es una contradicción a la elección de B.

Por tanto, el tercer caso no puede ocurrir. La prueba está completa. �

Veremos a continuación un ejemplo de porque, en el Lema 4.6, es necesario pedir que X tenga
π-peso numerable, ya que asumir algo más débil como la separabilidad, hace que el lema anterior
falle.

Ejemplo 4.7. Asumiremos ¬ch. Sea 2 considerado como el conjunto {0, 1}, dotado con la topología
discreta. Consideremos en el producto siguiente Y = 2ω1 un punto �jo p, denotemos por X =
2ω1 \ {p}. Al ser 2 un espacio de Tychono� con su topología discreta, entonces el producto Y
conserva esta propiedad, así X por ser subespacio de Y , será T3 1

2
también. Además, 2 es separable,

T2 y como ω1 < c, entonces el producto 2ω1 es separable (ver 16.4 c) de [14]) y dado que X es un
abierto de Y , se sigue que también es separable.

X no es compacto, pues si V(p) denota la colección de vecindades del punto p en Y , entonces
sabemos que V(p) es un �ltro en Y , además {p} /∈ V(p) pues es sabido que Y no tiene puntos
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aislados. Con esto, es claro que VX(p) = {U ∩X : U ∈ V(p)} es un �ltro en X. Sabemos que p es
un punto de acumulación del �ltro V(p), veri�caremos que VX(p) no tiene puntos de acumulación,
con lo cual X no podría ser compacto.Supongamos por contradicción que existe q ∈ X tal que es
punto de acumulación de VX(p), entonces q ∈

⋂
A∈VX(p) clX(A), se sigue que q ∈

⋂
A∈V(p) clY (A),

con lo cual q sería un punto distinto de p que cumple lo anterior, esto es una contradicción pues Y
es T2. Por tanto VX(p) no tiene puntos de acumulación, así que X no puede ser compacto.

Por el Lema 2.1 tenemos que X no es h�cerrado, así que por el mismo lema debe existir una
cubierta abierta U de X tal que cualquier subcolección �nita no es densa en X, sin pérdida de
generalidad podemos suponer que |U| < c.

Es claro, que existe q ∈ Y tal que q(α) 6= p(α) para cada α ∈ ω1, así, considerando el Σ-
producto Σ(q) (el conjunto de todos los puntos (xα) de Y que di�eren de q en una cantidad
numerable de α ∈ ω1) debe suceder por construcción que p /∈ Σ(q), así Σ(q) ⊆ X ⊆ Y .

Como X es de Tychono�, podemos considerar βX, su compactación de Stone-Čech. Por Teo-
rema 2. de [5], la compactación de Stone-Čech de un Σ-producto es el producto original (cuando
dicho producto es compacto), luego, en particular tendríamos que βΣ(q) = 2ω1 . Ahora, clara-
mente Σ(q) es denso en Y , luego, es denso en X, así que por el Teorema 6.7 de [4] sucede que
βX = βΣ(q) = 2ω1 . Es claro que |βX \X| = |p| = 1, con lo cual X es un espacio casi-compacto,
luego, por 7.F,3) de [2] es pseudocompacto. Dado que X es Tychono�, el ser pseudocompacto es
equivalente a ser débilmente compacto.

Por tanto, hemos construido un espacio X que es débilmente compacto, para el cual reempla-
zamos la condición tener π-peso numerable por el de ser separable, pero no se cumple la conclusión
del Lema 4.6, pues U es una cubierta que es testigo de esto. Por lo cual, es importante la condición
más fuerte de tener π-peso numerable.

El resultado siguiente es el prometido en el punto dos, en la introducción de la presente sección.

Teorema 4.8. (ma + ¬ch) Si X es un espacio separable, rc�perfecto y débilmente compacto,
entonces X es compacto.

Demostración. Supongamos por un momento que X es Lindelöf. Entonces si U es una cubierta
abierta, por serX Lindelöf, U tiene una subcubierta numerable. Luego por ser débilmente compacto
tenemos una subcolección �nita cuya unión es densa, se sigue por el Lema 2.1, que X es h�cerrado
y dado que X es regular, por el mismo lema tendremos que X es compacto.

Probaremos queX es Lindelöf. SiX no es Lindelöf, entoncesX tiene una cubierta abierta U que
no admite subcubiertas numerables. Empleando inducción trans�nita, probaremos que existen {xα :
α < ω1} sucesión de puntos de X,
{Gα : α < ω1} sucesión de abiertos en X y {Uα : α < ω1} sucesión de elementos de U, que
satisfacen:

i) ∀α < ω1 : xα ∈ Gα ⊆ clXGα ⊆ Uα.
ii) ∀α < ω1 : xα ∈ Uα \

⋃
γ<α Uγ .

Primero, para la inducción; si α = 0, elegimos U0 ∈ U \ {∅} �jo, x0 un elemento arbitrario de
U0, y como X es regular, tomamos G0 como un abierto en X tal que x0 ∈ G0 ⊆ clXG0 ⊆ U0.
Ahora, sea 0 < α < ω1, supongamos que para cada β < α se tienen construidos elementos de las
sucesiones, {xβ : β < α} puntos de X, {Gβ : β < α} abiertos de X y {Uβ : β < α} elementos de
U, de forma que i) y ii) se veri�can. Construiremos xα, Gα y Uα como sigue.

Dado que U no admite una subcubierta numerable, elegimos xα ∈ X \
⋃
δ<α Uδ. Ponemos

Uα ∈ U como el elemento de la cubierta para el cual xα ∈ Uα, y por la regularidad de X, elegimos
Gα abierto para el cual, xα ∈ Gα ⊆ clXGα ⊆ Uα. Por construcción, xα, Gα y Uα satisfacen i) y
ii). Concluyendo así la inducción.

Sea G =
⋃
α<ω1

Gα. Dado que X es rc�perfecto, existe una colección numerable de cerrados
regulares de X, digamos {An : n ∈ ω}, tal que G =

⋃
n∈ω An. Por la Proposición 3.6 cada An es

débilmente compacto.
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A�rmación: Para cada n ∈ ω, An es separable. En efecto, como An es un cerrado regular,
entonces An = clXBn, con Bn un abierto de X. Dado que X es separable, intXAn también lo
es. Sea D ⊆ intXAn el conjunto que hace a intXAn separable. Veamos que D es denso en An.
Notemos que Bn ⊆ intXAn, así que sea V = An ∩ V0 un abierto no vacío de An con V0 un abierto
de X. Si x ∈ V , se sigue que V0 ∩Bn 6= ∅ (pues Bn es denso en An), luego sea y ∈ V0 ∩Bn, por lo
dicho anteriormente y ∈ V0 ∩ intXAn ⊆ V0 ∩An = V , como V0 ∩ intXAn es un abierto de intXAn,
entonces usamos que D es denso en intXAn para concluir que (V0 ∩ intXAn)∩D 6= ∅, se sigue que
V ∩D 6= ∅.

Es claro que por ser X un espacio rc�perfecto, X es perfecto. Con lo cual, por el Corolario
4.3 X es primero numerable, así que cada An también lo es. Es bien sabido que si un espacio
es primero numerable y separable, entonces el espacio tiene π-peso numerable (basta unir todas
las bases locales numerables de cada punto del denso para obtener una π-base numerable), en
particular An tiene π-peso numerable. Así que por el Lema 4.6 aplicado a la cubierta abierta
Un = {Gα ∩An : α < ω1} de An (la cual cumple que |Un| 6 ω1 < 2ω) existe Jn ⊆ ω1 �nito tal que
An =

⋃
j∈Jn clAn(Gj ∩An), así An ⊆

⋃
j∈Jn clX(Gj ∩An).

Sea J =
⋃
n∈ω Jn, es claro que G ⊆

⋃
{clX(Gα ∩ An) : α ∈ J y n ∈ ω} ⊆

⋃
α∈J clX(Gα) ⊆⋃

α∈J Uα. Dado que J ⊆ ω1 es numerable, existe β ∈ ω1 tal que α < β para cada α ∈ J .
Como el xβ ∈ Gβ ⊆ G por i), además xβ /∈ Uγ para cada γ < β, en particular, tenemos que
xβ ∈ G\

⋃
α∈J Uα, lo cual es una contradicción pues probamos que G ⊆

⋃
α∈J Uα. Concluimos que

X debe ser Lindelöf y por el análisis inicial, X es compacto. �

Del teorema anterior nace la siguiente pregunta:

Problema 4.9. Bajo ma + ¬ch. ¾Bajo qué condiciones sobre un espacio débilmente compacto,
X, se tiene la separabilidad de éste?

Resulta que la compacidad puede reemplazarse por una propiedad más general, completez, lo
cual no es extraño puesto que la propiedad de Baire está más relacionada con la completitud que
con la compacidad.

Recordemos que una base de �ltro G es llamada regular, si dados G1, G2 ∈ G, existe G ∈ G tal
que clXG ⊆ intX(G1 ∩G2).

De�nición 4.10. Un espacio regular, X, es π�completo si existe una colección, {Bα : α < λ} de
π�bases, con λ < 2ω, con la propiedad de que para cualquier G ⊆

⋃
{Bα : α < λ}, base de �ltro

regular en X con |G| < 2ω tal que para todo α < λ, G ∩Bα 6= ∅, ocurre que
⋂

G 6= ∅.

El siguiente teorema ilustra la de�nición anterior. Recordemos que un espacio Tychono�, X,
se dice Gλ absoluto si, X es la intersección de λ abiertos de βX. Como se puede consultar en [13],
la propiedad de ser Gλ absoluto, se hereda a los subespacios cerrados de X.

Teorema 4.11. Si X es un espacio Gλ absoluto, entonces X es π�completo.

Demostración.
Por hipótesis existe una familia {Vα : α ∈ λ} de subconjuntos abiertos de βX tales que:

X =
⋂
{Vα : α ∈ λ}.

Denotamos, para cada α < λ, Bα al conjunto:

{U ∩X : U ⊆ βX, intβX(U) 6= ∅ y clβX(U) ⊆ Vα}
Notemos que para cada α < λ, Bα es una π�base en X. En efecto, sean α < λ y V un

subconjunto abierto no vacío de X. Entonces existe un subconjunto abierto W en βX tal que
V = X ∩W . Como βX es regular, existe un subconjunto no vacío de βX, W ′ tal que clβX(W ′) ⊆
W ∩Vα (pues W ∩Vα 6= ∅). Claramente X ∩W ′ ∈ Bα y X ∩W ′ ⊆ V ; con todo, Bα es una π�base
en Y .
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Finalmente mostremos que si G ⊆
⋃
α∈λBα es una base de �ltro regular con |G| < 2ω tal

que para cada α ∈ λ, G ∩ Bα 6= ∅, entonces
⋂

G 6= ∅. Para cada G ∈ G, existe α ∈ λ tal que
G ∈ Bα; luego, existe U(α,G) ⊆ βX tal que G = X ∩ U(α,G) y clX(U(α,G)) ⊆ Vα. Dado que G es
una base de �ltro regular, la colección G′ = {clβX(U(α,G)) : G ∈ G} es una familia de subconjuntos
cerrados no vacíos que satisfacen la PIF; luego, por la compacidad de βX, tenemos que

⋂
G′ 6= ∅.

Sea x0 ∈
⋂

clβX(U(α,G)) ⊆
⋂
α<λ Vα, de aquí que x0 ∈ X. Dado que G es una base de �ltro regular

se tiene que x0 ∈
⋂
G. Concluimos que X es π�completo. �

Usaremos el siguiente lema para saber cuando un espacio π�completo es separable. Dicho lema
se puede encontrar como corolario en la página 507 de [9], al igual que su prueba.

Lema 4.12. (ma + ¬ch) Si X es un espacio π�completo de celularidad numerable y πw(X) < 2ω,
entonces X es separable.

Para un espacio topológico X, se de�ne t(X)+ como el menor cardinal regular κ que cumple
que para cada S ⊆ X y cada x ∈ clXS, existe T ⊆ S con |T | < κ tal que x ∈ clXT .

A continuación se enuncia un teorema que será usado para probar uno de los resultados prin-
cipales de esta sección (Teorema 4.15). Debemos comentar que éste es una generalización a un
resultado de Juhász (vea Corolario 4.14).

Teorema 4.13. (ma + ¬ch) Sea X un espacio topológico tal que:

a) Cualquier subespacio cerrado de X es π�completo,
b) c(X) 6 ω, t(X)+ < 2ω, y
c) Y = {x ∈ X : πχ(x,X) < 2ω} es denso en X.

Entonces X es separable.

Demostración.
Para cada y ∈ Y , denotamos por By, a una π�base local de y tal que |By| < 2ω. Denotemos

por κ a t(X)+. Para cada U ⊆ X abierto no vacío de X, �jamos un y(U) ∈ U ∩ Y y sea y(∅) un
elemento arbitrario de Y . También, para A ⊆ Y de�nimos:

A∗ = A ∪ {y(X\clXA)} ∪ {y(U∩V ) : U, V ∈
⋃
a∈A

Ba}

A continuación, de�nimos, empleando recursión, una colección {Fξ : ξ 6 κ} de subconjuntos
de Y :

(i) F0 = ∅.
(ii) Para todo ξ < κ, Fξ+1 = F ∗ξ
(iii) Si ξ 6 κ es ordinal límite, no cero, Fξ =

⋃
α<ξ Fα

Observemos que la regularidad de κ < 2ω y la de�nición de A∗ implican que para todo ξ 6 κ,
|Fξ| < 2ω. Comprobemos lo siguiente:

(1): c(Fκ) 6 ω. En efecto, sea V una familia no numerable de conjuntos abiertos de Fκ. Para cada
V ∈ V elegimos un punto pV ∈ V y un conjunto abierto en X, UV , tal que V = Fκ ∩ UV .
Entonces, para cada V ∈ V, existe BV ∈ BpV tal que BV ⊆ UV . Como c(X) 6 ω existen
V1 y V2 ∈ V tales que BV1 ∩ BV2 6= ∅. Ahora, considerando que κ es un ordinal límite,
existe ξ < κ tal que pV1 , pV2 ∈ Fξ; luego, BV1 , BV2 ∈

⋃
x∈Fξ Bx.

Lo anterior implica que y(BV1
∩BV2

) ∈ F ∗ξ ⊆ Fκ, además se tiene que y(BV1
∩BV2

) ∈
BV1
∩BV2

con lo cual y(BV1
∩BV2

) ∈ BV1
∩BV2

∩ Fκ ⊆ BV1
∩BV2

∩ Fκ ⊆ UV1
∩UV2

∩ Fκ =

(UV1
∩ Fκ) ∩ (UV2

∩ Fκ) = V1 ∩ V2 por lo tanto V1 ∩ V2 6= ∅ y así V en realidad no es una
familia celular y por tanto c(Fκ) 6 ω.

(2): πw(clXFκ) < 2ω. Para probar esto, consideremos el siguiente conjunto B = {U ∩ clXFκ :
U ∈

⋃
y∈Fκ By}. Veamos que B es una π�base para clXFκ. Sea, pues, V un abierto no

vacío en clXFκ. Como Fκ es denso en clXFκ, existe y0 ∈ V ∩ Fκ; luego, dado que κ
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es límite, existe ξ < κ tal que y0 ∈ Fξ. Por otro lado, existe un abierto UV en X de
tal foma que: V = clXFκ ∩ UV . Como y0 ∈ UV y By0 es π�base local de y0, existe
BV ∈ By0

tal que BV ⊆ UV . Entonces y(BV ) ∈ Fξ+1 ⊆ clXFκ; luego, clXFκ ∩ BV ∈ V y
clXFκ ∩BV ⊆ clXFκ ∩ UV = V .

Por lo tanto B es π�base para clXFκ. Además, ma + ¬ch implican que 2ω es regular;
luego como |B| 6 |

⋃
y∈Fκ By| y |By| < 2ω para cada y ∈ Fκ, también |Fκ| < 2ω, se sigue

que |B| < 2ω. Concluimos que πw(clXFκ) < 2ω.

(3): clXFκ es separable. Por hipótesis, clXFκ es π�completo y de (1) y (2), sabemos que c(clXFκ) =
c(Fκ) 6 ω y πω(clXFκ) < 2ω; así, por el Lema 4.12, tenemos que clXFκ es separable.

(4): clXFκ = X. Esto es pues Fκ =
⋃
ξ<κ Fξ y κ = t(X)+, entonces tenemos que clXFκ =⋃

ξ<κ clXFξ. Luego, como clXFκ es separable, existe D ⊆ clXFκ denso numerable. La re-
gularidad de κ, implica que existe ξ0 < κ tal que D ⊆ clXFξ0 . Así, clXFκ = clFκ(D) =
clXD ⊆
clXFξ0 ∩ clXFκ = clXFξ0 ; de donde clXFκ = clXFξ0 . De aquí que F ∗ξ0 ⊆ Fξ0+1 ⊆ Fκ ⊆
clXFκ = clXFξ0 . Luego, F

∗
ξ0
⊆ clXFξ0

Pero para A ⊆ X, ocurre que A∗ ⊆ clXA solo cuando clXA = X. Así que clXFξ0 = X
y por lo tanto clXFκ = X.

Concluyendo así que X es separable �

Claramente, si X es un espacio topológico, entonces X es un subconjunto denso de X; luego,
del teorema anterior obtenemos el siguiente resultado propuesto por Juhász como teorema (sin
demostración) en [9].

Corolario 4.14. (ma + ¬ch) Suponga que X es un espacio topológico tal que:

a) Todo subespacio cerrado de X es π�completo,
b) c(X) 6 ω, t(X)+ < 2ω, y
c) πχ(p,X) < 2ω para todo p ∈ X.

Entonces X es separable.

Ahora, estamos en posición de abordar el primer punto propuesto en la introducción de la
presente sección.

Teorema 4.15. (ma + ¬ch). Si X es un espacio débilmente compacto,
rc�perfecto y cada subespacio cerrado de X es π�completo. Entonces X es separable.

Demostración.
Como X es rc-perfecto, en particular X es perfecto. Además, X es débilmente compacto,

así que por el Corolario 4.3 se tiene que X es primero numerable y que c(X) 6 ω, es decir,
χ(X) 6 ω. Además, como t(X) 6 χ(X) y πχ(X) 6 χ(X), se deduce así que t(X)+ 6 ω1 < 2ω y
πχ(p,X) 6 πχ(X) < 2ω para cada p ∈ X. Es decir, podemos aplicar el corolario anterior para así
obtener que X es separable. �

Los siguientes son consecuencias interesantes del Teorema 4.15.

Corolario 4.16. (ma + ¬ch) Suponga que X es un espacio débilmente compacto, rc�perfecto,
tal que cada subespacio cerrado es π�completo, entonces X es compacto.

Demostración. Por el teorema anterior, X es separable y del Teorema 4.8 se sigue que X es
compacto. �

La siguiente consecuencia presenta una alternativa al Problema 4.9.
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Corolario 4.17. ([11], Theorem 3.6) (ma + ¬ch) Si X es un espacio débilmente compacto, Gλ
absoluto, para algún λ < 2ω, y rc�perfecto, entonces X es compacto.

Demostración. Como X es Gλ absoluto, entonces por el Teorema 4.11, X es
π�completo. Luego como cada subespacio cerrado también hereda el ser Gλ absoluto, entonces
cada subespacio cerrado también es π�completo. Así que por el Teorema 4.15, se sigue que X es
separable y con esto, por el Teorema 4.8, se sigue que X es compacto. �

Para un espacio X, consideramos

L(X) = {x ∈ X : x tiene una vecindad compacta}.
También fue demostrado por Porter y Woods en [11], que (bajo ma + ¬ch), si X es un

espacio débilmente compacto, rc�perfecto y L(X) es denso en X, entonces X es separable y, en
consecuencia, compacto. Hasta el momento, los autores, no sabemos si este resultado se sigue del
Teorema 4.15. En otras palabras, no conocemos una respuesta al problema siguiente.

Problema 4.18. ¾Es cierto que, bajo (ma), todo espacio X para el cual L(X) es denso en X, es
π�completo ?
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1. Introducción

El concepto de función que preserva la métrica aparece por primera vez en el artículo de Wilson
[13]. A partir de ese momento es investigado a fondo por muchos autores; ver por ejemplo, las citas
[1], [2], [6], [8] y [10]. Grosso modo, la idea central en esta temática es la que establece el problema
siguiente:

Pregunta. ¾Bajo qué condiciones una función f : [0,∞)→ [0,∞) satisface que, para cualquier
espacio métrico (X, d), se tiene que f ◦ d es una métrica sobre X?

En la actualidad, existen otros tipos importantes de distancias, a saber, ultramétricas, pseudo-
métricas, ω−distancias, y τ−distancias que aún no han sido exploradas o desarrolladas en relación
con las funciones que preservan las métricas. Estas distancias tienen muchas aplicaciones en ma-
temáticas; ver por ejemplo, ω−distancias, y τ−distancias en [14] y [12].

Luego, una inquietud natural, motivada por la pregunta anterior, es:
Pregunta general. ¾Bajo qué condiciones una función f : [0,∞)→ [0,∞) satisface que, para

cualquier ultramétrica, pseudométrica, ω−distancia, o τ−distancia d en X, se cumple que, f ◦ d es
una ultramétrica, pseudométrica, ω−distancia o τ -distancia en X?

El objetivo de este trabajo es analizar el problema general, centrados particularmente en el caso
de las ultramétricas y las métricas. Deseamos aclarar que el escrito es de carácter expositorio y está
basado, en su mayoría, en la obra [10], por Prapanpong Pongsriiam and Imchit Termwuttipong.
Remarcamos que lo único nuevo en este trabajo es la forma de organizar y presentar los principales
resultados conocidos de funciones que preservan métricas y ultramétricas. Deseamos que nuestra
presentación motive o estimule la curiosidad para buscar más informacón acerca de este tópico y
contribuya al desarrollo de está área.

Hemos dividido esta obra en dos secciones, como indicamos a continuación. En la primera,
denominada Preliminares, proporcionamos los conceptos, ejemplos y resultados importantes que
nos serán de utilidad para facilitar la lectura de los resultados posteriores. En la segunda, que da
el título al trabajo, incluimos algunos aspectos del estado actual de las funciones que preservan
métricas y ultramétricas.

Finalmente, comentamos que la noción de ultramétrica surge en el estudio de los números
p−ádicos y en el análisis no arquimediano [3] y [15], en topología y en sistema dinámicos [4], en
topología algebraica [5] y en teoría de informática [11].

173
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2. Preliminares

Empezamos esta sección recordando las de�niciones de métrica y ultramétrica.

De�nición 2.1. Sea X un conjunto cualquiera no vacío.
A) Una métrica enX es una función d : X×X → [0.∞) que satisface las siguientes propiedades:

para cada x, y, z ∈ X se tiene que
(1) d(x, y) = 0 si y sólo si x = y,
(2) d(x, y) = d(y, x) (Simetría),
(3) d(x, y) 6 d(x, z) + d(z, y) (Desigualdad triangular).
B) Una ultramétrica en X, es una métrica, d, que además satisface la desigualdad fuerte

(llamada desigualdad ultramétrica):
(U3) para cualesquiera x, y, z ∈ X, d(x, y) 6 max{d(x, z), d(z, y)}.
C) El par (X, d) es llamado espacio métrico si d es una métrica en X y dicho par es un espacio

ultramétrico cuando d es una ultramétrica en X.

Ejemplo 2.2. Sea (X, d) un espacio métrico, entonces d
′

= max{1, d} es un espacio métrico en
X. Sean x, y, z ∈ X: (1) d

′
(x, y) = 0 si y sólo si max{1, d(x, y)} = 0 si y sólo si d(x, y) = 0 si y

sólo si x = y;
(2) d

′
(x, y) = max{1, d(x, y)} = max{1, d(y, x)} = d

′
(y, x);

(3) Supongamos que, d
′
(x, y) > d

′
(x, z) + d

′
(z, y) y consideremos los casos siguiente:

i) d
′
(x, y) = 1, d

′
(x, z) = 1 y d

′
(z, y) = 1. Para este primer caso, tenemos que, 1 > 1 + 1 lo

cual es una contradicción;
ii) d

′
(x, y) = d(x, y), d

′
(x, z) = d(x, z) y d

′
(z, y) = d(z, y). Para este otro caso, tenemos que,

d(x, y) > d(x, z) + d(z, y), lo cual nos da nuevamente una contradicción;
iii) Si d

′
(x, y) = d(x, y), d

′
(x, z) = 1 y d

′
(z, y) = d(z, y), entonces

d(x, y) > 1 + d(z, y) > d(x, z) + d(z, y),

pero esto viola la hipótesis de que d sea una métrica;
iv) d

′
(x, y) = 1, d

′
(x, z) = 1 y d

′
(z, y) = d(z, y), entonces 1 > 1 + d(z, y) > 1 + 1 lo cual es un

absurdo. Los otros casos tambien conducen a una falsedad. Así que, d
′
(x, y) 6 d

′
(x, z) + d

′
(z, y).

Ejemplo 2.3. Sea R el conjunto de los números reales. Consideremos la distancia, d, de�nida para
cada x, y ∈ R como sigue: d(x, y) = |y − x|. No es difícil de veri�car que, d es una métrica. A ésta
se le conoce como la métrica usual en R.

Ejemplo 2.4. En R2 consideremos la siguiente función d(x, y) = ||y − x|| para cada x, y ∈ R2. Se
tiene que d es una métrica para R2, en la literatura se le conoce como métrica euclidiana en R2.

En la demostración del Teorema 3.9, emplearemos el siguiente lema.

Lema 2.5. Sea (X, d) un espacio ultramétrico. Entonces

d(x1, xn) 6 máx{d(x1, x2), d(x2, x3), . . . , d(xn−1, xn)},

para cualesquiera x1, x2, . . . , xn ∈ X.

Demostración. Tenemos que
d(x1, xn) 6 máx{d(x1, x2), d(x2, xn)}

6 máx{d(x1, x2),máx{d(x2, x3), d(x3, xn)}}

= máx{d(x1, x2), d(x2, x3), d(x3, xn)}.
Una aplicación repetida de la desigualdad ultramétrica como lo hicimos ver nos da el resultado
deseado. �
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De�nición 2.6. Sea (X, d) un espacio métrico. Decimos que:
i) X es topológicamente discreto si para cada x ∈ X existe un ε > 0 tal que Bd(x, ε) = {x},

donde Bd(x, ε) denota la bola abierta con centro en x y radio ε;
ii) X es uniformemente discreto si existe un ε > 0 tal que Bd(x, ε) = {x} para cada x ∈ X.

Nota 2.7. Todo espacio uniformemente discreto X es topológicamente discreto.

El recíproco no siempre se cumple como veremos a continuación.

Ejemplo 2.8. Sea X = { 1
2n : n ∈ N}. Considere la métrica usual en R. A�rmamos que, (X, τX)

es un espacio discreto, en efecto, sea x ∈ X, entonces existe m ∈ N tal que x = 1
2m . No es difícil

veri�car que si ε = 1
2m+2 , entonces X ∩Bd(x, ε) = {x}. De aquí que, (X, τX) es discreto.

Sin embargo X no puede ser uniformemente discreto. Para justi�carlo, observemos que, para
todo ε > 0, existe m ∈ N de tal manera que Bd( 1

2m , ε) 6= {
1

2m }. Veri�quemos la validez de esta
observación. Sea ε > 0, entonces por la propiedad arquimediana existe N ∈ N tal que 1

2N
< ε.

Tomemosm > N , entonces 1
2m+1 < ε; además, | 1

2m−
1

2m+1 | = 1
2m+1 < ε; de donde 1

2m+1 ∈ Bd( 1
2m , ε).

Así, X no es uniformemente discreto.

A continuación y para concluir esta sección, recordaremos algunas nociones que serán emplea-
das en el resto del trabajo; entre otras la de función que preserva la métrica. El lector interesado
en profundizar en esta temática recomendamos el capítulo de libro: Funciones que preservan la
métrica que puede consultar en la cita [9].

De�nición 2.9. Sea f : [0,∞)→ [0,∞) una función e I ⊆ [0,∞) un intervalo. Decimos que:
(a) f preserva la métrica si para cualquier espacio métrico (X, d), se tiene que f ◦ d es una

métrica. Además, f preserva la métrica fuertemente, si para cualquier métrica d, se tiene que, f ◦d
es equivalente a d.

(b) f es creciente en I si para cada x, y ∈ I con x < y, tenemos que f(x) 6 f(y);
(c) f es estrictamente creciente en I si para cada x, y ∈ I con x < y, tenemos que f(x) < f(y)

La noción de que f sea decreciente y estrictamente decreciente se de�ne de manera similar;
(d) f es �exible si y sólo si f−1({0}) = {0};
(e) f es subaditiva si para cualesquiera x, y ∈ [0,∞) se cumple que f(x+ y) 6 f(x) + f(y);
(f) f es estrechamente acotada si existe v > 0 tal que f(x) ∈ [v, 2v] para toda x > 0;
(g) f es convexa si f((1 − t)x + ty) 6 (1 − t)f(x) + tf(y) para cualesquiera x, y ∈ [0,∞) y

t ∈ [0, 1];
(h) f es cóncava si f((1 − t)x + ty) > (1 − t)f(x) + tf(y) para cualesquiera x, y ∈ [0,∞) y

t ∈ [0, 1].

Los resultados siguientes serán empleados en las pruebas dadas en la siguiente sección.

Lema 2.10. Si f es una función que preserva la métrica, entonces f es subaditiva.

Demostración. La prueba se puede consultar, por ejemplo, en [9], página 141. �

Lema 2.11. Sea f : [0,∞) → [0,∞) creciente y �exible. Entonces f es subaditiva si y sólo si f
preserva la métrica.

Demostración. Supongamos que f es subaditiva y sea (X, d) un espacio métrico. Veri�caremos
que f ◦ d es una métrica. Sean x, y, z ∈ X.

(1) Por ser f �exible, tenemos que f(0) = 0 y dado que d(x, y) = 0 si y sólo si x = y. Entonces
(f ◦ d)(x, y) = 0 si y sólo si x = y.

(2) (f ◦ d)(x, y) = f(d(x, y)) = f(d(y, x)) = (f ◦ d)(y, x)
(3) Pongamos a = d(x, y), b = d(x, z) y c = d(z, y). Se sigue por la desigualdad triangular que,

a 6 b+ c. Ahora, por ser f creciente y subaditiva, se concluye que, f(a) 6 f(b) + f(c).
El recíproco se sigue del Teorema 2.10. �
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Lema 2.12. Sea f : [0,∞) → [0,∞) �exible y estrechamente acotada, entonces f preserva la
métrica.

Demostración. La prueba puede ser consultada, por ejemplo, en [9] página 145. �

El siguiente lema puede ser menos conocido, por lo que presentamos su prueba.

Lema 2.13. Si f : [0,∞)→ [0,∞) �exible y cóncava, entonces la función x→ f(x)
x es decreciente

en el intervalo (0,∞).

Demostración. Sean a, b ∈ (0,∞) con a < b. Pongamos x = 0, y = b, t = a
b y apliquemos la

de�nición 2.9 inciso (h), entonces
a

b
f(b) =

(
1− a

b

)
f(0) +

a

b
f(b) 6 f

((
1− a

b

)
0 +

(a
b

)
b
)

= f(a).

Luego, f(b)
b 6

f(a)
a . �

3. Funciones que preservan métricas y ultramétricas

Para comenzar vamos a introducir las nociones que serán el objeto de estudio del presente
trabajo.

De�nición 3.1. Sea f : [0,∞)→ [0,∞). Decimos que
i) f preserva la ultramétrica si para cada espacio ultramétrico (X, d), tenemos que f ◦d es una

ultramétrica;
ii) f preserva la métrica-ultramétrica si para cada espacio métrico (X, d), tenemos que f ◦ d

es una ultramétrica;
iii) f preserva la ultramétrica-métrica si para cada espacio ultramétrico (X, d), tenemos que

f ◦ d es una métrica.

Denotemos porM el conjunto de funciones que preservan la métrica, U la colección de funciones
que preservan la ultramétrica, UM el espacio de funciones que preservan la ultramétrica-métrica y
MU la familia de funciones que preservan la métrica-ultramétrica.

Una primera inquietud o interrogante que podríamos hacernos es la siguiente.
Pregunta. ¾Existe alguna relación entre estas clases?
La proposición siguiente da una respuesta a la pregunta anterior.

Proposición 3.2. Las siguientes contenciones se satisfacen: MU ⊆
(
U∩M

)
⊆ U y M ⊆ U∪M ⊆

UM

Demostración. Sea f ∈MU, entonces f preserva la métrica-ultramétrica. Así, para cada espacio
métrico (X, d), tenemos que f ◦ d es una ultramétrica. Pero una ultramétrica es una métrica, de
aquí que, f ◦ d es una métrica. En otras palabras, f ∈M y así, MU ⊆M. Si f /∈ U, entonces existe
un espacio ultramétrico (X, d) tal que f ◦ d no es una ultramétrica, lo cual es una contradicción;
así f ∈ U. Esto otro demuestra que MU ⊆ U. Con todo llegamos que MU ⊆ (U∩M). Similarmente
se demuestra que U ∪M ⊆ UM. �

Luego de lo establecido en la proposición anterior, la pregunta inmediata es:
Pregunta. ¾Son propias las contenciones dadas en la Proposición 3.2?
Entre otras cosas, en lo que resta de este trabajo haremos ver que la respuesta a la pregunta

anterior es a�rmativa. Para lograrlo, vamos a caracterizar a las clases en cuestión. Iniciamos con
la clase U. Antes daremos algunas nociones y resultados auxiliares.

Teorema 3.3. Sea f : [0,∞)→ [0,∞). Entonces f ∈ U si y sólo si f es creciente y �exible.
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Demostración. Supongamos que f preserva la ultramétrica. Por el Corolario 3.20, f es �exible.
Veamos que es creciente. Sean a, b ∈ [0,∞) con a < b. Sean d2 la métrica euclidiana de R2 y
X = {A,B,C} ∈ R2, donde A = (−a2 , 0), B = (a2 , 0) y C = (0,

√
4b2−a2

2 ). Sea d = d2|X la
restricción de d2 sobre X. Entonces d(A,B) = a y d(A,C) = d(B,C) = b. Por lo que (X, d) es un
espacio ultramétrico. Por hipótesis f preserva la ultramétrica, así f ◦ d es una ultramétrica. Esto
implica que,

f(a) = f(d(A,B)) = (f ◦ d)(A,B) 6 max{(f ◦ d)(A,C), (f ◦ d)(B,C)} = f(b).

Supongamos que f es creciente y �exible. Ahora, veri�carémos que f preserva la ultramétrica.
Sean (X, d) un espacio ultramétrico y x, y, z ∈ X. Como f es �exible, se sigue que, (f ◦d)(x, y) = 0
si y sólo si x = y. Dado que d es una ultramétrica, tenemos que,

d(x, z) 6 max{d(x, y), d(y, z)}.
De aqui que,

d(x, z) 6 d(x, y) o d(x, z) 6 d(y, z).

Si sucediera el caso que, d(x, z) 6 d(x, y), entonces

f(d(x, z)) 6 f(d(x, y)) 6 max{(f ◦ d)(x, y), (f ◦ d)(y, z)}.
Por otra parte, si fuera este el caso d(x, z) 6 d(y, z), entonces

f(d(x, z)) 6 f(d(y, z)) 6 max{(f ◦ d)(x, y), (f ◦ d)(y, z)}.
En cualquier caso, tenemos que (f ◦d)(x, z) 6 max{(f ◦d)(x, y), (f ◦d)(y, z)}. Por la tanto, (f ◦d)
es una ultramétrica. Esto completa la prueba. �

Corolario 3.4. Sea f : [0,∞)→ [0,∞). Las siguientes a�rmaciones se satisfacen:
(i) Si f es subaditiva y preserva la ultramétrica, entonces f preserva la métrica;
(ii) Si f es creciente en [0,∞) y preserva la métrica, entonces f preserva la ultramétrica

Demostración. (i) Supongamos que f es subaditiva y preserva la ultramétrica, entonces por el
Teorema 3.3, f es creciente y �exible. Ahora, por el Lema 2.11, f preserva la métrica.

(ii) Supongamos que f es creciente en [0,∞) y preserva la métrica, entonces por el Corolario
3.20, f es �exible. Ahora, por Teorema 3.3, f preserva la ultramétrica. �

El siguiente ejemplo muestra que M 6⊆ U y U 6⊆M.

Ejemplo 3.5. Sean f, g : [0,∞)→ [0,∞) dados por f(x) = x2 y

g(x) =

 0 si x = 0,
1 si x ∈ Q \ {0},
2 si x ∈ R \Q.

Como f es �exible y creciente, entonces por el Teorema 3.3, f preserva la ultramétrica y g no lo
hace. Sea d la métrica usual en R, vemos que

(f ◦ d)(2, 3) + (f ◦ d)(1, 2) = 2 < 4 = f(2) = (f ◦ d)(1, 3).

Así f ◦ d no es una métrica y por lo tanto por el Corolario 3.4, f ◦ d no preserva la ultramétrica.
Como g(x) ∈ {1, 2} para cada x > 0, se sigue que, g es estrechamente acotada, y por lo tanto, por
el Lema 2.12, g preserva la métrica. Concluyendo f ∈ U \M y g ∈ M \ U. Esto demuestra que
M 6⊆ U y U 6⊆M. Este ejemplo tambien demuestra que las contenciones U ∩M ⊆ U y M ⊆ U ∪M
en la Proposición 3.2 son propias.

A continuación, damos algunos resultados sobre la concavidad de las funciones en U ∪M.

Teorema 3.6. Sea f : [0,∞)→ [0,∞). Si f es �exible y cóncava, entonces f preserva la ultramé-
trica.
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Demostración. Supongamos que f es �exible y cóncava. Demostremos que f es creciente. Primero
observemos que, si y > 0, entonces f(y) > f(0) ya que f es �exible. En lo que sigue, sea 0 < x < y y
procedamos por contradicción suponiendo que f(y) < f(x). Pongamos t = f(y)

f(x) , x1 = (yf(x)−xf(y))
(f(x)−f(y))

y x2 = x. Tenemos que, t ∈ [0, 1] y x1, x2 ∈ (0,∞). Como f es cóncava, obtenemos que,

f(y) + (1− t)f(x1) = (1− t)f(x1) + tf(x2) 6 f((1− t)x1 + tx2) = f(y).

Esto implica que, f(x1) = 0 lo cual contradice el hecho que x1 > 0 y f se �exible. Por lo que f es
creciente. Luego, por Teorema 3.3, f preserva la ultramétrica. �

Corolario 3.7. Si f : [0,∞)→ [0,∞) es �exible y cóncava, entonces f preserva la ultramétrica y
métrica.

Demostración. La primera parte viene del Teorema 3.6. La otra parte aparece en la literatura,
pero aquí proporcionamos una prueba alternativa. Por los Teoremas 3.3 y 3.6 se tiene que f es
creciente, así, por el Lema 2.11 solo resta veri�car que f es subaditiva.

Sean a, b ∈ (0,∞). Por el Lema 2.13, tenemos que, f(a+b)
a+b 6 min{

f(b)
b , f(a)

a }. Por lo que,

f(a+ b) = a
(f(a+ b)

a+ b

)
+ b
(f(a+ b)

a+ b

)
6 a

(f(a)

a

)
+ b
(f(b)

b

)
= f(a) + f(b).

�

El próximo ejemplo muestra que existe una función que preserva la métrica y la ultramétrica
pero no es cóncava.

Ejemplo 3.8. Sea f : [0,∞)→ [0,∞) de�nida por

f(x) =


x si x ∈ [0, 1],
1 si x ∈ [1, 10],

x− 9 si x ∈ (10, 11),
2 si x > 11,

Es fácil veri�car que f es �exible y creciente, así por el Teorema 3.3, f preserva la ultramétrica.
Ahora, veri�caremos que f preserva la métrica. Por el Lema 2.11 es su�ciente demostrar que f
es subaditiva. Observe que f(x) 6 x y f(x) 6 2 para cada x ∈ [0,∞). Sean a, b ∈ [0,∞) y
consideremos varios casos

Caso 1). Si a, b ∈ [0, 1], entonces f(a) + f(b) = a+ b > f(a+ b).
Caso 2). Si a, b ∈ [1, 10], entonces f(a) + f(b) = 2 > f(a + b). Similarmente, si a, b > 10,

entonces f(a+ b) 6 2 < f(a) + f(b).
Caso 3). Si a ∈ [0, 1] y b ∈ [1, 10], entonces

f(a) + f(b) = a+ 1 > max{1, a+ b− 9} > f(a+ b).

Caso 4). Si a ∈ [0, 1] y b > 11, entonces

f(a) + f(b) = a+ 2 > 2 = f(a+ b).

Caso 5). Si a ∈ [1, 10] y b ∈ [10,∞), entonces

f(a) + f(b) = b− 8 > 2 = f(a+ b).

Los otros casos pueden ser obtenidos similarmente, por lo que f es subaditiva. De aquí que f
preserva la métrica. Como f( 9+11

2 ) < (f(9)+f(11))
2 , se sigue que, f no es cóncava. Resumiendo

f ∈ U ∩M pero f no es cóncava. Además, f no es una constante en el semirrayo (0,∞). Este
ejemplo también demuestra que U ∩M 6⊆MU y la contensión MU ⊆ U ∩M en la Proposición 3.2
es propia.

Nuestro próximo objetivo es caracterizar las funciones en MU
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Teorema 3.9. Sea f : [0,∞)→ [0,∞). Entonces f preserva la métrica-ultramétrica si y sólo si f
es �exible y f es una constante en el intervalo (0,∞).

Demostración. Supongamos que f es �exible y es una constante en el intervalo (0,∞). Es decir,
existe una constante c > 0 tal que

f(x) =

{
0 si x = 0,
c si x > 0.

Para demostrar que f preserva la métrica-ultramétrica. Sean (X, d) un espacio métrico y x, y, z
puntos X. Si x = y o x = z o y = z, entonces es fácil ver que,

(f ◦ d)(x, y) 6 max{(f ◦ d)(x, z), (f ◦ d)(z, y)}.
Si x, y, z son todos distintos, entonces (f ◦ d)(x, y) = c = (f ◦ d)(x, z) = (f ◦ d)(y, z) y asi,

(f ◦ d)(x, y) 6 max{(f ◦ d)(x, z), (f ◦ d)(z, y)}.
Esto demuestra que (f ◦ d) es una ultramétrica.

Ahora supongamos que, f ∈MU y veri�caremos que f es �exible y es una constante en (0,∞).
Pero, por el Corolario 3.20, basta demostrar que f es una constante en el intervalo (0,∞). A lo
largo de la prueba, d es la métrica usual de R y d2 la métrica Euclidiana de R2. Aplicaremos el
Lema 2.13 repetidamente. Primero mostraremos que

f(1) = f
( 1

n

)
= f

(m
n

)
para cualesquiera m,n ∈ N.

Así, sean m,n ∈ N arbitrarios. Dado que f ∈ MU, se sigue que, (f ◦ d) es una ultramétrica en R.
Por el Lema 2.13, tenemos que

f(1) = (f ◦ d)(0, 1) 6 max
{

(f ◦ d)
(

0,
1

n

)
, (f ◦ d)

( 1

n
,

2

n

)
, . . . , (f ◦ d)

(n− 1

n
, 1
)}

= max
{
f
( 1

n

)
, f
( 1

n

)
, f
( 1

n

)
, . . . , f

( 1

n

)}
= f

( 1

n

)
.

Para ver la la otra desigualdad, pongamos

A =
(
− 1

2n
, 0
)
, B =

( 1

2n
, 0
)

y C =
(

0,

√
4− ( 1

n )2

2

)
.

Como f ∈MU, se sigue que, (f ◦ d2) es una ultramétrica en R2. De aquí que,

f
( 1

n

)
= (f ◦ d2)(A,B) 6 max{(f ◦ d2)(A,C), (f ◦ d2)(C,B)}

= max{f(1), f(1)} = f(1).

Luego, f(1) = f
(

1
n

)
.

Similarmente, procedamos como antes

f
(m
n

)
= (f ◦ d)

(
0,
m

n

)
6 max

{
(f ◦ d)

(k − 1

n
,
k

n

)
: k = 1,m

)}
= f

( 1

n

)
.

La otra desigualdad se obtiene como sigue. Sean

A =
(
− 1

2n
, 0
)
, B =

( 1

2n
, 0
)

y C =
(

0,

√
4(mn )2 − ( 1

n )2

2

)
.

Se sigue que,

f
( 1

n

)
= (f ◦ d2)(A,B) 6 max{(f ◦ d2)(A,C), (f ◦ d2)(C,B)}

= f
(m
n

)
.

Así, f
(

1
n

)
= f

(
m
n

)
.
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En resumen lo que hemos probado hasta este momento es lo siguiente:

f
( 1

n

)
= f

(m
n

)
= f(1), para cualesquiera m,n ∈ N.

En otras palabras,

(10.1) f(1) = f(q) para cada q ∈ Q ∩ (0,∞).

Sea a ∈ Qc∩(0,∞). Ahora, mostraremos que, f(a) = f(1). Para hacerlo, sean q1, q2 ∈ Q∩(0,∞)
tales que q1 < a < q2. Sean

A1 =
(
− q1

2
, 0
)
, B1 =

(q1

2
, 0
)

y C1 =
(

0,

√
4a2 − q2

1

2

)
,

A2 =
(
− a

2
, 0
)
, B2 =

(a
2
, 0
)

y C2 =
(

0,

√
4q2

2 − a2

2

)
,

Por la igualdad (10.1) y el hecho que (f ◦ d2) es una ultramétrica en R2, obtenemos que,

f(1) = f(q1) = (f ◦ d2)(A1, B1) 6 max{(f ◦ d2)(A1, C1), (f ◦ d2)(C1, B1)}
= f(a) = (f ◦ d2)(A2, B2)

6 max{(f ◦ d2)(A2, C2), (f ◦ d2)(C2, B2)}
= f(q2) = f(1).

Esto demuestra que,

(10.2) f(1) = f(a) para cada a ∈ Qc ∩ (0,∞).

De las ecuaciones (10.1) y (10.2), obtenemos que, f(x) = f(1) para cada x ∈ (0,∞). La prueba
esta completa. �

Sean d una métrica y f una función que preserva la métrica. Entonces o bien f ◦ d es una
métrica equivalente con d ó f ◦ d es una métrica uniformemente discreta. Además, f es continua
en [0,∞) si y sólo si es continua en 0 ver referencia [2] al [8]. Por el Teorema 3.9, obtuvimos que,
cualquier función que preserva la métrica-ultramétrica es discontinua en 0 y f ◦ d es una métrica
uniformemente discreta para toda métrica d. Enunciamos esto en el siguiente corolario.

Corolario 3.10. Sea f : [0,∞) → [0,∞) una función que preserva la métrica-ultramétrica. En-
tonces

i) f ◦ d es una métrica uniformemente discreta para cada métrica d,
ii) f es discontinua en 0 y es continua en (0,∞).

Demostración. Por el Teorema 3.9, existe una constante c > 0 tal que

f(x) =

{
0 si x = 0,
c si x > 0.

Así, ii) se sigue inmediatamente. Para ver el inciso i), sea (X, d) un espacio métrico, entonces

(f ◦ d)(x, y) =

{
0 si x = y,
c si x 6= y.

Pongamos ε = c
2 . Tenemos que ε > 0 y Bf◦d(x, ε) = {x} para cada x ∈ X. �

Para concluir este trabajo, centraremos nuestra atención en la clase UM. Primeramente dare-
mos una caracterización de ésta; para ello emplearemos la noción de tripletas triangulares.

De�nición 3.11. Una tripleta triangular, es una terna (a, b, c) con a, b, c > 0 tales que a 6 b+ c,
b 6 a+ c y c 6 a+ b. Denotemos por 4 el conjunto de las tripletas triangulares.
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En la siguiente de�nición, introducimos un tipo especial de tripletas triangulares que nos serán
de utilidad para caracterizar funciones que preservan las ultramétricas.

De�nición 3.12. Una tripleta (a, b, c) con a, b, c > 0 será llamada tripleta ultra-triangular si
a 6 max{b, c}, b 6 max{c, a} y c 6 max{a, b}. Denotemos por 4∞ el conjunto de las tripletas
ultra-triangulares.

Dado que, compararemos las propiedades de las funciones f en UM con las de M, primero
establecemos una caracterización de las funciones que preservan la métrica en términos de tripletas
triangulares.

Teorema 3.13. Suponga que f creciente. Entonces las siguientes proposiciones son equivalente
1) f preserva la métrica,
2) para cada (a, b, c) ∈ 4, se tiene que, (f(a), f(b), f(c)) ∈ 4,
3) para cada (a, b, c) ∈ 4, se tiene que, f(a) 6 f(b) + f(c)).

Demostración. La prueba puede ser consultada, en [9]. �

De manera similar al Teorema 3.13, obtenemos una caracterización de las funciones en UM en
términos de tripletas ultra-triangulares. Antes de hacerlo veamos los siguientes lemas.

Lema 3.14. Si (a, b, c) ∈ 4∞, entonces (i) a 6 b = c o (ii) b 6 c = a o (iii) c 6 a = b.

Demostración. Sea (a, b, c) ∈ 4∞ y supongamos que a, b, c son todos distintos. Sin perder
generalidad, podemos suponer que a < b < c. Entonces max{a, b} < c lo que contradice al hecho
que (a, b, c) ∈ 4∞. Así, a, b, c no pueden ser todos distintos. Si a = b, entonces c 6 max{a, b} = a
y (iii) se satisface. Similarmente a = c, implica que, b 6 max{a, c} = c y (ii) se cumple y si b = c,
entonces lo hace (i). �

Lema 3.15. Sean (X, d) un espacio ultra-métrico y x, y, z puntos en X, se sigue que, la terna
(d(x, y), d(x, z), d(z, y)) es una tripleta ultra-triangular. Recíprocamente, si (a, b, c) es una tripleta
ultra-triangular, entonces existe un espacio ultra-métrico (X, d) y puntos x, y, z ∈ X tales que
(a, b, c) = (d(x, y), d(x, z), d(z, y)).

Demostración. La primera parte se sigue de la desigualdad ultra-métrica de d. Para ver la otra
parte, supongamos que, (a, b, c) ∈ 4∞. Por el Lema 3.14, podemos suponer que, a 6 b = c (los
otros casos pueden ser probados similarmente). Sean X = {A,B,C} ⊆ R2, donde A = (−a2 , 0),

B = (a2 , 0) y C = (0,
√

4b2−a2

2 ). Sea d2 la métrica euclidiana en R2 y d = d2|X . Entonces (X, d) es
un espacio ultra-métrico y (a, b, c) = (d2(A,B), d2(A,C), d2(C,B)). �

Teorema 3.16. Suponga que f creciente. Entonces las siguientes proposiciones son equivalente
1) f preserva la ultra-métrica,
2) para cada (a, b, c) ∈ 4∞, se tiene que, (f(a), f(b), f(c)) ∈ 4,
3) para cada 0 6 a 6 b, se tiene que, f(a) 6 2f(b).

Demostración. 1)→ 2). Sean f ∈ UM y (a, b, c) ∈ 4∞. Por el Lema 3.15, existe un espacio ultra-
métrico (X, d) y puntos x, y, z ∈ X tales que (a, b, c) = (d(x, y), d(x, z), d(z, y)). Como f ∈ UM,
entonces (X, f ◦ d) es un espacio métrico. De aquí que, por la desigualdad triangular de f ◦ d,
obtenemos que, ((f ◦d)(x, y), (f ◦d)(x, z), (f ◦d)(z, y)) es una tripleta triangular. En otras palabras,
((f ◦ d)(x, y), (f ◦ d)(x, z), (f ◦ d)(z, y)) ∈ 4.

2) → 3). Supongamos que 2) se satisface. Sea 0 6 a 6 b. Entonces (a, b, b) ∈ 4∞. Así, por el
supuesto, (f(a), f(b), f(b)) ∈ 4. Por lo que, f(a) 6 f(b) + f(b) = 2f(b).

3) → 1). Supongamos que 3) se satisface. Sea (X, d) un espacio ultramétrico. Como f es
�exible y (f ◦ d)(x, y) = 0 si y sólo si x = y, entonces resta por demostrar que, la desigualdad
triangular es válida para f ◦ d. Sean x, y, z ∈ X puntos cualesquiera. Por el Lema 3.15, obtenemos
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que ((f ◦ d)(x, y), (f ◦ d)(x, z), (f ◦ d)(z, y)) ∈ 4∞. Ahora, el Lema 3.14, nos permite suponer que,
d(x, y) 6 d(x, z) = d(z, y) (los otros casos se prueban de manera similar). Por el supuesto 3),
concluimos que,

(f ◦ d)(x, y) = f(d(x, y)) 6 2f(d(x, z))

= f(d(x, z)) + f(d(x, z))

= (f ◦ d)(x, z) + (f ◦ d)(x, z),

y la prueba esta completa. �

Para �nalizar con este capítulo, damos un ejemplo para mostrar que la contenciónM∪U ⊆ UM

dada en la Proposición 3.2 es propia.

Ejemplo 3.17. Sea f : [0,∞)→ [0,∞) de�nida como sigue:

f(x) =

{
x, si x 6 1;
1
2 , si x > 1.

Sea d la métrica usual sobre R. Entonces

(f ◦ d)
(2

3
, 2
)

+ (f ◦ d)
(

1,
2

3

)
=

1

2
+

1

3
< 1 = f(1) = (f ◦ d)(1, 2).

Tenemos que, f ◦d no es una métrica y así f /∈M. Dado que f no es creciente, f /∈ U véase Teorema
3.3. En lo que sigue, aplicaremos el Teorema 3.16, para veri�car que f ∈ UM. Sean 0 6 a 6 b y
consideremos los casos siguientes:

Caso 1). Si 1
2 6 b, entonces f(b) = b > 1

2 y así 2f(b) > 1 > f(x) para toda x ∈ [0,∞). En
particular, 2f(b) > 1 > f(a).

Caso2). Si b < 1
2 , entonces a <

1
2 y así f(a) = a 6 b = f(b) < 2f(b). En cualquier caso, hemos

obtenido que f(a) < 2f(b), así f ∈ UM. Como f 6∈M y f 6∈ U, se sigue que, M ∪ U 6⊆ UM.

Observación 3.18. i) A partir de los Ejemplos 3.5, 3.8 y 3.17 concluimos que las contenciones
MU ⊆ U ∩M, U ∩M ⊆ U, M ⊆ U ∪M y U ∪M ⊆ UM dadas en la Proposición 3.2 son propias.

ii) Si reemplazamos 1
2 por una constante c en la de�nición de f dada en el Ejemplo 3.17 ( esto

es, f(x) = x si x 6 1 y f(x) = c si x > 1), entonces f ∈ UM si y sólo si c > 1
2 .

No es tarea difícil veri�car que si f ∈ M, entonces f es �exible. Extendemos este hecho para
el caso de cualquier función f ∈M ∪MU ∪ UM ∪ U.

Proposición 3.19. Si f ∈ UM, entonces f es �exible.

Demostración. Supongamos que f ∈ UM, entonces f preserva la ultramétrica-métrica. Para
demostrar que, f es �exible, sea x ∈ [0,∞) tal que f(x) = 0. Sea X = {A,B,C} ∈ R2, donde
A = (−x2 , 0), B = (x2 , 0) y C = (0,

√
3x
2 ). Sean d2 la métrica euclidiana de R2 y d = d2|X la

restricción de d2 sobre X. Entonces

d(A,B) = d(A,C) = d(B,C) = x.

Pero, por hipótesis (X, d) es ultramétrico; así, f ◦ d es una métrica.

f(0) = f(d(A,A)) = (f ◦ d)(A,A) = 0 y (f ◦ d)(A,B) = f(d(A,B)) = f(x) = 0.

De aquí que A = B, o sea, (−x2 , 0) = (x2 , 0). Luego, x = 0. �

Corolario 3.20. Si f : [0,∞)→ [0,∞) está en M, MU, U, o UM, entonces f es �exible.
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Demostración. Por la Proposición 3.2, UM = M ∪MU ∪ U ∪ UM. Luego, el resultado se sigue
de la Proposición 3.19. �

Para dar continuidad con este tema de investigación, invitamos al lector a informarse si existe
alguna cita donde den respuesta a las siguientes preguntas:

Pregunta 1: ¾Bajo qué condiciones una función f : [0,∞) → [0,∞) satisface que, para
cualquier τ−distancia d en X, se cumple que, f ◦ d es una τ -distancia en X?

Pregunta 2: ¾Bajo qué condiciones una función f : [0,∞) → [0,∞) satisface que, para
cualquier τ−distancia d en X, la función f ◦ d es una τ -distancia equivalente a d?
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El propósito de esta nota es defender la propuesta que los espacios de convergencia, aunque
mucho menos conocidos que los espacios topológicos, constituyen un mejor marco para considerar
las preguntas que interesan a la topología como disciplina. Propongo también que la di�cultad que
experimentan muchos estudiantes ante el nivel de abstracción encontrado en una primera clase de
topología no sería signi�cativamente superior si se enseñara directamente la estructura más general
pero también más natural de espacio de convergencia, considerando los espacios topológicos sólo
como un importante caso particular. Por lo tanto, no me dirijo sólo a los docentes y estudiantes
de postgrado ya cómodos con varias herramientas topológicas sino también a estudiantes que
todavía no tienen ninguna familiaridad con la topología. Al pensar en ell@s tengo que empezar la
presente discusión hablando de lo que se trata de hacer en topología. Así que voy a arriesgarme a
charlar sobre el tema a grandes rasgos de manera informal y heurística, asumiendo sin vergüenza
la parcialidad e ingenuidad de mi punto de vista, así como también sus omisiones, simpli�caciones
y aproximaciones. (1)

1. ¾Cuál es el propósito de la topología?

A menudo se escucha que la topología es un tipo de geometría en la cual los objetos geométricos
se pueden deformar como si fueran de caucho. Para entender este lema, consideren la situación
familiar de dos triángulos congruentes en el plano:

1No intentamos de ninguna forma dar un panorama histórico del desarrollo de la teoría de espacios de con-
vergencia, y tampoco pretendemos dar ningún resultado nuevo. Como la terminología ha cambiado con los años,
nos quedamos con terminología y notaciones consistentes con las de [3] y no nos preocupamos por aclarar nombres
alternativos que aparecieron en la literatura.

185
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Todos estamos acostumbrados a considerarlos �el mismo triángulo�. En términos más so�stica-
dos, los interpretamos como iguales porque en geometría euclidiana consideramos objetos �módulo
isometrías�, es decir, si existe una isometría (una biyección que conserva las distancias) entre dos
objetos, entonces tenemos dos versiones del mismo objeto. En topología también consideramos
objetos módulo una cierta clase de transformaciones, pero esa clase es mucho más amplia: a veces
son llamadas �deformaciones continuas� o más exactamente homeomor�smos, es decir, biyecciones
que son continuas con función inversa también continua. En nuestro caso euclidiano, se pueden
pensar esas deformaciones continuas como el tipo de transformación experimentada por un trozo
de arcilla bajo la rueda del alfarero, mientras no se corta ni se pincha ni se pega nada.

Así consideramos como iguales muchos objetos que no son nada parecidos, desde el punto
de vista del geómetra euclidiano, por usar una clase de funciones más amplia como estándar
de igualdad. Esta situación da origen al chiste que presenta al topólog@ como alguien que no
puede distinguir entre la super�cie de una rosquilla y la de una taza de café, dos super�cies
homeomorfas y por lo tanto igualadas por topólog@s. Dentro de ese contexto una preocupación
importante es distinguir objetos. Para conseguirlo se necesita identi�car propiedades preservadas
por deformaciones continuas o invariables. Al observar una discrepancia de ese tipo de propiedad
entre dos objetos se encuentra una diferencia más profunda que lo que se puede identi�car a primera
vista si sólo nos enfocamos en cuestiones de medidas. El estudio de propiedades invariables y su
uso para clasi�car objetos módulo transformaciones continuas constituye una parte importante de
la topología.

Un aspecto fundamental que hasta ahora hemos pasado por alto es el signi�cado de continua.
Dicho signi�cado queda más o menos claro en el caso de una función entre espacios euclidianos
por la presencia de una noción natural de distancia (euclidiana): la distancia entre las imágenes
de dos puntos es tan pequeña como queramos si la distancia entre los puntos es lo su�cientemente
pequeña, es decir, simbólicamente,

ĺım
x→a

f(x) = f(a),

como lo hubiera visto el estudiante de cálculo en el bachillerato. El primer encuentro con la noción
de continuidad es entonces en términos de preservación de límites, lo cual es la forma más natural
de pensarla.

Una topología es una estructura sobre un conjunto que permite hablar de continuidad de forma
abstracta, así como también de convergencia. Históricamente hubo otras estructuras propuestas
para cumplir con el mismo propósito, pero la topología se impuso como la estructura adecuada,
por su de�nición simple (2), las diversas formas equivalentes de describir la estructura, y su genera-
lidad adecuada para capturar varios modos de convergencia encontrados en análisis que no podían
capturar las distancias, como la convergencia puntual de sucesiones de funciones. Por lo tanto, la
topología forma una parte importante de los fundamentos, no sólo de varios aspectos de geome-
tría, sino también del análisis, y permite formalizar, como vimos, convergencia y continuidad, pero
también nociones de �proximidad�, de conectividad, de dimensión, y muchas más.

Sin embargo, vamos a ver que el marco topológico sufre de varias limitaciones e intuitivamente
resulta poco natural. Por ejemplo, la continuidad de una función f : X → Y entre dos espacios
topológicos se de�ne de una forma que no se relaciona directamente con la preservación de límites:

2Una topología sobre un conjunto X es una familia de subconjuntos de X cerrada por intersecciones de un
número �nito de miembros y por uniones arbitrarias, que también cuenta con ∅ y X como miembros. Los miembros
de la topología se llaman abiertos.
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si O es un subconjunto abierto de Y , su pre-imagen

f−(O) = {x ∈ X : f(x) ∈ O}
también es abierta en X. Si bien se puede caracterizar la continuidad en términos de preservación
de límites, eso requiere una re-interpretación de la estructura, como veremos a continuación.

La propuesta que de�ende las presentes notas es que sería más fácil describir la estructura
directamente en términos de límites. Como veremos, la estructura que resulta es más general y sin
embargo conlleva también muchas ventajas sobre estructuras topológicas.

2. ¾Qué objetos considerar para límites?

Mi tesis es que los límites, encontrados y manipulados en cálculo antes de que tenga lugar
cualquier consideración topológica, deberían formar la noción primitiva del marco topológico. El
primer encuentro con límites formales ocurre habitualmente en el contexto de sucesiones en espacios
euclidianos, como en la recta real. Si {xn}∞n=1 es una sucesión de números reales y ` ∈ R, decimos
que {xn}∞n=1 converge a `, simbólicamente,

ĺım
n→∞

xn = `,

si el ir lo su�cientemente profundo en la sucesión nos permite asegurarnos que la distancia entre
el límite ` y los puntos xn de la sucesión sea tan pequeña como queremos. Formalmente,

(11.1) ĺım
n→∞

xn = ` ⇐⇒ ∀ε > 0 ∃k ∈ N ∀n > k |xn − `| < ε.

La primera observación es que, si bien aparece naturalmente la consideración del límite de una
sucesión y queremos una teoría que lo permita, ese límite no depende de la sucesión misma sino,
en el caso de una sucesión sin repetición, solo del conjunto subyacente S = {xn : n ∈ N}, porque
(11.1) se reformula (en este caso) como

ĺım
n→∞

xn = ` ⇐⇒ ∀ε > 0 card (S \ (`− ε, `+ ε)) <∞.

La esencia de una sucesión (y de su generalización llamada �net� en inglés y red, en español) es
el orden; sin embargo, el orden es irrelevante en lo que respecta a la convergencia: si ĺımn→∞ xn = `
entonces también ĺımn→∞ xϕ(n) = ` para cualquier permutación ϕ de los indices. Esto indica que
las sucesiones (o las redes) no son los objetos adecuados para hablar de convergencia.

¾Qué objeto considerar entonces? Empezamos notando que la relación de convergencia (11.1)
se puede ver como una relación entre dos familias de subconjuntos de R: la familia B(`) =
{(`− ε, `+ ε) : ε > 0} de las bolas centradas en ` y la familia X = {{xn : n > k} : k ∈ N} de las
colas de la sucesión {xn}∞n=1. Explícitamente ĺımn→∞ xn = ` si cada miembro de B(`) contiene
como subconjunto un miembro de X. Esa observación nos lleva a la siguiente de�nición: si A y B

son dos familias de subconjuntos de X, decimos que A es mas �na que B (o que B es mas gruesa
que A) y escribimos A > B, si cada elemento de B contiene como subconjunto un elemento de A:

(11.2) A > B ⇐⇒ ∀B ∈ B ∃A ∈ A A ⊂ B.
En esos términos

(11.3) ĺım
n→∞

xn = ` ⇐⇒ X > B(`).

Resulta útil notar que la relación > sobre el conjunto 22X de las familias de subconjuntos de X es
re�exiva y transitiva, pero no antisimétrica. El procedimiento estándar para obtener un orden es
notar que la relación ≈ de�nida sobre 22X por

A ≈ B ⇐⇒ A > B ∧B > A

es una relación de equivalencia y considerar el orden inducido sobre el conjunto cociente 22X/ ≈.
Al notar que

A ≈ B ⇐⇒ A↑ = B↑,
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donde
A↑ := {C ⊂ X : ∃A ∈ A A ⊂ C} ,

el cociente 22X/ ≈ se puede identi�car con la familias isotonas de subconjuntos de X, es decir, las
que satisfacen A = A↑. Así concluimos que la convergencia (11.1) que ya habíamos reformulado
como (11.3) no se trata realmente de las familias X y B(`) sino de las familias isotonas X↑ and
B(`)↑. Se podría desarrollar una teoría de convergencias para familias isotonas, también llamadas
a veces �stacks� en inglés, pero resulta en un marco demasiado general. Nos conviene más explotar
una propiedad adicional común a X y a B(`): las dos familias son cerradas por intersecciones de
un número �nito de sus miembros. Así que X↑ and B(`)↑ son �ltros en el sentido de la siguiente
de�nición:

De�nición 2.1. F ⊂ 2X es un �ltro (sobre X) si ∅ /∈ F, F = F↑ y

F1 ∈ F ∧ F2 ∈ F =⇒ F1 ∩ F2 ∈ F.

Denotaremos FX el conjunto de todo los �ltros sobre X.

El marco general es por lo tanto una teoría que permite considerar límites para �ltros e
implícitamente también para familias B ⊂ 2X por las cuales B↑ ∈ FX, como por ejemplo la familia
X de colas de una sucesión, la cual determina la convergencia de la sucesión.

Tal familia B se llama una base de �ltro o una base del �ltro B↑ generado por B. Una familia
B ⊂ 2X es una base de �ltro si y sólo si para cualesquier elementos B1 y B2 de B existe B3 ∈ B

con B3 ⊂ B1 ∩ B2. Si restringimos la relación (11.2) a las bases de �ltro, las bases de �ltro
equivalentes por ≈ generan el mismo �ltro de tal forma que cada clase de equivalencia por ≈
contiene exactamente un �ltro.

3. Un poco de topología desde el punto de vista de la convergencia

Aunque haya varias formas equivalentes de de�nir la estructura, la de�nición clásica de una
topología es la siguiente:

De�nición 3.1. Una topología τ sobre un conjunto X es una familia τ ⊂ 2X de subconjuntos de
X que satisface:

1. ∅ ∈ τ y X ∈ τ ;
2. U ∈ τ y V ∈ τ =⇒ U ∩ V ∈ τ ;
3. A ⊂ τ =⇒

⋃
A∈AA ∈ τ .

Los elementos de τ son llamados abiertos o τ -abiertos si se considera más de una topología a la
vez. Un conjunto equipado con una topología se llama un espacio topológico.

Dado que queremos hablar de convergencia y continuidad, primero recordaremos las de�nicio-
nes clásicas:

De�nición 3.2. Una función f : X → Y entre espacios topológicos (X, τ) and (Y, θ) es continua
si

(11.1) U ∈ θ =⇒ f−(U) ∈ τ.

De�nición 3.3. Sea (X, τ) un espacio topológico. Una sucesión {xn}∞n=1 de puntos de X converge
a ` ∈ X (en τ), denotado ` ∈ ĺımn→∞ xn, si

(11.2) ∀U ∈ τ (` ∈ U =⇒ ∃k ∈ N ∀n > k xn ∈ U) .

Será conveniente denotar
Oτ (x) := {U ∈ τ : x ∈ U}

la familia de todos los conjuntos abiertos que contienen x, y notar que Oτ (x) es una base de �ltro.
Clásicamente se llama vecindad de x a cualquier subconjunto de X que contiene un elemento de



3. UN POCO DE TOPOLOGÍA DESDE EL PUNTO DE VISTA DE LA CONVERGENCIA 189

Oτ (x), es decir, la familia de todas las vecindades de x es el �ltro Oτ (x)↑ que denotaremos Nτ (x)
y llamaremos �ltro de vecindades de x.

Dada la discusión en la sección anterior, debería quedar claro que

` ∈ ĺım
n→∞

xn ⇐⇒ X > Oτ (`) ⇐⇒ X↑ > Nτ (`),

lo cual sugiere la siguiente de�nición:

De�nición 3.4. Un �ltro F ∈ FX sobre un espacio topológico (X, τ) converge a x ∈ X denotado
x ∈ ĺımτ F si F > Nτ (x).

La convergencia de una sucesión se ve entonces naturalmente como la convergencia del �ltro
X↑ asociado con la sucesión, porque como ya vimos, no depende de la sucesión misma sino del �ltro
X↑.

Con esas notaciones, ĺımτ F es el conjunto (potencialmente vacío) de todo los puntos a donde
converge F. Nos será útil notar que cuasi por de�nición

(11.3) F > H =⇒ ĺımτ F ⊃ ĺımτ H,

y

(11.4) ∀x ∈ X x ∈ ĺımτ{x}↑

porque x pertenece a todos sus vecindades, es decir, {x}↑ > Nτ (x).
Por de�nición de vecindad, un conjunto es abierto si y solo si es vecindad de todos sus elementos:

(11.5) O ∈ τ ⇐⇒ O ∈
⋂
x∈O

Nτ (x).

En vista de la de�nición 3.4, (11.5) signi�ca que si un �ltro converge a un punto de O, o sea,
F > Nτ (x) con x ∈ O, entonces O ∈ F. Así que se caracterizan fácilmente los conjuntos abiertos
directamente en términos de límites:

(11.6) O ∈ τ ⇐⇒ (ĺımτ F ∩O 6= ∅ =⇒ O ∈ F) .

Observe que la familia Nτ (Nτ (x)) ⊂ 2X de�nida por

(11.7) Nτ (Nτ (x)) :=
⋃

V ∈Nτ (x)

⋂
t∈V

Nτ (t),

es decir que A ∈ Nτ (Nτ (x)) si existe V ∈ Nτ (x) tal que A ∈
⋂
t∈V Nτ (t), es un �ltro. Además,

(11.8) Nτ (Nτ (x)) = Nτ (x).

Para verlo se debe notar que Nτ (Nτ (x)) ⊂ Nτ (x) porque si A ∈
⋂
t∈V Nτ (t) para algún V ∈ Nτ (x),

en particular A ∈ Nτ (x) porque x ∈ V . Recíprocamente, si V ∈ Nτ (x) = Oτ (x)↑ existe U ∈ Oτ (x)
con U ⊂ V y U ∈ Nτ (Nτ (x)) por (11.5).

Dada la de�nición 3.4, la continuidad se puede interpretar de la forma �correcta� y �natural�.
Para formularla necesitamos la noción de �ltro imagen de un �ltro F ∈ FX bajo una función
f : X → Y :

f [F] := {f(F ) : F ∈ F}↑,
lo cual se puede también describir de forma equivalente como {B ⊂ Y : f−(B) ∈ F}.

Proposición 3.5. Una función f : X → Y entre dos espacios topológicos (X, τ) y (Y, θ) es
continua si y solo si

(11.9) x ∈ ĺımτ F =⇒ f(x) ∈ ĺımθ f [F],

para todo x ∈ X y todo F ∈ FX. Demostración. Si f : X → Y es continua y x ∈ ĺımτ F, dado
U ∈ Oθ(f(x)), vemos que f−(U) ∈ Oτ (x) por continuidad. Además F > N(x) = Oτ (x)↑ así que
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f−(U) ∈ F y entonces f(f−(U)) ∈ f [F]. Notando que f(f−(U)) ⊂ U y f [F] es isotona, concluimos
que U ∈ f [F] y por lo tanto f [F] > Oθ(f(x)), es decir, f(x) ∈ ĺımθ f [F].

Recíprocamente, supongamos que (11.9) es válido para todo x ∈ X y F ∈ FX, y que U ∈ θ.
Vemos que f−(U) ∈ τ vía (11.6): si x ∈ ĺımτ F ∩ f−(U) entonces, por (11.9), f(x) ∈ ĺımθ f [F] ∩ U
y, por (11.6), U ∈ f [F] porque U ∈ θ, lo cual es equivalente a f−(U) ∈ F. Concluimos por (11.6)
que f−(U) ∈ τ . �

De la misma manera, la de�nición clásica de conjunto cerrado, a saber el complemento de un
conjunto abierto, no da mucha idea sobre lo que signi�ca la noción en términos de límites. Sin
embargo, es fácil aclarar que �cerrado� signi�ca lo que se espera que signi�que, es decir, que está
�cerrado por límites�:

Proposición 3.6. Un subconjunto C de un espacio topológico (X, τ) es cerrado si y sólo si

(11.10) (F ∈ FX ∧ C ∈ F) =⇒ ĺımτ F ⊂ C.

Demostración. Supongamos que C sea cerrado, que C ∈ F y que x ∈ ĺımτ F. Si x /∈ C entonces
x ∈ ĺımτ F ∩ (X \ C) y X \ C ∈ F por (11.6), porque X \ C es abierto. Es una contradicción con
C ∈ F porque ∅ = C ∩ (X \ C) /∈ F.

Recíprocamente, si (11.10) queremos mostrar que O = X \C es abierto, vía (11.6), es decir, si
H ∈ FX y x ∈ ĺımτ H ∩ O necesitamos justi�car que O ∈ H. Si por el contrario O /∈ H, entonces
H 6⊂ O para todo H ∈ H porque H es isotona. Por lo tanto H ∩ C 6= ∅, para todo H ∈ H, y
entonces F = {H ∩ C : H ∈ H}↑ es un �ltro más �no que H con C ∈ F. Por (11.10) y (11.3),
concluimos que ĺımτ H ⊂ C, lo cual no es compatible con nuestra hipótesis que x ∈ ĺımτ H ∩ O.
Entonces O ∈ H y C es un conjunto cerrado. �

Como cualquier unión de conjuntos abiertos es abierta, cualquier intersección de conjuntos
cerrados es cerrada, así que, para todo subconjunto A de un espacio topológico existe el conjunto
cerrado mas pequeño que lo contenga. Se le llama cerradura de A y lo denotaremos clτA. Dado la
proposición 3.6,

(11.11) clτA =
⋃

F∈FX,A∈F

ĺımτ F,

lo cual da una intuición clara de cómo formar la cerradura, agregando a A (que es un subconjunto
de
⋃
A∈F∈FX ĺımτ F por (11.4)) los límites de �ltros sobre A.

Observación 3.7. Es importante darse cuenta que en general no son su�cientes las sucesiones para
caracterizar la continuidad como en la proposición 3.5, o la cerradura como en (11.11). Por supuesto,
funciones continuas preservan los límites de sucesiones (en el sentido clásico) y la cerradura de un
conjunto contiene los límites de las sucesiones de sus elementos. Pero en ambos casos se necesitan
�ltros generales, y no sólo los asociados con sucesiones, para la otra dirección, como lo muestra el
ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.8. Consideren la topología τ sobre

X =
{
xn,k : (n, k) ∈ N2

}
∪ {x∞}

dada por todos los subconjuntos de X \ {x∞} y los conjuntos

Vf,p = {xn,k : n > p, k > f(n)} ∪ {x∞},

donde p ∈ N y f : N→ N.
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Dejamos al lector veri�car que τ es una topología.
Observemos que no hay ninguna sucesión de puntos de X \ {x∞} que converja a x∞, porque

cualquier sucesión de ese tipo tendría que encontrarse con un número in�nito de �columnas�
{xn,k : k ∈ N} para poder encontrarse con los conjuntos Vf,p cuando p es lo su�cientemente
grande. Entonces se podría encontrar una subsucesión cuyo conjunto subyacente se interseca con
cada columna o bien solamente en un punto o en ninguno. Como subsucesión de una sucesión
convergente a x∞, también tendría que converger a x∞. Pero eso es imposible, porque se puede
formar un conjunto Vf,p seleccionando en cada {xn,k : k ∈ N} solo los xn,k con k más grande que
el punto de la subsucesión. El conjunto Vf,p que resulta no tiene intersección con los puntos de la
subsucesión.

Sin embargo, x∞ ∈ clτ (X \ {x∞}) porque el �ltro generado por{
Vf,p \ {x∞} : f ∈ NN, p ∈ N

}
converge a x∞.

La función identidad de (X, τ) a (X, 2X) preserva los límites de sucesiones porque acabamos
de ver que las únicas sucesiones que convergen en τ son las que se vuelven constantes después de un
número �nito de términos. Pero no es una función continua. Por ejemplo, para cualquier elección
de p y f el conjunto U = {x∞} ∪ (X \ Vp,f ) es abierto en 2X pero no en τ .

Recapitulando, vimos en esta sección que las nociones básicas de topología se pueden reformular
en términos de una noción natural de convergencia de �ltros, la cual permite interpretaciones
que encontramos más intuitivas. Se podría (y en mi opinión se debería) plantear la estructura
directamente en esos términos, como lo haremos a continuación.

En vista de (11.7) y (11.8), primera necesitamos una de�nición: si N(·) : X → FX and F ∈ FX
de�nimos el contorno de N(·) a lo largo de F por

N(F) =
⋃
F∈F

⋂
x∈F

N(x),

lo cual pertenece a FX (3).

3Si A ⊂ B y A ∈ N(F), existe F ∈ F tal que A ∈
⋂
x∈F N(x) y entonces B ∈

⋂
x∈F N(x) porque cada

N(x) = N(x)↑. Si A ∈ N(F) y B ∈ N(F) existen FA y FB en F con A ∈
⋂
x∈FA N(x) y B ∈

⋂
x∈FB N(x). Dado que
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De�nición 3.9. Una función de vecindad es una función N(·) : X → FX que satisface

N(x) 6 {x}↑(11.12)

N(N(x)) = N(x)(11.13)

para todo x ∈ X.

Cada función de vecindad N(·) induce una noción de conjuntos abiertos dada por (11.5) y una
de convergencia de �ltros de�nida por

(11.14) x ∈ ĺımF ⇐⇒ F > N(x).

La noción de función de vecindad (o la noción de convergencia asociada) ofrece una presentación
equivalente de topologías:

Proposición 3.10. La familia τ de todos los conjuntos abiertos en el sentido de (11.5) por una
función de vecindad N(·) es una topología sobre X para la cual N(x) = Nτ (x) para todo x ∈ X,
de tal forma que (11.14) es la convergencia en τ .

Demostración.Queda claro queX ∈
⋂
x∈X N(x) porqueX es un miembro de cada familia isotona,

en particular de cada �ltro. También ∅ ∈
⋂
x∈∅N(x) = 2X . Si O ∈

⋂
x∈O N(x) ⊂

⋂
x∈V ∩O N(x)

y V ∈
⋂
x∈V N(x) ⊂

⋂
x∈V ∩O N(x) entonces O ∩ V ∈

⋂
x∈V ∩O N(x) porque

⋂
x∈V ∩O N(x) es

un �ltro como intersección de �ltros. Si Oi ∈
⋂
x∈Oi N(x) para todo i ∈ I entonces

⋃
j∈I Oj ∈⋂

x∈Oi N(x) para todo i ∈ I, porque Oi ⊂
⋃
j∈I Oj y

⋂
x∈Oi N(x) es un �ltro. Por lo tanto,⋃

j∈I Oj ∈
⋂
x∈

⋃
j∈I Oj

N(x) y
⋃
j∈I Oj ∈ τ . Entonces τ es una topología. Finalmente, Nτ (x) = N(x)

para todo x ∈ X, porque la condición N(N(x)) = N(x) implica que Oτ (x)↑ = N(x): por de�nición
Oτ (x) ⊂ N(N(x)) ⊂ N(x). Recíprocamente, si V ∈ N(x), observemos que

x ∈ intV := {t ∈ X : V ∈ N(t)} ⊂ V.
Para concluir que V ∈ Oτ (x)↑ es su�ciente ver que intV es abierto: Si t ∈ intV entonces V ∈
N(t) = N(N(t)) y V ∈

⋂
s∈U N(s) para algún U ∈ N(t), de tal manera que U ⊂ intV , es decir,

intV ∈ N(t). �

4. Subespacios y cocientes topológicos

Acabamos de ver que las topologías se pueden caracterizar por la convergencia de �ltros (11.14),
convergencia que depende de una función de vecindad como en la de�nición 3.9. Antes de pasar a
generalizaciones naturales, vamos a considerar uno de los fallos estructurales de las topologías como
marco general (en el sentido que dentro de ese marco las operaciones estándares no se comportan
bien): los cocientes no son hereditarios. ¾Qué signi�ca eso? Empezaremos por hablar de cocientes.

Dado un espacio topológico (X, τ) y una relación de equivalencia ∼ sobre X, se quiere poner
de forma canónica una topología sobre el conjunto cociente X/ ∼. Naturalmente queremos que la
sobreyección canónica q : X → X/ ∼ sea continua, lo cual signi�ca que los conjuntos abiertos U
de la topología θ sobre X/ ∼ deben veri�car q−(U) ∈ τ . La forma canónica de hacer eso que se
ofrece es

U ∈ θ ⇐⇒ q−(U) ∈ τ,
lo cual de�ne una topología llamada topología cociente. Cuando se considera un cociente de un
espacio topológico se entiende que por defecto el conjunto cociente conlleva la topología cociente,
que es la topología máxima sobre el conjunto cociente que vuelve la sobreyección canónica continua.

FA ∩ FB ∈ F porque F ∈ FX, resulta que

A ∩B ∈
⋂

x∈FA∩FB

N(x) ⊂ N(F)

porque cada N(x) es un �ltro.
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Por otro lado, el adjetivo hereditario se re�ere a subespacios. Si (X, τ) es un espacio topológico
y A ⊂ X, se dota a A la topología τ|A inducida por τ , de�nida por

O ∈ τ|A ⇐⇒ ∃U ∈ τ (U ∩A = O) ,

la cual convierte A en un subespacio (topológico) de X. Es útil notar que es la topología mínima
que vuelve la función inclusión i : A→ X (de�nida por i(a) = a para todo a ∈ A) continua.

Regresando a cocientes: ¾En qué sentido podríamos considerar una forma de subcociente en
esa situación? Tiene que ser un subconjunto B del cociente X/ ∼, y tenemos dos formas naturales
de ponerle una topología: la topología cociente por la restricción q : q−(B)→ B donde q−(B) tiene
la topología inducida por la de X, o la topología inducida sobre B por la topología cociente de
X/ ∼. El cociente X/ ∼ es hereditario si esas dos posibilidades resultan en la misma topología, para
cualquier B ⊂ X/ ∼. Como ya se anunció, los cocientes topológicos en general no son hereditarios,
lo cual podemos ver hasta en espacios topológicos �nitos:

Ejemplo 4.1. Sea X = {0, 1, 2, 3} con la topología τ = {∅, {0, 2}, {1, 3}, {0, 1, 2, 3}} y ∼ la relación
de equivalencia que identi�ca 3 y 2 de forma que la sobreyección canónica es q : X → Y = {0, 1, 2}
con q(0) = 0, q(1) = 1, q(2) = q(3) = 2. La topología cociente sobre Y es la topología indiscreta
{∅, Y }, así que el subconjunto B = {0, 1} de Y es indiscreto (con la topología {∅, B}) como
subespacio de Y , pero es discreto (con topología 2B) con la topología cociente por q : q−(B)→ B,
cual es la topología inducida sobre B por X:

Figura 1. A la izquierda, los rectángulos representan los conjuntos abiertos
no vacíos de X y de Y con la topología cociente. Los dos conjuntos abiertos no
triviales de X son disjuntos pero �se juntan� en el cociente, porque q−(2) tiene
puntos en cada uno. A la derecha, las �echas representan la convergencia de los
�ltros {x}↑ en esos dos mismos espacios.

¾Cómo arreglar ese tipo de fallo estructural de las operaciones topológicas? En muchos casos
se puede pensar que el marco elegido es demasiado general y buscar condiciones adicionales para
forzar el comportamiento esperado, pero en nuestro caso ya hemos observado el problema con
espacios �nitos, lo cual deja poca esperanza de encontrar una solución mediante la restricción del
marco. Otra opción es pensar que el marco es demasiado pequeño para permitir que las operaciones
se realicen de forma natural, un poco como a los números reales �les falta lugar� para factorizar, y
los números complejos forman el marco más adecuado aún para considerar problemas formulados
en los números reales.

5. Espacios pretopológicos

Para arreglar el problema encontrado en el ejemplo 4.1, vamos a considerar un primer nivel
de generalización, a partir del punto de vista sobre topologías dado por las funciones de vecindad,
pero después vamos a ver que no basta para aliviar todos los fallos estructurales de las topologías,
lo cual nos va a llevar a la noción clave de espacio de convergencia.



194 11. ESPACIOS DE CONVERGENCIA I . . .

Figura 2. prevencidad de la pretopología de Féron

De�nición 5.1. Una pretopología π sobre un conjuntoX está dada por una función de prevecindad
Vπ(·) : X → FX que solo tiene que satisfacer Vπ(x) 6 {x}↑ para todo x ∈ X.

De la misma manera que con una función de vecindad, una pretopología π induce una noción
de convergencia similar a (11.14), explícitamente

(11.1) x ∈ ĺımπ F ⇐⇒ F > Vπ(x),

y una de conjunto abierto similar a (11.5), es decir,

O π-abierto ⇐⇒ O ∈
⋂
x∈O

Vπ(x),

pero ahora Nπ(x) := Oπ(x)↑ no tiene que coincidir con Vπ(x).
La familia de los conjuntos π-abiertos forman una topología (con un argumento similar al

usado en la proposición 3.10 que no repetiremos) llamada modi�cación topológica de π y denotada
τπ.

Observe que

(11.2) Nπ(x) = Nτπ(x) 6 Vπ(x)

y entonces ĺımπ F ⊂ ĺımτπ F para todo �ltro F, pero la inclusión recíproca puede fallar.

Ejemplo 5.2 (Una pretopología �nita que no es una topología). La pretopología π sobre {0, 1, 2}
dada por

Vπ(0) = {0}↑, Vπ(1) = {0, 1}↑, Vπ(2) = {1, 2}↑.
no es topológica:

Vπ(Vπ(2)) = {{0, 1, 2}} 6= Vπ(2),

lo cual signi�ca que la función de prevecindad no es una función de vecindad. De hecho, los
únicos conjuntos abiertos son ∅, {0}, {0, 1} y {0, 1, 2}. Entonces Vπ(Vπ(0)) = Vπ(0) = Nπ(0),
Vπ(Vπ(1)) = Vπ(1) = Nπ(1) pero

Vπ(Vπ(2)) = Nπ(2) � Vπ(2),

así que ĺımτπ Nπ(2) = {2} mientras que ĺımπ Nπ(2) = ∅.

Ejemplo 5.3 (Una pretopología sobre el plano que no es una topología). Considere sobre R2 la
función de prevecindad de�nida por

V((x, y)) = {(x− ε, x+ ε)× {y} ∪ {x} × (y − ε, y + ε) : ε > 0}↑ ,

el �ltro generado por �cruces� centradas en (x, y):
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Note que el conjunto V = (x− ε, x+ ε)× {y} ∪ {x} × (y− ε, y+ ε) es prevecindad de uno solo
de sus elementos, (x, y), porque cualquier cruz centrada en otro punto de V tiene elementos fuera
de V , como está ilustrado en la parte derecha de la Figura 5.3. Entonces, V(x, y) no puede tener
una base de �ltro formada por conjuntos abiertos y la pretopología no es topológica.

Decimos que una pretopología π es más �na que otra pretopología τ sobre el mismo conjunto
X, o que τ es más gruesa que π, y escribimos π > τ , si la función de identidad es continua de (X,π)
a (X, τ), es decir, si ĺımπ F ⊂ ĺımτ F para todo F ∈ FX, de forma equivalente, si Vπ(x) > Vτ (x)
para todo x ∈ X. En esos términos, (11.2) signi�ca que π > τπ para toda pretopología π.

Proposición 5.4. Dada una pretopología π, la topología τπ es la topología más �na dentro de
las que son más gruesas que π.

Demostración. τπ es una topología más gruesa que π. Si τ es otra, entonces Nτ (x) 6 Vπ(x)
para todo x, y todos los conjuntos τ -abiertos son también π-abiertos, es decir τ ⊂ τπ, de forma
equivalente, τ 6 τπ (como pretopologías). �

Una consecuencia inmediata es que una pretopología π es una topología si y solo si π = τπ,
de forma equivalente, τπ > π. Además de

(contractiva) π > τπ

notamos que τ satisface también

(creciente) π > τ =⇒ τπ > ττ

y

(idempotente) τ(τξ) = τξ.

Ahora que entendemos la diferencia entre una topología y la estructura más general de preto-
pología, consideraremos los cocientes pretopológicos.

Así como la topología cociente es la topología más �na sobre el cociente que vuelve la so-
breyección canónica continua, la pretopología cociente es la pretopología más �na con la misma
propiedad. De forma similar, la topología inducida sobre un subconjunto es la topología más
gruesa sobre el subconjunto que vuelve la función de inclusión continua, y la pretopología inducida
es la pretopología más gruesa con la misma propiedad.

Es importante notar que aunque la topología y la pretopología inducidas por una topología
coinciden (corolario 5.6), la topología y la pretopología cocientes de un espacio topológico en general
no son iguales (ejemplo 5.7).

Proposición 5.5. Sea π una pretopología sobre X y A ⊂ X. La pretopología π|A inducida sobre
A por π se caracteriza por

Vπ|A(x) = {V ∩A : V ∈ Vπ(x)} ,
para todo x ∈ A.

Demostración. Como x ∈ V ∩A 6= ∅, para todo V ∈ Vπ(x), y Vπ(x) ∈ FX, también

{V ∩A : V ∈ Vπ(x)} ∈ F.

En efecto, esa familia es cerrada por intersecciones �nitas, y si A ⊃W ⊃ V ∩A por algún V ∈ Vπ(x),
entonces W ∪A ⊃ V así que W ∪A ∈ Vπ(x) y W = (W ∪A)∩A ∈ {V ∩A : V ∈ Vπ(x)}. Además,
es el �ltro más grueso cuya imagen por la inclusión i : A→ X es Vπ(x). Concluimos que es el �ltro
de prevencidad de x por π|A. �

Corolario 5.6. Sea una (pre)topología π = τπ sobre X y A ⊂ X. La pretopología inducida por
π sobre A coincide con la topología inducida.
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Demostración. Es su�ciente observar que Vπ(x) = Nπ(x) y que

Nπ|A(x) = {V ∩A : V ∈ Nπ(x)}
de�ne la topología inducida y comparar con la proposición 5.5. �

Ejemplo 5.7 (Cociente pretopológico pero no topológico de un espacio topológico). Consideren
la situación del ejemplo 4.1. Noten que

NX(0) = {0, 2}↑ = NX(2) y NX(1) = {1, 3}↑ = NX(3),

así que la pretopología π cociente sobre Y = {0, 1, 2} no coincide con la topología cociente, cual es
la indiscreta {∅, Y }, porque Vπ(0) = {0, 2}↑, Vπ(1) = {1, 2}↑ y Vπ(2) = {{0, 1, 2}}.

Figura 3. Esa �gura se debe comparar con la �gura 1. La convergencia de los
�ltros {x}↑ en X es por supuesto la misma, pero en la pretopología cociente, la
identi�cación de 2 con 3 junta las �echas sin crear nuevas, en contraste con la
situación de la �gura 1 donde la convergencia depende de los conjuntos abiertos.

El problema de herencia encontrado en el ejemplo 4.1 desaparece en el ejemplo 5.7 cuando se
usa la pretopología cociente en vez de la topología cociente: el subconjunto {0, 1} es discreto en X
y en Y . No es una casualidad:

Teorema 5.8. Los cocientes pretopológicos son hereditarios.

Si A ∩ F 6= ∅ para todo F ∈ F notaremos

F ∨A := {F ∩A : F ∈ F}↑.
Demostración. Sea (X, τ) un espacio pretopológico, ∼ una relación de equivalencia sobre X y
B ⊂ X/ ∼. Denotamos por π la pretopología cociente sobre X/ ∼. Por la proposición 5.5, la
pretopología π|B inducida por π sobre B satisface

Vπ|B (b) = Vπ(b) ∨B = Big(
⋂

x∈q−(b)

q[Vτ (x)]Big) ∨B =
⋂

x∈q−(b)

(q[Vτ (x)] ∨B),

mientras q−(B) esta equipado con τ|q−(B) cuya función de prevecindad satisface Vτ|q−(B)
(x) =

Vτ (x) ∨ q−(B). Por lo tanto q : q−(B) → B induce la pretopología más �na sobre B que vuelve
q : q−(B)→ B continua, es decir, la pretopología con función de vecindad dada por

V(b) =
⋂

x∈q−(b)

q[Vτ (x) ∨ q−(B)].

Concluimos con la observación que q[Vτ (x) ∨ q−(B)] = q[Vτ (x)] ∨B. �

Sin embargo, los cocientes pretopológicos también conllevan problemas, por no ser productivos.
Para considerar esa di�cultad, tenemos que de�nir la pretopología producto π×τ sobre el producto
X ×Y de dos espacios pretopológicos (X,π) y (Y, τ), lo cual también necesita la consideración del
producto de dos �ltros. Si F ∈ FX y G ∈ FY entonces

F × G = {F ×G : F ∈ F, G ∈ G}↑
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es un �ltro sobre X × Y . Por de�nición, π × τ es la pretopología más gruesa sobre X × Y que
vuelve las proyecciones pX : X × Y → (X,π) y pY : X × Y → (Y, τ) continuas, pretopología que
se de�ne por

Vπ×τ (x, y) = Vπ(x)× Vτ (y).

Si, en ese contexto, ∼X y ∼Y son relaciones de equivalencias sobre X y Y , respectivamente, y los
cocientes W = X/ ∼X y Z = Y/ ∼Y están equipados con las pretopologías cocientes πW y πZ ,
tenemos dos maneras naturales de poner una pretopología sobre W ×Z: la pretopología πW × πZ ,
producto de las pretopologías cocientes, o la pretopología cociente θ de (X×Y, π×τ) por la relación
de equivalencia ≈ de�nida sobre X × Y por

(x1, y1) ≈ (x2, y2) ⇐⇒ x1 ∼X x2 y y1 ∼Y y2.

Los cocientes pretopológicos no son productivos en el sentido que πW × πZ y θ en general no
coinciden.

Ejemplo 5.9. Consideren

X =
{
xn,k : (n, k) ∈ N2

}
∪ {xn : n ∈ N}

con la (pre)topología π dada por Vπ(xn,k) = Nπ(xn,k) = {xn,k}↑ y

Vπ(xn) = Nπ(xn) = {Vn,p = {xn} ∪ {xn,k : k > p} : p ∈ N}↑ .

Sea la relación de equivalencia ∼X que identi�ca todo los puntos xn. El conjunto cociente corres-
pondiente es

W = X/ ∼X= {x∞} ∪ {xn,k : (n, k) ∈ N2}
y la pretopología y la topología cociente coinciden en ese caso, y esa estructura es dada por

NπW (xn,k) = {xn,k}↑, NπW (x∞) =
{
Vf = {x∞} ∪ {xn,k : k > f(n)} : f ∈ NN}↑ .

Sea Y = Z = {yn : n ∈ N} ∪ {y∞} con la (pre)topología Nτ (yn) = {yn}↑ y

Nτ (y∞) = {{y∞} ∪ {yn : n > k} : k ∈ N}↑ ,

y τ = πZ .
Vamos a ver que πW × τ no es la pretopología θ cociente de (X × Y, π × τ) por

(x, y) ≈ (x′, y′) ⇐⇒ x ∼X x′ y y = y′
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sobre W × Z. Sea q : X × Y →W × Z la sobreyección canónica. En efecto,

Vθ(x∞, y∞) =
⋂
n∈N

q[Vπ×τ (xn, y∞)]

=
⋂
n∈N

q [Vπ(xn)× Vτ (y∞)]

mientras que
VπW×τ (x∞, y∞) = VπW (x∞)× Vτ (y∞).

Dada una sucesión pn de números naturales con pn →
n→∞

∞, el conjunto

S =
⋃
n∈N

({x∞} ∪ {xn,k : k > pn} × {y∞} ∪ {yn : n > pn})

pertenece a Vθ(x∞, y∞) (4) pero no a VπW×τ (x∞, y∞). Para ver eso, noten que si S fuera miembro
de VπW×τ (x∞, y∞), existiría f ∈ NN y k ∈ N tal que

Vf × {y∞} ∪ {yn : n > k} ⊂ S,

lo cual no es el caso: para cada n lo su�cientemente grande, pn > k y entonces, (xn,f(n), yk) /∈ S,
aunque pertenezca a Vf × {y∞} ∪ {yn : n > k}.

6. Espacios de convergencia

6.1. De�niciones y propiedad de los cocientes. ½Por �n llagamos a considerar espacios
de convergencia! La raíz del problema en el ejemplo 5.9 es que las estructuras pretopológicas
dependen de un solo �ltro (el de prevencidad) en cada punto. En vez de dar la estructura local
(en un punto dado) mediante un �ltro (de prevencidad), basta decir cuáles son los �ltros que
convergen (en ese punto) y solo asumir lo mínimo heredado por la situación topológica, es decir,
(11.3) y (11.4):

De�nición 6.1. Una convergencia ξ sobre un conjunto X es una relación entre el conjunto FX de
los �ltros sobre X y X que denotamos x ∈ ĺımξ F cuando (F, x) ∈ ξ, que satis�ce (11.3) y (11.4), es
decir, ĺım : FX → 2X preserva el orden de inclusión y los �ltros principales de singulares convergen
en el punto que los de�ne. El par (X, ξ) es un espacio de convergencia.

La continuidad es simplemente preservación de los límites, es decir, una función f : (X, ξ) →
(Y, τ) es continua si

(11.1) x ∈ ĺımξ F =⇒ f(x) ∈ ĺımτ f [F].

Denotamos C(ξ, τ) el conjunto de todas las funciones continuas de (X, ξ) a (Y, τ).
Ya vimos que toda topología se puede ver como una pretopología, y cada pretopología dada

por una función de prevencidad V(·) se puede ver como una convergencia ξV donde

x ∈ ĺımξV F ⇐⇒ F > V(x).

Además, la continuidad en el sentido (pre)topológico y en el sentido de convergencia coinciden.
El orden entre (pre)topologías sobre el mismo conjunto X se extiende a las convergencias:

ξ > θ ⇐⇒ id : (X, ξ)→ (X, θ)

⇐⇒ ĺımξ F ⊂ ĺımθ F para todo F ∈ FX.

4porque si se selecciona un elemento Fi ∈ Fi ∈ FX para todo i ∈ I, entonces⋃
i∈I

Fi ∈
⋂
i∈I

Fi,

porque cada Fi es una familia isotona.
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Ese orden vuelve el conjunto de todas las convergencias sobre X en un retículo completo cuyos
supremos e ín�mos son dados por

ĺım∨
ξ∈Ξ ξ

F =
⋂
ξ∈Ξ

ĺımξ F y ĺım∧
ξ∈Ξ ξ

F =
⋃
ξ∈Ξ

ĺımξ F.

Las construcciones estándares de subespacio, cociente y producto siguen el patrón ya familiar en
términos de estructura inicial o �nal en el sentido de las siguientes de�niciones:

De�nición 6.2. Dado f : (X, ξ) → Y , existe (5) la convergencia más �na sobre Y que vuelve f
continua. Se llama convergencia �nal para f y ξ y la denotamos fξ.

De forma dual, dado f : X → (Y, τ), existe la convergencia más gruesa sobre X que vuelve f
continua. Se llama convergencia inicial para f y τ y la denotamos f−τ .

Para que f : (X, ξ)→ Y sea continua se necesita que los �ltros f [F] con x ∈ ĺımξ F converjan
en f(x). Dado (11.3), los �ltros más �nos también tienen que converger. La forma más �na de
lograrlo, es decir con menos �ltros convergentes, de�ne fξ:

(11.2) y ∈ ĺımfξ G ⇐⇒ ∃x ∈ f−(y) ∃F ∈ FX (x ∈ ĺımξ F y f [F] 6 G) .

De forma similar, vemos que

(11.3) x ∈ ĺımf−τ F ⇐⇒ f(x) ∈ ĺımτ f [F].

Una observación inmediata pero importante en el proceso de algebraización de muchas nociones
topológicas que surge en el marco de los espacios de convergencia es:

(11.4) f ∈ C(ξ, τ) ⇐⇒ fξ > τ ⇐⇒ ξ > f−τ.

La convergencia ξ|A inducida por (X, ξ) sobre A ⊂ X es i−ξ donde i : A → (X, ξ) es la
inclusión. El espacio de convergencia (A, i−ξ) es un subespacio de (X, ξ). Dado (11.3), si a ∈ A
and F ∈ FA
(11.5) a ∈ ĺımξ|A F ⇐⇒ a ∈ ĺımξ F

↑X .

Si (X, ξ) es un espacio de convergencia y ∼ es una relación de equivalencia sobre X, la con-
vergencia cociente sobre X/ ∼ es qξ donde q : X → X/ ∼ es la sobreyección canónica. De forma
más general, cada sobreyección f : X → Y se puede interpretar como sobreyección canónica del
cociente por la relación x ∼ t si y solo si f(x) = f(t) y por lo tanto si f : (X, ξ) → Y es una
sobreyección, la convergencia �nal fξ también se llama convergencia cociente.

Si (X, ξ) y (Y, τ) son dos espacios de convergencia, la convergencia producto ξ× τ sobre X×Y
es la más gruesa que vuelve las dos proyecciones pX : X × Y → (X, τ) y pY : X × Y → (Y, τ)
continuas, es decir,

ξ × τ = p−Xξ ∨ p
−
Y τ.

Este marco muy general pero simple formado por los espacios de convergencia no sufre de los
problemas encontrados en los ejemplos 4.1 y 5.9.

Teorema 6.3. Los cocientes de convergencia son hereditarios y productivos ( 6).

Demostración. Sea f : (X, ξ)→ (Y, fξ) una sobreyección y B ⊂ Y . Para ver que los cocientes son
hereditarios queremos mostrar que f

(
ξ|f−(B)

)
= (fξ)|B . Dado (11.2) y (11.5), si y ∈ B y G ∈ FB,

(11.6) y ∈ ĺım(fξ)|B G ⇐⇒ ∃x ∈ f−(y) ∃F ∈ FX
(
x ∈ ĺımξ F y f [F] 6 G↑Y

)
,

mientras

(11.7) y ∈ ĺımf(ξ|f−(B))
G ⇐⇒ ∃x ∈ f−(y) ∃H ∈ F(f−(B))

(
x ∈ ĺımξH

↑X y f [H] 6 G
)
.

5porque la topología indiscreta {∅, Y } hace f continua y el ín�mo de todas las convergencias sobre Y , que
hacen f continua, también vuelve f continua.

6De hecho, en el contexto de espacios de convergencia, un producto de un número in�nito de funciones cocientes
es cociente.



200 11. ESPACIOS DE CONVERGENCIA I . . .

En (11.6) F satisface f [F] 6 G↑Y y B ∈ G entonces, B ∩ f(F ) 6= ∅ para todo F ∈ F así que
H = {F ∩ f−(B) : F ∈ F} ∈ F(f−(B)) genera sobre X un �ltro más �no que F y entonces x ∈
ĺımξH

↑X , lo cual da (11.7), porque f [H] = {f(F ) ∩B : F ∈ F} ⊂ G dado B ∈ G. Recíprocamente
si (11.5) F = H↑X satisface (11.6).

Consideren dos funciones cociente f : (X, ξ)→ (Y, fξ) y g : (W, θ)→ (Z, gθ) y f×g : X×W →
Y × Z de�nida por (f × g)(x,w) = (f(x), g(w)). Para ver que los cocientes son productivos es
su�ciente ver que la convergencia cociente para f × g, es decir (f × g)(ξ× θ) es el producto fξ× gθ
de las convergencias cociente:

(y, z) ∈ ĺımfξ×gθH ⇐⇒ y ∈ ĺımfξ pY [H] y z ∈ ĺımgθ pZ [H]

⇐⇒ ∃x ∈ f−(y)∃w ∈ g−(z)∃F ∈ FX∃G ∈ FW
x ∈ ĺımξ F, w ∈ ĺımθ G, f [F] 6 pY [H], g[G] 6 pZ [H]

⇐⇒ ∃x ∈ f−(y)∃w ∈ g−(z)∃F ∈ FX∃G ∈ FW
(x,w) ∈ ĺımξ×θ F × G, (f × g)[F × G] 6 H

⇐⇒ (y, z) ∈ ĺım(f×g)(ξ×θ) H.

�

6.2. La ley exponencial. Las ventajas de los espacios de convergencia sobre las topologías
no terminan en los cocientes. Tal vez la razón más importante por la cual es mucho más conveniente
trabajar con convergencias en vez de topologías es porque los conjuntos de funciones continuas
tienen una estructura de convergencia canónica que �se porta bien� en un sentido que vamos
a aclarar a continuación, mientras que en general no existe tal topología (7). Para explicar esto,
consideremos primero la ley exponencial para los conjuntos de funciones (sin considerar continuidad
por ahora):

(11.8) ZX×Y ≡
(
ZX
)Y

.

¾Que signi�ca esto? Si ZX denota el conjunto de todas las funciones de X a Z, tenemos para
cualquier terna de conjuntos X,Y y Z una biyección canónica exp : ZX×Y → (ZX)Y entre ZX×Y

y (ZX)Y de�nida por
(exp g)(y)(x) = g(x, y),

cuya biyección inversa ·̂ : (ZX)Y → ZX×Y es dada por

ĥ(x, y) = h(y)(x).

Si e : X ×ZX → Z es la evaluación dada por e(x, f) = f(x) tenemos los siguientes diagramas
conmutativos:

X × Y
idX × exp g //

g

((

X × ZX

e

��

X × Y idX ×h //

ĥ
((

X × ZX

e

��
Z Z

¾Que tipo de análogo a (11.8) podemos esperar en el contexto topológico o de convergencia? En
esos marcos, queremos remplazar los conjuntos de funciones por conjuntos de funciones continuas,
lo cual daría

(11.9) C(ξ × τ, σ) ≡ C(τ, C(ξ, σ))

para toda terna (ξ, τ, σ) de espacios topológicos o de convergencia, donde ≡ representa otra vez
una biyección o aún mejor un homeomor�smo. Noten que en el caso donde ξ and τ son topologías

7En términos de teoría de categorías, la categoría de los espacios de convergencia y funciones continuas es
cartesiana cerrada, mientras la categoría de los espacios topológicos(y funciones continuas) no lo es.
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discretas, los conjuntos de funciones continuas considerados son los conjuntos de todas las funciones,
así que la biyección coincide con (la restricción de) exp. Pero la fórmula (11.9) no tiene sentido sin
ponerle a C(ξ, σ) una estructura topológica o de convergencia θ, resultando en

(11.10) C(ξ × τ, σ) ≡ C(τ, θ).

Tal estructura θ necesariamente vuelve la evaluación e : (X, ξ) × (C(ξ, σ), θ) → (Z, σ) continua,
porque en el caso de (Y, τ) = (C(ξ, σ), θ) en (11.10), la función identidad idC(ξ,σ) se encuentra en
el conjunto a la derecha, entonces su imagen bajo exp−1 está en el conjunto a la izquierda, es decir,
̂idC(ξ,σ) = e es continua.

Además, θ tiene que ser la estructura más gruesa que vuelve la evaluación continua porque si
θ satisface (11.9), y θ′ vuelve la evaluación e : (X, ξ) × (C(ξ, σ), θ′) → (Z, σ) continua; entonces,
con (Y, τ) = (C(ξ, σ), θ′) en (11.10), la evaluación e está en el conjunto a la izquierda, entonces
exp(e) = idC(ξ,σ) ∈ C(θ′, θ), es decir, θ′ > θ.

La convergencia más gruesa sobre C(ξ, σ) que vuelve la evaluación continua siempre existe: la
continuidad implica que para cualquier par de �ltros F ∈ FX y G ∈ F(C(ξ, σ)) que converjan (a
x y f respectivamente), la imagen e(F × G) converge a f(x) en σ. Para obtener la estructura más
gruesa que satisface esta condición, debemos pedir

f ∈ ĺımG ⇐⇒ ∀x ∈ X,∀F ∈ FX (x ∈ ĺımξ F =⇒ f(x) ∈ ĺımσ e(F × G)) ,

lo cual de�ne una convergencia sobre C(ξ, σ) llamada convergencia continua o convergencia natural
y denotada [ξ, σ]. Además esta estructura da una ley exponencial general (por ejemplo, [3, Theorem
XVI.5.5]):

Teorema 6.4. Dados tres espacios de convergencia (X, ξ), (Y, τ) y (Z, σ), la función exp es un
homeomor�smo:

[ξ × τ, σ] ≡ [τ, [ξ, σ]].

En contraste, hay topologías ξ y σ para las cuales no existe la topología más gruesa sobre
C(ξ, σ) que vuelva la evaluación continua, así que no se puede conseguir una ley exponencial
general con sólo topologías.

7. Qué hacer con espacios de convergencias: adelanto de la parte II

El teorema 6.4 resulta muy importante y permite muchas aplicaciones, algunas de las cuales
serán analizadas en la segunda parte. Este teorema es también la base de la poderosa aplicabilidad
de la teoría de los espacios de convergencia al análisis funcional [2, 1, 4].

Al mismo tiempo la segunda parte se enfocará en un aspecto fundamental de la teoría que
solo rondamos hasta ahora: una forma de algebraización de nociones topológicas, con el uso de
funtores. Un ejemplo que vimos en el camino es la modi�cación topológica τ . Resulta que existen
también modi�caciones pretopológicas S0, paratopológicas S1 y pseudotopológicas S y todas ellas
satisfacen las condiciones (contractiva ), (creciente ) y (idempotente ) como τ , y además, como
τ , preservan continuidad. Tales modi�caciones de la estructura son re�ectores, y son herramientas
para capturar nociones topológicas técnicas con fórmulas simples.

Por ejemplo, ya vimos que los cocientes topológicos no se comportan bien en varios senti-
dos. Precisamente por esa razón, se introdujeron en topología varios tipos de funciones cocientes
especiales, como los cocientes hereditarios, las funciones bicocientes y numerablamente bicocien-
tes, las funciones quasi-abiertas y las funciones abiertas. Veremos que una sobreyección continua
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f : (X, ξ)→ (Y, τ) entre espacios topológicos es

quasi-abierta si τ > fξ

bicociente si τ > S(fξ)

numerablamente bicociente si τ > S1(fξ)

hereditariamente cociente si τ > S0(fξ)

cociente si τ > τ(fξ).

Estas reformulaciones resultan muy útiles para obtener demostraciones transparentes de varias
propiedades de esas clases de funciones.

También aparecen naturalmente modi�caciones M de la estructura que preservan la continui-
dad (o sea, son funtores) y satisfacen (creciente ) y (idempotente ), pero en vez de (contractiva )
satisfacen

(expansiva) ξ 6Mξ.

Tales modi�caciones son core�ectores. Veremos ejemplos importantes como la modi�cación I1 de
carácter numerable o la modi�cación localmente compacta K.

Armados con estas herramientas veremos que varios conceptos fundamentales de topología se
traducen en términos de desigualdades que toman la forma

ξ > RCξ o ξ 6 CRξ,

donde R es un re�ector y C un core�ector. Esta visión nos permitirá reducir muchas demostraciones
técnicas a un simple cálculo de desigualdades con funtores.

Dicho método se vuelve particularmente fértil cuando se combina con la ley exponencial.
Una posible tercera parte podría tratarse de compacidad: el marco de los espacios de convergen-

cia permite analizar un espectro amplio de fenómenos a través del lente de nociones de compacidad
generalizada. El poder uni�cador de la compacidad en ese contexto la vuelve una noción aun más
fundamental que en el marco topológico y permite analizar problemas formulados en topología de
forma más clara, como el marco de los números complejos puede iluminar problemas formulados
en los números reales.
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1. Introducción

Un continuo, es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacío. Dado un continuo X deno-
taremos por C(X) a la familia de todos los subconjuntos no vacíos, cerrados y compactos de X,
dotado con la métrica de Hausdor� (véase [13, p. 1]). Un resultado importante sobre la estructura
topológica de C(X) es el hecho de que dotado con la métrica de Hausdor�, C(X) es un continuo
(véase [13, Theorem 1.13, p. 65]). De este modo, para cada A ∈ C(X), C(A) ∈ C(C(X)), así que
podemos considerar el hiperespacio C(X) = {C(A) : A ∈ C(X)} como subespacio del hiperespacio
C(C(X)). El hiperspacio C(X) fue de�nido y estudiado en el trabajo de tesis [15] y posteriormente
en el artículo [4] que contiene los resultados originales del [15].

Por otra parte G. Andablo en [1], presenta el siguiente concepto.

De�nición 1.1. Sean X y Y dos continuos. Decimos que C(X) se encaja ordenadamente en
C(Y ) si existe una función continua e inyectiva H : C(X) → C(Y ) tal que si A,B ∈ C(X) y
A ⊂ B, entonces H(A) ⊂ H(B).

En [1, p. 52], se muestra que C(I) no puede ser encajado ordenadamente en C(S1), aún cuando
estos dos espacios son homeomorfos, donde I = [0, 1] y S1 es el círculo unitario en el plano R2.
Esto hace ver que la condición de encaje ordenado es más restrictiva que la de un encaje ordinario.

Otro tipo de función de�nida entre hiperespacios es la siguiente.

De�nición 1.2. Dada una función continua entre continuos f : X → Y , se de�ne la función
inducida por f , como la función C(f) : C(X) → C(Y ) dada por C(f)(A) = f(A), para cada
A ∈ C(X).

Se conoce que C(f) es una función continua (véase [14, 4.27, p. 65]). Para una clase de
funciones continuas de�nidas entre continuos M, un problema general es determinar la relación
entre las condiciones a) f ∈M y b) C(f) ∈M; son múltiles los artículos en donde se ha estudiado
este problema, por ejemplo [7]-[11].

203
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De�nición 1.3. Para dos continuos X y Y , una función H : C(X) → C(Y ) se llama inducible
si existe una función continua f : X → Y tal que H = C(f).

El concepto de función inducible fue introducido por J. J. Charatonik y W. J. Charatonik en
[2], mostrando en [2, Theorem 2.2, p. 7] una caracterización de este concepto.

Como un camino natural, en el presente trabajo se estudian los encajes ordenados y las fun-
ciones inducibles, intercambiando el hiperespacio C(X) por el hiperespacio C(X).

2. Preliminares

Sea X un continuo con métrica d. Para cada δ > 0 y A ⊂ X, de�nimos a la nube de radio δ
centrada en A como el siguiente conjunto

N(δ, A) = {x ∈ X : existe y ∈ A tal que d(x, y) < δ} .
Para cada A,B ∈ C(X), se de�ne

H(A,B) = ı́nf {ε > 0 : A ⊂ N(ε,B) y B ⊂ N(ε,A)} ,
se sabe que H de�ne una métrica para C(X) (véase [13, Teorema 0.13, p. 10]) llamada métrica de
Hausdor�.

Por otra parte, dada una colección �nita K1, . . . ,Kr de subconjuntos de X, 〈K1, . . . ,Kr〉
denota al siguiente subconjunto de C(X):{

A ∈ C(X) : A ⊂
r⋃
i=1

Ki y A ∩Ki 6= ∅ para cada i ∈ {1 . . . , r}

}
.

La familia de todos los subconjuntos de C(X) de la forma 〈K1, . . . ,Kr〉, donde cada Ki es un
abierto en X, forma una base para una topología de C(X) (véase [13, Teorema 0.11, p. 9]) llamada
Topología de Vietoris, a los elementos de esta base se les llama vietóricos. Un hecho por demás
útil, es que la topología de Vietoris y la topología inducida por la métrica de Hausdor� coinciden
(véase [13, Teorema 0.13, p. 10]).

Para un continuo X, podemos considerar el siguiente subespacio de C(X),

F1(X) = {{x} : x ∈ X}.
Es fácil ver que F1(X) es una copia topológica de X en C(X), pues la función f : X → C(X) dada
por f(x) = {x} para cada x ∈ X, es un encaje (más aún, un encaje isométrico).

Dada una sucesión de conjuntos cerrados no vacíos de un continuo X, {An}n∈N, se de�nen el
liímite inferior y el límite superior, de la sucesión {An}n∈N, denotados por ĺım inf An y ĺım supAn,
de la siguiente manera:

x ∈ ĺım inf An si para cada n ∈ N existe xn ∈ An tal que ĺım
n→∞

xn = x.

x ∈ ĺım supAn si existe una sucesión creciente de números naturales {sn}n∈N tal que para
cada n ∈ N existe xn ∈ Asn con la propiedad de que ĺım

n→∞
xn = x;

De la de�nición se tiene que ĺım inf An ⊂ ĺım supAn. Se conoce que una sucesión {Bn}n∈N de
puntos en C(X) converge a B ∈ C(X) si y sólo si ĺım supBn ⊂ B ⊂ ĺım inf Bn.
Dado un continuo X, consideramos la función inyectiva C∗X : C(X)→ C(C(X)) dada por C∗X(A) =
C(A), para cada A ∈ C(X). Podemos notar que C∗X(C(X)) = C(X), por lo que C∗X : C(X)→ C(X)
es una función biyectiva.

Observación 2.1. C∗X es una función continua si para cada sucesión {An}n∈N de subcontinuos
An de X que convergen a un subcontinuo A de X, cualquier subcontinuo B de A es límite de
subcontinuos Bn de An.

En relación a lo anterior se tiene la siguiente de�nición.

De�nición 2.2. Un continuo X se dice que es C∗-suave en A ∈ C(X) si C∗X es continua en el
punto A. X es C∗-suave, si C∗X es continua en C(X), es decir, es continua en cada punto A ∈ C(X).
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Se sabe que: cada continuo tipo-arco es C∗-suave (véase [13, Teorema 15.13, p. 525]), si X
es un continuo C∗-suave entonces X es hereditariamente unicoherente (véase [6, Corolario 3.4, p.
203] y [13, Nota 1, p. 530]), por lo que se deduce que cada continuo arco conexo que es C∗-suave
es un dendroide (véase [13, Teorema 15.19, p. 528]). En relación con esto, se sabe también que un
continuo localmente conexo es C∗-suave si y sólo si es una dendrita (véase [13, Teorema 15.11, p.
522]).

Usando la Observación 2.1 y el hecho de que cada función continua y biyectiva de�nida entre
un espacio compacto y un espacio de Hausdor� es un homeomor�smo, se puede obtener el siguiente
resultado.

Teorema 2.3. Para un continuo X, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. X es C∗-suave;
2. C∗X es un homeomor�smo;
3. C(X) es homeomorfo a C(X);
4. C(X) es un continuo;
5. C(X) es un compacto.

Observación 2.4. Sea X un continuo. La función unión U : 22X → 2X es la función dada por
U(A) = ∪A para cada A ∈ 22X (véase [12, Ejercicio 11.5, p. 91]). Denotemos por UX = U|C(X).
Con esta notación es claro que la función inversa de C∗X es UX : C(X) → C(X), puesto que
∪C(A) = A para cada A ∈ C(X). Adicionalmente, de [12, Ejercicio 11.5 (2), p. 91] se tiene que U

es una función continua, por lo que UX es una función continua y biyectiva.

Observación 2.5. De la Observación 2.4, se sigue que si {C(An)}n∈N es una sucesión en C(X)
que converge a un punto C(A) ∈ C(X), entonces {An}n∈N converge a A en C(X).

Para una función continua f : X → Y entre continuos, pordemos considerar la función inducida
C(f) : C(X)→ C(Y ), como la única función que hace a los siguientes diagramas conmutar.

(12.1) C(X)
C(f) //

C∗X

��

C(Y )

C∗Y

��
C(X)

C(f)
// C(Y )

(12.2) C(X)
C(f) //

UX

��

C(Y )

UY

��
C(X)

C(f)
// C(Y )

Observemos que C(f)(C(A)) = C(f(A)), para cada A ∈ C(X). En caso de que UX sea una
función continua, del primer diagrama se deduce que C(f) será una función continua, es decir, una
condición su�ciente para que C(f) sea continua es que el dominio de f , sea un continuo C∗-suave.
Para lectores interesados en las propiedades de la función C(f), consultar [4].
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3. Algunas propiedades de C(X)

Notación 3.1. Para un continuo X denotamos

F1(C(X)) = {{A} : A ∈ C(X)}.

De�nimos F1(X) = {{{x}} : x ∈ X}. Observemos que si A = {x}, entonces C(A) = {E ∈
C(X) : E ⊂ A} = {{x}}. Se sigue que C({x}) = {{x}}. Así, F1(X) ⊂ F1(C(X)) ⊂ C(C(X)) y
F1(X) ⊂ C(X).

Teorema 3.2. Para un continuo X se tiene que F1(X) es una copia topológica del continuo X
dentro del hiperespacio C(X).

Demostración. Consideremos la función h : X → F1(X) dada por h(x) = C({x}) = {{x}}. Es
claro que h es una función biyectiva.

Veamos que h es continua. Para esto consideremos una sucesión {xn}n∈N convergente a un
punto x en X. Sea U un conjunto abierto en F1(X) tal que C({x}) ∈ U. Usando la base para la
topología de Vietoris en C(C(X)), se tiene que existe un conjunto abierto, W, en C(X) tal que
C({x}) ∈ 〈W〉 ∩ F1(X) ⊂ U. Notemos que {x} ∈ W. Se sigue que existe un conjunto abierto, U ,
en X tal que {x} ∈ (〈U〉 ∩ C(X)) ⊂ W. Observemos que x ∈ U . En consecuencia, existe N ∈ N
tal que xn ∈ U, para cada n > N , lo que implica que

{xn} ∈ (〈U〉 ∩ C(X)) ⊂W,

para cada n > N . Se sigue que C({xn}) ∈ 〈W〉∩F1(X) ⊂ U, para cada N > N. Así {C({xn})}n∈N
converge a C({x}) en F1(X). Por lo tanto h es continua.

Por otro lado, tenemos que para cualquier conjunto abierto, U , en X se tiene que h(U) =
{{{x}} : x ∈ U} = {{{x}} : {x} ∈ 〈U〉} = 〈〈U〉〉 ∩F1(X), el cual es un conjunto abierto en F1(X);
se obtiene que h es una función abierta. Así, h es un homeomor�smo entre X y F1(X). �

Usando los Diagramas (1) y (2), se puede ver de manera fácil la siguiente proposición.

Proposición 3.3. Sean X y Y continuos C∗-suaves. Si C(X) es homeomorfo a C(Y ), entonces
C(X) es homeomorfo a C(Y ).

En general el que C(X) sea homeomorfo a C(Y ) no implica que C(X) sea homeomorfo a C(Y )
(Véase [4, observacion 4.6, p. 193]).

Teorema 3.4. Sean X y Y continuos. Si C(X) es homeomorfo a C(Y ) y X es C∗-suave, entonces
C(X) es homeomorfo a C(Y ).

Demostración. Sea h : C(X) → C(Y ) un homeomor�smo. De�namos f : C(X) → C(Y ) por
f(A) = UY (h(C∗X(A))), para cada A ∈ C(X). Note que f = UY ◦ h ◦ C∗X . Dado que UY , h y
C∗X son funciones continuas y biyectivas se tiene que f es una función continua y biyectiva entre
continuos. Por lo tanto, f es un homeomor�smo. �

4. Encajes y funciones inducibles en C(X)

De manera similar a las de�niciones 1.1 y 1.3, presentamos los siguientes dos conceptos.

De�nición 4.1. Sean X y Y dos continuos. Se dice que C(X) puede ser encajado orde-
nadamente en C(Y ), si existe una función continua e inyectiva H : C(X) → C(Y ) tal que si
C(A) ⊂ C(B), donde A,B ∈ C(X), entonces H(C(A)) ⊂ H(C(B)).

De�nición 4.2. Sean X y Y dos continuos. Una función continua H : C(X) → C(Y ) se llama
inducible si existe una función continua f : X → Y tal que H = C(f).



4. ENCAJES Y FUNCIONES INDUCIBLES EN C(X) 207

Observación 4.3. Notemos que dada una función H : C(X) → C(Y ), es posible de�nir una
función H : C(X)→ C(Y ) usando un diagrama parecido a (1), de la siguiente manera

C(X)
H // C(Y )

C∗Y

��
C(X)

H
//

UX

OO

C(Y )

H(C(A)) = C(H(A)), para cada A ∈ C(X), es decir H = C∗Y ◦ H ◦ UX . Debido a [3, Theorem
4.3, p. 126], la funición H será continua si UX y H son funciones continuas; además H es continua
siempre que UX , UY y H lo sean.

Observación 4.4. Por otra parte y de manera similar a la observación previa, si ahora se tiene
una función continua H : C(X)→ C(Y ), con ayuda del diagrama (2), se puede de�nir a la función
H : C(X)→ C(Y ) dada por H(A) =

⋃
H(A), para cada A ∈ C(X). Es decir H = UY ◦H ◦ C∗X .

(12.1) C(X)
F // C(Y )

UY

��
C(X)

C∗X

OO

F
// C(Y )

Por otra parte, es claro que, si A,B ∈ C(X), entonces C(A) ⊂ C(B) si y sólo si A ⊂ B. Con
esto, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 4.5. Sean X y Y dos continuos C∗-suaves. Se cumple que C(X) puede ser encajado
ordenadamente en C(Y ) si y sólo si C(X) puede ser encajado ordenadamente en C(Y ).

Demostración. Si H : C(X) → C(Y ) es un encaje ordenado, la función de la Observación 2.1,
H : C(X)→ C(Y ) es un encaje ordenado. La otra implicación es similar usando la Observación 4.4.
�

El siguiente resultado se sigue de manera directa de [5, Teorema 3.16, p. 55].

Teorema 4.6. SeanX y Y dos continuos yH : C(X)→ C(Y ) un encaje ordenado. SiH(F1(X)) ⊂
F1(Y ), entonces existe un encaje ordenado inducible G : C(X)→ C(Y ).

Con la notación de las Observaciones 2.1 y 4.4, podemos notar que H : C(X)→ C(Y ) cumple
que H(F1(X)) ⊂ F1(Y ) si y sólo si H : C(X)→ C(Y ) cumple que H(F1(C(X))) ⊂ F1(C(Y )). Con
esto y el Teorema 4.5, obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.7. Sean X y Y dos continuos C∗-suaves. Si H : C(X)→ C(Y ) es un encaje ordenado
tal que H(F1(C(X))) ⊂ F1(C(Y )), entonces existe un encaje ordenado inducible G : C(X)→ C(Y ).

Debido a que los continuos hereditariamente indescomponibles son C∗-suaves [6, (2.4), p. 200],
por [5, Toerema 3.17, p.55], se concluye lo siguiente.

Corolario 4.8. Sea X un continuo C∗-suave. Si Y es un continuo hereditariamente indescom-
ponible, entonces no existen encajes ordenados de C(X) en C(Y ), H, tales que H(F1(C(X))) ⊂
F1(C(Y )).
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1. Introducción

En este trabajo, se busca estudiar el Lema de Yoneda como uno de los primeros resultados
destacados de la teoría de categorías, su demostración y algunas aplicaciones a la matemática
moderna.

Detrás de la importancia matemática que tiene el Lema de Yoneda, este nos muestra en un
lenguaje formal, el camino para levantar desde solo puntos (los elementos de un conjunto) un
mundo de �echas (las transformaciones naturales entre un funtor y un funtor representable) o el
trabajo inverso, bajar de un mundo de �echas a un mundo de puntos. Este doble camino es uno
de los cotidianos trabajos de la mente humana, así que, situamos el Lema de Yoneda como la
expresión matemática del doble camino de la razón que nos lleva de lo abstracto a lo concreto y
de lo concreto a lo abstracto.

Esta es la razón por la cual el Lema de Yoneda aporta a la cultura humana una vía de
comprensión y reproducción de la esencia de la razón.

2. De�niciones básicas

A continuación, introduciremos la notación que será empleada a lo largo de este trabajo.
Una Categoría C consiste en:

1. Una clase denotada por Ob(C ) cuyos elementos llamaremos objetos de la categoría C . A
veces escribiremos A ∈ C para referirnos a A ∈ Ob(C ).

2. Para cada par de objetos A,B ∈ Ob(C ), una clase C (A,B) cuyos elementos serán llamados
�echas de A a B.

3. Para cada tres objetos A,B,C ∈ C , una ley de composición:

◦ : C (A,B)× C (B,C) −→ C (A,C);

donde ◦((f, g)) se escribirá como g ◦ f , o simplemente, gf .
4. Para cada objeto A ∈ Ob(C ), una �echa IdA : A → A que cumple los siguientes dos

axiomas:
(a) Axioma de asociatividad. Para cualesquier �echas f ∈ C (A,B), g ∈ C (B,C) y h ∈

C (C,D), la siguiente igualdad se cumple:

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f.

209
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(b) Axioma de identidad. Para cualesquier �echas f ∈ C (A,B) y g ∈ C (B,C) se tiene que
IdB ◦ f = f y g ◦ IdB = g.

De�nición 2.1. Dada una categoría C , de�nimos la categoría opuesta de C , la cual denotamos
por C op, como la categoría que tiene los mismos objetos que C , es decir, Ob(C ) = Ob(C op), y las
mismas �echas que C , pero con dirección opuesta; esto es, para cada dos objetos A,B ∈ Ob(C ) y
cada �echa g ∈ C (A,B), existe una �echa g ∈ C op(B,A). Además, si f ∈ C op(A,C), entonces la
composición en C op está de�nida por

f ◦op g = g ◦ f.

Podemos pensar que existe una biyección entre C (A,B)→ C op(B,A) de�nida por g → g.

De�nición 2.2. Sean C y S dos categorías. Decimos que S es una subcategoría de C si todos los
objetos de S son objetos de C , todas las �echas de S son �echas de C y la función composición
de S es restricción de su similar en C .

De�nición 2.3. Sean C una categoría y A,A′ ∈ Ob(C ). Decimos que una �echa f ∈ C (A,A′) es
un isomor�smo en C si existe f ′ ∈ C (A′, A) tal que f ′ ◦ f = IdA y f ◦ f ′ = IdA′ .

De�nición 2.4. Un funtor F de una categoría C a una categoría D consiste en:

1. Una función entre los objetos de C y los objetos de D :

Ob(C )
F // Ob(D)

que asocia a cada A ∈ Ob(C ) con FA ∈ Ob(D).
2. Para cada �echa g ∈ C (A,A′), una �echa Fg ∈ D(FA,FA′), sujeta a los siguientes dos

axiomas:
a) Para cualesquier �echas f ∈ C (A,A′) y g ∈ C (A′, A′′) se tiene que

F(g ◦ f) = Fg ◦ Ff.

b) Para cada objeto A ∈ C se cumple que F(IdA) = IdFA.

De�nición 2.5. Se dice que un funtor F : C → D es una inmersión si es inyectivo en objetos y,
para cualesquier dos objetos A,A′ ∈ C , se cumple que

F : C (A,A′)→ D(FA,FA′)

es inyectiva (F es �el) y suprayectiva (F es pleno).

De�nición 2.6. Sean C y D dos categorías con F,G : C −→ D funtores entre ellas. Una trans-
formación natural, denotada por U : F ⇒ G, es una familia de �echas

U = {UC : FC → GC | C ∈ Ob(C )}

en D , indicadas con los objetos C ∈ Ob(C ) tal que, para cada f ∈ C (C,C ′), el siguiente diagrama
conmuta en D :

FC

Ff

��

Uc // GC

Gf

��
FC ′

Uc′
// GC ′

Es decir, Uc′ ◦ Ff = Gf ◦ Uc.
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Si C y D son categorías, F,G,H : C → D funtores, y U : F ⇒ G, V : G⇒ H transformaciones
naturales, entonces V ◦ U : F ⇒ H es una transformación natural de�nida, para cada A ∈ Ob(C ),
como VA ◦ UA. Es claro que, para cada f : A→ A′ mor�smo de C , se tiene que los cuadrados del
siguiente diagrama conmutan, por lo que, el rectángulo completo conmuta:

FA

Ff

��

UA // GA
VA //

Gf

��

HA

Hf

��
FA′

UA′
// GA′

VA′
// HA′

Por lo tanto, U ◦ V es una transformación natural entre los funtores F y H.
Esto nos permite de�nir una categoría cuyos objetos son funtores, y que tiene como �echas a las
transformaciones naturales entre ellos.

De�nición 2.7. Sean C y D categorías. Llamaremos categoría de funtores de C a D , a la ca-
tegoría DC cuyos objetos son los funtores de la forma F : C → D y que tiene por �echas a las
transformaciones naturales µ : F ⇒ F′, para cada par F,F′ ∈ DC .

Proposición 2.8. Sea µ : F ⇒ G ∈ DC (F,G). Entonces µ : F ⇒ G es un isomor�smo en DC si y
solo si, para cada C ∈ Ob(C ), µC : F(C)→ G(C) es un isomor�smo en D .

Demostración. (⇒) Si µ : F ⇒ G es un isomor�smo en DC , entonces existe una transformación
natural µ′ : G⇒ F tal que µ′ ◦ µ = IdF y µ ◦ µ′ = IdG, luego, para cada C ∈ Ob(C ), tenemos que
µ′C ◦µC = IdFC y µC ◦µ′C = IdGC , por lo tanto, µC es un isomor�smo en D para cada C ∈ Ob(C ).

(⇐) Supongamos que, para cada C ∈ Ob(C ), se tiene que µC : FC → GC es un isomor�smo
en D , es decir, que existe µ−1

C : GC → FC en D tal que µ−1
C ◦ µC = IdFC y µC ◦ µ−1

C = IdGC .
Veamos que µ−1 : G ⇒ F es una transformación natural. Sea g ∈ C (C,C ′). Veri�quemos que el
siguiente diagrama conmuta:

GC

Gg

��

µ−1
C // FC

Fg

��
GC ′

µ−1

C′

// FC ′

Para ello, primero observemos que, como µ : F ⇒ G es transformación natural, entonces el siguiente
diagrama conmuta, para cada g ∈ C (C,C ′):

FC

Fg

��

µC // GC

Gg

��
FC ′

µC′
// FC ′

De modo que, µC′ ◦ Fg = Gg ◦ µC , lo que implica que µ−1
C′ ◦ µC′ ◦ Fg ◦ µ

−1
C = µ−1

C′ ◦ Gg ◦ µC ◦ µ
−1
C .

Así que, Fg ◦ µ−1
C = µ−1

C′ ◦ Gg. Por lo tanto, µ−1 : G ⇒ F es una transforamción natural. Es claro
que (µ−1 ◦ µ)C = µ−1

C ◦ µC = IdFC y que (µ ◦ µ−1)C = µC ◦ µ−1
C = IdGC . Por consiguiente,

µ−1 ◦ µ = IdF y µ ◦ µ−1 = IdG, es decir, µ : F ⇒ G es un isomor�smo en DC . �

De�nición 2.9. Sean F,G ∈ DC . Diremos que F es naturalmente isomorfo a G si existe un iso-
mor�smo µ : F ⇒ G.
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Además de la categorá DC , existe otra categoría que se puede construir a partir de dos catego-
rías C y D dadas; nos referimos a la categoría producto, que nos resultará muy útil en la siguiente
sección.

De�nición 2.10. Dadas dos categorías C y D , de�nimos su categoría producto, denotada por
C ×D , como la categoría tal que

Ob(C ×D) = Ob(C )×Ob(D) y

C ×D((C,D), (C ′, D′)) = C (C,C ′)×D(D,D′).

Es decir, los objetos de la categoría C × D son parejas de la forma (C,D) con C ∈ C y D ∈ D .
Además, una �echa en C×D((C,D), (C ′, D′)) es un par (f, g) tal que f ∈ C (C,C ′) y g ∈ D(D,D′).
También se tiene que, si (f, g) y (f ′, g′) son �echas de C ×D , entonces su composición existe solo
si f ′ ◦f es una �echa en C y g′ ◦g es una �echa en D . En este caso, dicha composición se de�ne por
(f ′, g′)◦(f, g) = (f ′◦f, g′◦g). La identidad en un objeto (C,D) se de�ne por Id(C,D) = (IdC , IdD).

3. Lema de Yoneda (presentación)

3.1. Ingredientes. Para entender el Lema de Yoneda, es necesario conocer algunas cate-
gorías, funtores y transformaciones naturales particulares. A continuación, presentaremos dichos
conceptos.

1. Set. Es la categoría que tiene como objetos a la clase de todos los conjuntos, y cuyas
�echas son todas las funciones entre ellos.

2. Categoría localmente pequeña. Diremos que una categoría C es localmente pequeña
si, para cada par de objetos A,B ∈ Ob(C ), se tiene que C (A,B) es un conjunto.

3. Funtores representables por C. Sea C una categoría localmente pequeña. Para cada
C ∈ Ob(C ) consideramos los funtores hC : C → Set y hC : C op → Set de�nidos como
sigue:
a) Para cada A ∈ C , se tiene que hCA = C (C,A) y, para cada f ∈ C (A,B), la función

hCf : C (C,A)→ C (C,B) se de�ne por (hCf)(g) = f ◦ g.
b) Para cada A ∈ C , se cumple que hCA = C (A,C) y, para cada f ∈ C op(A,B), la

función hCf : C (A,C)→ C (B,C) se de�ne por (hCf)(g) = g ◦ f .
Llamaremos funtores representables por C a los funtores hC y hC .

4. SetC . Sea C una categoría. Entonces denotamos por SetC a la categoría que tiene por
objetos a todos los funtores de C a Set, y por �echas a todas las transformaciones natu-
rales entre dichos funtores.

5. H . Si C es una categoría, entonces denotaremos por H a la subcategoría de SetC que
tiene como objetos únicamente a los functores representables hC con C ∈ Ob(C ), y como
�echas a las transformaciones naturales entre ellos.

6. Funtor de Yoneda. Si C es una categoría localmente pequeña, le llamaremos el Funtor
de Yoneda al funtor Y : C op −→ SetC que asocia a cada objeto C ∈ Ob(C ) con el
funtor representable por C, hC . Veamos cómo funciona este funtor en �echas: Para cada
g ∈ C op(A,B), consideramos la tranformación natural Y(g) : hA ⇒ hB que consiste en
precomponer con g ∈ C (B,A). Es decir, (Y(g))C : hAC → hBC es una función que se
de�ne como (Y(g))C(f) = f ◦ g para cada f ∈ C (A,C) = hAC y C ∈ Ob(C ). Notemos
que f ◦ g es un mor�smo en C (B,C) = hBC, ya que f ∈ C (A,C) y g ∈ C (B,A).

De hecho, el Funtor de Yoneda Y : C op −→ SetC es una inmersión y la demostración
de esta a�rmación será un corolario del Lema de Yoneda.
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4. Lema de Yoneda (desarrollo)

Lema 4.1 (Lema de Yoneda). Consideremos la categoría SetC con C una categoría localmente
pequeña. Entonces, para cada objeto F ∈ SetC y cada C ∈ C , existe una biyección

fC,F : SetC (hC ,F) −→ FC.

Más aún, esta biyección es natural en F y C en el siguiente sentido: Dados C,C ′ ∈ Ob(C ), g ∈
C (C,C ′), F,F′ ∈ SetC y U ∈ SetC (F,F′) el siguiente diagrama:

SetC (hC ,F)

Set
C (Y(g),U)

��

fC,F // FC

Uc′◦Fg=F′g◦Uc′
��

(1)

SetC (hC
′
,F′)

fC′,F′ // F′C ′

conmuta en Set, donde si α ∈ SetC (hC ,F), entonces SetC (Y(g),U)(α) = U ◦ α ◦ Y(g), con
Y : C op −→ SetC el Funtor de Yoneda y g ∈ C op(C ′, C).

Demostración. Sean F ∈ SetC y C ∈ Ob(C ). Consideremos las siguientes funciones:

fC,F : SetC (hC ,F) −→ FC tC,F : FC −→ SetC (hC ,F)

α 7−→ αC(IdC) a 7−→ Ta

Sea α ∈ SetC (hC ,F), es decir, α : hC ⇒ F es una transformación natural. Entonces αC : hCC →
FC es una función que puede ser evaluada en IdC ∈ hCC. Ahora, para cada a ∈ FC, de�namos
Ta : hC ⇒ F de la siguiente manera: si B ∈ Ob(C ), entonces (Ta)B : hCB → FB es la función
tal que, para g ∈ C (C,B), se tiene que (Ta)B (g) = Fg(a), donde Fg : FC → FB. Para asegurar
que Ta es una transformación natural, debemos demostrar que, para cada l ∈ C (A,B), el diagrama:

hCA
(Ta)A //

hC l
��

FA

Fl

��
hCB

(Ta)B

// FB

conmuta, es decir, Fl ◦ (Ta)A = (Ta)B ◦ hC l. Para ello, consideremos k ∈ hCA. Entonces

(Fl ◦ (Ta)A)(k) = Fl((Ta)A(k))

= Fl(Fk(a))

= (Fl ◦ Fk)(a)

= F(l ◦ k)(a)

= (Ta)B(l ◦ k)

= (Ta)B((hC l)(k))

= ((Ta)B ◦ hC l)(k).

Las igualdades anteriores se siguen de las de�niciones de hC y Ta, así como del hecho de que
Fg ◦ Fk = F(g ◦ k), esto último, debido a que F es funtor.
Ahora veamos que fC,F y tC,F son inversas la una de la otra. Para esto, observemos que

(tC,F ◦ fC,F)(α) = tC,F(αC(IdC)) = T(αC(IdC)).
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Además, notemos que, para cada B ∈ Ob(C ) y cada t ∈ hCB, se tiene el siguiente diagrama:

hCC

hCt
��

αC // FC

Ft

��
hCB

αB
// FB

conmuta en Set. Por lo que, (
TαC(IdC)

)
B

(t) = Ft(αC(IdC))

= αB((hCt)(IdC))

= αB(t ◦ IdC)

= αB(t).

Por lo tanto, (tC,F ◦ fC,F)(α) = α.
Asimismo, al desarrollar la otra composición, obtenemos la identidad en FC. En efecto, si a ∈ FC,
entonces

(fC,F ◦ tC,F)(a) = fC,F(Ta)

= (Ta)C (IdC)

= F(IdC)(a)

= IdFC(a)

= a.

Por último, vamos a demostrar la naturalidad de la biyeccion en F y en C . Para esto, sea α ∈
SetC (hC ,F), g ∈ C (C,C ′) y U ∈ SetC (F,F′), entonces

fC′,F′(Set
C (Y(g),U)(α)) = fC′,F′(U ◦ α ◦ Y(g))

= (U ◦ α ◦ Y(g))C′(IdC′)

= UC′ ◦ (α ◦ Y(g))C′(IdC′)

= UC′ ◦ αC′(IdC′ ◦ g)

= UC′(αC′(g))

= UC′(αC′(g ◦ IdC))

= UC′(αC′(h
C(g)(IdC)))

= UC′((αC′ ◦ hC(g))(IdC))

= UC′((Fg ◦ αC)(IdC))

= (UC′ ◦ Fg)(αC(IdC))

= (UC′ ◦ Fg)(fC,F(α)).

Por lo que, el diagrama (1), de la conclusión del Lema, conmuta. �

Corolario 4.2. Sea C una categoría localmente pequeña. Entonces el Funtor de Yoneda Y : C op →
SetC es un una inmersión.

Demostración. Por la De�nición 2.5, necesitamos demostrar que Y : C op → SetC es inyectivo
en objetos y que

Y : C op(C,C ′)→ SetC (hC , hC
′
)
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es un isomor�smo de conjuntos, donde, si g ∈ C op(C,C ′), entonces Y(g) : hC ⇒ hC
′
es la transfor-

mación natural de�nida de la siguiente manera: para cada B ∈ Ob(C ) y cada f ∈ C (C,B), se tiene
que (Y(g))B(f) = f ◦g donde (Y(g))B : hCB → hC

′
B es un mor�smo de conjuntos. Sea F = hC

′
en

el contexto del Lema 4.1. Recordemos que en la demostración de este lema, para g ∈ FC = hC
′
C,

consideramos la biyección

tC,hC′ : hC
′
C −→ SetC (hC , hC

′
)

g 7−→ Tg

donde Tg : hC ⇒ hC
′
es la transformación natural de�nida de la siguiente manera: para cada

B ∈ Ob(C ), la función (Tg)B : hCB → hC
′
B es tal que, si f ∈ C (C,B), entonces (Tg)B (f) =

(hC
′
f)(g) = f ◦ g. Por lo tanto, las transformaciones naturales Y(g) y Tg son iguales. Ahora,

por el mismo lema, tenemos que tC,hC′ : hC
′
C −→ SetC (hC , hC

′
) es una biyección, así que,

si g1, g2 ∈ C op(C,C ′) con g1 6= g2, entonces g1 6= g2 con g1, g2 ∈ C (C ′, C), lo que implica que
Tg1
6= Tg2

. Por lo tanto, Y(g1) 6= Y(g2). De este modo, podemos concluir que la función de conjuntos
Y : C op(C,C ′) → SetC (hC , hC

′
) es inyectiva. Consideremos ahora α ∈ SetC (hC , hC

′
). Entonces

existe g ∈ hC′C = C (C ′, C) tal que Tg = α. Por otro lado, como g ∈ C op(C,C ′) y Tg = Y(g), se
in�ere que Y : C op(C,C ′)→ SetC (hC , hC

′
) es suprayectiva.

Para ver que el Funtor de Yoneda es inyectivo en objetos, consideremos YC = YC ′, es decir,
hC = hC

′
. Por lo que IdC ∈ hC

′
C, entonces, necesariamente, C = C ′. �

La siguiente proposición nos dice que, si C es una categoría localmente pequeña y C ∈ Ob(C ),
entonces cualquier α ∈ SetC (hC ,F) está completamente determinada por el elemento αC(IdC) de
FC.

Proposición 4.3. Sean C una categoría localmente pequeña, C ∈ Ob(C ) y F ∈ SetC . Si α : hC ⇒
F es una transformación natural, entonces, para todo B ∈ Ob(C ) y cada f ∈ hCB = C (C,B), se
tiene que αB(f) = Ff(αc(IdC)).

Demostración. Sabemos que α = {αB : hCB → FB | B ∈ Ob(C )}. Consideremos B ∈ Ob(C )
y f ∈ hCB = C (C,B). Como α : hC ⇒ F es una transformación natural, entonces el siguiente
diagrama conmuta:

hCC

hCf
��

αC // FC

Ff

��
hCB

αB
// FB

En particular, (αB ◦ hCf)(IdC) = (Ff ◦ αC)(Idc). Luego

αB((hCf)(IdC)) = Ff(αC(IdC)).

Finalmente, recordando que (hCf)(IdC) = f , se concluye que

αB(f) = Ff(αC(IdC)).

�

Proposición 4.4. Sean C y D categorias, F : C → D un funtor �el y pleno entre ellas y
C,C ′ ∈ Ob(C ). Entonces FC es isomorfo a FC ′ en D si y solo si C es isomorfo a C ′ en C .



216 13. UN PRIMER ACERCAMIENTO AL LEMA DE YONEDA

Demostración. (⇒) Como F es �el y pleno tenemos que, en particular para C,C ′ ∈ C , la
función F : C (C,C ′) → C ′(FC,FC ′) obtenida mediante el funtor F : C → D , es inyectiva y
suprayectiva. Además, estamos suponiendo que FC es isomorfo a FC ′ en D , así que podemos
considerar f : FC → FC ′ un isomor�smo en D , y entonces existe f−1 : FC ′ → FC tal que
f−1 ◦ f = IdFC . Por hipótesis, existen g : C → C ′ y h : C ′ → C en C tales que Fg = f y
Fh = f−1. Como F(IdC) = IdFC y F(h ◦ g) = f−1 ◦ f = IdFC , entonces h ◦ g = IdC por
inyectividad. Análogamente, gh = IdC′ . Por lo tanto, C es isomorfo a C ′ en C .

(⇐) Es cierto para cualquier funtor. �

Corolario 4.5. Sea C una categoría localmente pequeña. Entonces hC es isomorfo a hC
′
en SetC

si y solo si C es isomorfo a C ′ en C .

Demostración. Es una consecuencia del Corolario 4.2 a la par de la Proposición 4.4. �

Lo que el Corolario 4.5 junto con la Proposición 2.8 nos dice es que, cuando se quiere veri�car
que dos objetos A,B ∈ Ob(C ) son isomorfos, bastará con demostrar que, para cada objeto X ∈
Ob(C ), hay una biyección fX : C (A,X)→ C (B,X) que es natural en X. Es decir, que para cada
X ′ ∈ Ob(C ) y toda g : X → X ′, el siguiente diagrama:

C (A,X)

hAg

��

fX // C (B,X)

hBg

��
C (A,X ′)

fX′
// C (B,X ′)

conmuta en Set.
Ahora veremos que el Lema de Yoneda nos da un isomor�smo que es natural en dos instacias,

a saber, en C (objetos de C ) y F (objetos de SetC ). Los siguientes funtores relacionan estas dos
instancias, uno es el funtor evaluación:

Ev : C op×SetC → Set

(C,F) 7−→ FC

y el otro es una composición de otros dos funtores:

G = SetC (_,_) ◦ (Y, IdSetC ) : C op × SetC → Set

donde el funtor (Y, IdSetC ) : C op×SetC →H ×SetC toma una pareja (C,F) en C op×SetC y lo
envía al par (YC, IdSetC (F)) = (hC ,F), y el funtor SetC (_,_) toma una pareja (hC ,F) y la manda
a SetC (hC ,F), y si h(ḡ) : hC ⇒ hC

′
, η : F ⇒ F′ con g : C ′ → C, entonces SetC (hC ,F)(α) =

ηαh(ḡ) para α : hC → F. En resumen, tenemos la siguiente situación:

C op × SetC →H × SetC → Set

(C,F) 7−→ (hC ,F) 7−→ SetC (hC ,F)

De modo que, si C es localmente pequeña, entonces las hipótesis del Lema de Yoneda se cumplen
y, por lo tanto, SetC (hC ,F) es un conjunto y Ev ∼= G, es decir son isomorfos en el sentido de la
De�nición 2.9. Es decir, existe una transformación natural entre G y Ev, que es isomor�smo, lo que
devela el misterio de la naturalidad en el enunciado del Lema de Yoneda.

A continuación demostraremos un resultado muy conocido de la teoría de grupos usando el
Lema de Yoneda. Somos conscientes de que dicho teorema es mucho más fácil de demostrar dentro
de la teoría de grupos que como una aplicación del Lema de Yoneda en la teoría de categorías,
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pero creemos que es un magní�co ejemplo para mostrar la generalidad, la utilidad y la concreción
del Lema de Yoneda en matemáticas.

Teorema 4.6 (Teorema de Cayley). Todo grupo G es isomorfo a un subgrupo del grupo de sus
permutaciones SG.

Demostración. Consideremos C una categoría con un solo objeto X, y tal que C (X,X) = G,
es decir, las �echas de C son los elementos de G, y la composición está dada por la operación del
grupo. En esta categoría todas las �echas son biyectivas y la identidad está dada por el neutro del
grupo. Es claro que C es localmente pequeña, por lo que, el Lema de Yoneda nos asegura que

fX,hX : SetC (hX , hX)→ hX(X)

es una biyección natural en X y en hX . Esto a su vez, nos da una biyección entre SetC (hX , hX)
y hX(X) = G. Además, recordemos de la demostración del Lema 4.1, que

tX,hX : hX(X)→ SetC (hX , hX),

de�nida por tX,hX (a) = Ta donde Ta : hX ⇒ hX es la transformación natural tal que

(Ta)X(g) = hX(g)(a)

= ga,

con g, a ∈ hX(X) = G, es el inverso de la biyección anterior. Ahora exploremos con detenimiento
al funtor hX : C → Set. Notemos que dicho funtor determina una acción izquierda de G en G, es
decir, la multiplicación en G. Por lo que, una transformación natural µ ∈ SetC (hX , hX) no es otra
cosa que un mor�smo de G acciones izquierdas, ya que, para todo c, b ∈ hX(X), por la naturalidad
de µ, se tiene que µX(cb) = cµX(b). Es claro que, para cada µ ∈ SetC (hX , hX), se cumple que
µX : G → G es una biyección. De hecho, µX(c) = cµX(eG) para todo c ∈ G donde eG denota al
neutro de G. Finalmente, notemos que SetC (hX , hX) es un subgrupo de SG y que

tX,hX : hX(X)→ SetC (hX , hX)

es un mor�smo de grupos. Así que, podemos concluir que

G ∼= SetC (hX , hX) 6 SG.

�

5. Conclusiones

Desde su aparición, la teoría de categorías ha crecido aceleradamente, de tal forma que, en
la actualidad, resulta una tarea sumamente difícil estudiar todo lo que se ha escrito al respecto.
No obstante, nosotros creemos que, afortunadamente, es posible comprenderla y al hacerlo, como
consecuencia, nos acercamos profundamente a la matemática. Tambien creemos que el Lema de
Yoneda es la llave para entrar al recinto de las relaciones entre los objetos y dejar por �n de estudiar
a los objetos mismos. Estamos convencidos que el camino elegido es el correcto, sobre todo para
los que gustan de �navegar en mares profundos y desembarcar en costas agrestes�.
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