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Presentacion

Estimado lector,

La educacién matemadtica es un campo disciplinar en constante evolucién y
crecimiento, y algunas de sus tendencias actuales en investigacién se presentan
en este libro. Los capitulos que lo conforman fueron expuestos en el XI
Taller Internacional “Tendencias en la Educacién Matemiética Basada en la
Investigacién” (TEMBI 11), realizado en el mes de noviembre del afio
2024. Estos trabajos pasaron por una revisién doble ciego, llevada a cabo
por un conjunto de expertos en educacién matemdtica. En esta ocasién,
hemos identificado cuatro tendencias en la investigacién en este campo. La
primera, que hemos titulado aportes al estudio del sentido numérico, consta
de dos trabajos, la segunda, que se ha titulado comprensién de conceptos
geométricos en el nivel medio superior contiene dos trabajos también, la
tercera, titulada pensamiento funcional y comprensién grifica con tres
trabajos, y la cuarta titulada horizontes en la formacién docente en la que se
presentan cuatro trabajos. A continuacion, presentamos una resefia de los
trabajos en cada tendencia.

Aportes al estudio del sentido numérico

El primer capitulo de esta seccién, de los autores Yesica Liliana Islas Arias,
Marcos Campos Nava y Agustin Alfredo Torres Rodriguez, explora las di-
ficultades que presentan estudiantes de secundaria cuando resuelven
problemas en los que deben emplear cdlculo mental, desde la perspectiva
del desarrollo del sentido numérico. A través de un estudio de caso de corte
cualitativo conformado por nueve estudiantes de tercero de secundaria, los
resultados indicaron que cinco de ellos no cuentan con elementos suficientes
para llevar a cabo actividades de calculo mental. Los autores sefialan que las
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dificultades que presentaron los estudiantes al resolver los problemas
aritméticos de cdlculo mental involucraron: comprensién del significado de
los nimeros, composicién y descomposicién de los nimeros, representaciones
multiples de los nimeros y de las operaciones y comprensién del efecto
relativo de las operaciones. También observaron en esta investigacién que
presentar la operacién visualmente no resulté en una mejora de los procesos
mentales de los estudiantes, contrario a otras investigaciones. Pese a los
resultados obtenidos, los autores rescatan que los estudiantes, aunque con
errores, resolvieron las operaciones con procedimientos no estindares, es
decir, que los estudiantes saben que los algoritmos no son la dnica forma de
dar respuesta a operaciones aritméticas mentales.

El segundo capitulo de esta tendencia es el presentado por Gerardo
Salgado-Beltrdn, Javier Garcia-Garcia y Alejando Zapoteco-Tepetate,
quienes exploran los significados del concepto de fraccién como punto en la
recta numérica, en estudiantes de primaria. Este significado surge cuando se
relacionan las fracciones con la ubicacién de un punto especifico en la recta
numérica realizando las siguientes acciones: identifica entre qué nimeros
naturales consecutivos se ubica una fraccidn, utiliza y construye escalas para
generar la particién congruente de la unidad, y utiliza la recta para representar
y resolver problemas de aplicacién. A través de un estudio cualitativo de
andlisis temdtico se aplicaron entrevistas basadas en cuatro tareas a 30
estudiantes de sexto grado de primaria. Los autores identificaron los
siguientes atributos con sus correspondientes subtemas: ) rango de ubicacién,
con dos subtemas: convierte la fraccién a su forma decimal, determina si la
fraccién es propia o impropia para ubicarla; 4) uso y construccién de escalas,
con tres subtemas: construye la escala de manera aproximada, la escala se
concibe como la distancia entre dos nimeros naturales en la recta numérica
y, sin una escala definida; ¢) manejo de particién congruente con el siguiente
subtema: la particién se construye de forma aproximada; y finalmente el
criterio 4) resolucién de problemas mediante la recta numérica. Los resultados
mostraron que la mayoria de los estudiantes evidenciaron mds frecuente-
mente los tres primeros atributos relacionados con el significado de la fraccién
como punto en la recta numérica, a saber: rango de ubicacién, uso y
construccién de escalas, y manejo de la particién congruente. Esto contrasta
con los resultados sobre el cuarto atributo, el cual solo fue evidenciado por
dos de los estudiantes participantes. Un resultado que resaltan los autores es
la conversién que realizan la mayoria de los estudiantes de la fraccién a su
equivalente decimal, para determinar el intervalo delimitado por nimeros
naturales en el que debe ubicarse la fraccién, lo cual evidencia la falta de
comprensién de la fraccién como nimero en si mismo que se puede localizar
de manera exacta en la recta numérica. Finalmente, los autores subrayan la
necesidad de que los docentes amplien su enfoque didéctico, més alld del
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tratamiento procedimental, para incluir estrategias que fomenten la
comprensién conceptual de la fraccién en los estudiantes.

Comprension de conceptos geométricos en el nivel medio superior

En esta seccién se presentan dos capitulos que abordan la comprensién de
los conceptos geométricos drea de un poligono y dngulo en estudiantes del
nivel medio superior. El trabajo de Alberto Leén del Carmen, Javier Garcia-
Garcia y Gerardo Salgado-Beltrin estudia la comprensién del drea de
poligonos a través de la caracterizacién de las conexiones matematicas que
evidenciaron cinco estudiantes cuando respondieron a una entrevista basada
en tareas. Los autores realizaron un andlisis extenso de las conexiones que
aparecieron en cada una de las tareas, asi como las que mostraron cada uno
de los entrevistados. De tal manera que les fue posible discutir sobre las
conexiones mds frecuentes por tarea y por estudiante. El tipo de conexiones
que mds se presenté fue el de procedimientos, que indica que los entrevistados
recurrieron predominantemente a la aplicacién de algoritmos y férmulas
para resolver problemas matemadticos. Llama la atencién el caso de uno de
los estudiantes, quien mostré siete tipos diferentes de conexiones, situacién
que sugiere que ¢l es capaz de establecer vinculos diversos entre conceptos
matemdticos. Mientras que otro que no mostré conexiones de los tipos
representaciones diferentes y parte-todo permite a los autores concluir que
él no descompone ni reconstruye las figuras geométricas para relacionar sus
propiedades, y que esto puede ser un indicador de un bajo rendimiento en
tareas de mayor complejidad. Esta investigacién informa sobre las dificultades
que prevalecen en estudiantes de nivel medio superior cuando trabajan con
tareas sobre drea de poligonos, da lugar a resaltar la importancia de disefiar
tareas que promuevan el andlisis de propiedades, la identificacién de carac-
teristicas de objetos matemadticos y la aplicacién de teoremas asociados, asi
como tareas que requieran del uso de diferentes representaciones.

El segundo capitulo de esta seccién trata sobre la comprensién del
concepto de dngulo, también en estudiantes de nivel medio superior y a
través de una entrevista basada en tareas. Los autores Guadalupe Sinchez-
Goémez, Gerardo Salgado-Beltrin y Javier Garcia-Garcia se centran en las
concepciones alternativas de dngulo que evidenciaron 20 estudiantes de
dicho nivel educativo en una zona rural del estado de Guerrero, México.
Ellos parten de analizar la problemdtica relacionada con la comprensién de
este concepto, la cual se debe, por ejemplo, a su naturaleza multifacética, al
enfoque procedimental y memoristico en su ensefianza, a la ambigiiedad de
las definiciones y a las explicaciones que se presentan en los libros de texto,
entre otras. Ademds, para los autores, las concepciones alternativas de dngulo
son interpretaciones que difieren de las aceptadas como correctas en el
contexto matemadtico. Asi, la investigadora y sus colegas identificaron cinco
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concepciones alternativas: el dngulo como drea, el signo del dngulo depen-
diendo de la direccién de sus lados, la medida de un dngulo como la medida
del arco angular indicado en su representacién o en funcién de la medida de
la longitud de sus lados y el dngulo como distancia. Con base en sus resultados
ellos concluyen que los participantes evidenciaron una comprensién limitada
de este concepto y una visién esttica del mismo, por lo que resaltan la
necesidad de cambiar a un enfoque diddctico que promueva la naturaleza
dindmica del 4ngulo y su relacién con situaciones geométricas y cotidianas,
pues también identificaron una desconexién entre la definicién y su aplicacién
en situaciones concretas.

Pensamiento funcional y comprension grifica

En esta tendencia se presentan tres investigaciones relacionadas con el
pensamiento funcional que consideran diferentes aspectos de este tipo de
pensamiento tan importante en el aprendizaje de la matemdtica escolar.

El capitulo de Carlos Enrique Flores Gasca y Verénica Vargas Alejo
analiza tipos de pensamiento funcional asociados con la funcién escalonada.
Estos autores pusieron a prueba dos tareas en el contexto del movimiento
de un automdvil y con uso del software SimCalc MathWorlds. La clasificacién
de tipos de pensamiento funcional que utilizaron tomé elementos de otros
autores, pero se complementé con categorias que emergieron de sus datos,
quedando como: Variacién (recursividad), covariacién cualitativa, covariacién
cuantitativa y regla de correspondencia. Entre sus resultados obtuvieron un
desarrollo del pensamiento funcional en los estudiantes participantes, quienes
pasaron de mostrar, en la primera tarea, recursividad y covariacién cualitativa
a covariacién cuantitativa y correspondencia en la segunda tarea. Acerca del
uso del software mencionan que, aunque este es intuitivo y permite crear
tablas y graficas a partir de animaciones de objetos, este podria sustituirse
por otros, como GeoGebra, que es dindmico y de libre acceso.

En el capitulo de Luis Manuel Cabrera Chim se muestra cémo un
esquema de desarrollo del pensamiento y el lenguaje variacional (Pylvar) es
util para analizar actividades que buscan promover este tipo de pensamiento.
El anilisis se complementa con una rabrica de evaluacién que amplia la
versiéon publicada por el mismo autor en el afio 2024. Segin sus palabras, la
ribrica busca “operacionalizar el esquema de desarrollo al establecer criterios
de desempefio sobre los que se debe obtener evidencia por parte del
estudiante y que dan cuenta de un progreso en el desarrollo del Pylvar”.
Sin embargo, en esta investigacién no se evalda el desempefio de estudiantes,
sino si este esquema y la rubrica proporcionan elementos suficientes para
disefiar o redisefiar situaciones que promuevan el desarrollo del Pylvar. Con
esta nueva propuesta se analizé una tarea ya reportada en otra investigacién
y se obtiene que, aunque fue planteada para desarrollar el Pylvar, esta no
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muestra todos los estadios del esquema, por lo que, el esquema y la ribrica
son una herramienta prictica para el disefio o redisefio de situaciones o
actividades relacionadas con el pensamiento funcional enfocado en la variacién.

El tercer capitulo de esta seccién aborda la comprensién de las gréficas,
importantes en el desarrollo del pensamiento funcional, pero, con un uso
delimitado en el drea de la estadistica. A los autores de este trabajo, Daniel
Godoy-Caraballo, Javier Garcia-Garcia y Gerardo Salgado-Beltran les
interesé analizar la comprensién de grificos estadisticos de un grupo de
estudiantes universitarios, debido a que consideraron que ha crecido la
importancia de que los futuros profesionistas interpreten adecuadamente
este tipo de gréficos. Los niveles de compresién que ellos tomaron en cuenta
fueron los que propuso Cursio en el afio 1987 : 1) Leer los datos, 2) Leer
dentro de los datos, 3) Leer mas alld de los datos, y 4) Leer detras de los
datos. La investigacién fue un estudio de caso con ocho participantes y
reporté que todos evidenciaron los dos primeros niveles, cinco de ellos
mostraron el nivel tres y cuatro el nivel cuatro de comprensién. De lo anterior,
concluyen que su estudio demuestra la necesidad de fortalecer el desarrollo
de habilidades que permitan a un mayor nimero de estudiantes utilizar la
informacién grafica como una herramienta para la prediccién y el andlisis
critico de los datos. Por lo que, futuras investigaciones podrian plantear
disefios diddcticos que busquen promover niveles superiores de lectura de
grificos estadisticos (niveles 3 y 4). Los resultados de esta investigacion serdn
muy utiles en esos disefios.

Horizontes en la formacion docente

En esta tendencia se presentan cuatro capitulos que abordan estudios
relacionados con el docente en formacién y el docente en activo. El primer
trabajo que se presenta es el de David Block Sevilla, Yesenia Castafio Torres,
Maria Laguna y Rosvel Rodriguez quienes abordan los resultados de tres
estudios que exploran la colaboracién entre investigadores y profesores,
enfatizando los aportes para la formacién de los docentes participantes. Los
estudios se llevaron a cabo, uno en preescolar sobre la ensefianza de trata-
miento de la informacién, y dos en secundaria, sobre la ensefianza de la
geometria y sobre la multiplicacién de nimeros racionales, respectivamente.
Los resultados que obtuvieron del estudio en preescolar versaron sobre las
transformaciones que realizaron dos maestras a las secuencias didécticas
proporcionadas exprofeso.

Encontraron que las profesoras realizaron modificaciones a las secuencias
didécticas, enriqueciéndolas, revelando la forma en que se apropiaron de las
situaciones y cémo se propicié la construccién de conocimientos diddcticos-
matemdticos con implicaciones en la prictica docente. El estudio sobre la
geometria en secundaria versé sobre la propuesta de situaciones que plantean
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un juego de comunicacién, en el que participan dos equipos de estudiantes,
uno de los cuales debe dibujar una figura geométrica con base en un
conjunto de instrucciones escritas dadas por el otro equipo. Los autores
muestran cémo se da lugar a la reflexién entre docentes que comparten el
mismo proyecto de ensefianza, con el propésito de mejorarla. Finalmente, el
tercer estudio sobre la multiplicacién de nimeros racionales en secundaria se
centré en algunos aspectos de los procesos de apropiacién por los que pasan
los docentes a lo largo de la experiencia de implementar en el aula las
secuencias diddcticas propuestas por los investigadores. Se observé que los
docentes tuvieron dificultades en la fase de la institucionalizacién con sus
estudiantes de lo aprendido, incluso para aquellos con mayor experiencia.

El capitulo de Alan Andrés Cruz-Acevedo, Gerardo Salgado-Beltrin y
Javier Garcia-Garcia, analiza las conexiones matemadticas que establecen
estudiantes para profesor al resolver tareas sobre el teorema de Pitigoras, a
través de un estudio de corte cualitativo. Las conexiones matemadticas que
los autores estudian se refieren a relaciones entre ideas, conceptos, defini-
ciones, teoremas, procedimientos, representaciones y significados. A través
de la entrevista basada en tareas, los autores pudieron identificar seis tipos
de conexiones: del tipo procedimental, cuando conectan la longitud de los
lados de un tridngulo rectingulo y con la hipotenusa a través de la igualdad;
de representaciones diferentes, cuando conectan el teorema de Pitigoras
con la férmula para calcular la distancia entre dos puntos; de significado,
cuando asignan un significado personal al teorema de Pitigoras como una
térmula para calcular magnitudes; de caracteristicas, cuando atribuyen
atributos o propiedades al teorema de Pitdgoras, por ejemplo, que solo se
cumple para tridngulos rectangulos, que las ternas Pitagéricas son nimeros
enteros que satisfacen el teorema o que es una proposicién que requiere
demostracién, de implicacién, como la de que si en un tridngulo se cumple
el teorema de Pitdgoras, entonces es un tridngulo rectingulo; y lo que
llamaron parte-todo, cuando ven el teorema de Pitidgoras como un caso
particular de una generalizacién como la ley de los cosenos, que es vilida en
cualquier tridngulo, no necesariamente rectangulo.

El tercer capitulo de Alberto Santana Ortega, Oscar Nelson Lopez Lopez
y Erwin Santana Ortega, versa sobre una investigacién-accién desarrollada
en dos ciclos, basada en la implementacién de situaciones didicticas
fundamentadas en el método de Polya en el primer ciclo y en el Mapa
Conceptual Hibrido desde el enfoque ontosemidtico, en el segundo ciclo,
para mejorar el nivel de resolucién de problemas geométricos en estudiantes
para profesora de primaria. Los resultados indican una mejora progresiva
positiva de los procesos de resolucién de las estudiantes para profesor.
Especificamente, en el primer ciclo, el método de Polya les ayudé princi-
palmente en la etapa inicial de comprensién del problema, el cual, a través
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de las preguntas orientadoras: ;qué me piden?, y ¢qué datos me dan?, se
observé una mejora en la reflexién de las estudiantes y no responder apresu-
radamente sin comprender el problema. Los resultados del primer ciclo
también evidenciaron que, aunque las alumnas comprendian los pasos para
resolver problemas, no eran conscientes en algunos casos de los conceptos
implicados, las propiedades o los argumentos usados en la resolucién de los
problemas, de ahi la necesidad de implementar el segundo ciclo. Los resultados
de este dltimo, con el uso de los mapas conceptuales hibridos permitié a las
estudiantes para profesora comprender las conexiones entre conceptos e
ideas matemadticas, asi como identificar propiedades relevantes y construir
argumentos para resolver el problema u otros similares. A lo largo del proceso,
las alumnas mostraron una mejora notable en su capacidad para concebir y
ejecutar un plan adecuado, asi como para llegar a soluciones correctas. Los
autores concluyen que el uso de los mapas conceptuales hibridos en
combinacién con los pasos de Polya, constituyen una estrategia sélida para
fortalecer los procesos de resolucién de problemas en estudiantes en formacién
docente.

El dltimo capitulo de esta tendencia, realizado por Homero Enriquez
Ramirez trata sobre una investigacién exploratoria del uso de recursos digitales
por profesores en la escuela primaria. Realizado en diez escuelas de la
Mixteca Oaxaqueiia, se observé que estas no cuentan con las computadoras
necesarias o en su mayoria, se concentran en un aula de medios destinadas
para clases de computacién, por lo que no se disponen para uso didactico de
los profesores en su clase de matemiticas. Con respecto a la formacién y
experiencia de los profesores sobre el uso de los recursos digitales, casi todos
los profesores encuestados (66 de 67 participantes) evidenciaron no poseer
formacién sobre el uso de tecnologias digitales para la ensefianza de las
matematicas, aunque 79% de ellos utilizan con poca frecuencia recursos
digitales en su clase.

Las observaciones de clase a nueve de los 67 profesores participantes
evidenciaron que la forma de orquestar los recursos digitales en la clase se
corresponde con un uso como reemplazo y como amplificador principal-
mente, es decir, con explica-el-tema, explica-la-pantalla, repite-la-pantalla o
copia-la-pantalla, segin el marco tedrico de la orquestacién instrumental.
No se observé el uso transformacién de la tecnologia, como, por ejemplo,
discute-la-pantalla. De esta manera, el estudio observé un uso limitado de
la tecnologia debido a diversos factores como son: la formacién de los
docentes, al acceso de la tecnologia digital en las escuelas, a los recursos digitales
empleados y a las politicas escolares que rigen el uso de la tecnologia.

Esperamos que los resultados de investigacién que aqui se presentan
sean de mucha utilidad, tanto para su desarrollo profesional como en sus
investigaciones.
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Resumen

El célculo mental es una de las competencias matematicas que ha sido descrita por
diversos autores, como un indicador del avance de los estudiantes de nivel basico.
En el modelo educativo vigente, se encuentra considerado en el Sistema de Alerta
Temprana (SisAT), que es un conjunto de indicadores y herramientas que permite a
los docentes y autoridades educativas contar con informacién sistemadtica y oportuna
sobre los riesgos de no alcanzar los aprendizajes esperados. Esta investigacién gira
en torno a las dificultades que presentan estudiantes de educacién secundaria en
Meéxico al resolver problemas en los que deben emplear el cilculo mental, este
fenémeno se analiza desde la perspectiva del desarrollo del sentido numérico. La
literatura sugiere que el desarrollo del sentido numérico puede dar significado a los
conocimientos que los estudiantes elaboran en sus clases de aritmética. El enfoque
metodoldgico es de tipo cualitativo y la estrategia utilizada fue el estudio de caso.
Dentro de los resultados obtenidos se identificé que las dificultades que presentaron
los estudiantes, estos se pueden dividir en dos tipos, el primero gira en torno a
carencias del sentido numérico y el segundo al rezago educativo que presentan los
estudiantes.
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Introduccidn

Desarrollar y consolidar habilidades matematicas es de suma importancia
para todo individuo. En el mundo actual numerosos procesos giran en torno
a esta disciplina, las matemadticas estin en todas partes, en los lugares mas
inesperados, conduciendo la rutina del ser humano, y a menudo no se es
consciente de ello (Alvarez, 2006). Asimismo, apoyan el desarrollo de
estructuras cognitivas, es decir, proveen de herramientas que desarrollan
una estructura mental 16gica que permiten enfrentar diversas circunstancias
cotidianas (Gémez & Mireles, 2019).

Las matemiticas forman parte de muchas situaciones cotidianas impor-
tantes para la vida, en este orden de ideas, las personas se enfrentan a la
necesidad de tener una competencia matemdtica basica. Leer cantidades,
enumerar y agrupar objetos, u operar con nimeros son algunos ejemplos de
situaciones que viven a diario las personas (Alvarez, 2006). En esta linea,
organismos internacionales como la Organizacién para la Cooperacién y el
Desarrollo Econémico (OCDE), consideran relevante que los estudiantes
desarrollen competencias matematicas (OCDE, 2016).

Una de las competencias matemiticas utilizadas en la vida cotidiana de
cualquier individuo es el cdlculo mental, por lo que esta habilidad adquiere
especial relevancia, ya que se emplea dentro como fuera del contexto escolar.
Por ejemplo, al realizar compras, calcular cuotas y distancias, y planificar el
gasto familiar, entre otras situaciones. En esta investigacidn, el interés se
centra en la relevancia del cdlculo mental dentro del contexto del aula,
debido a que en este escenario se le considera como una herramienta basica
del aprendizaje y un indicador que permite diagnosticar el nivel en el que se
encuentran los estudiantes en esta habilidad matemadtica. Parra (1994)
destaca que la ensefianza del cdlculo mental en el contexto escolar se basa
principalmente en la resolucién de problemas de tipo aritmético (comprensién
de los nimeros y sus operaciones).

En este sentido, se adopta el concepto de cdlculo mental de Parra
(1994), quien lo define como un conjunto de procedimientos que permiten
obtener resultados a través del andlisis de los ndmeros involucrados, sin
utilizar algoritmos, y haciendo uso de las particularidades del sistema de
numeracion, las operaciones y las relaciones existentes entre los nimeros. A
pesar de la relevancia del cdlculo mental, dada su pertinencia para desarrollar
habilidades en las operaciones con nimeros enteros, fraccionarios y decimales
positivos y negativos (Secretaria de Educacién Publica [SEP], 2017), se han
observado resultados poco favorables en el desarrollo de tales habilidades a
través de la aplicacién de la prueba SisAT (Sistema de Alerta Temprana).
Esta evaluacién se aplica en todos los niveles de educacién secundaria en
Meéxico a partir del afio 2013. Su propésito es contribuir a la prevencién y
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atencién del rezago y el abandono escolar mediante la identificacién de los
alumnos en riesgo, a través de la exploracién de las habilidades basicas para
el aprendizaje (lectura, escritura y cdlculo mental).

Un édrea evaluada dentro de estas pruebas es la asociada con las opera-
ciones aritméticas biasicas, la cual estd directamente relacionada con el
desarrollo del sentido numérico de los estudiantes. Una posible explicacién
a este fenémeno la ofrece Berch (2005), quien sefialé una relacién entre el
cilculo mental y el sentido numérico. La relacién entre ambos conceptos no
es simple, ya que algunos autores consideran que el cdlculo mental forma
parte del sentido numérico (Lemonidis, 2016), mientras que otros sugieren
que estin relacionados pero separados (Departament for Education, 2010;
Heirdsfield, 2002). Por tdltimo, otros investigadores proponen una relacién
bidireccional, al sostener que las habilidades de sentido numérico influyen
en las habilidades de cdlculo mental, pero, al mismo tiempo, la prictica del
célculo mental también fomenta el sentido numérico (Ruiz & Balbi, 2018).

La ensefanza del cilculo mental ha ganado relevancia, porque distintos
autores sugieren una relacién con varias otras habilidades matematicas
como la mejora en la resolucién de problemas, el razonamiento, asi como
una relacién en el rendimiento del dlgebra (Watson et al., 2018; Parra,

1994; Ruiz & Balbi, 2018).

Antecedentes

La literatura en torno al cdlculo mental es amplia. Algunos estudios se
enfocan en identificar las estrategias que utilizan los estudiantes al enfrentarse a
problemas de cilculo, otros las relacionan con la habilidad para resolver
problemas o con el desarrollo de otras destrezas, y algunos mds analizan la
ensefianza de esta habilidad como estrategia diddctica.

En un estudio de Rodriguez y Judrez (2019) con estudiantes de secun-
daria en México, se analizaron las estrategias mostradas por los estudiantes
para el cdlculo mental (CM en adelante) con sumas y restas. Asimismo el
trabajo de Barrera et al. (2018), que tuvo como propésito identificar estrategias
de CM utilizadas por los estudiantes en un contexto de juego (compra-venta),
mostré que en un ambiente de juego y competencia se podia promover el
aprendizaje. Gémez y Mireles (2019), también con estudiantes de secundaria
en México, encontraron que los procesos de entrenamiento en CM resultan
estrategias diddcticas importantes para favorecer el aprendizaje.

En otros estudios realizados también en México, como los de Cortés
(2004) y Mochén y Vizquez (1995), se encontraron varias dificultades al
resolver pruebas de CM por parte de estudiantes de nivel primaria y secun-
daria. Se observé que hacia falta el disefio de estrategias instruccionales del
docente, asi como la falta de problemas o situaciones contextualizadas, para
favorecer la comprensién de estos contenidos.
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En el plano internacional, se revisaron trabajos como los de Reys et al.
(1995) en Japén, que identificaron que las representaciones visuales incidian
en la obtencién de resultados mas altos en el rendimiento en CM, o trabajos
como el de Watson et al. (2018) en Portugal, quienes clasificaron algunos
errores comunes de omisién y procedimiento en el CM de sumas y restas.
Por su parte, Stauffer et al, (2020) implementaron en México actividades
para la ensefianza del célculo estimativo para el caso de las operaciones de
multiplicacién y divisién.

Otros estudios revisados se desarrollaron con futuros profesores de
matemdticas, como el de Sengil (2013) en Turquia o el de Almeida et al
(2014) en Espafa, dénde se indagé acerca de la relacién entre el sentido
numérico y las estrategias para resolver problemas de CM, halldndose que,
en general, no empleaban los componentes del sentido numérico en sus
estrategias de solucién.

Un tercer tipo de estudios abordan el disefio e implementacién de
programas de intervencién, para que los docentes apliquen actividades para
el desarrollo de las habilidades del CM, tenemos en este caso el trabajo de
Ruiz y Balbi (2018) en Paraguay, o el de Pourdavood et al. (2020) en Estados
Unidos, quienes investigaron la actividad del CM, y su relacién con el
pensamiento y razonamiento algebraicos, hallando que las estrategias de
CM contribuyen al desarrollar el razonamiento superior y el pensamiento
critico, ademds de fortalecer el desarrollo del sentido numérico.

A partir de la revision de la literatura, se reconocié que la mayoria de los
trabajos se han enfocado en investigaciones sobre la identificacién de estra-
tegias utilizadas por alumnos de primaria y en una minoria en alumnos de
secundaria al realizar tareas de cdlculo mental o cilculo estimativo, asi como
también en el mismo nivel educativo la implementacién de la ensefianza del
cilculo como estrategia diddctica. Otro hallazgo relevante es que los
estudiantes de primaria y secundaria tienden a utilizar métodos algoritmicos
para resolver situaciones de cilculo, sin reconocer de manera clara algunos
componentes del sentido numérico. Por lo anteriormente expuesto, esta
investigacién se enfoca en analizar y clasificar las dificultades que presentan
los estudiantes de secundaria en la resolucién problemas de cédlculo mental,
asi como en examinar la relacién de tales dificultades con el empleo de algunos
elementos del sentido numérico.

Referentes tedricos
El sentido numérico y el calculo mental

Dos referentes conceptuales considerados en este trabajo son el del sentido
numérico (SN) y el célculo mental (CM). Para efectos de esta investigacion
se adopta la definicién de SN propuesta por Mclntosh et al. (1992),

quienes lo describen como “... la comprensién general que una persona tiene
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de los nimeros y las operaciones, junto con la capacidad y la inclinacién a
utilizar esta comprensién de forma flexible para hacer juicios matemadticos y
desarrollar estrategias dtiles para manejar los nimeros y las operaciones...”
(p-3). E1 SN incluye diferentes elementos de los numeros, las operaciones y
sus relaciones, lo que ha propiciado diversas investigaciones y debates entre
profesores de matematicas, investigadores y disefiadores de curriculum en la
disciplina (Sengtil, 2013). Al respecto Almeida et al. (2014) sefialan que la
clasificacién de componentes del SN con mayor influencia en la educacién
matemdtica, es la propuesta por la National Council of Teachers of Mathe-
matics [NCTM] (1989) la cual fue posteriormente ampliada por McIntosh
et al. (1992) quienes desglosaron algunos componentes y afiadiendo otros.
En la tabla siguiente (tabla 1), se describen los siete componentes clasificados.

Tabla 1

Descripcion de los componentes del sentido numeérico

Componente Descripcién
Implica la comprensién de la organizacion del sistema de numeracién

1. Comprender el significado de : . . i
decimal y las numerosas relaciones existentes entre los nimeros

los nimeros
Se refiere a reconocer y estimar el tamafio absoluto o relativo de un niimero,
de una cantidad o de una medida en comparacién con otro nimero, cantidad
o medida. Incluye la comparacién y el orden de los nimeros y la
identificacién de nimeros entre otros dos dados

2. Reconocer el tamatfio relativo
y absoluto de las magnitudes
de los nimeros

Estos puntos son valores que le resultan cémodos de manejar a un individuo
en la realizacién de cdlculos o comparaciones. Este componente incluye la
habilidad para usar referentes mentales para usar nimeros en la resolucién
de problemas

3. Usar puntos de referencia

. Utilizar la composicién y
descomposicién de los
nimeros

. Usar multiples
representaciones de los
ndimeros y sus operaciones

. Comprender el efecto relativo
de las operaciones

. Desarrollar estrategias
adecuadas y evaluar lo
razonable de una respuesta

Se refiere a la habilidad de composicién y descomposicién de los nimeros,
de manera equivalente, con el propésito de realizar operaciones con mayor
fluidez

Este componente se manifiesta al utilizar diversas representaciones en la
resolucién de problemas numéricos de forma prictica y flexible

Es la habilidad para identificar cémo las operaciones afectan al resultado
final de problemas numéricos, normalmente se le nombra como
“comprender el efecto relativo de las operaciones”y “saber relacionar las
operaciones”. Incluye el empleo de propiedades aritméticas (conmutatividad-
asociatividad-distributividad) para simplificar expresiones y desarrollar
estrategias de solucién

Implica la seleccion de estrategias apropiadas en funcién de la tarea (método
gréfico, cdlculo escrito, estimacion, calculo mental, etc.), asi mismo incluye la
habilidad para valorar lo razonable de un resultado

Nota. Elaboracion propia con datos de Almeida et al (2014)

El concepto de CM que para fines del presente trabajo se adopta, es el
de Parra (1994), quien lo define como un conjunto de procedimientos que
permiten obtener resultados a través del andlisis de los nimeros involucrados,
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sin recurrir a algoritmos y haciendo uso de las particularidades del sistema
de numeracién y de las operaciones, asi como de las relaciones existentes
entre los nimeros. La relacién entre el SN y el CM no es sencilla, ya que
algunos autores consideran que el CM forma parte del SN, mientras que
otros sostienen que estdn relacionados pero son independientes. Por otro
lado, otros autores apoyan una relacién bidireccional, sugiriendo que las
habilidades de SN influyen en las habilidades de CM, pero, al mismo tiempo,
la prictica del CM también fomenta el desarrollo del SN (Ruiz & Balbi,
2018). Para los fines de esta investigacion se considera el CM como parte
del SN de acuerdo con lo planteado en diversos estudios (NCTM, 1989;
Mclntosh et al., 1992; Almeida et al., 2014).

Metodologia

Enfoque y diserio

En este trabajo se adopté el enfoque metodolégico cualitativo, dado que el
propésito es analizar, a partir de las voces de un grupo de estudiantes, las
dificultades que presentan al enfrentarse a problemas de cilculo mental.
Este tipo de metodologia permite estudiar y entender el significado que le
da un sujeto o grupo social a un fenémeno determinado, utiliza palabras,
preguntas abiertas, e implica la recoleccién de datos a través de la observacién
del entorno del participante. El andlisis de datos se construye de manera
inductiva desde lo particular a lo general. Aunque ciertos datos pueden
cuantificarse, la mayor parte del anlisis es interpretativo (Strauss & Corbin,
2002).

El disefio de investigacién seleccionado fue el estudio de caso, ya que
permite analizar con mayor profundidad a un grupo de estudiantes sobre las
dificultades que presentan en la solucién de problemas de cdlculo mental.
Al respecto de este tipo de disefio, Stake (1999) sefiala que posibilita un
acercamiento a la realidad a través de su descomposicién y andlisis en variables
significativas, supone una descripcién densa del problema a estudiar y se
caracteriza por su naturaleza inductiva, descriptivo y especifico.

Sujetos de estudio

La investigaciéon se realizé con nueve estudiantes de tercer grado de
secundaria, cuyas edades oscilaban entre 14-15 afios, pertenecientes a una
escuela secundaria publica situada en la ciudad de Tulancingo en el estado
de Hidalgo, México. El estudio se llevé a cabo durante la segunda mitad del
ciclo escolar 2023-2024. Los sujetos de estudio fueron seleccionados de
forma intencionada. Se eligieron en proporciones iguales con base en los
resultados que estos obtuvieron en la aplicacién de la prueba SisAT al inicio
del ciclo escolar, es decir, alumnos en nivel esperado, en desarrollo y que
requieren apoyo. Este criterio permitié contar con una visién mas amplia de
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los resultados obtenidos debido a que son alumnos con diferente nivel de
resultado en una prueba previa. Asimismo, en la seleccién de los sujetos se
consideraron los resultados obtenidos en ciclos escolares anteriores. Los tres
alumnos elegidos en cada nivel habian mantenido el mismo resultado en las
tres aplicaciones correspondientes a los dos ciclos previo. Otra caracteristica
de la eleccién fue que los participantes provenian de distintos grupos de
tercer grado, con el fin de asegurar una mayor diversidad de caracteristicas
entre ellos. Previo a la aplicacién de la actividad, se notificé a los estudiantes
y padres de familia, que los resultados de esta tarea forman parte de un
proyecto de tesis de maestria. Por esta razon, se solicité autorizacién para
grabar en video la actividad y se informé y que para proteger su identidad a
cada estudiante se les asignaria un seudénimo.

Técnicas e instrumentos para la recoleccion de la informacion

Con relacién a las técnicas de recoleccién de datos, se aplicé en primer lugar
una prueba de cdlculo mental disefiada expresamente para esta investigacién,
basada en la prueba SisAT, posteriormente se realizaron entrevistas semies-
tructuradas a los participantes, las cuales fueron videograbadas con el
propésito de obtener informacién mds precisa. Ademds se llevaron a cabo
observaciones de campo durante la aplicacién de la prueba y de las entrevistas.
Las técnicas e instrumentos utilizadas en la recogida de datos fueron:

1. Aplicacién de una prueba de CM. El instrumento consistié en el
test y las hojas de anotacién de respuesta de los estudiantes. La
aplicacién de esta prueba fue videograbada y posteriormente trans-
crita para el andlisis de la informacién obtenida.

2. Observacién. El instrumento fue una guia de observacién que
contenia elementos que permitieron al investigador centrar la atencién
en datos relevantes para la investigacién.

3. Entrevistas. El instrumento fue una guia semiestructurada de
preguntas que permitieron conocer las razones de las respuestas
dadas a las situaciones de CM. Estas entrevistas fueron videograbadas
con la finalidad de recabar informacién més detalladas. En los casos
en que los participantes tuvieron dificultad para expresar de manera
verbal los procedimientos realizados, se le solicité realizarlos por
escrito, utilizando lipiz y papel.

Diserio de la actividad a implementar

De acuerdo con el documento de orientaciones para el establecimiento del
sistema de alerta temprana en escuelas de educacién bdsica, de la Secretaria
de Educacién Publica en México (SEP), “El Sistema de Alerta Temprana
(SisAT) es un conjunto de indicadores, herramientas y procedimientos que
permite a los colectivos docentes, a los supervisores y a la autoridad educativa
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local contar con informacién sistemdtica y oportuna acerca de los alumnos
que estdn en riesgo de no alcanzar los aprendizajes clave o incluso de aban-
donar sus estudios” (SEP 2018, p. 6). El propésito de este sistema es contribuir
a la prevencién de rezago y la desercién escolar, mediante la identificacién
de los alumnos en riesgo. Dentro de los siete indicadores del SisAT, se localiza
el de CM, denominado como un indicador de las habilidades basicas para el
aprendizaje. Cada una de las pruebas de CM para secundaria consta de 2
ejemplos y 10 items. Para los fines de esta investigacién, se disefié una
prueba original, basada en la estructura de la prueba SisAT. La prueba
correspondiente al tercer grado de secundaria que se diseiié y aplicé para
este estudio se presentan en la tabla 2.

Tabla 2
Prueba de CM para tercer grado (Fuente: Elaboracion Propia)
No. Pregunta Respuesta
Ej.1 20 mds 18 38
Ej.2 ¢Qué nimero multiplicado por 5 da 40? 8
1 800 mis 409 1209
2 220 menos 60 160
3 31 por 400 12,400
4 5 por 12 entre 2 30
5 10 al cuadrado, menos 9 91
6 Jcudnto es 9 x 2 mds 12 x 2? 21 x2
7 2 enteros menos é %
8 3.75 mis 4
9 sQué fracciones siguen en esta serie: %, %, %, ——,— 7 27/2y81/2

Dos de los dngulos interiores de un tridngulo miden 89 y 42 grados
10 respectivamente, ;cuanto mide el tercer dngulo para que su suma de 180 490
grados?

Segtn el manual exploracién de habilidades basicas en lectura, produccién
de textos escritos y calculo mental, herramienta para la escuela, de la SEP
(2018), la prueba se aplica a un estudiante a la vez, se plantea cada pregunta
en el orden establecido, iniciando con los ejemplos, si el estudiante lo
requiere se le repite una vez mds la pregunta. Se muestra la tarjeta de apoyo
visual (cada pregunta estd escrita en una tarjeta) en caso de que el estudiante
dé una respuesta equivocada o se tarde mds de 20 segundos en responder, en
caso de que aun asi no haya respuesta por parte del estudiante se debe pasar
a la siguiente pregunta y asi sucesivamente hasta culminar los 10 reactivos.
En ningin caso se permite al estudiante el uso de apoyo externo y la aplicacién
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solo se interrumpe cuando el estudiante comete seis errores consecutivos.
Las preguntas se evaldan con 1 en caso de ser correcta, con 1v cuando se le
presenta el apoyo visual y con 0 cuando la respuesta es incorrecta o no hay
respuesta. Al finalizar la aplicacion, a cada estudiante se le debe asignar un
nivel correspondiente al puntaje obtenido: (7) nivel esperado: de 8 a 10 puntos;
(ii) en desarrollo: de 5 a 7 puntos y (iii) requiere apoyo: de 0 a 4 puntos.

Dado que esta prueba constituye la base de la presente investigacién, en
la tabla 3 se muestra la relacién de cada item con el marco utilizado de los
componentes del sentido numérico (Tabla 1. componentes del sentido
numérico). Con el propésito de poder comprender con mayor profundidad
la relacién del SM y el CM a través de esta prueba, en la tabla 3 también
vincula la estructura de las preguntas con la clasificacién elaborada por
Jiménez (2010) en un material titulado Las tablas de célculo: un método
para trabajar el cdlculo mental.

1. Cilculo directo (CD): estin presentes distintas operaciones y hay
que operar con ellas (sumas, restas, multiplicaciones, divisiones y
potencias)

2. Completar (COM): en estas, los estudiantes tienen que completar
los espacios vacios para que sea vilida la expresion.

3. Interpretar (INT): aqui es necesario que los estudiantes identifiquen
elementos, sustituyan un valor en una expresién, interpreten un texto
o un simbolo, etc.

Tabla 3
Relacion entre items de la prueba de CM y los componentes del SN
Item Componente del SN Tipo de pregunta

1 3,4 CD
2 3,4 CD
3 2,34 CD
4 3,4,6 CDh
5 5,6 CD
6 1,5 INT
7 45 CcD
8 45 CD
9 2,4,6,7 COM
10 1,4 COM

Resultados

Para interpretar los resultados de la prueba aplicada a los estudiantes, se
empled un sistema de codificacién que permitié clasificar el tipo de razona-
miento que fue usado para cada una de las respuestas: si usaron algin
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componente del sentido numérico (SN), si recurrieron unicamente a reglas
o algoritmos (BR), si presentaron argumentos matemadticamente incorrectos
o no ofrecieron justificacién o argumentacién alguna (OT), y si dejaron en
blanco su respuesta (SR). Para dar iniciar el andlisis de las respuestas, en la
tabla 4 se presentan los resultados de cada item y el tipo de razonamiento
llevado a cabo para dar solucién a la prueba por parte del segundo grupo de
estudiantes, tal como se mencioné previamente.

Tabla 4

Resultados de éxitos y estrategias de los items

Tipo de razonamiento

ftem Exito SN BR oT SR

C I C I C I I
8

1 5 5 0 0 1 3 0 0
7

2 : 4 1 0 1 3 0 0

3 % 0 3 1 5 0 0 0
5

4 = 3 0 1 2 1 2 0
5

5 2 5 0 0 0 0 1 3
4

6 3 4 0 0 0 0 1 4
4

7 5 4 0 0 0 0 2 3
3

8 3 3 0 0 0 0 1 5

9 % 1 0 0 3 0 4 1
4

10 : 4 2 0 0 0 1 2

C: correcto, I: incorrecto

SN: sentido numérico

BR: basado en reglas

OT: otros: incorrectos, incompletos, sin justificacion;
SR: sin respuesta.

En relacién con la tabla anterior, se puede observar que el éxito varia en
funcién de los items. Evaluar cada uno como correctos o incorrectos permite
identificar cudntos estudiantes contestaron de manera correcta a un deter-
minado item lo que pudiera permitir también llegar a ciertas conclusiones o
dar por cierto algunos resultados. Otro aspecto relevante es que, ningin
estudiante contesté de manera correcta la prueba en su totalidad, asi como
también el minimo de aciertos por pregunta es uno. En el andlisis de cada
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item, se presentan algunos didlogos que se consideraron de interés, los cuales
fueron transcritos a partir de las videograbaciones de las entrevistas semies-
tructuradas, realizadas después de la aplicacién de la prueba. Estos frag-
mentos permiten al lector comprender con mayor claridad sobre lo ocurrido
durante la aplicacién de los instrumentos de recoleccién de datos.

Es el item 1 consisten en realizar una suma en el orden de las centenas
en ambos sumandos y donde se espera que utilicen la descomposicién del
segundo sumando para realizar el cdlculo de manera mds sencilla y rapida o
bien cualquier otra descomposicién que les facilite el cdlculo. Asimismo
pueden emplear como punto de referencia de la suma de los digitos ocho y
cuatro y agregar los ceros correspondientes mds la unidad nueve. Este item
es el de mayor éxito para los estudiantes, ocho de los nueve respondieron
correctamente. De los cuales ninguno hizo consulta del apoyo visual. De los
cinco estudiantes cuya respuesta estd clasificada en SN, todas se basaron en
la composicién y descomposicién de los nimeros.

Estudiante 1: bbb, pues lo primero que hice fue sumar 800+400, y luego le sumé el 9

Estudiante 3: Bueno, pues primero este pues solo es algo bdsico no, de 800 +400 se

suman 1200 y luego sumé 9
Estudiante 6: Primero sumé los niimeros enteros (refiriéndose al 8 y 4), y luego agregué
el niimero, el niimero como se llama el digito unitario que es el 9

Para el segundo item corresponde a una resta en la que el minuendo se
encuentra en el orden de las centenas y el sustraendo en el orden de las
decenas. En esta operacién los estudiantes al intentar resolverla pueden
recurrir a la descomposicién del 220 en 200 y 20 o en la descomposicién
del 60 en 40 y 20 o cualquier otra que le pueda facilitar el cdlculo al estu-
diante. También pueden utilizar como referencia que el doble de 60 es 120
y que 200 es igual a 100 mds 120.

Este item fue el segundo con mayor éxito, al haber sido contestado
correctamente por siete de los nueve participantes. Seis estudiantes hicieron
uso del apoyo visual, incluidas las dos respuestas incorrectas. Este hecho
podria interpretarse como una evidencia de que esta operacién generé
mayor dificultad en comparacién con la del primer item, probablemente
debido a la naturaleza de la operacién o de los nimeros involucrados.

De las cuatro respuestas clasificadas en SN, tres se basaron en la compo-
sicién y descomposicion de las cantidades y el restante se basé en puntos de
referencia. Las respuestas incorrectas se ubicaron dentro de las clasificaciones
de SN y BR. En el caso del SN (E2), se observa que este componente estd
presente, sin embargo, la estudiante tiene dificultades para llevar completar
el proceso con éxito, al intentar realizar composiciones y descomposiciones
de los nimeros de manera equivalente. Por su parte, en la respuesta BR
(E4), la estudiante intenté efectuar mentalmente el algoritmo de la resta,
aunque sin éxito.
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Estudiante 2: Ahbh, este pues primero haga de cuenta este conté cuanto era del 20 al
60, y ya después por ejemplo se lo resté al 260 y me dio 140, y pues segiin yo eso
estd bien, y eso fue lo que hice este del 20 conté cuanto era para 60 y eso se lo resté a
260

Estudiante 4: Una resta estd empezando por este lado (sefialando el lado izquierdo), o

sea, si era un nimero mayor arriba bueno se le sumaba y este bueno, pero este
cuando el miimero era mayor y el niimero de abajo era menor le prestaba al otro y
este hasta que mediera como resultado todo eso y bueno asi mds o menos lo hice

Las dos respuestas incorrectas fueron dadas por las estudiantes 2 y 4
cuyas respuestas fueron 140 y 180, respectivamente. La estudiante correspon-
diente a la respuesta BR manifesté durante la entrevista semiestructurada
que, si la operacién la hubiera hecho en papel y lipiz, podria haberla resuelto
sin dificultad, ya que durante el proceso “se le fueron perdian los nimeros
en su mente” porque es de tipo visual. Este hecho permite interpretar que
domina los algoritmos cuando cuenta con apoyos materiales. Con base a lo
anterior, las dificultades observadas podrian atribuirse a una comprensién
limitada de ciertos componentes del SN, como composicién y descompo-
sicién de los nimeros de manera equivalente, asi como al uso de referentes
mentales (matemadticos o reales) para usar nimeros en la resolucién de
problemas.

El item 3 correspondi6 a la realizacién de una multiplicacién donde uno
de los factores estd en el orden de las decenas mientras el otro factor en el
orden de las centenas, siendo este ultimo multiplo de diez. Los estudiantes
pudieron hacer uso de algunos componentes del SN para darle respuesta,
una forma es considerar el 3 y el 4 para realizar la multiplicacién y tener en
consideracién el valor posicional de los nimeros, e incluir la unidad. Otra
forma es considerar el punto de referencia de “tres por cien”, repitiendo la
suma o multiplicacién las veces necesarias y considerando nuevamente el
valor relativo o posicional de los nimeros y la unidad. Otra alternativa de
solucién es descomponer el 31 en 10 + 10 + 10 + 1 o en cualquier otra que
pueda facilitarles el cédlculo y utilizar la propiedad distributiva. Asi mismo
pueden hacer uso de mas de uno de estos componentes en conjunto, por
ejemplo descomponer al 31 en 30 y 1y solo considerar el valor absoluto del
4 para llevar efectuar la multiplicacién utilizado la propiedad distributiva
para que posteriormente considerar el valor posicional del mismo, es decir
agregar los ceros correspondientes. O cualquier otra mezcla de estos
componentes que les permitan realizar la operacién mentalmente.

Este reactivo es uno de los que tuvo un menor nimero de respuestas
correctas, solo uno de los nueve estudiantes (E6) lo resolvié con éxito. La
totalidad de los estudiantes hicieron uso del apoyo visual. Estos resultados
permiten inferir que realizar multiplicaciones mentales con las caracteristicas
de este item generé una mayor dificultad para el grupo de estudiantes. La
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respuesta correcta dada por el estudiante E6 se clasificé en la categoria de
BR. El propio estudiante coment6 que una de las dificultades que tuvo para
realizar el algoritmo mentalmente fue el espacio que debia dejar entre el
resultado del primer producto y el segundo para realizar la suma.

Estudiante 6: Estaba acomodando los niimeros, porque eso era lo que se me dificultaba
la mu/tiplicacia’n, en st nada mds la manera de acomodarlos porque es mds fa’ci/
escribirlo en el papel porque abi no se te olvida, tienes los digitos ordenados y
mentalmente como que se me dificulta acomodar los niimeros para que se sumen al
[final de la multiplicacion

Entre de las respuestas incorrectas, tres se clasificaron en la categoria
correspondiente al uso del SN. En ellas se observa que los estudiantes aplicaron
este conocimiento, es decir, no estuvo ausente, sin embargo, presentan
dificultades para terminar el proceso con éxito. Los cuales hicieron uso del
valor absoluto de un digito de uno de los factores (es decir, del factor 400
solo utilizaron el 4) para facilitar el cilculo. No obstante, la dificultad radicé
en reconocer el valor relativo del mismo factor y en estimar correctamente
el resultado, hecho se puede sustentar considerando a partir de los resulta-
dos obtenidos.

Estudiantel: Pues primeramente fue porque como son mentales y son no sé, y es un
nimero algo grande sno? Y pues la cantidad o resultado iba a ser como que medio
no muy complicado, pero si iba a estar medio complicado hacer el resultado, y para
yo poderlo resolver lo que hice fue multiplicar 31x4 y luego le sume los dos ceros, y
Jue el resultado que me dio

Estudiante 7: Primero queria multiplicar 40x3, y el resultado bueno 400x3 y al
resultado se le agrega el otro cero del 30 y después sumarle la multiplicacion del
400x1 pero se me dificultd poquito

La respuesta que el Estudiante 1 dio para este item, fue 1240. Durante
la entrevista semiestructurada, al explicar el procedimiento que siguid,
proporcioné el resultado correcto, sin embargo, éste ya no fue considerado
vélido por haberse obtenido fuera del tiempo de aplicacién de la prueba.
Este hecho permite deducir que el Estudiantel posee un desarrollo consi-
derable del SN, lo cual se corroborar con el resto de sus resultados. No
obstante, puede inferirse, que bajo condiciones de tiempo limitado y en
situaciones similares a este item, podria presentar conflictos en su
desempefio.

Por otro lado, las respuestas clasificadas en BR, los estudiantes explican
el algoritmo que intentaron aplicar sin éxito para resolver al reactivo. Con
estos hechos se puede suponer que estos estudiantes tienen carencia de
algunos componentes del SN, como el uno y el cuatro que dicen respecti-
vamente: comprender el significado de los nimeros, composicién y
descomposicién de los nimeros de manera equivalente. También se
evidencian dificultades en subcomponentes como el reconocimiento y la
estimacion del tamafio absoluto o relativo de un niimero, el uso de referentes
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mentales (matematicos o reales) para resolver problemas y la aplicacién de
propiedades aritméticas (conmutativa-asociativa-distributiva).

El item 4 fue el primero de la prueba que requirié dos operaciones para
su solucién. Por un lado, un producto de dos factores uno de ellos en el
orden de las unidades y el otro factor en el orden de las decenas y después
un cociente. En este item, los estudiantes pudieron emplear diversos
componentes del SN como, usar puntos de referencia, por ejemplo, el resultado
de diez por cinco y el de cinco por dos; utilizar la composicién y descompo-
sicién de los nimeros, una forma es descomponer al 12 en diez mds dos,
otra forma es descomponerlo en seis mds seis o cualquier otra que al estu-
diante pudiera facilitarle el cdlculo. También intervino el componente rela-
cionado con la comprensién del efecto de las operaciones, en este caso la
comprensién del cociente que puede interpretarse como, obtener la mitad
de la cantidad involucrada, asi como también el uso de propiedades aritmé-
ticas como la propiedad distributiva.

Este item tuvo éxito con seis de los nueve participantes, al ser contestado
correctamente. Muy pocos estudiantes solicitaron el apoyo visual para
responder. Las respuestas correctas se ubican dentro de las tres clasificaciones.
Por una parte, los tres estudiantes que hicieron uso del SN para resolver, se
observa que hacen uso de los componentes: uso de puntos de referencia,
composicién y descomposicién de los nimeros, y comprensién del efecto
relativo de las operaciones.

Estudiante 1: Bueno, sabemos que 5x10 son 50 y 5x2 son 10y /uega pues este, bueno

sumé 50 mds 10 y medid 60, y la mitad de 60 son 30
Estudiante 3: Pues primero multipliqué 5x10 y ya después por 2 y ya lo sumé y lo dividi
Estudiante 7: Primero multipliqué 5x10 y los 2 pues serian otros 5x2 entonces serian
50+10 y serian 60 y ya nada mds lo divide entre 2 y dio 30

Por otro lado, el Estudiante 4 no proporcioné suficientes elementos para
conocer su proceso, sin embargo, lo que realizé lo hizo con éxito. En el caso
del estudiante 6, su procedimiento consistié en la aplicacién del algoritmo
de la multiplicacién.

Mientras que las respuestas incorrectas se ubicaron en las clasificaciones
BR y en OT. En ambos casos puede asumirse que estos estudiantes presen-
taron dificultades en la comprensién de componentes del SN como el uso
de puntos de referencia, la composicién y descomposicién de los nimeros, y la
comprension del efecto relativo de las operaciones. Un aspecto importante en
este item es que dadas las respuestas de los estudiantes cuyas respuestas
estin en la clasificacién OT, puede inferirse que presentan una carencia
significativa de diferentes componentes del SN, como los antes mencionados
y también de algunos subcomponentes como, comprensién de las relaciones
existentes entre los nimeros, y el de valorar lo razonable de un resultado,
estos aspectos se sustentan en las respuestas observadas.
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Estudiante 8: 5x12 son.....mmmm son 56 y dividiéndole seria y darian 116

Estudiante 9: 5x12 son mmm 110 y entre 2 es cuando se me dificultan las cosas

En el caso del quinto reactivo, fue el primero de la prueba el cual tiene
involucrado un exponente y también implica dos operaciones en su solucién.
Para este punto los estudiantes ya habian resuelto sumas, restas productos y
cocientes. Para responder a este reactivo, se espera que los estudiantes
transiten de la representacién del 107 al 100 y viceversa, al mismo tiempo
que comprendan el efecto relativo de las operaciones, es decir, que cobre
sentido en ellos. Este item fue contestado de manera correcta por cinco de
los nueve estudiantes. Los mismos cinco estudiantes que dieron respuesta
correcta al item anterior. De ellos, cuatro no requirieron apoyo visual, el
resto si lo utilizé, incluidos los estudiantes que respondieron de manera
incorrecta.

Todas las respuestas correctas se clasificaron dentro del SN. En este
reactivo, los estudiantes emplearon componentes como el uso de multiples
representaciones de los nimeros, al reconocer que 10 es igual a 100, y la
comprensién del efecto relativo de las operaciones, al resolver de manera
correcta la operacién 10

Estudiante 3: 70 a/ cuadrado menos 9, pues lo primero es abora si multiplicar diez x

diez porque es 10 al cuadrado son 100 y ya 100 pues ya resté

Estudiante 6: Ah7 primero al cuadrado significa que se multiplica por ese mismo

niimero asi que 10x10 es igual a 100, menos 9, 91

Dentro de las respuestas incorrectas, tres estin dentro de la clasificacién
de SR, es el primer reactivo de la prueba con el hecho de que un estudiante
no da una respuesta o intenta realizar cdlculos. Y en los tres casos la
argumentacién fue la misma, no sabian cémo operar el exponente.

Estudiante 2: No, ahi si no tengo ni idea no puedo decir me puse nerviosa, ahi no

tenia ni idea de qué hacer

Estudiante 5: mm. .. bueno no recuerdo bien como hacerla al cuadrado

Estudiante 9: mmm puex que’ puex no, bueno por Ljemp/a en esas opemciane& ..no s€

elevar las cosas al cuadrado y asi y entonces por eso se me dificultan las cosas

Por su parte, el Estudiante 8 cuya respuesta se clasificé en OT, tanto
durante la aplicacién como en la entrevista, basé sus respuestas en restar la
base de la potencia con el sustraendo de distintas formas. Dentro de las
respuestas que dio el estudiante, estuvieron 8%, 9> y 12. Al solicitarle que
repitiera de nuevo su respuesta, ésta fue cambiando, en la tltima, explicé
que rest6 10 menos 9 y conservé el exponente. También manifesté que la
dificultad estuvo en resolver el exponente.

Con base en los hechos arriba descritos puede asumirse que tres de los
cuatro estudiantes que no respondieron el item, presentan una carencia muy
puntual en el componente 5 del sentido numérico, que se describe cémo
utilizar diversas representaciones de los nimeros, asi como también en el
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componente 6 que se refiere a comprender el efecto relativo de las opera-
ciones. En el caso del estudiante 8, con base en sus respuestas, también
puede inferirse una carencia en el componente 1, referido a comprender el
significado de los nimeros, asi como también en los componentes arriba
mencionados.

El item 6, para su solucién implica s6lo una suma de coeficientes puesto
que se trata de términos semejantes. Lo interesante aqui es ver cémo para
los alumnos esto cobra sentido. Para ello, se esperaba que comprendieran
componentes del SN como la comprensién del significado de los nimeros y
el uso de multiples representaciones de los numeros y de las
operaciones.. Este item tuvo éxito por cuatro de los nueve participantes, lo
que indica que casi la mitad del grupo logré resolverlo y la otra mitad no.
En las respuestas correctas se observa para los estudiantes comprenden el
sentido la literal (x) elevada al cuadrado y saben cémo operar con ella al
Menos en casos Como este.

Estudiante 1: 9+12 s;verdad? Pues nada mds que nada sabemos que x al cuadrado es
digamos, seria lo mismo, entonces pues no tiene caso como que sumarlos 3no?
Entonces lo que hice fue nada mds sumar 9 +12 dandome un resultado de 21 y
como tienen las dos estdn elevadas al cuadrado nada mds seria 21 equis al cuadrado

Estudiante 3: pues solo sume 9 + 12 y ya lo pasé x al cuadrado

Nuevamente en este item se repite el hecho de que algunos estudiantes
no pudieron dar una respuesta al mismo, los argumentos fueron en direccién
al no saber cémo operar la literal equis(x) al cuadrado.

Estudiante 2: pues o sea no, no encuentro como, no tengo idea de como multiplicar 9
equis al cuadrado mds 12 x al cuadrado no sé si tenga que verla, no sé que tenga
que ver la x y lo del cuadrado fue lo que le dije que no, que me cuesta trabajo elevar
al cuadrado o sea no entiendo

Estudiante 5: emm. .. pues por el procedimiento igual no recuerdo como, como se lama,
elevar al cuadrado

Por su parte, el Estudiante 4 intent6 responder, pero no tuvo éxito en su
proceso; traté de elevar al cuadrado tanto el doce como el nueve y, al final,
sumar los resultados. En este reactivo de los cinco alumnos que no la
respondieron de manera correcta, cuatro incluso ni siquiera pudieron dar
una respuesta. Estos hechos nos permiten suponer presentan carencias en
los componentes del SN 1 y 5, que corresponden respectivamente a la
comprensién del significado de los nimeros y al uso de multiples represen-
taciones de los nimeros y las operaciones.

En el caso del item 7, fue el primero de la prueba que involucra nimeros
no enteros, por un lado una fraccién y por otro una cantidad entera, cuya
solucién implicaba una resta. Se espera que los estudiantes hicieran uso de
componentes del SN, como la composicién y descomposicién de los nimeros,
asi como el uso de multiples representaciones de los nimeros y sus operaciones.
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Este item fue respondido correctamente solo por cuatro de los nueve
estudiantes, de los cuales sélo uno hizo uso del apoyo visual, y cinco de los
que respondieron de forma incorrecta o no dieron respuesta también hicieron
uso del apoyo visual, lo cual puede representar que no fue de utilidad para
realizar el proceso de solucién, ya que los estudiantes carecen puntualmente
de componentes del SN antes mencionados. Entre las respuestas correctas
clasificadas en la categoria SN se observa que estos estudiantes muestran
cierto nivel de desarrollo de estos componentes del SN.

Estudiantel: bueno pues dos enteros menos un quinto, lo que hice fue quitar un ente-
ro, pero para poder resolverlo pues el entero lo dividi en cinco y le quité un quinto
ddndome un resultado de un entero cuatro quintos

Estudiante3: pues un entero lo dividi en quintos y a esos son 5 quintos le quité 1 y ya
un entero cuatro quinz‘os

Dentro de las cinco respuestas consideradas incorrectas, dos se clasificaron
como SRy tres como OT. En ambos casos es notoria la carencia de ciertos
componentes del SN. Puesto que los estudiantes pudieron hacer uso de la
composicién y descomposicién de cantidades, por ejemplo, descomponer los
dos enteros en uno mds uno o en cualquier otra que les pudiera facilitar el
célculo, o bien también utilizar multiples representaciones de los nimeros,
como transitar de los dos enteros o representarlos de otra manera que les
permitiera responder al item; asimismo, pudieron combinar ambos compo-
nentes.

Los estudiantes 2 y 5, que no dieron respuesta, manifestaron que su
confusién radicé en la conversién de la fraccién a nimero decimal, es decir,
no comprendieron otra forma de resolver el problema mas que mediante esa
conversion, la cual no lograron realizar con éxito.

A partir de estas respuestas, puede interpretarse que el componente del
SN referente al uso de multiples representaciones de los nimeros y las ope-
raciones no estuvo complemente ausente, pues los estudiantes lograron per-
cibir otra forma de representar a la fraccién, sin embargo, no tuvieron los
elementos suficientes para poder continuar con el proceso. Dentro de las
tres respuestas clasificadas en OT llama la atencién que dos estudiantes
siguieron el mismo razonamiento al intentar restar los dos enteros menos el
denominador. Y aunque el estudiante E9, dio una respuesta casi de manera
inmediata, al final comenté que no sabia cémo hacerlo, retractindose de su
respuesta.

Estudiante 4: mm....como que restar el niimero, bueno el niimero entero por el mds

grande de la fraccion

Estudiante 8: emm.....se me dificulta restarle los dos enteros se me dificulta restarle
al 2, un quinto

La solucién para el item 8 implica una suma de nimeros no enteros en
diferentes representaciones, por un lado una fraccién y por otro un nimero
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decimal. Para este momento los estudiantes ya fueron enfrentados a un item
similar. En este caso se espera que los estudiantes al darle solucién usen
componentes del SN como utilizar composicién y descomposicién de los
numeros, una forma seria separar al entero tres de la parte fraccionaria, y el
de usar multiples representaciones de los nimeros y las operaciones. En este
sentido, se podria representar el nimero decimal como fraccién o viceversa,
para para trabajar con un mismo tipo de nimero y facilitar la operacién, o
bien combinar ambos componentes. Este item es uno de tres, con menos
éxito en toda la prueba, respondido por sélo tres de los nueve estudiantes de
manera correcta. En este item, la totalidad de estudiantes requirieron apo-
yo visual. En las tres respuestas correctas clasificadas dentro del SN, se
observa que los estudiantes hicieron uso de multiples representaciones de
los nimeros al transitar del ndmero decimal a la fraccién y viceversa.

Estudiante 1: bueno vemos que no se suman, digamos dos fracciones entonces tuve que
hacer la conversion de 3.75 a fraccion que mds que nada, este 3.75 es 3 enteros tres
cuartos, porque 75 es como digamos 25+25+25 da 100 entonces son 3x25 da 75 y
luego me di cuenta que eran 3 enteros tres cuartos y ya 3 enteros 3 cuartos le sumé
1 cuarto.

Estudiante 6: amm... lo que quise expecificar es que en teoria un cuarto en esas
fracciones podria ser igual a 25, bueno a 25 milésimas 0.25 para asi decir y ya
sumando le simplifiqué quitando el cuarto, ddndole entender como 0.25 y sumdndolo
a3.75 dan el 4

Hasta el momento, este item es el que tiene un mayor nimero de estu-

diantes que no dieron una respuesta. Al ser cinco de los nueve estudiantes al
hacerlo. Dentro de las entrevistas realizadas los estudiantes explicaron que
su dificultad estd en la realizacién de las conversiones. Por otra parte, la
respuesta clasificada en OT el Estudiante 8, para dar su respuesta sumé la
parte entera del nimero decimal con el denominador de la fraccién. lo que
puede asumirse como una carencia marcada en la comprensién del signifi-
cado de los nimeros.

El item 9 es tnico por sus caracteristicas dentro de la prueba. Se trata de
una sucesién geométrica Se espera que puedan identificar el patrén de la
serie para poder asi dar los dos términos faltantes, para esto se necesita que
los estudiantes tengan el desarrollo de subcomponentes del SN como:
comparar y ordenar nimeros; emplear propiedades de las operaciones arit-
méticas (conmutatividad - asociatividad - distributividad), y valorar lo
razonable de un resultado. También se relaciona con componentes como la
composicién y descomposicién de los nimeros. Y al igual que el reactivo
tres, este es otro item que causé mayor dificultad al ser un reactivo con menos
respuestas correctas, al ser un solo alumno que lo contesté con éxito. Todos
los participantes necesitaron apoyo visual para responder, incluso aquel que
lo resolvié correctamente.
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La respuesta correcta cae dentro de la clasificacién de SN, el estudiante
utilizé la comparacién de las cantidades involucradas, composicién y des-
composicién de numeros para efectuar las multiplicaciones necesarias de
forma mids sencilla, asi como el uso de la propiedad distributiva.

Estudiante 1: es que mds que nada me dijo un medio, tres medios y nueve medios,
pero como me pongo nervioso ehh no las puedo digamos contener bien en mi mente
entonces lo que hice fue verlas para poder ver que o por que se multiplicaban para
poder seguir la sucesion vi que 3x1 era 3, 3x3 eran 9 y entonces asi seguia la sucesion
lo que iba a multiplicar 9x3 era 27 y luego 27x3 igual.... a 81 y asi supe como iba
Ja sucesion

De las respuestas incorrectas, tres se ubicaron en la clasificacién de BR;
cuatro en OT y una en SR. En todos los casos se puede asumir que las
dificultades que se tuvieron para poder dar la respuesta correcta es la carencia
de subcomponentes del SN tales como: comparar y ordenar nimeros;
emplear propiedades aritméticas (conmutatividad - asociatividad - distribu-
tividad); y valorar lo razonable de un resultado. También se asocian con
componentes como la composicién y descomposicién de los nimeros.

A partir de las explicaciones proporcionadas en las entrevistas semies-
tructuradas, se observa que una de las dificultades mas marcadas fue la
incapacidad para efectuar un producto entre dos factores; es decir, los estu-
diantes mostraron limitaciones en el componente de composicién y descom-
posicién de los nimeros y en el uso de la propiedad distributiva. Si estos
componentes del SN estuvieran mds desarrollados, los participantes habrian
tenido la posibilidad de resolver este item correctamente.

Estudiante 2: segiin yo este...lo que se tenia que hacer era multiplicar 3 este o sea era
todo multiplicado por 3 por ejemplo 3x1 daba 3 que era lo que segiin yo era y luego
3x3 que era 9 que daba y ya después multipliqué 9x3 que era pero este, ya al
momento de multiplicar 27x3 fue lo que me costd trabajo la multiplicacion.

Estudiante 3: se me dificulto pues porque lo que yo pienso que era una sucesion de
multiplicando por 3 y se me dificults asi multiplicar el 9x3 y luego se me dificulto
27x3

En el dltimo item de la prueba se implicaron dos operaciones para su
resolucién. Por un lado, una suma y por otro una resta. Para llevar a cabo
este reactivo se espera que los estudiantes puedan hacer uso de componentes
del SN como: composicién y descomposicion de los nimeros, por ejemplo,
al descomponer la cantidad de 89 lo pueden hacer en (80 +9) o bien en (90-1)
y la cantidad de 42 en (40 +2) o en cualquier otra que les pudiera facilitar el
cilculo a los estudiantes. Posteriormente, pueden realizar la resta de 180
menos 131 mediante la misma estrategia de composicién y descomposicién
de los numeros. Este item fue respondido de manera exitosa por cuatro de
los nueve participantes. ninguno de los cuales requirié apoyo visual. En
cambio, los estudiantes que no lograron resolverlo si lo utilizaron. En las
cuatro respuestas correctas clasificadas dentro del SN, los estudiantes
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emplearon la composicién y descomposicién de los nimeros para llevar a
cabo las operaciones de una manera mds conveniente para ellos.

Estudiante 2: 89 y 42...sumé los 80 mds los 40 ya después este 80, 90, 100,
Sfueron....dan 120 y ya después esos, a esos 120 les sumé los 9 y eran 129 y ya
después les sumé los otros dos que eran 131, entonces si eran 131 pues yo encontré
un niimero que al sumarlo diera 180 el cual fue 49

Estudiante 3: pues primero al 89 lo converti en 90 y asi ya luego le sumé 42 y ya al
resultado le resté 1 y ya el resultado pensé mds o menos en cuanto era el niimero
que sumdndolo me diera 180

Estudiante 7: Je sumé al 180, le sumé los 40 que daban 120 y luego 9 + 2 eran 11 y
entonces 120 + 11 eran 131, nada mds ese valor restarle los 180. Al 180 le quité
130 y sobraban 50 y le quité 1 y entonces eran....49

Mientras que, para las otras dos respuestas erréneas, que también se ubican

en la clasificacién SN, se puede suponer que el componente de composicién
y descomposicién de los nimeros, estd presente en los estudiantes sin
embargo, no se encuentra lo suficientemente consolidado para llevar a cabo
con éxito todo el proceso.

Estudiante 1: bueno primero sumé 80 + 40 dandome 120, mds 9 mds 2 me daba 131,
y ese fue, bueno, fue el resultado de la suma y luego a 31 le quité bueno, a 180 le
quité 131, 80 le quité 31 dandome el resultado de 59 no digo 49, 49 y ya luego le
sumé 100

El resto de las respuestas erréneas caen en las otras clasificaciones, uno

en OT y dos mis en SR. En el caso del estudiante 4, clasificado en OT, no
proporcioné elementos suficientes para conocer qué realizé en su proceso
de solucién. Mientras que los estudiantes que su respuesta estd en la clasifi-
cacién SR, durante la entrevista semiestructurada explicaron que su dificultad
estuvo en la palabra dngulos ya que no saben cémo medirlos u operarlos.
Para ambos casos se puede deducir que no tienen desarrollado el componente
de composicién y descomposicién de los nimeros, asi como una carencia en
la comprensién de las relaciones existentes entre ellos.

Discusiones y reflexiones

El célculo mental ha sido una actividad evaluada en México en educacion
basica desde 2013 y se mantiene en los planes y programas de 2022 como
un propésito en educacién secundaria, Garcia (2014) menciona que existen
carencias significativas en la comprensién, el uso y manejo de los nimeros
en educacién bésica. Cabe recordar que para efectos de esta investigacién se
considerd el CM como parte del SN. Como resultados finales de esta inves-
tigacién y con base en la forma de evaluarlos, se obtuvo que cinco de los
nueve estudiantes a los que se les aplicé el test estdn en el nivel de requiere
apoyo, es decir, que no cuentan con elementos suficientes para llevar a cabo
actividades de CM, esto, a su vez, sugiere que el desarrollo del SN en estos
estudiantes es limitado.
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En la literatura se identificé que al realizar preguntas de cdlculo mental,
la presentacién visual de los items (mostrar el item produjo resultados mis
altos en estudios similares al realizado), como el de Reys et al. (1995), sin
embargo en esta investigacién se obtuvieron resultados opuestos, en items
como el tres, ocho y nueve a pesar de mostrar el apoyo visual en la totalidad
de los estudiantes fueron items con menor nimero de respuestas correctas,
aunque en algunos casos el apoyo visual ayudé a los estudiantes a encontrar
la respuesta, no representé una diferencia significativa en los resultados
generales.

Por otro lado, dos estudiantes en dos ocasiones distintas, fuera de la apli-
cacién de la prueba, es decir, durante la entrevista semiestructurada al explicar
el proceso que llevaron a cabo para responder un item determinado el cual
habian respondido de manera errénea, dieron la respuesta correcta, este
hecho lo podemos entender en dos sentidos, por un lado que el tiempo que
tuvieron para dar la respuesta influye en los resultados, cabe recordar que
para cada item se tuvo un aproximado de 20 segundos, en otros estudios
similares como el de Reys et al. (1995) mencionan que sus pruebas pilotos
demostraron que 20 segundos eran suficientes para que casi todos los estu-
diantes llevardn a cabo los procesos mentales para dar respuesta, sin embargo,
este hecho da elementos para suponer que si el tiempo hubiera sido mayor,
estos estudiantes hubieran estado en posibilidades de responder acertada-
mente desde el principio. Por otro lado, este hecho puede entenderse como
una evidencia de que el nivel de SN que poseen estos estudiantes ain se
encuentra en proceso de desarrollo.

Otro punto importante a resaltar es que hubo un mayor nimero de
reactivos que fueron respondidos con base en los componentes del SN ya
sea de manera correcta o incorrecta esto en comparacién Gnicamente con
los reactivos que fueron respondidos basados en algoritmos, este hallazgo se
podria explicar al considerar que estos estudiantes tienen dentro de su
bagaje de conocimientos matemidticos componentes del SN que aplicaron
en situaciones de CM (pensamiento aditivo), que en una minoria se podrian
valorar que estdn consolidados y en otros que el SN es deficiente o nulo. En
este orden de ideas, estos resultados son opuestos a los obtenidos en investi-
gaciones como la de Almeida et al (2014) quienes sefialan que los estudian-
tes suelen preferir procedimientos estindar de cédlculo en actividades que
podrian resolverse mediante el SN. Por otro lado, también resulta interesante
rescatar que se estd en posicién de asumir que estos estudiantes comprenden
que los algoritmos no son la unica forma de dar respuesta a operaciones
aritméticas mentales. Sin embargo si se considera unicamente las respuestas
incorrectas en la clasificacién de SN y las comparamos con las de las clasifi-
caciones de OT y SR estas estdin muy por debajo, es decir, la mayoria de los
estudiantes no pudo responder o no proporciondé elementos suficientes para
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conocer su procedimiento. Este hecho ayuda a reafirmar lo antes mencionado
que el SN de estos estudiantes es deficiente o nulo. Entre los componentes
utilizados con éxito destaca el uso de la composicién y descomposicién de
los ndmeros.

Esta investigacién reafirma lo que investigadores como Garcia (2014)
sefialan, de que si la ensefianza aritmética que reciben los estudiantes se
centra en el uso de algoritmos, carece de sentido y genera deficiencias notorias
en el manejo de los nimeros y sus operaciones. En la misma linea, Almeida
et al. (2014) exhortan a la reflexién sobre la ensefianza aritmética que
reciben los estudiantes en la educacién obligatoria. Por su parte, Pourdavood
et al. (2020) sefialan la importancia de que los estudiantes tengan oportuni-
dades de trabajar las habilidades y estrategias relacionadas al CM.

Conclusiones
En referencz'a a las preguntas que guiaron esta investigacion

Respecto a la pregunta central de esta investigacién ¢cudles son las dificultades
que presentan estudiantes de secundaria al resolver problemas de cilculo
mental?, con base en las evidencias obtenidas, la respuesta que se puede dar
estd en torno a los componentes del SN, que son los siguientes:

a) Comprender el significado de los numeros;

b) Utilizar la composicién y descomposicion de los nimeros;

¢) Usar multiples representaciones de los nimeros y las operaciones; y

d) Comprender el efecto relativo de las operaciones.

Mientras que para la pregunta, ;cémo se clasifican las dificultades que
presentan los estudiantes de secundaria al resolver problemas de célculo
mental? con base en los resultados pueden definirse dos clasificaciones:

1. Carencias del SN. Se presume que esto pudiera ser originado porque
los estudiantes estdn habituados al trabajo con lapiz y papel y al uso
de algunas herramientas tecnolégicas.

2. Rezago educativo. Esto debido a los tres casos de estudiantes que
han obtenido el nivel de requiere apoyo, es decir muestran insuficiencia
en sus resultados en la totalidad de las aplicaciones que hasta el
momento de la prueba tenian, esto es un total de ocho aplicaciones.
De este modo se puede suponer que la instruccién aritmética recibida
por estos estudiantes no les ha permitido tener un avance relevante
en la construccién de aprendizajes matemdticos requeridos para
resolver preguntas de CM. En este punto, conviene enfatizar la rele-
vancia de construir aprendizajes, en este caso matemdticos, a partir
de los elementos con los que cuenta cada estudiante, es decir, de sus
saberes previos, para que de esta forma se construyan aprendizajes
significativos que les permitan a los estudiantes hacer uso de ellos y a
su vez generar nuevos aprendizajes. Cuanto mayor sea la conexién
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entre los conocimientos previos y los nuevos, el aprendizaje serd mds
significativo y duradero, al formar parte de una estructura mental y
de la memoria a largo plazo (Ausubel, 1980)

Otro punto de interés es la importancia de que los estudiantes cuenten
con un espacio en el aula para la socializacién de estrategias utilizadas, ya
que esto puede permitir que estudiantes con deficiencias matemadticas o
no, conozcan y pongan en prictica otras estrategias usadas por sus pares e
incluso por el docente. En este sentido, Garcia (2014) menciona que las
confrontaciones o puestas en comun que se proponen hacer a posteriori de
que los estudiantes resuelvan un problema, es un atributo del enfoque de
resolucién de problemas que fomenta el desarrollo del SN. En esta linea de
ideas, trabajar en el desarrollo del SN puede repercutir en las habilidades
que el estudiante desarrolle para la resolucién de problemas, y viceversa,
trabajando en la solucién de problemas se beneficia en el desarrollo del SN.
Por su parte, Parra (1994) menciona que la capacidad gradual de resolucién
de problemas requiere de un progresivo dominio de recursos de
calculo. Desde esta investigacidn, se considera que la resolucién de problemas,
entendida como una perspectiva didictica, posibilita crear y consolidar
aprendizajes matemiticos, ademds de coadyuvar en la reduccién del rezago
educativo.

Por la naturaleza de esta investigacién los resultados no pueden ser
generalizados a gran escala, sin embargo, ofrecen a los profesionales de la
educacién matemdtica un panorama sobre las dificultades que enfrentan los
estudiantes del nivel en que se desarroll6 esta investigacion al resolver situa-
ciones de CM. A su vez, estos hallazgos aportan elementos e ideas sobre
aspectos esenciales para trabajar en el aula y favorecer un desarrollo mads
solido del SN en los estudiantes.

Alcances, limitaciones y propuestas a futuro
Una posible linea de investigacién que podria derivarse de los resultados
aqui presentados es el disefio y aplicacién de estrategias para trabajar en el
aula que contribuyan a reducir las dificultades identificadas, es decir, que
posibiliten el fortalecimiento del desarrollo del SN a través de actividades
que permitan, la comprensién de la organizacién del sistema de numeracién
decimal y las diferentes relaciones existentes entre los nimeros, el recono-
cimiento y estimacién del valor absoluto y relativo de los nimeros, fortalecer
la composicién y descomposicién de los nimeros, representar a los nimeros
de maneras diversas de acuerdo al contexto que se esté abordando, identificar
el efecto de una operacién asi como el uso de propiedades aritméticas como
la conmutatividad, la asociatividad y la distributividad.

Otra linea de trabajo posible consiste en aplicar pruebas similares en los
otros dos grados de secundaria, con el fin de identificar similitudes o diferencias
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en las dificultades observadas, en funcién del grado escolar. Asi como tam-
bién se sugiere trabajar con mds estudiantes para que los resultados aporten
mis datos y los hallazgos sean mds robustos.

Reflexiones finales

La aplicacién de la prueba permitié indagar cémo los estudiantes ponen en
préctica el sentido que le otorgan a los nimeros y las operaciones realizando
los cdlculos de forma flexible y en diversas ocasiones fuera de los algoritmos
convencionales.

Por otro lado, este trabajo permitié conocer a los autores los procesos
que llevan a cabo los estudiantes cuando se enfrentan a situaciones de CM
y tener un panorama sobre lo que se puede trabajar en el aula de manera
transversal como lo sugieren algunas investigaciones (Garcia 2014; Almeida
et al 2014). En este sentido, los resultados de esta investigacién pueden
contribuir a una mejor comprensién de las dificultades que presentan los
estudiantes, y servir como base para posteriores estudios sobre el desarrollo
del SN y su relacién con el CM.

En otro sentido, resulta relevante citar la importancia que tiene para los
profesores el generar espacios en el aula para que los estudiantes puedan
poner en prictica sus habilidades de comunicacién sobre los procesos que
llevan a cabo en la solucién de problemas matemdticos y que a través de la
préctica estas se vayan fortaleciendo.
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Resumen

Este capitulo reporta los resultados de una investigacién cuyo objetivo fue explorar
el significado del concepto de fraccién como punto en la recta numérica en un grupo
de estudiantes de sexto grado de Educacién Primaria. Para la recoleccién de datos,
se aplicé una entrevista basada en tareas y se emple6 el método de andlisis temdtico
para su respectivo estudio. Los resultados mostraron que la mayoria de los estudiantes
evidenci6 con mayor énfasis los primeros tres atributos relacionados con el significado
de la fraccién como punto en la recta numérica, a saber: rango de ubicacién, uso y
construccién de escalas, y manejo de la particién congruente. En contraste, el cuarto
atributo, que se refiere a la resolucién de problemas mediante la recta numérica, solo
fue evidenciado por una minoria de los estudiantes. Estos hallazgos subrayan la
necesidad de mejorar los procesos de ensefianza y de aprendizaje de las fracciones
en la recta numérica, con el fin de ofrecer una formacién integral que ademds de
que permita a los estudiantes resolver procedimientos mecdnicos, también desarrollar
la comprensién de los significados asociados al concepto.
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Introduccién

La ensefianza y el aprendizaje de las fracciones comienzan en las primeras
etapas de la formacién de los estudiantes (Andonegui, 2006; Valenzuela,
2018) y se extiende a lo largo del curriculo de matemaiticas en niveles
educativos superiores. Por esta razén, el concepto de fraccién se considera
uno de los mis relevantes dentro del curriculo de matemaiticas en el Nivel
Basico Primaria (en adelante NBP) en México y en otros paises (Fandifio,
2005). Su contribucién al desarrollo de conocimiento de otros conceptos
mds avanzados, como la proporcionalidad o los nimeros racionales, destaca
la importancia de su aprendizaje (Flores, 2010) y relevancia en el plano
investigativo.

Por més de cuatro décadas, la investigacién en Educacién Matemitica
sobre el concepto de fraccién ha proporcionado hallazgos cuyo impacto ha
sido decisivo para comprender este concepto (Freudenthal, 1983; Lamon,
2001; Kieren, 1988). Sin embargo, los multiples significados asociados a
este, asi como las diversas formas en que puede representarse lo hacen un
concepto dificil tanto en su ensefianza como en su consecuente aprendizaje
(Adu-Gyamfi et al., 2019; Harvey, 2012; Lamon, 2020). A pesar de los
avances en la investigacion, la complejidad del concepto de fraccién persiste,
ya que involucra una amplia gama de interpretaciones y representaciones.
Por lo tanto, es necesario seguir desarrollando enfoques didacticos que
permitan a los estudiantes superar estas dificultades y lograr una comprensién
mids profunda del concepto.

Con el objetivo de mejorar los procesos de ensefianza-aprendizaje de
este concepto, se han identificado y documentado diversos errores y dificul-
tades recurrentes que enfrentan los estudiantes al resolver actividades
asociadas con el concepto fraccién. Entre los mds comunes se encuentran,
la extrapolacién inapropiada de las reglas y algoritmos de cilculo de los
numeros naturales a los nimeros racionales, el olvido o la alteracién de los
algoritmos correctos para operar con fracciones, el uso incorrecto de
propiedades al simplificar fracciones, la dificultad para identificar la operacién
adecuada en ejercicios contextualizados o la realizacién de operaciones sin
justificacién, y la incapacidad para ubicar fracciones en la recta numérica o
representarlas correctamente en figuras geométricas no estindar (DeWolf
& Vosniadou, 2015; Fandifo, 2005; Garcia, 2012; Melquiades, 2022; Stafylidou
& Vosniadou, 2004).

Lo anterior se ha explicado desde diversas perspectivas, Mata y Porcel
(2006) atribuyen esta situacién a la ensefianza tradicional centrada en
algoritmos que promueven el aprendizaje memoristico a través de la repeticién.
Por su parte, Valenzuela (2018) lo vincula a la naturaleza multifacética del
concepto, mientras que, Carmen (2019) a la escasa comprension lectora que
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desarrollan los estudiantes, lo cual afecta su desempefio al resolver problemas
de aplicacién. Por su parte, Melquiades (2022) considera que el uso prominente
del modelo de drea para tratar el concepto de fraccién en el NBP por los
profesores limita la interiorizacién de distintos significados asociados a la
fraccién. Cada una de estas perspectivas resaltad aspectos que dificultan la
comprensién de las fracciones, desde la ensefianza tradicional hasta los
modelos representacionales limitados. En conjunto, estas dificultades
evidencian la importancia de replantear las practicas pedagdgicas y adaptarlas
a las necesidades cognitivas y conceptuales de los estudiantes para lograr un
aprendizaje mds profundo del concepto.

Como respuesta a la problemitica, se han realizado diversas propuestas.
Por ejemplo, Pefia (2011) disefié una ingenieria diddctica para que los
estudiantes del NBP atribuyan significado al algoritmo de la suma de
fracciones. Ruiz (2013), desde una perspectiva socioepistemoldgica, realizé
una propuesta que utiliza los significados de parte-todo y cociente, abordando
contextos reales en los que el concepto de fraccién emerge de forma cotidiana.
Por su parte, Castro (2014) propuso un disefio de actividades destinado a
que los estudiantes de secundaria construyan el concepto de nimero frac-
cionario como una clase de equivalencia. Por su parte, Martinez y Meza
(2017) desarrollaron una unidad didactica que favorece la comprensién del
proceso de adicién entre fracciones, utilizando las regletas como herramienta
para representar el concepto de parte-todo, centrado en estudiantes colom-
bianos de cuarto grado. En dichas propuestas, los resultados han sido favo-
rables, sin embargo, todas coinciden en que las dificultades persisten en todos
diferentes los niveles educativos, tal como lo sefialan Siegler et al. (2013).

En el estudio de Valenzuela (2018), se reporté que, en México, la mayoria
de los estudiantes de primaria carecen de una comprensién consolidada
sobre las fracciones, tanto en la recta numérica como en su concepcién
como numero. Esto se debe a que su ensefianza se centra principalmente en
el modelo de drea, el cual dificulta el desarrollo de estos significados. En
este contexto, subraya la necesidad de que futuras investigaciones exploren
lo que los estudiantes de primaria realmente entienden acerca de la repre-
sentacién de fracciones en la recta numérica, después de haber recibido ins-
truccién sobre el tema. Esta observacién motivé la orientacién del presente
estudio hacia esa linea de andlisis, tomando como objeto el significado de
fraccién como punto en la recta numérica.

A partir de los hallazgos previos y los problemas persistentes en torno a
la ensefianza y el aprendizaje de las fracciones en el NBP, y con el objetivo
de contribuir positivamente a su solucién, se disefi6 la presente investigacion.
El estudio tiene como propésito explorar el significado del concepto de fraccion
como punto en la recta numérica en un grupo de estudiantes de sexto grado de
primaria. Esto permitid responder la pregunta: ;Qué atributos del significado de
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la fraccion como punto en la recta numérica se evidencian en los estudiantes de
primaria al resolver tareas relacionadas con este concepto?

Marco conceptual

Los referentes fundamentales sobre los que se basa este estudio son la
definicién de fraccién y su significado como un punto en la recta numérica,
conceptos que se abordan desde la literatura especializada en Educacién
Matemitica. Estos elementos no solo constituyen la base del disefio del
estudio, sino que también orientan la interpretacién de los resultados obtenidos.

Definicion de fraccion

Segun Freudenthal (1983), las fracciones son un recurso fenomenolégico
para introducir los nimeros racionales en el 4mbito escolar. A partir de esta
introduccién, se inicia un proceso gradual de construccién del concepto de
numero racional en los distintos niveles educativos (Valenzuela, 2018). Sin
embargo, Behr et al. (1992) sefialan que la falta de claridad en la distincién
de los conceptos de fraccién y nimero racional en los diversos elementos
que intervienen en al dmbito escolar, son algunas de las principales razones
por las que este concepto continta representando un reto en la investigacién
en Educacién Matematica.

Desde una perspectiva matemitica, los nimeros racionales se definen
como el conjunto de clases de equivalencia de un campo de cocientes, donde
las fracciones son los elementos que conforman estas clases (Andonegui,
2006). No obstante, desde un enfoque didictico, los nimeros racionales
adoptan diferentes representaciones, para las cuales se ha utilizado una
terminologia variada, como: interpretaciones (Kieren, 1976), situaciones
(Mamede & Nunes, 2008), usos y aspectos (Freudenthal, 1983), constructos
(Kieren, 1988) y subconstructos (Behr et al., 1992).

Estas diferentes denominaciones reflejan la complejidad y riqueza de los
numeros racionales en el contexto educativo, ya que no solo implican una
formalizacién matemdtica, sino también diversas representaciones y situa-
ciones en las que los estudiantes interactdan con ellos. Cada término resalta
un aspecto particular del proceso de aprendizaje, destaca la relevancia de
abordar los nimeros racionales desde diferentes perspectivas, como objetos
abstractos, como herramientas para resolver problemas, o como construc-
ciones que se desarrollan a lo largo del tiempo en la prictica matemdtica

(Kieren, 1988).

Significado de la fraccion como punto en la recta numeérica

De acuerdo con la literatura en Educacién Matemitica, existen catorce
significados atribuibles al concepto de fraccién (Fandifio, 2005; Flores,
2010), los cuales se abordan a lo largo del curriculo matemitico en México
(Melquiades, 2022; Valenzuela, 2018). En el Nivel Basico, los estudiantes
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comienzan a explorar estos significados, destacando especialmente la inter-
pretacién de la fraccién como un punto en la recta numérica, lo que consti-
tuye un paso crucial hacia la comprension de los nimeros racionales (Fandifio,
2009). Este significado emerge al establecer la relacién entre una fraccién y
la ubicacién de un punto especifico en la recta numérica (Andonegui, 2006),
lo que implica reflexionar sobre las propiedades que rigen el conjunto de los
ntimeros reales (Castro, 2014; Valenzuela, 2018).

En este contexto, Fandifio (2009) sostiene que el significado de la fraccion
como punto en la recta numérica se evidencia en la actividad del sujeto en
accién cuando, al ubicar fracciones en la recta numérica, realiza varias
acciones, identifica entre qué nimeros naturales consecutivos se ubica una
fraccién, construye y utiliza escalas para establecer la particién congruente
de la unidad, utiliza y construye la particién congruente de la unidad y utiliza
la recta para representar y resolver problemas de aplicacion (Melquiades-
Martinez et al., 2023; Valenzuela, 2018). Estos elementos se emplean en
esta investigacién como criterios para analizar cémo los estudiantes
construyen el significado de la fraccién como punto en la recta, por lo que
constituyen un referente tedrico central en este estudio.

Metodologia

Esta investigacién es cualitativa con un alcance exploratorio, ya que interesa
identificar los atributos del significado fraccién como punto en la recta
numérica que los estudiantes ponen en juego al resolver tareas que involucran
al concepto de fraccion.

Contexto de la investigacion y seleccion de los participantes

La investigacién se llevé a cabo en noviembre de 2024 en una escuela
publica de NBP ubicada en la regién centro del estado de Guerrero, México.
Participaron 30 estudiantes (20 hombres y 10 mujeres) con edades entre 11
y 12 afios, todos ellos legalmente inscritos en sexto grado de primaria. La
participacién fue voluntaria. Para realizar las entrevistas se obtuvo el
consentimiento informado de los tutores de los estudiantes, asi como la
autorizacién del director de la institucién. Durante las entrevistas, los parti-
cipantes fueron acompanados por un observador perteneciente al personal
docente de la institucién. Se eligié este grado académico para garantizar
que los estudiantes ya hubieran trabajado el concepto de fraccién en la recta
numérica, considerando el plan de estudios del NBP. A partir de este
momento, los estudiantes serdn referenciados como E1, E2, ..., E30.

Recoleccion de los datos

Se disei6 y aplicé una Entrevista Basada en Tareas (EBT), siguiendo los
principios propuestos por Goldin (2000). Este tipo de entrevista se carac-
teriza por la interaccién minima entre el entrevistado, quien resuelve la tarea,
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y el entrevistador, que representa a los investigadores. Se centra en una o
varias tareas previamente definidas, que pueden incluir preguntas, problemas
o actividades. Este método combina la entrevista, que permite explorar los
procesos de pensamiento del individuo mediante sus respuestas verbales,
con las tareas, que sirven como herramienta para identificar los procedi-
mientos y las ideas que el entrevistado utiliza al abordar las tareas planteadas.

Se disefiaron cuatro tareas, las cuales fueron validadas por expertos,
teniendo en cuenta aspectos como la claridad en la redaccién, el nivel de
dificultad y su pertinencia con respecto a los objetivos del estudio. Poste-
riormente, se llevé a cabo una prueba piloto con dos estudiantes de NBP
para comprobar la coherencia de las redacciones, la accesibilidad de las
tareas y su alineacién con los planes de estudio. Esta prueba piloto tuvo una
duracién promedio de 60 minutos y fue grabada en video para su posterior
andlisis. A partir de los resultados obtenidos, se realizaron ajustes en dos de
las tareas, que finalmente formaron parte del instrumento utilizado en el
estudio. Por ejemplo, la tarea 3, que origi3nalmente decia “Construye una
recta numérica para cada fraccién y ubica Jenunayenla otra fue modi-
ficada a “Construye una recta numérica y ubica las fracciones ~ 2V 3

El instrumento final consistié en las tareas descritas en la Tabla 1. El
protocolo para el entrevistador incluyé preguntas generales aplicables a
todas las tareas, tales como: ;Qué significa este término?, ;Puedes profundizar
en lo que mencionas? y ¢Podrias realizar el dibujo? Asimismo, se realizaron
preguntas especificas para explorar mds a fondo el razonamiento y el
entendimiento del participante sobre el significado de la fraccién abordado
en esta investigacién. Estas preguntas se empleaban cuando las respuestas
del entrevistado resultaban ambiguas, cuando su razonamiento carecia de
fundamentos claros, o para incentivar la exploracién de otras posibles solu-
ciones que el participante pudiera aportar.

Tabla 1

Tareas planteadas a los estudiantes
Tarea 1. Explica, ;Cudles son los pasos que sigues para ubicar una fraccién en la recta numérica?
Tarea 2. En cada inciso, identifica la escala, gradia la recta numérica y ubica la fraccion FE cada una.

a) f I

b) | I

)

- . . 3
Tarea 3. Construye una recta numérica y ubica las fracciones 7 y ;

Tarea 4. Carlos esté corriendo una carrera de 10 kilémetros. Ya ha recorrido = de la distancia. Utilizando la recta
numérica, responde las siguientes preguntas: 5

* :Dénde marcarias el punto que representa la distancia recorrida por Carlos hasta ahora?

* :Cudntos kilémetros ha recorrido Carlos?

* :Cudnto falta para que Carlos termine la carrera?
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Anédlisis de los datos

Las entrevistas ofrecieron evidencia tanto escrita como verbal de los parti-
cipantes, la cual fue registrada en hojas de trabajo y videograbaciones. Para
analizar esta informacién, se empleé el método de Analisis Temdtico
propuesto por Braun y Clarke (2012). Este enfoque incorporé un proceso
de triangulacién entre los investigadores, con el propésito de garantizar la
confiabilidad, validez, credibilidad y rigor de los resultados. A través de este
andlisis, se identificaron patrones de significado (temas) que reflejaban las
concepciones alternativas en las respuestas de los estudiantes a las tareas del
protocolo de la EBT. El proceso consta de seis fases. En las tres primeras,
cada investigador realizé el andlisis de manera independiente; a partir de la
cuarta fase, se llevaron a cabo sesiones de discusién para llegar a un consenso
sobre las concepciones alternativas detectadas en este grupo de estudiantes.
A continuacién, se describen las fases.

Fase 1. Familiarizacion con los datos. Las entrevistas se transcribieron y las
respuestas escritas se digitalizaron. Posteriormente, cada investigador llevé a
cabo una lectura global de las respuestas con el fin de obtener una comprensién
inicial de los atributos del significado fraccién como punto en la recta
numérica que ponen en juego los estudiantes al resolver tareas propuestas y
familiarizarse con el lenguaje utilizado por los participantes.

Fase 2. Generacion de cddigos iniciales. Se identificaron palabras, frases y/o
cilculos empleados por los estudiantes para hacer referencia al significado
de la fraccién como punto en la recta numérica. Por ejemplo, en el extracto
de E2 para la tarea 3, se destacaron en cursivas las expresiones o procedi-
mientos que permitieron generar dos cédigos iniciales: “Para ubicar la frac-
cién divido la unidad en cuatro partes que se vean iguales mas o menos”y
“Con la regla mido los cuatro segmentos para asegurar que sean iguales”.

E2: Bueno, voy a iniciar con la fraccion % [traza la recta y ubica el O y el 1 en ella].

Después, voy a dividir la unidad en cuatro partes iguales [realiza las marcas a
mano alzada] y fomaré tres de ellas; ahi debe estar la fraccion 3

Investigador: ;Som iguales los cuatro segmentos en que divides la unidad?

E2: Se ven iguales mds o menos. Si se fija, tomé tres partes para ubicar la fraccion

Investigador: ;Como aseguras que sean iguales los segmentos?

E2: Con la regla, los mido, maestro

En esta fase, se identificaron 143 cédigos iniciales relacionados con las
ideas expresadas por los estudiantes sobre el significado de la fraccién como
punto en la recta numérica. Sin embargo, en algunos casos, los estudiantes
mencionaron més de dos ideas, lo que generé una codificacién diferente, aunque
solo emplearon una de ellas como estrategia principal para resolver la tarea.
Este andlisis se llevé a cabo con las respuestas de los treinta participantes.

Fase 3. Identificacion de temas y subtemas. Se examinaron los cédigos
iniciales con el fin de agrupar aquellos que compartian un significado similar
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o seguian un patrén de respuesta comun, lo que permitié establecer subtemas.
Estos subtemas se asociaron con un tema principal que representaba un
atributo del significado de la fraccién como punto en la recta numérica. Por
ejemplo, a partir de los subtemas “Construye la escala de manera aproximada
a mano alzada”, “La escala se concibe como la distancia entre dos nimeros
naturales en la recta numérica” y “Sin una escala definida, se construye de
manera flexible en la recta numérica” se construyé el tema “Uso y construccién
de escalas”.

Fase 4. Revision de los temas y subtemas. Se realizaron dos niveles de revisién
para garantizar la coherencia y validez de los temas identificados en los datos
(Braun y Clarke, 2006). En el primer nivel, se verificé que todos los temas
fueran claros y representaran adecuadamente todos los cédigos generados.
El objetivo de esta revisién fue asegurar que cada tema estuviera respaldado
por un conjunto consistente de datos y que los cédigos dentro de cada tema
estuvieran estrechamente relacionados. En el segundo nivel, se realiz6é una
revisién mds detallada de todos los datos en funcién de los temas identifi-
cados. Esto permitié confirmar que los temas reflejaban de manera precisa
el conjunto completo de datos, evitando superposiciones e inconsistencias
entre los temas y subtemas. Cuando fue necesario, se crearon nuevos temas.
Ademads, durante esta fase, los investigadores se reunieron para llevar a cabo
una revisién entre pares, lo que contribuyé a mejorar la calidad y validez del
andlisis de los datos. Este proceso ayudé a afinar la identificacién de los
temas, que en este estudio correspondian a los atributos del significado de la
fraccién como punto en la recta numérica, y a reducir el sesgo de un solo
investigador.

Fase 5. Definicion y nombre de los temas y subtemas. En esta fase, se asig-
naron nombres a los temas identificados para facilitar la presentacién de los
hallazgos, los cuales, en este estudio, corresponden a los atributos del signi-
ficado de la fraccién como punto en la recta numérica. A cada tema se le
proporcioné una definicién clara y precisa que refleja las ideas expresadas
por los estudiantes. Estos atributos se fundamentan en las respuestas escri-
tas o verbales de los participantes.

Fase 6. Elaboracion del informe. En esta seccién se presenta el significado
de la fraccién como punto en la recta numérica a través de los atributos que
lo evidencian (temas) junto con sus respectivos subtemas (ver Tabla 2). Para
los fines de la investigacién, los resultados se organizan y describen de
acuerdo con cada atributo identificado.

Resultados

El analisis de las producciones escritas y orales de los participantes
permitié identificar los cuatro atributos del significado tratado en esta
investigacién, los cuales emergieron durante el proceso de resolucién de
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tareas realizadas por los estudiantes de NBP (ver Tabla 2). Estos atributos
son, rango de ubicacién, uso y construccién de escalas, manejo de la particién
congruente e interpretacion de fracciones en la recta numérica. A continuacién,
se expone la descripcién de cada uno de ellos.

Tabla 2
Atributos del significado de fraccion identificados en las respuestas de los participantes
Atributos del s .
.. Definicién Subtemas Frecuencia
significado
Hace referencia a la . 84
L i * Convierte la fraccién en su forma
determinacién del intervalo, . . )
Rango de L ) decimal para ubicar la fraccién.
ubicacién delimitado por nimeros D el B . 48
naturales, en el que se debe . eterm'ma S bl"acmlo nfes DIORLS
ubicar una fraccion. impropia para ubicar la fraccién.
* Construye la escala de manera
aproximada a mano alzada.
.. Serefiere al uso y construccién La escala se concibe como la distancia
Uso y construccién o P
de escalas en la recta numérica entre dos niimeros naturales en la recta 40
de escalas . . .
para ubicar una fraccién. numérica.
* Sin una escala definida, se construye de
manera flexible en la recta numérica.
Hace referencia a la
Manejodela  construccién y uso de la .
s L . * La particién se construye de forma
particion particion congruente para ubicar . 37
. aproximada.
congruente una fraccién en la recta
numérica.
Resolucién de

Consiste en interpretar y

roblemas L
P! resolver problemas de aplicacion 18
mediante la recta ) -
o a través de la recta numérica.
numérica

Atributo 1. Rango de ubicacion

Este atributo se refiere a la determinacién del intervalo, delimitado por
nimeros naturales, en el que se ubica una fraccién. Este tema emergié de
las respuestas de todos los estudiantes al abordar las cuatro tareas. Dado que
ellos manifestaron dos ideas relacionadas con este atributo, se desarrollaron
dos subtemas que se detallan a continuacién.

Conwvierte la fraccion en su forma decimal

Este subtema se desarroll6 a partir de las respuestas de todos los estudiantes
al resolver las tareas que conforman el protocolo. A este respecto, veintidds
de los estudiantes mostraron esta tendencia, y para ellos, un elemento clave
es convertir la fraccién a su forma decimal para poder determinar en qué
intervalo de nimeros naturales se ubicard en la recta. Esta idea se reflejé en
afirmaciones como: “Se debe hacer la divisién para saber dénde se ubica”,
“la fraccién 2 = 1.66666 se encuentra entre 1y 2”, o “Necesito la forma
decimal para ubicar la fraccién” (ver extracto del didlogo con E1 para la
T1). Esto sugiere que, para estos estudiantes, la conversién a decimal les
proporciona una forma mds intuitiva de entender y trabajar con las fracciones
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en la recta, posiblemente debido a un enfoque de ensefianza que favorece el
uso de nimeros decimales por encima de las fracciones.
E1: Primero hago la division, luego veo el resultado y, después, dibujo la recta
Investigador: ;Por qué haces primero la division?
E1: Porque asi puedo saber entre qué niimeros debo colocarla

Determina si la faccion es propia o impropia para ubicar la fraccion

Este subtema se construyé a partir de las respuestas de los estudiantes E5,
E7,E9, E12 y E25 en la tarea 1. En sus razonamientos, los estudiantes
indicaron que, al ubicar una fraccién en la recta numérica, lo primero que
deben hacer es identificar el tipo de fraccién. Si es propia, debe situarse
entre 0 y 1; en cambio, si es impropia, este patrén no se aplica. Esta idea se
reflej6 en frases como: “Primero debo conocer el tipo de fraccién”, “Si es
propia, serd mayor que 0 y menor que 17, o “Si es impropia, la puedo poner
en su forma mixta” (ver Figura 1). Este razonamiento parece indicar que los
estudiantes intentan relacionar las propiedades numéricas de las fracciones
con su representacién en la recta numérica. Para algunos de ellos, el tipo de
fraccién juega un papel clave en la forma en que la ubican, lo que sugiere
que esta clasificacién funciona como un recurso para organizar visualmente
la informacién de manera mds clara y estructurada. Esto refleja una nocién
que va mis alld de la simple localizacién en la recta, vinculando caracteristicas
matemdticas de las fracciones con su representacién grafica.

Figura1

E9 explica como inicia la ubicacion de fracciones en la recta en la tarea 1

Atributo 2. Uso y construccion de escalas
Este atributo alude al uso y la construccién de escalas en la recta numérica
para ubicar una fraccién. Esta idea surgi6é de las respuestas de todos los
estudiantes al abordar las cuatro tareas. En sus razonamientos expresaron
tres ideas relacionadas con este atributo, por lo cual, se desarrollaron tres
subtemas que se detallan a continuacién.

Construye la escala de manera aproximada a mano alzada
Este subtema se desarroll$ a partir de las respuestas de quince estudiantes al
resolver las tareas 2, 3 y 4, particularmente al ubicar fracciones en la recta
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numérica. Un aspecto destacable fue que la mayoria de los estudiantes no
utiliz6 la regla ni ningtn otro instrumento que asegurara la precisién de sus
trazos. En su lugar, la mayoria lo hizo de forma aproximada, a mano alzada
(ver Figura 2). Este hallazgo probablemente esté relacionado la combinacién
de diversos factores, tales como la ausencia de una instruccién clara por parte
del profesor, un enfoque que no enfatizé lo suficiente el uso de herramientas y
la precisién, y la tendencia de los estudiantes a resolver este tipo de tareas de
manera mds visual o intuitiva.

Figura2

E4 genera la escala en la recta para ubicar la fraccion en la tarea 2

La escala se concibe como la distancia entre dos niimeros naturales en la
recta numérica

Este subtema se desarroll a partir de las respuestas de diez estudiantes al
resolver las tareas 1 y 2, quienes mostraron una tendencia comdn en sus
razonamientos. Por ejemplo, al identificar la escala en una recta para gra-
duarla y ubicar la fraccién 2, indicaron que, si se proporciona la ubicacién
de dos nimeros cualesquiera en la recta, la escala queda determinada. Esto
se debe a que la distancia entre esos niimeros establece el patrén para ubicar
los valores restantes y completar la graduacion. A continuacién, se presentan
algunas frases que ilustran esta idea: “En el inciso a), se dan los nimeros 1y
2 en la recta, tomo la distancia con la regla para ubicar los que faltan” o
“Solo necesito repetir la distancia entre los nimeros dados” (ver extracto de
didlogo con E7 para la Tarea 2).

E7: En el inciso a), ya tengo los niimeros 1 y 2, la escala es esa, maestro. Voy a usar la
regla para medir la distancia entre esos dos niimeros, luego la aplicaré para ubicar
el 0. [Con la regla, mide la distancia entre los nimeros dados y contintia
graduando la recta]

Investigador: ;Por qué lo consideras asi?

E7: Bueno, yo veo la escala como la separacion entre dos niimeros. Si me dan el 0y el
3, la recta ird de tres en tres, y asi sucesivamente

Sin una escala definida, se construye de manera flexible en la recta numérica
Este subtema se construyé a partir de las respuestas de los estudiantes E9,
E18,E21,E22 y E29, al resolver el inciso c) de la tarea 2. En sus respuestas,
los estudiantes sefialaron que, cuando en una recta numérica no se especifica
una escala, tienen libertad para elegir la que consideren mds adecuada segin
el contexto de la actividad. Este enfoque quedé6 reflejado en expresiones
como: “Si no hay numeros, puedo colocarlos libremente”, “Tomaré un espacio
que me permita trabajar mejor” o “Colocaré los nimeros como me convenga’
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(ver extracto de didlogo con E18 para el ¢) de la tarea 2). Este hallazgo
revela una interpretacion flexible de la recta numérica, donde la libertad
para elegir la escala parece ser vista como una ventaja. Para estos estudiantes,
la recta no es algo rigido, sino una herramienta que puede adaptase a las
demandas especificas de cada situacién.

Investigador: ; Qué sucede con la escala en ese caso?

E18: Bueno, no hay

Investigador: ; Qué crees que deberias hacer?

E18: Debo poner alguna. Voy a colocar el O y el 1 [representa los nimeros en la
recta]. S¢ que, si la recta no tiene niimeros, puedo aniadirlos de manera que queden
distribuidos a la misma distancia. Para asegurarme de eso, puedo usar una regla o
incluso la cuadricula de mi cuaderno para que la distancia entre ellos sea la misma

Atributo 3. Manejo de particion congruente

Este atributo se refiere a la construccién y uso de la particién congruente
para ubicar una fraccién en la recta numérica. Esta idea surgié en las
respuestas de todos los participantes en el estudio al responder las tareas 2,
3 y 4. En sus razonamientos se manifesté una sola idea vinculada al atributo,
por lo cual, se desarrollé un subtema que se detalla a continuacién.

La particion se construye de forma aproximada

Este subtema se construy6 a partir de las respuestas de veintiséis estudiantes.
En sus razonamientos, se destacé la ausencia de un procedimiento general
que garantizara una particién congruente en el proceso. No obstante, la
mayoria logré verbalizar y evidenciar su enfoque. Algunos utilizaron una
regla graduada, considerando que los trazos en la recta correspondian a
multiplos del denominador de la fraccién a ubicar. Otros indicaron que
necesitaban hojas milimétricas para realizar la particién, mientras que
algunos simplemente llevaron a cabo el proceso a mano alzada (ver Figura
3). Estos hallazgos podrian vincularse con la falta de preparacién docente
para enseflar estas técnicas, asi como el tratamiento limitado que los libros
de texto otorgan al tema. Como resultado, los estudiantes siguen el proceso
sugerido, pero no de una forma estructurada.

Figura3

E25 genera la particion congruente en la tarea 3



GERARDO SALGADO-BELTRAN, JAVIER GARCIA-GARCIA Y ALEJANDRO ZAPOTECO-TEPETATE 61

Atributo 4. Resolucion de problemas mediante la recta numérica

Este atributo se refiere a la capacidad de interpretar y resolver problemas
mediante el uso de la recta numérica. En las respuestas de los estudiantes a
la tarea 4 se identificaron diversas manifestaciones de este atributo. Por
ejemplo, los estudiantes E5 y E9 comprendieron que el total, entendido
como unidad, correspondia a los 1047 de distancia, de los cuales debian
calcular 2 . Al utilizar la recta numérica, estos estudiantes indicaron que
ajustarian la unidad de medida seguin el contexto del problema. En contraste,
diez estudiantes se limitaron a centrarse exclusivamente en la fraccién >,
representindola en la recta sin tener en cuenta el contexto total del problema.
Otros ocho estudiantes realizaron algunas operaciones con fracciones para
resolver el problema, pero luego solo plasmaron el resultado en la recta sin
integrarla a lo largo de todo el proceso. En cambio, solo los estudiantes E5 y
E9 lograron resolver el problema de manera integral, utilizando la recta
numérica durante todo el proceso (ver Figura 4).

Figura 4

E5 utiliza la recta numérica al resolver la tarea 4

Discusidn y conclusiones

Los resultados mostraron que la mayoria de los estudiantes evidencié con
mayor frecuencia los primeros tres atributos relacionados con el significado
de la fraccién como punto en la recta numérica, a saber: rango de ubicacién,
uso y construccién de escalas, y manejo de la particién congruente. Esto
contrasta con el cuarto atributo, que se refiere a la resolucién de problemas
mediante la recta numérica, el cual solo fue evidenciado por una minoria de
los estudiantes. En general, los estudiantes parecen tener algunas bases para
representar y entender fracciones en la recta numérica, pero manifiestan
desafios cuando se trata de resolver problemas de aplicacién que exige la
integracién de la recta numérica para dar sentido tanto el procedimiento y
como al resultado.

Aunado a lo anterior, estos desafios pueden ser indicativos de la necesidad
de un enfoque mds profundo en la ensefianza de la resolucién de problemas,
donde no solo se aborden los aspectos conceptuales, sino también las habi-
lidades practicas para aplicar la recta numérica de manera efectiva en situa-
ciones mds complejas. Este hallazgo sugiere que, aunque los estudiantes
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posean un dominio de los atributos relacionados con las fracciones, atn
persisten brechas en la transferencia de ese conocimiento hacia situaciones
que demandan razonamiento contextual y flexible.

En relacién con el primer atributo, que se refiere a la determinacién del
intervalo, delimitado por nimeros naturales en el que debe ubicarse una
fraccién, la mayoria de los estudiantes tendié a convertir la fraccién en su
equivalente decimal para inferir su posicién en la recta. Este resultado es
similar a lo reportado por Melquiades (2022) en estudiantes de quinto grado
de primaria de una zona rural. Esto sugiere que los estudiantes recurren a
un enfoque directo y visual, como el decimal, para facilitar la tarea. Sin
embargo, este enfoque, aunque efectivo para ubicar ripidamente la fraccion,
restringe el desarrollo de una comprensién mds profunda de la fraccién
como una entidad precisa en la recta numérica. Al depender de la conversién
a decimal, los estudiantes podrian estar perdiendo la oportunidad de inter-
nalizar el concepto de la fraccién como una representacién exacta y unica, lo
que, a la larga, podria entorpecer su habilidad para abordar problemas mas
complejos que requieren un manejo mds detallado y riguroso de las fracciones.

Ademis de lo mencionado, en relacién con el segundo atributo, que se
refiere al uso y la construccién de escalas en la recta numérica para ubicar
fracciones, la mayoria de los estudiantes indicé que, al ubicar una fraccién
en la recta, esta debe contar con una escala definida, entendida como la
distancia entre dos nimeros naturales. Sin embargo, cuando la tarea requeria
que realizaran la graduacién de una recta a partir de una escala dada, optaron
por hacerlo de manera aproximada, a mano alzada. Este comportamiento,
segun Valenzuela (2018), puede atribuirse a dificultades técnicas en el proceso
de particién congruente, las cuales se derivan de la escasa formalidad con la
que algunos profesores ensefian las fracciones en la recta numérica. Lo
anterior se reflejé cuando una minoria de participantes, al enfrentarse a una
recta sin escala preestablecida, explicé y utilizé el razonamiento de que la
escala puede construirse de forma flexible y ajustarse a las condiciones
especificas de la tarea.

Ademais de lo sefialado, en relacién con el tercer atributo, que se refiere a
la construccién y uso de la particién congruente para ubicar fracciones en la
recta numérica, todos los participantes expresaron que la unidad correspon-
diente a la fraccién debe dividirse en partes iguales, segtin el valor del
denominador. Sin embargo, al llevar a cabo la tarea, emplearon estrategias
que resultaron en particiones aproximadas, lo que pone de manifiesto el
tratamiento limitado y exclusivo de este atributo en el discurso pedagégico
de los profesores en la escuela. Este hallazgo resalta una carencia importante
en la ensefianza de las fracciones, ya que la aproximacién a la particién
congruente parece ser solo superficial. Al limitarse a estrategias imprecisas,
los estudiantes no logran internalizar correctamente la ubicacién exacta de
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las fracciones en la recta numérica. Esta ensefianza parcial, centrada en
métodos aproximados, restringe la comprensiéon amplia del concepto, lo
cual se traduce en dificultades para resolver problemas més complejos en el
futuro. Como sefialan Bharti (2022) y Newton (2008), esta deficiencia puede
generar brechas en el aprendizaje matematico, afectando la capacidad de los
estudiantes para abordar con éxito tareas que requieren un manejo preciso
de fracciones.

En linea con las ideas previas, respecto al cuarto atributo, que consiste en
interpretar y resolver problemas de aplicaciéon que involucren fracciones a
través de la recta numérica, los resultados muestran que la mayoria de los
estudiantes enfrentan dificultades para utilizarla con ese fin. En su lugar,
tienden a centrarse en los algoritmos involucrados en el problema, priorizando
el trabajo procedimental. Este hallazgo es similar al reportado por Ozel
(2013) en estudiantes de secundaria en Turquia, asi como en estudiantes y
profesores de primaria en Indonesia (Hariyani et al., 2022). Incluso,
Melquiades-Martinez et al. (2023) encontraron resultados similares con
estudiantes mexicanos de quinto grado.

Estos hallazgos, respaldados por investigaciones previas, subrayan la
importancia de mejorar los procesos de ensefianza y aprendizaje de las frac-
ciones en la recta numérica, con el fin de ofrecer una formacién integral que
no solo permita a los estudiantes resolver procedimientos mecdnicos, sino
también comprender los conceptos subyacentes y aplicarlos en una variedad
de contextos matemadticos. Es crucial que los docentes amplien su enfoque
pedagégico, mds alld del tratamiento procedimental, para incluir estrategias
que fomenten una comprensién conceptual en los estudiantes.

Finalmente, consideramos que futuras investigaciones deberian profun-
dizar en los significados de la fraccién que los docentes promueven durante
la ensefianza. Ademds, seria pertinente disefiar intervenciones pedagégicas
que favorezcan el desarrollo de los diferentes significados de la fraccién en
estudiantes de nivel bésico, con el fin de enriquecer su comprensién y habilidad
para trabajar con este concepto en diversos contextos matematicos.
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Resumen

Esta investigacién tiene como objetivo caracterizar las conexiones matematicas que
evidencian estudiantes de nivel medio superior al resolver tareas sobre el drea de
poligonos regulares. En ese contexto, una conexién matematica se entiende como el
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Antecedentes

La literatura especializada reporta que establecer conexiones matematicas es
una forma en la que las personas intentan organizar ideas matemadticas en
sistemas coherentes (Vargas-Herrera et al., 2024). La relevancia de las
conexiones matemdticas reside, entre otros aspectos, en su capacidad para
facilitar la integracién de conocimientos y la interdisciplinariedad. Ademis,
contribuye a la resolucién de problemas, tanto practicos como aquellos que
no son de naturaleza matemdtica, y resultan importantes para alcanzar la
comprensién matemitica (Cawley & Foley, 2002; Eli et al., 2013; Gainsburg,
2008; Glass, 2002; Garcia-Garcia, 2019; 2024). También desarrollar la
habilidad de establecer conexiones matemdticas puede incrementar las
habilidades de razonamiento y comunicacién matematica (Bingolbali &
Cogkun, 2016; Baki et al., 2009).

Por otra parte, diversas investigaciones en Educacién Matemitica han
evidenciado dificultades persistentes en los estudiantes de distintos niveles
educativos respecto a la comprensién del drea y el perimetro de figuras
geométricas (Caviedes et al., 2019, 2022; D’Amore & Fandifo, 2007;
Kospentaris et al., 2011). Entre estas se encuentran el uso mecdnico de
térmulas, la limitada vinculacién conceptual del drea con sus representaciones
geométricas y errores al estimar dreas sin datos numéricos explicitos. Estos
resultados se alinean con lo que reporta la literatura desde el enfoque de
conexiones, pues esta indica que la conexién procedimental es la que con
mayor frecuencia emerge cuando los estudiantes resuelven problemas sobre
diversos conceptos matemadticos (Bingélbali & Coskun, 2016; Baki et al,,
2009; Cawley & Foley, 2002; Eli et al., 2013; Gainsburg, 2008; Glass, 2002;
Garcia-Garcia, 2019), lo que implica el uso de férmulas y algoritmos. Sin
embargo, esto no es suficiente para potenciar la comprensién matemitica de
los estudiantes.

La revisién de la literatura muestra que el estudio de las conexiones
matematicas en estudiantes de nivel medio superior ha recibido una atencién
limitada, a pesar de su reconocida importancia en el desarrollo de la
comprensién matemitica. Esta situacién resalta la importancia de indagar
cémo los estudiantes de este nivel las establecen al abordar tareas relacionadas
con el célculo del drea de poligonos, un contenido que forma parte explicita
del curriculo de matematicas en México (SEP, 2017, 2023). Analizar dichas
conexiones no solo permite identificar los conocimientos que poseen los
estudiantes, sino también las relaciones que construyen entre definiciones,
procedimientos y propiedades geométricas.

En este sentido, resulta fundamental analizar cémo los estudiantes
establecen conexiones matemdticas al resolver problemas geométricos, lo
que posibilita identificar patrones en su razonamiento y proponer disefios
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para el aula (Cruz-Acevedo & Garcia-Garcia, 2023; Garcia-Garcia et al,,
2022) que fortalezcan la interrelacién entre conceptos matemdticos y
promuevan una compresién mds articulada de conocimiento. Esto ayudaria
a mejorar el desempeiio de los estudiantes (Dogan et al., 2022; Novo et al.,
2019) y a su capacidad para concebir las matemdticas como un sistema
coherente e interrelacionado (National Council of Teachers of Mathematics
[NCTM], 2000; Koestler et al., 2013; Bahar et al., 2023). Por lo tanto, este
estudio busca responder a la siguiente pregunta: ;Qué conexiones matematicas
evidencian estudiantes mexicanos de nivel medio superior al resolver tareas
que involucran el drea de poligonos regulares? De esta pregunta se deriva el
objetivo de caracterizar esas conexiones matemadticas que los estudiantes de
nivel medio superior evidencian al resolver tareas que involucran el drea de
poligonos regulares.

Marco conceptual

Considerando la pregunta de investigacién que guia a este trabajo, en esta
seccién se definen los elementos tedricos que juegan un doble propdsito.
Primero, sirven para el disefio de las tareas que fueron utilizadas para colectar
datos y, segundo, para analizar las producciones escritas y verbales de los
estudiantes. En ese contexto, se define el constructo conexiones matematicas
y se explican las tipologias consideradas en esta investigacién.

Conexiones matemdticas
Este constructo se entiende en el sentido de Garcia-Garcia y Dolores-
Flores (2018), quienes definen a las conexiones matemadticas como los procesos
a través de los cuales un estudiante establece una relacién verdadera entre
dos o mds ideas, conceptos, definiciones, teoremas, procedimientos, repre-
sentaciones y significados entre si, con otras disciplinas o con la vida real.
Esas relaciones verdaderas logran hacerse evidentes en las producciones
escritas de un estudiante, asi como en los argumentos verbales que ofrece.
La revisién de la literatura indica que no hay una dnica forma de estudiar
conexiones matematicas. Por ejemplo, Businskas (2008), Eli et al. (2013) y
Garcia-Garcia y Dolores-Flores (2018; 2021a, 2021b) proponen algunas
categorias para estudiarlas. Sin embargo, considerando el objetivo de la
presente investigacion, se adopta a priori la siguiente tipologia de conexiones
matemdticas, previstas para su identificacién en la produccién de los estu-
diantes de nivel medio superior.

Conexion matemdtica de tipo procedimental
Se presenta cuando el sujeto utiliza un procedimiento (reglas, algoritmos o
férmulas) para resolver alguna tarea que involucra un concepto matemdtico

(Businskas, 2008; Garcia-Garcia & Dolores-Flores, 2021a). El procedi-
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miento utilizado por el estudiante debe estar basado en argumentos vélidos.
Por ejemplo, cuando utiliza directamente una férmula para encontrar el drea
de un poligono regular, evidencia este tipo de conexién matemadtica siempre
que justifique su respuesta.

Conexion matemdtica de tipo representaciones diferentes

Puede ser de dos tipos: representaciones alternas o representaciones equiva-
lentes (Businskas, 2008; Garcia-Garcia & Dolores-Flores, 2021a). Una
representacién alterna se presenta cuando un sujeto logra convertir, en el
sentido de Duval (2017), un concepto matemitico utilizando diferentes
registros. Por ejemplo, cuando un estudiante es capaz de representar pictéri-
camente una figura geométrica teniendo las caracteristicas descritas de la
misma estd empleando una representacién alterna, pues convierte una
representacion geométrica a una pictérica. Por otro lado, una representacién
es equivalente cuando se realiza un tratamiento, también el sentido de
Duval (2017), a un concepto matemitico, es decir, éste se representa de
formas distintas dentro de un mismo registro semidtico (Businskas, 2008).
Por ejemplo, cuando el estudiante escribe la férmula del drea de un rectangulo
como la suma de las dreas de los tridngulos que lo componen, es decir,
representa en el registro algebraico dos formas distintas de una misma
expresion, lo que constituye una conexién de tipo representacién equivalente.

Conexion matemdtica de tipo parte-todo

Esta tipologia destaca la relacién entre diferentes componentes o partes de
conceptos matemadticos (Hatisaru et al., 2024). Se manifiesta cuando un
sujeto establece relaciones légicas entre conceptos matemdticos ya sea de
generalizacién o de inclusién (Businskas, 2008; Garcia-Garcia & Dolores-
Flores, 2021a). La primera relacién ocurre cuando un concepto matemdtico
es una generalizacién de otro, o bien, cuando un concepto matematico es un
caso particular de otro y, la segunda relacién, cuando un concepto matemdtico
estd incluido o cuando engloba a otro (Businskas, 2008). Por ejemplo, cuando
un estudiante reconoce que un tridngulo equildtero es un caso particular de
un tridngulo isésceles, evidencia este tipo de conexién matemadtica.

Otro ejemplo se observa cuando un estudiante descompone un hexdgono
regular en partes mds simples (tridngulos equildteros) cuando se le pide
encontrar su drea. Asi, estard relacionando el cdlculo del drea del hexdgono
(todo) con el drea de sus componentes (partes). Con ello, el estudiante estard
evidenciando una comprensién del todo como una estructura compuesta
por elementos con propiedades geométricas bien definidas.

Conexion matemdtica de tipo implicacion
Esta conexién matemadtica se manifiesta cuando un concepto depende de
otro de una manera légica (Businskas, 2008), es decir, cuando se establece
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una relacién de la forma P=Q. En Hatisaru et al. (2024) a esta tipologia se
denomina “Si-Entonces”, quienes explican que son conexiones derivadas de
secuencias y relaciones légicas, que permiten sacar conclusiones basadas en
relaciones condicionales entre ideas matematicas. Por ejemplo, se evidencia
cuando un estudiante es capaz de establecer que, si dos poligonos son
congruentes, entonces sus dreas son iguales. Este argumento revelaria una
comprensién de la congruencia no solo como igualdad en forma y medida,
sino también en sus consecuencias sobre propiedades métricas como el 4rea.
El razonamiento condicional en este contexto implica la comprensién de
una relacién légica en la que el reconocimiento de la congruencia entre dos
poligonos (P) conduce necesariamente, bajo el principio de conservacién
métrica, a la afirmacién de igualdad de édreas (Q), siempre que la congruencia
se cumpla plenamente.

Conexion matemdtica de tipo caracteristica

Esta conexién se evidencia cuando se identifica propiedades o cualidades de
los conceptos matemiticos que los hacen diferentes o similares de otros (Eli
et al., 2013; Garcia-Garcia & Dolores-Flores, 2021a). En ese sentido, se
centran en las caracteristicas o propiedades esenciales de los conceptos
matemadticos que permiten captar los aspectos fundamentales, caracteristicas y
atributos que definen estos conceptos (Hatisaru et al., 2024). De acuerdo
con Garcia-Garcia (2024), esta conexién puede incluir la explicacién verbal
o escrita de ciertos elementos de una representacién (ya sea algebraica,
geométrica, grfica, etc.), asi como la identificacion de caracteristicas implicitas
en definiciones, teoremas o procedimientos.

Un ejemplo de esta conexién se observa cuando un estudiante reconoce
que el drea de un poligono depende de caracteristicas esenciales como la
medida de sus lados o su apotema, y comprende que esta dependencia es
una consecuencia directa de la estructura simétrica del poligono. Al identificar
que el uso de la apotema no es arbitrario, sino que responde a una propiedad
geométrica del poligono regular (la posibilidad de descomposicién en tridn-
gulos isésceles congruentes), el estudiante articula las caracteristicas defini-
torias del concepto de drea en este contexto. Esta comprensién va mds alld
de la aplicacién mecdnica de una férmula, ya que implica una apreciacién de
las propiedades que sustentan dicha férmula, lo cual favorece una compresién
mds estructurada y significativa del conocimiento geométrico.

Conexion matemdtica de tipo significado

Esta conexién se manifiesta cuando el estudiante otorga sentido a un
concepto matemitico, es decir, lo que significa para él. Incluye aquellas en
las que ofrece una definicién que el estudiante ha construido para estos
conceptos e incluso, cuando describe su contexto de uso (Garcia-Garcia &
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Dolores-Flores, 2021a). Esta tipologia también abarca respuestas en las que
un individuo proporciona una definicién formal de conceptos o teoremas
matemdticos, considerando todas las caracteristicas o propiedades matematicas
que puedan tener. A diferencia de la tipologia anterior, en esta el estudiante
es capaz de sefialar todos los atributos, cualidades o propiedades, mientras
que en el otro tipo el sujeto solo menciona algunos de estos.

Un ejemplo de esta conexién se observa cuando un estudiante define el
drea de un poligono como la medida de la superficie limitada por sus lados,
cuantificada en unidades cuadradas, y calculada mediante una férmula que
depende del nimero de lados, la longitud de estos y la apotema en el caso
de poligonos regulares. Esta formulacién no solo incorpora una definicién
formal, sino que también refleja una comprensién del concepto como
herramienta para cuantificar extensién, vinculada con propiedades geométricas
especificas. Al integrar dimensiones semanticas (lo que significa el drea),
estructurales (como se calcula) y contextuales (cuindo y por qué se usa), el
estudiante demuestra una conexién de tipo significado, lo cual evidencia un
nivel avanzado de comprensién conceptual.

Conexion matemdtica de tipo inter-conceptual

Esta conexién se manifiesta cuando un estudiante establece una relacion
entre dos o més diferentes conceptos matemdticos (Garcia-Garcia, 2024)
para resolver una tarea. Esta relacidén se construye porque los conceptos
interconectados son indispensables para resolver ciertas tareas matemdticas.
Las conexiones entre conceptos matemdticos son relevantes porque los
estudiantes deben tener estas habilidades matemdticas previamente para
alcanzar un mayor aprendizaje (Bahar et al., 2023).

Un ejemplo de esta conexién se presenta cuando el estudiante, para
calcular el drea de un tridngulo equildtero donde solo se conoce el valor de
los lados, aplica el Teorema de Pitdgoras para encontrar el valor de la altura
y calcular asi el drea. Asi, relaciona conceptos como drea, altura y el teorema
entre si para resolver la tarea propuesta. El hecho de integrar estos conceptos
en una secuencia légica para dar solucién al problema constituye evidencia
de una conexién inter-conceptual, ya que el estudiante demuestra capacidad
para coordinar e integrar distintos saberes en funcién de un objetivo mate-
mdtico comun.

Poligonos y su drea

En el contexto de la geometria, se denomina poligono a una porcién del
plano delimitada por un conjunto finito de segmentos de rectas consecutivos,
llamados lados del poligono. Estos segmentos se unen entre si formando
una figura cerrada, cuyos vértices corresponden a los puntos de interseccién
de los lados. Uno de los aspectos fundamentales en el estudio de los poligonos
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es la medicién de su superficie, conocida como drea. Esta, segin Wentworth
y Smith (2003) se define como la medida de la superficie, expresada en
unidades de superficie. Una unidad de superficie corresponde a la superficie
de una figura tomada como referencia para medir otras superficies, comun-
mente, se utiliza como unidad la superficie de un cuadrado cuyo lado tiene
una longitud igual a la unidad de medida lineal.

En general, el célculo o medicién de dreas no se realiza mediante el conteo
directo de cuadrados unitarios o sus partes que encajan en la figura cuya
drea se busca. En su lugar, se recurre a métodos indirectos, como la medicién
de ciertos elementos lineales de la figura (por ejemplo, base y altura) y la
aplicacién de procedimientos y férmulas previamente establecidas. Asimismo,
se pueden realizar razonamientos, propiedades geométricas e inferencias
que conduzcan a deducir el drea sin recurrir a procedimientos explicitos de
medicién.

Metodologia

La presente es una investigacién de naturaleza cualitativa que emplea el
método de estudio de casos. Este método resulta pertinente en funcién al
objetivo del estudio planteado. Esto porque permite investigar detallada-
mente una unidad social (un individuo, un grupo cultural, una institucién,
etc.), implicando la observacién minuciosa y el andlisis completo de un
numero limitado de sucesos o situaciones (Kothari, 2004). En particular, se
emplea el estudio de caso intrinseco, puesto que busca un mejor entendi-
miento del caso en si mismo y no persigue resolver un problema general
(Stake, 2012).

En ese mismo sentido, la investigacién posee un alcance descriptivo.
Kothari (2004) considera que son aquellos estudios que se ocupan de
describir las caracteristicas de un individuo o de un grupo en particular. En
linea con esta postura, Hernandez (2014) indica que la meta del investigador
en estas investigaciones consiste en describir fenémenos, situaciones,
contextos y sucesos; es decir, detallar cémo son y se manifiestan.

Contexto y seleccion de los casos de estudio
El estudio se desarroll6 en dos escuelas pertenecientes al nivel medio superior
ubicadas al sur de México, ambas reconocidas como centros de calidad
educativa, con procesos certificados y una gestién académica y administrativa
respaldada por la normatividad institucional. Las dos instituciones cuentan
con la infraestructura y planta académica suficiente para ofrecer una educa-
cién de calidad.

Para la seleccién de los casos de estudio se consideraron tres criterios,
garantizando ademds que la identidad de los participantes quedaria en el
anonimato: participacién voluntaria, acceder a ser entrevistados y grabados,
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y haber cursado el recurso sociocognitivo de Pensamiento Matemitico II
que plantea el MCCEMS. Este ultimo criterio aseguré que los estudiantes
hubieran trabajado previamente el tema de drea de poligonos. De esta
manera, los casos de estudio elegidos fueron 5 estudiantes del segundo
semestre. De ellos, cuatro son hombres y una es mujer, con edades de entre
16 y 17 afios, asi como con promedios de 9.0 a 9.9. De ahora en adelante se

hara referencia a ellos como E1, E2, E3, E4 y E5.

Recoleccion de datos

Para la recoleccién se datos se empleé la Entrevista Basada en Tareas
(EBT). Esto porque este método permite centrar la atencién directamente
en los procesos (las conexiones matemdticas) de los casos de estudio al
abordar tareas matemdticas, en lugar de sélo centrarse en los patrones de
respuestas correctas e incorrectas de sus producciones. Para disefiar la EBT
se consideraron los siguientes principios sugeridos en Goldin (2000): Plantear
tareas que sean accesibles para los participantes, incluir tareas que incorporan
ricas estructuras de representacion, desarrollo de la entrevista descrita expli-
citamente y prever contingencias, eleccién previa del qué y cudnto grabar,
disefio de la entrevista previendo posibilidades nuevas o imprevistas y,
realizacién de una entrevista piloto.

Las tareas propuestas fueron algunas adaptadas de estudios previos (por
ejemplo, Caviedes et al., 2019; Alfonso et al., 2016), mientras que otras fueron
de autoria propia. Tras ser validadas por usuarios y expertos, las tareas selec-
cionadas para la recoleccién de datos fueron las siguientes:

1. La figura muestra el plano de una casa. Todo el piso serd cubierto de loseta,
a excepcién del piso de la recdmara, el cual serd cubierto con alfombra. Si el
metro cuadrado de alfombra cuesta $170, ;Cudnto se gastard en alfombra
para cubrir por completo el piso de la recimara?

2. Kike participard en una competencia de papalotes y tiene en mente llevar el
papalote que se ve en la imagen de al lado. En €l, las varillas de madera que
lo sostienen forman tridngulos equildteros. ;Cudnto papel en total necesitard
para hacer su papalote sin que le falte?
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3. Por un punto de la diagonal del paralelogramo ABCD se trazan las paralelas
a los lados de esta figura. ;Qué relacién hay entre las dreas de las superficies
sombreadas? Justifica ampliamente tu respuesta.

4. Don Pinfilo tiene un terreno con forma cuadrada, cuyo lado mide 20
metros, y quiere sembrar cacahuate. Sin embargo, se dio cuenta que una
zona no es cultivable porque es muy pedregosa. Si la zona cultivable corres-
ponde a tres cuartos de la superficie total del terreno y construye una cerca
en forma de poligono, decide cuiles de los siguientes dibujos podrian
corresponder al terreno de don Panfilo. Justifica tu respuesta.

Por otro lado, con el propésito de obtener la mayor cantidad de datos
posibles de los casos de estudio, se formularon preguntas auxiliares mientras
estos resolvian las tareas. Este proceso fue grabado en audio y video para su
posterior andlisis.

Andlisis de datos

Los datos fueron analizados mediante el analisis temdtico, que permite
identificar el significado de un conjunto de datos, ademds de examinar en
profundidad un aspecto particular de un fenémeno (Braun & Clarke, 2012).
Este método originalmente se divide en seis fases: Familiarizarse con los
datos, Generacién de cédigos iniciales, Busqueda de temas, Revisién de
temas potenciales, Definir y nombrar temas, asi como la Elaboracién del
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informe. Sin embargo, en esta investigacién el andlisis se realizé siguiendo
una versién simplificada del procedimiento propuesto por Garcia-Garcia
(2024) quien la adapté a un estudio con un enfoque similar a este trabajo.
Durante todo el proceso, se efectué triangulacién entre los investigadores
para ganar confiablidad y validez de los resultados (Betridn-Villas et al.,
2016). Las fases consideradas en el andlisis fueron las siguientes:

Fase 1. Familiarizacion con los datos. Se transcribieron todos los argu-
mentos y justificaciones ofrecidas por los casos de estudio en las producciones
orales y escritas cuando resolvieron las tareas propuestas. Posteriormente, se
efectué una lectura exhaustiva de los datos, repitiendo las revisiones tantas
veces como fue necesario para lograr una compresién detallada del lenguaje
empleado por los casos de estudio.

Fase 2. Generacion de codigos y temas iniciales. En esta fase, los temas se
consideran como un tipo de conexién matemdtica. Para su desarrollo: (1) se
llevé a cabo una revisién minuciosa de las producciones verbales y escritas
de los casos de estudio, con el fin de identificar relaciones verdaderas (ver
Figura 1) entre ideas, conceptos, definiciones, teoremas, procedimientos,
representaciones y significados, tanto dentro del 4mbito matematico como
en conexion con otras disciplinas o contextos de la vida cotidiana (Garcia-
Garcia & Dolores-Flores, 2018); (2) estas relaciones verdaderas se categori-
zaron inicialmente como cdédigos abiertos, (3) luego, estos codigos fueron
refinados y agrupados cuando compartian patrones de respuesta, mientras
que aquellos que de forma individual contenian informacién relevante se
conservaron por separado para responder a la pregunta de investigacion; (4)
finalmente, los cédigos se clasificaron como tipos especificos de conexiones
matemdticas, de acuerdo con el marco conceptual adoptado. Este proceso
permitié identificar las primeras conexiones matemadticas evidenciadas por
los casos de estudio al resolver las tareas propuestas (ver ejemplo en la Tabla 1).

Figura1

Identificacion de los codigos iniciales a partir de los extractos de la entrevista

Nota. Los enunciados resaltados con un mismo color indica que tienen alguna caracteristica en comun.
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Tabla 1

Identificacion de los codigos y temas iniciales

Extracto Cédigo inicial Temas

E2: ...dice que son tridngulos equiliteros, todos ~ Los tridngulos equildteros son los

. . . Conexién de significado
sus lados son iguales. .. que tienen todos sus lados iguales. &

EN: Estoes... gperimetro?
E2: 8 es perimetro, seria la suma de todos los
lados...

El perimetro es la suma de todos

los lados de Ia figura. Conexién de significado

E2: La apotema ... es la distancia de la mitad de La apotema es la distancia entre el
un lado al centro [sefiala el vértice interior  centro del hexdgono y el centro de  Conexién de significado
al hexdgono de uno de los tridngulos]. uno de sus lados.

Nota. Fuente: Elaboracién propia.

Fase 3. Revision y definicion de temas. En esta fase, se llevé a cabo una
revisién de los temas iniciales identificados previamente, los cuales fueron
contrastados con los cédigos iniciales y las producciones de los estudiantes.
A medida que se consolidé la comprensién de los patrones de significado
expresados en sus procedimientos y argumentaciones, fue posible reconocer
de manera objetiva, gracias a la triangulacién entre investigadores, las cone-
xiones matemdticas que lograron establecer los casos de estudio. Las defini-
ciones de los temas son las que se asumieron en el marco conceptual.

Fuse 4. Elaboracion del informe. En esta fase se comenzé la preparacién
del informe de investigacién. Como parte de su elaboracién, se tomé en
cuenta el marco conceptual, centrando el andlisis exclusivamente en la
caracterizacién de las conexiones matemadticas establecidas por los casos de
estudio. Para lograrlo, se decidié presentar ejemplos ilustrativos (evidencias
escritas o verbales) que representaran cada conexién matemdtica identificada
en los casos de estudio. Estos fueron seleccionados por su representatividad
y por mostrar con mayor claridad las conexiones matemadticas caracterizadas,
esto también explica la distribucién por tareas consideradas en la seccién de
resultados. Dado que el objetivo del estudio se enfocé unicamente en las
conexiones matemadticas evidenciadas por los participantes, se decidié por
no reportar las dificultades y errores que surgieron en las producciones, ya
que no formaban parte del objetivo de la investigacién.

Resultados
Los hallazgos permitieron identificar una variedad de conexiones matemd-
ticas evidenciadas en los casos de estudio (Tabla 2). Estas se alinean con las
previstas en el marco conceptual.

Los resultados de la Tabla 2 se detallan a continuacion, explicando cada
tipologia de conexién matematica.
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Tabla 2
Conexiones matemdticas identificadas en las producciones escritas y verbales de los casos de
estudio
Caso de estudio Tarea Conexiones matemaiticas identificadas
1 Representaciones diferentes, procedimental, parte-todo y caracteristica
P Representaciones diferentes, caracteristica, implicacién, inter-conceptual y
E1l parte-todo
3 Implicacién e inter-conceptual,
4 Procedimental
1 Representaciones diferentes, procedimental y parte-todo
5 Representaciones diferentes, procedimental, significado, parte-todo,
implicacién e inter-conceptual
E2
3 Representaciones diferentes, procedimental, implicacién y significado
4 Representaciones diferentes, procedimental y parte-todo
1 Representaciones diferentes, procedimental y parte-todo
5 Representaciones diferentes, procedimental, inter-conceptual, significado,
E3 parte-todo y caracteristica
3 Representaciones diferentes, procedimental, implicacién y significado
4 Representaciones diferentes, procedimental y parte-todo
1 Significado
2 Procedimental e inter-conceptual
E4
3 Significado
4 Implicacién
1 Representaciones diferentes y parte-todo
2 Representaciones diferentes, procedimental, caracteristica e inter-
conceptual
E5
3 Representaciones diferentes, procedimental, implicacién, caracteristica y
parte-todo
4 Representaciones diferentes y procedimental

Nota. Fuente: Elaboracién propia.

Conexién matemdtica de tipo procedimental

Esta conexién matemitica mostré variaciones entre los casos de estudio. E4
la evidenci6 solo en la tarea 2; E1 en las tareas 1y 4; E2 y E3 la mostraron
en las cuatro tareas; y E5 en las tareas 2, 3 y 4. Un ejemplo se identifica en
la tarea 1, donde E1 calculé el drea de la recdmara restando el 4drea
sombreada al drea total del rectingulo. Para ello, aplicé implicitamente la
férmula del drea de un rectingulo, determiné ambas dreas y luego realizé la
resta para obtener el resultado (Figura 2).
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Figura2

Procedimiento empleado por E1 para encontrar el drea de la recdmara
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Conexion matemdtica de tipo representaciones diferentes

Esta conexién matemitica se identific6 en distintas tareas segun el caso de
estudio. E1 la evidencié en las tareas 1 y 2; E2, E3 y E5, en las cuatro
tareas; y E4 no la utilizé. Por ejemplo, en la tarea 3, cuando E5, tras establecer
la igualdad entre los tridngulos ABC y ACD, afirmé que las dreas de los
poligonos representados en la figura dada eran iguales. Al respecto, escribié
“‘a+b+c=a+b+d” y apartir de esta igualdad, aplicé propiedades
algebraicas para resolver la tarea (Figura 3). En este caso, E5 transit6 de un
registro geométrico a uno algebraico y, operé con dos representaciones
distintas dentro de este Ultimo registro para hacer referencia al drea solicitada.

Figura3

Representacion geométrica y algebraica utilizada por ES al resolver la tarea 3

Conexién matemdtica de tipo parte-todo
Esta conexién matemadtica emergi6é con mayor frecuencia en ciertas tareas y
con distintos grados de profundidad segun el caso de estudio. E2 y E3 la
evidenciaron en las tareas 1,2 y 4; E1 en las tareas 1 y 2; y E5 en las tareas 1
y 3. E4 no la evidencié en ninguna tarea. Un ejemplo se presenta en la tarea
2, cuando E3 argumenté que el drea de cualquier tridngulo (caso general) se
calcula con la formula A= 7 , ¥ que, en un tridngulo particular con base 1y
altura 3, el drea es > . Esto se identifica en el siguiente extracto:

E3:[...] Luego usando la formula de base por altura sobre dos (7) en este tridngulo

de base 1y altura 3, es igual a 3

A partir del extracto, se observa que E3 vinculé un caso general (la
férmula para cualquier tridngulo) con un caso particular (un tridngulo espe-
cifico de base 1 y altura 3). Esta relacion entre lo general y lo particular
caracteriza la conexién matemadtica de tipo parte-todo.
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Conexion matemdtica de tipo implicacion

Esta conexién matemitica se evidencié en distintos momentos, dependiendo
del caso de estudio. E1 y E2 la evidenciaron en las tareas 2 y 3; E3 y E5 en
la tarea 3; y E4, solo en la tarea 4. Por ejemplo, en la tarea 4, E4 afirmé que
un poligono es cuadrado, implica que sus 4 lados son iguales. Esto se
identifica en el siguiente extracto:

E4: [...] es de forma cuadrada [refiriéndose al terreno descrito en la tarea 4],

entonces todos sus lados son iguales [...]

Otro ejemplo aparece con E1 en la tarea 3, al sefialar que, si un cuadrilatero
es un paralelogramo, entonces los dngulos de los vértices opuestos son iguales.
En ambos casos, se establece una relacién condicional entre una propiedad
general y una consecuencia légica, lo que caracteriza esta tipologia de
conexién.

Conexién matemdtica de tipo caracteristica
Esta conexién matemdtica no se manifesté de forma uniforme entre los
casos de estudio ni en todas las tareas. E1 la evidencié en las tareas 1y 2;
ES5 en las tareas 2 y 3; y E3, solo en la tarea 2. E2 y E4 no la evidenciaron.
Un ejemplo se presenta con E5 en la tarea 2, cuando afirmé que cualquier
hexédgono estd formado por 6 tridngulos equildteros iguales. Esto se identifica
en el siguiente extracto:

ES: [...] es un hexdgono y que estd formado por tridngulos equildteros, bueno eso es

una caracteristica de los hexdgonos

Otro caso es el de E3 en la tarea 2. Al respecto, E3 identific6 una carac-
teristica fundamental de los tridngulos rectdngulos al asociarlos con un
angulo de 90°, condicién necesaria para aplicar el Teorema de Pitigoras.
Esto se identifica en el siguiente extracto:

Entrevistador: Este Teorema ;se puede aplicar a cualquier tridngulo?

E3: Eb no, no se puede aplicar para todos

Entrevistador: ; Qué caracteristicas tienen esos tridngulos donde si puedes aplicarlo?

E3: Me parece que tienen un dngulo de 90°

Entrevistador: ;Como se llaman?

E3: No, la verdad no sé

Conexion matemdtica de tipo significado

Esta conexién matemdtica se caracteriza por activar los conocimientos
conceptuales que permiten atribuir sentido a un término o propiedad
matemadtica, mas alld de su uso mecdnico. Su manifestacién varié entre los
casos de estudio, lo que refleja distintos niveles de apropiacién conceptual.
En particular, E2 y E3 evidenciaron esta conexién en las tareas 2 y 3,
respectivamente, mientras que E4 lo hizo en la tarea 3. En contraste, E1 y
E5 no mostraron indicios claros de establecer esta conexién matemadtica.
Por ejemplo, en la tarea 2, E2 defini6 el perimetro de un poligono como la
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suma de las magnitudes de todos los lados del poligono. Esta respuesta
revela una comprensién del significado del concepto, més que un uso mecénico
del mismo. El siguiente fragmento lo ilustra:

Entrevistador: Esto es sperimetro?

E2: 87 es perimetro, seria la suma de todos los lados

Otro ejemplo aparece con E4 en la tarea 3, al definir a los tridngulos
equildteros como aquellos tridngulos que tienen sus tres lados y sus tres 4n-

gulos iguales.

Conexion matemdtica de tipo inter-conceptual

Esta conexién matemdtica se define por la articulacién de dos o mis
conceptos matemdticos distintos, con el fin de generar una comprensién
integrada que contribuya a la resolucién de una tarea. Se identificé en las
producciones de E2, E3, E4 y E5 durante la resolucién de la tarea 2, mientras
que E1 la evidencié en las tareas 2 y 3. Un ejemplo se observa en la tarea 2
con E1, quien sefial6 que es posible aplicar el teorema de Pitidgoras para
encontrar el drea de cualquier tridngulo equildtero. Este razonamiento se
basa en descomponer el tridngulo equildtero en dos tridngulos rectingulos,
calcular la altura con el teorema y luego usarla para hallar el drea. El siguiente
fragmento lo ilustra:

Entrevistador: ;Por qué ahi puedes usar el Teorema de Pitdgoras?

E1: Porque aqui (dentro de un tridngulo equildtero) se forma un tridngulo rectdngulo
con la altura (del tridngulo equildtero) que forma dngulo de 90° respecto de este
lado del tridngulo. Y el teorema de Pitdgoras se puede utilizar en cualquier tridngulo
rectdngulo

Aqui, E1 establecié una relacién verdadera entre el Teorema de Pitdgoras

y célculo del drea, ambos necesarios para resolver la tarea 2, que implicaba
encontrar implicitamente encontrar el drea de un hexdgono. Otro ejemplo
aparece en la tarea 3 cuando E1 utiliz6 el Teorema de Tales para demostrar la
congruencia (caso particular de la semejanza) de tridngulos que se forman
entre los segmentos de rectas. Esto se identifica en el siguiente extracto:

Entrevistador: A ver, ;Qué fue lo que hiciste?

E1: Se trazé una paralela por este punto sno?, por teorema de Tales este tridngulo es
semejante al ABC [ ...]

Entrevistador: ;Qué dice el teorema de Tales?

E1: Dadas dos rectas cualesquiera, si trazas rectas paralelas [que intersequen a las
rectas dadas] se forman tridngulos semejantes

Entrevistador: Eso que dices spara qué lo utilizaste?

E1: Para demostrar que estos dngulos son iguales [fundamental para la resolucién
de la tarea 3]

En este caso, E1 articulé el conocimiento sobre semejanza de tridngulos

con propiedades angulares, a partir del Teorema de Tales, para sustentar una
argumentacion vilida y con ello resolver consistentemente la tarea 3.
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Discusidn y conclusiones

La pregunta que orienté esta investigacion fue ;Qué conexiones matemadticas
evidencian estudiantes mexicanos de nivel medio superior al resolver tareas
que involucran el drea de poligonos regulares? Los resultados mostraron que
los casos de estudio lograron establecer las conexiones matemdticas previstas
en el marco conceptual siendo evidenciadas con mayor frecuencia las de
tipo: procedimental, implicacién e inter-conceptual, seguidas de las
conexiones de tipo: parte-todo y representaciones diferentes (Tabla 3). Estas
conexiones matemdticas han sido reportadas previamente cuando estudiantes
resuelven tareas asociadas a diferentes conceptos matemiticos (por ejemplo,
Campo-Meneses & Garcia-Garcia, 2020; Garcia-Garcia & Dolores-Flores,
2018, 2021) y en las producciones de profesores (por ejemplo, Businskas,
2008; Eli et al., 2013; Evitts, 2004; Rodriguez-Nieto et al., 2022).

Tabla 3

Conexiones matemdticas evidenciadas por los casos de estudio

Caso de estudio
Conexiones matemiticas evidenciadas

E1l E2 E3 E4 E5
Representaciones diferentes . . . .
Procedimental . . . ° .
Caracteristica ° ° °
Parte-todo . . . .
Implicacién . . . . .
Significado . . .
Inter-conceptual . . . . .

Nota. Fuente: Elaboracién propia.

En general, se observé que las conexiones de tipo procedimental fueron
las mds recurrentes en las tareas propuestas, lo que sugiere que los casos de
estudio dependieron principalmente de la aplicacién de algoritmos y fér-
mulas para resolver problemas matematicos. Este hallazgo es consistente
con los resultados de estudios previos (por ejemplo, Garcia-Garcia y Dolo-
res-Flores, 2018, 2021a, 2021b; Campo-Meneses & Garcia-Garcia, 2020),
que han sefialado que predomina el uso de procedimientos mecanizados en
la resolucién de problemas. Sin embargo, también se identificaron conexio-
nes como de representaciones diferentes, parte-todo, de caracteristica y de
significado. Esto indica que algunos estudiantes logran establecer relaciones
entre conceptos matemdticos mds alld del uso de procedimientos, lo que
evidencia un pensamiento matemadtico mds estructurado.
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Esta investigacién evidencié que las conexiones se establecieron en
diferentes momentos variaron segln la tarea. En particular, se observé que
se establecieron mds conexiones matematicas en las tareas 2 y 3, que en las
tareas 1 y 4. El predominio de conexiones matemdticas en las primeras
tareas puede atribuirse a su disefio, ya que fomentaban la exploracién y el
uso de conocimientos mds amplios. Este enfoque permitié a los casos de
estudio establecer relaciones entre diversos conceptos matemdticos (como el
Teorema de Pitdgoras, el Teorema de Tales, paralelogramos, asi como las
representaciones geométricas y algebraicas de estos) y abordar la solucién de
la tarea mds alld de la aplicacién mecdnica de procedimientos previamente
establecidos. En contraste, las tareas 1 y 4 no representaron un desafio
significativo para los casos de estudio una vez que identificaron el procedi-
miento necesario para su resolucion.

En cuanto al anilisis individual, destaca el caso de E3, quien evidenci6
los siete tipos de conexiones matematicas, lo que sugiere que su estructura
cognitiva es capaz de establecer vinculos diversos entre conceptos matemdticos.
Por otro lado, E4 evidencié menos conexiones, particularmente de los tipos
representaciones diferentes, caracteristica y parte-todo. Este resultado
sugiere que E4 podria enfrentar desafios en la resolucién de tareas que
requieren relacionar dos o mds conceptos entre si, dependiendo en gran
medida de procedimientos mecdnicos sin establecer conexiones significativas
entre conceptos. La ausencia de conexiones matemiticas como parte-todo y
de representaciones diferentes sugiere que E4 no tiende a descomponer ni
reconstruir las figuras geométricas para vincular propiedades, lo que puede
ser un indicador de un bajo rendimiento en tareas de mayor complejidad.

Los resultados evidenciaron que los casos de estudio presentan dificultades
al trabajar con tareas que involucran el drea de poligonos. Algunos de ellos
no mostraron habilidad para vincular diferentes representaciones matemdticas
del concepto, considerando las representaciones gréficas, algebraicas o
geométricas, restringiendo su trabajo a un unico enfoque de resolucién.
Esto se refleja en la baja aparicién de conexiones matemdticas de tipo
representaciones diferentes, lo que podria reflejar limitaciones en la capacidad
de interpretar y traducir informacién entre distintos registros. Esta situacién
resulta relevante, pues Weinberg (2001) expresé que, la profundidad de la
comprensién conceptual que un estudiante tiene sobre un concepto
matemdtico particular es directamente proporcional a su capacidad para
traducir y transformar las representaciones del concepto a través y dentro de
una amplia variedad de sistemas de representacién.

E4 mostré dificultades para identificar propiedades o caracteristicas
centrales de un objeto matematico, como las propiedades de un tridngulo
equildtero, necesarias para resolver las tareas propuestas. En ese sentido, el
desempefio de E4 resalta la importancia de disefiar tareas que promuevan el
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andlisis de propiedades, la identificacién de caracteristicas de objetos mate-
miticos y la aplicacién de teoremas asociados. Del mismo modo, destaca la
necesidad de incluir actividades que favorezcan el uso de multiples repre-
sentaciones y promuevan una comprensién amplia de los conceptos, pues
Duval (2006) considera que los sistemas de representaciones son funda-
mentales para el aprendizaje conceptual, pues influyen directamente en lo
que el estudiante logra aprender. Asi mismo, el uso de diferentes representa-
ciones es una parte importante para hacer conexiones (Businskas, 2008;
Mhlolo, 2012; Mhlolo et al., 2012; NCTM, 2014) y estas resultan impor-
tantes para lograr la comprensién matemaitica (Cawley & Foley, 2002; Eli et
al., 2013; Gainsburg, 2008; Glass, 2002; Garcia-Garcia, 2024).

El caso de E4 invita a reflexionar sobre las diferencias individuales en la
formacién matemitica previa y las posibles barreras cognitivas que limitan
el desempefio del estudiante. Los casos de E1, E2 y E5 presentaron tendencias
semejantes entre si, lo que sugiere que, si bien estos no parecen tener defini-
ciones sélidas de algunos conceptos matematicos involucrados, logran
apoyarse en conocimientos previos para resolver de manera consistente la
mayoria de las tareas propuestas. Esto coincide con lo declarado por Garcia-
Garcia y Dolores-Flores (2018) quienes sostienen que ofrecer una respuesta
correcta, no implica necesariamente establecer conexiones matemdticas.

Aunque el analisis mostré que los casos de estudio establecieron cone-
xiones matemdticas en todas las tareas, se evidencié que algunos de ellos no
lograron completarlas de manera integra. Lo anterior coincide con los
resultados de Maphutha et al. (2023). Este hallazgo sugiero que los casos de
estudio tienen dificultades para resolver de forma consistente una tarea
cuando no logran establecer suficientes conexiones matemdticas. Una de las
probables causas a la que se le puede atribuir esta dificultad es la falta de
conocimientos previos de los casos de estudio para resolver problemas
geométricos. Estos resultados son interesantes porque los casos de estudio
son alumnos con un promedio alto lo que sugiere que en alumnos con un
rendimiento regular y bajo las conexiones matemadticas utilizadas podrian
resultar menos elaboradas.

La falta de descomposicién de poligonos en figuras mds simples para
analizar relaciones fundamentales, como las areas de figuras compuestas,
evidencia desafios adicionales. Esto sugiere que se debe guiar a los estudiantes
para que establezcan vinculos entre lo general y los casos particulares
(Mhlolo, 2012). Asimismo, se evidenciaron dificultades en la identificacién
de caracteristicas clave de los poligonos, lo que llevé a errores en la interpre-
tacién y aplicacién de férmulas. Otro hallazgo relevante fue la tendencia a
emplear procedimientos rutinarios sin cuestionar su validez o sustento
matematico, lo que limita el desarrollo de un pensamiento matematico mds
reflexivo e interconectado.
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Caviedes et al. (2019; 2022) reportaron que, una de las causas de la difi-
cultad al trabajar con tareas que involucran el drea de poligonos es la
tendencia de los estudiantes a usar la férmula del drea de memoria y asociar
el concepto del drea con el uso de férmulas para su cdlculo. Estos hallazgos
resaltan la importancia de disefiar estrategias de ensefianza que fomenten la
generacién de conexiones matematicas mds alld del simple uso de férmulas.
Actividades que impliquen la conversién entre diferentes representaciones y
la aplicacién de principios matemadticos en contextos diversos podrian
mejorar la capacidad de los estudiantes para establecer relaciones entre
conceptos matemdticos.

Los resultados de este estudio permitieron caracterizar las conexiones
matemdticas que emergen en la resolucién de tareas relacionadas con el drea
de poligonos. No obstante, aunque el estudio aporta evidencia de lo que
hacen los estudiantes al resolver este tipo de tareas, presenta ciertas limita-
ciones, entre ellas, el tamafio reducido de la muestra y el enfoque en un
contexto educativo especifico (las dos escuelas de nivel medio superior), lo
que restringe la posibilidad de hacer una generalizacién de los resultados.

Asimismo, los resultados sugieren que el enfoque actual en la ensefianza
del drea de poligonos en nivel medio superior podria enriquecerse mediante
una mayor integracién de estrategias que promuevan establecer conexiones
matemdticas. En ese mismo sentido, los hallazgos de esta investigacion
sugieren que la formacién docente debe fomentar una comprensién relacional
del conocimiento matemadtico, donde los futuros profesores de matematicas
aprendan a identificar, promover y valorar distintas tipologias de conexiones
matemdticas en el aula.

Esto dltimo implica disefiar tareas que estimulen la articulacién de
conceptos, representaciones y significados, asi como desarrollar habilidades
diagndsticas para interpretar las producciones de los estudiantes mds alld
del acierto o error. Asimismo, se destaca la importancia de favorecer una
ensefianza centrada en el significado de los conceptos trabajados y no solo
en el procedimiento, mediante un enfoque reflexivo que reconozca el valor
didictico de las conexiones matemadticas en la comprensién profunda de los
contenidos. Esto se podria lograr si se disefian tareas que requieran relacionar
conceptos geométricos y algebraicos empleando diferentes representaciones
lo que fortaleceria el razonamiento matemadtico y la comprensién del drea
de poligonos en los estudiantes de nivel medio superior. Asimismo, la capaci-
tacién del maestro en servicio para promover el establecimiento de conexiones
matemdticas en el aula podria contribuir a la mejora del aprendizaje.

En conclusién, las conexiones matemdticas identificadas en los casos de
estudio, asi como las dificultades que experimentaron otros para su estable-
cimiento, destacan la necesidad de replantear las estrategias didécticas
vigentes en la ensefianza de la geometria y proponer nuevas que favorezcan
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la construccién de conexiones matemdticas tal como se demanda actual-
mente en el curriculum mexicano. Por ello, se recomienda en futuras inves-
tigaciones ampliar la muestra, incluir una mayor variedad de contextos
educativos y proponer disefios para el aula basados en el desarrollo de cone-
xiones matemdticas para evaluar su impacto en el aprendizaje de conceptos
matemiticos tales como el drea de poligonos. Esto podria ser fundamental
para la mejora de la comprensién de los estudiantes.
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Concepciones alternativas sobre el
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Resumen

Este capitulo presenta los resultados de una investigacién cuyo objetivo fue identificar
las concepciones alternativas sobre el concepto de dngulo en estudiantes de Nivel
Medio Superior de una zona rural en el estado de Guerrero, México. Para la
recoleccién de datos, se aplicé una Entrevista Basada en Tareas a 20 estudiantes, y
se empleé un andlisis temdtico para su procesamiento. Entre las concepciones
alternativas encontradas, destacaron interpretaciones del dngulo como drea, el signo
del dngulo determinado por la direccién de sus lados, la medida del dngulo como la
longitud del arco angular, la medida del dngulo en funcién de la longitud de sus
lados y el angulo interpretado como una distancia. Estos hallazgos revelan la diversidad
de formas en que los estudiantes conciben al dngulo, lo que puede afectar significa-
tivamente el aprendizaje de otros conceptos matemiticos. Estos resultados proponen
reflexionar sobre futuras investigaciones para favorecer una compresién mds
profunda de dngulo.
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Introduccién

El concepto de dngulo es fundamental en el curriculo de matematicas, tanto
en México como en otros paises. Se introduce desde los primeros afios de la
educacion primaria y se consolida en la secundaria (National Council of
Teachers of Mathematics [NCTM], 2000; Rotaecche & Montiel, 2017;
Secretaria de Educacién Publica [SEP], 2023). Su estudio resulta importante
para que los estudiantes analicen su entorno espacial y comprendan conceptos
matemdticos mas complejos (Pachuca & Zubieta, 2020; Agudelo y Planas,
2022). A pesar de su relevancia, la naturaleza multifacética del concepto de
angulo representa un reto relevante para los estudiantes (Kaur, 2020). Inves-
tigaciones previas han sefialado que la ensefianza-aprendizaje del concepto
de dngulo es limitado debido a que predomina un enfoque procedimental y
memoristico, lo que restringe el desarrollo de su comprensién (Biber et al.,
2013; Diaz & Ku, 2017; Itzcovich, 2005).

Aunado a lo anterior, el concepto de dngulo estd relacionado con diversas
situaciones de la vida cotidiana, razén por la cual es un elemento clave del
pensamiento matemdtico (Pachuca & Zubieta, 2020; Torres y Sanchez,
2023). Sin embargo, en el dmbito escolar, suele abordarse de manera aislada
y descontextualizada, lo que dificulta que los estudiantes comprendan sus
propiedades y aplicaciones (Agudelo & Planas, 2022; Diaz & Ku, 2017).
Ademas, las definiciones y explicaciones presentes en los libros de texto
tienden a ser ambiguas o se centran exclusivamente en una concepcién estitica
del dngulo (Alyami, 2023; Ozen-Unal & Uriin, 2021).

En complemento a lo anterior, las definiciones del concepto de dngulo
suelen clasificarse en dos categorias principales, estitica y dindmica. Cada
una de estas categorias aborda situaciones distintas y presenta sus propias
limitaciones, lo que dificulta su integracién en una unica definicién (Bitiiner
& Filiz, 2017). Esta complejidad puede llevar a los estudiantes desarrollen
concepciones alternativas acerca del concepto dngulo (Biitiner & Filiz,
2017; Agudelo & Planas, 2022). Entre las concepciones alternativas mds
comunes se encuentran ideas como que un dngulo se forma por la interseccién
de dos arcos o por la interseccién de un rayo con un arco. Ademds, los estu-
diantes pueden asociar el tamafo de los dngulos con elementos como la
longitud de sus lados, la longitud del arco comprendido entre ellos o incluso
el drea delimitada por un arco y sus lados (Butiner & Filiz, 2017; Tanguay
& Venant, 2016). Sin embargo, es probable que existan otras concepciones
alternativas ain no documentadas, las cuales podrian influir de forma negativa
en el desarrollo del pensamiento matemidtico de los estudiantes y en su
comprensién integral del concepto de dngulo. De ahi la relevancia de la
presente investigacién. El panorama anterior muestra que los estudiantes
enfrentan dificultades para comprender el concepto de dngulo y su medida
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desde los niveles bésicos de educacién (Alyami, 2023). Aunque se espera que
esta problemdtica disminuya en niveles superiores, un estudio reciente
realizado por Pachuca y Zubieta (2020) con estudiantes universitarios de
Matemaiticas y Fisica en México evidencié que muchos atn definen el
dngulo como la abertura entre dos rayos o como una medida especifica.
Esto indica que, incluso en la educacién superior, persisten dificultades
significativas en torno al concepto de dngulo.

No obstante, los estudios previos sobre el concepto de dngulo se han
llevado a cabo principalmente con estudiantes de zonas urbanas, mientras
que esta investigacién se enfoca en alumnos de una regién rural en situacién
de vulnerabilidad. Segun los resultados de la prueba Plan Nacional para la
Evaluacién de los Aprendizajes [PLANEA] 2017, los estudiantes de dreas
rurales en México obtuvieron puntajes mds bajos en matemdticas en
comparacién con aquellos de zonas urbanas (PLANEA, 2018). Esta diferencia
se atribuye a las deficiencias del sistema educativo, que contribuyen a acentuar
el rezago en estas comunidades (Judrez & Rodriguez, 2016). Ademds, estas
condiciones estin relacionadas con los altos indices de desercién universitaria
(Lépez et al., 2014).

Segun Garcia-Garcia (2014), en las zonas rurales, la ensefianza de las
matemdticas suele desarrollarse a través de situaciones alejadas de la realidad
cultural de los estudiantes, ya que se basa en un curriculo nacional estanda-
rizado. Ademis, el libro de texto es la herramienta principal utilizada en
este proceso (Lopez & Tinajero, 2011). Estos materiales, distribuidos por
las autoridades educativas, presentan problemas matemadticos que no estdn
conectados con la vida cotidiana de los estudiantes, lo cual impacta de
forma negativa en su desempefio académico (Blanco & Blanco, 2009; Garcia-
Garcia, 2014).

Por otro lado, Chhabra y Baveja (2012) destacan la importancia de
comprender el pensamiento de los estudiantes, ya que sus concepciones
influyen directamente en la forma en  que aprenden (Lucariello et al.,
2014). Esto ha llevado a que el estudio de las concepciones se convierta en
un campo de investigacién relevante. En este contexto, se han llevado a
cabo estudios que analizan concepciones alternativas en diversos campos del
conocimiento (An & Wu, 2012; Lucariello et al., 2014; Denbel, 2014; Kaplan
et al., 2015; Serhan, 2015). Sin embargo, hasta ahora, no se ha investigado
especificamente el concepto de dngulo en estudiantes de Nivel Medio
Superior provenientes de zonas rurales.

Por las razones previas, el estudio de las concepciones alternativas es de
gran relevancia, ya que muchas de estas son dificiles de modificar y pueden
persistir incluso después de una instruccién cuidadosamente planificada
(Chi et al., 2012; Denbel, 2014; Bostan, 2016). Por ello, identificar las

concepciones alternativas de los estudiantes es un paso esencial para disefar
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estrategias de ensefianza que promuevan una comprensién mds profunda
del concepto de dngulo. En este contexto, la presente investigacién busca
responder a la pregunta: ; Qué concepciones alternativas presentan los estudiantes
de 12° grado de una zona rural al resolver tareas relacionadas con el concepto de
dngulo?

Marco conceptual
Concepciones alternativas

Thompson (1992) define las concepciones como un conjunto de creencias,
teorias, significados y explicaciones que los estudiantes desarrollan respecto
a las matematicas. Estas concepciones, al diferir de los significados matematicos
aceptados convencionalmente, se denominan concepciones alternativas
(Confrey, 1990; Yagbasan & Giilgicek, 2003). Estas ideas representan formas
distintas de comprender una tarea (Mevarech & Kramarsky, 1997), manifes-
tindose de manera escrita o verbal como reflejo del pensamiento individual.
Muchas tienen origen en el contexto escolar (Dolores, 2004) y se evidencian
cuando las creencias de los alumnos contrastan con los conceptos aceptados
socialmente (Kastberg, 2002). Estas concepciones suelen ser contradictorias
o inconsistentes con las nociones cientificas establecidas (Narjaikaewa,
2013; Salgado-Beltran & Garcia-Garcia, 2024).

Las concepciones alternativas no son simples ideas aisladas, constituyen
esquemas conceptuales integrados y coherentes que se desarrollan en la
cognicién de los estudiantes. Estos esquemas funcionan como filtros y
catalizadores que influyen directamente en los procesos de ensefianza y
aprendizaje (Confrey, 1990; Lucariello et al., 2014). Por esta razon, es
pertinente identificar estas concepciones, analizar sus origenes y comprender
los factores que favorecen su formacién en los estudiantes (Garcia, 2018).

Segun Fujii (2020), las concepciones alternativas emergen cuando las
ideas que los estudiantes tienen sobre las matemadticas entran en conflicto
con los significados aceptados y establecidos en la disciplina. Por su parte,
Garcia (2018) las define como conocimientos que son inconsistentes con
los conceptos matemadticos reconocidos como correctos por la comunidad
matemdtica. Estas concepciones se manifiestan tanto en los argumentos que
una persona utiliza al resolver tareas especificas como en sus producciones
escritas. Para esta investigacién, se adopta la definicién de concepciones
alternativas del dngulo (CAA) propuesta por Garcia (2018), considerandolas
como interpretaciones que difieren de las aceptadas como correctas en el
contexto matemdtico.

Método
Contexto de la investigacion y participantes

La investigacién se llevé a cabo en noviembre de 2024 en una escuela publica

de Nivel Medio Superior (NMS) ubicada en una zona rural del sur del estado
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de Guerrero, México. Participaron de manera voluntaria 20 estudiantes (12
hombres y 8 mujeres), con edades entre 17 y 18 afios, todos ellos oficial-
mente inscritos en el 12° grado. Los participantes indicaron que, durante la
pandemia enfrentaron dificultades para tomar sus clases debido a la falta de
acceso a internet, lo que consideran afecté la calidad de su formacién. Todos
los alumnos sefialaron haber trabajado previamente con el concepto de
angulo en grados anteriores. A partir de este momento, los estudiantes se

identifican como E1, E2, ..., E20.

Recoleccion de datos

Se diseni6 y aplicé una Entrevista Basada en Tareas (EBT), siguiendo los
principios establecidos por Goldin (2000). Este tipo de entrevista se distingue
por una interaccién minima entre el entrevistado (quien resuelve la tarea) y
el entrevistador (los investigadores), enfocindose en una o mds tareas
previamente elaboradas, que pueden incluir preguntas, problemas o activi-
dades. Este enfoque combina la entrevista, que permite explorar los procesos
de pensamiento del individuo a través de sus verbalizaciones, con un instru-
mento (las tareas) que facilita la identificacién de los procedimientos y las
ideas utilizadas por el entrevistado al abordar las tareas planteadas.

Se disefiaron cuatro tareas que fueron validadas por expertos, conside-
rando aspectos como la claridad en la redaccién, el nivel de dificultad y su
relevancia en relacién con los objetivos del estudio. Luego, se realizé una
prueba piloto con tres estudiantes de NMS para verificar la coherencia en la
redaccidn, la accesibilidad de las tareas y su alineacién con el objetivo del
estudio. La prueba piloto tuvo una duracién promedio de 60 minutos y fue
grabada en video para su posterior andlisis.

A partir de los resultados obtenidos, se ajustaron dos tareas que finalmente
formaron parte del instrumento utilizado en el estudio. Por ejemplo, en la
tarea 2, la pregunta “;Cémo identificas si un dngulo es positivo o
negativo?”" fue modificada como “Dibuja un dngulo positivo y otro negativo.
Explica tu respuesta”.

El instrumento final se conformé por las tareas detalladas en la Tabla 1.
Estas fueron disefiadas con el fin de identificar las concepciones alternativas
de los estudiantes sobre el concepto de dngulo. El protocolo para el entre-
vistador incluyé preguntas generales aplicables a todas las tareas, como:
¢Qué significa este término?, ;Puedes explicar mas sobre lo que mencionas?
y ¢Puedes realizar el dibujo? Ademas, se incorporaron preguntas especificas
para profundizar en el razonamiento y el conocimiento del participante
sobre el concepto de dngulo. Estas preguntas se usaban cuando el entrevis-
tado proporcionaba respuestas ambiguas, cuando su razonamiento no tenia
bases claras, o para fomentar la exploracién de otras posibles soluciones que
conociera.
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Tabla 1

Tareas planteadas a los estudiantes
Tarea 1. Explica, ;qué significa el concepto de dngulo para ti?
Tarea 2. Dibuja un dngulo positivo y otro negativo. Explica tu respuesta.

Tarea 3. En la siguiente figura, sexiste un dngulo que tenga mayor medida? Explica tu respuesta.

Tarea 4. ;Cuil de los siguientes dngulos tiene mayor medida? Explica tu razonamiento

a) b)

Anilisis de datos

Las entrevistas generaron evidencia tanto escrita como verbal de los partici-
pantes, la cual fue registrada mediante hojas de trabajo y videograbaciones.
Para el analisis de esta informacién, se emple6 el método de Analisis Tematico
propuesto por Braun y Clarke (2012), el cual consta de seis fases. Este
enfoque incluy6 un proceso de triangulacién entre los investigadores, lo que
permitié garantizar la confiabilidad, validez, credibilidad y rigor de los
resultados. Mediante este método, se identificaron patrones de significado
(temas) en las respuestas de los estudiantes a las tareas del protocolo de la
EBT, los cuales corresponden a concepciones alternativas. Durante las tres
primeras fases del andlisis, cada investigador trabajé de forma independiente;
a partir de la cuarta fase, se llevaron a cabo sesiones de discusién para alcanzar
consensos sobre las concepciones alternativas identificadas en este grupo de
estudiantes. A continuacidn, se describen en detalle las seis fases que confor-
man este proceso.

Fase 1. Familiarizacion con los datos. Las entrevistas fueron transcritas y
las respuestas escritas fueron digitalizadas. Luego, cada investigador realizé
una lectura general de las respuestas para obtener una comprensién preli-
minar de las concepciones alternativas expresadas por los estudiantes y para
familiarizarse con el lenguaje empleado por los participantes.

Fuse 2. Generacion de cddigos iniciales. Se identificaron palabras, frases y/o
cilculos empleados por los estudiantes para hacer alusién al concepto de
angulo. Por ejemplo, en el extracto de E2 para la tarea 1, se destacaron en
cursivas las frases que ayudaron a generar dos cédigos iniciales: el dngulo es
la regién que hay entre las rectas que se cortan en el vértice y el dngulo es el
drea comprendida entre los lados que lo conforman.

Investigador: Explica, 3qué significa el concepto dngulo para ti2

E2: Es la parte que queda dentro de las rectas
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Investigador: ;Puedes explicar un poco mds tu respuesta?
E2: Es la region que hay entre las rectas que se cortan en el vértice [dibuja el angulo
y colorea el drea limitada por sus lados]

Investigador: ;7 refieres al drea?

E2: 87

En esta fase, se identificaron 155 cédigos iniciales relacionados con las
ideas manifestadas por los estudiantes sobre el concepto de dngulo. Sin
embargo, en algunos casos, los estudiantes mencionaron mas de dos ideas,
lo que generé una codificacién diferente, aunque solo se empled una de ellas
como estrategia principal para resolver la tarea. Este andlisis se llevé a cabo
con las respuestas de los veinte participantes.

Fase 3. Bisqueda de temas y subtemas. Se revisaron los cédigos iniciales
con el objetivo de agrupar aquellos que compartian un significado similar o
mostraban un patrén de respuesta comin, lo que dio lugar a la formacién de
subtemas. Estos subtemas se asociaron a un tema principal que reflejaba
una concepcién alternativa sobre el dngulo. Por ejemplo, a partir de los
subtemas: un dngulo es positivo si abre hacia arriba y negativo si abre hacia
abajo y un dngulo es positivo si abre a la derecha y negativo si abre a la
izquierda se construyé el tema: el signo de un dngulo depende de la direccién
en la que se orientan sus lados.

Fuase 4. Revision de los temas y subtemas. Se realizaron dos niveles de
revisién, en el primero, se verificé que todos los temas fueran claros y refleja-
ran adecuadamente todos los c6digos generados. El objetivo de esta revisién
fue garantizar que cada tema estuviera respaldado por un conjunto coherente
de datos y que los cédigos dentro de cada tema estuvieran bien relacionados
entre si. En el segundo nivel, se llevé a cabo una revisién mds profunda de
todos los datos en relacién con los temas identificados. Esto garantizé que
los temas representaran de manera precisa el conjunto completo de datos,
evitando superposiciones e inconsistencias entre los temas y subtemas; si
era necesario, se crearon nuevos temas. Ademds, en esta fase, los investi-
gadores se reunieron para realizar una revisién entre pares, lo que contri-
buyé a mejorar la calidad y validez del anilisis de los datos. Este proceso
permitié refinar la identificacién de los temas, que en este estudio corres-
ponden a las concepciones alternativas, y ayudé a minimizar el sesgo de un
solo investigador.

Fase 5. Definicion y nombre de los temas y subtemas. En esta fase, se
asignaron nombres a los temas identificados para facilitar la presentacién
de los hallazgos, los cuales, en este estudio, corresponden a las concepciones
alternativas sobre el dngulo. A cada tema se le proporcioné una definicién
clara y precisa que refleja las ideas expresadas por los estudiantes. Estas
concepciones alternativas estin fundamentadas en las respuestas escritas o
verbales de los participantes.
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Fase 6. Elaboracion del informe. En esta seccién se presentan las concep-
ciones alternativas (temas) junto con sus respectivos subtemas (ver Tabla 2).
Para los fines de la investigacién, los resultados se describen segin cada
concepcién alternativa identificada.

Resultados

El anilisis de las producciones escritas y orales de los participantes permitié
identificar cinco concepciones alternativas sobre el concepto de dngulo, que
surgieron durante el proceso de resolucién de tareas realizadas por los

estudiantes de NMS (ver Tabla 2).

Tabla 2
Concepciones alternativas identificadas en los participantes
Cﬁncepu.ones Definicién Subtemas Frecuencia
ternativas
* Un dngulo es la regién
Se refiere a la concepcién de que un comprendida entre sus lados y su
181 Gl bl ér}gglo es una region fm:m‘ada por el vért)ice. =
3 vértice y los lados o el vértice, los * El iangulo es la regién 49
como 4rea . o
lados y el arco que conecta sus comprendida entre el vértice, los
extremos. lados y el arco que conecta los
extremos.

Un édngulo es positivo si abre
hacia arriba y negativo si abre
hacia abajo.

Se refiere a la concepcién de que el

Elsigno de un dngulo signo de un dngulo estd determinado

depende de la direccién

. por la direccién de sus lados, ya sea ) e 45
en la que se orientan B . * Un dngulo es positivo si abre a la
hacia la izquierda-derecha o hacia L
sus lados arriba-abaio derecha y negativo si abre a la
IO izquierda.
La medida del aneulo Se refiere a la concepcién de asumir
10 I longitud %—ul la medida de un dngulo como la 23
z:co(;na (ia rg udde medida del arco angular indicado en
S su representacion.
. ) Se refiere a la concepcién de
eLna fr: ;Silgs g:llzngu o concebir que la medida del dngulo 20

depende del tamafio de los lados que

longitud de sus lados Io conforman.

Se refiere a la concepcién del dngulo
como la distancia entre los lados que 18
lo conforman.

El dngulo interpretado
como una distancia

Nota. Fuente: Construccién personal

A continuacién, se detalla en qué consiste cada una de las concepciones
alternativas registradas en la tabla 2.

El dngulo entendido como drea

Esta concepcién alternativa se refiere a la interpretacién del dngulo como
una regién formada por el vértice y sus lados, o bien como el drea delimitada
por el vértice, los lados y el arco que conecta sus extremos. Esta emergié de
las respuestas de la mayoria de los participantes, con excepcién de E6, E8,
E12,E13 y E20 al abordar la tarea 1 y 4. Dado que los estudiantes expresaron
dos ideas vinculads con la nocién de dngulo como 4rea, se desarrollaron dos
subtemas que se detallan a continuacién.
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Un dngulo es la region comprendida entre sus lados y su vértice

Se construy6 a partir de las interpretaciones que los estudiantes compartieron
durante la entrevista sobre el concepto de dngulo. Para E1, E2, E3, E4, E5,
E9, E10, E18 y E19, un dngulo se define como la regién delimitada por sus
lados y su vértice. Por ejemplo, sus respuestas incluyeron afirmaciones como:
“El dngulo es el espacio entre las rectas y el vértice”, “El dngulo es la abertura
formada por los lados y un punto”y “El dngulo es la regién interior”. Estas
interpretaciones evidencian una visién estdtica del dngulo, centrada en su
representacién espacial, y omiten la nocién dindmica del dngulo como la
amplitud de giro de una recta respecto a un punto fijo (ver extracto del
didlogo con E1).

Investigador: Explica, ;qué significa el concepto de dngulo para £i?

E1: Bueno, el dngulo seria la abertura formada por los lados y un punto [dibuja un

angulo e ilumina el drea conformada por los lados y el vértice]

Aunado a lo anterior, al responder la tarea 4, que consistia en comparar
la medida de dos dngulos dados, los estudiantes E3, E4 y E5 sefialaron que
el dngulo correspondiente al inciso b) era mayor por que el drea contenida
entre el vértice y los lados era més amplia que la del dngulo representado en
el inciso a). Esta afirmacién reforzé la concepcién alternativa y evidenci6 las
limitaciones conceptuales que los estudiantes tienen respecto a la comprensién
del 4ngulo como medida de apertura, independiente de factores como el
drea o las dimensiones visuales asociadas.

El dngulo es la region comprendida entre el vértice, los lados y el arco que
conecta los extremos

Al definir el dngulo, los estudiantes expresaron diversas ideas relacionadas con
la nocién de drea. En particular, este subtema se desarrollé a partir de las
interpretaciones de los estudiantes E7, E11, E14, E15, E16 y E17, quienes
conciben el dngulo como la regién delimitada por el vértice, los lados y el
arco que conecta sus extremos. Por ejemplo, sus definiciones incluyeron frases
como: “El dngulo es el drea entre el vértice, los lados y un arco”, “El dngulo
es como la regién interior de un sector”y “El arco que une dos rectas que se
cortan limita el angulo” (ver Figura 1).

Figura1
E1 interpreta el dngulo como el drea que se forma entre el vértice, los lados y el arco que los
une para la tarea 1

Nota. Fuente: Obtenida de los datos.
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El signo del dngulo depende de la direccion en la que se orientan sus lados
Esta concepcién alternativa se relaciona con la relacién entre el signo de la
medida de un dngulo y la direccién en la que se orientan sus lados. Fue
identificada en las respuestas de doce estudiantes al responder la tarea 2, en
la cual debian dibujar un dngulo positivo y otro negativo. Debido a que
surgieron dos interpretaciones relacionadas con la direccién. Una estd
asociada con los lados del 4ngulo que se abren hacia la derecha o la izquierda,
y otra con los que se abren hacia arriba o hacia abajo. Se establecieron dos
subtemas que se describen a continuacién.

Un dngulo es positivo si de abre hacia arriba y negativo si abre hacia abajo
Este subtema incluye los criterios que los estudiantes emplean para deter-
minar el signo de la medida de un dngulo. Para los estudiantes E1, E2, E5,
E6,E9, E12 y E15, el criterio principal es la direccién en la que se abren los
lados del dngulo. En sus respuestas, consideran que un dngulo es positivo si
sus lados se abren hacia arriba, mientras que lo clasifican como negativo si
se abren hacia abajo. Por ejemplo, algunos expresaron ideas como: “El dngulo
es positivo si abre hacia arriba” y “El dngulo es negativo si abre hacia abajo”
(ver extracto del didlogo con E6).
Investigador: Dibuja un dngulo positive y otro negativo
E6: 8i. El dngulo positivo debe tener sus lados para arriba [dibuja un dngulo con
lados orientados de forma ascendente desde el vértice], mientras que el negativo
debe abrir hacia abajo [dibuja un dngulo con lados orientados de forma
descendente desde el vértice]

Un dngulo es positivo si de abre a la derecha y negativo si abre a la izquierda
Este subtema se refiere a la concepcién de que el signo de la magnitud de
un dngulo estd determinado por la direccién en la que sus lados se abren:
hacia la derecha o hacia la izquierda. Esta interpretacién fue manifestada
por los estudiantes E7, E8, E10, E16 y E20, quienes emplearon expresiones
como: “Un dngulo es positivo si abre a la derecha”y “Un dngulo es negativo
si abre hacia la izquierda” (ver Figura 2). Esto refleja una concepcién alter-
nativa del concepto de dngulo, basada principalmente en percepciones
visuales y no necesariamente en definiciones formales.

Figura2
E10 dibuja un dngulo positivo y otro negativo en la tarea 2

Nota. Fuente: Obtenida de los datos.
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La medida del dngulo como la longitud del arco angular

Esta idea fue identificada en cinco estudiantes: E10, E12, E14, E15 y E18,
al resolver las tareas 3 y 4, que les pedian determinar, a partir de una figura,
si existia un dngulo de mayor medida en la representacién y comparar la
magnitud de dos dngulos dados. En este contexto, los estudiantes interpre-
taron que los arcos angulares representados correspondian a dngulos distintos
y concluyeron que el dngulo asociado al arco mds grande era el de mayor
magnitud. Esto se evidencié en afirmaciones como: “Cada dngulo posee un
arco diferente, y por lo tanto, su medida también lo es”; “Los dngulos son
distintos; si el arco es mayor, el dngulo también lo serd”; y “A mayor arco,
mayor dngulo asociado”. Un ejemplo de esta concepcidén se presenta en el
extracto de la entrevista con el estudiante E18 y su produccién escrita (ver

Figura 3).

La medida del dngulo como la longitud del arco angular
Esta idea fue identificada en cinco estudiantes: E10, E12, E14, E15 y E18,
al resolver las tareas 3 y 4, que les pedian determinar, a partir de una figura,
si existia un dngulo de mayor medida en la representacién y comparar la
magnitud de dos dngulos dados. En este contexto, los estudiantes interpretaron
que los arcos angulares representados correspondian a dngulos distintos y
concluyeron que el dngulo asociado al arco mds grande era el de mayor
magnitud. Esto se evidencié en afirmaciones como: “Cada dngulo posee un
arco diferente, y por lo tanto, su medida también lo es”; “Los dngulos son
distintos; si el arco es mayor, el dngulo también lo serd”; y “A mayor arco,
mayor dngulo asociado”. Un ejemplo de esta concepcidén se presenta en el
extracto de la entrevista con el estudiante E18 y su produccién escrita (ver
Figura 3).

Investigador: En la figura, sexiste un dngulo que tenga mayor medida?

E18: Bueno, el mayor debe sery, por que este arco es el mds grande de los tres [remarca

el arco angular que denota a y]. Yo considero que la medida del dngulo queda

determinada por la medida del arco

Figura3

E18 interpreta el dngulo como la medida del arco angular en la tarea 3

Nota. Fuente: Obtenida de los datos.
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La medida del dngulo en funcion de la longitud de sus lados
Otra de las ideas que emergieron en las respuestas de los estudiantes al in-
terpretar el concepto de dngulo fue la concepcién alternativa de que su
medida depende del tamafio de los lados que lo conforman. Este enfoque se
evidencié en las respuestas de los participantes E1, E2, E7, E17 y E20 al
abordar la tarea 4, donde expresaron ideas como: “El dngulo que tiene lados
mids grandes es mayor”, “Los lados indican que es mds grande el dngulo”y
“El dngulo con lados més pequefios es menor” (ver extracto del didlogo con
E20). A manera de hipétesis esta concepcién alternativa pudiera surgir
debido a la forma en que se introduce este concepto en el aula. Con frecuencia,
los dngulos se presentan mediante dibujos donde los lados tienen longitudes
especificas, lo que lleva a los estudiantes a asociar intuitivamente el tamafio
de los lados con la magnitud del dngulo.

Investigador: ;Cudl de los siguientes dngulos tiene mayor medida?

E20: Yo considero que el del b), porque si lo observamos tiene sus lados mds grandes en

comparacion con el del a); bueno eso se puede ver en el dibujo

Investigador: ;Como medirias los dngulos?
E20: Con la regla, mido los lados

El dngulo interpretado como una distancia

Esta concepcién alternativa alude a la interpretacién del dngulo como la
distancia entre los dos lados que lo conforman. Se observé en los partici-
pantes E6, E8, E12, E13 y E20, especialmente al responder la tarea 1. Esta
idea quedé manifestada mediante expresiones como: “El dngulo es la
distancia que hay entre sus lados”, “El dngulo es la longitud entre las rectas”
o “El dngulo es la medida de la separacién entre sus lados” (ver Figura 4).
Esta interpretacién refleja una comprensién limitada del concepto, ya que
los estudiantes perciben el dngulo como una medida lineal, en lugar de
entenderlo como una medida angular. Esto indica la necesidad de fortalecer
la comprensién de este importante concepto matematico.

Figura 4

E20 interpreta el dngulo como la distancia entre sus lados en la tarea 1

Nota. Fuente: Obtenida de los datos.

Resultados

Los resultados revelan que los estudiantes presentaron diversas concepciones
alternativas vinculadas con el concepto de dngulo. En total, se identificaron
cinco concepciones alternativas: e/ dngulo entendido como drea, el signo de un
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dngulo depende de la direccion en la que se orientan sus lados, la medida del
dngulo como la longitud del arco angular, la medida del dngulo en funcion de la
longitud de sus lados y, el dngulo interpretado como una distancia. Estas
concepciones reflejan una visién mds estitica que dindmica del concepto de
angulo, coincidiendo con los hallazgos de Agudelo y Planas (2022) en su
revisién de la literatura, lo cual indica que los participantes tienen una
comprensién limitada de este concepto, lo cual subraya la necesidad de un
enfoque diddctico que promueva la naturaleza dindmica del dngulo y su
relacién con situaciones geométricas y cotidianas. Ademds, se evidencia una
desconexién entre la definicién formal de dngulo y su aplicacién en contextos
concretos.

La concepcién alternativa mds comun entre las respuestas de los
estudiantes fue la idea de interpretar el dngulo como un drea. La nocién del
dngulo como la regién formada entre sus lados-vértice o vértice-lados-arco
que los conecta, se basa en una perspectiva estitica del concepto (Clements
& Burns, 2000). Sin embargo, esta definicién por si sola no permite construir
una comprensién sélida, ya que necesita complementarse con una visién
dindmica que conciba el dngulo como la amplitud de giro de una recta
respecto a un punto en ella (Kim & Lee, 2014). Este hallazgo es consistente
con lo reportado por Mitchelmore y White (2000), quienes sefialan que los
estudiantes de nivel preuniversitario suelen interpretar el dngulo como una
regién, lo que a menudo genera una comprensién limitada y da lugar a errores
conceptuales (Torres & Sanchez, 2023).

En relacién con la concepcion alternativa de que e/ signo de un dngulo
depende de la direccion en la que se orientan sus lados, doce estudiantes centraron
su atencién en la direccién de los lados del dngulo como criterio para
identificar su signo. Este hallazgo coincide con lo reportado por Martinez-
Tecolapa (2008) en estudiantes de una zona urbana de NMS, lo que sugiere
que, independientemente del tipo de zona, la ensefianza y el aprendizaje del
concepto de dngulo tienen poco alcance.

Un hallazgo relevante de este estudio fue /a interpretacion del dngulo como
la longitud del arco que lo define. Aproximadamente una cuarta parte de los
estudiantes sostuvo que la medida de un dngulo corresponde a la longitud
del arco asociado, sugiriendo que, a mayor longitud del arco, mayor es el
dngulo. Esta idea se asemeja a la concepcién observada en estudiantes de
nivel bésico en investigaciones previas (Devichi & Munier, 2013; Mitchelmore,
1998). Es probable que esta concepcién surja debido a las diversas defini-
ciones presentadas en los libros de texto (Rotaeche & Montiel, 2017; SEP,
2023), donde el dngulo a menudo se introduce en el contexto de circulos y
sectores circulares, lo que facilita una representacién visual. Este hallazgo es
preocupante, ya que refleja una comprensién limitada y distorsionada del
concepto de dngulo entre los estudiantes.
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En adicién a lo anterior, otra concepcién alternativa evidenciada por los
estudiantes fue /a interpretacion de la medida de un dangulo en funcion de la
longitud de sus lados. Esta idea puede surgir debido a una confusién entre las
caracteristicas geométricas de los dngulos y las de los segmentos que los
forman. Al observar un dngulo, es comin que los estudiantes perciban los
lados como elementos clave para definir su tamafo, asociando erréneamente
su longitud con la amplitud del dngulo. Esta concepcién podria originarse
por la influencia de representaciones visuales en los libros de texto o por
experiencias previas (Rotaeche & Montiel, 2017; SEP, 2023), donde los
dngulos se muestran en figuras en las que la longitud de los lados parece
estar relacionada con la apertura del dngulo.

En la misma vertiente, otra concepcién alternativa detectada en las
producciones de los estudiantes es /a interpretacion del dngulo como una
distancia. Este hallazgo resulta novedoso en la literatura sobre educacién
matemdtica respecto al concepto de dngulo y puede explicarse desde la
perspectiva visual. Al observar un dngulo, los lados parecen alejarse a medida
que el dngulo se abre, lo que podria llevar a los estudiantes a percibirlo
como una medida de la distancia entre dichos lados. No obstante, esta
interpretacién se muestra insuficiente para dngulos de 0°, 180° y 360°, lo
que la convierte en una visién parcial y sesgada del concepto (Casas &
Luengo, 2005; Fyhn, 2007; Munier & Merle, 2009).

Los resultados de este estudio sugieren una similitud con hallazgos de
investigaciones previas realizadas en diversas poblaciones. Esto nos lleva a
formular la hipétesis de que la ensefianza de las matemiticas no logra integrar
adecuadamente el contexto y la cultura de los estudiantes al abordar
conceptos como el de dngulo. Esta carencia afecta directamente el proceso
de aprendizaje y pone en evidencia la limitada influencia de la instruccién
formal en la comprensién de dicho concepto. Ademds, resalta el rezago
académico que enfrentan las comunidades rurales, marcado por las multiples
carencias que estas experimentan (Blanco & Blanco, 2009; Clarkson, 2004;
Schemelkes, 2014; Garcia, 2014).

Es fundamental que futuras investigaciones se centren en examinar el
conocimiento que los profesores de matemiticas utilizan en su prictica
educativa al ensefiar conceptos como el de dngulo, especialmente en contextos
rurales y en los distintos niveles educativos. También seria util proponer
disenos que integren las nociones matemadticas con las experiencias cotidianas
de los estudiantes. Esta estrategia podria fortalecer el aprendizaje en estas
comunidades, haciendo que los conceptos sean mds relevantes y accesibles
para los estudiantes.
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Referentes tedricos para el disefio de
situaciones variacionales. Un ejercicio
reflexivo desde el Pensamiento y
Lenguaje Variacional

Luis Manuel Cabrera Chim'

Resumen

Incorporar el estudio de la variacién en el dmbito diddctico de la matemadtica es
relevante para incidir en el aprendizaje de conocimientos matematicos ligados con
el cambio y para la formacién matemdtica de las personas. Sin embargo, aiin es una
cuestién abierta cémo promover que los estudiantes desarrollen habilidades para
estudiar la variacién. Asi, en este trabajo, fundamentado en el Pensamiento y
Lenguaje Variacional (Pylvar), se presenta un ejercicio de reflexién tedrica sobre el
empleo de un esquema propuesto para desarrollar el Pylvar y una rtbrica de evaluacién
elaborada con base en este, para determinar si proporcionan directrices para disefiar
y/o redisefiar situaciones variacionales enfocadas en desarrollar tales habilidades.
Para este ejercicio, se retoman actividades reportadas en la literatura disefiadas
explicitamente bajo el Pylvar y se contrastan con lo establecido en el esquema y
ribrica sefialados, determinando la pertinencia de tales situaciones o respectivas
propuestas de cambio. Los resultados evidencian que las situaciones no cubren
todos los estadios que componen al esquema, ni proporcionan evidencia completa
del desarrollo del Pylvar. Ante esto, los niveles de desempefio de la rdbrica propor-
cionan referentes para redisefiar las situaciones y subsanar las dificultades detectadas.
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Introduccién

El estudio de lo que cambia ha sido un aspecto central dentro de las ciencias y
las matematicas. Esto para poder generar modelos de fenémenos o
situaciones dindmicas que permitan comprender, analizar y anticipar su
comportamiento o intervenir en este. En este sentido, dentro de las mate-
miticas se han elaborado un sinfin de herramientas para poder desarrollar
dichas acciones, que a la postre se han convertido en conceptos u objetos
matematicos. Por su parte, en los dltimos afios se ha propuesto que el andlisis
del cambio, es decir, la variacién, es importante para poder resignificar los
objetos matemdticos con fines didécticos, recuperando la importancia que
tenfa este andlisis en su surgimiento y evolucién histérica y que poco a poco
quedo relegado (Cantoral, 2019; Thompson & Carlson, 2017). Por ejemplo,
se ha propuesto repensar el estudio de la funcién desde una concepcién
variacional (Kafetzopoulos & Psycharis, 2022; Paoletti & Moore, 2018;
Thompson & Carlson, 2017) o de la derivada desde dicha perspectiva
(Antonio et al. 2019; Dolores, 2013). Por tanto, desarrollar habilidades o
razonamientos que permitan comprender la variacién de las variables e
incorporar esto como parte de los procesos de ensefianza de los contenidos
matemdticos incidird en mejorar su aprendizaje. Sin embargo, cémo lograr
el desarrollo de esto por parte de los estudiantes y la sociedad en general,
aun es una cuestién abierta y en debate.

Para generar explicaciones tedricas y practicas sobre cémo la incorporacién
de la variacién en el trabajo diddctico matemdtico permite significar a los
conocimientos matemadticos, se han desarrollado diferentes enfoques. Por
ejemplo, el Razonamiento Variacional y Covariacional (Thompson & Carlson,
2017; Carlson et al., 2002), el Pensamiento Variacional (Jiménez-Rodriguez,
2020) y el Pensamiento y Lenguaje Variacional (Cantoral, 2019). Cada uno
de estos enfoques, presenta resultados relevantes y propuestas tedricas para
el trabajo de investigacién y de aula. Sin embargo, cada uno se fundamenta
en sus propios marcos teéricos y perspectivas educativas de la ensefianza, el
aprendizaje y la matematica. Esto sucede incluso en los dos dltimos enfoques
mencionados antes, lo cual va mis alld de solo una palabra en sus titulos. No
obstante, los tres enfoques también tienen puntos de encuentro.

En concordancia con lo que establece Jiménez-Rodriguez (2020),
postulamos que el pensamiento variacional y/o el pensamiento y lenguaje
variacional involucra tanto al razonamiento variacional como al covariacional.
Esto plantea una primera diferencia de tales enfoques con el Razonamiento
Variacional y Covariacional (RVC). Por su parte, desde el Pensamiento y
Lenguaje Variacional (Pylvar) se plantea que la significacién de los saberes
matemdticos depende del uso que se hace de dichos objetos en un escenario
determinado (ver la siguiente seccién), lo cual establece una diferencia con
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el enfoque del Pensamiento Variacional y también del enfoque RVC. No
obstante, los tres enfoques comparten su interés por comprender cémo las
personas razonan sobre el cambio y cémo su estudio puede contribuir a
transformar los procesos educativos de la matematica asociada al cambio.

El grado de desarrollo tedrico también es diferente en cada enfoque. Por
ejemplo, para el razonamiento variacional y covariacional, Thompson y
Carlson (2017) plantean niveles de desempefio para cada tipo de razona-
miento que permiten establecer fundamentaciones teéricas e inferencias
sobre el desarrollo de estos razonamientos. En este mismo sentido, para el
pensamiento variacional, Jiménez-Rodriguez (2020) plantea que, para
desarrollar dicho pensamiento, el razonamiento variacional debe ser visto
como una especie de nivel cero del razonamiento covariacional. Por su parte,
acciones andlogas se han comenzado a desarrollar para el Pylvar a través de
trabajos como los de Cabrera y Zaldivar (2021), Cabrera y Martinez (2022),
Cabrera et al. (2023) y Cabrera (2024). En estos se propone y emplea un
esquema para el desarrollo del Pylvar para el anilisis de actividades con este
fin y para analizar el desempefio de los estudiantes al resolverlas (Cabrera &
Zaldivar, 2021; Cabrera & Martinez, 2022), acciones que llevaron a la nece-
sidad de formular una ribrica de evaluacién (Cabrera et al., 2023).

En este trabajo se pretende reflexionar y ejemplificar cémo el empleo de
ambos referentes puede proporcionar directrices para el disefio de situaciones
variacionales, asi como para su andlisis y posterior propuesta de redisefio o
mejora. Con esto se busca pasar de una simple pretensién establecida al
momento de formular ambos referentes, a dar evidencia, al menos teérica,
de que si pueden proporcionar tales directrices.

También se realiza un proceso de reflexién para explicar, sin ser exhaus-
tivo, cémo algunos elementos de los otros enfoques son compartidos con el
Pylvar y por tanto pueden reflejarse en los procesos y acciones que se
desarrollan en los estadios del esquema. Con esto no se busca establecer si
alguno de los enfoques es mejor que el otro, sino mostrar que aun basados
en posturas diferentes comparten elementos en la forma de promover el
desarrollo del pensamiento variacional o de los razonamientos variacional y
covariacional, al menos desde un plano tedrico y cada uno con sus propios
objetivos.

Esquema de desarrollo del Pensamiento y Lenguaje Variacional

El Pylvar establece que la construccién y la significacién de varios saberes
matemdticos (por ejemplo, funciones y derivadas) se fundamentan en el
estudio del cambio situado en escenarios normados por préicticas predictivas
(Cantoral, 2019). Por estas pricticas predictivas se hace referencia, en un
sentido amplio, a aquellas acciones que deben desarrollarse con la finalidad
de determinar estados o comportamientos desconocidos de una situacién o
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fenémeno dindmico. Por tanto, por Pylvar se entiende como la forma de
pensar y comunicar el andlisis de las variaciones de las variables que deter-
minan el comportamiento de un fenémeno dindmico, con la finalidad de su
comprensién y/o, en su caso, realizar estimaciones, anticipaciones o predic-
ciones sobre el mismo (Cabrera & Zaldivar, 2021). Este se manifiesta y
desarrolla cuando se enfrentan situaciones variacionales, es decir, aquellas
donde el estudio del cambio de las variables tiene un rol central (Caballero,
2018). No obstante, cabe preguntarse ¢qué caracteristicas deben tener esas
situaciones variacionales para desarrollar el Pylvar?

La pregunta anterior motivé el desarrollo de un esquema que sintetizara
varios elementos del Pylvar y sus relaciones, dando como resultado el
esquema de la Figura 1. Este estd organizado a partir de cuatro estadios, los
cuales se proponen como unidades minimas sobre las cuales puede funda-
mentarse el desarrollo del Pylvar (Cabrera & Zaldivar, 2021). El primer
estadio denominado “Tomar conciencia de aquello que cambia” plantea la
necesidad de que se pueda reconocer qué es lo que cambia en el fenémeno o
situacién que se analiza, es decir, reconocer esos cambios siendo parte de
variables e identificar aquellas que pueden ser de interés para dicho analisis.
En este primer estadio comienza el desarrollo del razonamiento variacional.
Esto implica, segin Jiménez-Rodriguez (2020), comprender que las canti-
dades varian, es decir, que no se producen tnicamente cambios aleatorios en
sus estados y que estos son Unicos en cada estado (principio de unicidad),
asi como que estos se desarrollan bajo una continuidad (principio de conti-
nuidad). En estas acciones, la comparacién de diferentes estados de las va-
riables (a través de diferencias, cocientes, etc.), que ocurre en un primer
momento de forma aleatoria o sin una estrategia estable, adquiere un papel
relevante (estrategia variacional de comparacion).

El segundo estadio denominado “Estudiar un sistema de referencia para
medir y estudiar el cambio” postula la necesidad de establecer los elementos
necesarios para estudiar el cambio. Aqui se consolida el razonamiento varia-
cional y comienza a desarrollarse el razonamiento covariacional, que de
acuerdo con Thompson y Carlson (2017), implica la capacidad de identifi-
car y comprender las relaciones dindmicas que se establecen entre dos varia-
bles, es decir, cémo las variaciones de una afectan a la otra, lo cual puede
describirse cualitativa o cuantitativamente. En este sentido, desde el Pylvar
se plantea que para que esto ocurra es necesario establecer un elemento de
referencia (1) que permita reconocer cuantitativa o cualitativamente el cambio
de las variables; establecer la unidad de medida (2) que permita establecer la
intensidad de ese cambio, y generar temporizaciones! (3) de estados de tales

1 Al hablar de temporizacién no implica que una de las variables sea el tiempo, sino determinar valores
que la variable puede tomar en su continuo y que permitan comprender su variacién.
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variables (ya sea que se identifiquen o construyan). Estos elementos permi-
tirdn consolidar el razonamiento variacional segin lo descrito antes, ademds
que serdn la base para comenzar a establecer y determinar la relacién causal
entre las variables (4), lo cual permitird comprender el comportamiento de
una situacién o fenémeno dindmico. Una vez que se consoliden los cuatro
elementos anteriores (indicados entre paréntesis), se podrd analizar el
comportamiento covariacional de las variables a través del sistema de refe-
rencia variacional establecido (Caballero, 2018). En este estadio, comparar
los valores que toman las variables en diferentes momentos y contrastar esos
resultados para diferentes momentos (estrategia variacional de seriacién), es
la base para comprender la causalidad de las variables y comenzar a entender
cémo covarian.

Figural

Esquema para el desarrollo del Pensamiento y Lenguaje Variacional

Nota: Tomado y ajustado de Cabrera y Zaldivar (2021)

El tercer estadio denominado “Analizar el comportamiento variacional”
se enfoca en establecer las particularidades de la covariacién de las variables
bajo andlisis. En este sentido, para determinar cémo estin relacionados los
cambios de una variable con los cambios en la otra, se procede a comparar
algunos estados de la variable y, posteriormente, analizar o contrastar los
resultados de esos cambios. Es decir, las estrategias variacionales de compa-
racién y seriacién se plantean como medios que permiten determinar dichas
relaciones (comportamiento variacional). Esto puede realizarse desde la
primera aplicacién de las estrategias (variacion de primer grado) o aplicar
dichas estrategias a los resultados de las comparaciones tantas veces como
sea necesario (variaciones sucesivas). Es en este momento, que se puede
identificar la covariacién que se establece entre las variables causales en andlisis.

El dltimo estadio denominado “Abstraer el caricter estable del cambio”
establece que, con fines de desarrollar pricticas predictivas, es necesario
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reconocer que el comportamiento variacional de las variables permite
determinar, anticipar o intervenir en el comportamiento de la situacién o
fenémeno del que forman parte estas. De este modo, dicho comportamiento
variacional, que puede presentarse de diferentes formas (gréfica, expresion
algebraica, tabla, descripcidn, etc.) se convierte en un modelo que permite
incidir en aquello que modela (Arrieta & Diaz, 2015). En consecuencia, el
desarrollo de las estrategias de estimacién o prediccién (desarrollada segin
la precisién de esta accién que permite el modelo establecido) conducen
este ultimo estadio. Asi, estudiar la covariacién de las variables se presenta
como un medio para intervenir en el fenémeno bajo anilisis.

Como se sefial$ antes, se pretende que el esquema de la Figura 1 pueda
servir de sustento tedrico para el disefio de situaciones variacionales que
permitan el desarrollo del Pylvar; a la vez que apoye a la construccién y
significacion de saberes matemiticos. Para esto ultimo (que no es un objetivo
de este trabajo), es necesario sefialar que dicho desarrollo requiere generar
situaciones variacionales en diversidad de contextos. Esto debido a que,
derivado del origen y conexién del Pylvar con la Teoria Socioepistemoldgica
de la Matemdtica Educativa, se establece que los objetos matemadticos se
construyen y significan a partir de su uso al enfrentar situaciones o fenémenos
de cambio. Sin embargo, este uso puede adoptar caracteristicas diferentes de
acuerdo con las normas o formas de accién particulares que rigen a las
comunidades (médicos, albailes, ingenieros, etc.) dentro de las cuales se
desarrollan dichas situaciones o fenémenos. Estos espacios junto con dichas
normas son caracterizados como précticas de referencia, las cuales se identifican
a través de la triada: uso — usuario — contexto (Cantoral, 2019). De este
modo, no se reconoce un unico significado del conocimiento matematico,
sino que este estd vinculado con la prictica de referencia y, por tanto, la
construccién de dicho conocimiento implica una constante significacién
(resignificacion) de este a través de diferentes practicas de referencia (Montiel

& Buendia, 2012).

Riibrica para valorar el desarrollo del Pensamiento y Lenguaje Variacional

Debido a que todo proceso de ensefianza y aprendizaje debe incorporar
procesos de evaluacién para determinar si se han alcanzado los objetivos
establecidos, a partir del esquema de la Figura 1 se concibié el desarrollo de
un instrumento para valorar el desempefio ante las situaciones variacionales
que se elaboren bajo su sustento. Cabe recordar que el proceso de evaluacién
puede entenderse como la recopilacién de evidencia del logro de ciertos
criterios de referencia establecidos previamente y a partir de los cuales
formular juicios de valor sobre los avances de aprendizaje (De la Orden,
2009; Chéavez-Ruiz & Martinez-Rizo, 2018). Por tanto, para poder recopilar

dicha evidencia, es necesario que desde el disefio mismo del proceso de
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ensefianza y aprendizaje se defina la forma y los momentos para obtenerla
(Cardefioso, 2006; Sanmarti, 2007).

Con base en la perspectiva anterior, se elaboré la ribrica de 1a Tabla 1, 1a
cual fue validada por expertos en el Pylvar. Esta es una versién ampliada de
la publicada en Cabrera (2024), con descripciones mds detalladas de los
niveles de desempefo de cada indicador y ejemplos de desempefios tipo
para estos. Asi, con esta rubrica se busca “operacionalizar” el esquema de
desarrollo al establecer criterios de desempefio sobre los que se debe obtener
evidencia de su logro por parte del estudiante y que dan cuenta de un
progreso en el desarrollo del Pylvar. Esto permitird tanto valorar y retroali-
mentar el desempefio de los estudiantes (Andrade, 2000), como analizar el
proceso seguido para alcanzar el objetivo evaluado (Savic et al., 2017). Estos
dos aspectos no se abordan en este escrito.

Una consideracién importante que debe realizarse sobre la rdbrica es
que esta fue elaborada considerando que la situacién variacional que se
proponga a los estudiantes cubre todos los elementos y relaciones del
esquema de la Figura 1. Sin embargo, es posible que, por las caracteristicas
de la situacién, los objetivos de aprendizaje, el nivel de desarrollo de los
estudiantes, entre otras razones, no suceda esto y no sea posible valorar todos
los indicadores establecidos. En estos casos se deberd emplear solo la parte
de la rubrica correspondiente. Pero, si esto no se justifica de acuerdo con el
objetivo de la situacién, podria indicar que la situacién variacional requiere
redisefiarse para promover todos los elementos del esquema de la Figura 1.

Tabla 1
Riibrica para valorar el desemperio ante situaciones variacionales
Niveles
Indicador
3 2 1 0
Establece las relaciones
Reconoce las variables  causales entre algunas
que intervienen en el de las variables del
i N . L Reconoce algunas de .
fenémeno o situacién, fenémeno o situacién. . Identifica que hay
p . las variables que
asi como sus Sin embargo, no es . . elementos que
. R . intervienen en la .
relaciones de capaz de determinar si B cambian, pero no los
. ) . situacién, pero no
causalidad y puede  son las mds pertinentes identifica las reconoce como
argumentar cudles son para describir o . variables o que existen
. . . relaciones causales .
las mds pertinentes en caracterizar su relaciones de
. . X . entre ellas. .
Identificalas términos del estudio a comportamiento e dependencia entre ellas.
variables y realizar. incluso puede resultar

sus relaciones

Por ejemplo: puede
explicar por qué la
relacion entre altura del
aguay tiempo o de
wvolumen y tiempo, es la
mejor para modelar
grdficamente el llenado
de los recipientes

no serlo.

Por ejemplo: relaciona
que la altura del agua
cambia con respecto al
tiempo, pero esto no le
permite comprender el
tiempo de llenado como si
hubiera elegido el
wvolumen con el tiempo

Por ejemplo: puede

identificar que la altura

del agua cambia, asi
como el volumen de
agua dentro del
recipiente, pero no la
relacion de estas
variables con el tiempo

Por ¢jemplo: ante el
llenado de recipientes y
solicitud de graficar el
comportamiento, solo
senala que la altura del
agua en el recipiente
cambia
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Riibrica para valorar el desemperio ante situaciones variacionales (continta)

Indicador

Determina
los valores de
la variable
para
diferentes
temporizacio
nes

Reconoce el
comportamie
nto
variacional
delas
variables

Calcula o determina
correctamente los
valores de las variables
o interpreta
adecuadamente los
valores de estas
temporizaciones que
le son dadas (tablas,
grificas, ...) ala vez
que puede determinar
si en cada caso si los
valores dados son o no
suficientes para la
tarea solicitada. Asi,
establece un adecuado
sistema de referencia y
puede determinar si
los valores que tiene
son pertinentes para la
tarea solicitada.

Por ejemplo: Calcula o
interpreta
adecuadamente los
valores de la altura del
agua con respecto al
tiempo y es capaz de
argumentar si es, 0 1o,
necesario realizar otros
cdlculos para poder hacer
andlisis adecuados de los
cambios de las variables

Caracteriza los
comportamientos
variacionales de grado
dos o mayor e
interpreta estos en
términos del contexto
de referencia y sus
particularidades.

Por ¢jemplo: asocia los
diferentes tipos de
variacion de la altura
de llenado a sus
TeSPeCti‘U(lfﬁrmaS o
viceversa

Niveles

2

Calcula o determina
correctamente los
valores que toma la
variable independiente
para diferentes
temporizaciones o
interpreta
adecuadamente los
valores de estas
temporizaciones que le
son dadas (tablas,
grificas, ...). Asi, se
establece un adecuado
sistema de referencia,
pero los valores
determinados no le
permiten analizar los
comportamientos
variacionales de las
variables.

Por ejemplo: Calcula o
interpreta
adecuadamente los
valores de la altura del
agua con respecto al
tiempo, pero no se da
cuenta que al estar
desigualmente espaciados
los tiempos, las
comparaciones de las
alturas podrian arrojar
resultados incorrectos

Es capaz de
caracterizar el
comportamiento (ya
sea lineal y no lineal)
de la variable, pero sélo
puede interpretar la
variacién lineal en
términos de la préctica
de referencia.

Por ejemplo: al analizar
el llenado de un
recipiente no cilindrico,
puede serialar que su
altura no crecerd de
forma constante y puede
caracterizar el
crecimiento, pero no logm
vincular que ese
comportamiento aplica a
recipientes con forma
similar

Calcula o determina
incorrectamente los
valores que toma la
variable
independiente para
diferentes
temporizaciones o
interpreta
incorrectamente los
valores de estas
temporizaciones que
le son dados (tablas,
grificas, ...).

Por ejemplo: establece
de forma
incorrectamente la
altura que tendrd el
agua en cierto momento
al interpretar
inadecuadamente el
llenado o interpreta los
datos de las tablas de
manera acumulativa,
siendo esto incorrecto;
ast, por ejemplo, al
sumar dos tiempos
considera que es el
resultado de la altura
en el tiempo resultante

Reconoce que las
variables tienen una
variacién lineal o no
lineal. Asi, no puede

identificar
caracteristicas de la
variacién no lineal, ni
interpretar la
variacién identificada
en el contexto de
referencia.

Por ejemplo: reconoce
que la altura del agua
cambia de forma
constante, pero no es
capaz de asociar que
esto es por la
particularidad del
cilindro bajo estudio

No es capaz de
establecer cémo
calcular o determinar

los valores que toma la
variable dependiente en

diferentes
temporizaciones
(momentos de la
situacién o fenémeno)
o no interpreta los
valores que le son
dados (tablas, graficas,
etc.) como
temporizaciones de
este.

Por ¢jemplo, se dan

valores aleatorios respecto

la altura del agua para
diferentes tiempos 0 no
logra interpretar la
relacion entre tiempo y
altura que le es dada en
grdficas o tablas

Compara valores de las

variables para
diferentes
temporizaciones, pero
no reconoce ningin

patrén o regularidad de

comportamiento de
éstas.

Por ejemplo: al hacer las

comparaciones de las
alturas en diferentes
momentos, se puede

encontrar una constante,
perono /ogm interprelar

qué significa esto o no le
da importancia
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Riibrica para valorar el desemperio ante situaciones variacionales (continta)

Indicador

Establece o
interpreta
modelos para
estimar o
predecir

3

Establece uno o mis
modelos correctos del
comportamiento
variacional de las
variables o interpreta
correctamente los
modelos dados y a
partir de ellos estima o
predice
comportamientos para
estimar o predecir
valores de largo
alcance, es decir,
reconoce que estos
caracterizan al
comportamiento del
fenémeno o situacién
en su totalidad.

Por ejemplo: reconocer
que en el cilindro la
altura de agua crece de
forma constante y es
capaz de emplear esto y
el modelo elaborado para
calcular valores o
comportamientos en
cualquier

momento. Ademds,
reconoce que este
comportamiento es para
todos los cilindros,
aungque con diferencias
segtin su_formay
tamario

Niveles

Establece uno o mas
modelos correctos del
comportamiento
variacional de las
variables o interpreta
correctamente los
modelos dados y a
partir de ellos estima o
predice
comportamientos, pero
solo de corto alcance
del fenémeno o
situacion, es decir,
cercanos al intervalo de
estudio, no visualiza ese
comportamiento como
caracteristica global del
fenémeno.

Por ejemplo: sabe que en
el cilindro la altura de
agua crece de forma
constante y lo emplea
para calcular valores de
la altura en momentos
proximos a aquel donde
se hizo el estudio del
Henado, Ademds, no
puede extender este
romparmmiento a otros
cilindros

Establece un modelo
incorrecto del
comportamiento
variacional de las
variables o interpreta
incorrectamente un
modelo dado, por lo
que sus estimaciones
o predicciones del
fenémeno o situacién
son incorrectas.

Por ¢jemplo: sabe que
en el cilindro la altura
de agua crece de forma

constante, pero no se
percata que para el
valor que se solicita
estimar, el intervalo no
crece en la misma
unidad de tiempo y eso
lo lleva a cometer
errores

Identifica el
comportamiento
variacional de las
variables, pero no

puede emplear tales
caracteristicas para
realizar estimaciones o
predicciones del
fenémeno o situacién.

Por ¢jemplo, reconoce que
en un cilindro la altura
cambia de forma
constante, pero no es
capaz de emplear esta
situacion para estimar la
altura del agua en un
determinado momento
del llenado. No sabe como
emplear la relacion
encontrada para esta
tarea

Nota. Los ejemplos que se proponen se desarrollan considerando la actividad de graficar la
altura de llenado de recipientes cilindros y cénicos. Elaboracién propia

Por ejemplo, si una situacién variacional parte de la presentacién de datos

a partir de tablas o gréficas, las variables de interés y su relacién causal ya se
proporcionan de forma explicita, lo que impide el desarrollo del primer
estadio del esquema y, quizds de parte, del segundo estadio. No obstante,
como se sefiala en Cabrera y Martinez (2022), el desarrollo de los dos
primeros estadios es decisivo para interpretar correctamente los modelos
que se puedan generar en el cuarto estadio y su empleo para intervenir en el
fenémeno que se modela. En dicho trabajo se solicité a estudiantes de
secundaria elaborar el modelo grifico del comportamiento de la altura del
agua dentro dos recipientes cilindricos con la misma capacidad, que son
llenados con el mismo flujo constante. Cuando se pregunt6 a los estudiantes
por qué ambos recipientes se llenan al mismo tiempo y cémo se refleja esto
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en la grifica, solo quien consideré como variables de interés a volumen-
altura, y no a altura-tiempo, pudo explicar esta situacién.

Andlisis de situaciones variacionales y valoracion de desemperio

Para el desarrollo de este trabajo se retomé un conjunto de situaciones
variacionales disefiadas por Caballero-Pérez y Moreno-Durazo (2017) para
bachillerato y bajo el enfoque del Pylvar, las cuales tenian como objetivo su
desarrollo entre los estudiantes. Asi, analizarlas bajo la perspectiva del
esquema propuesto en la Figura 1y de la rubrica de evaluacién de la Tabla
1, permitird determinar si estos referentes estin en correspondencia con
dichas situaciones o si estas presentan las caracteristicas necesarias para
alcanzar el objetivo de desarrollar el Pylvar. Con base en estos andlisis se
espera determinar si tales referentes proporcionan directrices o elementos
que deben ser considerados para el disefio de nuevas situaciones variacionales
y/0 cémo mejorar situaciones variacionales ya elaboradas.

Las situaciones variacionales desarrolladas por Caballero-Pérez y
Moreno-Durazo (2017) se reportan en cuatro momentos:

El primero se refiere al llenado de un recipiente cilindrico a flujo constante,

donde la atencién se centra en identificar la cantidad de altura que aumenta

cada segundo y la asociacién con la grifica correspondiente. En el segundo se
trabaja el llenado de dos recipientes cilindricos, comparando la velocidad de
llenado al variar la forma del recipiente (mds ancho menor pendiente, mds
angosto mayor pendiente). En el tercer momento, se compara el llenado de dos
recipientes desde un enfoque numérico, con el fin de predecir cudl se llena
primero. En el dltimo momento se contrastan las grificas del crecimiento de la
altura de recipientes cilindricos (a razén constante) con el llenado de recipientes

de forma cénica, a modo de contrastar lo lineal con lo no lineal (p. 1070-1071).

Como puede observarse en la cita anterior, en los primeros tres momentos
se habla del llenado de recipientes cilindricos, fenémeno que se modela con
funciones lineales y que constituye el contenido matemadtico de interés para
los autores. Pero, en el cuarto momento, a partir de recipientes de forma
cénica, se busca confrontar el comportamiento lineal y el no lineal, como
recurso para profundizar en la comprensién de lo lineal. A continuacién,
por cuestiones de espacio y de que los resultados de los anilisis entre
momentos son similares (el primer y tercer momento y el segundo y cuarto
momento), se presentan con detalle los andlisis correspondientes con los
momentos primero y segundo (ver Figuras 2 y 3) y una breve descripcién de
los otros dos momentos.

Para el primer momento, como puede observarse en la Figura 2, la
segunda pregunta solicita establecer el tiempo de llenado del recipiente, lo
cual corresponde con una prictica predictiva y que constituye un aspecto
decisivo para el desarrollo del Pylvar. Ahora bien, tomando como base el
esquema de la Figura 1, las preguntas de las situaciones y los anlisis esta-
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blecidos por los autores de la situacién sobre los desempefios esperados de
los estudiantes para resolverla, se puede observar que esta no establece
condiciones para poder desarrollar las acciones involucradas en el estadio 1

Figura2
Situacion variacional para el primer momento de la propuesta de Caballero-Pérez y Mo-
reno-Durazo (2017)

Las instrucciones de la situacién variacional ya plantean el interés por la
correlacién entre la altura del agua en el recipiente y el tiempo transcurrido.
Ademis, no se plantea ninguna pregunta o momento de reflexién para
analizar si estas variables son pertinentes o en si en verdad estdn correlacio-
nadas. En cuanto la pregunta 1, base para responder la pregunta 2, busca
que los estudiantes comiencen a construir la forma en que estin correlacio-
nadas tales variables. En este sentido, los autores sefialan que los estudiantes
podrian dibujar en la botella el nivel de agua para diferentes momentos a
partir de la marca dada de inicio, lo cual corresponde con establecer el
sistema de referencia del estadio 2 del esquema. Cada marca del nivel de
agua representa una temporizacién de estados del llenado y para realizar su
adecuada medicién e interpretacién se requiere establecer un elemento de
referencia, en este caso la base del recipiente. Asi, sobreponer la altura de la
marca de inicio e indicar que la nueva altura en cada superposicién se
alcanza al trascurrir ]a misma cantidad de tiempo (estrategia de comparacién)
son las acciones que se ponen en juego para desarrollar el estadio 2. A la par
de esto, los estudiantes deben tomar conciencia de que lo anterior es posible
porque el flujo de agua es constante y el recipiente es cilindrico, lo que posi-
bilita que la longitud de las alturas sea igual para el mismo periodo de
tiempo. Es decir, comparar que las alturas son las mismas para los mismos
tiempos (estrategia de seriacién), permite llegar a estas conclusiones. Esto
refleja el estadio 3 del esquema de la Figura 1 referente al andlisis variacional
a partir de la primera seriacién. Por ultimo, el reconocer que el comporta-
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miento anterior serd el mismo durante todo el proceso de llenado, corres-
ponde con abstraer el cardcter estable del cambio (estadio 4), y esto permitird
hacer el cilculo del tiempo que tardard el recipiente en llenarse. Es decir,
dicho comportamiento se convierte en un modelo de la forma de llenado y
este permite intervenir en la situacién. Posterior a esto, para la pregunta 3
del primer momento, los estudiantes deben transformar este modelo en uno
grifico. Esto presenta desafios propios de un cambio de representacién a
otro, lo cual no es objeto de este anilisis, pero contribuye a desarrollar habi-
lidades para manejar diferentes modelos que puedan ayudar a desarrollar
précticas predictivas.

En el momento 3 también se plantea una pregunta que conduce al
desarrollo de pricticas predictivas y su andlisis contrastado con el esquema
de la Figura 1 evidencia que tampoco se desarrolla el estadio 1. En esta
situacién variacional se presentan tablas numéricas con datos faltantes, las
cuales describen el llenado de dos recipientes cilindricos iguales y se solicita
determinar cudl recipiente se llenard primero. En este caso, también ya estin
dadas las variables relacionadas causalmente, ya se proporcionan los valores
de las variables que deberdn analizarse (las temporizaciones de interés ya
estdn establecidas en la tabla) y ya estd establecida la unidad de medida. Por
tanto, el estadio 2 no se desarrolla por completo. Sin embargo, al igual que
con la actividad anterior, los estadios 3 y 4 toman relevancia y permiten
contestar lo solicitado. Ademis, la actividad permite que el modelo del
llenado del cilindro pueda generalizar a cualquier otro cilindro.

Figura3
Situacion wvariacional para el segundo momento de la propuesta de Caballero-Pérez y
Moreno-Durazo (2017)
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Por su parte, en la situacién variacional del segundo momento (Figura 3),
el énfasis estd en caracterizar el comportamiento covariacional de las variables
y reflejarlo en su modelo grifico. No se plantea ninguna pregunta o cuestién
que lleve a realizar alguna practica predictiva, lo cual contraviene el aspecto
decisivo del Pylvar: su vinculo con tales pricticas. Para la primera pregunta,
los autores dan por hecho que, dada la situacién variacional planteada en el
primer momento, los estudiantes podrdn determinar que el crecimiento de
la altura en cada recipiente es constante o reproducir parte del procedimiento
realizado para el momento 1. De nuevo, las variables que estin correlacio-
nadas ya estdn establecidas: altura del agua y tiempo. Por tanto, las acciones
asociadas con el estadio 1 del esquema de desarrollo del Pylvar no se
desarrollan. Por otra parte, para diferenciar la forma en que crecen las alturas
en cada recipiente, se podria dibujar la altura que alcanzaria el liquido al
transcurrir un segundo en uno de los recipientes y determinar la altura que
alcanzaria la misma cantidad de agua en el otro recipiente. A partir de esto
se espera que se identifique que el incremento en el recipiente angosto es
mayor que en el ancho. En este caso se comparan estados de un recipiente
contra estados del otro para un mismo tiempo, es decir, se contrastan las
temporizaciones realizadas. Esto implica poder establecer un elemento de
referencia para realizar las mediciones: la base de los recipientes y la cantidad
de agua que entra en cada recipiente en el mismo tiempo.

Esto permite desarrollar el estadio 2 al establecer un sistema de referen-
cia variacional. A la par de este andlisis, al considerar que el flujo de agua es
constante y ambos recipientes son cilindricos, se debe llegar a la conclusién
de que el crecimiento de la altura es constante dentro de cada recipiente.
Esto al comparar cuanto crece la altura del agua para los mismos tiempos
(estrategia de seriacién para un mismo recipiente). Asimismo, se llega a
una segunda conclusién de que para el recipiente angosto la altura crece
mis ripido que para el recipiente ancho (estrategias de comparacion y seria-
ci6én entre recipientes). Esto se asocia con el andlisis variacional establecido en
el estadio 3 y permite responder a la primera parte del momento 2.

No obstante, aqui no hay preguntas que permitan generar evidencias de
que los estudiantes reconocen que las conclusiones identificadas correspon-
den con un modelo del llenado, pues en este momento no se emplea este
para incidir sobre la situacién que se analiza (Arrieta & Diaz, 2015). No
obstante, se pretende alcanzar lo anterior con la segunda parte de este
momento. Para responder dicha parte, se debe reconocer que el comporta-
miento anterior (las dos conclusiones) se replican para cualquier par de ci-
lindros, es decir, se consolida la idea del cardcter estable del cambio para el
llenado de cilindros con flujo constante y usar el comportamiento para ge-
nerar la grifica solicitada (modelo gréfico), es decir, “realizar una prictica
predictiva”. Esto abarca el desarrollo del estadio 4. Sin embargo, esta practica
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podria no realizarse, pues para realizar la gréfica solicitada es posible que los
estudiantes solo sigan la regla (“aumenta el doble”) de forma mecdnica, sin
percibir que esta es producto de abstraer cémo cambia el llenado del reci-
piente D, es decir, sin comprender que es su modelo de llenado. Esto puede
ocurrir porque los procesos de graficacién, por lo general, no se desarrollan
bajo la perspectiva de modelacién, sino de unir puntos del plano cartesiano
que se generan a partir de una férmula o regla. Conviene replantear la pre-
gunta o la actividad en general para evitar el problema mencionado. Por
ello, se sefial6 al inicio de este parrafo que no hay una préctica predictiva.

Para el momento cuatro, el proceso de resolucién es similar a lo descrito
para la primera pregunta del segundo momento, es decir, se centra en los
estadios 2 y 3, y ofrece poca evidencia de que se alcance el estadio 4, pues
no es claro si se abstrae el cardcter estable del cambio del llenado de los
recipientes cénicos bajo estudio. Los estudiantes deben concluir que el
comportamiento de los recipientes cénicos no es lineal, aunque sigue un
patrén identificado a partir del analisis variacional de cémo cambian sus
alturas: “para el recipiente A [en forma de cono invertido] la altura crece
cada vez menos” y “para el recipiente B [en forma de cono] la altura crece
cada vez mis”.

El anilisis anterior evidencia que solo en dos de las situaciones variacio-
nales planteadas por Caballero-Pérez y Moreno-Durazo (2017) se promueven
précticas predictivas explicitas o alcanzables (momentos 1y 3), en las cuales
se desarrollan parcialmente las acciones establecidas en el estadio 2 y de
forma completa las de los estadios 3 y 4. Por su parte, para las otras dos
situaciones solo se solicita el planteamiento del modelo de cémo cambian
las variables (momentos 2 y 4), pero no queda claro si el estudiante reconoce
que el comportamiento identificado constituye un modelo, ya que este no se
utiliza para intervenir en la situacién modelada, es decir, desarrollar practicas
predictivas.

Este aspecto ha sido sefialado por Arrieta y Diaz (2015) para la confor-
macién de un modelo. Para estas dos situaciones sélo se establecen comple-
tamente las acciones del estadio 3 y parcialmente las del estadio 2 y 4. Sin
embargo, en ninguna de las cuatro situaciones se trabaja el desarrollo de las
acciones del estadio 1, correspondiente con tomar conciencia de lo que es
una variable e identificar las distintas variables que se encuentran implicitas
en diversas situaciones y fendmenos. Ademds, se dice que se trabaja parcial-
mente el estadio 2, pues las variables que estdn relacionadas causalmente
(correlacionadas) ya se proporcionan como un dato de la situacién variacio-
nal. Si bien es cierto que los estudiantes deben tomar conciencia de cémo es
esa correlacién, no se permite discutir qué variables serfan las pertinentes
para el estudio que se plantea. Esto dltimo, como se sefial6 antes, resulta
importante de acuerdo con los resultados de Cabrera y Martinez (2022).
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Las reflexiones del parrafo anterior resultan relevantes. En primer lugar,
porque dichas actividades fueron disefiadas para desarrollar el Pylvar como
se declara explicitamente en Caballero-Pérez y Moreno-Durazo (2017). En
segundo lugar, los hallazgos coinciden con lo reportado por Cabrera et al.,
(2023) al analizar los libros de texto gratuitos de primaria en México. Estos
autores sefialan que en dichos libros existen actividades que requieren de
estudiar como cambian las variables, lo que potencialmente puede desarrollar
el Pylvar. Sin embargo, casi todas las actividades se centran en desarrollar lo
establecido en los estadios 3 y 4 del esquema, y ninguna abre el espacio para
reflexionar sobre las variables implicadas y las relaciones de causalidad entre
ellas que son de interés para el estudio.

En tercer lugar, porque desde el planteamiento teérico del Pylvar se es-
tablece que identificar qué cambia y el desarrollo de pricticas predictivas
constituyen la base del estudio del cambio (Cantoral, 2019). De acuerdo con
estos resultados, el esquema de la Figura 1 se convierte en un referente teé-
rico que permite analizar la pertinencia de las caracteristicas de las situacio-
nes variacionales para el desarrollo del Pylvar, pues ha permitido determinar
vacios o acciones que podrian no estarse promoviendo y que se consideran
fundamentales para dicho desarrollo desde los aspectos teéricos.

Ahora, se ejemplificard cémo la rabrica de evaluacion (Tabla 1) puede
ser empleada con un fin similar o complementario al analisis de la pertinencia
de las caracteristicas de las situaciones variacionales y, sobre todo, para su
redisefio al establecer aspectos que, como se mencioné antes, operacionalizan
el esquema de desarrollo del Pylvar (Figura 1). Esto permitird que los
elementos de evaluacién se incorporen desde el disefio mismo de la planeacién
del proceso de ensefianza, como sefialan Cardefioso (2006) y Sanmarti
(2007). Para esto, y por cuestiones de espacio, solo se analizard la situacién
variacional descrita en el primer momento (Figura 2). Como se indic6 en el
andlisis anterior, esta situacién no aborda las acciones correspondientes al
estadio 1 del esquema de desarrollo del Pylvar. Este estadio se relaciona con
el primer indicador de la rdbrica “Identifica las variables y sus relaciones”
(Tabla 1), que establece entre sus niveles el reconocer las variables implicadas
y determinacién de cudles son pertinentes para el andlisis de la situacién.
Por tanto, para revertir la carencia identificada en la redaccién de la situacién
variacional podria omitirse cudl es la variable independiente que interesa
vincular con la variable dependiente: altura de llenado.

Asi, se podria omitir la indicacién de que se busca conocer la altura del
agua al transcurrir el tiempo, cuestionar cudles son todas las variables inter-
vinientes y cudles estin relacionadas para describir el fenémeno (correla-
cién). En el trabajo de Cabrera y Martinez (2022) se evidencia que cuan-
do se realiza esto, es probable que algunos estudiantes establezcan como
variable independiente al volumen de liquido dentro el recipiente. A su vez,
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estos andlisis permitirdn que los estudiantes tomen conciencia de que las
variables implicadas cambian de forma continua y que ademads no lo hacen
de forma aleatoria, sino dependen de la situacién. En otras palabras, se
desarrollari el estadio 1. Ademds, esto serd la base para establecer cudles son
las variables que estdn correlacionadas y para la cuales interesa conocer su
correlacién. Esto es importante para el desarrollo de las acciones del esta-
dio 2, en particular determinar que los cambios en una variable afectan a la
otra, lo cual es relevante para establecer un sistema de referencia variacio-
nal.

Con respecto al segundo indicador de la ribrica “Determina los valores
de la variable para diferentes temporizaciones”, los autores de la situacién
sefialan que para resolverla es necesario hacer temporizaciones del llenado a
partir de dibujar en el cilindro segmentos de altura similar a la proporcionada
en la imagen, es decir, es necesario determinar los “valores” de la variable en
diferentes momentos. Estas acciones y las demds implicadas para realizar
esto, permitirdn valorar dicho indicador, pero, dados los descriptores de los
niveles de desempefio establecidos, serfa importante cuestionar, como parte
de la situacién variacional, qué altura se tendria para un tiempo que no sea
multiplo de tres segundos. Esto para poder obtener evidencia de si el estu-
diante solo reproduce la altura marcada en el cilindro o comprende cémo
obtener los valores de la variable para diferentes temporizaciones. Otra
accién que podria permitir lo anterior, seria proporcionar en la imagen un
cilindro cuyo llenado no ocurra en un tiempo multiplo de tres y poner énfasis
en discutir la mejor estimacién del tiempo de llenado.

Con respecto al indicador “Reconoce el comportamiento variacional de
las variables”, la situacién variacional exige un andlisis de la primera variacién
para identificar el comportamiento constante de la variable. Esto permitird
responder la pregunta 2 y se espera que facilite realizar la gréfica solicitada
en la pregunta 3. Si bien, determinar este comportamiento constante es el
objetivo de la situacién variacional de este momento, las acciones implicadas
podrian no ser suficientes para obtener evidencia que ubique a los estudiantes
en alguno de los niveles de logro de este indicador, como lo muestran los
descriptores de sus niveles de logro. Asi, se tendria duda de si un estudiante
que contesta correctamente se ubica en el nivel 1 o 2, pues no seria claro si
reconoce que este comportamiento depende de las caracteristicas del
recipiente y no es solo para este recipiente en si.

Para superar esta limitacién y contribuir a profundizar en el desarrollo
del Pylvar, podria cuestionarse a los estudiantes, en esta misma actividad,
qué pasaria con la grifica si el recipiente no fuera cilindrico, es decir,
stambién podria ser una gréfica similar o cambiaria? Si bien esto se desarro-
lla en las situaciones variacionales de los momentos 2 y 4, incorporarlo en
este momento podria reducir el nimero de actividades a plantear a los estu-
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diantes y/o reforzar las discusiones de este punto. Por otra parte, cabe sefialar
que, por el objetivo de la actividad, no se lograria tener evidencia del nivel 3
de este indicador, pues no estin implicadas variaciones sucesivas. Esto en si
no es problemdtico, pero es necesario considerar que deben plantearse si-
tuaciones variacionales que requieran poner en accién estas variaciones su-
cesivas, como en el momento 4; estudiar sélo fenémenos o situaciones de
variacién constante, si seria problemdtico para el desarrollo del Pylvar. No
obstante, también debe sefialarse que el Pylvar no puede desarrollarse por com-
pleto a partir de una sola situacién variacional.

Con respecto al dltimo indicador de la rubrica “Establece o interpreta
modelos para estimar o predecir”, ocurre algo similar a lo sefialado en el
indicador anterior en relacién con la dificultad de alcanzar el nivel de
desempefio mds alto. Debido a las caracteristicas de la situacién de llenado y
las preguntas formuladas, la prediccién que se solicita puede considerarse de
corto alcance y podria no aportar evidencia suficiente de si el estudiante
puede reconocer que el comportamiento variacional estd vinculado con la
forma cilindrica, sin importar su tamaiio, o solo lo reconoce para el cilindro
particular bajo estudio.

Por tanto, en caso de que un estudiante responda correctamente, solo se
le podria ubicar en el nivel de desempefio 2 de la ribrica para este indica-
dor. La sugerencia dada antes, respecto a cuestionar a los estudiantes qué
pasaria con la gréfica si el recipiente no fuera cilindrico, podria llevar a aso-
ciar este tipo de comportamiento a cualquier cilindro, contribuyendo a
avanzar hacia el nivel 3. De nuevo, si bien el nivel 3 puede ser alcanzado con
la situacién variacional del momento 2, incluir la pregunta en el momento 1
puede reducir el nimero de actividades que se plantean a los estudiantes.

Al combinar el anilisis de la situacién variacional mediante el esquema
de desarrollo del Pylvar y la confrontacién de los posibles desempefios de
los estudiantes en la situacién del primer momento utilizando la rubrica, se
puede establecer que, con dicha situacién, si bien se abordan aspectos de los
estadios 2, 3 y 4 del esquema de desarrollo del Pylvar, no siempre se retne
evidencia suficiente para determinar si el estudiante estd desarrollando
“altos niveles” de desempefio en los indicadores de la rabrica correspondientes.
Los descriptores de esos niveles altos sirvieron como base para proponer
modificaciones a la situacién y poder obtener evidencia mds precisa del
desarrollo del Pylvar.

Con base en las etapas de andlisis de las situaciones variacionales
desarrolladas aqui, se evidencia cémo el esquema de desarrollo del Pylvar y
la ribrica de evaluacién permiten determinar la pertinencia de las preguntas
y caracteristicas que conforman una situacién variacional y si los desempefios
esperados de los estudiantes al resolverla dan evidencia de un buen desarollo
de este pensamiento. En este sentido, los descriptores de los niveles de logro
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orientan las modificaciones a realizar en tales situaciones variacionales para
obtener evidencia suficiente de altos niveles de desarrollo del Pylvar.

Reflexiones finales

El ejercicio de reflexién desarrollado en este documento ejemplifica la
importancia de contar con referentes teéricos y/o pricticos que orienten
guiar el disefio de situaciones variacionales enfocadas en el desarrollo del
Pylvar, los cuales no eran explicitos ni concretos antes de las propuestas
descritas aqui (esquema y rabrica). Esto quiza explica en parte las dificultades
para incorporar el Pylvar al aula y su desarrollo en general entre los
estudiantes. Si bien, como se sefial6 antes, no todas las actividades deben
transitar por todos los estadios del esquema de desarrollo del Pylvar, pero si
es importante que el estudiante desarrolle las habilidades y formas de
razonamiento que le permitan enfrentarlos todos. En este ultimo sentido,
la ribrica desempefia un papel relevante, pues como se ejemplificé, sus niveles
de desempefio se convierten en los criterios sobre los que se buscard evidencia
de su alcance por parte del estudiante y si esta no se puede obtener, tales
criterios orientan las modificaciones a realizar para obtenerla. Asi, esto
permite decidir qué preguntas, acciones o contextos podrian emplearse y/o
plantearse dentro la situacién variacional para generar y obtener dicha
evidencia. Por tanto, el esquema de la Figura 1 y la rdbrica de la Tabla 1 si
proporcionan directrices para el disefio de situaciones variacionales que
favorezcan el desarrollo del Pylvar y/o para analizar si situaciones variacionales
ya disefiadas son pertinentes para esto o en su caso hacerles los cambios
requeridos.

Por otra parte, los resultados de los andlisis también dejan reflexiones
relevantes para el desarrollo de la linea de investigacién del Pylvar. Por
ejemplo, las dificultades evidenciadas respecto al escaso desarrollo del estadio
1 para las situaciones variacionales analizadas aqui, disefiadas bajo el enfoque
del Pylvar, son similares a las identificadas en Cabrera et al. (2023) al analizar
las actividades de libros de texto de primaria, las cuales no fueron elaboradas
bajo el Pylvar. Por tanto, cabe preguntarse, spor qué se presentan las mismas
dificultades? Aunque responder a esto requiere andlisis adicionales, demuestra
la necesidad de referentes de disefio (el esquema y la rdbrica) en continua
mejora y refinamiento. Asimismo, el identificar que pareciera que no siempre
las practicas predictivas guian las preguntas y acciones solicitadas en las
situaciones variacionales, plantea la necesidad de cuestionar qué se estd
entendiendo por dichas pricticas? y qué papel tiene la caracterizacién de

1 En el apartado de descripcion del esquema de desarrollo del Pylvar se establece que las précticas pre-
dictivas hacen referencia, en un sentido amplio, a aquellas acciones que deben desarrollarse con la finali-
dad de determinar estados o comportamientos desconocidos de una situacién o fenémeno dindmico.
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modelo establecida al momento de interpretar la frase “determinar ...
comportamientos desconocidos de una situacién o fenémeno dindmico”.
Por ejemplo, ¢basta describir un comportamiento o es necesario que este
comportamiento sea reconocido como un modelo, lo que implica intervenir
en la situacién bajo estudio? Por otra parte, se declara que comprender qué
es lo que varia constituye el nicleo del desarrollo del Pylvar, pero no se
atiende en las situaciones variacionales el desarrollo del estadio 1, donde
esta comprensién se desarrollaria. Estos aspectos que deben ser discutidos
en la comunidad de investigadores del Pylvar, también son aportes derivados
de este trabajo.

Para finalizar estas reflexiones, postulamos como continuidad del trabajo
realizado aqui, la pertinencia de pasar de un nivel teérico a un nivel practico.
En otras palabras, valorar y analizar si lo aqui desarrollado también tiene la
misma utilidad y efecto en la practica docente en el aula o, por el contrario,
requiere mayores precisiones en los referentes mencionados para poder apoyar
a los profesores en la promocién y alcance del desarrollo del Pylvar entre los
estudiantes.
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Resumen

Este capitulo presenta los resultados de una investigacién cualitativa cuyo objetivo
fue identificar los tipos de pensamiento funcional que exhiben y desarrollan
estudiantes de secundaria al resolver tareas relacionadas con la funcién escalonada.
El referente teérico utilizado se conforma de conceptualizaciones sobre el pensa-
miento funcional. Se disefiaron e implementaron dos tareas apoyadas en SimCalc
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Introduccién

Diversos estudios (Billings & McClure, 2005; De Villiers, 1988; Flores-
Gasca & Vargas-Alejo, 2021, 2023, 2024; Kaput & Roschelle, 2013;
Vargas-Alejo et al., 2016) han documentado las dificultades que enfrentan
estudiantes de distintos niveles educativos al resolver problemas relacionados
con funciones escalonadas. En particular, se ha identificado que este tipo de
funciones, utilizadas con frecuencia para modelar fenémenos discontinuos
en contextos reales, presentan retos significativos tanto en su interpretacion
como en su construccién gréfica.

Por ejemplo, Morge y Pusey (2010) reportan que estudiantes de
secundaria experimentaron dificultades para transitar entre diversas repre-
sentaciones, explicar el comportamiento de funciones definidas por partes e
interpretar graficas en contextos significativos. De manera similar, De Villiers
(1988) y Vargas-Alejo et al. (2016) destacan que incluso en el nivel univer-
sitario persisten obstdculos cuando los estudiantes se enfrentan al andlisis de
funciones discontinuas o constantes. Vargas-Alejo et al. (2016) observé que
algunos estudiantes universitarios tienen dificultades basicas como subdividir
correctamente los ejes del plano cartesiano al representar grificamente una
funcién escalonada. Con frecuencia, transfieren mecanicamente los datos de
una tabla a la grafica sin considerar la naturaleza de la funcién, lo que da
lugar a representaciones erréneas, como grificas lineales, sin sentido en
cuanto al comportamiento de la situacidn representada, ya que los estudiantes
unen puntos mecdnicamente o bien elaboran graficas de barras.

Billings y McClure (2005) asi como De Villiers (1988) vinculan estas
dificultades con el enfoque tradicional de ensefianza del concepto de funcién
y funcién escalonada, respectivamente, en el cual predomina la representacién
algebraica y se minimiza el andlisis de la relacién funcional subyacente. Este
enfoque limita las oportunidades de los estudiantes para dar sentido a las
variables involucradas, explorar la relacién entre ellas y darles significado al
construir conexiones entre distintas representaciones (gréficas, tabulares,
verbales o algebraicas) de la funcién.

Ante este panorama, Smith (2008) sefiala la necesidad de ofrecer a los
estudiantes, desde niveles escolares tempranos, experiencias distintas a las
tradicionales que les permitan desarrollar pensamiento funcional, entendido
como “una actividad cognitiva que se centra en la relacién entre dos (o mds)
cantidades variables, especificamente en los tipos de pensamiento que, a
partir de una relacién especifica, conducen a generalizaciones de esa relacién
entre instancias” (Smith, 2008, p. 143).

En esta linea, con la necesidad de ofrecer a los estudiantes experiencias
distintas a las tradicionales que inclusive fueran mds alld de comprender
conceptos matemadticos complejos como el de funcién escalonada, estd la
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investigacién de Kaput y Roschelle (2013) quienes en sus estudios buscan la
democratizacién de la ensefianza del calculo. Estos investigadores propusieron
el uso del software SimCalc MathWorlds para, entre otros fines mds complejos,
facilitar el anélisis de fenémenos al permitir que los estudiantes visualizaran
c6mo cambian las variables y cémo se relacionan entre si. Estos investigadores
sefialan que conviene aprovechar la capacidad de la tecnologia para vincular
las representaciones gréficas con los fenémenos fisicos y con ello conseguir
el desarrollo de conocimiento por los estudiantes.

Derivado de lo anterior, el objetivo de esta investigacién, de tipo estudio
de caso, fue analizar el pensamiento funcional que exhiben estudiantes de
secundaria de una escuela publica marginada al resolver tareas centradas en
funciones escalonadas y apoyadas en el uso de la simulacién del movimiento
de un automévil de SimCalc MathWorlds. Estas tareas fueron disefiadas a
partir de las propuestas de Smith (2008) y Panorkou y Maloney (2016). La
pregunta que orienta este estudio es: ;Cudles son los tipos de pensamiento
funcional que exhiben y desarrollan estudiantes de nivel secundaria al realizar
dos tareas relacionadas con la funcién escalonada y apoyadas en el uso de

SimCalc MathWorlds?

Antecedentes

Los conceptos de funcién y funcién escalonada son relevantes en las
matemadticas porque constituyen nociones bésicas de la disciplina. Permiten
interpretar, explicar y predecir fenémenos que ocurren con frecuencia a
nuestro alrededor. Datey (2015), por ejemplo, encontré que la funcién
escalonada permite interpretar el fenémeno de fujo de caja, entendido como
movimiento de efectivo (ingresos y egresos) dentro y fuera de una empresa-
durante un periodo de tiempo especifico. Este investigador sefiala que,
aunque en ocasiones es Util pensar en funciones continuas para describir el
comportamiento de situaciones, la funcién escalonada puede ofrecer una
descripcién mas precisa del flujo de caja. En su estudio, criticé varios enfoques
matemdticos de otros investigadores por su dificultad para describir y explicar
el fenémeno y como resultado propuso la funcién escalonada como base
para explicar de manera mas adecuada el comportamiento del fenémeno.

El concepto de funcién escalonada es también relevante en la educacién
matemdtica. Llaria (2011) menciona, por ejemplo, que las funciones
escalonadas pueden servir como apoyo para el aprendizaje del calculo. Sin
embargo, este concepto se aborda con poca frecuencia en los cursos de
matemadticas previos al cdlculo. Al respecto existen varias investigaciones que
documentan experiencias sobre el aprendizaje de esta funcién en el aula.

Morge y Pusey (2010), por ejemplo, exploraron cémo estudiantes de
secundaria y del nivel universitario concebian a las funciones no lineales, en
particular las funciones escalonadas, al transitar entre distintas representa-
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ciones (tablas, grificas, expresiones). Estos investigadores otorgaron impor-
tancia al contexto para promover la comprensién profunda de las relaciones
funcionales. Entre sus resultados encontraron que los estudiantes de secundaria
usaron modelos fisicos, diagramas y tablas. La mayoria identificé un patrén
correcto, aunque seflalaron que muchos de los estudiantes no lograron
escribir una regla simbdlica formal. En cambio, los estudiantes universitarios
tendieron a usar reglas simbélicas rdapidamente (dividir entre 3 y redondear
hacia arriba), pero en ocasiones razonaron incorrectamente sobre los residuos.

En su estudio, Morge y Pusey (2010) concluyeron que trabajar con
funciones escalonadas en secundaria es valioso, pero desafiante. Los contextos
pertinentes y el uso de modelos fisicos fueron ttiles para el abordaje del
problema, sin embargo, para futuras implementaciones, sugirieron incluir
tablas y graficos para favorecer la comprensién, ya que los estudiantes que
representaron el problema de multiples formas (tabla y grafico) tuvieron
mds éxito.

Billings y McClure (2005) realizaron una investigacién con estudiantes
de séptimo grado de secundaria para ayudarlos en el desarrollo de una
comprensién profunda de las funciones lineales y escalonadas. Utilizaron un
contexto real significativo que permitiera a los estudiantes vincular las
representaciones tabulares, graficas, verbales y simbdélicas de las funciones.
Se basaron en la idea de que comprender una funcién implicaba analizar la
relacién entre variables, més alld de sus representaciones. Entre sus resultados
identificaron que los estudiantes identificaron patrones en tablas (Peso vs.
Numero de hojas) y los emplearon para hacer predicciones precisas;
comprendieron la diferencia entre funciones lineales (peso total en funcién
del nimero de hojas) y funciones escalonadas (costo postal en funcién del
peso). Lograron generalizar verbal y simbdlicamente las relaciones: por
ejemplo, al sefialar que el peso del paquete se podia calcular como 0.16 x
(nimero de hojas) + 0.53. Entendieron el concepto de que, en la funcién
escalonada, el costo sa/ta al siguiente nivel solo cuando se supera cierto
umbral de peso.

Billings y McClure (2005) concluyeron que el contexto real y las repre-
sentaciones, asi como la manipulacién de datos, la prediccién de valores y la
formulacién de generalizaciones verbales y simbdlicas resultan importantes
para que los estudiantes, incluso de secundaria, construyan una comprensién
profunda de las funciones lineales y escalonadas.

Kaput y Roschelle (2013), por su parte, exploraron cémo a través de
tecnologias podria democratizarse el acceso al pensamiento matemdtico
complejo, particularmente el de cambio y variacién (asociado al cilculo), y
transformar el curriculo escolar de matemdticas para que mds personas
comprendan y apliquen las ideas fundamentales del cilculo. Utilizaron el
software SimCalc MathWorlds para que estudiantes de secundaria mani-
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pularan gréficas dindmicas vinculadas con animaciones (por ejemplo, elevadores
o payasos que se mueven). Las tareas disefiadas contemplaban representar
funciones de velocidad, comparar dreas bajo curvas (como distancia), y
explorar conceptos de valor medio, continuidad y limite, a partir del
movimiento real de los estudiantes y su representacién grafica digital. Entre
las funciones trabajadas se incluy6 la funcién escalonada.

Sus hallazgos indican que los estudiantes atribuyeron un significado mds
preciso a conceptos complejos del cdlculo como el valor medio, continuidad
y limites, mediante la experiencia corporal y visual, antes de trabajar con
notacién formal. Las gréficas, entre ellas las de funciones escalonadas, fueron
comprendidas con mayor precisién en términos de los fendmenos fisicos
representados.

El proyecto SimCalc (Kaput & Roschelle, 1994), inspirado principal-
mente en James Kaput, se creé con el objetivo de hacer accesibles a todos
los estudiantes, desde los niveles basicos, las ideas fundamentales del cilculo,
como la tasa de cambio y acumulacién. Su planteamiento no parte de
simbolos abstractos, sino de representaciones basadas en movimientos
familiares, mediante graficos similares a juegos.

SimCalc MathWorlds se distingue de otros programas como GeoGebra
(Mumcu, 2024) porque en lugar de generar gréficas y ecuaciones a partir de
térmulas escritas por los estudiantes, son las animaciones de los objetos
creados en el mundo matemdtico las que generan automdaticamente las tablas,
grificas y ecuaciones. Esto permite que los alumnos observen de manera
simultinea cémo el cambio de posicién y velocidad de los objetos (automéviles,
por ejemplo) afecta la pendiente en las grificas. SimCalc MathWorlds se
describe, por lo tanto, como un entorno intuitivo y simultdneo.

Una investigacién reciente en la que se utilizé6 SimCalc MathWorlds es
la de Mumcu (2024) quien trabajé con 12 estudiantes de octavo grado para
analizar el desarrollo de su pensamiento funcional a través de un experi-
mento de ensefianza que integraba este software. Sus hallazgos mostraron
un progreso en las estrategias para dibujar gréficas, escribir una ecuacién de
dos variables y hallar la pendiente de la grifica y ecuaciones solicitadas.
Ademids, aumenté el nimero de estudiantes que pudieron explicar la
pendiente al observar la tabla, la grifica y la ecuacién. Concluy6 que las
tablas, grificas y ecuaciones presentadas simultineamente en los mundos
matemidticos pudieron haber contribuido al desarrollo de su conocimiento.
En su estudio se trabajé Gnicamente con la funcién lineal, no la escalonada.

En este estudio interesa, de manera especifica, analizar el pensamiento
funcional de estudiantes de secundaria, al resolver tareas apoyadas en SimCalc
MathWorlds relacionadas con la funcién escalonada. Se toman como
referentes tedricos las aportaciones de Smith (2008) y Panorkou y Maloney
(2016) sobre el Pensamiento funcional, a continuacién, se describen.
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Referentes tedricos

De acuerdo con Blanton y Kaput (2011), aprender matemadticas implica que
los estudiantes construyan, relacionen, manipulen y generalicen patrones,
relaciones y funciones mediante el uso y la transicién entre distintas repre-
sentaciones. En esta misma linea, Kaput (2008) y Smith (2008) sefialan que
también supone que los estudiantes desarrollen competencias y habilidades
que les permitan resolver “situaciones funcionales”, entendidas como
problemas cercanos a la vida cotidiana, que pueden describirse o predecirse
a partir del uso de una o mds funciones.

Pittalis et al. (2020) por su parte, sefialan que, al involucrar a los estudiantes
en la resolucién de situaciones funcionales, desarrollan procesos ciclicos de
conjeturas y acciones que les permiten: @) analizar el cambio cualitativo y
cuantitativo de las variables involucradas, 4) establecer la relacién entre ellas
y ¢) resolver la situacién mediante dicha relacién.

Pensamiento Funcional
Smith (2008) propuso un marco para describir los tipos de pensamiento
funcional que pueden exhibir los estudiantes al participar en la resolucién
de situaciones problema asociadas a funciones. De acuerdo con este investi-
gador, los tipos de pensamiento funcional (Tabla 1) son:

1) Pensamiento funcional de recursividad

2) Pensamiento funcional de covariacién

3) Pensamiento funcional de correspondencia

Tabla 1

Tipos de pensamiento funcional

Tipos de pensamiento funcional Descripcion

Pensamiento Funcional de

.. Se refiere a encontrar el patrén de una secuencia de valores de una variable
Recursividad

Se centra en el andlisis de cémo dos o mds cantidades varfan
simultineamente y se analiza la forma en la que una varia con respecto a
otra

Pensamiento Funcional de
Covariacién

Hace referencia sobre la relacién entre pares de variables correspondientes.
Pensamiento Funcional de De acuerdo con Confrey y Smith (1995) este pensamiento ocurre cuando
Correspondencia los estudiantes forman o relacionan las dos cantidades variables y

construyen una regla que relacione la variable independiente y dependiente

Nota. Adaptado de Smith (2008)

Estos tipos de pensamiento funcional fueron ampliados por Panorkou y
Maloney (2016), con base en investigaciones de Confrey y Smith (1995) y
de Smith (2008), mediante una clasificacién de los tipos de pensamiento
funcional (Tabla 2) que también pueden exhibir los estudiantes. Los inves-
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tigadores sefialan que esta extensién posibilita clasificar “las respuestas de
los estudiantes desde representaciones o descripciones menos sofisticadas a

mis sofisticadas” (Panorkou & Maloney, 2016, p. 96).

Tabla 2
Tipos de pensamiento funcional
Nivel Tipo de Pensamiento Funcional
4 Correspondencia y Covariacion
3 Covariacién cuantitativa y visualizacién de la relacién como una linea en el plano de coordenadas
2 Covariacién Cuantitativa
1 Covariacién Cualitativa

Nota. Extracto tomado de Panorkou y Maloney (2016)

Estos niveles de pensamiento funcional (Tabla 2) se utilizaron en esta
investigacién para analizar las respuestas de los estudiantes y a partir de los
resultados se elaboré una nueva propuesta de niveles de pensamiento
funcional, derivados y adaptados de Smith (2008) y Panorkou y Maloney
(2016), la cual se presenta en la seccién de metodologia (Tabla 3).

Metodologia

La investigacién fue de tipo cualitativa, especificamente un estudio de caso
de carécter instrumental (Stake, 1994), ya que el objetivo fue comprender
en profundidad c6mo un grupo de estudiantes de secundaria de una escuela
marginada exhibia y desarrollaba su pensamiento funcional al resolver tareas
disefiadas con apoyo del software SimCalc MathWorlds. Segin Stake
(1994), los estudios de caso instrumentales permiten explorar un fenémeno
particular para obtener una comprensién mds profunda de un tema o
problema educativo. En este caso, el fenémeno de interés fue el pensamiento
funcional de los estudiantes en contextos de simulaciones matemdticas con
tecnologia educativa.

De acuerdo con Yin (2018), un estudio de caso se justifica metodolégi-
camente cuando se busca responder preguntas del tipo “cé6mo” o “por qué”.
Los casos no deben considerarse como una muestra representativa, sino
oportunidades para explorar y comprender un fenémeno en profundidad en
contextos reales. Estas condiciones se cumplen en este estudio, en el cual se
analizaron las producciones de los estudiantes durante su interaccién con
una herramienta tecnoldgica en el entorno escolar.

Participantes
El estudio de caso se llevé a cabo en una escuela secundaria publica. La
poblacién de estudio estuvo conformada por un grupo de seis estudiantes,
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lo que permitié un andlisis detallado de sus procesos de pensamiento. Los
participantes provenian de diferentes grupos de tercer grado de secundaria,
quienes fueron seleccionados aleatoriamente por el director de la institucién.
Una vez elegidos se les pregunté si deseaban participar, y aceptaron.

Las Tareas

Se disefiaron dos tareas expresas para este estudio de caso. Estas tareas se
relacionaban con el fenémeno del movimiento de un automdvil y fueron
elaboradas por un investigador y un profesor-investigador. Para su disefio se
consideraron los aportes de Smith (2008) y Panorkou y Maloney (2016). E1
propésito fue conocer cémo los estudiantes identificaban las variables, algiin
patrén de cambio, la covariacién, es decir, si reconocian cémo las cantidades
variaban de manera simultinea y, finalmente, si lograban construir la regla de
correspondencia entre las variables. Estas tareas fueron implementadas
mediante el software SimCalc MathWorlds, que posibilita la visualizacién
de relaciones funcionales a través de representaciones gréficas y animaciones
dindmicas.

La primera tarea consisti6 en:

a) Una simulacién del movimiento de un automévil en el programa
Carsz de SimCalc MathWorlds (Figura 1) y una discusién grupal
para describir de manera verbal el movimiento del automévil en
términos de las variables velocidad promedio y tiempo, involucradas
en el contexto del problema. Los fenémenos simulados presentaban
distintos comportamientos, es decir, variaciones en su velocidad
promedio en distintos intervalos de tiempo.

b) Una hoja de trabajo (Figura 2) elaborada a partir del uso de una nueva
simulacién (Figura 3) del programa Carsz.

Figural
Simulacion del Programa Carsz de SimCalc MathWorlds

Nota. Extracto tomado de Panorkou y Maloney (2016)
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Figura2
Extracto de Hoja de trabajo de la Tarea 1

Nota. Imagen tomada de la Hoja de trabajo. Fuente propia

Figura3

Extracto de la Simulacion asociada a la hoja de trabajo de la Tarea 1

Nota. Imagen tomada de la simulacién del programa. Fuente propia

La segunda tarea consistié en:

Una nueva hoja de trabajo elaborada exprofeso (Figura 4), donde los
estudiantes tenfan que responder varias preguntas a partir de la descripcién
del movimiento de un autobus durante un trayecto determinado.

Figura 4
Extracto de Hoja de trabajo de la Tarea 2
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El objetivo de la implementacién de ambas tareas fue analizar el pensa-
miento funcional de los estudiantes de secundaria, apoyado en la simulacién
SimCalc MathWorlds a la vez que se promovia su desarrollo.

La implementacion

Un investigador y un profesor-investigador organizaron el cronograma de
implementacién de las tareas. Todas las tareas fueron resueltas de forma
individual por los estudiantes de secundaria. La duracién total de la imple-
mentacién fue de dos horas con cincuenta minutos, distribuidas de la
siguiente manera (Tabla 3), durante aproximadamente 140 minutos los
estudiantes trabajaron individualmente y los dltimos 30 minutos lo hicieron
en forma grupal.

Tabla 3
Duracion de la implementacion de las tareas
Tareas Descripciéon Duracién
Tarea 1 Implementacién de la Tarea 1 y cierre de la Tarea 1. 80 minutos
Tarea 2 Implementacién de la Tarea 2 y cierre de la Tarea 2. 60 minutos
Cierre de la sesion Plenaria. 30 minutos

La implementacién de la Tarea 1 consistié en lo siguiente. Inicialmente,
el profesor-investigador realizé una simulacién con el apoyo del programa
SimCalc MathWorlds Carsz y pregunté a los estudiantes sobre el compor-
tamiento del automévil durante su recorrido. También les pregunté por las
variables que intervinieron en este. Posteriormente, les proporcioné la hoja
de trabajo de la Tarea 1 (Figura 2) para que la resolvieran individualmente.

Al concluir la resolucién de la hoja de trabajo de la Tarea 1, el profesor-
investigador organizé una discusién grupal donde los estudiantes compar-
tieron y discutieron sus respuestas. A continuacion, el profesor-investigador
les proporcioné la hoja de trabajo de la Tarea 2 (Figura 4).

El papel del profesor-investigador durante la implementacién fue
formular preguntas a los estudiantes de secundaria que le brindaran infor-
macién respecto a su pensamiento funcional, en términos de cémo resolvian
las tareas: squé estds haciendo? sentiendes la situacién? ¢puedes describir
este segmento de linea utilizando el contexto de la situacién? Asimismo,
promovié las interacciones grupales y las discusiones finales.

Recopilacion de datos

De acuerdo con Yin (2018) es fundamental aplicar la triangulacién de datos
en los estudios de caso, es decir, recurrir a multiples fuentes de evidencia
(documentos, observaciones, etc.) para validar los hallazgos de un estudio y
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obtener una visién mds completa y profunda del caso. En esta investigacién
se recopilé informacién detallada durante las dos sesiones de implementacién,
mediante:

a) Observacién directa del trabajo de los estudiantes.

b) Hojas de trabajo individuales.

¢) Grabaciones de audio de las sesiones.

d) Notas de campo del profesor-investigador.

Los audios fueron transcritos para su posterior andlisis, y las respuestas
escritas se organizaron por tarea y por estudiante para facilitar la codificacién.

Analisis de los datos

El andlisis de los datos se efectué mediante una clasificacién emergente
(Tabla 4), derivada del examen sistemdtico de las respuestas de los estudiantes.
La clasificacién incorporé elementos de los tipos de Pensamiento Funcional
(PF) propuestos por Panorkou y Maloney (2016) y por Smith (2008). Esta
categorizaciéon permitié identificar patrones en la forma en que los estu-
diantes interpretaban y utilizaban relaciones funcionales en el contexto de
las tareas propuestas.

Tabla 4
Tipos de Pensamiento Funcional
P;l:l?:;::;o Descripciéon Tipo de Pensamiento Funcional

El estudiante exhibe pensamiento de recurrencia, es decir, puede
PF1 Variacién identificar el patrén de cambio de una o mds cantidad que varfan
en el contexto de un problema

El estudiante no solo exhibe pensamiento de recurrencia, sino que
PF2 Covariacién Cualitativa  identifica y relaciona las variables que estdn involucradas en la
situacién problema cualitativamente

El estudiante no solo exhibe covariacién cualitativa, sino que
PF3 Covariacién Cuantitativa  identifica y relaciona cuantitativamente las variables que estin
involucradas en la situacién problema

El estudiante, ademids de exhibir covariacién cuantitativa, puede
establecer una relacién (algebraicamente) entre el par
correspondiente de la variable dependiente y la variable
independiente

PF4 Regla de Correspondencia

Nota. Tipos de pensamiento funcional, adaptado de Panorkou y Maloney (2016)

Resultados y Discusion
Se analizan y discuten los resultados derivados del estudio de caso. El anlisis

se presenta a partir del pensamiento funcional observado y su desarrollo.

Tarea 1. Pensamiento funcional inicial

Se identificaron principalmente tres tipos de pensamiento funcional: PF1,
PF2 y PF3 en las respuestas de los estudiantes a la Tarea 1 (Figura 2).
Enseguida se describe en detalle al respecto.
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Los estudiantes a1 y a2 describieron el comportamiento del automévil en
términos de la rapidez y la distancia. En la Figura 5 se observa cémo el
estudiante 41 identificé la rapidez como variable de tipo independiente y la
distancia como variable de tipo dependiente [PF1]. Asimismo, logré describir
el movimiento del automévil cualitativamente al escribir ¢/ cocke. .. baja, luego
sube y vuelve a bajar [PF2]

Es decir, el estudiante 41 exhibié pensamiento funcional de recurrencia,
al identificar el patrén de cambio de las cantidades rapidez y distancia, que
variaban en el contexto de un problema. Ademds, relacioné ambas variables,
debido a la simulacién observada en la que el automdvil se desplazaba.

Figura5

Descripcion del movimiento del automévil por m
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Nota. Respuestas de a1 las preguntas 2 'y 3 de la Tarea 1. Fuente propia

El estudiante a2, por su parte, también describié el movimiento del
automoévil en términos de rapidez y distancia. Esto se evidencié durante la
sesién cuando el estudiante menciond lo siguiente:

Estudiante a2: Ja mpidez del coche es constante y depende de la distancia que recorre

[PF1]

Asimismo, se observa en la Figura 6 que el estudiante describié el
movimiento del automévil cualitativamente al escribir que la rapidez de
este estd constante, sube, vuelve a bajar y sube de nuevo [PF2]. El estudiante
relaciond las variables distancia y rapidez.

Figura 6
Descripcio’n del movimiento del automévil por az
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Nota. Respuesta de a2 a la preguntas 3 de la Tarea 1. Fuente propia

Los estudiantes a3, a4, as y as por su parte, describieron el movimiento
del automévil en términos de la velocidad y el tiempo. Al respecto, en la
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Figura 7 se observa cémo el estudiante a4 describié el movimiento del
automévil en esos términos de la velocidad y tiempo [PF1]. Este estudiante
al igual que logré describir cualitativa y cuantitativamente [PF2 y PF3] las
variables involucradas en el contexto del problema.

Figura 7
Descripcion del movimiento del automovil por ay
1. ¢Cuales son las variables que te permiten describir el movimiento del ovil
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Nota. Respuestas de a4 a las preguntas de la Tarea 1. Fuente propia

e ON

Los estudiantes as y as también lograron describir el movimiento del
automovil en términos de la velocidad y tiempo [PF1], sin embargo, ellos
elaboraron, adicionalmente, tablas para responder a la pregunta cuatro
(Figura 8 y Figura 9)

Figura 8
Desm'pcio’n del movimiento del automovil por as
3. Describe el comportamiento del automévil con basc 1 I s¢ observa
en el video. Es decir, describe ;como varia la velocidad media del automovil
Pv'mero 3:‘ 50 un PoCo deIPaclQ
con respecto al tiempo? (uego Se 3,3 vwo ; CSPUCS G“uahzo
Muy *0p. 4o ¢ Poy vltiemg avonte vmuy lente
4. Descnbe la velocidad media que lleva el automovil en los intervalos de 0 a 4
gundos, de 4 a 6 segundos, de 6 a9 dos y de 9 a 11 segundos
(Cambio la velocidad media que llevaba el automoévil del segundo 5 al segundo
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Nota. Respuesta de as a la pregunta 4 de la Tarea 1. Fuente propia
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Figura 9

Tabla complementaria para describir el movimiento del automdvil por as

Nota. Respuesta de a6 a la pregunta 4 de la Tarea 1. Fuente propia

Los estudiantes as y as lograron describir las variables involucradas en el
contexto del problema de forma cualitativa y cuantitativa [PF2 y PF3]
utilizando dos representaciones (escrita y tabular) para describir la situacion.

Reflexion sobre las respuestas a la Tarea 1

Los estudiantes a1 y a2 describieron la situacién de manera cualitativa, en
términos de la rapidez y la distancia. Ambos emplearon la rapidez como
sinénimo de velocidad, esto se constaté cuando el profesor-investigador les
pregunté ;Qué es la rapidez? A lo que ellos respondieron: es /a velocidad de
un automévil. Esto coincide con los hallazgos de De Villiers (1988), en el
sentido de que suele ser comun que los estudiantes confundan el término de
rapidez con el de velocidad cuando se encuentran describiendo un problema
asociado a este concepto.

En la descripcién de sus respuestas se observa un PF inestable, ya que
sus respuestas fueron en términos de rapidez y velocidad y no las descritas
en el contexto del problema, ademds se traté de respuestas escasas y cualita-
tivas, por lo que podemos decir que los estudiantes se encuentran en un
nivel PF1.

Los estudiantes a3, a4, a5 y as describieron sus respuestas en términos de
la velocidad y el tiempo de forma cualitativa y cuantitativa. Sin embargo, se
observa que presentaron dificultades para describir los extremos de los
intervalos. Esto coincide con Kaput y Roschelle (2013), en el sentido de
que los estudiantes suelen tener dificultades para describir los extremos de
los intervalos cuando se describen funciones definidas a trozos. Otro aspecto
relevante es que emplearon el término velocidad como sinénimo de velocidad
media.

Tarea 2. Pensamiento funcional final

Se identificaron principalmente tres tipos de pensamiento funcional PF1,
PF2 y PF3, en las respuestas de los estudiantes a la Tarea 2 (Figura 4).
Enseguida se describe en detalle.

Los estudiantes a1 y a2 (Figura 10 y Figura 11) describieron el movimiento
del autobus en términos de las variables velocidad y tiempo [PF1]. Se
observa que relacionaron cualitativa [PF2] y cuantitativamente [PF3] las
variables involucradas en el contexto del problema.
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Figura 10

Descripeion del movimiento del autobiis por a;
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Nota. Respuesta de a1 de la Tarea 2. Fuente propia

Complementariamente, ambos estudiantes construyeron una gréfica de
tipo poligonal como la que se muestra enseguida (Figura 10), la cual fue
dificil de explicar, como se puede observar en el siguiente extracto.

Profesor Investigador: ; Qué representa la unidn de los puntos en cada extremo dentro

del contexto del problema?

Estudiante: No hay otra forma de describir funciones de este estilo, debe de ser continua

Figura1l
Descriptio’n gm’fim del movimiento del autobis por az
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Nota. Gréfica poligonal construida por a,. Fuente propia

Por su parte, los estudiantes a3, a4, as y ae no solo describieron cualitativa
y cuantitativamente la variable velocidad en funcién del tiempo, sino que
ademds construyeron representaciones tabular y algebraica para complementar
sus respuestas. En la Figura 12 y Figura 13 se observan procedimientos
representativos de lo que hicieron estos cuatro estudiantes.

Figura 12
Descri]ﬁcio’n del movimiento del autobiis poras
| ALY x6.(03)
Eisyie 5. i ik 1050 iRk
| S XE Q) .”_‘
(VIR .26 A ‘f
few T
! o— 71 A
=0 wur
£\ $s
3 (s
e 1 T RIS
= [ —_J
b . I
e e “*

Nota. Respuesta de de la Tarea 2. Fuente propia
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Figura13

Descripcion del movimiento del autobiis por as

Nota. Funcién representada en forma algebraica y grafica, construida por 4. Fuente propia

Los estudiantes establecieron una relacién de correspondencia entre las
variables involucradas en la Tarea 2, de manera grifica y algebraica [PF4]
para describir sus resultados. De esta forma construyeron la funcién escalonada
subyacente a la situacién problema.

Reflexion sobre las respuestas a la Tarea 2

Los estudiantes a1 y a2 desarrollaron su manera de pensar, sus descripciones
para la Tarea 2 mejoraron respecto de las descripciones para la situacién
incluida en la Tarea 1. Las respuestas para la Tarea 2 se formularon en
términos de la velocidad con respecto al tiempo, de forma cualitativa y
cuantitativa, por lo que puede afirmarse que los estudiantes lograron exhibir
un PF3. Sin embargo, sus respuestas de forma tabular las complementaron
con una gréfica de tipo poligonal, la cual resulté dificil de explicar. Esto
coincide con los hallazgos de De Villiers (1988) y Kaput y Roschelle (2013)
en el sentido de que los estudiantes presentan dificultades para describir y
representar funciones de cardcter discontinuo y constante.

Por su parte, los estudiantes a3, a4, as y ae describieron sus respuestas en
términos de las variables velocidad y tiempo y las relacionaron de forma
cualitativa y cuantitativa [PF3]. Ademads, establecieron una regla de corres-
pondencia que expresaba sus resultados de forma algebraica lo cual indica
que su pensamiento funcional evolucioné a un PF4.

Al finalizar la Tarea 2, el profesor-investigador dirigié una discusion de
retroalimentacién con los estudiantes sobre sus respuestas y los conceptos
implicados. En esta retroalimentacién aplicé un cuestionario de reflexién.
Todos los estudiantes sefialaron que les habian gustado mucho las tareas y
la interaccién con SimCalc MathWorlds. Ademads, pudieron describir lo
aprendido. A manera de ejemplo, el estudiante a3 escribié aprendi qué es una
grifica de una funcion escalonada, sus representaciones algebraicas y tabulares;
qué es una variable independiente y dependiente, asi como qué es una funcion. De
forma verbal, los estudiantes as y a¢ manifestaron que no podian creer que
fueran capaces de graficar y expresar algebraicamente una funcién tan
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extrana y linda. Los estudiantes 2 y 24 mencionaron que /a proxima vez que
se suban a un autobiis ya saben como describir su velocidad usando grdficos, tablas
y de manera algebraica. En general, sefialaron que el uso del programa
dindmico les permitié describir la funcién en términos de las variables
involucradas en el problema.

Conclusiones

Mediante la descripcién y discusién de los resultados, se respondié a la
pregunta de investigacion planteada en este capitulo: ;Cudles son los tipos
de pensamiento funcional que exhiben y desarrollan los estudiantes de nivel
secundaria al realizar dos tareas relacionadas con la funcién escalonada y
apoyadas en el uso de SimCalc MathWorlds? Se observé que los estudiantes
a1y a2 comenzaron con un PF inestable al identificar, relacionar y describir
variables, de forma cualitativa, y utilizar variables como rapidez y distancia,
sin un entendimiento. Sin embargo, desarrollaron su manera de pensar al
identificar las variables velocidad y distancia, y relacionarlas entre si, cualitativa
y cuantitativamente, por lo que puede afirmarse que iniciaron con PF1 y
PF2 y finalizaron con un PF3. Ademis, recurrieron a una representacion
grafica, aunque de tipo poligonal, lo que evidencié dificultades para describir
una funcién de caricter discontinuo.

Los estudiantes a3, a4, as y as describieron inicialmente la situacién
mediante el uso de las variables velocidad y tiempo [PF3], acompafiada, en
el caso de los estudiantes a5 y a6 de una representacién tabular. Sin embargo,
aunque en la Tarea 1 presentaron dificultades para describir los extremos de
los intervalos de la funcién, que representaban en el contexto del problema,
posteriormente, los cuatro desarrollaron su manera de pensar y establecieron
una relacién de correspondencia que les permitié describir la situacién
mediante una funcién escalonada. En consecuencia, puede afirmarse que el
PF del grupo de estudiantes evolucioné de un PF1, PF2 y PF3 a un PF4.

Los hallazgos de esta investigacion, tipo estudio de caso, confirman por
un lado, resultados previos como los descritos en la introduccién, especialmente
aquellos que mencionan que es comin que los estudiantes enfrenten
dificultades para describir situaciones problema que implican el uso de
funciones de cardcter discontinuo y constante.

Por otro lado, evidencia cémo el uso de SimCalc MathWorlds puede
favorecer el desarrollo de ideas propias del pensamiento funcional de
estudiantes de niveles bdsicos, en este caso de secundaria, quienes desarro-
llaron conocimiento sobre las funciones de cardcter discontinuo y constante,
asi como aprendieron a representarlas con intervalos de tipo semiabierto.
Esto permite sugerir que simuladores como SimCalc MathWorlds deberian
seguir utilizdindose en el aula para apoyar el desarrollo del pensamiento
funcional de estudiantes, o bien que se recurra a simuladores semejantes
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que describan de manera dindmica este y otros contextos, eventualmente
construidos con GeoGebra, por ser un software de libre acceso.
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Niveles de lectura de graficos estadisticos
en estudiantes universitarios
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Resumen

La problemitica radica en la creciente importancia de interpretar graficos estadisticos,
especialmente entre los futuros profesionistas, por lo que la presente investigacién
tuvo como objetivo analizar la comprensién de graficos estadisticos de un grupo de
estudiantes universitarios. Para ello, se adopté el marco conceptual de Curcio sobre
los niveles de lectura de gréficos estadisticos: 1) Leer los datos, 2) Leer dentro de
los datos, 3) Leer mas alla de los datos, y 4) Leer detrds de los datos. La investigacién
fue de enfoque cualitativo y alcance descriptivo, mediante un estudio de caso. La
ruta metodoldgica siguié las siguientes etapas: seleccién de los casos de estudio,
disefio, validacién y aplicacién de entrevistas basadas en tareas, y andlisis de los
datos. Los resultados indicaron que los ocho casos de estudio pudieron evidenciar
sin dificultad los niveles 1 y 2, mientras que los niveles 3 y 4 fueron identificados en
cinco y cuatro casos de estudio, respectivamente. Los hallazgos sugieren la necesidad
de ampliar la muestra de participantes, incluir estudiantes de distintos niveles
educativos y disefiar propuestas diddcticas que promuevan la adquisicién de niveles
superiores de comprensién grifica.
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Introduccién

La cultura estadistica se ha consolidado como una competencia esencial
para la ciudadania en el siglo XXI, dado el papel fundamental de los datos
en la toma de decisiones informadas. Al respecto, Contreras et al. (2017)
sostienen que la interpretacién de grificos estadisticos constituye una
habilidad clave dentro de esta cultura, ya que dichos recursos visuales se
difunden en medios de comunicacién, informes cientificos y espacios
educativos. En esta misma linea, Rodriguez-Alveal (2017) subraya que la
cultura estadistica trasciende lo técnico, al integrar la capacidad de comunicar
y comprender datos en diversos contextos. Sin embargo, algunos estudios
(e.g., Rodriguez-Alveal, 2017; Contreras et al., 2017; Moros-Bricefio, 2023)
destacan las limitaciones en la comprensién gréfica.

Segtin Arteaga et al. (2011), solo un 13% de los adultos evaluados alcanza
niveles altos de cultura estadistica, mientras que un 22% se sitia por debajo
del nivel minimo requerido. Moros-Bricefio (2023) reporta que incluso en
niveles de posgrado persisten dificultades para aplicar conceptos estadisticos
en situaciones précticas, lo que evidencia una brecha en la formacién esta-
distica a lo largo de toda la trayectoria educativa (Moros-Bricefio, 2023;
Rodriguez-Alveal, 2017; Contreras et al., 2017). Por su parte, Curcio (1987)
sefiala que la comprensién grifica suele reducirse a niveles basicos de inter-
pretacién, lo cual limita la capacidad de lectura gréifica. Incluso quienes
poseen formacién estadistica previa enfrentan dificultades similares a quienes
no la tienen, particularmente en la interpretacién y comunicacién de resul-
tados, lo cual sugiere limitaciones en la ensefianza tradicional de la estadistica
(Tauber, 2010).

Para Contreras et al. (2017), los docentes con una sélida formacién pueden
desarrollar su propia cultura estadistica, y a la vez, favorecer que sus
estudiantes adquieran competencias para la interpretacién de grificos y
datos estadisticos. Sin esta base, la capacidad de los estudiantes para desen-
volverse en la sociedad actual, fuertemente orientada al andlisis de datos, se
ve limitada. Segin Eudave (2009, p. 6), “la capacidad para leer y entender
datos estadisticos es una necesidad social y educativa relativamente nueva’.
En el contexto mexicano, la interpretacién de datos representados en tablas
y gréficos se estudia desde niveles bédsicos hasta el nivel superior por lo que
es una demanda curricular.

Al explorar la literatura especializada sobre los niveles de lectura de
grificos, se identifican estudios que analizan distintas poblaciones. Por
ejemplo, investigaciones como las de Fernandez et al. (2019) y Garcia-Garcia
et al. (2019) muestran que algunos estudiantes universitarios suelen ubicarse
en niveles intermedios en los niveles de lectura de graficos estadisticos
propuestos por Curcio (1987). Gea et al. (2017) y Camargo y Espinosa
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(2021) coinciden en que la mayoria de los futuros docentes permanecen en
los niveles mds bésicos, lo cual limita su capacidad para interpretar critica-
mente la informacién representada en gréficos.

Las dificultades reportadas en la literatura sobre la comprensién de
grificos estadisticos se explican, en parte, por debilidades en la formacién
docente. Al respecto, Rodriguez-Alveal (2017) y Contreras et al. (2017)
seflalan que muchos docentes en formacién carecen de una preparacién
estadistica suficiente, lo que repercute en la ensefianza y, por ende, en el
desarrollo de competencias estadisticas en sus futuros estudiantes. Asimismo,
estudios como el de Espinosa y Mayorga (2016) destacan la relacién entre
el desarrollo de habilidades gréficas y las competencias generales de lectura
y escritura, lo que sugiere la necesidad de un enfoque interdisciplinario. Por
otro lado, investigaciones como las de Arteaga et al. (2016) y Ruiz et al.
(2009) han documentado errores frecuentes en la construccién de gréficos
por parte de futuros docentes, relacionados con la escala, el tipo de variable
y la adecuacién semiética. Estas dificultades afectan tanto la produccién
como la interpretacién de representaciones grificas, y evidencian la necesidad
de fortalecer los programas de formacién inicial docente.

En los niveles basicos también se observan deficiencias relevantes.
Arteaga et al. (2017) y Garcia-Garcia et al. (2020) encontraron que los es-
tudiantes de primaria y secundaria suelen ubicarse en niveles bajos de lectura
grafica, incluso con graficos simples. Esta situacion se asocia tanto a la falta
de madurez cognitiva como a una limitada atencién pedagégica hacia esta
competencia. Por su parte, Diaz-Levicoy et al. (2015a, 2015b), al analizar
materiales escolares de Chile, identificaron una alta presencia de gréficos de
barras, pero poca diversidad de tipos de grificos y un enfoque didictico
centrado en procedimientos, mis que en la comprensién critica, lo que puede
limitar el desarrollo de niveles avanzados de lectura. En consecuencia, la
lectura de gréficos estadisticos en distintos niveles educativos podria estar
relacionada por las caracteristicas de los materiales curriculares.

El desarrollo de habilidades estadisticas desde edades tempranas es
importante en la educacién, ya que favorece la comprensién de conceptos
fundamentales y la capacidad para interpretar grificos y representaciones
visuales asociadas, especialmente en un contexto dominado por el analisis
de datos (Batanero y Diaz, 2011). Este proceso contribuye al crecimiento
académico individual y responde a la creciente demanda de competencias
visuales y estadisticas en la sociedad contempordnea. Integrar estas habili-
dades en la formacién académica son importante para asegurar que los
estudiantes estén preparados para afrontar los desafios de una cultura
estadistica. Por tal motivo, esta investigacién se interesé por analizar la
comprension de grdficos estadisticos en un grupo de estudiantes de nivel superior.
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En particular se planted la pregunta: ;Cudles son los niveles de lectura de grdficos
estadisticos que evidencian un grupo de estudiantes universitarios?

Este estudio aporta al campo de la educacién matematica al ofrecer una
caracterizacién detallada de los niveles de lectura de grificos estadisticos
evidenciados por un grupo de estudiantes universitarios de tres licenciaturas
diferentes (Ingenieria Civil, Economia y Contabilidad), a partir de la
Taxonomia de Curcio. Al identificar y analizar estos niveles, la investigacion
posibilita diagnosticar el estado actual de esta competencia en el nivel
superior y establecer fundamentos para el disefio de estrategias didécticas
que promuevan una comprensién mds profunda y critica de la informacién
grifica. Ademas, el estudio adquiere relevancia porque existen pocos trabajos
de esta naturaleza en el contexto mexicano, por lo que permite informacién
util para futuras investigaciones.

Marco conceptual

Dado el objetivo de esta investigacién, su fundamento se enmarca desde
posicionamientos tedricos sobre los niveles de lectura. Estos serdn descritos
enseguida.

Niveles de lectura

La comprensién grifica ha estado histéricamente vinculada con la lectura e
interpretacién de gréficos. Para ello se consideran tres aspectos importantes
sobre la comprensién grifica: traduccidn, interpretacién y extrapolacion. Al
respecto, Friel et al. (2001) explican que la comprension o significado visual
se refiere a una diversidad de acciones, que incluyen la lectura, explicacion,
andlisis y proyeccién de informacién a partir de elementos gréficos. Segin
estos autores, este entendimiento se desarrolla a partir del disefio de repre-
sentaciones grificas de datos y de su aplicacién en contextos donde se
requiere interpretar la informacién y establecer relaciones entre los datos,
mis alld de simplemente crear gréficos o extraer informacién bésica.

En el presente se adoptan los niveles de lectura de gréficos estadisticos
descritos por Curcio (1987) y Friel et al. (2001). La eleccién de este marco
obedece a que permite analizar el grado de comprensién que una persona
demuestra al interactuar con representaciones graficas de datos, desde una
interpretacién bdsica hasta un juicio critico. Ademds, la literatura especializada
ha confirmado su pertinencia en investigaciones centradas en el analisis de
graficos estadisticos. A continuacion, se detallan estos niveles.

* Nivel 1. Leer los datos. Implica la lectura literal de la informacién
representada en el gréfico estadistico. El lector identifica datos expli-
citos tal como aparecen, sin realizar inferencias ni célculos adicionales.
Por ejemplo, en un gréifico de barras que muestra la cantidad de
libros leidos por mes, una pregunta tipica seria: ;Cudntos libros se
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leyeron en marzo? La respuesta se obtiene directamente observando
la altura de la barra correspondiente a marzo. Este nivel requiere
reconocer los elementos del grafico (ejes, etiquetas, escalas) y relacio-
narlos de forma directa con la informacién presentada.

*  Nivel 2. Leer dentro de los datos. En este nivel, el lector aplica proce-
dimientos matematicos bdsicos para analizar relaciones entre los datos.
Compara, ordena o realiza cdlculos simples como sumas, restas o
diferencias entre valores. Por ejemplo, una pregunta podria ser: ;En
qué mes se leyeron mads libros que en enero, pero menos que en marzo?
Este tipo de lectura requiere habilidades matematicas elementales y
una interpretacién mds activa del grafico, aunque ain se basa dnica-
mente en la informacién que estd representada.

*  Nivel 3. Leer mds alld de los datos. Este nivel se presentan cuando se
solicita informacién que no aparece representada explicitamente en
el grifico ni puede deducirse mediante operaciones o comparaciones.
Aqui el lector realiza inferencias o predicciones a partir de los datos
disponibles. Por ejemplo: ;Qué podria pasar con la cantidad de libros
leidos si el siguiente mes hay vacaciones escolares? En este caso, se
espera que el lector relacione la informacién representada con conoci-
mientos previos, experiencias o contexto, formulando hipétesis o
proyecciones. Este nivel implica un pensamiento mds abstracto y la
habilidad de extender el andlisis mds all4 de lo evidente.

*  Nivel 4. Leer detrds de los datos. Este Gltimo nivel representa una
lectura critica y reflexiva que examina tanto el contenido como la
representacién del grifico. Supone valorar criticamente la forma en
que se recopilan los datos, las interpretaciones posisble y los sesgos
en su recoleccién o presentacién. Supone un conocimiento no sélo
matemitico, sino del contexto utilizado. Por ejemplo: ;Qué limita-
ciones presenta un gréifico si los datos provienen unicamente de es-
tudiantes de una dnica institucién educativa? Este nivel demanda no
solo competencias matemadticas avanzadas, sino también una com-
prensién del contexto sociocultural, metodolégico y ético vinculado a
la informacién estadistica. Constituye, por tanto, un componente
esencial en la formacién de ciudadanos criticos capaces de interpretar
con responsabilidad y profundidad los mensajes transmitidos por
representaciones graficas.

A continuacién, se presentan otros ejemplos asociados a los niveles de
lectura de graficos estadisticos. El ejemplo 1 y sus incisos (Figura 1) nos
permiten ejemplificar los primeros tres niveles.

Ejemplo 1. Daniel estaba jugando a lanzar una moneda al aire y registrd la siguiente

informacion.

a) ;Cudntas veces Daniel obtuvo cara y sol al lanzar la moneda?
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b) ;Cudl es la diferencia entre las frecuencias de la variable cara y sol?
¢) ;Qué lado de la moneda predices que saldrd en el proximo lanzamiento? Argumenta
tu respuesta.

Figural
Gridfico de barras sobre el lanzamiento de una moneda al aire

El nivel 1 de lectura gréfica, leer los datos, se presenta cuando el estu-
diante es capaz de identificar las veces que result6é cara o sol, lo que
corresponde a una lectura literal y directa del grafico. El nivel 2, leer dentro
de los datos, se identifica cuando un estudiante al responder el inciso b de la
tarea presentada, realiza una resta entre las frecuentas de que resulte sol y
cara. Este nivel implica una interaccién mds profunda con el contenido
grafico, ya que requiere un andlisis que va mds alld de la simple observacién.
Por dltimo, el nivel 3, leer mds alld de los datos, se manifiesta cuando
responde el inciso ¢ de la tarea. Al respecto, el estudiante tiene que realizar
una estimacién de futuros datos, es decir, qué saldrd en el préximo lanza-
miento de la moneda, si saldrd sol o cara, basindose en los datos previa-
mente registrados en el gréfico.

El ejemplo 2, que se proporciona enseguida, nos permite ejemplificar el
ultimo nivel de la lectura de grificos estadisticos (Figura 2).

Ejemplo 2. El siguiente grdfico muestra la recaudacion en taquilla de una pelicula de

accion en Xusprimerﬂ.f semanas.

a) sEn qué semana se recauds mds dinero? ; Cudntos se recaudo en esa semana?

b) ;Cudnto se ha recaudado en total?

¢) Calcula la media del dinero recaudado en las cuatro semanas.

d) sPor qué crees que disminuys la recaudacion tras cuatro semanas? Argumenta tu

respuesta.

En esta tarea se solicita al estudiante analizar un grifico de barras que
muestra la recaudacién en taquilla de una pelicula de accién. Una vez
alcanzado los niveles 1,2 y 3 (al responder consistentemente los incisos a, b
y ¢, el estudiante debe expresar su opinién respecto a la conclusién derivada
de los datos (incido d). En este caso, se invita al estudiante a reflexionar
sobre una tendencia observada en el grifico —la disminucién de la recaudacién
a partir de la cuarta semana— y a proponer posibles causas o explicaciones
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de ese fenémeno. Esto requiere una comprensién profunda del contexto en
el que se sitta la informacién (la taquilla de una pelicula) y la movilizacién
de conocimientos extramatemadticos, como aspectos del mercado cinemato-
gréfico, el comportamiento del publico o la competencia entre producciones.
Asi, el inciso d promueve el desarrollo del pensamiento critico y la capacidad
de interpretar graficamente fenémenos reales desde una perspectiva contex-
tualizada, en correspondencia con las demandas cognitivas del nivel 4 de la
taxonomia de Curcio.

Figura2

Grifico de barras sobre recaudacion en taquilla de una pelicula

Metodologia

La presente investigacién tiene un enfoque cualitativo y de alcance descrip-
tivo. Para Marshall y Rossman (2014), esta metodologia es de utilidad
porque busca la exploracién detallada de un fenémeno. En este estudio
adquiere relevancia al centrarse en analizar en profundidad las interpreta-
ciones de estudiantes universitarios cuando realizan la lectura de informacién
estadistica presentada en un grafico. Asimismo, de desarrollé un estudio de
casos ya que se orienta a examinar en profundidad las producciones de un
grupo especifico de estudiantes universitarios de tres licenciaturas distintas
para comprender sus niveles de lectura de gréficos estadisticos.

Contexto de la investigacion y seleccion de los casos de estudio

La investigacién se realizé con estudiantes de dos universidades, una privada
y otra publica, ubicadas al sur de México. Los casos de estudio fueron ocho
estudiantes, entre ellos tres mujeres y cinco hombres con edades de 20 a 21
aflos, con promedios que abarcan de 9.0 a 9.5. Distribuidos de la siguiente
manera: 2 de la carrera de ingenieria civil (hombres), 3 de economia (dos
mujeres y un hombre) y 3 de contabilidad (dos hombres y una mujer). Se
consideraron de diversas licenciaturas para explorar cémo su formacién
académica influye en la lectura de gréficos estadisticos. Los participantes
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fueron elegidos también con el propésito de representar diversidad acadé-
mica y ofrecer una visién mds amplia del contexto regional. En adelante se
les denomina como E1,E2, E3, ..., ES.

Los criterios de seleccién de los casos de estudio fueron los siguientes,
en primer lugar, se incluyeron Gnicamente los estudiantes que habian cursado
y aprobado sus materias de matematicas (incluidos cursos de estadistica)
hasta al menos la mitad de su plan de estudios, asegurando asi un nivel
adecuado de exposicién a conceptos cuantitativos y habilidades analiticas.
Segundo, que fueran estudiantes regulares, es decir, aquellos que no presen-
taban retrasos en su trayectoria académica ni adeudos de materias en su
plan de estudios. Tercero, para preservar la confiabilidad y validez de la
informacién recabada, se priorizé la seleccién de estudiantes que fueran
voluntarios y estuvieran dispuestos a ser entrevistados mientras resolvian las
tareas propuestas. La combinacién de estos criterios garantizé que los casos
seleccionados ofrecieran una representacion precisa y contextualizada de la
lectura de graficos estadisticos a nivel universitario.

Instrumento para la recoleccion de datos

Para la recoleccién de datos se empleé una entrevista basada en tareas,
siguiendo el enfoque de Goldin (2000). Esta eleccién se justifica por su
capacidad para explorar las ideas y procesos matemdticos empleados por los
casos de estudio al resolver diversas tareas. Este método consiste en una
interaccion entre el sujeto (quien resuelve la tarea, en este caso el estudiante) y
el entrevistador, donde el sujeto evidencia sus pensamientos y razonamientos
al enfrentarse a la tarea, ya sea durante o inmediatamente después de su
resolucién. De esta manera, se revela su comprensién, comportamiento y
razonamiento en relacién con la tarea propuesta. Ademds, no solo se analizan
sus respuestas verbales, sino también su lenguaje no verbal (como movi-
mientos de manos, miradas, expresiones, escritura, voces, etc.), lo que
permitié al investigador observar e interpretar comportamientos complejos
y registrarlos para su posterior andlisis.

La entrevista basada en tareas puede adoptar una estructura definida o
semiestructurada. Para los propésitos de esta investigacion, el protocolo de
la entrevista incluyé preguntas bdsicas para todas las tareas, tales como: ;Por
qué lo hiciste asi?, ;Qué te llevé a hacerlo asi?, ;Te apoyaste de algo en
especifico del grifico para tu respuesta? y ;Por qué aplicaste este procedi-
miento? Ademds, se incorporaron preguntas especificas segin la respuesta
del caso de estudio. Estas preguntas se plantearon en momentos en que se
presentaban ideas confusas, o existia un bloqueo en la forma de proceder del
caso de estudio o se buscaba activar diferentes vias de solucién que pudiera
éste realizar. Las entrevistas fueron grabadas en audio y video para su andlisis
posterior.
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Para el disefio del instrumento, comprendié cinco tareas, cada una con
un grifico estadistico distinto, elaboradas tras varias sesiones de trabajo de
autoria propia con el fin de asegurar su pertinencia y coherencia con los
objetivos de la investigacion. Se utilizaron datos registrados tanto de revistas
como de periédicos para garantizar que las tareas tuvieran una conexién
directa con la vida real y reflejaran situaciones contempordneas. Esta
combinacién permitié elaborar un instrumento alineado con el andlisis de
los niveles de lectura de graficos estadisticos. La validacién se realizé con un
grupo de estudiantes de dltimo afio de bachillerato y un estudiante univer-
sitario. El objetivo principal de esta validacién fue asegurar que las instruc-
ciones del instrumento fueran claras y comprensibles para los participantes, y
que también existiera claridad en los gréificos y las preguntas planteadas,
garantizando que las tareas propuestas fueran accesibles en cuanto a la
interpretacién de graficos. Tras analizar los resultados de la prueba piloto, se
procedié a redisefiar aquellas tareas que mostraron dificultades de compren-
sién o interpretacién en los niveles de lectura de los gréficos.

El instrumento final se estructuré de cinco tareas. A continuacién, se
presentan las tareas 1,2 y 3 como ejemplo.

1. Heéctor piensa visitar algunos estados de la repiiblica mexicana en tres épocas

diferenz‘es del atio; sin embargo, él estd acostumbrado a la temperatura de su ciudad

que es de 18 °C en enero, 20 °C en junio y 10 °C en diciembre. Con base en estos datos

y los que se proporcionan en la grdfica, responde (Figura 3).

a) ;Qué estado deberia visitar Héctor si desea pasar un clima mds cdlido en enero y

en verano?

b) Siel promedio de la temperatura en Veracruz es de 28.3° G, 3 Cudl es la diferencia

de los promedios de las temperaturas entre el estado de Veracruz y Monterrey?

¢) Heéctor desea pasar diciembre en un lugar con temperatura mds baja a lo que estd

acostumbrado, ;Serd Puebla su mejor opcion? ;Por qué?

d) Considerando que Veracruz estd ubicado en la costa del Atlantico, SEs posible que

su temperatura legue a ser igual que la del estado de Puebla? ; Por qué?

Figura3

Gridfico de barras sobre temperaturas promedio

Nota. Fuente: https://cuentame.inegi.org.mx/default.aspx
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Usa ¢l grifico proporcionado para responder las preguntas (Figura 4).

¢ Qué variacion existe entre las ventas del ario 2022 y las ventas esperadas del ario
2026 de los paises presentados en el grifico?

Siguiendo el comportamiento de la grifica, ;Cudntas unidades de vehiculos eléc-
tricos consideras que se habrdn vendido en el ario 2028 en el pais de México? 3y en
Colombia?

A qué crees que se debe que Argentina tenga pocas ventas de autos eléctricos?

&Por qué en el asio 2020 las ventas de autos eléctricos eran minimas en todos los
paises presentados en el grifico?

Figura 4

Grifico de vehiculos eléctricos

Ventas de vehiculos eléctricos en paises latinoamericanos
seleccionados (en miles de unidades)

= México = Brasil = Colombia
= Chile Costa Rica Argentina

20

0
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Nota. Fuente: https://acortar.link/OO9x8w

3.
a)

4)
o)

d)

Usa el grafico proporcionado para responder las preguntas (Figura 5).

8i la aplicacion de Facebook se considera el 100%, 3 Qué porcentaje tiene la aplica-
cion de Twitter? ;Qué variacion existe entre los porcentajes de Snapchat y TikTok?
Considerando que los datos de la grifica abarcan el periodo de Enero-Abril del ario
2024, ;Cudnto usuarios crees que tendrd YouTube a principios del asio 20252

&4 qué se debe que las personas tengan preferencia por la aplicacion de Facebook? 34
qué se debe que la aplicacion de Instagram no fenga tanto impacto que la de
Facebook si son similares?

s Como consideras que afecta o benefician las redes sociales a la educacion?

Figura5

Gridfico de redes sociales

Redes sociales con mas usuarios en México en 2024
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Nota. Fuente: https://www.primeweb.com.mx/redes-sociales-para-empresas


https://acortar.link/OO9x8w
https://www.primeweb.com.mx/redes-sociales-para-empresas

DANIEL GODOY-CARABALLO, JAVIER GARCIA-GARCIA Y GERARDO SALGADO-BELTRAN 165

Anédlisis de los datos

Para el tratamiento de los datos se aplicé el andlisis temdtico propuesto por
Braun y Clarke (2006). Esta metodologia permite identificar patrones de
significado dentro de la informacién obtenida a partir de las respuestas de
los casos de estudio en las tareas propuestas. La eleccién de este método se
fundament6 en su pertinencia para realizar un andlisis fundamentado teéri-
camente y adecuado al tratamiento de un conjunto de datos de tamafio
reducido. El proceso del anilisis temdtico se desarrollé en distintas etapas,
incorporando triangulacién entre investigadores para ganar confiabilidad y
validez de los resultados. Este método se estructura en las siguientes fases.

Fase 1. Familiarizacion con los datos. Durante esta etapa se transcribieron
integramente las entrevistas y se digitalizaron las producciones escritas de
los casos de estudio. Posteriormente, se realizé una lectura general del
contenido con el propésito de obtener una primera aproximacién a los
niveles de lectura identificados en los casos de estudio y comprender mejor
el lenguaje empleado por los participantes. Este proceso de lectura se realizé
las veces que fueran necesarias para ganar familiaridad con los datos.

Fase 2. Generacion de cidigos iniciales. En esta etapa, se analizaron las
respuestas de los casos de estudio con el propdsito de identificar relaciones
relevantes entre conceptos, definiciones e interpretaciones vinculadas con
los grificos presentados. Este proceso permitié establecer una serie de cédigos
iniciales, enunciados que describen acciones especificas sobre la lectura de
los grificos estadisticos, los cuales reflejaron los niveles de lectura eviden-
ciados por los estudiantes (ver como ejemplo la Tabla 1).

Tabla 1

Codigos iniciales identificados en las respuestas de E3 al resolver la tarea 1a

Extracto Cédigos

To +Cimo abiwvish ado? Se suman las temperaturas de Monterrey
: 3Cdmo obtuviste ese resultado ; .
El resultado anterior se divide entre tres para encontrar

E3: [...], sumé los tres datos que ya me habia dado el promedio

de Monterrey y lo dividi entre 3 y, me dio un

total de 26.3° Y nomds Io resté con el dato de 3. Para determinar la diferencia de temperaturas
Veracruz y me da un total de 0.2° promedios entre Veracruz y Monterrey se restan los
promedios

Fase 3. Biisqueda de temas y subtemas. En esta etapa, los cédigos previa-
mente definidos se agruparon y organizaron en categorias denominadas
subtemas, con el fin de clasificar patrones de respuesta que compartian
caracteristicas similares. Cada subtema representa una accién especifica
vinculada con un nivel de lectura, derivado del andlisis de los datos, mientras
que cada tema corresponde a una categoria asociada con los niveles de
lectura planteados en el marco conceptual (Tabla 2).
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Tabla 2

Subtemas y temas iniciales construidos a partir de los cdigos

Codigos Subtema Tema

1. Se suman las temperaturas de Monterrey.

2. Elresultado anterior se divide entre tres para

. El promedio de un conjunto de datos
encontrar el promedio.

se obtiene sumandolos y dividiendo
3. Para determinar la diferencia de temperaturas entre la cantidad total de datos
promedios entre Veracruz y Monterrey se
restan los promedios

Nivel 2. Leer dentro
de los datos

Fase 4. Revision de los temas. Una vez concluida la fase anterior, se realizé
una revisién de cada subtema y tema construido en dos niveles analiticos.
En el primer nivel, se examinaron los datos codificados dentro de cada subtema
y tema, con el propésito de verificar la coherencia y consistencia de los
patrones identificados. En el segundo nivel, el analisis se amplié para consi-
derar la totalidad de los datos, asegurando que los subtemas y temas reflejaran
fielmente la informacién obtenida. En esta fase algunos subtemas fueron
refinados (ver como ejemplo la Tabla 3) y otros eliminados cuando no
capturaban fielmente la respuesta de los casos de estudio. Como resultado,
se alcanzé una mayor precision en la identificacién de los niveles de lectura.

Tabla 3

Subtemas refinados a partir de la revision del conjunto de datos colectados
Subtema Subtema modificado Tema

El promedio de un conjunto de
datos se calcula sumando todos los
elementos y dividiendo el resultado
entre el nimero total de datos

El promedio de un conjunto de datos se
obtiene suméndolos y dividiendo entre la
cantidad total de datos

Nivel 2. Leer

. R . dentro de los datos
La diferencia entre dos promedios se

determina calculando el promedio
de cada conjunto de datos y luego
restando uno del otro

La diferencia entre dos promedios se
obtiene calculando el promedio de las
cantidades y restandolas

Fase 5. Definicion y nombramiento de los subtemas y temas. En esta fase, se
establecieron y asignaron nombres a los distintos niveles de lectura identifi-
cados en los datos. Los subtemas se describieron atendiendo al patrén de
respuesta que representaban, mientras que los temas se definen en relacién
con los subtemas.

Fase 6. Elaboracion del informe. Se elabor6 el informe final, estructurando
los subtemas dentro de los temas que agrupan los niveles de lectura. Con el
objetivo de responder a los propdsitos de la investigacién, los resultados
fueron presentados considerando el marco conceptual adoptado en el estudio.
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Resultados

La pregunta que orienté esta investigacion fue ¢Cudles son los niveles de
lectura de gréficos estadisticos que evidencian un grupo de estudiantes
universitarios? Las respuestas, tanto escritas como verbales, permitieron
determinar el nivel de lectura alcanzado por los casos de estudio, como se
detalla en la Tabla 4. En el Nivel 1 (Lectura de los datos), todos los casos
identificaron correctamente las variables, las frecuencias y el contexto general
del grifico. En el Nivel 2 (Lectura dentro de los datos), todos lograron
hacer inferencias mediante procedimientos matemadticos como la resta, la
regla de tres y el cdlculo de promedios. En el Nivel 3 (Lectura mas alld de
los datos), cinco de los ocho casos lograron predecir datos futuros a partir
del analisis del grafico y formularon respuestas coherentes. Finalmente, en el
Nivel 4 (Lectura detrds de los datos), cuatro de los ocho casos efectuaron
una critica fundamentada sobre el origen de los datos y las posibles causas
del fenémeno representado.

Tabla 4
Niveles de lectura de grdficos estadisticos identificados en los casos de estudio
Casos de estudio
Niveles de lectura
E1 E2 E3 E4 E5 E6 E7 E8 Total
Nivel 1 * * * * * * * . 3
Nivel 2 o * * * * * * o 3
Nivel 3 * * * * * 5
Nivel 4 * * * * 4

Los resultados de la tabla 4 se detallan enseguida.

Niwvel 1: Leer los datos

En los ocho casos de estudio analizados se observé que todos lograron
evidenciar este nivel en las cinco tareas propuestas. El nivel 1 permitié
conocer la capacidad de los participantes para interpretar el contexto especifico
de cada grifico, lo cual incluyé identificar el significado de las frecuencias
presentadas y su relacién con situaciones de la vida cotidiana. Las produc-
ciones de los casos de estudio permitieron construir los siguientes subtemas:
Las barras de mayor altura representan una mayor frecuencia, el titulo de un
gm’fico encapsula el contexto general de los datos presentados, las barras con igual
altura indican frecuencias iguales, el patron de una curva en un grdfico representa
la frecuencia de los datos y permite la proyeccion de datos futuros. el eje vertical
refleja la interpretacion de las tendencias de los datos en periodos determinados, el
eje vertical y el eje horizontal se interrelacionan para proporcionar una represen-
tacion de la frecuencia de los datos y, el porcentaje representado en un grdfico
indica la proporcion de la frecuencia respecto al total.
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Por ejemplo, en los grificos de barras (Tarea 1y 4), los participantes identi-
ficacién la relacién entre las categorias del eje horizontal y las frecuencias
representadas en el eje vertical (leer extracto de E6 al resolver la Tarea 4).
Esta habilidad les permitié asociar las variables con escenarios concretos,
integrando la informacién presentada de manera coherente, lo que permitié
construir el subtema: el eje vertical y el eje horizontal se interrelacionan
para proporcionar una representacién de la frecuencia de los datos.
I: Bueno, antes de iniciar, te plantearé una pregunta inicial. Ya que analizaste el grifico
sen qué periodo de edades hay mds hombres que mujeres?
E6: En el periodo de 0 a 4 atios.
1: sDe qué parte del grifico te apoyaste para dar esta respuesta?
E6: Pues, aqui me da la cantidad de las personas y también sus edades [sefiala el eje
vertical], enfonces solo vi cual era el menor y asi
Por otra parte, el subtema: Las barras con igual altura indican frecuencias
iguales se puede identificar en la respuesta de E6 (leer extracto de E6 al
resolver la Tarea 1) al resolver la tarea 1. Esto porque el estudiante E6
observé las etiquetas colocadas en la parte superior de cada barra para dar
una respuesta, es decir, solo leyé la informacién proporcionada en la gréfica
para ello.
1: De acuerdo con el planteamiento del problema scudl de los estados tiene temperatura
similar a la que estd acostumbrado Héctor?

E6: [...] [observa las barras y los datos indicados en ella para responder] es ¢/
estado de Puebla

Niwvel 2: Leer dentro de los datos

Al igual que en el nivel anterior, todos los casos de estudio analizados lograron
evidenciar el nivel 2 (leer dentro de los datos) en las cinco tareas propuestas.
Sus producciones permitieron construir los siguientes subtemas: E/ promedio
de un conjunto de datos se calcula sumando todos los elementos y dividiendo el
resultado entre el nimero total de datos, la diferencia entre dos promedios se
determina calculando el promedio de cada conjunto de datos y luego restando uno
del otro, la variacion entre dos cantidades se obtiene restando la cantidad menor
de la cantidad mayor vy, el porcentaje de un valor m en relacion con el fotal n se
obtiene dividiendo m por n y multiplicando el resultado por 100.

Para ilustrar el subtema: La variacion entre dos cantidades se obtiene
restando la cantidad menor de la cantidad mayor, se toma como referencia el
caso de ES5, quien realizé correctamente los calculos requeridos y explicé
con detalle el procedimiento empleado (leer extracto de E6 al resolver la
Tarea 2a). En la Tarea 2a, se le solicit6 al E5 que identifique una informacién
no presentada directamente en el grifico, especificamente la cantidad que
varia entre las ventas registradas en 2022 y 2026 de dos paises diferentes:
Meéxico y Argentina. Para ello, E5 efectué una operacién matemitica (Figura
6), consistente en restar los valores registrados en el gréfico estadistico.
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1: ;Qué se te ocurre hacer?

E5: Es una dg'ferencia que me pide entre, por ejemplo, en el asio 2022 entre estos paises
Argentina y México y ya para el 2026 lo mismo

1: Ok, entonces para resolverla ;qué es lo que harias?

ES5: Una resta [realiza el célculo indicado]

1: s Queé fue lo que hiciste aqui para resolverlo?

ES5: Bueno, en este caso, me pedia en el ario 2022 y 2026, entre los paises de Argenz‘z'na
y Meéxico, entonces anoté los datos de Argentina del ario 2022 y de Meéxico, ya
nada mds las resté, pues hay una variacion de 12.9 para Meéxico en esos afios.
Abora, en el caso de Argentina anoté los datos e igual hice la resta y pues me dio de 0.3

Figura 6
Respuesta escrita del ES para el inciso a) de la Tarea 2

El procedimiento realizado por E5 demuestra su capacidad para leer e
interpretar los datos, extrayendo informacién relevante que no se encuentra
explicitamente presentada en el gréfico.

las respuestas de E5 para la Tarea 3a permiten ejemplificar el subtema:
El porcentaje de un valor m en relacion con el total n se obtiene dividiendo m por
n y multiplicando el resultado por 100. En esta tarea se le pidi6 al estudiante
obtener el porcentaje que tiene una aplicacion (leer extracto de ES5 al resolver
la Tarea 3a y ver Figura 7), asi como la variacién en porcentaje de dos
aplicaciones distintas. Para ello, E5 aplicé el algoritmo de la regla de tres
para determinar el porcentaje de una cantidad especifica respecto al total. E1
estudiante explicé que primero obtuvo la cantidad total sumando todas las
frecuencias de los datos, donde la frecuencia correspondia al nimero de
descargas de las aplicaciones mds populares en Meéxico. Posteriormente,
identificé la cantidad especifica cuyo porcentaje desea calcular (18 millones
de descargas de la aplicacion de Twitter) y aplic el procedimiento, multiplica
esta cantidad por 100% y la divide entre el total de descargas, que asciende a
407 millones. De esta forma, E5 consiguié un porcentaje de 4.42%, que
coincidié con la respuesta esperada para la pregunta (Figura 4).

1: Bueno, para la primera pregunta, ;Como lo resolviste?

E5: En ese caso, primero saqué el total. Como habia mencionado, sumé todas las can-
tidades de usuarios que tiene cada aplicacion, me dio un total de 407. Estamos
hablando de millones, entonces, ahora para el porcentaje de Twitter pues usé la
regla de tres. Mi 100% wva a ser los 407 y yo quiero hallar qué porcentaje es el de
Twitter. En este caso, Twitter tiene 18 millones de usuarios, entonces lo que hice
fue multiplicar 18 por 100 y, luego lo que me diera, que en este caso fue 1,800 lo
dividi entre 407
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E: Yel resultado para esta primera pregunta, g'Serz’a?
ES5: De 4.42%

Figura 7
Respuesta escrita del ES para el inciso a) de la Tarea 3

Niwvel 3: Leer mds alld de los datos

El nivel 3 se presenté con menor frecuencia en comparacién con los niveles
1y 2, ya que solo cinco de los ocho casos de estudio lograron alcanzarlo
(Tabla 4). Las producciones de los casos de estudio permitieron construir
los siguientes subtemas: La frecuencia de los datos en relacién con un
periodo de tiempo facilita la proyeccién de tendencias futuras, a partir de
los datos representados en el eje horizontal de un gréfico, se puede predecir
tendencias estadisticas futuras y, el andlisis del comportamiento de una curva,
basado en la frecuencia de los datos, ofrece informacién para predecir estados
futuros.

Para ilustrar el desempefio en este nivel, se tomard como referencia al
subtema: La frecuencia de los datos en relacién con un periodo de tiempo
facilita la proyeccién de tendencias futuras. Al respecto, se considera el caso
de E3 quien elaboré una proyeccién de los datos futuros a partir de la
informacién presentada en los graficos de las cinco tareas. En la tarea 4d, se
pidi6 estimar el porcentaje de la tasa de mujeres y hombres en el estado de
Guerrero a partir de la informacién dada en la gréfica. E3 consiguié hacer
una prediccién utilizando los datos reflejados en el grafico (leer extracto de
E3 al resolver la Tarea 4C).

E: Para esta segunda pregunta, ; Cudl seria tu respuesta?

E3: [...], me guie de los porcentajes que ya me proporciona la grdfica. Las mujeres

para el ario 2023 estd en 52%, pero para el 2025, en el caso de Guerrero, yo siento
que aumentaria porque el porcentaje de los hombres es menor aqui en el ario 2023
y para el 2025 igual siento que va a estar mds bajo. La situacion de Guerrero no
estd tan buena [...] con las mujeres porque hay mucha violencia y muchos se meten,
se meten pues ahi en actos ilicitos

Por otra parte, en la Tarea 2 el grafico presentado es de barras e incluye
una curva particular asociada a la frecuencia de los datos, relativa a las ventas
de autos eléctricos en Latinoamérica, expresada en miles de unidades. Las
producciones de los casos de estudio para esta tarea permitieron construir el
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subtema E/ andlisis del comportamiento de una curva, basado en la frecuencia de
los datos, proporciona informacion para predecir estados futuros. Por ejemplo, E3
analiz6 el comportamiento de la curva dada en la tarea para estimar las ventas
futuras en el afio 2028 (leer extracto de la entrevista a E3 al resolver la
Tarea 2b). Con base en esta informacién, el estudiante elaboré una estimacién
coherente con el comportamiento representado en el gréfico, calculando las
ventas estimadas, en miles de unidades, especificamente para los paises de
México y Colombia (Figura 8).
1: Para esta segunda pregunta, ;Cudl seria tu respuesta?
E3: Yo considero que para México si hay mds incremento para el asio 2028. Yo le pon-
go un aproximado de 24 000 unidades aproximadamente y para Colombia unas
9000 unidades
1: Respecto a estos datos que mencionas, ;Te apoyaste de algo del grifico para estimar
estas unidades?

E3: 8i. Observando el grafico, para el afio 2020 al 2023 hay un incremento [senala
la curva de la frecuencia de los datos en el grifico] y para e/ 2023 al 2026
también, y yo considero que para el 2028 si habrd mds ventas de unidades

Figura 8
Respuesta escrita del E3 para el inciso b) de la Tarea 2

Nivel 4: Leer detrds de los datos

Como se observa en la Tabla 4, sélo la mitad de los casos de estudio lograron
alcanzar el nivel 4. Las producciones de estos permitieron construir los
siguientes subtemas, Una lectura critica de datos estadisticos considera
variables ambientales, geograficas, sociales, econémicas, tecnolégicas y politicas
y, una lectura critica de datos estadisticos considera la diferenciacién entre
categorias relevantes del fenémeno estudiado y sus impactos sobre los
resultados.

Para ilustrar este ultimo subtema, Una lectura critica de datos estadisticos
considera la diferenciacién entre categorias relevantes del fenémeno estu-
diado y sus impactos sobre los resultados, se toma como referencia el caso
de E4. En la tarea 3c, este participante realizé un andlisis critico funda-
mentada sobre los datos proporcionados en el grifico. E4 cuestiond la
veracidad de los datos, reflexionando de manera auténoma y contrastindolos
con su conocimiento previo, el contexto del grifico y su propia perspectiva
cultural. Respondié considerando lo que sabia sobre su entorno y la relevancia
de las variables involucradas, explicando las posibles causas del fenémeno
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representado y el comportamiento de los datos. No se limité a analizar la
informacién presentada, sino que también cuestioné la metodologia utiliza-
da para obtener los datos. Ademads, retomando aspectos del Nivel 3, E4 jus-
tificé cé6mo podrian comportarse los datos en el futuro, elaborando predic-
ciones basadas en variables potencialmente implicadas (leer extracto de la
entrevista a E3 al resolver la tarea 3¢ y ver Figura 9).

E4: &4 qué se debe que los usuarios mexicanos tengan preferencia por Facebook? Yo
pienso que es porque Facebook fue lanzada primero y, es preferido por todas las
personas desde nifios hasta un adulto mayor, ya que Facebook ofrece mds que memes,
permite hacer compras, te ofrece ver videos y todo lo que trae

1: Ok, sotro entretenimiento que se te ocurra que ofrezca Facebook?

E4: juegos también

1: Mencionaste algo de compras, 3a qué te refieres con eso?

E4: Ajd, puedes subir tus productos y venderlos también, hacer publicidad y marketing
de tus productos que vendas y asi

I: El hecho de que Facebook tenga diversas actividades abi, g'Considems que es un
factor importante para decir que es preferida por los mexicanos? ;Qué ofro factor
se te ocurre?

E4: [...] Usan mucho el Facebook para divulgar la informacion asi de todo tipo, politico,
social y cultural. Cuando pasa algin accidente o sucede algo en la ciudad ahi se
acude (Facebook) para tener la informacion rapida

1 54 qué se debe que Instagram no tenga tantos usuarios que Facebook si son similares?

E4: Instagram, yo siento que es mds preferido por jovenes de cierta edad. Aqui no lo
usan tanto los nifios, lo usan mds los jovenes de entre como 15 a 25 atios, aproxi-
madamente. Son los que mds, pienso yo, quienes lo usan

1.Y, ;Por qué consideras que es mds usado por jovenes y no tanto por gente adulta?

E4: Porque [...] este Instagram es mds para ver y subir fotos, y la gente mayor no lo
utiliza tanto para subir fotos, nomds para verlas

Figura 9
Respuesta escrita del E4 para el inciso ¢) de la Tarea 3

Las respuestas de E4 permiten identificar que reflexioné sobre las razones
por las que Facebook supera en descargas a Instagram, pese a que ambas
aplicaciones presentan caracteristicas similares. Segin E4, Instagram es mds
utilizada por jévenes, ya que su uso es algo mds complejo en comparacién
con Facebook. También sefialé que Instagram fue lanzada al mercado mucho
después que Facebook, lo que explica la diferencia en descargas. Ademis,
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sefialo que Instagram se centra en la fotografia, lo que la hace mds atractiva
para un publico joven, pero restringe su alcance en comparacién con Facebook.

Discusidn y conclusiones

El presente estudio planteé la siguiente pregunta de investigacién ¢Cuiles
son los niveles de lectura de gréficos estadisticos que evidencian un grupo
de estudiantes universitarios? A partir del andlisis de los datos, se identificé
que los ocho casos de estudio evidenciaron el nivel 1 y 2 de le lectura de
grificos estadisticos. En contraste, cinco evidenciaron el nivel 3 y cuatro el
nivel 4. Estos resultados difieren de los hallazgos de Ferndndez et al. (2019)
quienes observaron que la mayoria de una muestra de 36 estudiantes de
matematicas alcanzé niveles altos de comprension gréfica (nivel 3 y 4). Sin
embargo, son congruentes con los resultados de Garcia-Garcia et al. (2019)
quienes realizaron un estudio comparativo con estudiantes universitarios de
Meéxico y Chile, encontrando que unicamente el 31% de la muestra total
logré acercarse al nivel 4, lo cual pone en evidencia una debilidad generalizada
en los niveles mds altos de lectura, independientemente del contexto nacional
de los estudiantes.

En relacién con el nivel 3 de la lectura de grificos estadisticos, en esta
investigacién se observé que aquellos casos de estudio que no lograron
evidenciarlo presentaron dificultades al realizar estimaciones de datos futuros
a partir de la informacién proporcionada en el grifico. Esta limitacién
sugiere que, si bien los participantes fueron capaces de interpretar los datos
explicitos y efectuar cilculos bdsicos, enfrentaron desafios al intentar
proyectar tendencias o anticipar valores que no estaban directamente repre-
sentados en la grafica. Esta situacién podria atribuirse tanto a su formacién
académica, como a sus conocimientos generales. Este hallazgo coincide con
el sefialado por Ben-Zvi y Garfield (2004) quienes sostienen que los estu-
diantes suelen experimentar dificultades al interpretar graficos, especial-
mente cuando involucran comparaciones o inferencias, lo que limita su
capacidad para reconocer patrones y comprender las relaciones entre variables.

Por otra parte, se identificé que los casos de estudio que no alcanzaron el
nivel 4 de la lectura de gréficos estadisticos se debié en parte, a un conoci-
miento limitado sobre los contextos ambiental, geogréfico, social, econémico,
tecnoldgico e, incluso, politico, ademds de conocimientos estadisticos. Es
decir, el contexto de la tarea influyé en algunos casos de estudio para analizar
criticamente la informacién. Este resultado se alinea parcialmente con los
hallazgos de Friel et al. (2001) quienes identificaron que algunos factores
que afectan la comprensién gréfica son: el tipo de grifico, la claridad del
disefio y el contexto de la tarea. Asimismo, es consistente con los resultados
de Curcio (1987), Gea et al. (2017) y Garcia-Garcia et al. (2019) quienes

sefialan que los estudiantes tienden a tener dificultades para llegar al nivel
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de lectura critica de datos. Este hallazgo es importante de resaltar, ya que
los participantes de este estudio deberdn desarrollar la capacidad de realizar
andlisis criticos de los datos para sustentar la toma de decisiones en su futura
préctica profesional.

Por otro lado, los resultados de este estudio permiten reflexionar sobre la
licenciatura cursada por los casos analizados. En particular, dos de los tres
estudiantes de Economia (E3 y E4) y dos de Ingenieria (E5 y E6) lograron
evidenciar hasta el nivel 4 de lectura de gréficos estadisticos, mientras que
dos de los tres estudiantes de Contaduria (E1 y E2) solo alcanzaron los dos
primeros niveles, con la excepcién de una participante (E8), quien evidenci6
el nivel 3. Estos resultados sugieren que la formacién académica, junto con
los conocimientos previos en estadistica y conocimientos generales, incide
de manera significativa en el nivel de comprensién gréfica alcanzado.
Asimismo, resulta relevante que tres de los cuatro estudiantes que alcanzaron
el nivel mds alto sean mujeres, en consonancia con lo reportado por
Go6mez-Sanchez et al. (2020), quienes sefialaron un rendimiento académico
percibido superior en el sexo femenino. Este hallazgo es de espacial interés,
dado que los ocho casos de estudio presentaban buenos promedios acadé-
micos, por tanto, futuras investigaciones podrian explorar si esta tendencia
se mantiene en estudios con muestras mds amplias.

Los hallazgos de este estudio evidencian la necesidad de fortalecer el
desarrollo de habilidades que permitan a un mayor nimero de estudiantes
utilizar la informacién grafica como herramienta para la prediccién y el
andlisis critico de los datos. Esta conclusién se alinea con las recomendaciones
de Arteaga et al. (2017) y Moros-Bricefio (2023), quienes destacan la
importancia de fortalecer la educacién estadistica mediante programas de
formacién especificos y estrategias de apoyo educativo. En ese sentido, futuras
investigaciones podrian plantear disenos para el aula basados en los resultados
que se reportan en este estudio a fin de promover niveles superiores de
lectura de gréificos estadisticos (nivel 3 y 4). Ello contribuiria al desarrollo
de competencias indispensables para la vida académica, profesional y
cotidiana. En un contexto en el que la informacién es presentada predomi-
nantemente a través de tablas y gréficos, resulta importante que los individuos
adquieran las habilidades necesarias para interpretar, analizar y cuestionar
los datos con un sentido critico.

Finalmente, los resultados de esta investigacién ponen de manifiesto la
necesidad de promover nuevas investigaciones sobre la lectura de graficos
estadisticos en el contexto de la escuela mexicana, tanto en los diferentes
niveles educativos como en los documentos curriculares, con el propésito de
comprender la educacién estadistica que reciben los estudiantes y su evolu-
cién a lo largo de su trayectoria formativa. Fortalecer la habilidad de lectura
de grificos estadisticos en los estudiantes ayudard a formar ciudadanos mads
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informados y capaces de tomar decisiones fundamentadas en evidencia,
favoreciendo asi la construccién de una cultura estadistica en la sociedad.
Promover la alfabetizacién grafica repercutird positivamente en el desempefio
académico de los estudiantes, ademds de propiciard una sociedad mejor
preparada para interpretar y analizar la informacién que incide en dmbitos
tan diversos como la educacién, economia, la politica, la salud y la tecnologia.
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Introduccién

Desde el campo de la Didactica de la Matemitica se ha documentado que
los disefios didécticos que derivan de la investigacién no impactan en las
pricticas de la enseflanza como se espera. Investigaciones al respecto
(Bednarz, 2004; Bednarz et al., 2001) sefialan que las transformaciones que
sufren estos disefios cuando son experimentados en aulas comunes han
dejado ver reiteradamente un alejamiento de las intenciones originales de
los investigadores, asi como la dificultad que implica para los docentes
implementarlas en sus aulas (Artigue, 2011).

Gracias a diversos estudios sobre la prictica docente (Bednarz et al,,
2001; Block et al., 2007; Mercado, 2002; Rockwell & Mercado, 1988), hoy
en dia sabemos que los maestros necesitan apropiarse de las propuestas
didacticas para poderlas implementar y para ello, necesariamente las
transforman a partir de sus conocimientos y de sus condiciones de trabajo.
Al visibilizar la necesidad de los docentes de “ajustar” las propuestas que les
llegan de la investigacidn, asi como la singularidad de sus contextos de
prictica y los condicionamientos que estos imponen a su enseflanza, se
avanzé en la comprensién de cuestiones mds profundas vinculadas a los
procesos de formacién y actualizacién docente, asi como a las pricticas de
investigacién en didédctica de las matematicas (Sadovsky, 2024). Asi, con
respecto a la formacién, se observa que los cursos impartidos por expertos
no han generado cambios significativos en las aulas, principalmente porque
suelen estar desconectados de las practicas reales de los docentes, de las difi-
cultades que enfrentan y de las condiciones institucionales en las que se
desarrollan (Block et al., 2013; Savoie-Zajc & Descamps-Bednarz, 2007);
en cuanto a la investigacién didictica, la vision tradicional de investigadores
y docentes ha reflejado un dualismo entre teoria y prictica. Los investigadores
tienden a definir los problemas de ensefianza desde una postura tedrica,
mientras que los docentes, atrapados en su relacién practica con el trabajo
(Morales et al., 2017; Sensevy, 2011), son considerados como ejecutores de
las propuestas y de los productos generados por los investigadores.

Frente a lo anterior, se ha hecho visible la necesidad de estrechar la
relacién entre los componentes teéricos y pricticos de la ensefianza y, en
consecuencia, que investigadores en diddctica y docentes se involucren juntos
en el andlisis de las cuestiones de este campo (Sadovsky, 2024), dando lugar
a la produccién de un conocimiento situado, vinculado a las necesidades de
la prictica y a los contextos de accién especificos de los docentes. Los enfoques
colaborativos aparecen como una alternativa para que docentes e investiga-
dores, trabajando en conjunto, comprendan mejor la complejidad de las
practicas docentes y reformulen los problemas de ensefianza a partir de los
aportes de unos y otros (Sadovsky, 2024). En ese sentido, la colaboracién
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constituye una oportunidad para impactar en la formacién de todos los
involucrados (Bednarz, 2004; Desgagné et al., 2001; Savoie-Zajc &
Descamps-Bednarz, 2007).

En otros textos (Laguna et al., 2024; Castafio & Block, 2023) hemos
discutido sobre la relevancia de este enfoque para construir conocimientos
diddctico-matemidticos mds ajustados a las necesidades de la prictica; en
esta ocasién nos interesa destacar las contribuciones al desarrollo profesional
de los profesores participantes identificadas en tres estudios colaborativos
que involucran distintos niveles de escolaridad y conocimientos matematicos
especificos: el tratamiento de la informacién en preescolar, la geometria y
los nimeros racionales en secundaria. Centraremos el andlisis en torno a la
pregunta ;De que maneras la participacién de los docentes en proyectos
colaborativos abona a su formacién?

Marco tedrico

La investigacién colaborativa entre investigadores y docentes se caracteriza
por el propésito de reducir la brecha entre investigacién y prictica investi-
gando “con los maestros”y no “sobre los maestros” (Bednarz, 2004; Desgag-
né et al., 2001), y por la intervencién de los investigadores en el objeto de
estudio (Roditi & Trgalova, 2016). Asimismo, puede vincularse con tradi-
ciones de larga trayectoria como la investigacién-accion educativa (Barbier,
1996) o la investigacién basada en el disefio (Cobb et al., 2003).

En el caso de nuestros trabajos, dos referentes importantes han sido la
investigacién colaborativa de la escuela canadiense (Bednarz, 2004;
Desgagné et al., 2001), en relacién con el propdsito de crear una sinergia
entre la investigacién y los procesos de formacién de docentes, y la ingenieria
cooperativa de la escuela francesa (Sensevy et al., 2013), en lo que respecta a
la generacién de conocimientos didécticos, incluyendo propuestas didécticas
mds viables de implementarse en aulas de ensefianza regular. Compartimos
algunas ideas comunes a estos dos enfoques, como la conceptualizacién de
los hechos didicticos, en la que maestros e investigadores se asumen como
co-constructores de un saber vinculado a la prictica (Savoie-Zajc &
Descamps-Bednarz, 2007) o como “ingenieros en didactica” (Sensevy et al.,
2013), cada uno con su propia légica y especialidad, persiguiendo un mismo
fin: la mejora de la ensefianza.

Subyace a estas corrientes una concepcién del saber prictico docente
como una construccién social dindmica, influenciada por experiencias, teorias
y pricticas cotidianas (Mercado, 2002). Estos saberes evolucionan con la
reflexién y la experiencia, permitiendo a los docentes adaptarse a las necesi-
dades cambiantes de sus estudiantes. El proyecto de adaptar las propuestas
didacticas conjuntamente con los investigadores, de manera que sean propicias
para el aprendizaje de los alumnos y, al mismo tiempo, viables de imple-
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mentarse en las aulas en las condiciones en las que se desarrolla la practica
de los docentes, descansa en una concepcién del docente como un “actor
racional”y sujeto de conocimiento (Tardif, 2004).

Para el analisis de los cambios que sufren las propuestas didacticas al
pasar por el tamiz de los maestros y los investigadores y de los propios
alumnos, en el marco de un proceso colaborativo, asi como para desentrafar
la manera en que este proceso aporta al desarrollo profesional de los docentes,
retomamos de los estudios socioculturales de la prictica docente el concepto
de apropiacién de propuestas didécticas. La apropiacién es concebida “como
un proceso social activo en el que los maestros construyen y reelaboran
sentidos y saberes a partir del uso de las nuevas herramientas que les son
propuestas” (Espinosa & Mercado, 2009, p. 331). Con este concepto
queremos poner en primer plano el hecho de que los maestros interpretan y
transforman las propuestas para poderlas llevar a sus aulas, incluso cuando
estdn vinculadas a un proceso de reconstruccién por un colectivo de investi-
gadores y otros docentes. Estas transformaciones establecen una distancia
entre las condiciones previstas en el disefio y lo que finalmente ocurre en las
implementaciones (Laguna, 2016), y contribuyen a la construccién de saberes
sobre las propuestas y sobre la propia practica por parte del maestro.

Finalmente, para el andlisis y redisefio de las situaciones didicticas que
consideramos en nuestras experiencias, recurrimos a algunos conceptos de
la Teoria de las Situaciones Didicticas (T'SDj; Brousseau, 1998), empezando
por la consideracién constructivista que enfatiza el papel central de la reso-
lucién de problemas en el aprendizaje de las nociones matematicas. Esto
implica que la nocién que se desea ensefiar se pone en juego a través de
interacciones con un medio “adidictico” cuidadosamente planificado. Otras
caracteristicas de este tipo de situaciones son la posibilidad que ofrecen a
los estudiantes para verificar por si mismos si su resolucién fue exitosa o no,
y la necesidad de momentos de institucionalizacién, en los que los conoci-
mientos que fueron puestos en juego en la resolucién se vinculan explicita-
mente con los saberes culturales, y en los que el papel del docente es deter-
minante, pues conduce los procesos de explicitacién y socializacién del
conocimiento implicito que se ha desarrollado. Por otra parte, en cada estudio
recurrimos a aportes de la investigacién sobre los temas de matemadticas que
se abordan.

Método

Los tres estudios, realizados en el marco de tesis de maestria (Castafio,
2021; Laguna, 2016; Rodriguez, 2024), comparten varias caracteristicas
metodoldgicas propias de la investigacién colaborativa. Asi, para la recolec-
cién de datos, se propuso a los docentes en servicio una secuencia didictica
sobre un contenido especifico, la cual fue analizada previamente e imple-
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mentada en sus grupos escolares, durante un periodo de tiempo breve entre
cuatro y 15 semanas; los investigadores, y en algunos casos algunos maestros,
observaron clases, las cuales fueron grabadas en video y posteriormente
transcritas; y, finalmente, se sostuvieron reuniones colectivas y/o entrevistas,
que también fueron grabadas y transcritas.

Para el anilisis de los datos se consideraron dos fuentes: 1) las clases de
los maestros, a partir de los presupuestos explicitados previamente —el pro-
pésito didactico, los procedimientos esperados de los alumnos, las acciones
del docente previstas— y teniendo en cuenta tanto la relacién entre el
desempefio de los alumnos y las caracteristicas de las situaciones —relacién
anticipada desde los andlisis previos de las situaciones—, asi como las trans-
formaciones que cada docente imprimié a la situacién en la implementacion,
sus causas y efectos posibles; y 2) las reuniones colectivas, valoradas desde
los aportes de los docentes e investigadores, identificando ciertas regulari-
dades o tensiones que permitieron integrar los resultados de dichas imple-
mentaciones con la comprensién de la transformacién activa que los docentes
llevan a cabo durante la prictica.

Otras caracteristicas metodoldgicas, en cambio, difieren entre los tres
estudios. Por ejemplo, varié el formato presencial o virtual de los encuentros
entre investigadores y maestros, asi como las condiciones en las que se refle-
xionaba sobre las implementaciones de las secuencias: una reflexién colectiva
entre el maestro y el investigador, o una colectiva, involucrando a todos los
maestros participantes y a los investigadores de forma simultinea. También
fueron distintos los recursos utilizados para enriquecer dicha reflexién:
observaciones en el aula por parte de un investigador o de otro maestro, o
entrevistas individuales a los docentes. Finalmente, la manera en que se
concret6 la condicion de izeracion (Sensevy et al., 2013) también fue distinta,
con las clases implementadas por los diferentes docentes al mismo tiempo,
o con una clase anticipada que los demds podian ver antes de implementar
la propia. A continuacién, se presentan algunas cuestiones metodolégicas
adicionales de cada uno de los estudios.

El estudio en preescolar. La experiencia se llevé a cabo entre mayo y junio
de 2015 en el estado de Michoacin, México. Se implementé una secuencia de
tratamiento de la informacién a lo largo de seis clases con dos grupos de
tercer grado de preescolar de 4 a 5 afios. Las titulares de ambos grupos,
Emilia! y Ximena, con 10 afios de servicio, tenfan cierta familiaridad con el
enfoque didactico subyacente a la secuencia desarrollada. En este texto se
presenta lo ocurrido con el grupo de la maestra Ximena, quien trabajaba
en un jardin de nifios con jornada de tiempo completo, 6 horas, en la ciudad
de Morelia. La metodologia que se empled, Ingenieria de Desarrollo (Perrin-

! Los nombres de los docentes fueron cambiados en las tres investigaciones.
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Glorian, 2011), incluyé la realizacién de un taller previo a la implementacion,
reuniones a lo largo del proceso, y entrevistas individuales con las maestras.

Los estudios en secundaria. La experiencia sobre la ensefianza de la
geometria se llevé a cabo en 2019 con cuatro docentes: Lili, Ignacio, Sara,
Fabio, provenientes de dos escuelas distintas, quienes contaban con mas de
10 afios de servicio. Los grupos de primer afio tenian entre 35 y 40 alumnos
y sus edades estaban entre los 13 y 14 afios. La dindmica de trabajo con los
docentes, que denominamos dispositivo en la investigacién, consideré tres
situaciones didécticas y se basé en la alternancia de las sesiones colectivas
entre los investigadores y los maestros, y la implementacién de la secuencia
por parte de estos tltimos con sus grupos de alumnos; todos los maestros
implementaban la misma situacién en la misma semana. Estas sesiones
cumplian un doble propésito: analizar las clases recién impartidas y planear
la clase siguiente.

En el estudio sobre la ensefianza de la multiplicacién de nimeros
racionales participaron cinco docentes: Sara, Graciela, Tere, Lola, Aldo. La
experiencia se llevé a cabo entre enero y abril del 2023. El dispositivo dise-
fiado constd, para cada una de las tres situaciones diddcticas estudiadas, de
un ciclo conformado por cinco momentos: 1) una sesién colectiva de andlisis
previo de la situacién que seria implementada; 2) la implementacién por
una sola profesora, con conocimiento y experiencia en el enfoque diddctico
subyacente, de la situacién en una “clase anticipada”. Dicha clase fue filmada
y distribuida entre los demds profesores, quienes pudieron verla y analizarla
antes de implementar en sus grupos; 3) una sesién de andlisis colectivo de la
clase anticipada; 4) la implementacién de la situacién en las clases por los
demads profesores; y 5) una sesién de andlisis colectivo de las experiencias.
Para esta investigacidn, las sesiones colectivas se desarrollaron de forma
virtual.

Resultado

En este apartado analizamos algunos episodios de cada uno de los tres
estudios, basindonos en las dos fuentes de datos, las clases de los maestros y
las reuniones colectivas. Si bien cada estudio responde a preguntas de inves-
tigacién especificas, aqui se enfatizan las aportaciones que se identificaron
en la formacion de los docentes.

El tratamiento de la informacion en preescolar

La investigacién tuvo como propdsito conocer las transformaciones que
realizan dos maestras de preescolar en relacién con propuestas didécticas de
tratamiento de la informacién disefiadas exprofeso. Del proceso de recons-
truccién de las secuencias se buscé indagar: ;Qué se modifica?, ;En qué
medida las transformaciones enriquecen o debilitan la situacién?, ;Cémo
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afectan al propésito original?, y sQué factores las propician? Se encontré
que, 7) las transformaciones realizadas por las maestras no solo conservaron
el sentido de las secuencias, sino que lo enriquecieron (Laguna & Block,
2020a); i) al desviarse de lo previsto, se revelaron caracteristicas unicas de la
forma en que las educadoras se apropiaron de las situaciones; y 7ii) la
reconstruccién de las situaciones favorecié la construccién de conocimientos
didictico-matemdticos que se configuraron como aportes a la prictica
docente.

En este apartado se da seguimiento al caso de la maestra Ximena, cuando
implementa la situacién de la encuesta. Esta situacion formaba parte de una
secuencia mas amplia en la que se articulaban tres recursos: la receta, la
grifica y la encuesta, en torno a la actividad de hacer gelatinas. Se presenta
un ejemplo breve de las transformaciones que realizé la maestra Ximena al
disefio inicial y de cémo estas modificaciones fueron conceptualizadas en
reflexiones posteriores.

La situacion de la encuesta. Con motivo de que los alumnos del grupo A
prepararian gelatinas para los nifios del grupo B, se planteé la elaboracién
de registros cuyo objetivo era identificar la preferencia de sabor entre dos
opciones por parte de los nifios del grupo B. Para obtener la informacién se
propuso una organizacién por equipos —A-B—. Cada equipo encuestador
tendria que decidir qué preguntar y cémo registrar la informacién obtenida
del equipo encuestado.

Para el registro, se previé que los nifios usarian numerales, marcas de
conteo, dibujos, simbolos y/o escrituras. La relacién entre los datos nifios-
sabores representaria el mayor reto: podria presentarse en forma de listado o
en columnas y renglones, acercindose a un formato de tabla. Se buscé que
los nifios participaran en las tareas de manera auténoma, sin que las docentes
propusieran anticipadamente formas especificas de registrar, organizar o
recuperar la informacién. La elaboracién de registros daria lugar a la institu-
cionalizacién de “la encuesta” como una forma de obtener datos que reflejaran
las preferencias de otros.

Se contemplaron tres momentos para validar el formato de la encuesta:
primero, al reportar a la docente cudntas gelatinas necesitaban de cada
sabor, donde se esperaba que los alumnos se dieran cuenta de si la forma en
que obtuvieron la informacién les permitia reflejar la relacién nifios/sabor.
En segundo lugar, al contrastar formatos de registro durante la puesta en
comun, identificando los més eficaces. Y finalmente con ayuda del registro,
al entregar a cada nifio del grupo B la gelatina del sabor que pidié.

Interpretacion de la partitura: un ejemplo de apropiacion de la maestra
Ximena. A la diversidad de formas de desarrollar “buenas clases” a partir
de una misma situacién se le denominé “interpretacion de la partitura”,
aludiendo al oficio de un director de orquesta que interpreta y adapta una
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pieza musical segln su visién particular, obteniendo asi una “versién” de esta
(Laguna et al., 2024). Para ilustrar la interpretacién realizada en un grupo
especifico, el de Ximena, se retomaron dos momentos concretos, 7) el plan-
teamiento de la encuesta, que trajo consigo notables transformaciones res-
pecto al disefio inicial, y ii) la recuperacién de la segunda fase de validacién,
que parecia haberse diluido con los cambios.

Un inicio imprevisible: seguir las propuestas de los nirios. En contraste con
lo previsto en la situacién de la encuesta, la maestra Ximena planteé el
problema de manera grupal, lo que favorecié una discusién colectiva en
lugar de un trabajo por equipos.

Ximena: [...] gLes gustaria que les hiciéramos una gelatina a los nifios del grupo B?
[dicen que si] Oigan, pero 3cdmo vamos a saber si un nifio quiere de uva o quiere
de fresa? [eran los sabores disponibles]

Derivado del planteamiento de su maestra, los alumnos comenzaron a
aportar ideas para recuperar las preferencias de sabores del grupo B. A
medida que surgian las propuestas, la docente devolvia la informacién al
grupo para analizar su viabilidad, dando cause a las sugerencias: “;Qué
pregunta le vamos a poner? ;Cémo podemos empezar?” (Ximena). La
dindmica grupal los llevé a tomar decisiones conjuntas que se generalizaron
para todos: encuestar uno a uno, anotar la informacién “en un papel”, y definir
“qué diria” ese papel. Estas decisiones provocaron transformaciones signifi-
cativas en comparacién con lo que se habia previsto en el disefio inicial. Sin
embargo, los nifios pudieron asumir la responsabilidad del problema y
organizarse para recabar la informacién, que era el objetivo de la actividad.

Al final, se obtuvo un formato de encuesta que se aplicé de forma indi-
vidual, pero construido de forma colectiva, concluyendo lo siguiente: en la
parte superior de la hoja de registro iria el nombre del encuestador, seguido
de la pregunta: “Hay dos opciones de gelatina, fresa y uva; ¢de qué sabor
quieres?”. La respuesta del encuestado seria sefialada con una marca de conteo
[v] encima del sabor elegido —dentro de la pregunta escrita—. El nombre
del encuestado se registraria en la parte inferior.

Después de elaborar el formato, la maestra implementé una simulacién
de cémo harian la encuesta. Las demostraciones, ejemplificaciones y practicas
previas son acciones que conforman una singularidad de la prictica de la
maestra Ximena, quien realizaba este tipo de intervenciones de manera
constante para garantizar que sus alumnos comprendieran las consignas
(Laguna, 2016). Debido a esta particularidad, le pudo resultar conflictivo
“soltar” a los nifios en la actividad con poca informacién previa, dejando las
decisiones en manos de los equipos, lo que probablemente la llevé a generar
y sostener la dindmica grupal. Estas acciones particulares constituyen un
“repertorio” que refleja la identidad de los individuos en las pricticas cotidianas
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(De Certeau, 1990) y, en este caso, son representativas de las formas en que
la docente se apropia de un disefio.

Sin duda, estas transformaciones en la forma prevista de hacer la encuesta
diluyeron la posibilidad de llevar a cabo el segundo momento de validacién
tal como estaba previsto. Sin embargo, aunque habia un formato de encues-
ta predeterminado, algunos nifios lo adaptaron a sus propias necesidades de
registro: escribieron el sabor en lugar de marcarlo, omitieron la escritura de
la pregunta y anotaron los nombres del encuestado y del encuestador de
distintas formas (Laguna & Block, 2020b). Estas variaciones en el uso del
formato grupal dieron pie a otro tipo de andlisis que, como se verd a conti-
nuacién, permitié recuperar la validacién contrastando las diferentes formas
de registro y las caracteristicas del formato.

Un giro inesperado: recuperacion del andlisis de formatos. Al momento de
recuperar la informacién individual de las encuestas —primera validacién—,
la maestra confronté a los nifios con una contingencia: algunos compafieros
no asistieron ese dia, pero el dia anterior habian hecho su encuesta. Por lo
tanto, era necesario recuperar la informacién de estos formatos para
completar la tabla general.

En lugar de simplemente tomar la informacién de las encuestas de los
nifios ausentes, la educadora aproveché esta situacién para plantear una
nueva actividad: repartié las encuestas entre equipos de dos o tres nifios,
quienes debian leer la informacién del formato y comunicirsela a ella para
que pudiera anotarla en la tabla. Aqui se resalta la flexibilidad de la secuen-
cia como un atributo que admite modificaciones sin perder la estructura
completa de la secuencia.

Como se ha sefialado, las transformaciones que los docentes realizan a
las propuestas diddcticas son necesarias, pues permiten su viabilidad. En
este caso, las modificaciones reflejan los saberes que la maestra Ximena ha
construido con el tiempo, lo que le permite aprovechar las contingencias de
las clases para dar lugar a experiencias singulares; incluso, para recuperar
una fase importante de la secuencia que parecia perdida.

La lectura de formatos elaborados por otros generé discusiones enrique-
cedoras dentro de los equipos, debido a que no todos habian seguido las
indicaciones “al pie de la letra” al momento del llenado. Debido a estas
variaciones, requirieron un esfuerzo de interpretacién por parte de los
lectores. Este escenario marcé el inicio del segundo momento de validacién.
A continuacion, se presenta un ejemplo ocurrido en un equipo conformado
por dos nifias que no lograban interpretar los datos de la Figura 1.

En la Figura 1 se observa que los sabores estin escritos sin espacios entre
las palabras y que las representaciones de la # la v y la palomita v son muy
similares. Esto generé dificultad para que las nifias distinguieran los sabores
escritos y determinaran cudl era el sabor elegido. La siguiente interaccién
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entre las nifias y la maestra Ximena evidencia las dificultades de interpreta-
cién y la forma en que la educadora las apoya sin resolverles directamente.

Figura1

Encuesta ‘ajena” interpretada por dos alumnas

Ximena: La persona que hizo la encuesta ;si registrd de qué sabor queria la gelatina?

Alumna 1: Parece que no porque yo no le veo uva ni fresa

Alumna 2: Aqui no se ve como el sabor

Ximena: Fijense bien [devolucion] y si no, me la regresan [A1l y A2 discuten sobre

la escritura y logran identificar las palabras: uva y fresa]

Alumna 1: Maestra, aqui dice fresa y uva

Ximena: 4 ver, aqui encontraron que dice uva y fresa zdonde ven una serial [brinda

ayuda] que marque algo del sabor?

Alumna 2: No se ve

Alumna 1: ;Uva?

Ximena: 3Por qué? [Al sefiala la marca arriba de la palabra uva] 45 sz, ahi tiene

la palomita

Cuando las alumnas solicitaron ayuda debido a sus dificultades en la
interpretacion, la maestra les devolvié el problema: “fijense bien” (Ximena),
lo que las llevé a revisar detenidamente la encuesta. Esta segunda mirada les
permitié a las alumnas discutir sobre la escritura de su compaifiero, alejan-
dose de la idea estricta del formato y buscando dar sentido al texto y a las
marcas escritas. Asi, lograron distinguir las palabras “fresa”y “uva”. Al acudir
con la educadora para mostrar su avance, reciben un nuevo apoyo de la
maestra: “;dénde ven una sefial?” (Ximena). Con el trabajo conjunto entre
las nifias y la docente, cada una ejerciendo su rol, se pudo recuperar la
informacién recabada por el encuestador, y agregarla a la tabla.

Después de elaborar la tabla, la maestra compartié las dificultades de
cada equipo con el resto del grupo. El anilisis derivado de la actividad
propuesta por la educadora se centré en las dificultades que surgieron al
utilizar el formato acordado, como la falta o la ilegibilidad de nombres
encuestador-encuestado, la falta de claridad en el marcado o escritura del
sabor preferido, y los pros y contras de las distintas formas de llenado. La
docente enfatizé en que, aunque algunos registraron de otra manera, lo
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relevante era que pudieran entender su informacién y establecieron acuerdos
sobre aspectos importantes a considerar para futuros registros: escribir
claramente para que otros puedan entenderlo, no olvidar poner el nombre
del encuestado y del encuestador, asi como la posibilidad de usar taches [x]
en lugar de palomitas para evitar confusion.

Reflexiones de la maestra Ximena sobre su propia prictica. Posterior a la
implementacién, se dialogé con la maestra Ximena para comprender cé6mo
interpretaba los cambios que realizé al disefio de la encuesta y c6mo, a pesar
de las amplias transformaciones, logré recuperar los propésitos previstos en
la situacién. De este proceso, se resaltan dos conceptualizaciones que
permiten, por un lado, mostrar lo que resulta relevante para la maestra al
apropiarse de la propuesta, y, por otro, explicar los aportes de estas trans-
formaciones al enriquecimiento de la situacién didactica.

a) Flexibilidad en la practica. Una caracteristica constante en la practica
de la maestra Ximena es la facilidad con que adapta las secuencias a lo que
ocurre en su grupo, tomando las contingencias que surgen en las actividades
como oportunidades de problematizacién. Segin explica, es importante
“tener flexibilidad en esto de la préctica’, y cuando ve aparecer propuestas
de los nifios, las incluye, a pesar de los cambios que esto implique.

b) Aprovechar el interés de los nisios. Otra singularidad de Ximena es su
postura frente a la planificacién de un disefio didéctico, pues para ella es un
marco de accién que no es necesario seguir “al pie de la letra” (Laguna &
Block, 2020a). Es decir, antepone los intereses que surgen en el aula a la
estructura de la situacién. Como sefiala “muchas veces hago la planificacién
completa [...] y al dltimo tengo que omitir actividades porque ya no se
pudieron hacer o tengo que agregarle otras [...] porque los nifios van di-
ciendo opiniones [...] y si tienen el interés, aprovecho” (Ximena). Entonces,
si los alumnos estdn implicados en una actividad, los mantiene trabajando
en torno a ese interés, como cuando se realizé el disefio grupal de la encuesta.

Comentario final. En esta experiencia se aprecia cémo la educadora
hace ajustes in situ a la secuencia, alcanzando los resultados previstos.
Ademis, a través de la interaccién entre la investigadora y la maestra Ximena,
se explicité la l6gica subyacente a dichos cambios, lo que generé una
comprensién conjunta sobre lo ocurrido en la prictica. En ese sentido, se
considera que la reconstruccién de las secuencias es fundamental en el
proceso de apropiacion, al posibilitar que los docentes adapten un disefio
general a las particularidades de cada grupo y a su propia forma de ensefiar.
Debido a lo anterior, es recomendable que los disefios didécticos contemplen
cierto grado de flexibilidad (Laguna & Block, 2020a), que permita los ajustes
necesarios sin imposibilitar la recuperacién del problema. Finalmente,
vemos en estas transformaciones expresiones de libertad —entendida como
agencia— y de creatividad, que se materializan cuando los docentes plantean
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soluciones précticas para superar las debilidades o dificultades que encuentran
en las propuestas, reapropidndose asi de los disefios a través de acciones
especificas (De Certeau, 1990) que reflejan la singularidad de las practicas
docentes.

La geometria en secundaria

Esta investigacién tuvo como objetivo contribuir al conocimiento sobre los
procesos de formacién de profesores de matemadticas en servicio, respecto a
algunos aspectos de geometria en secundaria, bajo un enfoque didéctico
especifico (Castafio, 2021). Para ello, el anilisis se centré en el funciona-
miento del dispositivo implementado, particularmente en las dos fuentes de
retroalimentacién para los docentes, la que ofrece la implementacién de las
situaciones en el aula y la que ofrecen las reuniones colectivas. Este andlisis
se apoya en los intercambios entre maestros e investigadores ocurridos en
estas tltimas, a fin de destacar experiencias que contribuyeron a la formacién
de los docentes.

Las situaciones diddcticas. Los investigadores propusieron a los docentes
situaciones que plantean un juego de comunicacién (Brousseau, 1998) en el
que los alumnos se organizaban en equipos de dos integrantes y asumian el
papel de emisores y de receptores de un mensaje escrito, de manera alternada.
Los emisores tienen un dibujo de una figura y redactaban un mensaje a los
receptores para que, sin verla, ellos pudieran reproducirla de manera idéntica.
El juego lo ganaban los equipos que lograban la congruencia entre las figuras
original y la reproducida; la validacién se establecia por superposicién de las
dos figuras. Este tipo de situaciones ha sido ampliamente estudiado en el
ambito de la investigacion, por ejemplo, Fregona (1995). Considerando los
contenidos geométricos en estudio, se seleccionaron tres figuras geométricas,
organizando una situacién de comunicacién para cada una. La situacién 1
correspondia a configuraciones de rectingulos con alguna de sus diagonales
o una linea paralela a uno de sus lados, la situacién 2 implicaba a los parale-
logramos, y la situacién 3 a los tridngulos. La implementacién en el aula de
estas situaciones por parte de los maestros fue la base de las discusiones y
reflexiones que se generaron en el colectivo. A continuacién, presentamos
un ejemplo.

“Leer” colectivamente la experiencia en el aula. La clase de Lili. En la
sesién colectiva, tras las implementaciones de la situacién 1, los maestros
compartieron su experiencia en el aula, resaltando aspectos que consideraron
relevantes. A peticién de los investigadores, incluyeron un comentario sobre
las caracteristicas de las producciones de sus alumnos; en casi todos los casos,
compartieron ejemplos de los mensajes o de los dibujos reproducidos a partir
de estos. En su intervencién, la maestra Lili destacé un recurso que habian
usado sus alumnos para reproducir la figura, el uso de dobleces de papel. En
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el siguiente fragmento se presenta la interaccién que se dio en el colectivo, a
propésito de su intervencién:

Lili: [...] Hubo otra situacion, gverdad, maestro? [im‘erpe/a al maestro Aldo, quien fue
observador de su clase 2], y es que hicieron este doblado [toma varias hojas de color
con dobleces que configuraban la misma forma de la figura modelo], Aicieron
los doblados de papel y scomo lo hicieron? ;jquién sabe! [rie]. Aqui estan, mirenlos
[los ensefa a todo el colectivo]

Aldo: 87, varios [alumnos]

Investigadora: [Toma una de las hojas] ;Y este rectdangulo lo recortaron [los alum-
nos] o los papelitos que les diste [para trazar la figura] eran de este tamario? [se
refiere al tamafio de la hoja de color que tenia la misma forma rectangular de
la figura modelo]

Lili: Todos los papelitos los di a la mitad [las hojas de colores que dio Lili era un
medio del tamafio A4. Medidas: 21.5 cm por 14 ¢m aprox.]

Investigadora: 45, ok

Aldo: Ajd, era su material para escribir y dibujar [el mensaje; la figura]

Lili: 8% para que no desperdiciaran tanto papel...Y asi lo entregaron [el rectingulo
reproducido con los dobleces tenia el tamafio de la media hoja entregada por
Lili], pero a la hora de recoger y analizarlo yo les decia que el objetivo era que del
mismo tamario y la misma forma; entonces pues esto ya salia [ya no era vilido],
pero bueno, fue el producto que ellos me entregaron... [Silencio por unos segun-
dos] Y's, lo que pasa es que yo también trabajo con papel, le hago doblado y entonces
ellos pensaron que de esa manera podian resolver la situacion

Aldo: Aunque no se les haya dicho [en la consigna]

Lili: 4jd

En su intervencién previa a este episodio, el maestro Aldo comparti6

que, al instaurar la consigna en la clase, Lili presenté el objetivo del juego,
destacé la restriccién de no incluir dibujos en el mensaje, asi como el método
de validacién por superposicion de las figuras. Asimismo, no sugiri6 la toma
de medidas ni indujo el uso de la regla como instrumento de medicién. Las
figuras modelo que entregé a los alumnos tenian el tamafio de las figuras
presentadas en la ficha didéctica3. Para Aldo, la consigna de Lili fue clara y
los alumnos no manifestaron dudas ni comentarios al respecto.

La interaccién que se dio en el colectivo tras la intervencién de Lili

permitié reconstruir algunos aspectos asociados a su clase y a la estrategia
usada por los alumnos para lograr el objetivo del juego: 1) el doblado posibilité

2 Aldo tuvo una participacién limitada en la investigacion, pues fue observador de esta tnica clase y
luego se retiré por incompatibilidad con los horarios.

3 Los investigadores entregamos a los maestros una ficha diddctica de las tres situaciones donde
presentamos aspectos generales de estas: objetivos, fases, consignas, ejemplos de posibles producciones y
los dibujos de las figuras modelo que se disponian para cada situacién. Las dimensiones del rectdngulo
que servia como figura modelo de la situacién 1 eran 4.5 cm por 2.6 cm. De entrada, nosotros esperd-
bamos que las hicieran mds grandes, como de hecho ocurrié con las de los demis.
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la reproduccién de las figuras, misma forma, aunque de tamafio diferente, 2)
doblar el papel no fue algo sugerido en la consigna; ya que de acuerdo con
Aldo y Lili, ella precisé el objetivo de la igualdad entre las figuras original y
reproducida y 3) el doblado surgié desde la formulacién de los mensajes,
como una estrategia que se complementaba con el trazo de lineas, ver Figura
2. Cuando Lili detect6 que esto estaba pasando, no intervino y permitié a
los alumnos continuar con su trabajo.

Figural
Ejemplo de un mensaje que apela al doblez del papel para reproducir la figura. Alumnos de
Lili

TNSTROCCTONES. A

@
S TOMA (A €SGUTNA  SOCERTOR T2ZQUIERDA . SEDORA OF TAL

MARMERA GOE QUEDE AL BORDE INFERICR PARA FORWAR UN
TRIAVGOO.

@U[\ w2 doblado, e hoza o lind wihcal eobre el wogen de
ddho Mangolc, dwidiendo ol Fridngolo y al  rectangulo.

@ (uordo se_descbbe , debe quedar on cuodiado el lodo rzquieddc
cca vna linea dogonal y un  rectargulo bl laco derecho.

@

PARA FINALIZAR ED €C RECTANGOLO SE TRAZA ONA
LIVEA DIAGONAL Qe \OUWA DE EsquINA TZGOTERDA (SUPEROR)
A ESQUINA DERECHA( INFER|OR).

Para Lili y Aldo, y para los demds integrantes del colectivo, el doblado del
papel fue una estrategia sorprendente que no habria sido posible anticipar.
La explicacién que formulé Lili en su intervencién muestra por qué los
alumnos lo consideraron como una estrategia para alcanzar el objetivo del
juego: en las clases de Lili la papiroflexia era una préctica cotidiana vinculada
al estudio de la geometria. La meta de reproducir la figura, junto con las
caracteristicas del papel que Lili entregé para escribir el mensaje y trazar la
figura a partir de este, y la forma rectangular que este papel tenia, llevaron a
que los alumnos sobre entendieran que debian hacerlo en esa mitad de la
hoja que habian recibido. Para ellos, el juego de comunicacién era una acti-
vidad mds en el marco de la prictica de la papiroflexia que caracterizaba a
las clases de geometria y dado que el doblado del papel permite obtener
figuras de formas variadas, la estrategia de los alumnos se configuraba un
recurso viable para reproducir la figura modelo.

Al compartir su sorpresa por este tipo de producciones, al explicitar las
condiciones en las que se formul6 la consigna y una posible razén del porqué
de estas, Lili da cuenta de un nivel de andlisis mds profundo, en el que
articulé las acciones de los alumnos con sus pricticas y recursos de ensefianza.
Esta reflexién se enriquecié con las aportaciones que hicieron uno de sus
colegas y el investigador:
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Ignacio: [...] Me llama la atencion, por ejemplo, que ninguno [de los maestros que
integran el colectivo y que implementaron la S1] zenemos lo que pasé con Lili
y es porque Lili tiene mucho ese perfil del doblex. Y entonces cada maestro le va
dando un matiz. Dependiendo de nuestras palabras, [de] nuestra forma de ser es
que se comporta el grupo [de alumnos] de forma distinta

[...]

Investigador: [...] Un concepto que puede venir a cuento de lo que pasc es el de
contrato diddctico, un concepto también de la teoria de situaciones diddcticas que
tiene que ver con lo que los alumnos creen, y se imaginan que su profesor espera de
ellos; siempre cuando se meten a una actividad, si estdn en la escuela y estin en
clase de matemdticas con cierto profesor, ellos consciente o inconscientemente saben
que se espera de ellos cierto tipo de respuesta. Por eso, cuando queremos que sean
muy libres y muy espontdneos tenemos que lograr debilitar esas expectativas para
que se metan por su cuenta en el juego

Para el maestro Ignacio, la explicacién que habia dado Lili le hacia mucho

sentido, pues reconocia esta caracteristica del doblez en su prictica de la
ensefianza de la geometria* y, ademds, para ese momento, contaba con un
referente mds amplio: las experiencias de lo que habia sucedido en su propia
clase y en la de sus otros colegas al implementar la misma situacién. En
efecto, como sefialé Ignacio, ninguna de las producciones que surgieron en
su clase y en las clases de los demds maestros presentaba esta caracteristica’.
Los maestros, en sus reflexiones iniciales, atribuyeron las deficiencias
principalmente a los alumnos, olvidaban los temas que ya vieron antes o
desatienden la clase. Luego, con ayuda de los comentarios de los investiga-
dores, como observadores de las clases, se fueron evidenciando caracteristicas
de las producciones tales como la falta de medidas en los mensajes u otra
informacién faltante y un recurso persistente a la posicién de las figuras.
Para los maestros resultaba dificil ver, en los procedimientos y los errores de
los alumnos, los conocimientos que ellos ponian en juego, asi como los que
demostraban no tener; pero mas dificil les resultaba relacionarlos con su
propia gestién (Block et al., 2013). De ahi que la reflexién de Lili construyera
un avance en esa direccidn.

Desde la perspectiva de los investigadores, no se conocia con antelacién

a la sesién lo que habia sucedido en la clase de Lili; nuestra comprensién
sobre las producciones de sus alumnos, su gestién y la relacién entre estos,
se fue construyendo en el marco de la interaccién que se desarrollaba.

4 Los maestros Lili e Ignacio trabajaban en la misma escuela y eran compaiieros desde hacia mas de
10 afios en esta institucion.

5 De manera generalizada, las producciones de los alumnos se habian caracterizado por la tendencia a
considerar la posicién de la figura en la hoja como una caracteristica geométrica de la figura. En las
descripciones, identificamos un recurso persistente a la posicién de las figuras —linea, horizontal,
vertical, inclinada, linea a la derecha o a la izquierda de otra—, uso de términos no matemdticos y
ambiguos. Incluso, en algunos casos, hubo omisién de medidas.
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La discusién, nos permitié entender no solo la experiencia con el doblado,
sino aportar a esta desde nuestros propios marcos de referencia: desde nuestra
perspectiva, se estaba gestando una reflexién en torno a la nocién de contrato
diddctico (Brousseau, 1998) en términos de la relacién diddctica que se da
entre un profesor y las producciones de sus alumnos. Con ello se buscé
otorgar legitimidad a las reflexiones que venian construyendo los maestros,
al explicar que el conocimiento diddctico busca mostrar que las acciones de
los alumnos no sélo responden a las intenciones expresadas en la consigna,
sino que las practicas cotidianas del aula los llevan a hacerse una idea de lo
que estd permitido y lo que no, con relacién a cierta cuestién matemadtica
(Castafio, 2021). Vemos c6mo en el marco de un trabajo colaborativo, la
experiencia en aula de los maestros se cruzé con las interpretaciones de los
investigadores y de los otros maestros (Bednarz et al., 2001), constituyéndose
en experiencias formativas para estos ultimos (Castafio & Block, 2021); y
mds precisamente, en un conocimiento que se genera en torno a la situacién
didactica, de los aspectos que funcionaron y los que no, por ejemplo, la
necesidad de precisar con claridad el objetivo de la igualdad entre las figuras
original y reproducida al instaurar la consigna, y la pertinencia de entregar
papel blanco para las construcciones de la figura.

Comentario final. Con este episodio se buscé mostrar cémo se genera la
reflexién sobre la practica docente, a propésito de la experiencia propia en el
aula y la de otros colegas que comparten el mismo proyecto de ensefianza, y
de las reflexiones que se gestan en torno a esta por un colectivo de investi-
gadores y maestros. La posibilidad de narrar la experiencia individual al
implementar las situaciones, compartiendo los aspectos que resultaron
sorprendentes en relacién con las producciones de los alumnos e intentando
formular explicaciones sobre estas; la posibilidad de conocer la mirada que
un colega externo tuvo sobre la propia clase al observarla; de conocer aspectos
de la experiencia de otros colegas con la misma situacién —qué hicieron
diferente, qué dificultades fueron compartidas, qué lograron con los alumnos,
etc.— y; finalmente, la posibilidad de recibir las aportaciones de otros —
colegas e investigadores— en un intento por profundizar y desentrafiar los
hechos de la prictica, constituyen formas de retroalimentacién para todos
los involucrados. Para los maestros en particular, esta retroalimentacién
representa la posibilidad de transformar la comprensién personal sobre su
préctica y, a partir de ello, fortalecerla.

La multiplicacion de niimeros racionales en secundaria

Este estudio tuvo dos propdsitos principales: 1) Explorar un dispositivo
para la formacién en didactica de las matemdticas de docentes de secundaria,
a través de una experiencia de adaptacién, implementacién y andlisis grupal
de una secuencia de situaciones diddcticas sobre la multiplicacién de nimeros
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racionales y 2) Contribuir al desarrollo de una secuencia didéctica sobre
dicho tema que incorpore aportes tanto de la investigacién diddctica, como
de la experiencia de los docentes. En este texto se abordan algunos aspectos
de los procesos de apropiacién por los que pasaron los docentes a lo largo de
la experiencia.

Las situaciones. Una de las principales dificultades para el aprendizaje de
la multiplicacién de ndmeros racionales es que esta operacién asume signifi-
cados distintos de los que tiene en los nimeros naturales: deja de ser una
operacién que “agranda” todas las veces, y ya no corresponde siempre a una
suma repetida, entre otras diferencias (Brousseau, 1981; Block, 2022). Estas
dificultades se agravan porque en la escuela, la ensefianza tiende a privilegiar
el algoritmo en detrimento del sentido. Las tres situaciones implementadas
en este trabajo buscaron favorecer la comprensién de este nuevo sentido de
la multiplicacién.

En la situacién 1A “Vueltas alrededor de un circuito 17, se buscé estable-
cer que tomar una fraccion de una cantidad expresada por un nimero natural
— Zde 7 unidades—, es uno de los significados de la multiplicacién. El
contexto era el de un tren que daba cierto nimero de vueltas, entero o
fraccionario, alrededor de un circuito de 60 km. En la segunda situacién, la
1B, “Vueltas alrededor de un circuito II”, la medida del circuito era una
fraccién de hectémetro y conducia al cdlculo de una fraccién de fraccién.
Las dos situaciones anteriores se retomaron de un libro de texto (Block et al.,
2018) y estin basadas en la consideracién, planteada por Freudenthal
(1973), de usar contextos en los que las fracciones, alternadas con los natu-
rales, indican ndmeros de veces, o de vueltas. Finalmente, en la tercera
situacién didéctica, “El rompecabezas”, se trataba de ampliar las piezas de
un rompecabezas a partir de saber que el lado que en el rompecabezas
original media 4 cm, en la ampliacién debia medir 7 cm. La fraccién jugaba
el papel de un operador multiplicativo constante —factor de escala—. El
disefio de la situacién propiciaba una estrategia errénea muy comun, la
aditiva, pero a la vez permitia poner en evidencia el error, al constatarse que
las piezas no embonaban. Esta situacién se tomé de una secuencia disefiada
por Brousseau (1981), para introducir a los racionales como aplicaciones
lineales.

Procesos de apropiacion. En este apartado se analizan los procesos de
apropiacién del enfoque diddctico que sustentaba a las situaciones vividas
por los participantes. Primero se presenta el caso de una docente cuya prictica
mostré transformaciones bastante visibles; después, se examina una caracte-
ristica del enfoque didictico promovido, la institucionalizacién, la cual
resulté dificil de implementar, incluso para los docentes con mayor experiencia.

Cambios importantes a lo largo de la experiencia. Se puso de manifiesto
una diversidad de formas de implementar las situaciones didacticas por parte
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de los docentes. Se expone aqui el caso de la maestra Tere. En la sesién gru-
pal en la que se analiz6 la primera clase impartida por los docentes, la situa-
cién 1A, la maestra describi6 su experiencia como sigue:

Tere: [...] Son nifios muy disciplinados, trabajan muy bien en equipo |...] Considero
que fue un trabajo muy bonito, |...] porque mis alumnos desde que les di las ins-
trucciones, [...] se integraron, porque si les puse condiciones [...] [Les dije] que
les iba a contar el tiempo y la actividad |[...] El equipo que me entregaba mds
rdpido, pues consideraria qué premio le vamos a dar

Ademis, la profesora agregé que sus alumnos terminaron la actividad en
50 minutos. De acuerdo con este relato, todo funcioné bien, lo cual contrastaba
con los relatos de los otros maestros acerca de las dificultades de sus alumnos,
asi como con el hecho de que ellos no pudieron ir més que la mitad de la
leccién en una sesién de 90 minutos. Durante la sesién se solicitaron a la
maestra Tere ejemplos de producciones de sus alumnos, pero ella se limité a
decir que resolvieron “sin ningtn problema”. Afiadi6 “los nifios hacen todo
mecdnico, se van a obtener resultados, pero no [explican] cémo los obtuvieron”.
Se observa que la maestra tiene dificultad para identificar los procedimientos
y errores de sus alumnos. Aprender a identificarlos implica un proceso de
aprendizaje (Block et al., 2013).

En la segunda clase, donde se aplic6 la situacién 1B, la maestra Tere
presté6 mayor atencién a los procedimientos de los alumnos, pero por la
forma en que organizé la resolucién, con un alumno al frente y los demds
observando, sélo se registré un procedimiento, el convencional.

En la tercera aplicacién se evidencié un cambio en la forma de llevar la
clase por parte de la profesora: procuré dar mds espacio al trabajo auténomo
de los alumnos. Al respecto comenté: “yo sinceramente los dejé, los dejé, [y]
dije: a ver hasta dénde llega alguno de ellos y [ver] algiin comentario
[procedimiento] diferente”. Este hecho permitié que se manifestara el
error aditivo esperado, como se puede ver en el siguiente fragmento del
registro de la clase:

Tere: sAlguno de los equipos que haya armado su rompecabezas nos podria decir qué

observan?, ;qué estrategia usaron?

Alumno 1: Sumarle 3 a todas las medidas

Tere: ;De qué se dieron cuenta?

Alumna 2: De que no cuadra

Alumno 3: No queda como el chigquito [como la figura original]

Alumna 1: Que sobran espacios

Alumna 2: Que estd mal la pieza y no encajaba

Alumna 3: Lo medimos mal y no quedaba

De acuerdo con lo observado, mds alld de “copiar” o “pasarse” un resultado,
los alumnos dialogaban entre si, para explicarse qué podian hacer para
resolver la tarea. La discusién y el cuestionamiento propiciaron la construccién
de procedimientos por algunos alumnos, obtener el valor unitario, la medida
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que corresponde a 1 cm, 1i de cm o 1.75 cm, dividiendo una medida entre
la otra, o “sacando mitades”: si a 4 corresponde 7, a 2 corresponde 3.5...;
obtener el incremento proporcional a las medidas: se suma a cada medida
75% de ella misma, o de ella; utilizar la regla de tres.

Es posible que este cambio en la forma de gestionar la clase, y en la
participacién de los alumnos, haya estado relacionado con caracteristicas de
la situacién misma: el producto final no era un resultado numérico, sino un
rompecabezas ampliado en el que las piezas deben embonar. Ademds, la
profesora pudo constatar que casi todos los alumnos de la clase anticipada
incurrieron en la estrategia aditiva. Pero es probable también que el cambio
haya sido consecuencia de una reconsideracién de su manera de conducir la
clase. Su comentario, al final de la experiencia, acerca de lo que consideré
haber aprendido, lo sugiere:

Tere: Muchas veces enseriamos para nosotros mismos, enseriamos algoritmos, pero no
su significado. Esto a veces sucede por los tiempos, después de esta experiencia, me
he puesto a reflexionar sobre eso, sobre como es que los alumnos aprenden eso que se
les enseria. Ahora pongo atencion en como es que el alumno aprende ciertos temas y
como llegan a las respuestas que dan |...] El proyecto fue una propuesta diferente
que me permitic ver mds alld de un simple algoritmo [de la multiplicacién de
fracciones]. Antes yo solo me iba directo a ensefiar el algoritmo, como si estuviera
encerrada en que solo hay esa forma de que los alumnos aprendan, pero con el
proyecto me di cuenta de que va mds alld, el alumno propone y construye su
conocimiento

Seguramente hacen falta mds experiencias para que estas consideraciones
se consoliden en su prictica. Este punto se retomard en las conclusiones.

Una fase compleja: la institucionalizacion. En un proceso de aprendizaje
en el que una nocién se construye como herramienta para resolver un
problema, cuando los alumnos la han logrado poner en juego, con frecuencia
no son conscientes de que estin en posesién de un nuevo saber, y menos
aun que se vincula con un saber cultural. En el proceso de aprender una
nocién de matemiticas, de acuerdo con la TSD, es necesario, en ciertos
momentos, que el maestro ayude a dar un estatuto de saber cultural, universal
al conocimiento que ha sido puesto en juego para resolver un problema
determinado. Se trata de un proceso de descontextualizacién y de desperso-
nalizacién del saber se denomina “institucionalizacién” (Brousseau, 1998).

En la experiencia analizada, las tres docentes que implementaron sus
clases bajo un enfoque constructivista enfrentaron dificultades para llevar a
cabo esta fase. Esto se ilustra con la primera situacién, en la que la leccién
apelaba claramente a un momento de institucionalizacién, los alumnos
habian logrado aplicar fracciones de vuelta a la medida del circuito que
recorria un tren, 60 km, con un procedimiento ya conocido por ellos, para
calcular % de 60 km, dividir 60 km entre 5 y multiplicar el resultado por 2.
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La institucionalizacién propuesta consistia en informar a los alumnos que,
as{ como cuando el tren da 4 vueltas, el cdlculo de los kilémetros recorridos
consiste en multiplicar 4 X 60, también en el caso de un nimero de vueltas
fraccionario, por ejemplo, = de vuelta, la operacién implicada es una multi-
plicacién, por lo tanto, obténer de 60 km también es multiplicar.

La profesora Sara, quien impartié la clase anticipada y quien logré una
conduccién ejemplar en el proceso de propiciar que los alumnos resolvieran
por si mismos los problemas, no pudo cambiar su rol y asumir que ahora
tenia que ser ella quien diera la informacién a los alumnos. Terminé
desarrollando un episodio tipico de preguntas/respuestas, con preguntas
cada vez mds inducidas.

La profesora Graciela opt6 por omitir esta parte y pasé directamente a
la actividad siguiente en la que ya estaban planteadas multiplicaciones
explicitas. La profesora Lola comenté que ella si explicité la informacién a
sus alumnos, pero sefialé que, a su parecer, los alumnos se mostraron
sorprendidos y consideré que no aceptaron que se tratara de una multipli-
cacion.

Si bien la dificultad tiene que ver con el hecho de que los alumnos de
primer grado de secundaria ya tienen una idea muy arraigada de lo que es la
multiplicacién —idea que incluso, segiin Brousseau (1998), puede consti-
tuirse en un obstdculo para adquirir la nocién de multiplicacién por racio-
nales—, también parece estar en juego una dificultad de los profesores que
se comprometen con el acercamiento constructivista, para cambiar de rol,
para pasar de la postura de “no informar”, a la de si hacerlo consciente y
voluntariamente. Esta observacién se puede relacionar con otras similares
que se han hecho a lo largo de varios afios, en estudios sobre las practicas de
ensefianza de las matemadticas que parten de la resolucién de problemas
(Bouazzaoui, 1982; Allard, 2015), lo que constituye evidencia adicional, de
un fenémeno atn poco estudiado.

Comentario final. La experiencia de trabajo colaborativo brindé un
escenario a los profesores para adquirir conocimientos sobre la nocién de
multiplicacién de racionales, y sobre las situaciones problema que la implican.
Asimismo, favorecié procesos de apropiacién del enfoque didactico subya-
cente, diferentes para cada participante. Se hicieron propuestas para mejorar
las situaciones, y finalmente, se identificaron aspectos de las pricticas que
resultaron problematicos, en particular, el de la institucionalizacién.

Conclusiones

Las tres experiencias reportadas pusieron de manifiesto beneficios relevantes
para los actores involucrados. Para los docentes, conocer las secuencias de
situaciones, esto es, la manera en que los problemas involucran a las nociones
matemdticas en juego y apelan a los conocimientos de los alumnos, imple-
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mentarlas en el aula e identificar, a través de las respuestas de los alumnos,
su potencial y sus dificultades, conocer la experiencia de otros maestros con
las mismas situaciones; y recibir una retroalimentacién del grupo de la
forma en que se condujo la propia clase, son acciones que les permiten
ampliar y profundizar su comprensién del contenido matematico implicado,
al mismo tiempo que un conocimiento, no solamente teérico, sino también
experiencial, de alternativas diddcticas para abordar este contenido.

Para los investigadores, las experiencias hicieron posible conocer una
diversidad de formas de implementar las secuencias por los docentes, debidas
a caracteristicas particulares de sus maneras de ensefiar matematicas, asi
como los cambios que algunos de ellos fueron mostrando a lo largo de la
experiencia. Asimismo, fue posible analizar y documentar el conocimiento
que se generé sobre las secuencias diddcticas mismas, sobre los aspectos que
no funcionaron como se esperaba desde su disefio y sobre las modificaciones
que permitirian mejorarlas; esto constituye un conocimiento de ingenieria
didictica sobre las situaciones que emerge de la experiencia (Castafio &
Block, 2023) y que es producto de la co-construccién del colectivo. No
obstante, en los tres proyectos quedé pendiente reelaborar las situaciones a
raiz de dichos aportes.

Por otra parte, el analisis de las experiencias también permitié reconocer
los tramos del camino que adin deben recorrerse, formas en que la colabo-
racién puede ser mds fructifera desde la perspectiva de los distintos propésitos
que le atribuimos. Una primera variable por considerar es la del tiempo. La
duracién de las experiencias, cuatro a 15 semanas, permite obtener algunos
resultados valiosos como se mostrd, sobre todo, hacia viable llevar a cabo la
experiencia en las condiciones institucionales usuales tiempos disponibles
de los maestros; tiempos de trabajo de campo accesibles para los investi-
gadores, méxime si el trabajo de campo corresponde a tesis de maestria de
estudiantes. Sin duda, el hecho de que las situaciones que se implementan
estuvieran predisefiadas supuso una economia significativa de tiempo. Sin
embargo, el nimero de sesiones es limitado desde el punto de vista de los
aspectos de una nocién de matemdtica que se pueden abordar y de la
necesidad de reiteracién de las mismas situaciones. El tiempo es limitado
también para permitir a los docentes apropiarse de nuevas modalidades de
trabajo con sus alumnos.

Realizar experiencias de largo plazo seis meses a un afio, por ejemplo,
permitirfa incrementar de manera importante los beneficios. Sin embargo,
para realizarse, estas acciones requeririan de acuerdos institucionales, asi
como de medidas administrativas que permitan incluir entre sus funciones
la participacién de los docentes en estas experiencias. Una mayor duracién
de los proyectos redundaria en la consolidacién de los equipos de docentes e
investigadores, la obtencién de mayor confianza y mayor horizontalidad
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(Sensevy et al., 2013) entre ellos. Si, ademds, las experiencias se repiten en
aflos escolares sucesivos, como de hecho sucede en algunos proyectos —ver,
por ejemplo, Sensevy et al., (2013)—, se gana la posibilidad de continuar
perfeccionando las situaciones didécticas en un proceso ciclico, y la posi-
bilidad de participacién de un mayor nimero de maestros. Realizar un
recuento y andlisis de estas experiencias es otro pendiente.
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Resumen

Esta investigacién tuvo como objetivo analizar las conexiones matemdticas que un
grupo de futuros profesores de matemadticas establece al resolver tareas que involucran
el uso del teorema de Pitdgoras. Se define una conexién matemadtica como una relacién
verdadera entre ideas, conceptos, definiciones, teoremas, procedimientos, represen-
taciones y significados, tanto entre si como con otras disciplinas o situaciones de la
vida cotidiana. Para la recoleccién de datos se utilizé una entrevista basada en tareas
y el andlisis temdtico para interpretarlos. Los resultados permitieron identificar seis
tipos de conexiones matemdticas: procedimental, representaciones diferentes, signi-
ficado, caracteristica, implicacién y parte-todo. Las dos tltimas fueron las menos
frecuentes, lo cual sugiere limitaciones de los futuros profesores en su futura practica
para ensefar el uso de estas conexiones a sus estudiantes lo que impactard en la
comprensién del teorema de Pitdgoras. Se recomienda que los programas de formacién
y actualizacién docente en México incluyan estrategias y actividades que permitan a
los futuros profesores explorar de manera profunda las conexiones matemadticas
relacionadas con el teorema de Pitdgoras. Esto contribuird a fortalecer tanto su
comprensién conceptual como su capacidad para aplicarlo en su futura prictica
docente.
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Introduccién

El anilisis de las conexiones matematicas es un tema clave en la investigacién
educativa, dado que forman parte del curriculo de distintos paises, en especial
en México, donde resalta la importancia de crear un aprendizaje que vincule
la matemitica consigo misma y con otras ciencias (SEP, 2023). La habilidad
de establecer conexiones matemdticas resulta relevante para promover un
aprendizaje integral y la comprensién de distintos conceptos matematicos
(Calle et al., 2023; Campo-Meneses et al., 2023; Salgado-Beltrin & Garcia-
Garcia, 2024). Sin embargo, establecer conexiones matemdticas requiere un
profundo dominio matematico, pensamiento heuristico y creativo (Bingolbali
& Coskun, 2016).

En la tltima década, diversos estudios han analizado cémo las conexiones
matematicas contribuyen a la ensefianza y el aprendizaje (Businskas, 2008; Eli
et al.,, 2011; Garcia-Garcia & Dolores-Flores, 2018, 2021a, 2021b;
Rodriguez-Nieto et al., 2022; Garcia-Garcia, 2024). También se han explorado
conexiones con fenémenos del mundo real (Karakog & Alacaci, 2015; Ozgen,
2013), y con la comprensién a través de ellas (Mhlolo et al., 2012; Rodriguez-
Nieto et al., 2021; Campo-Meneses & Garcia-Garcia, 2021). Estas investiga-
ciones subrayan la importancia de continuar estudiando las conexiones
matemadticas en estos ambitos y con distintos conceptos matematicos.

Existen evidencias de que los docentes tienen dificultades para promover
en sus estudiantes la habilidad de establecer conexiones matemdticas
(Moon et al., 2013), y en algunos casos, para establecerlas ellos mismos (De
Gamboa & Figuerias, 2014; Dolores & Garcia-Garcia, 2017; Garcia-Garcia
& Salgado-Beltrin, 2024). Esto repercute tanto en sus practicas pedagdgicas
como en el aprendizaje de los estudiantes (Byerley & Thompson, 2017,
Zuya & Kwalat, 2015), ya que el conocimiento del docente es determinante
en estos procesos (Avilés-Canché & Marbin, 2023; Byerley & Thompson,
2017; Salgado, 2020; Scheiner et al., 2019). Ademas, los profesores enfrentan
dificultades para comprender los conceptos matemadticos de su nivel, lo que
afecta su capacidad para ensefiarlos (Avilés-Canché & Marbin, 2023;
Salgado-Beltran & Garcia-Garcia, 2024; Zakaryan & Sosa, 2021).

Lo anterior sugiere que una parte significativa de la responsabilidad
recae en la formacién de futuros profesores de matemiticas (FPM), ya que
es decisiva para el desarrollo de sus competencias docentes (Sherin et al.,
2011). En particular, dicha formacién influye en su habilidad para establecer y
ensefiar conexiones matemdticas de manera efectiva, lo cual es determinante
para favorecer la comprensién en los estudiantes (NCTM, 2014; Garcia-
Garcia & Salgado-Beltran, 2024; Garcia-Garcia, 2019, 2024). Investigaciones
previas enfocadas en futuros profesores reportan que estos enfrentan dificul-
tades para establecer tales conexiones (Eli et al., 2011), encontrando
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complicaciones, por ejemplo, al vincular diferentes representaciones (Moon
et al., 2013) y al manejar los diversos significados asociados a los conceptos
matemadticos (Rodriguez-Nieto et al., 2021). Estas complejidades dificultan
la comprensién de diversos conceptos matemiticos, incluido el Teorema de
Pitigoras ('TP).

Aunado a lo anterior, el TP es un concepto central en el curriculo de
matemadticas tanto en México como en otros paises (Font et al., 2007). Este
teorema, que se aborda desde la Educacién Secundaria Bésica hasta el Nivel
Superior, no solo favorece el aprendizaje de la geometria, sino que también
actiia como un eje que permite conectar distintas ramas de la matematica
con otras disciplinas cientificas (Chaverri-Herndndez et al., 2020; Strat-
hern, 2014). Sin embargo, la formacién que reciben los FPM sobre este
concepto, se restringe al desarrollo de nociones procedimentales en detri-
mento del desarrollo conceptual, incluso se asume que con el simple hecho
de conocer su demostracién el FPM estd capacitado para ensefarlo (Zazkis
& Zazkis, 2016).

Como resultado de lo anterior, los logros en el aprendizaje del TP por
parte de los estudiantes son poco alentadores. A este respecto, diversas
investigaciones centradas en este concepto han documentado que los alumnos
enfrentan dificultades persistentes (Mulyanti et al., 2018; Rothe, 2022;
Khoerunnisa & Sari, 2021); entre las cuales, destacan errores algebraicos,
como la incorrecta manipulacién de la férmula ¢2 = 42 + 42 (Sholeha et. al,
2021), asi como errores numéricos, que incluyen la multiplicacién inade-
cuada de la base por el exponente al elevar al cuadrado y, el redondeo erré-
neo de raices cuadradas (Hutapea et al., 2015; Mulyanti et al., 2018). Adi-
cionalmente, se ha observado que algunos estudiantes aplican el TP en
tridngulos que no son rectingulos, y que al abordar problemas de aplicacién,
con frecuencia se omite el contexto necesario para formular sus respuestas
(Pambudi, 2020; Rohmah, 2020). Estos hallazgos revelan una compren-
sién limitada del concepto por parte de los estudiantes.

Lo anterior, ha motivado el desarrollo de propuestas didicticas destinadas
a fortalecer la comprension del TP, entre las cuales destacan aquellas que
utilizan como recurso el planteamiento de materiales didacticos y/o softwares
matemiticos como el GeoGebra (Barrantes et al., 2021; De Sousa et al,,
2023; Escobar et al., 2020; Rosas & Amador, 2022; Vargas & Gamboa,
2013). Sin embargo, estas propuestas atienden parcialmente las necesidades
identificadas en los estudiantes, ya que la mayoria se centra en ofrecer un
tratamiento geométrico del teorema en busca de su validacién; bajo la idea
de que esto, proporciona una perspectiva diferente a las pricticas educativas
predominantes, que a menudo se caracterizan por contextos poco favorables
para la comprensién del TP (Chaverri-Herndndez et al., 2020; Rosas &
Amador, 2022).
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En este estudio se asume que investigar las conexiones matemdticas que
establecen los FPM sobre el TP es de gran relevancia, ya que la informacién
obtenida permitird inferir aspectos clave sobre la prictica docente de los
FPM vy la calidad de la ensefianza que impartirdn a sus estudiantes en torno
a este concepto importante (Avilés-Canché & Marbin, 2023; Zakaryan &
Sosa, 2021). Ademas, dado que se encuentran en una etapa formativa, cualquier
dificultad identificada en la comprensién de contenidos matemdticos podria
ser abordada oportunamente desde la ensefianza, con el fin de asegurar que
los FPM alcancen una comprensién de los conceptos que eventualmente
impartirdn. Por estas razones, este estudio tiene como objetivo analizar
las conexiones matemdticas que un grupo de fuz‘uros prafesorex de matemdticas
establece al resolver tareas que involucran el uso del teorema de Pitdgoras. En
particular, busca responder la pregunta: ;Qué conexiones matemdticas evidencian
los FPM al resolver tareas que involucran el TP?

Marco conceptual
El fundamento de esta investigacién se enmarca en enfoques tedricos sobre
las conexiones matemdticas y sus tipologias.

Conexiones matemdticas

Los elementos teéricos que sustentan este trabajo son las conexiones
matemiticas. Dicho constructo ha sido abordado desde diversas perspectivas
en la literatura sobre educacién matemaitica (Salgado-Beltrin & Garcia-
Garcia, 2024); esto refleja la importancia de estas conexiones en el proceso
de ensefianza-aprendizaje de las matematicas. El primer acercamiento hacia
una definicién la proporcioné Brown (1993) describiéndolas como asocia-
ciones causales o légicas que se establecen entre conceptos matemadticos,
destacando su papel en la construccién de conocimiento coherente. Con
ello, Coxford (1995) amplié dicha definicidn, sugiriendo que las conexiones
matemdticas son ideas o procesos amplios que permiten vincular conceptos,
dotando asi de una estructura que favorece la comprensién y resolucién de
problemas en la matematica.

Por otro lado, Garbin (2005) sostiene que las conexiones matematicas
son esenciales para identificar y establecer relaciones en problemas que
requieren la transicién entre el lenguaje matemdtico y diferentes registros
de representacién, lo que enriquece el proceso de aprendizaje y la capacidad
de resolver problemas de forma precisa. Por su parte, Businskas (2008)
asumié que una conexién matemdtica es una relacién verdadera entre dos
ideas matematicas A y B. A partir de estas perspectivas, Garcia-Garcia y
Dolores-Flores (2018) consideran a las conexiones matemdticas como una
relacién verdadera entre dos o mds ideas, conceptos, definiciones, teoremas,
procedimientos, representaciones y significados entre si, con los de otras



ALAN A. CRUZ-ACEVEDO, GERARDO SALGADO-BELTRAN Y JAVIER GARCIA-GARCIA 207

disciplinas o situaciones de la vida real, materializada a través del lenguaje
(oral, escrito o icénico).En esta investigacion, el concepto de conexiéon ma-
temdtica se entiende en el mismo sentido que lo proponen Garcia-Garcia y
Dolores-Flores (2018), dado que consideramos que esta postura plantea la
esencia de las conexiones matemadticas y resulta pertinente para cuantificar
las conexiones realizadas por los FPM.

Tipologia de conexiones matemdticas

Con respecto a las conexiones matemdticas Businskas (2008) y Garcia-
Garcia y Dolores-Flores (2021a), concuerdan que se generan cuando un
individuo es capaz de relacionar o asociar conceptos matemdticos con otros
o con otras dreas cientificas para resolver algin problema. Por esta razén, el
marco de referencia utilizado en esta investigacién para estudiar las cone-
xiones matemidticas se fundamenta principalmente en las contribuciones de
Businskas (2008) y de Garcia-Garcia y Dolores-Flores (2018, 2021a,
2021b). Por ello, considerando el objetivo del estudio, este modelo de cone-
xiones se compone de las siguientes tipologias:

*  Procedimental: se manifiesta cuando se utilizan reglas, algoritmos o
férmulas para resolver una tarea matemdtica y proporcionan explica-
ciones que respaldan sus resultados. Por ejemplo, cuando sefialan que
para calcular los lados de un tridngulo rectangulo de catetos y con hipote-
nusa se utiliza la igualdad a? + b2 = 2.

*  Representaciones diferentes: se manifiesta de dos maneras: @) representa-
ciones alternas, cuando se utilizan dos o mds representaciones para
interpretar el TP dentro de dos registros diferentes (algebraico-gréfico,
verbal-algebraico, etc.); 4) representaciones equivalentes, cuando los
FPM expresan el TP de dos maneras diferentes dentro del mismo
registro. Por ejemplo, cuando interpretan que /a suma de las dreas de
los cuadrados construidos sobre los catetos es igual al drea del cuadrado
construido sobre la hipotenusa.

*  Caracteristica: esta se produce cuando los FPM identifican en el TP
atributos o cualidades que lo diferencian o lo asemejan a otros
conceptos. Permite discernir diversas simbologias matematicas.
Ademis, esta conexién se manifiesta cuando se describen las propie-
dades del TP. Por ejemplo, cuando establecen que el TP se cumple solo
en tridngulos rectdngulos.

* Significado: esta conexién ocurre cuando los FPM asignan un sentido
personal al TP, es decir, lo que ese concepto significa para ellos. Puede
incluir la definicién que han construido para el concepto, y se
diferencia de la conexién matemadtica caracteristica en tanto que no
describen propiedades ni cualidades. Por ejemplo, cuando definen el
TP como una formula para calcular magnitudes.
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*  Parte-Todo: se manifiesta cuando los FPM identifican relaciones
légicas entre el TP y otros conceptos matemadticos, ya sea a través de
la generalizacién (entre casos generales y particulares) o de inclusién
(cuando un concepto estd contenido dentro de otro). Por ejemplo,
cuando identifican e/ TP como un caso particular de la ley de cosenos.

* Implicacion: esta conexién se produce cuando, a partir de una premisa
A, se deriva l6gicamente una premisa B. Se expresa en la forma “si...,
entonces...”. Por ejemplo, cuando los participantes infieren que si en
un tridngulo se cumple el TP entonces el tridngulo es rectangulo.

Metodologia

La investigacién es de tipo cualitativa y corresponde a un estudio de caso.
Este enfoque permite centrarse en la bisqueda de significados y la com-
prensién de conceptos matemadticos en el saber de los individuos, donde el
resultado final es descriptivo (Merriam & Tisdell, 2016). Ademads, implica
un proceso de busqueda caracterizado por un andlisis detallado, comprensivo
y sistematico del fenémeno de estudio (Rodriguez et al., 1999).

Contexto de la investigacion y seleccion de los casos de estudio

La investigacién se llevé a cabo en una Facultad de Matemiticas de una
universidad publica ubicada en el sur de México. Esta institucién ofrece la
Licenciatura en Matematicas, con una duracién de nueve semestres. El
programa académico estd estructurado en cuatro orientaciones o especialidades:
Matematica Educativa, Matematicas Bésicas, Estadistica y Computacién. A
partir del tercer semestre, los estudiantes eligen la orientacién que desean
seguir. Quienes optan por la especialidad en Matemdtica Educativa, en su
mayoria, lo hacen con la intencién de convertirse en docentes, proyectindose
hacia un futuro profesional como profesores de matemiticas.

En este estudio participaron voluntariamente quince FPM, quienes
estaban finalizando un curso correspondiente al séptimo semestre en el drea
de Matemaitica Educativa. Los casos de estudio se conformaron por diez
hombres y cinco mujeres, con edades comprendidas entre los 21 y 24 afios.
Algunos de ellos habian tenido experiencias previas como docentes, aunque
de manera breve, a través de actividades complementarias como el servicio
social o la préctica docente. Por esta razén, se consideré que eran participantes
idéneos debido a su formacién académica y su proximidad a convertirse en
profesores de matemadticas. A partir de este punto, se les identificard como

FPM1, FPM2, FPM3, ..., FPM15.

Instrumento para la recoleccion de datos
Para lograr el objetivo planteado en esta investigacién, se disefié y aplicé

una entrevista basada en tareas (EBT). Segun Goldin (2000), la EBT
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implica la interaccién entre un entrevistador (quien plantea y realiza las
preguntas) y un sujeto (quien resuelve), que discuten en torno a una o mds
tareas (preguntas, problemas o actividades). Durante este proceso, el sujeto
expresa sus pensamientos mientras o inmediatamente después de resolver
una tarea, lo que permite evidenciar su conocimiento y razonamiento. Este
método se eligié porque permite centrar la atencién en los procesos que
siguen los FPM al resolver tareas matemaiticas, en lugar de limitarse a
considerar Unicamente respuestas correctas o incorrectas. De esta manera,
se profundiza en las producciones escritas y orales (argumentos) de los
FPM, tanto en sus explicaciones como en los argumentos presentados
durante la resolucién de las tareas propuestas.

El protocolo para el entrevistador incluyé preguntas auxiliares bésicas
para todas las tareas, tales como: “;Por qué lo hiciste asi?”, “sConoces otra
via de solucién?”, “¢A qué te refieres con este término?” y “sPor qué utilizaste
esa formula?”. Ademds, se incorporaron preguntas especificas que facilitaron
un conocimiento mds profundo sobre el razonamiento y el entendimiento
del TP. Estas preguntas se plantearon en momentos en que el participante
expresaba ideas confusas, carecia de argumentos en su forma de proceder o
se pretendia activar diferentes vias de solucién que pudiera conocer.

Las tareas fueron disefiadas de acuerdo con el plan de estudios de
Geometria Plana y Geometria Analitica de nivel superior, adaptindose a
los casos de estudio y al objetivo de la investigacién. Algunas tareas fueron
creadas durante las sesiones de trabajo. El instrumento inicial se aplicé a
dos FPM con el fin de validar su eficacia. Se verificé que las instrucciones
del cuestionario fueran claras y comprensibles para los FPM, y que las
tareas fueran adecuadas para su nivel. La validacién tuvo una duracién de
entre 80 y 90 minutos, fue videograbada para su posterior andlisis y permiti6
corregir imprecisiones en el instrumento. Tras analizar los resultados de la
prueba piloto, se reestructuraron las tareas que presentaron dificultades de
comprensién. Después de las modificaciones necesarias, se garantizé que las
tareas permitieran identificar diversas conexiones matemdticas relacionadas
con el TP. Tras la validacién, el instrumento final quedé compuesto por seis

tareas (Tabla 1).

Anédlisis de los datos

Para el anilisis de los datos se utilizé el andlisis temdtico (Braun & Clarke,
2012), un enfoque que facilita la identificacién de patrones de significado
(temas) en los datos a partir de las respuestas de los FPM a las tareas
propuestas. Este método fue elegido por su utilidad para realizar un analisis
fundamentado en teoria, como en este estudio, y por ser adecuado para
trabajar con un conjunto de datos reducido. El andlisis temdtico se estructura
en las siguientes fases.
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Tabla 1
Tareas planteadas a los FPM

T1. Explica, squé significa el Teorema de Pitdgoras para ti?
T2. Explica, ;cémo se representa el Teorema de Pitigoras?
T3. Propén ejemplos de la vida real donde consideres que se aplique el teorema de Pitagoras

T4. Encuentra la distancia entre los puntos 4 (x1, 1) y B (x2, y2). Argumenta tu respuesta.

T5. Si tienes una escalera de 20 metros y necesitas subirte al techo de tu casa que estd a 10 metros del suelo
¢A cudntos metros se debe colocar el pie de la escalera sobre la superficie terrestre para que el extremo
superior de estd quede exactamente en el borde del techo?

T6. En el tridngulo ABC se cumple lo siguiente: 1) AC = BC, 2)AC =1 y3)2/2=¢g2.

Argumentar que tipo de tridngulo es ABC
. Calcular el valor de a
. Suponiendo que g = /2 , hallar el valor de /y sen a

Nota. Fuente: Elaboracién propia

Fase 1. Familiarizacion con los datos. En esta fase, cada entrevista fue
transcrita y las producciones escritas se digitalizaron. Posteriormente, se
realiz6 una lectura global de las respuestas para obtener una vision inicial de
las conexiones matematicas establecidas por los profesores y familiarizarse
con el lenguaje empleado por los participantes.

Fase 2. Generacion de codigos iniciales. Se identificaron en las respuestas de
los casos de estudio, relaciones verdaderas entre conceptos, definiciones,
teoremas y sus significados, lo que permitié generar cédigos iniciales vincu-
lados a las conexiones matemdticas relacionadas con el TP. Estos cédigos
son la primera evidencia para la generacién de temas y subtemas, pues sirven
para interpretar sus respuestas con respecto al marco de conexiones mate-
miticas (véase el proceso de codificacién para la produccién del FPM14 en

la T2 del instrumento en Tabla 2).

Tabla 2
Tareas planteadas a los FPM

Extracto de entrevista Cédigos generados

FPM14: Bueno, se ocupa un tridngulo rectangulo, es una igualdad que

involucra a sus lados profesor C1: 8i y son los catetos de un tridngulo

Investigador: 34 qué te refieres con es igualdad? rectangulo y su hipotenusa es , el TP se
FPM14: Bueno, si y son los catetos de un tridngulo rectangulo y su representa como a* + b2 = c2.
hipotenusa es , el TP se representa como a® + b2 = .. Aunque las  C2: La suma de las dreas de los cuadrados
letras que involucremos para llamar los lados pueden ser otras trazados sobre los catetos equivale al
Investigador: ; Conoces otra forma de representarlo? drea del cuadrado trazado sobre la
FPM14: 8%, la suma de las dreas de los cuadrados trazados sobre los hipotenusa

catetos equivale al drea del cuadrado trazado sobre la hipotenusa

Nota. Fuente: Elaboracién propia

Fuase 3. Bisqueda de temas y subtemas. Los cédigos relacionados fueron
agrupados y organizados en familias (subtemas), lo que facilit6 la agrupacién
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de patrones de respuesta similares. Cada subtema representa un tipo
particular de conexién matematica sobre el TP, generado a partir de los
datos, mientras que cada tema corresponde a una tipologia de conexién
matemadtica.

Fase 4. Revision de los temas. Se llevé a cabo una revision en dos niveles
(Braun & Clarke, 2012). En el primero, se revisaron los datos codificados
para cada tema, asegurando que los cédigos generados formaran un patrén
coherente. En el segundo, se realiz6 un anilisis similar, pero abarcando todos
los datos en su conjunto. En ambos niveles, se efectué una revisién entre
pares (investigadores del estudio) para mejorar la calidad y validez del anilisis
de datos. Este proceso permitié refinar la identificacién de las conexiones
matematicas.

Fuse 5. Definicion y nombramiento de los temas. En esta etapa, se definié y
nombré cada tipo de conexién matemdtica identificada en los datos durante
las sesiones de andlisis.

Fuse 6. Elaboracion del informe. Se preparé el informe final, incluyendo
los subtemas definidos y organizados en temas que contienen las conexiones
matemadticas identificadas sobre el TP. Para cumplir con los propésitos de la
investigacién, los resultados se presentan de acuerdo con la tipologia de
conexiones matemiticas detectadas.

Resultados

El anilisis de las producciones escritas y verbales de los quince casos de
estudio, permitieron construir trece subtemas asociados al concepto del TP,
los cuales corresponden a las conexiones matemadticas previstas en el marco
conceptual. En cada una de las tareas emergieron mds de una tipologia de
conexiones matematicas (Tabla 3).

Conexion matemdtica de tipo procedimental

Esta conexién matemitica se identific en las respuestas de todos los casos de
estudio, aunque su frecuencia varié segin las tareas planteadas. Al abordar
inicialmente el TP, los FPM orientaron su razonamiento hacia la expresién
algebraica ¢2 = 42 + 42, donde a y & representan los catetos y la hipotenusa de
un tridngulo rectdngulo (TR). Posteriormente, extendieron este razonamiento
a otros contextos de uso. En este sentido, se identificé la conexién procedi-
mental cuando los FPM, guiados por su nocién del procedimiento vinculado
al TP, lograron: determinar la magnitud de un lado faltante en un TR, calcu-
lar ]a distancia entre dos puntos en el plano y resolver problemas relacionados
con una escalera apoyada en una superficie vertical, entre otros. Incluso, al
definir el TP, la idea principal planteada por los casos de estudio fue la formu-
lacién de la igualdad algebraica; dichos razonamientos permitieron construir
el subtema: Para calcular los lados de un tridngulo rectangulo de catetos y con hi-
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potenusa se utiliza la igualdad 2 = a2 + b2 (véase extracto de didlogo con FP-
M15 paralaT1).

Investigador: Explica, 3qué significa el Teorema de Pitdgoras para ti?

FPM15: Bien, es una igualdad que relaciona las medidas de los lados de un tridngulo
rectdngulo. Por ejemplo, si los catetos del tridngulo son y , y la hipotenusa es , entonces
se cumple que ¢ = a? + b2

Investigador: Entonces 3tu primera idea es la igualdad algebraica?

FPM15: Es que, en esencia, el teorema se define como la igualdad algebraica, ya que es
la forma de hacerlo operativo y aplicable

Investigador: ¢A qué te refieres?

FPM15: 4l final, lo importante es saber c6mo hacerlo operativo para resolver ejercicios o
problemas donde debamos calcular el lado faltante de un tridngulo rectangulo. Por
eso, considero que la igualdad algebraica es el medio principal, y, en mi opinion, es lo
que realmente imparﬂz

Tabla 3
Conexiones matemdticas sobre el TP en las respuestas de los FPM
Conexién Subtema Frecuencia
Procedimental Para calcular los lados de un tridngulo rectingulo de catetos y con hipotenusa 25

se utiliza la igualdad ¢2 = a2 + 42

EI'TP se representa con la expresion algebraica 2 = a2 + 42, donde , 4, 4y c son 20
los lados del tridngulo rectdngulo

La suma de las dreas de los cuadrados construidos sobre los catetos es igual al 18
drea del cuadrado construido sobre la hipotenusa

Representaciones Una representacion alternativa del TP en el plano cartesiano es la que involucra
diferentes la distancia entre dos puntos A4 (i1, 1) y B (2, y2) con la expresién 12
d?2= (x2- x1)% + (yz-y7)2
EI'TP se conecta con las ecuaciones de la circunferencia: x 2+ y2 =2y 9

(x-B)2+(y-k)2=r2

En un tridngulo rectingulo de hipotenusa 1, el TP se expresa como 7
sen?0 + cos?2 =1

EI'TP se cumple solo en tridngulos rectingulos 15
Caracteristica  T,5 ternas pitagéricas son nimeros enteros que satisfacen el TP 10
EI'TP es una proposicién que requiere de demostracién 12
Significado  EI'TP es una férmula para calcular magnitudes 20
Si en un triangulo se cumple el TP, entonces el tridngulo es rectingulo 8

Implicacién . L ) . . .
Si un tridngulo es rectdngulo e isosceles, con catetos de longitud e hipotenusa, 5

entonces el TP se expresa como 2/2 = ¢2

Parte-Todo ~ EI'TP es un caso particular de la ley de cosenos 6
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Conexion matemdtica de tipo representaciones diferentes

Esta conexién matemadtica se identificé en diversos momentos cuando la
totalidad de los casos de estudio respondieron a las tareas 2 y 4. En este
sentido, al explicar las multiples representaciones aceptadas por el TP y al
calcular la distancia entre dos puntos cualesquiera en el plano cartesiano,
emplearon distintas formas de representacién en sus respuestas. Indicaron
que el TP se puede expresar como una igualdad algebraica en la cual se
involucran las medidas de los lados de un tridngulo rectingulo, dicha idea
fue evidenciada a través de expresiones como: Es una igualdad que involucra los
lados de un tridngulo rectangulo cualquiera; es 8i a® + b2 = 2; Si a 'y b son la
medida de los catetos y la hipotenusa se cumple que a®> + b2 = 2. Lo anterior
permitié construir el subtema E/ TP se representa con la expresion algebraica
a’ + b2 = (2, donde a, b y c son los lados del tridngulo rectingulo (véase extracto
de didlogo con FPM14 para 1a T2).

Investigador: ;Como se representa el Teorema de Pitdgoras?

FPM14: Bueno, se ocupa un tridngulo rectingulo, es una igualdad que involucra a sus
lados

Investigador: ;4 qué te refieres con es igualdad?

FPM14: Bueno, si y son los catetos de un tridngulo rectingulo y su hipotenusa en , el
TP se representa como a® + b2 = c2. Aungue las letras que involucremos para llamar
los lados pueden ser otras

Otro grupo de FPM utiliz6 un enfoque diferente para representar el TP. En
este sentido, los casos FPM1, FPM2, FPM3, FPM15 y FPM14 destacaron
la posibilidad de emplear la nocién de drea como una herramienta para
representar la proposicién. Esto quedé reflejado en expresiones tales como:
Construyo cuadrados en los lados del tridngulo rectangulo, luego las dreas cumplen
la igualdad; Es una igualdad entre suma de dreas de cuadrados y otro mds grande;
La suma de las dreas de los cuadrados trazados sobre los catetos equivale al drea
del cuadrado trazado sobre la hipotenusa. Lo anterior dio la pauta para desarrollar
el subtema: La suma de las dreas de los cuadrados construidos sobre los catetos es
igual al drea del cuadrado construido sobre la hipotenusa (ver Figura 1).

Figural
Representacion geométrica del TP por el FPM1
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Por otro lado, el subtema: Una representacion alternativa del TP en el
plano cartesiano es la que involucra la distancia entre dos puntos A (x1, y1) y B
(x2,92) y con la expresion d2 = (x2- x1)? + (y2- y1)%; se construyé a partir de
las producciones de todos los casos de estudio, excepto FPM2, FPMS6,
FPM7 y FPM12 en la tarea 4. Durante el proceso de resolucién, los casos
de estudio indicaron que el TP admite otra representaciéon que utiliza las
coordenadas de dos puntos cualesquiera en el plano, permitiendo determinar
la distancia entre ellos. Esta idea se manifesté a través de expresiones como:
La medida de los catetos se expresa mediante diferencias y la medida de la
hipotenusa en la distancia entre los puntos; La formula de la distancia es la
ecuacion pitagorica expresada de otra manera; La ecuacion pitagorica queda como
d? = (w2~ x1)% + (y2- y1)* (véase extracto de didlogo con FPM1 para la T4).

Investigador: ;Como determinas la distancia entre A y B?

FPM1: Con los puntos Ay B puedo trazar el segmento que los une, luego si trazo un
segmento paralelo al eje que pase por B y una paralela al eje que pase por A, se
forma un tridngulo rectdngulo

Investigador: Entiendo jesa informacion como la utilizas?

FPM1: Si miramos bien, se forma un tridngulo rectdngulo, los catetos miden x2 - x1y
Y2 - y1, mientras que la hipotenusa la denotamos como , pues bien, la ecuacion
pitagorica queda como d? = (x2- x1)* + (y2- y2)%.

En el mismo orden de ideas, la conexién de representaciones diferentes

se hizo evidente desde otra perspectiva en los casos FPM13, FPM14 y
FPM15 al resolver la tarea 4; en su razonamiento, conectaron el TP con las
ecuaciones de la circunferencia en el plano cartesiano, interpretando el
teorema en dos registros distintos. Esto se reflejé en expresiones como: En
el plano, el TP sirve para deducir las ecuaciones de la circunferencia; EI TP se
representa como x 2+ y 2 = 12 en el contexto de la ecuacion de la circunferencia; y
Las ecuaciones x 2+ y2 = 12y (x - )2 + (y - £) 2 = r 2 som otra manera de ver el
TP en Geometria Analitica. Estas ideas permitieron establecer el subtema: EI TP
se conecta con las ecuaciones de la circunferencia: x2+ y2 =12y (x- 52 + (y - kP =72

(ver Figura 2).

Figura2
Representacion analitica del TP por el FPM15
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Por otra parte, los casos FPM13 y FPM15 al responder la tarea 2 utili-
zaron otro tipo de representacién para el TP, ellos establecieron que dicho
teorema permite construir identidades pitagéricas en Trigonometria. En sus
explicaciones incluyeron expresiones como: E/ TP en Trigonometria se
transforma como sen? O + cos? 0 = 1 en un tridngulo rectdngulo de hipotenusa
igual a 1; y Otra forma de representar el TPessenla+cos2a=1 siempre que la
hipotenusa del tridngulo mida 1. Lo anterior ayudd a construir el subtema: En
un tridngulo rectdngulo de hipotenusa 1, el TP se expresa como: sen® @ + cos? 0 = 1.
(véase extracto de didlogo con FPM13 para la T2).

Investigador: ;Como se representa el TP? Explica a detalle las que conozcas

FPM13: Habitualmente, el TP se representa como una ecuacion algebraica; sin

embargo, existen otras. Por ejemplo, en Trigonometria si el tridngulo rectdngulo
mide 1 [construye el tridngulo y establece la unidad lineal para la hipotenusa] y
asumiendo que uno de los dngulos agudos interiores sea a, los catetos medirdn
sen a y cos a. Luego otra forma de representar el TP es sen? @ + cos? @ = 1.

Conexion matemdtica de tipo caracteristica

Todos los casos de estudio emplearon esta conexién al identificar de manera
sistemdtica cualidades y atributos del TP, caracteristicas intrinsecas a su
naturaleza. Esto permitié que dichas conexiones fueran aplicadas de forma
consistente y coherente en el desarrollo y resolucién de la totalidad de las
tareas planteadas. Un ejemplo destacado entre las afirmaciones surgidas en
los casos de estudio fue la determinacién de que el TP es vélido exclusiva-
mente en tridngulos rectingulos. Esta caracteristica se evidencié de manera
reiterada en diferentes momentos del proceso de resolucién de las tareas, a
través de expresiones como: i e/ tridngulo no es rectingulo el TP no se cumple;
El tridngulo debe ser rectdngulo para poder aplicar el TP; E] TP es vdlido
dnicamente en tridngulos rectangulos; El TP solo se aplica cuando el tridngulo es
rectangulo. A raiz de lo anterior, se estableci6 el subtema: E/ TP se cumple solo
en tridngulos rectangulos (véase extracto de didlogo con FPM1 para la'T6).

Investigador: Observa el tridngulo dado, en él se cumplen las tres condiciones descri-
tas 3 Qué tipo de tridngulo es?

FPM1: Bueno, por la condicion 1 (AC = BC =1 ) es un tridngulo isdsceles dado que
posee dos lados iguales

Investigador: Las otras condiciones 3son relevantes en la determinacion?

FPM1: A mi ver la2 (AB = g) no; pero la 3 (212 = g2 ) pienso que si

Investigador: ;Puedes compartir tu razonamiento?

FPM1: A ver, es que la igualdad 12 + [2 = g 2 me sitia en el TR el tridngulo es isdsceles
pero también puede ser tridngulo rectingulo (escribe, por ejemplo, el tridngulo
isdsceles de lado igual a 1 con hipotenusa igual a \/2), esto me hace pensar que es
tridngulo rectangulo

Investigador: ;Estds convencido?
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FPM1: Sz, porque estoy convencido de que el TP es vdlido vinicamente en tridngulos
rectdngulos

Aunado a lo anterior, otra caracteristica del TP identificada en los
argumentos presentados para la resolucién de la tarea 3 de cinco casos de
estudio, se refiere a las ternas pitagoricas. Estas fueron empleadas por los
participantes para ilustrar ejemplos de la vida real donde el teorema es
aplicable. En sus argumentos, identificaron a las ternas pitagéricas como un
atributo central del teorema, ya que son concebidas como conjuntos de
numeros enteros positivos(a, &, ), que representan las longitudes de los
lados de un tridngulo rectingulo y que satisfacen la ecuacién a2 + 42 = ¢2,
donde a y 4 son los catetos y es la hipotenusa. Esta cualidad, les permiti6
reconocer distintos contextos de aplicacién del TP vy, dio la pauta para
construir el subtema: Las fernas pitagdricas son niimeros enteros positivos que
satisfacen el TP (véase extracto de didlogo con FPM4).

Investigador: Podrias plantear ejemplos de la vida real donde se aplique el TP

FPM4: Si. Habitualmente se utiliza para calcular distancias, pero las ternas pitago-
ricas son conjuntos de tres niimeros enteros positivos que cumplen el TPy garanti-
zan el trazado de tridngulos rectangulos

Investigador: ;Cdmo se usa en la vida real?

FPM4: De pronto, puede ser en la carpinteria en la nivelacion de dngulos rectos. Las
ternas pitagoricas son itiles para garantizar que los dngulos en las esquinas de los
muebles midan 90°% al instalar rampas, permiten calcular su longitud en relacion
con la altura y la base. De hecho, vinculo las ternas pitagoricas con el tridngulo
rectdngulo y tiene una variedad de aplicaciones.

Por otro lado, el subtema, EI TP es una proposicién que requiere demos-
tracion, se desarrollé a partir de las respuestas de los casos FPM1, FPM2,
FPM9 y FPM15 en la tarea 1. Ellos al explicar el significado del TP, desta-
caron de que se trata de una proposicién matemdtica cuyo cumplimiento no
es evidente, a diferencia de un axioma, lo que justifica la necesidad de una
demostracién. Este hecho fue sefialado como un atributo distintivo, ya que
representa una caracteristica central del TP. Tal idea quedé reflejada en
expresiones como: ‘E/ TP requiere demostracion’, "Es una proposicion cuya
verdad no es evidente”, “El TP es un enunciado que debe demostrarse a diferencia
de un axioma’, y Al demostrarlo, no habrd duda de que se cumple en cualquier
tridngulo rectdngulo”.

Conexion matemdtica de tipo significado

Esta conexién se evidencié en todos los casos de estudio, especialmente
cuando se les pregunté: ¢Qué significa el TP para ti? En sus respuestas
destacaron diversas interpretaciones del concepto, predominando /a idea de
que el TP se concibe como una formula para calcular magnitudes. Por ejemplo, el
FPM7 comenté que desarrollé esta nocién por primera vez al trabajar con
el teorema en el bachillerato. Posteriormente, en el Nivel Superior, profundizé
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su conocimiento sobre la proposicién, aunque expresé que, desde su
perspectiva, la esencia del TP radica en el cilculo de magnitudes asociadas
a un tridngulo rectdngulo (véase el extracto de didlogo con FPM7 para la'T1).
FPMY7: EI'TR en esencia, proporciona un método para calcular distancias o magnitu-
des en un tridngulo rectdngulo
Investigador: ;Podrias explicar un poco mds a qué te refieres?
FPM7: Para mi, el TP es como una formula que permite determinar magnitudes. S¢
que este teorema tiene 0tros signg'ﬂ'cados, pero considero que su esencia radica en eso
Por otro lado, esta misma idea también emergié en diversas respuestas
correspondientes a la tarea 5, en los casos FPM1, FPM7 y FPM10. Sefialaron
que, para resolver dicha tarea, era necesario interpretar el TP como una formula
para calcular la magnitud faltante en el triangulo rectdngulo. La tarea consistia
en analizar un escenario donde una escalera de se apoyaba en el techo de
una casa cuya altura era de . Coincidieron en que el uso del TP permitia
determinar la distancia exacta entre el pie de la escalera y la base de la casa.
Esto muestra cémo los FPM utilizan el teorema como una herramienta
prictica para resolver problemas que involucran tridngulos rectingulos.
Ademas, las respuestas de estos casos destacan la tendencia de inzerpretar el
TP principalmente como una formula para el cilculo, dejando en segundo
plano otras posibles interpretaciones del teorema.

Conexion matemdtica de tipo implicacion

Esta conexién se presenté con menor frecuencia en comparacién con las
anteriores. Se identificé en las respuestas de FPM1, FPM9, FPM13 y FPM15
al resolver las tareas 1,5 y 6. En dichas respuestas, establecieron deducciones
légicas basadas en propiedades geométricas y relaciones matemadticas. Por
ejemplo, reconocieron que, si en un tridngulo se cumple el TR entonces necesa-
riamente el tridngulo es rectingulo. Ademds, en la tarea 6, plantearon que, si
un tridngulo es simultdneamente rectdngulo e isdsceles, con catetos de longitud y
una hipotenusa de longitud , entonces el TP se expresa como: 2P = ¢? (véase
extracto de didlogo con FPM15 para 1la T6).

FPM15: El tridngulo dado es isdsceles por la condicion 1, ahora la condicion 3 me dice
que también es rectangulo [escribe, /2 + 12 = ¢ 2], me recuerda el tridngulo rec-
tdngulo isdsceles de lados 1 e hipotenusa /2. Entonces el tridngulo ABC es isdsceles
y rectangulo

Investigador: s Me puedes dar una conclusion de las ideas que estableciste?

FPM15: Cuando un tridngulo es a la vez rectdngulo e isdsceles, con catetos de longi-
tud y una hipotenusa de longitud entonces el TP se representa como 2 = ¢

Este tipo de conexién se destaca por requerir un razonamiento légico

mds estructurado, ya que implica derivar conclusiones basadas en condiciones
previas. Su menor frecuencia podria estar relacionada con el nivel de
abstraccién y andlisis necesario para establecer estas deducciones.
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Conexion matemdtica de tipo parte-todo

Las respuestas de FPM1, FPM5, FPM11 y FPM13 en la tarea 1 permitieron
identificar esta conexién. Plantearon relaciones 1égicas basadas en procesos
de generalizacién o inclusién que involucraban tanto el TP como la ley de
los cosenos. Por ejemplo, FPM1 al explicar qué es el TP, indic6 que es un
caso particular de la ley de los cosenos. Mientras que el FPMS5 indicé que el
TP estd incluido en la ley de cosenos, ya que este ultimo se cumple en
cualquier tridngulo y, cuando el dngulo opuesto al lado principal sobre el
cual se plantea la ley de cosenos es de 90°, el tridngulo se convierte en tridngulo
rectingulo y la relacién deriva en la igualdad pitagdrica. Por su parte,

FPM11 sefial6 que el TP es parte de la ley de cosenos (ver Figura 3).

Figura3
Conexion parte-todo evidenciada por FPM11 en la tarea 6

Las respuestas descritas por los casos permitieron construir el subtema:
EI'TP es un caso particular de la ley de cosenos, donde la parte es el TP y la ley
de los cosenos es el todo (concepto mds general).

Discusidn y conclusiones

El estudio se enfocé en analizar las conexiones matemdticas que un grupo
de futuros profesores de matemadticas establece al resolver tareas que involucran
el uso del TP. Estos resultados coinciden con aquellas investigaciones de
conexiones matematicas en estudiantes del nivel universitario, donde
predominan aquellas conexiones del tipo procedimental, representaciones
diferentes, caracteristica y significado (Businskas, 2008; Garcia-Garcia &
Dolores-Flores, 2018, 2021a, 2021b; Mhlolo, 2012). Las conexiones identi-
ficadas en este estudio fueron clasificadas en las siguientes categorias: procedi-
mental, caracteristica, representaciones diferentes, significado, implicacion y

parte-todo (Tabla 4).
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Tabla 4

Conexiones matemdticas establecidas por los casos de estudio

Casos de estudio (FPM)
Tipo de conexién

matemitica 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Procedimental

Representaciones . . . x o xx ko x x £ % s
Diferentes

Caracteristica
Significado
Implicacién
Parte-Todo * * * *

Nota. * = Se utiliza la conexién matematica. Fuente: Elaboracion propia basada en los datos

La conexién procedimental fue evidenciada en todos los casos de estudio,
ya que los FPM emplearon razonamientos centrados en procedimientos
asociados al TP para resolver las tareas propuestas. Esto puede explicarse
por la familiaridad con los métodos adquiridos durante su formacién
preuniversitaria, la percepcién de que son mis ficiles de ensefar y la
influencia de un sistema educativo que prioriza los algoritmos sobre las
ideas conceptuales (Olfos et al., 2014; Reyes et al., 2017; Hutapea et al.,
2015). Sin embargo, dado que estos FPM pronto asumirdn la responsabilidad
de ensefar matemdticas, este hallazgo pone de relieve la necesidad de fortalecer
su formacién. Es necesario que desarrollen no solo un dominio procedi-
mental, sino también la comprensién del TP. Esto les permitird integrar
perspectivas mds amplias y ayudar a sus futuros alumnos a construir un
entendimiento sélido y conectado del TP. Esto es relevante porque, como
indica la literatura, la capacidad de establecer conexiones matemadticas
favorece la comprension de los conceptos matemiticos (Tanisli & Kalkan,
2018; Garcia-Garcia & Dolores-Flores, 2021a; Campo-Meneses & Garcia-
Garcia, 2021).

Por otro lado, /a conexion representaciones diferentes se manifesté en las
respuestas de todos los FPM, destacindose por la variedad de registros
empleados para interpretar el TP. Sus respuestas y argumentos respaldaron
esta conexion, que incluy6 la igualdad algebraica, su equivalencia en términos
de drea, la férmula de la distancia entre dos puntos en el plano, las ecuaciones
de la circunferencia y una identidad pitagérica. Esto evidencia que los FPM
en el nivel superior reciben una instruccién consistente sobre el TP, lo cual
se contrapone a lo sefialado por Zazkis y Zazkis (2016); y trasciende la
simple definicién y deduccion (Cantoral et al., 2014). Sin embargo, una vez
que algunos de los FPM se integran como profesores al sistema educativo,
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sus précticas diddcticas en torno al teorema tienden a centrarse Unicamente
en el uso de la férmula algebraica (Reyes et al., 2017). Este hecho invita a
dar seguimiento a los FPM después de su transicién a la docencia y refle-
xionar sobre los factores que influyen en su prictica educativa.

En adicién a lo anterior, otra de las conexiones matematicas evidenciadas
por la totalidad de los casos de estudio fue la de caracteristica, la cual se
identificé cuando los FPM reconocieron atributos vinculados al TP. Por
ejemplo, todos sefialaron que el TP solo se cumple en tridngulos rectingu-
los, lo cual contrasta con el razonamiento de estudiantes de grados inferiores,
quienes aplican el TP incluso en tridngulos que no son rectdngulos (Pambudi,
2020; Rohmah, 2020). La asociacién con ternas pitagéricas y el reconoci-
miento como una proposicién o teorema que requiere demostracién parecen
ser el resultado del énfasis con el que la Geometria Euclidiana se trabaja en
el nivel superior, donde la demostracién constituye un eje central (Cantoral
etal., 2014).

En relacién con la conexion matemdtica de significado,los FPM atribuyeron
un sentido propio al TP al explicarlo desde su perspectiva personal. A pesar
del conocimiento demostrado, que permitié identificar conexiones previas,
todos ofrecieron razonamientos a través de los cuales conceptualizaron el
TP como una férmula para resolver problemas o ejercicios matematicos
relacionados con el cdlculo de magnitudes. Este hallazgo se alinea con lo
observado en la préctica docente de profesores de bachillerato (Reyes et al.,
2017) y, evidencia la resistencia al cambio en las concepciones formadas
durante etapas tempranas de aprendizaje (Dolores & Garcia-Garcia, 2017).

Otra conexién utilizada con menor frecuencia que las anteriores es la de
implicacion, ya que solo cuatro casos de estudio establecieron proposiciones
del tipo si A = B vinculadas al TP. Un fenémeno similar ocurrié con la
conexion matemdtica parte-todo: solo cuatro FPM sefialaron que el TP es un
caso particular de la ley de los cosenos. Esto podria explicarse por el hecho
de que estas conexiones requieren una mayor demanda cognitiva, lo que
sugiere que los FPM no siempre estin preparados para establecerlas. Este
hallazgo resalta la necesidad de que la formacién de los FPM proporcione
oportunidades para examinar el TP en lo que respecta a sus conexiones
matemadticas, ya que ello favorece su comprensién (Garcia-Garcia, 2019,
2024). A su vez, esta comprensién mds profunda incidird de forma positiva
en su futura préctica docente (Copur-Gengtiirk, 2015).

Finalmente, es importante destacar que para futuras investigaciones seria
relevante explorar las conexiones matemadticas que los docentes fomentan
en el aula al abordar el TP, ya que esto podria proporcionar elementos valio-
sos para comprender las oportunidades que ofrecen a los estudiantes para
alcanzar la comprensién. En este sentido, esta investigacién aporta a la linea
de investigacién sobre las conexiones matemdticas y a su vez abre la posibi-
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lidad a futuros trabajos en los que se disefien actividades que permitan crear
conexiones matemdticas mds complejas como lo son las conexiones de
implicacion o parte-todo.
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Resumen

Este estudio analiza el nivel de resolucién de problemas geométricos en el curso
“Geometria. Su aprendizaje y su ensefianza” de la Licenciatura en Educacién
Primaria, impartido en una escuela normal del estado de Puebla. Los resultados
iniciales evidenciaron que la mayoria de las alumnas presentaban dificultades para
comprender las consignas, mostraban un dominio limitado de los contenidos y,
aunque en algunos casos lograban disefiar planes pertinentes, cometian errores
durante la ejecucidn, lo que afectaba su desempeiio. El objetivo de la investigacién
fue analizar estrategias didécticas orientadas a favorecer la resolucién de problemas
geométricos en estudiantes de tercer semestre. Para ello, se utiliz6 la metodologia de
investigacién-accién, desarrollada en dos ciclos: en el primero, se propusieron situa-
ciones diddcticas fundamentadas en el método de resolucién de problemas de Pélya,
en el segundo, se incorporé el Mapa Conceptual Hibrido (MCH) desde el enfoque
onto-semiético. Como parte del anilisis, se consideraron también resultados cuanti-
tativos obtenidos en pruebas escritas aplicadas a las participantes. Los hallazgos
reflejan una mejora significativa en los procesos de resolucién: mayor comprensién
de los problemas, elaboracién de soluciones mds estructuradas y aplicacién mds
precisa de procedimientos. El uso del MCH, en particular, favorecié el desarrollo de
la visién retrospectiva y fortalecié procesos de metacognicién y reflexién, lo que
permitié a las estudiantes ajustar sus estrategias y afianzar su aprendizaje. En
conjunto, ambas estrategias demostraron ser efectivas para mejorar la ensefianza y
el aprendizaje de la geometria en la formacién de futuras docentes.
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Palabras clave
Enfoque onto-semidtico, formacién de docentes de primaria, normalismo rural

Introduccién

Desde sus origenes, la geometria ha sido considerada una rama relevante de
las matematicas. Garcia y Lopez (2008) senialan que “[...]Jrepresenté un
cuerpo de conocimientos que eran verdaderos y que, ademads, podia demostrarse
que lo eran[...]” (p. 29). En este sentido, el aprendizaje de la Geometria va
mis alld del cumplimiento de un programa educativo, pues implica
reflexién, razonamiento y la buisqueda de la verdad a través de procesos
légicos y demostrables.

Para las estudiantes de la Licenciatura en Educacién Primaria (LEPRI),
la importancia de la geometria se potencia al reflexionar sobre la pregunta:
spara qué enseflar Geometria? Ante este cuestionamiento, Garcia y Lépez
(2008) destacan que ensefiar esta disciplina contribuye a cultivar la
inteligencia, desarrollar estrategias de pensamiento, explorar una materia
tanto util como formativa, estimular la sensibilidad estética, fomentar el
trabajo experimental en Matemadticas y agudizar la percepcién del mundo
que nos rodea.

A partir de lo anterior, es importante aprender geometria ademds de
comprender y dominar estrategias, métodos y enfoques adecuados para su
ensefianza. Tradicionalmente, se ha cuestionado el enfoque ostensivo en la
ensefianza de la geometria, donde el rol del docente se limita a transmitir
informacién y el del estudiante a memorizar conceptos y propiedades
(Serrato, 2018). En contraste, el enfoque basado en la resolucién de problemas
favorece la adquisicién de conocimientos y el desarrollo de habilidades y
prepara al alumno para enfrentar situaciones cotidianas y desafios en su vida
profesional (Guzman & Moreira, 2014).

En la Licenciatura en Educacién Primaria, Plan 2022, el programa del
curso “Geometria, su aprendizaje y su ensefianza” del tercer semestre propone
la resolucién de problemas geométricos con un doble fin: primero, como
medio para aprender matematicas a través de la resolucién de problemas; y
segundo, como medio para enseflar matemdticas, con el fin de que las
docentes en formacién desarrollen competencias didicticas para ensefiar
contenidos matematicos.

Con el propésito de conocer el nivel de comprensién y habilidades en la
resolucién de problemas geométricos de las futuras docentes, se realizé un
diagnéstico a un grupo de alumnas de tercer semestre de la Licenciatura en
Educacién Primaria (LEPRI) de la Escuela Normal Rural “Carmen Serdin”
(ENRCS), durante el ciclo escolar 2023-2024. El instrumento consistié en
un cuestionario compuesto por 10 problemas relacionados con temas de



ALBERTO SANTANA ORTEGA, OSCAR NELSON LOPEZ LOPEZ, ERWIN SANTANA ORTEGA 229

geometria plana, tales como dngulos, simetria, dreas, perimetros, tridngulos,
cuadrildteros, poligonos regulares e irregulares, semejanza, teorema de Pitd-
goras, capacidad y volumen.

Dado que las participantes cursan estudios de nivel superior, se disefiaron
problemas con un grado de dificultad correspondiente a los niveles de
secundaria y bachillerato. Las preguntas eran abiertas y no se limitaban
Unicamente a la obtencién del resultado; también se solicitaba a las alumnas
que explicaran qué se les pedia, si contaban con un plan para resolver el
problema, que describieran el procedimiento seguido y reflexionaran sobre
las acciones para llegar a la solucién.

Los resultados del diagnéstico revelaron un bajo desempefio general en
la resolucién de problemas geométricos, evidenciando dificultades tanto en
la comprensién de las consignas como en la elaboracién de estrategias
pertinentes y en la ejecucién de los procedimientos matematicos.

Si bien los investigadores ya estaban familiarizados con los pasos
propuestos por Pélya para la resolucién de problemas, las alumnas en
formacién desconocian esta propuesta. Esta situacién permitié reconocer
una oportunidad para fortalecer los procesos de ensefianza y aprendizaje de
la geometria, en especial en lo que se refiere a la resolucién de problemas.

Durante la revisién de la literatura, se identificé que, ademds del enfoque
heuristico de Pélya, diversas investigaciones destacan el Mapa Conceptual
Hibrido como una estrategia didéctica viable para favorecer la comprensién,
estructuracién y organizacién del pensamiento matemdtico. Con base en
estos hallazgos, se decidié implementar ambas estrategias con el propésito
de analizar sus efectos en el desarrollo de habilidades para resolver problemas
geométricos en estudiantes de tercer semestre de la Licenciatura en Educa-
cién Primaria.

Asi, el propésito de esta investigacién fue analizar el aporte de dos estra-
tegias diddcticas al desarrollo de las habilidades para la resolucién de
problemas geométricos en futuras docentes de educacién primaria. La
primera estrategia fue el método de resolucién de problemas propuesto por
Pélya, y la segunda, el Mapa Conceptual Hibrido, fundamentado en el
enfoque onto-semidtico.

Ambas buscan enriquecer los procesos de ensefianza y aprendizaje de la
geometria. A partir de ello, se articula una linea de investigacién centrada
en el estudio de metodologias basadas en la resolucién de problemas como
medio para fortalecer la formacién inicial de futuras docentes de primaria.

A partir de este planteamiento, se formulé la siguiente pregunta de
investigacion: ;Como incide la implementacion de estrategias diddcticas, como
los pasos de Pélya y el uso del Mapa Conceptual Hibrido, en la mejora de los
procesos de resolucion de problemas geométricos en futuras docentes de tercer
semestre de la Licenciatura en Educacion Primaria?
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Referentes tedricos y elementos conceptuales

Enseguida se describen algunos aspectos tedricos y conceptuales que permiten
comprender el contexto y profundizar en las estrategias propuestas a las
futuras docentes durante el trabajo con los problemas geométricos. Se
describe brevemente el programa de estudios del curso, los rasgos del perfil
de egreso de las alumnas, y las caracteristicas generales del método de Pdlya,
del mapa conceptual hibrido y del enfoque onto-semiético.

Programa de estudios para el curso Geometria. Su aprendizaje y su
ensenanza

En el programa de estudio del tercer semestre de la LEPRI, Plan 2022, del
curso “Geometria. Su aprendizaje y su ensefianza” (GAE) se establece como
propésito general:

Que las y los estudiantes normalistas consoliden saberes en torno a la geometria

plana y espacial que les permitan implementar estrategias didacticas en educacién

primaria que fomenten el desarrollo de habilidades del pensamiento 16gico,
cientifico y critico necesarias para realizar una intervencién pedagégica y didactica

pertinente en diferentes contextos (SEP, 2022b, p. 5).

Para consolidar estos saberes en torno a la geometria es necesario que las
docentes en formacién sean capaces de resolver problemas matematicos
utilizando diversas estrategias de solucién (Mancera & Basurto, 2016).

Ademais de esto es necesario que conozcan los rasgos del perfil de egreso
de sus estudiantes con el propésito de reconocer cé6mo la resolucién de
problemas geométricos contribuye al logro de ese perfil y a la ensefianza de
los contenidos en educacién Primaria.

Perfil de egreso de las y los estudiantes de educacion bdsica

Los rasgos globales del aprendizaje -perfil de egreso- ofrecen una visién integral

de los aprendizajes que las y los estudiantes habrin de desarrollar a lo largo de la

educacién bisica, en los que se articulan las capacidades y los valores expresados

en los ejes articuladores con los conocimientos, actitudes, valores, habilidades y

saberes aprendidos gradualmente en los campos formativos. En la reforma

educativa de educacién basica se plantean cuatro campos formativos: (1) Lenguajes,

(2) Saberes y Pensamiento cientifico, (3) Etica, naturaleza y sociedades y (4) De

lo humano y lo comunitario (SEP, 2022a).

Los contenidos matemdticos que se analizan en el curso GAE son
abordados en situaciones problemdticas contenidas en proyectos del campo
formativo Saberes y pensamiento cientifico,

los cuales se establecen en los programas sintéticos de las fases 3, 4 y 5 -seis

afios de educacién primaria- del sistema educativo mexicano y otros corresponden a

contenidos bédsicos de geometria plana que las alumnas analizaron en sus cursos

de matemadticas en nivel secundaria y nivel medio superior.

Las habilidades en la resolucién de problemas no son simples o automa-
ticas, Santos (1992) sostiene que “Aprender matemdticas es un proceso acti-
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vo que requiere discusiones de conjeturas y pruebas” (p. 22), ademds men-
ciona que uno aprende a resolver problemas con éxito en la medida en que
se resuelve un gran nimero de problemas.

En el estudio de Mancera y Basurto (2016, p. 7) se indica que:

La matemdtica no se aprende por repeticién, si no por la realizacién de la actividad

matematica, la cual se caracteriza por una indagacién constante, el replantea-

miento de lo elaborado, la busqueda de una comprensién mds profunda de los
contenidos y la realizacién de esfuerzos para interactuar constantemente con los
contenidos matemadticos.

Afirman ademds, que saber matemadticas implica saber resolver problemas,
lo que evidencia la importancia de que las futuras docentes resuelvan
problemas matemdticos para desarrollar sus competencias didécticas y
cognitivas.

Para Mancera y Basurto, un problema es una situacién cuya resolucién
no es inmediata, se estd frente a un problema si no se sabe de manera
inmediata la forma en la que se puede resolver y encontrar la solucién exige
tomar decisiones y poner en juego distintos saberes y recursos cognitivos.

Resulta muy util entender que en el caso de estudiantes de LEPRI la
resolucién de problemas geométricos juega un papel muy importante pues
deben consolidar sus saberes en torno a la Geometria, de acuerdo al Plan de
estudios 2022 y fomentar a través de su ensefianza, formas de razonamiento
en sus alumnos al resolver problemas. En el plan de estudios de educacién
basica (Secretaria de Educacion Publica [SEP], 2022a, p. 130) se establece
que “[...]la ensefianza cientifica busca formar en las y los estudiantes la
capacidad de analizar distintas concepciones del mundo con la finalidad de
que tomen decisiones sobre la explicacién mds adecuada al momento de
resolver cada problema concreto”. Para la resolucién de problemas mate-
miticos se proponen diferentes métodos, uno de ellos es el método de Pélya.

El método de Pilya

De acuerdo con Pélya (2004), el proceso de resolucién de problemas
matemdticos se puede desglosar en cuatro fases, cada una de las cuales
desempefia un papel clave en el éxito del estudiante. Enseguida se describe
cada una de las fases.

Fase 1: Comprension del problema. Antes de intentar resolver un problema,
es esencial que el estudiante comprenda plenamente su enunciado. Esto
implica identificar los datos, lo desconocido y las condiciones que lo
conforman. Ademds de la comprensién, se busca que el problema despierte
interés y motivacién en el estudiante, lo cual depende de seleccién y presen-
tacién pertinentes del problema. El docente debe facilitar este proceso
mediante preguntas orientadoras y asegurarse de que el estudiante pueda
reformular el problema con claridad.
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Fase 2: Concebir un plan. Disefiar un plan consiste en determinar la
estrategia o secuencia de pasos necesarios para alcanzar la solucién. Esta
etapa requiere reflexién, andlisis de experiencias previas y conexiones con
problemas similares. La aparicién de una “gran idea” puede ser gradual o
repentina, y el papel del docente es guiar discretamente al estudiante a través
de interrogantes que estimulen el pensamiento critico, la analogia, la
generalizacién o la formulacién de problemas auxiliares.

Fase 3: Ejecutar el plan. Una vez definido el plan, su ejecucién exige
perseverancia, precisién y verificacién continua. El estudiante debe revisar
minuciosamente cada paso, asegurando su validez tanto desde una perspectiva
intuitiva como formal. La autonomia en la construccién del plan facilita su
mantenimiento y comprensién, mientras que el docente debe insistir en la
justificacién rigurosa de cada argumento.

Fase 4: Vision retrospectiva. La Gltima etapa consiste en revisar el proce-
dimiento y el resultado obtenido. Esta retrospeccién fortalece el aprendizaje,
propicia la transferencia de conocimientos a nuevos contextos y permite
mejorar tanto la solucién como su comprensién. El docente debe alentar a
los estudiantes a identificar conexiones con otros problemas y a considerar
la reutilizacién de métodos y resultados en situaciones distintas.

Este enfoque busca la resolucién de problemas, ademis el desarrollo de
habilidades cognitivas y analiticas indispensable para el aprendizaje matema-
tico y la aplicacién de los conceptos en diversas situaciones. Aunque el
método de Pélya fue formulado hace mds de ochenta afios, sigue siendo un
referente vigente en la investigacién en matemdtica educativa. Estudios
recientes confirman que su estructura metodolégica conserva plena vigencia
en contextos escolares y resulta aplicable a distintas dreas del conocimiento
matemdtico.

En el 4mbito de la educacién bésica, investigaciones como la de Barrén-
Parado et al. (2021) y Sianchez-Cuastumal y Valverde-Riascos (2020) muestran
cémo la implementacién estructurada del método de Pélya favorece la
comprensién y resolucién de problemas matemadticos en estudiantes de
primaria y secundaria, destacando su valor para fomentar habilidades de
pensamiento légico y estrategias de resolucién, especialmente cuando se
combina con actividades guiadas y reflexién metacognitiva.

Desde una perspectiva més aplicada, Figueroa et al. (2023) analizan la
utilidad del método en la resolucién de problemas fisicos, particularmente
en el estudio del movimiento rectilineo, lo cual evidencia su capacidad para
trascender los limites de la matemadtica pura y servir como medio para la
comprensién de fenémenos del mundo real. En una linea similar, Montoya
(2024) reporta avances significativos en el fortalecimiento de competencias
cientificas mediante el uso del enfoque de Pélya en contextos de educacién
media.
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Estudios como el de Gopinath y Lertlit (2017) revelan que el modelo
sigue siendo vigente para fortalecer las habilidades de resolucién de problemas
en estudiantes de secundaria, siempre que se implementen estrategias
didicticas activas y contextualizadas. Por otro lado, trabajos como el de
Oliveros et al. (2021) reafirman el valor del método como técnica de resolucién,
pero ademds como una herramienta que favorece procesos de pensamiento
matemitico. Finalmente, en el contexto contempordneo de la estadistica y la
ciencia de datos, de Carvalho (2024) retoma las ensefianzas de Pélya para
proponer su adaptacién a la modelacién estadistica, lo que demuestra la
vigencia y versatilidad del enfoque incluso en dreas emergentes del conoci-
miento.

De esta forma la literatura reciente respalda la utilidad del método de
Pélya como una estrategia didéctica flexible y eficaz. Su aplicacién en
distintos niveles educativos, contextos culturales y dreas disciplinares refleja
no solo su solidez tedrica, sino también su capacidad para adaptarse a las
demandas actuales de la educacién matemdtica.

El método de Pélya constituye una herramienta metodoldgica flexible y
eficaz para abordar una amplia gama de problemas matemadticos; en este
caso su aplicacién se centré en la resolucién de problemas geométricos. En
este sentido, Mancera y Basurto (2016, p. 25) destacan una serie de elementos
clave que deben considerarse al enfrentar este tipo de desafios, aportando
asi una perspectiva complementaria que enriquece el enfoque propuesto por
Pélya. Entre estos aspectos se incluyen, por ejemplo:

[...] los recursos (que se refiere a los contenidos matematicos), la heuristica (es

decir, las estrategias que se poseen), el control (no basta poseer conocimientos y

estrategias, es necesario saber cudndo y cémo utilizarlas), el sistema de creencias

(las concepciones que se poseen sobre las matemdticas, sobre si mismo, etc.).

Bajo esta consideracién, en el curso GAE se buscé implementar una
herramienta que favoreciera a las futuras docentes mejorar la comprensién
de problemas, el dominio de contenidos, el uso de estrategias y el control a
través del andlisis y la reflexién. Al indagar sobre diferentes enfoques que
permiten orientar el aprendizaje y ensefianza a través de la resolucién de
problemas se encontré el enfoque onto-semidtico, la eleccién de este enfoque
se justifica porque ofrece un marco para reconocer los elementos implicados
en la resolucién de problemas y apoya a los estudiantes al tener un referente
sobre los aspectos que deben considerarse, muchos de los cuales suelen
pasar desapercibidos, pero que con su aplicacién se hacen explicitos (Godino,

2022).

Enfoque onto-semidtico
El enfoque onto-semiético propuesto por Godino et al. (2007) sostiene que
en la resolucién de problemas matematicos estdn implicitos una serie de
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objetos: conceptos, propiedades, procedimientos y argumentos; en este
modelo se propone que estos objetos pueden ser interpretados desde cinco
perspectivas: (1) personal/institucional, (2) ostensivo/no-ostensivo,
(3)expresién/contenido, (4) unitario/sistémico, e (5) intensivo/extensivo
(Godino et al., 2007). Las dos perspectivas con mayor aporte a este trabajo
son la personal-institucional y ostensivo-no ostensivo, ya que ademids
presentaron menor aplicabilidad en el contexto del estudio.

La perspectiva personal-institucional tiene que ver con la idea de que en
la resolucién de problemas los alumnos novatos pueden presentar procedi-
mientos que son argumentados desde una visién particular o personal.
Cuando estos argumentos y procedimientos son presentados por expertos,
se institucionalizan (Godino, 2022).

Moreno (2019) sefiala que ciertos procesos cognitivos pueden vincularse
con las perspectivas duales del conocimiento. Por ejemplo, en la perspectiva
ostensivo no ostensivo, es posible transitar de la idealizacién a la materiali-
zacién de los objetos matemadticos y viceversa. Asi, un concepto abstracto, es
decir, no ostensible, puede representarse fisicamente en papel mediante
simbolos, grificas o expresiones algebraicas que si son ostensibles.

Este enfoque es altamente util, ya que, al resolver problemas, los alumnos
interactdan con diversos objetos matemadticos, como conceptos, propiedades,
procedimientos y argumentos. Sin embargo, en este curso se observé que las
docentes en formacién ejecutaban los procedimientos sin ser plenamente
conscientes de los demds objetos que sustentan la resolucién. Ante esta
situacién se implementé el mapa conceptual hibrido (MCH).

Mapa conceptual hibrido

Moreno (2019) propuso el uso del Mapa conceptual hibrido (MCH) para
la ensefianza de la fisica, pero indica que puede ser implementado en la
enseflanza de las matemdticas como apoyo en las fases de resolucién de
problemas. Se tienen referencias de su implementacién en la solucién de
problemas matemadticos en educacién bdsica en 2019.

La técnica del MCH combina caracteristicas del Mapa Conceptual
(MC) y del Diagrama de Flujo (DdF). El MCH “Se trata de una represen-
tacién grifica que presenta simultineamente tantas redes jerdrquicas de
conceptos como distintos procesos o procedimientos” (p. 94).

EI MC es una técnica grifica que muestra de forma organizada el cono-
cimiento, colocando en niveles superiores los conceptos mds generales y en
niveles inferiores los conceptos mds particulares conectados con segmentos
y frases de enlace. Muchas investigaciones muestran las ventajas del uso del
MC como estrategia de aprendizaje en los alumnos y como estrategia de
ensefianza para los docentes (Moreno, 2019). El DdEF, por su parte permite
representar de forma clara, esquematica y secuencial los pasos a seguir para
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desarrollar un proceso, algoritmo o sistema (Universidad Internacional de
La Rioja, 2022).

El uso del MCH hace visible el razonamiento de los estudiantes; las
abstracciones y los conceptos que mantienen en mente se representan de
manera fisica a través de estos mapas. De este modo los objetos matematicos
primarios (e.g., conceptos, propiedades, procedimientos y argumentos) pueden
ser representados de manera ostensiva (i.e., lenguaje) mediante el MCH y
éste puede ser interpretado como una representacion ostensiva del sistema
de pricticas discursivas y operativas que lleva a cabo un sujeto al resolver un
problema (Moreno, 2019).

En la resolucién de problemas, el MCH constituye una herramienta que
permite identificar los conceptos, el lenguaje, las proposiciones, los argu-
mentos y los procedimientos a los que alude el enfoque onto-semiético, al
integrar simultdneamente un diagrama de flujo y un mapa conceptual.

Metodologia

La propuesta de intervencién se llevé a cabo con 27 alumnas del grupo “A”
de tercer semestre de la LEPRI en la ENRCS, una institucién publica
ubicada en Teteles de Avila Castillo, Puebla. Las futuras docentes estudian
bajo la modalidad de internado, lo que les brinda acceso gratuito a servicios
académicos, alimenticios y de hospedaje.

Meétodo de investigacion

Se opté por utilizar el método de investigacién-accién con la finalidad de
mejorar una situacién a través de la practica. Latorre (2005, p. 26) define a
la investigacién-accién como:

Una forma de indagacién autorreflexiva realizada por quienes participan

(profesorado, alumnado, o direccién, por ejemplo) en las situaciones sociales

(incluyendo las educativas) para mejorar la racionalidad y la justicia de: a) sus

propias pricticas sociales o educativas; ) su comprensién sobre las mismas; y c)

las situaciones e instituciones en que estas practicas se realizan (aulas o escuelas,

por ejemplo).

Creswell (2012) indica que la investigacion-accion “[...]se asemeja a los
métodos de investigacién mixtos, dado que utiliza una coleccién de datos de
tipo cuantitativo, cualitativo o de ambos, sélo que difiere de estos al centrarse
en la solucién de un problema especifico y prictico” (p. 577). La investi-
gacidén-accién surge ante la necesidad de reflexionar sobre la prictica
docente e intervenir en ella para fortalecerla, frente a una insatisfaccién con
el estado actual de las cosas (Vidal & Rivera, 2007). En este caso se buscé
mejorar el proceso de resolucién de problemas geométricos en 27 alumnas
de tercer semestre.
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Instrumentos de recoleccion

Hernindez (2013) establece que las técnicas de recoleccién de datos
comprenden procedimientos y actividades que le permiten al investigador
obtener la informacién necesaria para dar respuesta a su pregunta de inves-
tigacién y los instrumentos constituyen las vias mediante la cual es posible
aplicar una determinada técnica de recoleccién de informacién.

Para recabar informacién sobre los procesos de aprendizaje de las alumnas,
se utilizaron diferentes técnicas como la observacién y encuestas, e instru-
mentos como guias de observacién, dos cuestionarios con problemas
geométricos para obtener un diagndstico, un cuestionario al final del ciclo 1
y otro cuestionario al final del ciclo 2, registros anecdéticos y diarios de
campo, mismos que permitian valorar la propia accién y hacer una identificar
los aciertos y las limitaciones en el proceso.

Procedimientos

Latorre (2005) plantea que existe una espiral de la investigacién-accién en
forma ciclica. El proceso inicia con el disefio de un plan de accién sobre una
realidad observada y diagnosticada, posteriormente se acta sobre esa realidad,
luego se observa la accién y al final se reflexiona sobre esa accién para
iniciar nuevamente con otro ciclo. Aunque existen diferentes modelos de la
investigacién-accién, el mds comun es el de Kemmis, el cual identifica cuatro
fases o momentos: (1) planificacién, (2) accién, (3) observacién, y (4) refle-
xién.Después de realizar un diagnéstico y bisqueda de informacién se
propuso la siguiente hipétesis de accién: 8i se implementan estrategias
diddcticas como el método de Polya y el uso del Mapa Conceptual Hibrido, entonces
se favorecerd la mejora en los procesos de resolucion de problemas geométricos en
estudiantes de tercer semestre de la Licenciatura en Educacion Primaria.

Entre los problemas geométricos analizados se incluyeron situaciones
relacionadas con el cédlculo de perimetros y dreas de figuras planas, la identi-
ficacién y clasificacién de poligonos, la semejanza de tridngulos, el cédlculo
de capacidad y volumen, asi como la medicién de dngulos y la identificacién
de propiedades en poligonos regulares e irregulares.

Los problemas propuestos conservaron las tematicas abordadas en el
cuestionario inicial, pero fueron reformulados como preguntas abiertas
buscaban obtener una respuesta numérica, sino también promover la reflexién
sobre el proceso de resolucién. Se incluyeron interrogantes orientadoras
como: ;qué es lo que se pide?, stienes un plan para resolverlo?, scudl es el
procedimiento que seguiste? y squé hiciste para resolver el problema?

Estas preguntas tenian como finalidad analizar el progreso o las dificul-
tades del estudiantado en relacién con las etapas propuestas por Pélya para
la resolucién de problemas. Un ejemplo del tipo de problemas propuestos es
el siguiente (ver Figura 1).
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Figural
s Qué expresion representa el drea sombreada si la base del rectangulo es § metros y
AB:BC:CD? A F E

B c D

El uso de problemas geométricos contextualizados y disefiados como
preguntas abiertas permitié identificar los conocimientos previos y las difi-
cultades conceptuales de las futuras docentes, ademds favorecer una actitud
mis reflexiva frente al proceso de resolucién. Al incluir interrogantes inspiradas
en las etapas de Pélya, se promovié que las estudiantes dejaran de centrarse
exclusivamente en la obtencién del resultado final y empezaran a valorar la
planificacién, el andlisis y la revisién como partes esenciales del pensamiento
matemadtico.

Esta estrategia revelé que muchas de las dificultades no se debian
Unicamente a la falta de conocimientos técnicos, sino a la ausencia de hébitos
de pensamiento estructurado, lo cual es necesario para quien aspira a ensefiar
matematicas. En este sentido, la intervencién no solo aporté al desarrollo de
habilidades geométricas, sino también a la formacién de una mirada mds
metacognitiva sobre el propio aprendizaje, aspecto clave en la preparacién
de docentes reflexivas y conscientes de sus procesos.

Considerando el tiempo disponible se realizaron dos ciclos de intervencién.
En el primer ciclo, fase de planificacién, se elaboré un plan de accién con
secuencias didicticas en 5 sesiones de 2 horas cada una, basadas en la
resolucién de problemas a través del método de Polya.

En la primera sesion se plantearon 4 problemas geométricos reflexio-
nando sobre el paso 1 (i.e., comprensién del problema). En la segunda
sesién, se plantearon 4 problemas geométricos haciendo énfasis en el paso 2
(i.e., concebir un plan). En la tercera sesion, se propusieron 4 problemas
geométricos con énfasis en el paso 3 (i.e., ejecucién del plan). En la cuarta
sesion, se plantearon 4 problemas geométricos con énfasis en el paso 4 (i.e.,
visién retrospectiva). Finalmente, en la tltima sesion, se resolvieron problemas
geométricos aplicando los 4 pasos propuestos por Pélya. Al final de este
ciclo, se aplicé un cuestionario de 2 reactivos al inicio y al final del ciclo 1,
para valorar los pasos en la resolucién de problemas segin la propuesta de
Pélya.

Durante el segundo ciclo de intervencién, se implementaron secuencias
didicticas distribuidas en cinco sesiones de dos horas cada una, centradas en
el uso del Mapa Conceptual Hibrido (MCH) y manteniendo las mismas
temadticas consideradas en el diagndstico y ciclo 1. El objetivo fue fortalecer
la comprensién de los conceptos, propiedades, argumentos y procedimientos
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implicados en la resolucion de problemas geométricos. Asimismo, se buscé
que, al reflexionar sobre los procesos de solucién, las estudiantes adquirieran
mids herramientas para abordar problemas de mayor complejidad.

En la primera sesion, se explicé la diferencia entre MC y MCH usando
ejemplos mediante la resolucién de problemas geométricos. En las sesiones
2y 3, se trabajé en equipos para elaborar MCH en las libretas para resolver
problemas geométricos. En las ltimas dos sesiones, se buscé que la elabo-
racién fuera individual.

Para la elaboracién de los tultimos MCH, se brindé orientacién a las
alumnas en el uso del software Inspiration,lo que permitié que los mapas
fueran elaborados de forma digital. Al finalizar el segundo ciclo, se aplicé
un cuestionario con 2 problemas geométricos considerando los mismos
temas y buscando que tuvieran un grado de dificultad similar al de aquellos
aplicados en el diagnéstico y al final del ciclo 1. Se valoraron también los
pasos para resolver un problema usando el procedimiento de Pélya. Por
ejemplo, un problema especifico demandaba conocimientos bésicos sobre la
relacién entre el didmetro y el perimetro de una circunferencia, los cuales,
en este nivel educativo superior, las alumnas deberian dominar con facilidad,
dado que estos contenidos se trabajan desde la educacién primaria, secundaria
y media superior. No obstante, algunas alumnas enfrentaron dificultades
para resolverlo.

Para analizar los datos se consideraron cinco categorias establecidas desde
el diagnéstico de la problemitica de modo que el aprendizaje de las alumnas
se valoré cualitativamente a partir de los diarios de campo y registros
anecdéticos, y cuantitativamente a partir de los resultados de los cuestionarios
aplicados al final de cada ciclo. Este andlisis se realizé en dos etapas, la
primera después del ciclo de intervencién 1y la segunda etapa al finalizar el
ciclo de intervencién 2 (ver Tabla 1).

Tabla 1

Tipos de evaluacion

. Tipo de evaluacién
Etapa o ciclo
Evaluacién cualitativa Evaluacién cuantitativa

Inicial Cuestionario de diagnéstico

Guias de observacién, registros

o L Cuestionario 1
anecdéticos y diarios de campo

Primer ciclo

Segundo ciclo Cuestionario 2

Resultados

Los resultados de esta investigacién se reportan por cada ciclo de intervencién
de acuerdo a las cinco categorias comprensién del problema, concebir un
plan, ejecutar el plan, visién retrospectiva, plan y solucién correcta, estable-
cidas desde el diagnéstico de la problematica.
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Resultados obtenidos en el Ciclo 1

A continuacién se exponen los resultados obtenidos en el primer ciclo para
cada una de las categorias anticipadas.

Categoria 1 [ Comprension del problema): Con el andlisis de la metodologia de
Pélya la comprensién de los problemas geométricos mejord, como se mues-
tra en el siguiente fragmento del registro anecdético:

[...] me doy cuenta de que al principio muchas alumnas al leer el problema se

apresuraban a identificar las operaciones que debian realizar sin considerar

todos los datos del problema, ahora empiezan a tomar en cuenta todos los datos

y la pregunta principal [...]

La implementacién de la metodologia de Polya mostré un impacto
favorable en la forma en que las alumnas abordaban los problemas geomé-
tricos, particularmente en la etapa inicial de comprensién. A partir de la
aplicacién sistemdtica de preguntas orientadoras como “¢qué me piden?” y
“equé datos me dan?”, se observé un cambio en la disposicién cognitiva de
las estudiantes. En las primeras sesiones, muchas tendian a apresurarse en la
identificacién de operaciones matemiticas sin detenerse a comprender
completamente el enunciado.

Posteriormente, comenzaron a demostrar una actitud mds reflexiva y
analitica, mostrando mayor atencién a los datos proporcionados y al plan-
teamiento de la pregunta principal. Esto se reflejé tanto en sus explicaciones
orales como en sus representaciones escritas del problema, donde lograban
expresar con mayor claridad la situacién a resolver. El registro anecdético
permitié constatar esta evolucién, al documentar momentos en los que las
alumnas verbalizaban su comprensién del problema antes de intentar
resolverlo, sefial de una mejor disposicién hacia el pensamiento matematico
fundamentado.

Categoria 2 [ Concebir un plan]: En relacién con la capacidad para concebir
un plan de resolucion, se identificé una mejora moderada, aunque significativa
en términos cualitativos. La familiarizacién con la metodologia de Pélya
permitié que las alumnas reconocieran la importancia de anticipar un
camino para resolver el problema, incluso antes de realizar cualquier operacién.
Sin embargo, el hecho de tener un plan no siempre garantizaba su pertinencia
o efectividad, debido en parte a lagunas conceptuales que ain persistian. A
pesar de ello, resulté relevante que las estudiantes comenzaran a representar
sus estrategias mediante esquemas o descripciones textuales, lo que evidenci6
un avance hacia formas mds estructuradas de resolucién. Este proceso
también fue favorecido por la exposicién progresiva a diversos tipos de
problemas geométricos y por las intervenciones del asesor, quien brindaba
explicaciones que fortalecian los conceptos clave necesarios para desarrollar
planes viables.
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Categoria 3 [Ejecutar el plan]: La etapa de ejecucién mostré avances
graduales pero consistentes, principalmente en lo que respecta a la precisién
y cuidado con que las alumnas aplicaban los procedimientos derivados del
plan concebido. Aunque algunas continuaban cometiendo errores operativos,
fue evidente que comenzaron a ser mds conscientes de la necesidad de revisar
y realizar con cuidado cada paso del proceso. La metodologia de Pélya
sirvié como guia estructural que les permitia mantener el foco durante la
ejecucion, lo cual se tradujo en una mayor coherencia entre el plan previsto
y las acciones realizadas. El proceso de resolucién pasé de ser una actividad
impulsiva a una mds deliberada, donde las alumnas mostraban mayor
responsabilidad sobre sus decisiones operativas.

Categoria 4 [Vision retrospectiva]: La reflexién sobre el proceso seguido y
la verificacién de los resultados fueron aspectos que presentaron un progreso
notable. Aunque no todas las alumnas llegaron a realizar una revisién
completa de sus soluciones, muchas comenzaron a considerar esta etapa
como parte integral del proceso de resolucién. A través de preguntas especificas
y guias de observacién, se logré que tomaran consciencia de la importancia
de revisar si su respuesta cumplia con las condiciones del problema planteado.
Un cambio significativo fue que empezaron a plantearse preguntas sobre
posibles errores, caminos alternativos o incluso modificaciones hipotéticas
al problema. Esto indica un incipiente desarrollo de habilidades metacognitivas,
aun poco consolidadas, pero claramente en proceso de fortalecimiento, lo
cual representa un avance relevante en la formacién de pensamiento mate-
matico critico y reflexivo.

Categoria 5 [Plan y solucion correcta]: Aunque el nimero de estudiantes
que lograron llegar a la solucién correcta a partir de un plan pertinentes fue
aun limitado, se evidencié una tendencia positiva. En varios casos, las alumnas
contaban con un plan pertinente, pero no lograban llegar a la respuesta
correcta debido a errores operacionales. Esto sugiere que el desafio no radicaba
unicamente en la concepcién del plan, sino en la consolidacién de habilidades
basicas necesarias para su ejecucién. Sin embargo, el hecho de que mds
estudiantes lograran articular un plan coherente es un indicio del fortaleci-
miento de procesos de pensamiento légico-matemdtico, y representa un
punto de partida prometedor para continuar desarrollando estrategias que
integren la comprensién, la planificacién, la ejecucién y la verificacién de
manera articulada. Es importante reconocer que algunas alumnas, aunque
tenian un plan pertinente no llegaron a la solucién correcta, debido a errores
en los algoritmos para encontrar la solucién, como por ejemplo operaciones
basicas mal empleadas.

En resumen, en el ciclo 1 se reconoce que hubo una mejora en la com-
prensién de los pasos para resolver problemas, pero aun algunas alumnas
carecian de suficiente dominio de contenidos en la comprensién de conceptos
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como 4reas, perimetros, simetrias y dngulos, lo que motivé la incorporacién
de nuevas situaciones de aprendizaje en un segundo ciclo, pues era necesaria
la reflexién sobre sus procesos de aprendizaje y no eran conscientes en algu-
nos casos de los conceptos implicados, las propiedades o los argumentos
usados en la resolucién de problemas.

Figura2
Aplicacion del método Polya

En este problema, las preguntas marcadas con los incisos a y b se vinculan
con el primer paso del método de Pélya: comprender el problema. A través de
ellas, se buscé que las alumnas identificaran con claridad qué se solicita y
qué datos se proporcionan. Se constaté una comprension precisa del enunciado,
evidenciada por afirmaciones como “no importa el tamafio y la forma”, que
reflejan no solo una correcta interpretacion del problema, sino también el
inicio de una estrategia de solucién.

Elinciso ¢ permitié valorar el segundo paso: concebir un plan. A través de
las respuestas se pudo verificar que la estudiante tenia una idea pertinente
para abordar la resolucién. Sin embargo, en el inciso d, correspondiente al
tercer paso: egecutar el plan, se evidencié una dificultad en la aplicacién.
Aunque el plan era correcto, su ejecucién fue incompleta, ya que al calcular
los tridngulos formados dentro de la figura, solo consideré una diagonal del
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cuadrado y omiti6 los tridngulos generados por la segunda diagonal, lo cual
afecté el resultado final.

El inciso e se asocié con el cuarto paso: wision retrospectiva, y permitié
observar que la estudiante reflexioné sobre el procedimiento seguido,
reconociendo aspectos que podrian mejorarse. Finalmente, el inciso f
permitié evaluar la correspondencia entre un plan correcto y una ejecucién
precisa. La respuesta correcta era 16, sin embargo, pese a contar con un plan
coherente, la ejecucién incompleta condujo a una respuesta errénea.

Esta primera experiencia formé parte de un proceso de investigacién-
accién orientado al fortalecimiento de la resolucién de problemas geométricos
en las alumnas. Si bien se observaron avances relevantes, los resultados también
evidenciaron dreas de oportunidad que, tras una reflexién critica sobre los
logros y dificultades, sirvieron como base para planificar un segundo ciclo
de intervencién con mejoras focalizadas.

Resultados obtenidos en el Ciclo 2

A continuacién, se presentan los resultados obtenidos a partir del analisis de
los Mapas Conceptuales Hibridos (MCH) elaborados por las alumnas. En
la Figura 3 se muestra un ejemplo representativo, donde se observa el uso
preciso del lenguaje matematico, la aplicacién correcta de conceptos, proce-
dimientos y propiedades, asi como una argumentacién coherente en la
resolucién del problema. Este producto evidencia un avance en la comprensién
y estructuracién del pensamiento matematico.

Figura3
Ejemplo de Mapa Conceptual Hibrido
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Enseguida se presentan los resultados obtenidos en el segundo ciclo para
cada una de las categorias declaradas.

Categoria 1 [ Comprender el problema]: La revisién de los diarios de campo
permitié identificar que, con el uso del MCH, las futuras docentes lograron
reconocer que la resolucién de problemas no implica unicamente realizar
operaciones, sino que requiere comprender cémo los conceptos estin
interrelacionados. A través de esta herramienta, fueron capaces de visualizar
conexiones entre ideas matemdticas, identificar propiedades relevantes y
construir argumentos que no solo les ayudaron a resolver el problema en
cuestién, sino que también resultaron utiles para enfrentar situaciones
similares. Esta toma de consciencia evidencié un avance en la comprensién
del problema, al reflejar una aproximacién mds estructurada, reflexiva y
conceptual por parte de las estudiantes.

Categoria 2 [Concebir un plan]: La resolucién de diversos problemas
geométricos, junto con el andlisis y la reflexién sobre los conceptos integrados
en el MCH, propicié una mejora notable en la capacidad de las alumnas
para concebir un plan de solucién. A medida que se familiarizaban con los
elementos tedricos y su aplicacion prictica, comenzaron a proponer estrategias
mids claras y estructuradas antes de iniciar la resolucién. Esta evolucién se
reflej6é en una mayor seguridad al plantear procedimientos y en la capacidad
para anticipar posibles caminos hacia la solucién, evidenciando un pensamiento
matemdtico mds organizado y consciente.

Categoria 3 [Ejecutar un plan]: La construccién del diagrama de flujo
dentro del MCH permitié a las alumnas detallar de forma ordenada los
pasos, operaciones y algoritmos necesarios para resolver el problema. Esta
representacién visual y secuencial favorecié una ejecucién mds precisa y
consciente del plan previamente concebido. Al tener claridad sobre el
procedimiento a seguir, las estudiantes mostraron mayor cuidado en la
aplicacién de los algoritmos y en la verificacién de cada etapa del proceso,
lo que fortaleci6 su desempeiio en la fase de ejecucion.

Categoria 4 [Vision retrospectival: El uso del MCH favorecié en las
alumnas el desarrollo de procesos metacognitivos, al permitirles reconocer
que un problema no es un caso aislado, sino que muchas veces forma parte
de una familia de problemas con caracteristicas similares. Esta comprensién
les permitié ampliar su dominio conceptual y establecer conexiones entre
distintas situaciones matematicas. Al reflexionar sobre sus propios procesos
de pensamiento y reconocer patrones comunes, las estudiantes comenzaron
a abordar los problemas con mayor autonomia y profundidad, mostrando
un avance significativo en su capacidad para transferir conocimientos a
nuevas situaciones.

Categoria 5 [Plan y solucion correcta]: A lo largo del proceso, las alumnas
mostraron una mejora notable en su capacidad para concebir y ejecutar un
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plan pertinente, asi como para llegar a soluciones correctas. El uso de la
metodologia de Pélya, combinado con la herramienta utilizada, facilité una
comprensién mds estructurada de los pasos a seguir, contribuyendo de
manera significativa en las etapas de planificacién, ejecucién y resolucién
final. Al analizar los resultados, se observé que esta herramienta tuvo un
impacto especialmente positivo en las categorias relacionadas con la
concepcidén de un plan, la correcta ejecucion de este plan y la obtencién de
la solucién correcta. La capacidad de las estudiantes para integrar de manera
mis eficaz estos elementos en su proceso de resolucién reflejé un avance
sustancial en su enfoque hacia los problemas, permitiéndoles no solo mejorar
sus respuestas, sino también sus métodos de trabajo.

Para concluir el andlisis de resultados, es pertinente examinar los datos
obtenidos en los tres cuestionarios aplicados: el diagnéstico, el correspondiente
al ciclo 1y el correspondiente al ciclo 2 (ver Tabla 2).

Tabla 2
Porcentajes de aciertos en cada evaluacion escrita
Categoria Diagnéstico (%) Ciclo 1 (%) Ciclo 2 (%)
Comprensién del problema 77.8 80.1 852
Concebir un plan 70.4 74.1 88.9
Ejecutar el plan 48.1 51.9 66.7
Visién retrospectiva 22.2 40.7 66.7
Plan y solucién correcta 40.7 48.1 62.9

La comparacién entre las tres evaluaciones muestra un progreso sostenido
en todas las categorias analizadas, lo que evidencia el impacto positivo de
las estrategias implementadas. En “Comprensién del problema”, las estudiantes
pasaron de un 77.8 % en el diagnéstico a 85.2% en el ciclo 2, reflejando una
mejor interpretacién de los enunciados. En “Concebir un plan", el avance
fue notable, aumentando de 70.4 % a 88.9 %, lo que indica un desarrollo
claro en la planificacién estratégica. En “Ejecutar el plan”, aunque el progreso
fue mds moderado, se observa un aumento de 48.1 % a 66.7 %, mostrando
una mejora en la aplicacién de procedimientos. La categoria con mayor
crecimiento fue “Visién retrospectiva’, que pasé de 22.2% a 66.7 %, eviden-
ciando un fortalecimiento en la reflexién y metacognicién. Por ultimo, en
“Plan y solucién correcta”, se registré un aumento de 40.7% a 62.9 %, lo que
sugiere que las estudiantes lograron integrar mejor los conocimientos y llegar
a soluciones mds precisas. En conjunto, estos resultados indican un avance
relevante en las habilidades de resolucién de problemas a lo largo del proceso
formativo.
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El anilisis integrado muestra que el uso del MCH, en combinacién con
los pasos de Pélya, constituye una estrategia sélida para fortalecer los procesos
de resolucién de problemas en estudiantes en formacién docente. Mientras
que los pasos de Pélya ofrecen una estructura 16gica y secuencial, el MCH
complementa este enfoque al permitir una articulacién conceptual mds
profunda y reflexiva. La combinacién de ambos recursos no solo mejora los
resultados cuantitativos, sino que también favorece el desarrollo de habili-
dades cognitivas superiores, como la metacognicién, que son esenciales para
formar docentes capaces de ensefiar matemadticas de manera efectiva.

Este avance, sin embargo, no debe entenderse como una conclusidn, es
un punto de partida para continuar fortaleciendo la formacién docente. Es
necesario seguir trabajando en la prictica reflexiva, en el uso habitual de
herramientas como el MCH, y en la generacién de espacios donde las futuras
maestras puedan seguir enfrentindose a situaciones problemdticas que
requieran andlisis, creatividad y revisién critica. De esta manera, no solo se
forman mejores estudiantes, sino también mejores educadoras.

Conclusiones

En respuesta a la pregunta de investigacién, ; Como incide la implementacion
de estrategias diddcticas, como los pasos de Polya y el uso del Mapa Conceptual
Hibrido, en la mejora de los procesos de resolucion de problemas geométricos en
futuras docentes de tercer semestre de la Licenciatura en Educacion Primaria?, se
concluye que la implementacién de estrategias didécticas, como el método
de Polya y el uso del Mapa Conceptual Hibrido (MCH), tiene un impacto
relevante en la mejora de los procesos de resolucién de problemas geométricos
en futuras docentes de tercer semestre de la Licenciatura en Educacién
Primaria. Ambas herramientas se han demostrado efectivas para fortalecer
las habilidades de resolucién de problemas, no solo en el 4mbito conceptual,
sino también en el desarrollo de habilidades metacognitivas y en la com-
prensién profunda de los procesos involucrados.

Los resultados de la investigacién confirman que tanto los pasos
propuestos por Pélya (2004) como el MCH (Moreno et al., 2018) contri-
buyen de forma sustantiva al desarrollo de competencias en la resolucién de
problemas geométricos. Se observé una mejora notable en las diferentes
fases del proceso de resolucién, especialmente en la comprensién del
problema y en la ejecucién del plan. La utilizacién del MCH facilit6 la
identificacién y la clarificacién de conceptos clave, propiedades, procedi-
mientos y argumentos dentro de los problemas, haciendo visibles aquellos
elementos que, de otro modo, podrian haber pasado desapercibidos. Esta
herramienta fue particularmente ttil para integrar los aspectos del enfoque
onto-semidtico, lo que permitié que las estudiantes pudieran ver y com-
prender mejor los procesos matemdticos y sus interrelaciones.
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Ademais, el MCH promovié la reflexién y la metacognicién, aspectos
esenciales para un aprendizaje profundo y duradero. La capacidad de las
estudiantes para visualizar las conexiones conceptuales y argumentativas
subyacentes se vio enormemente fortalecida, lo que les permitié trascender
los procedimientos mecédnicos y lograr una comprensién mds profunda de
los conceptos matemadticos. Este enfoque no solo impacté la resolucién de
problemas en el momento de la préctica, sino que también fortalecié su
capacidad para hacer una retrospectiva critica y analizar sus propios procesos
de resolucion.

Por otro lado, la aplicacién de la metodologia de Pélya permitié a las
estudiantes fortalecer su desempefio respecto al diagnéstico inicial. Las fases
estructuradas del método, que incluyen la comprensién del problema, la
planificacién de una estrategia, la ejecucién del plan y la verificacién de los
resultados, ofrecieron un marco claro y accesible para abordar problemas
geométricos. Esta estructura permitié que las estudiantes desarrollaran una
mayor confianza y autonomia al enfrentar problemas, observindose un
notable avance en su capacidad para concebir y ejecutar planes de solucién
pertinentes. La metodologia de Pélya, en su enfoque heuristico, también
contribuyé al fortalecimiento de la autonomia de las estudiantes, ayuddndolas
a manejar la incertidumbre y a tomar decisiones informadas a lo largo del
proceso de resolucién.

Es importante sefialar que la mejora en la resolucién de problemas
geométricos no se logra simplemente a través de la repeticién de ejercicios,
sino que requiere una reflexioén consciente sobre el proceso mismo. En este
sentido, la integracién habitual del MCH en las actividades formativas
permite que las futuras docentes vayan mds alld de los procedimientos
automatizados, descubriendo las conexiones y relaciones entre los conceptos
matemadticos de manera mds significativa. Este enfoque diddctico también
promueve la toma de consciencia sobre las propias estrategias de resolucién,
ayudando a las estudiantes a identificar dreas de mejora y a reorganizar su
enfoque segin las demandas del problema.

El desarrollo de estas habilidades en la resolucién de problemas geomé-
tricos resulta determiante para la formacién de futuras docentes, ya que no
solo las prepara para abordar problemas matemdticos complejos, sino que
también les brinda herramientas efectivas para intervenir pedagégicamente
de manera mds asertiva. Este tipo de formacién impacta directamente en la
capacidad de las futuras docentes para ensefiar geometria de manera mds
comprensiva y eficiente, lo que, a su vez, repercute positivamente en el
aprendizaje de los estudiantes de educacién bdsica, especialmente en el drea
de geometria.

El enfoque onto-semidtico, integrado con el MCH, permitié hacer
visibles los procesos involucrados en la resolucién de problemas matemiticos,
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aportando una perspectiva analitica relevante que ayuda a descomponer y
entender mejor las relaciones entre los conceptos. Esta perspectiva contri-
buyé6 a que las estudiantes desarrollaran un enfoque mds reflexivo y detallado
de sus procesos de pensamiento, algo esencial en la formacién de docentes
que deben ser capaces de guiar a sus futuros estudiantes a través de estos
mismos procesos.

A nivel préctico, se recomienda continuar promoviendo este tipo de
experiencias formativas en la formacién de futuras docentes de primaria, ya
que la exposicién continua a este tipo de estrategias permite a las estudiantes
enfrentarse a problemas y desafios, lo que amplia la capacidad de las estu-
diantes para enfrentar problemas y retos incrementando sus oportunidades
de aprendizaje. En investigaciones futuras, se sugiere profundizar en el
estudio del uso del MCH en los procesos de ensefianza de las matemiticas,
explorando nuevas formas de integrar enfoques visuales, cognitivos y tecno-
l6gicos en la resolucién de problemas geométricos.

Finalmente, al abordar el disefio de propuestas didicticas para la resolu-
cién de problemas geométricos en la formacién de docentes de primaria, se
destaca la necesidad de integrar enfoques que combinen dimensiones visuales,
cognitivas y tecnolégicas. Aunque el método de Pélya (2004) sigue siendo
un referente importante, las investigaciones recientes amplian esta perspectiva
al incluir representaciones verbales, numéricas y visuales, como lo sefialan
estudios de Schoenfeld (2016), Duval (2006), Schindler y Lilienthal (2019),
Lee y Wu (2018) y Eisenmann et al. (2017). Ademis, resulta importante
identificar patrones mentales y gestionar la carga cognitiva mediante el uso
de estrategias heuristicas, que requieren una ensefianza explicita para
optimizar el rendimiento en la resolucién de problemas geométricos. Este
enfoque mejora el aprendizaje de las matemiticas, ademas de que potencia
la capacidad de los futuros docentes para guiar a sus estudiantes en la
comprensién profunda de los conceptos geométricos.
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La orquestacién y uso de recursos digitales
para la ensefanza de las
matematicas en la escuela primaria: un
estudio diagndstico
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Resumen

A casi medio siglo de investigacién y desarrollo de tecnologia digital (TD) en el
campo de la educacién matemitica, tiempo en el que se ha evidenciado su potencial
para la transformacién de los procesos de ensefianza y aprendizaje, continta
existiendo un uso limitado y subaprovechamiento de esta tecnologia en las escuelas,
pues estos avances no han tenido el impacto esperado en la formacién de los profesores
ni en el curriculo escolar. Sin embargo, los docentes, a su manera, han integrado esta
tecnologia en su prictica. Los resultados de esta investigacion, realizada en diez
escuelas primarias del estado de Oaxaca, muestran diversas maneras en que los
profesores orquestan recursos digitales en su clase de matemadticas, las cuales
evidencian usos de la tecnologia limitados, como reemplazo y como amplificador,
sin llegar al uso de la TD como transformador. Esta situacién, que responde princi-
palmente a la falta de formacién docente, también se debe al limitado acceso a
recursos digitales en las escuelas y a las politicas escolares sobre el uso de la TD del
que disponen.
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Introduccién

Papert (1981), desde la década de los ochentas del siglo pasado, vislumbraba
que, a partir de sus investigaciones y los ripidos avances tecnoldgicos, la
integracién de las computadoras en las escuelas traeria importantes beneficios
para la educacién matemadtica. De la misma manera, en el ICMI de 1985 se
preveian condiciones para promover el uso de las computadoras en la ense-
flanza de las matemiticas, ya que el aumento del equipamiento escolar, la
presencia mds comun de las computadoras en la sociedad y la mayor cantidad
de software de alta calidad facilitarian su integracién pedagdgica en las
aulas (Abboud-Blanchard, 2016), aunque esto exigia la formacién de los
profesores, un factor clave (Artigue, 1998). Sin embargo, 25 afios después,
en el ICMI del afio 2010 se reconocia que el uso de la TD en la clase de
matemadticas ain era escaso y limitado (Abboud-Blanchard, 2016), situacién
también reconocida en el congreso ICME-13 de 2016, donde, las investiga-
ciones expuestas dieron cuenta del uso limitado y subexplotacién de la TD
para la ensefianza de las matematicas que seguia existiendo en la educacién
primaria y secundaria (Ball et al., 2018).

En el caso de México, donde se han implementado diversos programas
para promover la integracién pedagégica de la TD en la educacién primaria
(Red Escolar, Enciclomedia, Habilidades Digitales para Todos, entre otros),
la investigacién muestra que también existe un uso limitado de recursos
digitales en la clase de matematicas (Santiago et al., 2013; Trigueros et al.,
2014; Enriquez & Sacristdn, 2019, 2020), situacién que responde en gran
medida a la falta de formacién de los docentes, pues integrar el uso de re-
cursos digitales en la clase es una tarea compleja que requiere apoyo sostenido.

La complejidad de la integracion de TD en la clase de matematicas

Ante tal problematica, sobre el uso limitado y subexplotacién de TD en la
ensefianza de las matemadticas, el llamado comun de los investigadores es
priorizar la formacién de los docentes, ya que integrar el uso de recursos
digitales en la clase es un proceso conflictivo y problemdtico (Abboud-
Blanchard, 2016). Al respecto, Noss y Hoyles (1996), en su proyecto “The
Microworlds Project”, identificaron que, para los docentes de secundaria,
debido a sus actitudes y formas de pensar en torno al uso de la TD y a sus
pricticas consolidadas, la integracién de LOGO en su clase fue un proceso
lento y dificil, que los enfrent6 a un choque con sus preocupaciones peda-
gogicas, al tener que abordar las nuevas matemadticas surgidas y verse en la
necesidad de repensar su rol, de adaptarlo o modificarlo. De esta manera,
Noss y Hoyles (1996) concluyen que, si bien el uso de la computadora en la
clase de matemiticas puede ser problematico, también puede servir como
un catalizador de las creencias personales, pedagdgicas y profesionales de los
docentes, dando lugar a innovaciones en su practica (Noss & Hoyles, 1996).
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Por su parte, Artigue (1997), en su investigacién sobre la integracién del
software DERIVE para la ensefianza del dlgebra en la educacién secundaria,
identific6 otra problemitica que enfrentan los docentes al integrar el uso de
recursos digitales en su clase de matemadticas, regular el equilibrio entre las
actividades productivas y reflexivas de los estudiantes, pues, es necesario
reducir las primeras y promover las segundas, las mds valiosas para el apren-
dizaje. En este sentido, Ruthven et al. (2005) mencionan que otra dificultad
a la que se enfrentan los docentes es la de mantener un equilibrio entre el
control de la clase y el aprovechamiento de los recursos digitales, ya que, en
el atin de controlar lo que hacen los estudiantes y evitar situaciones dificiles,
que puedan quedar fuera de su alcance, se puede reducir la dimensién
exploratoria de la TD y limitar su potencial para el aprendizaje de las
matemidticas. Otra situacién conflictiva del uso de los recursos digitales se
relaciona con las cuestiones pragmiticas y de tiempo de los docentes
(Abboud-Blanchard, 2014), ya esto genera que los utilicen principalmente
para practicar habilidades de temas ya estudiados y, cuando se trata de temas
nuevos, tienden a simplificar las tareas o ayudar a los estudiantes a controlar
y validar sus soluciones, limitando sus oportunidades para enriquecer su
trabajo con el uso de la TD.

Laborde (2002) distingue tres las situaciones que obstaculizan el proceso
de integracién de recursos digitales en la clase de matematicas: el tiempo
que le toma al profesor aceptar que puede haber aprendizaje a partir de
tareas que involucren el uso de la computadora; el desarrollo de la habilidad
para generar situaciones de aprendizaje basadas en el recurso digital y; por
ultimo, la aceptacién de cierta pérdida de control sobre los estudiantes
respecto a sus actividades de aprendizaje. Al respecto, Abboud-Blanchard
(2014) menciona que apropiarse del recurso digital, determinar su potencial
y anticipar el tipo de ayuda que dara a los estudiantes, ademds de cotejar el
tiempo contemplado en el plan de clase con el tiempo real de su desarrollo,
son los aspectos que dificultan la integracién de la TD en su prictica docente.

Como se ha mostrado, integrar el uso de TD en la clase de matematicas
es una tarea compleja y problemdtica para los docentes, por lo que es necesa-
rio y urgente atender su formacion, de tal manera que estén en posibilidades
de aprovechar el potencial de los recursos digitales, derivado de sus posibi-
lidades para experimentar, visualizar y simular situaciones (Artigue, 2011,
citada en Abboud-Blanchard, 2016). Ademis de la formacién docente, es
necesario considerar diversos factores que inciden en la integracién de esta
tecnologia en la educacién matematica.

Factores que posibilitan u obstaculizan la integracion de la TD
Wiachira y Keengwe (2011) mencionan que la integracién de las tecnologias
digitales significa incorporar en la préctica la tecnologia apropiada en todos
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los aspectos de la ensefianza y del aprendizaje: en los objetivos, en las
lecciones y en las evaluaciones. Para que esta integracién suceda es necesario
que los docentes cuenten con el software matemdtico apropiado —como
applets, softwares dindmicos, calculadoras gréificas, etc.—, que posea posibi-
lidades computacionales, de construccién y de representacién visual, de
forma tal que ofrezcan contextos mds realistas, donde los estudiantes
amplien la calidad de sus investigaciones y adquieran ideas matemdticas
que de otra manera resultaria demasiado complejo (Wachira & Keengwe,
2011). Sin embargo, factores como la falta de disponibilidad y confiabilidad
en el equipo tecnoldgico escolar, la ansiedad y desconfianza que genera el
utilizar TD en la clase, la falta de conocimiento sobre su manejo y la falta
de soporte y liderazgo tecnolégico pueden obstaculizar la integracién.

Por su parte, Thomas y Palmer (2014) y Virmani y Williamson (2016)
distinguen dos tipos de obsticulos para la integracién pedagégica de la TD:
los extrinsecos, como la accesibilidad a recursos tecnolégicos, asi como con
el apoyo y la formacién de los profesores, presiones curriculares y soporte
técnico; y los intrinsecos, relacionados con el conocimiento, habilidades,
confianza, tiempo, valor y concepciones de los profesores sobre el uso de las
tecnologias para la ensefianza.

A partir de lo expuesto se advierten tres cosas: que el mayor acceso a
equipo digital en las escuelas, el desarrollo de software de alta calidad y la
investigacién sobre su potencial para la ensefianza y aprendizaje matematicas
no han tenido el impacto esperado para lograr la integracién de esta tecnologia
en el aula de clases; que integrar el uso de recursos digitales en la clase es un
proceso complejo, que requiere la formacién docente y su acompafiamiento;
y que, ademds de la formacién docente, existen factores internos y externos
que es necesario considerar para lograr la integracién de la TD en la clase
de matematicas.

Derivado de la problemaitica planteada, se realizé un estudio diagnéstico
en escuelas primarias —fase inicial de una investigaciéon de disefio—, con el
objetivo de indagar: el acceso de los profesores a TD para su uso en el aula;
su formacién y percepcién sobre el uso de esta tecnologia para la ensefianza
y aprendizaje de las matematicas; y la manera de emplear los recursos digitales
en su clase. Esto con la finalidad de conocer la condiciones materiales y
necesidades profesionales de los docentes para la fase de intervencién de la
investigacién. Aqui se presentan algunos resultados de este estudio diagndstico.

Marco tedrico

La orquestacion instrumental y usos de la tecnologia

La orquestacion instrumental (Drijvers et al., 2010) es uno de los referentes
tedricos retomados para analizar la manera en que los profesores utilizan los
recursos digitales en la clase de matemiticas. Este concepto, acuiiado por
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Trouche (2004), lo define Drijvers et al. (2010) como “la organizacién y
el uso sistemitico e intencional del profesor de los artefactos disponibles en el
ambiente de aprendizaje —computarizados en este caso— dada la situacién
de una tarea matemitica, con la intencién de guiar la génesis instrumental
de los estudiantes” (p. 214). Para comprender c6mo los profesores orquestan
los recursos digitales, Drijvers et al. (2010) sugiere considerar tres aspectos:
La configuracion diddctica, relacionada con los artefactos existentes y la
manera en que estin dispuestos en el ambiente de ensefianza; e/ modo de
explotacion, referido a la planificacién del aprovechamiento de la configuracién
didactica en el desarrollo de su clase, en particular, el papel que jugarin los
recursos tecnolégicos en las tareas de aprendizaje previstas; y, por ultimo, el
desemperio diddctico, concerniente a lo que hace el profesor en el desarrollo
de la clase, la forma en que coordina las acciones previstas con los recursos
existentes y su desempefio ante situaciones que se le presentan en el
desarrollo de tareas, en el manejo de los recursos o en el surgimiento de
nuevos objetivos.

Drijvers et al. (2010), a partir de sus investigaciones realizadas en
contextos ricos en equipamiento digital, identifican seis maneras en que el
profesor orquesta los recursos digitales en su clase:

*  Demostracion técnica. Esta orquestacién consiste en la demostracién
técnica del uso del recurso digital, la cual se presenté en una confi-
guraciéon diddctica rica en tecnologia, con facilidad de proyeccién a
todo el alumnado. Esta orquestacién se realiza con la intencién de
explicar la manera de utilizar el recurso digital ante un nuevo problema,
o bien para explicar algin tipo de uso dado por uno de los estudiantes.

*  Explica la pantalla. Esta forma de orquestacion consiste en la expli-
cacién del contenido por parte del profesor, guiado por lo que ocurre
en la pantalla del dispositivo. Esta manera de orquestar el recurso
digital se da en un ambiente rico en tecnologia, donde el punto de
partida es la solucién del profesor a cierta tarea, o bien, la solucién
dada por un estudiante y retomada para la explicacién.

*  Vincula pantalla pizarrén. En esta orquestacion, el profesor explica el
tema transponiendo lo que sucede en el ambiente digital a un ambiente
convencional, es decir, hace una vinculacién entre lo digital y lo
convencional. La configuracién didéctica en que sucedié esta orques-
tacién fue en un ambiente rico en tecnologia, donde también existe
el pizarrén tradicional, lo que permite que suceda la exposicién del
profesor para explicar lo realizado por un alumno o a peticién del
grupo.

*  Discute la pantalla. Esta estrategia consiste en la discusién grupal de
lo que sucede en el ambiente tecnoldgico, promovida a partir de la
solucién de un estudiante, de un problema o una aproximacién del
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profesor, con el fin de favorecer la génesis instrumental colectiva.
También esta orquestacion se da en ambiente rico en tecnologia y
con posibilidad de proyeccion.

Indentifica y muestra [Spot and show]. En esta forma de orquestar el
recurso digital el profesor escoge, durante la preparacién de la clase,
el trabajo de uno de sus estudiantes para mostrar al grupo el razona-
miento seguido y promover la discusién. Esto sucede en un ambiente
rico en tecnologia y con acceso a lo que realizan los estudiantes.
Sherpa trabajando [Sherpa at work]. Esta forma de orquestacién
involucra la ayudantia de un estudiante para explicar su trabajo o
hacer lo que el profesor le solicite. Este ayudante puede estar a cargo
del manejo de recurso tecnolégico del profesor, o bien puede encar-
garse de explicar al grupo ciertas formas de utilizar el recurso, a partir
de lo que el profesor le indique. El ambiente donde se da este tipo de
utilizacién es rico en tecnologia.

Otro marco de referencia para analizar el uso de la TD fue el de Hughes
(2005), quien clasificé tres formas de utilizarla en la clase:

Como reemplazo, cuando se utiliza la tecnologia sin realizar cambios
en la manera de ensefiar, manteniendo los mismos procesos y metas
de aprendizaje. De acuerdo con Sandoval (2017) este uso de la
tecnologia en la clase de matemdticas implica actividades como
proyectar, explicar, ejemplificar, motivar, dirigir la clase, completar
informacion.

Como amplificador, cuando es utilizada por el docente para realizar
de forma mds eficiente y efectiva las tareas de la clase, aunque éstas
sigan siendo las mismas. En la clase de matemiticas este uso de la
tecnologia sucede cuando se emplea para comprobar un resultado, realizar
un cdlculo mds rapido, ilustrar o simular experimentos (Sandoval, 2017).

Como transformador, cuando su uso va acompafniado de cambios en
las pricticas de ensefianza, en las rutinas de aprendizaje y en los roles
del profesor y los alumnos. Ejemplo de este uso de la TD en la ensefianza
de las matematicas sucede cuando se utiliza para explorar, comparar,
conjeturar, validar, trabajar en equipo/cooperativo y experimentar
(Sandoval, 2017), promoviendo asi la comprensién de los contenidos
matemdticos y en desarrollar el pensamiento matemadtico de los
alumnos.

Estos referentes tedricos constituyen la base para analizar la manera en

que los docentes utilizan la TD en la clase de matematicas.

Metodologia de estudio
Como ya se menciond, este estudio corresponde a la fase diagndstica de

una investigacién de disefo, cuyos resultados fueron la base para la fase de
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intervencién, relacionada con el disefio e implementacién de un curso para
profesores de educacién primaria, a fin de favorecer sus conocimientos para
la integracién de la TD en la clase de matematicas e indagar este proceso.
Para realizar este diagndstico se accedié a diez escuelas primarias de la
regién Mixteca de Oaxaca, donde, se realizaron las siguientes acciones:

* Entrevista presencial a directores de las diez escuelas primarias
(audiograbada), en la que se pregunté acerca del equipamiento digital
con el que se contaban en su escuela, las modalidades de equipa-
miento y la finalidad de su uso. Esta entrevista fue acompafiada por
observacion directa del equipo digital existente, para conocer las
condiciones en que se hallaba el equipo. El anélisis de esta entrevista
permitié conocer las condiciones de acceso a TD con que cuentan los
docentes, uno de los factores extrinsecos que inciden en la integracién
de esta tecnologia en la clase de matemiticas.

*  Cuestionario escrito a 67 de los profesores que laboraban en las
escuelas primarias a las que se accedid, el cual estaba compuesto por
preguntas abiertas y cerradas acerca de; su formacién y percepcién
sobre el uso de la TD para la ensefianza y aprendizaje de las mate-
miticas; y sobre los recursos digitales que emplean en la clase de ma-
temdticas y la manera de utilizarlos. El andlisis de esta informacién
permitié conocer dos de los factores que inciden en la integracién de
la TD: la formacién de los profesores (factor extrinseco) y su experiencia
y percepcién (factor intrinseco).

* Observacién de clase (videograbacién) a nueve de los 67 profesores
que respondieron el cuestionario, clases en las que utilizaron recursos
digitales para tratar contenidos matemadticos. Esta observacién estuvo
acompaifiada por la aplicacién de una entrevista cara a cara, posterior
a la clase, en la que se pregunté acerca de los recursos empleados, de
las actividades implementadas y de sus fines. La informacién obtenida
con estos instrumentos permitié analizar las orquestaciones y usos de
la'TD dados por los profesores.

El andlisis de los datos recabados se realizé en dos planos. Por una parte,

a partir de los datos obtenidos en las entrevistas a directores y el cuestionario
a los profesores, se hizo la cuantificacién y clasificacién del equipamiento
digital disponible en las escuelas, las modalidades de este equipamiento
digital (Sunkel et al., 2013) la cantidad de docentes con formacién sobre
uso pedagogico de la TD para la ensefianza de las matemiticas, los tipos de
recursos digitales empleados y objetivos de su uso. Por otra parte, se llevé a
cabo un andlisis cualitativo de la informacién recabada en las observaciones
de clase (videograbaciones) y entrevistas posteriores a los profesores
(transcripciones), con la finalidad de indagar las orquestaciones instrumentales

(Drijvers et al., 2010) y usos de la tecnologia (Hughes, 2005).
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Resultados

Resultados

En esta seccién se presenta un andlisis del contexto digital en las escuelas (el
equipamiento, sus condiciones, modalidades de uso), de la formacién de los
profesores (sobre el uso de la TD para la ensefianza de las matematicas), del
tipo de recursos digitales que suelen emplear y de las orquestaciones y usos
atribuidos a estos recursos en la clase.

El equipamiento digital de las escuelas y el acceso a TD

De acuerdo con los datos obtenidos, cada una de las escuelas del estudio
presentaba una configuracién digital propia (ver Tabla 1), pues, aunque se
hallaron computadoras, proyectores y pizarrones electrénicos en las diez
escuelas del estudio, asi como el servicio de internet en cinco de ellas, existian
diferencias en la cantidad de equipo, en sus caracteristicas, su disposicién
dentro de la escuela y en las finalidades de su uso, elementos que inciden en
su integracién pedagégica.

Tabla1
Configuracion digital de las escuelas
Escuelas urbanas Escuelas rurales
Total
EJMM EVG EVGF EJS EV] ECMC ECS EMR EPA EJRP
Laboratorio
de
informdtica 8 NA 24 NA NA NA NA 14 NA 17 63
(aula de
medios)
Cantidad de
d
pormodalidad MCenel 5 2 2 2 7 1 2 2 2 u
i NA NA NA NA NA NA 4 NA 3 NA 7
itinerante
Total 10 2 26 2 2 7 5 16 5 19 94
Poblacién de alumnos 240 320 360 230 340 100 120 170 90 220 2190
Razéndealumnospor oy 1601 1301 1150 1701 1431 241 1061 181 1151 2331
computadora 1
Proyectores 2 1 3 2 2 6 2 2 3 3 26
Pizarrones electrénicos 2 1 2 2 2 1 1 2 2 1 16
Red Red
teIef;mua Red de telefénica
4 banda Red de
R« R
Internet satcTs:al No lzj:(i‘e ancha banda No No satj?tal o No NA

“México ancha”
conectado”  México
conectado”

ancha
“México
conectado”

De manera general en la Tabla 1 se advierte la existencia de computadoras
en las diez escuelas, sin embargo, la cantidad de ellas es muy desigual —por
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ejemplo, mientras que en una escuela se contaba con 26 computadoras (caso
EVGF) en otras solo con 2 (casos EV] y EJS)—, situacién que incide en las
posibilidades de brindar acceso a los estudiantes. Mientras que en la escuela
con mejores posibilidades de acceso la razén de computadoras por alumno
era de 1 a 10 (EJRP), en la escuela con menos posibilidades era de 1 a 170.
Estos datos evidencian que las oportunidades de los profesores y los estudiantes
para acceder a equipos de cémputo son desiguales y limitadas, ya que el
ideal es contar con una computadora por nifio (Sunkel et al., 2013).

Otro elemento que incide en el acceso al equipo digital se relaciona con
el modelo de equipamiento: Laboratorio de informitica, TIC en el aula o
TIC itinerantel. Los /aboratorios de informdtica identificados en cuatro de
las escuelas (EJMM, EVGFE, EMR y EJRP) consistian en un aula equipada
con computadoras para que los estudiantes acudieran a clases de compu-
tacién. Estos espacios, conocidos como “aula de medios”, albergaban el 59%
del total de las computadoras contabilizadas.

Otra modalidad de equipamiento existente en las diez escuelas era la de
TIC en el aula —modelo implementado en las escuelas primarias para 5to y
6to grados, a través del programa Enciclomedia, vigente del afio 2003 al
2011 (SEP, 2011)—, que consistia en aulas equipadas con una computadora,
un proyector y pizarrén electrénico, cuyo propdsito era que los profesores
los emplearan para la ensefianza. Este modelo de equipamiento concentraba
el 22.5% de las computadoras contabilizadas. Sin embargo, este equipo ya
era antiguo y carecia de mantenimiento, por lo que algunos de sus componentes
ya no funcionaran (p. ¢j. el pizarrén electrénico e internet) o en avanzado
deterioro (e.g. los proyectores e impresoras).

Otro modelo de equipamiento, existente en dos de las escuelas (casos
ECS y EPA), era el de TIC itinerante, el cual consistia en laptops y proyec-
tores destinados para su uso pedagégico y dispuestos para que los profesores
los llevaran a las aulas cuando los requirieran. Este equipo se encontraba en
buenas condiciones, debido a que era nuevo, no obstante, su uso representaba
dificultades para los profesores, debido a que sélo se podia contar con una
computadora y un proyector para toda la clase, se carecia de contenido digital
para el tratamiento de los contenidos curriculares y trasladar e instalar el
equipo en el aula resultaba una tarea engorrosa y tardada.

De las modalidades de equipamiento, la que brindaba mds posibilidades
para su aprovechamiento pedagégico era el de TIC en el aula, debido a que
era un equipo con contenido digital que se encontraba en las aulas de clase,
destinado para el uso pedagégico. En cambio, las posibilidades de aprovecha-

1 Los dos primeros modelos (Laboratorio de informdtica y TIC en el aula) son retomados de la clasifi-
cacién hecha por Sunkel, et al (2014), sin embargo, el tercer modelo, TIC itinerante, fue nombrado por
nosotros ante la falta de correspondencia con alguno de los modelos ya propuestos.
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miento del modelo TIC itinerante eran menores, debido a la dificultad
para su instalacién en el aula y a su falta de contenido digital para el
tratamiento de los contenidos. Por tltimo, el modelo Laboratorio de
informitica, al que correspondian la mayor cantidad de las computadoras
existentes en las escuelas, era el que ofrecia menos posibilidades para su
aprovechamiento pedagdgico, ya que estaba destinado para clases de
cémputo.

Por otra parte, el acceso a internet fue otro componente de la configuracién
digital de cinco de las escuelas (ver Tabla 1). En tres de ellas (EVGE, EV] y
EJS) se contaba con una red de internet telefonica y del programa “México
conectado”, pero, el uso del primer servicio era exclusivo para el laboratorio
de informdtica y/o para asuntos administrativos de la direccién escolar,
mientras que el segundo servicio era libre, aunque no se utilizaba. Por otra
parte, en dos escuelas (casos EJMM y EMR) se contaba con servicio de
internet satelital, cuyo servicio resultaba demasiado lento, por lo que no
habfa manera de aprovecharlo. Las caracteristicas del internet existente en
las escuelas, junto con las politicas escolares para su uso limitan su aprove-
chamiento pedagégico.

Esta revisién, de la configuracién digital de las escuelas, muestra un
panorama del acceso limitado y desigual de los profesores y estudiantes de
educacion primaria al uso de la TD para la ensefianza y el aprendizaje, ya
que la cantidad y calidad del equipo, la proporcién de estudiantes por
computadora y las modalidades de equipamiento varfan enormemente de
una institucion a otra. Ante esta situacion, sigue existiendo la necesidad de
contar con mds equipo y software educativo de calidad dispuesto para su
uso pedagégico en las aulas.

La formacion de los docentes sobre el uso pedagégico de la TD
Los datos obtenidos revelan que la mayoria de los profesores de este estudio,
a pesar de carecer de formacién y tener un acceso limitado a equipo digital
en las escuelas, hacen uso de TD en su prictica para la ensefianza de las
matemiticas. De los 67 docentes encuestados 50 (74.6%) sefialaron no haber
tomado cursos sobre el uso pedagégico de la TD y 16 dijeron que si
(23.8%). Sin embargo, de estos 16 la mitad tomaron cursos relacionados con
el uso pedagégico de la TD —siete mencionaron los cursos del programa
Enciclomedia y uno sefialé un curso sobre el uso de la tecnologia y la ense-
fianza de las matemdticas—, mientras que de los otros ocho casos cuatro
indicaron cursos de informitica (e.g. “Habilidades basicas en informatica,
aula de medios y ofimdtica”) y cuatro no especificaron el curso tomado.

A pesar de la escasa o nula formacién la mayoria de los profesores (79%)
hacia uso de recursos digitales en su clase de matemadticas, aunque esto
sucediera con poca frecuencia, el 11% la utilizaba “casi siempre”, el 44%



HOMERO ENRIQUEZ RAMIREZ 261

“ocasionalmente”, el 24% “rara vez”y el 21% “nunca”. Estas cifras se explican

» o«

por sus limitaciones profesionales —“la falta de cursos”, “al desconocimiento
de estrategias”, “Desconozco muchas herramientas o aplicaciones que puedan
usarse en la ensefianza de esa materia”, “la falta de preparacién”, y a las limi-
taciones para acceder a equipo digital, e.g. “No cuento con computadora y
otras herramientas tecnoldgicas propias en el salén”, “Carezco del equipo en
la escuela, y mi computadora es la que llevo al salén, ademds que no hay
energia eléctrica”, “A que las computadoras estin en mal estado y no se

cuenta con el servicio de internet”, segtin explicaron los docentes.

Los recursos digitales que se utilizan

De los 67 profesores encuestados 53 mencionaron utilizar TD en su clase
(79% de la poblacién), de los cuales solo 41 indicaron los recursos digitales
que empleaban (61% de la poblacién). De éstos trece (19%) senalaron el uso
de videos, relacionados con conceptos, procedimientos o ejemplos sobre el
tema en estudio, como apoyo para explicar, ampliar o ejemplificar el tema;
catorce (21%) mencionaron documentos digitales con informacién del
contenido, como “imdgenes”, “problemas” o “ejercicios”; cuatro hicieron
referencia la uso de interactivos, como “programas de suma y resta interactivos”
o “Interactivos de Enciclomedia, como los de fracciones, de operaciones
aritméticas, de figuras geométricas”; diez (15%) sefialaron el uso de material
impreso (“ejercicios matemadticos” o “problemas de operaciones bdsicas”)
como otro de los recursos digitales a los que recurren para la clase; y,
finalmente, dos profesores (3%) mencionaron el uso de la calculadora de
bolsillo.

De acuerdo con Drijvers (2015), las funciones didacticas de la TD deben
ser el hacer matematicas, practicar habilidades y desarrollar la comprensién
de conceptos, pero, para que tal cosa sea posible, segiin Sacristin et al.
(2010), se requiere de recursos digitales que permitan multiples representa-
ciones simultineas, capacidades computacionales y dindmicas, poder co-
municativo y conexién de red, aspectos de los que carecian la mayor parte de
los recursos digitales utilizados por los docentes. En el caso de los wideos y
los documentos digitales son recursos que carecen de capacidades compu-
tacionales y dindmicas para explorar, investigar o experimentar ideas
matemadticas, por lo que sus posibilidades pedagdgicas son limitadas. En
cuanto a los interactivos, como juegos de operaciones aritméticas y simuladores,
se trata de recursos digitales que poseen multiples representaciones, pero
con escasas capacidades dindmicas para explorar y experimentar ideas
matemadticas.

Referente a la caleuladora de bolsillo se puede decir que se trata de un
recurso con capacidades computacionales para la exploracién y experimentacién
(Blanco-Alvarez et al, 2023), aunque carece de multiples representaciones y
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de capacidades dindmicas. Finalmente, el material impreso no corresponde a
un recurso digital, por lo que no posee caracteristicas digitales.

De esta manera, se advierte que los recursos digitales utilizados por los
docentes no cuentan con las caracteristicas necesarias para cumplir con el
objetivo didéctico de la TD (Drijvers, 2015), sin embargo, son los recursos
digitales que han integrado en su clase de matematicas, a pesar de su falta
de formacién y del acceso limitado a estos recursos digitales en sus escuelas.
Veamos ahora la manera en que los profesores orquestan y usan este tipo de
recursos en su aula para abordar contenidos matematicos.

Las orquestaciones y usos de los recursos digitales

El analisis de las observaciones de clase y entrevistas a nueve profesores,
Armando (Ar), Alicia (Al), Alfredo (Alf), Paola (P), Carmelo (Ca), Cristo-
balina (Cr), Rosi (R), Alexa (Alx), Hortensia (H); usando seudénimos, con
escasa o nula formacién sobre el uso de la TD para la ensefianza de las
matemadticas y acceso limitado a recursos digitales en sus escuelas, permitié
caracterizar las orquestaciones y usos de los recursos digitales en la clase de
matematicas, los cuales se presentan de acuerdo con el tipo de recurso (Ver

Tabla 2).

Elvideo

Este recurso fue utilizado por cuatro de los profesores observados (Ver Tabla
2): dos de los videos utilizados (casos H y Ar) consistian en explicaciones
del tema, sobre medidas de tendencia central y sobre tipos de dngulos (ver
Figuras 1 y 2), acompafiadas de animaciones que ilustraban los procedi-
mientos y/o conceptos tratados, uno mds de los videos (caso Al) también
consistia en la explicacién del tema con el apoyo de animaciones, lectura y
escritura de nimeros de cuatro cifras, pero esta vez solicitaba la participacién
oral de los espectadores, dejando pausas para las respuestas, razén por la
cual la docente lo llamara video interactivo (ver Figura 3); finalmente, el
cuarto video (caso Cr) correspondia a una videograbacién de una explicacién
realizada sobre un pizarrén, acerca de la conversién de una fraccién a
porcentaje (ver Figura 4). Las orquestaciones y usos de este recurso se dieron
bajo distintas configuraciones didacticas y modos de explotacién, como se
muestra enseguida.

Las configuraciones diddcticas utilizadas en el uso del video fueron dos.
La primera, utilizada en tres casos (Ar, Cr y Al) consistié en disponer de
una computadora y un proyector al centro del aula a fin de poder proyectar
el video sobre el pizarrén, mientras los estudiantes permanecian sentados en
filas. La segunda configuracién, utilizada en un caso (H), se desarrollé en el
laboratorio de informatica (aula de medios), donde habia una computadora
por cada uno o dos alumnos, un servidor para administrar los equipos, un
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proyector y una pantalla para las proyecciones, ademds de contar con el

apoyo de personal técnico, encargado de esta aula.

Tabla 2
Orquestaciones y uso de los recursos digitales
Modo de De.se’mgeﬁo UsodelaTD
Recurso Confi i6n diddcti lotacién del didactico h
Digital onfiguracién didictica explotacion de (sl (Hughes,
g recurso digital — 2005)
La computadora y el proyector del
equipo Enciclomedia existente en ~ Para corroborar el
el aula de clases. (casos Ar, Cr) tema (caso Ar) Explica-el-tema
Una laptop y un proyector Para comprender el (casos Ar, Cr, Hy Al)
. Reemplazo
X llevados al aula de clases (caso Al) tema (caso Cr) Explica-la-pantalla
Video (casos Ar, Cr,
Aula de medios (Una Para repasar el tema (caso Al) H, Al)
computadora por cada uno o dos (caso Al) Repite-la-pantalla ’
estudiantes y un proyector) con el Para retroalimentar  (caso Al)
apoyo del profesor encargado el tema (caso H)
(caso H)
Aula de medios (Una Para retroalimentar
computadora para cada uno o dos el tema (casos Ro, H
estudiantes y un proyector) con el y Alx) Copia-l ll FeempllaaZOH
del prof d opia-la-pantalla casos Ro,Hy
digitales Y problsm'a’s y discutir Discute-la-pantalla  Amplificador y
Una laptop y un proyector su s.o'lucwn, (caso Ca) Transformador
llevados al aula de clases y una auxiliados con la (caso Ca)
calculadora del bolsillo para cada  calculadora (caso
nifio (caso Ca) Ca)
Una laptop y un proyector
llevados al aula de clases (casos P . Demostracién-téenica Reemplazo
Alfy Ca) ara practicar (Alf, Ca) (casos Alx y
) habilidades (casos . H)
ThieEsos Aula de medios (Una Alf, Cay H) Explica-la-pantalla
computadora para cada uno o dos P . lifs 1 (Alf, Ca, Alx) e
diantes y un proyector) con el ara gjempuncar e Sh ~trabajand i
i ¥y un proy tema (caso Alx) SIpagliand/ance) (casos Alf, Ca,
apoyo del profesor encargado (Alf, Ca, H) Hy Al)
(casos H y Alx)
Material Ninguna (caso P) - -—
impreso
Una laptop y un proyector Lz, apg oy by
ptop y un proy resolucién de los Amplificador y
llevados al aula de clases y una Detecta-y-muestra
Calculadora . problemas Transformador
calculadora del bolsillo para cada (caso Ca)
proyectados (caso (caso Ca)

nifio (caso Ca)

Ca)

Por otra parte, el modo de explotacién del video fue para distintos fines:

uno para corroborar el tema (caso Ar), es decir, para que los estudiantes
confirmaran los conceptos y procedimientos estudiados durante la clase;
otro uso fue para retroalimentar el tema, es decir, proporcionando a los
estudiantes mds informacién sobre el contenido estudiado (caso H); un
tercer uso fue para repasar el tema, es decir, para trabajar por segunda ocasién
el tema visto (caso Al); y un cuarto uso fue para comprender el tema (caso
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Cr), de modo que los estudiantes se apropiaran de los conceptos y/o
procedimientos de la clase.

Respecto al desempefio didéctico, se identificaron tres maneras de
orquestar el video: explica el tema, orquestacién empleada por los cuatro
docentes que utilizaron este recurso (Ar, Al, Cr y H), que consistié en la
reproduccién del video para que los estudiantes vieran, escucharan vy, en el
caso del video interactivo (caso Al), participaran en la explicacién que se
presentaba, mientras los profesores supervisaban este proceso; explica la
pantalla fue otra manera de orquestar el video, que consistié en detenerlo en
un punto para dar su propia explicacién de lo ya explicado y, a la vez, cerciorarse
de la comprensién del tema a través de preguntas (caso Al); y una tercera
forma de orquestar el video fue repite la pantalla, que consistié en replicar
con los alumnos las actividades mostradas en el video (caso Al), a fin de
poner en préctica lo explicado y favorecer su comprension (lectura y escritura
de ndmeros de cuatro cifras).

Figural

Video animado con explicacion sobre medidas de tendencias central. (Caso Ar)

Figura2

Video animado con explicacion sobre los tipos de dngulos (caso H)

Esta orquestacién del video revela un uso de la tecnologia como
reemplazo (Hughes, 2005), ya que los videos fueron empleados para realizar
el mismo tipo de tareas, que suelen lleva a cabo los profesores sin el uso de
este recurso, como explicar, ejemplificar y completar informacién sobre el
tema en estudio, actividades que, de acuerdo con Sandoval (2017), corres-
ponden a este uso de la TD.



HOMERO ENRIQUEZ RAMIREZ 265

Figura3

Video interactivo sobre lectura y escritura de niimeros de cuatro cifras. (caso Al)

Figura 4
Video con explicacion a mano alzada sobre el procedimiento para convertir una fraccion a
porcentaje. (Caso Cr)

Documentos digitales

Este recurso, utilizado por cuatro de los profesores observados (Ro, H, Alx y
Ca), consistié en documentos digitales con informacién escrita y grafica
sobre el tema en estudio. En tres casos (Ro, H y Alx) se trataba de docu-
mentos enciclopédicos con definiciones, ejemplos e ilustraciones sobre el
tema (ver Figura 5), mientras que en un caso (Ca) se trataba de un docu-
mento con problemas escritos acompanados de ilustraciones (ver Figura 7).

La configuracién didéctica utilizada para el uso de este recurso consistid,
en tres de los casos (Ro, H y Alx), en el equipo digital del laboratorio de
informatica (una computadora por cada uno o dos alumnos), donde se conté
con el apoyo del responsable de este espacio. En el otro caso (Ca) se dispuso
de un proyector y una laptop en el aula de clases (TIC itinerante), ubicados
al centro del aula para proyectar el documento en el pizarrén, ademas de
incorporar el uso de calculadoras de bolsillo para cada uno de los nifios.

El modo de explotacién de los documentos digitales permitié identificar
dos objetivos didicticos: el de retroalimentar un tema ya estudiado (casos
Ro, H y Alx) y el de plantear y resolver problemas para el estudio de un
tema en desarrollo (caso Ca).

El desempefio didactico de las tres profesoras que emplearon este recurso
consistié en dar acceso a los estudiantes a documentos digitales con infor-
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macién escrita y grafica sobre el tema de estudio, la cual fue transcrita en
sus cuadernos de trabajo (ver Figura 6), de modo que esta orquestacion se
identificé como copia la pantalla. Por otra parte, un segundo tipo de
orquestacién identificada fue discute la pantalla, la cual consistié en
proyectar algunos problemas escritos (ver Figura 7), los cuales se analizaron
y resolvieron de manera grupal con el apoyo de la calculadora de bolsillo.
Esta dltima forma de orquestar el recurso digital se corresponde con la
identificada por Drijvers et al. (2010), debido a que en ambos casos se discute
lo que se muestra en la pantalla de la computadora, aunque la naturaleza de
los recursos digitales utilizados fuera distinta —documentos digitales y
calculadoras de bolsillo en este caso y un software con posibilidades
dindmicas y computacionales en el otro (Algebra Arrows). En consecuencia,
las discusiones también fueron distintas, pues con el software la discusién
gir6 en torno a los elementos matemidticos evidenciados en el ambiente
digital, mientras que el caso que aqui se presenta la discusion gir6 en torno
a las estrategias de solucién de los problemas.

Figura 5
Documento digital con informacion enciclopédica sobre lectura y escritura de fracciones (caso

Ro)

Figura 6
Documento digital con informacion enciclopédica sobre lectura y escritura de fracciones (caso

Ro)

Estas orquestaciones de los documentos digitales muestran dos usos de
la TD, como reemplazo (casos Ro, H y Alx), cuando se utilizé para transcribir
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en el cuaderno la informacién escrita y grifica de los documentos digitales
(ver figura 6), una prictica cotidiana en la clase, y como amplificador-
transformador (caso Ca) cuando se utilizé6 de manera combinada con la
calculadora de bolsillo para analizar los problemas y explorar soluciones,
actividades que, de acuerdo con Sandoval (2017), se enmarcan en el uso
transformador de 1a TD.

Figura 7
Niios en el aula discutiendo y resolviendo los problemas del documento digital proyectado,
auxilidndose de calculadoras de bolsillo (caso Ca)

Interactivos

Este recurso, utilizado por el 21% de los profesores, fue empleado en cuatro
de las clases observadas. En dos casos (Ca y Alf) se traté de videojuegos
para realizar operaciones aritméticas (sumas, restas, multiplicacién y divisién),
donde la velocidad de respuesta era importante para ganar (ver Figuras 8 y
9). En otro caso (Alx) se traté de un software que permitia la manipulacién
grafica y numérica de fracciones (ver Figura 10) y en el cuarto caso (H) la
aplicacién posibilita la medicién de dngulos mediante la manipulacién de
un transportador digital (ver Figura 11).

La configuracién didactica utilizada para el uso de los interactivos digitales,
en dos de los casos (Alx y H), consistié en el equipamiento digital del
laboratorio de informitica, en los otros dos casos (Ca y Alf) se dispuso una
laptop y un proyector al centro del aula, para proyectar en el pizarrén.

Respecto a los modos de explotacién, el uso de los interactivos tuvo la
intencién de practicar habilidades, de cdlculo mental en los casos Cay Alf'y
de medicién de dngulos en el caso H, asi como ejemplificar el tema de la
clase, fracciones equivalentes en el caso Alx (ver Figura 10).

Finalmente, respecto al desempeiio didéctico, las orquestaciones de los
interactivos se corresponden con tres de las reportadas por Drijvers et al.
(2010): Demostracion técnica (casos Alf y Ca), cuando los docentes explicaban
a los estudiantes el uso de la computadora o del interactivo; Explica la
pantalla (casos Alf, Ca y Alx), cuando explicaban las tareas matemdticas
solicitadas en el juego (caso Alf y Ca) o las representaciones gréficas y
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numéricas mostradas con el software (caso Alx); y Sherpa trabajando (casos
Alf, Ca y H), cuando ponian a algunos nifios a cargo del manejo de la
computadora, ya fuera para realizar el juego de manera grupal (caso Alf y
Ca) o para demostrar el uso del software (caso H).

Figura 8

Juego interactivo de multiplicaciones y divisiones (caso Ca)

Figura 9
]uego interactivo de sumas y restas ( caso Aé‘ )

Figura 10

Interactivo de fracciones (caso Alx)

Estas orquestaciones de los interactivos muestran, en términos de Hughes
(2005) y Sandoval (2017), dos usos de la TD: como reemplazo, cuando el
interactivo solo se utiliz6 unicamente para explicar y ejemplificar el tema —
fracciones equivalentes (caso Alx), o para reproducir una actividad cotidiana
—medir dngulos con un transportador digital (ver Figura 11),y como ampli-
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ficadora cuando se utilizé para hacer mas eficiente el estudio del tema, por
ejemplo, al ejercitar el cdlculo mental con el apoyo de videojuegos (casos Alf
y Ca), recursos que incentivaban la participaciéon de los estudiantes y les
permitian experimentar y verificar sus respuestas, o como el simular
fracciones equivalentes para apoyar la explicacién (caso Alx).

Figura 10

Interactivo para la medicion de dngulos (caso H)

Material impreso

El uso de este recurso se identificé en la clase de una profesora (caso P),
quien lo consideraba un recurso digital, debido a que se trat6é de un material
obtenido de internet, que consistié en una hoja impresa con informacién
numérica para realizar un juego de célculo mental sobre sumas y restas.
Dada la naturaleza de este recurso no se presenta un andlisis desde la
perspectiva de la orquestacién o de los usos de la TD, sin embargo, resulta
llamativo que una parte importante de los profesores (15%) consideren este
material como un recurso digital, lo que refleja un desconocimiento atribuible
a la falta de formacién docente.

La calculadora

Este recurso digital fue empleado en combinacién con documentos digitales
en una de las clases observadas (caso Ca), como se explicé en el apartado
relacionado con el uso de documentos digitales. Su orquestacién denominada
discute la pantalla, de acuerdo Sandoval (2017), se corresponde con el uso
transformador de la TD), ya que se utiliz6 para explorar, experimentar y
probar soluciones a los problemas proyectados con la computadora.

Esta revisién de las orquestaciones y usos de los recursos digitales
evidencia la manera en que los profesores han integrado la TD en la ense-
fianza y aprendizaje de las matemiticas, en un contexto marcado por la falta
de formacién y de un acceso limitado a esta tecnologia en sus escuelas, derivado
del escaso equipamiento digital de las escuelas y de las politicas escolares
que regulan su uso. Por otra parte, el desconocimiento de los docentes, derivado
de su falta de formacién, explica en gran medida el empleo de recursos digitales
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técnicamente limitados (e.g. el video, documentos digitales), asi como las
orquestaciones de estos recursos (e.g. copia-la-pantalla, repite-la-pantalla,
explica-la-pantalla, explica-el-tema), enmarcadas principalmente en el uso
de la TD como reemplazo y como amplificador, pues estuvo orientado al
reconocimiento de conceptos, procedimientos y a promover habilidades
(e.g. cdlculo mental, escritura de nimeros, escritura de fracciones), pero no a
hacer matematicas, como se espera (Drijvers et al., 2010) .

Conclusiones

Los resultados de esta investigacién muestran un panorama de las condi-
ciones de acceso que tienen los profesores y alumnos a la TD en las escuelas
primarias, asi como de las condiciones de formacién y experiencia de los
profesores sobre el uso de esta tecnologia para la ensefianza y aprendizaje de
las matemadticas. A partir de ello se presentan las siguientes conclusiones:

* Considerando que lo ideal es contar con una computadora por cada
estudiante (Sunkel et al., 2013), los datos expuestos muestran que el
acceso a TD en las escuelas primarias es muy limitado y desigual,
pues mientras que en la escuela con mejores condiciones existia una
computadora por cada diez alumnos en la escuela con peores condi-
ciones habia una computadora por cada 170 alumnos.

* La mayor parte de las computadoras existentes en las escuelas (59%),
concentradas en los laboratorios de cémputo (aula de medios), no
estaba destinada a su uso didéctico, sino para clases de computacién.
En contraste, gran parte del equipo digital destinado para el uso
pedagdgico se encontraba en mal estado y/o carecia de contenido
digital educativo.

* El acceso a internet en las escuelas era limitado o inexistente. Los
datos revelaron que, en cinco de las diez escuelas, donde se llevé a
cabo el estudio diagndstico, no se contaba con el servicio de internet,
mientras que en las otras cinco si, aunque en dos de ellas el servicio
era satelital y pricticamente inservible, y en tres eran aceptable pero
no estaba disponible para profesores y alumnos.

Con relacién a la formacién y experiencia de los profesores sobre el uso
de TD para la ensefianza de las matemdticas se hacen las siguientes conclu-
siones:

* A pesar de la falta de formacién de los profesores de educacién
primaria, sobre el uso de la TD para la ensefianza de las matemiticas,
la mayoria ha integrado recursos digitales en su prictica. Los datos
del estudio muestran que casi la totalidad de los profesores partici-
pantes en el estudio (66 de los 67 participantes) carecian de formacion
especifica, sin embargo, el 79% de ellos utilizan recursos digitales en
su clase de matematicas, aunque con poca frecuencia.
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+ La falta de formacién de los profesores y el acceso limitado a TD en
las escuelas explican el uso de recursos digitales técnicamente restrin-
gidos para la exploracién y experimentacién de ideas matemadticas, y
la manera de orquestar estos recursos en la clase (explica el tema,
explica la pantalla, repite la pantalla, demostracién técnica y sherpa
trabajando), que se corresponde con usos limitados de la tecnologia,
como reemplazo y como amplificador principalmente.

 Las orquestaciones y usos de la TD se corresponden con el tipo de
recurso empleado, ya que entre mejores caracteristicas técnicas posea
el recurso digital mayores serdn las posibilidades para su orquestacién
y uso. Por ejemplo, en el caso de los documentos digitales y los videos
no permiten emplear orquestaciones como discute la pantalla orientados
a un uso transformador de la tecnologia.

* Las orquestaciones de los recursos digitales en la clase de matemdticas
evidenciaron usos limitados de la tecnologia. En las clases observadas
se identificaron orquestaciones de los recursos digitales (e.g. Explica
el tema, Explica la pantalla, Repite la pantalla, Copia la pantalla) que
muestran el uso de la TD como reemplazo y como amplificador
principalmente.

En suma, los resultados de la investigacién muestran que la orquestacién

y uso de 1a'TD en la clase de matemadticas responden a diversos factores, a la
formacién de los docentes, a sus percepciones y actitudes; al acceso a TD en
la escuela, a los recursos digitales empleados, y a las politicas escolares que
regulan su uso.

Por otra parte, las orquestaciones y usos de la TD identificados en este
estudio evidencian que, en el nivel de educacién primaria, persiste un uso
limitado y subaprovechamiento de la tecnologia para la ensefianza de las
matemdticas, tal como lo han documentado otros investigadores en México
(Santiago et al., 2013; Trigueros et al., 2014) y como se ha sefialado en foros
internacionales (Abboud-Blanchard, 2016; Ball et al., 2018). Esta situacién
requiere el trabajo conjunto de investigadores, profesores y responsables
del sistema educativo mexicano, para emprender acciones que incidan en la
formacién de los profesores y en los factores externos que limitan la integra-
cién de la TD en la ensefianza de las matemiticas, una tarea que sigue
estando pendiente a casi medio siglo de haberse iniciado.

Un objetivo de la investigacién de disefio realizada, de la cual fue parte
este estudio diagnéstico, fue precisamente la de promover la formacién de
los profesores, de ahi que los resultados aqui presentados permitieron el
disefio e implementacién de un curso sobre el uso de recursos digitales
(software de programacién, de geometria dindmica y simuladores) para la
ensefianza de las matemdticas en la escuela primaria, dirigido a los docentes
participantes en el estudio diagnéstico.
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