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Presentacion

Estimado lector,

La educacién matemdtica es un campo en pleno desarrollo cientifico, y
algunas de las tendencias en investigacién en las que la comunidad de esta
disciplina estd interesada actualmente se presentan en este libro. Este se
compone por un conjunto de trabajos que fueron expuestos en el Taller
“Tendencias en la Educacién Matemdtica Basada en la Investigacion
(TEMBI 9), en alianza con la Comunidad GeoGebra Latinoamericana”,
realizado en noviembre de 2022. Estos trabajos pasaron por una revisién
doble ciego, llevada a cabo por un conjunto de expertos en educacién
matemadtica.

Hemos identificado tres tendencias en investigacién, la primera es acerca
de investigaciones sobre el profesor de matemdticas en dos vertientes: su
conocimiento y sus creencias, con cuatro trabajos; la segunda es referente al
andlisis de la formulacién de los problemas de matematicas, con dos trabajos;
y, finalmente, la tercera versa en actividades innovadoras para el desarrollo
del pensamiento matemadtico, con dos trabajos también. A continuacién
detallamos cada una de ellas.

Con respecto a la primera tendencia, especificamente acerca de las
creencias del profesor de matematicas, el primer capitulo aborda desde un
enfoque constructivista la relacién entre las creencias y la practica diddctica
como un proceso complejo de elementos objetivos y subjetivos; se considera,
por una parte, el andlisis de las nociones de creencias desde lo epistemolégico
y lo psicolégico, hacia la nocién de creencia didactica; y por la otra, la practica
didactica que da fundamento a la proposicién del acto didictico como unidad
de reflexién critica y factor de cambio de las creencias. El segundo trabajo
estudia como las creencias sobre las matemadticas, la evaluacién y los procesos
de ensefianza y aprendizaje influyen significativamente en lo que se ensefia
en el aula y cémo se ensefia. Ambos estudios de corte cualitativo.
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Con respecto al segundo aspecto, referente al conocimiento especializa-
do del profesor de matematicas, el tercer trabajo aborda algunas reflexiones
de profesores, quienes después de conocer el modelo MTSK (Mathematics
Teacher Specialized Knowledge), disefian una planeacién de clase, la
implementan en el aula y luego realizan un autoandlisis para proponer
mejoras, esto con el propésito de mejorar su prictica docente. El cuarto
capitulo ejemplifica la creacién de problemas por variacién para el disefio de
tareas como una oportunidad para que los profesores de matemadticas
desarrollen su comprensién de los objetos matemiticos e identifiquen opor-
tunidades de argumentacién al establecer conexiones intra y extramatematicas.

La segunda tendencia de las investigaciones en este libro, referente a la
resolucién de problemas de matemadticas, es una linea de investigacién que
abarca diversos temas. No solo se estudian las estrategias para resolverlos,
sino también las caracteristicas que definen a un buen problema. Esta seccién
estd compuesta por dos investigaciones que analizan la formulacién o
reformulacién de problemas de matemdticas. La primera analiza tres
problemas que se han usado en varios estudios del razonamiento probabi-
listico de los estudiantes y discute la viabilidad de su uso en la ensefianza de
los conceptos involucrados en dichos problemas. En particular, el autor
recomienda el uso de la tecnologia para facilitar el tratamiento didéctico de
estos problemas en el aula, ya que los conceptos involucrados, como incerti-
dumbre, aleatoriedad y variacién, tienen un alto grado de dificultad. Como
resultado de su andlisis concluye que trabajar con los problemas de investi-
gacién abre la posibilidad de abordar conceptos como distribucién, distribu-
cién muestral y significacién estadistica, al menos, de manera informal.

En la segunda investigacién de esta tendencia se analiza cémo influye el
cambio en la formulacién de un problema y en las consideraciones realistas
que deben hacer los estudiantes para resolverlo. El cambio en el problema
consistié en agregar la frase “Imagina que...” con la intencién de que el
resolutor se sienta parte del problema, situacién que en la literatura se
conoce como “experimentador inmerso”. Es interesante que el reporte de
respuestas correctas e incorrectas no arrojaron diferencias estadisticamente
significativas, pero que, al analizar el proceso de resolucién, los argumentos
y los dibujos, si se identificé una mayor cantidad de elementos o considera-
ciones realistas en las respuestas correctas del problema reformulado.

En la dltima tendencia identificada se reportan dos investigaciones que
ilustran la aplicacién de métodos innovadores para desarrollar el pensa-
miento matemadtico en estudiantes de distintos niveles educativos. El primer
estudio, “El razonamiento proporcional de alumnos de telesecundaria unitaria
a través del uso de micromundos”, expone cémo la incorporacién de herra-
mientas digitales puede potenciar la comprensién y aplicacién de conceptos
matemdticos, en particular, en el 4mbito de la proporcionalidad. Por otro
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lado, “Argumentos variacionales de estudiantes de ingenieria en la ejecucién
de una melodia” entrelaza la musica con la matemadtica para entender la
naturaleza variacional del pensamiento estudiantil. Ambos trabajos no solo
destacan la importancia de los planteamientos didacticos innovadores, sino
que también proponen un enriquecido debate sobre cémo disefiar y redisefiar
précticas educativas que respondan a las demandas del siglo XXT.

Esperamos que los resultados de investigacién que aqui se presentan
sean de mucha ayuda, tanto para su desarrollo profesional como en sus
investigaciones.

El taller internacional TEMBI es organizado anualmente por el Posgrado
en Educacién Matemaitica y el Cuerpo Académico de Aprendizaje y Ense-
fianza de la Fisica y la Matemitica de la Benemérita Universidad Auténoma

de Puebla, en México.

Estela Juirez-Ruiz

Lidia Aurora Herndndez Rebollar
Apolo Castaiieda Alonso
(Editores)

Puebla de Zaragoza, noviembre de 2023
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Los profesores de matematicas: sus
creencias, conocimientos y cambios en el
proceso didactico

Luis Garcia Ortega’

RESUMEN

El propésito de esta investigacién es examinar la conceptualizacién de cambio en el
sistema de creencias de los profesores sobre la ensefianza y el aprendizaje de las
matemdticas. Desde un enfoque constructivista, se aborda la relacién entre creencia
y prictica didédctica como un proceso complejo de elementos objetivos y subjetivos,
considerando, por una parte, el andlisis de las nociones de creencias desde lo epis-
temoldgico y lo psicolégico hacia la nocién de creencia didactica. Por otra parte, se
analiza la prictica diddctica para dar fundamento a la proposicién del acto didéctico
como unidad de reflexion critica y factor de cambio de las creencias. Se encontraron
los factores y elementos conceptuales que contribuyen en la conceptualizacién de
cambio de las creencias y de la préictica de ensefianza de las matemiticas, lo que
puede ser util para el disefio de alguna estrategia de desarrollo profesional y base
para la reflexién colectiva de los procesos de cambio en las creencias y en la préctica
de ensefianza de los profesores.

PALABRAS CLAVE

Cambios, Creencias, Conocimientos, Prictica didactica, Profesor de matematicas.

' dadyto_56@hotmail.com
Benemérita Universidad Auténoma de Puebla
https://orcid.org/0009-0002-2309-8808

Garcia Ortega, L. (2023). Los profesores de matematicas: sus creencias, conocimientos y cambios
en el proceso didactico. En Judrez Ruiz, E. L., Herndndez Rebollar, L. A., & Castafieda, A. (Eds.),
Tendencias en la Educacion Matemdtica 2023 (pp. 17-36). SOMIDEM Editorial.
https://doi.ore/10.24844/SOMIDEM/S3/2023/01-01
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INTRODUCCION

El presente trabajo puede considerarse como continuacién de la tesis de
maestria “Las opiniones de docentes y estudiantes sobre la ensefianza de las
matemiticas” (Garcia Ortega, 2021), cuyo objetivo general fue determinar
similitudes y diferencias entre las creencias del profesor con las creencias del
estudiante sobre la ensefianza de las matemdticas, en el tercer objetivo
particular se traté de identificar las similitudes y diferencias entre las creencias
del profesor con las del estudiante sobre la forma como se ensefian las
matemadticas. En las conclusiones de este tltimo se encontré una diferencia
entre las creencias de los profesores y de los estudiantes respecto a la forma
de ensefianza de las matemdticas; los profesores creen ser constructivistas en
su ensefianza, mientras que los estudiantes creen que los profesores ensefian
de forma procedimentalista y tecnicista.

Esta diferencia entre creencias muestra: a) que la forma de ensefianza
constructivista no es la forma dominante de ensefianza de las matemadticas
en las aulas, b) implica una inconsistencia entre creencia y practica docente,
c) en los conceptos de creencias, prictica de ensefianza y sus relaciones hay
elementos que tienen que ver con sus cambios, ya que se encontré coherencia
entre las creencias docentes con los principios pedagdgicos constructivistas
mandatados en Planes y Programas oficiales de 2017. Lo que puede parecer
como una contradiccién encuentra su razén en la l1égica del comportamiento
relacionado con las creencias y la prictica de ensefianza, como ya veremos.

Otra conclusién destacada fue la importancia que tiene la reflexién
colectiva de los profesores sobre sus creencias respecto a la ensefianza de las
matemdticas, ya que contribuyen al mejoramiento de la prictica y los
aprendizajes. Se toma en cuenta que las creencias y aprendizajes se dan en
un sistema complejo de factores entramados, como el objeto matemadtico,
los conocimientos, los ambientes de aprendizaje, la experiencia y la prictica
docente; ademds que estos factores a su vez inciden en la motivacion, la
atencién y el interés de los estudiantes por aprender matematicas. Por dltimo,
se asumen las creencias como un proceso de cambios en el que se van
abriendo y cerrando brechas que son posibles de articular.

Para que los profesores asuman una reflexion critica es necesario contar
con fundamentos para la modificacién de sus creencias, lo que implica
encontrar qué factores y elementos de la teoria de la conceptualizacién de
cambio en las creencias permiten su modificacién. Ante esto, nos propusimos
examinar de manera general los factores y elementos conceptuales sobre
cambio en las creencias que nos permiten avanzar en la reflexién critica de
estas y en su modificacion, con el fin de coadyuvar a la mejora de los procesos
de ensefianza y aprendizaje. Este examen implicé, en primer lugar, un ané-
lisis exhaustivo de las diferentes nociones del concepto de creencia —el
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tradicional, el epistemoldgico y el psicolégico— para identificar conceptos
que se relacionen con el cambio de creencias; en segundo lugar, analizamos
el concepto de “prictica educativa”, tanto en el sentido de producto de
conocimientos y creencias como en el de recurso de reflexién sobre las
creencias y la prictica.

Con base en el andlisis de estos dos aspectos se plantean, en forma de
sintesis, los conceptos centrales que se obtienen del propio desarrollo y
reflexién de las nociones de creencia y de la practica didéctica, para proponer
la nocién del enfoque didictico de las creencias y el concepto de acto
educativo como unidad de reflexién y critica para la transformacién de las
creencias sobre la ensefianza de las matemiticas. Los resultados de la inves-
tigacién permitirdn avanzar en la comprensién del proceso de cambio en las
creencias sobre la ensefianza de las matemdticas y conformar una guia para
la tarea reflexivo-prictica de los maestros frente a grupo.

Este trabajo es fundamentalmente teérico, por lo que primero se delimité
el problema en relacién con el objeto de estudio; después de hacer una
seleccién de los materiales bibliogrificos, se seleccionaron aquellos que se
relacionan con los fines de la investigacién y la fundamentan. Posteriormente,
se procedié a realizar el andlisis de los conceptos, categorias y aspectos
centrales de la creencia y de la prictica didictica que se sintetizan en la
propuesta de “creencia didictica” y “acto didéctico”, generalidades que dan
pie para explicar el problema inicial. Esto tltimo se realiz6 con la colabora-
cién de otros tres docentes para dar mayor rigor a la investigacién.

Por otro parte, el estudio debe considerarse en proceso, sobre todo en su
parte prictica, pues consideramos que las propuestas que emanan de él
contribuirdn en la conceptualizacién del proceso de cambios en las creencias
de los profesores de matemadticas, asi como el de su prictica. Ademds, se
trata de obtener elementos que coadyuven a generar alguna estrategia que
promueva el cambio en el aula y proporcione fundamentos para la reflexién
colectiva de las creencias y la prictica de ensefianza, que sin lugar a dudas se
verd enriquecido con la experiencia profesional de los profesores de mate-
miticas. Su estructura responde a las necesidades de la investigacién cuyo
orden se aborda en el marco conceptual, el método, los resultados, su andlisis y
las conclusiones.

MARCO TEORICO

Hace ya medio siglo que diferentes estudiosos como Price (1974); Ortega y
Gasset (1976); y Villoro, (1982) pusieron de manifiesto la importancia del
tema de las creencias para el conocimiento; otros, como Schén (1983),
Clandinin y Connelly (1988); Brown y Mclntyre (1993), destacaron su
relevancia en la educacién. Thompson (1992); Da Ponte (1994); Abreu et
al. (1997); Ernest (1989); Shoenfeld (1998); Pehkonen y Térner (1998),
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orientan el estudio de las creencias hacia la educacién matemdtica, y mds
recientemente, Gémez-Chacén (2010); D’Amore y Fandifio Pinila (2004),
Chaves et al. (2008); Callejo y Vila (2003); Martinez Padrén (2013); Godino
et al. (2017), entre otros, se refieren al papel de las creencias en la ensefianza
y el aprendizaje de las matemadticas. Estos investigadores abordan temas
como la definicién de creencia, sus componentes, su estructura, su funcién
en el proceso educativo, sus cambios, las relaciones entre creencia y conoci-
miento, creencia y el objeto matemdtico, creencia y ensefianza, creencia y
aprendizaje, creencia y la practica diddctica de los profesores, la relacién
creencia y contenidos, con los planes y programas, su relacién con factores
del proceso didéctico como la planeacidn, la evaluacién, las actividades en el
aula, la motivacidn, los intereses y la experiencia de docentes y de estudiantes,
etc. Temas que dan sostén a este trabajo y de los que abordamos los impres-
cindibles para la investigacién; en primer lugar, la nocién tradicional del
concepto de creencia, en segundo momento, la creencia epistemolégica o
“creencias reflexivas” para pasar a la creencia psicolégica, también conocida
como “disposicién a la accién”, y, por ultimo, tratamos “el acto educativo”.

Creencias

La creencia tradicional

A pesar de no contar con una definicién acabada sobre las creencias, hay
avances importantes en su estudio, como lo destacamos arriba en los temas
tan variados y profundos que estin implicados en el proceso de conoci-
miento de las creencias. Durante este proceso podemos identificar tres
momentos y tres nociones de las creencias: una tradicional, una epistemolégica
y la psicolégica (Diez Patricio, 2017); asi, reconocemos las caracteristicas
més comunes del enfoque tradicional como una “verdad” subjetiva, como la
informacién que tiene una persona enlazando un objeto con algin atributo
esperado; las creencias estdn normalmente en interrelacién con una dimen-
sién de probabilidad subjetiva (Fishbein & Ajzen, 1989). Da Ponte menciona
que las creencias “no requieren consistencia interna [...] son proposiciones
que no necesitan demostracién”. En las creencias predominaria la elabora-
cién, mds o menos fantdstica y no confrontada con la realidad empirica”
(1994, p. 170), por lo que podemos decir que no son resultado de la refle-
xién, sino que se acercan mds a la intuicién inconsciente (Diez Patricio,
2017). Las creencias estdn determinadas socialmente, en tanto que el sujeto
ya se encuentra en ellas sin haberlas meditado. Hasta cierto punto son
ajenas a la voluntad del sujeto, las adopta para si mismo porque ellas le
permiten vivir y vive con ellas, le permiten comportamientos automaéticos
cuando las tiene en cuenta (Ortega & Gasset, 1976). Asi, la “herencia cultural
constituye un a priori en el modo en el que el sujeto aprende la realidad”
(Berger, citado por Diez Patricio, 2017, p.129). Otro rasgo es que no son
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consensuales por una falta de acuerdo sobre cémo tienen que ser evaluadas
o juzgadas (Thompson, 1992). Da Ponte (1994) sefala con claridad que el
sistema de creencias no requiere un consenso social relativo a su validez o
adecuacién. Puntualiza que no podemos vivir y actuar sin creencias, y su
importancia es mayor en dreas del conocimiento en las que es dificil verifi-
carlas. Por dltimo, mencionamos que esta nocién se identifica con las
creencias subconscientes de Freud, son creencias muy dificiles de modificar.

La creencia epistemoldgica

De acuerdo con Diez Patricio (2017), hay otros dos enfoques con los
que podemos abordar a las creencias: la epistemoldgica y la psicolégica; la
segunda como “disposicién a la accién”y la primera como la “creencia refle-
xiva”, mismas que intento resumir a continuacién. Pajares (1992) menciona
tres componentes de la creencia: un cognitivo, un afectivo y un componente
conductual (citado por Moreno & Azcarate 2003, p. 265). La creencia refle-
xiva (Price, 1974), o idea segtin Ortega y Gasset (1976), es subjetiva porque es
el sujeto quien pone los criterios de su veracidad con base en la representacién
mental que se hace del objeto. El conocimiento como resultado de la refle-
xi6n tiene elementos de la creencia reflexiva, por lo tanto, todo conocimiento
implica una creencia que estd determinada por la realidad del sujeto. Al
pasar por el tamiz de la reflexién, esta creencia pasa por el momento de la
duda, ya Llinares y Sénchez (1989, p. 402) caracterizaron a las creencias
como generadoras de conflictos al poner en la formacién del profesor la
duda sobre sus ellas y su trabajo en el aula, al cuestionarse sobre el por qué
creen en esa proposicién y por qué no creen en otra diferente. La duda abre
la posibilidad de modificar las creencias. El sujeto busca solventar esa duda,
ya sea con otra creencia, con una proposicion, con un conocimiento nuevo
o con una verdad no asegurada que le permita vivir y llenar el vacio de la
duda. La creencia como resultado de la reflexién es racional, sin que esto
implique que necesariamente sea verdadera, pero estd construida de manera
consciente. Reflexionar la realidad es considerar una proposicién compren-
diéndola (Price, 1974) y considerdndola junto a otras proposiciones.

El conocimiento busca la verdad, y la creencia reflexiva estd ligada a la
certeza con sus grados de seguridad y verosimilitud que llevan al sujeto a
asentir, aceptar o adoptar una proposicién. La creencia no es evidente, sino
verificable, depende de afectos y dan sentido a la accidn, tienen un fin (Diez
Patricio, 2017). La verificacién depende de diferentes criterios que el sujeto
establece y que le permiten sostener los grados de seguridad y verosimilitud
para construir una representacién mental. Podemos decir que el sujeto toma
como verdad lo que va verificando por diferentes medios, si se basa en la
razon, lo que lo acerca a la comprension. Siguiendo a Price (1974), damos
como ejemplo la siguiente cuestién: Si el profesor de matemadticas considera
a la forma constructivista de ensefianza junto a otras alternativas como el
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formalismo, el tecnicismo o el procedimentalismo, entonces es capaz ante
todo de identificar un hecho determinado, seguido de que ese hecho se rela-
ciona de alguna manera con las diferentes alternativas o con alguna de ellas,
es decir, es capaz de identificar que ese hecho se relaciona con cualquiera de
las alternativas que conoce o cree conocer, con lo que da cierta certeza en
que ese hecho se relaciona con una o con algunas de las alternativas. El
profesor identifica un hecho, verifica que se relaciona con la forma cons-
tructivista de ensefianza y observa su efectividad como método de ensefianza
lo que le permite preferir esta alternativa. Una certeza basada en razones
que le aprueban preferir al constructivismo sobre las demds alternativas.

El concepto de “creencia reflexiva” es un elemento de gran importancia
para la modificacién de las creencias de los profesores, pues incorpora carac-
teristicas como la duda, la comparacién, la verificacién y la certeza como
herramientas que permiten acercarse al saber o al conocimiento que, en
palabras de Da Ponte (1994), menciona que en el conocimiento mds elabo-
rado de naturaleza prictica predominarian los aspectos experienciales. En el
conocimiento de naturaleza tedrica predominaria la argumentacién racional.
La “creencia reflexiva” permite la reflexién sobre si misma y sobre la forma
que toma en actos, permite la critica y la metacognicién, es dindmica y

posible de planificar.

La creencia psicolégica

El anilisis que realiza Diez Patricio sobre las creencias como “disposi-
cién para la accién” es singularmente importante para la reflexién sobre las
creencias, veamos brevemente los rasgos mds caracteristicos de este proceso.
En primera instancia es una nocién psicolégica, no responde al rigor 16gico
categéricamente hablando, ni en su estructura ni como sistema. Se entiende
como “tendencia a actuar, como si aquello en lo que se cree fuera verdadero”
(Diez Patricio, 2017). Si el profesor tiene la disposicién de ser constructivista
en su enseflanza, entonces realizard una accién acorde a su creencia, es decir,
se encuentra condicionado por una creencia ya establecida, disponible y
tomada como verdadera. La creencia predispone al sujeto, por lo tanto, se
dispone para actuar como si esta fuese verdadera, no duda de su existencia
ni de su validez. Cémo la adquirié no es importante, puede ser dada social-
mente, por ser la dominante, por experiencia, por observacién, porque se
encuentre en ella o porque asi le ensefiaron, su importancia radica en que es
un mévil de conducta.

De acuerdo con esta 16gica, si el profesor tiene una creencia sobre la
ensefianza, entonces tiene la tendencia a actuar como si su creencia fuese
verdadera, pero para que se dé, necesita de ciertas circunstancias objetivas
(sociales, del aula, de recursos, etc.) y subjetivas (intereses, propésitos, motivos,
etc.). La creencia como disposicién no son las acciones mismas, sino un
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conjunto de disposiciones a la accién (Diez Patricio, 2017) que en conjunto
hacen una tendencia a actuar, siempre que ciertos hechos sucedan, tendrian
ciertas acciones.

Otro dato interesante es el planteamiento de los tipos de creencias que
retoma Diez Patricio (2017) de Freud, quien dice que las creencias no son
observables, sino que se infieren de la observacién de la conducta de los
individuos, como las creencias subconscientes que el sujeto no acepta como
propias y las preconscientes que pueden convertirse en creencia reflexiva. Se
entiende que las creencias preconscientes son susceptibles de modificarse
por la via de la reflexion, la duda o la verificacion; las creencias subconscientes
son mds dificiles de modificar porque son casi verdades absolutas para el
sujeto, ademds de ser generalmente creencias sociales y no cuestionables por
el creyente.

Una caracteristica de las creencias es que pueden ser sostenidas con varios
grados de conviccién (Thompson, 1992). Como lo vimos con la creencia
reflexiva, las preconscientes, al menos, pueden tener varios grados de certeza.
Por ejemplo, la creencia que las matemadticas se ensefian para el desarrollo
de las habilidades cognitivas de los estudiantes (Garcia Ortega, 2021) tiene
diferentes grados de certeza, en funcién de la verificacién que el docente
realiza en su préctica, verificaciones que fortalecen su convencimiento de
que, lo que realiza, es desarrollar las habilidades del pensamiento y esto lo
lleva cada vez con mayor frecuencia a actuar de acuerdo con esa creencia.
Asi, la accién llevada por el profesor puede comprobarse y verificar que su
creencia es verdadera, por tanto, la creencia se convierte en un estado mental
que hace que el profesor tome conductas relacionadas con el desarrollo de
las habilidades cognitivas del estudiante.

Como un dltimo rasgo de importancia podemos destacar que las
creencias son utiles para la motivacién de la conducta (Diez Patricio, 2017),
lo que viene a fortalecer la idea de la funcién que tienen en el proceso de
ensefanza el aprendizaje, particularmente como catalizadores de la conducta
del estudiante, ya sea en la motivacién, la actitud o sobre sus intereses. El
lugar que ocupan las creencias como componente especial del conocimiento,
de la conducta o de las actitudes, es de gran relevancia para la ensefianza y
el aprendizaje.

El Acto educativo

Las creencias deben explicarse desde si mismas, pero también desde sus
resultados y su prictica, desde un comportamiento empiricamente registrable
que puede ser interpretado como sujeto de reflexién por un lado y como
unidad para el andlisis de la propia practica y de las creencias. Para esto,
incorporamos el concepto de acto educativo, entendido como un conjunto
de acciones e interrelaciones que se establecen entre los diferentes elementos
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que participan en el proceso de ensefianza y aprendizaje, en un contexto y
tiempo determinado.

Como todo objeto, el acto educativo tiene sus propias caracteristicas, sus
elementos o componentes que, segun Olivé (2007), citado por Valladares
(2017), son los agentes o individuos participantes, los modos de participacién
en contexto, las representaciones y creencias, los fines que persiguen los
participantes, el medio y entorno en que se da la prictica, los recursos y
objetos que se usan para lograr los fines. La educacién se entiende asi, segin
Kemmis (2010), como un complejo de précticas imbricadas unas con otras
que se mueven en tres dimensiones: los culturales-discursivos, que permiten
o limitan el discurso y la comprensién, los materiales-econémicos, que
permiten o limitan lo que se puede hacer, y los sociopoliticos, que permiten
o limitan las relaciones en lo social (Kemmis et al., 2014).

La modificacién de las creencias implica cambios en las formas de
entender, en los modos de intervencién y en las formas de relacionarse. Esta
modificacién de la prictica educativa, agrega Kemmis (2010), debe llevarse
a cabo en los diferentes tipos de préictica educativa, como las de aprendizaje,
las de ensefianza, las de investigacién, las de direccién y gestion, las de
aprendizaje profesional, etc.; las cuales también se encuentran interrelacio-
nadas en el acto educativo que se concibe como un proceso. En este trabajo
solo nos enfocamos en la relacién entre las creencias de los profesores y
estudiantes sobre la ensenanza de las matematicas, sin embargo, es perti-
nente hacer algunas precisiones.

Consideramos al acto educativo como objeto de reflexién y de trans-
formacién, como elemento integrador entre la teoria y la practica (Nicoletti,
2006), el acto humano que busca el pleno y autentico desarrollo del otro, un
acto biofilico con y por el Otro (Freire, 2011). Por otra parte, Garcia (1993)
sefiala que el acto educativo debe tener las condiciones de ser significativo,
consciente y libre.

Con lo antes expuesto, la teoria educativa debe admitir que, como dice
Carr (2006), citado por Valladares (2017), “se genera en las précticas educa-
tivas”, y se ve a la prictica como una unidad analitica del campo de la
educacién y la pedagogia (Schatzki, 2012). En este contexto, el acto de
ensefiar “como la accién por la cual el alumno, mediante las actividades
propuestas por un docente, hace propias una idea o un conjunto de ideas
que no poseia previamente. En una interaccién intencional y sistematica”
(Nicoletti, 2006).

Las creencias sobre la ensefianza de las matemdticas (tanto en su nocién
epistemoldgica como psicoldgica) como componente de la mente se mani-
fiestan en el acto educativo, ya sea como planeacién, interpretacién de los
planes y programas, en los contenidos, en las estrategias implementadas y
en la evaluacién, asi como en los intereses del profesor, sus motivos, sus
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expectativas, sus experiencias y en las acciones realizadas en el aula, es decir,
se “hacen” acto de ensefianza como componente del acto didactico. Ante
esto, podemos observar que las creencias en sus diferentes nociones pueden
interpretarse como momentos diferentes de un mismo proceso de compren-
sién y construccién de conceptos y relaciones; pueden y se constituyen
como objetos de reflexién a partir de su manifestacién en la conducta y el
comportamiento del profesor, en el caso de la ensefianza. La modificacién
de las creencias debe realizarse desde su propio desarrollo y desde su prictica,
lo que es posible si consideramos al acto diddctico como una unidad de
reflexién colectiva en el momento y contexto en que se desenvuelven.

METODO

El trabajo de investigacién es de corte tedrico y con un enfoque cualitativo.
El recurso fundamental fue el andlisis conceptual para que, en un intento de
sintesis, se presente la nocién de creencia didictica y el acto didécticos
como unidad de reflexién y critica de las creencias sobre la ensefianza de las
matemdticas. La primera tarea fue identificar la naturaleza del problema
inicial, de la inconsistencia entre la creencia del profesor y la forma que
realmente ensefia las matemadticas en el aula; al mismo tiempo, se encontré
coherencia entre sus creencias con los principios y métodos de ensefianza de
las matemiticas que se plantea en los planes y programas; concluyendo que
el problema se relaciona con el proceso de cambio en las creencias, se formulé
la relacién del problema con el objeto de estudio de la investigacién. Acto
seguido, se seleccioné la informacién suficiente en funcién de la pregunta y
los fines de la investigacién, reflexionando repetidamente sobre ellos para
disminuir falsas interpretaciones.

El paso siguiente fue el andlisis de las diferentes nociones de creencia y
del concepto de “acto educativo” como factores del cambio en los modos de
entender, de actuar y de relacionarse. Esto con el fin de identificar los
elementos tedricos que permitan avanzar en la conceptualizacién del cambio
en las creencias de los profesores de matemadticas. Se realizé un estudio,
andlisis y caracterizacién de conceptos, encontrando aspectos y elementos
de cambio como la duda, la verificacién, la comparacién, el impulso, la
tendencia, la creencia preconsciente, los elementos del acto educativo, los
tipos de practica educativa, las dimensiones del acto educativo, etc.

Todos elementos que nos permiten, en un intento de sintesis, proponer
los conceptos de acto didactico y la nocién de creencia didictica como una
unidad de reflexién critica colectiva que permita avanzar en la modificacién
de las creencias de los profesores sobre la ensefianza de las matematicas. En
la dltima parte se aplicaron los elementos contenidos en los resultados del
estudio de tesis sobre las creencias (Garcia Ortega, 2021); para analizar la
aplicabilidad de los conceptos encontrados, y con el fin de fortalecer el rigor
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y confiabilidad de la investigacién, se trat6 la informacién mediante un and-
lisis a profundidad con tres docentes.
p

RESULTADOS

La creenciay el acto didictico como unidad de reflexién

Hemos visto que las creencias tradicionales son las mds dificiles de modificar
porque nacemos en ellas; el sujeto las asume como propias porque nos
permiten vivir, no importa mucho si son verdaderas, sino su utilidad, su
subjetividad es intuitiva y pragmadtica, no racional. La modificacién de este
tipo de creencia tal vez dependa mds de los cambios sociales, politicos e
histéricos, pero presenta una posibilidad subjetiva de modificacién ante
nuevas informaciones.

La creencia epistemoldgica, por su parte, proporciona elementos basicos
para la modificacién de creencias porque es resultado de la reflexion, por lo
tanto, racional y consciente. Pasa por el conflicto de la duda, por eso se abre
a otras proposiciones y permite la comparacién entre ellas, se puede preferir
una proposiciéon frente a otras en funcién de su verificabilidad, lo que va
fortaleciendo su certeza, pues su subjetividad radica en que el sujeto pone
los criterios de verificabilidad, no tanto en la intuicién y su utilidad. Podemos
decir que la creencia reflexiva es una creencia en movimiento.

La creencia psicoldgica, tendencia a actuar en funcién de una creencia
como si esta fuera verdadera, responde a una légica del comportamiento. Si
el sujeto tiene una creencia, entonces tiene la tendencia a actuar conforme a
ésta, por lo tanto, debe haber una coherencia, tanto con la persona como en
con contexto, es decir, si se dan condiciones subjetivas y objetivas se tendrin
las acciones esperadas. La importancia de la coherencia radica en que sienta
la base para que la creencia sea objeto de reflexién y comprensién, sea objeto
de verificabilidad con el fin de reorientar pensamientos y conductas, da el
poder de cambiar.

En lo que se refiere al acto educativo, este nos proporciona elementos
fundamentales si queremos modificar creencias y practicas; debemos refle-
xionar criticamente sobre la forma en que actuamos, entendemos y nos
relacionamos, y para esto se consideran las dimensiones culturales-discursivas,
materiales-econémicas y las socio-politicas, espacios en los que se mueven
los diferentes componentes y tipos de prictica educativa, en particular la
ensefianza. Estos elementos, junto a los ya comentados de las nociones de
creencia, nos proporcionan los conceptos para proponer al acto didéctico
como un conjunto relacionado de elementos para la reflexién critica de las
creencias y la préctica didactica.

Por ser un objeto mental, las creencias no pueden modificarse, Gnica-
mente desde las mismas creencias porque esto es propio del conocimiento
cientifico; tampoco se pueden modificar por consignas o decretos (como un
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acto inconsciente o sacrificando la libertad). De igual forma, no es posible
desde la préctica porque esa prictica es resultado de esas creencias domi-
nantes, por lo que es necesario constituir al acto diddctico como unidad de
reflexién critica con el fin de modificar creencias y practica.

Como hemos visto, los aportes que proporcionan las nociones de la
creencia epistemoldgica y psicolégica como procesos de la mente, como
fenémeno en si mismo, son también premisas para el estudio, de la forma
que éstas se hacen acto en el aula. En este punto considero que el estudio de
las creencias debe abordarse ya no solo desde la nocién epistemolégica y
psicolégica, sino desde el acto didactico como creencia didictica, desde el
momento y espacio en el que la creencia se hace conducta, momento en que
toman la forma de hecho en un contexto y momento especifico, situacién
en que el profesor traduce sus creencias en actos segtn las diferentes opciones
con las que cuenta y el contexto en el que se encuentra, lo que nos abre la
posibilidad de inferir, a partir de sus actos, sus respuestas y su comporta-
miento reiterado en sus creencias, en el proceso mismo de ensefianza-
aprendizaje.

Se trata de la necesidad de constituir el acto didictico como objeto de
reflexién y herramienta de estudio. Esto implica, en primer lugar, incorporar
la nocién de creencia didictica como conjunto de elementos conceptuales
de las creencias hechas acto que nos dan la posibilidad de la reflexién de las
creencias desde ellas mismas (creencias reflexivas); ademds, contrastarlas
entre si y con su prictica hace posible la reflexién critica sobre la coherencia
entre la intencién y el acto mismo, hace posible su verificabilidad. La creencia
didictica es el paso entre cémo creo que ensefio y como ensefio realmente,
entre cémo creo que aprenden los estudiantes y cémo aprenden realmente;
se ubica entre la planificacién y el producto, entre el conocimiento previo y
el conocimiento nuevo, implica considerar al sistema de creencias de los
profesores como un proceso de cambios que pueden darse por medio de la
reflexién que busque el conocimiento.

Cuando el profesor traduce en acto el qué, el para qué, el cémo y para
quién de sus creencias hablamos del acto de ensefianza del profesor. Y es el
momento en que el sistema de creencias se manifiesta con sus consistencias
e inconsistencias, con sus aciertos y desaciertos, con sus contradicciones, y se
hace presente el acto con una eleccién (consciente, preconsciente o incons-
ciente) sobre el conjunto de opciones con que cuenta el profesor, como el
momento y modo que operan las creencias en el acto de ensefianza. De tal
forma que podemos identificar las caracteristicas de la creencia, reflexionar
sobre ellas para conocerlas y modificarlas con el fin de mejorar el proceso de
aprendizaje y de ensefianza. Es importante reiterar que las creencias de la
ensefianza y el aprendizaje deben ser abordadas como un proceso, no como
proposiciones absolutas e inamovibles, ubicadas en su contexto y momento
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para considerar su “evolucién” hacia formas efectivas de ensefianza, para que
sean un verdadero motor de la motivacién de los aprendizajes.

En segundo lugar, es necesario que el acto didictico se constituya a la
vez como unidad de andlisis, como acto reflexivo en colectividad, generador
de elementos para conformar un cuerpo de conceptos que permitan avanzar
en la teorfa y la prictica de modificacién de las creencias y de la préctica de
ensefianza, es decir, hacer de la prictica un ejercicio reflexivo que se oriente
hacia una préctica del conocimiento. Se encamina a considerar el acto
diddctico como una relacién dialéctica entre teoria y prictica.

Si pretendemos cambiar un modelo educativo, hay que ir a esa célula del
acto didéctico donde se retnen los objetos didicticos, los contenidos, los
recursos y medios de la ensefianza-aprendizaje, la comunicacién, las estrate-
gias, las actividades, la evaluacién y la organizacién de estos elementos; asi
como el espacio donde interactian los agentes, el objeto, los fines, el contexto
donde se construye el conocimiento matemdtico y, junto a los elementos
conceptuales encontrados, constituir la unidad de analisis critica de nuestras
creencias y practica.

El acto reflexivo no es individual, es sobre todo colectivo, y sélo en la
colectividad puede dar sus mejores frutos porque es donde surge el cuestio-
namiento, las precisiones, el andlisis, el conocimiento que se enriquece; es
un espacio de interinfluencia donde se puede crear vinculos significativos.
Siempre he sostenido que los mejores pedagogos son los profesores, pero es
necesario que lo asuman, que desarrollen esas capacidades, que conquisten
ese espacio de belleza y cientificidad que tiene la ensefianza y el aprendizaje,
lo que implica dejar de verlos como operadores de un modelo o proceso.

Analisis

En el trabajo de tesis Garcia Ortega (2021) se propuso determinar las
similitudes y diferencias entre las creencias de los profesores y las creencias
de los estudiantes sobre las matemadticas y su ensefianza. Entre los hallazgos
estd el problema inicial de esta investigacién: la diferencia entre lo que el
docente cree que hace en el aula y cémo el estudiante cree que le ensefian
matemdticas; también se encontré coherencia entre las creencias del profesor
respecto a sus propésitos al ensefiar matemdticas con los fines y objetivos
planteados en los Planes y Programas.

El problema que nos planteamos en esta investigacién surge de la
pregunta abierta a los profesores squé hace para lograr lo que pretende al
ensefiar matemdticas? Observamos en las respuestas una distribucién
porcentual equitativa entre las categorias, lo que significa que el profesor
cree que incorpora en su préctica todos los dmbitos, caracteristica que se
identifica con el estilo flexible y constructivista de la ensefianza. Los estu-
diantes, en cambio, priorizan en la pregunta sobre la forma que en general
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me ensefian matemdticas al dmbito didéctico al responder que el docente
resuelve varios problemas y luego pide que los alumnos resuelvan y mediante
la solucién de muchos ejercicios, estilos unilaterales, menos flexibles e iden-
tificados con el procedimentalismo y el tecnicismo.

Tabla 1

Comparativa entre las respuestas de estudiantes y profesores a pregunta 3

Profesores

Pregunta 3 ¢Qué hace paralograr lo que pretende a ensefiar %

mateméticas?

Desarrollo de habilidades para plantear y resolver problemas 28.2
Desarrollo capacidades para enfrentar la vida 26.8
Desarrollo € pensamiento |6gico y matematico 16.9
Desarrollo actitudes positivas y criticas 16.9
Contribuyo a su integracién social 11.2

Estudiantes

Pregunta 5 Laforma que en general me ensefian mateméticas %
El docente resuelve varios problemas luego pide |o hagamos 46.8
Mediante la solucién de muchos gjercicios 28
El profesor plantea problemas de la vida real 10.2
El docente deja resolver problemas de |os textos 8.4
Antes de empezar la clase el docente investiga que sabemos 6.6

Las respuestas nos llevan a identificar el estilo de ensefianza que aplica
el profesor en el aula. El docente cree aplicar un estilo constructivista
(57.9%), pero los estudiantes consideran que lo que hace el profesor en el
aula es procedimentalista (55.2%) y tecnicista (28.6%). Se identifica una
diferencia significativa entre la forma explicita que manifiesta el docente y
la forma implicita del estilo de ensefianza del profesor manifestada por el
estudiante.

Esta diferencia entre la creencia del profesor en su forma de ensefianza
con la creencia del estudiante sobre cémo le enseflan matemadticas se inter-
preta como una inconsistencia entre la creencia y la prictica de enseflanza

del profesor.
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Tabla 2
Estilo de ensefianza a partir de las respuestas obtenidas a la pregunta 3
Profesores
Estilos de ensefianza %
Constructivista 57.9
Procedimentalista 289
Tecnicista 7.9
Lostres anteriores B3
Estudiantes
Estilos de ensefianza %
Procedimentalista 55.2
Tecnicista 28.6
Constructivista 16.2

Por otra parte, encontramos correspondencia entre lo que el profesor
cree que realiza en el aula con los términos delineados en los Planes y
Programas de educacién basica (2017), planes fundamentados en el cons-
tructivismo. Esta correspondencia se constata cuando los profesores creen
que lo que hacen es desarrollar habilidades para resolver problemas, y que
los problemas deben ser reales y contextualizados, junto a otros temas
mencionados por ellos como la motivacién, el desarrollo de capacidades y
habilidades, los aprendizajes previos, el acompafiamiento, buenos ambientes
de aprendizaje, el trabajo colaborativo, la importancia del aprendizaje
informal, la creatividad, la socializacién de los aprendizajes, el manejo de
procedimientos y algoritmos, entre otros. Esta situacién también se observa
en el modelo de ensefianza por competencias de educacién media superior y
superior, que busca propiciar el desarrollo de la creatividad y el pensamiento
légico y critico entre los estudiantes.

Esta coherencia entre las creencias del profesor y los lineamientos de los
planes y programas (2017) sobre la ensefianza de las matemiticas puede
parecer contradictoria con el anterior resultado de que el profesor cree que
ensefia con el constructivismo, pero es procedimentalista en su préctica.

A la luz de los elementos encontrados en el presente estudio se hace un
andlisis breve de la situacién como un primer acercamiento a la aplicacién
de estos elementos tedricos. Siendo un asunto multifactorial y complejo,
solo tomaremos algunos conceptos a manera de ejemplo. Hablemos en
primera instancia del contexto, la reforma que inicia en 2006 y culmina con
la implementacién de los planes y programas de 2017. Nos centramos en
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conceptos como “la profesionalizacién docente”, que trafa consigo la estra-
tegia de su implementacién por medio del “Servicio Profesional Docente”,
organismo que definia los mecanismos de ingreso (exdmenes por oposicion)
y permanencia por medio de la “evaluacién integral de desempefio”, “teniendo,
el docente, hasta dos oportunidades de evaluacién” para la permanencia. Su
contenido y periodicidad la asumia el Instituto Nacional de Evaluacién
Educativa (INEE). El proceso se inicia en 2006 con el apoyo de algunos
sectores y la oposicién de otros; con algunas dificultades, las autoridades
finalmente imponen la reforma en 2017 a través de nutridas campafias de
informacién por medio de cursos de actualizacién, reformas a planes y
programas de las escuelas normales, exdmenes por oposicién y de desempeiio
y la promocién de categorias por “idoneidad”.

Las ideas nuevas de la reforma fueron tomadas por el profesor como
informacién para aprobar un examen, el docente las adopté como “propias”;
su motivo era la incorporacién o la permanencia en el sistema. Podemos
decir que es resultado de la imposicién, por lo tanto, es informacién adqui-
rida por los docentes como parte de la estrategia de implementar una
reforma. Estas nuevas ideas no son el resultado de una necesidad propia, de
un interés legitimo, de una duda que induzca a la reflexién, es decir, como
parte del desarrollo de sus conocimientos y creencias, no son creencias refle-
xivas ni son una disposicién de actuar porque no se han constituido como
tal. Aparecen como una proposicién mds, pero no son ain una creencia
reflexiva, y menos un conocimiento, por lo que estin lejos de una prictica
reflexiva.

Respecto a la falta de coherencia entre la creencia del profesor con sus
accionar en el aula, pudiera interpretarse como una informacién falsa que el
informante nos proporciona, ya sea porque miente al contestar, porque se
equivoca, o porque se autoengafia por quedar bien de manera oficial. A
pesar de ello, podemos reflexionar ciertas cuestiones, por ejemplo, si la
creencia del docente es que su ensefianza es constructivista y el estudiante
dice que se le ensefia con algoritmos y con muchos ejercicios, entonces
¢quién miente? La pregunta pudiera aparecer muy simple si no se estudia el
contexto, los factores objetivos y subjetivos de la pregunta, puesto que no se
trata de quién estd diciendo la verdad, sino de explicar por qué el docente
afirma su creencia y la contradice en la prictica, y a la vez observar si el
estudiante mira con objetividad la forma de ensefianza.

Podemos decir que los docentes creen ser constructivistas sin razones
fundadas o suficientes porque esa creencia no la han verificado ni por inves-
tigacion, cdlculo, observacién, prueba-error o por ejercicios. No han verifi-
cado en su prictica cada aspecto del modelo con el fin de dar mayor certeza
a la creencia de la ensefianza constructivista; tampoco las han reflexionado,
ni como creencia ni como una préctica reflexiva, pero si fueron adoptadas
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como informacién para poder permanecer o ingresar al sistema educativo,
como “creencias preconscientes”. Ahora el profesor cuenta con otra alterna-
tiva, ain en forma personal y subjetiva, impropia, pero tiene la informacién
de que hay otra alternativa. Cierto es que no sabe suficientemente por qué
puede ser verdadera, ni qué le da mayor certeza entre las opciones sobre las
creencias de ensefianza, ni cémo puede fortalecerse. No ha comprobado su
eficacia, ni su eficiencia, su certeza es débil, atin hay duda de que sea verda-
dera. Esta sera la tarea reflexiva por realizar para modificar paulatinamente
las creencias que frenan el pleno desarrollo de la ensefianza y el aprendizaje,
a la vez de potenciar aquellas que benefician el proceso. Evidentemente, no
es tarea Unicamente del profesor.

Hemos visto que las creencias constructivistas no son “creencias reflexivas”
para el profesor, pero también es dificil que sean una “disposicién para la
accién” porque estas ultimas estdn determinadas socialmente, actdan porque
estdn establecidas y la sociedad no estd organizada ni piensa asi de manera
generalizada, no es una creencia socialmente dominante. El docente no
puede actuar asi porque la creencia no estd presente en él como disposicién
para actuar, estd como informacién no verificada, entonces duda de su
existencia. Tampoco tiene la tendencia a actuar como constructivista porque
a él o ella no se lo ensefiaron asi, en consecuencia, no orienta sus acciones.

No hay coherencia entre su creencia de ensefianza y su acto didéctico,
primero porque su creencia es informativa, no hay ain una coherencia
subjetiva en el sujeto, pues para esto necesita el trabajo de la duda, la
comparacién, la reflexién y la verificacién de la proposicién; en seguida,
también falta coherencia con su contexto porque éste no se comporta asi, no
existe el espacio donde esta situacién de modificacién de la forma de entender,
de actuar y de relacionarse es atin muy débil. Hace falta verificar cada aspecto,
cada elemento, cada componente del modelo como los fines de su ensefianza,
sus métodos, estrategias, el qué, para qué, cémo de su ensefianza, sin
menosprecio del contexto institucional y social en que se da la educacién, es
decir, falta hacerla una préctica reflexiva.

Es clara la importancia que tiene para la ensefianza que los docentes
sometan a la reflexién sus creencias y las creencias de los estudiantes sobre
la ensefianza y el aprendizaje de las matemadticas; pero también es impor-
tante que los profesores reflexionen su préictica como maestros y sobre las
razones que marcan la pauta de su actuar, y poder contrastar asi lo que creen
y lo que hacen en el aula con el propésito de mejorar su conocimiento y
modificar aquellos elementos que obstruyen el proceso ensefianza-aprendi-
zaje y reforzar las que lo fortalecen, entre ellas sus creencias. Por esto es
necesario contar con referentes teéricos y metodolégicos desde donde los
docentes puedan guiar su reflexién. Comprender la estructura y la forma en
que funcionan las creencias en el proceso de conocimiento del objeto
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matemdtico, sus relaciones y cambios en la actividad diaria es necesario
para tomar conciencia que esta reflexién abrird caminos para mejorar la
labor de ensefianza.

Se trata de construir una nueva forma de comprender y vivir la ensefianza
de las matematicas, y el motor principal para la modificacién de las creencias
es la reflexién y la préctica reflexiva. Describir y explicitar las caracteristicas
de las creencias que sostienen la préctica actual y las anteriores permite ir
generando, por medio de la duda, la verificacién y el andlisis de un cambio
en las representaciones para mejorar lo que se tiene, como una prictica
colectiva y metacognitiva entre profesores.

Por otra parte, este cambio en la prictica docente consiste también en
observar y reflexionar los rasgos del modelo constructivista de ensefianza
con el propésito de su verificacién o cuantificacién, como la actividad del
alumno en el aula, la satisfaccién de sus necesidades, el desarrollo de habili-
dades y destrezas, la relacién entre conocimiento previo y nuevo, el propo-
nerse metas comunes, el trabajo cooperativo, estrategias reflexivas, elaboracién
de significados, la mediacién, etc. Saber en qué medida se estd trabajando
con el modelo.

Desde luego que hay otros factores y otros actores en el proceso de
cambios, por lo que influird la forma en que se interpretan y adoptan los
puntos aqui mencionados, esto no es tarea solo de los profesores, ni tampoco
realizable en unos cuantos afios, sino que requiere tiempo y buena disposicién
de los actores. Es importante no olvidar que para que este cambio se dé es
necesario reunir ciertas condiciones subjetivas y objetivas: subjetivas como
las necesidades, deseos, motivos, las propias creencias, etc.; objetivas como
son las actuaciones, los hechos que verifican que es verdadera, circunstancias
del sal6n de clase, el contexto social que se plasma en el momento en que se
accionan los propésitos, los enfoques, los contenidos, los materiales, las
estrategias implementadas y la evaluacién.

RESULTADOS
La creencia sobre la ensefianza de las matematicas no puede cambiar desde
la creencia, ni desde el resultado prictico de la misma, sin embargo, vemos
que las nociones de “creencia reflexiva” y “disposicién a la accién” nos pro-
porcionan conceptos como la duda, la comparacién de proposiciones, la
verificabilidad, la certeza, la coherencia entre la disposicién a interactuar
con el acto mismo, evidencia observable del acto didictico. Estos elementos
nos permiten la reflexién critica para modificar creencias y la préctica, y son
premisa para la propuesta del enfoque de creencia didéctica.

Cambiar las creencias y la prictica de ensefianza implica cambiar la
forma en que actuamos, en que entendemos y como nos relacionamos,
considerando las dimensiones culturales-discursivas, materiales-econémicas
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y las socio-politicas, estos espacios en los que se mueven los diferentes
elementos y tipos de prictica educativa, permiten la reflexién critica y son la
premisa de la propuesta del acto didéctico como unidad de la reflexién critica.

Para la reflexién critica de las creencias y la préctica educativa es impor-
tante incorporar la nocién de creencia didictica y el acto didéctico como
unidad de anélisis colectivo y como objeto de reflexién, retomando la accién
didictica como una prictica pedagégica reflexiva, y una reflexién sobre la
préctica como factores de cambio de las creencias y de la préctica de ense-
flanza orientada hacia el conocimiento.

Se sugiere crear espacios de reflexion critica en las instituciones educativas
en los que se apliquen los resultados obtenidos como ejes conceptuales para
la reflexién y el cambio de creencias y pricticas de ensefianza.
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RESUMEN

Las creencias sobre las matemiticas, la evaluacién, y los procesos de ensefianza y
aprendizaje de las matematicas influyen significativamente en lo que se ensefia y
cémo se ensefia en el aula. El propésito de este trabajo es presentar los resultados
obtenidos acerca de las creencias sobre la naturaleza de las matematicas de profesores
en formacién del nivel de maestria de una universidad publica del estado de Puebla.
Se trata de una investigacién de tipo exploratorio y descriptivo de corte cualitativo,
en la que se utiliz6 un cuestionario de preguntas abiertas, validado a través del juicio
de expertos y aplicado a 30 profesores en formacién. Los hallazgos sugieren una
fuerte tendencia a definir las matemdticas desde dos miradas: por un lado, como una
ciencia formal y exacta, y por otro, que las matemdticas estin relacionadas con el
entorno.
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INTRODUCCION

Desde finales de los 70 viene consoliddndose una linea de investigacién
relacionada con el pensamiento del profesor de matemiticas (Gonzilez et
al., 2015). Especificamente, en Educacién Matemdtica existen numerosas
investigaciones que abordan las creencias que tienen los profesores en
formacion, o en ejercicio, en los distintos niveles educativos con respecto a
las matemadticas, a los procesos de ensefianza y aprendizaje, a la evaluacién y
al estudiante (Benarroch & Marin, 2011; Martinez, 2013; Estévez-Nenninger
et al., 2014; Garritz, 2014; Donoso et al, 2016; Garcia & Blanco, 2017; Friz
et al., 2018; Castillo et al., 2018 y Martinez-Sierra et al., 2019). Estas inves-
tigaciones presentan un andlisis de las creencias de los profesores y determinan
las variables que influyen en ellas, asi como algunos instrumentos que permitieron
hacer evidentes las creencias sobre el estudiante, los procesos de ensefianza y
aprendizaje, la naturaleza de las matematicas y la evaluacién.

Por ejemplo, Friz et al. (2018) analizaron y compararon las concepciones
que manifiestan 50 profesores en formacion del sur de Chile (50% de primer
afio y 50% de ultimo afio) acerca de las matematicas, el proceso de ensefianza
y aprendizaje y su utilidad en la vida, con el fin de determinar si las concep-
ciones iniciales fueron modificadas por la formacién académica recibida.
Los autores reportaron que con el instrumento utilizado no fue posible
constatar diferencias estadisticamente significativas, por lo tanto, sugirieron
incluir entrevistas y observaciones de clase en futuras investigaciones.

Castillo et al. (2018) realizaron un estudio tipo exploratorio con un
enfoque mixto con 24 profesores y con 729 estudiantes de bachillerato
acerca de las creencias sobre la ensefianza y el aprendizaje en la clase de
matemdticas. Para la recoleccién de los datos utilizaron entrevistas semies-
tructuradas y una encuesta denominada “ensefiar matemadticas”, la cual se
adapté de la versién original de Gémez-Chacén et al. (2006). Entre algunas
de las conclusiones que reportan estd que las creencias que tienen los profe-
sores sobre la naturaleza de las matemadticas definen c6mo se ensefian en el
aula e influyen en las creencias de los estudiantes.

Por otro lado, Martinez-Sierra et al. (2019) desarrollaron una investigacién
con 18 profesores en servicio en la cuidad de Pachuca, México, con el fin de
identificar sus creencias sin imponer tipologias; los datos fueron recogidos a
través de entrevistas cualitativas y biograficas, y se analizaron a través de tres
andlisis temdticos. Entre los resultados reportados destacan que hay tres
categorias para las creencias de profesores que, si bien ya habian sido identi-
ficadas en estudios anteriores, no se habian observado con profesores de
nivel superior. Para estos autores, las creencias se pueden clasificar en las
siguientes categorias: creencias acerca de las matemadticas, acerca del apren-
dizaje de las matematicas y acerca de la ensefianza de las matematicas.
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Sin embargo, en la revisién de la literatura realizada se encontraron dos
aspectos importantes que motivan la realizacién de la presente investigacién:
el primero hace referencia a que, a pesar de que existe una extensa investiga-
cién internacional en relacién con las creencias de los profesores sobre los
procesos de ensefianza y aprendizaje, en México estos estudios no son tan
numerosos y los realizados se centran en profesores de educacién bdsica, lo
que deja un campo interesante de investigacién centrado en la poblacién de
profesores en formacién de educacién media y superior. En segundo lugar,
la recoleccién de datos en las investigaciones realizadas sobre las creencias
de profesores frecuentemente se realiza a través de un instrumento con
escala tipo Likert o preguntas cerradas, por lo que en este trabajo se pretende
profundizar en las creencias de los profesores en formacién, recolectando los
datos mediante un cuestionario de preguntas abiertas.

En ese sentido, el objetivo de este trabajo consistié en caracterizar las
creencias sobre la naturaleza de las matemiticas de profesores en formacién
de una universidad publica del estado de Puebla.

REVISION DE LITERATURA

Concepto de creencia

No existe un acuerdo en la definicién de creencias. Sin embargo, varios
autores consideran que las creencias son verdades personales, que no se
obliga a su demostracién, derivadas de la experiencia o de la fantasia, que
tienen un fuerte componente evaluativo, cognitivo y afectivo, y que generan
respuestas y comportamientos estereotipados sin tener, en algunos casos,
conciencia de ello (Chaves et al., 2008; Garcia & Blanco, 2017; Martinez,
2013; McLeod, 1992; Pehkonen & Torner, 1999). En este trabajo se ha
considerado la definicién de creencias que presenta Skott (2014, 2015),
quien identificé cuatro aspectos que constituyen el nicleo del concepto: en
primer lugar, las creencias son usadas sobre construcciones mentales que
son verdades subjetivas de cada individuo. En segundo lugar, en las creencias
existe algiin elemento de afecto, estin cargadas de valores y se caracterizan
por un cierto grado de compromiso. El tercer aspecto es que las creencias
son consideradas relativamente estables, y se espera que un cambio en ella
ocurra solamente como resultado de experiencias personales nuevas y
relevantes. En cuarto lugar, se espera que las creencias influyan significati-
vamente en la forma en que el individuo percibe e interpreta sus practicas.

Creencias de profesores

Diversas investigaciones han revelado que las creencias de un individuo
influyen significativamente en sus acciones y lo condicionan a actuar conforme
a ellas (Gonzilez et al., 2015; Martinez, 2013; Martinez, 2020 y Martinez-
Sierra et al., 2019).
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Especificamente, las creencias de los profesores influyen en el proceso de
toma de decisiones sobre cémo ejercer su prictica docente, en la reflexién
sobre los diferentes propédsitos, métodos y significados de la ensefianza, y
son los mejores indicadores de las decisiones que toma en su vida y en sus
clases (Kagan, 1992; Calderhead, 1996, citado en Garritz, 2014; y McCombs
& Whisler, 1997, citado en Estévez-Nenninger et al., 2014).

En la investigacién realizada por Martinez-Sierra et al. (2019) se encontré
que, en relacién con las creencias sobre la naturaleza de las matematicas, al
preguntar a profesores en servicio sobre lo que consideran que son las
matemadticas, surgieron cuatro tipos de respuesta:

* Las matemadticas son para ser usadas/aplicadas en la actividad diaria;

* Las matemdticas implican razonar para tomar decisiones en la actividad diaria;

* Las matemadticas son una ciencia abstracta y las matemadticas se componen

de sus nimeros y relaciones.

Por otro lado, Ernest (1989) distingue tres concepciones posibles de las
matemdticas: desde una visién instrumentalista que las concibe como una
caja de herramientas (hechos, reglas y habilidades) que son utilizadas en la
busqueda de algin fin externo. Las matemdticas son una red de reglas,
procedimientos y hechos no relacionados pero utilitarios.

En segundo lugar, se encuentra la visién platénica que considera que las
matemdticas no se crean, sino que se descubren. En esta visién son concebidas
como un cuerpo estitico y unificado de conocimiento que estd formado por
estructuras en interconexién y verdades apoyadas en la légica.

Finalmente, otro punto de vista es la resolucién de problemas, donde las
matemadticas son vistas como un campo dindmico y en continua expansién
de la creacién e invencién humana. Las matemadticas estin organizadas
dindmicamente, ubicadas en un contexto social, cultural y no son un
producto terminado, pues sus resultados permanecen abiertos a la revisién.

METODO

Tipo de estudio

La investigacién es de tipo exploratorio descriptivo, de corte cualitativo
(Hernédndez et al., 2016). Los constructos que se estudian en esta investiga-
cién son las creencias acerca de la naturaleza de las matematicas. Para ello
se aplicé a los participantes del estudio un cuestionario disefiado para
explorar las creencias sobre las matematicas y los procesos de ensefianza y
aprendizaje.

Participantes

Participaron 30 profesores en formacién de primer a cuarto semestre perte-
necientes a la Benemérita Universidad Auténoma de Puebla. El grupo se
encuentra integrado por 20 mujeres (66,7%) y 10 hombres (33,3%), la edad
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promedio fue 23 afios con edades comprendidas entre los 22 y 42 afios.
Tienen diferentes nacionalidades (mexicana, colombiana y cubana).

Instrumento

El instrumento disefiado para esta investigacién estd compuesto por dos
secciones: la primera presenta preguntas relacionadas con aspectos socio-
demogrificos (edad, experiencia profesional, estudios realizados, entre
otros), y la segunda presenta 23 items o preguntas abiertas referentes a las
tres dimensiones a evaluar: la naturaleza de las matemdticas, la ensefianza y
el aprendizaje de las matematicas. Algunas de las preguntas planteadas en
este cuestionario fueron adaptadas o modificadas a partir de los instrumentos
propuestos por Lebrija et al. (2010), Benarroch y Marin (2011), Donoso et
al. (2016), Castillo et al. (2018) y Op’t Eynde et al. (2006), en el sentido de
que algunas se encontraban en un modelo de pregunta cerrada (Preguntas 8,
10, 13, 14,15,17,20,21 y 23) o en items de escala tipo Likert (4,9,12,16 y
22) y se adaptaron a preguntas abiertas. Asi mismo, se agregaron 4 items
(2,11,18 y 19) de elaboracién propia.

En relacién con la validacién del instrumento, se realizé mediante el
juicio de expertos y se consideraron las propuestas de Corral (2009) y Escobar-
Pérez y Cuervo-Martinez (2008), a fin de disefiar un formato que permitiera
a los jueces registrar sus puntuaciones o calificaciones con respecto a cada
item. Estas puntuaciones se analizaron teniendo en cuenta el procedimiento
de la V de Aiken. Dado que el anilisis se realizé con un nivel de significancia
de .05, con 6 jueces expertos, 4 categorias de evaluacién y con un valor de
Vp = 0,78 (Aiken, 1985), se encontré que los items que pertenecen a la
naturaleza de las matematicas (1, 2, 3 y 4) son claros, coherentes, relevantes
y exploran de manera suficiente esta dimensidn, lo cual fue apoyado por los
jueces que participaron en la validacién (Velasco, 2023).

A continuacién, se muestran los items que hacen parte de la dimensién
“Naturaleza de las matemadticas”. (Ver Tabla 1).

Tabla 1
Ttems de la dimension “Naturaleza de las matematicas”
# ftem

1 ;Cémo definiria usted las matematicas?

sCudl cree usted que es el papel que juegan las matematicas en la formacién académica de

2 .
los estudiantes?

3 ;Considera que es importante ensefiar y promover las matemadticas en el salén de clase?
sPor qué?

4 sQué caracteriza a la naturaleza de las matematicas (A la matemadtica misma)? Mencione

tres caracteristicas

Nota. Elaboracién propia.
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Condiciones de aplicacién

La aplicacién del instrumento se realizé en linea a través de la plataforma
Google Forms, por lo que se envié un correo de invitacién con el enlace
correspondiente del cuestionario a todos los estudiantes de la maestria en
educacién matemitica de la Benemérita Universidad Auténoma de Puebla.
Se recibieron las respuestas de 30 estudiantes, de quienes se describieron las
caracteristicas en la seccién denominada participantes.

Analisis

Posterior a la recepciéon de los cuestionarios completos, la plataforma
Google Forms arrojé6 un documento de Excel con las respuestas de los
participantes para cada pregunta, el cual se organizé separando las preguntas
de cada dimensién para luego seleccionar las unidades de informacién
relevantes, con el fin de generar los c6digos y categorias a través del software
de anilisis cualitativo MAXQDA (2020). Los resultados obtenidos en la
codificacién se organizaron en tablas, presentando las categorias encontra-
das, y la cantidad y el porcentaje de profesores en formacién que se sittan
en cada categoria. Ademds, se transcriben algunas de las respuestas dadas
por los participantes. En cada categoria se indican los profesores en forma-
cién cuya respuesta se clasifica ahi, para ello se utiliz6 una notacién como la
siguiente: Profesor en formacién 1 (PF1).

Resultados

Esta dimensién estd conformada por las preguntas de la 1 a la 4 del instru-
mento aplicado, la cual pretendia abordar las creencias que tienen los profe-
sores en formacién sobre la definicién de matematicas y el papel que juegan
en el sal6n de clase.

Pregunta 1: ;Cémo definiria usted las matematicas?
Del anilisis de la primera pregunta del cuestionario, se identificé que las
respuestas de los participantes podian ser agrupadas en tres categorias (véase

la Tabla 2).
Tabla 2

Pregunta 1: ;Como definiria usted las matemdticas?
Categorias Profesores en formacion %

PF1, PF2, PF6, PF7, PF9, PF15, PF18, PF20,

Cienciaformal y exacta PF23, PF24, PF25, PF27, PF28, PF29 14 46,7%

Cienciarelacionada con PF3, PF4, PF5, PF8, PF10, PF11, PF13*, 14 46.7%
el entorno PF16, PF17*, PF19, PF21 PF22, PF26, PF30. '

Cienciaque estudia PF12, PF14 2 6.6%

otras ciencias

Nota. Elaboracién propia. *Respuesta que se ubicé en esta categoria al ser predominante sobre otra.
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A continuacién se presenta una descripcién para cada categoria.

Ciencia formal y exacta: Los participantes sefialan en sus respuestas que
las matemdticas son una ciencia formal y exacta porque se basa en principios
légicos, es abstracta y rigurosa. Ademds, mencionan que cuenta con un
lenguaje propio y que estudia las relaciones y propiedades de entes que son
abstractos.

Ciencia relacionada con el entorno: Aqui se incluyeron las respuestas que
hacen referencia a las matemdticas como un constructo social, que tiene
aplicacién en la vida cotidiana, que estudia fenémenos de nuestro entorno y
permite generar explicaciones a partir de ello. Ademds, se incluyen respuestas
que ven a las matemadticas como una materia que hace parte de los programas
y planes de estudio.

Ciencia que estudia otras ciencias: En este caso, las respuestas de los parti-
cipantes hacen referencia a las matematicas como una ciencia que estudia y se
relaciona con otras ciencias, como el dlgebra, la estadistica, la geometria, etc.

Ahora bien, el anilisis permiti6 identificar que la mayoria (el 93,4%) de
las respuestas de los participantes se encuentran dentro de las dos primeras
categorias mencionadas. Para el primer caso, el 46,7% de las respuestas
hacen referencia a que las matemadticas son una ciencia formal y exacta,
predominando la idea de que estudia las relaciones y las propiedades de
entes abstractos. Lo anterior tomando en cuenta que 11 de los 14 partici-
pantes que se ubican en esta categoria lo justificaron de dicha manera. En el
segundo caso, 46,7% de las respuestas hacen referencia a que las matematicas
son una ciencia relacionada con el entorno. En las justificaciones para esta
categoria predomina la idea de que las matemiticas estudian fenémenos
cotidianos.

Finalmente, las respuestas que fueron marcadas con (*) podrian ser
ubicadas en dos categorias, sin embargo, se decidié ubicarla en la categoria
predominante o en la primera idea que el participante diera. Por ejemplo, el
PF13 mencioné en su respuesta que: “Las matemadticas son un constructo
social y se caracterizan por ser abstractas y rigurosas”. En su respuesta
incluye una caracteristica de las matemadticas, sin embargo, las define como
un constructo social.

Pregunta 2: ;Cuil cree usted que es el papel que juegan las matematicas
en la formacion académica de los estudiantes?
Para la segunda pregunta del cuestionario, que hacia referencia al papel que
juegan las matemadticas en la formacién de los estudiantes, las respuestas se
organizan en tres categorias (véase la Tabla 3):

Desarrollo del pensamiento: En este caso, las respuestas de los participantes
aludian al desarrollo del pensamiento en general, analitico, critico, abstracto
o numérico, espacial y variacional.
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Formar ciudadanos competentes: Aqui, la idea de ciudadanos competentes
se complementaba con la idea de que las matemdticas promueven el
desarrollo de habilidades y competencias que permiten afrontar diversas
situaciones cotidianas. Asi mismo, en algunas respuestas se menciona la
importancia de las matemdticas para el cumplimiento de objetivos de la
materia y el desarrollo profesional de los estudiantes.

Desarrollo del razonamiento: En esta categoria se ubicaron respuestas que
indicaban que las matemdticas promueven el desarrollo del razonamiento;
especificamente, las respuestas de los profesores en formacién apuntaban al
pensamiento légico de los estudiantes.

Tabla 3
Pregunta 2: ;Cudl cree usted que es el papel que juegan las matemdticas en la formacion
académica de los estudiantes?

Categorias Profesores en formacion %
Desarrollael PF1, PF5, PF6, PF16, PF17, PF18, PF19, 5 433
pensamiento PF20, PF21, PF22, PF26, PF28, PF30. 3%
Formar ciudadanos PF4, PF7, PF10, PF12, PF13, PF14, PF15, 1 36.7%
competentes PF23, PF24, PF27, PF29* '
Desarrolla el PF2, PF3, PF8, PF9, PF11, PF25, 6  20%
razonamiento

Nota. Elaboracién propia. *Respuesta que se ubic en esta categoria al ser predominante sobre otra.

Con base en lo anterior, un gran nimero de respuestas (43,3%) de los
participantes consideran que el papel de las matematicas en la formacién de
los estudiantes es desarrollar el pensamiento, en sus justificaciones se plan-
tea en términos del pensamiento analitico o critico. Por ejemplo, la respues-
ta del PF17 fue que “el desarrollo del pensamiento critico ayuda a resolver
problemas (no s6lo sobre matematicas) de diferentes formas”. Esta respues-
ta se considera dentro de esta categoria.

Se aclara que la respuesta del PF29 se marcé con (*) debido a que podria
incluirse en dos categorias: “Desarrollo del pensamiento” y “Formar ciuda-
danos competentes”. Lo anterior, debido mencioné en su respuesta que:

Forman un papel esencial ya que se puede desarrollar un pensamiento critico en
cuanto al entorno y contexto social en el que viven, ahora bien, también las
matemdticas se ven inmersas en una gran cantidad de carreras universitarias y
por esto se pueden ampliar las posibilidades al estudiar y comprender temas de
diferentes carreras.
A pesar de que menciona el desarrollo del pensamiento critico, en su
justificacién lo relaciona con aspectos de situaciones cotidianas y el desarro-
llo profesional de los estudiantes.
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Pregunta 3: EConsidera que es importante ensefiar y promover las mate-
maticas en el salén de clase? ;Por qué?

Es importante mencionar que la segunda y tercera pregunta se encuentran
relacionadas, y la tercera pregunta permitié profundizar atin mis en las
creencias de los profesores en formacién. Es importante mencionar que
todos los participantes mencionaron que es importante ensefiar y promover
las matematicas en el salén de clase, y complementaron su justificacién dada
en la respuesta anterior. Por ese motivo, se retoman elementos de las categorias
antes mencionadas y se generan otras mds amplias. Las respuestas se pueden
agrupar en las categorias que se muestran en la Tabla 4.

Tabla 4
Pregunta 3: ;Considera que es importante enseriar y promover las matemdticas en el salon
de clase? ;Por qué?

Categorias Profesores en formacion %

PF1, PF2, PF3, PF4, PF5, PF6, PF7, PF8,
Aplicacion en diversos  PF9, PF10, PF11, PF12, PF13, PF14, PF15, o

contextos PF16, PF17, PF19, PF20, PF21, PF22, PF23, 08
PF24, PF27, PF28, PF29, PF30
Desarrollael
razonamiento y el PF18, PF25, PF26 3 10%

pensamiento 16gico

Nota: Elaboracién propia.

Resulta interesante que un gran porcentaje (90%) de las respuestas se
ubican en la categoria “Aplicacién en diversos contextos”. En esta categoria
se recogen las respuestas que mencionan la aplicacién de las matemdticas en
dmbitos escolares, profesionales, sociales y de la vida cotidiana. Asi como el
desarrollo de habilidades para comprender los fenémenos de nuestro
entorno y resolver problemas cotidianos.La segunda categoria presentada
(“Desarrolla el razonamiento y el pensamiento légico”) retoma los elemen-
tos de las categorias “Desarrollo del pensamiento y Desarrollo del razo-
namiento” que se encontraron en la segunda pregunta.

Pregunta 4: ;:Qué caracteriza a la naturaleza de las matemiticas (A la
matematica misma)? Mencione tres caracteristicas.

En la cuarta pregunta se les pidié a los participantes que mencionaran tres
caracteristicas de la naturaleza de las matematicas, aunque es conveniente
mencionar que en una aplicacién piloto del cuestionario que se realizé
como parte del proceso de validacién del instrumento observamos que esta
pregunta presentaba inconsistencia en cuanto a su claridad. Posterior a la
modificacién y en la aplicacidn, las respuestas de los participantes fueron
acordes a lo que se pretendia explorar.
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Por otro lado, debido a la variedad en las respuestas de los participantes
se decidié presentar los resultados grdficamente utilizando una de las
herramientas del programa de MAXQDA 2020, denominada la nube de
palabras. (véase la Figura 1).

Figura1
Nube de palabras de respuestas a la cuarta pregunta del cuestionario: s Qué caracteriza a la
naturaleza de las matemiticas (A la matemdtica misma)? Mencione tres caracteristicas”.

Nota. Fuente: Elaboracién propia con MAXQDA 2020.

Se pueden palabras con un tamafio de fuente mayor con respecto a otras,
lo que indica que son mds frecuentes en las respuestas de los participantes.
En ese sentido, “abstracta”, es el término mds relevante y se ubica en un
primer nivel, seguido de “légica”, “exacta” y “formal”, que se ubican en los
niveles del 2 al 4, respectivamente.

Desde las respuestas de los participantes se pueden evidenciar las tres
visiones abordadas por Ernest (1989): instrumentalista, platénica y de
resolucién de problemas. En este caso, la visién platénica aparece con
mayor frecuencia debido a que un gran porcentaje de palabras aluden a que
las matemiticas son una ciencia abstracta, 16gica, inteligible, formal, exacta,
entre otras caracteristicas.

Por otro lado, también se hace evidente en las respuestas de los partici-
pantes el punto de vista de la resolucién de problemas, en donde las mate-
miticas se consideran como un campo dindmico ubicado en un contexto
social y cultural. Un ejemplo es la descripcién que hizo el PF10, quien
considera que las matemiticas son una ciencia social y sociocultural.

CONCLUSIONES

Con el anilisis de la dimensién de “Naturaleza de las matemdticas” fue
posible identificar algunas categorias que estdn presentes en las creencias de
los participantes. Entre los resultados encontrados se pueden mencionar los
siguientes:
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Existe una fuerte tendencia en la creencia de que las matematicas es una
ciencia formal y exacta o que se encuentra relacionada con el entorno.
Ejemplo de ello es que en la primera pregunta, el 93,4% de las respuestas de
los participantes hacen referencia a esto, y en la cuarta pregunta, los términos
“Abstracta”, “Formal” y “Exacta” presentan mayor frecuencia con respecto a
otros mencionados por los participantes como caracteristicas de la naturaleza
de las matematicas.

Muchas de las respuestas de los participantes corresponden a creencias
concernientes a que las matemadticas se encuentran relacionadas con el
entorno. Lo anterior lo fundamentamos en que, dentro de las tres primeras
preguntas de esta dimensién, surgieron categorias que mencionan la relacién
entre ambos: Ciencia relacionada con el entorno, Forma ciudadanos competentes
y aplicacion en diversos contextos, en las cuales se ubicaron un gran porcentaje
de respuestas (43,7%, 36,7% y 90% respectivamente).

En conclusién, las creencias de los participantes en esta investigacién
hacen referencia mayoritariamente a que es una ciencia abstracta, formal,
légica y exacta, ademds de que estd relacionada con el entorno, se aplica a
diversas situaciones reales, desarrolla el razonamiento légico y forma ciuda-
danos competentes. Estos aspectos mencionados coinciden con algunos de
los encontrados por Martinez-Sierra et al., (2019), especialmente los rela-
cionados con las matemdticas como ciencia abstracta, formal, exacta y que
se aplica en el entorno. Por otro lado, en Martinez-Sierra et al., (2019) la
categoria predominante de los profesores entrevistados indica que las
matemdticas son para aplicarlas, mientras que, en esta investigacién, la
predominancia es compartida con la creencia de que las matematicas son
una ciencia abstracta, formal, 16gica y exacta.

Por dltimo, cabe mencionar que los resultados evidencian la necesidad
de desarrollar estudios posteriores sobre creencias siguiendo esta linea de
investigacién. Consideramos que el proceso seguido hasta aqui representa
una posible guia para futuros trabajos e investigaciones que tengan la nece-
sidad de indagar sobre las creencias de profesores en relacién con la natura-
leza de las matematicas. Sin embargo, a pesar de los alcances potenciales del
instrumento que se disefié y usé, en este trabajo, si se pretenden caracterizar
las creencias de profesores en formacién y obtener informacién mas amplia
y detallada se puede complementar la aplicacién del cuestionario con otros
instrumentos, tal como entrevistas u observaciones de clase.
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INTRODUCCION

Ball, et al. (2008) hacen notar diversos aspectos que dan cuenta de la impor-
tancia del conocimiento del profesor. A través del ejemplo de la resta hacen
un recorrido para destacar, entre otros elementos, que para ensefiar mate-
miticas no basta con saber hacer las actividades que el profesor le asigna a
los estudiantes, sino que también es necesario tener conocimiento para
ensefiarlas. Por ejemplo, ensefiar matematicas va mds alld de saber identificar
si una respuesta dada por los estudiantes es incorrecta, pues el profesor ha
de trascender, conocer la fuente del error y ayudar a los alumnos a corregir
su problema. Ademds del conocimiento que necesita el profesor para afrontar
las respuestas inesperadas que dan los estudiantes, ha de tener conocimiento
para entender y explicarse qué pensamiento matemidtico del estudiante
puede producir esa respuesta y validarla matemdticamente (e.g. describir el
método que el estudiante estd usando y cémo justificar eso matemadtica-
mente). No ha de quedarse ahi, sino que ha de saber también qué represen-
taciones son entonces mds adecuadas para ensefiar el contenido y hacerlo
miés comprensible para los estudiantes (Shulman, 1986).

Asi pues, adquirir o tener esos conocimientos para ensefiar matematicas
no es facil. El profesor ha de ser un aprendiz y muchas de las veces ha de
vivir €l el proceso de estudiante para saber cémo ensefiar matemdticas,
tratar de ponerse en el lugar del alumno, comprender los errores, dificultades
y obstdculos por los que pasa el estudiante para aprender un contenido
matematico.

Mis ain, existen problemas como los que exponen McCrory et al.
(2012) en los cuales existen elementos sustanciales que se pueden aprovechar
en el proceso del profesor, o futuro profesor, para aprender cémo ensefiar
matemdticas. Por ejemplo, en uno de ellos se pide evaluar £(2) — g(0), los
datos se dan a partir de una gréifica de las dos funciones (de ellas se puede
deducir que f(2) = -2y g(0) =2), y lo interesante de esto es, ademds de
saber el resultado de evaluar lo que se pide, entender y comprender qué
errores o qué pensamiento matemdtico puede dar como resultado los nime-
ros que aparecen en los otros incisos, pues al ser una cuestién de opcién
multiple se les ofrecen cinco incisos (A. -4; B. -2; C. 0; D. 1; E. 4); sélo el
inciso A representa la respuesta correcta, los otros cuatro incisos representan
resultados que pueden venir de posibles errores que cometen los estudiantes.
En nuestra opinidn, hacer el ejercicio en grupo y que sean los propios profe-
sores, o futuros profesores, quienes indaguen qué error o qué pensamiento
matemidtico pudo producir el resultado —por ejemplo el -2,el 0,el 1 6 el 4—
es un proceso muy rico para ellos, pues la discusién de pensamientos que se
puede dar en el grupo es muy aprovechable para la riqueza de conocimien-
tos del profesor de matematicas.
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Otro de los problemas que proponen McCrory et al. (2012) es:
Amy estd construyendo una secuencia de figuras geométricas con palillos
de dientes siguiendo un patrén especifico (creando un tridngulo hacia
arriba y uno hacia abajo alternativamente). A continuacién se presentan
las imdgenes de las tres primeras figuras que ella construye. La variable
denota la posicién de una figura en la secuencia.

A ey A

t=1 t=2 t=3

Al encontrar una descripcién matemdtica del patrén, Amy explica su ra-
zonamiento. (McCrory et al., 2012, p. 600)

Este es un problema interesante en el que se puede poner de relieve las
formas de pensar sobre las matemdticas e interpretar el lenguaje matematico
de los estudiantes, pues se trata de un problema de respuesta de opcién mul-
tiple, de elegir de entre férmulas equivalentes (A. /= 27+ 1; B. /=2 (¢ +1) -1;
C.f=3t-(z-1); D. f=3¢+1 - ¢; frepresenta el nimero total de palillos
utilizados en una figura) aquella que representa mids el razonamiento de Amy:

Primero utilizo tres palillos para cada tridngulo:

pero luego me doy cuenta de que estoy contando un palillo dos veces para
cada uno de los tridngulos excepto para el dltimo, asi que tengo que quitar
esos palillos (McCrory et al., 2012, p. 600).

Ese problema tiene la caracteristica de que las férmulas de los cuatro
incisos son equivalentes, pero sélo C es el correcto por representar las ma-
temadticas en las palabras de la estudiante y conectar la férmula algebraica
con el diagrama y con su explicacién. Se trata de ideas matemadticas que los
profesores conocen y usan, de tal manera que los profesores de matematicas
que normalmente atienden el pensamiento matemadtico de los estudiantes
reconocerian mds ficilmente la relacién directa entre las ideas de Amy, los
dibujos de palillos de dientes y C como respuesta correcta.

Con este problema, al estar en un grupo de formacién, se posibilita ir
provocando la sensibilidad en los profesores, o futuros profesores, al ver que,
en realidad, si intentan simplificar las expresiones todas dan 27 + 1, entonces
empiezan a entender la esencia del problema, donde han de tener cuidado y
poner atencién en cada palabra expresada por Amy. De hecho, una discusién
interesante que se hace en grupo consiste en ir indagando a qué traduccién
corresponderia lo representando en los demds incisos. Es en ese proceso en
el que se da mucha riqueza de conocimientos, de sensibilidad de los profe-
sores o futuros profesores de matematicas, sobre todo en cuanto a compren-
der el lenguaje del pensamiento matemitico que expresan los estudiantes.
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Con lo anterior queremos destacar algunos componentes del conoci-
miento del profesor y de la importancia de esos conocimientos para que se
especialice como profesor de matemadticas.

La especializacién del conocimiento del profesor de matematicas es muy
importante, incluso en estrategias didédcticas tan novedosas como el uso de
memes matematicos (Guadarrama et al, 2018; Sosa, en prensa) que pueden
ser utilizados para incentivar, de acuerdo con Bini et al. (2022), la creatividad,
el ingenio, los heuristicos (Polya, 1945), etc. Estos aspectos, ademds de ser
fundamentales, son bien vistos en el proyecto Future of Education and Skills
2030 de la Organisation for Economic Cooperation and Development [OECD]
(2018a), y en el marco de matematicas de OECD (2022b) PISA 2022 pues
incorporan la creatividad entre las capacidades basicas del siglo XXI para
ser potenciadas en todos los estudiantes. Asi pues, el profesor de matematicas
podria aprovecharlos en pro de hacer matematicas en el aula, pero sin un
conocimiento especializado, amplio y profundo, dificilmente funcionardn a
favor de la ensefianza y el aprendizaje.

Usar el meme matemitico como estrategia didédctica implica desarrollar
varios aspectos, por ejemplo, hay que poner de relieve el poder epistémico
que nutre las discusiones matemadticas y amplia la gama de signos que sélo
se ven en la escuela, fomentar el conocimiento conceptual en profundidad,
pues han de ser memes elaborados siguiendo rigurosamente las normas del
campo de las matemadticas y la cultura digital regulados por lo social, y el
significado matematico estructural donde el significado es matematica-
mente correcto. Por tanto, podemos decir que validar, incluso disefiar,
desarrollar e implementar un meme matemdtico en el aula exige de cono-
cimientos que lo hagan especialista como profesor de matematicas.

A continuacién mostramos un modelo que aborda componentes del
conocimiento especializado del profesor de matematicas (MTSK).

FUNDAMENTOS TEORICOS

El Modelo del Conocimiento Especializado del Profesor de Matemiticas -
Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge (MTSK) (Carrillo, et al., 2013)
consta de tres dominios: Conocimiento Matemitico (IMK), Conocimiento
Didictico del Contenido (PCK) y Creencias (Beliefs). Nos centraremos en
los dos primeros. En el Conocimiento Matemadtico hay tres subdominios:
Conocimiento de los Temas, Conocimiento de la Estructura Matemitica y
Conocimiento de la Practica Matemitica. Mientras que en el Conocimien-
to Didactico del Contenido, los tres subdominios son: Conocimiento de la
Ensefianza de las Matematicas, Conocimiento de las Caracteristicas del
Aprendizaje de las Matemidticas y Conocimiento de los Estindares de
Aprendizaje de las Matematicas.
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Modelo del Conocimiento Especializado del Profesor de Matemiticas (MTSK)

Nota. Las siglas MK, KoT, KSM, KPM, PCK, KMT, KFLM, KMLS corresponden a las siglas de
los subdominios en inglés. Tomado de: Carrillo et al. (2013)

La Tabla 1 muestra el contenido del modelo MTSK de manera sucinta.

Tabla 1

Stntesis del contenido del modelo MTSK

Conocimiento

Matemitico (MK)

Conocimiento
Didictico del
Contenido

(PCK)

Conocimiento de los
Temas

Conocimiento de la
Estructura de las
Matemiticas

Conocimiento de la
Practica Matemidtica

Conocimiento de la
Ensefianza de las
Matemiticas

Conocimiento de las
Caracteristicas del
Aprendizaje de las

Matemiticas

Conocimiento de los
Estindares de
Aprendizaje de las
Matemiticas

Conocimiento de conceptos, definiciones,
propiedades y sus fundamentos, procedimientos,
fenomenologia y registros de representacién que

caractericen aspectos del tema matemdtico

abordado.
Conocimiento de conexiones interconceptuales.

Conocimiento sobre c6mo crear, producir o
hacer matematicas.

Conocimiento de teorias de ensefianza de las
matemadticas, estrategias y recursos materiales y
virtuales, asi como el conocimiento de ejemplos y
ayudas matemiticas adecuados para el contenido
matematico.

Conocimiento de teorias de aprendizaje de las
matemadticas, fortalezas y dificultades asociadas
al aprendizaje y formas de interaccién de los
alumnos con el contenido matemitico.

Conocimiento de qué puede/debe esperarse que
aprendan los alumnos en un nivel escolar
determinado.
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Apoyamos la idea de conocimiento especializado en consonancia con
Scheiner et al. (2019), es decir, en términos del conocimiento que se cultiva,
el conocimiento que mds que un tipo de conocimiento es un estilo de cono-
cimiento, en el sentido de repensar lo que significa el conocimiento del
profesor de matemadticas donde tal estilo de conocimiento no es un estado
de ser sino un proceso que ofrezca una nueva visién de lo que hace que el
conocimiento de los profesores de matematicas se especialice.

Mis atn, de acuerdo con Ramos-Rodriguez et al. (2022)

El profesor de matemitica, para desarrollar su prictica, necesita un cono-
cimiento especializado para ensefiar, tanto disciplinar como didéctico. En
todo su quehacer profesional el profesor moviliza significados, propiedades y
definiciones de los temas matemdticos, ademds, bosqueja las formas de
construccién de la materia, las relaciones entre contenidos, el conocimiento
sobre la ensefianza de matemdtica y las caracteristicas del aprendizaje de
contenidos matematicos, entre otros. (p.339)

Asi pues,

El modelo MTSK es una valiosa herramienta para profundizar en el co-
nocimiento del profesor a partir de la observacién de aula, ademds un re-
curso para el disefio de propuestas formativas para profesores en forma-
cién y en ejercicio. La especializacién del modelo MTSK permite diferenciar
los elementos del conocimiento general, para centrarnos exclusivamente
en el conocimiento matematico y didédctico del contenido. A partir de la
identificacién y de la organizacién de componentes de conocimiento
manifestado por profesores se permite profundizar en el conocimiento
especializado en su conjunto y desde la éptica formativa permite disefiar
acciones formativas orientadas en el conocimiento necesario integrar, activar
o desarrollar. (Ramos-Rodriguez et al. 2022, p.341)

Cabe destacar que para una ensefianza efectiva también es necesario que
el profesor reflexione sobre su prictica. La reflexién, inclusive, es uno de los
aspectos relevantes para aproximar la teoria y la prictica en la investigacién
sobre la formacién y el aprendizaje de los profesores de matematicas (Kieran
et al,, 2013). De hecho, la importancia de que los profesores reflexionen
sobre su practica es un tema recurrente (Sowder, 2007). En sus trabajos,
Dewey (1910) ya hacia notar la importancia de la reflexién del profesor.
Shoén (1983, 1987) aporta a la literatura la importancia de la reflexién del
profesor en la prictica y para la préctica.

Darling-Hammond (1988) expresa:

Los docentes deben ser capaces de analizar y reflexionar sobre su prictica,
evaluar los efectos de su ensefianza y refinar y mejorar su instruccién.
Ellos deben evaluar continuamente lo que los estudiantes piensan y
entienden y modificar sus planes para tener en cuenta lo que han descu-
bierto. (Darling-Hammond, 1998, p.8)

Inclusive,

La reflexion docente se considera un elemento fundamental en el desarrollo

profesional y un medio para la progresiva comprensién de la prictica
(Castellanos & Moreno, 2022, p. 96)
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De tal manera que el formador de profesores de matemdticas ha de
gestionar el proceso de reflexion, entender y replantear alternativas para
asumir el problema de la prictica (Flores, 2007). Es decir, la reflexién es
clave para lograr una enseflanza de calidad, por ello, en este trabajo presen-
tamos algunas reflexiones de profesores que utilizan el modelo MTSK para
disefiar una planeacién de ensefianza de un contenido matemitico concreto,
su puesta en accion, el andlisis y una propuesta de mejora.

METODO

En cuanto al método, es un estudio de casos (Stake, 2007) que consiste de
un grupo de 19 estudiantes (futuros profesores y profesores de nivel secun-
daria, bachillerato y superior) que participan en un curso de formacién de
profesores durante seis meses. En este documento reportamos elementos
relevantes de tres casos; dos son de profesores de matematicas en nivel
secundaria (alumnos con edades de 12 a 15 afios) y uno de una profesora
que llevaba 3 afios siendo profesora de primaria (especificamente de nifios
entre los 7 y 10 afios), pero desde hace tres meses trabaja con carreras técnicas
y tecnoldgicas (estudiantes de 18 a 20 afios). Llamaremos a los dos profesores
con el pseudénimo de Rob y Jo (con 4 y 3 afos de experiencia respectiva-
mente), y a la profesora con el de Da.

Primero se les presentaron, de manera interactiva, las actividades expli-
cadas en el apartado de Introduccién de este documento, a fin de sensibili-
zarlos como aprendices para ensefiar matemadticas. Se buscé que trataran de
ponerse en el lugar de los alumnos al ir realizando ellos mismos las activi-
dades, y luego ponerse en el papel del profesor profesional tratando de
comprender la importancia de cada uno de los conocimientos requeridos
por el profesor para enseflar matemdticas, tratando de comprender la
matemdtica que estd detrds del contenido matematico que va a ensefar, de
comprender el pensamiento matemdtico que pudieran estar empleando sus
alumnos ante una respuesta incorrecta matemdticamente, pero también ante
una respuesta inesperada, pero con argumentos matemdticos, reflexionar
sobre qué tratamiento diddctico usaria ante esas situaciones, etc.

Posteriormente se les presenta el modelo MTSK, primero a través de
una lectura base (Carrillo et al., 2013) y luego a manera de ejemplos la de
“KMT: Ejemplos y ayudas” (Sosa et al., 2016), 1a de “KFLM: Caracteristicas
de aprendizaje en Algebra” (Sosa et al., 2015) y el de “KPM en Geometria”
(Zakaryan & Sosa, 2021). Una vez que se familiaricen con el modelo, se les
pide que en equipo trabajen el disefio de la planeacién de un tema matematico
a ensefiarse de manera natural (sin imponer el tema), a mds o menos un mes
de que comienzan la planeacién, pues antes de hacerla deben tener el
concentrado de conocimientos para ese tema matemdtico, usando los
dominios, subdominios y categorias del MTSK, agregando el porqué, para
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qué y un ejemplo. Es decir, en pareja, una vez que se deciden por un tépico
matemadtico concreto del nivel educativo en el que se desempefian como
profesores, van tomando uno a uno los subdominios del MK y luego los del
PCK, y llenando su tabla del concentrado de conocimientos. No sélo basta
con definir al menos un indicador de conocimiento para cada categoria de
los subdominios, sino también han de cuestionarse por qué y para qué seria
importante dicho conocimiento en la ensefianza de ese tépico, y escribir un
ejemplo ad hoc a ese indicador.

Tabla 2
Encabezados de las columnas del concentrado de conocimientos para el tipico matemdtico
concreto

Dominio = Subdominio  Categoria Indicador Por qué  Paraqué  Ejemplo

Luego, la misién es darle vida a todo ese concentrado de conocimientos
en la planeacién de ensefianza, a fin de que estén presentes cuando vayan a
ponerla en accién en el aula. Asi pues, la tarea es buscar actividades hechas,
hacer adaptaciones, o incluso disefiarlas, con el propésito de hacer que di-
chos indicadores del concentrado se presenten cuando vayan a llevar a cabo
la planeacién de ensefianza. Después de la planeacién realizada en pareja
viene la ejecucién o puesta en accién de ésta por parte de ambos. Poste-
riormente, han de realizar el anilisis y la propuesta de mejora del concen-
trado y de la planeacién, considerando, ademds de su propia experiencia, los
comentarios aportados por sus compafieros y por la instructora del curso, a
efectos de tenerla preparada por si la ocupan en el siguiente ciclo escolar,
volver a experimentar y mejorar. Al final de cada etapa (planeacién-ejecu-
cién-andlisis y mejora) se les pide una reflexién individual, y después de
todas ellas, una reflexion final (Figura 2).

Figura 2

El proceso: Concentrado de conocimientos-Planeacion-FEjecucion-Andlisis-Mejora

——— }f_ﬂexié" individual Reflexién individual

" Concentrado C—— Planeacién \‘\.‘ .\//__ Ejecucién - 7‘\/
" ~

A Reflexion individual
|
Andlisis
Y
Mejora

Reflexién individual final

Nota. Fuente: Elaboracién propia.
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RESULTADOS

La reflexién individual final es orientada por varias preguntas, aqui mos-
tramos seis de ellas (Tabla 3). Presentamos algunos aspectos relevantes de
las reflexiones individuales finales de los profesores Rob y Jo en torno a esas
preguntas. En cuanto a la profesora Da, sélo presentamos un aspecto al
final, que incluimos porque consideramos importante lo que expresa. Cabe
mencionar que para referenciar las reflexiones usamos la nomenclatura
(Pseudénimo, RFP1) para nuestro control interno, por tanto (Rob, RFP1)
corresponde a Rob, Reflexién Final Pregunta 1.

Tabla 3

Preguntas que orientan la reflexion individual final

O A

¢A mi qué me quedé de ese proceso?
¢Qué me puede servir?

¢Cémo me puede servir?

¢Para qué me puede servir?

¢Qué cambiaria en mi?

¢Coémo inducir ese cambio?

Fuente: Elaboracién propia.

1. ¢A mi qué me quedé de ese proceso?

Rob: En cuanto al concentrado de indicadores del MTSK hay muchas cosas a
destacar, ya que para desarrollar éste, se debid primero comprender en qué
consistia el modelo MTSK, valoro la importancia del modelo como una herra-
mienta fundamental para el propio autoandlisis.

En este sentido, la primera tarea a realizar previo al desarrollo del concentrado,
era precisamente comprender en lo general los distintos dominios, subdominios y
categorias del modelo MTSK. Durante este primer acercamiento; asimilar y
diferenciar los subdominios no fue cosa sencilla, ya que existian indicadores que
en una primera instancia podrian parecer de un tipo de conocimiento cuando en
realidad pertenecian a otro. Estas confusiones se debian principalmente a mi
conocimiento limitado sobre el modelo. Sin embargo, conforme se fueran ejempli-
ficando por parte del titular de la asignatura, todo fue quedando un poco mds
claro. Iniciando con ello a reconocer la importancia de los dos dominios que se
abordaron: el MK y el PCK.

Dentro del MK, debo decir que los conocimientos sobre matemdticas que yo
reconocia eran principalmente del KoT, no habia reﬂexianado sobre la impor-
tancia de los conocimientos que debe tener el profesor sobre las matemdticas en
relacion a las distintas conexiones entre los objetos matemdticos y sobre la manera
de “hacer matemdticas”. Aunque de alguna manera si relacionaba la importancia
de conocer los conocimientos previos que debiera tener el alumno y los aprendizajes
de los proximos ciclos como vitales para determinar las formas y alcances de la
enserianza; no lo habia visualizado desde el contexto de la propia matemdtica.
En este sentido, las conexiones de complejizacion y simplificacion de alguna
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manera me fueron evidentes, sin embargo, los de contenido fransversales y
auxiliares si fueron completamente nuevos para mi.

En cuanto al KPM, es quizds el que mds complejo de idenz‘zfimr me parece; sin
embargo, entiendo por este subdominio como aquellos conocimientos que tiene el
prafesor sobre cémo practica la matemadtica, como hace matemdticas, cémo rfgﬂexiana.
En cuanto al KoT, la categoria de la ﬁ’nomenalagz’a, la reconocia previamente
como un conocimiento secundario, tipo ‘curiosidad” que en algunas ocasiones
podria servir para explicar la parte prictica de algin objeto matemdtico; sin
embargo, no era consciente de su importancia como conocimiento del prafemx E/
resto de categorias me eran mds cercanas, que si bien, no las domino, si me eran
mds evidentes ya que abarcan los conceptos.

Por lo anterior, es que analizar el dominio del MK me permite reconocer que
éste es mucho mds amplio y rico de lo que originalmente conocia.

Por otro lado, dentro del PCK, tenia un conocimiento mezclado donde integraba
en un mismo aspecto a la enserianza y el aprendizage. Sin embargo, a partir del
andlisis de este dominio me percato de la importancia de diferenciar puntual-
mente estos dos conocimientos en los subdominios de KFLM y KMT ya que esto
nos permite autoanalizarnos acerca del proceso completo de la educacion, tanto la
forma en como enseriamos y la forma en como aprenden los alumnos. Ya que, si
bien se da primero la ensefianza y luego el aprendizaje en el aula, al planearse
una clase debe ser analizado desde la perspectiva inversa, es decir, como aprenden
los alumnos para luego disefiar la forma de ensefianza.

En este sentido, me parece bastante valioso el reconocer la importancia de los
conocimientos sobre teorias de aprendizaje (oficiales o empiricas), las fortalezas
y a’g’fifulz‘adex relacionadas al aprendizaje, las concepciones que tienen los alumnos
respecto a determinado objeto matemdtico; pero sobre fodo, las formas de cémo el
alumno interactiia con el objeto matemdtico, ya que éste conocimiento no siempre
es bien valorado y generalmente viene desde la experiencia o de la lectura de
mucha literatura existente, a mi modo de entender. (Rob, RFP1)

Rob destaca sus propias oportunidades de aprendizaje y conflictos a los que
se enfrenté en un primer acercamiento al modelo MTSK, al llenar el con-
centrado de conocimientos.

Jo: El trabajo realizado bajo el MTSK, me permitio conocer de primera mano
los conocimientos que como prafe‘sor debo tener y esto me invitd a reflexionar y
revisar mis conocimientos y darme cuenta de que aiin hay muchas cosas sobre las
cuales debo seguir trabajando, también ver que hay saberes que en ningin
momento habia considerado, como por ejemplo la fenomenologia. También me
resultd muy significativo el poder estudiar el MTSK pero a su vez el poder
levarlo a la prictica, creo que fue una muy buena oportunidad para profundizar
un poco mds y poner de forma mds prdctica su relacion con los conocimientos del
profesor y como estos si generan o producen cambios en la ensenianza y aprendi-
2aje, ya que por medio de él como profesor pude considerar previamente fodo lo
que se iba a poner en juego, de alguna forma preparado para lo que podia ocurrir
en una clase y tener mayor seguridad de como atender lo que pudiera ocurrir y
direccionar hacia el aprendizaje que esperaba con mis estudiantes. (Jo, RFP1)
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Jo menciona elementos que le parecen importantes tanto en el llenado
del concentrado de conocimientos como en la realizacién de la planeacién y
de la ejecucién de la planeacién en el aula.

2. :Qué me puede servir?
Rob: El realizar una tabla con los indicadores a partir del MTSK me permite
realizar una reflexion mds profunda acerca del objeto matemdtico a enseriar,
visualizar los alcances que este conocimiento conlleva y los conocimientos previos
necesarios para poderse abordar. Asi como todo el contexto matemdtico que describe,
origina, representa y aplica al objeto matemdtico. En este sentido, es un buen
pardmetro de autoandlisis sobre lo que se conoce y desconoce del objeto matemdtico
que permita capacitarse antes de llevarlo a cabo en el aula, de tal manera que
esto evite comentar incongruencias, verdades a medias o falsas que pudieran
originar obstdculos diddcticos para el alumno que luego le sean dificiles de
erradicar. (Rob, RFP2)
Jo: Me puede servir acerca de cémo fortalecer mis conocimientos para lograr una
ensefianza y aprendizaje mds efectivo, que todo esto depende de mi y de mi
compromiso con ser un mejor profesor. Me puede servir que para ver cambios
debo comenzar por prepararme lo mds que pueda, que no puedo decir o contemplar
que ya domino un conocimiento ya que siempre va a existir algo mds por aprender
y que no solo se relaciona con el estudiar, leer; investigar, que también parte de lo
que Yo pueda compartir y recibir de otras personas, que mis colegas profesores
también son una oportunidad de aprendizaje, que no debo ser solo yo, que en
comunidad puedo crecer atin mds, puede socializar, compartir y adaptar estrategias
y saberes que puede favorecer mi prdctica.
Me puede servir el tener presente lo que es la identidad del profesor, cudl es mi
identidad o qué clase de profesor deseo ser a futuro, que ese debe ser un foco que
no debo perder y ast cada dia de a poco ir avanzando de forma consciente y
comprometida hacia esa meta, que como tal es un proceso que poco a poco ird por
si mismo dando resultados y estos serdn evidentes por si mismos. Otro aspecto
importante que considero me puede servir es el de sacar espacios para analizar y
reflexionar sobre fodo lo que acontece en mi prictica, reflexionar es un momento
para mi mismo, que me permite autoevaluarme y en ese sentido poder identificar
con mayor detenimiento cada uno de los momentos de una clase, lo bueno, lo no
tan bueno y aprender de ello. Un espacio para saber que lo que estoy haciendo
realmente esta siendo efectivo y a su vex para ver que debo mejorar, todo esto
para seguir creciendo y adquiriendo conocimientos en favor de mi propia prdctica.
(Jo, RFP2)

Rob y Jo expresan aspectos de bondades de utilidad que ven en el uso
del MTSK, sin embargo, Jo también da cuenta de matices que correspon-
den a la reflexién sobre la prictica (Shon, 1987).

3. ¢Cémo me puede servir?
Rob: E] concentrado de indicadores del MTSK me sirve como una guia relati-
vamente ripida de elaborar que me permite reflexionar sobre los conocimientos
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que tengo, o no, sobre un determinado objefo matemdtico. A partir de los cuales,
me permite prepararme de mejor manera al identificar mis dreas de oportunidad
y atenderlas a través de la elaboracion del propio concentrado de indicadores.
Asimismo, las columnas del por qué, para qué y el ejemplo, son un apoyo de
reﬂexia’n sobre el conocimiento idenz‘gficada, ya que esto hace pensar sobre sus
causas y efectos, tanto para el docente como para el alumno. (Rob, RFP3)

Jo: EIl MTTSK me puede servir como un modelo para apoyar mi ensefianza
referida a los dzferentes contenidos, ya que puedo volver sobre él en cualquier
momento para revisar los conocimientos que debo considerar con respecto a la
ensefianza y aprendizaje de un contenido y en este sentido ser mi referente a la
hora planear, haciendo mi mayor egﬂterzo por emplearlo lo mejor que pueda,
pero con mds certeza de que por medio de él voy a mejorar mis conocimientos y
que de su aplicabilidad voy a estar mds cerca de alcanzar el profesor en que deseo
convertirme. (Jo, REP3)

Rob remarca la importancia de que estén incluidos el “Por qué”, “Para
qué”y el “Ejemplo” en el llenado del concentrado de conocimientos, mientras
que Jo hace referencia al MTSK como recurso referente a la hora de hacer
una planeacién de ensefianza para ir mejorando su prictica docente.

4. ;Para qué me puede servir?

Rob: EI concentrado de indicadores del MTSK me sirve para realizar un
autoandlisis de mis propios conocimientos y dreas de oportunidad respecto a un
objeto matemdtico. A partir de los cuales logre atenderlos para estar mejor
preparado y capacitado para enseriar dicho objeto matemdtico. Mejorando de
esta manera mi desarrollo profesional al impartir clases mejor estructuradas que
logren un mejor aprendizaje en mis alumnos, lo cual es el propdsito de toda mi
actividad docente. En este sentido, idenz‘g'fico que mis mayores dreas de oportu-
nidad en este momento son el KSM, el KPM, y la fenomenologia en el KoT!
(Rob, RFP4)
Jo: EI MTTSK es otro aspecto fundamental dentro de los que abora considero me
puede servir para seguir aprendiendo y farz‘a/eciendo mis conocimientos, ya que
este semestre me permitid darme cuenta de la importancia de poder tener un
modelo que me permita a mi mismo como profesor evaluar mis saberes en cuanto
a un contenido escolar, es decir, no se trata de un modelo que me muestra los
conocimientos que no tengo, sino mds bien lo veo como un referente de apoyo que
orienta al praﬁ:wn en mi caso lo veo asi, como una guia que indica de farma
precisa unos aspectos centrales y que como profesor debo conocer, por tanto si no
estds en esa linea, puedas rey‘]exionar pensando en el qué vas a hacer para mejorar
en aquello que aiin presentas alguna carencia. (Jo, REP4)

Rob y Jo ven al MTSK como instrumento de autoperfeccionamiento

como profesores de matemadticas.

5. ¢Qué cambiaria en mi?
Rob: El concentrado de indicadores me hizo reflexionar sobre la importancia de
los distintos conocimientos especializados que debe tener el prafesor, por tanto,
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cambiaria en mi el pensamiento de que no hay nada mds que aprender sobre
cierto objefo matemdtico, ya que, esta actividad me abrid los ojos en el sentido de
darme cuenta todo lo que conlleva el proceso de enseriar matemdticas y lo que se
debe conocer para hacerlo con calidad. (Rob, RFP9)
Jo: Yo cambiaria la forma en que planeaba con anterioridad. Considero que
antes la planeacion la enfocabﬂ pensando en mi, pensando en que conocimientos
necesitaba impartir y asi mismos que diddcticas ya conocia para aplicarlas y que
ejemplos me gustaban y con cuales yo me sentia mds cdmodo, sin embargo, muy
pocas veces tenia en cuenta a mis estudiantes, es decir, no pensaba en qué difz'cul—
tades ellos podrian estar presentando y su origen, teniendo en cuenta que las
podria estar causando yo mismo con mi ensefianza o que fuesen propias de las
matemdticas, en general, no pensaba en la farma en que mis estudiantes piensan,
en cdmo ven las matemdticas o de qué manera razonan al resolver y al enfrentarse
ante situaciones donde deben aplicar las matemdticas que les enserio. Por lo cual,
creo que este ha sido uno de los grandes aportes y cambios que he tenido en el
transcurso de este ario, el pensar mientras planeo en mis estudiantes y en como
esos conocimientos van a tomar sentido en mi aula.
Aprendi que mi aula es un espacio no solo de aprendizaje para mis estudiantes
sino también para mi, donde puedo aprender de mi mismo, de mis estudiantes y
la interaccion con ellos, que esto me lleva a conocer el trabajo que yo mismo
realizo y a identificar qué estoy haciendo mal para saber en qué debo mejorar.
(Jo, RFP9)
Rob y Jo mencionan aspectos de cambios necesarios en su préctica como
profesores de matemdticas a partir del uso del modelo MTSK en lo enco-
mendado en el curso.

6. :Como inducir ese cambio?

Rob: Concentrado de indicadores: Mediante la reflexion, informacion, aplicacion
y retroalimentacion de los conocimientos especializados que debo tener como docente
de matemdticas. Ese proceso es fundamental para reconocer y valorar la importancia
de todos estos conocimientos especializados que permitan comprometerme y con-
cientizarme genuinamente por nuevas alternativas de educacion. (Rob, REFP10)

Jo: Todo me ha servido para reflexionar en torno a mi prictica, ya que es aprender,
pero a su vez contrastarlo con mi pm’ctica comenzar a ser mds consciente de todo
lo que acontecia a mi alrededor y que desconocia, ahora ya puedo tener una base
para poder analizar el por qué puede suceder algo con mis estudiantes, si realmente
estdn aprendiendo, si desde mi ensefianza estoy favoreciendo realmente el
aprendizaje de las matemadticas, analizar creencias y concepciones y su influencia
en mis clases, es decir;, ya puedo ver todo un panorama que anteriormente era
desconocido y por tanto, creo que ya el poder reconocer todo ello ya me ha inducido
hacia un cambio, un cambio para buscar hacer las cosas diferente, de que mi
ensefianza sea cada vez mds efectiva. De esta manera lo siguiente, es no solo
quedarme con lo que ya identifiqué sino comenzar a realizar acciones desde mi
prdctica para que mi ensefianza y el aprendizaje de mis estudiantes sea cada vez

mds significativo. (Jo, RFP10)



64 EL PROFESOR DE MATEMATICAS Y SU CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO

Rob y Jo expresan ideas de cémo inducirian sus propios cambios men-
cionados en la reflexién de la pregunta anterior, a fin de mejorar su prictica
como profesores de matematicas.

Los profesores Rob y Da agregan al final:

Rob: Por otro lado, para aprender mds, en este momento, se me dz'ficulto’ el
tiempo. En ese sentido, debo aprender a organizar de mejor manera mis tiempos
para poder dedicarle tiempo significativo (y no por cantidad) a cada una de las
actividades que realice, desarrollando en ese sentido mis planeaciones de clase de
manera mds integral con su respectivo proceso de reﬂexz'o’n. (Rob, RF)

Da: Creo que mis conocimientos matemdticos necesitan ser trabajados, llevaba
alrededor de 3 anios siendo profesam de primaria, especzfimment@ de nirios entre
los 7 y 10 atios donde la matemdtica que enseriaba giraba en torno a las opera-
ciones bdsicas y aspectos geométricos bdsicos al igual que estadisticos. Ahora desde
hace unos tres meses logré iniciar a trabajar con carreras técnicas y tecnoldgicas
donde el drea de matemdticas se centra en matemdtica fundamental que com-
prende el trabajo de todos los conocimientos que se adquieren en secundaria y
bachillerato, esto ha sido para mi una experiencia compleja porque he tenido que
refomar aspectos que no estudiaba desde la universidad y que me ha costado
comprender porque no reconozco fenamenalogz’a por ejemplo de ecuaciones; los
conocimientos de las estructuras de las matemdticas en cuanto a las conexiones se
me ha hecho complejo el poder conocerlas e inclusive el conocimiento de la prdctica
de las matemdticas. Estoy muy feliz en esta nueva experiencia pero que me llena
de retos, necesito conocer las matemdticas que enserio asi que abora debo lograr
praﬁmdizar, conocerla, manejarla y adquirir conocimientos diddcticos que no me
lleven solamente a la aplicacion de fo’rmulas o procedimientos, que me permitan
lograr que mis estudiantes realmente comprendan el sentido y los aportes que lo
que les enserio tienen para sus vidas y mds que nada, estar preparada para sus
preguntas, dudas y cuestionamientos.

El modelo MTSK me ha servido mucho en este nuevo cambio, no v0y a afirmar
que he analizado todas mis planeaciones a la luz de este, pero si he intentado
reconocer aspectos de cada categoria y realmente me ﬁzlz‘a, me falz‘a ahondar y me
falta conocer. Creo que el tiempo y la prictica me ayudard a lograrlo, sin embargo,
es algo en lo que ya estoy trabajando, porque sé que lo debo lograr. (Da, RF)

Rob y Da hacen mencién de algunas dificultades, su preocupacién pero
en el caso de Da, también su felicidad con esta nueva experiencia durante el
proceso del curso.

CONCLUSIONES

Investigar y reflexionar acerca de los procesos de la formacién de los futuros
profesores y profesores de matemdticas es sumamente importante, pues un
elemento clave para lograr el aprendizaje de los estudiantes es la riqueza y
consolidacién de su formacién (Darling-Hammond, 2000; Darling-Hammond
et al., 2009; Ramos-Rodriguez et al., 2022). En dichos procesos, el conoci-
miento especializado juega un papel fundamental.
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Usar el modelo del Conocimiento Especializado del Profesor de Mate-
miticas (MTSK) en la formacién de futuros profesores y profesores de ma-
temdticas requiere compromiso, responsabilidad, paciencia y tenacidad tanto
por parte de ellos mismos como de su formador, en particular en el llenado
del concentrado de conocimientos, el disefio de la planeacién, la puesta en
comun de ésta, el anlisis y la propuesta de mejora. E1 MTSK ha servido de
guia a los profesores para autoevaluarse, identificando en su persona hasta
qué punto tiene o no los conocimientos establecidos en el modelo. Significa
cambiar la visién de una planificacién comin y corriente, buscar, disefiar
actividades y conectarlas. Ademds de profundizar en la busqueda de los
conocimientos requeridos por el profesor de matemdticas, es importante
tomar conciencia de en cudles conocimientos prestar mayor atencién y
tomar eso como un reto, como dreas de oportunidad para mejorar su propia
practica docente. EL MTSK brinda al profesor una oportunidad de aprendizaje.

El proceso de llevar a cabo el llenado del concentrado de conocimientos,
la planeacién, ejecucién, andlisis y propuesta de mejora, visto como un proceso
mds que como un resultado, puede ayudar a construir, desarrollar y mejorar
conocimientos que, en su conjunto, se conviertan en el conocimiento espe-
cializado del profesor de matematicas. Mads atn, no se debe dejar de lado la
importancia de las tareas o actividades que se realicen en los cursos de
formacién de profesores para potenciar el uso del MTSK en el vinculo
teoria-prictica, ademds de la relevancia del acompafiamiento cognitivo y
emocional que se debe de dar a los (futuros) profesores, a fin de que sea
mejor aprovechado el proceso que se da durante el uso del MTSK, y, por
supuesto el papel significativo que juega la reflexién durante todo el proceso
y desarrollo del MTSK en la formacién (inicial o continua) de profesores.
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Disefio de tareas por variacion para
promover la argumentacién

Wilmer Rios-Cuesta’

RESUMEN

Las tareas presentadas en los libros de matematicas disefiados por el Ministerio de
Educacién Nacional de Colombia no suelen abordar diversos registros de represen-
tacién semidtica que promueva que los estudiantes construyan su conocimiento y
que atiendan la complejidad de los conceptos, el contexto, el razonamiento mate-
matico y la argumentacién. En ese sentido, el objetivo de este estudio fue ejemplificar
la creacién de problemas por variacién de uno ya dado en el libro de texto de ma-
temiticas. Para esto, se tomé como referente un libro de texto de matemaiticas de 7°
grado de educacién secundaria donde se abordan los conceptos de drea y perimetro
de cuadriliteros. Se concluye que el disefio de tareas por variacién es una oportuni-
dad para que los profesores aumenten su comprensién de los objetos matemiticos y
tomen en consideracién el conocimiento que tienen sus estudiantes; ademds, se
pueden identificar oportunidades de argumentacion al establecer conexiones intra-
matemadticas y extramatemadticas al relacionar los conceptos que poseen los estu-
diantes y varios registros de representacién.
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INTRODUCCION

El libro de texto es un insumo importante en la construccién de los curriculos
de las instituciones educativas en Colombia. El Ministerio de Educacién
Nacional se encarga del disefio de la politica educativa mediante orienta-
ciones y directrices que permiten formular los planes de estudio que se
ejecutan en las escuelas y colegios del pais. En su disefio se aterrizan los
Lineamientos Curriculares de Matemdticas (Ministerio de Educacién
Nacional, 1998), los Estindares Basicos de Competencias (Ministerio de
Educacién Nacional, 2006), los Derechos Basicos de Aprendizaje (Ministerio
de Educacién Nacional, 2016) y las Mallas de Aprendizaje (Ministerio de
Educacién Nacional, 2017a), todo esto a través del Proyecto Educativo
Institucional, mediante el cual se da la autonomia a las instituciones educa-
tivas para elaborar el curriculo que es ejecutado a través del Plan de Aula
por cada uno de los profesores encargados de la asignatura.

Por otro lado, el Ministerio de Educacién Nacional asume una postura
sobre el aprendizaje de las matemdticas desde el enfoque de desarrollo de
competencias que deben adquirir los estudiantes en su interaccién en el
aula. En particular, en el documento de Estandares Bésicos de Competencias
(Ministerio de Educacién Nacional, 2006) se alude al término competencia
para referirse al “aprendizaje significativo y comprensivo” (p. 49), para lo que
se requiere “de ambientes de aprendizaje enriquecidos por situaciones
problema significativas y comprensivas, que posibiliten avanzar a niveles de
competencia mds y mds complejos” (Ministerio de Educacién Nacional,
2006, p. 49). Ademas, en dicho documento se hacen precisiones sobre algunos
procesos existentes en la actividad matemadtica, entre ellos la argumentacién,
donde se solicita a los profesores “usar la argumentacién, la prueba y la
refutacién, el ejemplo y el contraejemplo, como medios de validar y rechazar
conjeturas, y avanzar en el camino hacia la demostracién” (Ministerio de
Educacién Nacional, 2006, p. 51) y “utilizar diferentes registros de repre-
sentacién o sistemas de notacién simbdlica para crear, expresar y representar
ideas matematicas; para utilizar y transformar dichas representaciones y, con
ellas, formular y sustentar puntos de vista” (Ministerio de Educacién
Nacional, 2006, p. 51). Ahora bien, la discusién se centra sobre lo que se
plantea en el documento de Estdndares Bésicos de Competencias (Ministerio
de Educacién Nacional, 2006) y lo que se propone en los libros de textos que
son publicados por el Ministerio de Educacién Nacional. En ellos se observa
que gran parte de las tareas propuestas apuntan a la ejecucién de algoritmos,
esto, segtin la clasificacién propuesta por Smith y Stein (1998), se sitta en
procedimientos sin conexién. Este hecho en particular supone una contra-
diccién entre las orientaciones y politicas formuladas por el Ministerio de
Educacién y su puesta en escena a nivel curricular.
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Un asunto importante relacionado con el aprendizaje de las matematicas
se refiere a la mediacién del profesor, la cual constituye un aspecto funda-
mental al situarse entre las politicas ministeriales y los libros de texto que
supone, ademds, que el profesor reconozca la actividad cognitiva que se
espera promover con las tareas del libro de texto, y lo que su experiencia y
conocimiento sobre el desarrollo de competencias le permita identificar en
ellas para proponer cambios que favorezcan el aprendizaje. Aqui se destaca
el enfoque sociocultural sobre el aprendizaje de las matemdticas y el papel
mediador de las tareas. El profesor tiene la funcién de orientar a los estu-
diantes, promover el uso de diversos registros de representacién y cuestionar
la validez de las afirmaciones que producen buscando la precisién de las
ideas, generando ambientes de argumentacién (Urhan & Zengin, 2023).

Daher (2014) destaca la importancia del profesor en la mediacién de los
diferentes registros semiéticos y las relaciones que los estudiantes construyen
con los objetos matematicos donde reconocen su naturaleza abstracta, pero
advierte que se puede acceder a ellos mediante sus registros de representacién
y definiciones. Otros estudios, como los de Berger (2009) se apoyan en las
multiples representaciones que ofrece el Sistema de Algebra Computacional
(Computer Algebra System —CAS-) para afirmar que los Entornos de
Geometria Dindmica facilitan el aprendizaje de los estudiantes aun cuando
ellos no posean destrezas en el manejo de herramientas tecnoldgicas. Capone
et al. (2021) desarrollaron un experimento en el cual promovieron la articu-
lacién de diversos registros de representacién y la argumentacién en estu-
diantes de secundaria; en su investigacién registraron algunas dificultades
para pasar del registro grifico o simbélico al textual, observando también
barreras cognitivas al traducir enunciados verbales y argumentarlos.

Por otro lado, la argumentacién es una competencia que permite al
profesor identificar los razonamientos de los estudiantes y mediar conforme
a las inferencias que realiza sobre su actividad cognitiva. Sin embargo, en la
literatura cientifica se informa que los estudiantes presentan dificultades al
momento de argumentar sus producciones (Goizueta, 2015; Rios-Cuesta,
2021a) y coordinar varios registros semiéticos (Duval, 2006), otros estudios
reportan que algunos estudiantes evaden el conflicto cognitivo en clase al
adherirse a las explicaciones que ofrece el profesor o los estudiantes desta-
cados, sin que esto signifique que hayan comprendido la actividad que se
desarrolla en ese momento (Castellaro & Peralta, 2020). Ademis, en diversos
estudios se reportan algunas dificultades que experimentan profesores para
argumentar, promover argumentos y atender la argumentacién de los
estudiantes (Zhao et al., 2021). Este hecho constituye un reto que deben
asumir los profesores que pretenden soportar su prictica de ensefianza en la
argumentacién como un mecanismo de validacién y consolidacién de los
aprendizajes.
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En tanto a la diferencia entre lo que se enuncia en los documentos
normativos y lo que se plasma en los libros de texto, esta se puede conciliar
mediante la articulacién de registros semiéticos en el disefio de las tareas
que se proponen en clase. Para esto se debe brindar la oportunidad de
reconocer la complejidad de los conceptos matemdticos que se ponen en
juego y articularse con otros conocimientos necesarios para promover el
desarrollo de competencias, por ejemplo, una tarea que pretenda desarrollar la
comprensién del concepto de funcién debe promover el registro tabular,
grafico, algebraico y verbal, de modo que el estudiante gane claridad sobre
lo que es una funcién. Lo anterior se plantea partiendo de la premisa de que
las diversas representaciones semiéticas de los objetos de conocimiento tienen
un impacto positivo en la adquisicién de habilidades de pensamiento que
apoyan el razonamiento (Marti & Pozo, 2000).

Asi pues, el profesor debe analizar las tareas de los libros de texto y
enriquecerlas de acuerdo con los propésitos de la clase. Este tipo de acciones
docentes requieren que se desarrolle la capacidad de seleccionar, modificar y
crear problemas mds productivos para la clase, lo que contribuye a ampliar
el conocimiento matemdtico del profesor (Malaspina, 2016). Bonotto
(2013) afirma que la creacién de problemas permite superar las limitaciones
de los problemas tipicos presentados en clase. Una propuesta para crear y
modificar las tareas de los libros de texto fue presentada por Malaspina
(2013), quien resalta la necesidad de que el profesor desarrolle esta compe-
tencia para aprovechar su conocimiento del contexto, las motivaciones de
sus estudiantes, graduar la dificultad de las tareas y convertirlo en una
oportunidad para aclarar, ampliar o corregir las ideas sobre los conceptos
que construyen. Ademds, Malaspina (op. cit.) sefiala que crear problemas es
una forma de llenar el vacio existente en los libros de texto en lo relacionado
con la resolucién de problemas. La variacién de problemas es la accién que
realiza el profesor para tomar un problema ya planteado y modificarlo,
ampliando el horizonte matemitico de la tarea con el planteamiento de
nuevos requerimientos o mixturas que enriquezcan el problema (Malaspina,
2016).

En este estudio se ha tomado la construccién de los conceptos de drea y
perimetro, dado que los estudiantes deben usar nociones previas sobre conteo,
medicién, ubicacién espacial y distintos sistemas de representacién (Aldana-
Bermudez & Lépez-Mesa, 2016); ademds, los estudiantes colombianos
comienzan a construir nociones sobre estos conceptos desde el grado tercero,
de modo tal que en el grado séptimo ya deben haber logrado una definicién
solida que les permita resolver problemas (ver Ministerio de Educacién
Nacional, 2016). Sin embargo, en la literatura se informa la dificultad de los
estudiantes para diferenciar y usar estos conceptos (e. g. Méntica et al.,
2002; Martinez-Artero & Nortes, 2013). Algunos errores se relacionan con
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la aplicacién de férmulas o la confusién de las unidades de medida (Alguacil
de Nicolés et al., 2016), situacion que se debe, en parte, al uso excesivo de la
memoria. Para tratar de resolver esta situacion, Manotas y Rojas (2008)
proponen que “deben tomarse como pretexto las situaciones problematicas
de la vida cotidiana para que el estudiante asimile de forma directa los
conceptos pertinentes” (p. 69).

De acuerdo con lo anterior, el objetivo de este estudio es ejemplificar la
creacién de problemas por variacién de uno ya dado en un texto de mate-
miticas de secundaria, propuesto por el Ministerio de Educacién Nacional
de Colombia. Se toma como objeto matemitico la construccién de los
conceptos de drea y perimetro para estudiantes de grado séptimo para hacer
una mixtura entre ellos, haciendo uso de diversos registros de representacién
semidtica.

APROXIMACION TEORICA

Este apartado se ha subdividido en cuatro partes, las cuales, ademds de servir
como unidades de anilisis, permiten entender los elementos clave en el
disefio de la tarea propuesta en este articulo. La subdivisién corresponde a:
tarea matemdtica, creacién de problemas, registros de representacién
semidtica y argumentacién en clase.

Tarea matematica

Smith y Stein (1998) definen una tarea matematica como las actividades
que potencialmente pueden mediar en el aprendizaje escolar. Stein et al.
(2007) advierten que las tareas presentes en los libros de texto que son
usados por los profesores determinan la manera como los estudiantes se
acercan al conocimiento y cémo aprenden. Esto sucede porque en algunos
libros de texto se presenta un algoritmo que permite resolver una tarea que
sirve de ejemplo para desarrollar un concepto o idea, posteriormente, se les
solicita a los estudiantes resolver tareas similares aplicando el mismo proce-
dimiento. Asi pues, este tipo de tareas rutinarias donde el estudiante debe
aplicar un algoritmo no fomentan un pensamiento divergente, sino la
memorizacién y ejecucién de procedimientos (Jader et al., 2020; Rios-
Cuesta, 2020, 2021b).

De acuerdo con lo anterior, se pretende desmitificar el hecho de que los
problemas matemiticos tienen un solo camino de resolucién que ha sido
presentado previamente por el profesor. Dentro de las funciones del profesor
no se pretende que se convierta en un expositor de cémo se resuelven los
problemas, sino que debe promover el desarrollo de procesos de pensamiento
que lleven a los estudiantes a desarrollar heuristicas y estrategias de razo-
namiento (Malaspina, 2006). Sepulveda et al. (2009) afirman que, al resolver

problemas, los estudiantes van desarrollando procesos de pensamiento que
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poco a poco se van ordenando hasta convertirse en habilidades que mds
adelante se convierten en heuristicas de resolucién, lo que le permitird
abordar problemas mds complejos.

Creacién de problemas

Para hablar de creacién de problemas es necesario asumir una postura sobre
lo que esto significa y sus posibles implicaciones en el disefio de las tareas.
Resnick y Glaser (1976) definen un problema como aquello de lo cual no se
tiene experiencia para resolver. Liljedahl (2008) afirma que aquellas tareas
que puedan abordarse de manera deliberada, donde el resolutor pueda ver
c6mo solucionarlo, se concibe como un problema rutinario que no conduce
a un descubrimiento importante. En consecuencia, un problema requiere
una comprensién creativa de parte del resolutor que le permita probar
diversos caminos hasta encontrar una respuesta (Liljedahl, 2008).

Para la creacién de problemas, nos alineamos con la propuesta de
Malaspina (2013) y Malaspina y Vallejo (2019), mediante la variacién de
un problema dado en un libro de texto, el cual consiste en construir un nuevo
problema mediante la modificacién de elementos o pardmetros del problema.
Para ello, se deben tener en cuenta cuatro elementos fundamentales en las
tareas, que son: 1) informacion, 2) requerimientos, 3) contexto y 4) el entorno
matemdtico (Malaspina & Vallejo, 2019). La informacion hace referencia a
los datos cuantitativos necesarios para el problema. El requerimiento es lo
que se le pide al estudiante en la tarea. El contexto hace referencia a que la
situacién que se le plantea al estudiante sea familiar o que se relacione con su
realidad. El entorno matemdtico se refiere a los conceptos involucrados o
que potencialmente pueden emerger al tratar de resolver la tarea.

Registros de representaciéon semidtica

La forma de relacionarnos con los objetos matemadticos es por medio de sus
propiedades, definiciones o registros semidticos, y esto es porque no son
objetos fisicos. Las representaciones semidticas permiten la manipulacién
fisica o mental de dichos objetos (Duval, 2004). Sin embargo, dependiendo
del nivel de comprensién del estudiante, este puede llegar a confundir un
objeto con su representacién (D’Amore et al., 2015). Entre los registros de
representacién se encuentra el algebraico, el tabular, el geométrico, el verbal
y el grifico, que son los que se tratardn de articular en esta propuesta.

Argumentacién en clase

En la literatura cientifica coexisten diversas posturas sobre lo que se entiende
como argumentacién, cada una de ellas depende de la perspectiva teérica y
epistemolégica del investigador y del propésito dentro de la actividad que
desarrollan. E1 Ministerio de Educacién Nacional de Colombia (2006)
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concibe la argumentacién como un medio para acercar a los estudiantes a la
prueba, lo que implica “saber dar y pedir razones, probar y refutar, y ojald
avanzar hacia la demostracién formal” (p. 56). Douek (1999) entiende la
argumentacién como un proceso que genera argumentos conectados 16gi-
camente, sin que esto suponga el uso de razonamientos formales o deductivos,
de tal modo que se valoran todas las declaraciones, dibujos y datos numéricos
usados para defender o refutar una afirmacién.

Ahora bien, si uno se alinea con la perspectiva dialégica y social (Diez-
Palomar & Olivé, 2015) en el aula de clase, ocurren intercambios comuni-
cativos entre los estudiantes y el profesor. Esto permitié el desarrollo de la
argumentacién dialéctica donde ocurren debates y diferencias de opinién
frente a los métodos de resolucién y respuestas ofrecidas. Con esto se busca
que la argumentacién permita llegar a la aceptabilidad de las acciones, donde
el argumento cumple la funcién de ser un procedimiento (Van Eemeren,
2018; Zamudio, 2012). En cambio, si lo que interesa es el resultado, la
argumentacion se focaliza en el argumento y se destaca el cardcter 16gico y
las cadenas de razonamiento ofrecidas para llegar a una conclusién, en
consecuencia, el investigador se sitia en la perspectiva légica que busca
acercar a los estudiantes a la prueba formal (Fiallo & Gutiérrez, 2017; Molina
et al., 2019). Si el interés se sitia en observar la forma en que se busca
convencer o persuadir a otro, se estd frente a la perspectiva retérica, y la
argumentacion es vista como un proceso que se asocia con la légica informal

(Perelman & Olbrechts-Tyteca, 2006; Zamudio, 2012).

Con estos elementos, el profesor organiza la actividad en el aula y se
prepara para orquestar discusiones productivas que lleven a los estudiantes a
comprender la actividad que realizan, asi como distinguir los caminos
seguidos por sus compafieros al resolver los problemas propuestos y reconocer
los razonamientos que los llevaron a una solucién o estancamiento.

METODO

Esta investigacién se basé en el andlisis de la propuesta de Malaspina y
Vallejo (2019), la cual se usé para sostener el disefio de una tarea que
permitiera avanzar en la comprensién de los conceptos de drea y perimetro.
Ademds, se buscaba que promoviera la argumentacién en clase como un
mecanismo para que el profesor identificara los razonamientos de los
estudiantes y los ayudara a conectar sus conocimientos previos y relacionar
estos conceptos con elementos de su entorno.

Asimismo, se tomé como muestra el libro mds reciente publicado por el
Ministerio de Educacién, ya que este recoge la visién actual sobre el
desarrollo de competencias y la manera como se articulan los documentos
normativos del pais en materia educativa.
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Enfoque investigativo

La investigacién se sitda en el paradigma cualitativo con un enfoque explo-
ratorio y descriptivo, teniendo en cuenta que se propuso ejemplificar la
variacién de dos problemas dados para atender el desarrollo de los conceptos
de drea y perimetro. La variacién se realiza considerando el conocimiento
sobre los estudiantes, de su entorno sociocultural, de los elementos matematicos
presentes en la tarea y la aplicabilidad de los conceptos que emergen, los
cuales, en dltima instancia, pretenden causar un giro sobre la concepcién
utilitaria de la matemadtica a otro funcional.

Tipo de investigacién

Se presenta una investigacion situada en el paradigma cualitativo mediante
un estudio de caso unico (Stake, 2010), que consistié en el andlisis de un
libro de texto de matemadticas de distribucién gratuita en las instituciones
educativas del pais.

Figura1
Cardtula del libro analizado

Nota. Fuente: Caritula del libro (Ministerio de Educacién Nacional, 2017b)

Muestra

Se hizo una revisién de los libros de texto publicados por el Ministerio de
Educacién Nacional de Colombia en los dltimos afios. Posteriormente se
selecciond el libro de texto “Vamos a aprender Matematicas: Libro del
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estudiante” de grado séptimo (Figura 1), publicado bajo las directrices del
Ministerio de Educacién Nacional (2017b), donde se aborda la construccién
de los conceptos de drea y perimetro. Su eleccién obedece a que es el ultimo
texto elaborado con las directrices ministeriales producto de la agenda
2015-2025, donde se asume el reto de hacer de Colombia una de las naciones
méds educadas de América Latina (Ministerio de Educacién Nacional,

2017b).

Disefio

De este texto se seleccionaron dos tareas, una relativa a cada concepto, donde
se les pide a los estudiantes hacer célculos. Después, se hace una mixtura de
las tareas y se propone una nueva situacién enriquecida que trata de articu-
larlos e ir un poco mis alld al solicitarles el reconocimiento y la aplicacién
de estos conceptos para tomar decisiones mediante la comparacién de resul-
tados. Para ello, se identificaron y modificaron los cuatro elementos sugeridos
por Malaspina y Vallejo (2019): 1) informacién, 2) requerimientos, 3)
contexto y 4) el entorno matemdtico. Primero, se presentan las tareas tal
como aparecen en el libro de texto, posteriormente se presenta la variacién
hecha y la mixtura de las tareas.

El papel del profesor

Dado que se propone que la actividad gire en torno a la argumentacién de
los estudiantes, el profesor debe generar espacios de discusién y gestionar,
de acuerdo con la postura epistemoldgica que asuma sobre esta competencia,
la manera como serd usada para validar las ideas que construyen los estu-
diantes, tratando siempre de indagar sobre las garantias que usan (Rios-
Cuesta, 2022b) desde la propuesta de anilisis estructural de los argumentos
planteada por Stephen Toulmin. En consecuencia, nos alineamos con el
disefio instruccional sugerido por Sepulveda y Santos-Trigo (2006):

1) Actividad previa: el profesor da al grupo una breve introduccién a la
tarea con el propésito de ubicar a los estudiantes en contextos similares
a la actividad; destacando la importancia que representa su participa-
cién en el desarrollo de la sesién.

2) Trabajo en equipos: se organiza al grupo en equipos de tres, procu-
rando que en cada uno haya estudiantes con distintos niveles de
desempefio, que tengan la posibilidad de interactuar entre ellos y los
demads equipos, asi como de expresar y comunicar sus ideas. Al concluir
el periodo asignado al trabajo por equipos, cada uno entrega su
reporte de solucién.

3) Presentaciones: cada equipo presenta a toda la clase su solucién a la
tarea, permitiendo que los demds estudiantes pregunten libremente a
quienes exponen.
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4) Discusién colectiva: el profesor promueve la discusién colectiva entre
los estudiantes, con el propésito de analizar ventajas y desventajas de
los diferentes métodos de solucién presentados y, cuando sea necesario,
realiza una sistematizacién de las ideas e identifica posibles extensiones
del problema.

5) Trabajo individual: enseguida, a partir de la discusion colectiva, los
estudiantes tienen la posibilidad de volver a la actividad y abordarla
individualmente, aplicando los nuevos entendimientos que se generaron

como producto de la interaccién. (Sepuilveda & Santos-Trigo, 2006, p.
1394)

Resultados
Los problemas abordados en los textos: perimetro (Figura 2) y drea (Figura
3) se presentan a continuacion:

Figura2

Problema sobre perimetro

Nota. Fuente: Ministerio de Educacién Nacional, 2017b, p. 161.

Figura3

Problema sobre drea

Nota. Fuente: Ministerio de Educacién Nacional, 2017b, p. 163.
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Informacion: en la primera tarea se entrega la longitud de los lados del jar-
din. En la segunda tarea se entregan las longitudes del terreno, su forma y el
drea de cada 4rbol.

Requerimiento: calcular el perimetro, expresar el resultado en kilémetros,
calcular el tiempo que toma recorrer una medida determinada. Calcular la
cantidad de 4drboles que caben en el espacio determinado.

Contexto: extramatemadtico.

Entorno matemdtico: perimetro, conversiéon de unidades, drea, divisién de
nimeros naturales.

La modificacién de estas dos tareas, por variacién, queda de la siguiente

manera:

* Problema: La Familia Reyes tiene un terreno que desean dedicar al
cultivo de café. Con el objetivo mirar la viabilidad de su idea, miden
las dimensiones del terreno rectangular, y encuentran que mide 42 m
de ancho y 50 m de largo. Necesitan estimar:

a. El terreno se va a cercar usando alambre para evitar que las personas
lo invadan, se van a poner cuatro lineas paralelas ;cudntos metros de
alambre se necesitan para hacer el cerco? ;Cémo puede representarse
matemidticamente la expresién que permite calcular la cantidad de
alambre requerido?

b. Si el metro de alambre cuesta $25, ;cudnto cuesta todo el alambre
que necesitan? Si nos hacen un descuento del 20%, ;Cudnto hay que
pagar? ;Cudnto nos descontaron?

c.  Si nos ofrecen una segunda opcién de alambre que viene en rollos
de 50 m a $960, ;qué opcién le conviene mds?

d. Don Pedro, un trabajador que se dedica a la construccién, va a insta-
lar la malla en el terreno, nos dice que se debe poner estacones para
sostener la malla con una distancia entre ellos de un metro, scudntos
estacones se necesitan?

e. Sicada estacdn vale $30, scudnto dinero hay que pagar por ellos?

f. Don Pedro cobra $650 por dia de trabajo para instalar la cerca y dice
que se demora 8 dias, scudnto hay que pagarle?

g. Sadl Reyes debe aplicar un fertilizante disuelto en agua, pero antes
debe determinar el drea de la granja. Si le dicen que debe aplicar 280
gramos de fertilizante por cada 2 m2, scudntos kilogramos necesita
aplicar? ;Qué configuracién geométrica permite tener un espacio
dentro del terreno equivalente a 1800 m2?

h. Sadl fue a cotizar en una tienda agropecuaria y le han dicho que el
bulto de fertilizante trae 21 kg, scudntos bultos debe comprar?
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i.  Cada bulto cuesta $900, ;Cual es el valor que se debe pagar por los

fertilizantes?

j. Las plantas de café que Satl quiere sembrar pertenecen a la variedad

Coffea arabica, ya que esta se adapta a alturas entre los 600-2000
metros sobre el nivel del mar (msnm). El vendedor le recomienda
sembrar 1 drbol por m2, ;Cudntas plantas de café puede sembrar?

k. Sicada planta de café cuesta $8, ;Cudnto debe pagar por ellos?
1. ¢Cuil es el costo total que debe invertir la familia Reyes para llevar a

cabo su idea?

m. Con la distribucién de las plantas de café se puede lograr una cosecha
anual de 24 kg por cada planta sembrada. Sin embargo, si aumenta
la densidad de siembra en un 25%, la produccién se reduce a 20 kg
por planta. Si la aumenta a 50% se reduce a 17 kg por planta, y si se
aumenta la densidad de siembra un 75%, su produccién disminuye
hasta los 13 kg por planta. Finalmente, si se duplica la cantidad de
plantas, estas no son capaces de producir. Completa la siguiente
tabla con los datos y haz los cilculos pertinentes.

Cantidad de
plantas

Rendimiento por

lant. Produccién total
planta

Avrea por planta

n. Ubique en un plano cartesiano los datos de la tabla, en las abscisas la
cantidad de plantas y en las ordenadas la produccién total. ;Cual es
la cantidad ideal de siembra para maximizar la produccién? ;Qué
puede decir sobre la relacién entre el drea por planta y la produccién
total?

* Informacion: medidas del terreno, precios del alambre, estacones, ferti-

lizantes, mano de obra, palos de café.

* Requerimiento: calcular el perimetro para identificar la cantidad de
alambre necesario para hacer el cerco, teniendo en cuenta que se nece-
sita cuatro veces ese valor, y proponer una expresién matemadtica que
permita hacer este célculo. Determinar el precio de las dos ofertas de
alambre y seleccionar la mds econémica, para lo cual es necesario
calcular el porcentaje. Calcular el drea del terreno y las dimensiones
del espacio dentro del terreno para determinar el drea pedida. Dividir
el drea del terreno entre la cantidad de fertilizante que debe usarse por
metro cuadrado. Tabular el rendimiento de los palos de café de acuerdo
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con su densidad, graficar estos valores y decidir sobre la cantidad
6ptima a sembrarse.

* Contexto: intramatematico y extramatematico.

* Entorno matemdtico: perimetro, drea, funcién lineal, descomposicién
factorial, porcentajes, aumentos y descuentos, suma y multiplicacién
de nimeros naturales, proporcionalidad directa, plano cartesiano.

* Papel del profesor: es importante que el profesor haga una serie de pre-
guntas para conocer el estado actual de los conocimientos de sus estu-
diantes y hacer las aclaraciones al respecto para que puedan resolver la
tarea que se les va a proponer, sin que esto signifique que anticipe todos
los requerimientos que necesitan para hacerlo. La gestién de aula se
orienta a generar espacios de discusién donde los estudiantes puedan
presentar sus respuestas, con lo cual, se busca activar la argumentacién.
Ademas, debe alinearse con la propuesta de Sepilveda y Santos-Trigo
(2006).

En la modificacién que se propone se resalta que el entorno matemadtico
ha sido modificado sustancialmente para abarcar la mayor cantidad de
contenidos matemadticos que hasta el momento han sido trabajados en los
curriculos institucionales, de acuerdo con la propuesta del Ministerio de
Educacién Nacional de Colombia; ademads, se fomenta el desarrollo de
pensamiento critico y reflexivo que potencialice la toma de decisiones
informadas. También se incluyen temas como el cilculo de porcentajes, que
es una situacién que puede presentarse en contextos reales cuando se realizan
compras o la optimizacién de una inversién cuando se planea desarrollar
proyectos de siembra y se requiera optimizar los recursos.

De este modo, la variacién de problemas es una oportunidad para enri-
quecer las tareas, sin que esto signifique aumentar la dificultad de esta, sino
que se potencia la toma de conciencia de las acciones y del papel de la
formacién matemdtica de los individuos. Con esto, las matemdticas cobran
sentido para quien aprende, pues dejan de presentarse de manera aislada y
se muestra cémo cada contenido aprendido es necesario y util para resolver
situaciones de contextos similares a la realidad.

Sobre la articulacién de los registros semiéticos en el numeral a puede
resultar el registro algebraico y/o el geométrico dependiendo de la estrategia
de resolucién propuesta por el estudiante, el cual puede apoyarse en un
dibujo del terreno y del cerco a instalar, o realizar los calculos del perimetro
y multiplicar este valor por cuatro; ademds, es necesario que el estudiante
generalice una expresion algebraica que le permita calcular la cantidad de
alambre. En los numerales & y ¢ se requiere el uso del registro algebraico, el
cdlculo de porcentajes y tomar decisiones mediante la comparacién de
resultados. En el numeral 4, el estudiante se puede apoyar en el registro
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geométrico usando dibujos de la ubicacién de los estacones y contarlos,
también puede usar el registro algebraico mediante el conteo, o relacionando
este valor con el perimetro. Los numerales ¢ y f requieren del registro
algebraico mediante la multiplicacién de los valores obtenidos en el numeral
anterior y el precio dado. El numeral g necesita del registro geométrico si el
estudiante hace subdivisiones del terreno en dreas de 2 > para luego contar
cuintos kilogramos de fertilizante requiere; ademds, este registro le sirve
para identificar la configuracién geométrica del espacio pedido dentro del
terreno, pero también puede utilizar el registro algebraico si realiza las ope-
raciones entre el drea total y el drea que ocupa para cada 280 gramos de
fertilizante. Los numerales 4 e i requieren del registro algebraico mediante
operaciones aritméticas. El numeral j se puede resolver por el registro
algebraico o geométrico dependiendo de la estrategia del estudiante, el cual
puede realizar subdivisiones para ubicar cada planta de café y luego contarlos,
o mediante operaciones aritméticas relacionando el 4rea total con el 4rea
que ocupa para cada planta de café. Los numerales £ y / se resuelven
mediante el registro algebraico. El numeral 7 requiere del registro tabular,
y el numeral 7 del registro grifico que le permita identificar el comporta-
miento de la siembra. Esta informacién es ttil para generar nociones sobre
el concepto de funcién o relaciones de dependencia. A modo de resumen,
en la Tabla 1 se presenta los registros semiéticos usados en la tarea propuesta:

Tabla 1
Registros de representacion semictica que pueden surgir
Numeral Registro
a Algebraico y/o geométrico
b, ¢ Algebraico
d Algebraico y/o geométrico
ef Algebraico
g Algebraico y/o geométrico
hoei Algebraico
Algebraico y/o geométrico
k1 Algebraico
m Tabular
n Grifico

Nota. Fuente: elaboracién propia.

En la realizacién de las actividades, los numerales que permiten el uso
de dos registros de representacién pueden ser aprovechados por el profesor
para fomentar espacios de argumentacién mediante la discusién de los
procedimientos realizados y de la razén por la cual decidieron usarlo. Esto
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no significa que los otros numerales puedan ser usados con este propdsito,
pues los estudiantes pueden usar diversos razonamientos para llegar a una
respuesta y, dependiendo del propésito del profesor, la argumentacién puede
ser usada como producto, procedimiento o proceso que sirva para avanzar
en la comprensién de los conceptos de drea y perimetro.

DISCUSION Y CONCLUSION

Reconociendo la emergencia de avanzar en la comprensién de las matema-
ticas escolares y desarrollar pensamiento critico y reflexivo en el aula, la
argumentacién se sitda como un camino previo que facilita el desarrollo de
estas competencias. Esto, aunado con la resolucién de problemas en contextos
cercanos a los estudiantes, les permite poner en didlogo sus conocimientos
previos con lo que aprenden. De este modo, las matemdticas cobran sentido
y apoyan el razonamiento del estudiante, cuyo progreso se puede observar
en la medida en que se avance en el disefio de tareas que promuevan diversos
modos de pensamiento (Rios-Cuesta, 2022a). Se reconoce la importancia
de la mediacién del profesor para lograr avances significativos en el apren-
dizaje escolar, lo que requiere un cambio en las dindmicas del aula y en la
forma como se validan los conocimientos alcanzados (Rios-Cuesta &
Delgado-Garcia, 2022).

Para que lo anterior se dé, es necesario que el profesor se apoye en la
argumentacién de los estudiantes, que identifique sus errores y los use para
generar discusiones productivas que los lleven a la toma de conciencia sobre
sus razonamientos y procesos llevados a cabo para responder las preguntas.
El profesor debe trabajar permanentemente con los estudiantes para tratar
de que hagan explicita la garantia usada en los argumentos que emerjan y
que sirven de sustento para la toma de decisiones en los enunciados que asi
lo requieran.

Coincidimos con Malaspina (2016) en que la creacién de problemas por
variacién tiene una fuerte conexién con la resolucién de problemas y aporta
al desarrollo de pensamiento matemadtico e insercién en la investigacién de
quien los crea. Con ella se busca establecer conexiones de las matemiticas
con otras disciplinas y con los diversos conceptos que construyen los
estudiantes. Ademads, estamos de acuerdo con Malaspina y Vallejo (2019) al
afirmar que crear problemas es una tarea de los profesores y no puede
delegarse a expertos, en particular porque el conocimiento del entorno
sociocultural y de las especificidades de sus alumnos es un factor que no se
tiene en cuenta en las tareas que se promueven en los libros de texto.

La variacién de problemas permite que los profesores desarrollen com-
petencias para leer el contexto, reconocer las habilidades de sus estudiantes
y sus limitaciones, ademds, se pone de relieve el papel de la formacién
matemdtica en el desarrollo integral de las personas, buscando que sean
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matemdticamente competentes para que tomen decisiones informadas y
analicen de manera critica y reflexiva la sociedad en la que viven. Se reconoce
que hacer variaciones de los problemas es una oportunidad para que los
profesores identifiquen los elementos constitutivos de la tarea que se plantea,
y que orienten a sus estudiantes a que también los identifiquen para que
puedan resolverlos (Malaspina, 2016). Con eso, tanto profesores como estu-
diantes pueden trabajar en el disefio de problemas como una actividad central
en el desarrollo de las matematicas, buscando plantearse buenas preguntas
que lleven a la reflexién y toma de conciencia de sus acciones.

Por otro lado, el Ministerio debe actualizar los libros de texto teniendo
en cuenta la falta de coherencia entre los documentos orientadores de la
politica educativa, los aspectos teéricos en los que se sustenta y su aterrizaje
en los libros. Estos elementos generan crisis en el aula, pues los profesores
confian en que las tareas que se presentan alli cumplen con los requerimientos
y lineamientos curriculares, pero, tal como se presentan, es dificil que los
estudiantes desarrollen las competencias que se espera que alcancen en su
paso por la educacién secundaria. Por ejemplo, se espera que el aprendizaje
de los estudiantes esté mediado por diferentes registros de representacién
que favorezcan su acercamiento a las matematicas como medio para expresar
sus ideas y sustentar su punto de vista (Ministerio de Educacién Nacional,
2006).

Otro aspecto que debe considerarse es que resolver problemas —como la
variacién propuesta— que generan una complejidad conceptual porque
requieren el uso de diversos contenidos matemdticos, va a requerir un
mayor tiempo y acompafiamiento del profesor. Por esta razén, es necesario
que los estudiantes trabajen en grupo escogidos estratégicamente para
favorecer la cooperacién entre pares, y luego puedan validar y consolidar los
conocimientos en la discusién y presentacién de ideas.

Finalmente, se resalta que abordar la mayor cantidad de registros
semidticos es una forma de apoyar el aprendizaje escolar, pues se identifica
la complejidad de los objetos matemdticos. Los estudiantes pueden construir
térmulas matemiticas sencillas dependiendo del nivel de abstraccién que
den cuenta de los procesos mentales que realizan, pueden registrar datos en
tablas y graficarlos, y con ello tomar decisiones al observar el comporta-
miento de una variable. Con lo anterior, se espera que los profesores que
usan los textos de matematicas, en particular los del Ministerio de Educacién
Nacional de Colombia, puedan hacer variaciones de las tareas propuestas
para la clase, teniendo en cuenta las particularidades de sus estudiantes.
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INTRODUCCION

Desde los trabajos pioneros sobre razonamiento e intuiciones sobre
probabilidad de los nifios y adolescentes (Piaget e Inhelder, 1975; Fischbein,
1975) se ha avanzado en entender las dificultades, falsas concepciones,
creencias y posibilidades de los estudiantes en su aprendizaje de la probabi-
lidad, y de los profesores en su préctica docente (Jones et al. 2007, Langrall,
et al. 2017). Una parte central en tales estudios son los instrumentos que
utilizan los investigadores para obtener datos duros de las intuiciones,
razonamientos o pensamientos de los estudiantes, la mayoria de los cuales
son muy creativos y originales, pero no necesariamente utilizables para la
ensefianza. Tales problemas contrastan con los que se suelen utilizar en el
aula, pues estos se enfocan directamente en el cilculo; dicho enfoque deriva
en el desarrollo de habilidades 16gicas y aritméticas (ilgebra de eventos,
proporcionalidad y combinatoria), pero no propicia el desarrollo de otras
ideas de probabilidad, como incertidumbre, aleatoriedad, variabilidad y la
ley de los grandes nimeros.

Desde que se comenzé a popularizar la tecnologia digital, varios autores
advirtieron sobre el potencial de la tecnologia para propiciar un aprendizaje
mds completo de la probabilidad, utilizando programacién para hacer simu-
laciones (con la funcién RAMDOM, que genera niimeros aleatorios), cilculo
automadtico y representacién de grificas, todo esto inspirado en las técnicas
del método de Montecarlo (Biehler, 1991; Sobol, 1983). Poco después se
comenzé un periodo de desarrollo de software dindmico de estadistica
amigable para la ensefianza en el que no se requeria programacién. Como
resultado se volvieron muy populares, entre otros, los softwares Probability
Explorer, TinkerPlots y Fathom.

Con estos softwares se han sugerido muchos problemas y secuencias para
propiciar el aprendizaje de probabilidad de los nifios y adolescentes (Stohl
& Tarr, 2002, Pratt, 2000); no obstante, no ha habido una recuperacién de
los problemas que se han utilizado en la investigacién para explorar su
potencial para la ensefianza con ayuda de las posibilidades del software
dindmico. Surge la pregunta de investigacién ;Cémo enfocar problemas
clsicos surgidos de la investigacién diddctica en probabilidad utilizando
tecnologia digital? El objetivo del presente estudio es mostrar que los
problemas utilizados en la investigacién se pueden redimensionar con el uso
de la tecnologia digital, convirtiéndolos en problemas para desarrollar el
razonamiento estadistico y no s6lo para explorarlo. En particular, en este
trabajo recuperamos tres problemas que exploran las intuiciones y el razo-
namiento en probabilidad de los nifios y adolescentes, y los analizamos utili-
zando tecnologia. Al hacerlo, apuntamos hacia un posible uso en el aula.
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Grandes ideas de la probabilidad

Una comprensién razonable de la probabilidad requiere situarla en un
contexto que abarque distintos conceptos. Tradicionalmente, se enmarca en
la matemtica, destacando elementos como eventos (considerados conjuntos),
el dlgebra de eventos y la propia probabilidad (definida como la razén entre
casos favorables y posibles). No obstante, existen marcos que ofrecen
complementos y proponen incluir otras nociones.

Gal (2005) propone un marco (Tabla 1) para la competencia probabilistica
(probability literacy) formado por elementos de conocimiento y disposicio-
nales. A cada elemento de los enlistados los llama bloques de construccién
(ladrillos) de la competencia probabilistica. En los elementos de conoci-
miento propone cinco elementos, los cuales aclara que estin intimamente
relacionados entre si de forma compleja y que no es apropiado creer que se
presentan de manera aislada. Con relacién a las grandes ideas, advierte que
no se pueden caracterizar mediante una definicién, como se suele hacer con
los conceptos matematicos

Tabla 1

Blogues de construccion para la competencia probabilistica.

Elementos de conocimiento:

Grandes ideas: Variacién, Aleatoriedad, Independenciay prediccién/incertidumbre
Célculo de probabilidades. Formas de encontrar o estimar |a probabilidad de un evento
Lenguaje. Los términosy métodos utilizados para comunicarse acerca de la probabilidad
Contexto. Comprension del papel e implicacién de asuntos de probabilidad y mensajes
en varios contextos y en discursos piblicos y personales

5. Preguntas criticas. Temas para reflexionar cuando se trata de probabilidades

Ea SR o

Elementos disposicionales:
1. Posicién critica
2. Creenciasy actitudes
3. Sentimientos personales hacialaincertidumbrey el riesgo

Nota. Tomado de Gal (2005), p. 46.

No abundaremos en este modelo, s6lo queremos resaltar que el primer
elemento de conocimiento que propone Gal son las grandes ideas. Creemos
que todavia hacen falta investigaciones que exploren cémo desarrollar las
grandes ideas en el aula. En este trabajo analizaremos tres problemas utili-
zados en la investigacién que, aparte de revelar las intuiciones y razona-
miento de los estudiantes acerca de la probabilidad, podrian permitir, con
ayuda de la tecnologia, desarrollar ideas de incertidumbre, aleatoriedad y

variabilidad.
Alarcon (1982)

Jesus Alarcén Bortolussi (Papini) fue un investigador de México del Depar-
tamento de Matemitica Educativa. Fue experto en diddctica de la matemitica,
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especialmente en geometria, cilculo y probabilidad. Contribuyé en una pro-
funda reforma curricular de México en 1993 en lo que concierne a las Ma-
temiticas. Fue el autor principal de “El Libro para el Maestro” de matema-
ticas, el cual fue publicado durante muchos afios por la Secretaria de Edu-
cacién Publica de México. Infortunadamente fallecié prematuramente en
1997. Su trabajo de doctorado consistié en el disefio, aplicacién y anilisis de
un cuestionario de probabilidad a 300 alumnos de entre 12 y 14 afos. El
objetivo fue evaluar los juicios probabilisticos de los estudiantes frente a
preguntas que realmente contuvieran incertidumbre. En esta seccién anali-
zaremos el problema mids controvertido de su cuestionario, ver la Figura 1.

Figura1
Un problema con mdxima incertidumbre de Alarcin (1982)

Juan ha elegido una de | as bolsas que se presentan abajo. Después, él saco al azar seis bolas
con reemplazo de labolsa elegida. El resultado de las extracciones fue de 2 bolas blancas y 4
negras. ¢Qué bolsa eligié Juan?

Resultados de la aplicacién del problema

El cuestionario se aplicé a dos grupos, uno de 12-13 afios y el otro de 13-14
afos. La mayoria de las respuestas de ambos grupos se distribuyen en las
opciones 2, 3 y 4, siendo viable para algunos que la extraccién de 2B4N
pudo provenir de la bolsa 2. En efecto, 26% de los estudiantes de 12-13
afos eligié la opcién 2 (Muy posiblemente la bolsa 1), 46% se incliné por la
opcién 3 (No hay razén para preferi una bolsa) y 20% por la opcién 4 (Muy
posiblemente la bolsa 2); mientras que 21% de los estudiantes de 13-14
afios eligi6 la opcién 2, 46% la opcién 3 y 23% la opcion 4 (Tabla 2).

Es interesante que tanto la opcién 2 como la 4 son atractivas para los
estudiantes. En ambos grupos, el 46% no encuentran razones para decidir la
urna de la que puede provenir el resultado. Es plausible interpretar que el
criterio de los que responden correctamente (26% de 7° grado y 21% de 8°
grado) es porque perciben que es muy poco probable el resultado a partir de
la urna 2 y, entonces, apuestan por que la urna 1 fue la elegida. Este resultado
y el opuesto (inciso 4) pueden interpretarse con conceptos de riesgo en el
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siguiente sentido. La bolsa 1 encarna total incertidumbre, de manera que
conlleva mucho riesgo, pues el contenido de la bolsa puede ser cualquiera.
En cambio, la bolsa 2 permite calcular la probabilidad de que haya ocurrido
el evento 2B4N. Los estudiantes que son adversos al riesgo elegirdn la bolsa
2, pues la probabilidad de obtener el evento objetivo al menos es medible,
mientras que los que son propensos al riesgo elegirdn la bolsa 1, conside-
rando que vale la pena correr el riesgo.

Tabla 2
Resultados del reactivo de la Figura 2
Seguro Muy No hay Muy Seguro
Edad labolsa posiblela razén para posible la labolsa Total
1 bolsal elegir bolsa 2 2
12-13
afios 3 12 21 9 1 46
6% 26% 46% 20% 2% 100%
Lo 3 12 26 13 2 56
afios
5% 21% 46% 23% 4% 99%

¢Donde esta la incertidumbre?
El problema didéctico que formulé Alarcén (1982) se basa en el reconoci-
miento de que se solian utilizar problemas de “pronéstico” en la investigacién
sobre razonamiento probabilistico de su tiempo. Estos problemas tienen el
formato:
Una urna A tiene # bolas blancas y w bolas negras; otra urna B tiene x bo-
las blancas y bolas negras. Se va a elegir una urna, de ella se extrae al azar
una bola y se observa su color. Si quieres obtener una bola blanca ;Qué
urna elegirias? O ;Da lo mismo cualquiera de las dos?

Alarcén criticé estos problemas observando que son de naturaleza
aritmética, ya que s6lo requieren del cdlculo y comparacién de fracciones,
pero supuestamente se debian interpretar como probabilidades. En realidad,
las respuestas a tales problemas son exactas y no enfrentan a los estudiantes
a la incertidumbre. Es por esto que propuso mejorar los instrumentos de
exploracién a través de problemas en “situaciones de decisién a posteriori”,
estos tienen el siguiente esquema:

Encuentra entre dos bolsas, que contienen bolas blancas y negras, aquella
en la cual se obtuvo un resultado dado de uno o varios sorteos. Ver Figura 2.

Conviene preguntarse ;En qué sentido estos problemas contienen incer-
tidumbre? La respuesta es que, en muchas situaciones particulares no se
podri saber con certeza de qué bolsa provino la bola resultante, por ejemplo,
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supongamos que una bolsa A contiene 1 bola blanca y una bola negra, una
bolsa B contiene una bola blanca y dos negras. El resultado fue bola blanca.
¢De qué urna provino ésta? El célculo lleva a que es mds probable que haya
provenido de la bolsa A por el teorema de Bayes:

1 1
2 3 3 2
P(olsa A|bolablanca = I 1 :E;P(h()lsaB|bolablanca: ] 1 ZE
7%3 7%3

Una pequena reflexién, o con ayuda de una simulacién, lleva a la conclusién
de que, aunque la mejor respuesta es “Proviene de la bolsa A”, se corre
mucho riesgo de fallar. Por otro lado, la respuesta “no hay razén para preferir
una bolsa” no es del todo incorrecta, pero no toma en cuenta la pequefia
ventaja que ofrece la primera respuesta. En resumen, este problema es cuali-
tativamente diferente a los problemas de prondstico en los que simplemente
se deben calcular probabilidades, pues en los problemas de decisién a posteriori
ninguna decisién lleva a una respuesta segura.

Figura2

Un problema de decision a posteriori

Juan ha elegido una de las bolsas que se presentan abajo. Después, él saco al azar seis bolas
con reemplazo de la bolsa elegida. El resultado de las extracciones fue de 2 bolas blancas y 4
negras. ¢Qué bolsa eligié Juan?

El problema de maxima incertidumbre de Alarcén y las pruebas de
significacién

Conviene mostrar que el trabajo de Alarcén (1982) esta bien enraizado en
el razonamiento estadistico. £l no elaboré la relacién del paradigma que
propuso con el esquema de pruebas de significacién, pero sin duda lo utilizé
para evaluar la calidad de las respuestas. Volvamos al problema de la figura
1, que hemos juzgado de maxima incertidumbre. En €], cada bolsa representa
una poblacién y el evento que se supone que ocurrié (2B4N) es una
muestra; un estadistico caracteristico de esta situacién es la proporcién de
bolas negras, pero para facilitar la simulacién vamos a considerar el estadistico
E como el nimero de bolas negras. La hipétesis nula (Hy) es que el resulta-
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do proviene de la bolsa 2 (porque se quiere rechazar esa hipétesis y es la
Unica que ofrece datos para hacer el cdlculo), entonces se calcula la probabi-
lidad de obtener el resultado: {£ = 4 u otro m4is extremo, es decir, E = 4, 5, 6;
bajo Hy}. Aunque esta probabilidad requiere de la distribucién binomial, se
puede estimar con ayuda de una simulacién. En la figura 3 presentamos una
distribucién simulada de la variable £ obtenida de repetir mil veces el expe-
rimento con el software Fathom. En ella hemos encerrado en un cuadro los
puntos que son favorables al evento {£=4, 5, 6}

Una estimacién de la probabilidad del evento de que ocurran 4,5 o 6
bolas negras es de 26/1000, es decir 0.026. Este nimero es muy pequeiio,
por lo que tenemos la opcién de que ocurrié un milagro o es erréneo
suponer . El método de pruebas de significacion sugiere que en el caso de
que el evento tenga probabilidad menor de 0.05 bajo la hipétesis de que H,
es verdadera, entonces se rechaza la hipétesis nula Hyy. Asi, la decisién racio-

nal al problema de la figura 2 es elegir la bolsa 1.

Figura3

Distribucion de frecuencias de la variable No. de negras

La tecnologia y los problemas de decisién de Alarcén
Consideraremos los problemas de decisién propuestos por Alarcén (1982)
en su forma generalizada, antes de llegar al problema limite en el que una
bolsa tiene contenido desconocido. Lo formulamos en términos de urnas y
no de bolsas:
Una urna A tiene « bolas blancas y w bolas negras; otra urna B tiene x bolas
blancas y bolas negras. Se elige una urna y de ella se extraen seis bolas y se
observa su color. Si el resultado es una muestra con B bolas blancas y N
negras ;De qué urna se obtuvo dicho resultado?

Como hemos dicho, este tipo de problemas estd cargado de incertidumbre.
Para resolverlo, los estudiantes suelen aplicar una heuristica de representati-
vidad (Tversky & Kahneman, 1982), es decir, eligen la urna cuya proporcién
de bolas blancas es mds cercana a la proporcién de bolas blancas del resultado.
Aunque esta estrategia suele ser apropiada, no ofrece una forma de medir
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las probabilidades involucradas en la decisién tomada. Pero para calcular
tales probabilidades se requiere de técnicas probabilisticas que no estin al
alcance de los estudiantes de niveles preuniversitarios. Es en este punto en
el que surge la hipétesis de que es posible que los estudiantes estimen
informalmente tales probabilidades con ayuda de tecnologia. Pero queremos
enfatizar que, desde nuestro punto de vista, lo importante de utilizar simu-
lacién computacional para resolver los problemas es conocer su estructura y
familiarizarse con representaciones del comportamiento de eventos inciertos
en repeticiones masivas de un experimento, y no tanto la sola estimacién de
las probabilidades. Nosotros utilizamos Fathom, pero la idea se puede
desarrollar también con otros softwares.

Para ilustrar cémo utilizar el software Fathom para simular un problema
de decisién de Alarcén tomamos una situacién mencionada arriba, pero con
un evento-resultado diferente:

La urna A contiene una bola blanca y otra negra y la urna B contiene una
bola blanca y dos negras. Se extraen seis bolas con reemplazo y se obtienen
2 bolas Blancas y 4 bolas Negras (Abreviado 2B4N). ¢De qué urna
proviene el resultado?

El resultado 2B4N es mds similar al contenido de la urna 2 que al
contenido de la urna 1, por lo que la eleccién de la urna 2 es razonable.
¢Pero qué probabilidad tiene estd decisién de atinar a lo que realmente
sucedié? ;Qué tan probable es que el resultado provenga de la urna 1?
Como vimos arriba, estos problemas se resuelven con la férmula de Bayes,
pero se puede modelar y simular sin recurrir a ella. Algo importante es que,
resolviéndolo informalmente, se va prefigurando el contenido de dicha fér-
mula. La manera de hacerlo en Fathom es crear dos poblaciones de 1000
resultados provenientes de cada urna. Esto se hace mediante los siguientes
pasos.

Paso 1. Se llenan dos columnas en Fathom (llamada Urna 1 y Urna 2) con
1000 datos de los sorteos de las funciones RandomPick (“B”, “N”) para la
urna 1, y RandomPick (“B”, “N”, “N”) para la urna 2. Esto quiere decir que
en cada columna se registran 1000 resultados de la urna 1 y 1000 de la 2,
independientemente unos de los otros.

Paso 2. En el segundo paso se genera una muestra de tamafio 6 proveniente
de cada urna y se definen dos medidas que indican el nimero de bolas blancas
de la muestra de la Urna 1 y el nimero de bolas blancas de la Urna 2; se
registran ambos nimeros.

Paso 3. Se repite 1000 veces el paso 2, de manera que se obtengan 1000
parejas ordenadas. Cada pareja representa en su primer componente el
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numero de bolas blancas de una muestra de la Urna 1 (Esta variable la
nombramos BUrna 1), y en su segundo componente el nimero de bolas
blancas de una muestra de la Urna 2 (Esta variable la nombramos BUrna
2). La generacién de la poblacién de cada urna asegura que las entradas son
independientes una de la otra.

Paso 4. Las 1000 parejas ordenadas tienen en cada uno de sus componentes
nameros del 0 al 6. Con la funcién “Summary” de Fathom se pueden organizar
las frecuencias de cada pareja ordenada en una tabla de 2 X 2, como la tabla
de la Figura 4. El nimero 276 (marcado en la figura) representa a todas las
parejas que en su primer componente tienen el nimero 2, es decir, que favo-
recen al evento 2B4N de la Urna 1, mientras que 347 corresponden a resultados
que al evento 2B4N obtenidos de la Urna 2. Hay entonces 623 (= 276+347)
parejas que representan resultados favorables al evento 2B4N, de éstas, 276
provienen de la urna 1, por lo que:

276
PUrnal|2N4B)=— =044
623

347
P(Urna?2|2N4B)=——=10.56
623

La captura de pantalla de la Figura 5 muestra las diferentes salidas que
el software proporciona a algunas de las acciones correspondientes a los
pasos que se describieron arriba.

Figura 4
Tabla de doble entrada de 1000 parejas ordenadas

Hemos expuesto muy brevemente el método para mostrar una posible
manera de abordar el problema, aunque, sin duda, puede haber otras formas
mids ingeniosas. En el espacio que tenemos no ha sido posible destacar el
papel de la incertidumbre y cémo se obtienen consecuencias acerca de ella,
pero haciendo dos o mds simulaciones con el software, se puede experimen-
tar con la incertidumbre; en el trabajo del aula, si se cuenta con software
adecuado, el profesor puede encontrar la manera de hacerlo.
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Figura5

Captura de pantalla de los resultados de la simulacion

Green (1982ay 1982b)

David Robert Green es un investigador del Reino Unido de la universidad
de Loughborough. Es experto en desarrollo curricular, evaluacién educativa,
probabilidad, estadistica y ensefianza y aprendizaje de las matematicas. Su
trabajo sobre las intuiciones del azar y la probabilidad tuvo mucho impacto
en los afios noventa. Colaboré con Batanero et al. (1998) en un proyecto
sobre el significado de la aleatoriedad y sus consecuencias para la ensefianza.
En su investigacién de doctorado desarroll6 el proyecto en el que elaboré y
aplicé un cuestionario a cerca de 3000 estudiantes de los grados 7 a 12. Se
planteé el objetivo de explorar las intuiciones acerca del azar y la probabilidad
de los estudiantes, en particular, sus juicios sobre aleatoriedad. El problema
de la figura 6 fue disefiado para saber las intuiciones sobre aleatoriedad que
tienen los nifios y jévenes.

Figura 6

Problema de Green (1982a)
El maestro le pidi6 a Claray a Susana que arrojaran 150 veces una moneda y que registraran
en cadatirada s el resultado es cara o cruz. Cada vez que salga cara se anota “1” y cada vez

gue salga cruz se anota “0”. En seguida aparecen las listas de unos y ceros, anotados por cada
unadeéllas:

Clara:

010110011001010110110100011100011011010101100100010101001110011010110010110
010110010010111011001101101010010110010101100010011010110011101110101100011

Susana
100111011110100111001001110010001110111111010101011110000001000101001000001
000110001010000000001100100000001111100001101010010010011111101001100011000

Se sabe que una chica hizo correctamente los 150 lanzamientos, pero la otra hizo trampa,
inventando la sucesion. ¢Puedes descubrir quién de ellas hizo realmente el experimento y
quién invento el resultado? ¢Qué chica hizo trampa? Explicatu respuesta.
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Resultados de la aplicacién del problema

En la tabla 3, los datos revelan que poco mds de la tercera parte de los estu-
diantes de cada nivel responden correctamente que la secuencia de Clara es
la que se hizo con trampa. En consecuencia, poco menos de dos terceras
partes de los estudiantes de cada nivel responden, erréneamente, que Susana
hizo trampa. Una observacién importante es que la calidad de las respuestas
no mejora con la edad, pues la proporcién de respuestas correctas es casi
constante en los cinco niveles. Las razones que ofrecieron y sus frecuencias
relativas se presentan a continuacion:

Tabla 3
Frecuencias de respuestas a la pregunta 20
Grado Clara Susana Sin respuesta
1 38 53 1
2 34 56 2
3 30 59 4
4 40 46 3
5 35 49 5
Promedio 354 52.4 3

Argumentos de los estudiantes para justificar su eleccién:
Relacionadas con la regularidad de los patrones:
1. Lasecuencia de Clara tiene un patrén demasiado regular (21%)*
2. Lasecuencia de Susana tiene un patrén irregular (3%)
Relacionada con la diferencia entre el nimero de “1s”y de “0”
3. La secuencia de Clara tiene muchos unos; por lo tanto, la proporcién
estd lejos de 0.5 (5%)
4. Lasecuencia de Susan tiene muchos ceros, por lo tanto, su proporcién
estd lejos de 0.5. (18%)
Relacionada con la cercania entre el nimero de “1s”y de “08”
5. Lasecuencia de Clara estd muy cerca de la proporcién 0.5 (3%)
6. Lasecuencia de Susan estd muy cerca de la proporcién 0.5 (1%)
Relacionadas con la longitud de las cadenas:
8. La secuencia de Clara tiene cadenas muy cortas (3%)*
9. La secuencia de Susan tiene cadenas muy largas (18%)

Las unicas razones que son correctas son la 1y la 7; en ésta, s6lo 3%
utilizan el argumento de que la secuencia de Clara tiene cadenas muy cortas.

¢Qué propiedades tiene la aleatoriedad?
El problema de Green (1982a) pide diferenciar entre una secuencia real-
mente aleatoria y otra que trata de imitarla; su solucién requiere de un pro-
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fundo sentido de la aleatoriedad y del funcionamiento del razonamiento
estadistico. Para resolverlo en el contexto de la estadistica requiere recurrir
al concepto de pruebas de significacién vy, por lo tanto, no era ficilmente
accesible para los profesores en aquel tiempo. En la actualidad es posible
analizar el problema con la misma idea de pruebas de significacién con la
ayuda de la tecnologia, pero desde un enfoque informal. De lo que se trata
es de evaluar si el resultado que obtuvo cada una de las chicas es usual bajo
la hipétesis de que fueron generados por una distribucién de Bernoulli con .
Para esto, conviene considerar tres estadisticos: 1) El nimero de éxitos (“1”)
de la secuencia. 2) El nimero de cadenas! de la secuencia. 3) La longitud de
la cadena mis larga.

En la tabla 4 se proporcionan los datos de los tres estadisticos (71 es el
numero de unos en la secuencia)

Tabla 4

Datos bdsicos de las secuencias de Clara y Susana
Listade Claras m=78 no=72 Listade Susana: n1= 67, no= 83
Ndmero de cadenas = 96 Ndmero de cadenas = 638
Longitud de la cadenamaslarga: 3 Longitud de la cadenamaslarga: 9

De lo que se trata es de ubicar los valores de cada estadistico dentro de
la distribucién correspondiente y decidir si es usual o no. Para aproximar las
distribuciones se simula la generacién de secuencias de longitud 150 y se
calcula el estadistico respectivo. Esto se repite unas 1000 veces y los valores
del estadistico se grafican en una distribucién. Las figuras 7, 8,y 9 muestran
las distribuciones correspondientes a cada estadistico. Se obtuvieron con el
software Fathom.

Se han sefialado en las figuras el lugar en el que se ubican los datos
particulares de la secuencia de Clara y de la de Susana. Se dice que una
muestra es inusual cuando estd en los extremos y su frecuencia u otra mds
extrema no excede el 5% de todas las secuencias.

En el caso del estadistico “nimero de éxitos” (equivalente al nimero de
“17) (Figura 7), tanto el valor de la variable en la secuencia de Susan como
en la de Clara estin en una zona de resultados usuales, por lo que no se
puede descartar la hipétesis de que fueron generadas por la distribucién de

Bernoulli con p = 3

1 Una cadena es una serie de resultados iguales, por ejemplo, la secuencia
0110001011 tiene seis cadenas, a saber: 0, 11, 000, 1, 0, 11. La longitud de una
cadena es el nimero de resultados de la cadena, asi, las longitudes de las anteriores
cadenas son: 1,2,3,1,1, 2.
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Figura 7

Distribucion aproximada del estadistico “Niimero de unos (“17)”

En el caso del estadistico “nimero de éxitos” (equivalente al nimero de “17)
(Figura 7), tanto el valor de la variable en la secuencia de Susan como en la
de Clara estin en una zona de resultados usuales, por lo que no se puede
descartar la hipétesis de que fueron generadas por la distribucién de
Bernoulli con p = -

Figura 8

Distribucion aproximada del estadistico “Niimero de cadenas”

La distribucién del estadistico “Numero de cadenas” (Figura 8), a diferencia
del estadistico anterior, muestra que el resultado de Clara (Numero de
cadenas = 96) es inusual, pues tiene una frecuencia de cero ocurrencias. Este
resultado lleva a rechazar la hipétesis de que la secuencia de Clara fue generada
con la distribucién de Bernoulli con p= %. En cambio, el valor del estadistico
para la secuencia de Susana es usual, pues estd dentro de un rango de resul-
tados frecuentes. Esta prueba es suficiente para resolver el problema y decidir
que quien hizo trampa fue Clara. Pero también el tercer estadistico ofrece el
mismo resultado.

Figura 9

Distribucion aproximada del estadistico “Longitud de la cadena mds larga”
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La figura 9 presenta la distribucién de los datos simulados de variable
“longitud de la cadena mds larga”, en ella se observa que la secuencia de
Clara es inusual bajo la hipétesis de que la secuencia se genera con la distri-
bucién de Bernoulli con p= %2, mientras que el valor del estadistico de Susana
estd en una regién de resultados frecuentes. Esto reafirma el resultado de
que Clara hizo trampa.

Shaughnessy et al. (1999)

J. Mike Shaughnessy es un investigador retirado de la Universidad de Port-
land, Estados Unidos. Su investigacion se ha enfocado en la comprensién
de los estudiantes sobre probabilidad y estadistica, para lo que ha sintetiza-
do y aprovechado los trabajos de psicélogos y educadores matematicos. Ha
sido autor de los articulos de resefia de la investigacién en probabilidad y
estadistica de los Handbooks de la NCTM: Grows (1992), Lester (2007) y
del compendio Cai (2017). Shaughnessy et al. (1999) elaboraron y adminis-
traron un cuestionario de datos y azar para explorar el razonamiento de 324
estudiantes en los grados 4-12 (9-17 afios). El objetivo fue explorar el
razonamiento de los estudiantes sobre la variabilidad estadistica en situaciones
tanto de manejo de datos como de azar. El problema de la miquina de
gomas de mascar se presenta en la figura 10.

Figura 10

El problema de una maquina expendedora de gomas de mascar
Una maguina expendedora de gomas de mascar contiene
mezcladas 50% de gomas rojas, 30% de gomas azules y 20%
de gomas amarillas. Pregunta: Jenny saca 10 gomas de mascar
de la maquina ¢Cuél es tu mejor prediccion del nimero de
gomas rojas que saldran?

Resultados de la aplicaciéon del problema

Se encontraron respuestas variadas que corresponden a estrategias diferentes.
Unas son las respuestas basadas en la idea de que cualquier cosa puede
pasar, por ejemplo: 0, 9, 4, 7,10 y 1. Los resultados 0, 1 y 10 rojas son muy
poco probables de modo que la secuencia no es un buen ejemplo de lo que
puede ocurrir. Otras respuestas estin sesgadas hacia mayor nimero de rojos,
probablemente por considerar que la poblacién tiene mayor nimero de
rojos, pero sin considerar la proporcién, por ejemplo: 6,7, 8, 8,7 y 9. Dentro
del grupo de los estudiantes de grado 12 hubo varios cuya respuesta fue 5, 5,
5, 5,5 y 5; los autores conjeturaron que probablemente estos estudiantes
estaban acostumbrados a responder preguntas, como ";Cudl es la probabilidad
de que...”", que requieren respuestas de un solo nimero en lugar de un
rango de resultados posibles. Las mejores respuestas son aquellas que ofrecen
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valores alrededor del, o igual al, valor esperado, por ejemplo: 3, 5, 3, 6, 7, 5.
Estas se evaldan como mejores teniendo en cuenta un criterio de represen-
tatividad: varian y estdn alrededor del valor esperado. Pero hay que tener en
cuenta que su probabilidad no es mayor que la secuencia 5, 5, 5, 5, 5, 5.
Ademas, dentro de dichas respuestas hay dos clases que no son muy repre-
sentativas, a saber: variabilidad muy estrecha: 4, 6, 5, 6, 4, 4 y variabilidad
muy amplia: 2,5, 8,9, 8, 5. Los resultados expuestos son una descripcién de
las estrategias que suelen tener los estudiantes y una valoracién con un
criterio de representatividad, pero no con un criterio de probabilidad; en el
andlisis del problema se llegard a la respuesta desde un punto de vista esta-
distico.

¢Dénde esta la variabilidad?

El cambio, movimiento o diferencia se presenta en cualquier fenémeno y,
por tanto, también en los datos; de ahi que se diga que la variabilidad es
omnipresente. Después de que los estadisticos profesionales Moore (1990) y
Snee (1990) declararan que la variabilidad es una de las ideas fundamentales
de la estadistica y que esta afirmacién se volviera un conocimiento regular
en el ambiente de la estadistica, en educacion estadistica, Shaughnessy
(1997) se pregunté en su articulo sobre las oportunidades perdidas por la
investigacién, ;dénde estd la investigacion sobre la variacién estadistica? El
alerté que las medidas de tendencia central y las grificas eran los temas
favoritos de los investigadores en educacién estadistica, pero la variabilidad
pricticamente no habia sido explorada por los investigadores hasta ese
momento.

Shaughnessy et al. (1999) llevaron a cabo una investigacién motivada
por el andlisis de las respuestas al problema de las gomas de mascar que
hemos mencionado arriba. Este era un item de un cuestionario para la
Evaluacién Nacional del Progreso Educativo (NAEP) de 1996 en Estados
Unidos. Lo que llamé la atencién de Shaughnessy fue que los estudiantes, e
incluso algunos profesores, creian que la respuesta correcta era el valor
esperado (5 en este caso). En una muestra de 232 estudiantes, Zawojewski
y Shaughnessy (2000) observaron que respondieron con un valor determinado,
principalmente el valor esperado 5; excepto un participante respondié dando
un rango de posibles nimeros de gomas de mascar. A partir de esta obser-
vacién idearon una serie de estudios sistemdticos para entender y propiciar
el razonamiento sobre variacién de los estudiantes.

Veamos desde la perspectiva de un especialista cudl es la solucién al
problema. Para esto simplificamos el problema suponiendo que la extraccién
de cada goma de mascar se reemplaza, de modo que no se alteran las
proporciones de gomas de cada color en la poblacién original. Para que la



106 ANALISIS DE TRES PROBLEMAS DE PROBABILIDAD UTILIZADOS EN LA INVESTIGACION

respuesta sea una prediccién util y realista es necesario que se cumplan las
siguientes condiciones:
- La respuesta debe ser un rango de valores y no un resultado particular
- Dado que la variable es binomial y su distribucién es simétrica, el
rango con centro en el valor esperado es un evento con mayor proba-
bilidad que otro equivalente no centrado en el valor esperado
- La probabilidad de que un resultado particular esté en el rango de
valores debe ser mayor que R
- Conviene elegir un rango que:
1. No sea tan amplio que cubra todos los posibles resultados,
2. Sea lo suficientemente amplio para que la probabilidad de que
ocurra un resultado del rango sea mayor que un valor dado
(mayor que 5 ).
Por ejemplo, la prediccién “de las 10 extracciones se obtendrdn entre 3 y
7 bolas rojas” tiene una probabilidad de casi 90%, de modo que sélo hay una
probabilidad de 0.1 de equivocarse. En la tabla 5 se muestran todos los
posibles rangos centrados en el valor esperado (5) y su respectiva probabilidad.

Tabla 5
Probabilidades de que el niimero de rojas este en el rango indicado
Rango 5 46 37 2-8 1-9 0-10
Probabilidad 0.2461 0.6562 0.8906 0.9785 0.9980 1

Conviene hacer énfasis en que hacer la prediccién “puede salir cualquier
numero entre 0 y 10 bolas rojas” [rango (0-10)], es equivalente a “cualquier
resultado puede ocurrir” , esta respuesta es trivial y no utiliza el conocimiento
probabilistico. En cambio, predecir “ocurrird exactamente 5” es una prediccién
muy débil, pues se fracasard 3 de cada 4 veces. Las soluciones interesantes
son las intermedias, las cuales, no son triviales y tienen una probabilidad
mayor que %2 de ocurrir; la eleccién especifica de un rango dependerd de lo
que esté en juego en el contexto en el que se realiza el experimento, por
ejemplo, si hay ganancias y pérdidas monetarias.

Volviendo al problema original de predecir qué puede ocurrir en la
repeticién de seis veces el experimento, una solucién con 53% de probabilidad
de ocurrir es:

La probabilidad se mejora al 89% de probabilidad si se elige el rango de
2-8, es decir:
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En el andlisis del problema hemos utilizado recursos que los estudiantes
no tienen o no manejan con fluidez, por lo que es licito esperar las respues-
tas ingenuas que encontraron Shaughnessy et al. (1999). Una consecuencia
posible es que, para que los estudiantes entiendan y puedan ofrecer una res-
puesta razonablemente buena, deben tratar este tipo de problemas en el
curso de probabilidad una vez que hayan aprendido cémo interpretar y cal-
cular probabilidades binomiales. No obstante, hay otra forma alternativa de
que los estudiantes avancen en el problema.

Utilizacién de la tecnologia para atacar el problema

Una vieja sugerencia didédctica para aprender probabilidad es la de hacer
experimentos fisicos reales y recopilar y graficar datos para descubrir los
patrones subyacentes al experimento (Martin et al, 2021 y 2022). Esta técnica
es promisoria, excepto porque se deben repetir muchos experimentos antes
de que se comiencen a revelar los patrones subyacentes. Pero, si es posible
complementar dichas actividades con la ayuda de un software educativo de
estadistica, entonces los estudiantes podrian, de manera informal, resolver el
problema y entender varios conceptos subyacentes a él.

En lugar de una médquina expendedora de gomas de mascar se puede
utilizar una urna o algo equivalente, con 50% de bolas rojas, 30% de bolas
azules y 20% de bolas amarillas. Para hacer mds simple la experiencia con
manipulativos y, posteriormente, la simulacién correspondiente con el
software, conviene aclarar que es importante el supuesto de que las extracciones
de cada bola deben ser con reemplazo. Una vez que los estudiantes hayan
realizado una actividad con manipulativos, por ejemplo, que hayan sacado
varias muestras de tamafio 10 de una urna y hayan anotado el nimero de
bolas rojas, se puede recurrir al software.

Con el software Fathom la simulacién se puede hacer en sélo cinco pasos:

- Se define una poblacién con 5 R’s, 3 B’s y 2 A’s que representan bolas

rojas, azules (blue) y amarillas respectivamente.

- Con el comando “sample of urna” obtener una muestra de 10 bolas

con reemplazo

- Contar el nimero de R’s en las muestras

- Repetir 1000 veces el proceso anterior para obtener 1000 valores

- Geraficar la distribucién de los resultados.

La captura de pantalla de la Figura 11 muestra las diferentes salidas que
el software proporciona a algunas de las acciones correspondientes a los
pasos anteriores. Note que la salida grifica es una distribucién que indica
que los valores centrales son muy frecuentes, mientras que los valores en los
extremos son muy poco frecuentes. Para hacer una buena prediccién se
descartan aquellos valores que tienen muy poca probabilidad, por ejemplo,
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0,1, 9 y 10, pues su frecuencia total suma menos del 5% (en la simulacién
es de 2%). La prediccién es entonces su complemento, es decir, el rango de
2 a 8 que tiene una probabilidad de poco mds del 95%. Una prediccién mds
precisa, pero con menos probabilidad, se obtiene descartando los resultados,
0,1,2,5,9y 10, cuya frecuencia es del 12.2%. Entonces, el rango de 3 a 7
tiene una probabilidad de 87.8%.

Figura 11

Captura de pantalla de los resultados de la simulacion

Conclusiones

Los tres problemas que hemos recuperado de la investigacién didactica en
probabilidad han sido innovaciones metodoldgicas para explorar las intui-
ciones y razonamiento en probabilidad de los estudiantes. Cada uno buscaba
ofrecer evidencia de hasta qué punto las intuiciones o razonamiento de los
estudiantes son capaces de lidiar con la incertidumbre, en el caso de Alarcén,
con la aleatoriedad en el problema Green, y con la variabilidad en la investi-
gaciéon de Shaughnessy et al. (1999). Los resultados obtenidos, en los tres
casos, indican que la mayoria de los estudiantes no ha desarrollado las intui-
ciones o recursos de razonamiento para elegir las respuestas mas razo-
nables. Por esto nos preguntamos ;Cémo transformar los problemas en
instrumentos para la ensefianza?

Esperamos que los bosquejos que hemos hecho sobre el uso del software
para abordar los problemas hayan mostrado que con pocos recursos mate-
miticos y simbdlicos por parte de los estudiantes se pueden obtener resultados
matemadtica y estadisticamente sofisticados. Esto es posible porque, con el
software, el estudiante entra en un micro-mundo en el que se encuentra con
formas concretas de varios conceptos y puede manipularlos y obtener
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informacién de ellos (Bichler et al. 2013); por ejemplo, destaca que los
estudiantes pueden generar, operar y sacar informacién de distribuciones de
frecuencia sin haber pasado por episodios en los que se les ensefie el
concepto de distribucién.

No estamos obviando que el manejo del software requiere un proceso de
aprendizaje, sin embargo, el gasto de tiempo y energia para las generaciones
actuales (mds acostumbradas que las anteriores al funcionamiento de la
tecnologia) es menor que el tiempo y energia que requiere el aprendizaje
del contenido matemdtico (en los casos en que dicho aprendizaje es posible
en este nivel) para entender los conceptos de probabilidad en cuestién.
Tampoco se quiere implicar que el aprendizaje de aspectos de probabilidad
con ayuda de tecnologia sustituya a un aprendizaje analitico mas formal;
mids bien, lo que se quiere es crear antecedentes intuitivos efectivos que
fortalezcan y ayuden a profundizar el aprendizaje formal.

También conviene aclarar que todavia hace falta traducir las propuestas
que se hicieron acerca del uso del software en investigacién de disefio (Bakker,
2018). Esto quiere decir elaborar lecciones para un nivel escolar determinado
en las que se especifiquen los pasos a seguir en el aula y la forma de presentar
los problemas, implementar las lecciones y observar el avance en el desempefio
y razonamiento de los estudiantes. Finalmente, y lo mds importante,
mediante el andlisis retrospectivo revelar en qué medida se cumplen los
supuestos de que la tecnologia ayuda, con la materializacién de las propuestas
aqui sugeridas, a desarrollar las grandes ideas de incertidumbre, aleatoriedad
y variabilidad de los estudiantes.
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RESUMEN

Se presenta el andlisis y evaluacién de las respuestas dadas por 94 estudiantes de
bachillerato al problema de las cuerdas, considerando la congruencia entre la argu-
mentacién de la respuesta numérico-verbal y su representacion visual. En un
problema se pide construir una cuerda con ayuda de cuerdas mds pequefias. Se usaron
dos grupos: uno experimental, llamado “experimentador inmerso” (la mitad de los
estudiantes, seleccionada al azar), donde se reformuld el comienzo del problema
“Imagina que quieres hacer una cuerda...”. Para el grupo de control se mantuvo la
formulacién original. En la hoja de trabajo, los estudiantes de ambos grupos debian
de dibujar su solucién al problema. Debido a que las diferencias entre los desempefios
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INTRODUCCION

La resolucién de problemas juega un papel importante en las matemdticas
escolares. Los problemas verbales motivan al estudiante a pensar de forma
creativa, especialmente cuando representan un reto, sea conceptual o proce-
dimental. Ademds, tal actividad ofrece las oportunidades para el progreso de
diversas habilidades y permite el desarrollo de nuevos conceptos y su forta-
lecimiento (Dewolf et al., 2014; Verschaffel et al., 2000; Verschaffel et al.,
2020). Hay consideraciones en los problemas verbales cuyas caracteristicas
pueden referirse a situaciones del mundo real, haciendo que la solucién
aceptable se tenga que interpretar en el contexto que conlleva a la formulacién
del problema, mientras que otros problemas solo enfocan a los estudiantes
en operar con los datos numéricos (Dewolf et al., 2014).

El problema de las cuerdas que se tomé para este estudio dice:

“Un hombre quiere hacer una cuerda suficientemente larga para estirarla

entre dos postes y colgar varias prendas. Los dos postes se hallan a 12

de distancia entre si. Sin embargo, solo dispone de cuerdas cortas de

1.5 metros de largo cada una. ;Cudntas de estas cuerdas cortas necesita

atar juntas para obtener una cuerda larga que se pueda estirar entre los

postes para colgar las prendas?”

Este problema fue usado en las investigaciones previas por Dewolf et al.
(2014) con 402 nifios turcos y 233 nifios de Bélgica, cuyas edades oscilaban
entre los 10 y 11 afios. En tal estudio se aplicaron problemas verbales donde
se inclufa una ilustracién relacionada con la situacién del problema, una
advertencia de una situacién real, o ambos. Se dividieron en cuatro distintos
tipos de aplicacién: con ilustracién y sin advertencia de situacién real, sin
ilustracién y con advertencia, con ilustracién y advertencia, sin ilustracién ni
advertencia, que fue el grupo de control. Se esperaba que el uso de una
ilustracién adjunta al problema ayudara a los estudiantes a crear un modelo
situacional contemplando las caracteristicas reales y, en consecuencia, llegar
a una solucién correcta. La intervencién no tuvo el efecto esperado, pues el
resultado de los nifios fue obtenido solamente de modo operacional. De
forma similar, las advertencias realistas en la formulacién tenian el mismo
fin. Sin embargo, no se encontré un efecto positivo del uso de la ilustracién
y/o de la advertencia al momento de la solucién del problema que considerara
como correcta una solucién realista a estos problemas. En otras palabras, los
nifios no atendieron las consideraciones realistas al resolver problemas ver-
bales, aunque tuvieran una ilustracién y/o advertencia que los indujera a esto.

La combinacién de una ilustracién y/o una advertencia no condujo al
aumento de soluciones estadisticamente significativas del uso de considera-
ciones realistas. Eso muestra la tendencia de los estudiantes a abordar los
problemas de forma numérica no realista.
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Posteriormente, Herrera et al. (2015) realizaron un estudio de corte
cualitativo con 98 estudiantes de educacién secundaria de Puebla, divididos
en tres grupos diferentes: discusion previa (32 estudiantes), “experimentadores
inmersos” (30 estudiantes) y un grupo de control (36 estudiantes). Se usaron
dos versiones del problema: la primera como un problema verbal de las
cuerdas (grupo de discusién y grupo de control), y en la segunda se reformulé
el inicio del problema (Imagina que...), buscando que el estudiante percibiera
el problema como propio, como si estuviera dentro de la situacién, lo que
Zwaan (2004) llama “experimentador inmerso”.

Primero se aplicé el Test de Pensamiento Légico (TOLT) en su versién
en espafiol (Acevedo & Oliva, 1995) con el fin de ver si el nivel de razona-
miento 16gico hace algin aporte a las consideraciones realistas en los argu-
mentos y representaciones que pueden dar los estudiantes al resolver un
problema verbal realista. En el grupo de discusién previa se aplicé un
problema: “el mejor tiempo de Juan en la carrera de los 100 7 es de 17
segundos. ;Cudnto tiempo tardard en realizar una carrera de 1 km?”. Este
problema tenia como finalidad la reflexién ante una posible respuesta numérica
y el contexto real del corredor, ya que una persona no puede correr de manera
constante, lo que muestra un pensamiento lineal.

Por otro lado, en el grupo de “experimentadores inmersos” se buscaba
que los estudiantes se consideraran parte del problema con la intencién de
generar en ellos el contexto real y fomentar las consideraciones realistas. Se
supone que, en tal caso, las respuestas al problema dejardn de ser solamente
operacionales. El grupo de control no tuvo ninguna experiencia ni sugerencia
sobre elementos realistas en la solucién del problema.

Los resultados de la investigacién de Herrera et al. (2015) arrojaron que
en los grupos de discusion y de “experimentador inmerso” se pudo inducir
las condiciones realistas, lo que aumenté el desempefio en la solucién del
problema verbal que no depende del razonamiento légico del estudiante.

En el presente estudio se cambié la metodologia, no hubo grupo de
discusién previo, solo se consideraron dos grupos: el de “experimentador
inmerso” y el grupo de control. Ademds, no se dieron ilustraciones como
parte del problema, sino en ambos grupos se pidieron que los resolutores las
hicieran para tratar de activar el conocimiento del mundo real como parte
del modelo situacional del problema. El objetivo de esta investigacién era
analizar y comparar las respuestas que incluian dentro de la formulacién al
resolutor como parte del problema, con respecto a la formulacién que arrojé,
en estudios anteriores, respuestas puramente operacionales.

MARCO CONCEPTUAL
Los problemas verbales estin presentes dentro del aula de matemadticas e,
incluso, en exdmenes de opcién multiple que forman parte de evaluaciones
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nacionales e internacionales. Verschaffel et al. (2000) describen a los pro-
blemas verbales como situaciones problemdticas, normalmente presentadas
en un contexto escolar, en las que se plantea una pregunta cuya respuesta se
puede encontrar realizando operaciones matemdticas con los nimeros del
problema. La solucién para este tipo de problemas no es trivial, ya que la
informaci6n presentada generalmente no estd relacionada (Bonnen, 2015).

Sin embargo, los problemas verbales pueden tener o no algin algoritmo
establecido. Su solucién puede ser apoyada mediante estrategias cognitivas
llamadas heuristicas, que ayudan a resolver la situacién donde no hay método
de solucién preestablecido. Aunque el uso de estrategias heuristicas no
garantiza el éxito en la solucién del problema, bien aplicadas aumentan
significativamente las probabilidades de una respuesta correcta.

Una de las heuristicas es la representacién pictérica, que visualiza los
datos del problema y la relacién entre ellos. Por esta razén, se consideran las
definiciones de dibujos situacional y matematico. Rellensmann et al. (2017)
definen como dibujo situacional a “una representacién exteriorizada del
modelo de situacién que representa graficamente los objetos descritos en la
situacién problemitica de acuerdo con su apariencia visual”. Asi mismo, un
dibujo matemdtico “es un dibujo abstracto porque proporciona una repre-
sentacién externa del modelo matematico” (p. 57).

Las representaciones visoespaciales pueden clasificarse segiin su natura-
leza. Segin Hegarty y Kozhevnikov (1999), hay dos tipos de representaciones:
las pictéricas, que son dibujos concretos de objetos o acciones que se describen
en el problema, y las representaciones esquemiticas, las cuales son mds
abstractas y se enfocan en las relaciones significativas entre las variables del
problema.

Aunado a estas representaciones, Boonen et al. (2014) establecen dos
tipos de representaciones esquematicas:

(1) las representaciones completas y correctas que presentan todos los
datos y las relaciones entre las variables; y

(2) las representaciones esquemadticas inexactas, donde las relaciones de
los elementos relevantes para la solucién del problema verbal faltan
o se encuentran mal dibujadas o relacionadas.

El contrato didictico (Brousseau, 1997) se puede describir como un
sistema de expectativas entre el profesor y los alumnos que son reciprocas y
que guian las acciones de ambos. Debido a esto, los estudiantes que resuelven
problemas pueden considerar como respuesta lo que esperan de la clase o de
su profesor. Por ejemplo, muchas veces realizan una operacién aritmética
con los valores que se presentan en el enunciado del problema, sin cuestionar
si la respuesta puede ser vilida dentro de un contexto real o si tiene sentido
dentro del problema, como se encontré en Dewolf et al. (2014).
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METODOLOGIA

Se aplicé el problema de las cuerdas en cinco grupos de bachillerato: uno de
primer semestre, dos de tercer semestre y dos de quinto semestre, teniendo
un total de 94 estudiantes cuyas edades varian entre 15 a 17 afios. La hoja
de trabajo contenia dos planteamientos del problema con formulaciones
distintas, como se muestra a continuacién. Los estudiantes también debian
dibujar sus soluciones de la manera mis realista posible.

Formulacion 1 (para el grupo experimental)

Imagina que tienes que hacer una cuerda lo suficientemente larga para
estirarla entre 2 postes y colgar varias prendas. Los postes se hallan a 12 m
de distancia entre si. Sin embargo, s6lo dispones de cuerdas cortas de 1.5 m
de largo cada una. ;Cudntos de estas cuerdas cortas necesita juntar para
obtener una cuerda larga que se puede estirar entre los postes para colgar las
prendas?

Formulacion 2 (para el grupo de control)

Un hombre quiere hacer una cuerda lo suficientemente larga para estirarla
entre 2 postes y colgar varias prendas. Los 2 postes se hallan a 12 7 de
distancia entre si. Sin embargo, el hombre sélo dispone de cuerdas cortas de
1.5 m de largo cada una. ;Cudntas de estas cuerdas cortas necesita atar juntas
para obtener una cuerda larga que se pueda estirar entre los postes para colgar
las prendas?

El total de participantes en cada una de las formulaciones fue de 47. En
la formulacién 1 fueron 29 mujeres y 18 hombres, mientras que en la
formulacién 2 fueron 27 mujeres y 20 hombres. La aplicacién fue aleatoria
en los cinco grupos de bachillerato. La formacién de dos grupos es una
mejora metodoldgica con respecto al estudio anterior porque elimina los
factores adicionales que pueden influir cuando los grupos experimental y de
control son independientes (por ejemplo, la preparacién académica del grupo
y las didécticas usadas por diferentes docentes).

Para comparar si la distribucién de respuestas correctas e incorrectas del
grupo experimental difiere significativamente del grupo de control, se llevé
a cabo una prueba de hipétesis, empleando el software estadistico IBM
SSPS. La hipétesis nula y alternativa quedé expresada de la siguiente manera:

(Hipétesis nula) Hy = Distribucién de categorias Correcta/Incorrecta del

grupo control = Distribucién de categorias Correcta/Incorrecta del grupo

experimental

(Hipdtesis alternativa) H; = Distribucién de categorias Correcta/Inco-

rrecta del grupo control # Distribucién de categorias Correcta/Incorrecta
del grupo experimental
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Para elegir el tipo de prueba — paramétrica o no paramétrica — se debe
tomar en cuenta que una prueba paramétrica requiere que se verifiquen una
serie de supuestos antes de aplicarla: “variables cuantitativas continuas,
distribucién normal de las muestras, varianzas similares y tamafo de las
muestras, mayor a 30 casos” (Berlanga & Rubio, 2012; p. 102). Una prueba
no paramétrica estd libre de estos supuestos. También es importante sefialar
que la investigacién ha mostrado que las pruebas no paramétricas son tan
buenas como las paramétricas, o incluso mds potentes, para identificar
diferencias poblacionales a pesar de estar libre de supuestos (Wackerly et
al., 2008). “Por esta razén, muchos expertos en estadistica estin a favor del
uso de procedimientos estadisticos no paramétricos en vez de sus equivalentes
paramétricos” (p. 742).

Para la presente investigacién se decidié emplear una prueba no paramé-
trica, dado que se trata de una variable ordinal de tipo dicotémica (los resul-
tados posibles son dos categorias, correcta o incorrecta) y no se cumplieron
los supuestos de normalidad y homogeneidad de varianza al emplear una
prueba K-S de una muestra y una prueba de Levene, respectivamente. La
prueba no paramétrica empleada para comparar dos muestras independientes
es la U de Mann-Whitney. Después de correr dicha prueba, el SPSS arrojé
un estadistico de Z = 1.485 con un valor de significancia p = 0.137. Este
valor de significancia es mayor a 0.05 y, en consecuencia, no se rechaza la
hipétesis nula. Es decir, en ambos grupos (experimental y control) hay una
distribucién similar de respuestas correctas e incorrectas. En el contexto del
experimento, esto significa que la sola referencia a imaginar una experiencia
cotidiana del acertijo de cuerdas para sujetar entre postes no es suficiente
para arribar a una respuesta realista del acertijo.

Se clasificaron las respuestas en diferentes categorias considerando la
justificacién textual del estudiante, el tipo de representacién visual y la
respuesta final al problema.

RESULTADOS

La mayor parte de las respuestas correctas (nimero mencionado de cuerdas
mayor que 8 y dibujo realista) se encuentran en la formulacién 1 (“experi-
mentador inmerso”), mientras que las respuestas incorrectas abundaron en
donde no se inicia el problema pidiendo que el informante imagine la situacién.
También hubo respuestas alternativas que, debido a las argumentaciones de
los estudiantes y los dibujos, no se consideraron como respuestas ni correctas
ni incorrectas.

Respuestas incorrectas
En las respuestas incorrectas, la respuesta cominmente presentada fue la de
8 cuerdas porque usan los datos numéricos junto con la operacién de divisién
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para justificar la obtencién de dicho valor (12 m/1.5 m = 8). La respuesta es
matemdticamente correcta, pero no es aceptable contextualmente porque no
se consideran los datos realistas del problema, como son la pérdida de cuerda
en los amarres o la cuerda que se utiliza para amarrarlas a los postes. Este
comportamiento de los estudiantes es una manifestacién del “contrato
didictico” (Brousseau, 1997), pues ellos creen, segin lo acostumbrado en las
clases de matemiticas, que para resolver un problema basta usar todos los
datos numéricos y una o més operaciones aritméticas (Tabla 1).

Tabla 1
Tipos de respuestas para el problema de las cuerdas
Tipos de respuesta Imagina Un hombre
Correcta completamente 17 11
Parcialmente correcta 4 3
Incorrectas 22 29
Consideraciones aternativas 4 4
Total de casos 47 47

Nota. Categoria de las respuestas. Fuente propia

A continuacién se presentan las principales operaciones usadas en las
respuestas incorrectas, asi como la argumentacién del estudiante al justificar
su respuesta.

Sin reflexionar el aspecto realista del problema, el estudiante considera
solamente los datos de 12 metros y la longitud de la cuerda 1.5 metros y
hace una operacién aritmética de divisién como se muestra en la Figura 1.

Figura1

Respuesta incorrecta de 8 cuerdas usando division

Fuente propia

En cuanto a la argumentacién de las respuestas donde se usan la divisién,
algunas de ellas son:
Se mide la distancia de los postes, medir las cuerdas que se van a usar y asi hacer
la cuenta de cudntas se van a usar para completar esa distancia entre los postes.
Se debe de tener una cantidad de 8 cuerdas de 1.5 para hacer la cuerda lo
suficientemente larga para alcanzar 12 metros.
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La respuesta se calcula por medio de la multiplicacién, posteriormente,
utiliza la divisién para comprobar el resultado de la operacién. En la Figura
2 se presentan dos tipos de respuestas usando ambas operaciones.

Figura2

Respuesta incorrecta de 8 cuerdas usando division y multiplicacion

Nota. Fuente propia

Es importante sefialar los razonamientos escritos de los estudiantes que
usaron ambas operaciones, que a continuacién se presentan:

Para saber cudntas cuerdas necesitaria, simplemente dividiria 12 entre 1.5 por
lo que el niimero multiplicado por 1.5 me daria 12 metros, Ast, podria saber el
numero exacto d{,’ cuerdas cortas que se netesifaria.

Sabiendo que ya tengo la distancia entre los postes divido 12 metros entre 1.5
para saber cudnta cuerda necesito. Ocho cuerdas, al juntarlas daria la medida
exacta que se reqmere.

A su vez, como en el caso de la divisién que se usa considerando los datos
del problema, los estudiantes también optan por sumar las cuerdas hasta
completar la distancia total, como se muestra en la Figura 3, donde se hacen
las sumas de 1.5 con 1.5 que permiten obtener un nimero entero que
posteriormente se asocia con cuatro veces tres igual a 12.

Figura3

Respuesta incorrecta de 8 cuerdas usando sumas

Nota. Fuente propia

En la argumentacién que se presenta en la operacién de la suma se
presentan frases como:
Primero se mediria la distancia entre poste a poste al igual que el de mis cuerdas,
después hago una simple suma.
Lo que podriamos hacer es sumar 1.5 hasta 12 para llegar al resultado.
Voy juntando las cuerdas hasta que llegue a la longitud entre poste y poste.
De igual forma, la multiplicacién, que es similar a una suma repetitiva,
también es viable matematicamente para obtener el resultado de ocho cuerdas
sin considerar el aspecto realista. Un ejemplo se presenta en la Figura 4.



MARTHA PATRICIA VELASCO ROMERQO Y JOSIP SLISKO IGNJATOV 121

Figura 4

Respuesta incorrecta de 8 cuerdas usando la multiplicacion

Nota. Fuente propia

Con respecto a la justificacién de las respuestas en palabras, las frases

encontradas dentro del plan de solucién fueron:
Multiplicar 1.5 por 8 porque con esta operacion te saldrd el resultado de 12.
Yo usaria una multiplicacion porque nos da la medida exacta de poste a poste.
Solo busqué un niimero que me diera 12 y comencé por 10 que me da 15 metros,
después probé con 8 y me dio 12.

En el caso donde solo se usé la representacién y la argumentacion para
la respuesta de ocho cuerdas, el estudiante escribié lo siguiente: “Podria
poner las cuerdas en el suelo hasta que llegue a la medida del otro poste y
con esto puedo descubrir qué medida tienen”. Debido a esto, la representacién
pictérica es la que se muestra en la Figura 5, donde las cuerdas se muestran
en el piso y no en altura para el tendedero.

Figura5

Representacion de puesta incorrecta de 8 cuerdas usando la multiplicacion

Nota. Fuente propia

Por otro lado, las representaciones de las respuestas donde se hicieron
solo operaciones corresponden a tener dos postes, simbolizando a las cuerdas
por medio de una linea recta. También se descarta el uso de cuerdas alrededor
de los postes para unirlos. Otro dato caracteristico de estas representaciones
es ilustrar la respuesta de ocho cuerdas juntindolas una seguida de la otra,
formando la distancia total de 12 metros como se muestra en la Figura 6.

Figura 6

Representacion de respuesta incorrecta de 8 cuerdas

Nota. Fuente propia
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Recapitulando el total de respuestas incorrectas, la mayor cantidad fue
para la respuesta de 8 cuerdas. En la justificacién con operaciones del
problema tanto para la formulacién uno y dos se recurrié a la suma, divisién,
multiplicacién y dos operaciones al mismo tiempo, las cuales fueron divisién
y multiplicacién. En el caso de la formulacién 1 se encontraron dos dibujos
sin operaciones aritméticas como se muestra en la Tabla 2. Ademads, se
encontraron cuatro respuestas que no correspondian a la respuesta incorrecta
de 8 cuerdas, cuya representacién corresponde a 8 cuerdas, pero con otras
operaciones que no tienen el resultado correcto al hacerlas.

Tabla 2
Tipos de respuestas incorrectas para el problema de las cuerdas
Tipos de respuesta Imagina Un hombre
Suma 2 4
Dibujo sin operaciones 2 0
Divisién 4 9
Multiplicacion 13 8
Multiplicacion y division 2 4
Otras respuestas con resultado diferente de 8 cuerdas 0 4
Total de casos 22 29

Nota. Fuente propia

Respuestas correctas

Las respuestas completamente correctas responden a consideraciones realis-
tas, y en sus representaciones presentan respuestas mayores a 8 cuerdas, ya
que se considera la pérdida de cuerdas en los amarres, como también en los
pedazos adicionales que se utilizan para amarrar las cuerdas a los postes. A
continuacién se muestran los principales ejemplos en cada una de las
respuestas correctas en las dos diferentes formulaciones del problema. Es
necesario recordar que para estar en esta clasificacién se consideraron tres
factores: (1) la respuesta final; (2) la argumentacion del estudiante; y (3) la
representacién con detalles que puede presentarse por medio de una repre-
sentacién esquemitica o pictérica con los detalles suficientes.

En la respuesta del uso de nueve cuerdas, la solucién corresponde a
calcular por medio de una divisién o multiplicacién la distancia total requerida,
que son 12 metros, y dividirla entre los 1.5 metros. Posteriormente, considerar
la pérdida de cuerda al amarrarlas entre si y a los postes. A continuacién se
presenta el plan para poder llevar a cabo la tarea en un estudiante que colocé
la respuesta de 9 cuerdas:
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1. Verificar que las cuerdas cubran los 12 metros y hacer los ajustes

necesarios.

2. Amarrarlas entre si de manera éptima.

3. Atar los extremos a cada poste

4. Verificar que la cuerda resista.

En la representaciéon que se puede ver en la Figura 7 se presentan las 9
cuerdas con puntos que representan los amarres, y se hace una aclaracién
que justifica la respuesta mencionando que se debe aumentar el nimero
total de cuerdas para cubrir el espacio que se les resta al hacer los nudos
entre ellas. Esta respuesta se obtuvo de la formulacién 1 del problema.

Figura 7

Represenz‘acio’n de una respuesta camplelamente correcta

Nota. Representacion de la respuesta de 9 cuerdas. Fuente propia

En otra representacién de la misma respuesta de 9 cuerdas en la formu-
lacién 2 del problema, se pueden observar detalles pictéricos, como son los
amarres alrededor de los postes —representados por medio de lineas—, asi
como la simulacién de los nudos que se usan entre cuerdas. Otro detalle
importante es que los postes que se usan son de un farol y de un poste de
luz, relacionados con los que se pueden ver en las calles de la ciudad, tal
como se observa en la Figura 8.

Figura 8

Representacion de una respuesta completamente correcta

Nota. Representacion de la respuesta de 9 cuerdas. Fuente propia

Por otro lado, en la respuesta de 10 cuerdas destacan argumentos similares
a los que se presentan en la respuesta de 9 cuerdas, como son: tomando en
cuenta que dejaremos sobrante para atarla a los postes, quedaria justo si solo son 8
cuerdas, debido a que al atar las cuerdas se pierde un poco su longitud y por eso
necesitaria mds.
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Un plan completamente detallado se presenté en la formulacién 1 del
problema, el cual se describe de la siguiente forma:

1. Juntar todas las cuerdas para que sea mds ficil.

2. Después, atar cuerda a cuerda, hasta que sea larga.

3. Ver si del poste A al poste B alcanza, sino amarrar mds, de lo

contrario dejarla asi.

4. Por tltimo, atar los extremos a los postes.

Cabe destacar que en esta representacién se toma un dibujo con detalles
pictéricos que justifica la respuesta de las 10 cuerdas, ademis, senala la
longitud entre cada una de ellas y hace un circulo alrededor del poste que
simula el amarre de las cuerdas, tal como se puede ver en la Figura 9.

Figura 9

Representacion de una respuesta completamente correcta

Nota. Representacion de la respuesta de 10 cuerdas. Fuente propia

De modo idéntico se presenta la respuesta de 10 cuerdas con la formula-
cién 2 del problema, como se muestra la Figura 10. En esta representacién
hay ocho cuerdas amarradas entre si. Ademads, se indica numéricamente la
unién de dos cuerdas en los extremos que son amarradas en cada uno de los
postes; por lo cual, la representacién es un dibujo pictérico que muestra
completamente el uso de las 10 cuerdas.

Figura 10

Representacion de una respuesta completamente correcta

Nota. Representacion de la respuesta de 10 cuerdas. Fuente propia

En cuanto a la representacién de la Figura 11, que corresponde también
a la formulacién 2 del problema, se considera una representacién no pictérica,
sino mds esquemdtica correcta y completa que representa las variables del
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problema, tomando en cuenta que si queda cuerda en los extremos la dejaria
en los postes, y considera la longitud de las cuerdas en su representacién. Se
justifica su respuesta mencionando que las dos cuerdas restantes corresponden
al amarre entre cuerdas y el de alrededor de los postes.

Figura 11

Representacio’n esquemadtica correcta

Nota. Representacion de la respuesta de 10 cuerdas. Fuente propia

En otra representacién que se dio como respuesta a la formulacién 1
(Figura 12), que llamaremos dibujo completamente pictérico —ya que se
presentan elementos como el sol, nubes, la ropa colgada en ganchos y una
casa—, la unién de las cuerdas estd representada por medio de cruces y se
hace alusién al amarrar la cuerda alrededor de los postes, ademds de que en
esta representacién no se incluyen datos numéricos. La justificacién de la
respuesta es que se unieron 10 cuerdas para conseguir méds de 12 metros de
distancia entre los postes y amarrarlos a cada uno para poder colgar la ropa,
son 10 cuerdas para poder darle la vuelta al poste porque con 8 quedaria
justo.

Figura12

Representacion de una respuesta completamente correcta

Nota. Dibujo completamente pictérico con respuesta de 10 cuerdas. Fuente propia

En la respuesta de 12 cuerdas de la primera formulacién se presenta
textualmente un problema al amarrar las cuerdas, pues se considera que se
debe de hacer un amarre lo suficientemente bueno para que aguante y pueda
llegar a los 12 metros, debido a esto se pierde la longitud, y por esa razén
serfa necesaria mds cuerda. En primer lugar, se atan las primeras cuerdas al
primer poste y se van amarrando segln se necesiten. Los amarres entre ellas
son los once que se presentan entre los postes, mientras que los amarres al
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poste estin representados por medio de un mofo, lo que se muestra en la

Figura 13.

Figura 13

Representacion esquemdtica para la respuesta de 12 cuerdas

Nota. Fuente propia

En la segunda formulacién del problema se da la respuesta completa-
mente correcta de 13 cuerdas. Se presenta la justificacién de que se perderdn,
aproximadamente, 10 centimetros de cuerda al atarlas entre si, lo que equivale
a dos metros con veinte centimetros. Es decir, a la distancia de los 12 metros
entre los postes se deben de agregar, aproximadamente, tres metros mds, lo
cual representa 15 metros en total. La cantidad de cuerdas para 15 metros
son 10, maximiza la cantidad de cuerdas al siguiente entero que son 11
(Figura 14). Adicionalmente, se agregan dos cuerdas mds para atar los postes.

Figura 14

Representacion de la justificacion de la respuesta completamente correcta de 13 cuerdas

Nota. Operaciones y justificacién de las 13 cuerdas. Fuente propia

La Figura 15 muestra la distancia entre los postes de 12 metros, pero
con el uso de trece cuerdas amarradas entre si, representadas por medio de
unos pequeifios circulos; a su vez, esta cuerda pasa alrededor de los postes.

Figura 15

Represenmcio’n una respuesta completamenz‘e correcta

Fuente propia
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Recapitulando, se presenta una diversidad en el caso de las respuestas
completamente correctas en ambas formulaciones del problema. La respuesta
mds popular que se encontré en este estudio fue la de 10 cuerdas. En la
justificacién del problema, tanto para la formulacién uno y dos, se usaron
dos operaciones al mismo tiempo, que en este caso fueron la multiplicacién
y la suma, aunque en algunos procedimientos se encontraron mds de dos
operaciones usadas. A continuacion se presentan las respuestas en la Tabla 3.

Tabla 3
Tipos de respuestas completamente correctas para el problema de las cuerdas
Tipos de respuesta Imagina Un hombre
Suma 2 4
Dibujo sin operaciones 2 0
Divisién 4 9
Multiplicacion 13 8
Multiplicacién y division 2 4
Otras respuestas con resultado diferente de 8 cuerdas 0 4
Total de casos 22 29

Nota. Categoria de las respuestas correctas. Fuente propia

Respuestas parcialmente correctas

Las respuestas parcialmente correctas caen en esta categoria debido a que se
tienen discrepancias entre el nimero de cuerdas finales con la representa-
cién visual. En la Tabla 4 se presentan el nimero de cuerdas que son supe-
riores a la respuesta incorrecta de 8 cuerdas. De igual forma, la justificacién
fue por medio de operaciones, principalmente usando la multiplicacién.

Tabla 4
Tipos de respuestas parcialmente correctas para el problema de las cuerdas
Tipos de respuesta Imagina Un hombre
9 cuerdas 1 2
10 cuerdas 2 0
11 cuerdas 1 0
Afiadir de 1 a6 cuerdas méas 0 1
Total de casos 4 3

Nota. Categoria de las respuestas parcialmente correctas. Fuente propia
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Es necesario hacer énfasis en que las respuestas en ambas formulaciones
del problema no llegaron a ser completamente correctas debido a que la
representacién no fue acorde con el nimero de cuerdas que se presenta
como respuesta final. En una de ellas no se hizo representacién (Tabla 5).

Tabla 5
Tipos de representacion para la respuesta parcialmente correctas en el problema de las
cuerdas
Tipos de respuesta Imagina Un hombre
Con representacion, pero no corresponde a la respuesta final 3 3
Sin representacion 1 0
Total de casos 4 3

Nota. Categoria de las respuestas correctas. Fuente propia

A continuacién se presentan ejemplos de representaciones para las
respuestas parcialmente correctas. En la Figura 16 se ven solo cinco uniones
de cuerdas, pero en la justificacion corresponde a la respuesta de 9 cuerdas,
ademds de que no se coloca en los postes el uso de cuerda para amarrar el
tendedero. De la misma forma, otro estudiante hace énfasis en que se pueden
usar de una a seis cuerdas adicionales a las 8 que forman los 12 metros entre
los postes, pero tampoco se representa el total de cuerdas ni los nudos nece-
sarios entre postes.

Figura 16

Representaciones de respuestas parcialmente correctas

Nota. Fuente propia

Condiciones alternativas en otro tipo de respuestas

Debido a que la naturaleza del problema depende completamente del
contexto que conoce el estudiante, se tienen cuatro respuestas que corres-
ponden a cada una de las formulaciones del problema. Algunas se presentan
a continuacion, describiendo las caracteristicas adicionales al problema.

En la representacién de la Figura 17, que corresponde a la formulacién
uno del problema, el estudiante considera que se deben usar pinzas para
evitar agarrar espacio entre las cuerdas, esto con el fin de que solo se usen
las 8 cuerdas que, matemdticamente, hace la suma de la distancia total.
Ademis, propone unir el poste con cinta adhesiva para no usar mds cuerdas.
En la representacién usa las “x” para sefialar la unién con las pinzas, mientras
que se usa otro simbolo para colocar el uso de la cinta adhesiva
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Figura 17

Representaciones de respuesta con condicion alternativa

Nota. Representaciones de solucién parcialmente correcta. Fuente propia

En la respuesta, representada en la Figura 18, se hacen varias observa-
ciones. En primer lugar, se considera que las cuerdas son entrelazadas entre
ellas mismas, conservando su longitud por completo. Se hace una observacién
adicional donde no es necesario rodear el poste, sino que basta con sujetarlo
de extremo a extremo, por lo cual no se puede considerar en las respuestas
incorrectas. Ademds, se justifica la respuesta porque el estudiante tiene un
contexto similar en su casa, donde el tendedero estd puesto de esta forma.
Esta respuesta es de 8 cuerdas y las operaciones que usa para comprobar su
razonamiento son una multiplicacién y una divisién.

Figura18

Representaciones de respuesta con cuerdas entrelazadas

Nota. Representaciones en solucién de 8 cuerdas con un contexto distinto. Fuente propia

En la Figura 19, el resolutor habla del uso de otros materiales adicionales a
las cuerdas, como puede ser el uso de pinzas que permita unirlas entre si, de
tal forma que no se pierda su longitud al juntarlas. En este caso se manten-
drian los 12 metros, ademds de que en los postes se usarian materiales
similares para poder unirlas a ellos sin la necesidad de amarrar una cuerda
alrededor de los postes.

Figura 19

Representaciones de respuesta considerando pinzas

Nota. Fuente propia
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Siguiendo un argumento similar al de la figura anterior, el estudiante
habla de broches que tienen las cuerdas, los cuales permiten unir unas con
otras de forma que no se pierda la longitud en las uniones entre ellas, como
se puede ver en la Figura 20. De igual forma, se usa el broche para sujetar
los extremos de las cuerdas a cada uno de los postes.

Figura 20

Representaciones de respuesta considerando broches

Nota. Fuente propia

CONCLUSIONES

La mayor parte de las respuestas completamente correctas se encuentra en
la formulacién de “experimentador inmerso”, aunque el andlisis estadistico
indica que no hay una diferencia significativa con respecto a las dos formu-
laciones del problema. Analizando cualitativamente cada una de las res-
puestas, las consideraciones realistas mencionan: amarres éptimos, el atar los
extremos de la cuerda mds larga a los postes, asi como la verificacién de la
resistencia de la cuerda. Las representaciones que se encontraron en las
respuestas correctas hacen referencia a los amarres entre las cuerdas y al atar
la cuerda alrededor de los postes, asi como otros elementos realistas que pueden
ser ropa y una lavadora.

Por otro lado, las respuestas incorrectas utilizan las operaciones de
multiplicacién, divisién y suma, o alguna de las combinaciones de los ante-
riores, esto con el fin de dar una respuesta donde tengamos un ndmero
exacto de cuerdas. En las argumentaciones de los estudiantes no se menciona
la pérdida de cuerda debido a los amarres. En cuanto a las representaciones
de estas respuestas, se utilizan lineas rectas para representar las cuerdas y
otras lineas para representar los postes, sin que haya una representacién que
indique los amarres entre las cuerdas. La justificacién operacional en las
respuestas incorrectas se debe a la presencia del “contrato diddctico”
(Brousseau, 1997), que es la causa de que las respuestas no realistas abunden
en las matematicas escolares. Un aspecto de tal fenémeno es usar dos opera-
ciones aritméticas para comprobar los resultados.

En cuanto a las respuestas parcialmente correctas, sélo hubo discrepancias
con respecto a la representacién y a la argumentacién con su respuesta final.
Si hubiese habido algtn tipo de intervencién adicional durante la resolucién
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del problema por parte del docente (pregunta orientadora o discusién en el
grupo), los autores de estas respuestas hubiesen llegado a una respuesta
completamente correcta. Ademds, en las respuestas que no se catalogaron
como correctas o incorrectas, los estudiantes hicieron uso de su contexto
para dar una solucién realista al problema de las cuerdas, lo que muestra
que, hasta cierto punto, tomaron en cuenta su entorno.

En las investigaciones futuras se deberia aumentar el nimero de estu-
diantes involucrados y reforzar la idea del “experimentador inmerso”, solici-
tando una descripcién verbal de las acciones que se deben realizar para
poder colgar la ropa. Como la inclinacién hacia las consideraciones realistas
espontineas aumenta con la edad, para detectar el mayor efecto de la inter-
vencién con el experimentado inmerso, los grupos de estudiantes deberian
ser de secundaria y/o primaria alta.

También seria interesante agregar otro grupo experimental que haga una
formulacién del problema que se complemente con un dibujo del elemento
necesario para la consideracién realista. Aunque inicialmente tal tipo de
intervencién no tuvo efecto importante (Dewolf et al., 2014), las posteriores
modificaciones (Weyns et al., 2017) fueron mis exitosas.

AGRADECIMIENTOS
Los autores agradecen a la Dra. Maria Elena Rodriguez Pérez (Universidad
de Guadalajara) el apoyo en el analisis estadistico.

REFERENCIAS

Acevedo, J., & Oliva, M. (1995). Validacién y aplicaciones de un test de razona-
miento 16gico. Revista de psicologia general y aplicada, 48(3), 339-351.
https://bit.ly/3FIcMOr

Berlanga, V., & Rubio, M. J. (2012). Clasificacién de pruebas no paramétricas.
Cémo aplicarlas en SPSS. REIRE. Revista d'Innovacié i Recerca en Educacid,
5(2),101-113. http://dx.doi.org/10.1344/reire2012.5.2528

Boonen, A.J. H., van Wesel, F., Jolles, J., & van der Schoot, M. (2014). The role of
visual representation type, spatial ability, and reading comprehension in word

problem solving: An item-level analysis in elementary school children.
International Journal of Educational Research, 68,15-26.
https://doi.org/10.1016/}.ijer.2014.08.001

Brousseau, G. (1997). Theory of didactical situations in mathematics. En N. Balacheff,
M. Cooper, R. Sutherland, & V. Warfield (Eds. & Trans.). Springer.
https://doi.org/10.1007/0-306-47211-2

Dewolf, T., Van Dooren, W., Ev Cimen, E., & Verschaffel, L. (2014). The impact of
illustrations and warnings on solving mathematical word problems
realistically. The Journal of Experimental Education, 82(1),103-120.
http://dx.doi.org/10.1080/00220973.2012.745468



https://bit.ly/3FIcM0r
http://dx.doi.org/10.1344/reire2012.5.2528
https://doi.org/10.1016/j.ijer.2014.08.001
https://doi.org/10.1007/0-306-47211-2
http://dx.doi.org/10.1080/00220973.2012.745468

132 EL FOMENTO Y LA EVALUACION DE LAS CONSIDERACIONES REALISTAS

Hegarty, M., & Kozhevnikov, M. (1999). Types of visual-spatial representations
and mathematical problem solving. Journal of Educational Psychology, 91,
684-689. http://dx.doi.org/10.1037/0022-0663.91.4.684

Herrera, Z.1. M., Slisko, J., & Lépez, J. A. L. (2015). Induciendo consideraciones
realistas de la solucién del problema “tendedero entre dos postes” en
estudiantes de secundaria: resultados iniciales y la influencia del nivel de
razonamiento légico. En L. A. H. Rebollar, J. Slisko, J., & Lépez, J. A. L.
(Eds.), Tendencias en la educacién matemitica basada en la investigacion.
(Vol. 1, pp. 117-137). Benemérita Universidad Auténoma de Puebla.
https://bit.ly/49k3Fk3

Rellensmann, J., Schukajlow, S., & Leopold, C. (2017). Make a drawing. Effects of
strategic knowledge, drawing accuracy, and type of drawing on students’
mathematical modelling performance. Educational Studies in Mathematics,
95(1), 53-78. http://dx.doi.org/10.1007/s10649-016-9736-1

Verschaffel, L., Greer, B., & De Corte, E. (2000). Making sense of word problems.
Swets & Zeitlinger Publishers.

Verschaffel, L., Schukajlow, S., Star, ]., & Van Dooren, W. (2020). Word problems
in mathematics education: a survey. ZDM, 52, 1-16.
http://dx.doi.org/10.1007/s11858-020-01130-4

Wackerly, D. D., Mendenhall ITII, W., & Scheaffer, R. L. (2008). Estadistica
matemdtica con aplicaciones. Cengage Learning.

Weyns, A., Van Dooren, W., Dewolf, T., & Verschaffel, L. (2017). The effect of
emphasising the realistic modelling complexity in the text or picture on pu-
pils’ realistic solutions of P-items. Educational Psychology, 37(10),1173-1185.
http://dx.doi.org/10.1080/01443410.2016.1259461

Zwaan, R. A. (2004). The immersed experiencer: Toward an embodied theory of

language comprehension. En B. H. Ross (Ed.), Psychology of learning and
motivation (Vol. 56, pp. 35-62). Academic Press.


http://dx.doi.org/10.1037/0022-0663.91.4.684
https://bit.ly/49k3Fk3
http://dx.doi.org/10.1007/s10649-016-9736-1
http://dx.doi.org/10.1007/s11858-020-01130-4
http://dx.doi.org/10.1080/01443410.2016.1259461

TERCERA TENDENCIA

ACTIVIDADES INNOVADORAS PARA EL
DESARROLLO DEL PENSAMIENTO
MATEMATICO



134



El razonamiento proporcional de alumnos
de telesecundaria unitaria a través del
uso de micromundos
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RESUMEN

El razonamiento proporcional es una idea fundamental de la matematica, este surge
inicialmente de manera cualitativa hasta transformarse en un razonamiento
cuantitativo. Durante su desarrollo existen diferentes aproximaciones que irrumpen
con su comprension, como la relacién aditiva o el empleo injustificado de la regla de
tres. El objetivo del trabajo es explorar el razonamiento proporcional de alumnos de
telesecundaria unitaria a través de la manipulacién de micromundos, identificando
niveles de razonamiento que permitan caracterizarlo en esta modalidad educativa.
A partir de los niveles de razonamiento proporcional propuestos por Karplus et al.
(1983), se han disefiado actividades compuestas por diferentes problemas de acuerdo
con los micromundos seleccionados (Excel y GeoGebra), empleando las herramientas
y el lenguaje de cada uno de los software como medio de exploracién por parte de
los alumnos, logrando identificar, a partir de sus respuestas a los problemas y sus
argumentos para justificar sus decisiones, el nivel en el que se encuentran y la impli-
cacién que tiene su construccién en colectivo. A partir de los posibles resultados y
las conclusiones que se obtengan, se busca poder proporcionar a las y los docentes
caracteristicas del razonamiento proporcional para que puedan identificar y promover
el desarrollo de las habilidades de sus estudiantes.
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INTRODUCCION

El razonamiento proporcional (en adelante RP) es una de las nociones
matemadticas que se trabajan en diferentes niveles educativos a través de una
variedad de acercamientos. Es un tipo de pensamiento complejo que implica
el reconocimiento de comparaciones como la covariacién entre magnitudes
y comparaciones multiples; ademads, estd relacionado con los métodos del
pensamiento cualitativo y cuantitativo (Heller et al., 1989).

EI RP no sélo estd presente en las matemadticas, sino que es fundamental
en la estructura descriptiva de la fisica y otras ciencias (Mochén Cohen,
2012). Piaget lo consideraba como un componente basico del razonamiento
formal, necesario para adquirir conceptos como el de probabilidad y correlacién
(Godino & Batanero, 2003).

Dentro del sistema educativo de México, el RP estd integrado en los
planes y programas de la educacién secundaria, si bien no estd presente
como RP, es atendido en los aprendizajes esperados (Secretaria de Educacion
Publica [SEP], 2017) para cada afio escolar:

* Primer afio: Calcula valores faltantes en problemas de proporcionalidad
directa con constante natural, fraccién o decimal (incluyendo tablas de
variacion). Resuelve problemas de cilculo de porcentajes, de tanto por
ciento y de la cantidad base.

* Segundo afio: Resuelve problemas de proporcionalidad directa e inversa
y de reparto proporcional. Analiza y compara situaciones de variacién
lineal y proporcionalidad inversa a partir de sus representaciones tabular,
grifica y algebraica. Interpreta y resuelve problemas que se modelan
con este tipo de variacién, incluyendo fenémenos de la fisica y otros
contextos.

* Tercer afio: Analiza y compara diversos tipos de variacién a partir de
sus representaciones tabular, grifica y algebraica que resultan de
modelar situaciones y fenémenos de la fisica y de otros contextos.

Por lo que “es un conocimiento que subyace en multiples nociones
matemdticas: la multiplicacién, el nimero relacional, la escala, el porcentaje,
la probabilidad, la funcién lineal entre otras” (Block, Mendoza & Ramirez,
2014, p.2)

Este estudio toma como poblacién a la telesecundaria unitaria debido a
que es una de las modalidades mds alejadas y con menor integracién en el
curriculo, ya que no cuenta con una propuesta curricular de acuerdo a sus
necesidades (Garcia, et al., 2019). A pesar de ello, muestra aportes pedagé-
gicos interesantes, tales como la construccién de aprendizajes en colectivo
por la diversidad de edades, de pensamiento y razonamiento (Bustos Jimémez,
2013), en donde las construcciones hechas por los alumnos involucran una
discusién y toma de decisiones, lo cual favorece su comunicacién matemadtica
y la justificacién de sus resultados.



CARLOS ALBERTO LUGO LUGO, ERIKA GARCIA TORRES Y SANTIAGO ALONSO PALMAS 137

A partir del uso de un micromundo seleccionado (GeoGebra) y una
serie de actividades desarrolladas en él, se busca identificar la manera en la
que los alumnos de telesecundaria unitaria se aproximan al RP, identifican-
do el tipo de razonamiento a partir de una clasificacién por niveles (Karplus,
et al., 1983), teniendo como principal enfoque las interacciones entre alumnos
multigrado, alumno-micromundo y micromundo-RP.

MARCO TEORICO

Razonamiento proporcional

E1 RP es un razonamiento matematico (Ferndndez Verdu & Llinares Ciscar,
2012) que denota un sistema de dos variables entre las que existe una relacién
de funcién lineal y puede caracterizarse como una relacién multiplicativa
constante (Karplus, et al., 1983). Hace referencia a detectar, analizar, explicar
y proporcionar evidencia en apoyo de afirmaciones sobre relaciones propor-
cionales (Lamon, 2020); ademds, no sélo implica el entendimiento de la
relaciéon multiplicativa que existe entre dos cantidades, sino que también
implica la habilidad de discriminar situaciones proporcionales de las que no
lo son (Modestou & Gagatsis, 2010).

La nocién de proporcién comienza a construirse en los primeros afios
educativos de manera cualitativa y 16gica, antes de que se estructure cuanti-
tativamente (Butto et al., 2019), permitiendo que se comprendan situaciones
proporcionales bajo términos del tipo “en ambos casos crecen” o “las dos
disminuyen”.

Respecto al RP de alumnos de secundaria, se ha identificado que acuden
con mayor comodidad al andlisis de tipo cualitativo que a los andlisis de tipo
cuantitativo, y cuando llegan a aproximarse de forma cuantitativa se funda-
menta, principalmente, en andlisis de indole aditivo, siendo esta una apro-
ximacién errénea (Sianchez, 2013).

Existen cuantiosos estudios enfocados en el RP, de los cuales se han
identificado los trabajos realizados de Karplus et al. (1983) y Lesh et al.
(1988) como pioneros. Para este estudio se retoma la categorizacion
propuesta por Karplus et al. (1983), generada a partir de las respuestas y las
estrategias de resolucién al problema “Mr. Tall/Mr. Short” por parte de
alumnos en edad escolar (12 a 15 afios), estableciendo asi cinco niveles, tal
como se describe en la tabla 1.

A partir de esta categorizacién se busca comprender el nivel de RP que
tienen los alumnos de telesecundaria unitaria con el uso de dos micromundos
bajo su conceptualizacién y perspectiva tedrica.

Micromundos
Un micromundo se define como un ambiente computacional de incorporacién
de un conjunto coherente de conocimientos cientificos y de relaciones dise-
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fiadas de forma que, con un conjunto adecuado de tareas y con principios

pedagdgicos, estudiantes pueden participar en la exploracién y construccién
de actividades ricas en generacién de significados (Healy & Kynigos, 2009)

Tabla 1

Niveles de razonamiento proporcional

Nivel

Incompleto

Cualitativo

Aditivo

Pre-proporcional

Proporcional

Niveles de razonamiento proporcional
Descripcion

En el nivel incompleto se adivina la respuesta o emplean una operacién
cuantitativa inapropiada. Se es capaz de identificar la relacién de dos
magnitudes, pero en el intento de resolver, se emplea alguna operacién que
no lleva a una solucién adecuada, ya sea porque la operacién no es la correcta
o el algoritmo fue mal desarrollado.

Se comparan las cuatro cantidades dadas, usando los términos més, menos
o términos equivalentes. El razonamiento proporcional aparece en etapas
iniciales bajo un razonamiento cualitativo, por lo que se puede identificar
una situacién de proporcionalidad cuando estd aumenta o disminuye, pero
atn no logra emplear un proceso cuantitativo.

Estrategia incorrecta que hace uso de diferencias en parte o todo el
razonamiento en vez de una relacién multiplicativa. Este nivel se desarrolla
desde un razonamiento cuantitativo, pero relaciona los datos bajo estructuras
aditivas.

Uso de factores multiplicativos para relacionar cantidades. Se reconoce la
situacién de proporcionalidad y se identifica el uso de los factores multipli-
cativos; esta categoria estd muy cercana al razonamiento proporcional, pero
aun no se logra establecer la igualdad de razones, el razonamiento parte del
reconocimiento del valor unitario.

Uso directo de razones y su equivalencia o no equivalencia. Dentro del
desarrollo del razonamiento proporcional, esta categoria es donde se puede
asumir que ya se ha desarrollado un razonamiento completo, puesto que
logra identificar las situaciones proporcionales de las que no la son, se
identifican términos como razén, constante de proporcionalidad y, ademds,
los procedimientos son correctos.

Nota. Propuesta tomada de Karplus et al. (1983)

La intencién de un micromundo es orientar a los alumnos hacia maneras
matemdticas de pensar a través de estructuras establecidas por el disefiador
y el software, los alumnos deben mantener cierta autonomia, asumir la
responsabilidad de sus acciones y de los resultados que producen (Noss &
Hoyles, 2019). A pesar de que el trabajo no tiene fines didicticos, se
contempla que el disefio creado puede desarrollar dichas habilidades en los

estudiantes.
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Histéricamente, los micromundos se distinguian por el uso de lenguajes
de programacién y disefio de ambientes de exploracién desde su programacién
hasta su interaccién. Con el paso del tiempo se recurrié a utilizar el término
micromundo para denominar médulos interactivos, ya sean independientes
(stand-alone software) o creados dentro de otro paquete que funciona como
plataforma (Cabri, Logo Micromundos, Excel, etc.). En ellos se explora una
idea manipulindola con los elementos provistos por el disefiador para un fin
en especifico, de forma que la tendencia actual es que el usuario inicamente
explore utilizando las herramientas dadas por el micromundo y no en la
modificacién de estos (Sacristian, 2003).

De manera especifica, un micromundo matemadtico es un lugar para
familiarizarse con un conjunto de ideas, situaciones problematicas o actividades
en donde el estudiante y el maestro pueden probar ideas dentro de un tema
de interés; ademds, la meta es la construccién de significado y de relaciones
que sirvan como modelo para un sistema formal, dando oportunidades para
crear modelos mentales que reflejan la estructura y composicién de los
sistemas formales (Weir, 1987). Es decir, a través de la manipulacién que
permiten los micromundos, los alumnos son capaces de probar hipétesis o
procedimientos que los lleven a una formalizacién del aprendizaje.

Para que un ambiente computacional se considere micromundo debe de
contener cuatro componentes (Hoyles & Noss, 1987):

* El componente del estudiante. Entendimientos y concepciones parciales

existentes que el alumno trae consigo a la situacién didédctica.

* El componente técnico. Software o lenguaje de programacién, y un
conjunto de herramientas que proveen un sistema de representaciones
para la comprensién de una estructura matemdtica o campo conceptual.

* El componente pedagdgico. Estructura de la investigacién y exploracién
de los conceptos plasmados en el componente técnico (los aspectos
fisicos puede ser el docente, libro, cartel, etc.).

* El componente contextual. Entorno social de las actividades.

Los componentes se relacionan en la forma como se muestra en la Figura 1,

teniendo como centro el componente técnico, integrando cada uno de los
demds componentes en una doble direccién.

Telesecundaria unitaria

Otra parte central del trabajo y cumpliendo con el rol de componente
contextual, el nivel educativo que se ha considerado pertinente para analizar
el RP a partir de la interaccién con un micromundo es la secundaria, debido
a que en este nivel se formalizan las nociones que se han trabajado en etapas
anteriores (educacién primaria), tales como porcentajes y conversién de
magnitudes. En secundaria surgen términos como proporcionalidad directa
e inversa, constante y razon.
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Figura 1

Relacion de componentes que integran un micromundo

Nota. Modelo basado en la propuesta de Hoyles y Noss (1987

Dentro de las modalidades presentes en la secundaria se ubica la telese-
cundaria, la cual es atendida con apoyo de un maestro generalista por grupo
(SEP, 2017). Una caracteristica de esta modalidad es que ofrece un servicio
educativo con el apoyo de los medios electrénicos de comunicacién social y
con materiales impresos (Calixto Flores & Rebollar Albarran, 2008).

El sistema de la telesecundaria se ve traspasado por la modalidad de
escuelas unitarias, o también conocidas como multigrado. Esta modalidad
se presenta en el sistema de educacién basica en México, desde preescolar
hasta el bachillerato.

La escuela multigrado es aquella donde los docentes atienden a alumnos
de diversos grados en una misma aula. Estas escuelas surgen con la necesidad
de atender alumnos que viven en zonas donde no ha sido posible establecer
una secundaria general o técnica por diferentes condiciones (distancia,
contexto rural, nimero de poblacién, etc.).

En secundaria, sélo las escuelas para migrantes y las telesecundarias
pueden ser multigrado (Santos, 2019). Debido a que la telesecundaria no
cuenta con maestros para las diferentes asignaturas, un solo maestro es el
responsable de todas las materias. En una telesecundaria multigrado o
unitaria (el término que mejor la define), el docente, ademds de ser respon-
sable de todas las asignaturas, es responsable de los tres grados.

Desde su origen, las escuelas multigrado han sido observadas como
incompletas, transitorias, provisionales o compensatorias, o incluso como
un auxiliar en la cobertura educativa en las zonas rurales. Aunque es
reconocida su existencia, desde las politicas educativas pareciese que se ha
apostado mds por su subsistencia que por su consolidacién (Schmelkes &
Aguila, 2019).

A nivel nacional, estas escuelas representan el 37.5% en educacién
preescolar (3 a 6 afios), el 41.8% en primaria (alumnos de 6 a 12 afios) y el
33.1% en telesecundarias, secundarias comunitarias e indigenas (12 a 15
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afios); atienden al 9.7%, 8.6% y 10.2% de alumnos respectivamente, en el
ciclo escolar 2019- 2020 (Comisién Nacional para la Mejora Continua de
la Educacién [MEJOREDU], 2021). Si bien no es un porcentaje mayor a la
mitad de las telesecundarias, el realizar estudios en esta modalidad ayuda a
visualizar la educacién desde un panorama alejado a lo que propone el
curriculo segmentado por grados escolares, otorgando la posibilidad de
visualizar qué sucede en una aula donde predomina la diversidad, al identi-
ficar la combinacién de experiencias, conocimientos, actitudes y formas de
pensar, pueden suscitar un aprendizaje colectivo y desarrollar su capacidad
de argumentacién y discusién entre pares (Bustos Jiménez, 2013).

Otra de las razones para considerar este sistema es que existe una invisi-
bilidad de la escuela multigrado en el dmbito de la investigacion educativa
(Arteaga, 2011). Los estudios son relativamente recientes, escasos y de corte
mis casual (Galvin Mora & Espinosa Gerénimo 2017); por estas razones,
seguir indagando en educacién multigrado puede resultar de gran apoyo
para los docentes que trabajan en estos centros educativos, otorgando un
panorama sobre el tratamiento del RP.

Objetivo y pregunta de investigacion
A partir de describir el RP, la nocién de micromundos y la telesecundaria
unitaria, este estudio tiene como objetivo explorar niveles de razonamiento
proporcional en alumnos de telesecundaria unitaria a través del uso de
micromundos para dar respuesta a la pregunta ;Cémo son los niveles de
razonamiento proporcional de los alumnos de telesecundaria unitaria a
través de la interaccién con micromundos?

Para cumplir con el objetivo se ha disefiado una serie de actividades que
permiten observar y comprender los argumentos y el porqué de las respuestas
de los alumnos.

METODO

El estudio presente es de tipo cualitativo con alcance exploratorio. La
poblacién de este estudio estd integrada por 18 participantes, alumnos
pertenecientes a la telesecundaria unitaria No. 316, ubicada en el municipio
de Apaseo el Alto, perteneciente al estado de Guanajuato y situada en un
contexto rural. De los 18 alumnos participantes, cinco pertenecen a primer
grado, ocho a segundo y cinco a tercer afio. Para su participacién se solicité
el consentimiento informado por parte de sus padres o tutores y su asenti-
miento antes del desarrollo de las actividades.

A partir del planteamiento del objetivo y la seleccién de la poblacion de
estudio, se trazé una ruta metodoldgica dividida en dos fases. En la primera
fase se eligieron dos micromundos (Excel y GeoGebra), el disefio de las
actividades, la primera aplicacién y el andlisis de los resultados obtenidos.
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La segunda fase la constituye el redisefio de las actividades, la segunda apli-
cacién, andlisis de datos obtenidos y resultados.

Primera fase

La aplicacién del primer disefio tuvo como finalidad conocer a los partici-
pantes, la escuela y su organizacién, pero sobre todo la funcionalidad de las
actividades, las cuales fueron disefiadas en Excel y GeoGebra considerando
la categorizacién de Karplus et al. (1983). Se planearon diferentes situaciones
y dreas correspondientes al RP y una serie de preguntas que ayudardn a
profundizar sus argumentos y sus respuestas. Ambos softwares (Excel y
GeoGebra) fueron evaluados de acuerdo a las caracteristicas y propiedades
que deben de cumplir para considerarse como micromundos.

Excel es una hoja de cdlculo desarrollada por Microsoft bajo un lenguaje
de programacién macro llamado Visual Basic. Algunas de sus funciones son
crear y manipular cdlculos, graficas, tablas, bases de datos, etc.

Respecto a GeoGebra, se trata de un software dindmico para la ensefianza
y aprendizaje de las matemadticas en diferentes niveles educativos, suele ser
uno de los ejemplos mds claros de un micromundo matemdtico debido a
que su manipulacién permite crear situaciones en donde los sujetos pueden
probar hipétesis o procedimientos, identificando elementos desde diferentes
dreas matemdticas; inclusive, las herramientas con las que cuenta permite
ver modelos en movimiento y analizar diferentes versiones de una sola
representacién. La razén de considerar a GeoGebra como parte del instru-
mento para nuestro estudio es porque permite analizar el RP en otro tipo
de situaciones, especificamente en el ambito geométrico.

El disefio en ambos software se desarrollé en dos actividades, en la
primera se plantea una exploracién controlada por el investigador en donde
los participantes conocen y se involucran con las herramientas y caracteris-
ticas de cada software. En la segunda se plantea una serie de actividades
para el explorar el RP, considerando el dominio que han adquirido respecto
al recurso y basdndose en las caracteristicas de manipulacién que otorgaba
cada software.

La aplicacién se llevé a cabo con todo el grupo distribuido en equipos
de trabajo integrados por cuatro o cinco estudiantes, cada equipo tenia a su
disposicién una laptop con acceso a las actividades. Para tomar registro de
lo que sucedia en cada equipo se conté con dispositivos de grabacién, tanto
de audio como de video.

A partir de la aplicacién del disefio se pudieron identificar aspectos
relacionados con el RP de los participantes. También se llevé a cabo un
andlisis de las actividades, una revisién tedrica respecto a los micromundos y
se tomaron decisiones respecto al tipo de intervenciones por parte del
aplicador y a la metodologia de pregunta-respuesta.
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Segunda fase

En esta fase se realiz6 un redisefio de actividades, eligiendo solo GeoGebra
para el desarrollo del micromundo de exploracién. Se establecieron cinco
actividades: exploracién, dos actividades de identificaciéon (relacién entre
segmentos por un deslizador y relacién entre tridngulos semejantes) y dos
actividades de construccién (construccion de dos segmentos bajo una razén
dada y construccién de un mosaico con un factor escala).

En términos tedricos se tomé la decisién de solo continuar con las
actividades de GeoGebra y desechar las de Excel, ya que Excel no muestra
ningdn simbolo de representacién disponible del proceso por el cual se llega
a la construccién final, es decir, se ingresa la férmula y se obtiene el resultado,
pero no es visible para los participantes el algoritmo que establece para
llegar a €.

A diferencia de la aplicacién del primer disefio, se conté con la partici-
pacién de observadores, los cuales participaron libremente y sin recibir ningtin
estimulo monetario o de algin otro tipo. Su principal funcién fue registrar
aquellos elementos observables y audibles referentes a las actividades en
términos de RP, relacién entre pares y relacién con el micromundo, que por
las condiciones del salén de clase no podian ser capturados por los disposi-
tivos de registro. Previo a la aplicacién se consideré una reunién de prepara-
cién, en la cual se expusieron las actividades que los participantes realizarian
y se compartieron elementos rescatados de la aplicacién de la primera versién
de las actividades, esto con el objetivo de sensibilizar a los observadores y
que tuvieran mayor claridad respecto a los registros que debian hacer.

El redisefio brindé la posibilidad de que los participantes exploraran con
mayor libertad, ya que, como se puede observar en la tabla 2, en el disefio
original las actividades estaban referidas a un solo nivel de razonamiento.
Por ejemplo, la actividad 2 fue pensada para identificar el nivel aditivo y pre
-proporcional, limitando las preguntas de exploracién a evidenciar solo ese
tipo de razonamientos.

Como diferencia, el redisefio buscaba que los participantes se situaran en
una actividad con un objetivo especifico y desarrollaran cualquier idea que
consideraran pertinente; por ejemplo, en la actividad dos, al buscar la relacién
entre dos segmentos, los participantes podian presentar cualquiera de los
niveles, esto ya no dependeria de las preguntas, sino de sus propias reflexiones.

Otro aspecto importante que buscaba favorecer el redisefio era priorizar
la actividad matematica sobre las dificultades que podian presentar los par~
ticipantes en el micromundo, es decir, que las actividades fueran sencillas en
disefio, pero ricas en generacién de discusion, participacién e integracién de
todos los participantes con el micromundo. Dentro de las actividades del
redisefio se planteé establecer una gradualidad en donde la primera activi-
dad funcionara como una oportunidad para que los participantes reconocie-
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ran los elementos del micromundo. En la segunda actividad se sigue con-

templando una exploracién, pero ya con implicaciones del RP. A partir de la
actividad 3 se esperaba que los participantes pudieran manejar las herra-
mientas de GeoGebra con un grado adecuado, en donde les fuera posible
expresar su RP.

Tabla 2

Comparacion entre actividades del primer disefio y del rediserio

—_

Primer Diseio

. Exploracién. Actividad en donde los partici-

pantes reconocian las herramientas y los
ments de GeoGebra.

. Comparacién de dos tridngulos rectingulos

a partir de una escala 3:1. A través de la
manipulacién de un deslizador, los partici-
pantes debian encontrar el factor 3:1. Referido
al nivel aditivo y pre proporcional.

3. Manipulacién de un tridngulo intersectado

4.

5.

por una paralela (desarrollo del teorema de
Tales). Referido al nivel pre proporcional y
proporcional.

Relacién entre dos tridngulos construidos
con una escala 2:1 (en dos lados) y 3:1 (lado
restante). Reconocer que el tridngulo no
estaba construido con la misma igualdad de
razones para todos los lados, y por tanto no
era un tridngulo semejante. Referido al nivel
proporcional.

No aplica, solo se llevaron a cabo cuatro
actividades.

Rediseiio

1. Exploracién. Actividad en donde los parti-
cipantes reconocian las herramientas y los
ments de GeoGebra.

2. Relacién entre dos segmentos por un desli-
zador. A partir de un deslizador, determinar
cudl era la relacién entre dos segmentos y
bajo qué constante estaban integrados.

3. Construccién de dos segmentos bajo una
razén dada. A partir de una relacién 0.5:1
y con apoyo de un deslizador trazar dos
segmentos y describir qué relacién hay
entre ellos.

4. Relacién entre tridngulos semejantes. A
partir de dos tridngulos construidos en
relacién 2:1, identificar cémo estin rela-
cionados, y qué sucede con los lados si el
drea de los tridngulos estd en relacién 2:1.

5. Construccién de un mosaico a partir de
uno original. A partir de conocer solamente
la relacién entre una medida del mosaico
original y del nuevo, identificar bajo qué
relacién estdn construidos y hacer uno
nuevo respetando la forma original.

En la tabla 3 se expone el objetivo de cada actividad y se explica a gran-

des rasgos en qué consistia; ademds, se integra la indicacién que recibieron

los participantes al momento de responder.
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Tabla 3

Relacion del objetivo de las actividades y su indicacion

Actividad

Actividad 1.
Exploracién

Actividad 2.
Relacién entre
segmentos por
un deslizador

Actividad 3.
Construccién de
dos segmentos
bajo una razén

dada

Actividad 4.
Relacién entre
tridngulos
semejantes

Actividad 5.
Construccién de
un mosaico con
un factor escala

Objetivo

Identificar las diferentes
herramientas y funciones que
provee GeoGebra por medio
de una exploracién libre en
los equipos de trabajo,
esperando que los alumnos se
familiaricen con el software.

Conocer la forma en la que
los alumnos interpretan la
relacién entre dos segmentos
a través del uso de un desliza-

dor.

Establecer una relacién entre
dos segmentos a partir de una
razén 0.5:1 con el uso de un
deslizador o algtn otro
procedimiento establecido por
los alumnos.

Identificar la manera en que
los alumnos comprenden la
relacién entre dos tridngulos a
partir de las longitudes de sus
lados y su drea.

Conocer el tipo de relacién
que establecen los alumnos
entre el mosaico original y el
solicitado a escala (1.5:1) a
partir de las diferentes
herramientas involucradas en
el trazo de poligonos.

Indicacién

Al comienzo de la pégina que

abrieron hay un espacio que dice “explora-
cién”, entonces van explorar de manera
libre lo que pueden hacer en GeoGebra,
identifiquen las diferentes herramientas,
tracen lo que ustedes gusten, el objetivo es
que vayan viendo cémo funciona.

En el siguiente espacio hay dos segmentos
y un deslizador, la intencién de esta acti-
vidad es que ustedes revisen si hay alguna
relacién entre los segmentos, si la hay, qué
tipo de relacién es. De igual forma, iden-
tificar qué funcién tiene ahi el deslizador.

En la actividad anterior observaron una
relacién entre dos segmentos, ahora
ustedes deben de trazar dos segmentos de
forma que uno de ellos tenga la mitad del
valor del otro sin importar su medida,
pueden apoyarse de las herramientas que
hemos revisado.

Indicacién 1: En la siguiente actividad
hay dos tridangulos, a partir de las medidas
y las caracteristicas que tienen hay que
revisar si se parecen en algo o si son
diferentes, rescaten todo aquello que
puedan ver respecto a los dos tridngulos y
después lo comentaremos. Indicacién 2:
Ya que revisaron qué relacién hay entre
los tridngulos, manipulen el tridngulo rojo
de forma que su 4rea sea la mitad de la del
tridngulo azul, siempre y cuando no se
pierda la forma original.

Como se puede observar, tenemos un
pequefio mosaico en la parte de la activi-
dad, y lo que se tiene que hacer es uno
nuevo. Para hacerlo solamente tenemos
como referencia la nueva medida de uno
de los lados del tridngulo azul, entonces,
con esa informacién busquen la forma de
hacer un nuevo mosaico.
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RESULTADOS

A partir de la aplicacién del primer disefio y del redisefio, se ha podido
observar el tipo de razonamiento que emplean los participantes en las
diferentes actividades propuestas, a continuacién se muestran algunos casos
particulares.

Nivel cualitativo primer disefio

En la actividad uno disefiada en GeoGebra (Figura 2), en donde se establecian
dos tridngulos relacionados por medio de una razén de 2:1, se observaron
argumentos cualitativos por parte del equipo tres, quienes solo describen la
relacién multiplicativa bajo argumentos cualitativos “mientras mds deslicemos
mds aumenta’, tal como se puede observar en el siguiente fragmento:

Figura 2
Actividad uno del primer diserio

Alumno 1: ; Qué sucede?

Alumno 2: Las medidas aumentan

Investigador: ;En cudl van?

Alumno 1: En la 3

Investigador: ; Qué sucede con las medidas del tridngulo?
Alumno 2: Que en 2 disminuye, y en las demds aumenta

La transcripcién refiere a la manera en que los participantes respondieron
a la pregunta “;Qué sucede con las medidas del tridngulo azul cuando el
deslizador vale 2, 4 y 5?7, siendo su principal respuesta “en dos disminuye y
en las demds aumenta”. Inicialmente, el deslizador estaba ubicado en el
valor de tres, por tanto, cuando mencionan que en dos disminuye se referian
a que sus medidas son menores que cuando se ubicaban en tres. Por otro
lado, al decir que en las demds aumentan se refieren a cuando el deslizador
estien4y5.
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A diferencia de un nivel incompleto, no se podria considerar como una
respuesta errénea, sino que ain no logran establecer un razonamiento cuan-
titativo para percibir que el deslizador tiene la funcién de constante multi-
plicativa y, por tanto, determina relaciones de 2:1, 4:1 y 5:1. Si bien esta
actividad evidencié el razonamiento de los alumnos en los términos descritos,
las preguntas del investigador no permitieron identificar la justificacién de
sus respuestas, esto es ;qué discusiones establecieron entre ellos?, o ;cémo
fue la participacién al interior del equipo? Esto produjo que en el redisefio
se evitara el esquema de pregunta-respuesta y se favoreciera la exploracién
de los participantes, con algunas intervenciones del investigador en
momentos especificos.

Resultados de actividad dos del redisefio

Como se ha mencionado anteriormente, parte del redisefio fue dejar de
considerar que las actividades solo pueden estar relacionadas con cierto
nivel, dando paso a una exploracién con mayor diversidad de razonamientos
y sin estar limitada por las preguntas en la hoja de trabajo. A continuacién
se muestran ejemplos relacionados con los resultados de la actividad dos, en
donde se identifica la movilidad entre razonamientos cualitativos y pre-
proporcionales, ademds de que se muestran interacciones entre alumnos,
ayudas directas y transicién entre lo tangible y el micromundo.

Razonamiento inicial

La actividad consistia en dos segmentos que estaban construidos a partir de
un deslizador (Figura 3), la longitud de uno de ellos era igual al deslizador,
mientras que el otro estaba en una relacién 3:1.

Figura3
Actividad dos del rediserio

En el cuestionamiento ¢qué sucede cuando se mueve el deslizador? se
obtuvieron las siguientes respuestas:
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Investigador: ; Qué sucede equipo 12

Alumno 2 del equipo 1: Se agrandan

/Alumno 3 del equipo 1, habla en voz baja/

Investigador: Y se hacen mds 3 Que?

Alumno 3 del equipo 1: Mds pequesio

Investigador: Equipo 2, ; Qué pasa cuando se mueve el deslizador?
Alumno 1 del equipo 2: Se bacen grandes esas rayas
Investigador: Se hacen grandes, ok sy solo se hacen grandes?
Alumno 2 del equipo 2: Tumbién se hacen pequerias
Investigador: Equipo 3, ; Qué sucede?

Alumno 2 del equipo 3: Se bacen mds grandes

Investigador: O&, se hacen mds grandes, equipo 4 ; Qué sucede?

Alumno 1 del equipo 4: Disminuye y aumenta
Alumno 2 del equipo 4: E/ tamatio de las lineas

Los participantes llevaron a cabo un razonamiento cualitativo al deter-
minar que el deslizador aumentaba y los segmentos disminuian; ain no
identificaban una relacién directa entre los segmentos, por lo que se cues-
tion6 “sQué relacién hay entre los segmentos?”, obteniendo las siguientes
respuestas:

Investigador: O%, ahora, shabrd alguna relacion entre esos segmentos? 3Se relaciona de alguna
forma los segmentos?

Alumno 1 del equipo 2: No

Alumno 2 del equipo 1: De que se aumentan un

Alumno 3 del equipo 1: suna relacion? No se

Alumno 3 del equipo 2: Esta mds grande uno que otro

Alumnol del equipo 4: Son lineas paralelas

Las respuestas muestran que para algunos participantes no es evidente la
relacién entre los segmentos, mientras que otro participante establece una
relacién de rectas paralelas; en este caso, muestra un razonamiento diferente
al proporcional, el cual no es incorrecto, pero dentro de los propésitos del
estudio podria establecer un razonamiento incompleto, ya que no logré
establecer una relacién en términos proporcionales. En el caso del alumno 3
del equipo 2, la respuesta muestra un razonamiento cualitativo, pero mds
estructurado que la pregunta anterior, ya que establece una diferencia entre
el tamafio de los segmentos, lo cual puede llegar a dilucidar la existencia de
un factor que provoca el cambio.

Razonamiento a partir de una decision

Como se ha observado en la Figura 3, el disefio de la actividad proponia que
los participantes interactuaran con el deslizador y establecieran una relacién
entre los segmentos, demostrando asi razonamientos cualitativos. Una de
las posibles acciones consideradas que podrian llevar a cabo los alumnos era
identificar el valor de cada segmento, como se muestra en la Figura 4, con
ayuda de una herramienta, y asi establecer una relacién cuantitativa. Debido
a que ningdn equipo opté por esa decision, a través de algunas intervenciones
se llevé a los alumnos a considerarlo.
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Figura 4

Actividad dos del rediserio (estableciendo valores a los segmentos)
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En la identificacién de las medidas de los segmentos en diferentes valo-

res del deslizador se observaron los siguientes razonamientos:

Investigador: A ver entonces dijeron que habia que ubicar el deslizador en ocho, jcudnto mide?

Alumno 2 del equipo 1: § y 24
Alumno 1 del equipo 4: La chiquita tiene el mismo valor que el deslizador

Investigador: Dice su compariero que el segmento pequerio tiene el mismo valor que el deslizador,

sSerd cierto?
Alumnos de equipo 2: 87
Investigador: ;Y qué sucede con el otro? /refiriéndose al otro segmento/
Alumno 2 del equipo 2: Ocho veces mds
Alumno 1 del equipo 4: Se multiplica, bueno...
Alumno 4 del equipo 4: Es ocho por tres

Investigador: ; Qué opinan los demds equipos?

Al interior del equipo 2

Investigador: Ya vieron que el segmento pequerio mide lo mismo que el deslizador, ;qué pasa con

el otro?
Alumno 1 del equipo 2: Pues no sé, estd grande
Alumno 2 del equipo 2: Pero ésta, esa se...
Investigador: ;Estd grande?
Alumno 2 del equipo 2: 8i... pero, scomo se puede decir?
Investigador: Ok, platiquenlo
Alumno 3 del equipo 2: sComo se puede decir?, es que cudntas veces el 24 es el 8
Alumno 2 del equipo 2: fres por ocho
Alumno 1 del equipo 2: 24
Alumno 2 del equipo 2: Ahi estd, engrandece tres veces mds

En el primer fragmento de transcripcién se evidencia la relacién directa
entre el segmento y el deslizador (“la chiquita tiene el mismo valor que el
deslizador”), razonamiento que fue necesario para comprender posterior-
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mente la relacién entre el deslizador y el otro segmento, en donde un
alumno desarrolla un razonamiento incompleto al establecer que es “ocho
veces més”. Si bien establece una relacién multiplicativa, el factor multipli-
cativo que estaba considerando era erréneo. En el caso del alumno 1 del
equipo 4, se manifiesta un razonamiento cualitativo al identificar que se
multiplica, ain si establecer el factor multiplicativo. A diferencia de los
razonamientos anteriores, el alumno 4 del equipo 4 identifica que es una
relacién multiplicativa y establece la relacién “ocho por tres”, evidenciando
un razonamiento pre-proporcional.

El segundo fragmento presenta un intercambio de opiniones al interior
del equipo 2, en donde a raiz de la interrogante (¢qué pasa con el otro?) se
presenta un razonamiento cualitativo por parte del alumno 1 del equipo 2 al
indicar que el segundo segmento “estd grande”, estableciendo una diferencia
con el otro segmento sin enunciarlo en términos cuantitativos. Por otro
lado, el intercambio que se da entre el alumno 3 y 2 de este equipo muestra
la manera en la que llegan a construir un razonamiento proporcional, ya que
no solamente establecen una relacién entre las medidas de los segmentos
(8 y 24), sino que identifican que el valor multiplicativo que permite esta
relacién es tres, dando como respuesta a la interrogante de ¢qué relacién hay
entre los segmentos? “engrandece tres veces mds”.

Con este andlisis se puede identificar que el razonamiento de los alumnos
de telesecundaria unitaria transita entre los niveles cualitativos, pre-proporcional
y proporcional, y el nivel cualitativo persiste durante toda la actividad.

Interacciones entre alumnos

El tipo de interacciones que se establecieron entre los participantes fue en
plenaria (interaccién entre todos los participantes) y al interior de los equipos.
A partir de las actividades realizadas se pudo observar que la mayoria de las
respuestas y justificaciones que daban los alumnos eran resultado de un didlogo
entre los participantes. Ante la pregunta jen algin momento los dos
segmentos tendrdn el mismo tamafio? se desarrollé la siguiente interaccién
entre los alumnos del equipo cuatro:

Alumno 1 del equipo 4: Si, si puede

Alumno 2 del equipo 4: No /le demuestra recorriendo el deslizador/ y en cero no, porque no
tendrian valor, y es de la iinica forma que pueden estar iguales.

Alumno 4 del equipo 4: En cuatro, a ver

Alumno 1 del equipo 4: Que no, que no miden lo mismo y se multiplican por tres

/Se acerca el investigador/

Investigador: ; Qué pensamos aca? ;8i va a haber un punto en el que tengan el mismo tamario?

Alumnos del equipo 4: No

Investigador: No, spor qué?

Alumno 1 del equipo 4: Porgue aumenta tres la mds grande al resultado normal

Investigador: Ok, stodos estamos de acuerdo?

Alumnos del equipo 4: Si
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La diversidad del aula unitaria permitié que alumnos de los tres grados
interactuaran en la misma actividad, reconociendo que las interacciones en
el aula multigrado (o unitaria en este caso) articula multiples voces, se
contrastan y negocian significados; ademas, la colaboracién y el soporte que
se genera en una situacién de interrelacién motiva e involucra a los nifios al
aprendizaje colectivo (Lara Corro & Judrez Bolafos, 2018).

En este caso, se observa que a partir de un cuestionamiento y la manipu-
lacién del micromundo, los alumnos establecen un didlogo, en el cual el guia
es el alumno 1 del equipo 4 al momento de adentrarse en el micromundo
para apoyar el razonamiento de sus compaiieros, llegando a un comin
acuerdo en que el factor multiplicativo continuard siendo 3 a pesar de los
valores que tomen los segmentos. Cabe mencionar que el alumno 1 es de
tercer afio, mientras que sus compaifieros son de los grados menores, esto
lleva a considerar que las interacciones intergraduales favorecen el RP de los
alumnos de aulas unitarias.

Ayudas indirectas

Dentro de los hallazgos en educacién multigrado se han identificado las
ayudas indirectas, las cuales se expresan mediante preguntas o a través de
pistas que permiten a los alumnos continuar con la busqueda (Block, Ramirez
& Reséndiz, 2014). Si bien este tipo de ayudas hacen referencia en mayor
medida a la ensefianza, dentro del estudio se presentaron situaciones donde
el investigador tuvo que hacer intervenciones respecto a las actividades con
la intencién de que los alumnos pusieran en juego su razonamiento, un
ejemplo de ello, se muestra a continuacién:

Investigador: Ok, ahora, shabrd alguna relacion entre esos segmentos? ;Se relaciona de alguna
forma los segmentos?

Alumno 1 del equipo 2: No

Alumno 3 del equipo 1: suna relacion? No se

Alumno 1 del equipo 1: A ver muévele /refiriéndose al deslizador/

Investigador: Para empezar, sse sabe cudnto valen los segmentos? ;sabemos cudnto miden?

Alumno 4 del equipo 4: No

Investigador: ; Cdmo podemos saber cudnto vale cada segmento?

/Silencio por parte de los equipos/

Investigador: sComo podemos verlo?... Miren, si seleccionamos un segmento y vamos a donde
estdn las letras ‘A’ y seleccionan donde dice valor, va a decir cudnto mide /se mues-
tra el procedimiento en la pantalla de la computadora central/

A partir de la interrogante ghabra alguna relacién entre los segmentos?
se identificé que los participantes dificilmente harian uso de la herramienta
que les ayudaba a conocer los valores, situacién que hubiera detenido su
andlisis y su interaccién en el micromundo, por tanto, la ayuda indirecta
radicé en apoyar a los participantes en la identificaciéon de los valores de los
segmentos, detonando asi un andlisis mds sofisticado respecto a la actividad
propuesta. La presencia de ayudas indirectas durante el estudio giraba en
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torno al uso del micromundo, de forma que no fueran invasivas en el tipo de
razonamientos y toma de decisiones por parte de los equipos de trabajo.

Entre lo tangible y el micromundo
En el trabajo habitual de los participantes no se habian realizado aproxima-
ciones al trabajo con GeoGebra, de forma que para ellos era la primera vez
que manipulaban el micromundo, situacién que fue evidenciada a partir de
algunas acciones.

Alumno 1 del equipo 2: Mide 1

Alumno 2 del equipo 2: 4 ver este /refiriéndose al otro segmento/

Alumno 3 del equipo 2: Uno y tres

Alumno 1 del equipo 2: Tres centimetros, podemos agarrar la regla /procede a medir con la

regla sobre la pantalla de la computadora/ mide 3.5, es mentira /
refiriéndose a que no mide 3/

Balacheff y Kaput (1996) han sefialado que el mayor impacto en el uso
de micromundos se encuentra en el cardcter epistemolégico debido al
realismo matemitico, es decir, que las manipulaciones pueden ser tales que
se genera una sensaciéon de existencia casi material (Abrate & Pochulu,
2005). Estas aproximaciones fueron evidenciadas a partir de las acciones del
equipo 2, en donde se tenia la intencién de comprobar la medida del
segmento tomando como referencia la regla (material tangible) y colocindola
sobre él. A partir de esta interaccién se puede afirmar el cardcter epistemo-
légico en la bisqueda de relacionar lo ya experimentado con lo que estd
siendo descubierto, ademds de que se evidencia que el micromundo (visto
desde el enfoque construccionista) no sélo permite exponer construcciones
mentales en el software, sino que estas pueden externarse al ambiente real y
a la comprobacién en colectivo.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

De acuerdo a los resultados obtenidos a partir de la aplicacién del primer
disefio, el andlisis de sus respuestas a las actividades y el argumento que jus-
tifica sus procedimientos, podemos tener conclusiones como:

* Relacion entre niveles. Los niveles de RP no son mutuamente exclu-
yentes, situacién prevista en estudios anteriores (Butto et al., 2019)
donde se concluye que existe una transicién entre el pensamiento
aditivo y el pensamiento multiplicativo. Es importante reconocer que
las fronteras entre los niveles en ocasiones son difusas, y que dentro de
cada uno es posible hacer distinciones que podrian llevar a establecer
pseudo-categorias, por tanto, el ubicar a un grupo de participantes en
un nivel no implica que en algin otro momento no puedan razonar de
una forma distinta al nivel en el que ha sido registrado, lo cual lleva al
siguiente punto.
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* Localidad. Un alumno puede razonar de manera diferente de acuerdo
al tipo de problema, recurso o drea implicada; este hallazgo respalda
estudios previos (Oztiirk, et al., 2021) en donde se reporté que las
habilidades de razonamiento proporcional difieren segin el tipo de
problemas. En nuestro estudio encontramos que, de acuerdo con el
tipo de problema y las preguntas planteadas, el razonamiento cambia,
mientras que en alguna actividad se puede mostrar una aproximacién
incorrecta, en otra puede haber un razonamiento sofisticado.

* Las posibilidades del micromundo para la exploracion del RP El micro-
mundo ha permitido evidenciar el razonamiento con el que cuentan
los participantes, permitiendo establecer relaciones entre lo que ya
conocian y lo que estin explorando, permitiéndoles probar procedi-
mientos, establecer didlogos de aprendizaje a raiz de las actividades
disefiadas y descartar ideas a partir del ensayo y error. Cabe destacar
que el micromundo no solo lo componen las herramientas integradas
en GeoGebra, sino también el disefio actividades, las intervenciones
por parte del investigador y el interés generado en los alumnos.

A partir de los resultados del primer disefio, el redisefio de actividades y
su aplicacién, se contempla profundizar en el andlisis con el propésito de
que se pueda proporcionar a las y los docentes caracteristicas del razona-
miento proporcional para que sean capaces de identificar y promover el
desarrollo de las habilidades de sus estudiantes. Ademads, que puedan selec-
cionar y elaborar tareas matemdticas adecuadas que permitan la introduc-
cién al razonamiento desde diferentes aproximaciones y poder romper con
la prictica generalizada en donde se asume que la regla de tres en una de las
Unicas maneras de aproximarse a las situaciones proporcionales, asi como
apoyar a los alumnos a sustituir la relacién aditiva por la multiplicativa y
poder discriminar las situaciones proporcionales de las que no lo son.

Respecto a algunas lineas futuras para el trabajo, se considera importante
profundizar en el impacto de los micromundo en la cotidianidad de la
escuela multigrado, estableciendo algun taller de preparacién para docentes
y alumnos, en donde a los primeros se les forme en la integracién de
GeoGebra para trabajar la proporcionalidad, mientras que en el caso de los
alumnos se les oriente en el dominio de las herramientas a profundidad.

Por otro lado, a partir de los resultados del trabajo exploratorio puede
desarrollarse un trabajo de ensefianza, en donde se potencialicen las actividades
y se disefie una secuencia didéctica que permita pasar de los primeros niveles
a niveles que conlleven un mayor trabajo cognitivo.
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Argumentos variacionales de estudiantes
de ingenieria en la ejecucién de una
melodia

Francisco Agustin Zufiga Coronel’

RESUMEN

Este trabajo presenta algunos argumentos variacionales en la ejecucién de una
melodia. La problemitica que aborda se refiere a la dificultad que tienen los estu-
diantes al analizar ideas variacionales en contextos fisicos. El objetivo es identificar
argumentos variacionales de estudiantes de ingenieria civil al interactuar con una
situacién de aprendizaje. Como aspectos tedricos se retoman elementos de un
sistema de referencia variacional y se disefia una situacién de aprendizaje con dos
momentos. En el momento 1 se reconoce la causalidad y la temporizacién con el
andlisis de una grafica: nota musical respecto al tiempo. El momento 2 se centra en
la comparacién y la seriacién para reconocer una regularidad en las notas que
permitan predecir. A continuacion, se construye una grafica de variacién de la nota
respecto a su duracién, y con base en ella se ejecuta una melodia en una aplicacién
de celular y en un teclado electrénico. Se concluye que los estudiantes relacionan
notas con su altura. Reconocen estados intermedios en las gréficas y ejecutan el
fragmento de melodia con el uso de una grafica variacional por medio de desplaza-
mientos.
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INTRODUCCION

El Pensamiento y Lenguaje Variacional aportan elementos para el estudio
del cambio a través de la variacién, fomentando la transversalidad de
conocimientos (Secretaria de Educacién Publica, 2017). En el trabajo de
Caballero (2018) se analiza el llenado de recipientes mediante un sistema
de referencia variacional. Por ejemplo, la Figura 1 corresponde a una situacién
de cambio donde se analiza la altura del liquido respecto al tiempo. Se
reconoce un primer orden de variacién al argumentar que la altura aumenta
al transcurrir el tiempo, y un segundo orden de variacién al decir que la
altura aumenta cada vez mds lento. Este analisis permite predecir la altura
del liquido en un tiempo determinado.

Figura1

Llenado de un recipiente

Nota. Figura retomada de Caballero (2018, p. 103)

Por su parte, Hernindez (2019) estudia el comportamiento de un
péndulo simple (contexto determinista) y un péndulo doble articulado
(contexto caético). En la Figura 2 se muestran diferentes médquinas de
péndulos: A) péndulo simple, B) péndulo doble en reposo, C) articulacién
del péndulo doble, D) péndulo simple delantero y trasero. El comporta-
miento se analiza en cada uno de los péndulos de acuerdo con sus variaciones.

Figura2
Madgquinas de péndulos

Nota. Figura retomada de Herndndez (2019, p. 51)
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El andlisis de circuitos eléctricos mediante un sistema de referencia
variacional lo realiza Zudiga (2020), Zuhiga et al. (2021) y Zaiiga (2022).
Por ejemplo, al analizar el comportamiento de la carga eléctrica del circuito
eléctrico mostrado en la Figura 3, se presenta un primer orden de variacién
cuando se reconoce que la luminosidad aumenta si el voltaje suministrado
es mayor y disminuye si el voltaje es menor.

Figura3

Circuito eléctrico con un led y una bateria

Nota. Figura retomada de Zuhiga (2020, p. 10)

Al analizar el comportamiento del voltaje de carga de un capacitor
(condensador) con los datos presentados en la Figura 4, se reconoce un
primer orden de variacién al argumentar que el voltaje aumenta conforme
pasa el tiempo, y un segundo orden de variaciéon al decir que el voltaje
aumenta cada vez mis lento.

Figura 4
Datos de medicion del voltaje de carga

Nota. Figura retomada de Zudiga (2020, p. 19)

En el trabajo de Lépez (2016) se analizan situaciones de generalizacion
de patrones figurales y numéricos para predecir estados futuros. En la situa-
cién de la Figura 5 se pide que describan el comportamiento de los rombos
respecto al nimero de imagen. Se pide que reconozcan el caricter estable
del cambio para predecir cuintos rombos contiene la imagen 5. En este caso
se agrega otra fila con 9 rombos que se suma a los rombos de la imagen an-
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terior, obteniéndose 25. Por tanto, al reconocer el patrén (1, 4, 9, 16, 25, ...)
se generaliza para cualquier estado futuro con la expresion:

n2

Figura5

Secuencia de figuras

Nota. Figura retomada de Lépez (2016, p. 59)

En el estudio de Arciniegas y Mendoza (2022) se analiza el cambio y la
variacién en el contexto de consumo de datos de aplicaciones méviles, donde
se identifica un comportamiento lineal en el consumo de datos de WhatsApp
y Facebook, y un comportamiento no lineal en el consumo de datos de Netflix.
Por su parte, Serrano—Quevedo et al. (2021) disefian una situacién de
aprendizaje para el andlisis de la variacién en el consumo de energia eléctrica
de los hogares a través de registros de representacién semidtica: tabular,
grifico y algebraico.

El desarrollo del pensamiento variacional y covariacional se plantea en
Thompson y Carlson (2017), donde se establecen niveles de razonamiento
variacional: N1. Variable como simbolo. N2. Sin variacién. N3. Variacién
discreta. N4. Variacién bruta. N5. Variacién continua gruesa. N6. Variacién
continua suave. Y niveles de razonamiento covariacional: N1. Sin coordina-
cién. N2. Precoordinacién de valores. N3. Coordinacién gruesa de valores.
N4. Coordinacién de valores. N5. Coordinacién continua gruesa. N6.
Coordinacién continua suave. Estos niveles permiten analizar comporta-
mientos de fenémenos fisicos.

Por otro lado, en el contexto musical existen diversas investigaciones, tal
como la de Sinchez et al. (2006), quienes desarrollan “una herramienta
automdtica para la segmentacién de partituras musicales no manuscritas,
que permite extraer pentagramas, compases y duracién, y tono de las notas
incluidas en ella” (p. 564). Esta herramienta procesa imdgenes que posibilitan
obtener lineas melédicas para el reconocimiento de patrones musicales. En
el trabajo de Zuiga et al. (2023) se hace un estudio de la musica tradicional
con actividades lidicas centradas en el cambio y la variacién.

Por tanto, una de las problemaiticas que se reconoce es la dificultad que
tienen los estudiantes al analizar ideas variacionales en contextos fisicos.
Esto se debe a que en el contexto escolar se priorizan précticas algoritmicas
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de naturaleza algebraica (Zuhiga et al., 2021; Cabrera & Zaldivar, 2021).
En la busqueda de contextos culturales donde se estudie el cambio y la
variacién se propone la ejecucién de melodias, procurando la transversalidad
del conocimiento al conectar las matemiticas con la musica (Mufiiz—Rodriguez
et al., 2021; Alsina et al., 2022; Zaiiiga et al., 2023). Para dicha conexién se
establece la pregunta “;qué argumentos variacionales generan estudiantes de
ingenieria civil al ejecutar una melodia?” con el objetivo de identificar
argumentos variacionales al interactuar con una situacién de aprendizaje en
un contexto musical.

ASPECTOS TEORICOS

El Pensamiento y Lenguaje Variacional (abreviado como PyLVar) es una
forma de pensamiento y una linea de investigacién que se encarga del estudio
del cambio a través de la variacién (Cantoral, 2019). El cambio se asume
como la modificacién que sufre una variable, y la variacién como la cuanti-
ficacién del cambio y su comportamiento. Entonces, para el estudio del
cambio a través de la variacién se requiere de un sistema de referencia varia-
cional (Caballero, 2018). Los elementos de dicho sistema se muestran en la
Figura 6.

En este sistema, la causalidad se refiere a la relacién entre dos variables,
es decir, en reconocer qué cambia y respecto de qué cambia. Seguido, se
considera la temporizacién al identificar estados intermedios en las variables
relacionadas. Estos estados son valores que toma la variable (algo que
cambia). Para procesar el cambio se requiere de estados y comparaciones
(Cantoral, 2019). Al tener dos o mds estados identificamos un estado posterior
y un estado anterior para calcular diferencias con la expresién:

Estado posterior — estado anterior

Estas diferencias indican cudnto cambian las variables para cada dos
estados. Ahora bien, al realizar la comparacién entre dos estados se reconoce
que, si el estado posterior es mayor que el estado anterior, la variable
aumenta. Si el estado posterior es menor que el estado anterior, la variable
disminuye. Al hacer la seriacién (andlisis de comparaciones) se reconoce el
cardcter estable del cambio, es decir, una regularidad en los cambios (cémo
cambia). Entonces, el anilisis de la variacién permite reconocer si la variable
aumenta o disminuye. Al identificar esta regularidad se pueden predecir
estados futuros de la variable analizada. Por lo tanto, el PyLVar considera a
la comparacién, la seriacién y la prediccién como pricticas variacionales que
permiten analizar comportamientos.

Este sistema representa un ciclo que comienza con la relacién entre dos
variables (causalidad), el reconocimiento de estados intermedios (tempori-
zacién) y el comportamiento de las variables (variacién).
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Figura 6

Elementos de un sistema de referencia variacional

SISTEMA DE REFERENCIA VARIACIONAL
(Estudio del cambio a través de la variacion)

'

Causalidad Temporizacion

't Variacién

Diferencias
¢ Cuénto cambia?

Comparacion
Seriacion

Caracter estable del cambio
¢ Coémo cambia?

Prediccion

Nota. Figura adaptada de Zaniga (2022, p. 21)

ASPECTOS METODOLOGICOS

Se disefia una situacién de aprendizaje basada en conceptos de teoria musical:
notas y figuras musicales, escala cromdtica, partitura, altura y duracién de
notas (Garza, 2013). Dicha situacién se conforma por dos momentos. El
momento 1 tiene la intencién de que los estudiantes escuchen una melodia
e identifiquen notas musicales en un fragmento de partitura. A continua-
cién, construyen una gréifica de notas musicales respecto al tiempo, donde se
reconoce qué cambia y respecto a qué lo hace, ademds de estados intermedios
en las variables relacionadas. En el momento 2 se indica el Do central como
la nota de referencia para reconocer notas posteriores a esta. Se construye
una tabla de comparaciones con la intencién de analizar la variacién, es decir,
si la nota aumenta (mds aguda) o si disminuye (mds grave). Se hace la seria-
cién (andlisis de comparaciones) para reconocer el cardcter estable del cambio
y se realiza la prediccién de la siguiente nota musical del fragmento. Seguido,
se construye una grifica de variacién de la nota respecto a su duracién. Esta
grifica se usa para la ejecucién del fragmento en una aplicacién de celular y
en un teclado electrénico, respectivamente. La situacién de aprendizaje se
implementé con seis estudiantes de ingenieria civil de la Universidad de
Los Altos de Chiapas (véase la Figura 7), con quienes se formaron dos
equipos de tres participantes.
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Figura 7

Estudiantes de ingenieria civil

Situacién de aprendizaje
Las actividades de cada momento de la situacién de aprendizaje se presentan
a continuacion.

Momento 1
A. Escucha la melodia “Para Elisa” de Beethoven.
B. Visualiza un fragmento de la melodia (Figura 8).

Figura 8
Fmgmenz‘o de parz‘z'z‘um

C. Identifica cada nota musical [Comienza en el Do central (13)] con base en la Figura
9yenlaTablal.

Figura 9
Codificacion numérica

Y- — 02

@

9
@

COQC‘

Do Re Mi Fa Sol La Si Do Re M Fa Sol La Si
13 6 8 10 12 13 15 17 18 20 22 24

Do central

Tabla 1

Significados de algunos simbolos musicales

Sostenido:  Becuadro:  Silencio Figurade  Corchea:  Dos Tres Figura de
altera la anula el de negra.Se  mitadde  corcheas  corcheas  blanca: el
nota. Es efectode  corchea considera  la nota juntas juntas doble de
unatecla la como la negra. la nota
ala alteracién unidad Tiene una negra
derecha que tiene  duracién
de la nota una de 0.75

duracién  segundos

de 1.5

segundo
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D. Analiza lo siguiente: La nota inicial es

Observamos que la figura es una corchea (Tabla 1) y que estd colocada en el cuarto
espacio del pentagrama. De acuerdo con la Figura 9, le corresponde la nota Mi con
el valor numérico 17 y con una duracién de 0.75 segundos. La siguiente figura estd
colocada en la cuarta linea del pentagrama y corresponde a la nota Re (valor 15),
pero como tiene el simbolo sostenido (#) es un Re# (Re sostenido) con un valor
numeérico de 16 y con una duracién de 0.75 segundos.

E. Coloca cada nota del fragmento en el siguiente sistema cartesiano

F. Responde lo siguiente:
¢Qué cambia?, ;Respecto a qué cambia?

Momento 2
A.Identifica cada nota posterior al Do central y completa la Tabla 2.

Tabla 2
Comparaciones
Es mayor,

menor o
igual que

Nota
posterior

Do La nota aumenta (mas agu- ¢Cuénto Duracion dela
central da) o disminuye (més grave) cambia? nota posterior

13
13
13
13
13
13
13
13
13
13
13



FRANCISCO AGUSTIN ZUNIGA CORONEL 165

B. Predice la siguiente nota musical del fragmento. Describe tu procedimiento
C. Con base en la Tabla 2, construye la gréfica de variacién de la nota musical respecto a
su duracién.

D. Con base en la gréifica anterior, ejecuta la melodia con la App de piano virtual

(figura 10).

Figura 10
App de piano virtual

E. Con base en la grifica anterior, ejecuta la melodia en el teclado electrénico
(figura 11).

Figura11

Teclado electronico

F. Escucha de nuevo la melodia y verifica tu prediccién.
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Discusion del momento A

Al inicio, los estudiantes escuchan, en varias ocasiones, la melodia “Para
Elisa” a través de un celular. Después, visualizan el fragmento de partitura y
codifican cada nota musical. Seguido, ubican el espacio o la linea del penta-
grama en el que se encuentra la nota. Los resultados del equipo 1 se muestran
en la Figura 12, e indican que el nimero 17 representa la nota Mi ubicada
en el cuarto espacio del pentagrama. El nimero 16 representa al Re# ubicado
en la cuarta linea del pentagrama con una alteracién. Las siguientes son:
Mi(17), Re#(16), Mi(17), Si(12), Re(15), Do(13), La(10), Do(1), Mi(5) y
La(10). Reconocen la relacién de las notas respecto a su altura (grave o
aguda). Identifican estados intermedios al colocar las notas en el sistema
coordenado. Los segmentos que se colocan representan la duracién de las
notas.

Figura 12

Resultados del equipo 1

Los resultados del equipo 2 se muestran en la Figura 13. Se observa que
colocan puntos por cada nota musical. La primera nota la codifican con el
nimero 17, correspondiente a un Mi colocado en 0.75 segundos. A los 1.5
segundos colocan tres notas juntas: Mi(17), Re#(16) y Do(1). Después,
colocan dos notas juntas: Mi(17) y Re#(16). Seguido, colocan otras dos
notas juntas, y de ahi nota por nota. Presentan dificultades para construir la
grifica debido a que en la partitura no se establecen notas juntas. Ellos
argumentan que las alineaciones en el pentagrama cambian respecto a los
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puntos en el sistema coordenado. En este caso, colocan puntos que indican
la duracién de la nota y no segmentos. Identifican estados intermedios al
situar estos puntos en el sistema coordenado.

Figura 13
Resultados del equipo 2

Discusiéon del momento B

En la Figura 14 se observa que los estudiantes colocan valores numéricos
que representan las notas posteriores al Do central. Realizan comparaciones
al colocar el signo de mayor que y menor que. Se confunden al indicar que
el 15 es menor que 13,y el 13 es menor que 13,y no argumentan que el 15
es mayor que 13 y el 13 es igual que 13. Reconocen que, si la nota posterior
es mayor que el Do central, esta aumenta (mds aguda), y si la nota posterior
es menor que el Do central, esta disminuye (mds grave). Al calcular las
diferencias, obtienen valores positivos y negativos, si el valor es positivo
significa que la nota posterior es mds aguda, y si es negativo, la nota posterior
es mds grave. La duracién de cada nota se identifica de acuerdo con los
significados de la Tabla 1. Si la figura es una corchea tiene una duracién de
0.75 segundos, y si la figura es una negra, tiene una duracién de 1.5 segundos.
Con la Tabla 2 se analiza la variacién de las notas.
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Figura 14
Resultados del equipo 1

En la Figura 15 se observa que los estudiantes colocan los nombres de
las notas y no los valores numéricos que representan las notas posteriores al
Do central. Establecen notas menores, mayores e iguales al Do central.
Argumentan que, si la nota posterior es mayor que el Do central, esta es
aguda, y si la nota posterior es menor que el Do central, esta es grave.
Calculan diferencias y obtienen valores positivos y negativos. Si el valor es
positivo significa que la nota posterior es mds aguda, y si es negativo, la nota
posterior es mds grave. También identifican la duracién de cada nota de
acuerdo con los significados de la Tabla 1.

Figura 15
Resultados del equipo 2

La prediccién no la realizan con el andlisis de las comparaciones. Ellos
detectan, auditivamente, la repeticién de la nota (Figura 17), en este caso
con la nota Mi.

Figura 17

Prediccion



FRANCISCO AGUSTIN ZUNIGA CORONEL 169

Ahora bien, la “gréfica variacional” que construye el quipo 1 se muestra
en la Figura 18, donde se visualiza que colocan los valores positivos por en-
cima del eje x y los valores negativos por debajo del eje x. Esta grafica indica
desplazamientos hacia arriba y hacia abajo. Al Do Central le corresponde el
valor 0, ya que no presenta ningin desplazamiento. El tamafio de los seg-
mentos significa la duracién de las notas musicales. Por lo tanto, la grifica
representa la relacién: variacién de la nota musical respecto a su duracién.

Figura 18
Grdfica variacional del equipo 1

Por su parte, el equipo 2 también coloca los valores positivos por encima
del eje x y los valores negativos por debajo del eje x (véase la Figura 19). El
tamafio de los segmentos indica la duracién de las notas. En este caso, los
estudiantes colocan nimeros encima de cada segmento para identificar
desplazamientos hacia arriba o hacia abajo. Este tipo de gréficas se deno-
mina “grafica variacional”.

Figura 19
Grdfica variacional del equipo 2
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En los resultados de la Figura 20 se observa que los estudiantes tienen
incertidumbre al tocar el instrumento virtual y el electrénico. Al inicio ubican
la nota de referencia (Do central), y con el uso de la “grifica variacional”
ejecutan los desplazamientos planteados. Es decir, si el primer desplaza-
miento es 4 significa pulsar la tecla ubicada cuatro semitonos del Do
central, y si el desplazamiento es -8 significa pulsar la tecla ubicada ocho
semitonos a la izquierda del Do central. Este procedimiento implica tocar
una nota a la vez, que con la prictica ejecutan el fragmento de la melodia.

Figura 20

Interaccion con el teclado virtual y el teclado electronico

CONCLUSION

El sistema de referencia variacional permite analizar la forma en que los
estudiantes comprenden el comportamiento de las notas musicales. La cau-
salidad permite reconocer argumentos variacionales al relacionar dos varia-
bles, es decir, las notas cambian respecto a su altura (aguda o grave), y las
posiciones en el pentagrama cambian respecto a los puntos en el sistema
coordenado. Los estudiantes identifican estados intermedios al colocar pun-
tos en el sistema coordenado, permitiéndoles construir la grifica de notas
musicales respecto al tiempo. Ubican la nota de referencia (Do central) y
hacen la comparacién con notas posteriores. Esto permite identificar argu-
mentos, tales como que si la nota posterior es mayor que el Do central, esta
es aguda, y si la nota posterior es menor que el Do central, esta es grave.

La variacién se reconoce al construir la “gréfica variacional” por medio
de desplazamientos. Para tal construccién se calculan diferencias donde los
argumentos que se identifican son: si la diferencia es positiva, entonces la
nota posterior es mas aguda, y si la diferencia es negativa, la nota posterior
es mds grave; ademds de otros argumentos como: si las diferencias son posi-
tivas, significa desplazamientos a la derecha, y si son negativas, significan
desplazamientos a la izquierda. También sefialan que el tamafio de los seg-
mentos, en el sistema coordenado, representa la duracién de las notas. Des-
pués, con la gréfica de variacién de la nota respecto a su duracién ejecutan el
fragmento de la melodia al teclear los desplazamientos (izquierda y dere-
cha) con relacién al Do central.
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Cabe sefialar que los estudiantes presentan dificultades al predecir la
nota musical debido a que no reconocen su regularidad. Ellos predicen, de
manera auditiva, con la repeticién de la nota. Por tanto, en este trabajo se
identifican algunos argumentos variacionales en la ejecucién de una melodia.
Se pueden redisefar algunas actividades con la intencién de reconocer la
regularidad en las notas para la identificacién de otros argumentos; asi
como hacer uso de diferentes recursos tecnoldgicos (generador de partituras,
mezcladores de musica, analizador de frecuencias, secuenciadores, entre
otros) donde se analicen comportamientos en las notas musicales.
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