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Presentacion

Estimado lector, esta por adentrarse en el conocimiento de diferentes tra-
bajos de investigacion que los autores presentaron en el VII Taller Interna-
cional “Tendencias en la educacion matematica basada en la investigacion
(TEMBI 7)” que se realiz6 en alianza con la Comunidad GeoGebra Latinoa-
mericana en noviembre de 2020. Cada uno de estos trabajos respondi6 a
una convocatoria posterior al taller y se sometié a un proceso de arbitraje
doble ciego en el que participaron expertos de diferentes tematicas de la
educacion matematica.

La obra esta dividida en cinco secciones que usted puede disfrutar en el
orden de su preferencia y que describimos a continuacion para que tenga un
primer acercamiento a sus temas. Esperamos que todos sean de su interés.

Seccion 1. Estudios sobre pensamiento
numérico algebraico

En la primera seccidn de este libro encontrara cinco capitulos que abordan
temas que van desde la aritmética usada en la vida cotidiana hasta el len-
guaje matematico en textos algebraicos antiguos, pasando por la compren-
sion y la ensenanza de la ecuacion cuadratica, la factorizacion de polinomios
y el calculo de determinantes que se ensefian en la escuela formal.

Un primer capitulo atiende el significado del concepto de ecuacién
cuadrética y su reconocimiento en sus representaciones factorizada y
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candnica. Se discuten los significados estudiantiles de dos grupos de
secundaria haciendo uso del método de analisis de contenido.

El segundo capitulo aborda el aprendizaje de la factorizacién de poli-
nomios algebraicos usando un punto de vista geométrico y siguiendo la
teoria de Duval. Se hace uso del software denominado Caja de Polinomios
y se discuten los beneficios y las limitaciones de este software en estudian-
tes de bachillerato.

El tercer capitulo narra la implementacién de tareas de aprendizaje
para el calculo de determinantes, enmarcandolo en un entorno mas rico
como es la identificacion y la comparacion de patrones que surgen de ma-
trices cuadradas que conducen a determinantes nulos. Las actividades se
desarrollan en un ambiente de GeoGebra.

En el cuarto capitulo se discuten las estrategias de calculo mental de
una vendedora de tortillas hechas a mano. La informante respondi6 seis
planteamientos relacionados con su contexto de trabajo. Los autores nos
llevan de la mano a través de este interesante mundo de la matematica co-
tidiana, que no se ajusta a los métodos de la escuela formal.

Finalmente, el quinto capitulo aborda las caracteristicas multisemioti-
cas de tres textos algebraicos antiguos: al-Khwarizmi, Viete y Descartes.
Aqui se busca reconocer las competencias y los conocimientos lingiiisticos
multisemioticos requeridos en estos documentos histdricos, para luego
identificar cudles aparecen en textos matematicos producidos por estu-
diantes mexicanos de bachillerato.

Seccién 2. Estudios acerca de la comprension
de conceptos matematicos

Esta seccidn esta compuesta por tres capitulos que abordan el estudio de la
comprension de conceptos matematicos desde diferentes perspectivas ted-
ricas y metodoldgicas. Se estudian los conceptos grupos, niimeros complejos,
vector y medida que nos permiten conocer factores importantes para su
comprension propuestos por otros investigadores, algunos de los cuales se
fundamentan en teorias como la de Modos de Pensamiento, la de Conexio-
nes, la de Etnomatematica o la de Indicadores de Entendimiento. Estos
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trabajos abonan al estudio de la comprension de las matematicas y permiten
planear su ensefianza y su aprendizaje con base en resultados de investiga-
ciones rigurosas, dos de las cuales involucraron a estudiantes reales (capi-
tulos 6 y 7) o a grupos culturales (capitulo 8).

Seccion 3 Estudios sobre el profesor
de matematicas

En esta seccion se presentan dos capitulos relacionados con el profesor de
matematicas. El primero es un estudio acerca del papel que desempeiian las
creencias de los profesores en la practica docente, especificamente en el
proceso de evaluacion del aprendizaje de sus alumnos. Analizan la percep-
cién de algunos profesores de primaria y secundaria de lo que se debe eva-
luar y por qué evaluarlo, de los instrumentos utilizados para evaluar, de la
dificultad que plantea la evaluacion en la clase de matematicas y qué entien-
den por evaluacién los docentes. El segundo trabajo aborda la utilidad de
las videograbaciones de las clases de los profesores en servicio, como un
instrumento de analisis y reflexion de la practica docente que facilita un
espacio que permite articular la teoria didactica y la matematica con la
practica docente.

Seccion 4. Estudios sobre problemas
y tareas matematicos

En esta seccion se presentan dos estudios: uno sobre la resolucién de pro-
blemas y otro acerca del analisis de la autenticidad de las tareas. En el primer
caso, los autores del texto observaron las respuestas de estudiantes de se-
cundaria a un acertijo matematico que implicaba calcular el area de un
triangulo que no podia ser construido porque carecia de area. Analizaron
la influencia del tiempo transcurrido desde que los aprendices estudiaron
el tema de criterios de existencia de tridangulos y la resolucion del problema.
Asimismo, observaron que la conducta de los estudiantes cambia s6lo por
un periodo de tiempo, para luego regresar a su conducta original, por lo
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cual sugieren la importancia de fomentar aprendizajes mas duraderos. El
segundo texto aborda el analisis y la modificaciéon de un conjunto de tareas
extraidas de un libro de texto de algebra para que cumplan con la taxonomia
de tareas auténticas. Mediante un analisis cuantitativo de las respuestas ob-
tenidas por cinco jueces expertos acerca de cada uno de los aspectos de
autenticidad de esas tareas, se calcula la concordancia entre ellos y se obtie-
nen valores bajos, pero después de atender sugerencias, modificar las tareas
y realizar una segunda valoracidn, se logran niveles altos de concordancia
en todos los aspectos, lo cual da como resultado un conjunto de cuatro ta-
reas auténticas.

Seccion 5. Estudios sobre los libros de texto
de matematicas

La ultima seccion de este libro brinda la oportunidad de sumergirse en los
libros de texto de matematicas publicados por la Comisién Nacional de
Libros de Texto Gratuitos. Los tres capitulos que conforman esta parte in-
volucran como se presentan tres aspectos relevantes de la matematica esco-
lar: la adicion y la sustraccion, el concepto de drea y el teorema de Pitagoras.
En estos tres textos se aborda desde la concordancia instruccional entre las
clases virtuales y los libros de texto en relacion con la suma y la resta, pa-
sando por un estudio exhaustivo acerca de como ha evolucionado la pre-
sentacion del concepto de area a lo largo de las tultimas seis décadas, hasta
el analisis de la autenticidad de problemas matematicos que involucran el
teorema de Pitagoras, autenticidad que estd en consonancia con la reforma
educativa de 2017.

Puebla de Zaragoza, septiembre de 2021

ESTELA JUAREZ-RU1Z,

LipiA AURORA HERNANDEZ REBOLLAR
Y HONORINA RUIZ ESTRADA

(editoras)
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Capitulo 1. Significados de la ecuacién cuadratica
en producciones de estudiantes de secundaria

JupITH ALEJANDRA HERNANDEZ-SANCHEZ
Y DARLY ALINA KU EUAN
Universidad Auténoma de Zacatecas (México)

Resumen

En este articulo se describen los significados que surgen en dos grupos de
estudiantes de secundaria cuando se les pide que expliquen qué es una
ecuacion cuadratica y reconozcan algunos ejemplos. La identificacion y la
descripcion de las producciones de los estudiantes se sustenta en la nocion
de significado de un concepto matematico escolar conformado por sus tres
componentes semanticas: estructura conceptual, sistema de representacion
y sentido o modo de uso. Con base en el método de analisis de contenido,
los significados de ecuacién cuadratica muestran una estructura conceptual
incompleta en la que predomina el campo procedimental asociado a resol-
ver un problema utilizando raiz cuadrada y encontrar valores desconocidos.
Dadas las caracteristicas de las tareas, lo verbal es el sistema de representa-
cién potenciado; ademas, los estudiantes presentan dificultades al utilizar
el registro algebraico. Finalmente, los sentidos de uso se restringen a situa-
ciones educativas de contextos matematicos.

Palabras clave: analisis didactico, estructura conceptual, sentido de uso.

Introduccion

Las investigaciones sobre los significados de un concepto matematico esco-
lar son variadas. Estos pueden ser sobre conceptos del élgebra, geometria o
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calculo evidenciados en diferentes producciones de corte escolar. Fernan-
dez-Plaza et al. (2016) realizan un analisis de las concepciones que surgen
en las respuestas de estudiantes y futuros profesores sobre tres conceptos
(la fraccidén como relacion parte-todo, las razones trigonométricas y los
numeros negativos y positivos). Hernandez et al. (2020) y Herrera et al.
(2017) identifican en libros de calculo los significados de los conceptos Ii-
mite y derivada, respectivamente. Por su parte, Rico et al. (2015) analizan
los conocimientos de un grupo de estudiantes y de su profesora al resolver
una tarea sobre potencias. En todas las investigaciones mencionadas se con-
sidera la diversidad de significados que emergen y sus implicaciones en la
educaciéon matematica.

El estudio de la multiplicidad de significados de conceptos matemati-
cos escolares es una linea vigente de investigacion (Pino-Fan, 2017), pues
brinda informacién sobre el discurso que se potencia dentro de la mate-
matica escolar. Al respecto, Soto y Cantoral (2014) consideran que ésta
requiere un caracter mas funcional. Esta falta de una matematica mas fun-
cional podria deberse a que los componentes del significado se limitan a
una estructura conceptual incompleta y carente de formas de uso que los
dote de sentido. En esta investigacion se muestra evidencia que apoya di-
cha hipdtesis.

Se eligid el tema de la ecuacion cuadratica pues las ecuaciones consti-
tuyen un tema rector en la educacion secundaria en México. En particular,
en el tercer grado “el estudio de las ecuaciones continda y concluye en la
educacion basica con la formulacion y la solucion de ecuaciones cuadrati-
cas para resolver problemas” (Secretaria de Educacién y Cultura [sEP], 2017,
p. 224). Sin embargo, Acosta (2017) considera que la ensefianza y el apren-
dizaje de este tema presenta grandes dificultades; en particular, que los
contextos y las situaciones de los problemas que involucran a la ecuacién
cuadratica son restringidos. Esto provoca que las formas de uso de este
concepto matematico escolar no alcancen un sentido funcional en los sig-
nificados de los estudiantes; es decir, que su estructura conceptual, sus re-
presentaciones y su fenomenologia se presentan de manera limitada. Lo
anterior provoca, como lo sostienen Ursini y Trigueros (2006), que los estu-
diantes no puedan aplicar sus conocimientos algebraicos (en este caso rela-
cionados con la ecuacion cuadratica) en contextos diferentes a los escolares.
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Por ese motivo, en esta investigacion se ofrece prueba contundente de
las estructuras conceptuales que surgen en los significados que se eviden-
cian en dos grupos de estudiantes de secundaria. Para ello se utilizaron
dos tareas que abordan situaciones ubicadas en el ambito educativo en un
contexto matematico: definir la ecuacién cuadrética y reconocer algunos
casos especiales de esta.

Marco teodrico

La nocidén de significado de un concepto en el ambito de la matematica
escolar, segiin Rico (2012), esta integrada por el siguiente triangulo se-
mantico:

o Estructura conceptual, que comprende conceptos y propiedades, los argu-
mentos y las proposiciones que se derivan y sus criterios de veracidad.

« Sistema de representacion semidtica, definido por los conjuntos de signos,
graficos y reglas que hacen presente dicho concepto y lo relacionan con
otros.

o Fenomenologia, que incluye aquellos fendmenos (contextos, situaciones o
problemas) que estan en el origen del concepto y le dan sentido (pp. 52-53).

Se considera que esta terna brinda informacion sobre la forma en que
se organiza un contenido matematico en situacion escolar. Por esa razén
se utiliza para interpretar el conocimiento de los estudiantes desde las
concepciones que evidencian al responder items sobre ecuaciones cuadra-
ticas. A continuacion se aborda cada componente semantica del significa-
do para establecer las categorias utilizadas en el analisis de las produccio-
nes de los estudiantes.

En el caso de la estructura conceptual se adopta la organizacion del co-
nocimiento matematico desde una perspectiva cognitiva (propuesta por
Hiebert y Lefevre, 1986; cit. por Rico, 1997). Estas ideas son retomadas
por Rico (1997) para establecer un esquema que divide las componentes
del conocimiento matematico en dos campos: conceptual y procedimental
(figura 1). De esta forma, el campo conceptual queda organizado en (a)
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Ficura 1. Cuadro de composicién y relaciones del conocimiento matemdtico

Fuente: Rico (1997, p. 31).

hechos (términos, notaciones, convenios y resultados), (b) conceptos y (c)
estructuras conceptuales relacionadas con una nocién particular. El cam-
po procedimental, por su parte, esta conformado por (a) destrezas que pro-
cesan hechos, (b) razonamientos que relacionan conceptos y (c) estrategias
que actuan sobre las estructuras.

En el segundo componente del significado, el sistema de representacion
semidtica, se eligieron dos de los sistemas de representacion propuestos
por Canadas y Gomez (2014). Esto con base en las representaciones que se
esperaba podrian surgir segun la naturaleza de los items aplicados. Estos
sistemas son:

a) Simbdlico. Sistema de representacion especifico porque tiene sus propios
signos: niimeros, letras y simbolos de las operaciones aritméticas, con los
cuales se puede operar y entre cuyos elementos existe una relacion.

b) Verbal. Sistema de representaciéon que tiene sentido cuando el lenguaje es
referido a conceptos y procedimientos matematicos que se quieren repre-
sentar (Cafiadas y Gomez, 2014, p. 20).

La fenomenologia, tercer componente del significado, estuvo compues-
ta por dos organizadores: situaciones y contextos. Los contextos pueden
ubicarse en un marco matematico o extramatematico, esto es, segun Rico
et al. (2008) en formas en que se usan los conceptos. En el caso de las si-
tuaciones, éstas hacen referencia al medio en el que se sittian las tareas.
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Los items aplicados se situaron en un ambito educativo, segtn la clasifica-
cién proporcionada por Gémez (2007).

De esta manera, la terna semantica del significado de un concepto ma-
tematico escolar y sus organizadores brindan, como sostienen Fernandez-
Plaza et al. (2016), un marco interpretativo para responder preguntas del
conocimiento matematico de los estudiantes sobre los siguientes aspectos:

;Como expresan los conceptos y nociones basicas?, ;qué propiedades o rela-
ciones argumentan sus ideas matematicas?, ;qué signos emplean para ello?,
;qué modos de uso identifican para el concepto?, ;qué situaciones, fendmenos
o0 contextos enmarcan, o estan en el origen, de sus ideas matematicas? (p. 238).

Estas preguntas sirvieron de referencia para la interpretacion de los
significados parciales que expresaron los estudiantes sobre el concepto
matematico escolar de ecuacion cuadratica.

Método

El método adoptado para este estudio fue el analisis de contenido propues-
to por Rico y Fernandez-Cano (2013). Para la recoleccion de los significados
se utilizaron dos cuestionarios distintos. En el grupo A participaron 22
estudiantes, a quienes se les pregunté: ;qué es una ecuacidon cuadratica?
(figura 2). A los cinco estudiantes del grupo B, se les pidié encerrar en un
circulo aquellos ejemplos que cumplian con las caracteristicas de una ecua-
cion cuadriatica y justificar su eleccion (figura 3).

Ficura 2. ftem aplicado al grupo A con la respuesta obtenida
del estudiante E22.

El corpus analizado estuvo conformado por 25 respuestas, 20 de es-
tudiantes del grupo A y cinco del grupo B. Las unidades de analisis fue-
ron las palabras o simbolos que expresaban algun término, proposicion
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FiGura 3. ftem aplicado al grupo B con la respuesta obtenida
del estudiante E2B.

o frase que describiera la ecuacion cuadratica o que argumentara la se-
leccidn de alguno de los ejemplos refiriéndose a alguna caracteristica de
esta nocion.

Las categorias establecidas fueron las componentes del significado y
sus organizadores expuestos en la seccion anterior. Es decir, estructura
conceptual (campo conceptual y procedimental), sisterna de representacion
semiética (verbal o simbdlico) y fenomenologia (contexto matematico o
extra matemdtico). Cada una de estas componentes fue organizada en una
ficha de registro (véase figura 4). En la primera fila se utiliza el cédigo para
identificar al estudiante y al grupo al que corresponde. Por ejemplo, E1A
corresponde al estudiante 1 del grupo A; de manera similar E5B corres-
ponde a la respuesta del estudiante 5 del grupo B. En la segunda fila se
anexa la imagen de la respuesta al item propuesto en cada grupo. Ensegui-
da se desagregan las tres componentes del significado y sus organizadores
y categorias propuestas.
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FiGURA 4. Ficha de registro para la interpretaciénde las componentes
de los significados

Cédigo
Imagen
Estructura conceptual Representaciones Fenomenologia
Campo Campo Verbal Simbolico Contexto Contexto extra
conceptual | procedimental matematico matematico

Finalmente, para el llenado del instrumento se realiz6 la interpreta-
cién de cada una de las producciones de los estudiantes identificando las
componentes del significado que surgieron en sus respuestas. En la figura
5 se muestra la respuesta del estudiante E5A, quien asocia dos referentes a
la estructura de la ecuacidn cuadratica: uno conceptual, ubicandolo como
una ecuacion con la propiedad de tener potencia, y el otro de corte proce-
dimental, asociado a la forma de resolver el problema con el uso de la raiz
cuadrada. La representacion semiotica que se usa es la verbal, y el sentido
y la forma de uso quedan delimitados en un contexto matematico.

Ficura 5. Identificacion de las componentes del significado en la respuesta de E5A

Los datos obtenidos fueron analizados por separado, pues los items
utilizados para cada grupo fueron diferentes. A continuacion se presentan
los resultados desagregados.

Resultados del grupo A

En las producciones de los estudiantes del grupo A la componente asociada
a la estructura conceptual fue la que presentd mayor diversidad. Respecto
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del sistema de representacion semiética predominante, fue el verbal. S6lo dos
estudiantes incluyeron en su descripcion dos términos de manera simboli-
ca: x y (x*). El estudiante E2A propuso la x como la variable que se debe
encontrar, y el estudiante E7A explicéd que la ecuacion cuadratica se repre-
senta con (x?). Finalmente la fenomenologia se mantuvo en el mismo con-
texto y en la misma situacion del item propuesto; sélo el estudiante E20A
relacion este concepto con la solucion de una medida o cuadrado.

Por lo anterior, la componente que permitio identificar la multiplicidad
de significados de la ecuacion cuadratica fue la estructura conceptual. Es-
tos significados (tabla 1) se aglutinan en el campo procedimental. En este
caso, 55% de los estudiantes (E21A, E2A, E19A, E10A, E3A, E17A, E20A,
E14A, E15A, E18A y E11A) se concentran en las acciones o los procedi-
mientos asociados a la ecuaciéon cuadratica sin proponer propiedades ni
caracteristicas para el término, concepto o estructura asociados al campo
conceptual. En contraparte, sélo 30% (E4A, E12A, E16A, E22A, E7A y
E9A) incluyen elementos que caracterizan la estructura conceptual de la
ecuacion cuadratica, y 15% incluye caracteristicas de ambos campos (E5A,
ESA y E13A).

Para la componente conceptual, el referente mas relevante fue que era
una ecuacion que incluye una potencia al cuadrado. Para el campo proce-
dimental no se mencionaron razonamientos ni estrategias; so6lo destrezas.
La de mayor mencioén fue resolver utilizando la raiz cuadrada. Es importan-
te mencionar que en la destreza de resolver la ecuaciéon cuadratica, aunque
acompanada de como hacerlo (mediante letras, nimeros o con operacio-
nes), no queda claro el sentido que tiene para los estudiantes; sin embargo,
en el grupo B se encuentran componentes que permitieron describir un
posible significado de lo que podria entenderse como la destreza de resol-
ver la ecuacion.

También se considera que una componente conceptual que forma par-
te de la ecuacion es la nocion de variable como incdgnita; sin embargo,
solo cuatro estudiantes (E2A, E10A, E18A y E21A) asociaron este uso de
la variable con el significado de la ecuacion cuadratica (véase figura 6).

Otro resultado relevante es que sélo tres estudiantes (E5A, E8A vy
E13A), de los 20 que respondieron el instrumento, incluyeron en su signi-
ficado de ecuacidn cuadratica componentes de los dos campos (conceptual
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TasLA 1. Estructura conceptual de los significados de la ecuacién
cuadrdtica en el grupo A

Campo conceptual Campo procedimental Cédigo
Operacion Encontrar laigualdad para un E21A
valor faltante
la variable x E2A
Realizar multiplicar, sumar, E19A
restar y sacar raiz
a un valor
Ecuacion Con dos solu- E4A
ciones
Con potencia ESA, ESA, E12A, E13A,
al cuadrado E16A, E22A
Encontrar un numero E10A
Calcular  en dos partes E3A
Resolver  con raiz cuadrada ES5A, E8A,E13A,E17A
Realizar ~ con numeros y letras E17A
Férmula Resolver  unamedida o cuadrado E20A
Meétodo o Resolver  con raiz cuadrada E14A
proceso con letrasy nimeros ~ E15A
Expresion Encontrar laincégnita E18A
matemdtica Resolver  con raiz cuadrada E18A
Se representa E7A
con (x?)
Lleva dos equis E9A
cuadrada

Resolver  mediante letras E11A

y procedimental) que clasifican cognitivamente a un contenido ma-
tematico escolar (véase figura 7). Y precisamente los elementos que con-
forman el significado de la ecuacién cuadratica de estos estudiantes son
los que se mencionan con mas frecuenca. En contraparte, la descripcién
de E7A, E9A y E11A no cont6 con un referente conceptual (ecuacion,
operacion, féormula, expresion matematica, método o proceso) (véase fi-
gura 8).
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Ficura 6. La incAgnita en los significados de la ecuacion
cuadrdtica del grupo A

Ficura 7. Significados del grupo A con categorias en el campo conceptual
y procedimental

Puesto que la estructura de un concepto matematico escolar se confor-
ma por dos campos (conceptual y procedimental), se considera que si uno
de éstos no esta presente siempre se tendra un significado parcial. En este
caso, 85% de los estudiantes tiene un significado parcial de la ecuacién
cuadratica, donde predomina el campo procedimental, lo cual confirma la
hipétesis de este estudio.
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FiGura 8. Significados sin referente conceptual en el grupo A

Resultados del grupo B

En el grupo B las respuestas de los estudiantes para las componentes repre-
sentaciones semioticas y fenomenologia tienen grandes similitudes con las
respuestas del grupo A. De nueva cuenta en la componente de estructura
conceptual se evidencia la multiplicidad de significados y algunas compo-
nentes del campo conceptual y procedimental que no se presentaron en el
grupo A. Lo anterior se debe a la diferencia de items utilizados en cada tarea,
donde si bien no se presenta un referente conceptual, si se logra identificar
las propiedades o las caracteristicas que, segtin los estudiantes, debe cumplir
una ecuacion cuadratica. De esta manera la estructura conceptual identifi-
cada en las producciones del grupo B para la ecuacidn cuadratica se pre-
senta en la tabla 2.

Los cinco estudiantes del grupo B reconocen que una propiedad del
campo conceptual de la ecuacidon cuadratica consiste en incluir un térmi-
no al cuadrado (véase figura 9). Esto coincide con el significado del campo
conceptual mas potenciado por el grupo A; es decir, que debe contener
una potencia, en este caso al cuadrado. Por lo anterior, todos los estudian-
tes excluyeron el inciso a: x + 4 = 0 pues determinaron que no es una ecua-
cién cuadratica.
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TasLA 2. Estructura conceptual de los significados de la ecuacién
cuadrdtica en el grupo B

Campo conceptual Campo procedimental Cédigo

Debe contar con los tres términos (la E1B
incégnita elevada a la segunda

potencia, un nimero independiente

y un numero con una incognita)

Debe tener x al cuadrado E2B, E3B, E4B,
E5B

Se resuelve con una factorizacion E1B, E2B, E4B

Ficura 9. Significado parcial de la ecuacién cuadrdtica del E1B

En las justificaciones de los estudiantes del grupo B para los incisos b y
¢ se encontro el segundo significado mas frecuente para este grupo de es-
tudiantes, el cual reconoce a la ecuacion cuadratica en su representacion
factorizada como una forma de resolverla. Por esta razdn, cuatro de los
cinco estudiantes encerraron el inciso ¢: (x + 3)(x — 2)=0, sin requerir su
desarrollo. Sin embargo, en el inciso b: 2x(4 + x) = 0, aparece un significa-
do erréneo presentado por E1B en el sentido de que la ecuacion debe in-
cluir los tres términos (cuadratico, lineal e independiente). Otro resultado
relevante es que el campo procedimental evidenciado por los estudiantes
E1B, E2B y E4B, siendo la factorizacion una forma de resolver la ecuacuén
(tabla 2), permite comprender el significado propuesto por el estudiante
E3A al referir que la ecuacion cuadratica se calcula en dos partes (tabla 1).

También se observé que para los estudiantes E4B y E5B reconocer su
forma canodnica es importante para justificar si es 0 no una ecuacion cua-
dratica. Por lo anterior, necesitaron realizar operaciones entre diferentes
representaciones de la ecuacién para obtener su forma ax*+ bx + ¢ = 0
(véase figura 10). De esta manera, en el grupo B el campo procedimental
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Ficura 10. Desarrollo de los estudiantes de la ecuacion a su forma

jugd un papel importante, pues es la manipulacion de la expresion cuadra-
tica o la manera de resolverla lo que permite reconocerla. Aqui hay que
hacer referencia a las destrezas algebraicas y aritméticas que realiza el es-
tudiante con respecto al concepto.

Reflexiones y conclusion

De acuerdo con las respuestas presentadas por los estudiantes de los grupos
Ay B, se podria inferir que la ensefianza acentda la formulacion y la reso-
lucién de ecuaciones cuadraticas. En los significados mostrados por ambos
grupos se pudo evidenciar que el campo procedimental que describe la
estructura conceptual de la ecuacion cuadratica puede estar asociado a los
inconvenientes que Gavilan (2011) propone al pasar de la aritmética al al-
gebra. De ahi los argumentos de los estudiantes al expresar la ecuacion
cuadratica como un célculo por medio de su raiz cuadrada. Es decir, supo-
nen que si un término a la potencia 2 puede resolverse por medio de su raiz,
entonces esta destreza les permite generalizarla y asociarla a la estructura
conceptual de la ecuacion cuadratica. Consecuentemente, esto conlleva el
hecho de que procedimentalmente los estudiantes expresen la ecuacion
cuadratica en su forma canoénica (véase figura 10) para lograr que cumpla
con la propiedad asignada de tener la incognita elevada al cuadrado (véase
figura 9).

Ligado a lo anterior, otro conflicto que se ha identificado es que la in-
cdgnita aparece con poca frecuencia (20%) como una nocion basica en la
estructura conceptual de la ecuacion cuadratica. Al parecer, los estudian-
tes ven la solucién de una ecuacién cuadratica como un solo valor, lo cual
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podria deberse a la generalizacion de la aritmética al algebra (2 =2).
Lo anterior propicia que vean a la incognita como una raiz que satisface
simultdneamente a la ecuacidn cuadrética. Dado este resultado, sera perti-
nente el rol de la variable como un elemento importante en la ensefianza
del algebra, con el objetivo de que el estudiante promueva los diferentes
usos de la variable en contextos y situaciones que le permitan reconocerlos
como diferentes. Lo anterior podria complementar, en el caso de la ecua-
cién cuadratica, las tres componentes semanticas del significado. Asi, se
promovera un sentido mas funcional y formas de uso que ahora parecen
ausentes en el conocimiento matematico evidenciado por los estudiantes.

Por otra parte, si bien las tareas pudieron incidir en los significados
que se presentaron, se esperaba que los estudiantes, al menos los del grupo
A, se refirieran a la ecuacion cuadratica como un objeto util para resolver
problemas que fueran mas alla de su formulacién y su resolucién en con-
textos matematicos simples. Esto implica que las ideas matematicas de los
estudiantes estan mas relacionadas con los procedimientos y las reglas
asociados a la resolucion de la ecuacion cuadratica que a sus modos de uso
en situaciones mas funcionales. Esta forma de ensefiar la ecuacién cuadra-
tica (como una regla vacia de significados funcionales) implica que el es-
tudiante recuerde sus caracteristicas sintacticas, y tal vez pueda describir-
las, pero no siempre podra utilizarlas correctamente en una situacién
dada, debido a que se le ha provisto de significados parciales durante su
instruccion. Asimismo, derivado de este estudio, se considera que los
aprendizajes significativos de un concepto son los que estan relacionados
con sus diferentes usos y representaciones y no solamente con la solucién
a base de técnicas y/o procedimientos.
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Resumen

En este trabajo de investigacion se presenta la aplicacion de un material
que pretende apoyar al estudiante de bachillerato en su comprension acer-
ca del tema de la factorizacion de polinomios algebraicos. Con base en la
revision de la literatura se encontré que existen dificultades acerca del
aprendizaje de la factorizacion, por lo cual se elabord la propuesta de ense-
far el tema desde un punto de vista geométrico que ayude a la abstraccién
de las operaciones y rompa con los obstaculos que se generan con el sim-
ple manejo sintdctico de las expresiones matematicas. Con base en la teo-
ria de Duval, se piensa que al cambiar el registro de representacion los es-
tudiantes pueden acceder al estudio del objeto matematico a través de otra
representacion, como las figuras geométricas. En la busqueda de un mate-
rial que pudiera adaptarse al objetivo planteado se encontrd un software de
computadora denominado Caja de Polinomios. Esta investigacion se en-
foco en explorar los beneficios y las limitaciones de ese software en estu-
diantes de bachillerato. Este estudio contiene el andlisis de la aplicacion de
las actividades y las conclusiones de esta propuesta.

Palabras clave: Caja de Polinomios, factorizacion, aprendizaje significativo.
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Introduccion

En la materia de algebra siempre hay dificultades cuando el alumno comien-
za con el estudio de las letras como representacion de un nimero general,
como un elemento que cambia de valor o como una relacién entre valores.
Este paso de la aritmética al dlgebra en general presenta dificultades mate-
maticas a los escolares, lo cual comienza desde la educacion secundaria y
continda hasta grados superiores del marco curricular.

En el caso del algebra, hablando de las letras como niimeros generales,
se aborda un tema llamado factorizacién de polinomios y en este tépico se
presentan diversos obstaculos en la captacion de los tratamientos necesa-
rios para la resolucién de las operaciones de caracter algebraico. Como
senala Caballero y Juarez (2016):

Los alumnos de nivel superior efectivamente tienen problemas de madura-
cidn, tales como aplicar parcialmente una férmula, omitir signos, desarrollar
expresiones algebraicas. Estos problemas no son de facil solucion; sin embar-
go, el profesor los puede detectar y resolver si existe la cooperacion del alum-
no. No obstante, otras veces se han observado problemas de maduracion de
tal magnitud que pareciera que se originaron desde varios niveles anteriores
(p. 35).

En ese trabajo se hace referencia a la factorizacion de polinomios ya
que, en algunos casos, ésta es necesaria para realizar la adicién o la sustrac-
cién de fracciones algebraicas, entre otras operaciones matematicas que
requieren un manejo algebraico.

Baltazar, Rivera, Martinez, Cardenas y Anaya (2015) reportan las difi-
cultades de estudiantes de octavo grado (un equivalente a segundo de se-
cundaria) en la factorizacién de polinomios. Su estudio hace una serie de
observaciones relacionadas con las dificultades y los errores que presentan
algunos alumnos al enfrentarse a los procesos que son necesarios para fac-
torizar los términos algebraicos que se les plantean. La mayoria de las
equivocaciones cometidas por los estudiantes, a las que se refiere ese estu-
dio, estan relacionadas con la utilizacion de los signos, con el valor que les
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atribuyen a las letras y con la forma de trabajo en grados anteriores, asi
como también con la concentracion y el interés por la asignatura. Los des-
aciertos mas frecuentes analizados por los investigadores ocurren por la
mala utilizaciéon e interpretacion de los signos y por la alteracion de las
operaciones, lo cual genera conflictos en los alumnos a la hora de resolver
los ejercicios.

Un ejemplo de los errores cometidos en la factorizacion se produce
por la aplicacion parcial de la regla de factorizaciéon por factor comun:
“Este error se presenta cuando el alumno intenta separar los factores co-
munes, pero no recuerda el paso siguiente del procedimiento, dejando in-
conclusa la operacion, o no verifica la validez del factor comun, asi como
no respeta las reglas de los exponentes del citado factor” (Garcia, 2010).

Otro ejemplo lo proporciona Méndez (2012):

Al factorizar polinomios cuadréticos: primero, no comprenden que deben
encontrar dos polinomios irreducibles, que al multiplicarlos den la expresién
original, y el segundo aspecto, encontrar dos niimeros, que dependen de
operaciones claramente establecidas, entre los coeficientes del polinomio y
que permitan su factorizacion. Estas dos dificultades no pueden ser resueltas
so6lo considerando el marco algebraico, como se evidencia en el andlisis de los
procedimientos y conocimientos que hay que poner en juego al factorizar
(p. 31396).

El analisis de los errores que cometen los alumnos al realizar operacio-
nes matemdticas sirve para observar su aprendizaje, darle un seguimiento
y, en el caso del docente, identificar la problematica acerca de los temas
que les presentan mayor dificultad, “ya que la ensefianza de la factoriza-
cién en ambiente de lapiz y papel requiere de reglas que clasifican los poli-
nomios y necesitan de su manejo sintactico” (Mejia, 2008).

De acuerdo con Baltazar et al. (2015) “se deben implementar metodolo-
gias que contengan recursos didacticos y clases tedrico-practicas mas dina-
micas que despierten el interés en el estudiante y, a través de esto, lograr que
desarrollen habilidades mentales que fortalezcan su aprendizaje” (p. 678).

Revisando trabajos de investigacion y articulos referentes al tema de
factorizacion, descubrimos que hay estudios en habla hispana que fomen-
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tan la ensefianza de la factorizacién con materiales tangibles (Méndez,
2012; Ospina, 2015; Rubio, 2013; Salazar, Jiménez & Mora, 2013). Entre
ellos, los trabajos de Soto, Mosquera y Gomez (2005) y Villarroel (2014)
proponen la Caja de Polinomios como herramienta didactica para el
aprendizaje en operaciones con polinomios y factorizacion, que al parecer
es clave para lograr un aprendizaje significativo.

Por lo que se plantea la pregunta: ;qué beneficios y qué limitaciones
representard la implementacion de la Caja de Polinomios en el nivel medio
superior de nuestra region para el aprendizaje de la factorizacion de poli-
nomios?

En nuestro estudio, debido a la emergencia sanitaria por Covid-19 fue
imposible realizar la observacion directa de los estudiantes, lo que nos ori-
116 a utilizar una version digital del material y recurrir al uso de la platafor-
ma Zoom para captar las interacciones que requeriamos.

Marco teorico

La factorizacion constituye un cambio en la representacion de los términos
algebraicos y representa un polinomio como el producto de sus factores o
sus divisores.

El concepto de factorizacién se desarrolla de forma operacional desde
la secundaria. Cosntituye una manipulacion de expresiones, porque antes
de realizar cualquier tratamiento uno debe reconocer el tipo de expresién
que se va a cambiar, tomando en cuenta que existe un procedimiento par-
ticular para un polinomio determinado.

Por ejemplo, si al alumno se le presenta el término 5x°y, sabe que sus
factores quedaran como: 5x*y > 5 - x - x -y; pero si se le presenta el polino-
mio x>+ 6x + 9, estd consciente que éste descompone en factores de distin-
ta naturaleza (Méndez, 2012).

Como parte del proceso de factorizar polinomios, un primer paso del
estudiante consiste en que reconozca el tipo de polinomio que va a tratar,
para después seleccionar el método o los métodos que le permitean arri-
bar a la solucién (dependiendo del ejercicio).
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Ante una expresion general, dada o construida por el propio estudiante, éste
tiene que interpretar los simbolos involucrados como niimeros generales, los
cuales representan cantidades indeterminadas que no se pueden, ni es nece-
sario, determinar. Tienen que manipular este tipo de expresiones (por ejem-
plo, factorizar o simplificar) cuando asi lo requiere el problema, sin necesi-
dad de asignarle valores especificos a las variables (Ursini, Escareno, Montes
& Trigueros, 2005, p. 31).

Segun Duval (1993, citado en Oviedo et al., 2011), la adquisicién con-
ceptual de un objeto matematico se basa en dos caracteristicas fundamen-
tales:

o El uso de mas de un registro de representacion semiotica.
o La creacion y el desarrollo de sistemas semidticos nuevos, los cuales consti-
tuyen un simbolo de progreso de conocimiento.

De acuerdo con Duval, un sistema semidtico puede ser un registro de
representacion, si permite tres actividades cognitivas relacionadas con la
semiosis:

1. La presencia de una representacion identificable.

2. El tratamiento de una representacion que es la transformacion de la repre-
sentacion en el mismo registro en que ha sido formulada.

3. La conversion de una representacion que es la transformacion de la repre-
sentacion en otra representacion de otro registro en la que se conserva la
totalidad o parte del significado de la representacion inicial; es decir, dos
tipos de registros disimiles, con diferentes representaciones.

Ningun tipo de procesamiento matematico se puede realizar sin utili-
zar un sistema semiodtico de representacion, porque el procesamiento ma-
tematico siempre implica la sustitucion de alguna representacion semidti-
ca por otra (Martinez y Hernandez, 2016).

Segun Ausubel, Novak y Hanesian (1983),
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Ficura 1. Transformacion, conversién y tratamiento

Fuente: Duval (2006).

la esencia del proceso de aprendizaje significativo es que ideas expresadas
simbodlicamente se relacionen, de manera sustantiva (no literal) y no arbitra-
ria, con lo que el aprendiz ya sabe, o sea, con algun aspecto de su estructura
cognitiva especificamente relevante (i. e., un subsumidor) que puede ser, por
ejemplo, una imagen, un simbolo, un concepto o una proposicion ya signifi-
cativos (p. 41).

Por asimilacion entendemos el proceso mediante el cual “la nueva in-
formacion es vinculada con aspectos relevantes y preexistentes en la es-
tructura cognoscitiva, proceso en que se modifica la informacion reciente-
mente adquirida y la estructura preexistente” (Ausubel et al., 1983, p. 71).
Esto implica que las nuevas ideas, conceptos y proposiciones pueden ser
aprendidos significativamente en la medida en que otras ideas, conceptos
o proposiciones relevantes estén adecuadamente claras y disponibles en la
estructura cognitiva del individuo y que funcionen como un punto de “an-
claje” de las primeras. El subsumidor practicamente no se modifica y la
nueva informacion se hace parte de esa estructura de conocimiento.
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Método

La metodologia del estudio es instrumental de casos de tipo cualitativo, por
lo cual se utilizara la descripcion para comprender los resultados de cada
situacion particular. En este trabajo se desarrollaron actividades para tra-
bajar con la Caja de Polinomios, version digital, y se plantearon ejercicios
tomados de los libros recomendados en el plan de estudios de la Subsecre-
taria de Educacion Media Superior. En esta fase del estudio se identificaron
los tipos de tareas y los métodos que deben utilizarse con el software de la
Caja de Polinomios, una herramienta didactica que consta de un tablero,
cuadrados y rectangulos que, de acuerdo con Soto et al. (2005), permiten el
desarrollo del algebra de polinomios.

La Caja de Polinomios conjuga los aportes de cuatro matematicos fa-
mosos: Euclides, quien en su libro de Los elementos y en la proposicion 43
del libro I, orienta sobre la construccion de fichas rectangulares de distintas
dimensiones, pero de igual drea, y se apoya en la proposiciéon 34 del mis-
mo texto mediante la cual demuestra que cualquier diagonal de un parale-
logramo lo divide en partes iguales, y asimismo utiliza la nocién comun
segun la que “si de cosas iguales se quitan cosas iguales, los restos son igua-
les”. El segundo matemadtico es Thabit Ibn Qurra al Harrani, especialista
dedicado a la contemplacion de las cantidades y quien, de manera genero-
sa, presenta el concepto de homogeneizacion, el cual permite abordar los
polinomios por medio del manejo de las areas de rectangulos, atendiendo
a las dimensiones de la base y la altura. Por ultimo, el juego extiende su apli-
cacién a polinomios con coeficientes negativos con la utilizacion del plano
cartesiano, cuya creacion se debe a Pierre de Fermat y a René Descartes
(Villarroel, 2014).

Los autores rescatan el pensamiento matematico de Thabit Ibn Qurra,
quien, al observar que una ecuacién cuadratica de la forma x* + px+ g=0
no adquiere una representacion geométrica adecuada por la imposibilidad
de sumar areas con longitudes y con puntos, propone utilizar una unidad de
medida p para expresar la ecuacién anterior como x*+ pux + qu*= 0, por
lo que ésta puede interpretarse geométricamente como la suma de dareas.

Esta imagen sintetiza la idea de homogenizacion de Thabit y da origen
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FiGura 2. Idea de homogenizacién de Thdbit

[0 =[] =

FuenTe: Soto et al. (2005).

~

a los rectangulos x%, x, 1. Con estos rectangulos basicos es posible represen-
tar geométricamente un polinomio cuadratico con coeficientes enteros. Asi,
podremos representar geométricamente un polinomio x*+ 4x + 4 como:

FiGura 3. Representacion de un polinomio con figuras rectangulares

11 X

1 1 X

Fuente: Villarroel (2014).

Sin embargo, también se pueden representar polinomios con coefi-
cientes negativos. Ante este escenario Soto et al. (2005) proponen la utili-
zacion del plano cartesiano como un sistema auxiliar para la factorizacion
de los términos negativos. Estos autores sostienen que las areas de los rec-
tangulos que se ubiquen en el primer o tercer cuadrantes se consideran
con coeficientes positivos, y los que se ubiquen en el segundo o cuarto
cuadrantes se consideran con coeficientes negativos.

Con este complemento auxiliar ahora podremos representar el polino-
mio -2x*+ 3x -1 de la siguiente manera:

El material utilizaa cuadrados y rectangulos que se relacionan por me-
dio de la longitud de sus lados, y hallar el valor del area de las figuras sirve
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Ficura 4. Tablero de la Caja de Polinomios

Fuente: Villarroel (2014).

FiGura 5. Representacion del polinomio — 2x*+ 3x - 1

Fuente: Villarroel (2014).

para la representacion de los términos algebraicos, por lo que en su estruc-
tura cognitiva los estudiantes lo relacionaran por asimilaciéon puesto que
son temas que ya habia visto en grados académicos anteriores.

El material logra hacer la transformacion de las expresiones algebrai-
cas con figuras geométricas, convirtiéndolas al sistema de la Caja de Poli-
nomios, y utiliza este mismo sistema para hacer los tratamientos necesa-
rios con el fin de resolver las operaciones con polinomios.

Fernando Soto, Edwin Insuasty y Jests Insuasty, profesores adscritos a
los grupos de investigacion Gescas y Galeras.net, de la Universidad de Na-
rifo, disefiaron una version digital que ya esta a disposicion de la comuni-
dad educativa.
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Ficura 6. Mend tutorial de la versidn digital de la Caja de Polinomios

FuenTe: Insuasty et al. (2013).

“Esta herramienta digital tiene sus bases en la Caja de Polinomios y
uno de sus principales objetivos es servir como recurso para el trabajo
dentro y fuera del aula, ademas de promover actitudes positivas hacia las
matemadticas” (Fernandez y Ocoro, 2015, p. 32).

Con las actividades de esta herramienta se identificaron las estrategias
que desarrollan los estudiantes, asi como las dificultades que enfrentan
con la representacion de la Caja de Polinomios, es decir, con la valencia
instrumental y semidtica.

La poblacion de estudio estuvo conformada por jovenes de nivel me-
dio superior de Puebla y Tlaxcala que contaban con una computadora, co-
nexion a internet desde casa y las aplicaciones y los requisitos del progra-
ma. El contacto con los participantes tuvo lugar a través de la plataforma
Zoom, ya que ésta permitio la interaccién con los equipos de computo de
los participantes, quienes pudieron compartir sus pantallas para que no-
sotros pudiéramos visualizar lo que ellos realizaban, ademas de que la
plataforma permiti6 la grabacion de todas las sesiones que se llevaron
a cabo.

Las actividades permitieron revisar las caracteristicas del objeto mate-
matico analizado e hicieron posible constatar el desarrollo de la comprensién
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de la factorizacion de polinomios gracias a los ejercicios que realizo el
estudiante.

El analisis de los resultados se llevo a cabo con base en las actividades
de los participantes y en las evidencias que nos enviaron.

Analisis de resultados

Previamente a las sesiones con la Caja de Polinomios se aplicé un cuestio-
nario a los participantes que funciond como organizador para que éstos
recordaran las férmulas para obtener el drea de cuadrados y rectangulos y
para que se acostumbraran al manejo de las literales como representaciones
de los lados de las figuras.

Asimismo, se envi6 a los alumnos una serie de figuras geométricas so-
bre las cuales tenian que reescribir las formulas, y proponer otras, con el
fin de que relacionaran las letras con altura, base, apotema, perimetro o
area de esas figuras. Todo esto se realiz6 en un formulario de Google (véase
figura 7).

En las siguientes capturas de pantalla se observan las respuestas de al-
gunos estudiantes. Ahi se muestran las sugerencias de los participantes:
cambiaron las literales de los lados de las figuras y las relacionaron con la
aplicacion de la formula de area que correspondia a cada una.

Ficura 7. Formulario de Google: organizador previo
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En la figura 8, una alumna mostré que se pueden cambiar las literales
que representan los lados del poligono que se le proporciond y aplicar la
férmula correcta para determinar su area.

Toda la informacion acerca del software y su instalacion se les hizo lle-
gar a los estudiantes via correo electronico. Se realizaron sesiones previas
en Zoom para resolver dudas de instalacion debido a que algunos partici-
pantes contaban con sistema operativo iOS y otros con Windows.

Las primeras sesiones trataron acerca de la interfaz del programa:
como usar los botones, como acceder a tableros y cdmo armar las figuras.
Una vez que se confirmé que eran aptos en el uso del software se prosiguio
con las actividades que llevarian a la factorizacion de polinomios.

La aplicacion de las actividades se realiz6 a través de la plataforma
Zoom, elegida por las diversas formas que ofrece este software para inte-
ractuar con los participantes: compartir pantalla y grabar las sesiones. In-
cluso los participantes podian obtener permiso del anfitrién para contro-
lar el mando de la computadora y realizar las actividades de manera
personal. Esto garantizé suficiente interaccién con los participantes en la
actividad. Cabe mencionar que la mayoria de las sesiones fue grabada
con el fin de retomarlas y analizar las actividades que realizaron los estu-
diantes.

En el caso de la figura 10, con el programa Caja de Polinomios la
participante pudo factorizar de manera correcta el polinomio, un poli-
nomio perteneciente a la clasificacion de factorizacién por agrupacion
de términos.

Ficura 8. Respuesta de una estudiante sobre la obtencion
del drea de un hexdgono regular



FiGura 9. Factorizacién del polinomio x*> — 9 con apoyo de Zoom y el material

Ficura 10. Factorizacion del polinomio x> - 3x* + x - 3
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En la figura 11 el participante realizé la factorizacién del polinomio,
obteniendo una figura con el menor nimero de fichas. Los pares de fichas
que agreg6 se encuentran en zonas opuestas, por lo cual su estructura si es
viable.

Ficura 11. Factorizacién del polinomio 4x* - 1

Ficura 12. Factorizacién el polinomio x* — 1
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En la figura 12 la participante logré factorizar el polinomio x* - 1 con
el software, polinomio perteneciente a la clasificacion de diferencia de cu-
bos. Se puede ver que cumplié correctamente con su estructura, pues la
construy6 con el menor numero de fichas, y es viable pues coloco los pares
de fichas agregados en zonas opuestas del tablero.

Conclusiones

Como sostienen los autores de este texto, la Caja de Polinomios, empleada
adecuadamente por el profesor, puede hacer que la clase de matematicas deje
de ser aburrida y que el estudiante despierte su interés por lo que esta haciendo.

Varios participantes en este estudio aseguraron que se les hizo mas di-
namico el trabajo con la Caja de Polinomios, pues les sirvi6 para ensayar
otra forma de hacer sus operaciones, mas rapida y mas sencilla, ademas de
que pueden retroalimentar sus operaciones ya que el software esta progra-
mado para advertirles que han cometido un error, lo cual sirve para que
ellos mismos se corrijan y de ese modo construyan su aprendizaje.

Podemos concluir que la Caja de Polinomios cumple con la teoria de
las representaciones semidticas, ya que con este material se llevo a cabo la
transformacion de una representacion semidtica por otra; tuvo lugar una
conversion, al pasar de la escritura algebraica a la representacién geomé-
trica, y se realizaron tratamientos de las operaciones en la Caja de Polino-
mios, que constituye el sistema semidtico que se mantuvo presente.

Ahora, puesto que las figuras geométricas que utilizamos son cuadra-
dos y rectangulos, son de facil asimilacion para los estudiantes, pues ya
estaban presentes en su estructura cognitiva. Los términos algebraicos y la
relacion con las formulas de drea fueron proprocionados de forma estruc-
turada y no arbitraria, lo cual se hizo gradualmente con los jévenes duran-
te todas las sesiones. Por lo anterior, podemos concluir que el material
presenta caracteristicas potencialmente significativas.

Con esta propuesta también se sientan las bases para la investigacion o
la creacion de nuevo software para el aprendizaje del algebra y de otros
conceptos matematicos que se puedan expresar en otro registro de repre-
sentacion, para su mejor comprension.
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Como afirman los participantes en esta investigacion, existe una gran
cantidad de mejoras que podrian implementarse a este software. Por ejem-
plo, el arrastre de las fichas al tablero; que se puedan empalmar unas con
otras; que se puedan mover todas las fichas a la vez; que, si cambian su es-
cala, las fichas no pierdan su posicion y se deba hacer un reacomodo; que
cuando se coloquen mads de 11 fichas de X, la pantalla las represente co-
rrectamente, etcétera. En sintesis, este programa es muy util, pero se pue-
de mejorar o servir de base para la creaciéon de uno nuevo.

Sin embargo, lo que se pretende con este estudio es que los docentes de
matematicas busquen materiales como éste para implementarlo en el aula
como recurso didactico con el fin de combatir el rezago escolar, la apatia 'y
el desinterés hacia la materia de matematicas.

En este trabajo, asi como en el de los autores, se recomienda que, si se
va a implementar el uso de la Caja de Polinomios, se haga desde el punto
de vista matemdtico para que no se convierta en un juego mas, y que con-
serve su riqueza matematica y su poder didactico.

Con esta herramienta sdlo se pueden trabajar polinomios con una sola
variable y hasta de tercer grado. Queda a expensas de quien quiera imple-
mentar este material, el disefio de secuencias o metodologias que puedan
ampliar estas posibilidades, pues se pueden crear mas fichas, pero ya de-
pendera de la creatividad, la ensefianza y los objetivos que se planteen.

Hara falta un estudio a largo plazo, con una secuencia didactica en el
programa escolarizado para medir el aprovechamiento y el aprendizaje del
algebra basica con la Caja de Polinomios, puesto que esta investigacion so6lo
se centrd en una sola tematica.
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Resumen

En esta propuesta se promovio el uso de la funcién de la hoja de céalculo que
incorpora GeoGebra y otras aplicaciones para generar matrices cuadradas
a partir de éstas, a las cuales se les puede calcular el determinante. El obje-
tivo fue dejar de centrar la atencién en el proceso algoritmico del célculo
de determinantes a lapiz y papel, que si bien, es un aprendizaje esperado en
un curso de dlgebra lineal, suele resultar un procedimiento tedioso cuando
la dimensién de las matrices es de cuatro por cuatro o superior. Se planted
implementar una tarea de aprendizaje como alternativa que fomentara la
identificacion de patrones.

Para esta tarea se propusieron dos casos particulares: en el primero, la
idea fue generar matrices cuadradas cuyas entradas sean una sucesion de
numeros naturales consecutivos, y en el segundo, las matrices cuadradas
cuyas entradas por fila o columna sumen cero. Con lo anterior se esperaba
que los estudiantes fueran capaces de identificar algunos patrones que ge-
neran matrices con determinante nulo, para posteriormente plantear con-
jeturas y tratar de justificarlas. Lo anterior, a partir de los aprendizajes previos
sobre matrices cuadradas y sus determinantes.

Palabras clave: herramientas digitales, determinantes, identificacion de pa-
trones.
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Introduccion

Cuando hablamos de un curso de algebra lineal, nos vienen a la mente los
conceptos de vectores, matrices y sistemas de ecuaciones lineales. En tér-
minos mas formales, el dlgebra lineal estudia conjuntos denominados “es-
pacios vectoriales” que constan de un conjunto de vectores y escalares, pero
que ademas, por ser una estructura de campo, incluye las operaciones entre
éstos, asi como ciertas propiedades (Noguera, Huérfano & Vera, 2015).

El aprendizaje del algebra lineal no esta exento de dificultades debido,
entre otras razones, a que los objetos de estudio involucrados se presentan
de forma abstracta y desvinculada de otras representaciones fisicas o
geomeétricas (Costa & Rossignoli, 2017). Por lo anterior, varias investiga-
ciones sugieren adaptar acercamientos un poco mds concretos para abor-
dar algunos tépicos.

Ademas de lo anterior, la ensefianza del algebra lineal ha estado domi-
nada fuertemente por el desarrollo de procesos de naturaleza algoritmica,
que muchas veces resultan complicados para los estudiantes, como en el caso
de las operaciones con vectores y matrices. En este sentido, resulta necesa-
rio que los estudiantes desarrollen un dominio tanto conceptual como prac-
tico de los objetos matematicos involucrados, para lo que se requiere el
desarrollo y la implementacion de nuevas estrategias didacticas.

Con base en lo anterior, diversos autores han sefialado la pertinencia
de disefar actividades de aprendizaje para el aula que involucren algunos
elementos que favorezcan el desarrollo del pensamiento matematico; esto
es, de la forma como desarrollan su quehacer los matematicos profesiona-
les, lo que incluye actividades como identificacién y comparacion de pa-
trones, uso de distintos registros de representacion, elaboracion de conje-
turas, procesos de argumentacion y justificacion, entre otros (Barrera &
Reyes, 2013).

Otro elemento relevante que puede incidir de forma favorable en el
aprendizaje de la disciplina es el uso de herramientas digitales para su en-
seflanza, como lo han puesto de relieve diversas investigaciones. En ese
sentido, se han desarrollado diversas propuestas con base en la investiga-
cién en el aula para ayudar a la mejor comprension de topicos relativos al
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algebra lineal, en entornos semipresenciales o completamente virtuales
(Campos & Torres, 2015; Noguera, Huérfano & Vera, 2015; Caseres, 2016).
Sin embargo, un comun denominador de este tipo de propuestas es que se
centran en cémo utilizar ciertos recursos para abordar temas tipicos del
programa de estudios, pero no en la naturaleza de la estrategia didactica,
ni en algunos de los elementos identificados como analogos al desarrollo
del pensamiento matematico. Como ejemplo de lo anterior, los autores de
este trabajo hemos identificado que una actividad que puede resultar inte-
resante y que coadyuve a ese propdsito es la identificacion de patrones en
algan topico especifico del algebra lineal, que ayude a plantear conjeturas
y tratar de justificarlas, lo cual consideramos puede ser de especial interés
en la ensefianza de la asignatura.

Antecedentes

En la Antigiiedad fueron creados los denominados cuadrados magicos, que
consistian en arreglos rectangulares de nimeros naturales que cumplian

Ficural. Cuadro mdgico representado en la obra de Durero Melancolia I, 1514

Fuente: http://www.epsilones.com/paginas/artes/artes-032-durero-melancolia.html.
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con la condicion de que, al sumar sus cifras por filas, por columnas, e in-
cluso por sus diagonales, la suma siempre daba la misma cantidad. En la
figura 1 se muestra uno de estos cuadros magicos, presente en la obra de
Durero de 1514, llamada Melancolia I.

En la tabla 1 se presenta el arreglo que representa el cuadrado magico
de Durero. Se considera que es un cuadrado magico porque al sumar los
cuatro numeros de cada renglén, columna y diagonal, el resultado es 34.

TasLA 1. Cuadro mdgico de Alberto Durero

16 3 2 13
10 11 8
6 12
15 14 1

El determinante de una matriz no se obtiene sélo de sumar los ele-
mentos de cada renglén o columna. Lo cierto es que el determinante tam-
bién resulta ser una invariante para cada matriz cuadrada (sin que tenga
que ser un cuadro magico). Si se considera el cuadro magico de Durero
como una matriz 4 x 4 y se aplica la expansiéon de Laplace en el primer
rengldon para calcular el determinante, entonces se tiene:

Como es un determinante de orden cuatro, el problema se reduce a
resolver cuatro determinantes de orden tres, y en la siguiente etapa, al de-
sarrollar cada determinante de este orden, se obtendrian los de orden dos.
A manera de ejemplo, a continuacion se muestra la reduccion del primer
determinante de orden tres, del cual se obtienen tres determinantes de or-
den dos, que se pueden calcular casi en automatico:
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Si se realizan todos los calculos necesarios para encontrar el determi-
nante del cuadrado magico, el lector puede corroborar que el resultado es
cero. Es justamente para este topico, abordado regularmente en cursos in-
troductorios de algebra lineal, que proponemos una actividad alternativa,
la cual estaria conformada por acciones en las que el estudiante tuviera
que identificar patrones, plantear conjeturas e intentar realizar demostra-
ciones, empleando la ayuda de una herramienta digital. La idea de esta
propuesta es precisamente el disefio de tareas de aprendizaje para el aula
que vayan a contracorriente de los ya mencionados procesos de resolucién
algoritmicos que predominan en la ensefanza.

Metodologia

;Como se puede declarar un arreglo rectangular en GeoGebra? Una mane-
ra es introducir en la casilla de entrada del software, entre llaves y separados
por comas, los elementos del renglén de la matriz: se separa con una coma
un renglon de otro y se agregan tantos renglones como se requieran. Al final
se encierra entre llaves todo el arreglo (véase figura 2).

La notacion anterior es similar a la que requieren otros programas de
matematicas, pero no deja de ser tedioso declarar matrices de esa forma.
Sin embargo, la version de escritorio de GeoGebra acepta otro modo dis-
tinto de declarar matrices con la funcién de hoja de calculo: sdlo se intro-

FiGura 2. Escritura de elementos en renglones de la matriz usando GeoGebra

55



56

ESTUDIOS SOBRE PENSAMIENTO NUMERICO Y ALGEBRAICO

ducen las entradas de la misma en esta hoja y luego se aplica un comando
especifico para convertir el arreglo en una matriz (véase figura 3).

Para la implementacion de la tarea de aprendizaje con los estudiantes
se consideraron dos actividades, cada una con instrucciones precisas, las
cuales se describen a continuacion (véase figuras 4y 5).

Se propusieron estas dos actividades a un grupo de estudiantes de ter-
cer semestre de una licenciatura en fisica, de una universidad publica en
México, que cursaban la asignatura de espacios vectoriales en modalidad
virtual debido a la contingencia sanitaria ocasionada por la pandemia de
Covid-19. Las actividades fueron introducidas por el profesor por medio
de un video en el cual promovié el uso de GeoGebra para que se tratara de
identificar conjeturas. El video fue publicado en la plataforma educativa
Moodle, que es parte de los llamados Lms (Learning Management System),
plataforma de libre uso que permite gestionar cursos a distancia, la cual,
durante el periodo de clases virtuales, ha sido utilizada en muchas institu-
ciones educativas. En ese video se sugirio a los estudiantes que utilizaran
el mismo software, pero se les dejo en libertad de utilizar otras herramien-
tas digitales con las que pudieran estar mas familiarizados. Sus resultados
debian publicarlos también en formato de video en la misma plataforma.

Ficura 3. Empleo de la hoja de cdlculo de GeoGebra
para generar matrices
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Ficura 4. Enunciado de la actividad 1 en la tarea de aprendizaje

;Qué tipo de patrones se pueden identificar al interactuar con GeoGebra
y el cdlculo de determinantes?
Actividad 1
Introduzca matrices cuadradas 3 x 3; 4 x 4; 5 X 5 cuyas entradas sean una sucesion de nime-
ros naturales consecutivos. ;Cuanto valen sus determinantes? ;La sucesion debe empezar
desde la unidad? ;Se puede justificar que, si las entradas de una matriz cuadrada es una suce-
sion de numeros naturales consecutivos, el determinante sea nulo?

FiGura 5. Enunciado de la actividad 2 en la tarea de aprendizaje

Actividad 2

Proponga arreglos de nimeros que correspondan a matrices cuadradas 3 x 3;4 X 4;5x 5, en
los cuales algunas entradas no estén declaradas. Proponga a los estudiantes que llenen las
entradas faltantes y que cumplan con la siguiente condicion: que la suma de las entradas de
cada columna sea nula. ;Cuédnto valen los determinantes de matrices asi formadas? ;Se pue-
de justificar que esta propiedad es valida para las matrices cuadradas de cualquier dimen-
sion? ;Qué sucede si en lugar de sumar cero las columnas, lo suman las filas?

Resultados

Los estudiantes trabajaron en la solucion de las dos actividades propuestas
en esta tarea y realizaron la grabaciéon de un video que subieron a su canal
de YouTube y compartieron en Moodle. Este video muestra las evidencias
de sus analisis en torno de dichas propuestas. Se realizaron las transcripcio-
nes de los audios de los videos obtenidos y, a partir de ellas, aqui se com-
parten algunos de los resultados mas relevantes.

Un estudiante (A) analizé el caso particular en que una matriz esta
conformada por elementos consecutivos. Parti6 de un elemento “n” segui-
do de “n + 17, “n + 27, y asi sucesivamente, probando con un tamafio de
matriz de 3 x 3, y obteniendo su determinante empleando una herramien-
ta digital, en este caso Wolfram Mathematica.

Este mismo estudiante analizé los casos de matrices con elementos
consecutivos, de dimensiones 4 x 4 y 5 x 5, y obtuvo el valor de cero para
el determinante en ambos casos. Ademas, hall6 que al reducir este tipo de
matrices siempre obtenia una matriz triangular superior con algunos
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Ficura. 6. Resolucion del caso de una matriz 3 x 3 con elementos consecutivos

Fuente: Video de los autores.

ceros en la diagonal. Hay que recordar que, por definicion, debido a que el
determinante de este tipo de matrices se obtiene al multiplicar los elemen-
tos dispuestos en su diagonal principal, el producto siempre da como re-
sultado cero (véase figura 7).

Ademas, realizo el hallazgo del calculo del determinante, como una
expresion algebraica analoga en todos los casos revisados con la unica di-
ferencia del nimero correspondiente al numerador de la fraccion obteni-
da en el segundo elemento de la diagonal principal (véase figura 7). Inclu-
so identific6 que ese numero, asi como los demas ceros que aparecen en la
diagonal principal en cada caso, son patrones que se observan en los casos
consecutivos de las matrices .

Ficura 7. Resolucion del determinante en el caso de una matriz 4 x 4
con elementos consecutivos

Fuente: Video de los autores.
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Otro estudiante (B) realizd el analisis de un caso particular, al ensayar
con numeros consecutivos negativos, y encontré6 que de igual forma se
cumple que el valor del determinante da como resultado cero. En su caso
opto por hacer los célculos con papel y lapiz (véase figura 8).

En un tercer caso, el estudiante C utilizé matrices de nimeros conse-
cutivos que comienzan en 1 e identificé un patrén que se presenta en estos
casos (véase figura 9). Se percat6 de que, en todos los casos de este tipo, la
ultima columna de la matriz equivale a un multiplo escalar de la primera
fila. Como puede observarse en la matriz que analizd, la tercera columna,
que equivale a la entrada (3, 6, 9) es mdltiplo de la primera fila (1, 2, 3); en
este caso, el escalar que funge como multiplo equivale a la dimensién “n”
de la matriz es 3. En el caso de la matriz observd una situacion andloga,
donde la ultima columna de la matriz, formada por la entrada (4, 8, 12, 16)
equivale a multiplicar por el escalar 4 la primera fila (1, 2, 3, 4), y nueva-
mente el escalar equivale a la dimension de la matriz (véase figura 9).

A partir de la identificacién de un posible patron, se plantea la conje-
tura respectiva a este hallazgo en forma de pregunta: ;qué pasa si un vec-
tor columna es multiplo escalar de un vector renglén? ;El determinante
sera igual a cero? A continuacion, este estudiante intenté encontrar ex-
plicaciones a este aparente resultado. Descurbrié que esa relacion entre
la primera fila y la Gltima columna tiene que ver con la obtencién de un
reglon de puros ceros al momento de reducir la matriz. Entonces, concluyo

Ficura 8. Andlisis de un caso particular de matriz con elementos
consecutivos negativos

Fuente: Video de los autores.
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Ficura 9. Identificacién de patrones en el caso de matrices
con ndmeros consecutivos

FuenTe: Video de los autores.

que, cuando se obtiene un vector de ceros, la matriz da siempre un de-
terminante con valor cero, esto es, que no es invertible. Al final con-
cluyé que cualquier matriz formada de nimeros consecutivos seria no
invertible.

Un cuarto estudiante (D) también utiliz6 el software de Wolfram
Mathematica para tratar de demostrar la conjetura planteada por la pri-
mera propuesta. Encontré un resultado andlogo al del estudiante A,
donde identificéd que, al reducir la matriz y obtener una triangular supe-
rior para una matriz 4 x 4, obtuvo que las dos ultimas filas se hicieron
de ceros, y con ello el producto de la diagonal principal también; por
consiguiente, el resultado del determinante es cero. Después, abordé los
casos de matrices 3 x 3y 5 x 5y encontré resultados similares (véase
figura 10).

Este estudiante también afirmo haber identificado que, al realizar el
calculo del determinante en cada uno de estos casos, hall6 un patrén con
el cual siempre consiguié una expresion en el producto que se obtiene
para la estimacion del valor del determinante (véase figura 11). Esta expre-
sion es del tipo:



IDENTIFICACION DE PATRONES EN MATRICES CUADRADAS

Ficura 10. Cdlculo del determinante de una matriz con nimeros consecutivos

Fuente: Video de los autores.

N RO

Det (M _
nxn n

Donde k equivale al orden de la matriz respectiva.

Ficura 11. Identificacion de un patrén en la “formula” del cdlculo del determinante
para matrices cuadradas de nimeros consecutivos

Fuente: Video de los autores.

Para la propuesta 2, que consistia en analizar los casos de matrices
cuadradas de modo que tuvieran algunas entradas no declaradas, pero que
cumplieran con la condicidn de que la suma de las entradas de una colum-
na o de un renglén dieran cero, y la relacion de esta condicién con el valor
del determinante, se comparten asimismo algunos otros resultados sobre-
salientes obtenidos por los estudiantes de este mismo grupo.

El estudiante C analiz6 varios casos particulares, asi como contraejem-
plos, para concluir que siempre que la suma de los elementos de una co-
lumna o de un renglén den cero como resultado, entonces el determinante
también lo serd; en caso contrario, el determinante siempre tendria un va-
lor distinto a cero (véase figura 12).
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Ficura 12. Andlisis de casos particulares para la seqgunda propuesta
por el estudiante C

FuenTe: Video de los autores.

Otros estudiantes trabajaron en equipo y desarrollaron una demostra-
cién para probar la conjetura planteada. En vez de resolver casos particu-
lares, estaban convencidos de que la conjetura era valida y sin ofrecer mas
ejemplos y con ayuda de una herramienta digital partieron de una nota-
cién general para una matriz cuadrada (véase figura 13).

A partir de esta notacién consideraron la suma de los primeros m -1
renglones, lo que proporciona un vector que denominaron “vector suma”
y lo denotaron como:

(S, Sy Sy v S,)

m

Si a este rengldn se le suma el dltimo rengléon de la matriz, se obtiene
un vector de puros ceros:

(S,S,S, .S )+ ,a,,a ,..,a )=(0,0,0,......0)

2m' “m3’ mm)

Lo anterior, debido a la condicion inicial dada, de que la suma de todas
las columnas debia dar como resultado cero, entonces, al despejar el vector
(a,.a,,a ...a ), equivalea:
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Ficura 13. Caso general para una matriz cuadrada

Fuente: Video de los autores.

(@, a,.,a wa )==(5,5,5,.5S,)

2m' “m3’ *t

O, lo que es lo mismo, que el vector en el ultimo renglén resulta de
una combinacion lineal de todos los demads, y entonces se deduce que, en
tal caso, se obtienen filas de cero, lo que se traduce en que el valor del de-
terminante también resulta ser nulo.

Como ultimo paso, también consideraron la matriz transpuesta de S,
esto es , y dedujeron de forma analoga que la misma condicién se cumplia
para las columnas de la matriz.

Discusiones y reflexiones

De la revision de los resultados obtenidos por los estudiantes puede des-
prenderse que la tarea abordada permitio, en principio, que ellos pusieran
en practica algunos elementos de lo que diversos investigadores denominan
el desarrollo del pensamiento matemdtico, lo que incluye actividades como
el andlisis de casos particulares, el intento de comprobar o rechazar una
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conjetura, la identificacién de patrones, la busqueda de razones o argumen-
tos para corroborar sus conjeturas, entre otros.

En la mayoria de los casos, los estudiantes utilizaron el apoyo de algu-
na herramienta digital para realizar los calculos, con lo que se puso a prue-
ba el principio de restar protagonismo a los procesos algoritmicos y, en vez
de ello, disponer del tiempo de la actividad para desarrollar las distintas
heuristicas de resolucion, intentando identificar patrones. De este modo,
el énfasis en el trabajo desarrollado por los estudiantes se centrd en los
distintos elementos que se consideran como esenciales para la reflexion y
el modo de hacer matematicas (Flores & Gémez, 2009).

Por otro lado, consideramos relevante sefialar que las caracteristicas de
una actividad como ésta permiten que los estudiantes exploren distintas
rutas y heuristicas, y de este modo contribuye a mantener el interés por las
actividades desarrolladas, y ademas a lograr que su rol sea mas activo, ya
que se involucran en mayor grado con los contenidos abordados.

Conclusiones

Cuando se prepara al estudiante para abordar tareas de aprendizaje que
consideran elementos del pensar y el hacer matematicas, como la identifi-
cacion de patrones, el desarrollo de distintas heuristicas, el planteamiento
de conjeturas y la busqueda de argumentos para probar dichas conjeturas,
es posible obtener resultados satisfactorios.

Es importante que las tareas disefladas permitan que el estudiante
adopte un rol mads activo, siempre con la guia o el acompanamiento del
profesor, incluso en modalidad a distancia, preparando actividades con
instrucciones claras, pero con la suficiente libertad para experimentar el
uso de las herramientas digitales utilizadas en cada caso.

Los roles que el profesor desarrolla durante la implementacion de una
tarea deben potenciar las actividades de sus estudiantes durante el proceso
de resolucion de la tarea.
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Capitulo 4. Estrategias de calculo mental:
Un estudio de caso con un adulto de escolaridad baja

BriAN OMAR LOPEZ VENTURA
_v Jose ANTONIO JUAREZ LOPEZ
Benemérita Universidad Autonoma de Puebla (México)

Resumen

La presente investigacion tuvo como objetivo analizar las estrategias de cal-
culo mental que utiliza una persona no escolarizada en actividades de su
contexto laboral. Con un enfoque cualitativo descriptivo se analizaron los
procedimientos de solucion que aplica esta persona en su ambiente. Es im-
portante mencionar que esta investigacion se enfoca en dicha poblacion
porque aun es escasa la evidencia que nos permite conocer lo que sucede
en la mente de las personas sobre el calculo mental. Con ayuda de la entre-
vista semiestructurada como guia adaptada al contexto de la persona se
logré obtener resultados interesantes que nos permitieron conocer la ma-
tematica fuera de la escuela, como el reordenamiento o reacomodo de datos,
el redondeo o valor faltante, la implementacion de algunas propiedades
como la distributiva, la asociativa y la conmutativa, e incluso el uso de mul-
tiplos y valor posicional. Dichas estrategias son presentadas mediante tablas,
en las que se registran las operaciones utilizadas de cada planteamiento. La
interpretacion jugd un papel importante debido a que el adulto no esta
acostumbrado a compartir experiencias matematicas; con esas evidencias
podremos encontrar qué hay detras de cada estrategia de soluciéon que han
aprendido los estudiantes fuera de la escuela.

Palabras clave: calculo mental, estrategia de solucién, adulto analfabeta.
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Introduccion

Cuando se realiza una compra en la tienda de la esquina y se observa que
despacha una persona adulta mayor de edad, uno se percata de una gran
habilidad en el intercambio monetario (compraventa). El calculo mental
que aplica una persona es el tema de interés de esta investigacion. Estos
procesos se realizan en la mente de la persona y llegar a dominarlos resulta
una tarea dificil de obtener. Para observar qué es lo que sucede y analizar
las estrategias de calculo mental, la entrevista clinica nos permiti6é conocer
las pautas y las formas en las que se llevan a cabo estos procesos. Resulta
interesante observar como estas personas muy habilidosas en sus negocios
se cuestionan todo el tiempo ;cudnto debo cobrar?, ;cuanto debo dar de
cambio?, ;cuanto debo repartir?, ;cuanto me queda?, ;cuanto me sobra?,
spara cuanto me alcanza?, etc. Las soluciones a estas interrogantes presentan
una estrategia de calculo mental en particular, propoésito central de esta
investigacion. Con apoyo de la entrevista semiestructurada se obtuvieron
las estrategias de solucion que aplican los adultos de escolaridad baja cuan-
do resuelven problemas aritméticos de su contexto, y después de ser anali-
zados se logrd identificar caracteristicas propias en los procedimientos,
donde algunos de ellos son diferentes a los aprendidos en la escuela.

Antecedentes teodricos

El calculo mental es una parte primordial de la ensefianza de la matema-
ticas, ademads de que es una herramienta que sirve para responder de
manera flexible y apropiada a diversas situaciones de la vida cotidiana,
como la habilidad de procesar rapidamente en la mente y decidir si con-
viene comprar un producto o no, si alcanza para surtir una despensa, si
sobra o no; la persona se cuestiona cudnto le sobra, si desea repartir un
pastel a sus invitados, si es conveniente prestar dinero o simplemente re-
gular sus actividades en relacién con el tiempo. Podriamos continuar con
una gran lista de actividades que los adultos realizan y resuelven median-
te el calculo mental.
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Diversas investigaciones como las de Avila (1990), Valiente (1995),
Fernandez (2014) y Cortés, Backhoff y Organista (2004) han mostrado
evidencias sobre las estrategias y los procedimientos de calculo mental que
utilizan los sujetos cuando se enfrentan a planteamientos adaptados, con
el proposito de vislumbrar como operan la aritmética basica de la suma, la
resta, la multiplicacion y la division.

Nys, Ventura, Fernandes, Querido, Leybaert y Content (2013), en su
comparacion de adultos educados y no escolarizados, muestran resultados
significativos sobre las habilidades que presentan ambos; por un lado, los
que recibieron una educacién matematica y, por otro lado, los que no reci-
bieron una instruccidon formal en matematicas, quienes desarrollan proce-
sos mas largos y con una tasa de errores mas alta.

Por su parte, Mochén y Vazquez (1995) y Galvez, Cosmelli, Cubillos,
Leger, Mena, Tanter, Flores, Luci, Montoya y Soto (2011), en sus estudios
en ninos, presentan testimonios que permiten observar las estrategias de
solucion que aplican frente a un problema, con el fin de optimizar sus ha-
bilidades de calculo mental, identificando una necesidad de promover es-
trategias fundamentales como la descomposicion y el redondeo.

Al respecto, Carraher, Schliemann y Carreher (2011) sostienen que

En la escuela las matematicas son una ciencia, que se ensefia en un momento
definido; en la vida las matematicas son parte de la actividad de un sujeto
que compra, vende, mide y encarga piezas de madera, que construye paredes
y hace el calculo del angulo (p. 19).

Retomando la cotidianidad de las personas, una solucién matematica
que se realiza en la calle puede reflejar una gran cantidad de informacién
sobre los procesos de célculo mental y como lo aplican en situaciones es-
pecificas.

Con el interés de saber qué sucede en la mente de las personas sobre
el célculo mental y contribuir a las investigaciones antes mencionadas, el
propdsito de esta investigacion es explorar las estrategias de calculo men-
tal que aplica un adulto con escolaridad baja en la resolucién de problemas
aritméticos en su contexto.
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Método

La diferencia que presenta esta investigacion, en relacion con las ya descri-
tas, es el disefo del instrumento, debido a que fue adaptado al contexto del
sujeto, mientras que las demds muestran actividades que pueden no ser de
su contexto o de su realidad. De manera que el proposito de esta investiga-
cidén no es clasificar ni considerar niveles de solucion, sino conocer los pro-
cesos aritméticos que utiliza el individuo para dar solucion a problematicas
reales.

Barajas, Parada y Molina (2017) sefialan “que los procedimientos son
aquellas formas de actuacion o ejecucion de tareas matematicas” (p. 79).
En particular, en esta investigacion ponemos énfasis en procesos aritméti-
cos como aquellos relacionados con el dominio del nimero y la estructura
del sistema, las operaciones en diversos contextos, sus propiedades y las
relaciones entre ellas.

Asi, para esta investigacion se optd por el estudio de caso de una
persona que fue cuidadosamente observada mientras aplicaba procesos
aritméticos mentales. Se empled el método cualitativo para describir las
multiples variables de la realidad que revelan los fendmenos inmersos so-
bre las estrategias que utiliza el adulto sobre el calculo mental en el mo-
mento de resolver situaciones de su vida cotidiana y que merecen un inte-
rés dentro del mundo de la investigacion matematica.

Con la aplicacion de la entrevista semiestructurada adaptada al con-
texto del sujeto se logré obtener evidencia sobre los aritméticos que estan
inmersos en el calculo mental. De una poblacidn de tres personas obser-
vadas que realizaban aritméticos se ha seleccionado a la sefiora que vende
tortillas a mano, por la caracteristica de ser analfabeta, mayor de 60 afios
de edad y por desempefiar un oficio en la poblacion de residencia. Cabe
sefialar que en el municipio de Ixtenco, Tlaxcala, donde se aplico la entre-
vista, su mayor poblacion son adultos y su ingreso econdmico se obtiene
mediante un negocio (tienda).

Esta persona fue observada en un primer momento con el proposito
de determinar cémo aplica procesos aritméticos en el intercambio de pro-
ductos y con objeto de disefiar la entrevista. El segundo momento consistio
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en realizar una entrevista a profundidad para obtener las estrategias de
calculo mental que utiliza en su quehacer, para lo cual fue necesario gra-
bar el audio de la entrevista para su analisis posterior. El tiempo estimado
de la entrevista fue de 70 minutos, debido a la destreza con la que respon-
dié las preguntas. Ademas, es importante mencionar que dicha entrevista
fue llevada a cabo en el establecimiento de la persona para garantizar con-
fianza y seguridad y escuchar con atencion su respuesta.

Todo comenzo con la seleccion y la observacion a tres personas con
oficios diferentes: persona 1, la sefiora que vende tortillas hechas a mano;
persona 2, la sefiora que vende frutas, y persona 3 la sefiora que vende po-
llo. No obstante, este trabajo solo presenta la entrevista a la persona que
vende tortillas, debido a su importancia y relevancia.

El primer momento se compone de nueve preguntas que tienen el pro-
posito de explorar el contexto laboral y algunos indicios sobre los saberes
matematicos previos del sujeto (véase anexo). El segundo momento con-
siste en solicitar la solucion de seis planteamientos con el propésito de es-
timular al sujeto para que aplique operaciones aritméticas basicas (suma,
resta, multiplicacion y divisién), donde dichos planteamientos provienen
de la realidad, ya que estas operaciones son las mas practicadas y domina-
das por la persona.

Resultados

Para la presentacion de resultados se optd por mostrar una entrevista, de
las tres realizadas. Por su relevancia y su interés para esta investigacion se
presenta el relato de la sefiora que vende tortillas hechas a mano.

Para identificar las intervenciones del entrevistador se empled la E, y
para las respuestas de la persona entrevistada, la S.

El registro de los resultados en los cuadros sirve para identificar el pro-
cedimiento aplicado y explorar la estrategia de solucion.
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Entrevista a la sefiora que vende tortillas hechas a mano

Planteamiento 1

E: Una persona compra tres kilogramos de tortillas y paga con un billete
de 50 pesos. ;Cuanto da de cambio?

S: 3 por 13 son 39; entonces 11 pesos de cambio.

TaBLA 1. Estrategia de solucién correspondiente al planteamiento 1

Procedimientos aplicados identificados

Multiplicacion Redondeo Valor faltante Suma Respuesta

3x13=39 39y 1=40 40 para 50 faltan 10 1+10=11 11 de cambio

Planteamiento 2

E: Si vende cuatro kilogramos y medio de tortillas, ;cuanto cobra?

S: (Se toma un tiempo y responde) 59 pesos.

E: Describa como obtuvo ese resultado.

S: De medio son 7, 3 por 4 son 12, de 4 son 40, y 12, son 52. Entonces 52 y
7 son 59 pesos.

TaBLA 2. Estrategia de solucidn correspondiente del planteamiento 2

Procedimientos aplicados identificados

Divisién Multiplicacién Multiplicacion Suma Suma Respuesta
13+2=6.5 3x4=12 4x10=40 40+12= 52+7= 59 pesos
70 52 59

En el primer proceso (1) asigna como resultado 7, pues argumenta que
prefiere evitar trabajar con decimales debido a que pocos traen cambio de
50 centavos.

Planteamiento 3

E: Si le encargan 21 kilogramos de tortillas en paquetes de 3 kilogramos,
scuantos paquetes debera entregar?

S: Si cada paquete tiene 3 kilos (se queda callada un momento y dice):
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12, 15, 18, son 21; si cada paquete tiene 3 kilos, entonces son 7 pa-
quetes.

E: Podria explicarme una poco mas.

S: Realicé una operacion de 3 por 7: son 21 kilos.

TasLA 3. Estrategia de solucidn correspondiente al planteamiento 3

Procedimientos aplicados identificados

Comienza Multipli- Multipli- Multiplica-
con el valor cacion cacion Multiplicacion cion Respuesta
3 3x4=12 3x5=15 3x6=18 3x7=21 7 paquetes

Planteamiento 4

E: Si le encargan 15 kilogramos en paquetes de 2 kilogramos y medio,
scuantos paquetes deberan entregar?

S: Son 6 paquetes.

E: ;Podria explicarme como sabe que son 6 paquetes?

S: Si cada paquete es dos y medio, 2 paquetes son 5, entonces 2 mas son 10
y 2 mas son 15 kilos: son 6 paquetes.

TasLA 4. Estrategia de solucidn correspondiente al planteamiento 4

Procedimientos aplicados identificados

Multiplos
Suma Suma Suma Suma de5 Suma Resultado
25+25= 25+425= 5+45= 25+25= 5,10,15 Elnimero 6 paquetes
5 paquetes 5 paquetes 10 5 paquetes  kilogramos de veces
kilo- que apare-
gramos ce25

Es importante indicar que para este planteamiento la persona utiliza
los dedos de su mano, asignando el valor de 2.5 a uno de ellos; posterior-
mente, asigna que 2 dedos son 5 kilos, y asi sucesivamente, hasta llegar al
15 contando con sus dedos.

Planteamiento 5
E: ;Cuantos kilogramos de tortillas puede despachar con $30 pesos?
S: De 1 son 13, de 2 son 26. Le doy 2 kilogramos y le sobran 4 pesos.
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TaBLA 5. Estrategia de solucidon correspondiente al planteamiento 5

Procedimientos aplicados identificados

Inicia Multiplica Redondeo Respuestas

13 13x2=26 26 para 30 son 4 2 kilogramos Sobran 4 pesos

Planteamiento 6

E. Suponga que inicia el dia con 30 pesos; a mediodia le pagan 350 pesos
de un préstamo que realizo, y al finalizar del dia obtiene una venta de
670 pesos. ;Cuanto dinero tiene al final del dia?

S. 350 y 670 (se escucha un silencio prolongado), de 3 y 6 son 9; 70 y 50
son 120. Entonces son 900 y 120, 1020, y mas 30, son 1050.

TaBLA 6. Estrategia de solucién correspondiente al planteamiento 6

Procedimientos aplicados identificados

Suma Suma Suma Suma Respuesta
3+46=9 50+70=120 900+ 120=1020 1020 +30=1050 1050
Analisis

Para el analisis de resultados se optd por presentar las estrategias de solucién
de una persona en cuadros. Es necesario sefialar que la interpretacion re-
sulté un trabajo no tan sencillo, debido a que el adulto analfabeta no acos-
tumbra compartir sus procedimientos aritméticos o cuestionarse si el algo-
ritmo aplicado es el mas adecuado, por lo que se traté con delicadeza la
informacion proporcionada.

Para esta investigacion la estrategia de solucion es aquella que permite
resolver una problematica en una situacion particular, pero de la que no se
puede asegurar que funcione en diversos casos. Por esta razon las estrate-
gias encontradas son creaciones inéditas de cada entrevistado que bien
vale la pena reconocer y considerar como estrategias de ensefianza-apren-
dizaje en el aula.

Las preguntas planteadas pretendian estimular en el entrevistado el
desglose de procedimientos aritméticos como la multiplicacion para saber
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la cantidad que se debia cobrar, la suma para obtener el total, la resta para
conocer el cambio que se deberd regresar y la division en caso de repartir,
agrupar o separar. Sin embargo, como se puede apreciar, una estrategia de
solucion requiere de mas aritméticos involucrados; el redondeo, el valor
faltante, el reacomodo y la descomposicion.

Aqui algunos ejemplos:

En el planteamiento 1 (tabla 1), la solucién se compone de cuatro pro-
cedimientos diferentes. Notese en especial el redondeo; 39 y 1 son 40, asi
como el valor faltante de 40 para 50: 10, procedimientos que poco se ense-
fan en la escuela.

En el planteamiento 2 (tabla 2), para dar solucién fue necesario aplicar
cinco procedimientos, si bien se podria saber el costo de 4.5 kilogramos de
tortillas mediante una multiplicacion directa 4.5 x 13 = 58.5 pesos. En el
primer procedimiento la persona menciona que los clientes no traen cam-
bio de 50 centavos, razon por la cual se aplica el redondeo de 6.5 a 7 pesos,
por medio kilogramo.

Aqui se presenta la descomposicion al calcularse el costo de medio ki-
logramo, para después calcular el costo de la cantidad entera.

Descomposicion: 13 =3 + 10

Multiplica 4 x 13, que bien puede interpretarse como el desglose de la
propiedad distributiva.

43 +10)=(4x3)+(4x10)=12+40=52+7 =59

Sin olvidar sumar 7 al final, que es el costo de medio kilogramo.

En el planteamiento 3 (tabla 3) la estrategia consta de cuatro procedi-
mientos. Se puede observar la aplicacion de la tabla de multiplicar del 3, y
el sujeto concluye su operacion hasta obtener la cantidad de 21, asociando
que deberd entregar 7 paquetes con 3 kilogramos cada uno. Se tenia con-
templado que la persona utilizara la division como operacion directa, pero
hasta aqui no hay evidencia de que se utilice el algoritmo de division.

En el planteamiento 4 (tabla 4), cuando se esperaba que la persona hi-
ciera uso de la division, ella utilizé las extremidades de sus manos para
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indicar que un dedo tenia el valor de 2.5, y dos, de 5. No muestra eviden-
cia de usar la division hasta ahora, y asociado, mientras va dando solucién
al problema, los demas dedos, que aparecen como multiplos del 5 e indi-
cando que lleva 5, 10 y 15, al mismo tiempo que toma 6 de sus dedos, para
finalmente concluir de esta manera que debe tener 6 paquetes.

En el planteamiento 5 (tabla 5) la persona utiliza dos procedimientos
para llegar al resultado. Una vez realizada la multiplicacién: 2 x 13 = 26,
aplica el redondeo: 26 para 30, faltan 4. Concluye que puede vender 2
kilogramos de tortillas y le sobran 4 pesos de cambio. Hasta este mo-
mento no hay evidencia del uso de la resta como procedimiento aritmé-
tico basico.

En el planteamiento 6 (tabla 6), que resulta ser una actividad que a
menudo sucede en el contexto de las personas, ocurrieron algunos feno-
menos interesantes: el primero fue el reacomodo de las cantidades de ma-
yor valor, y el segundo, el del valor posicional de 350 + 670:

Convierte de centenas a unidades: 3+6=9
Después suma las decenas: 50 + 70 = 120
Retoma el valor posicional 9a900
Efectta la suma 900 + 120 = 1020
Al final suma la cantidad de menor valor 30
Resultado 1020 + 30 =1050

El proceso de solucion de estos planteamientos ha dejado como evi-
dencia que no existe una unica forma de llegar a la solucién y que las es-
trategias pueden ser variadas de acuerdo con el problema.

Otra caracteristica que se puede observar es la cantidad de procedi-
mientos aplicados para llegar al resultado. Por ejemplo, en el primer plan-
teamiento realiza cuatro procedimientos y en el planteamiento 5 utiliza
so6lo dos procedimientos. Sin embargo, no es sencillo determinar cudl es el
mejor, ya que éste dependerd de la habilidad de la persona.

Los relatos de estos planteamientos han mostrado una diversidad de
soluciones, donde se puede hacer notar que la divisiéon no resulta del do-
minio de la persona estudiada pero resulta interesante atestiguar la forma
como resuelve los problemas. El empleo de las estrategias que se desglosan
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en los cuadros pueden ayudar al desarrollo de nuevos métodos para dar
solucion a diversos planteamientos.

Al igual que la divisidn, la resta es otro algoritmo que no aparece en las
estrategias de solucion o al menos no hay evidencia detectada de su pre-
sencia. Esto ha llamado la atencién: como las experiencias a las que se en-
frenta la persona provocan que algunos procesos puedan ser evadidos,
incluso cambiando la forma de resolver el problema utilizando estrategias
alternas, como la estrategia del valor faltante en el planteamiento 1, cuan-
do la persona menciona que “40 para 50: faltan 107, procesos que pueden
ser transmitidos por otras personas. Incluso se podria observar evidencia
del uso de multiplos de 10.

Los procesos de solucidn son significativos por la manera de operar y
dar solucion a los problemas; por ejemplo, modificar el valor posicional de
centenas a decenas, de decenas a unidades, y viceversa, como en el plan-
teamiento 6.

A partir del analisis de los problemas que se han seleccionado por su
relevancia para esta investigacion se han identificado grandes diferencias
en el desarrollo del calculo mental que se ejecuta en el aula de clases, res-
pecto del conocimiento que tiene el adulto con una escolaridad minima.

Conclusiones

El calculo mental, como se ha mencionado en todo este documento, es una
habilidad que utilizan muchas personas para dar soluciones a distintos pro-
blemas, aplicando operaciones aritméticas basicas. Sin embargo, con la pre-
sente investigacion se ha podido observar que una estrategia puede estar
acompanada de procesos distintos, e incluso no observarse en el sector
escolar y, en ocasiones, no ser permitidos.

La persona que fue seleccionada para la entrevista de este estudio ha prac-
ticado durante mucho tiempo el calculo mental, que no debemos desatender
ya que ha pasado por un proceso riguroso de experiencia, cometiendo errores en
sus procesos y experimentando nuevas situaciones dia con dia. Esto nos obli-
ga a reflexionar acerca de que en el ambito escolar la practica del calculo men-
tal debe tener un proceso similar, ademas de una vinculacién con el contexto.
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Lo anterior, debido a que muchas estrategias de calculo mental que se prac-
tican en la escuela no estan adaptadas para desarrollar una mente flexible
con el fin de disefiar nuevas estrategias de solucion, sino que caen en la repe-
ticion de saberes, 0, en su caso, pueden no ser significativas para el estudiante.

El tiempo de practica deberia ser cotidiano con la posibilidad de que la
experiencia derivada pueda ser transmitida entre estudiantes para generar
nuevas estrategias de solucion, mejorando los aprendizajes previos y per-
feccionando los nuevos procesos con planteamientos reales.

Comprender los procesos de solucion presentados aqui ha resultado
interesante por la manera en que operan los algoritmos, detonando proce-
sos simples y complejos.

Los procesos de solucion detectados requieren un trabajo de observa-
cién detallado, debido a que el sujeto no esta acostumbrado a compartir
esos procesos, por lo cual ha resultado dificil interpretar los resultados de
este estudio.

El sujeto no sélo mostré desconfianza para compartir sus procedi-
mientos matematicos ni define con detalle sus operaciones, por lo que la
interpretacion de nuestros relatos ha sido compleja, de ahi que le hayamos
solicitado en todo momento que profundizara y reafirmara con otra pre-
gunta la estrategia de solucion que aplica a los problemas a los que se en-
frenta de manera cotidiana.

Estas estrategias de solucién a los diversos planteamientos muestran
una gran diversidad de soluciones, pues van desde la operacion mas abs-
tracta hasta concluir con la operacién mas sencilla. Pero en esa estrategia
de solucién la descomposicidn de valores y su reacomodo contintan sien-
do la mayor habilidad de esta persona para dar soluciones a los plantea-
mientos que se le ponen enfrente.

Las habilidades de calculo mental por parte de sujetos de mas de 60
afos de edad, a pesar de contar con una escolarizacion minima (primaria)
que se han explorado en esta investigacion, implican una sorpredente ca-
pacidad de solucidn a los problemas cotidianos, que no poseen los méto-
dos ensefiados en la escuela para resolver sumas, restas, multiplicaciones y
divisiones. En proximas investigaciones pretendemos hallar evidencias
relevantes que ayuden a la comunidad cientifica, profesores y alumnos, a
acceder a una matematica mas formal.
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Resumen

Los estudios del lenguaje matematico en la investigacion en matematica
educativa han mostrado la importancia de enfocar esfuerzos tanto en la
especificacion de las habilidades lingiiisticas que los estudiantes deben de-
sarrollar en el aprendizaje de ese lenguaje, como en la consideracién de los
aspectos multimodal y multisemidtico que lo caracterizan. Por esta razon,
en esta investigacion se busca un primer acercamiento al entendimiento de
la naturaleza multisemidtica de textos algebraicos antiguos con la intencion
de compararla, en una siguiente fase del estudio, con la naturaleza multise-
midtica de textos de estudiantes de bachillerato. Reportamos parte de los
resultados de un analisis lingiiistico sistémico-funcional del discurso mul-
timodal de tres textos algebraicos, que deja ver estructuras discursivas com-
plejas que conllevan el uso sistematico de distintos recursos semioticos y su
articulacion en la produccion de los significados algebraicos pretendidos
en estos textos.

Palabras clave: lenguaje algebraico, multisemiosis, analisis sistémico-fun-
cional del discurso multimodal
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Introduccion

Diversos estudios en torno del lenguaje matematico, tan sélo en la investi-
gacion en matematica educativa (ME), han aportado elementos esenciales
para su caracterizacion y el reconocimiento de su complejidad (véase Aus-
tin & Howson, 1979; Kieran, Forman & Sfard, 2003; Morgan, 1996; Morgan,
Craig, Schuette & Wagner, 2014; Moschkovich, Wagner, Bose, Rodriguez
Mendes & Schiitte, 2018; Pimm, 1987; Schleppegrell, 2007; Sfard, 2008). A
partir de estas investigaciones se han constituido aproximaciones al apren-
dizaje de las matematicas desde un punto de vista discursivo que establecen
relaciones entre el pensamiento y el lenguaje (por ejemplo, Kieran, Forman
& Sfard, 2003; Sfard, 2003 & 2008).

Estos trabajos caracterizan al discurso matematico como un discurso
considerablemente objetivado (Schleppegrell, 2007; Sfard, 2003 & 2008),
en el cual, por medio de construcciones metaféricas, se tiende a convertir
procesos en objetos (Morgan, 2014; O'Halloran, 2005 & 2007; Pimm, 1987;
Sfard, 2003 & 2008).

Asimismo, el lenguaje matematico recurre a un vocabulario especiali-
zado para nombrar sus objetos y sus procesos, el cual involucra no sélo
palabras exclusivas (cateto, polinomio, etc.), sino también algunas prove-
nientes del lenguaje cotidiano (segmento, sumar, dividir, etc.) que adquie-
ren ciertas restricciones en su uso en la actividad matematica, a diferencia
de la cotidiana; asi como el uso de grupos nominales densos para sinteti-
zar grandes cantidades de informacién; por ejemplo, mdximo comiin divi-
sor, minimo comun multiplo, entre otros (Morgan, 2014; Schleppegrell,
2004). Ambas caracteristicas se asumen como una de las fuentes mas co-
munes de dificultades en su aprendizaje (Halliday, 1975; Morgan, 2014;
Pimm, 1987;).

Con base en estas y otras premisas, algunos investigadores han pro-
puesto que el aprendizaje del lenguaje matematico debe pensarse como el
aprendizaje de una segunda lengua (Kirshner, 2001; Moschkovich, 2018;
Pimm, 1987), lo cual deriva también de la importancia de promover una
competencia comunicativa. Esto, de acuerdo con Pimm (1987), “implica
saber como usar y comprender estilos de lenguaje apropiados para
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circunstancias sociales particulares” (p. 4), destacandose que este uso de-
pende del entendimiento profundo de las reglas y las estructuraciones de
este lenguaje, las cuales en el contexto escolar no son del todo explicitas
(Drouhard & Teppo, 2004; Halliday, 1993a & 1993b; Morgan, 1996 & 2014;
O’Halloran, 2005 & 2007; Pimm, 1987; Schleppegrell, 2004 & 2007).

Otro de los aspectos mas reconocidos del lenguaje matematico es el
uso sistematico de simbolos, razén por la cual se le identifica como un sis-
tema de notacion formal (Morgan, 2014). Diversos estudios han mostrado
que estos sistemas simbdlicos son regidos por reglas gramaticales que per-
miten su manipulacién para conformar expresiones bien determinadas
(Doran, 2018; Kirshner, 1987 & 2001; Morgan, 2014; O'Halloran, 2005).
Mientras que la manipulacién de estos sistemas simbélicos, principalmen-
te en los usuarios fluentes del lenguaje matematico, se produce sin necesi-
dad de una referencia a su semantica (Pimm, 1987), para muchos otros
este aspecto es el que justamente les ocasiona grandes dificultades (Bed-
narz, Kieran & Lee, 1996; Mason, 1996), incluso para estudiantes que lle-
gan al nivel superior (Thompson, 2017).

De acuerdo con algunas autoras (Rojano, 1994; O’'Halloran, 2000 &
2005), el sistema simbdlico del lenguaje actual de las matematicas esta
constituido por el simbolismo algebraico. Como consecuencia, los estu-
dios relativos al lenguaje algebraico, con base en aproximaciones lingiiisti-
cas y semidticas (por ejemplo, Arzarello, Bazzini & Chiappini, 2001;
Drouhard, 1992; Kirshner, 1987 & 2001; Kirshner & Awtry, 2004), han es-
tudiado principalmente las caracteristicas semanticas y sintacticas del
simbolismo (Chico, 2018). Por ejemplo, desde la postura de la gramatica
generativa de Noam Chomsky, Kirshner (1987) logré demostrar que el
simbolismo algebraico puede considerarse un lenguaje en si mismo, dan-
do a conocer las estructuras profundas y superficiales de su gramatica; lo
que desde otros campos como la lingiiistica sigue siendo objeto de investi-
gacion para mejorar la pedagogia de las ciencias en general (Doran, 2018;
O’Halloran, 2005).

Si bien estos aportes han logrado hasta el dia de hoy generar un enten-
dimiento importante respecto de la naturaleza general del lenguaje mate-
matico y las particularidades del simbolismo algebraico, recientemente se
ha manifestado la importancia de dos tipos de consideraciones respecto
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de los estudios contemporaneos del lenguaje matematico en la ME. La pri-
mera de estas consideraciones plantea una necesidad de conceptualizar el
lenguaje matematico como un lenguaje multisemidtico, es decir, un len-
guaje que produce significados a partir de mas de un recurso semiotico; a
saber, lenguaje natural, simbolismo e imagenes visuales (Drouhard & Te-
ppo, 2004; Morgan, 2014; Morgan, et al., 2014; Moschkovich et al., 2018;
O’Halloran, 2005, 2007 & 2015a; Schleppegrell, 2007). La segunda consi-
deracion es la necesidad de que los estudios arrojen luz sobre “el desarro-
llo de las competencias y los conocimientos lingiiisticos necesarios”
(Morgan et al., 2014, p. 843) en el quehacer matematico por parte de los
estudiantes.

De esta manera, identificamos en la literatura en ME una nula explora-
cién respecto de estas caracteristicas multisemidticas del lenguaje alge-
braico y su consideracion dentro de los conocimientos y las competencias
lingiiisticas que jovenes de bachillerato deberian desarrollar en su trayec-
toria académica. Por esta razon estamos interesados en profundizar en ele-
mentos que permitan robustecer las practicas discursivas en la escuela a
partir de un analisis de las caracteristicas multisemidticas de textos alge-
braicos como punto de partida.

Asi, en este trabajo reportamos parte de una investigacion en la que
procuramos generar un entendimiento robusto sobre las caracteristicas
multisemioticas del lenguaje algebraico en dos fases. La primera fase, un
analisis de textos algebraicos originales de Viete y Descartes como resulta-
do de un estudio histérico-epistemologico (EHE) previo relativo al desa-
rrollo del algebra simbdlica. La segunda fase, en la cual nos encontramos
actualmente, un analisis de textos desarrollados por estudiantes de bachi-
llerato al explicar la resolucion de ciertas tareas matematicas, fundamenta-
das en aportaciones epistemolodgicas provenientes del EHE). Con estos
andlisis se busca reconocer las competencias y los conocimientos lingtiisti-
cos multisemioticos que fueron requeridos a nivel histdrico y los que ponen
en juego estudiantes de bachillerato mexicano, con el objetivo de identifi-
car posibles filiaciones y rupturas en este tipo de competencias multisemio-
ticas hasta ahora no exploradas en ME.

Puesto que no reconocimos construcciones tedricas especificas en ME
para nuestro proposito de investigacidn, recurrimos a construcciones del
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campo de la lingiiistica; en particular, a los planteamientos de Kay L.
O’Halloran respecto del andlisis sistémico-funcional del discurso multi-
modal.

En el presente capitulo reportamos los resultados de esta primera fase
de la investigacion que consisti6 en determinar los mecanismos de interse-
miosis presentes en algunos textos algebraicos de Viete y Descartes.

Fundamentacion teodrica

La multimodalidad o el estudio de discursos multimodales es un campo de
investigacion emergente dentro de la lingiiistica (O’Halloran, 2005) cuya
finalidad es “comprender la contribucion de varios recursos semi6ticos |[...]
en los estudios de comunicacion” (Crawford Camiciottoli & Fortanet-Gé-
mez, 2015, p. 1); por lo que “el analisis e interpretacion del uso del lenguaje
se contextualiza en conjunto con otros recursos semioticos que se utilizan
simultdneamente para la construcciéon del significado” (O’Halloran,
2004, p. 1).

El modelo del analisis sistémico-funcional del discurso multimodal
(asrpM) desarrollado por Kay O’Halloran (2005, 2007, 2008, 2011, 2012,
2014 & 2015b) es un enfoque que amplia la perspectiva de la teoria lin-
glifstica sistémico-funcional (LsF) propuesta por M. A. K. Halliday (1982)
hacia el estudio de los discursos multimodales y multisemidticos, como el
de las matematicas.

De acuerdo con O’Halloran (2007), “el estudio del discurso lingiiistico
por si solo tiene limitaciones teéricas que tienen el potencial de simplificar
y distorsionar la naturaleza real de las practicas pedagogicas en las aulas de
matematicas” (p. 79), motivo por el cual el analisis multimodal resulta 6p-
timo para el estudio del discurso matematico.

Entre uno de los objetivos del AsepMm esta el estudio del fenémeno de
intersemiosis, es decir, la produccion de significado articulado entre distin-
tos recursos semioticos. En el caso de las matemadticas, la intersemiosis
entre simbolismo, imagenes visuales y lenguaje natural. Este fenémeno
—también conocido como resemiotizacion (O’'Halloran, 2005)— implica
“transiciones semioticas, o movimientos entre recursos semioticos”
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(O’Halloran, 2005, p. 159), tanto a nivel discursivo (macrotransiciones)
como a nivel lexicogramatical (microtransiciones) (O’Halloran, 2005).

Mecanismos de intersemiosis

Este tipo de estudios han demostrado que los discursos multimodales y
multisemioticos deben valerse de mecanismos que les permitan desarrollar
el potencial de significado de sus distintos recursos y modos semidticos via
la intersemiosis. O’'Halloran (2005, 2007 y 2008) ha determinado para el
discurso matematico actual los siguientes mecanismos de intersemiosis:

1. Cohesién semiética. Los sistemas de opcidon (todas aquellas combinaciones
de elementos disponibles en una lengua) se organizan para conformar tex-
tos cohesivos en el interior y a través de minigéneros (recursos prefabrica-
dos para la conformacién de textos), items (elementos que funcionan
como unidades distinguibles mediante opciones sistematicas de las grama-
ticas del lenguaje natural, simbolismo e imagenes visuales) y componentes
(partes constitutivas de distintos recursos semiéticos que contribuyen a la
construccion de la estructuracion de los significados en cada item).

2. Adopcion semiética. Los sistemas de opcion de un recurso semioético son
incorporados como sistemas de opcion dentro de otro recurso semidtico.

3. Mezcla semidtica. Los items son conformados por sistemas de opciones de
diferentes recursos semidticos.

4. Yuxtaposicion y espacialidad. Minigéneros, items, componentes y elemen-
tos constitutivos son organizados composicionalmente para facilitar la in-
tersemiosis.

5. Transicion semidtica. Sistemas de opcion que producen macrotransiciones,
las cuales cambian el discurso de un minigénero, un item y un componen-
te hacia otro.

6. Metdfora semidtica. Se producen incongruencias entre los diversos recur-
sos semioticos, tanto a nivel semantico como lexicogramatical (véase Ha-
lliday, 1998), en el estatus funcional de cada elemento.

Estos mecanismos de intersemiosis permiten ver como los textos cons-
truyen cohesion intersemidtica entre los distintos recursos semidticos que
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emplean para producir significados robustos. Nuestro interés estuvo en la
determinacion de estos mecanismos en los textos del corpus configurado.

Consideraciones metodologicas

La fase que aqui reportamos correspondio a un estudio de tipo documental
cualitativo-descriptivo respecto a la determinacion de los mecanismos de
intersemiosis presentes en algunos textos algebraicos originales de Viete y
Descartes, y su comparacion con un texto de al-Khwarizmi. Estos textos
fueron elegidos como resultado de un EHE previo (véase Lopez-Acosta,
2019), en el que se identifico la relevancia del cambio de paradigma en los
textos algebraicos que Viéte y Descartes propiciaron durante el Renacimien-
to. En el EHE se identificé que el uso de imagenes en los tratados algebraicos
no era comun en los tratados de los algebristas previos a la época de Viete
y Descartes, y cuando aparecian tenian la funcién principal de justificar o
validar las reglas para la resolucion de ecuaciones, a diferencia de estos dos
matematicos que trabajaban problemas geométricos complejos (véase
Lopez-Acosta, 2019). Debido a la compatibilidad identificada, en el tipo de
imagenes y su funcion, entre los tratados algebraicos previos a Viete y Des-
cartes, se decidié comparar los textos de estos tltimos con el de al-Khwériz-
mi, precursor de la sistematizacion de los conocimientos algebraicos, sobre
el cual se baso la tradicion algebraica posterior.

Para cada texto se cont6 con una traduccion al inglés o al espanol para
una mejor comprension del contenido de los textos elegidos para analizar.
Los tres textos fueron los siguientes:

1. Demostracion de la quinta forma normal del Libro conciso de cdlculo de
al-jabr y al-muqabala de al-Khwarizmi de Rosen (1831, p. 16). Contrasta-
do con la traduccién en espanol de Puig (1998, pp. 10-13).

2. Proposicién XVI de Supplementum Geometriae de Viete (1646, pp. 248-249).
Contrastado con la traduccién al inglés de Witmer (1983, pp. 403-405).

3. Ejemplo que propone Descartes (1637, pp. 319-322) en el libro II de La
Géométrie. Contrastado con la traduccion al espanol de Rossell (1947,
pp- 79-80).
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Método

La determinacién de los mecanismos de intersemiosis requiere un analisis
en dos niveles. El primero, un nivel discursivo que involucra la determina-
cién de minigéneros, items y componentes para verificar como los recursos
semioticos en el interior de cada una de estas estructuras se articulan o no.
Una vez identificadas estas estructuras discursivas, se procede al analisis a
nivel lexicogramatical (Halliday y Matthiessen, 2014), que por las limita-
ciones de espacio no es posible exponer aqui. Sin embargo, por ahora basta
mencionar que este segundo analisis involucra la determinacién de las ca-
tegorias semanticas procesos (verbos), participantes (grupos nominales) y
circunstancias (frases prepositivas o adverbiales) a nivel de la cldusula, la
cual corresponde a la unidad gramatical minima de significado en la LsF y
que comprende al menos un proceso.

A manera de ejemplo en la figura 1 mostramos el texto de Descartes
seccionado por clausulas, donde se muestran las marcas del andlisis de al-
gunas de las categorias semanticas de interés mencionadas.

Ficura 1. Ejemplo del andlisis lexicogramatical

1. Como &l quisiera saber

2. de qué género es la liféa EC || que imagino descrita por la interseccidn de la fégla GL vy la
pieza CMKL, ]|

3
4. yque moviéndose *KN sobre el planu en linea recta

3. =es decir de tal manera que B @8 KL se encuenire siempre aplicado sobre alguna region de
la & BA [[ profongada de uno v ofre lado— |

6, hace mover circularments |a mﬂz GL alreeﬂedar del n!.l'ﬁ G,

7. porestar ella LA REGLA GL uunnularda

B

10. para referir YO a sus diversos plnios “DE AB todos los de |a lin@alcuna EC;
11, v en TEE IREE *YO AB elijo un punia, [[ como el A

12. Para *¥'0 empezar por él el calculo,

13. Digo YO
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13,
14.
15.
. pues aunque haya muchas maneras de eleccién
17.
14,
19.
. como es facl [[ demostrar. ||

EEBEEBHE

)
—

CRRS 5?3.’3'3?5

s‘i‘-.ﬁsﬁs‘?‘s.ﬁé‘n?ﬁsﬁ

Dige YO
que *YO elijo éste o aguella
porgue soy libre de tomarlos como quiera:

para hacer *Y0 |la ecuacién mas corta y mas facil,
siempre, << cualguiera sea la manera [[ como se los tome, |] ==
puede hacerse [[ que la linea aparezca de un mismo género, |]

. Después de esto, lomando un PR cualquiera de la BvE, como el C,

. sobre el cual supongo

. que el ﬂ que sirve para describirla ]) esta aplicado,

. trazo por C la [If88 CB paralela a la GA,

- ¥ puesto que C CB y BA son dos cantidades indeterminadas y desconocidas,
0

. Pero, para enconlrar la relacién de arnhas
. considero Iarrbién las unlldavdas mnocldas [[ que dalnrmman al trazadu da esa M 1

tﬂlﬂs cof

yhALesxtoyw—b
Mamas como CB es a LB

‘asialloseaGAllegalAlloxt oy -bl

De manera que muliplicando la segunda *a por la tercera *x + Sy ~b

En la cual 5@ saba
que la [if8& EC es de primer género:
pues, en efecto, no es ofra que una hipérbola.

Fuente: Elaboracién propia.
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Analisis y resultados

Proporcionamos un ejemplo para determinar los mecanismos de interse-
miosis en los textos. Partiremos mostrando la estructura discursiva de los
tres textos y posteriormente mostraremos, apoyandonos tinicamente con el
texto de Descartes, los elementos que permiten determinar la presencia o
la ausencia de cada uno de los mecanismos.

Estructura discursiva de los textos

La tabla 1 muestra las distintas estructuras discursivas presentes en los tres
textos (véase figura 2). Puede notarse la complejidad de los textos de Des-
cartes y Viete, lo cual implica un uso sistematico de mas estructuras discur-
sivas en comparacion con el de al-Khwarizmi. Esto se debe a una razén
epistemologica, en tanto corresponden con el distinto tipo de paradigma
algebraico. La imagen en al-Khwarizmi, como hemos mencionado, se em-
pleaba unicamente para demostrar las reglas normales para la solucion de
ecuaciones, mientras que en Viete y Descartes correspondia con el diagrama
de problemas geométricos que estaban siendo investigados para determinar
formulas y expresiones algebraicas paramétricas de solucion.
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TasLa 1. Estructura discursiva en los tres textos

Estructura discursiva

Texto —
Minigéneros

ftems

Componentes

al-Khwarizmi - Demostracion-

Demostracion

« Enunciacion del caso

explicacion de laregla « Descripcion del procedimiento para
resolver el caso y determinar la regla
- Diagrama
Viéte « Planteamiento de Proposicion « Enunciacién de la proposicion
la proposiciéon
geométrica
- Tratamiento Supuesto « Descripcién de propiedades
algebraico del geométricas de los elementos del
problema problema
(andlisis-sintesis) + Relacién geométrica por demostrar
Relaciones « Descripciéon de construcciones
auxiliares
- Diagrama
- Tratamiento algebraico de relaciones
Explicacién « Ecuacion paramétrica
retorica
Solucién - Ejemplos particulares
- Figuras solucion
Descartes - Planteamiento Problema « Enunciacién del problema
del problema - Diagrama
« Descripcion del mecanismo para
construir la curva
- Tratamiento Solucién - Diagrama

algebraico del
problema
(analisis-sintesis)

- Tratamiento algebraico
« Ecuacion paramétrica
« Caracterizacién de la curva
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Ficura 2. Estructuras discursivas en los textos de al-Khwdarizmi (A),
Viéte (B) y Descartes (C)

Fuente: Elaboracién propia.

Determinacion de los mecanismos de intersemiosis
en el texto de Descartes

En la tabla 2 mostramos el ejemplo de la determinacién de los mecanismos
de intersemiosis para el texto de Descartes que presentamos en el apartado
anterior.

Mecanismos de intersemiosis en los textos

A continuacidn, en la tabla 3, se muestra la condensacion del analisis de los
mecanismos de intersemiosis detectados en los textos analizados.

Una de las primeras consideraciones que arroja nuestro andlisis es que
si bien los tres textos cumplen casi con los mismos mecanismos interse-
midticos, es necesario considerar que los textos de Vieéte y Descartes in-
corporan los tres recursos semioticos del lenguaje matematico escrito
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Tabla 2. Mecanismos de intersemiosis en el texto de Descartes

Mecanismos intersemidticos

Mecanismo Presencia

Justificacion

Cohesién X
semiodtica

Adopcién X
semidtica

Mezcla
semidtica

Yuxtaposicion X
y espacialidad

Transicion X
semiodtica
Metafora X
semiodtica

Hay cohesién semidtica en tanto se dan casos de referencia, pues
en cada item hay una constante repeticion del participante “cur-
va’, asi como de los participantes descritos en el componente
“Descripcion del mecanismo para construir la curva”y en el com-
ponente “Diagrama”.

Hay incorporacion sistemética de simbolismo geométrico y alge-
braico en el recurso semiético del lenguaje natural. Véase, por ejem-
plo, en la figura 3 cdmo se establecen las asociaciones entre simbo-
lismoy los participantes del diagrama en el lenguaje natural, a través
de procesos relacionales identificativos como “designo”y “denomino”.

No se identifica por el hecho de que en el diagrama no hay involu-
cramiento del simbolismo o el texto linglistico que permita con-
textualizar y robustecer la carga perceptual de laimagen presente.

La disposicion espacial, en términos de centrado y de espaciado li-
neal, que se emplea en el componente “Diagrama”y en el compo-
nente “Ecuacion paramétrica” contribuye a que estos elementos
sean concebidos como la informacion importante. Véase en la figu-
ra 4 cdmo la ecuacién paramétrica se mantiene en el texto en una
linea separada del resto con la intencién de dotarla de protagonis-
mo en el texto.

Se identifica que del item “Problema” hay un progresivo transito
entre los distintos componentes de ambos items. A partir de los
componentes“Diagrama”y “Descripcion del mecanismo para cons-
truir la curva”es posible el establecimiento del componente “Trata-
miento algebraico”. Esto porque la explicacién detallada de cémo
funciona el instrumento permite caracterizar las propiedades
geomeétricas subyacentes, las cuales, por consiguiente, permitiran
transitar al componente “Ecuacién paramétrica” una vez estableci-
das las relaciones algebraicas. Finalmente, a partir del componente
“Ecuacién paramétrica” se transita al componente “Caracterizacion
de la curva’, puesto que el género de la curva es interpretado por
medio de las caracteristicas algebraicas de la ecuacién.

En este sentido se identifica la transicion:

“Diagrama” y “Descripciéon del mecanismo para construir la cur-
va” ->“Tratamiento algebraico”->“Ecuacién paramétrica -> “Ca-
racterizacién de la curva”

Se da un Unico caso en el interior del item “Solucién” en que, a
través de un proceso relacional identificativo “es” se asocia el gru-
po nominal, en la cldusula 42, “la ecuacién que se queria encon-
trar..."” con la cldusula simbdlica“yy = cy —%xy + ay —ac” (Véase
figura4).

Fuente: Elaboracién propia.
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Ficura 3. Adopcién semictica en el texto de Descartes

Fuente: Descartes (1637, p. 321).

Ficura 4. Uso del espaciado para destacar la
ecuacion como informacion relevante del texto

Fuente: Descartes (1637, p. 322).

actual (simbolismo, lenguaje natural e imagen), a diferencia del de al-
Khwarizmi. Esto da una muestra de evolucion en términos de la consis-
tencia de la escritura tipica en los textos previos a Viete y Descartes que
ademas incorporan el recurso del simbolismo.

Se identifica que los tres textos no poseen las caracteristicas de la gra-
matica del lenguaje matematico en los textos actuales, en el sentido de que
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TaBLA 3. Presencia de los mecanismos de intersemiosis en los tres textos

Presencia
Mecanismo
al-Khwarizmi Viete Descartes

Cohesién semidtica X X X
Adopcion semidtica X X X
Mezcla semidtica
v .

uxtapo.smon y X X X
espacialidad
Transicion semidtica X X X
Metafora semidtica X X

Fuente: Elaboracién propia.

no se encuentran presentes todos los mecanismos reportados por O’Ha-
lloran (2005). No obstante, los discursos construidos muestran integra-
cion sistematica de los significados de sus recursos semidticos, permitien-
do construir significados algebraicos articulados y robustos que cumplen
deliberadamente con los objetivos de cada texto. En el caso de Viete y Des-
cartes, ambos investigaban relaciones en las imagenes que los obligaban a
destacar y representar distintos tipos de participantes, procesos y circuns-
tancias. Esto es, el movimiento, en el caso de Descartes; por lo tanto, en el
texto la intersemiosis se torna distinta pues se requiere otro tipo de recur-
sos no presentes en los algebristas previos. Por ejemplo, el hecho de que se
identifique mas de un item, minigéneros y componentes es un reflejo de
este hecho, lo cual implica que los mecanismos de intersemiosis disponi-
bles sean empleados de manera sistematica.

Particularmente, la ausencia del mecanismo de mezcla semiética difi-
culta construir en estos textos una mayor cohesion entre los tres sistemas,
en especial en el caso de las imdagenes, por no emplearse el simbolismo y el
lenguaje natural dentro de las mismas como los textos matemadticos actua-
les (véase figura 2). La mezcla semidtica permite sefialar aspectos relevan-
tes que relacionen la imagen con el texto lingiiistico, permitiendo al lector
recuperar de manera inmediata los participantes, procesos y las ircunstan-
cias relevantes detallados en el lenguaje natural sobre las imagenes.
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Ficura 5. Ejemplo de mecanismo de mezcla semidtica en un texto actual

FuenTe: Steward (2008, p. 88).

Por otro lado, es importante destacar que el simbolismo algebraico en
estos textos no funciona como un recurso semiotico auténomo, sino mas
bien es adoptado en el recurso del lenguaje natural. Esto genera reflexio-
nes importantes respecto del papel predominante del simbolismo en el
quehacer algebraico, toda vez que, en términos semidticos, en estos textos
es un recurso mas que se ve articulado con la imagen y el lenguaje natural,
y en conjunto los tres producen el significado algebraico completo.

Discusion

La investigacion respecto del entendimiento del lenguaje matematico sin
duda es vasta en la ME y, por lo tanto, los resultados han contribuido de ma-
nera importante a comprender cada vez mejor la forma en que el discurso
matematico se inmiscuye en los procesos de aprendizaje de las matematicas.
No obstante, como hemos argumentado, el estudio de la multimodalidad y
la multisemiosis en el discurso matematico es un area poco explorada en el
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campo. Por ello, diversos autores han recomendado recientemente su inclu-
sion en los estudios del lenguaje matematico (véase Morgan et al., 2014;
Moschkovich 2018). Asimismo, otro aspecto detectado en las investigaciones
previas es la predominancia del estudio del discurso oral y la escasa atencién
al discurso escrito (Casa, Choppin, & Moschkovich, 2020), lo que deja clara
una brecha en las investigaciones relativas al lenguaje matematico que es
necesario ir reduciendo.

En este sentido, el estudio que reportamos es relevante en el contexto de
las investigaciones actuales del lenguaje, puesto que para lograr reconocer
estas potencialidades del discurso escrito y multisemidtico con fines peda-
gogicos debemos obtener descripciones robustas sobre los diversos recursos
semidticos utilizados y la forma en que éstos se articulan (Doran, 2018).

Con estas ideas proponemos que dentro de las competencias lingiiisti-
cas que mencionan Morgan et al. (2014) es necesario considerar también
competencias multisemidticas como los mecanismos de intersemiosis en
la creacion de los textos matematicos escritos por parte de los estudiantes.

A partir de esta investigacion estamos comenzando a encontrar ele-
mentos para atender estas problemadticas de nuestro campo, puesto que,
dada esta ausencia de marcos de referencia en torno de la intersemiosis en
los textos escritos, lo encontrado nos brinda una primera aproximacion
que permitira estudiar los mecanismos que ponen en juego los estudiantes
en sus producciones escritas. Esto generara un primer acercamiento res-
pecto de qué elementos seria necesario considerar en el aprendizaje del
lenguaje algebraico, no uinicamente como un sistema de simbolos, sino
desde una postura mas holistica que abarque su complejidad multisemié-
tica, es decir, como un lenguaje en toda su extension.

En este tenor, consideramos que reducir los estudios relativos al apren-
dizaje del algebra, en tanto lenguaje, a profundizaciones Gnicamente en su
simbolismo, conducira a formas limitadas de comprender la estructura-
cién de los discursos algebraicos y del quehacer algebraico propiamente;
pues el simbolismo algebraico sélo es uno de tres recursos semioticos que
interactiian para conformar los significados algebraicos en su totalidad,
como se identificé en los textos analizados.

Evidentemente, esta consideracion implica que la didactica del dlgebra
amplie el rango del problema y, por lo tanto, esta consideracion requiere
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mirar mas alld de la ME, toda vez que las construcciones teéricas actuales
no cuentan con la suficiente potencia para mirar estos fenémenos de in-
tersemiosis.

Como hemos hecho en esta investigacion, encontramos en la lingiiisti-
ca, y en las perspectivas multimodales asociadas, un campo fructifero y
fértil para explorar, dialogar y recuperar construcciones tedricas que nos
permitan en ME seguir profundizando en el entendimiento del lenguaje
matematico desde una perspectiva multimodal.
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Resumen

En este capitulo se presentan distintos hechos didacticos desde la perspec-
tiva de la teoria modos de pensamiento (tedrico y practico), a través de in-
vestigaciones en didactica de la matematica durante un periodo de mas de
10 afos de trabajo. Cada investigacion que se relaciona con lo concreto o lo
abstracto en matematica se “mira” con base en una variedad o adherencia
a la teoria modos de pensamiento, en la que los “articuladores” entre los
modos de pensar son los protagonistas principales de la mirada que se quie-
re establecer, en pro de la comprension de conceptos matematicos especi-
ficos en ensefantes y aprendices de la matematica, que se abordan en las
investigaciones que se presentan aqui.

Palabras clave: modos de pensamiento, hechos didacticos, articuladores.

Introduccion

Iniciaremos este apartado con la pregunta: ;qué es un modo de pensamien-
to? O, mejor aun, ;qué es un modo de pensar un fragmento F de la matema-
tica? Seguramente si indagamos en la literatura especializada encontraremos
descripciones e interpretaciones diversas; sin embargo, de acuerdo con el
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contexto que para este capitulo representa F —la matematica—, diremos
que los modos de pensar F constituyen formas de ver y entender F. Por
ejemplo, si pensamos en el objeto recta en el plano real y la etiquetamos
como L, lo primero que se nos viene a la mente es la forma figural de L, y
no su descripcién como el lugar geométrico del conjunto de todos los pun-
tos (x,y) € R* tales que y=mx+n , para algun m,n € R. De acuerdo con esto
ultimo, en lo figural, una linea recta se puede ver como un objeto preesta-
blecido con una cierta forma que ocupa determinada parte en el espacio,
con lo cual se podra hablar de las propiedades de la linea recta pero, por
otro lado, estas propiedades solo la describiran pero no la definiran. En
cambio, en la descripciéon como lugar geométrico la linea recta queda defi-
nida de acuerdo con ciertas relaciones especificas entre las coordenadas de
los puntos o vectores en el espacio de dimension dos.

Si nos situamos en el contexto de la Didactica de la Matematica, los
Modos de Pensar constituyen una teoria cognitiva (Sierpinska, 2000), la
cual fue planteada con la finalidad de interpretar y describir el acto de
comprension de conceptos en un area de la matematica bien particular
—el Algebra Lineal— que etiquetaremos como AL.

La base de estos modos de pensar el AL se sustentd, en general, en
el pensar tedrico (PT) (que se produce en el hecho puro de pensar) y en el
pensar practico (pp) (que se genera con el fin de obtener algo en concreto)
del conocimiento. Para que esta base del pensamiento tan amplia fuera
llevada al dominio del AL, Sierpinska y sus colaboradores (Sierpinska,
2005; Sierpinska, Nnadozie & Oktag, 2002) se dieron a la tarea de caracte-
rizar ambos modos de pensar, para que fueran acogidos en el contexto de
un fragmento matematico F cualquiera, y obtuvieron como resultado lo
que se muestra en la tabla 1.

Una vez sustentados los modos de pensar tedrico y practico de F, la
cuestion ahora es precisar como se interpreta la comprension de F.

Desde la perspectiva de Sierpinska (1994), la comprension es un acto
que esta relacionado con un proceso que se desarrolla conforme se validan
ciertas suposiciones mediante la abstraccién de objetos matematicos. Para
precisar lo que significa “acto de comprension’, Sierpinska (1994) recurre a
la definicion propuesta por Ajdukiewicz (1974), para quien la compren-
sién es un acto mental por medio del que un objeto de comprension se
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TaBLA 1. Caracterizacion del T en contraposicion del pp

PT

PP

Objetivo Es pensar por el bien de pensar. Es pensar en aras de hacer las
cosas o hacer que las cosas
sucedan.

Es comprender la experiencia Tiene por objetivo tomar

y reflexionar sobre los posibles decisiones relativas a la accién

resultados de una accién, no para fisica inmediata.

llevar a cabo una accién.

Objeto Los objetos de reflexion tedrica son Es pensar en particular los

los sistemas de conceptos. “objetos” (las cosas, los asuntos,
los eventos, las personas, los
fendmenos).

Intereses Significado de los conceptos. Importancia de las acciones.

Se refiere a conexiones conceptuales.  Se refiere a hechos.
Se refiere a la coherencia conceptual Se refiere a la validez de los
y a la coherencia interna de los hechos observables.
sistemas de representaciones
simbolicas (validez epistemoldégica).
Resultados Son las teorias y las anotaciones Son los cambios en los objetos de

especializadas.

este pensamiento (construccién
de algo nuevo, cambio del curso
de los acontecimientos, cambio
en el comportamiento de las
personas, etc.).

Fuente: Sierpinska, Nnadozie & Oktag (2002).

relaciona con otro objeto que funge como base de la comprension del pri-
mero, es decir, cuando el pensamiento tedrico de F interactia con el pen-
samiento practico de F. Asi, por ejemplo, en un caso comun se puede decir
que una persona ha comprendido la expresion “la multiplicacion de los
panes y los peces”, cuando al escucharla dirige su pensamiento a un objeto
distinto del que se menciona originalmente.

Desde la perspectiva de las operaciones mentales se puede afirmar
que para que un fragmento matematico F se comprenda, éste supone ser
identificado, discriminado, generalizado y sintetizado. Sin embargo, Sier-
pinska (1994) aclara que la abstraccion también es una operacion involu-
crada en todas y cada una de las cuatro operaciones mencionadas, debido
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a que por medio de ella se destacan las caracteristicas del fragmento ma-
tematico F.

Con este escenario en mente, y dada la naturaleza abstracta del AL,
Sierpinska se propuso explicitar y caracterizar los modos de pensar el AL.

Marco teodrico: los modos de pensamiento

Después de muchos afios de tratar de entender el razonamiento de los es-
tudiantes en esta area de la matematica a nivel de pregrado, Sierpinska llegd
a la conclusion de que una de las razones principales de las dificultades para
el aprendizaje del AL es que los estudiantes comprenden muchos conceptos
de la teoria del AL con un enfoque mas practico que tedrico. Esa afirmacion
no es del todo obvia, ya que se precisa de un sustento tedrico para que se
transforme en un dato o una evidencia. Sin embargo, dada la naturaleza del
AL, su aprendizaje no puede reducirse a la practica y al dominio de un con-
junto de procedimientos puramente aritméticos.

Para conseguir hacer explicito el pensar teérico del AL Sierpinska se
basd en un estudio histdrico y epistemoldgico de esa area del conocimien-
to y sustentd tres modos de pensar el AL (Sierpinska, 2000): (1) modo sin-
tético-geométrico del AL (sG-AL), (2) modo Analitico-aritmético del AL
(AA-AL) y (3) modo analitico-estructural del AL (AE-AL). En el Modo sG-
AL, los objetos son dados directamente para ser descritos por la mente, la
cual trata de describirlos de manera natural. Inversamente, en los otros
modos, AA-AL y AE-AL, los objetos son dados indirectamente; de hecho,
son construidos solamente por la definicion de las propiedades de los ele-
mentos. Especificamente, en el modo AA-AL un objeto es definido por una
formula que permite calcularlo; en cambio, en el modo AE-AL, un objeto
es mejor definido por un grupo de determinadas propiedades.

Estos tres modos de pensar explicitan el pensar tedrico del AL y, al in-
teractuar, constituyen un modelo para describir la comprension de con-
ceptos del AL, como se muestra en la figura 1.

Desde una perspectiva histdrica y epistemoldgica, la importancia de
estos modos de pensar el AL radica en que vienen a conciliar dos posicio-
nes dogmaticas opuestas que coexisten en el interior de este fragmento de
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Ficura 1. Modelo tedrico de los modos de pensar el AL

Fuente: Elaboracién propia.

la matematica: una postura rechaza los numeros dentro de la geometria,
mientras que la otra niega que la intuicion geométrica pueda ser llevada a
un dominio puramente aritmético.

Entonces ahora, desde el punto de vista del investigador en didactica
de la matematica, la cuestion es preguntarse: ;como aportan estos modos
de pensar para interpretar la comprension del AL? Lo primero es conside-
rar los modos de pensar igualmente utiles, cada uno en su propio contex-
to. No obstante, adquieren especial importancia cuando estos interactiian
entre si. Esto ultimo es justamente lo que se direcciona en este capitulo:
mostrar adherencia (al estudiar topicos del AL) y variedad (al estudiar t6-
picos diferentes del AL) a lo que realizé Sierpinska.

Enlo que sigue vamos a considerar este marco teérico de los modos de
pensar de Sierpinska como un lente, para interpretar la comprension no
s6lo de conceptos del AL, sino que extendiéndola a otro fragmento F de la
matematica. Para hacerlo vamos a introducir en el marco propuesto por
Sierpinska un nuevo elemento, al que vamos a llamar articuladores. Los
articuladores son elementos de la matematica que permiten el ir y venir de
un modo de pensar F a otro; por ende, ahora el foco de la investigacion se
moviliza en saber cudles son especificamente esos elementos que hacen
que se produzca la interaccion entre los tres modos de pensar F, como se
muestra en la figura 2.

El hecho de haber realizado una variedad al marco tedrico de Sierpins-
ka, incorporando este elemento articulador al modelo, permiti6 al Grupo
de Investigacion y Estudios Cognitivos en Diddctica de la Matemadtica
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Ficura 2. Incorporacion del elemento articulador al modelo de los modos de pensar F

Fuente: Elaboracién propia.

(Grupo GIEC-DM) lograr grandes avances en cuanto a operacionalizar la
teoria modos de pensamiento para interpretar la comprension de otros
fragmentos matematicos que se alejan del AL. En la figura 3 presentamos
las principales investigaciones realizadas por el GIEC-DM, con base en el
modelo de la figura 2, agrupadas en distintos dominios matematicos que
hemos abordado durante los tltimos 10 afios.

Aspectos metodoldgicos

Las investigaciones realizadas con base en el modelo de la figura 2 han sido
de tipo cualitativas, con una postura epistemoldgica interpretativa centrada
en como se comprende un objeto matematico; es decir, se busca la com-
prension de un fendmeno complejo donde los datos son las palabras de las
personas y al mismo tiempo la matematica que se pone en juego. Para ca-
racterizar los modos de pensar del objeto matematico en una investigacion
se realiza un estudio epistemoldgico y matematico de él. La técnica utiliza-
da para hacerlo es la revision bibliografica (de libros, articulos, revistas,
entre otros), para buscar distintas maneras de ver y entender el concepto
matematico en su desarrollo historico. Paso seguido, se realiza un estudio
de casos y se disefia y aplican instrumentos que se estudian con base en un
analisis a priori de las preguntas y las actividades.
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Ficura 3. Investigaciones realizadas por el ciec-bm

Imbuidos en el ambito cualitativo de mas de una década de trabajo
con el marco teérico de los modos de pensar, hemos seleccionado el estu-
dio de casos como método. Este corresponde “al estudio de la particulari-
dad y de la complejidad de un caso singular, para llegar a comprender su
actividad en circunstancias importantes” (Stake, 2010, p. 11). Su propdsito
fundamental es comprender a profundidad el caso que interesa “tanto por lo
que tiene de tnico como por lo que tienen de comun” (Stake, 2010, p. 15).
Se trata, entonces, de un estudio procesual, sistematico y lo mas detallado
posible de un caso que puede ser una persona, una organizacion, un pro-
grama, un acontecimiento, etc., y que no es un simple informe acerca de
un suceso. Llamarlo caso es realizar una afirmacion tedrica: sostener que
se trata del caso de algo o afirmar que se trata de un ejemplo de una clase
de fendmenos mas amplio (Shulman, 1999, p. 217).

Especificamente, en nuestras investigaciones utilizamos el estudio de
casos multiple, que define varios casos a la vez para estudiar y describir la
realidad, preocupandonos por seleccionar aquellos que ofrezcan mejores y
mayores oportunidades de aprendizaje del problema de estudio. A cada
caso se realizan las mismas preguntas de investigacion, comparando las
respuestas para llegar a las conclusiones. Con base en varios casos de estudio,
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las evidencias se pueden considerar mas sélidas, pues agregan validez in-
terna a las investigaciones desarrolladas y, en consecuencia, a la teoria pro-
puesta.

Operacionalizacion del modelo
para un fragmento matematico F

En lo que sigue, para mostrar como opera el modelo de la figura 2 en una
investigacion, vamos a situarnos en dos hechos didacticos especificos: (a)
en el concepto de niimero complejo y (b) en el concepto de grupo.

Los modos de pensar el concepto
de numero complejo y el concepto de grupo

Reportamos una sintesis de dos investigaciones que tienen por objetivo
mostrar evidencias con sustento tedrico de las diferentes maneras de pen-
sar que profesores de matematica en ejercicio (en el caso del sistema de
los niimeros complejos) y estudiantes de pedagogia en matematica (en el
caso del concepto de grupo) ponen de relieve para dar cuenta de su com-
prension.

Caracterizacion de un modelo de comprension
para el sistema de los numeros complejos

En este primer ejemplo abordaremos la comprension de un campo numé-
rico avanzado: el del sistema de los nimeros complejos (C). Es preciso in-
dicar que este fragmento de la matematica no solo se interpreta como un
conjunto de niimeros, es decir, como una coleccion de elementos que poseen
una caracteristica comun, sino que, mas precisamente, es interpretado con
base en su definicién como un sistema —sistema numérico— en la medida
en que esta provisto de tres estructuras entrelazadas entre si: una estructu-
ra algebraica, una estructura de orden y una estructura topoldgica. Esa dis-
tincién nos permite enfrentar la comprension de estos nimeros desde un
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punto de vista superior, considerandolos en todas sus dimensiones y no
tan s6lo como la adjuncion de un conjunto de nimeros (los imaginarios) a
uno preexistente (los reales), cuyas propiedades y caracteristicas no son
explicitas.

En este sentido, nos preguntamos: ;qué significa comprender a profun-
didad este sistema numérico? 'y ;como se alcanza esa comprension? En este
apartado abordaremos la caracterizacion de un modelo de comprensién
para sustentado en una variedad de los modos de pensar de Sierpinska y
situado en profesores de matematica en ejercicio para su validacién. En
especifico, nos centraremos en los distintos modos de pensar C que son
priorizados por los profesores y en la interaccion entre dos de esos modos de
pensamiento, en busca de la validacion del elemento matematico articula-
dor que favorece el ir y venir de un modo de pensamiento a otro.

Modos de pensar el sistema de los numeros complejos

Con base en la historia y la epistemologia de C (Artigue & Deledicq, 1992;
Randolph & Parraguez, 2019) identificaremos, en la génesis y el desarrollo
de este fragmento de la matematica, cuatro momentos epistemologicos
clave en los que subyacen distintas formas de pensamiento: algebraico,
analitico, geométrico y formal. Esto nos permitié describir un modelo de
comprension desde una variedad de modos de pensar el AL, caracterizan-
do tres formas de ver y entender para su comprension profunda: como el
plano complejo (pensamiento geométrico-grafico, GG); como expresion
algebraica a + bi, tal que a y b son nimeros reales, e i la unidad imaginaria
(pensamiento aritmético-algebraico, AA), y como estructura algebraica
de cuerpo, tal que i* = — 1(pensamiento analitico-estructural, AE) (véase
figura 4).

El modo de pensar GG-C se evidencia a través de puntos y vectores del
plano y desde lo que es posible realizar en €, ya sea en un registro de re-
presentacion grafico, geométrico o de lenguaje natural. El modo aa-c, por
su parte, se expresa al representar y operar con la expresion a + bi con a'y
b nameros reales e i la unidad imaginaria, considerando la definicion de
formulas. Y, en el modo AE-c, el pensamiento se dirige a la estructura alge-
braica y de orden del sistema, sus propiedades y sus axiomas.
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Ficura 4. Modos de pensar C para su comprension profunda

De esta forma, un aprendiz comprenderd a profundidad C cuando sea
capaz de transitar sin obstdaculos por los distintos modos de pensar C; a sa-
ber, GG-C, AA-C y AE-C. La riqueza de este modelo estard, por tanto, en la
identificacion y la validaciéon de los elementos matematicos articuladores
que propician la interaccién de los distintos modos de pensamiento. En
este capitulo mostramos los modos de pensar que 10 profesores en ejerci-
cio (P1, P2, P3, P4,..., P10) priorizan en la resolucion de dos problemas de
numeros complejos, observando, en lo particular, la interaccién aa-c &
GG-CYy posibles articuladores.

Modos de pensar evidenciados y articuladores
en el trdnsito AA-C & GG-C

El analisis de las producciones realizadas por los profesores a ciertos pro-
blemas evidencia una falta de articulacion de los modos de pensamiento,
privilegiando el modo AA-c para resolver y careciendo de transitos hacia
los otros modos de pensar.

La figura 5 presenta, por ejemplo, la respuesta de P9 a la cuestion: ;Qué
ntimeros complejos cumplen con |z| = 52 Aqui vemos que el profesor aborda
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el problema desde un modo de pensar AA-c, listando casos particulares sin
dar solucién completa al problema.

Ficura 5. Respuesta de p9 con base en un modo de pensar aAa-c

No obstante, una articulacion entre los modos AA-C y GG-C permite a
otro profesor, P8, resolver el problema correctamente, como muestra la
figura 6. Identificamos en esta respuesta que el par (a, b) opera como un
elemento que articula el trdnsito de AA-c (ecuacidn |z| = V(a?+ b?)) a GG-C
(circunferencia en el plano complejo). Observamos, ademas, un trabajo en

Figura 6. Respuesta de g con base en una articulacion as-c < GG-c

el modo de pensar GG-C en relaciéon con el concepto de modulo de un
nimero complejo, que se concibe como la distancia de un punto (g, b) al
origen del plano.

Una situacion similar a la anterior se puede observar en las respuestas
a otro problema que requiere determinar el nimero complejo z,, tal que
W =z, - Z,, Si se conocen wy z, en el plano complejo (figura 7).
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FiGura 7. Problema del taller tedrico-prdctico de numeros complejos

;Qué estrategia utilizo para resolver la operacion?

El profesor P5, por ejemplo, resolvié diciendo que z, = - 1 - i, lo cual es
incorrecto. Al preguntarle por la estrategia utilizada, respondié que lo hizo
“algebraicamente”, usando la definicién de numero complejo a + bi y resol-
viendo la ecuacion w/z, = z,. De acuerdo con nuestro modelo de compren-
sién, interpretamos que P5 privilegié un modo de pensar AA-C; sin embar-
go, hubo un error en sus calculos algebraicos. La estrategia algebraica de
multiplicar nimeros complejos en su notacidon binomial fue aplicada por
otros profesores que también llegaron a otros resultados incorrectos como
- 184,12+ 9iy - 6 - 6i.

No obstante, observamos que algunos profesores si lograron la solu-
cién del problema; por ejemplo, P2, quien respondié que era igual a (-1,0).
A partir de la explicacion de su estrategia, interpretamos desde el modelo
que P2 realiz6 una articulacién AA-c < GG-¢, trabajando principalmente
en el modo GG-C:

Primero me fijé en los dngulos de z, y w para ver que la diferencia es de 180
grados. Luego vi que la distancia de ambos nimeros es la misma al origen,
por lo que el mddulo de z, es de 1 y el punto (a, b) debe estar ubicado en un
angulo de 180 y en - 1 en el eje x.
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Interpretamos nuevamente que el elemento (a, b) actia como un arti-
culador que posibilita el transito desde AA-C (ecuaciéon w = z, - z,) hacia
GG-C (operacion multiplicaciéon como rotacion en el plano complejo), asi
como de GG-C (angulo de 180 grados y mddulo 1) a Aa-c (z = (- 1,0)).

Conclusiones en relaciéon con el modelo
de comprension de C

Con base en lo que hemos analizado, concluimos que los profesores que
movilizan su pensamiento desde el modo de pensar aa-c hacia el modo de
pensar GG-C (y viceversa) logran resolver con éxito los problemas. Para ello,
transitan de un modo de pensar a otro a partir de la forma (a, b) de un
nimero complejo, elemento de la matematica que validamos como un ar-
ticulador en el modelo de comprension de C. A partir de las evidencias,
concluimos que existe la necesidad de potenciar un trabajo en el modo GG-c
en los profesores, quienes reflejan una priorizacion por el modo AA-c, asi
como dificultades y errores en el modo de pensar GG-c, obstaculizando el
transito hacia los otros modos de pensamiento y, por lo tanto, la compren-
sion de este sistema numeérico.

Caracterizacién de un modelo de comprension
para el concepto de grupo

De la misma manera que procedimos para construir los distintos modos de
pensar, lo haremos para el caso del concepto de grupo, comenzando por el
estudio del desarrollo histérico epistemologico de este fragmento de la ma-
tematica. Este estudio inicial tiene como finalidad indagar en las distintas
maneras de entender este concepto que fueron apareciendo a lo largo de la
historia. Estas maneras de ver y entender el concepto de grupo se caracte-
rizaron por tres modos distintos de pensamiento cuya interaccién, bajo la
teoria, contribuye a la comprensién mas profunda del concepto de grupo.
Tal interaccion se lleva a cabo gracias a los articuladores que permiten la
interaccion de dos 0 mas modos de pensar. A continuacion caracterizaremos
los tres modos de pensar los grupos y aportaremos evidencia empirica sobre
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los modos que ponen en juego estudiantes de pedagogia en matematica
durante su formacién inicial.

Los modos de pensar la estructura algebraica de grupo

Varios matematicos e historiadores de la matematica sostienen que Evaris-
te Galois es uno de los principales fundadores del concepto de grupo. Sin
embargo, se puede ver en los trabajos de otros matematicos la identificacion
de propiedades directamente ligadas a esta estructura algebraica. Wussing
(2007) plantea que el concepto de grupo tiene tres raices histéricas, la mas
conocida de las cuales es la raiz algebraica que asociamos con el trabajo de
Galois y la resolucion de ecuaciones de quinto grado. No obstante, existen
otras dos raices que permanecieron implicitas y que fueron visibilizadas
hacia finales del siglo x1x. Estas dos raices son la proveniente de la teoria de
numeros y la proveniente de la geometria. Esto mismo es sostenido por
Ortega Patifio (2011), quien declara que la estructura algebraica de grupo
tuvo estas tres raices historicas (las ecuaciones algebraicas, la teoria de nu-
meros y la geometria), de cuya interaccién surgio el reconocimiento de
profundos fenémenos de isomorfismos que permitieron identificar la es-
tructura algebraica de grupo.

A pesar de lo anterior, el analisis de algunos textos usados como bi-
bliografia minima de los cursos de estructuras algebraicas permite identi-
ficar un enfoque que prioriza lo aritmético y lo algebraico, dejando de lado
la perspectiva geométrica o incluyéndola s6lo como una aplicacion del
concepto de grupo. En este sentido, cabe preguntarse: ;como los estudian-
tes de pedagogia en matematica estan comprendiendo las diversas formas
de ver y entender el concepto de grupo? Y, por otro lado, ;es posible que la
interaccion de estos distintos modos de entender el concepto de grupo
propicie una comprension profunda en los estudiantes?

Modos de pensar los grupos
A partir del trabajo de Euler (1761) y de Gauss (1801) podemos caracterizar

el modo analitico-aritmético de los grupos (pensamiento AA-G) como los
restos de la division entera cuando se estudian situaciones aditivas o
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multiplicativas en Z. Esto es lo que hoy conocemos como aritmética modu-
lar. Por otro lado, a partir de los trabajos de Ruffini (1799) y de Cauchy
(1844) se pudo observar que la raiz del concepto de grupo desde las ecua-
ciones algebraicas llevaba implicita la idea de permutacién. De hecho, du-
rante varios afnos éste fue el sentido que se le dio al concepto de grupo: la
composicion de permutaciones de un conjunto dado. De este modo, la raiz
desde las ecuaciones algebraicas confluyé en un modo analitico-combina-
torio de los grupos (pensamiento Ac-G), el cual podemos caracterizar como
la composicion de las permutaciones de un conjunto dado. Finalmente, a
partir de las distintas geometrias que se desarrollaron principalmente du-
rante el siglo x1x y de la posterior sintesis que propuso Klein (1872/2004) en
su Programa Erlangen, podemos caracterizar el modo sintético-geométrico
de los grupos (pensamiento sG-G) como la composicion de los movimientos
de las figuras en el plano que dejan invariante la figura original. Entendemos
esta invariancia del modo que la figura resultante del movimiento sea con-
gruente con la figura original. En el plano cartesiano estos movimientos se
reducen a las isometrias; a saber, traslaciones, simetrias y rotaciones.

En el modo de pensar sG-G, los elementos que se deben manipular son
las figuras en el plano cartesiano y las operaciones sobre estos elementos
son los movimientos invariantes; en nuestro caso, las isometrias. Por otro
lado, en el modo de pensar AA-G, el pensamiento se dirige a los nimeros
enteros y a los restos de la divisién entera. En particular, se estudian las
congruencias en modulo entre los nimeros enteros. Por ultimo, en el
modo de pensar Ac-G el pensamiento se enfoca en las permutaciones que
se pueden generar y, a su vez, componer en un conjunto finito de elemen-
tos. De esta manera, para lograr una comprension profunda del concepto
de grupo los estudiantes deberan transitar por los tres modos de pensar
los grupos. Este transito sera facilitado por los articuladores que se puedan
identificar en las respuestas de los estudiantes. La figura 8 resume los tres
modos de pensar los grupos.

Modos de pensar priorizados y elementos articuladores

Para buscar la caracterizacion de los modos de pensar los grupos y los po-
sibles articuladores entre ellos se aplico un cuestionario de ocho situaciones
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Ficura 8. Modos de pensar los grupos

a un grupo de estudiantes de pedagogia en matematica que no han cursado
una asignatura sobre estructuras algebraicas. En particular nos enfocaremos
en las situaciones que permitieron articular los modos Ac-G y AA-G.

La situacién 5 tenia como propdsito estudiar los restos de la division
entera cuando el divisor es 3. Especificamente, se analiza la siguiente opera-
cion: Sean x, y € Z entonces x@y = resto de la division entera de (x + y) + 3.

La situacion 6 tenia como propdsito estudiar las permutaciones (u or-
denamientos) que se pueden hacer en un conjunto de tres elementos di-
ferentes.

Uno de los estudiantes participantes en el estudio construyé los cua-
dros de doble entrada para cada una de esas situaciones (véase tabla 2).

Aparentemente ambas situaciones no estan relacionadas. Sin embargo,
un adecuado orden y coloracion de una de estas tablas permite articular
ambos modos de pensar (véase tabla 3).

Como se puede apreciar en la tabla 3, el adecuado orden y coloracién
del cuadro de la situacion 6 permite relacionar el subcuadro conformado
por las permutaciones A, A, y A, (coloreadas en amarillo) con el cuadro
de la situacion 5. De este modo, los cuadros y su eficiente gestion permiten
articular los modos AA-G y Ac-G. Cabe mencionar que, desde el punto de
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TaBLA 2. Respuestas de un estudiante en las situaciones 5y 6

Cuadro de la situacién 5 Cuadro de la situacién 6

TasLA 3. Cuadros coloreados de las situaciones 5y 6

vista sG-G, las permutaciones A,, A, y A, se pueden interpretar como las
rotaciones a un triangulo equilatero de vértices a, b, c.

Conclusiones respecto del modelo
de comprensién para los grupos

Algunas conclusiones locales a partir de los datos recolectados por el ins-
trumento es que los estudiantes que construyeron correctamente los cuadros
de doble entrada de cada situacion presentada lograron identificar las simi-
litudes entre dos o mas situaciones diferentes (geométrica, aritmética o
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combinatoria). Estas similitudes no sélo apuntaban a una identificacion
entre los elementos de una y otra situacién, sino que justificaban esta simi-
litud basdandose en propiedades de los elementos en cada una de las situa-
ciones; por ejemplo, la regularidad al componer un mismo elemento con-
sigo mismo sucesivamente. Esto nos permite evidenciar el reconocimiento
de parte de los estudiantes de una estructura implicita comuin en dos o mas
situaciones diferentes, estadio previo, desde la perspectiva historica, de la
formalizacion del concepto de grupo.

Conclusion

En mas de una década de trabajo, las investigaciones desarrolladas en di-
dactica de la matematica con base en esta variedad teérica de los modos de
pensamiento contienen un analisis epistemologico y matematico de los té-
picos estudiados, a través del cual se identificaron diferentes enfoques (ana-
liticos y sintéticos) que permitieron interpretar y sustentar los modos de
pensar un fragmento de la matematica F, cuyo centro es interpretar la com-
prension profunda de E de acuerdo con la operacionalizacion que se pre-
senta en la tabla 4.

TaBLA 4. Operacionalizacién de los modos de pensar un fragmento
matemdtico F

Elementos Finalidad

Problematica que atiende Abordar obstéculo(s) epistemolégico(s) de F

Fenémeno didactico Alcanzar la comprension profunda de F

Problema didactico Determinar los articuladores entre los modos de pensar F

Pregunta de investigacién Sobre los modos de pensar Fy sus articuladores

Evidencia empirica Diseno de instrumentos e implementacion

Resultado Reinterpretacion del fenémeno didactico




MAS DE UNA DECADA INVESTIGANDO HECHOS DIDACTICOS

Agradecimientos

Este capitulo ha sido financiado parcialmente por ANID a través del Proyec-
to Fondecyt N° 1180468.

Referencias

Ajdukiewicz, K. (1974). Pragmatic Logic. Dordrecht, Paises Bajos: Reidel.

Artigue, M., & Deledicq, A. (1992). Quatre étapes dans I'histoire des nom-
bres complexes: quelques commentaires épistémologiques et didactiques.
Paris: Institut de Recherche sur I'Enseignement des Mathématiques,
Université de Paris.

Astorga, M., & Parraguez, M. (2014). Comprension de las conicas a través
de los modos de pensamiento. Avance de investigacion. Revista Chile-
na de Educacion Cientifica, 13(2), 19-24.

Astorga, M., & Parraguez, M. (2019). Las cénicas en métricas no euclidia-
nas: una mirada desde la teoria de los modos de pensamiento. Revista
Transformacion, 15(1), 39-51.

Bonilla, D., & Parraguez, M. (2012). La elipse desde la perspectiva de la
teoria de los modos de pensamiento. Revista Chilena de Educacion
Matemadtica, 6(1), 101-111.

Bonilla, D., & Parraguez, M. (2015). Los numeros racionales: Una mirada
desde la teoria. Los modos de pensamiento en la formacién inicial de
profesores. Revista Chilena de Educacion Matemadtica, 9(1), 77-83.

Bonilla, D., Parraguez, M., & Solanilla, L. (2013). Las cdnicas: Una pro-
puesta diddctica desde la teoria de los modos de pensamiento. Revista
Chilena de Educaciéon Matemadtica, 7(1), 89-96.

Bonilla, D., Parraguez, M., & Solanilla, L. (2014). Al fin de cuentas, ;qué es
una recta en la geometria del taxista? Revista Tumbaga, 2(10), 53-68.

Campos, S., & Parraguez, M. (2019). Comprension de sistemas de ecua-
ciones lineales: Un estudio de caso en el contexto escolar en Chile. Re-
vista Educagdo Matemdtica Pesquisa, 21(3), 347-368.

Cauchy, A. L. (1844). Mémoire sur les arrangements que lon peut former

121



122

ESTUDIOS ACERCA DE LA COMPRENSION DE CONCEPTOS MATEMATICOS

avec des lettres données, et sur les permutations ou substitutionsa l'ai-
de desquelles on passe d’'un arrangementa un autre. Exercises dAnalyse
et de Mathématiques Physiques, 3, 151-242.

Euler, L. (1761). Theoremata circa residua ex divisione potestatum relicta.
Novi Commentarii acade miae scientiarum Petropolitanae, 49-82.

Gauss, C. E (1801). Disquisitiones arithmeticae. Leipzig: Apud G. Fleischer.

Guerra, R., & Parraguez, M. (2015). Comprension del producto vectorial
desde los modos de pensamiento a partir de un analisis historico-epis-
temoldgico. Revista Chilena de Educacion Matematica, 9(1), 51-56.

Klein, F. (2004). Consideraciones comparativas sobre las investigaciones
geométricas modernas (Trad. de J . Bauza & M. J. Mufioz; obra original
publicada en 1872). http://88.27.249.81/psico/sesion/ficheros_publi-
co/ficheros.php?opcion=textos

Maturana, 1., & Parraguez, M. (2012). Los modos de pensamiento en que
el concepto de dimension finita de un espacio vectorial real es com-
prendido por estudiantes universitarios. En R. Flores (Ed.), Acta Lati-
noamericana de Matemadtica Educativa 25, 227-234. México: Comité
Latinoamericano de Matematica Educativa.

Ortega Patifo, V. E. (2011). Formacion de la nocion abstracta de estructura
algebraica: a partir del estudio historico-epistemoldgico de los aportes de
Cantor y Dedekind (Tesis doctoral). Universidad del Valle-Instituto de
Educacion y Pedagogia, Santiago de Cali, Colombia.

Parraguez, M. (2018). Comprension del concepto subespacio vectorial en
R3 desde los modos de pensamiento. Revista Visiones Cientificas de la
Universidad de Playa Ancha de Ciencias de la Educacion, 13(1), 27-42.

Parraguez, M., Bonilla, D., & Solanilla, L. (2019). Aprendizaje de las céni-
cas en la geometria del taxista mediante una secuencia didactica basa-
da en los modos de pensamiento de Sierpinska. En R. Olfos, E. Ramos
& D. Zakaryan (Eds.), Aportes a la prdctica docente desde la diddctica
de la matemadtica: Formacion docente (pp. 165-202). Barcelona, Espa-
fia: Grao.

Parraguez, M., & Bozt, J. (2012). Conexiones entre los conceptos depen-
dencia e independencia lineal de vectores y el de solucion de sistemas
de ecuaciones lineales en R* y R* desde los modos de pensamiento. Re-
vista Electronica de Investigacion en Ciencias, 7(1), 49-72.



MAS DE UNA DECADA INVESTIGANDO HECHOS DIDACTICOS

Parraguez, M., & Guerra, R. (2020). Comprension del producto vectorial
desde los modos de pensamiento: el caso de profesores en formacion
inicial. En Y. Morales-Lopez & A. Ruiz (Eds.), Educacion matemadtica
en las Américas 2019. Republica Dominicana: Comité Interamericano
de Educacion Matematica.

Parraguez, M., & Vera-Soria, G. (2020). Los modos de pensamiento sinté-
tico y analitico en la comprensiéon del concepto de base en el espacio
vectorial R2: Un estudio de casos en un contexto universitario. Revista
Paradigma, 41, 600-635.

Pinto, 1., & Parraguez, M. (2013). Una comprension de la derivada desde
los modos de pensamiento. Revista de Educacion Matemadtica, 7(1),
118-123.

Pinto-Rojas, ., & Parraguez, M. (2017). Articulators for Thinking Modes
of the Derivative from a Local Perspective. IEJME: Mathematics Edu-
cation, 12(10), 873-898.

Randolph, V., & Parraguez, M. (2013). Comprension de los nimeros com-
plejos desde los modos de pensamiento en base a un estudio histdrico
epistemoldgico. Revista Chilena de Educacion Matemdtica, 7(1), 275-282.

Randolph, V., & Parraguez, M. (2019). Comprension del sistema de los
nimeros complejos: un estudio de caso a nivel escolar y universitario.
Revista Formacion Universitaria, 12(6), 57-82.

Rufhini, P. (1799). Teoria generale delle equazioni: In cui si dimostra impos-
sibile la soluzione algebraica delle equazioni generali di grad superiore al
quarto. Bolofia: Nella Stamperia di S. Tomasso D’Aquino.

Shulman, L. S. (1999). Foreword. En J. Gess-Newsome & N. G. Lederman
(Eds.), Examining Pedagogical Content Knowledge: The Construct and
Its Implications for Science Teaching (pp. 1x-x11). Dordrecht, Paises Ba-
jos: Kluwer Academic.

Sierpinska, A. (1994). Understanding in Mathematics. Londres: The Falmer
Press.

Sierpinska, A. (2000). On Some Aspects of Students’ Thinking in Linear
Algebra. En J. L. Dorier (Ed.), On the Teaching of Linear Algebra (pp.
209-246). Dordrecht, Paises Bajos: Kluwer Academic.

Sierpinska, A. (2005). On Practical and Theoretical Thinking and Other
False Dichotomies in Mathematics Education. En M. H. G. Hoftmann,

123



124 ESTUDIOS ACERCA DE LA COMPRENSION DE CONCEPTOS MATEMATICOS

J. Lenhard & E Seeger (Eds.), Activity and Sign: Grounding Mathema-
tics Education (pp. 117-135). Nueva York: Springer Science & Business
Media.

Sierpinska, A., Nnadozie, A., & Oktag, A. (2002). A Study of Relationships
between Theoretical Thinking and High Achievement in Linear Algebra
(Reporte de investigacién). Montreal, Canada: Concordia University.

Stake, R. E. (2010). Investigacion con estudio de casos (5* ed.). Barcelona:
Labor.

Valenzuela, C., & Parraguez, M. (2014). La homotecia en el plano, mirada
desde la teoria los modos de pensamiento. Revista Chilena de Educa-
cion Cientifica, 13(1), 21-26.

Waussing, H. (2007). The Genesis of the Abstract Group Concept: A Contri-
bution to the History of the Origin of Abstract Group Theory. Nueva
York: Dover.



Capitulo 7. Un estudio comparativo del entendimiento
de estudiantes universitarios sobre el concepto vector
en unay dos dimensiones

VIANA NALLELY GARCIA SALMERON

FLOR MONSERRAT RODRIGUEZ VASQUEZ
https://orcid.org/0000-0002-9596-4253
Universidad Autonoma de Guerrero (México)

Resumen

El vector es un objeto matematico sobre el cual los estudiantes de nivel su-
perior tienen dificultades cuando se enfrentan a situaciones que lo involu-
cran, lo que se refleja en un endeble entendimiento. Este articulo ofrece un
analisis comparativo sobre el entendimiento de estudiantes universitarios
acerca del concepto vector, considerando el entendimiento en el sentido de
Trowbridge y McDermott. Para la recoleccion de datos se aplico un instru-
mento denominado prueba de entendimiento de vectores (TUV por su acro-
nimo en inglés) a 111 estudiantes universitarios de ingenieria y matematicas
de 18 a 22 afos de edad. Para el andlisis de los datos se usé estadistica basi-
ca. Los resultados reflejan los indicadores en los cuales los estudiantes tienen
altos, medios y bajos niveles de entendimiento. En conclusidn, el estudio
comparativo proporciona informacién sobre los indicadores del entendi-
miento que hay que enriquecer para soslayar las dificultades sobre el con-
cepto vector.

Palabras clave: concepto vector, entendimiento, comparacion.

Introduccion

El concepto vector es un tema comun en el curriculo mexicano de las ca-
rreras de ingenieria, matematicas, fisica y ciencias, entre otras, y se presenta
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a través de sus representaciones grafica y algebraica y de su operatividad,
por lo cual es importante que los estudiantes logren un entendimiento 6p-
timo sobre este concepto, ya que en estas carreras la mayoria de las magni-
tudes con las que se trabaja son vectoriales (Martinez & Benoit, 2008). Sin
embargo, hay estudiantes que ingresan al nivel universitario con escasos
conocimientos basicos sobre vectores (Barniol & Zavala, 2014b; Sussac et
al., 2018). Asimismo, se han reportado dificultades de los estudiantes cuan-
do resuelven problemas relacionados con el concepto vector; entre ellas,
confusion entre escalar y vector, para sumar y restar vectores, para deter-
minar la magnitud y la direccién de un vector, para representar graficamen-
te un vector (Barrera ef al., 2015; Bogatinoska et al., 2013; Flores-Garcia et
al., 2008; Flores-Garcia et al., 2007; Heckler & Scaife, 2015; Knight, 1995;
Mora, 2011; Nguyen & Meltzer, 2003), atribuyéndose estas dificultades al
entendimiento sobre el concepto (Flores-Garcia et al., 2008; Knight, 1995;
Nguyen & Meltzer, 2003). No obstante, que los estudiantes entiendan el
concepto vector les ayudara a aprender conceptos nuevos en diversas areas
del conocimiento (Arredondo et al., 2020; Barniol & Zavala, 2014b; Lei-
thold, 1998; Sussac et al., 2018; Watson et al., 2003); por ejemplo, en inge-
nieria, conocer conceptos fisicos como electricidad, magnetismo, momen-
to, etc., y en matematicas, calcular areas y volumenes y representar planos
y superficies de forma vectorial, espacios vectoriales, entre otros.

Ahora bien, una de las herramientas para recolectar datos sobre el en-
tendimiento de los estudiantes son los tests de opcion multiple, los cuales
tienen la ventaja de que pueden ser aplicados a poblaciones grandes de
estudiantes y los datos pueden ser analizados mediante métodos estadisti-
cos (Dominguez et al., 2019). La implementacion de pruebas de opcién
multiple permite analizar el dominio de un estudiante sobre un tema, con-
cepto o contenido, en comparacion con el dominio de otros estudiantes
(Kantrov, 2000). Asimismo, permite comparar el desempeno de estudian-
tes de diferentes contextos (Escudero, 2018). De acuerdo con Sadler (2005)
los resultados de una comparacion pueden tomarse como punto de parti-
da para evaluar cambios conceptuales, disefiar estrategias de ensefianza e
incluso aportar ideas para el redisefio de planes de estudio.

Con base en lo anterior, el objetivo de este estudio es comparar el en-
tendimiento de estudiantes universitarios sobre el concepto vector. Para
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lograrlo, se aplic una prueba de opcidon multiple y se analizaron los datos
en términos de porcentajes de respuestas correctas.

Marco conceptual
Entendimiento conceptual

Existen diferentes caracterizaciones acerca de como lograr el entendimien-
to de un objeto matematico; por ejemplo, Haji y Yumiati (2019) consideran
que un individuo logra entender un concepto si puede definirlo de manera
verbal y por escrito, formular ejemplos y contraejemplos, usar varias formas
de representacidn, identificar las caracteristicas del concepto y compararlo
con otros conceptos. Por su parte, Al-Mutawah et al. (2019) sostienen que
un individuo entiende un concepto cuando puede demostrar que es capaz
de identificarlo y generar ejemplos sobre él; ademas, puede usar, reconocer
y relacionar diferentes representaciones del concepto, asi como reconocer
y aplicar sus signos o su simbologia, entre otras acciones.

Particularmente, en este estudio consideramos, al igual que Trowbrid-
ge y McDermott (1980), que se logra el entendimiento de un concepto si
se demuestra capacidad sobre los siguientes indicadores: (i) definir un
concepto de forma operacional, (ii) distinguir un concepto de otros con-
ceptos relacionados y (iii) aplicar un concepto de manera correcta.

Concepto vector

El concepto vector tiene diferentes acepciones. Desde el punto de vista de
la mecanica, un vector esta definido por tres caracteristicas: magnitud, di-
reccion y sentido (Tippens, 1996). De acuerdo con Hibbeler (2004), un
vector es representado graficamente por una flecha y se denota usando cual-
quier letra mayuscula con esa flecha sobre ella, por ejemplo , y analitica-
mente cualquier vector se puede expresar en términos de i y j (notacion de
vectores unitarios, de acuerdo con su dimension) (véase figura 1).

Para entender el concepto vector es necesario considerar, al menos, las
siguientes propiedades basicas: direccién, magnitud, representacion grafica,
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FiGura 1. Representacion de un vector grdfica y analiticamente

componentes, vector unitario, suma, resta, multiplicacién por escalar, pro-
ducto punto y producto cruz.

Materiales y métodos

La investigacidon adoptd el método comparativo, ya que se realiz6 el con-
traste de resultados sobre el entendimiento de estudiantes universitarios
acerca del concepto vector en tres momentos: (1) resultados generales, (2)
comparacion de los resultados generales con los de otras investigaciones
que han implementado el TUv y (3) comparacion de los resultados del en-
tendimiento de los estudiantes que participaron por carrera.

Muestra
Participaron 111 estudiantes mexicanos de nivel universitario (de 18 a 22

afos de edad) matriculados en dos universidades, una publica y otra priva-
da, las cuales denominaremos U1 y U2, respectivamente (véase tabla 1).

TasLA 1. Estudiantes examinados segun la carrera y universidad

Universidad Carrera Estudiantes
Matematicas 23
Universidad 1 (U1) Ingenieria civil 23
Ingenieria en construccion 29
Universidad 2 (U2) Ingenieria civil 36

Total 111
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La seleccion de los estudiantes se realizo de acuerdo los siguientes cri-
terios: (i) que ya hubieran visto operaciones basicas de vectores, o (ii) que
hubieran cursado asignaturas en las que se trabajoé con el concepto vector,
como fisica general, mecdnica, dinamica, calculo vectorial, algebra lineal,
geometria analitica, etc. Ademas, se tuvo en cuenta que, desde que ingre-
san a las carreras antes mencionadas, los estudiantes tienen conocimientos
elementales sobre el concepto vector, adquiridos durante su formacién
tanto en nivel basico secundaria como en el nivel medio superior, de
acuerdo con los curriculos mexicanos.

Instrumento

Para recolectar los datos se aplicd la prueba de entendimiento de vectores
(Tuv), debido a su confiabilidad y alto poder discriminatorio, aspectos que
fueron validados por sus creadores Barniol y Zavala (2014a) mediante las
pruebas estadisticas indice de dificultad, indice de discriminacion, coefi-
ciente de punto biserial, Kuder Richarson y delta de Ferguson. Asimismo,
es importante mencionar que el TUV considera en los items los tres indica-
dores para el logro de entendimiento, de acuerdo con Trowbridge y McDer-
mott (1980).

El Tuv consta de 20 items de opcion multiple y cada item cuenta con
cinco opciones de respuesta, donde tinicamente una opcion es la correcta
y las otras cuatro son distractores. Los distractores se fundamentan de
acuerdo con los errores mas comunes que cometen los estudiantes cuando
trabajan con el concepto vector y los cuales fueron identificados mediante
la implementacién de problemas abiertos a 2067 estudiantes de una uni-
versidad privada mexicana. Asimismo, en los items se involucra alguna de
las siguientes 10 propiedades de vector, en una o dos dimensiones: direccion,
magnitud, representacion grafica, componentes, vector unitario, suma, res-
ta, multiplicacion por escalar, producto punto y producto cruz (véase tabla 2).

Recoleccion y andlisis de datos

Los datos fueron recolectados durante el primer bimestre de 2020. La apli-
cacion del Tuv se llevd a cabo en un tiempo de 25 minutos en el aula
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TaBLA 2. Ejemplos de descripcion de items de acuerdo con la propiedad que involucra

i Numero L
Propiedad 3 Descripcion
de item
5 Eleccion de vectores con la misma direccién en una
L gréfica.
Direccion ) L . »
17 Célculo de la direccion de un vector escrito en notaciéon
de vectores unitarios.
Magnitud 20 Calculo de la magnitud de un vector escrito en notacion
de vectores unitarios.
Representacion grafica de la componente y de un
Componente 4 P 9 P y
vector.
Vector unitario 2 Representacion grafica de un vector unitario.

Fuente: Adaptado de Barniol y Zavala (2014a).

respectiva de los estudiantes, quienes no tuvieron aviso previo de la aplica-
cion. En una entrevista con los profesores encargados nos aseguramos que
los estudiantes ya hubieran trabajado con el concepto vector.

Para identificar a cada estudiante, se les asign6 un numero consecutivo
del 1 al 111 sin omitir la carrera ni la universidad a la que pertenecian. Los
tests se calificaron manualmente y después se elabor6 una matriz de res-
puestas en Excel, donde las filas representan a los estudiantes y las colum-
nas representan a los items. En cada interseccion fila-columna se registraron
los puntajes de las respuestas de los estudiantes en cada item, asignando el
valor de 1 si respondieron correctamente y de 0 si respondieron incorrec-

tamente (véase tabla 3).

TasLa 3. Efemplo de la matriz de respuestas

ftem
Estudiante

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0
2 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1
3 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0
4 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0
5 1 0 1 0 1 1 0 0 0 0
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A partir de la matriz de respuestas se analizd, en términos de porcen-
tajes de las que fueron correctas, el entendimiento de los estudiantes, de
acuerdo con los indicadores de entendimiento de Trowbridge y McDer-
mott (1980). Para ello se sumaron los puntajes en cada columna para de-
terminar cuantos estudiantes respondieron correctamente a cada item.
Con esta informacion se calcularon los porcentajes de respuestas correctas
en cada item usando la expresion:

N
P* = Z%XWO, j=1..,Ni=1,..20

J=1

Donde P*; es el porcentaje de respuestas correctas en cada item i, N es
el nimero de estudiantes, y; es la respuesta correcta o incorrecta del estu-
diante j en el item i. Primero se calcularon los porcentajes de respuestas
correctas de todos los estudiantes y después para cada carrera.

Resultados

En esta seccion se mostrara la comparacion del entendimiento de los es-
tudiantes sobre el concepto vector, en los tres momentos dichos: (1) resul-
tados generales, (2) comparacion de los resultados generales con los de
otras investigaciones que han implementado el Tuv y (3) comparacion de
los resultados del entendimiento de los estudiantes que participaron por
carrera.

Resultados generales

En la grafica 1 se puede observar que en 17 items los estudiantes obtuvieron
porcentajes de respuestas correctas inferiores a 50%, y sélo en los items 5,
9y 10 obtuvieron porcentajes de respuestas correctas mayores a 50%. De-
bido a la constitucion del TuV, esto es un indicador de que los estudiantes
tienen un endeble entendimiento sobre el concepto vector en 17 de 20
items.
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GraAFica 1. Porcentajes de respuestas correctas en cada item del Tuv

70

60.36 5766
60 R

5135
50
40.5441.44
40 36.04 R
31.53
BY.63 28.83
30 24.3225:23
20 1802 1712 17.12 ped
12.61 12.61 N N
11 | [ I
0
1 2 3 4 5 6 7 8 9

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Porcentajes de respuestas correctas

No. de item

Comparacion de los resultados
con los de otras investigaciones

Si se toma como referencia la clasificacion de los items por nivel de dificul-
tad de acuerdo con el porcentaje de aciertos en cada item, propuesta por
Barniol y Zavala (2014a), y se realiza una clasificaciéon de forma similar,
segun los porcentajes de respuestas correctas obtenidos en esta investiga-
cidn, se observa que 17 items resultaron de dificultad alta, tres items de
dificultad media y ningun item de dificultad baja (véase tabla 4).

TasLA 4. Agrupacion de los items por nivel de dificultad

Porcentaje . ftems
de respuestas Nivel
P de dificultad Barniol y Zavala Resultados de esta
correctas . Sy
(2014a) investigacion
1,2,3,4,6,7,8,11,12,13
M iqual % Al ) 12.13v 17
enor o igual a 50% to ,3,8,12,13y 14,15,16,17,18,19y 20
1,11,14,15,16,18
Entre 50y 75% Medio y19 59y10

Mas de 75% Bajo 4,5,6,7,9,10y20 Ninguno
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Para ejemplificar, se considera a los items 12 y 2 que fueron los que
obtuvieron los menores porcentajes y al item 5 que obtuvo el mayor por-
centaje de respuestas correctas, como se puede ver en la grafica 1. En este
estudio, el item 12 obtuvo el menor porcentaje de respuestas correctas
(9.91%). Es un item que involucra la interpretacion grafica del producto
cruz como un vector perpendicular segtn la regla de la mano derecha
(véase figura 2); sin embargo, en los resultados de Barniol y Zavala (2014a)
este item obtuvo 42% de respuestas correctas, en Barniol y Zavala (2014c)
el 57% y en Rakkapao (2016) el 17%. Finalmente, en Sussac et al. (2018)
este item fue clasificado como el segundo mas dificil de todo el Tuv.

Estos resultados permiten fundamentar que el item 12 es el mas dificil
entre aquellos que involucran el producto cruz (12, 15 y 18) e incluso es
uno de los mas dificiles de todo el Tuv.

En el item 2, en el cual se pide relacionar un vector unitario con su re-
presentacion grafica (véase figura 3), los estudiantes obtuvieron 12.61% de
respuestas correctas. En Barniol y Zavala (2014a) se reporta que 39%
de estudiantes respondid correctamente; en Barniol y Zavala (2014c) el
43%, y en Rakkapao et al. (2016) el 12%. Estas investigaciones coinciden
en que este item es el mas dificil de responder del Tuv.

En el item 5 se obtuvo 60.36% de respuestas correctas. Este item invo-
lucra el concepto de direccion. Barniol y Zavala (2014a) y Barniol y Zavala
(2014c) reportaron 84 y 86% de respuestas correctas, respectivamente. Es-
tas investigaciones, junto con la de Sussac et al. (2018), identificaron a este

Ficura 2. ftem 12 del Tuv
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FiGURrA 3. ftem 2 del Tuv

item como uno de los mas faciles de resolver en el Tuv. Rakkapao et al.
(2016) senialaron que este item es adecuado para estudiantes que tienen
dificultades al trabajar con el concepto vector, ya que tienen 40% de pro-
babilidades de responder correctamente, o bien, de adivinar la respuesta
correcta.

Comparacion de los resultados entre
estudiantes de diferentes carreras

En la grafica 2 se puede notar que los estudiantes de ingenieria civil-U2
obtuvieron los porcentajes mas bajos de respuestas en 16 de 20 items. In-
cluso en los items 1, 6, 11, 16 y 20 s6lo 2% de las respuestas fueron correctas,
y en el item 12 no hubo respuestas correctas. En contraste, los estudiantes
de matematicas-U1 tuvieron el mayor porcentaje de respuestas correctas en
10 items.

GRrAFICA 2. Porcentajes de respuestas correctas por carrera en cada item
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En la grafica 3 se aprecia que los estudiantes de ingenieria civil-U2 y
matematicas-Ul fueron quienes obtuvieron de manera general el por-
centaje de respuestas correctas mas bajo y mas alto, respectivamente.
Mientras que los estudiantes de ingenieria en construccion-U1 e ingenieria
civil-U1l, presentaron 31% de respuestas correctas. Sin embargo, los resul-
tados en las cuatro carreras muestran porcentajes de respuestas correctas
por debajo de 50 por ciento.

GrAFIcA 3. Porcentajes generales de respuestas correctas por carrera

Especificamente, entre los estudiantes de ingenieria civil-U1 e ingenie-
ria civil-U2, que tienen el mismo perfil de ingreso y egreso de los estu-
diantes, aunque son carreras que se imparten en instituciones diferentes,
se puede observar, en la grafica 4, que el porcentaje de respuestas correctas
es mayor en los estudiantes de ingenieria civil-U1l en 17 items, excepto en
los items 3, 10 y 18.

No obstante, si los items se clasifican por nivel de dificultad, como en
Barniol y Zavala (2014a), para ambas carreras la mayoria de los items fue-
ron de dificultad alta, y también se observa que en ambas carreras los
items 5y 10 fueron de dificultad media y ningun item resulté de dificultad
baja (véase tabla 5).
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GrAFIcA 4. Porcentajes de respuestas correctas de los estudiantes de ingenieria civil
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TaBLA 5. Clasificacion de los items por nivel de dificultad

Nivel de difi- Ingenieria civil-U1 Ingenieria civil-U2
Escala
cultad items
Menor oigual a Alto 1,2,3,4,6,7,8,11,12,13, 1,2,3,4,6,7,8,9,11,12,13,
50% 14,15,16,17,18,19y 20 14,15,16,17,18,19y 20
Entre 50y 75% Medio 59y10 5y10
Mayor a 75% Bajo — —

Discusion y conclusiones

Esta investigacion tuvo como objetivo comparar el entendimiento de estu-
diantes universitarios sobre el concepto vector, de acuerdo con los indica-
dores de entendimiento: (i) definir un concepto de forma operacional, (ii)
distinguir un concepto de otros conceptos relacionados y (iii) aplicar un
concepto de manera correcta (Trowbridge & McDermott, 1980). Entonces,
se ha considerado que si un estudiante responde correctamente un item del
test, pone en juego los tres indicadores mencionados.
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En este sentido, considerando los resultados de la seccion anterior, las
acciones correspondientes a los indicadores de entendimiento para res-
ponder el item 12 se describen en la tabla 6.

TaBLA 6. Descripcion de los indicadores de entendimiento en el item 12

Indicadores de entendimiento Acciones requeridas

Operar geométricamente para obtener el drea
del paralelogramo cuyos lados adyacentes son
dos vectores A y B.Estoes:

Area del paralelogramo = |/Z\)x §| = |/7\| |]§||sin 0

1. Definir operacionalmente un concepto.

2. Distinguir un concepto de otros Reconocer las caracteristicas del producto cruz,
conceptos relacionados. asi como la naturaleza vectorial de su resultado.

Reconocer y aplica correctamente las
3. Aplicar un concepto de manera correcta. caracteristicas de un vector y determina
correctamente la direccién del producto cruz.

Como se dijo, el item obtuvo 9.91% de respuestas correctas, lo que
puede deberse a que, ademas de que el estudiante requiere conocimientos
geomeétricos con vectores para calcular el producto cruz, necesita dominar
reglas para determinar correctamente su direccion; por ejemplo, aplicar
correctamente la regla de la mano derecha para determinarla. En este sen-
tido, Barniol y Zavala (2014a), Barniol y Zavala (2014c) y Sussac et al.
(2018) coinciden en que una posible causa de responder incorrectamente
el item 12 es la aplicacion incorrecta de la regla de la mano derecha. Se
sugiere que durante la ensefianza se haga énfasis en la representacion
geométrica del producto cruz, sobre todo en el uso de mnemotecnias para
favorecer el entendimiento de los estudiantes (Kustusch, 2016).

Por otra parte, el item 2 fue reportado en este estudio como el segundo
item con porcentaje de respuestas correctas mas bajo. Las acciones que co-
rresponden a los indicadores de entendimiento para responderlo se des-
criben en la tabla 7.

El error mas comun reportado por Barniol y Zavala (2014a) consistid
en seleccionar como respuesta un vector con componentes x y y de una
unidad. Rakkapao et al. (2016) asocian este error con la falta de conoci-
miento de matematicas basicas para determinar la magnitud del vector
dado. En este caso, para mejorar el entendimiento del concepto vector se
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TaBLA 7. Descripcion de los indicadores de entendimiento en el item 2

Indicadores de entendimiento Acciones requeridas

Realizar correctamente el procedimiento de
normalizacién para encontrar el vector unitario

1. Definir operacionalmente un concepto. -~ . s .
U con la misma direccién y sentido que el

vector A.
2. Distinguir un concepto de otros Distinguir la caracteristica esencial del vector
conceptos relacionados. unitario, como aquel de magnitud 1.

Aplicar las caracteristicas del vector unitario
3. Aplicar un concepto de manera correcta. para determinar la direccién de otros vectores
no unitarios.

recomienda hacer hincapié en los indicadores de entendimiento 1y 2 du-
rante la ensefianza.

Por dltimo, el item 5, al igual que en las investigaciones mencionadas,
estd dentro de los mas faciles de resolver, con 60.36% de respuestas correc-
tas. Las acciones que corresponden a los indicadores de entendimiento
para responderlo se describen en el cuadro 8.

TaBLA 8. Descripcion de los indicadores de entendimiento en el item 5

Indicadores de entendimiento Acciones requeridas

. . Calcula la direccién del vector como la
1. Definir operacionalmente un concepto.

tangente de 45.
2. Distinguir un concepto de otros Distingue la caracteristica direccion de un
conceptos relacionados. vector, del sentido del mismo.

Aplica correctamente la direccién de un vector,
3. Aplicar un concepto de manera correcta. como el &ngulo medido en sentido antihorario
desde el eje x positivo.

Una de las causas de los errores de los estudiantes en este item es que
eligen el vector que tiene componentes x y y positivas, o bien, el vector que
apunta en el mismo sentido al vector dado (Barniol & Zavala, 2014a). En
este sentido, se recomienda que durante la ensefianza se ponga énfasis en
los indicadores de entendimiento 1y 2.

Ahora bien, en los resultados se observd que en las cuatro carreras los
porcentajes de respuestas correctas estan por debajo de 50%, incluso a pe-
sar de que ya habian tomado varios cursos donde se trabaja con el concepto



UN ESTUDIO COMPARATIVO DEL ENTENDIMIENTO DE ESTUDIANTES UNIVERSITARIOS

vector. Por ejemplo, los estudiantes de ingenieria civil-U2 fueron quienes
tuvieron el porcentaje de respuestas correctas mas bajo, lo cual puede de-
berse a que al momento de aplicar la prueba s6lo habian cursado la asigna-
tura calculo vectorial, a diferencia de los estudiantes de ingenieria Ci-
vil-Ul e ingenierfa en Construccion-Ul, quienes habian cursado
asignaturas como fisica general, estatica, dinamica y célculo vectorial, lo
que indica que estos estudiantes estdn mas familiarizados en el trabajo con
el concepto vector tanto en un contexto matematico como con sus aplica-
ciones. Asimismo, se reconoce que los estudiantes de matematicas-U1 tu-
vieron porcentaje de respuestas correctas en la mayoria de los items (2, 3,
5,6,7,8,10,11, 13, 14, 19 y 20), lo que pudo deberse a que el TUV esta di-
sefiado en un contexto matematico. En cualquier caso, queda de manifies-
to que los indicadores de entendimiento son endebles.

Por otra parte, cuando se compara el entendimiento, por ejemplo, en-
tre estudiantes de ingenieria civil Ul y U2, carreras que persiguen el mis-
mo perfil de ingreso y egreso de los estudiantes, la mayoria de los items
fueron de alto grado de dificultad para los estudiantes de ambas carreras,
17 para la Ul y 18 para la U2. No obstante, el porcentaje general de res-
puestas correctas favorece a los estudiantes de la U1 (31%). Este resultado
puede ser consecuencia de la flexibilidad del plan de estudios, ya que los
estudiantes de Ul pueden elegir libremente las asignaturas que van a cur-
sar cada semestre, mientras que un estudiante de U2 cursa asignaturas en
el orden en estan sefialadas en su programa de estudios.

Finalmente, un bajo porcentaje de respuestas correctas en los items del
TUV significa el bajo entendimiento de los estudiantes sobre el concepto
vector. Lo que sugiere recurrir al fortalecimiento de los niveles de entendi-
miento. Reconocemos, ademas, que se abre la via para profundizar en el
disefo de estrategias de ensefianza y aprendizaje con base en los indicado-
res de entendimiento descritos en este estudio, sobre aquellas propiedades
del concepto vector en las que se evidencid bajo entendimiento; por ejem-
plo, producto cruz y vector unitario.
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Capitulo 8. Ampliaciéon del modelo de conexiones entre sistemas
de medidas con las actividades universales desde
la etnomatematica
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Resumen

Con el uso de actividades universales se amplié el modelo de conexiones
internas y externas entre sistemas de medidas. La metodologia fue cualita-
tiva-etnografica desarrollada en tres etapas: (1) se seleccionaron los parti-
cipantes y se hizo la observacion no participante para la familiarizacion; (2)
se aplicaron entrevistas semiestructuradas para recolectar la informacion
partiendo de la pregunta: ;como realizan su practica cotidiana?, conside-
rando videograbaciones y dibujos, y (3) se estudiaron los datos a través del
analisis tematico junto con la visién etnomatematica. Los resultados mues-
tran que en las conexiones internas y externas entre sistemas de medidas
evidenciadas en practicas cotidianas (pelea de gallos, fabricacion de come-
tas para la diversion y para la pesca, y elaboracion del bollo de yuca) se usan
medidas como el metro, la altura del ombligo, la cuarta, la braza, el jeme, el
milimetro, entre otros. Ademas, se extendid el modelo de conexiones, pues-
to que la medicion esta conectada con otras actividades como estimar, con-
tar, jugar, disefiar, localizar, en las cuales implicitamente estd involucrada la
actividad de explicar. Se concluye que estos resultados pueden ser ttiles para
promover conexiones en las clases de matematicas contextualizadas.

Palabras clave: conexiones, etnomatematica, actividades universales.

143



144

ESTUDIOS ACERCA DE LA COMPRENSION DE CONCEPTOS MATEMATICOS

Introduccion

La ensefanza y el aprendizaje de las matematicas centrados en hacer cone-
xiones y relacionar la matematica con situaciones de la vida real podria
permitir a los estudiantes comprender mejor los conceptos matematicos
(National Council of Teachers of Mathematics [NcTM], 2000; Rodri-
guez-Nieto, Rodriguez-Vasquez & Garcia-Garcia, 2021). Esta vision de co-
nexiones concuerda con herramientas de enfoques tedricos como la teoria
ampliada de las conexiones (TAC) articulada con el enfoque ontosemiotico
(E0s) donde son importantes las conexiones intramatematicas y extrama-
tematicas, enriquecidas por las practicas, los objetos, los procesos y las fun-
ciones semioticas (Rodriguez-Nieto, Font, Borji & Rodriguez-Vasquez,
2021; Rodriguez-Nieto, Rodriguez-Vasquez & Font, 2020).

Orey y Rosa (2020) conectaron la etnomatematica con la etnomodela-
cién para contribuir a la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas,
puntualizando en ideas de los procesos dialdgicos que permiten usar y
crear nuevas formas de aspectos emic, etic y dialogical en etnomodelacion.
Estos enfoques tedricos inician observando como los grupos culturales
utilizan la matematica, lo cual se reconoce como la dotacién humana basi-
ca que es la forma comin de pensar que permite contar, modelar, medir,
jugar, explicar, localizar, etcétera (Cortes & Orey, 2020).

Asi como las conexiones son fundamentales en la investigacion en edu-
cacién matematica, también son relevantes en la escuela y en la vida coti-
diana, y se han reconocido bajo la etnomatemadtica, en la exploracion de
conocimientos geométricos (Garcia-Garcia & Bernandino-Silverio, 2019),
procesos de medicion y analisis de artefactos. Particularmente desde la An-
tigliedad la medicién es importante: el hombre us6 su cuerpo para medir
(Kula, 1980), se sugiere en los curriculos de matematicas (NCT™m, 2000), se
aborda en la investigaciéon de Godino, Batanero y Roa (2002) sobre las
magnitudes y sus implicaciones didacticas en la formacién de maestros, asi
como en los contenidos sobre medidas en libros de texto (Mengual, Gorgo-
ri6 & Albarracin, 2017). También, los sistemas de medidas se han investiga-
do en la pesca (Chieus, 2009; Rodriguez-Nieto, Mosquera & Aroca, 2019),
sobre todo la cuarta, el metro, el centimetro, el jeme, la braza, entre otras.
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Otras investigaciones pusieron énfasis en medidas como la vara, la
braza, la cuarta, el jeme, el codo y el paso, en la construccion de casas y la
elaboraciéon de mochilas, entre otras (Trujillo, Miranda & De la Hoz,
2018). Rodriguez-Nieto, Aroca & Rodriguez-Vasquez (2019) identificaron
la cuarta, la braza, la altura del ombligo, el litro, el metro, el centimetro, el
saco, la carga, etc., en la elaboracién del bollo de yuca. Castro et al. (2020)
exploraron las actividades universales de un mueblista, principalmente
medidas como la tolerancia, el metro y el centimetro implicitas en los di-
sefios y los cortes de madera. Segin Avila (2014), “las formas de medir o
de localizar propias de la comunidad de referencia, asi como los instru-
mentos de medicidn, en general juegan solo el papel de motivaciéon para
aprender, o de elemento facilitador de la comprension” (p. 44), sin atender
relaciones con otras actividades cotidianas. Por su parte, Suprayo et al.
(2019) senala que

las matematicas son una ciencia que se desarrolla con la sociedad, pero algu-
nas personas no se dan cuenta de que han utilizado las matematicas en sus
vidas. Este punto de vista indica el supuesto de que las matematicas no estan
relacionadas con la vida real, aunque las matematicas estan en las actividades
diarias, por ejemplo, en juegos, transacciones de compra y venta, calculo,
medicién, comparacion, clasificacién y disefio de edificios (p. 1).

Recientemente, Rodriguez-Nieto (2020) analiz6 las conexiones entre
sistemas de medidas en diferentes practicas cotidianas, pero no se concen-
trd en valorar la importancia de las actividades universales (Bishop, 1999)
que pueden vincularse con los procesos de medicién. También, desde los
curriculos, la investigacion y los libros de texto, la medicion es importante
para la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas, pero se insiste en
que debe estar conectada con el entorno sociocultural de los estudiantes.
El NcT™ (2000) manifiesta que la medicion es una oportunidad que per-
mite el aprendizaje y la aplicaciéon de las matemadticas, considerando las
operaciones numéricas, las nociones geométricas, la estadistica, las fun-
ciones, los patrones, etc., y destacando el rol de las conexiones entre las
matemadticas y entre éstas y otras areas o asignaturas que se abordan en los
entornos escolares, o bien las ciencias, el arte, la educacion fisica, la
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tecnologia, entre otras. Ante esta situacion, surgen dos preguntas de inves-
tigacion: ;qué conexiones internas y externas se establecen entre los siste-
mas de medidas usados en practicas cotidianas? y ;cémo se relacionan las
conexiones entre los sistemas de medidas o procesos de mediciéon usados
en practicas cotidianas con otras actividades realizadas por los artesanos
como contar, estimar, jugar, explicar, localizar...?

Fundamentacion teodrica
Etnomatemdtica

La etnomatematica es un programa de investigacion que valora las mate-
maticas realizadas por grupos culturales. En este sentido, se reconoce
como “la matematica practicada por grupos culturales, tales como comu-
nidades urbanas o rurales, grupos de trabajadores, clases profesionales,
nifos de cierta edad, sociedades indigenas y otros grupos que se identi-
fican por objetivos y tradiciones comunes a los grupos” (D’Ambrosio,
2001, p. 9).

Desde otra perspectiva, la etnomatematica es la matematica viva en las
culturas e inserta en los objetos culturales (Oliveras & Albanese, 2012) y
“propone una pedagogia viva, dindmica, para dar respuesta a nuevos es-
timulos ambientales, sociales, culturales y a nuevas necesidades” (D’Am-
brosio, 2014, p. 107). Por ese motivo, en la figura 1 se muestra que la etno-
matematica estd viva en las actividades que realizan diversos grupos
culturales; tanto asi, que queda viva cuando se realizan analisis de objetos,
artefactos y se encuentran figuras, disefos, etc., que han sido creados des-
pués de procedimientos y conocimientos empleados por una persona. Por
eso, la etnomatematica es como un arbol que se sostiene de sus raices, las
cuales etimoldgicamente hacen referencia a “las ticas de matema en un
determinado etno” (D’Ambrosio, 2014, p. 103). Sus ramificaciones, sus ho-
jas reverdecidas y sus frutos, representan las investigaciones, la formacién
de profesores y estudiantes y los procesos de ensefianza y aprendizaje de
las matematicas que se han conectado y fundamentado en las matematicas
desde una perspectiva sociocultural.
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Ficura 1. Raices etimoldgicas de la etnomatemdtica
como una matemadtica viva

Rosa y Orey (2016) afirman que existen otras ticas, como otras ideas de
medir, comparar, contar, calcular y clasificar que pueden realizar las perso-
nas. Estas ticas estan relacionadas con las actividades universales de Bishop
(1999): contar, localizar, medir, disefiar, explicar y jugar (véase tabla 1).

Ahora bien, se sabe que la etnomatematica esta ligada a las conexio-
nes. Por ejemplo, Gerdes (2013) sostiene que esta disciplina es “el area de
investigacion que estudia las multifacéticas relaciones e interconexiones
entre ideas matematicas y otros elementos constituyentes culturales, como
la lengua, el arte, la artesania, la construccion, la educacién” (p. 150). Asi-
mismo, segin Rosa y Orey (2018), el programa etnomatematico “enfatiza
en la importancia de las comunidades en relaciéon con el ambiente escolar,
debido a que conecta la matematica con las practicas culturales desarrolla-
das y utilizadas localmente” (p. 72).

Conexiones
Para los propdsitos de esta investigacion, una conexion es una relacion ver-

dadera entre dos ideas matematicas A y B (Businskas, 2008), donde las ideas
son los conocimientos matematicos que surgen de las practicas cotidianas;

147



148

ESTUDIOS ACERCA DE LA COMPRENSION DE CONCEPTOS MATEMATICOS

TasLA 1. Actividades universales

Contar

Localizar

Medir

Disenar

Explicar

Jugar

Comparar y ordenar objetos. Pone énfasis en el conteo corporal o digital,
con marcas, uso de cuerdas u otros objetos para el registro, que dependera
del contexto de las personas donde se desarrolle esta actividad.

Explorar el entorno espacial, conceptualizar y simbolizar el entorno con
modelos, mapas, dibujos y otros recursos. En la localizacién, la postura
geométrica se relaciona con la orientacion, la navegacion, la astronomia,
la geografia y la cartografia del entorno.

Comparar, ordenar y cuantificar cualidades que tienen valor e importancia
(Bishop, 1999). El hombre usé su cuerpo como el primer dispositivo para medir
con la cuarta, el paso, la braza.

Imponer una estructura especifica o transformar una parte de la naturaleza
por otra cosa u objeto; por ejemplo, arcilla, madera o terreno y convertirlo
en un artefacto: olla, mueble, entre otros. El disefio se refiere la tecnologia,
los artefactos y los objetos manufacturados que crean las personas.

Indicacién de aspectos cognitivos por investigar; conceptualizar el entorno

y compartir estas conceptualizaciones. Eleva la cognicién del ser humano para
dar argumentos que estén por encima del nivel asociado a explicaciones
basadas en la experiencia.

Esta vinculada con orden, reglas, procedimientos, estrategias, repeticiones,
ingenio, valores, interaccién social e imaginacion. Permite desarrollar ideas
matematicas, pues en los juegos emergen conexiones matematicas con vistas
culturales.

FuenTe: Bishop (1999).

por ejemplo, relacionar dos significados, un concepto con su significado;
representar una unidad de medida y equivalencias y conversiones entre
unidades de medidas, asi como relacionar dos o mas actividades universa-
les. Rodriguez-Nieto (2020) propuso un modelo de conexiones internas y
externas para el estudio de sistemas de medidas. Una conexion interna se
refiere a “las relaciones que hace un sujeto entre unidades de medidas (con-
vencional o no convencional) de un mismo sistema de medida usado en
una practica cotidiana, considerando equivalencias y conversiones” (Rodri-
guez-Nieto, 2020, p. 12). Una conexion externa “se promueve cuando una
unidad de medida (convencional o no convencional) es usada de manera
similar en diferentes sistemas de medidas de practicas cotidianas distintas”
(Rodriguez-Nieto, 2020, p. 26) (véase figura 2).
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Ficura 2. Ejemplo de conexidn interna y externa

FuenTe: Rodriguez-Nieto (2020, p. 27).

Por ultimo, se reconoce que medir implica “comparar una cantidad
con un estandar y expresar el resultado de la comparacion a través de un
numero” (Secretaria da Educagao, 2012, p. 43). Ademads, una unidad de
medida es la cantidad usada como elemento de comparacion reiterada
(Godino et al., 2002).

Metodologia

Esta investigacion es cualitativa de estudio de caso con un enfoque etno-
grafico (Cohen, Manion & Morrison, 2018), desarrollada en tres etapas: (1)
familiarizacion con los artesanos en sus lugares de trabajo, (2) aplicacion de
entrevistas semiestructuradas para conocer la practica cotidiana que reali-
zan 'y (3) analisis tematico de datos (Braun & Clarke, 2006).

Participantes del estudio y contexto
Los participantes (P) fueron cuatro artesanos de tres localidades del depar-

tamento del Atlantico, en el norte de Colombia, cuyas actividades se des-
criben en la tabla 2.
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TasLA 2. Informacion de los participantes del estudio

P Edad Prdctica cotidiana Localidad Escolaridad
P1 (Arturo) 70 anos Pelea de gallos finos Sibarco Bachiller
Bocas de
P2 A .z P P . .
(Omar) 60 anos Elaboracion de escar Cenizas rimaria
cometas
P3 (Pablo) 45 anos Diversion Baranoa Bachiller
P2 (José) 64 anos Elaboraciéon de bollos de yuca Sibarco Primaria

Recoleccion de los datos

Los datos fueron recolectados a partir de la etnografia (ethnos ‘pueblo, gen-
te’ y grapho ‘descripcién’), la cual permite al investigador apropiarse y re-
portar la cultura y la realidad de las personas (Restrepo, 2016). Se uso6 la
entrevista semiestructurada (Cohen et al., 2018), mediante la cual se esta-
blece un dialogo entre el entrevistador (E, autor de la investigacion) y el
entrevistado (P, participante del estudio). En este tipo de entrevista se pro-
curd indagar a profundidad partiendo de la pregunta. ;como realiza su
practica cotidiana? Con base en las respuestas de los participantes el entre-
vistador reformulaba otras preguntas con el fin de aclarar informacién que
no hubiese quedado entendida. También se profundizé en datos relaciona-
dos con contenidos matematicos (medidas, conteos, etcétera).

Andlisis de datos

Los datos fueron estudiados por medio del analisis tematico propuesto por
Braun y Clarke (2006), el cual permite identificar y reportar patrones (te-
mas) dentro de los datos. Para analizar e identificar las medidas, las activi-
dades universales y la conexiones, se consider¢ el fundamento tedrico y las
seis fases de analisis.

Fase 1. Familiarizacion con los datos

Se organizaron y se transcribieron las entrevistas que habian sido videogra-
badas y se ordenaron con sus respectivas producciones fotograficas. En el
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caso del gallero los datos se organizaron como se muestra en el extracto de
la entrevista y en el dibujo:

E: ;Qué se tiene en cuenta cuando se va a iniciar una pelea de gallos?

P1: Primero van al peso. Los gallos se pelean con pesos iguales. Que am-
bos pesen lo mismo; por ejemplo, tres libras y tres libras, y sin que uno
sea mas grande que el otro, porque a veces no le conviene al conten-
diente (véase figura 3).

Ficura 3. Gallos de pelea con igual tamario y peso

Fase 2. Generacion de codigos

Después de leer los datos transcritos, se identificaron las palabras y las fra-
ses (codigos) en las que los participantes usaron unidades de medidas o
bien desarrollaron actividades universales. Por ejemplo, en la fase 1 se
identificé el codigo en el que se interpretd que el gallero utiliza la libra
como unidad de medida, lleva a cabo procesos de comparacion para el ta-
mafio de los gallos y reconoce las actividades de medir, contar, jugar y ex-
plicar, es decir, que al inicio de la pelea se establecen reglas de juego conec-
tadas con la medicion, los conteos y la explicacién que permanecen
durante todo el proceso.

Fase 3. Busqueda de temas

Una vez identificados los cddigos en los datos, se procedié a agrupar los que
tuvieran caracteristicas similares y que sugirieran algun tipo de medidas
(convencionales o no convencionales; de longitud, masa, tiempo, capacidad)
y actividades universales. Por ejemplo, en la pelea de gallos se evidencio el
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uso de la unidad de medida libra y también se identificé en la elaboracion
del bollo de yuca cuando el bollero afirma que un bollo pesa una libra, y un
saco de yuca, 120 libras. En este sentido, se reconoce la unidad de medida
libra en dos practicas diferentes y se identifican conexiones internas y ex-
ternas y actividades universales como medir, contar y explicar.

Fase 4. Revisando temas

Los temas fueron revisados con el fin de que los cddigos que los conforman
en realidad sugieran una unidad de medida o una actividad universal. Ade-
mas, estos temas fueron triangulados con un investigador externo especia-
lista en etnomatematica y procesos de medicion.

Fase 5. Definiendo y nombrando temas

Se definieron los temas considerando tipos de medidas, es decir, de capaci-
dad, longitud, masa y tiempo, y su clasificacién en convencionales y no
convencionales. Ademas, se nombraron las conexiones internas y externas
entre sistemas de medidas.

Fase 6. Produccion de un reporte

Se elaborara un reporte en el que puedan identificarse todos los sistemas de
medidas de los participantes del estudio y las actividades universales que
desarrollan. También, se mostraran las conexiones entre actividades uni-
versales cuando se enuncien las internas y la externas.

Resultados

Conexiones en la prdctica cotidiana de la pelea de gallos finos

Como se afirmé en la fase 1, antes de iniciar la pelea los gallos son evaluados

para garantizar que tengan igual peso e igual tamafio. P1 sefiala que el ta-
maio (la estatura) del gallo se estima (la talla) en una jaula de dos entradas
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donde se comparan los gallos y al final los galleros dicen: “Va la pelea”
Ademas, se debe tener en cuenta la medida de las espuelas, como se deduce
del siguiente didlogo:

E: ;A qué haces referencia cuando hablas de lineas?

P1: Al tamano de la espuela, que debe ser de treinta y cinco lineas.

E: Pero, ;cada linea a qué equivale?

P1: A un milimetro. Esta espuela tiene treinta lineas. La mayoria de los
gallos usa espuelas de treinta, treinta y cinco y veinticinco. Los mas
grandes, para que los jueguen, de cuarenta lineas.

E: Y dependiendo del tamafio del gallo o del peso...

P1: El peso, por ejemplo, tres-cuatro, tres-cinco... Tres libras con cuatro
onzas o tres libras con cinco onzas en adelante pelean con espuelas de
cuarenta lineas maximo.

E: ;Cuales son los tipos de peso?

P1: Hay gallos dos-doce, dos-catorce, el mas pequeiio (peso pluma), dos
quince, tres libras, tres-una, tres-dos, tres-tres, tres-cuatro, tres-cinco
(usa los dedos para contar; véase figura 4a). Ya de cuatro libras es peso
pesado.

E: ;Y todos ustedes tienen sus medidores?

P1: Si, todos tenemos estuches de espuelas de treinta y cinco, cuarenta y
treinta. Nosotros medimos con esto (muestra un metro); véase figura 4b.

Con base en el didlogo anterior y la informacion de la figura 4b se evi-
denciaron diferentes unidades de medidas, como la linea, el milimetro, la
libra, la onza, el metro y un lenguaje particular del gallero que utiliza “tres-
tres” “tres-cuatro” para referirse a tres libras mas cuatro onzas. En este
sentido, el gallero esta haciendo conversiones y equivalencias entre medi-
das. Por ejemplo, una linea es igual a un milimetro vy tres-tres (lenguaje

Ficura 4. Conteos con los dedos representando medidas y medicién de la espuela
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Ficura 5. Ubicacién y amarre de la espuela en la pata del gallo

del gallero) equivale a tres libras mas tres onzas (lenguaje matematico)
(véase figura 5).

P1: A estas vainas se les llama parrillas o zapatillas; se ponen en la espuela,
pero se fijan con esparadrapo para dar mas seguridad. Eso va montado
en la pata. Hay gallos que no tienen espuela: se le pone esto y reempla-
zan la espuela.

Ademas, P1 mencioné unidades de medida de tiempo como el minu-
to, puesto que dijo que la pelea tiene una duracién de diez a quince minu-
tos, dependiendo de las reglas de juego y de los acuerdos a los que lleguen
los galleros y el juez (véase dialogo).

P1: Los gallos se presentan ante los jueces y se pican y después la pelea va
con un tiempo, o sea, durante quince minutos, que es lo maximo. Se
ponen de acuerdo los dos galleros: “Vamos a pelear quince, doce, diez
minutos, lo que convenga”

Por otra parte, el investigador aprovecho para hacer énfasis en los ins-
trumentos que usan los jueces y los galleros para medir el tiempo. Se des-
cubrié que utilizan el reloj convencional, el cual lleva una graduacién o
alarma que suena a los cinco minutos para avisar que ya no habra cambio
de espuelas. También se identific6 otro instrumento para medir el tiempo:
“las botellas”, la cual consiste en un par botellas unidas boca a boca con un
separador que lleva una abertura por donde pasa arenilla durante un tiem-
po estipulado; por lo general, en las peleas de gallos, un minuto. Publica-
mente, a este instrumento se le conoce como reloj de arena, el cual ha sido
sustituido por los relojes convencionales, cronometrados y digitales; pero
aun se usa, por ejemplo, en la pelea de gallos:
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E: ;Qué instrumentos utilizan para medir el tiempo?

P1: Los jueces tienen un reloj que cuando marca los cinco minutos timbra
para indicar que ya no habra cambio de espuela. También utilizan el
reloj, al que llaman “las botellas”, durante el transcurso de la pelea; o
sea, los gallos estan peleando, pero cuando hay un gallo que esta muy
herido y ya no tira y sigue recibiendo ataques del otro, le ponen las
botellas.

E: ;Podria hacer un dibujo?

P1: Tiene un separador y una botella con una determinada cantidad de
arenilla finita que pasa hacia la otra botella en el transcurso de un mi-
nuto, de aqui para aca. Si en el transcurso de este tiempo el gallo que
estd herido no tira, pierde la pelea. Otra circunstancia: si un gallo tir6
y se cayo y el otro gallo lo tiene encima, le ponen las botellas; si no se
levanto, pierde la pelea. El transito de esta arena que esta aqui hasta
aca dura un minuto (véase figura 6).

Otra situacion en la que se usa el reloj de arena es en la que se mencio-
na en el siguiente didlogo de la entrevista. Cuado el gallero hace referencia
a la rifa, se refiere a la pelea de gallos.

P1: Cuando el juez pone las botellas y la arena empieza a caer y, antes de
que se vacie la botella de arriba, el gallo se levanto, la rifia continua.

E: ;Qué es la rifia?

P1: La pelea de ambos gallos.

Por ultimo, el gallero hablé acerca de la valla, la cual tiene ocho metros
de didmetro y tiene forma redonda. Aqui se evidencian conceptos geomé-

FiGura 6. Representacion de la botella o reloj de arena.

155



156

ESTUDIOS ACERCA DE LA COMPRENSION DE CONCEPTOS MATEMATICOS

tricos como la circunferencia y el circulo (véase didlogo y figura 7). P1 dijo
que la valla tiene ochenta centimetros de alto. En sintesis, se reconocen
unidades de medidas como el metro, el centimetro y el didmetro. Y cuan-
do P1 se refiere a que la valla es redonda, implicitamente hace referencia a
conceptos como la circunferencia y el circulo.

E: ;Como es la valla? Y de alto, para que el gallo no se salga, ;cuanto mide?

P1: La valla tiene ocho metros de didametro, cuatro hacia alld y cuatro hacia
acd. Este es el centro de la valla. Es redonda. Y de altura de 80 cm a un
metro.

Ficura 7. Representacion de la valla para la pelea de gallos

En la tabla 3 se resume toda la informacién de los sistemas de medidas
y las conexiones internas y externas que se establecen entre ellos.

Aunadas al sistema de medida identificado en la pelea de gallos finos
(véase tabla 3) se encuentran las actividades universales conectadas, puesto
que en la actividad de medir se inscriben todas las medidas empleadas por
el gallero, las cuales se hallan conectadas con procesos de conteo (treinta y
cinco lineas, dos espuelas, tres libras, contar con los dedos). La localizacion
tiene lugar en la ubicacion de la espuela en la pata del gallo considerando la
parrilla. Luego, se tiene en cuenta la actividad de explicar, puesto que todas
las explicaciones y los argumentos que ofrece el gallero son para concep-
tualizar y proporcionar informacion profunda sobre un tema. Por ejemplo,
cuando explicé la equivalencia de las lineas, la estructura del reloj de arena,
la transicion del lenguaje del gallero al lenguaje matematico, el significado
de una rifia, entre otros. Estas actividades universales surgieron durante la
pelea de gallos, es decir, las conexiones entre actividades universales emer-
gieron en el desarrollo de la actividad de jugar. De hecho, el juego permite
el desarrollo de ideas matematicas, pues en los juegos se producen conexio-
nes matematicas con vistas culturales (Bishop, 1999).
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TasLA 3. Conexiones en la pelea de gallos finos

Unidades ] Equivalencias . .
. Magnitud . Conexiones internas
de medidas y conversiones

Lineas Una linea es igual a Relaciona una unidad de medida no
un milimetro convencional y otra convencional
35 lineas es Uso de las unidades de medidas
equivalente a tres milimetro, centimetro y linea, donde

Milimetro Longitud  centimetrosy medio se establecen relaciones entre
equivalente a 35 unidades de medidas convencionales
milimetros y no convencionales (linea)

Metro, El metro es igual a Uso de las unidades de medidas

centimetro cien centimetros. metro, centimetro

Libras, onza, . Relaciona una unidad de medida no
Tres-cuatro equivale .

tres-tres, tres- . 3 convencional (tres-tres) y otra

Masa a tres libras mas . )
cuatro, tres- convencional (libray onza)
. cuatro onzas
cinco
Minutos Tiempo Uso de la unidad de medida minuto

Conexiones en la elaboracion de cometas
para diversion y pesca

Rodriguez-Nieto et al. (2019a) y Rodriguez-Nieto (2020) reportaron estos
dos tipos de elaboracion de cometas poniendo énfasis en los sistemas de
medidas. Sin embargo, no se han estudiado las conexiones entre los sistemas
de medidas y las actividades universales.

Cometas para diversion

P2 menciona que para elaborar una cometa necesita caa brava o de bambd,
machete, pita o nylon, bolsa plastica o papel de cometa, tijeras, colbon o
pegante y tela para la cola. El procedimiento para elaborar la comenta inicia
con el corte de la cafa para la obtencion de las varillas, las cuales general-
mente son tres: dos largas (parales) y una corta (central). Cuando se requie-
ren zumbadores, se coloca un arco y cinco varillas: dos largas (parales), una
central, una que sostiene el arco y otra delgada también para el arco. P2
explica que las varillas largas son las que definen el tamafo de la cometa, y
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la central, el ancho, las cuales se calculan con unidades de medidas no con-
vencionales como la cuarta, el jeme, los dedos y, en algunas ocasiones, la
pita (véase figura 8).

Cuando P2 amarra las varillas con la pita lleva a cabo un proceso de
verificacion mediante el cual realiza medidas de media cuarta y se cerciora
de que la varilla central quede a la mitad y la cometa mantenga el equili-
brio, o bien, emplea un flexdmetro o una regla para que las varillas queden
con las medidas exactas (véase figura 9).

En la figura 9 se muestran las conexiones internas establecidas por P2,
cuando usa equivalencias y conversiones entre unidades de medidas no
convencionales y convencionales. Por ejemplo, P2 menciona lo siguiente:
“Como yo soy el que elabora la cometa, la cuarta de mi mano mide veinti-
dés centimetros. Midiéndola, yo marco aqui la cuarta mia (con el lapiz),
con un metro mido aqui veintidos centimetros . En la tabla 4 se sintetizan
los tipos de medidas empleados por P2.

Ademas de las medidas identificadas, se reconocen otras conexiones
entre actividades universales. Por ejemplo, P2 inicid sus mediciones con el
uso de reglas, puesto que fabricé una cometa para adultos de cinco cuartas
que soporta vientos fuertes, por lo que requiera pita gruesa y es dificil de

Ficura 8. Uso de la cuarta, jeme, dedos y la pita

Ficura 9. Uso de la pita, el metro y la regla para verificar medidas
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TasLA 4. Sistema de medida usado en la elaboracién de cometas para diversion

Unidades , Equivalencias , ,
. Magnitud , Conexiones internas
de medidas y conversiones

Cuarta, jeme, Conexién entre una unidad de medida

. Una cuarta es .
dedo, pita, . . no convencional (cuarta) con una

Longitud equivalente a 22 . . .
metroy , unidad de medida convencional
, centimetros ,

centimetro (centimetro)

manipular para los nifios. P2 siguié con un disefio de la cometa que ha es-
tablecido con base en su experiencia (con la intencién de transformar una
madera o una cafa en un artefacto [esto es, una cometa] con estructura
pensada para diversion), lo cual conectd con la accién de medir la cana
con la cuarta de su mano; particularmente, elaboré una comenta de cinco
cuartas. Posteriormente, conectd la medicién con el conteo (cinco cuar-
tas), cuando cortd las cinco varillas que requiere para confeccionar una
comenta con arco. Luego, hizo una conexion con la actividad de localizar,
en la medida en que las varillas se deben ubicar a la misma distancia, con-
siderando el eje central o de simetria de la cometa. En estas actividades se
encuentra implicita la explicacion; por ejemplo, cuando a P2 se le cuestio-
noé: ;qué es la cuarta? El respondié: “Es la medida que uno hace sobre la
cometa, del dedo pulgar al mefiique, abierta la mano” (Rodriguez-Nieto,
2020).

Cometas para pescar

P3 dijo que las cometas se fabrican con guadua, pita nylon y bolsa plastica,
cuyo tamafo depende del tipo de viento que se presente en Bocas de Ceni-
zas, y se clasifican en seis tipos. Para saber el tamano de la comenta, con un
machete P3 corta dos varillas largas y una corta y las mide usando la cuar-
ta, el jeme y el dedo, como se muestra en la figura 10.

La figura 10 muestra la fabricacion de dos tipos de cometas. Por su
parte, la tabla 5 detalla la informacion sobre seis tipos de estos artefactos
(Rodriguez-Nieto et al., 2019a).

En la construccion de la cometa se utilizaron medidas no convencio-
nales, pero P3 senala que cuando se emprender la pesca se emplean otras
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Ficura 10. Elaboracién de la cometa de pesca

FuenTe: Rodriguez-Nieto et al. (2019a).

TasLA 5. Tamano de las cometas en funcion de medidas no convencionales

Tamano de la cometa Varillas Cuartas Dedos Jeme
Larga 1 1
Pequefia 1
Central 1 2
Larga 2
Pequena 2
Central 1 3
Larga 2 5
Pequena 3 ancha
Central 1 1
Larga 2 1
Mediana 1
Central 1 9
Larga 3
Mediana 2
Central 2
Larga 4 6
Grande
Central 2 9

unidades de medidas convencionales como el metro, la libra y la onza
(para pesca de media agua se usa pesa de plomo de dos onzas y para pesca
a fondo se usa pesa de tres o cuatro onzas), y no convencionales, como la
braza, la media braza y el cabezal (véase figura 11), las cuales estan conec-
tadas por medio de las equivalencias y las conversiones.

En consecuencia, hay evidencia de que en el sistema de medida imple-
mentado en la pesca con cometas se establecen diversas conexiones inter-
nas, como se muestra en la tabla 6.

Después de identificar las conexiones internas en el sistema de medidas
empleado por P3 se procedio a describir las conexiones entre actividades
universales. Por ejemplo, P3 se decidié por un determinado modelo de
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Ficura 11. Uso de medidas convencionales y no convencionales en la pesca

Fuente: Adaptado de Rodriguez-Nieto et al. (2019a).

TasLA 6. Conexiones en la elaboracién de cometas para pescar

Unidades . Equivalencias ] ]
. Magnitud , Conexiones internas
de medidas y conversiones
. 111 brazas son . .
Cuarta, jeme, . Conecta una unidad de medida no
aproximadamente . .
dedo, braza, . convencional y otra convencional.
Longitud 200 metros ) .
cabezal y Conexion entre dos unidades de
Un cabezal =30 . .
metro medidas no convencionales
brazas
Libray onza Masa Uso de medidas convencionales

cometa que depende de la fuerza del viento; luego conectd con la medi-
cién de la cana para obtener las varillas de la cometa (con la cuarta, el
jeme y el dedo) y al mismo tiempo realizé conteos (una, dos y tres vari-
llas). Posteriormente, ubico las varillas considerando el punto medio de
las largas; las amarrd y después coloco la varilla central. Estas actividades
estan conectadas a la actividad de explicar, puesto que P3 explica detalla-
damente, con argumentos, la clasificacion de las cometas, separacién
ideal entre los anzuelos, el sistema para que no se enreden, etcétera (véase

figura 11).
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Conexiones en la elaboracion de bollos de yuca

Para elaborar un bollo de yuca, P4 sigue 10 etapas: (1) arrancar la yuca; (2)
empacarla y transportarla a la fabrica, donde se utilizan unidades de medi-
das como el saco, el bulto, el lao, el tercio, la carga y la libra; (3) pelarla,
contando el tiempo en horas y minutos, cuando P3 asegura que para reali-
zar esta operacion en cada carga de yuca se tarda una hora; (4) lavarla, para
lo cual P3 utiliza baldes de agua de 15 litros; (5) rallarla con el auxilio de
una maquina para obtener la masa (aqui P3 puso énfasis en las medidas de
la maquina que obtuvo por medio de un flexémetro y afirmé que un metro
es equivalente a la altura del ombligo); (6) exprimir la masa en un saco con
una piedra o con una pesa; (7) pelotear y limpiar la masa; (8) moldear la
masa en forma de un elipsoide; (9) forrar y amarrar la masa con hojas de
maiz verde y pita de saco con tamaifio de una braza (bollo crudo), y, por
ultimo, (10) cocinar los bollos en un tanque con siete baldes de agua duran-
te dos horas (Rodriguez-Nieto, 2020; Rodriguez-Nieto et al., 2019b). En la
figura 12 se muestra una sintesis de la elaboracién del bollo.

En las diversas etapas de elaboracion del bollo implicitamente P4 utili-
za medidas y establece conversiones y equivalencias. Por ejemplo, cuando
sefala que la unidad de medida “altura del ombligo” es equivalente a un
metro. También emplea instrumentos de medida como el flexémetro para
ofrecer explicaciones exactas sobre la construccion de sus herramientas de
trabajo. En la tabla 7 se presentan todas las medidas y conexiones internas
usadas por P4.

Ficura 12. Etapas de elaboracién del bollo de yuca
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TaBLA 7. Conexiones en la elaboracidn de bollos de yuca de Sibarco

Unidades . Conversiones . .
. Magnitud , . Conexiones internas
de medida y equivalencias
Bulto. saco Una carga = dos bultos. Conecta unidades de medidas
ulto, , . .
2o, carda Un bulto =unlao=un no convencionales equivalentes
baI’de I?’tr; Capacidad  tercio =un saco. Conecta una unidad de medida
Al . . .
Un balde tiene 15 litros convencional con otra no
y canasta .
de agua. convencional
B | Una braza esigual a la Conecta dos unidades de
CIra;za, abtl}Jra altura de la persona. medidas no convencionales
Ie omd ||90, La altura del ombligoes ~ Conecta una unidad de medida
alturade fa Longitud igua| a un metro. convencional con otra no
Persona, convencional
Jemet, metro, Un metro es igual a 100 Conecta dos unidades de
centimetro centimetros. medidas convencionales
Minuto y . Conecta una unidad de medida
Tiempo . . .
hora Un bollo mide un jemey  convencional con otra no
) pesa una libra. convencional de diferentes
Librayonza  Masa

magnitudes

Fuente: Adaptado de Rodriguez-Nieto et al. (2019b).

Desde el inicio de la elaboracion del bollo de yuca P4 ya tiene definido
un diseno del bollo con forma elipsoidal (ademas, intentara pelar, rallar y
moldear la yuca transformando la materia prima en un producto) (Rodri-
guez-Nieto et al., 2019b). Posteriormente, P4 toma decisiones acerca de la
cantidad de bollos que va a elaborar y de cudnto material necesitara (acti-
vidad de jugar). Luego, en las acciones de arrancar y empacar la yuca lleva
a cabo procesos de conteo; especificamente, cuando arroja la yuca en el
saco o cuando asegura que dos sacos son equivalentes a una carga. P4 rea-
liza otros conteos cuando moldea la masa y le da forma, puesto que en ese
momento se da cuenta cuantos bollos va a rendir la masa. También cuenta
la cantidad de pitas o ataderos para amarrar los bollos (los cuales miden
una braza cada uno). En la actividad de contar realizada por P4, la activi-
dad de medir se conecta con unidades de medida como la carga, el metro,
el balde, el saco, la libra, el litro, que mantienen una conexién interna por-
que se relacionan en una sola practica. Posteriormente, cuando P4 moldea
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y amarra masa, coloca las pitas en un clavo para que no se enreden, pone
los bollos en la mesa de trabajo (véase figura 12) y, en otras circunstancias,
coloca los palos de lena para armar el fogén y conectar el tanque. Como es
obvio, en estas actividades esta involucrada la actividad de explicar.

Conexiones externas

Este tipo de conexiones se producen cuando una unidad de medida es uti-
lizada de manera similar en diferentes practicas cotidianas. En este sentido,
en las practicas cotidianas de elaboracion de cometas y bollos de yuca se
usa el jeme como la unidad de medida de la longitud, la cual comprende
desde el dedo pulgar hasta el dedo indice (definido de la misma manera por
los tres artesanos). Por lo tanto, P2, P3 y P4 establecen una conexion inter-
na de significado desde una perspectiva etnomatematica en sus propias
practicas. Ademads, estos artesanos fijan una conexion externa porque usan
el jeme para medir longitudes (véanse figuras 8, 10 y 12) Otra conexion
externa se evidencia cuando los artesanos usan la unidad de medida metro,
equivalente a cien centimetros (véase figura 13), poniendo énfasis en las
conexiones internas y externas y entre actividades universales.

Ficura 13. Ampliacién del modelo de conexiones internas y externas
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La figura 13 muestra la ampliacién del modelo de conexiones internas
y externas propuesto por Rodriguez-Nieto (2020), cuando los artesanos
expresan que un metro equivale a cien centimetros. Posteriormente, esta
equivalencia es utilizada en diferentes practicas con el auxilio del flexéme-
tro. Esto es, existe una conexion externa entre diversos sistemas de medi-
das. El uso de unidades de medida evidencia que los artesanos desarrollan
la actividad de medir. Y al estudiar con detalle cada practica cotidiana se
descubrié que la medicion esta conectada a otras actividades universales
(disefiar, jugar, contar, localizar), mediante las cuales se promueve la activi-
dad de explicar, asi como la argumentacion.

Reflexiones finales

En esta investigacion se reconocieron las conexiones internas y externas
entre sistemas de medidas conectados a las actividades universales propues-
tas por Bishop (1999). Se reconoce que medir es un proceso fundamental
propuesto en los curriculos que ha sido sugerido en diversas investigaciones
(Godino et al., 2002; Mengual et al., 2017; Rodriguez-Nieto, 2020; Rodri-
guez-Nieto et al., 2019 & 2019b) y que contribuye a los procesos de ense-
flanza y aprendizaje de las matematicas, pues se involucra en otras activi-
dades y en otras asignaturas y propicia el apropiamiento y la aplicacion de
operaciones numeéricas para establecer conexiones entre las matematicas y
la vida real (NcTM, 2000). Por esta razon, en este estudio se muestra una red
de conexiones entre medidas y actividades universales que podrian usarse
para el disefio de tareas con el fin de promover conexiones matematicas para
que los estudiantes comprendan mejor los conceptos de esta materia. Se
reconoce que Rodriguez-Nieto (2020) exploro las conexiones internas y
externas, pero el presente estudio las detalla mediante el analisis tematico,
reconociendo los procesos de contar, jugar, disefar, estimar, localizar y ex-
plicar asociados a la medicion.

Cabe destacar que en esta investigacion se tomaron en cuenta dos ti-
pos de dibujos como un aporte metodoldgico para la recoleccion y el ana-
lisis de datos en el estudio cualitativo basado en la etnomatematica: (1) Los
dibujos realizados por los artesanos durante y después de las entrevistas
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representan partes o la practica cotidiana que se esta explorando, o bien,
son bosquejos de artefactos y herramientas empleados por el artesano
(véase figuras 6 y 7). (2) Los dibujos elaborados por el investigador, pro-
ducto de su imaginacidn e inspiracidn, se basan en la escucha de audios y
en la observacion de fotografias y videos tomados durante la entrevista
(véase figuras 3, 5, 10 y 11), los cuales requirieron la validacion o la revision
por parte de los artesanos. Esa validacion le permitié al artesano agregar
informacion, hacer correcciones de forma y ofrecer sugerencias y comenta-
rios al investigador sobre el contenido del dibujo (matematico o no), para
ganar coherencia entre la practica cotidiana (realidad que vive el artesano)
y el bosquejo del investigador (representacién de la realidad).

Ademas, esta investigacion proporciona un modelo ampliado de cone-
xiones con principios etnomatematicos que busca valorar las matematicas
que practican diversos grupos culturales para conectarlas con la mate-
matica institucionalizada. Para futuros estudios se recomienda la imple-
mentacion de este modelo de conexiones en otras practicas cotidianas de
diferentes paises y el establecimiento de vinculos con los contenidos mate-
maticos sugeridos en los curriculos y en las aulas de clase.
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Resumen

El presente trabajo de investigacion de tipo exploratorio busca encontrar
evidencia que permita entender el papel que juegan las creencias de los
profesores en la practica docente, particularmente en el proceso de evalua-
cién del aprendizaje de sus alumnos. Para ello se aplic6 la Encuesta sobre
Marco Conceptual de la Evaluacion (EMCE) a un grupo de 96 profesores que
imparten clases en primaria o secundaria. Se presentan los resultados ob-
tenidos referentes a distintos aspectos sobre la evaluacion: lo que se debe
evaluar, por qué evaluar a los alumnos, los instrumentos utilizados para
evaluar, la dificultad que plantea la evaluacion en la clase de matematicas y
qué entienden por evaluacion los profesores. Los resultados muestran creen-
cias similares entre profesores de primaria y secundaria. Grosso modo, se
encontré que los profesores tienen como objeto de evaluacién el conoci-
miento y el trabajo que realizan los alumnos para obtener informacion so-
bre la promocion de éstos. Las creencias sobre la evaluacion de los profeso-
res se inclinan a la verificacidon del logro de objetivos de aprendizaje a
partir de mediciones realizadas por instrumentos que muestran lo alcanza-
do por los estudiantes.

Palabras clave: creencias del profesor, creencias sobre la evaluacién en ma-
tematicas, creencias sobre las matematicas.
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Introduccion

Este trabajo se sitiia en el seno del tema denominado conocimiento profe-
sional y pensamiento del profesor de matematicas, en el que se ubica el
estudio de las creencias y las concepciones del profesor. Especificamente, lo
enfocamos en caracterizar las creencias y las concepciones referentes a la
evaluacion del aprendizaje en la clase de matematicas.

Al abordar la evaluacion del aprendizaje se toca un tema complejo y
polisémico que ademas puede ser controversial y contradictorio. Sin em-
bargo, la evaluacién no es un tema aislado, sino un tema central a toda ac-
cién educativa, y es una actividad que esta muy presente en cualquier pro-
ceso formativo en la educacion. La evaluacion del aprendizaje esta adscrita
al pensamiento y a la practica del profesor, y en éste, la concepcion de la
evaluacion ha tenido significados y sentidos muy diferentes en distintos
tiempos y ambitos geograficos (Martinez, 2013).

La evaluacion es un componente de la planificacion del proceso de en-
seflanza-aprendizaje y por lo tanto es el docente quien toma las decisiones
sobre qué es importante ensefar y evaluar, asi como el motivo y la utilidad
de esa evaluacion (Contreras, 2010). Pero ;como realiza esta seleccion?
Este proceso de toma de decisiones sobre como ejercer la practica docente
est4 influido por las creencias y las concepciones de los docentes (Alvarez,
2007; Martinez, 2013; Prieto, 2008; Prieto y Contreras, 2008; Vazquez,
2001). Esto hace posible que exista una diversidad de formas de tratar la
evaluacion.

Por consiguiente, la presente investigacion pretende identificar y exa-
minar las creencias sobre la evaluacion de profesores de educacion basica
(primaria y secundaria) que enseflan matematicas. Entre los aspectos es-
pecificos que se analizan acerca de la evaluacion estan los siguientes: qué
evaluar, para qué y con qué instrumentos evaluar, explicando parcialmen-
te el pensamiento sobre una actividad que tiene gran incidencia en el ac-
tuar diario de los docentes.

Desde nuestro punto de vista, en el proceso de ensefianza-aprendizaje
suele confundirse la evaluaciéon con la asignacion de una calificaciéon en
una asignatura. Por esos planteamos las siguientes preguntas: ;como
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consideran la evaluacion los docentes de primaria y secundaria? y ;qué
creencias de los profesores de primaria y secundaria predominan acerca
de la evaluacion “en la clase de matematicas™?

Consideramos, en concordancia con Prieto y Contreras (2008), que las
concepciones sobre la evaluacion representan una base relevante para la
practica profesional de los profesores, puesto que operan como el funda-
mento central que guia sus practicas. Solis (2015) sostiene que las creen-
cias de los maestros acerca de la ensefianza, del aprendizaje y de sus estu-
diantes afectan sus procesos de planificacion, instruccion y evaluacion en
el aula.

Marco conceptual

La investigacion educativa ha centrado uno de sus intereses en el pensa-
miento del profesor y, concretamente, en la investigacion sobre el conoci-
miento, las concepciones y las creencias de los docentes como factores cla-
ves de su practica profesional y de sus acciones en el aula (Eccius & Lara,
2016; Gil, Rico & Fernandez, 2002; Prieto, 2008). Estudiar las creencias y
las concepciones de una persona es una forma de intentar entender su com-
portamiento y sus actitudes hacia ciertas tematicas. Puesto que las creencias
son privadas y, por lo tanto, ocultas de la mirada del investigador, sélo se
pueden inferir partiendo de las acciones, incluidas las respuestas a cuestio-
narios y entrevistas (Lerman, 2002; Pajares, 1992).

En cuanto al origen de las creencias de los maestros, coincidimos con
la explicacién de Martinez-Sierra, Valle-Zequeida, Garcia-Garcia & Dolo-
res-Flores (2019): resultan de experiencias sociales sustanciales. Se pueden
citar tres categorias de experiencia que influyen en su desarrollo: las expe-
riencias personales, las experiencias relacionadas con la educacién y la
instruccidn, y las experiencias con el conocimiento formal y profesional
(p- 98).

Consideramos que los profesores son reflexivos y racionales, capaces
de tomar decisiones y emitir juicios. Cuando practican la ensefianza, de
acuerdo con Estévez-Nenninger, Valdés-Cuervo, Arreola-Olivarria, y Za-
vala-Escalante (2014), lo hacen con apoyo de un conjunto de creencias
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sobre si mismos como docentes, sobre la actividad de ensefianza, el apren-
dizaje y los estudiantes. Por lo tanto, los profesores pueden compartir
creencias y concepciones de su practica en el aula. Esto hace que estas
creencias y estas concepciones de los docentes sean un tdpico de interés
para los investigadores.

Segtn Furinghetti y Pehkonen (2002) el ambito emocional es uno de
los campos en los que se han centrado diferentes investigadores, por lo
cual existen variaciones en los conceptos de creencias y concepciones uti-
lizados en estudios en el campo de la educacion matematica. Las concep-
ciones pertenecen al mismo grupo de conceptos que las creencias. Incluso,
al realizar la revision de la literatura se puede observar que los temas de
creencias y concepciones aparecen frecuentemente relacionados. Algunos
autores como Thompson (1992) senalan que las diferencias entre ambos
conceptos son minimas y no vale la pena tenerlas en cuenta; otros, por el
contrario, consideran importante delimitar bien el ambito de ambos con-
ceptos (e.g., Ponte, 1992, citados en Mora & Barrantes, 2008).

Centrandonos en el ambito educativo, las concepciones de los profeso-
res constituyen una red de creencias, ideas y opiniones que influyen direc-
tamente en la forma en que éstos entienden el proceso de ensefianza-
aprendizaje y en la forma en que interactiian diariamente con sus estudian-
tes (Coll & Remesal, 2009; Remesal, 2011; entre otros, citados en Hidalgo
& Murillo, 2017).

Aun cuando las creencias y las concepciones definen la practica profe-
sional de los docentes, estas creencias no son conformadas de forma expli-
cita y consciente, sino que surgen de la practica y tienen la virtud de rela-
cionarse con la practica de una manera compleja, donde las experiencias
de vida, el contexto en el que trabajan, sus experiencias previas como estu-
diantes del sistema educativo y las presiones sociales y politicas el contexto
desempefian un papel importante (Hidalgo & Murillo 2017; Ramos &
Font, 2005).

La concepcioén de la evaluacidn y su practica ha evolucionado debido a
los cambios de paradigmas, a las nuevas teorias psicologicas y del aprendi-
zaje, al renovado concepto de educacion, asi como por el desarrollo de las
instituciones educativas. El interés evidente mostrado por la investigacién
en las concepciones sobre la evaluacion parte de la premisa de que estas
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concepciones, al igual que otros tipos de creencias de los profesores, influ-
yen significativamente en sus decisiones y en su actividad profesional
(Brown, 2008). Por lo tanto, si queremos comprender como realizan la
evaluacion los profesores es fundamental conocer sus creencias y sus con-
cepciones.

La evaluacién del aprendizaje puede ser concebida de distintas formas.
Existen multiples concepciones de evaluacion, las cuales suelen estar in-
fluenciadas por muchos factores, incluyendo el contexto y la cultura en la
que trabajan los profesores, su formacion previa o sus experiencias escola-
res vividas.

En este sentido, la forma en que evaltia un docente refleja, en parte, sus
ideas implicitas, construidas en interaccion con otros sujetos, sobre como
entiende la evaluacion. Conocer las distintas direcciones que han tomado
las investigaciones centradas en las concepciones sobre evaluaciéon permi-
te aprender de ellas. Al respecto, varios autores han realizado algunos
planteamientos. Por ejemplo, segiin Gil (2000), en la evaluacion se concre-
ta una serie de reglas sociales de validacion que tienen que ver con las
disciplinas del conocimiento, la forma en que esas practicas se concretan
en la escuela y los fines de socializacién que sirven de meta para la activi-
dad escolar.

Moreno (2016) destaca que la evaluacion debe servir para dos propo-
sitos: informar para la toma de decisiones y motivar el aprendizaje. Por su
parte, Pimienta (2008) considera que evaluar implica enjuiciar mediante
un proceso sistematico de recopilacion de datos y de comparacion con
unos criterios (o normas) claramente establecidos para facilitar la toma de
decisiones.

De la Orden (1997), por su parte sostiene que la evaluacion es un pro-
ceso sistematico de recogida, analisis e interpretacion de informacion rele-
vante y fiable para describir cualquier faceta de la educacién y formular un
juicio de valor sobre su adecuacién a un criterio, que represente un valor
aceptado, como base para la toma de decisiones oportunas.

La Secretaria de Educacion Publica ha considerado la evaluacion de
diferentes maneras. Al respecto, en el documento Aprendizajes clave para
la educacion integral: plan y programas de estudio para educacion bdsica
(SEP, 2017) se describen dos tipos de evaluacion:
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Evaluacion del aprendizaje, conceptualizada como la emisién de un juicio
basado en evidencia de las capacidades, habilidades y conocimientos del es-
tudiante. Los resultados de la evaluacion permiten tomar decisiones sobre los
mejores modos de continuar un proceso educativo.

Evaluacion formativa, la cual consiste en una evaluacion permanente de
los avances del estudiante a través de la obtencion variada de evidencias. Se
considera que es parte del trabajo cotidiano del aula y que es ttil para orien-
tar y tomar las decisiones mds oportunas para obtener el maximo logro de
aprendizaje (p. 123).

El concepto de evaluacion ha ido evolucionando y adaptandose de
acuerdo con el proceso de enseflanza-aprendizaje; sin embargo, las creen-
cias que usualmente poseen los profesores sobre la funcién de la evalua-
cién remiten constantemente a la concepcion sancionadora o de control
(Gil, 2000; Martinez, 2013).

El interés por la evaluacion en la educacion ha aumentado en los ulti-
mos afnos. Si bien esta area de investigacion tiene amplias implicaciones
para la politica y la practica en las instituciones, poco se sabe acerca de las
creencias de los profesores sobre los diferentes aspectos de la evaluacion.

De acuerdo con Opre (2015), el interés en el estudio de las creencias de
evaluacion de los docentes es relativamente reciente y se produce debido
al cambio de paradigma en el enfoque y la comprension de la ensefianza y
el aprendizaje.

Con base en lo mencionado arriba es necesario realizar estudios acer-
ca de las creencias y las concepciones de los profesores acerca de la evalua-
cion; ademas, porque en México ha sido un tema poco investigado (Dolores,
2016; Dolores & Garcia, 2016; Estévez-Nenninger et al., 2014; Martinez-
Sierra et al., 2019; entre otros).

Sostenemos, en concordancia con Prieto y Contreras (2008), que no es
posible considerar la evaluacién como un proceso neutro, no sélo por la
influencia que tiene en la calidad de los procesos formativos y por el im-
pacto que representa en los estudiantes, sino porque constituye un reflejo
de las concepciones de los profesores, entre las que se ubican sus creencias
y sus conocimientos especializados.
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Método

La investigacion realizada es de tipo exploratorio-descriptivo, de corte me-
todolégico mixto.

Participantes

Participaron 96 profesores, de los cuales 50 laboran en educacion primaria
y 46 en educacion secundaria. Los docentes fueron seleccionados median-
te el procedimiento de disponibilidad de escuelas cercanas a la Benemérita
Universidad Auténoma de Puebla, como las secundarias técnicas nimeros
42, 63 y 65, asi como las primarias Cadete Juan Escutia y Blas Chumacero
Sanchez. Las caracteristicas de los participantes en cada grupo fueron las
siguientes:

Profesores de primaria
Todos los participantes del grupo de primaria habian realizado estudios

orientados al drea de la educacion, principalmente en el nivel de licencia-
tura. La distribucion especifica se muestra en la tabla 1.

TasLA 1. Distribucion en frecuencia y porcentaje
de los profesores de primaria

Formacion profesional Frecuencia Porcentaje
Licenciatura en educacién primaria 35 70
Licenciatura en educacion basica 7 14
Formacion pedagégica 5 10
Licenciatura en ciencias de la educacion 2 4

Licenciatura en educacién media superior 1 2
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Profesores de secundaria

Los profesores que imparten la asignatura de matematicas en secundaria
tienen diferentes tipos de formacion y no todos son especialistas en la ma-
teria (véase tabla 2).

TasLA 2. Distribucion en frecuencia y porcentaje de los profesores de secundaria

Formacion profesional Frecuencia Porcentaje
Licenciatura en mateméaticas 12 26.1
Ingenieria 8 17.4
Licenciaturas diferentes a matematicas 7 15.2
Con orientacién en educacion 19 413

Los 46 profesores de secundaria participantes contaban con una forma-
cion profesional variada, por lo cual los agrupamos de la siguiente forma:

« Licenciaturas en matematicas o en ingenierias (disefio grafico, administra-
cion, estadistica, ingenieria en el area industrial, en alimentos, en ciencias
de la computacién y en bioquimica).

« Licenciaturas diferentes a matematicas (educacion secundaria con especiali-
dad en espaiiol, en espaiiol, educacion secundaria con especialidad en fisica).

« Con orientacion en educacion (educacion primaria, educacion secundaria
con especialidad en matematicas, educaciéon matematica, y profesores nor-

malistas).

Instrumentos

Para explorar las creencias y las concepciones de los profesores se utilizo el
cuestionario Encuesta sobre Marco Conceptual de la Evaluacion (EMCE)
propuesto por Gil, Rico y Ferndndez (2002). La encuesta nos permitio eva-
luar el sistema de creencias del profesorado de primaria y secundaria sobre
la evaluacion en matematicas. La EMCE, en su version original, que plantea
evaluar sin distinguir creencias y concepciones, esta organizada de la si-
guiente manera:
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o« Los items 1 a 5 indagan acerca de cuestiones relativas a la evaluaciéon en
matematicas. Los items 1y 2 se refieren a objetivos y fines de la evaluacion,
y los items del 3 al 5 cuestionan sobre aspectos practicos y técnicos.

o Los items del 6 al 9 buscan informacién mas especifica sobre la evaluacion.
El 6, respecto a objetivos y dificultades de la evaluacién en matematicas, y
los 7, 8 y 9 acerca de propuestas para evaluar elementos del curriculo de
matematicas.

« Finalmente, el item 10 recoge informacién no considerada en los items an-
teriores.

La escala original que se utiliza en la EMCE para cada opcidén de res-
puesta, en cada item, consiste en un puntaje de 1 a 9, donde 1 indica muy
en desacuerdo, 9 muy de acuerdo y 5 indiferente. En este trabajo, partiendo
de la escala original y conservando las etiquetas para los valores extremos
y el intermedio, se complementaron las etiquetas para los valores que los
autores de la ECME no especificaron. De este modo, la escala definitiva uti-
lizada en el instrumento fue la siguiente: 1 muy en desacuerdo, 2 bastante
en desacuerdo, 3 algo en desacuerdo, 4 en desacuerdo, 5 indiferente, 6 de acuer-
do, 7 algo de acuerdo, 8 bastante de acuerdo y 9 muy de acuerdo.

En este trabajo unicamente se analizan las respuestas a los siguientes
items, a los que se agrego la frase “en la clase de matematicas™

o Item 1. ;Qué debe ser objeto de evaluacién en la clase de matematicas? En
evaluaciones es prioritario valorar:

o ftem 2. ;Por qué evaluar a los alumnos en la clase de mateméticas? Se eva-
lta para:

o Item 4. ;Qué instrumentos se deben utilizar para evaluar en la clase de ma-
tematicas? Para evaluar hay que utilizar:

o ftem 6. ;Qué dificultades plantea la evaluacién en matemdticas? En mate-
maticas, las dificultades de la evaluacién son debidas a:

La figura 1 muestra un ejemplo de uno de los items con sus opciones
de respuesta y la escala para cada una de estas opciones.
También se incluyeron las siguientes preguntas abiertas:
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Ficura 1. item 1 del ecme con opciones de respuesta y escala de valoracion

1.- ;/Qué debe ser objeo de evaluacion en la clase de matemdticas?
En evaluaciones es prioritario vALORAR:

1. El conocimiento adquirido por los alumnos 11213456789
2. El trabajo realizado por los alumnos 112(3|4|5[6|7(8]|9
3. Laactitud y el interés de los alumnos hacialaasignatura | 1 |2 |3 |4 |5|6|7 | 8| 9
4. Las capacidades de los alumnos 112(|3|4(5(/6[7|8]|9
5. La conducta de los alumnos 112|3|4|5[6|7(8]9
6. El curriculo 112(3|4|5|6|7|8|9
7. La labor del profesor 112(3|4|5|6|7|8|9
8.La madurez y formacién del alumno 112|3(4|5[(6|7(8]9
9. Los contenidos 112(3(4|5[/6|7(8]|9
10. Los logros alcanzados respecto de los objetivos 112|3|4(5(/6(7|8]|9
11. Los medios y materiales 112 |3(4|5[(6|7(8]9
12. Las instituciones y el sistema educativo 1123(4|5[(6|7(8]|9
Otra: 112(3(4|5[6|7|8|9
Otra: 112(3|4|5[/6(7|8]9

o ;Para usted qué es la evaluacion? (de forma general)
o ;Para usted qué es la evaluacion en la clase de matematicas?

Con estos items y preguntas se busca explorar la concepcion de la eva-
luacién de los profesores, asi como las creencias que guian esta practica.

Analisis

En los dos grupos de profesores se realizé un analisis cuantitativo organi-
zado en cuatro apartados: el primero, basado en procedimientos de estadis-
tica descriptiva: la media aritmética; las medidas de variabilidad: rango,
valor minimo y valor maximo y desviacion tipica (Ds); en el segundo, para
examinar la significancia de las diferencias entre los resultados obtenidos
en los profesores de primaria respecto de los de secundaria, se realiz6 un
analisis de varianza mediante la prueba estadistica de Friedman en la se-
gunda etapa. En el tercero, se llevé a cabo una prueba post hoc para
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identificar las diferencias estadisticas significativas entre las opciones de
respuesta. Por dltimo, se presenta la informacion obtenida mediante los
items de respuesta abierta que se agregaron a la ECME. A continuacion, se
ofrecen los resultados obtenidos en cada uno de los andlisis realizados.

Analisis descriptivo

Se analizaron las respuestas de cada grupo de profesores en cada uno de los
items de la ECME. Las opciones de respuesta de cada item se muestran en
orden decreciente, segin el valor de la media aritmética obtenido. La media
se calculd con los puntajes que asignaron los profesores a cada opcion de
respuesta. Cuando el valor de la media era el mismo en dos o mas opciones
de respuesta se ordenaron con base en el valor de la desviacion tipica, del
menor al mayor. A continuacion se presentan sucintamente los resultados
obtenidos, solamente en algunos de los items del ECME.

Con respecto a lo que indaga el item 4, es decir, qué instrumentos se
deben utilizar para evaluar, se encontro en los profesores un amplio con-
senso sobre una de las opciones. Ambos grupos de profesores, de primaria
y secundaria, respondieron que lo mejor es utilizar examenes, observacio-
nes y actividades de aula; sin embargo, esta creencia se observd mas en el
grupo de profesores de secundaria (véase tabla 3).

[tem 4. ;Qué instrumentos se deben utilizar para evaluar en la clase de
matematicas? Para evaluar hay que utilizar:

TaBLA 3. Estadisticos descriptivos: profesores de primaria

Opcion de respuesta Rango Minimo Mdximo Media DS

1. Exdmenes, observaciones

8 1 9 8.06 1.80
y actividades de aula

2. Test estandarizados y pruebas

generales 8 1 9 6.32 2.10

Mientras que para la opcidn de respuesta que menciona tests estanda-
rizados y pruebas generales se produjo una valoracién menor. Podemos
destacar que hay aceptacion entre los profesores de primaria y secundaria
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en cuanto a los instrumentos que se deben usar al evaluar en clase de ma-
tematicas (tablas 3 y 4).

TasLA 4. Estadisticos descriptivos: profesores de secundaria

Opcion de respuesta Rango Minimo Mdximo Media DS
1. Exdmenes, observaciones
. 4 5 9 8.52 1.00
y actividades de aula
2. Test estandarizados y pruebas
yp 8 1 9 615 205

generales

Analisis de varianza

Como ya se menciond, para examinar si existian diferencias estadisticamen-
te significativas en los resultados obtenidos en los profesores de cada grupo,
de primaria y secundaria, se realiz6 un analisis de varianza con la prueba
estadistica de Friedman para cada pregunta de la ECME. Este estadistico se
utiliz6 cuando las respuestas de los profesores se distribuian en varias op-
ciones de respuesta. En caso de que las respuestas se hubieran concentrado
solamente en dos de las opciones de respuesta, se aplicd la prueba U de
Mann-Whitney, como en los items 3 y 4, para verificar la significancia entre
respuestas.

Los resultados muestran que en los items 1 y 6 existen diferencias esta-
disticamente significativas entre las opciones de respuesta elegidas por los
profesores para responder dichos items. El item 4 no se muestra ya que
solo tenia dos categorias de respuesta y una de ellas diferia significativa-
mente de la otra, comprobando lo que se mostraba en el analisis descripti-
vo de este item. Mientras que en el item 2 sélo el grupo de secundaria
muestra diferencias significativas (véase tabla 5).

Andlisis estadistico post hoc

Los resultados del andlisis mostrado en el apartado anterior determinaron
los items que se someterian a un tercer analisis, el cual consistié en aplicar
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TasLA 5. Andlisis de las diferencias entre las distintas opciones de respuesta
en los items de la acmE en el grupo de profesores de primaria y secundaria

ftem Profesores de primaria sig. Profesores de secundaria sig.
1 (F=4.01,9l=11/588) p <.001 (F=8.38, gl =11/540) p <.001
2 (F=2.54,9l=2/147) p>.05 (F=10.48,gl=2/136)  p<.001
6 (F =299, gl =3/196) p<.05 (F=4.77, gl = 3/180) p < .005

una prueba post hoc (HsD de Tukey) para identificar entre qué opciones de
respuestas, en cada item, habia diferencias estadisticamente significativas y,
principalmente, para identificar la creencia mas destacada en lo que se eva-
luaba en cada item. No se aplicé en los items con dos opciones de respues-
ta, ni tampoco en los que no se encontraron diferencias significativas.

En los bloques de resultados, los cuales son significativos con p < .05,
se omitieron los resultados de algunas opciones de respuestas significati-
vas para evitar redundancias en la lista de resultados. Por ejemplo, si se
reporta la diferencia significativa de la opcién 4 con la 6, se omite la de 6
con 4, porque los resultados son los mismos. También se omitieron las op-
ciones en las que no hubo diferencias significativas.

Los resultados obtenidos con la prueba post hoc HsD de Tukey se pre-
sentan a continuacion, indicando sus opciones de respuesta, con el propé-
sito de facilitar la lectura de los resultados. Como ejemplo, se presenta el
item 6.

Item 6: “sQué dificultades plantea la evaluacién en matematicas?”

Opciones de respuesta para el item

1. La insuficiente preparacién del profesor 3. El instrumento utilizado

2. Elalumno 4. La complejidad del proceso

La creencia que se destaca en este item en ambos grupos es la insu-
ficiente preparacion del profesor, contrariamente a lo indicado por sus
valoraciones en el analisis descriptivo previamente realizado (véanse
tablas 6y 7).
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TaBLA 6. Resultados en los profesores de primaria

Diferencia significativa
Opcion con la opcién
1 4

TABLA 7. Resultados en los profesores de secundaria

Opcidn Diferencia significativa
con la opcién
1 3,4

Con base en lo anterior, se puede concluir que los profesores tienen
arraigadas o mas consolidadas algunas creencias que otras, como se refiere
en la literatura. También se observa que los profesores tienen mas de una
creencia sobre la evaluacion, pero con diferente grado de firmeza.

Analisis de las respuestas en los items
de respuesta abierta

En relacion con el tema “;cdmo consideran los docentes la evaluacion?” se
formularon dos preguntas que se incorporaron a la ECME:

» ;Para usted qué es la evaluacion? (de forma general)
« ;Para usted qué es la evaluacion en la clase de matematicas?

Las respuestas de los dos grupos de profesores se sometieron a un ana-
lisis de contenido. utilizamos las abreviaciones PP para referirnos a los
profesores de primaria y PS para referirnos a los profesores de secundaria
como identificadores.

Con respecto a la primera pregunta, se encontraron diferentes res-
puestas. Pero se observa una tendencia a considerar que la evaluacion es
una forma de medir el nivel de los logros y el avance de los alumnos y
que esta medicion puede ser cualitativa o cuantitativa. Un ejemplo de lo
anterior esta en un fragmento de la respuesta de los profesores PP-85 y
PS-39:
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PP-85: Es un proceso que tiene por objeto medir los aprendizajes, habilida-
des, destrezas y la forma cualitativa del propio alumno...

PS-39: Es una forma de medir o valorar ciertas caracteristicas que posee
una persona, un grupo de personas, uno o varios objetos, un servicio, etc.
Por ejemplo, actitudes, conocimientos, desempefio o rendimiento, etcé-
tera...

Otros profesores ven la evaluaciéon como un proceso que les permite
conocer el avance de los alumnos referente a los objetivos; reflejo de lo
cual son los siguientes testimonios:

PS-44: Es el proceso de recabar informacion acerca de los avances progra-
maticos...
PP-58: El proceso que mide el avance del aprendizaje de los alumnos...

También hubo profesores, como PP-61, que indicaron que la evalua-
cién les permite emitir un juicio de valoraciéon que puede ser cuantitativo
o cualitativo respecto de un objetivo:

PP-61: La evaluacién implica emitir un juicio de valor, ya sea cualitativo o
cuantitativo, para analizar el nivel de logro de los estudiantes...

La respuesta de PS-55 es muy similar pues menciona algunos aspectos
que deben tomarse en cuenta para evaluar:

PS-55: Es la valoracion de conocimientos, actitudes, habilidades y destrezas
que desarrolla un individuo en los objetivos establecidos para su logro...

Otros profesores creen que la evaluacion es un proceso en el que estan
involucrados diferentes factores que permiten tener retroalimentacion, la
cual consideran parte del trabajo diario. Por ejemplo, los dos siguientes
participantes:

PP-91: Es un proceso cuyo enfoque considera la evaluacion como parte del
trabajo cotidiano del aula. Se utiliza principalmente para orientar el proceso
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ensenanza-aprendizaje y tomar decisiones oportunas que beneficien a los es-
tudiantes...

PS-53: Sirve para retroalimentar a los alumnos en los aprendizajes que
carecen. A partir de la evaluaciéon se modifica para que los alumnos apren-
dan significativamente. ..

Las respuestas de los profesores acerca de la evaluacidon coinciden con
lo que plantean Vazquez (2001) y Prieto (2008), confirmando que tienen la
creencia de que la evaluacion consiste en la verificacion del logro de obje-
tivos de aprendizaje a partir de mediciones realizadas por instrumentos.

Por otra parte, acerca de la segunda pregunta: ;qué es la evaluacion en
la clase de matematicas?, se observaron coincidencias entre las respuestas
de los dos grupos de profesores. Entre las respuestas que caracterizan la
creencia de que la evaluacién consiste en una forma de medir el desempe-
o y el logro del alumno de manera cualitativa o cuantitativamente estdn
las de los siguientes participantes:

PS-60: Medir el logro de los alumnos en el drea de matematicas y saber si
ellos han adquirido los conocimientos...

PP-112: Es un medio para medir la capacidad intelectual de los alumnos
y las alumnas. ..

Se observaron otras respuestas cuyo contenido referia que la evalua-
cién es una forma de identificar cuanto aprendi6 el alumno respecto de los
objetivos, como las de los siguientes participantes:

PS-100: Un instrumento que permite conocer los avances y conocimientos
del alumno...

PP-70: Es el registro de avances o deficiencias que se pueden presentar en
la asignatura y asi modificar si es necesaria nuestra labor de ensefianza...

También se expresd, en PS-54 y PP-61, la creencia referente a que la
evaluacion les permite a los docentes valorar las capacidades y el cono-
cimiento del alumno, asignando un valor numérico a dichos conoci-
mientos:
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PS-54: Emitir un valor, de acuerdo con los conocimientos adquiridos por los
educandos, con base en los contenidos, perfiles y parametros que el plan de
estudios y los programas de la materia nos solicita que nuestros estudiantes
logren al concluir la secundaria. ..

PP-61: Es la valoracion que se realiza a cada alumno para conocer su ni-
vel de desempeno conceptual y procedimental...

En las respuestas de los profesores se puede advertir la creencia alusiva
a que la evaluacion es un proceso que les permite medir, valorar e identifi-
car los conocimientos de los alumnos respecto de unos objetivos y esto
puede darse de manera cuantitativa o cualitativamente. El analisis de las
concepciones sugiere que aun cuando algunos profesores conocen el tér-
mino de evaluacién formativa no la aplican de manera correcta.

Segtn Rosales (2014), para admitir que los profesores consideran que
estan evaluando de manera formativa, deben realizar la evaluaciéon durante
el proceso de ensefianza-aprendizaje, con el proposito de localizar las defi-
ciencias de los alumnos cuando aun existe la posibilidad de remediarlas e
introducir sobre la marcha rectificaciones y tomar las decisiones pertinen-
tes y adecuadas para optimizar el proceso de logro del éxito por el alumno.

La evidencia debe ser utilizada efectivamente para adaptar la ensefian-
za de modo que responda mejor a las necesidades de aprendizaje de los
alumnos (Moreno, 2016). Retomando el planteamiento de la sep (2017),
donde hace una diferenciacion entre evaluacién formativa y la evaluacion
del aprendizaje, y recomienda a los profesores utilizar la evaluacion for-
mativa, podemos decir, de acuerdo con los resultados, que aun cuando al-
gunos profesores conocen el término de evaluacion formativa, la evaluacién
mas utilizada por los profesores es una evaluacion del aprendizaje y pare-
cen llevarla a cabo al final del curso cuando los tiempos ya son muy cortos
y ya no pueden modificar su practica.

Conclusiones

La presente investigacion permitié indagar y recopilar informacién para
caracterizar las creencias y las concepciones de profesores de primaria y

189



190

ESTUDIOS SOBRE EL PROFESOR DE MATEMATICAS

secundaria sobre la evaluacion. En cuanto a los items que guiaron la inves-
tigacion, presentamos en resumen lo que se encontr6, mencionando los
resultados para los dos grupos de profesores.

Sobre la pregunta: “;qué creencias de los profesores predominan acer-
ca de la evaluacion?”, los profesores de primaria consideran como “objeto
de evaluacion” el conocimiento adquirido y el trabajo realizado por los
alumnos. De acuerdo con los resultados del analisis efectuado, no existen
diferencias estadisticamente significativas entre las opciones referentes a la
pregunta: “;para que evaliian a sus alumnos?” Los profesores consideran
que deben ser ellos y no otros maestros los que realicen este proceso o, in-
cluso, hacer participe al alumno de esta etapa. Principalmente, “para eva-
luar utilizan” examenes, trabajos y la observacion. La creencia que domina
en relacion con la pregunta “;a qué se deben las principales dificultades en
la evaluacion” consiste en la insuficiente preparacion del profesor seguida
de la complejidad del proceso.

En los profesores de secundaria las creencias que estan mas arraigadas
en cada una de las cuestiones de la evaluacion son las siguientes: que el
“objeto de evaluacion” es el conocimiento adquirido y el trabajo realizado
por los alumnos; “;para que evaltan a sus alumnos?”, para obtener infor-
macion sobre los alumnos y su aprendizaje y poder tomar decisiones sobre
su promocion y orientacion. Principalmente, “para evaluar utilizan” exa-
menes, observaciones y actividades de aula. Los profesores creen que la
principal “dificultad que tiene la evaluacion” es la insuficiente preparacion
del profesor y el instrumento utilizado.

Como se menciono inicialmente, los profesores tienden a disponer de
diferentes creencias y concepciones sobre la evaluacion, pero siempre
identificandola como la verificacion del logro de objetivos de aprendizaje a
partir de mediciones realizadas por instrumentos que muestran el logro
alcanzado por los alumnos (Prieto, 2008; Vazquez, 2001). Las creencias
que usualmente poseen los profesores sobre la funcion de la evaluacién
remiten constantemente a la concepcién sancionadora o de control (Gil,
2000; Martinez, 2013).

Los resultados obtenidos evidencian que los profesores manifiestan
creencias que visualizan al aprendizaje y al alumno como elementos cen-
trales de la evaluacidon, permitiéndoles obtener informacién sobre el
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aprendizaje de sus alumnos, lo cual es normal en la educacién pues los es-
tudiantes y el aprendizaje son los entes tipicamente sujetos de la evalua-
cién. De acuerdo con la evidencia encontrada, en los profesores prevalece
una creencia de la evaluacion del aprendizaje como una accién de cuanti-
ficar el conocimiento adquirido por el estudiante, haciendo referencia a
una medicién o un calculo matematico. Esto podria deberse, como men-
cionan Estévez-Nenninger, Valdés-Cuervo, Arreola-Olivarria y Zavala-Es-
calante (2014), a que el trabajo de los profesores y su practica puede estar
influida por diferentes factores acerca del pensamiento de los docentes
respecto del aprendizaje y la ensefianza, impactando en sus decisiones y en
sus practicas didacticas ya que, en gran medida, lo que los docentes reali-
zan es consecuencia de lo que piensan.

Los resultados de esta investigacion son muy similares a los reportados
por Gil Rico y Fernandez (2002). En este trabajo se constat6 que los enun-
ciados planteados en el cuestionario fueron aceptados por los profesores y
valorados como alternativas posibles. Asimismo, se pudo establecer la pre-
sencia de creencias sobre la evaluacion en matematicas. Aun cuando el es-
tudio de estos autores se llevd a cabo en cuatro ciudades de Espafa con
166 profesores, especificamente de secundaria, se evidencia una preocupa-
cién diversificada por el alumno y por el curriculo como sujetos de la eva-
luacién en matematicas y se establecen distintos criterios para determinar
el objeto de la evaluacion. También se destaca que los fines de la evalua-
cién son tomar decisiones y controlar el proceso de aprendizaje, se recha-
zan las pruebas estandarizadas y se priorizan los criterios para establecer
el objeto de la evaluacion. Si bien existe variabilidad entre las creencias
frecuentemente se observa predominancia de una creencia en cada item.

Cabe mencionar que nuestros resultados sefialan la necesidad de abrir
nuevas lineas de investigacion acerca del tema, ya que es necesario expli-
car, entre otros aspectos, la relacion de las creencias con la formacion pe-
dagogica y la experiencia de los profesores. Puesto que en México los estu-
dios sobre esta temética sobre todo se han llevado a cabo en profesores de
educacion basica, como mencionan Estévez-Nenninger et al. (2014), juz-
gamos interesante realizar un estudio con base en la interrogante: ;existe
diferencia entre las concepciones de profesores con estudios de maestria
en educacion matematica en comparacion con profesores que no tienen
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una formacion académica especializada en la ensenanza de las matemati-
cas? Asimismo, podrian realizarse estudios enfocados en responder pre-
guntas derivadas del interés de conocer si estas creencias pueden diferir en
funcion del tipo de poblacion participante en el estudio y de caracteristi-
cas como antigiiedad docente, formacioén académica y género, entre otras.
El presente trabajo es descriptivo e interpretativo y no abordé la conexién
entre las creencias y las concepciones sobre la evaluacion y el discurso del
profesor en su practica. También consideramos de interés conducir traba-
jos futuros mediante estudios de caso con instrumentos que permitan una
exploracion mas libre sobre el discurso del profesor.
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Resumen

En este estudio se aborda la insercién de un grupo de profesores de mate-
maticas en formacion a una secuencia de aprendizaje que tiene como obje-
tivo provocar instancias de reflexion temprana e introductorias a la practica
docente, apoyada en el uso de videograbaciones de la gestion de profesores
en servicio, facilitando un espacio donde sus saberes disciplinares, didacti-
cos y didacticos-disciplinares pueden converger. Para ello, nos apoyamos
en el constructo de mirar profesionalmente para observar y analizar la re-
flexion desarrollada por una pareja de profesores en formacion chilenos de
pedagogia en matematicas. Para desarrollar una reflexion de la practica,
estos sujetos hicieron uso de la observacion de videograbaciones y de la
teoria de las situaciones diddcticas de Guy Brousseau. Entre los resultados
de este estudio se observa la utilidad del uso de videograbaciones para fo-
mentar la reflexion docente y como instrumento de mediacién que permi-
te articular la teoria didactica y matematica con la practica docente. En el
tipo de destrezas que se evidencian al mirar profesionalmente los profesores
en formacion logran identificar elementos importantes de la situacion de
enseflanza, en particular una serie de paradojas didacticas de la gestion del
profesor; sensibilizarse frente a las necesidades del contexto en el que se
desarrolla la videograbacion y hablar del tipo de interacciones que se estan
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produciendo en el aula, y establecer conexiones entre los sucesos analizados,
la teoria asumida para desarrollar el analisis y propuestas de mejora.

Palabras clave: practica temprana, formacion docente, practica reflexiva,
profesores en formacion, videograbacion de aula.

Introduccion

En las ultimas décadas, la formacién del profesorado ha sido un tema pre-
dominante en la investigacién en matemdtica educativa por estar directa-
mente relacionada con la calidad del proceso de ensefianza-aprendizaje de
las matematicas, evidenciable en elementos como el material pedagogico
(generado o seleccionado), el discurso en el salon de clases, la gestion de
clases, las tareas puestas en practica y las secuencias de aprendizaje, y el
papel esencial del profesor en el salon de clases (Montiel, 2010). En parti-
cular, parte de la investigacion sobre el profesor trata de las necesidades que
debe cumplir con el propdsito de asegurar un proceso de ensefianza-apren-
dizaje significativo en el salon de clases, siendo algunas de éstas: la reflexion
inicial y continua de la practica docente; la unificacion de la teoria, la prac-
tica y la investigacion; la conexion de ideas matematicas para la ensefianza;
el acercamiento temprano al salon de clases, y la continua actualizacion de
los programas de formacion (Montiel, 2010; Solar et al., 2014). Respecto de
esta linea de investigacion, en el contexto chileno se han identificado debi-
lidades en el proceso de formacion de profesores que se relacionan con los
siguientes aspectos: la desarticulacion general entre los cursos matematicos
y aquellos de naturaleza didactica o pedagoégica, la escasez de cursos de
didactica, y la necesidad de instituir practicas tempranas y espacios cons-
tantes de reflexion (Pino-Fan et al., 2018).

Recientes lineas de investigacion sefialan a las videograbaciones como
un material de apoyo con potencial para la resolucion de esas debilidades
que permiten generar espacios de reflexion temprana y la puesta en practica
de la teoria didéctica (Sherin & Han, 2004). En particular, se identifica que
el uso de material videograbado, dentro de un marco adecuado de trabajo,
permite la observacion de los distintos fenémenos aulicos, su profundiza-
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cion y su socializacion. Esto conlleva una mayor interaccion entre los inte-
grantes del grupo de estudio y su familiarizacion con lo que sucede en el
salon de clases; ademas, se abordan los saberes disciplinares y didacticos
involucrados desde la articulacion de la ensefianza instructiva y el entorno
que presentan las videograbaciones (Seidel et al., 2013), fomentando habili-
dades esenciales como el analisis y la reflexion sobre el razonamiento de los
estudiantes, la discusion respecto de conceptos o teorias y su aplicacion, y
los aspectos sociales que se identifican en el aula. Ademas, se tiene la ventaja
de que se puede repasar o pausar momentos grabados y realizar una trans-
cripcion precisa y completa (Llinares et al., 2008; Santagata et al., 2007).

En este capitulo se realiza una aproximacién a un entorno de apren-
dizaje disefiado con base en el uso videograbaciones por profesores de ma-
tematicas en formacion para mirar profesionalmente. Para el desarrollo de
esta competencia, el profesor en formacion enlaza la observacién, como
método de analisis, y la teoria de situaciones diddcticas (Tsp) de Guy
Brousseau (2007), como marco teérico que le permite reflexionar e identi-
ficar situaciones presentes en un salon de clases de matematicas.

Antecedentes

A continuacion se presentan algunos antecedentes que relacionan aspectos
clave de la formacién docente con el uso de videograbaciones.

Llinares et al. (2008) sefialan que el conocimiento del profesor de ma-
temadticas posee diversas dimensiones enfocadas en la ensefianza; entre
ellas, las matematicas adecuadas para el aprendizaje (el conocimiento dis-
ciplinar situado en el salon de clases), el conocimiento sobre los aprendi-
ces (la forma en que piensan las matematicas) y la enseflanza realizada en
distintos contextos. Lo anterior involucra la interpretacion y la gestiéon de
situaciones de ensefianza, asi como la capacidad de usar instrumentos téc-
nicos y conceptuales para construir nuevo conocimiento desde la practica.
Zapatera (2015) identifica como una habilidad central mirar profesional-
mente, que corresponde a centrar la atencion en fendmenos importantes y
considerarlos para la toma de decisiones en el salon de clases, situando la
atencidn en los siguientes aspectos: (1) identificar lo significativo y sus as-
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pectos importantes, (2) utilizar los conocimientos para tomar decisiones
sobre las interacciones presentes y (3) conectar aspectos especificos con
principios tedricos de la didactica.

Abordando estas dimensiones, las videograbaciones permiten analizar
fenomenos que ocurren en el salon de clases durante la resolucion de pro-
blemas matematicos por parte de los estudiantes; facilitan una mayor
comprension de la matematica escolar y del potencial que tienen distintos
tipos de tareas y procedimientos para el aprendizaje, asi como la interpre-
tacion del razonamiento matematico de los estudiantes y la toma de deci-
siones del profesor. Por ello, a lo largo de los ultimos 10 afios ha aumentado
el uso de las videograbaciones para la observacion y el andlisis de situacio-
nes en el aprendizaje por parte de profesores en formacion.

Gaudin y Chalies (2015) realizan una revision sistematica de la litera-
tura y conceptualizan aspectos ventajosos del uso de videograbaciones:

o La naturaleza activa y perceptiva de los procesos involucrados. Los profesores
realizan procedimientos perceptivos con un enfoque profesional mediante la
percepcion sensorial o la percepcion cognitiva. Estos poseen dos componen-
tes clave que se relacionan entre si y que son esenciales para la interpretacion
de lo que ocurre en el salén de clases y para la toma formativa de decisiones;
esos componentes son la atencion selectiva y el razonamiento basado en el
conocimiento. El primero, también conocido con términos como call out
(Frederiksen, 1992) y noticing (Van Es & Sherin, 2008), hace referencia a la
habilidad de identificar ciertos eventos en el salon de clase, a pesar de su mul-
tiplicidad, simultaneidad y complejidad; mientras que el segundo consiste en
la habilidad de describir aspectos del salén de clase, interpretarlos (generan-
do juicios o buscando justificaciones) e imaginar sus consecuencias.

Respecto de esto, se ha identificado que los profesores en formacién
tienden a enfocarse en cosas superficiales como las caracteristicas fisicas
del estudiante o la realizacion de juicios generales.

« Permite generar objetivos con base en un marco de trabajo en particular. Los
objetivos de una secuencia de aprendizaje basada en videograbaciones
pueden ser generados desde el marco tedrico que se desea abordar, el con-
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texto en que se realiza y los aprendizajes esperados. De éstos, seis son los
principales (mostrar buenos ejemplos de practica docente, evidenciar situa-
ciones caracteristicas del ambiente en el salon de clases, analizar desde dis-
tintas perspectivas la diversidad de practicas en un salon de clases, estimu-
lar la reflexiéon personal, propiciar la ensefianza guiada y estimular la
evaluacion de competencias) que abordan el desarrollo de saberes sobre
como interpretar y reflexionar acerca de las practicas en el salon de clases
(perspectiva desarrollista) y qué se debe hacer en una de ellas (perspectiva
normativa). Respecto de la perspectiva desarrollista, el uso de videograba-
ciones permite a los profesores en formacion develar, clarificar y refinar
teorias personales sobre el aprendizaje y la ensefianza, para lo cual es esen-
cial el aprendizaje basado en problemas. Mientras que, respecto de la pers-
pectiva normativa, el uso de videograbaciones permite generar consciencia
de las distintas formas de abordar un concepto o situaciones en un salon de
clases, asi como de los posibles resultados que éstas pueden tener.

Permite el estudio de la prdctica desde distintos grados de cercania. La posibi-
lidad de usar una variedad de videograbaciones permite abordar practicas
realizadas desde distintos enfoques. Por ejemplo, el uso de videograbacio-
nes de la actividad docente de un profesor desconocido facilita al observa-
dor la apropiacion de métodos para analizar la practica docente y promueve
la participacion en discusiones y reflexiones, pero debilita la cercania con el
contexto de la practica en caso de que éste no se introduzca. Las videogra-
baciones de la actividad docente de un profesor colega generan un menor
aislamiento y una mayor cercania, permitiendo un trabajo mas familiar, util
para el razonamiento critico y comparativo, y ponerse en el lugar de otro
docente. Finalmente, el uso de videograbaciones propias fomenta el des-
arrollo de la autorreflexion critico-descriptiva, por ser la que presenta una
mayor inmersién, resonancia, autenticidad y motivacién, fomentando el
reconocimiento y el saber del propio hacer docente, la identificacion de ele-
mentos débiles o la disonancia entre la practica realizada y lo que se cree
haber realizado.

Con base en lo anterior se puede concluir que el uso de videograbacio-
nes para la formacion docente temprana registra resultados positivos, no
solo en el desarrollo del conocimiento disciplinar, sino también respecto
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de los recursos de accién, comunicacion y razonamiento necesarios para
realizar de manera efectiva las funciones que ejerce el docente; principal-
mente, una mayor motivaciéon y un mayor interés, el desarrollo de la aten-
cidn selectiva, el andlisis interpretativo de las razones y las consecuencias
de fendmenos en el salon de clases, la familiaridad respecto de la profesion
docente y lo que ocurre en el aula, el establecimiento de relaciones entre la
practica observada y la teoria, la comparacién de experiencias o situacio-
nes, y la proyeccion en el futuro del trabajo reflexivo. Sin embargo, para
lograr los resultados esperados se consideran necesarios cinco aspectos
metodoldgicos que se relacionan con los mencionados antes, resumidos
en el trabajo de Blomberg et al. (2013), cuya heuristica se presenta a conti-
nuacion (véase figura 1).

Con base en lo anterior se analizan los resultados que profesores en
formacion entregan al participar en una secuencia de aprendizaje genera-
da con base en estos principios. Esta secuencia pretende que observen la
videograbacion de una clase y la asocien con elementos pertenecientes a
una teoria de la didactica de la matematica, poniendo en reflexion los as-
pectos mencionados por Gaudin y Chalies (2015).

Metodologia

Este trabajo es de caracter cualitativo (Pérez Serrano, 1994), con un caracter
exploratorio-reflexivo (Aguiar & Pi, 2019), debido a que se centra en el
analisis y la reflexion de los resultados que entrega un grupo de estudiantes
en las distintas etapas de una secuencia de aprendizaje.

Participantes

Las respuestas recolectadas corresponden a una pareja de estudiantes de
cuarto afio de la carrera de pedagogia en educacion media en matematicas
y computacion, seleccionada por cumplir con los requisitos a lo largo de la
secuencia de aprendizaje y por haber asistido a la mayoria de las sesiones
de retroalimentacion. Este trabajo fue generado en el marco de una asignatura
paralela a la primera practica docente de los estudiantes (enfocada en la
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Ficura 1. Heuristica para la formacién de profesores basada en el uso
de videograbaciones

1.IDENTIFICAR
OBJETIVOS DE

APRENDIZAJE

5.ALINEAR LAS

TAREASCON 2.ELEGIREL
LOS ENFOQUE
INSTRUCTIVO

OBIETIVOS

4.IDENTIFICAR
LAS
LIMITACIONES

3.ELEGIR EL
MATERIAL DE
YIDEO

Fuente: Traducido de Blomberg et al. (2013).

observacion y la reflexion) que también consistio en su primer acercamien-
to al salon de clases.

Descripcion de la secuencia de aprendizaje

La secuencia de aprendizaje tiene objetivos enfocados en la relacion entre
la teoria (investigativa, didactica y matematica) y su puesta en practica en
un primer acercamiento a lo que ocurre en el salon de clases.

Esta secuencia fue realizada considerando las necesidades identifica-
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das por investigadores enfocados en la formacion docente; en particular:
(1) la formacion docente tardia de profesores en lo que respecta a la reali-
zacion de prdcticas y la inmersion en lo que ocurre en el salén de clases
(Poblete & Erices, 2013); (2) la falta de contextualizacion de catedras de
naturaleza didactica que van de la mano de la ensefianza de la matematica
(Springer & Graus, 2017), y (3) el auge del uso de las tecnologias de la in-
formacion y la comunicacion para el aprendizaje (Avello, 2020).

A continuacion se presentan las fases en las que se divide la secuencia
de aprendizaje.

1. Nivelacién de conocimientos previos
y aspectos actitudinales

Se comenzd abordando aspectos esenciales para que los profesores en for-
macion entendieran la relacién entre la investigacidn, la teoria y la practica
docente. En particular, se abordé la importancia de la investigacion educa-
tiva, el uso del método cientifico y algunos aspectos protocolares para la
realizacion de una reflexion (por ejemplo, generacion de preguntas y sinte-
sis de ideas). Aunque esta etapa no se relaciona directamente con el uso de
videograbaciones, toma en consideracion aspectos esenciales mencionados
en los antecedentes: los saberes previos y la generacion de conciencia acer-
ca del potencial formativo de la investigacion en el salon de clases.

2. Introduccién del marco teérico de referencia

Para alcanzar de manera eficaz los objetivos propuestos fue necesario intro-
ducir la teoria en la que se basa el trabajo apoyado en videograbaciones. En
particular, en el aspecto investigativo se introdujo la observacion como mé-
todo de andlisis, mientras que en el aspecto didactico se abordo la teoria de
situaciones diddcticas (TsD) con un documento bibliografico facilitado por
la docente a cargo.

El conocimiento de la TsD permitid la instrumentalizacion para obser-
var y analizar distintas situaciones de clase, las cuales se evidenciarian me-
diante el desarrollo de algunas tareas y trabajos en equipo (por ejemplo,
identificar y resumir aspectos conceptos clave de la teoria), mismos que
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fueron enviados a la profesora encargada para su valoracion y puesta en
comun en una de las sesiones de aula con el propdsito de abordar posibles
confusiones. Ademads, se familiarizé a los estudiantes con la estructura in-
vestigativa basica (introduccidn, objetivos, metodologia, resultados, anali-
sis y conclusiones) a partir de la lectura de articulos y documentos investi-
gativos que presentan la observacion como método de analisis.

3. Trabajo final de la secuencia de aprendizaje

Esta fase consistio en la puesta en practica de los elementos tedricos de la
TSD para el analisis de una clase videograbada con duracién de seis minutos,
seleccionada por conveniencia, en la que se desarrollan ejercicios con nume-
ros enteros mediante el uso de regletas cuisenaire (bloques de aprendizaje
utilizados para representar nimeros enteros). Primero, los estudiantes iden-
tificaron segmentos interesantes y adecuados para el analisis. Después, reco-
nocieron situaciones y elementos de la TsD en los segmentos seleccionados
para el analisis, la reflexion y la interpretacion de éstos. El resultado final de
este procedimiento fue entregado por cada pareja de estudiantes (profesores
en formacion) en forma de pdster y expuesto con el resto del grupo, con tal
de llegar a consensos y generar nuevos espacios de aprendizaje.

Es importante mencionar que para cada una de estas etapas se realizd
al menos una sesion previa, una en paralelo y otra posterior, en las que se
realizé seguimiento y retroalimentacion de manera colectiva (profesora
encargada y estudiantes). Esto, en su totalidad, queda representado en la
figura 2, adaptada de la estructura metodoldgica de Llinares et al. (2008).

A continuacion, se reporta el trabajo realizado por la pareja de estu-
diantes del estudio.

Resultados de la introduccion del marco teérico
de referencia

La pareja de estudiantes generé un resumen del método de analisis de la
observacion, un resumen general de la TSD y un cuadro con conceptos
clave y su explicacién. A continuacidn se presentan de manera sintetizada
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Ficura 2. Secuencia de aprendizaje

las acciones desarrolladas por esta pareja de estudiantes. En relaciéon con el
resumen, se indica la temadtica abordada por estos estudiantes en cada pa-
rrafo usando la sigla PX (por ejemplo, P1 corresponde al parrafo 1):

Resumen del método de observacion

o P1: Definicion de observacién y su importancia en ciencias sociales.

o P2: La observacion en la vida cotidiana (como proceso informal) y en el
ambito cientifico (de manera formal), asi como sus caracteristicas principa-
les (objetivo de investigacion, acceso al campo, muestra, observador y téc-
nicas).

o P3: Descripcién del objetivo de investigacion, los elementos que definen el
método de observacion (por ejemplo, objetivos) y su relacion con otras
areas investigativas (por ejemplo, generacion de nuevos métodos).

o P4: Descripcién del acercamiento al campo de estudio, que consiste en
constantes renegociaciones en la interaccién observador-campo.

« P5: Descripcion del control sobre el campo de estudio y aspectos por consi-
derar que hacen alusién al tiempo, las personas y el contexto (manejo de
tiempo y espacio, objetos, actores sociales, interacciones, rutinas, etcétera).

« P6: Los tipos de observador segun su nivel de participacion en el entorno
de estudio (totalmente participativo, parcialmente participativo y no parti-
cipativo).

« P7: Las técnicas segun el tipo de observador (participacion directa, obser-
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vacion directa sin participacion y observacion indirecta).
Resumen de la Tsp

« P1: Aborda la corriente investigativa (Escuela Francesa de Didactica) que
dio origen a la TsD; en particular, el drea que necesitaba resolver y sus prin-
cipios respecto de los procesos de adquisicion y transmision del conoci-
miento matematico.

o P2: Definicion de la TsD, sus principios y sus supuestos.

o P3: Definicién (por el creador de la teoria) de su concepto principal (situa-
cién) y los dos tipos existentes (la didactica y la adidactica), asi como los
aspectos importantes que la diferencian una de la otra (centrados en una
situacién de clases).

Conceptos clave

Los conceptos indicados y definidos mediante una tabla son los siguientes:
situacion, situacion didactica, situacion de accion, situacion de formulacion,
situacion de validacion, situacidn adidactica, caracter de necesidad de los
conocimientos, sancién/retroaccion, no intervencion, devolucion, variable
didactica, valor de la variable didactica, institucionalizacion, contrato di-
dactico, efecto, efecto Topaze, efecto Jourdain, deslizamiento metacognitivo,
uso abusivo de la analogia, paradojas en situaciones didacticas, transmisién
de las situaciones, inadaptacion a la exactitud e inadaptacion a una situacién
ulterior, en ese orden.

El estudio previo y la identificacion de las ideas principales del marco
teodrico propuesto facilitaron a los estudiantes el enlazamiento de la teoria
didactica con los fendmenos presentes en el salon de clases; en especifico,
con lo observable en la practica realizada por un docente.
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Resultados del trabajo final de la secuencia
de aprendizaje

El péster realizado por los estudiantes aborda la identificacion de los con-
ceptos clave, mencionados en el apartado anterior, en tres segmentos de la
videograbacion de la clase. En particular, se divide en seis secciones: pro-
blematica, objetivo, metodologia, analisis y resultados, conclusiones, y pen-
samientos finales. Como el enfoque de nuestra investigacion estd en la puesta
en practica de la teoria para el analisis de los fenémenos en el salén de
clases, abordaremos particularmente las ultimas dos secciones.

Andlisis y resultados de la secuencia
de aprendizaje

En este apartado, los estudiantes presentan el analisis de los segmentos es-
cogidos con base en la TsD. Esto lo realizan con ayuda de un cuadro de tres
columnas: el lapso analizado (identificado por minuto y segundo del video),
la transcripcion del didlogo y los fendmenos observados, y el analisis de
éstos, acompanados por una descripcion general del segmento completo,
como se presenta en las tablas 1, 2 y 3, los cuales fueron socializados duran-
te una sesion de retroalimentacion, permitiendo a los estudiantes comple-
mentar y justificar los elementos identificados.

Conclusiones y pensamientos finales de los estudiantes
de la secuencia de aprendizaje

En este apartado los estudiantes realizan conclusiones con respecto al uso
de la TSD para el andlisis de fendmenos en un salon de clases. A continuacion
se presentan de manera textual las conclusiones elaboradas por la pareja de
estudiantes:

Podemos concluir que la practica docente de la profesora presenta bastantes
debilidades; entre las mas importantes: la ausencia de una etapa clave valida-
cién (formulacion) y la constante presencia de fendmenos de resonancia
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TasLA 1. Andlisis con base en la Tsp del primer segmento seleccionado

Descripcién Los alumnos y las alumnas trabajan en la resolucién del problema
segmento utilizando las regletas, llegando a la misma solucién en la mayoria
0:33-1:44 de los casos

Tiempo Transcripcién Andlisis usando 1sp
:g:zs(ocr&(zl?:jPreparados, clase? La profesora, luego de dar la
0:33-0:38 _P: Por equipos, zeh? iA trabajar! instruccion de iniciar con la
' actividad (situacion adiddctica).
iVamos!

0:38-0:57 La profesora recorre el salén
verificando que los alumnos
trabajan de manera individual
(situacién de accion) en la resolucién
del problema usando regletas de
cuisenaire.

0:57-1:04 P observa el trabajo de un alumno, Observa una respuesta incorrecta

1:04-1:06 Pablo del estudiante y le indica: “No estoy

—P: No estoy de acuerdo, Pablo de acuerdo, Pablo"y sigue

caminando sin abordar la
equivocacion del estudiante y sin
indicarle el origen fundamental de
su error (fendmeno de resonancia
débil) (Efecto Jourdain).

1:06-1:15 La profesora observa los resultados Posteriormente, sigue recorriendo

de los compaiieros del grupo de
Pablo

-P: ;Qué te da, Mohammed (M)?

-M: 38

La profesora no dice nada.

-Nifo 1 (exaltado, le habla a M):
iOh, 37!

La profesora se retira sin hacer
comentarios de ese grupo para
ver el trabajo realizado por los
otros.

el salon y verificando las respuestas.
Al preguntar:“;Cuénto les dio?” es
posible escuchar 38 (correcta) y 37
(incorrecta). La profesora hace caso
omiso del 37 y sigue recorriendo el
salén (resonancia débil) poniendo
en peligro la actitud de trabajo del
estudiante para el cual pareceria
resultar un poco mas dificil la idea
matematica, en comparacion con
el resto de sus companieros.

débil y efectos Topaze. Todos éstos relacionados con la ausencia de un traba-
jo de caracter dialdgico que asegure la participacion de todos los estudiantes.

Con respecto a esto, a la profesora se le presenta el desafio de enfocar su
trabajo en los alumnos con respuestas y procedimientos erréneos en lugar de
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TaBLA 2. Andlisis con base en la sp del segundo segmento seleccionado

Descripcion Se da por terminado el tiempo de resolucion y de trabajo en equipo, para
segmento dar paso inmediato a la revisién colectiva y a la comparacién
1:45-2:37 de los resultados obtenidos por los nifios y las nifias.
Tiempo Transcripcion Andlisis usando 1sp
1:45-1:55 —P: iSilencio, silencio! {Sssh! |Vale, La docente consulta sobre avances
se acabd el tiempo! del trabajo realizado y fuerza una
-P:Toca la... toca la campana por  fase de validacién sin una etapa
favor...!{Tocala! explicita previa de trabajo en
Se escucha el sonido de campana. grupo (formulacion), algo
-P: {Se acabé el tiempo! A ver... necesario en este nivel educativo.
iEquipos que hayan
terminado...!
Toda la CL levanta la mano.
1:56-2:24 —P: Muy bien. ;Quién quiere Luego, la profesora pregunta a un

explicarme cémo lo ha hecho?

Nuevamente todos en la CL levantan
la mano.

-P:Va...No se puede todos a la
vez... jPor equipo!

-P: ;Cuanto les da...? ;Cuanto le
da a ese equipo?

La profesora seriala con el dedo
hacia un grupo.

—Alumna 1:38

—-P: 38

-P (Sehalando al grupo de al lado):
;Estan de acuerdo?

-Grupo de nifios 1: Si...

-P (Sefalando al grupo de Pablo):
¢Estan de acuerdo vosotros?

Repite la misma accién con el resto
de los grupos de la CL.

grupo su respuesta (38) y a
continuacion les pregunta a los
demads grupos si estan de acuerdo
o no. Esto, si bien valida el
aprendizaje hecho en grupos, no
tiene sentido sin que antes los
estudiantes hayan realizado una
socializacion y una formulacion del
trabajo en grupos. Por esto va a
haber estudiantes (tal como se ve
en el video) que no han
comprendido el razonamiento
matematico detrds del problema
y que simplemente se “dejaran
llevar” por el pensamiento en

grupo.

concentrarse en la busqueda de escuchar (dicha por algin representante de

cada grupo, sin asegurar que el resto de éste esté de acuerdo o no) la respuesta

correcta. Se recalca, entonces, el papel pasivo que identificamos en el proceso

de enseflanza y aprendizaje, puesto que la profesora exigia una respuesta y un

procedimiento especificos y no aseguraba la reconstruccion del objeto y el

concepto matematico por parte de los estudiantes.
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TasLA 3. Extracto del andlisis con base en la 1sp del tercer segmento seleccionado

Descripcién segmento Los alumnos y las alumnas trabajan
2:38-5:03 en la resolucion del problema utilizando
las regletas, llegando a la misma solucién en
la mayoria de los casos
Transcripcion Andlisis usando Tsp

—P: ;Quién quiere explicarme siEN como lo ha
hecho...?

Algunos nifos de la CL levantan la mano para
participar, entre ellos Agustina (Ag).

—P: Por ejempilo... Agustina, pero Agustina,
limpia la mesa y explicame como lo has
hecho, y el resto de los compaiieros va a
estar en silencio... A ver...

-Ag: Lo que he hecho...

—P: Shhh... por favor...

-Ag: ...He, he sumado... he, he sumado 12 +
16, con...

—P: Pero no, no, no, no me lo... Yo quiero
verlo. jHazlo! Con regletas. A ver...
constriyeme el 12, que tu dices.

Ag saca las regletas correspondientes a 12 y las
ordena en su mesa para que la profesora las
vea.

—P: Bien. Sigue tu, dime lo que estés
haciendo.

-Ag: Lo que estoy haciendo es, es... sumar
12+ 26...

—P:Vale, construye el 26.

Ag rdpidamente construye el 26 con regletas.

—P: ;Cémo podemos llamar a este nimero
también?

-Ag: Eh... diezy dos.

La profesora elige a una alumna voluntaria
(Agustina) para que le explique el
procedimiento correcto para el curso (etapa
de validacién). Apenas la estudiante empieza
a comentar su procedimiento la profesora
demuestra su reprobacion a la forma en que
responde. Esto, ademas de interrumpir a la
estudiante, la hace entender que lo principal
de la respuesta es el uso de las regletas
(deslizamiento meta-cognitivo) y no el
razonamiento cognitivo.

Durante la explicaciéon de Agustina la
profesora la interrumpe en reiteradas
ocasiones, por ejemplo, para preguntarle
qué nimero es el que acaba de representar
con regletas (12), a lo que la alumna
responde con una forma, para luego seguir
siendo interrogada por la profesora con el
objetivo de que nombre otras dos formas.
Esta validacion es realizada en cdmara y no
se presta al nivel de atencién del resto del
grupo. Ademas, no finaliza con el curso
estando de acuerdo con la respuesta o

el procedimiento, sino que empieza con el
curso estando de acuerdo.

También podemos senalar que el uso de la TSD para la observacion de
clases se enfoco en “lo que faltaba” del proceso de ensenanza y aprendizaje y
no en lo que si estaba presente, que era la manera en la que la investigacion
resultaba mas eficaz para el efecto formativo.

Finalmente, podemos senalar como areas a investigar y de interés: (1) la
busqueda de elementos o fendmenos presentes en la practica de la profesora
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o de la formacion docente que tuvieron como resultado las dificultades iden-
tificadas, pues todas cumplen con ser de un mismo caracter (falta de interac-
cidn significativa con los estudiantes), y (2) el andlisis de otros videos de cla-
ses 0 practicas en vivo con tal de comprobar si estas deficiencias son de
caracter general (lo cual fomentaria la generacién de un trabajo o un curso
formativo para tratarlas) o la situacion estudiada resulté una situacion mas
particular, lo cual significaria la interferencia de aspectos individuales del
docente.

Analisis y reflexion de mirar profesionalmente

Con respecto a la observacion, la pareja de estudiantes identifico la impor-
tancia de este método de analisis tanto a nivel investigativo como en el
contexto social, al senialar que “como personas, somos observadores del
comportamiento y el material que nos rodea; esto es, observamos, evalua-
mos, generamos conclusiones y hacemos comentarios o interactuamos con
los demas sujetos o con el entorno”

Ademas, establecen una relacion entre la teoria de esta practica (la ob-
servacion) con el resto de la teoria investigativa (TsD), pues indican que

la observacion puede ser el método de investigacion principal o uno comple-
mentario, el resultado del proceso puede dar inspiracion para otros temas
especificos, las impresiones y las experiencias pueden ayudar a trabajar una
problematica y, finalmente, generar métodos o teorias adicionales con las
cuales explorarla de mejor manera.

Asimismo, fundamentan la descripcion de las caracteristicas del méto-
do de la observacion en los componentes metodolégicos como objetivo,
campo, muestra, observador y técnica, lo cual demuestra que la abordan
de una manera que les facilita compararla y analizarla con respecto a otros
métodos de andlisis cualitativos. No se proporcionan definiciones forma-
les de la terminologia cientifica utilizada, probablemente porque se asume
que se pueden inferir. A pesar de que la respuesta esta completa, en lo que
incumbe a formalidad tedrica, los estudiantes no hacen una asociacion
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explicita entre el método de la observacion y lo que sucede en el salon de
clases, es decir, no abordan el potencial de este método ni tampoco lo rela-
cionan con lo que sucede en su ambiente de practica.

En relacién con la TsD, los estudiantes abordan la teoria desde su ori-
gen, mencionando las bases que la sustentan y la definicion de sus concep-
tos clave (situacion, situacion didactica y situacion adidactica). Esto refleja
los constructos que consideran importantes al abordarla: “Bajo el supuesto
de que los conceptos matematicos no se construyen de manera esponta-
nea, y una concepcion constructivista (piagetiana) del aprendizaje bajo la
cual el alumno aprende adaptindose a un medio que le presenta contra-
dicciones, se generan respuestas nuevas” .

Cabe destacar que consideran las diferencias entre los conceptos situa-
cion diddctica 'y situacion adiddctica, al describirlas de la siguiente manera:

La situacion didactica es aquella construida intencionalmente con el fin de
que los alumnos adquieran un saber determinado (con su conjunto de con-
diciones y relaciones correspondientes), y la situacion adidactica correspon-
de a toda situaciéon que no puede ser dominada de manera conveniente en la
puesta en practica de conocimientos o del saber que se pretende y que san-
ciona las decisiones del alumno sin intervencién del profesor en lo que con-
cierne al saber en juego.

A pesar de lo anterior, los estudiantes no abordan el potencial de esta
teoria para la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas, por ejemplo,
indicando posibles aplicaciones para disefiar secuencias de aprendizaje.
De forma similar, sefialan la definicion de los conceptos clave y como iden-
tificarlos en los fenomenos del salon de clases. Sin embargo, no se aborda
ni se hipotetiza sobre la importancia de éstos para el proceso de ensefianza
y aprendizaje de las matematicas.

En relacién con el trabajo final de la secuencia de aprendizaje, se pudo
identificar que los estudiantes son capaces de sefialar elementos de la TSD
en los segmentos escogidos y, algunas veces, reconocer mas de uno en un
lapso o en un mismo fenémeno. Esto significa que, con la guia de la profeso-
ra encargada de la asignatura, se logra aplicar la teoria en situaciones rea-
les relacionadas con la practica docente y, ademas, la consideracién de las
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situaciones en el salén de clases como complejas, compuestas por diversos
elementos que muchas veces se relacionan entre si. Sin embargo, el analisis
por segmentos se enfoca en elementos negativos y no posee un caracter
formativo para los segmentos en especifico, por ejemplo, agregando una
retroalimentacion o posibles formas de mejorar cada uno de los fenémenos
identificados.

Con respecto a las conclusiones de los estudiantes, se identifica que ellos
las generan enfocandose en las debilidades del docente, cuya practica fue
analizada con un enfoque en la gestion discursiva. Esto refleja que los alum-
nos prefieren priorizar las debilidades de la gestion del docente, en lugar de
realizar una reflexion acerca de cudl de ellas seria la mas significativa y qué
otros conflictos podrian generarse en el aprendizaje; es decir, la puesta en un
segundo plano de la reflexion y la critica con un caracter formativo.

Finalmente, los estudiantes son capaces de identificar limitaciones de
la secuencia de aprendizaje en la que participaron (por ejemplo, el enfoque
en los aspectos insuficientes de la practica del docente mencionado antes),
generando nuevas interrogantes y areas en las cuales se puede extender el
trabajo realizado. Por ejemplo, la busqueda del origen de los conflictos
identificados y el analisis de otras videograbaciones de clase con el propd-
sito de realizar conclusiones generales; es decir, asumen que la practica
estudiada es un caso seleccionado por conveniencia para la secuencia de
aprendizaje, el cual puede complementarse.

Conclusiones

El analisis y la reflexion de la secuencia de aprendizaje, asi como los resul-
tados entregados por los estudiantes, evidencian la efectividad de la obser-
vacion como método de analisis de videograbaciones de clases para la for-
macion de futuros profesores, debido a dos razones principales: permite
aplicar la teoria en la practica, relacionandolas, y facilita al futuro profesor
comenzar a familiarizarse tanto con la labor docente como con lo que ocu-
rre dentro del salon de clases, en particular, las matematicas que se ensefan,
la forma en que los reaccionan estudiantes y otros fenémenos importantes;
todo lo cual corresponde al conocimiento necesario para la labor del
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profesor, mencionados por Llinares et al. (2008), Zapatera (2015), Poblete
y Erices (2013) y Pino-Fan et al. (2018).

También se present6 un ejemplo de secuencia de aprendizaje que, si-
guiendo con los pasos heuristicos de Blomberg et al. (2013) (aunque no
se mencionan todos de manera explicita), logra los objetivos selecciona-
dos con la intencién de resolver necesidades de la formacién docente,
evidenciando un analisis complejo de los fenémenos. Ademas, abordar
un marco tedrico antes de realizar el andlisis de las videograbaciones ayu-
dé a los estudiantes a establecer la relacion entre la TsD y la practica do-
cente, como menciona Santagata et al. (2007). Sin embargo, el hecho de
que los estudiantes en la segunda fase no le otorguen un caracter pedago-
gico a la teorfa abordada indica que es importante fomentar tareas que
requieran su aplicacion en entornos cercanos a la labor docente, o bien, la
necesidad de profundizar mas en la observacion como método de analisis
hasta que los estudiantes adopten dicho enfoque profesional, es decir, mirar
profesionalmente.

Consideramos que el presente escrito presenta un aporte tedrico y
practico respecto de la introduccion del uso de las videograbaciones para
la formacién de profesores en matematicas, al presentar y poner en practi-
ca consideraciones esenciales para su aplicacion y al evidenciar sus benefi-
cios. Fue realizado con la intencion de fomentar este tipo de método de
analisis, no como uno superior a otros, sino como un complemento ade-
cuado para abordar debilidades que se han estado evidenciando en la for-
macioén docente.
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Capitulo 11. Efecto del tiempo en la solucion
de problemas que implican triangulos degenerados
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Resumen

Este documento presenta el analisis de las respuestas que estudiantes ofrecen
al resolver un acertijo matematico que implica calcular el area de un trian-
gulo que no puede ser construido sobre un plano debido a que esa figura
no tiene area. El estudio permite observar la relacion entre las respuestas
proporcionadas por los alumnos y el tiempo que transcurre desde que es-
tudian los criterios de existencia de un triangulo. Investigaciones similares
prueban que los estudiantes suelen asumir que la figura podra ser construi-
da y recurren a la férmula del area o del perimetro de un triangulo para
resolver el acertijo. Se procura observar cémo esta conducta se modifica
una vez que los alumnos conocen los criterios de existencia de los triangu-
los y si sus respuestas cambian conforme pasa el tiempo. Se seleccion6 una
muestra de estudiantes de secundaria, separandolos en grupos dependien-
do del tiempo transcurrido desde que estudiaron el tema de criterios de
existencia de triangulos, y luego se les solicité que resolvieran el acertijo
para analizar sus respuestas. Los resultados indican que la conducta de los
alumnos cambia solamente durante un periodo de tiempo, para luego re-
gresar a su conducta original. Por eso es importante proponer estrategias
que favorezcan aprendizajes mas duraderos.

Palabras clave: acertijos matematicos, obstaculos de aprendizaje, errores,
curva del olvido, figuras degeneradas.
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Introduccion

El fil6sofo y matematico Martin Gardner, en su libro Entertaining Mathe-
matical Puzzles (1986), planted un acertijo en el que se solicitaba calcular el
area de un triangulo cuyos lados midiesen 17, 35 y 52 m. El reto del acerti-
jo consiste en percibir que un tridngulo con esas medidas no puede cons-
truirse en un plano.

Gardner (1986), al dar la solucion al acertijo, menciona que un “trian-
gulo” con esos lados seria una linea recta, ya que los tres vértices son coli-
neales, por lo que podria considerase un tridngulo degenerado que ha per-
dido su forma de triangulo para degenerar en una linea recta, por lo cual
no tiene drea. En matematicas, un caso degenerado es una situacion limite
en la que un objeto cambia su naturaleza para aproximarse a un objeto de
naturaleza distinta, usualmente mas simple (Weisstein, s. f.); por ejemplo,
un pentagono en que uno de sus lados tiende a cero puede degenerar en
un cuadrilatero.

En una investigacion mas reciente, Sanchez (2020) planted a un grupo
de alumnos de bachillerato el acertijo propuesto por Gardner y observd
que sélo un porcentaje muy pequeiio de ellos era capaz de percibir que el
triangulo no podia ser construido. En su investigacion, Sanchez imple-
mento el acertijo como parte de una prueba para determinar y, hasta cier-
to punto predecir, el desempefio que tendrian los alumnos en la asignatura
de matematicas.

Otra observacion, realizada en el mismo estudio, fue que no existian
diferencias significativas entre las respuestas de los alumnos de los ultimos
semestres de bachillerato y aquellos que cursaban los primeros semestres.
Esto parecia contradecir la idea popular de que si una persona pasa mas
afos estudiando una asignatura serd mas competente en la misma.

Ahora, el contenido Criterios de existencia y unicidad en la construc-
cion de triangulos forma parte de los planes y programas de estudio de la
asignatura de matematicas de secundaria propuestos por la Secretaria de
Educacion Publica (sep, 2011 & 2017), por lo que no deberia ser ajeno a
los estudiantes que participaron en el experimento de Sanchez. Entonces,
spor qué no son capaces de percibir que ese triangulo no tiene area?
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Analizar las respuestas que los alumnos plantean a problemas geomé-
tricos que implican conocer los criterios de existencia y unicidad de trian-
gulos permite determinar qué variables tienen mayor influencia en las es-
trategias y los conocimientos que emplean. Con base en las variables que
resulten mas significativas es posible disenar estrategias que favorezcan un
aprendizaje mas profundo en los estudiantes.

Objetivo. Determinar si existe una relacion en la forma en que alumnos de
secundaria proponen respuestas a problemas que implican los criterios de
existencia y unicidad de triangulos y el tiempo transcurrido desde que es-
tudiaron dicho tema.

Preguntas especificas:

o ;Cudl es la relacion que existe entre el tiempo transcurrido desde que se
estudiaron los criterios de existencia y unicidad de triangulos y las respues-
tas proporcionadas por los alumnos?

o ;Cudl es la relacion entre factores como las medidas de los lados del trian-
gulo o la presencia de la representacion de ese tridangulo en el problema y
las respuestas de los alumnos?

Revision de literatura

En su estudio, Sanchez (2020) encontrd una tendencia en las respuestas de
los sujetos que participaron: recurrian constantemente a las férmulas del
area y el perimetro de los triangulos. A pesar de que no es posible resolver
este problema utilizando alguna de estas férmulas, la mayoria de los alum-
nos las empled. ;Qué puede explicar que tantos alumnos cometan exacta-
mente el mismo error?

D’Amore (2013) afirma que un error no es necesariamente fruto de la
ignorancia, sino resultado de un conocimiento precedente que ha tenido
resultados positivos, pero que no resiste la prueba de hechos mas circuns-
tanciales o generales. Por lo tanto, no se trata de errores de origen desco-
nocido, sino de “obstaculos de aprendizaje”

Brousseau (1983) propone que un “obstaculo de aprendizaje” no implica
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una falta de conocimiento, sino un conocimiento que el estudiante usa
para dar respuestas adecuadas en un contexto conocido, pero que al tratar
de emplearlo fuera de ese contexto fracasa generando respuestas incorrec-
tas. Al mismo tiempo, explica que un estudiante puede superar estos obs-
taculos, pero es posible que éstos resurjan después de que transcurra un
tiempo.

Esta aproximacion podria explicar por qué los alumnos del experi-
mento de Sanchez (2020) recurrian a las mismas estrategias. Estos no
mostraban su incapacidad de resolver problemas matematicos; por el con-
trario, recurrian a aquellos conocimientos matematicos que han utilizado
recurrentemente durante su vida académica, adaptandolos a una situacion
para la cual no son adecuados.

Los alumnos del experimento de Sanchez (2020) recurrian, en este
caso particular, a las férmulas del area y el perimetro de triangulos, ya que
son conceptos que han estudiado ampliamente durante su educacidn pri-
maria, secundaria y parte del bachillerato. Sin embargo, la propiedad que
establece que “para que un tridangulo exista, la suma de las longitudes de
dos de sus lados debe ser mayor a la medida del tercer lado” es un concep-
to que también debieron estudiar en secundaria. ;Por qué recurren a la
formula de areas y perimetros y no a esta propiedad?

La respuesta mas simple podria ser la adecuada: simplemente “la olvi-
daron”; es decir, conocen las propiedades de existencia y unicidad de
triangulos, pero con el tiempo han dejado de utilizarlas cuando se les pre-
senta un problema. La muy conocida “curva del olvido” es un término
acufiado por el psicologo Hermann Ebbinghaus en 1885 que describe la
disminucién de elementos que una persona puede recordar respecto de un
tema a lo largo del tiempo.

El experimento de Ebbinghaus ha sido repetido en muchas ocasiones y
los resultados indican que, al repetir una informacién de forma periddica,
la curva que indica la pérdida de recuerdos respecto de dicha informacién
se va aplanando; es decir, la informacién permanece en la memoria por
periodos mas largos de tiempo (Murre & Dros, 2015).

Esto podria explicar la aparente falta de capacidad de algunos estu-
diantes para resolver problemas similares a otros que ya han resuelto con
anterioridad, ademas de la aparicion repentina de obstaculos antes superados
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observada por Brousseau (1983), ya que al olvidar un conocimiento estan
recurriendo a otros que han sido mas duraderos.

Lo anterior sugiere que los alumnos del experimento de Sanchez
(2020) han “olvidado” las propiedades de existencia y unicidad de triangu-
los y, en su lugar, recurren a las formulas del drea y el perimetro, ya que
éstas representan un concepto matematico que permanece con mas fuerza
en su memoria.

Si este razonamiento es verdadero puede ofrecer un camino para que
los profesores ayuden a sus alumnosa superar obstaculos de aprendizaje
basados en los estudios de la curva del olvido. Por ejemplo, Rohrer y Taylor
(2009) realizaron un estudio de la influencia que tenian los intervalos de
tiempo en la practica de un contenido matematico y su desempefo en
examenes a lo largo del tiempo.

En ese estudio, Rohrer y Taylor proporcionaron a estudiantes una serie
de problemas matematicos, dividiéndolos en dos grupos: uno estudio los
problemas de forma continua durante dos dias y el otro estudié la mitad
de los problemas un dia y la otra mitad la siguiente semana.

Después realizaron una evaluacion volviendo a dividir ambos grupos a
la mitad y formando cuatro subgrupos: un grupo que estudio los proble-
mas de forma continua y fue evaluado después de una semana; un grupo
que estudid los problemas de forma continua, pero fue evaluado después
de cuatro semanas; un grupo que estudid la mitad de problemas un dia, la
otra mitad una semana después, y fue evaluado una semana después, y un
grupo que estudio la mitad de problemas un dia, la otra mitad la siguiente
semana, y fue evaluado cuatro semanas después.

Sus resultados indicaban que no existia una diferencia significativa en
los grupos que realizaron una evaluacion después de una semana de estu-
diar los problemas. Sin embargo, en los grupos que habian sido evaluados
después de cuatro semanas de concluir los problemas, se suscité que el
grupo que estudid los problemas separandolos con un intervalo de tiem-
po de siete dias consiguid un resultado notablemente superior que el gru-
po que estudio los ejercicios de forma consecutiva, como se observa en la
figura 1.
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Ficura 1. Resultados segun los intervalos de prdctica

Fuente: Traducida de Rohrer y Taylor (2009).

El experimento de Rohrer y Taylor, de forma congruente con los expe-
rimentos que replican la investigacién de Ebbinghaus, sugiere que una es-
trategia adecuada para favorecer un aprendizaje mas duradero radica en
ofrecer una especie de “refuerzo” después de que transcurra un tiempo y
no en estudiar un tema con mayor intensidad.

Si bien la aproximaciéon mediante los obsticulos de aprendizaje y la
curva del olvido parece explicar el fenémeno, es necesario considerar al-
gunos otros factores que podrian afectar los resultados propuestos por los
estudiantes.

Método

Para determinar si existe una relacion en la forma en que los alumnos de
secundaria proponen respuestas a problemas que implican los criterios
de existencia y unicidad de triangulos y el tiempo transcurrido desde que
estudiaron dicho tema, y eliminar otras variables, el estudio propone obser-
var las respuestas que los estudiantes ofrecen al acertijo matematico: “De-
termina el area de un triangulo cuyos lados midan 52, 35y 17 m”.

La prueba se realizé a estudiantes de secundaria utilizando variantes
del problema de triangulos imposibles planteado por Gardner (1986). Esto
se llevé a cabo partiendo de la hipdtesis de que los alumnos contestan re-
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curriendo a las férmulas de area y perimetro, ya que es un conocimiento
mas duradero en comparacion con los principios de existencia y unicidad
de triangulos, los que probablemente habrian olvidado después de un
tiempo de haberlos estudiado:

o Para determinar la diferencia causada por el tiempo transcurrido desde que
se estudio el tema se seleccionan tres grupos muestra: alumnos que lo estu-
diaron un afio antes del experimento, alumnos que lo estudiaron un mes
antes del experimento y alumnos que no lo han estudiado.

o Para determinar si existe diferencia con las medidas de los triangulos, se
plantean tres posibilidades: medidas del problema original donde la suma
de dos lados es igual a la medida del tercer lado; medidas mas pequenas
donde la suma de dos lados es igual al tercer lado, y medidas mas pequeias
donde la suma de dos lados sea menor al tercer lado.

« Para determinar si existe diferencia al presentar un diagrama de un trian-
gulo en el problema se plantea presentar problemas con y sin representa-
cion grafica del triangulo.

La seleccion de muestra es no probabilistica. Aun asi, los sujetos de
experimentacion debian cumplir con las siguientes caracteristicas:

« Pertenecer a la misma comunidad educativa (contexto).

« Haber cursado la primaria con el mismo programa educativo (atn si fue en
diferentes primarias).

« Un grupo control que atin no conozca el tema evaluado.

« Un grupo que hubiese estudiado el tema un mes antes de la prueba (progra-
ma 2017).

« Un grupo que hubiese estudiado el tema un afio antes de la prueba (progra-
ma 2017).

Se selecciono el nivel secundario ya que es cuando los estudiantes tie-
nen su primer acercamiento a los criterios de existencia de triangulos. En
la busqueda de sujetos se decidié implementar el experimento en la escue-
la secundaria oficial Ambrosio Herrera, ubicada en el municipio de Tecali
de Herrera durante el ciclo escolar 2019-2020, durante el mes de febrero.
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Esto permitid la participacion de 37 estudiantes en el grupo control
que ain no conocian el tema, 87 estudiantes que lo habian estudiado sola-
mente un mes antes de implementar el experimento y 36 estudiantes que
habian estudiado el tema un afio antes del experimento.

Los grupos que han estudiado el contenido “Analiza la existencia y
unicidad en la construccidn de triangulos”, un mes o un afo antes de la
aplicacion de la prueba, siguieron la misma secuencia:

 Armar tridngulos con tiras de 2, 3, 5, 7 y 9 cm. Registrar aquellos triangulos
que se pudieron formar y aquellos que no.

« Reunidos en equipos, discutir si, dadas las medidas de un triangulo, es po-
sible determinar si existe o no.

» Trazar tridngulos con regla y compas que cumpliesen con una serie de con-
diciones dadas (por ejemplo, que sus lados midan 2, 4 y 3 cm, o que sea
isésceles de 10y 3 cm)

o Argumentar los criterios bajo los cuales se puede determinar si un triangu-

lo existe o no.

Al finalizar presentaron un examen en el que mas de 80% contestd
satisfactoriamente a un reactivo como el siguiente: “Dibuja un tridngulo
cuyos lados midan 9, 5y 3 cm, o explica por qué no es posible dibujarlo”
Esto permite tener certeza de que los estudiantes comprendieron bien
los criterios de existencia de un tridngulo, incluso si ya lo hubiesen ol-
vidado.

Para la elaboracion de los instrumentos se realizaron seis pruebas dife-
rentes a partir de los implementados por Sanchez (2020) que se repartie-
ron de forma aleatoria entre los tres diferentes grupos muestra, dando un
total de 18 subgrupos. Al repartirse de forma aleatoria se generaron sub-
grupos con diferentes cantidades de integrantes.

Se implementaron 50 pruebas con las medidas originales del acertijo,
61 con medidas menores y 49 con medidas en que la suma de los lados
mas cortos es menor a la medida del lado mas largo. Y en cuanto a incor-
porar una ilustraciéon de un tridngulo se implementaron 79 pruebas con
imagen y 81 sin imagen.

Al finalizar se compararon los resultados de los grupos para observar
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si existen diferencias significativas utilizando un estadistico de prueba pa-
ramétrica para proporciones (Triola, 2009).

Resultados

Una vez implementado el experimento se procedi6 al analisis de los resul-
tados propuestos por los alumnos, de los cuales se obtuvieron cuatro prin-
cipales respuestas sin importar el subgrupo al que pertenecieron los estu-
diantes:

o Resultado 1. Observan que el tridngulo no puede construirse (no existe).
En la figura 2, inciso a, se observa que el sujeto suma los lados y describe,
con ayuda de una ilustracion, que ese triangulo no existe y, por lo tanto,
tiene un drea igual a 0.

En la figura 2, inciso b, el sujeto describe que el triangulo propuesto
no puede formarse y ofrece una alternativa (como sugerencia para el
profesor-investigador) de un triangulo que si tendria area.

e Resultado 2. Utilizan férmulas de area o de perimetro.
En la figura 3, inciso g, el sujeto utiliza la férmula de area del triangulo,
pero al desconocer la altura de éste usa un lado como la base y otro lado
como la altura.

En la figura 3, inciso b, el sujeto también emplea la formula del area
del triangulo, pero en lugar de utilizar un lado como la altura realiza un
diagrama y una serie de operaciones auxiliares para justificar la medida
de una supuesta altura.

e Resultado 3. Realizan una representacion errénea del tridngulo.
En la figura 4 se observa que el sujeto realiza una representacion del
triangulo que no coincide con las medidas proporcionadas en el proble-
ma. Ademas, parece olvidar que el acertijo consiste en encontrar el area
de dicho triangulo. Sorprendentemente, 15% de alumnos obtienen resul-
tados similares.
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FiGura 2. Resultados donde los estudiantes observan que la figura no puede construirse
como un tridngulo

a) b)

Ficura 3. Resultados donde los estudiantes utilizan la férmula del drea de un tridngulo

a) b)
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Ficura 4. Resultados donde los estudiantes solo realizan una representacion
errénea del tridngulo

e Resultado 4. Omiten.
En la figura 5, inciso a, se observa que el sujeto no escribié ninguna res-
puesta. Cuando se le pregunto por qué no habia intentado contestar el
acertijo, respondid: “No sé como responderlo”
En la figura 5, inciso b, se observa que el sujeto plantea la féormula
del area de un triangulo, pero no propone ninguna respuesta.

Una vez concluida la clasificacion de resultados se procede a su captura.
En la tabla 1 se muestra la frecuencia de resultados dependiendo del sub-
grupo al que pertenecian los sujetos, mientras que en la tabla 2 se mues-
tran los resultados en porcentajes, lo cual permite llevar a cabouna com-
paracion mas sencilla entre cada subgrupo.

Se observa un bajo porcentaje de alumnos que son capaces de identifi-
car que los tridngulos no pueden ser construidos, principalmente en los
grupos compuestos por alumnos que no han estudiado el tema o que lo
estudiaron un afo antes del experimento. En esos casos sdlo lograron dar-
se cuenta de que el triangulo no existe en el tercer tipo de problemas, de
acuerdo con la medida de sus lados.

229



230

ESTUDIOS SOBRE PROBLEMAS Y TAREAS MATEMATICOS

Ficura 5. Resultados donde los estudiantes omiten

a) b)

Al mismo tiempo se observa un alto porcentaje de alumnos que recu-
rren a la férmula del drea o el perimetro de un tridngulo (incluso de 100%
en algunos subgrupos). Esto es congruente con el planteamiento de Brous-
seau (1983) respecto de los obstaculos de aprendizaje que expone que un
alumno recurre a un conocimiento previo que ha sido exitoso en otras
ocasiones, incluso si no es adecuado para la situacion planteada.

Para corroborar la idea de que un obstaculo puede resurgir a causa del
olvido se espera que el grupo control, que ain no ha estudiado las propie-
dades de existencia de tridangulos, y el grupo que lo estudié un afio antes
del experimento, tengan un comportamiento similar, mientras que el gru-
po que estudi6 el tema tan so6lo un mes antes del experimento tenga una
cantidad superior de respuestas correcta y una cantidad inferior de res-
puestas que recurren a la formula del area o el perimetro del triangulo.
Esto significaria que han superado un obstaculo mientras que ese mismo
obstaculo ha resurgido después de un afo.



TaBLA 1. Frecuencias de resultados por cada subgrupo

Observa  Utiliza
Tiene queel férmula Realiza una
Conoce  Tiempo Medidasd ~ una  tridngulo  dedreao  representacion
Grupo  eltema transcurrido  eltridngulo  imagen  noexiste  perimetro incorrecta  Omiti Total
1 Si 1 mes 52,35 Si 4 5 3 1 13
y17
2 No No 52,35 Si 0 5 0 1 6
aplica y17
3 Si 1 afo 52,35 Si 0 6 0 0 6
y17
4 Si 1 mes 52,35 No 3 10 3 1 17
y17
5 No No 52,35 No 0 2 0 0 2
aplica y 17
6 Si 1 afo 52,35 No 0 6 0 0 6
y17
Si Tmes 12,8y4 Si 3 1 18
8 No No 12,8y 4 Si 0 6 1 0 7
aplica
9 Si lafo 12,8y4  Si 0 4 1 0 5
10 Si Tmes 12,8y4 No 3 1 18
1 No No 12,8y4 No 0 3 0 8
aplica
12 Si lafho 12,8y4 No 0 0
13 Si Tmes 10,2y5 Si 4
14 No No 10,2y5 Si 0 0 1
aplica
15 Si 1 ano 10,2y5 Si 1 4 0 7
16 Si Tmes 10,2y5 No 4 1 12
17 No No 10,2y5 No 5 0 6
aplica
18 Si lafio 10,2y5 No 1 6 0 0 7
Total 26 103 24 7 160
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TaBLA 2. Porcentaje de resultados por cada subgrupo

Tiene

Observa que

Utiliza
férmula de

Realiza una

Conoce Tiempo Medidasdel ~ una eltridngulo dreao  representacion
Grupo  eltema transcurrido tridngulo imagen no existe perimetro incorrecta Omitié Total
1 Si 1 mes 52,35 Si 30.77 38.46 23.08 7.69 100.00
y17
2 No No 52,35 Si 0.00 83.33 0.00 16.67 100.00
aplica y17
3 Si 1 afo 52,35 Si 0.00 100.00 0.00 0.00 100.00
y17
4 Si 1 mes 52,35 No 17.65 58.82 17.65 5.88 100.00
y17
5 No No 52,35 No 0.00 100.00 0.00 0.00 100.00
aplica y17
6 Si 1 ano 52,35 No 0.00 100.00 0.00 0.00 100.00
y17
Si 1 mes 12,8y4 Si 27.78 50.00 16.67 5.56 100.00
8 No No 12,8y4  Si 0.00 85.71 14.29 0.00 100.00
aplica
9 Si 1 afo 12,8y4 Si 0.00 80.00 20.00 0.00 100.00
10 Si 1 mes 12,8y4 No 27.78 50.00 16.67 5.56 100.00
11 No No 12,8y4 No 0.00 62.50 37.50 0.00 100.00
aplica
12 Si 1 aho 12,8y4 No 0.00 100.00 0.00 0.00 100.00
13 Si 1 mes 10,2y5 Si 22.22 44.44 3333 0.00 100.00
14 No No 10,2y5 Si 0.00 87.50 0.00 12.50 100.00
aplica
15 Si 1 afo 10,2y5 Si 14.29 57.14 28.57 0.00 100.00
16 Si 1 mes 10,2y5 No 3333 41.67 16.67 8.33 100.00
17 No No 10,2y5 No 16.67 83.33 0.00 0.00 100.00
aplica
18 Si 1 ano 10,2y5 No 14.29 85.71 0.00 0.00 100.00
Total 16.25 64.38 15.00 438 100.00
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TasLA 3. Porcentaje de respuestas respecto del tiempo transcurrido desde
que se estudiaron los criterios de existencia de tridngulos

Observa que el Utiliza férmula de drea  Realiza una represen-
Tiempo tridngulo no existe o perimetro tacion incorrecta Omitio Total
1 mes 26.44 48.28 19.54 5.75 100.00
No aplica 2.70 81.08 10.81 541 100.00
1 ano 5.56 86.11 8.33 0.00 100.00
Total 16.25 64.38 15.00 4.38 100.00

Para comparar estos comportamientos se representan los tres grupos
de forma porcentual en la tabla 3 y en la figura 6.

Al observar la figura 6 se puede ver el comportamiento que se espera-
ba, pero para confirmar la hipdtesis se recurre a un estadistico de prueba
para proporciones donde se comienza por comparar la cantidad de res-
puestas correctas:

P-pP _ 0.2644-0.027 _ 1366

\/ﬂ (0.027) (0.973)
n — 87

zZ=

« Donde el 4rea critica de cola derecha con a = 0.05 tiene un valor critico
=1.645

Ficura 6. Porcentajes de respuestas respecto del tiempo transcurrido desde que se
estudiaron los criterios de existencia de tridngulos
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« p = porcentaje de alumnos que estudiaron el tema un mes antes y observan
que el triangulo no puede construirse.

« n = numero de sujetos que estudiaron el tema un mes antes del experimento.

« p = porcentaje de alumnos del grupo control que observan que el triangulo
no existe.

« ¢ = alumnos del grupo control que no observaron que el tridangulo no existe.

Ya que z = 13.66 es mayor que el valor critico = 1.645 se puede concluir
que existe una cantidad considerablemente mayor de alumnos que obser-
van que el triangulo no existe en el grupo que estudié el tema un mes antes
del experimento respecto del grupo control. Utilizamos el mismo procedi-
miento para comparar la reduccion de alumnos que utilizan las férmulas
de area y perimetro:

. P-p _ 0.4848-0.8108 =-7811

\/ﬂ \/ (0.8108) (0.1892)
n 87

« Donde el drea critica de cola izquierda con a = 0.05 tiene valor critico
=-1.645

o p = porcentaje de alumnos que estudiaron el tema un mes antes y utilizan
las formulas de érea o perimetro.

« n = numero de sujetos que estudiaron el tema un mes antes del experimento.

« p = porcentaje de alumnos del grupo control que utilizan las férmulas de
drea o perimetro.

« g alumnos del grupo control que no utilizan las férmulas de area o perimetro.

Ya que z = -7.811 es menor que el valor critico = -1.645 se puede con-
cluir que existe una cantidad considerablemente menor de alumnos que
utilizan las férmulas de area y perimetro en el grupo que estudio el tema
un mes antes del experimento respecto del grupo control. Lo anterior
comprueba que al estudiar el contenido “criterios de existencia de un
triangulo” es posible superar este obstaculo de aprendizaje.

Para comprobar que, después de un afio de haber estudiado el tema, el
obstaculo regresa, comparamos mediante un estadistico de prueba el gru-
po control y aquel que estudié el tema un afio antes del experimento. De
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no encontrar diferencias significativas se podria concluir que presentan
los mismos obstaculos:

. P-pP _ 0.0556-0.027 =1.058
J2e [ 002n 0973
n 36

« Donde el drea critica de dos colas con a = 0.05 tiene un valor critico = 1.96

o p = porcentaje de alumnos que estudiaron el tema un afo antes y observan
que el triangulo no puede construirse.

« n = numero de sujetos que estudiaron el tema un afio antes del experimento.

« p = porcentaje de alumnos del grupo control que observan que el triangulo
no existe.

« g = alumnos del grupo control que no observaron que el triangulo no existe.

Ya que el valor z = 1.058 es menor al valor critico = 1.96 se considera
que no existe una diferencia considerable entre la cantidad de alumnos
que observan que dicho triangulo puede ser construido en ambos grupos.
Por ultimo, comparamos las respuestas que recurren a las formulas de area
y perimetro de estos grupos:

. P-p _ 0.8611—0.8108 =0.7705

\/ﬂ \/(0.81 08) (0.1892)
n 36

» Donde el area critica de dos colas con a = 0.05 tiene valor critico = 1.96

o p = porcentaje de alumnos que estudiaron el tema un afio antes y utilizan
las férmulas de area o perimetro.

« n = numero de sujetos que estudiaron el tema un afio antes del experimento.

o p = porcentaje de alumnos del grupo control que utilizan las férmulas de
area o perimetro.

« q = alumnos del grupo control que no utilizan las férmulas de area o peri-
metro.

Ya que z = 0.7705 es menor que el valor critico = 1.96 se puede con-
cluir que no existe una diferencia significativa entre ambos grupos. Es de-
cir, tanto el grupo que no ha estudiado el contenido de criterios de existencia
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de triangulos como aquel que lo estudié un afio antes mantienen un com-
portamiento similar. Se deduce que el obstaculo (utilizar la férmula del
area o perimetro) ha regresado después de un afo.

Para comprobar que las medidas de los triangulos propuestos en el
acertijo son un factor relevante, se esperaria una diferencia en los alumnos
capaces de contestar el acertijo correctamente. La tabla 4 y la figura 7 pre-
sentan los resultados de los grupos.

A primera vista no es posible observar ninguna diferencia significativa
entre los tres grupos. Para confirmarlo recurrimos al estadistico de prueba
para proporciones con el objeto de comparar las respuestas correctas entre
el grupo con las medidas del acertijo original y aquel donde la suma de los
lados mas cortos es menor a la longitud del lado mas largo, ya que tienen
la mayor diferencia en este tipo de respuesta.

TaBLA 4. Porcentajes de resultados respecto de las medidas
del tridngulo en el acertijo

Observa que el Realiza una
tridngulo no Utiliza formula de  representacion
Medidas existe drea o perimetro incorrecta Omitié Total
52,35y 17 14.00 68.00 12.00 6.00 100.00
12,8y 4 16.39 62.30 18.03 3.28 100.00
10,2y5 18.37 63.27 14.29 4.08 100.00
Total 16.25 64.38 15.00 4.38 100.00

Ficura 7. Porcentajes de resultados respecto de las medidas
del tridngulo en el acertijo
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« Donde el drea critica de dos colas con a = 0.05 tiene un valor critico = 1.96

o p = porcentaje de alumnos que contestaron el acertijo donde la suma de las
medidas de los lados mas cortos es menor a la longitud del lado mas largo y
observan que el triangulo no puede construirse.

« n nimero de sujetos que contestaron el acertijo donde la suma de las medi-
das de los lados mas cortos es menor a la longitud del lado mas largo.

« p = porcentaje de alumnos que contestaron el acertijo original y observan
que el tridngulo no existe.

» g = alumnos que contestaron el acertijo original y no observaron que el
triangulo no existe.

Ya que el valor z = 0.8815 es menor al valor critico = 1.96 se considera
que no existe una diferencia significativa causada por las medidas de trian-
gulo del acertijo.

Finalmente analizamos los resultados respecto de los acertijos que in-
clufan o no una ilustracién. A continuacion se presentan en la tabla 5 y en
su grafica correspondiente (figura 8).

TaBLA 5. Porcentajes de respuestas segun
la representacion grdfica

Observa que Utiliza formula Realiza una

el triangulo de dreao representacion
llustracién no existe perimetro incorrecta Omitio Total
Si 15.1898734 63.2911392 16.4556962 5.06329114 100
No 17.2839506 65.4320988 13.5802469 3.7037037 100
Total 16.25 64.375 15 4.375 100

Tampoco es posible identificar diferencia entre ambos grupos, por lo
cual recurrimos al estadistico de prueba para proporciones con objeto de
comprobarlo. Se utilizan los grupos de alumnos que observan que el trian-
gulo no puede construirse.
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FiGura 8. Porcentajes de respuestas segun la representacion grdfica

. p-p _ 0.172839—0.151899 =0.525

\/ pq \/ (0.151899) (0.848101)
n 49

« Donde el area critica de dos colas con a = 0.05 tiene un valor critico = 1.96

« p = porcentaje de alumnos que contestaron el acertijo sin una ilustracién y
observan que el triangulo no puede construirse.

« n = numero de sujetos que contestaron el acertijo sin ilustracion.

« p = porcentaje de alumnos que contestaron el acertijo con ilustracion y ob-
servan que el tridngulo no existe.

g = alumnos que contestaron el acertijo con ilustracién y no observaron
que el triangulo no existe.

Ya que el valor z = 0.525 es menor al valor critico = 1.96 se considera
que no existe una diferencia significativa entre colocar o no una ilustra-
cién de un triangulo en el acertijo.

Conclusiones

Al analizar los resultados del experimento se observa que incluir o no una
imagen de un triangulo en el problema tiene poco efecto en la forma en que
los alumnos plantean respuestas.

No parece existir diferencia causada por modificar las medidas de los
lados del triangulo en las respuestas propuestas por los alumnos. Sin em-
bargo, distanciar los valores entre los lados de un triangulo puede ayudar
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al estudiante a percibir en qué casos los lados nunca podran formar tres
vértices.

Mas interesante es que los alumnos intentan responder al problema
con los conceptos matematicos que mejor conocen, incluso si no son per-
tinentes para la situacion planteada. Esto comprueba el planteamiento de
Brousseau (1983) respecto de los obstaculos de aprendizaje.

El tiempo transcurrido entre el estudio del contenido “criterios de
existencia y unicidad en la construccién de triangulos” es un factor rele-
vante en la forma en que los alumnos plantean respuestas a este problema,
ya que son capaces de resolverlo correctamente durante un tiempo, pero
después de un afo responderan como si no hubiesen estudiado el tema en
lo absoluto.

Es pertinente sugerir a los profesores que implementen, en ciertos in-
tervalos de tiempo, ejercicios en que la suma de los dos lados menores de
un tridngulo sea igual o menor que el lado mayor; entonces ese tridngulo
no existe, por lo cual no tiene area ya que deja de ser un tridangulo y pasa a
ser una figura degenerada. Esto, con el propdsito de generar un aprendiza-
je mas duradero y, al mismo tiempo, reducir la reaparicion de obstaculos
antes superados por los estudiantes.
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Capitulo 12. Validacion de un conjunto de tareas
para nivel medio superior a través de la taxonomia
de tareas auténticas

Davip NexTicapaN CORTES
EsTeLA JUAREZ Ruiz
Benemérita Universidad Auténoma de Puebla (México)

Resumen

El presente trabajo tiene por objetivo disefiar un conjunto de tareas que
cumplan con la taxonomia de tareas auténticas propuesta por Palm y Nys-
trom. Para ello se utilizé un enfoque cuantitativo del tipo prueba de hipé-
tesis. Se modificaron cuatro tareas tomadas de un libro de texto de dlgebra.
Se desarrollé una prueba de validacion de autenticidad con base en la teoria
de Palm, la cual se realiz6 a través del juicio de cinco expertos en esta teoria.
Mediante el estadistico de Aiken se analizo la concordancia entre los exper-
tos para cada aspecto de la taxonomia. Los resultados mostraron valores
bajos de concordancia en algunos aspectos del analisis preliminar, pero
después de atender las sugerencias de los expertos y modificar las tareas, se
realiz6 una segunda valoracion por los mismos jueces y se lograron altos
niveles de concordancia en todos los aspectos, lo cual dio como resultado
un conjunto de cuatro tareas mas auténticas.

Palabras clave: tarea, taxonomia, tareas auténticas, validacién.

Introduccion

Los problemas que se plantean a los alumnos en clase pueden diferir con-
siderablemente de los que ellos mismos experimentan o viven fuera del aula.
Es mas, lo que para los profesores puede ser un problema relevante y
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significativo, puede resultar trivial o carecer de sentido para los alumnos
(Pozo, 1994).

Palm (2006) desarroll6 un marco para la concordancia entre tareas es-
colares matematicas y situaciones del mundo real mas alld del salén de
clases y actualmente hay numerosos estudios que se sustentan en esta teo-
ria de tareas auténticas.

De Leon (2020) realizé un analisis de problemas en libros de textos de
México donde los problemas propuestos trataban de acercar a los estu-
diantes a la realidad, aunque hubiera fallas en su formulacion. Por otra
parte, Caceres, Chamoso y Cardenas (2015) plantearon que los estudian-
tes para maestros propusieran una situacion-problema en que todos los
aspectos de autenticidad se valoraran con una calificacion de cero y traba-
jar en la modificacion de cada aspecto de manaera aislada para, finalmen-
te, tratar de conseguir una tarea auténtica.

Por su parte, Nexticapan y Judrez (en prensa) realizaron un andlisis de
los procesos de resolucion que una estudiante de nivel medio superior lle-
va a cabo en una tarea no auténtica y, posteriormente la misma tarea, ya
modificada, en una auténtica. En este trabajo se pudo constatar que la es-
tudiante pudo resolver con mayor facilidad la tarea auténtica que la no
auténtica, corroborando la hipdtesis de Palm (2006) de que un aumento
en la autenticidad de la tarea, incluso cuando se logra unicamente median-
te una modificacién del texto de la tarea, aumenta la tendencia de los
alumnos a usar sus conocimientos del mundo real de manera efectiva.

Planteamiento del problema

Actualmente, la ensefianza se encuentra dirigida de manera estricta por el
profesor, donde se prioriza la acumulacién de conocimientos y no el logro de
aprendizajes profundos. Todo lo anterior produce conocimientos fragmen-
tados con limitada aplicabilidad, relevancia, pertinencia y vigencia en la vida
cotidiana de los estudiantes (Secretaria de Educacion Publica [seP], 2017).

Si bien es cierto que la mayoria de los docentes que ven su tarea como
la transmisién de un conocimiento acabado y abstracto tienden a adoptar
un estilo expositivo, su ensefianza esta impregnada de definiciones y de
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procedimientos algoritmicos. Solo al final, y en contados casos, aparece un
problema contextualizado como aplicacion de lo que supuestamente se ha
aprendido en clase (Romero, 2013).

Schoenfeld (2013, cit. en Caceres et al., 2015) sefialaron que la resolu-
cién de problemas es la base de muchas tareas que se proponen en el aula
de matematicas. Por ello, los maestros deben ser buenos resolutores de
problemas, pero, sobre todo, deben valorar criticamente la calidad de las
actividades matematicas que se implementaran en el aula, ademas de ser
capaces de crearlas y/o modificarlas para desarrollar tareas adecuadas al
objetivo que se persiga.

La resolucién de problemas es una actividad escolar de gran impor-
tancia, pero, como mencionan Aravena et al. (2007, cit. en Mufoz Mesa,
Londofio Orrego, Jaramillo Lépez & Villa-Ochoa, 2014), si esta actividad
se centra solo en el objetivo de aprender y aplicar definiciones y propieda-
des, se pueden desatender los aspectos relacionados con la comprension y
la interpretacion de los estudiantes sobre el mundo que los rodea. Ademas,
Palm y Nystrom (2009) afirmaron que en la resolucién de problemas exis-
te una tendencia de los alumnos a no hacer un uso adecuado de sus cono-
cimientos del mundo real y suspenden el requisito de que sus soluciones
deben tener sentido en relacion con las situaciones reales, lo cual se debe a
dos razones muy importantes:

« El uso frecuente de estrategias de solucion que pueden caracterizarse como
superficiales. Estas estrategias de solucion tienen como consecuencia no
implicarse en un analisis cuidadoso de las situaciones de la tarea, sino que
tienden a centrarse en los nimeros dados en la tarea.

« Las creencias de los estudiantes sobre la resolucion de tareas matematicas
escolares, en general, y la resolucién de problemas verbales, en particular.
Estas creencias no incluyen el requisito de que las primeras y la vida real
deben ser consistentes. Por el contrario, incluyen las ideas de que todas las
tareas tienen una solucion, que la solucion es alcanzable para los estudian-
tes y que la respuesta es s6lo un niamero.

De este modo Bressan, Gallego, Pérez y Zolkower (2016) afirman que
trabajar problemas con contextos realistas cumple un papel esencial en el
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aprendizaje matematico de los alumnos, ya que son puntos de partida en
el proceso de ensefianza y aprendizaje para producir matematica y domi-
nios de aplicacion de la misma.

Por su parte, Caceres, Chamoso y Cardenas (2015) afirmaron que
determinar la autenticidad de una tarea es un proceso complejo, pues se
deben establecer diversas dimensiones; por ejemplo la proximidad del
evento planteado en relacidon con una alta probabilidad de encontrarlo
en la vida real, la adecuacidn de la pregunta realizada al evento propues-
to, la concordancia de la informacion que se ofrece con la pregunta plan-
teada, la presencia explicita en el contexto figurativo del proposito para
el que se debe dar respuesta y la especificidad de los datos de la situacion
propuesta.

De esta manera, surge la necesidad de que el profesor pueda contar
con tareas o cuestionarios de tareas auténticos o lo mas auténticos posibles
validados por un grupo de expertos, para poder utilizarlos como instru-
mentos de evaluacion, reforzamiento de los conocimientos o aplicacion de
éstos, y para la ensefianza y el aprendizaje de los estudiantes.

Por lo anterior, se plantea la siguiente pregunta de investigacion: ;como
desarrollar una validacion de autenticidad de un conjunto de tareas extrai-
das de un libro de texto y su modificacion para mejorar su autenticidad?

El objetivo general de este trabajo es desarrollar una validacién de au-
tenticidad de un conjunto de tareas extraidas de un libro de texto y su mo-
dificacién para su mejora.

La revision de la literatura permitio identificar qué investigaciones bajo
la perspectiva de la taxonomia de tareas auténticas propuesta por Palm y
Nystrom (2009) es vasta; sin embargo, el tema de la valoracion de la auten-
ticidad de tareas por jueces expertos es escasa. Los autores no encontraron
ningun estudio que sometiera a juicio de expertos el analisis de autentici-
dad de las tareas propuestas en sus trabajos, sino que la valoracién de la
autenticidad estaba a consideracion del propio investigador.

La importancia de este trabajo radica en que proporciona un procedi-
miento para la validacion de un instrumento que puede ser un cuestiona-
rio, un conjunto de problemas o un conjunto de tareas sustentadas en un
marco tedrico determinado, a través de la evaluacion de jueces expertos y
la utilizacion de un estadistico con una prueba de hipdtesis para evaluar la
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concordancia entre éstos; en este caso, la validacion de autenticidad de
un conjunto de tareas.

Marco teodrico

Margolinas (2013) se define tarea como todo aquello que el profesor utiliza
para realizar demostraciones matematicas, para el seguimiento del apren-
dizaje del estudiante o para solicitar que los mismos hagan algo. En ese
sentido, el término tarea abarca, por ejemplo, la realizaciéon de ejercicios
rutinarios o repetitivos, la construccion de objetivos o ejemplos que refuer-
cen las definiciones o la resolucion de problemas.

Por primera vez, Archbald y Newmann (1988, cit. en Palm, 2006) in-
trodujeron el término autenticidad en el aprendizaje y la evaluacion como
“cualidades necesarias para muchos logros humanos importantes mas alla
del éxito en la escuela” (p. 42). Posteriormente, Newmann, Secada y We-
hlage (1995, cit. en Palm, 2006) afirmaron que una tarea “pide a los estu-
diantes que aborden un concepto, problema o cuestiéon que sea similar a
uno que hayan encontrado o que puedan encontrar en la vida mas alla del
aula” (p. 42).

A través de diferentes interpretaciones para el término autenticidad, el
interés de Palm (2006) fue desarrollar un marco tedrico para la concor-
dancia entre tareas escolares matematicas y situaciones del mundo real
mas alla del salon de clases. Este marco, segin Palm (2006), puede ser uti-
lizado para analizar la autenticidad de una tarea y hacer una modificaciéon
de ésta para volverla mds auténtica.

Por lo anterior, la teoria de tareas auténticas de Palm (2006) alude a la
correspondencia entre problemas verbales y situaciones del mundo real.
Esta correspondencia se basa en la representacion simplificada (simula-
cién) de esas situaciones. El resultado de esta correspondencia entre pro-
blemas verbales y situaciones del mundo real es a lo que Palm le llama ta-
rea. En este trabajo se adoptara esta concepcion de tarea.

Palm (2006) propuso los siguientes aspectos de las situaciones de la
vida real que se consideran importantes en su simulacion: el evento, la pre-
gunta, la informacién y los datos, la presentacion, las estrategias de solucion,

245



246 ESTUDIOS SOBRE PROBLEMAS Y TAREAS MATEMATICOS

las circunstancias, los requisitos de solucion y el proposito, algunas de ellas
con diversos subaspectos, como se puede ver en la tabla 1.

TaBLA 1. Aspectos de las situaciones de la vida real considerados importantes

en su simulacién
A. Evento F. Circunstancias
B. Pregunta F1. Disponibilidad de herramientas
C. Informacién/datos externas
C1. Existencia F2. Orientacion
C2. Realismo F3. Consulta y colaboracién
C3. Especificidad F4. Oportunidades de discusion
D. Presentacion F5.Tiempo
D1. Modo F6. Consecuencias del éxito o fracaso en la
D2. Uso del lenguaje resolucion de tareas
E. Estrategias de solucién G. Requisitos de solucion
E1. Disponibilidad H. Propésito
E2. Plausibilidad experimentada H1. Propésito en el contexto figurativo
H2. Propdsito en el contexto social

FuenTe: Palm (2006).

Segun este autor, siempre es necesaria una restriccion de la exhaustivi-
dad. No es posible simular todos los aspectos involucrados en una situa-
cion en la vida real y, consecuentemente, no es posible simular situaciones
extraescolares de manera que las condiciones para la resolucion de la tarea
sean exactamente las mismas en la situacion escolar (Palm, 2006, p. 43).

En trabajos posteriores, Palm y Nystrom (2009) utilizaron el término
autenticidad para referirse a tareas contextualizadas que emulan con un
grado razonable una situacion de la vida real. Ademas, afirmaron que una
tarea escolar nunca puede simular completamente una situacion extraes-
colar. Sin embargo, a veces la tarea escolar puede organizarse y formularse
de tal forma que muchos de los aspectos de una situacion de la vida real se
simulen bastante bien, permitiendo a los estudiantes resolver la tarea en
condiciones muy cercanas a la realidad.

Palm y Nystrom (2009) proponen una descripcion breve y sintetizada
de solo cinco aspectos (taxonomia) del marco expuesto en Palm (2006),
como los mas importantes que debe cumplir una tarea para considerase
auténtica: evento, pregunta, propdsito en el contexto de la tarea, uso del
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lenguaje, e informacion y datos. Las definiciones de estos aspectos se pre-
sentan a continuacion:

o Evento. Que el evento descrito en la tarea escolar haya tenido lugar en la
vida real o tenga alta probabilidad de ocurrir.

o Pregunta. La pregunta en la tarea escolar es una que en realidad podria
plantearse en el evento de la vida real descrito.

o Propdsito en el contexto de la tarea. El propdsito de la tarea debe ser tan cla-
ro para los estudiantes en la situacion escolar como lo seria en la situacion
de la vida real correspondiente.

o Uso del lenguaje. La tarea escolar no incluye, por ejemplo, términos dificiles
que impidan a los estudiantes la resolucion de las tareas.

o Informacion/datos. Se refiere a la existencia entre la informacién disponible
en la tarea escolar y la informacién disponible en la situacién simulada.

Método

Para el disefio de esta investigacion se utilizé un enfoque cuantitativo del
tipo prueba de hipotesis para el andlisis de la concordancia entre los jueces.
Este estudio se desarroll6 en tres fases secuenciales de la siguiente manera.

En la primera fase se realiz6 un muestreo por conveniencia que se de-
fine como “la seleccion de aquellos casos que son los de mas facil acceso
en determinadas condiciones” (Flick, 2012, p. 85). Se seleccionaron cuatro
tareas de un libro de texto de matematicas de primer afio de bachillerato,
cuya autenticidad fue valorada por cinco expertos, con el objetivo de be-
neficiarse de su retroalimentacion. Los expertos cumplen con los siguien-
tes criterios: poseen un conocimiento especializado de la teoria de situa-
ciones auténticas, han realizado investigacion sobre ella, son docentes
recomendados por sus pares y realizan una actualizacion continua en con-
tenidos tanto de matematica como de educacion matematica.

En la segunda fase se analizd la concordancia entre los jueces para
cada aspecto de la taxonomia de tareas auténticas. Atendiendo las suge-
rencias de los jueces expertos, se llevo a cabo la modificacion de aquellas
tareas que resultaron no auténticas para volverlas mas auténticas. Estas
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tareas modificadas fueron sometidas nuevamente al juicio de los mismos
expertos para valorar su autenticidad.

En la tercera fase se realizé la validacion de autenticidad de este conjun-
to de tareas a través del estadistico de Aiken (Aiken, 1985) y se obtuvo como
resultado un cuestionario mejorado con cuatro tareas mas auténticas.

Respecto del juicio de expertos, se seleccion6 un conjunto de cuatro ta-
reas tomadas de un libro de texto de matematicas, donde los jueces evalua-
ron cada aspecto de la taxonomia de autenticidad. Las definiciones de cada
categoria extraidas de Palm y Nystrom (2009) se muestran en la tabla 2.

TaBLA 2. Descripcion de las categorias de evaluacion de las tareas

Categoria Definicién
Evento El evento ha ocurrido o tiene una ocasién de ocurrir en la vida real.
Pregunta Las preguntas se pueden presentar realmente en el acontecimiento

del mundo real descrito.

Propésito en el El propésito de la tarea es claro en la situacién escolar, como lo seria en la
contexto de la situacion de la vida real correspondiente.
tarea

Uso del lenguaje  El lenguaje usado en la tarea escolar es comprensible y tiene total grado
de fidelidad como el que se usa en la situacion de la vida real
correspondiente.

Informacion El realismo de la informacién y los datos proporcionados en la tarea
y datos escolar es idéntico a los de la situacién de la vida real correspondiente.

Cada tarea se sometio a juicio de expertos con el formato de la figura
1. Este formato contiene la tarea a evaluar (extraido de Ruiz, 2016) y las
categorias a evaluar: evento, pregunta, propodsito en el contexto de la tarea,
uso del lenguaje, e informacién y datos.

La calificacién otorgada por cada juez consistié en un numero en una
escala ordinal de 1 a 4, siendo 1 no cumple con el criterio, 2 bajo nivel, 3 mode-
rado nivel y 4 alto nivel. La definicion de cada nivel se muestra en la tabla 3.

Para analizar la concordancia entre los jueces en su valoracion se utili-
z0 el estadistico V de Aiken (Aiken, 1985), que aunque es un estadistico
disefiado para realizar validez de contenido por medio del juicio de exper-
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Ficura 1. Formato de presentacion de la tarea para la evaluacién de los jueces

Usodel | Informacion
Tarea escolar Evento | Preguntas | Propdsito | lenguaje y datos

TU COMPUTADORA PERSONAL
Un almacén informa que a partir de la
siguiente semana aumentara 10% el
precio de una computadora portatil,
al tiempo que anuncia una rebaja

de 10% en todos los articulos para
esos dias.

¢{Me conviene comprar el equipo
antes de que aumente de precio, o
cuando aplique la rebaja?

¢Como podria predecir cudl serd el
nuevo precio para cualquier compu-
tadora, bajo estas condiciones?

Observaciones:

tos, es aplicable para validar la concordancia entre expertos, ya que utiliza
el mismo esquema de valoracion. Este estadistico es aplicable a pequenas o
grandes muestras de jueces y categorias de calificacion en la escala ordinal.
El rango de valores que toma este estadistico es de 0 a 1; un valor de V=0
se obtiene cuando todos los jueces seleccionan la calificacién minima, y
un valor de V = 1, cuando seleccionan la calificacion mds alta posible.

El procedimiento para determinar el coeficiente V de Aiken comienza
con las calificaciones de una sola tarea por evaluadores (jueces). Las califi-
caciones de validez se pueden hacer en cualquier escala conveniente de ¢
nimeros enteros sucesivos; en este instrumento se utilizo6 1, 2, 3 y 4, sien-
do 1 la calificaciéon mas baja y 4 la calificacién mas alta.

Se designa como hi al nimero entero mas alto asignado a una catego-
ria, como al nimero entero mas bajo asignado a una categoria y como r a
la calificacion de validez de la tarea que recibié por parte del evaluador.
Los valores de r se transformanen s =r —lo silo < hiy s =lo - r si hi < lo.
Los valores de s para todos los jueces se suman para obtener S. Cuando las
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TaBLA 3. Descripcién de cada nivel para las categorias

Categoria

Calificacion

Descripcién de cada nivel

Evento

Que el evento
descrito en la tarea
escolar haya tenido
lugar o pueda
presentarse en la
realidad.

1. No cumple con el
aspecto
2. Bajo nivel

3. Moderado nivel

4. Alto nivel

El evento no es algo que suceda o haya
sucedido en la vida real.

El evento tiene poca probabilidad de
ocurrir en la vida real.

El evento tiene una alta probabilidad de
ocurrir en la vida real.

El evento ha ocurrido o tiene una ocasién
de ocurrir en la vida real.

Pregunta

Este aspecto se
refiere ala
concordancia entre
la asignacion dada
en la tarea escolar
y la situacion
extraescolar
correspondiente.

1. No cumple con el
aspecto
2. Bajo nivel

3. Moderado nivel

4. Alto nivel

Las preguntas se mantienen alejadas de
presentarse en el acontecimiento del
mundo real descrito.

Las preguntas probablemente no serian
hechas en el acontecimiento del mundo
real descrito.

Las preguntas se pueden presentar
moderadamente en el acontecimiento
del mundo real descrito.

Las preguntas se pueden presentar
realmente en el acontecimiento del
mundo real descrito.

Propésito en el
contexto de la tarea
El propésito de la
tarea por resolver
debe ser tan claro
para los estudiantes
en la situacion
escolar como lo seria
enla
correspondiente
situacion de la vida
real.

1.No cumple con el

aspecto

2. Bajo nivel

3. Moderado nivel

4. Alto nivel

El propésito de la tarea por resolver no
tiene claridad para la situacion escolar
como lo seria en la situacion de la vida
real correspondiente.

El propésito de la tarea dificilmente es
claro para la situacion escolar como lo
seria en la situacion de la vida real
correspondiente.

El propésito de la tarea es claro en la
situacion escolar pero no como lo seria en
la situacion de la vida real
correspondiente.

El propésito de la tarea es claro en la
situacion escolar como lo seria en

la situacion de la vida real
correspondiente.
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Categoria

Calificacion

Descripcién de cada nivel

Uso del lenguaje

La terminologia, la
estructura de las
oracionesy la
cantidad de texto
utilizado en la
presentacién de la
situacion de la tarea
tiene un grado de
fidelidad respecto de
la situacién real que
no incluye términos
dificiles que impidan
a los estudiantes
resolver la tarea.

1.No cumple con

el aspecto

2. Bajo nivel

3. Moderado nivel

4. Alto nivel

El lenguaje usado en la tarea escolar no es
comprensible y su grado de fidelidad es
nulo como el que se usa en la situacién de
la vida real correspondiente.

El lenguaje usado en la tarea escolar es
comprensible y tiene poco grado de
fidelidad como el que se usa en la
situacion de la vida real correspondiente.
El lenguaje usado en la tarea escolar es
comprensible y tiene alto grado de
fidelidad como el que se usa en la
situacion de la vida real correspondiente.
El lenguaje usado en la tarea escolar es
comprensible y tiene total grado de
fidelidad como el que se usa en la
situacion de la vida real correspondiente.

Informacidn y datos
La informacién y los
datos en la situacién
escolar tienen un
total grado de
fidelidad como en la
situacion de la vida

real correspondiente.

1. No cumple con

el aspecto

2. Bajo nivel

3. Moderado nivel

4. Alto nivel

El realismo de la informacién y los datos
dados en la tarea escolar no es acorde con
los de la situacion de la vida real
correspondiente.

El realismo de la informacién y los datos
dados en la tarea escolar son poco
cercanos a los de la situacion de la vida
real correspondiente.

El realismo de las informacion y los datos
dados en la tarea escolar son muy
cercanos a los de la situacion de la vida
real correspondiente.

El realismo de la informacién y los datos
dados en la tarea escolar es idéntico a los
de la situacién de la vida real
correspondiente.

calificaciones de una tarea las realizan n evaluadores, el coeficiente V para
esta tarea se calcula por medio de la siguiente férmula:

V= n(c-1)
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Aiken (1985) proporciona una tabla con medidas probabilisticas del
valor desconocido poblacional , denotado por Vp, para un rango de cate-
gorias de calificacion de 2 a 7, un rango de evaluadores de 2 a 25 y niveles
de confianza de 95y 99%, con la siguiente prueba de hipdtesis (véase Pen-
field & Giacobbi, 2004).

Ho: Vp =0.5, Ha:Vp > 0.5
Resultados

Para la primera valoracion de autenticidad se considerd un nivel de con-
fianza de 95%, cinco jueces expertos y cuatro niveles de evaluacion, por lo
que el valor de V, es de 0.87 (Aiken, 1985).

En esta primera valoracion los jueces otorgaron su calificacién para
cada aspecto, realizando observaciones, comentarios y sugerencias para la
modificacion de las tareas. En la tabla 4 se pueden observar los valores del
estadistico V de Aiken para cada aspecto de la taxonomia. Para aquellos
valores de V < 0.87 no fue posible rechazar la hipétesis nula de que no
existe concordancia entre los jueces.

TasLA 4. Valores del estadistico de Aiken en la primera evaluacién de expertos

Uso del Informacion
Tarea Evento Pregunta Propésito lenguaje y datos
Tarea 1 0.73 0.80 0.93* 0.93* 0.73
Tarea 2 0.47 0.67 0.73 0.80 0.73
Tarea 3 0.93* 0.73 0.73 0.60 0.60
Tarea 4 0.80 0.53 0.87* 0.93* 1

Norta: * Ponderaciones de factores > 0.87.

Se puede observar que las tareas 1, 3 y 4 cumplian al menos uno de los
aspectos de la taxonomia de autenticidad; sin embargo, la tarea 2 no cum-
plia con ningun aspecto. Gracias a la retroalimentacion de los expertos, las
cuatro tareas fueron modificadas ya que los valores del estadistico de Ai-
ken menores a 0.87 no estaban muy alejados de este valor.
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Una vez que las tareas fueron modificadas, se obtuvo como resultado
un nuevo conjunto de cuatro tareas y se invit6 a los mismos jueces exper-
tos a colaborar en una segunda valoracién de autenticidad. Para esta nue-
va valoracion se considerd un nivel de confianza de 95%, cinco jueces ex-
pertos y cuatro niveles de evaluacion, por lo que el valor V, (Aiken, 1985).

En la tabla 5 se presentan los resultados de esta segunda valoracién a
través del estadistico V de Aiken. En todas las evaluaciones, con excepcién
de informacién y datos de la tarea 3, es posible rechazar la hipdtesis nula a
favor de la alternativa que establece una concordancia entre los jueces. Por
lo tanto, gracias a esta ultima valoracion se tiene que las cuatro tareas son
mas auténticas pues cumplen todos o la mayoria de los aspectos de la ta-
xonomia de autenticidad.

TasLA 5. Valores del estadistico de Aiken en la segunda evaluacién de expertos

Uso del Informacion
Tarea Evento Pregunta Propésito lenguaje y datos
Tarea 1 1 0.87 1 1 1
Tarea 2 0.93 0.93 0.93 1 0.93
Tarea 3 0.87 0.93 0.93 1 0.80*
Tarea 4 1 0.93 1 1 1

Nota: * Ponderaciones de factores < 0.87.

Con base en los resultados de la tabla 5 se puede observar que la tarea
2 tuvo un cambio sustancial en los valores del estadistico V de Aiken para
cada uno de los aspectos. La tarea mejor valorada fue la 4, mientras que la
3 (véase figura 2) disminuyo su valor del estadistico V de Aiken en el aspec-
to de evento, ademas de que el aspecto de informacion y datos tuvo un
valor de Aiken menor a V, = 0.87. La retroalimentacion de dos expertos
coincidié en que la tarea 3 es un poco lejana a la realidad de algunos estu-
diantes, ademas de que se ponen en duda los costos presentados para cada
servicio.
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Ficura 2. Tarea 3 modificada en una tarea auténtica del conjunto
de tareas presentado a los jueces

VIAJE DE GRADUACION

Como viaje de graduacion la escuela planea hacer un viaje a Cancun durante los siete dias
de Semana Santa y quieres saber cuanto dinero debes ahorrar con tu familia para poder
asistir.

Investigaste en internet que el afio pasado entre 2 'y 3 millones de turistas visitaron Cancun
durante Semana Santa y que los gastos registrados por todos los turistas fueron los
siguientes:

Hospedaje Comidas Otros
$11204105000 | $9600585000 | $1750000000

;Cuanto, en promedio, gasto6 un turista en cada uno de estos ambitos durante una semana?
¢Y por dia?

Si la escuela consiguid el viaje redondo en avion de Ciudad de México a Cancun a un costo
de $1596 por persona, jcuanto dinero consideras que deberias ahorrar con tu familia para
poder ir al viaje?

Fuente: Elaboracién propia.

Reflexiones

Un conjunto tareas auténticas, segin la taxonomia de Palm y Nystrom
(2009), validado por un grupo de expertos, puede ser utilizado por los do-
centes en su trabajo de ensefianza, con la certeza de que cuentan con tareas
mas cercanas a la vida cotidiana de los estudiantes. En el caso de los inves-
tigadores, éstos pueden contar con un conjunto de tareas que ha tenido una
prueba de validez respecto de un marco teérico, en este caso especifico, de
un analisis de autenticidad segun la propuesta de Palm y Nystrom (2009),
para que pueda ser utilizado con mas certeza en un trabajo de investigacion
para la recoleccion de datos.

Al mejorar la autenticidad de este conjunto de tareas, éstas se pueden
implementar en el aula para mejorar los procesos de aprendizaje de los
alumnos. En efecto, Nexticapan y Judrez (en prensa) muestran en su estu-
dio el caso de Rubi, una estudiante del nivel medio superior que cursaba
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segundo afo en el ciclo escolar 2019-2020, a la cual se le realiz6 una entre-
vista clinica exploratoria con el objetivo de observar los procesos de reso-
lucién en una tarea no auténtica y, posteriormente, en la tarea modificada
mas auténtica. Los resultados obtenidos indicaron que cuando la tarea no
era auténtica, sus procesos matematicos de resolucién fueron muy limi-
tados e incorrectos. Por el contrario, cuando la tarea se modificé a una
auténtica, sus procesos matemdticos de resoluciéon mejoraron sustan-
cialmente.

Finalmente, este trabajo descubre un posible camino para realizar prue-
bas de validez cuantitativa de instrumentos mediante el juicio de expertos,
no solo de contenido, sino de cualquier marco teérico determinado, como
en el caso de esta investigacion, en la cual se desarroll6 una prueba de vali-
dacién de autenticidad de un conjunto de tareas con base en el marco de la
teoria de Palm (2006), a través del procedimiento metodolégico expuesto.
También, mediante este mecanismo se pueden validar actividades, tareas y
planeaciones. Esta propuesta permite desarrollar trabajos de investigacién
con mayor certeza, ya que la alta concordancia entre expertos, sustentada
en una teoria especifica, puede contribuir a tener investigaciones con ma-
yor validez.

Conclusiones

Este trabajo muestra una forma de cdmo realizar el proceso de validacién
cuantitativo de un conjunto de tareas para determinar el grado de autenti-
cidad de éstas segtin la taxonomia de Palm y Nystrom (2009) a través del
juicio de expertos. Como resultado se obtuvo un conjunto de tareas mas
auténticas. La valoracion final de los expertos mostré una concordancia
estadisticamente significativa a través del estadistico de Aiken en el analisis
de cada aspecto de las tareas.

Para dar seguimiento a este trabajo, la siguiente etapa es la aplicacion
de este conjunto de tareas mds auténticas a estudiantes de nivel medio su-
perior para poder analizar sus procesos de resoluciéon y confirmar la hipo-
tesis de Palm (2006) acerca de que un aumento en la autenticidad de la ta-
rea, incluso cuando se logra inicamente mediante una modificacién del
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texto de la misma, aumenta la tendencia de los estudiantes a usar sus co-
nocimientos del mundo real de manera efectiva.
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Capitulo 13. El concepto de area en libros de texto de 1960
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Resumen

En este capitulo se presenta un andlisis de contenido de los libros de texto
gratuito de cuarto grado de primaria de la Comisién Nacional de Libros de
Texto Gratuitos (Conaliteg), de 1960 a 2017, con el objetivo de analizar y
comparar el tratamiento que se ha dado al concepto de area. Este estudio
identifica dos aspectos en las actividades presentes en los libros de texto
correspondientes a dicho concepto, el primero con respecto a la estructura
de imagen o definicion conceptual y el segundo con respecto a que el mé-
todo de solucidn se defina por estimacién de medida. Se concluye que la
estimacion de medida es poco abordada en las actividades del libro de tex-
to; de igual forma, se observa que las estructuras de imagen y definicion
conceptual se desarrollan de manera nivelada.

Palabras clave: area, estimacion de medida, libros de texto, educacion pri-
maria.

Introduccion

En el nivel basico, el tratamiento de los temas perimetro, area y volumen
proporciona una de las primeras oportunidades para enfrentar a los estu-
diantes al uso de férmulas. El modo en que se presentan dichas formulas
puede estar relacionado con la tendencia clasica (por ejemplo, la presenta-

261



262

ESTUDIOS SOBRE LOS LIBROS DE TEXTO DE MATEMATICAS

cién directa de las férmulas por parte del docente, con o sin la justificacién
de éstas) o bien pueden plantearse de una manera alternativa, ofreciendo la
oportunidad al alumno de conjeturar, validar y encontrar sentido a dichas
férmulas.

Carrillo, Contreras, Climent, Montes, Escudero y Flores (2016) afirman
que en matematicas el aprendizaje de conceptos elementales, en particular
de geometria, se produce en el alumno de forma similar al de una persona
que aprende a diferenciar entre diferentes objetos; es decir, el aprendizaje
de la geometria se basa en la repetida observacion e identificacién y me-
morizacion de diversas caracteristicas.

De acuerdo con Chamorro y Belmonte (1991) el tratamiento de mag-
nitudes y sus medidas estuvo especialmente influido por una metodologia
tradicional, basada en escuchar y repetir. Un tratamiento alternativo de
estos temas supone propiciar un uso comprensivo de las férmulas, presen-
tandolas como un ultimo paso, como un camino mas corto para alcanzar
un resultado que se ha venido obteniendo por medios mas laboriosos,
como el recuento de cuadrados para calcular el drea de una figura (Del
Olmo, Moreno & Gil, 1993).

Consideramos interesante indagar acerca de la manera en que se abor-
da el estudio de las magnitudes y sus medidas en el aula, teniendo en cuenta
que los distintos tratamientos de un mismo tema pueden tener consecuen-
cias en el aprendizaje de los sujetos. En este caso particular, centraremos
nuestro analisis en el tratamiento del tema area, atendiendo principalmen-
te a la manera de presentar las formulas para su célculo y si se motiva el
uso de la estimacion como una forma de resoluciéon de problemas.

Mochoén y Vazquez (1995) ssotienen que la estimacion ha sido descui-
dada en la enseflanza de las matematicas y exponen los resultados de un
estudio con niflos mexicanos por medio de los cuales llegan a la conclu-
sién de que necesitan una instruccion que refleje las estrategias funda-
mentales de este tema.
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Planteamiento del problema

Segovia, Castro, Castro y Rico (1989) destacan el caracter educativo de la
estimacion y presentan dos razones fundamentales para incluirla en la es-
cuela. Por un lado, para completar la formacidn escolar que actualmente
reciben los estudiantes, ya que potencia el desarrollo de estrategias propias,
refuerza y estimula procesos correctos de resolucion de problemas y evita
la visién deformada de considerar las matematicas como una ciencia que
conduce a respuestas exactas, y por otro lado, dada su utilidad préctica,
puesto que se emplea en diversas situaciones reales.

En la actualidad existe un sentimiento generalizado entre los expertos
acerca de que el tiempo dedicado a la ensefianza de la estimacion no es el
que debiera y que tiene que ser aumentado. Segovia et al. (1989) sostienen
que esta realidad también se observa en la escasez o ausencia de consignas
planteadas en los libros de texto referidas al desarrollo de la estimacion,
por lo cual proponen que ésta debe impregnar todo el curriculo de mate-
maticas, siendo tratada y considerada con aquellos tépicos que lo permi-
tan, entre los cuales se encuentran la superficie y su medida. Segovia y
Castro (2009), por su parte, aseveran que, a pesar de la incorporacion de la
estimacion en el curriculo, la situacidn con respecto a su ensefianza sigue
teniendo un bajo nivel de consolidacion.

Marco teodrico
La estimacion de medida

A principios de la década de 1980 distintos organismos internacionales,
entre ellos el Consejo Nacional de Profesores de Matematicas (NCTM) co-
menzaban a hacer énfasis en el estudio de la estimacion de la medida en los
programas escolares (Pizarro, 2015).

Segovia et al. (1989) consideran la estimacion de medida didacticamen-
te interesante, pues incorporan las estrategias personales de interpretacién
y valoracién presentes en la vida cotidiana del quehacer matematico.
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Para Pizarro, Albarracin y Gorgorié (2014, 2016 & 2018) el desarrollo
de la estimacion de medida en el aula es necesario debido a que desarrolla
habilidades perceptivas y ayuda a reconocer las unidades de medida y a
comprender las herramientas necesarias para realizar esas mediciones. Es-
tos autores aseguran que si la estimacion de medida comienza a abordarse
en la educacion elemental es probable que se desarrollen componentes de
enumeracion, cantidad y pensamiento tridimensional.

La estimacion se ha interpretado de diversas formas, una de las cuales
es la propuesta por Segovia et al.: “Juicio de valor del resultado de una
operacién numérica o de la medida de una cantidad, en funcién de las cir-
cunstancias individuales de quien lo emite” (1989, p.18).

Por otro lado, en cuanto a la estimaciéon de medida, la cual es de nues-
tro interés, tenemos que Pizarro et al. (2016 y 2015) afirman que consiste
en asignar perceptivamente un valor o un intervalo de valores y una uni-
dad correspondiente a una cantidad de magnitud discreta o continua, por
medio de los conocimientos previos o por comparacion no directa de al-
gun objeto auxiliar.

Como se observa, lo que se presenta, segun Pizarro et al. (2018), pare-
ce ser una adaptacion de lo sefialado por Segovia et al. (1989), lo cual tiene
sentido, pues los primeros autores se refieren a la estimacion no sélo de
cantidades sino también de medidas, lo que, como ya se sefial6 antes, im-
plica una habilidad que es importante desarrollar en los alumnos.

Para lograr el objetivo del presente trabajo se toma en cuenta la defini-
cién central para determinar si una actividad esta pensada para ayudar o
no a desarrollar dicha habilidad en los estudiantes de cuarto grado.

Modelo de Vinner para el aprendizaje
de conceptos geomeétricos

El aprendizaje de varios conceptos matematicos, especialmente de los que
corresponden al drea de geometria, se produce gracias a repetidas observa-
ciones de objetos, asi como a la identificacion y la memorizacion de diversas
caracteristicas, regularmente visuales, que ayudan a clasificar y a comparar
distintos objetos (Carrillo, et al., 2016).
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Vinner (1991) sostiene que durante las clases de matematicas el alumno
forma dos estructuras en su mente: la imagen conceptual y la definicién
conceptual. La primera es aquella que esta conformada por la informacién
grafica que el alumno memoriza. La segunda es la que se conforma por la
informacién verbal memorizada. Segun Carrillo et al. (2016) esta estruc-
tura, ademas de incorporar la definicién aprendida, también involucra las
formulaciones verbales de las propiedades matematicas del objeto. Dichas
estructuras se forman con base en la informacion que el alumno recibe
por medio del libro de texto, el material didactico y el profesor.

Las investigaciones de Vinner muestran que un gran porcentaje de
alumnos no aprende a establecer relaciones entre estos dos tipos de estruc-
turas, lo cual ocasiona que utilicen de manera independiente la informacién
guardada en cada una de ellas, dejando una inactiva mientras utilizan la
otra.

Una imagen conceptual se considera completa cuando incluye una gran
variedad de ejemplos graficos relacionados con el concepto, de formas, en-
tre otros, de manera que éstos ayuden al estudiante a identificar cualquier
imagen con dicho concepto. Es importante que los alumnos aprendan y
comprendan definiciones y propiedades basicas que ayuden a conformar
su definicién conceptual a la par que se forma su imagen conceptual (Ca-
rrillo et al., 2016).

En el caso del concepto de area consideramos que la imagen concep-
tual se forma cuando el alumno comienza a relacionar el area con el tama-
o de la figura; es decir, no considera unidades de medida para referirse al
drea y ademads la identifica con el interior de una figura cuando ésta se en-
cuentra sombreada de algtin color. Por su parte, la definicién conceptual
se forma cuando el alumno comienza a relacionar el drea con el interior de
una figura, sin que ésta se encuentre sombreada y, ademas, le asocia algu-
na unidad de medida.

Carrillo et al. (2016) afirman que una manera de lograr la integracion
entre estas dos estructuras consiste en plantear actividades de clasificacién
o de identificaciéon acompanadas de preguntas sobre los motivos de las
respuestas para que el alumno pueda verbalizar y utilizar la definicién co-
rrespondiente.

Por lo anterior, existe interés no solamente en identificar aquellas
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actividades que desarrollan estimacion de medida, en nuestro caso el area,
sino también en el tipo de estructura que ayuda a formar en el estudiante
con respecto al concepto de area.

Método

Desde el punto de vista metodoldgico, esta investigacion es de corte cuali-
tativo. Una de las técnicas utilizadas para el estudio de los libros de texto
fue el analisis de contenido (Fraenkel, Wallen & Hyun, 2012), con el obje-
tivo de identificar categorias y unidades de analisis apropiadas para lograr
el objetivo del trabajo.

Este analisis se realizo sobre los libros de texto gratuitos de cuarto
grado de primaria de matematicas, correspondientes a las generaciones
de 1960 a 2017, que se encuentran disponibles en la pagina web de la Co-
misién Nacional de Libros de Texto Gratuitos y que se presentan en la
tabla 1.

Las categorias que se definieron para la investigacion corresponden a
dos aspectos generales. Uno de ellos, con respecto al método de solucion,

TaBLA 1. Libros de matemadticas cuarto grado

Generacion Libros
1960 Mi cuaderno de trabajo. Aritmética y geometria.
Estudio de la naturaleza
1962 Mi cuaderno de trabajo. Aritmética y geometria.
Estudio de la naturaleza
1972 Matematicas. Cuarto grado
1982 Matematicas. Cuarto grado
1988 Matematicas. Cuarto grado
1993 Matematicas. Cuarto grado
2008 Matematicas. Cuarto grado
2011 Matematicas. Cuarto grado
2014 Desafios matematicos. Libro para el alumno. Cuarto grado
2017 Desafios matematicos. Libro para el alumno. Cuarto grado

Fuente: Elaboracién propia.
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ya sea exacto o por estimaciéon de medida, y el otro, de acuerdo con la es-
tructura, ya sea imagen o definiciéon conceptual.
El analisis de contenido se desarroll en cuatro etapas:

« Identificacion de las actividades enfocadas en el concepto de drea.

« Categorizacion de las actividades de acuerdo con la posibilidad de poder
ser resueltas mediante estimacion de medida o de manera exacta.

« Identificacion del tipo de estructura que favorece cada una de las actividades.

« Interpretacion y ponderacion de las categorizaciones.

Analisis

Durante la revision de los libros de texto de las diferentes generaciones se
pudo observar que los contenidos y, por lo tanto, las actividades de algunos
libros son exactamente los mismos. A continuacion se presentan estos gru-
pos de libros:

» Generaciones 1960 y 1962.
» Generaciones 1972, 1982 y 1988.
» Generaciones 1993 y 2008.
» Generaciones 2014 y 2017.

Lo anterior también se puede observar en la tabla 2, en el que se des-
cribe que las generaciones que pertenecen al mismo grupo tienen la mis-
ma cantidad de actividades clasificadas en cada columna. Ademas, se
muestra el nimero de actividades parciales y totales destinadas al concep-
to de area, la cantidad en las que se aborda la estimacion, asi como las acti-
vidades que favorecen cada estructura.

Por otro lado, también en la tabla 2, en los datos correspondientes a las
columnas 2 y 3, se puede notar que a lo largo del tiempo disminuye la can-
tidad de actividades planteadas en los libros de texto, enfocadas en el con-
cepto de area, que utilizan como método de solucidn la estimacidon de me-
dida; lo cual contradice las sugerencias de aumentar en el curriculo de
educacion basica las actividades que favorezcan el uso de la estimacion.
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TaBLA 2. Identificacién de actividades

Tipo de estructura que desarrolla

Generacion Conc’epto Fo:.‘nenth’n Imagen Definicién
de drea estimacion
conceptual conceptual Ambas
1960 13 4 9 11 7
1962 13 4 9 11 7
1972 15 6 15 11 11
1982 15 6 15 11 11
1988 15 6 15 11 11
1993 12 3 8 9 5
2008 12 3 8 9 5
2011 10 3 10 8 4
2014 13 2 13 12 8
Actual (2017) 13 2 13 12 8
Total 131 39 115 105 77

Fuente: Elaboracién propia.

A partir de estos datos podemos observar que solamente 58.8% de las
actividades favorece ambas estructuras, siendo las generaciones de 1993,
2008 y 2011 las que menos lo hacen, con s6lo 41.6% de las actividades co-
rrespondientes.

A continuacion, se presentan algunas actividades halladas en los libros
de texto acerca del concepto de area.

En este primer ejemplo (véase figura 1) se observa una actividad co-
rrespondiente al libro de la generacién de 1960. Es pertinente mencionar
que en esta generacion se incluian dos libros de matematicas, uno de los
cuales solamente contenia la parte tedrica de los temas y el otro sélo acti-
vidades. La actividad que se presenta tiene como tarea que el alumno cal-
cule en primera instancia el drea y el perimetro de diversos circulos, y en
un segundo momento, que resuelva dos problemas contextualizados que
involucran el calculo de areas de objetos circulares.

Ambas partes de la actividad tienen como método de solucién uno
exacto, ya que, en la primera parte, gracias a la indicacion, “Fijate en la
medida de su radio y calcula los datos que se te piden’, se predispone al
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Ficura 1. Area de circulos

Fuente: Adaptado de Virgen (1960, p. 49).

alumno a resolverla utilizando la formula para calcular el area del circulo
(pues ya se le presentd dicha férmula en el libro de teoria); en la segunda,
gracias a que se le proporciona al estudiante la medida del didmetro en
ambos problemas, lo cual ocasiona que recurra en principio a la relacién
entre el didmetro y el radio, seguido de la férmula de drea para circulos.

Esta misma actividad fomenta el desarrollo de la estructura corres-
pondiente a la definicién conceptual, ya que, en principio, las superficies
ya no se encuentran sombreadas de algtin color especifico y se le pide al
alumno que asocie el area de los circulos con el radio de cada uno de ellos;
es decir, ya particulariza el concepto de area al de un circulo.

Por otro lado, también se hallaron actividades que se resuelven con un
método exacto que ademas favorece la estructura de imagen conceptual.
Un ejemplo es la siguiente actividad, la cual se encuentra en el libro de
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Ficura 2. Comparar dreas

Fuente: Adaptado de Filloy, Gorostiza, Imaz y Rivaud (1972, p. 46).

matematicas de la generacion de 1972. Como se observa en la figura 2, la
actividad consiste en que el alumno compare las areas de cuatro figuras
diferentes.

En esta actividad se favorece la imagen conceptual, ya que el alumno
no debe utilizar una férmula explicita para el calculo del drea. Mas atn, la
actividad se apoya por completo en las figuras, propiciando que el alumno
asocie el concepto de area con la cantidad de cuadrados sombreados de
colores que tiene cada figura, mas no con unidades cuadradas que no se
encuentren sombreadas. Por otro lado, para esta actividad se considerd un
método de solucién exacto, pues el estudiante haria uso del conteo para
resolverla, lo cual no forma parte de una estrategia de estimacion de medi-
da, pues ésta no es una actividad perceptiva.

Durante el analisis de las actividades se observo que aquellas que se
planean para su solucidn el uso de la estimacion tambié favorecen el desa-
rrollo de la estructura de imagen conceptual.

Un ejemplo de lo anterior se encuentra en la leccion 16 del libro de
matematicas de la generacion de 1972, el cual se presenta en la figura 3.

Esta actividad consiste en que los alumnos respondan preguntas con
base en las imagenes que se les proporcionan al inicio de la leccion: “;Cabe
A dentro de B?”, “;cudl es mas grande: A o B?” y “;cabe en C cada una de
las otras figuras?”. Estas preguntas nos permiten catalogar esta actividad
como una que fomenta la estimacion de medida, pues de manera perceptiva
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Ficura 3. Leccion 16

Fuente: Adaptado de Filloy et al. (1972, p. 44).

el alumno compara las areas de las figuras gracias a que la Unica herra-
mienta que tiene es el tamafio de cada una de ellas. Puesto que el estudian-
te se debe guiar por lo que observa de cada una de las figuras que se le
proporcionan, comienza a desarrollar visualmente la imagen conceptual
de area, que involucra la caracteristica de que mientras mas grande sea la
figura, mayor darea tendra.

El ejemplo que se presenta en la figura 4 solicita que se formen cuatro
rectangulos de diferente area asignando la misma unidad de medida para
todos, considerando que el largo y el ancho sean diferentes para cada uno.

Las caracteristicas de la actividad permiten concluir que se fomenta el
desarrollo de la estructura por definicién conceptual, debido a que indu-
cen al estudiante a considerar que para cada rectaingulo que forme tenga
en cuenta la unidad de medida que tendra la superficie y también las par-
tes que componen la figura.

Durante el analisis se encontraron actividades que fomentan s6lo una
de las estructuras, asi como algunas que fomentan el desarrollo de ambas.
Un ejemplo de lo anterior se identificé en el libro de la generacion de 1993,
el cual sélo contiene tres problemas que se pueden catalogar como activi-
dades que favorecen la estimacion.

En la figura 5 podemos ver uno de los problemas que favorecen ambas
estructuras, pues se usan recursos visuales y se solicita a los alumnos que
anoten el area exacta de las figuras. Este problema se clasifico entre los que
se pueden resolver mediante estimacion, pues aunque la estimacién no es
explicita, la pregunta acerca de si hubo algun triangulo del que no pudieran
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Ficura 4. Actividad 85, consigna 1, “Superficies rectangulares”

Fuente: Adaptado de Rosales, Barrientos, Issa, Lopez, Tovilla y Velazquez (2014, p. 158).

FiGura 5. Problema sobre “drea de tridngulos”

Fuente: Adaptado de Avila, Balbuena y Bollas (1993, p. 154).
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saber con exactitud cudl era su area, deja abierta la posibilidad de ofrecer
aproximaciones. En esta generacion es nula la aproximacion a la estima-
cion, pues ésta no se aborda explicitamente en ningtin tema ni en ninguna
actividad.

La consigna que se muestra en la figura 6 es la primera parte de una
actividad extraida del libro de la generacion 2014, la cual consiste en esti-
mar el area de cuatro superficies de objetos que se pueden encontrar en el
salon. Esta actividad tiene la particularidad de que solicita de forma espe-
cifica el método de resolucion, lo que no hacen las demas actividades revi-
sadas.

Debido a las caracteristicas de la actividad se genera la posibilidad de
que el alumno compare, a partir de lo que observa, la relaciéon que hay en-
tre el tamafio del objeto y su superficie, lo que conlleva que el estudiante
desarrolle una imagen conceptual del area por medio de objetos.

Ficura 6. Actividad 87, consigna, parte 1

Fuente: Adaptado de Rosales et al. (2014, p. 164).
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Posteriormente, se solicita utilizar una alternativa para indicar la me-
dida de las superficies con base en los cuadrados de distintas medidas de
sus lados (1 cm, 1 m y 10 cm), que previamente construyo, lo que propicia
que el alumno compare las superficies con diferentes unidades de medida,
formando asi la nociéon de drea por medio de la definicién conceptual,
pues el estudiante comenzara a relacionar las unidades de medida y las di-
mensiones de los objetos con la superficie. Dicha actividad se muestra en
la figura 7.

Ficura 7. Actividad 87, consigna, parte 2

Fuente: Adaptado de Rosales et al. (2014, p. 164).
Conclusiones

En cuanto al tratamiento de las estructuras de imagen y definicién concep-
tual se peude notar cierto grado de equilibrio. Lo mismo se puede decir de
las actividades que fomentan el desarrollo de ambas estructuras. En este
sentido, al igual que Carrillo et al. (2016), sugerimos que los profesores y
los libros de texto deberian promover actividades que ayuden al desarrollo
conjunto de estas estructuras.

Como se menciond antes, este trabajo permite constatar que, a lo largo
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de las diferentes generaciones de libros de texto gratuitos, la cantidad de
actividades que fomentan la estimacion de medida disminuye progresiva-
mente. Esta escasa frecuencia de tareas confirma lo que sostienen Mochoén
y Vazquez (1995) sobre el descuido de la estimacion en la educacién basi-
ca, particularmente en el eje forma, espacio y medida.

De igual manera, la investigacion ayuda a confirmar que una de las
estrategias para fomentar el desarrollo de la imagen conceptual correspon-
diente al concepto de area consiste en plantear actividades en las que se
considere la estimaciéon de medida como método de solucién, ya que,
como afirman Pizarro et al. (2014 & 2018), aplicar la estimacion ayuda a
desarrollar habilidades perceptivas y despierta en el alumno la necesidad
de conocer herramientas que faciliten la medicion.

En esta investigacion se observo que una gran cantidad de actividades
no hacen explicito el método de solucion. Consideramos que esta situa-
cidn es favorable debido a que propicia que los alumnos exploren diversas
alternativas para calcular el area, lo que le permitira desarrollar estructu-
ras ricas en informacion y estrategias de solucion pensadas y aplicadas por
el propio estudiante.

Por otro lado, las actividades que necesitan un método de solucion
exacto (conteo, uso de férmulas, entre otros), bien propuestas, también fo-
mentan el desarrollo de la imagen conceptual de area.

El proceso de la medida de una magnitud se debe completar con la es-
timacion, pues ésta constituye una habilidad que se debe promover por su
indudable valor practico. Sin embargo, de acuerdo con los resultados de
esta investigacion se concluye que aquélla no es suficientemente atendida
por los libros de texto gratuitos, lo cual nos hace concluir que en la actua-
lidad este fendmeno se presenta en el trabajo en el aula, lo que confirma la
tesis de Segovia y Castro (2009).

Considerando lo que destaca Pizarro (2015) con respecto a la prepara-
cién profesional inadecuada de los docentes en torno de la estimacion, se
recomienda que este concepto se implemente no soélo en el curriculo, sino
también en los programas de formacion inicial y continua para profesores.
De esta manera se podran incorporar en las aulas y en los libros de texto
actividades y tareas que promuevan el uso de la estimacion por los alum-
nos, atendiendo las razones que plantean Segovia y Castro (2009) en el

275



276

ESTUDIOS SOBRE LOS LIBROS DE TEXTO DE MATEMATICAS

sentido de que es necesaria la enseflanza de la estimacidn para contribuir a
la flexibilidad mental cuando se trata de manipulacién de datos, seleccién
de estrategias y retrospeccion de resultados (Cajaraville, 2007, cit. por Pi-
zarro, 2015).
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Resumen

La situacion actual en México, derivada de la contingencia sanitaria por el
Covid-19, ha obligado a implementar un nuevo sistema de educacion a
distancia. La Secretaria de Educacion Publica (SEP), como accién remedial,
decreto el programa Aprende en Casa a partir de abril de 2020. En este
nuevo ambiente educativo hay alumnos que no tienen la posibilidad de
recibir orientacion a distancia por parte de sus profesores, por lo que algu-
nos solo tienen acceso al libro de texto que se les proporciona en las escue-
las de forma gratuita y/o a las clases virtuales que se ofrecen a través de la
television abierta. Por esto, el interés de este trabajo es determinar la con-
cordancia instruccional, entre las clases virtuales y el libro de texto, y su
funcionalidad para que estas dos herramientas puedan ser utilizadas para-
lelamente por los alumnos que no cuentan con ninguna orientacion docen-
te. La investigacion se hara con base en la teoria de la instruccion de Bruner,
a partir de un analisis de contenido realizado al programa Aprende en Casa
IT'y a dos libros de texto proporcionados por la SEp, especificamente para el
tema de adicion y sustraccion de numeros con signo.

Palabras clave: Aprende en Casa II, libro de texto, educacion a distancia.
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Introduccion

La Secretaria de Educacion Publica (SEp), como accion remedial ante la
emergencia sanitaria por el Covid-19, desde el 17 de marzo de 2020 modi-
ficé el calendario de actividades escolares y con el fin de que los alumnos
no perdieran el ciclo escolar, a partir del 20 de abril comenzé la estrategia
Aprende en Casa, la cual, de acuerdo con la informacion emitida por la Sep,
se desarrollé con base en los contenidos de los libros de texto y a través de
actividades ludicas. Esta estrategia consiste en la difusion de clases virtuales
por multiples medios de comunicacién (internet, radio y television), con-
siderando la diversidad de los alumnos.

El éxito de la estrategia, como lo estableci6 la SEP, no garantiza el apren-
dizaje, por lo que en mayo de 2020 se establecieron los lineamientos gene-
rales para el uso de la estrategia Aprende en Casa, los cuales, de forma ge-
neral, sefialaban la “importancia de la colaboracién de todos los actores
sociales” que influyen en el aprendizaje, desde las familias hasta los jefes de
sector, se le “dio protagonismo al libro de texto y al seguimiento por parte
de los docentes”, asi como la importancia del manejo de la carpeta de expe-
riencias, considerando las limitaciones y las situaciones individuales de cada
estudiante, por lo que la colaboracién de los familiares y el seguimiento por
parte del profesor dependen en gran medida de las condiciones socioeco-
ndémicas en las que se encuentren inmersos, ya que existen sectores de la
poblacion que no tiene acceso a la orientacion del profesor a distancia y en
muchas ocasiones tampoco tienen la posibilidad de obtener una orientacion
efectiva por parte de sus familiares, por lo que su aprendizaje depende di-
rectamente de las herramientas con las que cuenta, en este caso el libro de
texto gratuito y/o las clases virtuales emitidas por television abierta.

Como se establece en el boletin 205, el ciclo escolar 2020-2021 inici6 a
través del programa Aprende en Casa II, que aseguraba que el medio de
difusién con mayor recepcion de la poblacion seria la television, ya que
94% de las personas tiene acceso a este medio, y al 6% restante se le otor-
garian guias, ademas de los libros de texto y material educativo, que consi-
deraria 22 lenguas indigenas distintas. El aprendizaje de los nifios seria
evaluado con base en esos contenidos.
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Con el argumento de que el contenido de las clases virtuales del pro-
grama Aprende en Casa II esta basado en el libro de texto (emitido por la
SEP) y considerando que en estas emisiones diarias se hacen recomenda-
ciones a los estudiantes de consultar el libro de texto para complementar la
informacién que les proporcionan en las transmisiones, surgen las siguien-
tes preguntas de investigacion: ;qué relacion instruccional existe entre la
forma de abordar el tema de adicién y sustraccién de nimeros con signo
en la estrategia Aprende en Casa II respecto del libro de texto? y ;cémo in-
fluye esta relacion instruccional en el aprendizaje de los estudiantes?

Por lo tanto, el objetivo de esta investigacion es determinar la concor-
dancia instruccional que existe entre la forma de abordar el tema de adicién
y sustraccion de niimeros con signo en la estrategia Aprende en Casa II
respecto del libro de texto, para establecer si esto influye en el aprendizaje
de los estudiantes.

A lo largo del periodo de confinamiento se ha evidenciado que algunos
maestros han podido dar seguimiento al aprendizaje de sus alumnos a tra-
vés de los diferentes medios de comunicacion, lo cual brinda la posibilidad
de trabajar clases a distancia o dar orientacion a los alumnos acerca de
como trabajar o de la forma de utilizar las herramientas con las que cuen-
tan; sin embargo, también hay alumnos y maestros que no tienen esa posi-
bilidad, por lo que algunos remiten su aprendizaje al libro de texto que se
les proporciona en las escuelas de forma gratuita y/o a las clases virtuales
que se ofrecen a través de la television abierta. Por lo tanto, el interés de
nuestro trabajo es analizar el tratamiento que se da al tema de adicién y
sustraccion de numeros con signo en los libros de texto que han sido en-
tregados a los alumnos de forma fisica y la manera de abordarlo en las
clases del programa Aprende en Casa II. Lo anterior con la finalidad de ver
si existe una concordancia en la forma en que se aborda el tema en los vi-
deos y en el libro, de modo que estas herramientas puedan ser utilizadas
paralelamente por los alumnos que no cuentan con ninguna orientacién
docente, y su aprendizaje se vea favorecido.

Es importante mencionar que por el interés de la investigacion no se
indagara si la forma de abordar los temas en cada material garantiza el
aprendizaje de los estudiantes, ni sera nuestro foco de estudio la autentici-
dad de los problemas o si las actividades son eficientes para la ensefianza
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de los contenidos; mas bien, sera determinar qué tan funcional es utilizar
dichos materiales de forma complementaria cuando no existe la orientacién
del profesor, pues probablemente para los alumnos que si tienen la posibi-
lidad de contar con la orientacion del profesor no represente una dificul-
tad trabajar con ambos materiales, ya que el mismo profesor puede indicar
la forma correcta de utilizar ambos materiales de manera paralela.

Marco teodrico

Como indica Mayer (2014), la instruccion es tarea del profesor y consiste
en la elaboracion de entornos que tienen como finalidad promover el apren-
dizaje del alumno, lo cual incluye conferencias, debates, juegos educativos,
libros de texto, entre otros; no obstante, en distintas realidades la situaciéon
de confinamiento imposibilita la oportunidad de tomar clases virtuales o
recibir orientacion pedagdgica por parte del docente para indicar a sus
alumnos cdmo deben trabajar los materiales de forma complementaria.
Ante esta situacion, la funcion de instruccion se le atribuye a los materiales
alos que la mayoria de los alumnos deberia tener acceso, las clases virtuales
de Aprende en Casa II y el libro de texto gratuito que otorga la sep de ma-
nera fisica, los cuales son los protagonistas en el aprendizaje de los alumnos.

Las teorias de disefio instruccional estan orientadas a abordar o a re-
solver problemas educativos describiendo situaciones especificas y exter-
nas de los estudiantes para facilitar su proceso de aprendizaje; asimismo,
estan orientadas a la practica, por lo que permiten que el docente pueda
visualizar de manera mas clara la forma en que se pueden lograr los objeti-
vos que se plantean. Estas teorias también presentan métodos o indicacio-
nes para el proceso de elaboracion, que a su vez contemplen componentes
detallados de cada uno de éstos para hacer que el aprendizaje sea mas facil,
asi como situaciones en las que deberia o no usarse cada uno de estos mé-
todos (Maldonado & Ramirez, 2010).

Segtn Bruner (1966), las teorias instruccionales son el corazon de la
psicologia educativa, ya que indican como hay que arreglar el ambiente para
optimizar el aprendizaje de acuerdo con diversos criterios. Considerando
las premisas que llevan a Bruner a sefialar la importancia del ambiente, es
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necesario mencionar los antecedentes de su teoria, que inicia con la pro-
puesta del desarrollo cognoscitivo del nifo, indicando que se da a través
de ciertas fases que implican la manera peculiar en que el nifio contempla
y recoge la informacién del mundo exterior, y sefialando tres fases: ejecu-
tora, icdnica y simbdlica. Durante la primera etapa el niflo manipula obje-
tos, por lo que decirles algo tendria escaso valor; en la segunda etapa, los
nifios son capaces de establecer representaciones mentales sin necesidad
de accion, por lo que es importante mostrarles fotografias y relacionarlas
con su experiencia fisica, y, por ultimo, se encuentra la fase simbdlica, en
la que los nifios son capaces de representar su mundo a través de simbolos,
es decir, representaciones convencionales de la realidad mediente el uso
del lenguaje. Considerando estas premisas, segun Bruner, al momento de
planificar el proceso educativo es importante tomar en cuenta cuatro as-
pectos: crear predisposicion favorable al aprendizaje, estructurar el cono-
cimiento para facilitar su comprension, establecer una secuencia eficiente
para presentar los contenidos y especificar los procedimientos y la natura-
leza de recompensa y castigo (Guilar, 2009).

De acuerdo con Bruner, hay tres implicaciones educativas: la primera
es que el aprendizaje debe producirse por descubrimiento, de modo que el
instructor debera motivar a los estudiantes para que ellos mismos descu-
bran las relaciones entre los conceptos y el conocimiento que construye
(influencia de Piaget); la segunda es que la informacion de los contenidos
de aprendizaje se deben presentar de manera adecuada y de acuerdo con
la estructura cognitiva del aprendiz, y, por tltimo, que el curriculo debe
organizarse en forma espiral, es decir, debe abordar los mismos conteni-
dos, pero cada vez con mayor profundidad; asi los nifios iran modificando
sus representaciones mentales a medida que desarrollan su capacidad de
categorizar, conceptualizar y representar (Guerrero & Flores, 2009; Guilar,
2009).

Método

La técnica que se utilizo para analizar y comparar el contenido de los recur-
sos audiovisuales con el de los libros de texto es el analisis de contenido, por
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ser una técnica que se emplea para estudiar cualquier tipo de documento
(orales, escritos, iconicos, etc.) y permite realizar estudios comparativos
entre diversos documentos (Bernete, 2013).

Para los fines de esta investigacion se realizé un analisis de contenido
con un enfoque descriptivo e inferencial, ya que, en primera instancia se
describi6 el contenido de cada documento para compararlos, y a partir de
esta accion determinar el contenido de los recursos audiovisuales si es
congruente con el contenido de los libros de texto respecto del tratamiento
que se da al tema de la adicién y la sustraccion de nimeros positivos.

Siguiendo a Fraenkell, Wallen y Hyun (2012) todos los procedimientos
que se denominan andlisis de contenido implican convertir la informacién
descriptiva en categorias, y proponen dos formas de hacer esto: una es que
el investigador determina las categorias con base en conocimientos, teo-
rias y/o experiencias previas antes de que comience cualquier analisis, y la
otra, que el investigador se familiarize mucho con la informacién descrip-
tiva recopilada, lo cual permite que las categorias emerjan a medida que
continua el analisis.

En este trabajo se realizd un analisis de contenido determinando tres
categorias basadas en la teoria de la instruccion de Bruner, las cuales nos
permitieron comparar la concordancia instruccional que se produce entre
el programa Aprende en Casa II y los libros de texto Conecta Mds y Selva
Matemadgicas. Las categorias son las siguientes:

o Crear predisposicion favorable al aprendizaje.
« Estructurar el conocimiento para facilitar su comprension.
« Establecer una secuencia eficiente para presentar los contenidos.

De esta forma, el objeto de estudio es la organizacion instruccional de
los videos y del libro de texto correspondientes al tema de adicién y sus-
traccion de numeros con signo, para primer grado de secundaria.

Los recursos documentales que se analizaron son los seis videos co-
rrespondientes al tema de adicién y sustraccion de numeros con signo del
programa Aprende en Casa II y dos libros de texto otorgados de forma fi-
sica a los estudiantes: Conecta Mds y Selva Matemadgicas.

Es importante sefialar que en México se proporcionan libros de texto
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diferentes, ya que de la seleccion que tiene la sEp el docente elige el libro
que desea utilizar con sus alumnos. Sin embargo, por la situacion actual
los maestros no tuvieron la oportunidad de elegir y los libros se entrega-
ron de forma aleatoria, por lo que en cada escuela son diferentes. Por lo
tanto, los dos libros seleccionados para este estudio se eligieron porque
fueron entregados de forma fisica a los alumnos en escuelas del estado de
Puebla, y ademas estan accesibles de forma digital a través de la pagina
de la Comision Nacional de Libros de Texto Gratuitos (Conaliteg).

Respecto del contenido matematico que se trabajd en esta investigacion,
corresponde al aprendizaje esperado: “Resuelve problemas de suma y resta
con numeros enteros, fracciones y decimales positivos y negativos”, del
programa de estudios de la asignatura de matematicas de primer grado de
secundaria. Esta eleccion se hizo considerando la importancia que tiene el
tema de la adicién y la sustraccion de nimeros con signo para el aprendi-
zaje de temas posteriores, ademas de la complejidad que representa para
los alumnos por ser un tema completamente nuevo.

Para el desarrollo de este trabajo de investigacion y con base en el pro-
cedimiento caracteristico del analisis de contenido, se llevaron a cabo las
siguientes acciones.

Primero se procedi6 a localizar la informacion relevante del contenido
de los videos y de los libros de texto respecto del tema de interés, y con
base en las categorias establecidas se comparo la informacion obtenida de
estos recursos para determinar la relacion instruccional entre éstos.

Descripcion de los materiales analizados
Aprende en Casal ll

Considerando los objetivos de la investigacidn, se han revisado las sesio-
nes televisadas del programa Aprende en Casa II que se enmarcan para el
cumplimiento del aprendizaje esperado: “Resuelve problemas de suma y
resta con numeros enteros, fracciones y decimales positivos y negativos”.
Para el cumplimiento de dicho aprendizaje, se destinaron seis sesiones, las
cuales fueron proyectadas por television y publicadas en la plataforma de
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YouTube, los dias lunes, martes, jueves y viernes, del 14 al 22 de septiem-
bre de 2020.
Las sesiones se listan de la siguiente manera:

« Sesion 1. Los nuimeros enteros en la recta, con duracion de 23’°07”. Objetivo:
aprender a ubicar los nimeros enteros en la recta y reconocer el uso de los
numeros negativos en la vida cotidiana.

o Sesion 2. El valor absoluto, con duracion de 18°52”. Objetivo: aprender a re-
conocer el valor absoluto de los nimeros positivos y negativos, su represen-
tacion matematica y su uso en la recta numérica como medio para compa-
rarlos entre si y dar sentido al valor absoluto y a los nimeros simétricos.

« Sesion 3. ;Debo o tengo?, ese es el dilema, con duracién de 23°43”. Objetivo:
aprender a operar con las reglas de los signos de los numeros enteros para
sumar y restar.

o Sesion 4. Juega con actitud positiva o negativa, con duracioén de 20°17”. (No
se presentd un objetivo explicito para esta sesion.)

o Sesion 5. Operaciones de niimeros positivos y negativos, con duracién de
26°06”. Objetivo: plantear problemas de niimeros con signo.

o Sesion 6. Operaciones de niimeros positivos y negativos, con duracion de
26°07”. Objetivo: plantear problemas de niimeros con signo.

La forma cronoldgica en la que se abordd el tema es de la siguiente
manera: comienza con una explicacion historica de los nimeros negativos
y su aplicacion cotidiana haciendo uso de ejemplos como el termoémetro, el
nivel del mar y una cuenta bancaria. Posteriormente, se ofrece una defini-
cién acerca de qué es una recta numérica y los elementos que la confor-
man, y con ello se introduce la ubicacién de nimeros positivos y negati-
vos. En la siguiente sesion se habla del valor absoluto, se ponen ejemplos
a través de la representacion en la recta numérica y se manifiesta su repre-
sentacién simbolica. A continuacion se proporciona una definicion del
uso de los signos en el dlgebra, ya no s6lo como indicadores de operacion.
Enseguida, se explica la aplicacion de la suma de numeros con signo en
una situacion ludica e igual se ponen de manifiesto las reglas para realizar
restas con nimeros con signo, para lo cual se utiliza el inverso aditivo.
La sesidn 5 es una retroalimentacion de aprendizajes previos, ya que los

285



286

ESTUDIOS SOBRE LOS LIBROS DE TEXTO DE MATEMATICAS

docentes toman los planteamientos de las sesiones anteriores e incluso se
repiten videos e indicaciones referentes a la resta de niimeros negativos.
En la sesion final se hace una sugerencia general de pasos a seguir en la
resolucion de problema, y se reafirman las reglas generales de la suma y la
resta de nimeros con signo, repitiendo videos de sesiones anteriores. Cabe
mencionar que en la mayoria de las sesiones se propusieron dindmicas que
ayudaran a los estudiantes a comprender mejor los contenidos abordados,
en las cuales se les pedia elaborar su propio material y trabajar en colabo-
racion con alguna persona cercana.

Libro Conecta Mas

Para abordar el tema de adicion y sustraccion de niimeros con signo, el libro
Conecta Mds organiza el contenido en dos secuencias diddcticas: la secuen-
cia 2 (pp. 22-29) y la secuencia 22 (pp. 156-161). De manera que en este
libro no se le da tratamiento al tema de manera secuenciada, sino que se
propone abordarlo en dos momentos separados por 15 semanas. A conti-
nuacioén se hace una descripcion de cada una de las lecciones que conforman
cada secuencia:

—Secuencia 2. Numeros con signo 1.

Esta conformada por cuatro lecciones y tiene su propio aprendizaje espera-
do que es “Resuelve problemas de suma y resta con niimeros enteros (po-
sitivos y negativos)”; es decir, se espera que en esta primera secuencia se
trabaje s6lo con nimeros enteros. La forma en que se aborda el tema en esa
secuencia es la siguiente:

o Leccidn 4. El saldo de la caja (conformada, a su vez, por tres actividades).
Esta es la primera leccién que aborda el tema de adicién y sustraccion de
numeros con signo en este libro, por lo que empieza con un problema inicial
para introducir a los estudiantes a este nuevo contenido. En el problema se
le pide al alumno que, a partir de una temperatura dada, considere ascensos
y descensos determinados para estimar la temperatura final después de di-
chos cambios. Para esto se le proporciona una recta numérica que va del
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-10 al 10, con la cual el estudiante puede apoyarse trazando flechas que
representen los cambios de temperatura hasta llegar a la solucion. En esta
parte aparece una nota en la que se les indica a los alumnos cdmo represen-
tar los nimeros positivos y negativos.

En la actividad 2 se propone un juego grupal, “El saldo de la caja”. Para
esto los alumnos deben preparar tarjetas marcadas con los numeros ente-
ros comprendidos del -10 al 10 (excepto 10 y —10), las cuales representan
dinero. Cada integrante debe marcar una tarjeta con el nimero que prefie-
ra. Luego, cada uno debe anotar en el pizarrén el nimero que colocé en la
tarjeta e introducir su tarjeta en una caja. Al final de la dindamica los estu-
diantes deben averiguar cuanto dinero se tiene o se debe en total, para lo
cual se les aclara que los numeros positivos representan dinero que se tie-
ne a favor, y los negativos, dinero que se debe o dinero en contra.

Para la actividad 3, una vez que los alumnos ya se encuentran familia-
rizados con el juego “El saldo de la caja”, ahora se les propone una situa-
cién en la que ya estan dados los valores de las tarjetas, en tres casos dife-
rentes, por lo que ellos deben encontrar el saldo de las tres cajas.

o Leccion 5. Niimeros opuestos y valor absoluto (contiene cuatro actividades).
En la actividad 1 de esta leccion se proporciona a los alumnos una estra-
tegia para calcular el saldo de la caja, la cual consiste basicamente en eli-
minar las tarjetas que tengan el valor 0 y las parejas que contengan nume-
ros simétricos. Finalmente, se les propone que al numero de mayor valor
absoluto se le reste el de menor valor absoluto, lo cual le permitiria arribar
a la solucion.

Luego, en la actividad 2 se pide al estudiante que reflexione el porqué
de cada paso del procedimiento descrito en la actividad 1 a través de un
cuestionario.

La actividad 3 esta enfocada en los nimeros opuestos, pues en un pri-
mer momento se pide a los estudiantes que en la recta ubiquen el nimero
opuesto a un numero dado. Luego, a través de un par de preguntas abier-
tas, se les pide que reflexionen acerca de qué sucede al sumar una pareja de
numeros opuestos.
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e Leccion 6. Quitar no siempre perjudica (conformada por cuatro actividades).
En la actividad 1 y 2 de esta leccion se continda con la dinamica del saldo
de la caja. Se pretende que los alumnos reflexionen sobre como deben ser
los nimeros que agreguen o quiten de la caja para que el saldo se vea afec-
tado o beneficiado, en el entendido de que los estudiantes ya saben identi-
ficar cudando un nimero entero es mayor que otro, independientemente de
su signo. Esto se hace primero por medio de un pequefio cuestionario y
luego mediante una tabla donde deben proponer valores de manera que el
saldo que resulta en cada fila se vea afectado o beneficiado, segtin se indique.
En la actividad 3 nuevamente se utiliza una tabla similar, sélo que ahora
deben empezar a indicar la accidon con una operacion (suma o resta).

Finalmente, en la actividad 4 se proporciona una tabla de verdadero o
falso, en la que los alumnos deben proporcionar ejemplos para justificar
sus respuestas. En esta actividad se abordan las posibilidades de sumar o
restar nimeros con diferentes valores absolutos y diferentes signos.

o Leccidn 7. Mds sobre niimeros con signo (contiene una actividad).
Esta actividad continta con la idea del saldo de la caja y consiste en realizar
ocho ejercicios del mismo tipo en los cuales se pide al alumno que propon-
ga una coleccién de numeros que cumplan con caracteristicas dadas; espe-
cificamente, que proporcionen una cantidad determinada de niameros, que
el resultado de la suma sea el que se indica y que contenga algun numero
en particular. Esta dindmica les permite ejercitar la suma y la resta de nu-
meros con signo que han aprendido con las actividades anteriores.

En esta leccion ya aparecen algunos ejercicios con nimeros decimales
y fraccionarios positivos y negativos, y se hace explicita la propiedad de
que al sumar parejas de nimeros simétricos el resultado es cero (esto se
hace mediante una nota al margen de las actividades), con la finalidad de
que les sea de utilidad para resolver los ejercicios.

—Secuencia 22. Numeros con signo 2.

Se compone de tres lecciones. El aprendizaje esperado en esta secuencia es
“Resuelve problemas de suma y resta con numeros con signo (enteros, frac-
ciones y decimales)”; es decir, hasta este momento los estudiantes aprenden
a sumar y a restar fracciones y decimales positivos y negativos, ya que en la
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secuencia 2 inicamente aprendieron a hacerlo con nimeros enteros. Las
lecciones que componen esta secuencia y la forma en que abordan el tema
se describen a continuacion:

o Leccion 71. sDonde se usan niimeros con signo? (conformada por una ac-
tividad).

En la actividad 1 de esta leccion se presenta un estado de cuenta con nime-
ros decimales. Mediante un cuestionario los alumnos deben realizar algunas
operaciones a partir de los datos que se les van dando. Para la segunda
parte de la actividad se presenta una tabla de temperaturas de diferentes
lugares y los alumnos deben comparar los datos para determinar cudles son
mayores y cuales son menores, ademas de que se les pide ubicar en la recta
numeérica algunos valores de la tabla.

Para cerrar la actividad se muestra una tabla que contiene las estadisti-
cas de un torneo de futbol, la cual deben completar calculando la diferencia
de goles a favor y goles en contra, colocando un signo de mas cuando el re-
sultado son goles a favor y un signo de menos cuando son goles en contra.

o Leccidn 72. Sumas y restas de niimeros con signo (se organiza en cuatro
actividades).
Las primeras tres actividades de la leccion estan asociadas con una situacion
que se propone acerca de los datos que se obtienen en un juego de tirar dos
dados. En estas tres actividades se proporcionan tablas que contienen ope-
raciones con datos faltantes, las cuales deben ser completadas por los alum-
nos. A partir de estas tablas de operaciones se pide a los estudiantes que
deduzcan y formulen reglas para sumar y restar numeros con signo; cabe
mencionar que esta parte s6lo maneja nimeros enteros. En la cuarta acti-
vidad se proporciona a los alumnos cuatro ejemplos acerca de como mane-
jar expresiones como y en las que deben de reflexionar qué sucede en cada
caso y anotarlo.

Finalmente, se les presenta una coleccion de ejercicios de sumas y res-
tas de numeros con signo (enteros, fracciones y decimales) y se les pide
que los resuelvan mediante la técnica que prefieran.
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o Leccion 73. Juegos con niimeros (contiene dos actividades).

Esta leccion contiene actividades ludicas, tales como cuadrados magicos y
estrellas con valores faltantes que deben ser completados, para lo cual se
tienen que tomar en cuenta requerimientos indicados. De esta forma los
alumnos pueden practicar la suma y la resta de nimeros con signo.

Libro Selva Matemdgicas

Este libro organiza el contenido del tema de adicion y sustraccion de niime-
ros con signo en cuatro secuencias, las cuales se describen a continuacion.

La secuencia 5 (pp. 32-39) tiene como aprendizaje esperado: “Resuelve
problemas de suma de nimeros enteros, positivos y negativos”. Los ejerci-
cios y los problemas que se plantean en esta secuencia consideran solamente
los nimeros enteros, y las actividades que la conforman son las siguientes:

o Actividad 1 (pp. 32-33). Problema relacionado con las pérdidas y las ganan-
cias de una empresa y ejercicios explicativos y de lectura sobre el significa-
do del signo negativo.

o Actividad 2 (pp. 33-34). Ejercicios reflexivos sobre el significado del signo
negativo.

o Actividad 3 (pp. 34-35). Problema de la vida real relacionado con las pérdi-
das y las ganancias de una empresa y ejercicios de suma de nimeros ente-
ros positivos y negativos.

o Actividad 4 (p. 35). Ejercicios para trabajar en pareja en torno del célculo
de la suma de numeros enteros positivos y negativos.

» Actividad 5 (p. 36). Ejercicios para trabajar en pareja utilizando calculadora
y observando como cambia el signo al sumar nimeros con signo.

» Actividad 6 (pp. 36-37). Operaciones con signo positivo y negativo para
resolver tres problemas de la vida cotidiana.

» Actividad 7 (pp. 37-38). Ejercicios para trabajar en pareja con la finalidad
de que encuentren el significado del valor absoluto y asi completen los ejer-
cicios propuestos.

o Actividad 8 (p. 38). Ejercicios de suma de nimeros con signo a través de un
problema relacionado con compras y pagos.

o Actividad 9 (p. 39). Lectura sobre el signo negativo y el valor absoluto.
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La secuencia 6 (pp. 40-46) tiene como aprendizaje esperado: “Resuelve
problemas de resta de numeros enteros positivos y negativos”. En esta se-
cuencia se trabaja con la resta de nimeros enteros. Las actividades que
contiene esta secuencia son las siguientes:

o Actividad 1 (pp. 40-43). Ejercicios para trabajar en equipos de tres inte-
grantes relacionados con un problema de inversion y solucién de proble-
mas con signo negativo, utilizando diagramas (recta numérica).

o Actividad 2 (pp. 43-44). Ejercicios sobre calculo de restas transformandolas
en sumas para después resolverlas.

o Actividad 3 (pp. 43-44). Ejercicios para trabajar en pareja completando los
numeros que faltan para satisfacer una igualdad.

o Actividad 4 (p. 45). Informacion para comentar con un compaiero, en la
que se menciona que la resta siempre puede expresarse como una suma.
Ademads se proporciona la definicién de inverso aditivo.

o Actividad 5 (pp. 45-46). Ejercicios de resta utilizando diagramas (recta nu-
mérica); primero se abordan en parejas y después de manera grupal.

La secuencia 7 (pp. 47-50) tiene como aprendizaje esperado el siguien-
te: “Resuelve problemas de suma y resta con numeros decimales positivos
y negativos”. En esta secuencia se proponen ejercicios, problemas y lectu-
ras con numeros decimales. Las actividades que conforman esta secuencia
son las siguientes:

o Actividad 1 (pp. 47-48). Inicia con un problema sobre una competencia de
robots, el cual puede ser muy llamativo para los estudiantes. Este abarca el
concepto de nimero decimal y resta de nimeros con signo.

o Actividad 2 (p. 48). Resolucion de ejercicios relacionados con el tema de
resta de numeros decimales con signo, los cuales se pueden resolver con
calculadora.

o Actividad 3 (pp. 49-50). Inicia con un problema de la vida cotidiana (tarjeta
de crédito); posteriormente se formulan preguntas sobre cémo resolvieron
el problema, con la intencién de que el estudiante reflexione acerca de la
suma de numeros decimales positivos.

o Actividad 4 (p. 50). La actividad empieza con una lectura sobre la suma y la
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resta de nimeros decimales; posteriormente se formulan preguntas para
reforzar lo que dice la lectura y se aborda el tema de conmutatividad.

La secuencia 8 (pp. 51-56) tiene como aprendizaje esperado el siguien-
te: “Resuelve problemas de suma y resta con niimeros fraccionarios positi-
vos y negativos”. En esta secuencia se trabaja con niimeros fraccionarios.
Las actividades que la conforman son las siguientes:

o Actividad 1 (p. 51). Inicia con un problema para trabajar en parejas; éste es
sobre un tanque de gasolina. Posteriormente se comparten las respuestas
con el resto del grupo para observar si la resta de fracciones sigue las mis-
mas reglas que con los numeros decimales o enteros.

o Actividad 2 (pp. 52-54). Empieza con una lectura sobre las fracciones equi-
valentes para después mostrar como sumar y restar fracciones equivalentes.

o Actividad 3 (p. 54). Resolver sumas y restas de fracciones con la recta nu-
mérica.

o Actividad 4 (p. 55). Suma de fracciones a partir de la conversion de éstas a
numeros decimales.

o Actividad 5 (pp. 55-56). Ejercicios de suma y resta de fracciones con signo,
los cuales se pueden resolver con decimales o con las mismas fracciones.

Para introducir el tema, este libro parte de situaciones y problemas que
encontramos en la vida cotidiana, lo cual hace que sea muy accesible para
los estudiantes. Ademas, hay varios ejercicios que les permiten reconocer
y profundizar sobre el concepto que deben trabajar. Asimismo, hay ejerci-
cios practicos que promueven la reflexion sobre como sumar nimeros con
signo. Algo caracteristico de este libro es que en la mayoria de sus activi-
dades se solicita a los estudiantes que trabajen en parejas y los conceptos
los definen a través de lecturas. Finalmente, cabe mencionar que las activi-
dades que se proponen en este libro, especificamente para el tema en cues-
tion, son un tanto mondtonas, ya que, en general, se invita a la reflexion a
través de cuestionarios.
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Diferencias y similitudes entre libros
y clases virtuales: analisis por categoria

Con base en las ideas de Bruner acerca de como arreglar el ambiente para
optimizar el aprendizaje de los estudiantes en el momento de planificar el
proceso educativo, encontramos algunas diferencias y similitudes entre los
materiales analizados en relacion con las categorias establecidas. La infor-
macion correspondiente se presenta en la tabla 1 y posteriormente se des-
cribe con mayor detalle.

Con base en las consideraciones de Bruner, la instrucciéon debe inten-
tar crear en el alumno una predisposicion favorable al aprendizaje; sin em-
bargo, en las clases virtuales las dinamicas que se proponen a los alumnos
son poco atractivas y dificilmente éstos las realizarian en sus hogares, pues
para la mayoria de éstas deben fabricar su propio material y, en ocasiones
pedir, la colaboracion de alguna otra persona. Por su parte, el aspecto que
tiene el libro Selva Matemdgicas también puede ser poco atractivo para los
estudiantes por la monotonia de sus actividades (en su mayoria cuestiona-
rios). Por esto consideramos que en ambos casos las dindmicas y las activi-
dades propuestas no son favorables para predisponer positivamente a los
alumnos. Al contrario, pueden provocar aburrimiento y poco interés.

Entre las ideas de Bruner también se encuentra el establecimiento de
una secuencia eficiente para presentar los contenidos. En este caso consi-
deramos que la secuencia en los contenidos que ofrece el libro Conecta Mds
es eficiente para generar un aprendizaje por descubrimiento mediante la
motivacion de los estudiantes para que sean ellos quienes descubran las re-
laciones entre los conceptos y el conocimiento que construyen. En este as-
pecto, el libro Selva Matemdgicas y el programa Aprende en Casa no con-
tribuyen a un aprendizaje por descubrimiento, ya que el primero se limita
a presentar la informacion y luego hacer cuestionarios y proponer ejercicios,
y el segundo se enfoca en presentar la informacion de una manera atracti-
va pero no da la oportunidad al alumno de que sea él mismo quien haga
sus propias construcciones.

Por otra parte, de acuerdo con Bruner, el curriculo debe organizarse
en forma espiral, es decir, ir abordando los temas de manera progresiva, de
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TasLa 1. Diferencias y similitudes entre clases virtuales y libros de texto

Categorias Diferencias Similitudes
Crear En el caso de Conecta Mds la En el caso de Aprende en Casa Il las
predisposicion variedad y el tipo de actividades dindmicas que se proponen son
favorable al que se presentan pueden ser mas  poco atractivas para los estudiantes

aprendizaje

Estructurar el
conocimiento
para facilitar su
comprensién

Establecer una
secuencia
eficiente para
presentar los
contenidos

atractivos para el estudiante.

El libro Conecta Mds contribuye a
que se dé un aprendizaje por
descubrimiento, lo cual permite
profundizar en los conocimientos
a partir de actividades que

permiten al estudiante construirlo.

En el libro Conecta Mds el
aprendizaje esperado se aborda
en dos momentos diferentes,
mientras que en los otros dos se
aborda de manera continua.

y en el libro Selva Matemdgica el
tipo de actividades es monotono,
por lo que en ambos casos se
puede llegar a generar una
predisposiciéon negativa en

el estudiante.

En el caso de Aprende en Casa Il y
Selva Matemdgica no se promueve
un aprendizaje por descubrimiento.
El libro presenta el conocimiento a
través de lecturas y cuestionarios

y propone ejercicios repetitivos.

En el caso de las clases virtuales se
presenta la informacién de manera
“atractiva’, pero no se profundiza ni
se invita al descubrimiento.

El orden en que se presentan los
contenidos, tanto en los libros
como en los videos, es igual. Los
contenidos cada vez se van
tratando con mayor complejidad.

manera que los alumnos vayan modificando sus representaciones menta-
les a medida que desarrollan su capacidad de categorizar, conceptualizar y
representar. Sin embargo, esto no sucede en las clases virtuales, pues en
éstas se proporciona el contenido de modo directo y no se ofrecen las con-
diciones necesarias para que el alumno pueda profundizar y hacer progre-
sar su conocimiento. Al respecto, en el libro Conecta Mds si se da esta
oportunidad al alumno, pues se proponen situaciones y actividades orga-
nizadas de manera que le permiten ir modificando sus esquemas mentales
progresivamente, lo cual le permite profundizar y hacer evolucionar los
conocimientos que va adquiriendo.
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Conclusiones

A partir de los analisis realizados al programa Aprende en Casa Il y a los
libros Conecta Mds'y Selva Matemdgica se puede observar que no hay con-
cordancia en cuanto a los tiempos y los espacios en los que se aborda el tema
de “adicion y sustraccion de numeros con signo”. En los videos el tema se
aborda en seis sesiones seguidas; en el libro Conecta Mds, en siete lecciones
separadas en dos periodos, y en el libro Selva Matemdgica se aborda en
cuatro secuencias corridas, lo cual puede llegar a confundir al alumno en
cuanto a la forma de trabajar conjuntamente con los materiales si no cuen-
ta con la orientacion correcta, ya que en las clases se le recomienda que
consulte o trabaje en su libro de texto sin indicarle la parte exacta que pue-
de abordar con lo visto en clase. Sin embargo, consideramos que hay partes
de los libros de texto y episodios de los videos que podrian complementar-
se para obtener buenos resultados en el aprendizaje de los alumnos; pero es
muy dificil que éstos encuentren por si mismos esa relaciéon debido a las
diferencias sobre como se aborda el tema y la forma en que se organiza la
informacion.

En general, utilizar estos dos materiales de forma paralela se puede
convertir en una dificultad de aprendizaje para los estudiantes cuando no
existe una orientacion adecuada, ya que en el caso de que exista la guia del
profesor, éste puede garantizar el vinculo necesario para lograr un apren-
dizaje significativo.

De acuerdo con las consideraciones de Bruner sobre cémo hay que
arreglar el ambiente para optimizar el aprendizaje, podemos afirmar que la
estrategia Aprende en Casa y el uso autodidacta del libro Selva Matemad-
gica no favorecen la optimizacion del aprendizaje de los estudiantes por la
forma en que presentan la informacion y por el tipo de actividades que
proponen. No obstante, consideramos que un uso adecuado de las clases
virtuales y del libro de texto, de manera simultdnea, puede favorecer la
optimizacion del aprendizaje de los estudiantes para el tema de la adicion
y la sustraccién de numeros con signo. En este caso, de acuerdo con el
analisis realizado, consideramos que el libro Conecta Mads es el mas ade-
cuado, instruccionalmente, para abordar este tema, aunque no tiene total

295



296

ESTUDIOS SOBRE LOS LIBROS DE TEXTO DE MATEMATICAS

concordancia con las clases virtuales. Si se usaran ambos con la orienta-
cién docente adecuada se podrian complementar satisfactoriamente, ya
que las actividades del libro ayudarian a solventar las carencias de las cla-
ses virtuales.
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Resumen

En los planes y programas de estudio de nivel secundaria en México se
menciona la importancia de trabajar con problemas en contextos auténticos.
Puesto que los libros de texto desempefian un papel importante en el dise-
no y la gestion del proceso de ensefianza-aprendizaje, en este trabajo se
propone analizar la autenticidad de problemas matematicos en los libros de
texto gratuitos de educacién secundaria, teniendo como objeto matematico
el teorema de Pitagoras. El sustento teérico de la investigacion se establece
en la teoria de situaciones auténticas de Palm. La investigacion trat6 de un
analisis de contenido mixto, preferentemente cualitativo; las unidades de
analisis consistieron en problemas con un contexto acerca del teorema
de Pitagoras. Los resultados indican que sélo 3.4% de los problemas anali-
zados resultaron ser auténticos. El aspecto que menos se cumpli6 fue el de
pregunta, ya que sdlo 15.5% de los problemas de la muestra lo cumplieron;
esto significa que la mayoria de las preguntas que se plantean en estos pro-
blemas no estan vinculadas con la vida real de los estudiantes. Se concluye
que en la gran mayoria de los problemas del teorema de Pitagoras analizados
no se plantean situaciones contextualizadas, reales y significativas para los
estudiantes.

Palabras clave: autenticidad, teorema de Pitagoras, libros de texto.
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Introduccion

El teorema de Pitagoras es uno de los temas con mas aplicaciones que se
abordan en tercer afio de secundaria, ademas de que es uno de los concep-
tos matematicos mas recordados por los estudiantes, aunque en la mayoria
de los casos no logran entender su contenido, puesto que cuando enuncian
dicho teorema, generalmente no hacen referencia a figuras, sino que lo ven
como algo puramente algebraico (Leal ef al., 2018). Incluso se ha observado
en el nivel superior que los estudiantes confunden los conceptos de longitud
y area ya que, en el caso de los tridngulos rectangulos, utilizan el teorema
de Pitagoras para calcular el drea de éstos (Hernandez Pacheco, 2020).

La importancia de comprender y manejar este tema es variada, como
se menciona en el estudio de De la Torre y Pérez (2014), en el cual se afir-
ma que, con base en el teorema de Pitagoras, los alumnos pueden llegar a
construir sélidos o hasta hacer demostraciones, pasando por la utilizacién
del célculo numérico o algebraico, la modelizacion, la utilizacion de situa-
ciones concretas y la resolucion de problemas matematicos que no son pu-
ramente algoritmicos. Esto permite que los alumnos pongan en practica
todas las dimensiones de la actividad matematica en su amplio sentido.

Desafortunadamente, lo que sefialan De la Torre y Pérez (2015) casi
nunca se logra, puesto que los estudiantes utilizan el teorema de Pitagoras
como una simple férmula, dejando a un lado su significado, aunque los
criterios de evaluacion y los estandares de aprendizaje del curriculo de ma-
tematicas de secundaria proponen, en esta etapa escolar, la comprension
del teorema y su utilizacion para obtener medidas y resolver problemas. Es
dificil ensefiar el teorema de Pitagoras para que los alumnos lo comprendan,
identifiquen cuando emplearlo y lo apliquen correctamente. Por lo tanto,
es necesario seleccionar correctamente los problemas matematicos que se-
ran utilizados en la ensefianza (Troyano & Flores, 2016).

Generalmente, el profesor utiliza como guia para sus clases los libros
de texto y la mayoria de las veces selecciona problemas que aparecen en
ellos para que los alumnos los resuelvan (Picado, 2012). Los libros de texto
se pueden ver como una obra literaria con informacién organizada de una
disciplina y con un fin didéctico, que ademas busca responder a las necesi-
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dades educativas de la sociedad y al curriculum del sistema educativo. Por
eso resulta necesario estudiar qué estan presentando los libros en cuanto al
planteamiento de problemas, desde alguna perspectiva dada.

Tomando en cuenta estos aspectos, se han realizado varios andlisis de
libros de texto. Es el caso del estudio de Castro et al. (2016), quienes reali-
zan un andlisis didactico de los libros de texto de educacién secundaria en
Costa Rica, estudiando los sistemas de representacion usados y los contex-
tos utilizados para mostrar los conceptos matematicos. Existen otros ana-
lisis de libros de texto de matematicas, como el de Madrid et al. (2018),
que presenta un estudio de caso sobre la inclusion de contenidos explicitos
acerca de la historia de las matematicas en los libros de texto de nivel se-
cundaria.

Planteamiento de problema

Los libros de texto se caracterizan por ser un apoyo en los procesos de en-
seflanza-aprendizaje, ya que el docente los utiliza como una guia en su pla-
nificacion diaria acorde a los programas educativos. Ademas, el alumno
recurre a ellos frecuentemente para complementar lo que ha estudiado en
clases o para realizar una tarea por ser un recurso al que se puede acceder
tanto en el aula como fuera de ella (Humbria & Gonzélez, 2017).

Pepin y Haggarty (2001) afirman que los libros de texto son una de las
principales herramientas para los docentes, pues son su guia esencial, de
ahi que se les considere una fuente de contenido pedagdgico.

Segtin Fan (2013), los libros de texto son una variable intermedia en el
contexto de la educacidon, ademds de que pueden ser considerados como
una variable independiente que incide en la ensefianza y el aprendizaje.
También para Torres (1991) son un intermediario y un punto de unién
entre el curriculo y su uso en las aulas; de ahi la importancia de que los
investigadores en educaciéon matematica realicen estudios sobre libros de
texto y su relaciéon con otros factores de la educacion.

Sin embargo, la investigacion acerca de libros de texto en el ambito de
la educacion matematica ha sido poco abordada, pese al frecuente uso de
los libros de texto en el aula (Fan, 2013). Especificamente, una de las
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principales justificaciones a la hora de presentar el teorema de Pitagoras,
segun Pastor (2015), es la necesidad de la resolucién de problemas relacio-
nados con distancias. Para este autor, el objeto matematico que se esta tra-
tando tiene conexiones muy profundas con otros temas, como: la trisec-
ciéon de un dngulo, la cuadratura del circulo, el concepto de numero
irracional y las constantes aplicaciones en ambitos como la topologia; de
ahi la eleccién de nuestro tema de analisis en los libros de texto.

En el enfoque pedagdgico de los planes y programas de estudio de ni-
vel secundaria en México (Secretaria de Educacién Publica [sEP], 2017) se
menciona la importancia de resolver problemas para el aprendizaje de las
matematicas, asi como también se sefiala que la autenticidad de los con-
textos es fundamental para que la resolucion de problemas se convierta en
una practica mas alld de la clase de matematicas, de donde se espera que
los libros de texto utilizados en el nivel secundaria planteen problemas
con contextos auténticos.

Por esto, una posible perspectiva desde la cual se deben estudiar los
problemas planteados en los libros de texto es el analisis de su autenticidad
como tareas vinculadas al contexto y a la realidad de los estudiantes. Una
propuesta tedrica acerca de cudles pueden considerarse tareas auténticas
es la de Palm (2008), quien define un conjunto de aspectos que permiten a
una tarea o a un problema considerarse auténtico.

La Comision Nacional de Libros de Texto Gratuitos (Conaliteg) es un
organismo publico descentralizado de la administracién publica federal
cuyo objetivo es proporcionar libros de manera gratuita a los alumnos de
educacién basica inscritos en el sistema educativo nacional de México. Se
propone estudiar este tipo de libros, por su alto uso en la educacion basica
mexicana (se pueden consultar en la pagina https://www.conaliteg.sep.
gob.mx/secundaria.html).

De esta forma, el objetivo general de este trabajo es analizar la autenti-
cidad de los problemas referentes al teorema de Pitagoras propuestos en
los libros de texto de la Conaliteg de educacion secundaria. Y para lograr
nuestro objetivo nos hemos guiado por la pregunta de investigacion: ;qué
aspectos de autenticidad cumplen los problemas planteados referentes al
teorema de Pitagoras en los libros de texto de la Conaliteg de educacién
secundaria?
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Revision de la literatura

La mayoria de los conocimientos matematicos que son adquiridos en el aula
se quedan ahi. Es decir, estos conocimientos no son ttiles para resolver los
problemas que se les presentan a los alumnos cotidianamente fuera del
colegio, ni para atender a las demandas y a las necesidades que les solicita
la sociedad.

De ahi la importancia de que en el salon de clases de matematicas se
trabaje con problemas auténticos, que los ayuden a entender el mundo que
los rodea y que los conocimientos que se generen en el aula sean significa-
tivos para el alumno, ademas de que dichos saberes puedan ser aplicados
para resolver problemas de la vida real.

Es de interés conocer si los problemas referentes al teorema de Pitago-
ras que aparecen en los libros de texto de matematicas de la Conaliteg en
su mayoria son problemas auténticos.

Con respecto a la revision de la literatura realizada por las autoras de
este trabajo, se puede mencionar el trabajo de Montoya (2015), quien rea-
liza un escrutinio histérico en el que se analizan los pensamientos filosofi-
cos de Pitagoras y la escuela pitagdrica y las referencias hacia éstos por
parte de Tertuliano.

Troyano y Flores (2016), por su parte, hacen un andlisis de contenido
para apreciar los significados del concepto, enfocado principalmente en la
comprension del teorema de Pitagoras y en la percepcion que tiene el alum-
no de éste. Ademas, plantean una tarea para lograr dicho objetivo.

De la Torre y Pérez (2015) realizan una investigacion para conocer qué
contenidos se seleccionan en los libros de texto en relacion con el teorema
de Pitagoras, ademas de ver como se organizan los contenidos: por dificultad
o0 por categorias, y averiguan si estos contenidos estan articulados para ser
comprendidos por los estudiantes.

Con respecto al analisis de los libros de texto, Madrid et al. (2018)
muestran resultados sobre el uso de la historia de la matematica como or-
ganizador curricular y eje temdtico en los libros de texto de educacidn se-
cundaria.

Tomando en cuenta lo anterior, se justifica la necesidad de realizar una
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investigacion acerca de la autenticidad de los problemas que presentan los
libros de texto de nivel secundaria en México referentes al tema de teore-
ma de Pitagoras.

Marco teodrico

Esta investigacion se sustenta en la teoria de Palm (2008), la cual establece
algunos aspectos para examinar problemas verbales matematicos, con la
finalidad de evaluar su autenticidad. Esta teoria estd enfocada en analizar
la correspondencia entre problemas verbales y situaciones de tareas que
puedan aparecer en el mundo real.

Ya que no es posible simular todos los aspectos involucrados en situa-
ciones de la vida real, simplemente porque las condiciones no son las mis-
mas, Palm propuso los siguientes aspectos para simular estas situaciones:
evento, pregunta, informacion y datos, presentacion, estrategias de solucion,
circunstancias, requisitos de solucién 'y propdsito.

Posteriormente, Palm y Nystrom (2009) aseveran que de todos los as-
pectos y subaspectos definidos inicialmente, cinco son esenciales para que
un problema sea considerado mas auténtico. En ellos se sustenta este tra-
bajo y se definen a continuacion:

1. Evento. Es probable que el alumno lo viva fuera de la escuela.

2. Pregunta. Podria ser formulada de manera habitual para el evento descrito.
La respuesta a las preguntas tiene un valor practico o es interesante para
otros no interesados en las matematicas.

3. Existencia de datos. Los datos coinciden con datos accesibles en la vida
real.

4. Propdésito en el contexto figurativo. Se menciona explicitamente el propdsito
que se persigue con su resolucion, que coincide con el que cabria plantear-
se en la vida real.

5. Especificidad de los datos. Los personajes tienen nombre propio, los objetos
estan definidos y los lugares son especificos, o bien el problema esta for-
mulado en primera o segunda persona (Vicente & Machado, 2017).
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Con la finalidad de explicitar a qué se refieren estos aspectos, en la ta-
bla 1 se proporciona un ejemplo de un problema y su version mas auténti-
ca (Palm & Nystrom, 2009).

TasLA 1. Tarea no auténtica con su version mds auténtica

Tarea

Version mds auténtica

360 estudiantes deberan ir en
autobus en un viaje escolar.
Cada autobus tiene capacidad
para 48 estudiantes. ;Cuantos
autobuses se necesitan?

Todos los estudiantes de la escuela deberan ir juntos

a un viaje escolar el 15 de mayo. Usted y los otros
estudiantes organizadores han decidido que todos deben
ir en autobus y que usted debe contratar los autobuses.
Ha visto en las listas de nombres de los estudiantes que
hay 360 estudiantes en la escuela.

Su profesor dijo que puede pedir los autobuses de la
estacion y que cada autobus tiene capacidad para 48
estudiantes.

Complete la nota que aparece a continuacidn, la cual se
va a enviar a la estacion para ordenar los autobuses.

ORDEN DE AUTOBUS
NOMBIE: ceeiii e
ESCUEIA: ..t
Fecha del Viaje: ....ciivviiiiiiiiiiiee e
Numero de autobuses a ordenar: .........ccccceeeveiieinnnnns
Otros requerimieNntos: .....vuvueniiiireeeeineeeeieaeeneanes

Fuente: Traducido de Palm y Nystrom (2009).

Como se puede observar, en la version mads auténtica ya se habla de un
evento que puede ocurrir en la vida real; la pregunta es habitual cotidiana-
mente; los datos proporcionados coinciden con los que se pueden obtener
en la vida real; el propdsito y los datos proporcionados son claros y especi-
ficos. Ademas, en esta version mas auténtica el estudiante puede hacer uso
de su experiencia de la vida real para resolver el problema, ademas de las

matematicas escolares.

En este trabajo de investigacion se considerara auténtico un problema
que cumple con estos cinco aspectos.
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Método

En esta investigacion se realizé un andlisis de contenido mixto, preferente-
mente cualitativo, que Fraenkel ef al. (1993) establecen “se puede utilizar en
cualquier contexto en el que el investigador desee un medio para sistema-
tizar y (a menudo) cuantificar datos” (p. 479). El analisis de contenido se
realizé sobre una muestra de problemas extraida de los 29 libros de texto
gratuitos de tercer afo de secundaria de la Conaliteg, utilizados actualmen-
te en las escuelas publicas. Se llevé a cabo un muestreo intencional de pro-
blemas, con el objetivo de contar con una muestra lo mas variada posible,
ya que en algunos casos un mismo problema se repetia con una ligera va-
riacién. Se seleccionaron dos problemas sobre el teorema de Pitagoras de
cada uno de los libros, lo que arrojoé un total de 58 problemas. Para esta
seleccion no se tomaron en cuenta los problemas en cuyos planteamientos
no hubiera un contexto.

Con respecto al estudio cualitativo, el analisis de cada uno de los pro-
blemas se basé en los aspectos propuestos por Palm y Nystrom (2009), to-
mando en consideracién las siguientes categorias: evento, pregunta, exis-
tencia de datos, propdsito y especificidad de los datos, asignando un valor
dicotémico a cada aspecto. A cada problema se le asignd el valor de 1 si el
problema cumplia con el aspecto y el valor de 0 si no cumplia con él. Si la
suma de todos los aspectos resultaba ser 5 esto queria decir que se trataba
de un problema auténtico. Dicho analisis de autenticidad fue realizado por
las dos investigadoras como expertas del tema trabajando conjuntamente,
para tener una valoracion consensuada de cada aspecto, y cuando hubo
discrepancia se discutio6 hasta llegar a un acuerdo.

El estudio cuantitativo consistié de un analisis de correlacion para ob-
servar si los aspectos presentaron una relacion positiva o negativa en los
datos. Puesto que el muestreo no fue aleatorio, los resultados no pueden
ser generalizados a todos los problemas del teorema de Pitdgoras de la Co-
naliteg, pero aporta una valoracién mas que complementa el analisis cua-
litativo de estos 58 problemas analizados.
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Analisis de resultados
Analisis cualitativo. En este andlisis de autenticidad inicialmente se obtu-
vieron los porcentajes de presencia de cada uno de los aspectos en los 58

problemas seleccionados, los cuales se muestran en la tabla 2.

TaBLA 2. Problemas que cumplen con los aspectos de autenticidad

Aspecto Porcentaje
Evento 29.3
Pregunta 155
Existencia de datos 58.62
Propdsito 32.75
Especificidad de los datos 39.65

Como se puede observar, el aspecto que mas se cumpli6 fue el de exis-
tencia de datos, ya que 34 de los 58 problemas cumplieron con este aspec-
to, seguido de especificidad de los datos con 23 problemas. El propdsito lo
cumplieron 19 problemas y 17 problemas cumplieron con el evento. El as-
pecto que menos se cumplié en los problemas es el de pregunta, ya que
solamente nueve problemas aprobaron este aspecto.

De todos los problemas analizados sélo dos pudieron considerarse au-
ténticos, lo cual equivale a 3.4% del total. En la figura 1 se muestra uno de
los problemas que cumplié con los cinco aspectos de autenticidad. En
efecto, el evento descrito en la tarea si se puede presentar en la vida real; si
les puede interesar la potencia que tiene el walkie-talkie, es decir la pre-
gunta; los datos coinciden con los que se pueden presentar en la vida real,
puesto que se habla de distancias que si pueden darse en una ciudad bien
trazada; tiene un propdsito, el que puedan comunicarse, y es especifico en
los datos proporcionados, pues habla de lugares y personas especificas.

En la figura 2 se puede observar el otro ejemplo de problema auténti-
co. El problema si puede plantearse en la vida real, ya que este tipo de an-
tenas si existe pues usualmente éstas se sujetan con cables, cumpliendo
con el aspecto de evento; la pregunta de calcular la cantidad de cable nece-
sario si se podria plantear en la vida real; existe un proposito, el de calcular
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Ficura 1. Ejemplo de problema auténtico

Fuente: Adaptado de un libro de texto de secundaria de la Conaliteg.

Ficura 2. Segundo ejemplo de problema auténtico

Fuente: Adaptado de un libro de texto de secundaria de la Conaliteg.
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el cable necesario, y es especifico, puesto que habla de lugares y personas
con nombre propio. Los investigadores-revisores consideraron que la ima-
gen podria mejorarse (la imagen que aqui se presenta es muy parecida a la
del libro, y, como puede observarse, no se aprecia como se sujeta la antena
con los cables).

Del analisis cualitativo también se pudo observar que dos problemas
mas resultaron casi auténticos, puesto que cumplieron con cuatro de los as-
pectos que analizamos aqui. En uno de ellos falla el aspecto pregunta, y en el
segundo, falla el aspecto existencia de datos. Nuevamente, sélo 3.4% de los
problemas analizados son casi auténticos. Estos se muestran a continuacién.

Ficura 3. Primer problema que cumple cuatro aspectos de autenticidad

Fuente: Adaptado de un libro de texto de secundaria de la Conaliteg.
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El problema que aparece en la figura 3 no cumple con el aspecto pre-
gunta, ya que no cabria plantearse en la vida real de esta manera, puesto
que para obtener las medidas solicitadas bastaria con medir directamente
y no seria necesario utilizar el teorema de Pitagoras.

Referente al segundo problema casi auténtico, este aparece en la figura 4.
El aspecto que se considera que no se cumple es el de existencia de datos,
ya que los expertos consideran que 45 metros de distancia de la base al fi-
nal del tirante es un exceso y no coincide con los datos que se encuentran
disponibles en la vida real. Los expertos también coinciden en que el dibu-
jo no representa de manera correcta la situacion planteada.

El 24.13% (14 problemas) de los problemas cumplieron con tres de los
aspectos de autenticidad. Aunque los dos aspectos que no cumplieron fue-
ron variados, los que predominaron fueron evento y pregunta, pues cinco
de los 14 problemas tuvieron estas caracteristicas. Es decir, se trata de pro-
blemas que si persiguen un propdsito explicito, pero que no toman en
cuenta que el evento se pueda presentar en la vida real y que se pueda for-
mular la pregunta adecuada a ese contexto.

Otro resultado que se observa es que nueve de los 58 problemas estu-
diados s6lo cumplen con dos aspectos; los que predominaron fueron exis-

Ficura 4. Problema casi auténtico 2

Fuente: Adaptado de un libro de texto de secundaria de la Conaliteg.
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tencia de datos y especificidad de los datos. Cinco de los nueve problemas
s6lo hablan de datos concisos y especificos, pero los eventos descritos no
pueden suceder, la pregunta no cabria plantedrsela en la vida real y no per-
siguen un proposito.

Un dato preocupante es que 41.37% (24 problemas) sélo cumple con
un aspecto de autenticidad. El aspecto que predomina es el de existencia
de datos; especificamente, 14 de ellos cumplen con proporcionar datos nu-
méricos, sin tomar en cuenta los otros cuatro aspectos.

También se encontraron problemas en los que no se cumplié con nin-
guno de los aspectos de autenticidad. Un total de siete de los 58 problemas
se encuentran en esta categoria, donde sélo se plantea un tridngulo rectdn-
gulo con ciertas medidas, que permita aplicar el teorema de Pitdgoras sin
un proposito, una pregunta, ni especificidad de datos, lo que esta vincula-
do con que los problemas tengan un contexto.

En la figura 5 se muestra un problema que no cumple con ninguno de
los aspectos de autenticidad. Como puede observarse, es poco probable
que el poste se desplome desde la base y caiga exactamente sobre el borde
superior de la barda del edificio; por lo tanto, no cumple con el evento.
Dado el accidente automovilistico, no seria habitual preguntarse por la al-
tura del edificio, por lo cual no se cumple con la pregunta. Los datos son
poco probables, pues en la vida real las medidas no son tan exactas; luego,
no se cumple con la existencia de datos. Tampoco se cumple el propdsito en
el contexto figurativo, pues no se menciona explicitamente en el problema.
Por ultimo, el personaje no tiene nombre propio, de donde no se cumple
con la especificidad de los datos.

Los porcentajes mencionados anteriormente se resumen en la tabla 3.

De los 58 problemas que constituyeron la muestra, en 38 trataban de
encontrar la medida de la diagonal del tridangulo, 18 trataban de encontrar
la medida de uno de los catetos, uno trataba sobre encontrar las medidas
de un triangulo rectangulo y un problema no se pudo categorizar puesto
que pide al estudiante que contintie una historia. Dicho problema se mues-
tra en la figura 6.

A pesar del proceso de muestreo intencional hubo contextos repeti-
dos, como el de obtener la altura de un edificio (tres de los problemas), la
altura de una escalera (tres de los problemas), la longitud del cable de una
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Ficura 5. Problema que no cumple con ningtin aspecto de autenticidad

Fuente: Adaptado de un libro de texto de secundaria de la Conaliteg.

TasLA 3. Porcentaje de problemas que cumplen con un determinado

numero de aspectos
Numero de aspectos Porcentaje de problemas que lo cumplen
5 3.44
4 3.44
3 24.13
2 15.51
1 41.37
0 12.06

Fuente: Adaptado de un libro de texto de secundaria de la Conaliteg.
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FiGura 6. Problema que no se pudo categorizar

“Mientras caminaba por la playa me detuve a ver el horizonte. Justo frente a mi se encontra-
ba mi primo sosteniendo una boya que flotaba a 45 m de distancia de la escalera del salvavi-
das que se ubicaba a mi mano derecha a 30 m de distancia, él me gritaba que lo acompana-
ra porque sabe que soy muy buen nadador, pero sélo pude nadar 30 m continuos sin
detenerme a descansar...". Termina la historia con datos precisos para darle un buen final y
realizar en tu cuaderno un dibujo que represente la situacion.

Fuente: Adaptado de un libro de texto de secundaria de la Conaliteg.

antena (tres de los problemas) y la diagonal de un rectangulo (tres de los
problemas). En total se obtuvieron 41 contextos diferentes.

Asimismo, se concluyé que ocho de los 58 problemas seleccionados se
refieren a situaciones que incluyen una escalera, pero ninguno de ellos re-
sultd auténtico, pues a lo mds cumplieron cuatro de los aspectos. Se pudo
notar que en ninguno de ellos se hace explicito cual es el proposito de re-
solver el problema.

También se not6 que otro de los temas recurrentes en los problemas es
el de una antena con cables sujetados al suelo; cuatro de los ejercicios se-
leccionados trataban acerca de este tema, pero, a diferencia de los proble-
mas en que habia una escalera, su nivel de autenticidad varié bastante,
pues uno de ellos es el que se menciona como uno de los problemas autén-
ticos encontrados, y otro no cumplié con ninguno de ellos, como se mues-
tra en la figura 7.

En cuanto al andlisis cuantitativo de correlacion se utilizé el estadistico
de Spearman, puesto que los datos no son normales. Se recurrié a la escala
de Ortega et al. (2009) para la interpretacion de los resultados.

Ficura 7. Problema no auténtico de un poste de luz

4. Un poste de luz eléctrica esté sujeto al suelo por medio de unos tirantes de acero. Si uno
de estos tirantes mide 30 metros de largo y estad anclado a 15 metros de distancia de la base
del poste, jcudl es la altura del poste?

Fuente: Adaptado de un libro de texto de secundaria de la Conaliteg.

En los problemas analizados existe una fuerte correlacién entre el pro-
posito y la pregunta (.54), lo cual se debe a que cuando un problema persi-
guid un proposito especifico con su resolucion, la pregunta estuvo relacionada
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TaBLA 4. Resultado del andlisis de correlacion de Spearman

1 2 3 4 5
1. Evento 1
2. Pregunta 0.46 1
3. Existencia de datos 0.19 -0.05 1
4.  Propésito 0.28 0.54 -0.07 1
5. Especificidad 0.19 -0.07 0.18 0.12 1

Fuente: Adaptado de un libro de texto de secundaria de la Conaliteg.

con dicho proposito, de manera que cuando el problema conté con un
proposito, la pregunta también resulté adecuada, segun la definicion de
Palm y Nystrom (2009). De la misma manera, se encontr6 una correlacién
débil entre pregunta y evento (0.46), por la misma razon.

Conclusiones

Como resultado del analisis de los problemas en la muestra se llegd a la
conclusion de que la gran mayoria de los problemas planteados referentes
al tema del teorema de Pitagoras en los libros de texto de matematicas de
tercer afio de secundaria de la Conaliteg no son auténticos. E1 96.5% de los
problemas analizados no cumplen con al menos un aspecto de autenticidad.
Solo 3.5% de los libros analizados resulto6 ser auténtico. Este resultado es
preocupante puesto que se trata de libros gratuitos de alta distribucion en
el nivel de secundaria (grados 7-9) en México.

Otro 3.5% de los problemas resultaron ser casi auténticos, es decir,
cumplen con cuatro de los cinco aspectos de autenticidad. Este porcentaje
es muy pequeno, lo que indica baja representatividad. El aspecto que mas
se cumplid en estos problemas fue el de existencia de datos, lo cual refleja
que dichos problemas se enfocan mas en representar un triangulo rectan-
gulo en el que se pueda aplicar la férmula del teorema de Pitagoras, mads
que en contextualizar el problema con un evento, pregunta, propdsito o da-
tos especificos.

El aspecto que menos se cumpli6 fue el de pregunta, pues aunque se
encontraron problemas que tienen un evento, son especificos en los datos,

313



314

ESTUDIOS SOBRE LOS LIBROS DE TEXTO DE MATEMATICAS

los datos coinciden con los de la vida real, y tienen un propdsito, la pre-
gunta no es pertinente plantearsela, o no se resolveria de la misma forma
en la vida real, es decir, no se utilizaria el teorema de Pitagoras para darle
solucién en la vida cotidiana.

El aspecto que mas se cumplio fue el de existencia de datos con 58.62%.
Lo anterior puede indicar que los autores de los libros medianamente se
preocupan por disefiar problemas con datos reales. Sin embargo, esto no
es suficiente para que un problema esté estrechamente vinculado con la
realidad de los estudiantes; hace falta cumplir con mas aspectos, segun la
teoria de Palm.

En los problemas se repiten ciertos contextos; el que mas aparece es el
de una escalera recargada sobre una pared, pero ninguno de estos proble-
mas resultd ser auténtico.

Con esta informacion se puede concluir que la mayoria de las situacio-
nes planteadas en los libros de texto de tercero de secundaria de la Conali-
teg referentes al tema del teorema de Pitagoras no plantean situaciones
contextualizadas, reales y significativas donde se haga uso de las matema-
ticas.
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