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Presentacion

El objetivo principal de este libro es proporcionar al estudiante de las licen-
ciaturas en matematicas una vision sobre los principios de la modelizacién ma-
tematica que le permita analizar modelos ya publicados y construir modelos de-
terministas.

Se presentan algunos de los modelos que hemos desarrollado -en el marco
de nuestra red de colaboracion- y se incluyen dos capitulos de teoria para que
faciliten la comprensidn de su elaboracion o analisis.

Mostramos el tipo de conocimientos, razonamiento y analisis necesarios pa-
ra realizar modelos a partir de problemas reales con la intencidon de que mas
jovenes se motiven a profundizar o incursionar en la modelizacién matematica.

La seleccién de los modelos y el estilo de los capitulos 2 y 4 estan inspirados
por el magnifico libro de Edelstein-Keshet ([3] Cap. 2); la teoria de los capitulos
3y 5, por el libro de Fernandez Pérez et al ([1] Cap. 3), sin embargo, la organi-
zacion y el contenido finales son propios.

Todos los ejemplos, gréficas y figuras son de elaboracion propia, salvo los
pocos casos en los que se indica la referencia.

A continuacién describimos brevemente el contenido.

El capitulo 1 presenta una introduccion a las ideas basicas de la modelizacién
matematica y algunas recomendaciones para incursionar en la construccion de
modelos matematicos deterministas.

En el capitulo 2 se ofrece una introduccion a los modelos basicos de dinamica
de poblaciones expresados con sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias.

El capitulo 3 aporta resultados de la teoria de sistemas de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias auténomas necesarios en el andlisis de los modelos expresados
mediante dichos sistemas. La utilizacién de la teoria se ilustra con ejemplos re-
sueltos que incluyen diagramas de fases y los codigos que permiten generarlos
con Wolfram Mathematica.

En el capitulo 4 se presentan modelos basicos de conteo de poblaciones con
ecuaciones en diferencias de una poblacion e interaccion entre dos especies.



En el capitulo 5 se mencionan resultados de la teoria de las ecuaciones en
diferencias necesarios en la solucion y el analisis de los modelos expresados
mediante este tipo de ecuaciones.

El capitulo 6 es una introduccion a modelos basicos de transmision de enfer-
medades infecciosas. Primero se construye una version determinista y autbnoma
del modelo clasico SIR de transmision infecciosa. Se definen algunas nociones
basicas de epidemiologia relacionadas con la transmision de enfermedades in-
fecciosas, junto con la deduccion del modelo y las soluciones, analizadas cualita-
tivamente. Se define la condicién para una epidemia para después discutir, desde
una perspectiva geométrica, conceptos basicos como la condicién de epidemia
en poblaciones totalmente susceptibles (condicion llamada “nimero basico de
reproduccion”), epidemias en poblaciones parcialmente inmunes, y los efectos
que puede tener la pérdida de inmunidad. Se analiza el caso particular de epi-
demias generadas por enfermedades incurables de larga duracion y se deduce
un modelo alternativo y simple con el que es posible realizar ajustes sencillos
a partir del modelo SIR. Al final del capitulo se presentan posibles extensiones
no-auténomas.

En el capitulo 7 se construye una proyeccion sobre la dindmica del crecimien-
to del nUmero de adultos diabéticos en el estado de Hidalgo hasta el afio 2040,
a partir de datos proporcionados por la Encuesta Nacional de Salud y Nutricion
(ENSANUT), proyecciones hechas por el Consejo Nacional de Poblacién (CO-
NAPOQ) y algunos datos obtenidos o calculados a partir de reportes encontrados
en la literatura.

En el capitulo 8 se expone una introducciéon a modelos metapoblacionales de
transmisién de enfermedades infecciosas. Se presenta una forma de construir
modelos metapoblacionales no autdnomos que incluyen distanciamientos socia-
les en dias especificos del ano, tal como ocurrié en México durante el afio 2009.
La dinamica del modelo incluye cambios en el flujo de individuos entre distintas
poblaciones que dependen de cuando ocurren los periodos vacacionales o los
de clases. En particular, se muestra que la combinaciéon de los cambios en el
flujo y el distanciamientos social implementado por el gobierno al principio de la
pandemia reproducen las olas de influenza AH1N1 que ocurrieron durante el afio
2009 en México.

En el capitulo 9 se analizan algunos modelos para describir la interaccion en-
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tre un virus y un hospedero mediante sistemas de ecuaciones diferenciales ordi-
narias. Se obtienen condiciones que garantizan la estabilidad global que permi-
ten caracterizar cuando un virus establecera una infeccién persistente o sera eli-
minado por la respuesta inmunitaria.

En el capitulo 10 se obtiene una ecuacion diferencial de primer orden no lineal
a partir de la férmula de Malacara que se usa para la prueba de Ronchi en
espejos esféricos. Se estudia la solubilidad del modelo por medio del teorema
de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales dadas en forma implicita.
Con esto se encuentran condiciones bajo las cuales el problema de determinar
el defecto en la superficie dptica tiene solucién y es Unica, a saber, se requieren
tanto la condicion inicial en un punto de la superficie como el valor de la derivada
en ese mismo punto. Se obtiene un teorema que establece todas las hipétesis
para obtener este resultado, que se ilustra a través de ejemplos numéricos, para
lo cual se elaboraron programas en MATLAB.

Finalmente, cabe senalar que las contribuciones de los autores de los capitu-
los fueron similares, sin embargo siempre hubo uno o dos autores principales, se
destacan indicando su correo electronico para correspondencia.

Puebla, Pue. Abril 2015.
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Modelizacion matematica. Textos Cientificos, Fomento Editorial de la Benemérita
Universidad Auténoma de Puebla, ISBN: 978-607-487-855-4

Capitulo 1

Consideraciones sobre la modelizacion matematica

Lucia Cervantes Gémez!

Resumen

Se describen caracteristicas importantes del proceso de la modelizacion
matematica y se ofrecen recomendaciones que favorezcan su aprendizaje.

1 Introduccion

Un objetivo importante que se pretende con la modelizacién matematica es
contribuir a la comprensiéon de fendmenos reales, sin embargo, al empezar a
modelizar, es necesario aprender a elegir y delimitar de manera conveniente el
problema de estudio, pues recordemos que los fenédmenos reales relevantes son
tan complejos que su estudio ha requerido distintas aproximaciones metodolégi-
cas [4] y ha dado origen a las diferentes ciencias que han evolucionado durante
siglos hasta alcanzar su expresién actual.

Para empezar a ubicarnos en el contexto de la modelizacién matematica vi-
gente, recordemos que ésta nacio en la Fisica, especialmente en Mecéanica y su
conexién con ideas importantes en las que descansa.

La Fisica, con su componente experimental y la expresion de sus leyes en
términos de modelos matematicos, no s6lo promovié el impresionante desarro-
llo de las matematicas, sino que debido a sus logros se convirtid en el modelo
de ciencia occidental durante siglos; el método cientifico que ella promovié si-
gue siendo el utilizado en las ciencias exactas y la mayor parte de las ciencias
naturales.

Cabe mencionar que los modelos matematicos de la Fisica constituyen la
base de los modelos matematicos de otras disciplinas, no sélo naturales sino
sociales y econémicas, en las que se le da un nuevo significado a las variables.

!Facultad de Ciencias Fisico Matematicas, Benemérita Universidad Auténoma de Puebla. 1
Icervant@fcfm.buap.mx



2 Consideraciones sobre la modelizacién matematica

La modelizacion matematica -o modelaje matematico- es el proceso racional
de elaborar modelos matematicos para expresar fenémenos reales.

En la Mecénica Clasica y la Mecanica de Medios continuos, podemos encon-
trar muy buenos ejemplos de la modelizacion matematica. En ambas se nota con
facilidad un tipo de modelizacién matematica determinista y reduccionista.

En la visién determinista de la modelizacion matematica, presuponemos que
el fendmeno en estudio lo rige una ley que determina las consecuencias a partir
de las causas y es posible expresar esta ley en términos matematicos.

La manera mas sencilla de entender el reduccionismo es verlo como una
postura que establece que es suficiente estudiar las partes de un fenémeno para
comprender su totalidad.

Pero podemos pensar que hay una diferencia importante entre la Fisica y
otras ciencias, por ejemplo la Biologia, en el tipo de objetos de estudio; de ma-
nera simplista podriamos decir que para muchos propdsitos, no es equivalente
separar en sus componentes un fenémeno mecanico para el estudio de su fun-
cionamiento, que partir un ser vivo y estudiar el funcionamiento de sus partes.

Para comprender mejor a qué se refiere el reductivismo, veamos el resumen
de los diferentes tipos de reduccionismo y la expresion que ha tomado en la
Biologia.

Reduccionismo ontolégico: se enfoca en la comprension de los tipos de seres
que hay en el mundo y supone que no hay nada por encima de los objetos fisicos,
ni de sus propiedades, eventos, hechos, etc. Cada objeto bioldgico particular (por
ejemplo un ecosistema, un organismo, un 6rgano o una célula) estd compues-
to Uunicamente de objetos fisicos o fisico quimicos y en este sentido puede ser
reducido a ellos.

Reduccionismo metodoldgico: es una propuesta sobre la manera mas exitosa
de realizar la investigacion. Postula que la mejor estragia o los mejores métodos
son los reductivos [11], éstos son por ejemplo “descomposicién y localizacion”[2],
simplificar o ignorar el ambiente y simplificar la organizacion de las partes del
sistema.

Reduccionismo epistemoldgico. Se centra en las teorias, sus unidades basi-
cas de reduccién y sus relaciones formales. La pregunta central es si el cono-

Modelizacién Matematica, Capitulo 1, pags. 1-10



Lucia Cervantes Gémez 3

cimiento de un dominio cientifico (consistente principalmente en teorias y leyes)
podria ser reducido al cuerpo de concocimientos de otro dominio; por ejemplo
si es posible reducir la Biologia a la Fisica, la Quimica, o al menos a la Biologia
molecular [9].

El proceso de construccién de las ciencias ha empleado el reduccionismo
en dos grandes sentidos: como una estrategia de investigacion (reduccionismo
metodoldgico) y como una forma de explicacion [10].

Durante las Ultimas décadas ha habido criticas muy fuertes a las limitaciones
de los métodos reduccionistas en las ciencias, especialmente en Biologia, esto
se debe a la complejidad de los problemas que se abordan en varias de sus
areas, la cual no permite avances con los métodos reduccionistas, en contraste
con los logros de otras, como el de la Biologia molecular cuyo éxito basado en
enfoques reduccionistas empezé en las décadas de 1950 y 1960.

Los criticos del reduccionismo sostienen como postulado central que el to-
do es mas que la suma de sus partes. Algo mas se agrega a las estructuras
complejas que no puede predecirse a partir de la suma de la totalidad de las
propiedades de cada uno de sus componentes aislados.

Cuando una estructura biolégica X se examina en forma exhaustiva, sus pro-
piedades funcionales pueden caer en uno de dos grupos: 1) aquellas que son
deducibles a partir de las caracteristicas de cada uno de sus componentes ele-
mentales, que se conocen como resultantes, 2) otras que surgen de manera no
previsible y pertenecen por completo al nivel de organizacion bioldgica repre-
sentado por X, que se denominan emergentes. El examen puramente analitico
de estructuras biolégicas complejas excluye estas propiedades emergentes. Un
ejemplo muy claro es la existencia de la mente, que desde luego no puede pre-
decirse ni por el estudio mas exhaustivo de las células, de los organelos subce-
lulares, de las moléculas o de los atomos que constituyen el cerebro [8].

El concepto de propiedad funcional emergente distingue a los fenémenos pro-
pios de cada nivel de organizacion biolégica en dos grupos, los reductibles o ex-
plicables a partir de sus componentes y los que no lo son. La historia de la ciencia
ha mostrado que los problemas susceptibles de reduccién analitica son aquellos
en los que se progresa mejor y mas rapidamente, y que son precisamente los
fendmenos que (todavia) no se han podido simplificar separandolos en funcién

www.fcfm.buap.mx/assets/docs/publicaciones/Modeliza.pdf



4 Consideraciones sobre la modelizacién matematica

de las distintas partes que los producen los que todavia no han ingresado a la
agenda de la mayoria de los investigadores [8].

Algunos trabajos han permitido aclarar como ha operado el reduccionismo en
otras ciencias, en qué formas se simplifica, por qué es necesario y conveniente
hacerlo y cuéles son sus limites.

Para tener una idea de cdmo simplificar una situacion que queramos mo-
delizar y ademas poner atencién en los errores que debemos evitar, podemos
aprender de lo que ha ocurrido en la Biologia, en la que los tres métodos re-
ductivistas mas utilizados (estrategia) son la descomposicion (estudiar partes),
enfocarse en factores internos (un organismo por ejemplo) en vez del sistema 'y
estudiar partes aisladas, separadas del organismo (in vitro) en vez del organismo
o sistema completo in situ, por ejemplo un érgano separado del cuerpo que se
mantiene vivo artificialmente.

Avanzar en la comprensién de los fenémenos mediante cualquiera de las mo-
dalidades reductivistas puede ser muy buena aproximacién, pero cada una de
ellas conlleva un riesgo de error al explicar o inferir: a)se concluye alguna propie-
dad del fenémeno de estudio en un nivel determinado a partir de propiedades de
factores de un nivel inferior; este enfoque sera correcto si las propiedades fun-
cionales son resultantes, pero sera incorrecto si se trata de propiedades emer-
gentes; b)enfocarse en factores internos e ignorar o simplificar demasiado el am-
biente de un sistema, considerandolo sélo como fondo o una fuente de estimulos
puede funcionar en algunos casos, pero no en otros en los cuales las caracteristi-
cas del ambiente tengan un influencia decisiva que no se esta pudiendo capturar
en el modelo; c)al estudiar las partes aisladas de un organismo, las explicacio-
nes reductivistas podran incluir so6lo las propiedades relacionales e interacciones
entre las partes del sistema aislado que puede ser estudiado (in vitro) pero no
todas las que estan involucradas en el sistema completo (in situ) [6].

Toamando en consideracion la importancia de los métodos reduccionistas pa-
ra realizar la Modelizacién matematica, consideramos necesario el aprendizaje
de la misma, por eso estamos aportando este libro. Una vez comprendida y ma-
nejada este tipo de modelizacién, consideramos que tendra mas sentido incur-
sionar en la visién de los sistemas complejos.

Modelizacién Matematica, Capitulo 1, pags. 1-10



Lucia Cervantes Gémez

2 Fases de la modelizacion matematica

Podemos describir el proceso de la modelizacidon matematica a través de sus

principales etapas:

Solucion del modelo.

e Validacién del modelo.

Estudio de la situacion real.

Elaboracién del modelo matematico.

Las cuales presentamos en el siguiente esquema

Estudio
de la
situacion
real

Validacion

del modelo

Elaboracion
del modelo
matematico

Solucion
del
modelo

Figura 1: Esquema de la Modelizacion Matematica.

Estudio de la situacion real

Como mencionamos en la introduccion, las situaciones reales suelen ser muy
complejas, por lo que resulta conveniente que aprendamos lo basico de la mo-
delizacion y saguemos provecho de nuestra formacién para construir modelos

www.fcfm.buap.mx/assets/docs/publicaciones/Modeliza.pdf



6 Consideraciones sobre la modelizacién matematica

cuantitativos en colaboracion con los especialistas de otras areas interesados en
un tema particular.

Buscando este ideal, suponemos que los especialistas de la otra area plan-
tean una situacion real de la que quieren obtener mas informacion, ellos van a
plantear la problematica desde su lenguaje y experiencia; para poder colaborar
adecuadamente, los matematicos necesitamos comprender lo mejor posible el
fenébmeno planteado, para ello es conveniente:

e Conocer las definiciones y el lenguaje jergal de la otra especialidad.

¢ Identificar con claridad las preguntas que se desea responder y las hipote-
sis subyacentes de los otros especialistas.

Revisar los datos obtenidos.

Identificar las variables dependientes e independientes.

Identificar y entender las leyes conocidas del fendmeno desde el area de
conocimiento en el que éste surge (o quedaria inmerso).

Observacion: Desde que entramos en contacto con los otros especialistas,
una parte muy importante consistira en traducir el problema y la informacion re-
lacionada a nuestra manera de pensar como matematicos, buscando una identi-
ficacion clara de las variables y la ley que rige el fendmeno. Para traducir necesi-
tamos primero comprender el lenguaje de la otra especialidad, para ello, es muy
importante ampliar nuestra cultura cientifica y aprender lo mas posible sobre las
leyes basicas de otras ciencias.

Elaboracion del modelo matematico

Como mencionamos en la introduccién, vamos a utilizar un enfoque reduc-
cionista, para modelizar matematicamente un fenémeno real en general va a ne-
cesario simplificar lo mas posible, separar los distintos fenémenos involucrados
y extraer el mas importante y sencillo, analizar componentes, e incluso, muchas
veces, modelar idealizaciones o abstracciones del fenémeno.

e Si ya se cuenta con datos, es conveniente realizar primero una revision
para ver si son adecuados para la modelizacién, observar margenes de
error y la congruencia entre los datos y la informacién proporcionada del
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fenémeno.

e Sino se cuenta con datos o si son pocos y hay posibilidad de obtener mas,
disefar junto con los otros especialistas, utilizando nuestros conocimientos
de Estadistica, la mejor manera de realizar observaciones o experimentos
para recolectar datos adecuados. Aqui es necesario realizar simplificacio-
nes, extrayendo la informacién esencial o manejable que permita identificar
las variables principales de las que vamos a obtener los datos.

e Al revisar u obtener datos es importante considerar la pertinencia de contar
con dos conjuntos de datos o informacion, uno va a permitir construir el
modelo y otro va a permitir validarlo.

o Verificar si los datos permiten identificar variables dependientes o indepen-
dientes, puede ser conveniente realizar las pruebas de hipétesis necesa-
rias.

o Identificar las leyes conocidas, expresadas en el lenguaje matematico, que
rigen el fenémeno o algun fendmeno similar.

e Elegir el modelo matematico conocido mas sencillo que exprese el fenémeno,
0 bien completar algun modelo ya conocido que incorpore las nuevas ca-
racteristicas deseadas. El caso mas desafiante seria tener que construir
un modelo matematico nuevo.

Observacion: Para construir propiamente el modelo matematico, generalmen-
te vamos a basarnos en los modelos conocidos, para ello, al estar aprendiendo,
es muy importante conocer muy bien los modelos basicos y buena cantidad de
modelos del area que nos interesa.

Solucion del modelo

Los modelos matematicos mas sencillos son los que se expresan directamen-
te a través de una funcidn, obtenida a través de interpolaciones, pero la mayoria
de las ocasiones, en vez de las funciones vamos a tener informacién de otras
propiedades, como la manera en que se portan las razones de cambio, en ese
caso se necesita resolver el modelo para encontrar la funcién o las funciones
involucradas que permitan responder las preguntas planteadas.
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8 Consideraciones sobre la modelizacién matematica

Esta etapa deberia ser la mas facil para un matematico, ya que aqui lo que
requiere Unicamente es matematicas, sin embargo, notamos que hay muchos
resultados teo6ricos necesarios que muchas veces no se estudian en las licen-
ciaturas, ésta es la razon principal por la que incluimos los capitulos 3 y 5 del
libro.

Para resolver el modelo primero hay que identificar el area de las matematicas
ala que pertenece, ya que podria estar planteado en cualquiera de las siguientes
formas:

e Determinista o estocastico
e Discreto o continuo
e De dimension finita o infinita

Es probable que podamos resolverlo de manera analitica, pero también es
posible que s6lo podamos realizar analisis cualitativos o dar soluciones aproxi-
madas mediante métodos numéricos y apoyo computacional. En cualquier caso
se obtendrian soluciones que se deberan traducir en informacién para el proble-
ma real.

Validacion del modelo

Partimos de las soluciones de las soluciones del modelo e interpretamos
el significado y/o implicaciones de estos datos en el problema original, com-
parandolos con informacién conocida. En caso de que haya buena coincidencia
(la cual hay que saber medir), el modelo es aceptable o valido; en caso de que
no la haya, es necesario revisar cada una de las etapas anteriores, podria ser su-
ficiente ajustar parametros, hacer una correccién o mejorar la aproximacién en la
solucién del modelo matematico, pero también podria ser necesario reconsiderar
las hipétesis planteadas o las simplificaciones realizadas en la primera etapa, y
que fuera indispensable realizar un nuevo modelo.

Verificacion de la utilidad del modelo

En caso de que el modelo sea adecuado, se considerara qué informacién
nueva, predicciones o planteamiento de experimentos aporta, también conside-
ramos las soluciones matematicas que en principio no tendrian sentido para el
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problema real y si se las elimina o si plantean una perspectiva de la situacion real
que no hubiera sido contemplada previamente y que pudiera ser Util.

3 Sugerencias para el aprendizaje de la modelizacion
matematica.

Para plantear los primeros modelos, una manera simplificada en la que con-
viene proceder es la siguiente:

Identificar cual es la situacion real que se pretende estudiar y cuales son
las principales preguntas que se quieren responder o problemas que se quieren
resolver.

Revisar los datos cuantitativos obtenidos o que podrian obtenerse para decidir
si efectivamente es candidato para otener un modelo cuantitativo.

Para alguien con formacién matematica, la parte mas dificil de la modeliza-
cion suele ser realizar las simplificaciones necesarias para construir el modelo;
generalmente este proceso se realiza de manera conjunta con especialistas del
area.

En la etapa de aprendizaje, insistimos, es conveniente estudiar los modelos
basicos y analizar varios modelos del area de interés; presentamos algunas su-
gerencias

o Identifica el tipo de modelo matematico que se plantea: determinista o es-
tocastico, continuo o discreto, en una o varias variables.

e Reconoce el tipo de modelo planteado dentro de su area en matematicas
e identifica si puede resolverse o no analiticamente.

e En caso de que sea necesario resolverlo numéricamente, identifica qué méto-
dos numéricos y/o software se esta empleando, lo mismo para las simula-
ciones.

e Reconoce las soluciones del modelo que se estan presentando.

e Ubica la disciplina cientifica o area de conocimiento involucrada. Fami-
liarizate y comprende la terminologia propia del tema o del area de co-
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nocimiento.

e Revisa la validacion del modelo.
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Capitulo 2

Modelos basicos de poblaciones con ecuaciones
diferenciales

Leonardo Remedios Santiago!#, Lucia Cervantes Gomez'*

Resumen

Se presenta una introduccion a los modelos basicos de dinamica de pobla-
ciones expresados con sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias.

1 Introduccion

El crecimiento y decrecimiento de las poblaciones en la naturaleza y la lucha
de las especies por sobrevivir han sido tema de interés y estudio desde hace
mucho tiempo.

Entre los fundadores de los modelos de la dindmica de poblaciones se en-
cuentran Malthus [13], Verhulst [20], Pearl y Reed [15] y Lotka y Volterra [12],
[21], [22], [23], cuyos trabajos se publicaron principalmente en las décadas de
1920 y 1930.

2 Modelos de crecimiento de una sola especie

Primero enunciamos los modelos basicos de crecimiento de la poblacion de
una sola especie.

Para realizar un analisis del crecimiento poblacional, es necesario determinar
como se medira la cantidad de individuos en observacion; habiendo elegido una
zona de estudio, se le denomina tasa de natalidad al nimero de individuos que
nacen a lo largo de un intervalo de tiempo cuya escala esta determinada por
el problema, podrian ser afos, dias, semanas, segundos, etc.; de igual forma
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12 Modelos basicos de poblaciones con ecuaciones diferenciales

y con las mismas especificaciones se define la tasa de mortalidad, que es el
numero de individuos que fallecen en un intervalo de tiempo y por Gltimo, la tasa
de crecimiento poblacional es el cambio neto de individuos por unidad de tiempo,
en el caso de que la poblacion sea aislada, ésta se obtiene mediante la tasa de
natalidad menos la tasa de mortalidad.

Sea z(t) una funcién que indica el nimero de individuos al tiempo ¢ y supon-
gamos que la poblacién cambia a x (t) + Ax en el intervalo de tiempo [t, ¢t + At];
se denomina tasa de crecimiento per capita a la expresion:

Az
x (t) At

(1)

Desde nuestro enfoque determinista supongamos, en lo que resta del capitu-
lo, que el fendmeno en estudio se rige por una ley que se expresa por una funcién
x(t) que tiene derivada continua (aunque las mediciones de la poblacién siempre
se realicen en tiempos discretos, podemos tener informacion del fenémeno que
indique que esta hipotesis tiene sentido). Dado que supusimos que la funcién
tiene derivada, podemos aplicar el limite a la expresion anterior.

i Az 2/ (1)
Aoz () ALz (F)

()

Esta expresion representa la tasa de crecimiento per capita instantaneo de la
poblacion, la podemos llamar asi, o también tasa de crecimiento intrinseca de la
poblacién (tci).

La suposicién méas simple que se puede hacer es que la tci sea constante, esto

nos lleva al modelo de crecimiento de Malthus:

Crecimiento exponencial (Malthus, [13])

T =r, 3)

donde r € R. Al resolverla nos da la funcion de crecimiento ilimitado:

x (1) = zoe". (4)
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@rnr>0 (b)yr <0

Figura 1: Crecimiento exponencial

El crecimiento poblacional puede estar en funcién de muchas variables, por
ejemplo, es mas realista suponer que el medio sélo puede sostener un maximo k
de poblacion (la capacidad de soporte del medio), de modo que si z(t) estuviese
por encima de k, la tasa seria negativa y la poblacion decreceria acercandose a
k;six(t) = k, la tasa seria nula y, por tanto, la poblacién constante, y finalmente,
si z(t) se mantiene por debajo de k, la tasa seria positiva, lo que nos lleva a la
siguiente ecuacion:

Crecimiento logistico (Verhulst, [20])
. x
x—r(1—2>x7 (5)

cuya solucion es:
. .7}0]{?
xo + (k — ) et

z (t) (6)

donde xg = x (0) es la poblacién inicial (figura 2).

Para situar ambas ecuaciones en un contexto mas amplio partimos de una
suposicién mas general: que para una poblacién sin migracion, la tasa de creci-
miento depende de la densidad de poblacién, esto es:

z=f(x). (7)

Obsérvese que para ambas ecuaciones (3) y (5), la funcién f es un polinomio
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Xo

—

<
Punto de inflexidn

INY)

Figura 2: Crecimiento logistico

(con grados 1y 2 y términos independientes cero) cuya expresion general es:

f(z) = ag + a1x + asx?, (8)

El siguiente nivel de generalizacion seria suponer f un polinomio de grado n
y después f una funcién analitica, esto es, una funciéon que tiene su desarrollo
en serie de Taylor,

o0
f($):Zanﬂcn=a0+a1x+a2m2+a3m3+.... 9)
n=0

Consideremos por lo tanto los modelos sencillos y muy utilizados en los que
la funcién de crecimiento poblacional es analitica y se puede escribir como un
polinomio o una serie.

Una condicion necesaria para descartar la posibilidad de generacién espontanea
(produccién de organismos vivos a partir de materia inanimada) de (7) es f(0) =
0 . En cualquier ley de crecimiento poblacional esto equivale a:

i,y = F(0) =0, (10)
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de esta forma podemos suponer que

a0:0,
. 2 3
T = a1 + ax” + azx” + ...
=z (a1 +a2x+a3x2 + ),

=uzg(z).

(11)

Nétese que el polinomio o la funcién g(x) representa la tasa de crecimiento
intrinseco de la poblacién.

El modelo de Malthus es la forma mas simple de la ecuacion (11), en la que
los coeficientes de g(z) sona; = ry ag = a3 = --- = 0. Este modelo predice
crecimiento exponencial si » > 0 y decrecimiento exponencial si r < 0.

La ecuacion (5) del modelo de crecimiento logistico toma la forma de (11),
donde

g(:c)zr(l—%). (12)

Es esencialmente la regla mas simple en la que la tci g depende de la densi-
dad de poblacion.

Ademas de la ecuacién (5), observamos que:

i=0 (z=k), (13)

asi, x = k es el estado estacionario de la ecuacién logistica. Nétese ademas
que:
>0 (x<k), (14)

<0 (z>k). (15)

El hecho de que los individuos en una poblacién compiten por alimento, habi-
tat y otros recursos limitados significa un aumento en la mortalidad de la pobla-
cion, que se observa bajo condiciones de hacinamiento. Estos efectos son mas
notorios cuando hay encuentros frecuentes entre los individuos. Notese que la
ecuacion (5) se puede escribir en la forma:
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16 Modelos basicos de poblaciones con ecuaciones diferenciales

T=rxr— —-x°. (16)

Asi, el segundo término representa una mortalidad proporcional a la tasa de
encuentros de la misma especie.

Una extension directa de las ecuaciones (3) y (5) es una suposicion de la
forma:
g(z) = a1 + asx + azx®. (17)

Dado a2 > 0y az < 0, obtenemos el efecto Allee, que representa una po-
blacidon con una tasa de crecimiento intrinseca maxima a densidad intermedia.
Este efecto puede deberse a la dificultad de encontrar pareja en densidades muy
bajas.

La figura 3(b) es un ejemplo de una forma dependiente de la densidad de
g(z) que representa el efecto Allee. El caracter general del efecto Allee se puede
resumir en las desigualdades

g (@) >0 (z<n), (18)
g (x) <0 (z>n), (19)

donde 7 es la densidad para una 6ptima reproduccion.

A

(a) (b) (©)

Figura 3: Comparacion de la tasa de crecimiento intrinseco g(x) con tres tipos de depen-
dencia de la densidad de la poblacién. (a) El crecimiento logistico decrece linealmente
con la densidad. (b) Efecto Allee, la tci es maxima a densidades intermedias. (c) En la
ley de Gompertz, la tci muestra un decrecimiento logaritmico.

El ejemplo mas simple de efecto Allee es

g@) =ro—al—n’. (n<r/a). (20)
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Notese que es un parabola invertida (Figura 3b), que interseca el eje en r, —
an?, tiene un maximo de o cuando = = 7, y cae por debajo de cero cuando

x>z =10+ \/ro/c (21)

Asi, para densidades superiores a x, la poblacién empieza a decrecer. De la
curva en la figura 3a se deduce que x = z es un punto de equilibrio estable.

En la ecuacion (20) se supuso que:

ay =19 —an?,as =2am, X az = —a. (22)

Sin embargo, una cuarta ley de crecimiento aparece en los modelos de cre-
cimiento de una sola especie, la ley de Gompertz, que se utiliza principalmente
para la representacion del crecimiento de tumores sélidos. Los problemas de tra-
tar con una geometria complicada y con el hecho de que las células en el interior
de un tumor pueden no tener acceso a los nutrientes y al oxigeno se simplifican
al suponer que la tasa de crecimiento decrece cuando la masa de la célula crece.
Tres versiones equivalentes de esta tasa de crecimiento son las siguientes:

&= e ¥z,
T = D 'Y = —a7, (23)

T = —kxlnx.

En la figura 3c podemos identificar la tasa de crecimiento como:

g(x) = —klnz. (24)

Como Inz no esta definido en x = 0, esta relacién no es valida para po-
blaciones muy pequenas y no se puede considerar como una extension directa
de las leyes de crecimiento previas, sin embargo es un modelo muy popular en
oncologia clinica.

Una observacion valida acerca de la mayoria de los modelos de crecimiento
de poblacion es que son las mejores simplificaciones de los hechos reales y con
frecuencia se utilizan simplemente como una forma de ajustar los datos. Para ser
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mas realista uno necesita una mayor complejidad matematica. Las ecuaciones
como (7) o (23) se utilizan con frecuencia por los modeladores como una primera
aproximacion conveniente a situaciones complicadas y por lo tanto son utiles
siempre gue se tome en consideracién sus limitaciones.

3 Modelos de interaccion entre dos especies

Damos a continuacién una breve descripcion de las relaciones interespecifi-
cas mas importantes.

Mutualismo: es una interaccion entre individuos de diferentes especies, en
donde ambas se benefician y mejoran su aptitud biologica. Este tipo de interac-
cion entre miembros de la misma especie se llaman cooperacién.

Competencia: es una interaccién biol6gica entre organismos o especies en la
cual la aptitud o adecuacion biolégica de uno se reduce a consecuencia de la
presencia del otro. Se presenta cuando existe una limitacién de la cantidad de
al menos un recurso empleado por ambos organismos o especies; tal recurso
puede ser alimento, agua, territorio o parejas.

Depredacion: consiste en la caza y muerte que sufren algunas especies (pre-
sas), por parte de otras que las comen (depredadores o predadores).

Parasitismo: es una relacion entre dos organismos en la que uno de los or-
ganismos (el parasito) consigue la mayor parte del beneficio de una relacion
estrecha con otro, el hospedero.

Modelos matematicos de relaciones interespecificas

Presentamos algunos modelos de relaciones entre dos especies descritos
con ecuaciones diferenciales.

Mutualismo:
T=7rT+azy
Y =12y + azxy,
donde x e y representan las dos poblaciones en relacion mutualista.

En este modelo se observa un efecto positivo en la tasa de crecimiento de
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una poblacion al estar presente la otra. En la ausencia de alguna poblacion, lo
que observamos en un crecimiento exponencial en la poblacion restante.

Competencia entre especies distintas:
T =TT — 41Ty
Y =12y — axxy,
donde x e y representan las dos poblaciones en competencia.

En este modelo se estudia la interaccion de dos especies que compiten en el
mismo medio, esto se traduce en un efecto inhibidor reciproco de los miembros
de una especie sobre la reproduccion de los miembros de la otra. Al igual que
el caso anterior, en ausencia de una poblacion la otra presenta un crecimiento
exponencial.

Competencia entre la misma especie y con las otras :

S'U:T‘lx |:1xb12y:|

k1 ko
. Y x
Yy =ry { ke 21 kj )

donde x e y representan las dos poblaciones en competencia.

Aligual que en el caso anterior, se presenta un efecto inhibidor de una especie
sobre la tasa de crecimiento de la otra, sin embargo, en ausencia de una de las
especies la otra presenta un crecimiento logistico, por lo tanto, es un modelo mas
realista.

Depredacion, modelo de Lotka y Volterra [3]:
(4 —b
& (a—by)x (25)
y = (cx—d)y,
donde y es la poblacion depredadora y x la presa.

Vamos a mencionar algunas simplificaciones realizadas para la construccién
de este modelo:

1. Las presas crecen de forma ilimitada cuando no estan bajo el control de
los depredadores.
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2. Los depredadores dependen de las presas para sobrevivir (es su Unico
alimento).

3. Latasa de depredacién depende de la probabilidad de que una victima se
encuentre con un depredador.

4. La tasa de crecimiento de la poblacién depredadora es proporcional a la
ingesta de alimentos (tasa de depredacion).

La tasa neta de crecimiento de la poblacién de presas, a, en ausencia de
depredadores es una cantidad positiva de acuerdo con la suposicién 1. La tasa
neta de muertes, d, de los depredadores en ausencia de las presas se sigue de
la suposicion 2. El término zy aproxima la probabilidad de un encuentro entre
un depredador y una presa dado que ambas especies se mueven al azar y se
distribuyen uniformemente sobre su habitat. Un encuentro decrece la poblacion
de las presas e incrementa la poblacién de los depredadores al incrementar su
crecimiento. La tasa b/c es anéloga a la eficiencia de la depredacién, esto es, la
eficiencia de convertir una unidad de presa en una unidad masa de depredado-
res.

Hay dos posibles estados estacionarios del sistema (25): (z7,y;) = (0,0)
y (23,53) = (4,%). Notese que el nivel de presas del estado estacionario es
independiente de su tasa de crecimiento o mortalidad, mas bien depende de
los parametros asociados con el depredador (x5 = %). Un resultado similar se
mantiene para el nivel de depredadores del estado estacionario (y; = 7). Es
el acoplamiento particular de las variables que conduce a este efecto. Parafra-
seando, la presencia de depredadores (y # 0) significa que la presa disponible
tiene que ser suficiente para que la tasa de crecimiento debido a la depredacion,
cx, sea igual a la mortalidad del depredador d. De manera similar, cuando las
presas estan presentes (x # 0), los depredadores pueden mantenerlos bajo su
control solamente cuando la tasa de crecimiento de las presas, a, y la mortalidad
debido a la depredacién, by, son iguales. Esto nos ayuda a entender el estado
estacionario del sistema.

En la figura 4 mostramos el diagrama de fases del sistema (25), en una ve-

cindad del punto de equilibrio (z5,y5) = (%l, £), que es un centro del sistema.

Para una mayor comprensién de la estabilidad del sistema (25) vamos a exa-
minar una ligera variante en que la poblacién de las presas tiene la propiedad de
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Figura 4: Diagrama de fases del sistema (25)

-~

auto regulaciéon. Asumiendo crecimiento logistico en las presas, el sistema (25)
se transforma en:

_ ax(k—x)
b= bxy (26)
y = —dy+ cry,
que tiene el punto de equilibrio
« w_ ,doa da
(z3,93) = (E’ b ﬁ),

que es estable pero no es un centro como en el caso anterior. Esto demuestra
que un cambio relativamente menor en las ecuaciones del sistema (25) tiene una
gran influencia en las predicciones. En particular, esto significa que el centro y
las oscilaciones propias de este punto de equilibrio tienden a ser mas efimeras,
esta caracteristica puede considerarse un indicador de la falta de realismo del
modelo de Lotka-Volterra.

Podemos utilizar este modelo junto con algunas variantes para probar un con-
junto de suposiciones e identificar de esta forma influencias que lo estabilicen o
desestabilicen.

Un analisis de este modelo se puede encontrar en [3]. Se han efectuado otras
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consideraciones para modificar el modelo de Lotka-Volterra para obtener mode-
los més realistas; a continuacion mencionamos algunas.

eDependencia de la densidad. La tasa de crecimiento de las presas, a, se
reemplaza por una funcion dependiente de la densidad, f:

1. f(z) =r(1 — %) Pielou [16].
2. f(z) =7((%)79 — 1) con 0 < g < 1 Rosenzweig [17].
3. f(z) = r(& —1) Schoener [18].

e Tasa de depredacion. Se considera que el ataque de los depredadores esta li-
mitado. El término bxy se sustituye en el modelo por alguna de las ecuaciones
(25):

1. ky(1 —e=®) Iviev [9].

2. - Holling [8].

3. kyx9 con 0 < g < 1 Rosenzweig [17].
4

. bur’ Takahashi [19].

4 Modelos de poblaciones de enfermedades infecciosas

Las enfermedades infecciosas se producen por microparasitos, como los vi-
rus y bacterias, generalmente los microparasitos se reproducen dentro de su
hospedero y se trasmiten directamente de un hospedero a otro.

Tomando en cuenta que las enfermedades infecciosas se propagan por con-
tacto o proximidad entre individuos infectados y sanos, actualmente todos los
modelos epidemioldgicos infecciosos parten de una separacion en clases de las
personas y practicamente omiten la poblacion de parasitos.

La poblacion de hospederos se subdivide en distintas clases de acuerdo con
la salud de sus miembros, una subdivision tipica consta de susceptibles, S; in-
fecciosos, I, y una tercera clase, R, de personas que ya no pueden contraer la
enfermedad, ya porque se han recuperado con inmunidad, se han colocado en
aislamiento o han muerto, que llamaremos “de removidos”. Si la enfermedad con-
fiere una inmunidad temporal en sus victimas, los individuos también se pueden
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mover desde la tercera a la primera clase.

La dinamica vital de una poblacion (las tasas normales de nacimiento y morta-
lidad en ausencia de enfermedad) puede tener una gran influencia en el curso de
un brote. Se han estudiado muchos modelos utilizando el enfoque general con
variaciones en las suposiciones. Una excelente resumen de varios viene dada
por Hethcote [7] y Anderson y May [1].

Algunos de los primeros trabajos clasicos en la teoria de epidemias se deben
a Kermack y McKendrick [10]. Las ecuaciones de Kermack y McKendrick para
una enfermedad son:

S =_BIS
I=p8IS—vI (27)
R=ul.

Este modelo contiene las tasas de transicién entre las tres clases anterior-
mente mencionadas, con 3 la tasa de transmision de la enfermedad y v la tasa
de removidos. Se asume ademas que cada compartimento consiste en indivi-
duos idénticamente sanos o idénticamente enfermos y que no hay nacimientos
o muertes en la poblacién. Este modelo se llama modelo SIR sin dinamica vital,
porque las transiciones son de la clase S a I y después a R.

Se puede verificar que la poblacién total N = S + I + R no cambia con el
tiempo (un estudio de este modelo se puede ver en el capitulo 6 de este volu-
men).

Un caso ligeramente mas general se obtiene al considerar una pérdida de la
inmunidad que causa que los individuos recuperados se vuelven susceptibles de
nuevo. Se supondra que esto tiene lugar a tasa proporcional a la poblacién de
la clase R, con constante de proporcionalidad . Por lo tanto las ecuaciones se
convierten en:

S=—BSI+9R
I =B8SI—vI (28)
R=vI—~R.

Este modelo se llama modelo STR.S, ya que los individuos removidos pue-
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den regresar a la clase S (y = 0 es el caso especial estudiado por Kermack y
McKendrick).

Otro tipo de estudio es hacer modelos para poblaciones que puedan estar
estructuradas por localizacion espacial. Hay dos formas diferentes muy comunes
para incluir localizacién espacial en una poblacién.

Una forma de hacerlo es por medio de metapoblaciones, éstas son poblacio-
nes conformadas por poblaciones y sus conexiones, tales como una coleccién
de ciudades o pueblos conectadas por una red de transporte. La subred de tras-
porte aéreo incluye vinculos entre comunidades distantes, y podemos estudiar la
dindmica de poblaciones de diferentes ciudades en funcién del flujo de personas
entre ellos y sus propias dindmicas locales en este marco. Una metapoblacion
se puede dividir en piezas (patches) con cada pieza correspondiente a un lugar
separado. Los sistemas de ecuaciones diferenciales correspondientes a las me-
tapoblaciones tienen el tamano de la poblacién de cada especie en cada pieza
como una variable. Debido a su composicion, los modelos metapoblacionales
son a menudo sistemas de ecuaciones diferenciales de alta dimensién. Algunas
referencias basicas son Hanski [5], Hanski y Gilpin [6], Levin, Powell y Steele
[11], Neuhauser [14].

La otra forma de incluir dependencia espacial en una poblacién es permi-
tir movimientos de los individuos de la poblacion describiendo el tamano de la
poblacién como una funcién del tiempo y de la localizacién espacial bajo algu-
nas suposiciones en la naturaleza del movimiento de los individuos. Ya que el
tamano de la poblacién es una funcién de mas de una variable, se aproxima me-
diante modelos de ecuaciones diferenciales parciales. Estas ecuaciones son a
veces del tipo reaccion-difusion, con un término de reaccion que corresponde a
la dinamica de la poblacion y un término de difusién que describe el movimiento
de los individuos en el espacio.

En el capitulo 8 de este volumen hay un estudio de modelos metapoblaciona-
les basicos de transmision de enfermedades infecciosas.
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Capitulo 3

Principales resultados de los sistemas de ecuaciones
diferenciales autonomos

Leonardo Remedios Santiago'%, Roberto Avila Pozos?, Vladimir
Vasilevich Alexandrov?, Lucia Cervantes Gomez!?®

Resumen

Se presentan resultados de la teoria de sistemas de ecuaciones diferencia-
les ordinarias auténomas necesarios en el analisis de los modelos expre-
sados mediante dichos sistemas. La utilizacion de la teoria se ilustra con
ejemplos resueltos que incluyen diagramas de fases de elaboracion propia
y los cédigos que permiten resolverlos con Wolfram Mathematica.

1 Introduccion

En el capitulo anterior mostramos algunos modelos expresados con sistemas
de ecuaciones diferenciales, para analizar ese tipo de modelos es necesario co-
nocer la teoria matematica de los sistemas de ecuaciones diferenciales. En este
capitulo enunciaremos las definiciones y los principales resultados de los siste-
mas de ecuaciones diferenciales ordinarias autdnomas que estan definidos de la
siguiente manera:

&= F(x), (1)

donde = = z(t) es una funcién vector valuada de una variable independiente ¢ y
F : Qs R" esunafuncion F = (Fy, I, ..., F,) con F € C*(f), es decir, F es
diferenciable y 0F;/0x; es una funcién continua para cada i,j € {1,...,n}.

El caso particular de (1) en el que F es una funcién lineal, es un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias lineales auténomas y lo denotamos

i = Az, 2)
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cuando nos estemos refiriendo a un sistema no lineal lo denotaremos por

z = f(x). 3)

2 Sistemas lineales

En esta seccién enunciaremos las definiciones y principales resultados de los
sistemas lineales de ecuaciones diferenciales ordinarias auténomas (2), donde
x € R", Aesunamatrizn x ny

dzy
. dx d_t
xr=—— = .
dt o

dt

Definicidon 1. Sea A una matriz n x n, la exponencial de la matriz A se define
mediante: -
A
N k!
k=0
Definicion 2. Sean Ay B matrices n x n. A es similar o semejante a B si existe

una matriz invertible Q tal que B = Q™' AQ

Veamos algunas propiedades de la exponencial de una matriz que permiten
calcularla:

Proposicion 1. Sean A, B y Q matrices n x n. Entonces:

1. SiB = Q' AQ, se tiene que e® = Q14 Q.

2. Si AB = BA, entonces ¢(A1tB) = ¢AeB

3. e 4= (e

Gracias a estas propiedades, obtenemos como resultado que dada una ma-
triz cuadrada A, la manera mas practica de calcular su exponencial consiste en
encontrar primero su forma canédnica de Jordan: J (Véase [2]), sabemos que J
es semejante a A, esto es, J = QLAQ, y tiene una forma mucho mas sencilla

que nos permitira calcular su exponencial e’ de una manera mucho mas facil, a
partir de lo cual obtendremos la exponencial de A.
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Enunciamos ahora el siguiente lema que nos permitira relacionar los resulta-
dos de algebra lineal con las soluciones de los sistemas de ecuaciones diferen-
ciales:

Lema 1. Sea A una matriz cuadrada. Parat € R, la exponencial de la matriz At:
o0
At Aktk‘

c = !
k=0

cumple que

d
—eft = A,

dt

Teorema 1. Teorema fundamental de existencia y unicidad para los siste-
mas de ecuaciones diferenciales lineales autonomos. Sea A una matriznxn.
Dado xq € R™, el problema de valor inicial

T = Ax

z(0) = xo @

tiene una tnica solucién, dada por
z(t) = eMag. (5)

2.1. Sistemas lineales en R>
Se denomina diagrama de fases (phase portrait) a la representacion grafica
de las curvas solucién (érbitas) de una ecuacién (o sistema de ecuaciones).

En esta seccién mostraremos los diagramas de fases tipicos de los sistemas
lineales

T = Az,

donde = € R? y A es una matriz 2 x 2, los cuales estan determinados por las
propiedades de los valores propios de la matriz A.
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Ya que cualquier matriz A de 2 x 2 es semejante a alguna de las siguientes
formas canénicas de Jordan reales B (Véase [3]):

ARSI AP _( a b
p=(5 ) m=(0a2)5=(5% )
mostraremos los diagramas de fases para los sistemas generales (2) a partir de

los sistemas canénicos (6)

i = Bx. (6)

De acuerdo con las propiedades de la exponencial de un matriz y el teorema

fundamental para sistemas lineales, las soluciones para los sistemas del tipo (6)

son: z(t) = eBtxg, con

At .
Bt _ [ € 0 Bt _ a1 1 Bt at [ cosbt sinbt
€ _< 0 e’\2t>’e - € (0 1 )¢ T°¢ —sinbt cosbt |°

Caso |

B:<)‘1 0 > con A\ <0< )y

N
N7 W N

(a) Matriz candnica (b) Matriz no canénica (c) Matriz no candnica

W

\\

N
7

Figura 1: Puntos silla en el origen.
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El diagrama de fases del sistema (2) para este caso puede verse en la Figura
1a. El sistema (2) tiene un punto sillaen el origen. Si Ao < 0 < A1, las direcciones
se invierten. Cuando A sea similar a una matriz de la forma de B, el diagrama
de fases del sistema (2) se puede obtener bajo un cambio lineal de coordenadas
del diagrama de fases de la Figura 1a. Las cuatro trayectorias o curvas solucién
que se aproximan al punto de equilibrio cuando ¢ — F-oo son las separatrices del
sistema.

Caso ll

Subcaso Il a.

B:(/\1 0 > con A\ < Ay <.

s

h
iy

(@A =X<0 (b) M1 < X2 <O
Matriz canénica Matriz canénica

Figura 2: Nodo en el origen

En la Figura 2 se observan los diagramas de fases del sistema (2). El sistema
exhibe un nodo en el origen. Si A1 > Ao > 0, las direcciones se invierten. Cuan-
do A tenga dos valores propios negativos, A1 < Ao < 0, el diagrama de fases del
sistema (2) se obtiene con un cambio lineal de coordenadas a uno de los diagra-
mas de fase de la Figura 2. Si la matriz A tiene un valor propio con multiplicidad
dos, entonces le corresponde un diagrama de fases similar a la Figura 2a; si la
matriz A tiene dos valores propios diferentes, le corresponde un diagrama de
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fases similar al de la Figura 2b. La estabilidad del nodo esta determinada por el
signo de los valores propios: estable si A} < A9 < 0 e inestable si A\; > Ay > 0.

Subcaso Il b.

Sy
Il
7N
S >
> =

) con A <0

N

\W2NZ N2
NS ZIN 2

(a) A <0 (b) A >0 (cyA>0
Matriz candnica Matriz candnica Matriz no candnica

D
Iz

:

Z

7
y
7

Figura 3: Nodo en el origen

Si la matriz A tiene un valor propio generalizado, le corresponde un diagrama
de fases similar al de la Figura 3a. Al igual que en el subcaso Il a, la estabilidad
esta determinada por el signo del valor propio generalizado; estable si A < 0 e
inestable si A > 0.

Caso lll

B:( a b) con a <0
-b a

El diagrama de fases del sistema (2) se puede observar en la figura 4. El
origen en este caso es un foco estable. Si a > 0, las trayectorias en espiral se
alejan del origen cuando t aumenta, y el origen en este caso es un foco inestable.
Siempre que A sea similar a una matriz de la forma de B, el diagrama de fases
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E=)
.

(@b<0 (b)b>0
Matriz candnica Matriz candnica

)

ﬁ

(@

Figura 4: Foco estable en el origen

del sistema (2) se obtiene mediante un cambio lineal de coordenadas de alguno
de los diagramas de fases de la figura 4.

Caso IV

%
//2

=
.

@b<0 (b)b>0 (c)b>0
Matriz candnica Matriz candnica Matriz no candnica

Figura 5: Centro en el origen
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El diagrama de fases del sistema (2) se observa en la figura 5. El sistema exhi-
be un centro en el origen. Si A tiene un par de valores propios imaginarios puros
ib, el diagrama de fases del sistema (2) es equivalente a uno de los diagramas
de fases de la Figura 5.

Ejemplo 1. Utilizando el teorema fundamental para sistemas lineales, escriba la

solucion del sistema
1 = —7x1 + 629

To = 211 + —6x9 (7)

Esboce el diagrama de fases para el sistema.

Solucion. La matriz A asociada del sistema es

A:<_27 _66>.

Vamos a ilustrar como puede resolverse utilizando Mathematica.
Primero calculamos los valores propios:
. (-7 6
Inf1]:= A = ( 9 _g
OUt[1]= {{_77 6}7 {27 _6}}

In[2]:= Eigenvalues[A]
Out[2]={—10, -3}

Por lo cual el diagrama de fases del sistema es equivalente al caso Il mencio-
nado anteriormente.

Del teorema fundamental para sistemas lineales tenemos que la solucion es

de la forma x(t) = e**xq; encontramos la solucién con el siguiente comando:

In[3]:= MatrixExp[A t].X0

1/7e(7100 (4 4 36(™)  6/7e(100(—1 + (™))
Ul ( 2/7e100 (1 4 ™) 1/7e(7100(3 4 4¢™) ) P
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El diagrama de fases lo generamos con la siguiente instruccion:
In[4]:= StreamPlot[{—?:nl + 6z, 221 — 61’2}, {:L’l, —1, 1}, {IL‘Q, -1, 1}]

Outl4]=

N

i

y

>
7

3 Sistemas no lineales

En esta seccién presentaremos teoria relacionada con el andlisis de los sis-
temas no lineales. Recordemos algunas definiciones. En lo que sigue, vamos a
considerar €2 un subconjunto abierto de R™.

Definicion 3. Una solucion de (1) es una funcion diferenciable x : I — € definida
en algun intervalo I C Rtalque Vt € I, & = f(xz(t)).

Mencionaremos a continuacién el teorema de existencia y unicidad para los
sistemas no lineales.

Teorema 2. Teorema fundamental de existencia y unicidad. Sea f € C'(Q).
Dado x¢ € 2, existe a > 0 tal que el problema de valor inicial

&= f(x)
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x(0) = xo

tiene una unica solucién x(t) en el intervalo [—a, a).

Una demostracion de este teorema utiliza el método de aproximaciones su-
cesivas y se puede ver en [6].

El teorema de existencia y unicidad, teorema 2, establece que si f € C1(Q),
entonces el problema de valor inicial

o= f(x)
z(0) = o (8)

tiene una Unica solucion definida en algun intervalo (—a, a).

Ahora veremos que (8) tiene una solucién Unica z(t) definida en un intervalo
maximo de existencia («, 3). Pero antes necesitaremos las siguientes definicio-
nes:

Definicion 4. Sea x(¢) una solucion de (8) definida en un intervalo I,. Se dice
que y(t) es una prolongacion de x(t) si y(t) es una solucién de (8) en un intervalo
I, que contiene propiamente a I, e y(t) coincide con x(t) en I,.

Definicion 5. Se dice que x(t) es una solucion maxima del problema de valor
inicial (8) si no admite ninguna prolongacion y el intervalo correspondiente I, es
un intervalo maximo.

Con base en las definiciones anteriores se puede enunciar el siguiente teore-
ma:

Teorema 3. Sea f € C'(Q). Sizy € Q, entonces existe un intervalo maximo .J
en el cual el problema de valor inicial (8) tiene una solucién tnica. Ademas, el
intervalo maximo J es abierto; lo denotamos por J = («, [3).

Si (o, B) es el intervalo maximo de existencia para el problema de valor inicial
(8), entonces 0 € (a, ), y los intervalos [0, ) y («, 0] son los intervalos maximos
derecho e izquierdo de existencia respectivamente.

Otro tema de gran interés es trabajar con ecuaciones diferenciales no lineales
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dependientes de un parametro de la forma

T = f(l‘, )\2),
por lo cual es necesario enunciar un teorema de existencia y unicidad para este
tipo de problemas.

Teorema 4. Dependencia de parametros Sea D C R**™ y f € C!(D). Para
(o, o) € Q conxyg € R™ y ug € R™, existe a > 0 y§ > 0 tal que para todo
y € Ns(zo) y 1 € Ns(po) el problema de valor inicial

i = f(z,p)
z(0) =y
tiene una solucién tnica u(t, y, 1) conu € C1(G), donde

G = [—a,a] X Ng(a}()) X N(S(MO)-

La conclusién del teorema anterior nos indica que la solucién al problema de
valor inicial con dependencia de parametros es continua con respecto al parame-
tro y a las condiciones iniciales.

3.1. Flujo asociado a ecuaciones diferenciales

En esta seccion estudiaremos flujos originados por ecuaciones diferenciales.

En la siguiente definicién denotaremos el intervalo maximo de existencia («, 3)
de la solucion ¢(t, xo) del problema de valor inicial (8) por I(xy), puesto que los
puntos inicial y final o y 8 del intervalo maximo generalmente depende de .
Ademas vamos a considerar 2 C R" abierto.

Definicion 6. Sea f € C'(f). Para cualquier o € £, sea ¢(t, xo) la solucion
del problema del valor inicial (8) definida en su intervalo maximo de existencia
I(xp). Dado t € I(x0), el conjunto de funciones ¢, definidas por

wi(z0) = p(t, z0)

es el flujo de la ecuacion diferencial (3); ¢; se conoce también como el flujo del
campo vectorial F'(x).
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La figura 6 nos muestra geométricamente las componentes de esta defini-
cion, la figura 6a muestra la solucion maxima para z fijo obtenida al variar ¢ en
I(xp), por otra parte, si observamos un conjunto de condiciones iniciales K y
un t especifico que pertenezca a la interseccién de los intervalos maximos 7 (x)
para ro € K, lo que obtenemos es la imagen de la evolucion de K, donde se
encuentra K al haber transcurrido ¢ unidades de tiempo 6b, finalmente la figura
6¢c nos muestra el espacio fase, la imagen del flujo que consta de todas las tra-
yectorias, su importancia se debe a que nos permite observar el comportamiento
cualitativo de todas las soluciones.

¥EeB
K
Q
@(K)
(a) Una solucién maxima (b) Imagen de K (c) Flujo.

Figura 6: Flujo y sus componentes.

Definamos el conjunto £ C R x €2 como
E={(t,xg) e RxQ |t e I(x)}.

Teorema 5. Sea f € C'(92). Se tiene que E es un subconjunto abierto de R x
yp € CHE).
Teorema 6. Sea f € C'(2). Dadoxg € Q, sit € I(x¢) y s € I(pi(x0)), Se sigue
que

s+t € I(xg)

y
Ps+t(T0) = @s(pi(x0)).

Teorema 7. Bajo las hipotesis del teorema 5, si (t, xy) € E, entonces existe una
vecindad U de x tal que {t} x U C E. Se sigue que el conjunto V.= p;(U) es
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abierto en ) y que
o_t(pi(z)) =2 Ve eU

or(p—t(y) =y VyeV.

Sea @ = f(x) un sistema no lineal; se puede demostrar que el tiempo a lo lar-
go de cada trayectoria de este sistema se puede reescalar, sin afectar el diagra-
ma de fases; asi, para todo x € 2, la solucién (¢, xo) del problema de valor ini-
cial esta definido para todo ¢ € R, es decir, para todo = € €, I(z¢) = (—o0, 00).
Este reescalamiento evita algunas de las complicaciones de las afirmaciones de
los teoremas precedentes. De esta forma el flujo asociado a un sistema no lineal
cumple las siguientes propiedades:

1. po(z) =z

2. os(pt(z)) = pstt(z) paratodos s,t € R

3. w-t(pt(z)) = pi(p—t(z)) paratodo t € R.

3.2. Analisis de sistemas no lineales

Una forma de iniciar el analisis de los sistemas no lineales

&= f(x)

es determinar si z € R™ es un punto de equilibrio 0 un punto ordinario de (3) y
describir el comportamiento cerca de estos puntos.

Definicion 7. Un punto p € R™ es un punto ordinario de (3) si f(p) # 0.

En el entorno de un punto ordinario p no existen, por la continuidad de f,
puntos de equilibrio del sistema, por lo que por cada punto préximo a p pasa una
trayectoria y el conjunto de éstas forma, alrededor de p, un haz de curvas que no
se cortan.

Teorema 8. Teorema de la caja de flujo. Sea p un punto ordinario del sistema
(3). En un entorno de V suficientemente pequeno, existe un cambio de coorde-
nadas diferenciable y = h(z), con h(p) = 0, mediante el cual el sistema (3) se
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transforma en el sistema
y1:173./2:07'~'ayn:07 (9)

de tal forma que a la solucion ¢(t,z,) de (3), donde x, € V yt es tal que
©(t,x,) € V, le corresponde la solucion de (9) ¢ (t, h(xp)) = h(e(t, xp)).

Definicion 8. El sistema

T = Ax

con la matriz A = D f(z*) es la linealizacién de (3) en x*.

Definicion 9. Un punto z* € R"™ es un punto de equilibrio o punto critico de (3)
si f(z*) =0.

Definicion 10. Un punto de equilibrio =* es hiperbdlico si la matriz A de la linea-
lizacion tiene valores propios con parte real distinta de cero.

Veamos que si * es un punto de equilibrio de (3) y ¢ : 2 — R™ es el flujo
de la ecuacién diferencial (3), entonces ¢.(x*) = z* paratodo t € R. Asi, z* es
un punto fijo del flujo ;.

Otra definicién un poco mas general de un tipo de puntos de equilibrio del
sistema (3) es la siguiente.

Definicion 11. Sea =* un punto de equilibrio del sistema (3). Entonces z* serd un
punto de equilibrio elemental si detD f(x*) # 0, es decir, si A = 0 no es un valor
propio de D f(x*).

Lema 2. Si x* es un punto de equilibrio elemental de (3), entonces x* es un
punto aislado.

Definicion 12. Un punto de equilibrio de (3) es un sumidero si todos los valores
propios de la matriz jacobiana D f(z*) tienen parte real negativa; es una fuente
si todos los valores propios de D f(z*) tienen parte real positiva, y es un punto
silla si es un punto de equilibrio hiperbdlico y D f(z*) tiene al menos un valor
propio con parte real positiva y otro con parte real negativa.

Para simplificar los enunciados, sin pérdida de generalidad, a partir de aqui,
en la teoria de este capitulo, vamos a considerar que el punto de equilibrio habia
sido trasladado al origen previamente.
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Definicion 13. Dos sistemas autbnomos de ecuaciones diferenciales ordinarias
tales como (3.2) y (3.2) son topoldgicamente equivalentes en una vecindad del
origen si hay un homeomorfismo H : U — V, donde U y V' son conjuntos abier-
tos que contienen al origen, y H asigna trayectorias de (3.2) en U a trayectorias
de (3.2) en V y preserva su orientacién dada por el tiempo, en el sentido de que
si una trayectoria va de x; a x5 en U, entonces su imagen va de H(z1) a H(x3)
enV.

Es conveniente aclarar que la definicion anterior significa, por ejemplo, dados
dos sistemas auténomos de ecuaciones lineales (2), uno de los cuales tiene sé6lo
un punto de equilibrio que es un nodo atractor y el otro tiene sélo un punto de
equilibrio que es un foco atractor (ambos sumideros), tendremos que los dos
sistemas son equivalentes, a pesar de que para varios propoésitos, incluido a
veces el del modelado, los diagramas fase de un nodo y un foco son de diferente
tipo.

A continuacién enunciamos el teorema de Hartman-Grobman, este teorema
muestra que cerca de un punto de equilibrio hiperbdlico z*, el sistema no lineal

(3)

i = f(x)
es equivalente al sistema lineal (13)
T = Ax,

con A = D f(z*), es decir, tienen la misma estructura cualitativa.

Teorema 9. Teorema de Hartman-Grobman. Sea f € C'(Q) y sea o, el flujo
del sistema no lineal (3). Supongamos que 0 es punto de equilibrio hiperbdlico.
Entonces existe un homeomorfismo H de un conjunto abierto U que contiene al
origen, en un conjunto abierto V' que contiene al origen, tal que para cada xy € U
hay un intervalo abierto Iy C R que contiene al cero, tal que para todo xzy € U y
tely

H o py(x0) = eMH(x0),

es decir, H asigna trayectorias de (3) cerca del origen a trayectorias de (2) cerca
del origen y preserva la direccion determinada por la parametrizacion del tiempo.
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3.3. Estabilidad

En esta seccion analizaremos la estabilidad de los puntos de equilibrio de un
sistema no lineal (3).

La estabilidad de cualquier punto de equilibrio hiperbdlico «* de (3) esta de-
terminada por los signos de las partes reales de los valores propios A; de la
matriz D f(z*). Un punto de equilibrio hiperbodlico z* es asintéticamente estable
siy s6lo si Re()\;) < Oparai = 1,...,n; es decir, si y solo si es un sumidero.
Un punto de equilibrio es inestable si y solo si es una fuente o un punto silla. La
estabilidad de los puntos de equilibrio no hiperboélicos es en general mas dificil
de determinar. Un método muy Util para determinar la estabilidad de un punto
de equilibrio no hiperbdlico se debe a Liapunov. Antes de enunciar este método,
necesitamos las siguientes definiciones.

Definicion 14. Sea ¢, el flujo de la ecuacién diferencial (3) definido para todo
t € R. Un punto de equilibrio z* de (3) es estable si para todo € > 0 existe § > 0
tal que para todo x € Ns(x*) y t >, tenemos que

or(z) € Ne(z¥).

El punto de equilibrio z* es inestable si no es estable. El punto de equilibrio
x* es asintoticamente estable si es estable y existe § > 0 tal que para todo
x € Ns(x*), tenemos que

Jim o) ="

Otro resultado importante para determinar la estabilidad de un punto de equi-
librio z* es el siguiente teorema.

Teorema 10. Sea x* un punto de equilibrio de (3). Si la matriz D f (z*) tiene un
valor propio con parte real positiva, =* es inestable.

Definicion 15. Si f € C1(Q), V € C1(Q) y ¢; es el flujo de la ecuacion diferen-
cial (3), para z € 2 la derivada de la funcion V (x) a lo largo de la soluciéon ¢ ()
es

d

V()= 7V (22(2)) [e=0= DV (2) f(x).
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La ultima igualdad se sigue de la regla de la cadena. Si V(m) es negativa en
(2, entonces V' (x) decrece a lo largo de la solucién ¢.(z¢) a través de xo € Q2 en
t = 0. Ademas, en R?, si V(az) < 0 con igualdad solo en x = 0, entonces para
un pequefio y positivo C, la familia de curvas V' (x) = C constituye una familia de
curvas cerradas que encierran el origen, y las trayectorias de (3) cruzan la curva
desde el exterior hacia el interior, con un incremento de ¢, es decir, el origen
de (3) es asintoticamente estable. Una funcion V' : R™ — R que satisface las
condiciones del siguiente teorema es una funcién de Liapunov.

Teorema 11. Sea z* <€ . Supongamos que f € CY(Q), f(z*) = 0 y que
ademas existe una funcion real valuada V- € C'(Q) que satisface V (z*) = 0 y
V(x) > 0 six # x*. Entonces:

1. SiV < 0 para todo x € Q, =* es estable.
2. SiV < 0 paratodox € Q\ {z*}, x es asintéticamente estable.
3. SiV > 0 paratodox € Q\ {z*}, z* es inestable.

Notese que si V(:c) = ( para todo = € (), entonces las trayectorias de (3) se
encuentran en las superficies en R” (o curvas en R?) definidas por

V(z)=-c.

Ahora daremos algunos resultados relacionados con las funciones de Lyapu-
nov.

Teorema 12. Principio de invarianza de LaSalle. Supongamos que existe una
funcion de Lyapunov V: W — R para (3), con W C Q = R". Sea E =
{x eWw: V(x) = O} y M el mayor subconjunto de E invariante de (3), entonces

M atrae a todas las semiérbitas positivas acotadas que estan contenidas en W .
En particular, siwW = R™ y V(z) — oo cuando ||z|| — oo, M atrae a todas las
semiorbitas positivas, y se dice que es atractor global.

Teorema 13. Teorema de estabilidad de Lagrange. Supongamos que existe
una funcién escalar V : R™ — R tal que A C 2 es positivamente invariante para
(3) y satisface:

1. V esdeclase C' en A;

2. V(z) > 0paratodox € A;
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3. V(z)<Oparatodox € A, y
4. V(z) — oo si||z|| — oc.

Entonces, toda solucion de (3) con condicidn inicial en A es acotada.

3.4. Conjuntos limite y atractores

Consideremos un sistema auténomo no lineal (3). El sistema (3) define un
flujo p(t,x); para cada = € , la funcién ¢(-,z) : R — Q define una curva
solucion, trayectoria u orbita de (3) a través del punto xg en (). Si identificamos
la funcién (-, z) con su grafica, podemos pensar en una trayectoria a través del
punto xg € {2 como un movimiento a lo largo de la curva

Iy ={z€Q|z=09(t ), teR}

definida por (3). Por trayectoria positiva a través del punto xg € €2, nos referimos
al movimiento a lo largo de la curva

I'f ={zeQ|z=0ptua), t>0}

', se define de manera similar. Definimos cualquier trayectoria I' = rrur-.

Definicion 16. Un punto p € Q es un punto w-limite de la trayectoria (-, z) del
sistema (3) si existe una sucesioén t,, — oo tal que

lim ¢(t,, z) = p.

n—oo
Similarmente, si existe una sucesién t,, — —oo tal que
A, Pt ¥) = 0

y el punto ¢ € F, entonces el punto ¢ es un punto a-limite de la trayectoria
(-, x) de (3). El conjunto de todos los puntos w-limite de una trayectoria I" es
el conjunto w-limite de T", denotado por w(I"). El conjunto de todos los puntos
a-limite de una trayectoria I" es el conjunto a-limite de T', denotado por «(T"). El
conjunto de todos los puntos limite de I', «(I") U w(I") es el conjunto limite de I".
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3.5. Orbitas periddicas y ciclos limites

En esta seccion se estudian érbitas periédicas y ciclos limite de un flujo ¢ (¢, x)
definido por un sistema no lineal (3).

Definicidon 17. Un ciclo u drbita periddica de (3) es cualquier curva solucién
cerrada de (3) que no sea un punto de equilibrio de (3). Una orbita periodica I" es
estable si para todo ¢ > 0 existe una vecindad U de I tal que para todo =z € U,
d(T},T) < ¢, es decir, siparatodo x € Uyt > 0, d(p(t,z),T') < e. Una Orbita
periodica I' es inestable si no es estable; pero I" es asintéticamente estable si es
estable y si, para todos los puntos x en alguna vecindad U de T,

tllglo d(p(t,z),T') =0.

Los ciclos del sistema (3) corresponden a soluciones periédicas, puesto que
(-, xo) define una curva solucién cerrada si y solo si para todo ¢t € R o(t +
T,x9) = ¢(t, z9) para algun T' > 0. El minimo T para el cual mantiene la igual-
dad es el periodo de la 6rbita periddica ¢ (-, zg).

3.6. Sistemas no lineales en R?
Puntos criticos elementales

En esta seccion enunciamos resultados para sistemas no lineales

% = f(x) (10)
con x € R?; afinaremos la clasificacion de los sumideros del sistema (10) y
definiremos varios tipos de puntos de equilibrio para estos sistemas planos.

Antes de empezar con estas definiciones, es conveniente introducir las coor-
denadas polares (r, #) y escribir el sistema (10) en coordenadas polares. En esta
seccion, sea x = (z,y)7; fi(x) = P(z,y); f2(x) = Q(x,y), y  un subconjunto
abierto de R2. El sistema no lineal (10) se puede escribir como

&= P(z,y)
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Sir? = 2% +y?y 0 = tan~!(y/x), tenemos que

= x4+ yy

20 = Ty — Yx.

Se sigue que para r > 0, el sistema no lineal (11) se puede escribir en térmi-
nos de coordenadas polares como

i = P(rcos(6),rsin(6)) cos(0) + Q(r cos(6), r sin(0)) sin(6) (12)
rf = Q(r cos(f),rsin(f)) cos(0) — P(r cos(f), rsin()) sin(H).

Ahora daremos definiciones geométricas precisas para un centro, un centro-
foco, un foco estable y uno inestable, un nodo estable y uno inestable y un punto
silla topoldgico. Suponemos que x* € R? es un punto de equilibrio aislado del
sistema no lineal (11) trasladado al origen; r(t,r9,60) y 0(t, 70, 6p) denotaran la
solucién del sistema no lineal (12) con r(0) = ro y 6(0) = 6y.

Definicion 18. El origen es un centro para el sistema no lineal (10) si existe
d > 0 tal que toda curva solucion de (10) en la vecindad N;(0) \ {0} es una
curva cerrada con 0 en su interior.

Definicion 19. El origen es un centro-foco para (10) si existe una sucesion de
curvas solucion cerradas I'y, con T',, 11 en el interior de T',, tal que T';, — 0 cuando
n — ooy tal que toda trayectoria entre I',, y I';, -1 sean espirales hacial',, 0 'y, 1
cuando ¢t — too.

Definicion 20. El origen es un foco estable para (10) si existe un § > 0 tal que
para 0 < rg < dy by € R, r(t,rg,00) — 0y |0(t,r0,00)] — oo cuando t — cc.
Es un foco inestable si r(t,rg,00) — 0y |0(t,r9,6p)] — oo cuando t — —oc.
Cualquier trayectoria de (10) que satisfaga r(t) — 0y |6(t)| — oo cuando t — oo
(o cuando t — —o0) se denomina una espiral hacia el origen cuando ¢t — oo (0
cuando t — —o0).

Definicion 21. El origen es un nodo estable para (10) si existe un § > 0 tal
que para 0 < 19 < 0y by € R, r(t,r9,0p) — 0 cuando t — oo y el limite
lim_, o O(t, 70, 0p) existe; es decir, cada trayectoria en una vecindad del origen se
aproxima al origen a lo largo de una linea tangente bien definida cuando ¢ — oo.
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El origen es un nodo inestable si r(t,r9,0p) — 0 cuando ¢t — —oo y el limite
im0 6(t, 70, 00) existe para todo 9 € (0,60)) y 8y € R. El origen es un nodo
propio para (10) si es un nodo y si todo rayo a través del origen es tangente a
alguna trayectoria de (10).

Definicion 22. El origen es un punto silla topolégico para (10) si en una vecindad
del origen existen dos trayectorias, I'; y I's, que se aproximan a 0 cuando ¢t — oo,
y dos trayectorias, I's y I'4, que se aproximan a 0 cuando ¢t — —oo y Si existe
un ¢ > 0 tal que cualquier otra trayectoria que empiece en la vecindad del origen
Ns(0) \ {0} deja N5(0) cuando ¢ — +oc. Las trayectorias especiales I'y, ..., T4
son las separatrices.

Ahora enunciaremos un teorema muy utilizado en el estudio de puntos criticos
aislados.

Teorema 14. Teorema de Bendixon. Supongamos que 0 € Q y sea f € C1(9).
Si el origen es un punto critico aislado de (3), entonces toda vecindad del origen
contiene una curva solucion cerrada con el origen en su interior o existe una
trayectoria aproximandose al origen cuando t +— to0.

El siguiente teorema muestra que, bajo la hipétesis de que f € C?(Q2), en-
contramos que los focos y los nodos de un sistema lineal

x = Ax (13)
persisten aunque se anadan términos no lineales.

Teorema 15. Supongamos que 0 € (), y sea f € C?(). Supongamos que
el origen es un punto critico hiperbdlico de (3). Entonces el origen es un nodo
estable (o inestable) para el sistema no lineal (3) si y solo si es un nodo estable
(o inestable) del sistema lineal (13) con A = Df(0). Y el origen es un foco
estable (o inestable) para el sistema no lineal (3) si y solo si es un foco estable
(o inestable) para el sistema lineal (13) con A = D f(0).

Si pedimos una condiciéon mas débil, es decir, f € C*(£2), entonces tenemos
el siguiente resultado:

Teorema 16. Supongamos que ) es un subconjunto abierto de R? que contiene
al origen, y que f € C(2). Si el origen es un punto de equilibrio hiperbdlico del
sistema no lineal (3), se tiene que el origen es un punto silla topoldgico para (3)
si y solo si el origen es un punto silla para el sistema lineal (13) con A = D f(0).
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El siguiente teorema proporciona las posibilidades de un punto de equilibrio
que resulta ser un centro para la parte lineal del sistema (3).

Teorema 17. Supongamos que 0 € Q, y sea f € CY(Q) con f(0) = 0. Su-
pongamos que el origen es un centro del sistema lineal (13) con A = Df(0).
Entonces el origen es un centro, un centro-foco o un foco para el sistema no
lineal (3).

Sin embargo un centro-foco no puede ocurrir en un sistema analitico, por lo
tanto tenemos el siguiente corolario.

Corolario 1. Supongamos que 0 € Q, y sea f analitica en §2 con f(0) = 0.
Supongamos que el origen es un centro del sistema lineal (13) con A = D f(0).
Se tiene que el origen es un centro o un foco para el sistema no lineal (3).

Puntos criticos no elementales en R2

En esta seccién presentamos algunos resultados para los puntos criticos no
elementales de sistemas analiticos planos. Vamos a suponer que el origen es un
punto de equilibrio aislado del sistema plano

&= P(z,y)
Y= Q(l’, y)7
donde Py @ son analiticas en una vecindad del origen. Daremos algunos resul-
tados para el caso en que la matriz A tiene uno o dos valores cero, pero A # 0.

(14)

Antes de empezar, notemos que si P y (Q comienzan su expansion de Taylor
con términos de grado m Py, y Q, con m > 1 si la funcion

g(0) = cos(0)Qn,(cos(d),sin(0)) — sin(0) Py, (cos(), sin(6))

es no idénticamente cero, hay a lo méas 2(m + 1) direcciones 6 = 6, a lo largo de
las cuales una trayectoria de (14) puede aproximarse al origen. Estas direcciones
estan dadas por las soluciones de la ecuacion g(#) = 0. Supongamos que g(6)
no es idénticamente cero, entonces las curvas solucion de (14) que se aproximan
al origen a lo largo de estas lineas tangentes dividen una vecindad del origen en
un namero finito de regiones abiertas llamadas sectores. Las trayectorias que
caen en la frontera de un sector hiperbolico son separatrices.
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Definicion 23. Un sector topolégicamente equivalente al sector mostrado en la
Figura 7a es un sector hiperbdlico. Un sector que es topolégicamente equivalente
al sector de la Figura 7b es un sector parabdlico. Y un sector que es topoldgica-
mente equivalente al sector de la Figura 7c es un sector eliptico.

7

—
)
Z))

(a) Sector hiperbdlico (b) Sector parabdlico (c) Sector eliptico

)
0

Figura 7: Sectores

En la definicién 23, el homeomorfismo que establece la equivelencia topoldgi-
ca de un sector con uno de los sectores de la Figura 7 no necesita preservar
la direccion del flujo, es decir, cada uno de los sectores en la Figura 7, con las
flechas apuntando en la direccién opuesta, son sectores del mismo tipo.

El sistema

T =y
i —23 + dxy

tiene un sector eliptico en el origen. Una vecindad del origen consiste en un sec-
tor eliptico, un sector hiperbdlico, dos sectores parabdlicos y cuatro separatrices.
Este tipo de punto critico es un punto critico con un dominio eliptico (véase Figura
8).

Otro tipo de punto critico no elemental para un sistema plano es un punto
silla-nodo. Un punto silla-nodo consiste en dos sectores hiperbolicos y un sector
parabdlico, ademas de tres separatrices. El sistema

r = z°

www.fcfm.buap.mx/assets/docs/publicaciones/Modeliza.pdf



50 Principales resultados de los sistemas de ecuaciones diferenciales autbnomos

\T//
/!
i

Figura 8: Punto critico con dominio eliptico en el origen

MH\

tiene un punto silla-nodo en el origen (véase figura 9).

-

s

\

M~ T

Figura 9: Punto silla-nodo en el origen

Otro tipo de comportamiento en un punto critico no hiperbdlico se ilustra con
el siguiente ejemplo:

8
I
8w

El diagrama de fases de este sistema se muestra en la Figura 10; se observa
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que en una vecindad del origen, éste consiste en dos sectores hiperbolicos y dos
separatrices. Este tipo de punto critico es una cuspide.

e
&

Figura 10: Un punto cuspide en el origen

Ciclos limite

Ahora enunciaremos un resultado sobre la existencia de ciclos limites. Prime-
ro recordaremos el teorema de Poincaré-Bendixon.

Teorema 18. Teorema de Poincaré-Bendixon. Supongamos que I't esta conte-
nida en una region acotada en la cual hay una cantidad finita de puntos criticos.
Entonces w(vy) es:

1. Un punto critico

2. Una drbita cerrada

3. Un gréfico - puntos criticos unidos por drbitas heteroclinicas.
Como un corolario tenemos el siguiente resultado:

Corolario 2. Sea D un conjunto cerrado y acotado que no contiene puntos criti-
cos y supongamos que D es invariante positivo. Entonces existe un ciclo limite
contenido en D.

Otro criterio importante para la existencia de ciclos limites es el criterio de
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Dulac.

Consideremos el sistema

&= P(z,y)
y = Q(x,y),

donde P y @ tienen derivadas parciales de primer orden continuas. Sea f el
campo vectorial y ¢ un factor de ponderacion en C*.

Teorema 19. Criterio de Dulac. Consideremos una region anular A contenida
en un conjunto abierto E. Si

V- () = div(f) = 5 (WP) + 3.(0Q)

no cambia de signo en A, entonces existe a lo maximo un ciclo limite contenido
en A.

Ademas de estos criterios de existencia, también mencionaremos criterios de
no existencia.

Teorema 20. Criterio de Bendixon. Consideremos el sistema (3.6) y suponga-
mos que D es una regién simplemente conexa y que

d

V- (f) = div(f) = 4

(6P) + CZJ(W) 40

en D. Entonces no hay ciclos limites totalmente contenidos en D.

Bifurcaciones y diagramas de bifurcacion

En esta seccién vamos consideraremos un sistema dependiente de parame-
tros

donde z € R" y u € R™. Consideremos el diagrama de fases del sistema.
Cuando varia el parametro, el diagrama de fases también varia. Existen dos po-
sibilidades: que el sistema permanezca topoldgicamente equivalente al original
0 que su topologia cambie.
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Definicion 24. La aparicién de diagramas de fases no equivalentes topoldgica-
mente bajo la variacién de parametros es una bifurcacion.

Una bifurcacion es un cambio de la forma topologica del sistema cuando sus
parametros pasan a través de un valor de bifurcacion.

Ejemplo 2. Bifurcacion hipercritica de Andronov-Hopf. Consideremos el si-
guiente sistema plano que depende de un parametro:

i =ar—y—x(@®+y?)
~ 2 .2 (16)
y=x+ay—y(z*+y°).

En coordenadas polares, el sistema tiene la forma

P =r(a—1r?)
0=1. (17)

Puesto que r y 0 son independientes en (17), podemos analizar el sistema
en una vecindad fija del origen, el cual es el unico punto de equilibrio (véase
Figura 11). Para o < 0, el punto de equilibrio es un foco estable. Por otro lado, si
a > 0, el punto de equilibrio se vuelve un foco inestable. En (17) se observa que
el sistema exhibe una orbita periddica para cualquier o > 0 de radio ro = /a,
Orbita que es estable.

Por lo tanto, o = 0 es un valor de bifurcacion del parametro. En efecto, un dia-
grama de fases con un ciclo limite no puede deformarse por una transformacion
en un diagrama de fases con un solo punto de equilibrio. La presencia de un ciclo
limite es una invariante topoldgica. Cuando « crece y cruza el cero, tenemos una
bifurcacion de Andronov Hopf en el sistema (16).

Como se observa, se puede detectar una bifurcacién de Andronov Hopf al
observar una pequena vecindad del punto de equilibrio. Tales bifurcaciones se
denominan locales.

También hay bifurcaciones que no se pueden detectar en una pequena vecin-
dad del punto de equilibrio. Tales bifurcaciones se denominan globales.

Ejemplo 3. Consideremos el siguiente sistema plano dependiente de un parame-
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Figura 11: Bifurcacion hipercritica de Andronov Hopf.

tro:

it=1-2%—axy

y=axy+o(l—2x). (18)

Este sistema tiene dos puntos silla, z1 = (—1,0) y xo = (1,0), en todos los
valores de a. En o« = 0, el efje horizontal es invariante y por lo tanto los puntos
silla se conectan por una trayectoria que converge hacia uno de ellos cuando
t — oo, y hacia el otro cuando t — —oc. Este tipo de trayectorias se denomi-
nan heteroclinicas. Similarmente, una trayectoria que converge asintoticamente
al mismo punto de equilibrio cuandot — oo yt — —oo se denomina homoclini-
ca. Si «« # 0, ya no es invariante, y esta conexion desaparece. Esta bifurcacion
es una bifurcacion global. Para detectar esta bifurcacion debemos fijar una region
U que contenga ambos puntos de equilibrio.

Existen bifurcaciones globales en las cuales estan involucradas algunas bifur-
caciones locales. En tales casos, observar la bifurcacion local s6lo proporciona
informacioén parcial del comportamiento del sistema. El siguiente ejemplo ilustra
esta situacion.
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Figura 12: Bifurcacién heteroclinica.

Ejemplo 4. Vamos a analizar el siguiente sistema plano:

& =a(l—2—y*) —y(l+a+x)

g=a(1+a+z)+y(l—22—y?), (19)

donde « es un parametro. En coordenadas polares, el sistema (19) toma la forma

7 =7r(l—1r?)

=1+ a+rcosb. (20)

Fijemos un anillo U alrededor del circulo unitario {(r,0) : r = 1}. Ena = 0
existe un punto de equilibrio no hiperbdlico del sistema (20) en el anillo xq =
(ro,6p) = (1,7). Los valores propios de la matriz Jacobiana evaluada en este
punto de equilibrio son Ay = 0 y Ao = —2. Para valores positivos pequefos
de «, el punto de equilibrio desaparece, mientras que para valores negativos
pequenos de « se divide en un punto silla y un nodo. Esta es una bifurcacion
silla-nodo, que es un evento local. Sin embargo, para o > 0, aparece un ciclo
limite estable en el sistema que coincide con el circulo unitario. Este circulo es
siempre un conjunto invariante en el sistema, pero para o < 0 contiene puntos
de equilibrio. Observando solo una pequena vecindad del punto de equilibrio no
hiperbdlico, no se aprecia la aparicion global del ciclo. Nétese que para oo = 0
hay exactamente una érbita homoclinica al punto de equilibrio no hiperbdlico x.

Continuemos revisando las bifurcaciones de un sistema dependientes de pa-
rametros (15). Tomemos un valor o = «g y consideremos un conjunto maximo
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Figura 13: Bifurcacion silla-nodo homoclinica.

conexo de parametros denominado estrato, que contiene «q y estd compuesto
por esos puntos para los cuales el sistema tiene un diagrama de fases que es
topoldgicamente equivalente al diagrama de fases correspondiente a ay. Toman-
do todos estos estratos en el espacio de parametros R, obtenemos el diagrama
paramétrico del sistema. Por ejemplo, el sistema (16), que exhibe una bifurcacién
de Andronov-Hopf, tiene un diagrama con dos estratos: {a < 0} y {« > 0}. En
el sistema (18) hay tres estratos: {« < 0}, {a =0} y {a > 0}.

El diagrama paramétrico, junto con los diagramas de fases caracteristicos,
constituye un diagrama de bifurcacion.

Definicion 25. Un diagrama de bifurcacion de un flujo es una estratificacién de
su espacio de parametros inducido por la equivalencia topolégica, junto con dia-
gramas de fases representativos de cada estrato.

Es deseable obtener un diagrama de bifurcacién como resultado del analisis
cualitativo de un flujo dado, pues clasifica de una manera muy condensada todas
los posibles comportamientos del sistema y las transiciones entre sus bifurcacio-
nes bajo la variacion de parametros.

Si un flujo tiene un espacio fase de una o dos dimensiones y depende de un
solo parametro, su diagrama de bifurcacién se puede visualizar en el producto
directo de los espacios fase y de parametro, R1?> x R, con los diagramas de
fases representados por “rebanadas’de una o dos dimensiones, a = constante.

En los casos mas simples, el diagrama paramétrico esta compuesto de un
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Figura 14: Diagrama de bifurcacién del sistema 16 [4]

ndmero finito de regiones en R™. Dentro de cada region, el diagrama de fa-
ses es topoldgicamente equivalente. Estas regiones estan separadas por sub-
variedades en R, es decir, curvas y superficies, a las que llamamos fronteras
de bifurcacion. Las fronteras se pueden intersecar o unir. Estas intersecciones
subdividen las fronteras en regiones, y asi sucesivamente. Una frontera de bi-
furcacion se caracteriza especificando los objetos del espacio fase (puntos de
equilibrio, ciclos, etc.) cuyas propiedades cambian (aparecen o desaparecen, o
cambian de tipo de estabilidad) al variar el parametro de bifurcacion y algunas
condiciones que determinan el tipo de bifurcacién. Por ejemplo, la frontera de
la bifurcacion hipercritica de Andronov-Hopf es el punto de equilibrio en el que
cambia la estabilidad, y esta determinado por la aparicion de un par de valo-
res propios imaginarios puros de la matriz Jacobiana evaluada en el punto de
equilibrio Re(\1 2) = 0.

Definicion 26. La codimension de una bifurcacién en el sistema (15) es la dife-
rencia entre la dimensién del espacio de parametros y la dimensién de la corres-
pondiente frontera de bifurcacion.

Equivalentemente, la codimension es el nimero de condiciones independien-
tes que determinan la bifurcacion.
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Ejemplo 5. Andlisis del sistema

t=z(l—y—2x)

oo 21
g =y(3 + 52— ). ok

El principal objetivo de este ejemplo es mostrar el proceso de analisis de un
sistema no lineal.

Solucion
1. Encontrar los puntos de equilibrio.

Primero encontramos todos los puntos de equilibrio, los de este sistema
son:

Er = (0,0) (22)
By = (1,0) (23)
-1
Es = (O’ﬂ) (24)
_ _—1—2u _1—2u
Ey = ( 3o 3+2u) (25)

2. Andlisis de la estabilidad local de los puntos de equilibrio mediante el
método de la primera aproximacion o linealizacion. En segundo lugar
analizamos la estabilidad local de los puntos de equilibrio, en la primera
etapa usamos el método de la primera aproximacion, es decir, vamos a
analizar el sistemax = Ax con A = J(z,y), la matriz jacobiana. La matriz
Jacobiana asociada al sistema es:

J(x’y):<1—2x—y —x >

5y T tar—2uy
Evaluamos la matriz jacobiana en cada uno de los puntos de equilibrio para
determinar su estabilidad.

Los valores propios de la matriz jacobiana evaluada en el punto E, = (0, 0)
soni =1y = ‘71 por lo tanto es un punto silla para todo p, y dado
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que cumple las condiciones del teorema 16, entonces E1 es un punto silla
del sistema no lineal (21).

Para el punto E2 = (1,0) tenemos que los valores propios de la matriz
jacobiana son A\1 = —1 y Ao = 1, de esta manera el punto de equilibrio
FE> es un punto silla para todo 1 y al igual que el caso anterior cumple el
teorema 16, por lo tanto es un punto silla para el sistema (21).

NN

00 4—'/;'_" 00— L ] (/ —
ﬁ: R —04F \\ \((/( 1
e TTT—
(a) Punto critico F (b) Punto critico F»

02r

€

-0.2

—04f

),

L L L
-04 -02 0.0 02 0.4 06 08 10

Figura 15: Puntos criticos

-1

Los valores propios de la matriz jacobiana evaluada en E5 = (0, om

A= % YA =1+ ﬁ por lo tanto tenemos los siguientes casos:

) son

o Si —% < u < 0, el punto de equilibrio es un punto silla, y por lo tanto
un punto silla para el sistema (21).

e Sip>00pu < —%, el punto de equilibrio es un nodo inestable, y
dado que el sistema cumple las condiciones del teorema 15, el punto
E3 es un nodo inestable para el sistema (21).

—1-2p 1— 1-2p
3+2u 7 3+2u

de la matriz jacobiana son \; o = _1_4“j6: N 4;11_24“, por lo tanto tenemos
los siguientes casos:

Para el punto E, = (— ) tenemos que los valores propios

e Siu< —%, el punto de equilibrio es un nodo estable y, por el teorema
15, un nodo estable para el sistema (21).
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Figura 16: Punto critico E3

Si —% <p< —%, el punto de equilibrio es un punto silla, y por tanto
un punto silla para el sistema (21).

Si—3 < p < —3%, el punto de equilibrio es un nodo inestable, y por

tanto un nodo inestable para el sistema (21).

Si—1t < p < —1, el punto de equilibrio es un foco inestable, y por
tanto un foco inestable para el sistema (21).

Si —i < u, el punto de equilibrio es un foco estable.

3. Andlisis de la estabilidad local de los puntos de equilibrio mediante el
método de la segunda aproximacion.

Si aparecen puntos no hiperbdlicos, el teorema 9 ya no se puede aplicar,
porque el estudio de la estabilidad local de estos puntos de equilibrio se
realiza mediante el método de la segunda aproximacion.

Sip = —ﬁ, el punto de equilibrio E4 es un centro para la primera aproxima-
cion. Como el sistema es analitico, por el corolario 1 el punto de equilibrio
sélo puede ser un centro o un foco para el sistema, por lo cual es nece-
sario usar el método de la segunda aproximacion, buscando una funcion
de Liapunov (debido a las restricciones de espacio esa construccion no se
realiza aqui).
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Figura 17: Punto critico E,
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Un valor critico para el parametro se obtiene en u, = —%, ahi el sistema sdlo
exhibe 3 puntos de equilibrio, ya que Es = E, = (0, 1), el cual ademas es

INNNEZ/INN \
NN

i
NI
- o )

IR RN IR

(@p<-—3 (b) p=—3 © —5<ump

Figura 18: Puntos criticos del sistema

Codigo en Wolfram Mathematica

Calculo de los puntos de equilibrio

In[1]:= flx_,y_1=x(1-y-x);

In[2]:= glx_,y_1=-(1/2)xy + 3/2 x y - a y~2;

In[3]:= sol=Solve[{f[x,y]==0,gl[x,y]l==0},{x,y}]

Out[3]= {{x—>0,y—>-(1/(2 a))},{x->1,y->0},{x->0,y->0},

{x->-((-1-2 a)/(3+2 a)),y->1-1/(3+2 a)-(2 a)/(3+2 a)}}
Célculo de la matriz Jacobiana
In[4]:= Jlx_,y_1=D[{f[x,y],glx,yl1},{{x,y}}]

Out[4]= {{1-2 x-y,-x},{(@3 y)/2,-(1/2)+(3 x)/2-2 a y}}

Calculo de estabilidad de los puntos de equilibrio
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In[5]:= nl=Length[sol];

In(6]:= Do[{Subscript[A, i]=J[x,y]/.Evaluate[sol[[i]]],
},{i,1,n1}]

Do [Subscript [AV, i]=Eigenvalues[Subscript[A, i]],{i,1,n1}]

Do[{Print[" punto de equilibrio"],Print[sol[[i]]],
Print["valores propios"],Print[Subscript[AV, i]1},{i,1,n1}]

Out [6]=

punto de equilibrio
{x->0,y->-(1/(2 a))}
valores propios

{1/2,(1+2 a)/(2 a)}

punto de equilibrio
{x->1,y->0}
valores propios

{-1,1}

punto de equilibrio
{x—>-((-1-2 a)/(3+2 a)) ,y—>1-1/(3+2 a)-(2 a)/(3+2 a)}
valores propios
{(-1-Sqrt[-11-24 al-4 a)/(2 (3+2 a)),
(-1+Sqrt[-11-24 al-4 a)/(2 (3+2 a))}

punto de equilibrio
{x->0,y->0}
valores propios

{1,-(1/2)}

Para hacer las gréficas de los diagramas de fases se usé el siguiente coman-
do:
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In[7]:= StreamPlot [{x-x*y-x"2,-(1/2)*y + 3/2 x y - a y 2},
{x,0,.8%},{y, .4,1.1}]

Para hacer un diagrama dinamico que depende de a se puede utilizar la si-
guiente instruccion:

In[8]:=

c:=40

Do [{Subscript [\ [Mu], k]:=(-1/2+k/10),
flx_,y_I=x(1-y-x),

glx_,y_1=y(-1/2+3/2 x-(Subscript[\[Mul, k])*y),
A [x_,y_1=D[{f[x,y],glx,yl},{{x,y}}],

sol=Solve [{f [x,y]==0,glx,y]==0},{x,y}],
nl=Length[sol],
J:=StreamPlot [{f [x,y],glx,y]1},{x,-4,4},{y,-4,4}],
Slx_,y_1:={x,y},

Do [Subscript[S, il=S[x,y]/.Evaluate[sol[[i]]],{i,1,n1}],
SA:=Table[Subscript[S, i]l,{i,1,n1}],
P:=ListPlot[SA,PlotStyle -> PointSize[0.02],
PlotRange->{{-4,4},{-4,4}}] ,

Subscript [G, k]=Show[P,J]},{k,-c,c}]
Print [\ [Mul,"\[Epsilon]"]
Print [{(-1/2+-c/10),(-1/2+c/10)}]

Manipulate[Subscript[G, ul,{u,-c,c,1},AppearanceElements->u]
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Capitulo 4

Modelos basicos de poblaciones con ecuaciones en
diferencias

Leonardo Remedios Santiago!, Blanca Xochilt Mufioz Vargas', Lucia
Cervantes Gomez!*

Resumen

Se presentan modelos basicos de conteo de poblaciones con ecuaciones
en diferencias de una poblacion e interaccion entre dos especies.

1 Introduccion

Las ecuaciones en diferencias surgen como modelos matematicos de fenéme-
nos que evolucionan en el tiempo en momentos separados por intervalos de am-
plitud constante, por ejemplo el crecimiento de poblaciones de grupos de varias
especies de mamiferos, que se aparean soélo en alguna estacion del afno, o las
poblaciones de insectos, con etapas claramente diferenciadas en su ciclo de vida
(huevos, larvas, pupas y adultos).

A continuacion estableceremos la notacion.

Supongamos que la medida x de la magnitud que describe el sistema bajo
estudio se realiza en instantes ¢,k = 0,1, 2, ..., separados por un intervalo o
periodo de tiempo de amplitud constante (un afno, un mes o cualquier unidad de
tiempo adecuada al fenémeno considerado), ¢, o bien z (0) , representa el es-
tado inicial del sistema, x1 mide el estado del sistema al final del primer periodo,
x4 al final del segundo, y asi sucesivamente. La evolucion del sistema estara re-
presentada por una sucesion de nimeros reales

LOyLLyeeeyLhyo-- (1)

en la que la transicion de un estado al siguiente estara regida por una ley de
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cambio —establecida como fruto de conjeturas basadas en la experimentacion
y/o la observacién— que en muchas situaciones interesantes (en particular, en la
dinamica de ciertas poblaciones y en dinamica econémica) tomara la forma de
una ecuacion en diferencias.

Supongamos que z, k = 0,1, 2, ..., representa el nUmero de individuos en el
instante t;, de una poblacion (de cierta especie biolégica en determinado medio:
seres unicelulares, plantas, animales o humanos). La tasa de crecimiento per
capita de la poblacién del periodo Aty = tx1 — i es, por definicion,

Amy  xpy1 — g

r= ; @)
Tp T

0 sea, el “crecimiento promedio de la poblacién producido por un individuo” en
dicho periodo, para simplificar la notacion, en este capitulo nos referiremos a esta
tasa simplemente como tasa de crecimiento, esta tasa r dependera, en general,
de k y i, 0 sea, del periodo considerado y del valor z;, de partida:

Th+1l — Tk =r(k,zp); (3)
Ty,

a partir de (2) y (3) obtenemos,

Azy =1 (k,xp) g, (4)

0, equivalentemente,
Tpp1 = (L+ 7 (k,zp)) . (5)

La ecuacion (4) y su expresion (5) se llaman ecuaciones en diferencias. La
incognita es la sucesion
Oy L1y ooy Thy --- (6)

de niveles de poblacién en los sucesivos instantes tg, t1, t2, ..., ¥ €l nombre se
debe a que en la ecuacion esta involucrada, junto a la incégnita xx, k = 0,1, 2, ...,
la diferencia x;; — x; entre dos valores sucesivos de aquélla. En la forma
alternativa (5), el valor de x en un instante se obtiene a partir del valor en el
instante precendente.
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2 Modelos de crecimiento de una sola especie

Para describir la evoluciéon de una determinada poblacién a partir de una po-
blacién inicial dada z, ha de plantearse una propuesta de tasa r (k, xx) compa-
tible con las observaciones y datos que se tengan de la poblacién bajo estudio.
Es claro que la hipotesis mas simple es la tasa de crecimiento constante r, lo
que conduce a la ecuacion en diferencias

Lh+1 = (1 + 7’) Tk. (7)

Si aceptamos la ecuacion (7) como un posible modelo de crecimiento de
una poblacion, sus soluciones se obtienen de manera inmediata procediendo
por iteracion a partir de cada poblacion inicial xo considerada (son progresiones
geométricas de razén 1 + r ):

Zo
x1 = (1+47)x
ze = (1+r)a =147z
x5 = (1+r)za= 1473z
(por induccién)
= A+ ap1=...=0+7

Por lo anterior, bajo la ley de crecimiento expresada por la ecuacién en dife-
rencias zy+1 = (1 + r)zg, una poblacién inicial de zy > 0 individuos evolucio-
nara de acuerdo con la férmula

zp = (1+7)" zg (8)

Sir > 0, o sea, si la natalidad domina a la mortalidad, la poblacién crecera en
cada periodo (zy4+1 > %) y ademas

lim x, = 00 9)
k—oo

para cualquier xo > 0, expresando un crecimiento ilimitado o “malthusiano”. Si
r = 0,x, = xo para todo k, es decir, la poblacién permanece estable en el valor
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constante xq. Si r > 0 (con r > —1 para evitar valores negativos de x, lo que no
tendria sentido en este contexto) la poblacién decrecera en cada periodo y

lim zp = 0. (10)

k—o0

La formula (8) se ajusta bastante bien, en el caso usual de que » > 0, a
datos de poblaciones muy variadas cuando sus efectivos no son muy grandes,
pero el crecimiento limitado reflejado en (9) requiere establecer modelos mas
realistas en el comportamiento a largo plazo. La “correccion logistica” toma la
forma, siendo K la capacidad de soporte del medio:

Mzb([(—xk), (11)
T

con b > 0. Si escribimos la ecuacién (11) en la forma
Axy, = ray — bai, (12)

con r = bK, también podemos notar que el incremento en cada periodo es
menor en b:z:% de lo que seria sin la competencia que se establece entre los
individuos de la poblacion por unos recursos limitados, y podemos interpretar
el término ba? como una medida de “friccion social” (b seria el “coeficiente de
competencia”). Por otra parte, escribiendo
Ty
Az, =rx (1 — —) 13
k k I (13)
vemos que si 2, << K, entonces 1 — 3¢ = 1y se tiene, aproximadamente, el
modelo malthusiano.

Despejando en (11) z,1 en términos de z, se tiene

1
T41 = bz, <K + g — $k> . (14)

Observamos que la cantidad M = K+% > K representa un maximo absoluto
para una poblacion regida por la ley (11), pues si en algiin momento se alcanzase
el valor x;, = K + % se tendria =1 = 0, es decir, se agotarian todos los
recursos y la poblacion se extinguiria en el transcurso del siguiente periodo. Nos
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planteamos, por consiguiente, el estudio de la ecuacién (14) para valores x < M.
Conviene para ello normalizarla introduciendo la nueva variable

Lk

i (15)

Yk =

Dividiendo por M = K + % la ecuacién (14), se obtiene

Thot1 Tk Tk T
o b (M) = (140 )M< M)’ (16)

es decir,
Yk+1 = ayr (1 — y) , (17)
cona =1+ bK.

Iterando a partir de una poblacién inicial 3y se obtendria:

y1 = ayo (1 —yo) = ayo — ayp
yo =ay1 (1 —y1) = a® (yo — ) (L — ayo — ayg)
vemos que y; es un polinomio de grado 2 e y» un polinomio de grado 4 en yy;

en general, y;, sera un polinomio de grado 2* en 1, cuya férmula no se puede
establecer analiticamente.

Las ecuaciones (7) y (17) coresponden al siguiente modelo general: dada
una funcién = — f(z) de R en R, nos planteamos analizar el proceso dinamico
que se genera al aplicar f sucesivamente, de manera iterada, partiendo de un
determinado valor inicial =y de la variable z:

20 = £ (20) = f (£ (20) = £2(20) 1= -+ = £ (57 @0)) = £ (wo) = -+
(18)

Poniendo f* (z9) = x, podemos representar el proceso representado en
(18) en la forma de un problema de valor inicial

Tpy1 = f(2p)
("l (19

relativo a la ecuacion en diferencias zx1 = f (xf) .
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Si la funcién f es lineal, se tendra una ecuacion en diferencias lineal:

Tk41 = ax + b. (20)

De manera mas general, una ecuacion en diferencias es una relacion de la
forma

Try1 = f (k, z) (21)

con la funcién f que depende también del entero k que va indicando los periodos
sucesivos, o también puede ser una relacion de la forma

e = flh k=1, o, 21, ) (22)

donde la funcién f depende del entero k y de los anteriores que indican los
periodos sucesivos.

Como en los ejemplos anteriores, las soluciones de la ecuacién en diferencias
(21) son sucesiones de numeros reales

TQy L1y eeey Ty -nn (23)

que cumplen que entre un término cualquiera y el siguiente se verifica la relacion
(21). Esas sucesiones las denotamos: zj, y z(k).

Se sugiere revisar un modelo en diferencias de crecimiento de una sola es-
pecie construido a partir de un problema real en [2]

3 Modelos de interaccion entre dos especies

En esta seccién vamos a utilizar sistemas de ecuaciones en diferencias. Un
sistema de ecuaciones en diferencias es un conjunto de ecuaciones en diferen-
cias, donde la evolucién de cada una de las variables, el valor en el instante k + 1
depende no soélo de su valor en el instante precedente & sino también de los va-
lores de las demas variables en k, ademas de posiblemente, el propio valor de
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k. Mas explicitamente un sistema de ecuaciones en diferencias es de la forma:

zi(k+1) = an(k)zi(k) + -+ an(k)zn(k)
zo(k+1) = ao(k)z1(k) + - + azn(k)zn(k)

rn(k+1) = ani(k)z1(k) + -+ apn(k)x, (k)

Ahora vamos a presentar los modelos de interaccion entre especies los cuales
estan formulados a través de un sistema de ecuaciones en diferencias.

3.1. Modelos depredador presa

Las hipotesis lineales sobre la interaccion depredador-presa de dos especies
se traducen en el caso discreto de |a siguiente forma:

e El crecimiento malthusiano de las presas en ausencia de depredadores
viene descrito por z;1 = axy, con a > 1, y el decrecimiento de los depre-
dadores en ausencia de presas, por yi+1 = dyx + ¢z, 0 < d < 1.

e Conlas dos especies presentes, la evolucién de los depredadores vendra re-
presentada por yx4+1 = dyr + cxg,c > 0, y la de las presas, por xy41 =
axi — byr, b > 0.

Se tiene entonces el sistema de dos ecuaciones en dos incdgnitas
{ Tpy1 = axy — byy (24)
Yk+1 = cTp + dyg

el cual es un sistema de ecuaciones lineales por ser las funciones de los segun-
dos miembros lineales en las variables x e y.

Vemos que para estudiar el comportamiento de las soluciones del sistema
hay que estudiar el de las sucesivas potencias de la matriz de coeficientes A.

La correccion no lineal que considerdbamos mas adecuada a una ecologia
depredador-presa lleva al sistema de ecuaciones de Lotka-Volterra en version
discreta

{ Tht1 = aTp — bTRYg (25)
Yk+1 = Ay + CTRYk,
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el cual es un sistema de ecuaciones no lineales que, de manera similar a la
ecuacion logistica discreta, tiene una aparencia muy simple y, sin embargo, el
comportamiento asintético de sus soluciones puede ser muy complejo.

3.2. Modelos de parasitismo.

Como mencionamos en la introduccidn, los insectos tienen etapas claramente
diferenciadas en su ciclo de vida: huevos, larvas, pupas y adultos. Un fenémeno
importante que se presenta en los insectos es el del sistema hospedero - parasi-
to, por ejemplo, puede ocurrir que las hembras de uno de los insectos, el parasito,
se aprovechen de la otra especie, el hospedero, inoculando sus huevecillos en
los hospederos que se encuentran en su etapa de pupa o larva. Las larvas de los
parasitos se desarrollan y crecen a costa de sus hospederos, consumiéndolos e
impidiendo que lleguen a su estado adulto.

Un modelo sencillo para este sistema hospedero-parasito de insectos se basa
en las siguientes suposiciones:

e Los hospederos parasitados daran origen a la siguiente generacion de
parasitos.

e Los hospederos que no han sido parasitados daran origen a sus propios
descendientes

e La fraccion de hospederos que son parasitados depende de la tasa de
encuentros de las dos especies; en general, esta fraccién puede depender
de las densidades de alguna o de las dos especies

Aunque en los sistemas naturales hay otras causas de mortalidad, es ilustrati-
vo considerar primero sélo este conjunto minimo de interacciones y analizar sus
consecuencias.

Establecemos la notacién:

x), = densidad de la poblacion de hospederos en la generacion k,
yr = densidad de parasitoides en la generacion k,

f = f (zk,yr) = fraccién de hospederos sin parasitar,

A = tasa de reproduccién del hospedero,
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¢ = numero promedio de huevos viables depositados por el parasitoide en un
solo huésped.

Estas tres suposiciones nos conducen a:

Tx11 = numero de hospederos en la generacién previa x fraccion de no
parasitados x tasa reproductiva A,

Yr+1 = NUmero de hospederos parasitados en la generacién previa x fecun-
didad de los parasitoides (c) x tasa reproductiva A,

Notese que 1 — f es la fraccién de hospederos que son parasitados, por lo
que obtenemos:

Trp1 = v f (Tr, Ur) 5
Ykr1 = cxp [1 — f (Tr, y)] - (26)

Este sistema de ecuaciones nos muestra un marco general de modelos tipo
hospedero-parasitoide. Para determinar un modelo concreto es necesario espe-
cificar el término f (xr, yx). A continuacién se muestra una forma particular para
esa expresion sugerida por Nicholson y Bailey [6]). A. J. Nicholson fue uno de los
primeros bidlogos en sugerir que los sistemas hospedero -parasitoide podian ser
entendidos usando un modelo tedrico, aunque se requiri6 la ayuda del fisico V.A.
Bailey para formalizar sus argumentos.

Nicholson y Bailey realizaron dos suposiciones acerca del nimero de encuen-
tros y la tasa de parasitismo de un hospedero:

e Los encuentros ocurren aleatoriamente, por lo que el nimero de encuen-
tros N, de hospederos y parasitoides es por lo tanto proporcional al pro-
ducto de sus densidades:

Ne = azyg, (27)

donde a es una constante que representa la eficiencia de busqueda del
parasitoide. (Esta suposicion presupone encuentros aleatorios y se conoce
como la Ley de accién de masas, esta ley es una suposicion subyacente
en muchos modelos y conviene revisarla con cuidado, un clara explicacion
de la misma se encuentra en [7]).
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e Sélo el primer encuentro entre un hospedero y un parasitoide es signifi-
cativo. Esto ocurre porque una vez que un hospedero ha sido parasitado
va a dar origen a exactamente c descendientes parasitoides, un segundo
encuentro con un parasitoide que le inocule sus huevos no incrementara ni
decrementara ese nimero.

Al realizar el analisis del modelo (v. pags. 81-82 de [3]), puede notarse que tie-
ne un unico punto de equilibrio y éste es inestable. Aunque este comportamiento
pude reproducirse en el laboratorio para algunos sistemas, la mayoria no tienen
este tipo de conducta, por lo que es necesario modificar un poco las condiciones
para obtener modelos mas realistas.

Modificacion del modelo de N.B. con dependencia de la densidad en la po-
blacion de hospederos

Debido a que el modelo N.B es inestable para todos los valores de los parame-
tros, consideramos primero una modificacion de las suposiciones subyacentes en
la dinamica de la poblacién de hospederos y averiguamos cudles de éstas son
factores potencialmente estabilizadores. Consideremos la siguiente suposicién:

e En la ausencia de parasitoides, la poblacion de hospederos crece hasta
cierta densidad limitada (por la capacidad de carga K de su ambiente)

Considerando esta suposicién, se obtienen las siguientes ecuaciones:

Tyt = TR (21) €7 Yk,

Ye1 = g (1 — e ).
Para la tasa de crecimiento A (z,) podemos adoptar

Azg) =expr (1 —ai/K). (28)

Asi, si P = 0, la poblacion de hospederos crece hasta la densidad z, = Ky
decae si x, > K, con lo que se obtiene el modelo
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Tpr1 = zrexp[r (1 —ap/K) — ayi],

29
Y1 =z (1 — 7). @)

Este modelo lo estudiaron en detalle Beddington et a/ [1] , quienes encontra-
ron conveniente analizar su conducta en términos de la cantidad ¢, donde

q = ©/K = la razén de densidad de hospederos en su estado estacionario
con y sin parasitoides presentes.

El valor de ¢ indica hasta qué punto la poblacién en su estado estacionario se
ve afectada por la presencia de parasitoides.

El sistema de ecuaciones (29) es tan complejo que no es posible derivar ex-
presiones explicitas para los estados fijos x* y y*, sin embargo, éstos pueden
expresarse en términos de ¢ y P de la manera siguiente:

i=-(-3/K)="(1-q),
T=7y/(1—e ).

El modelo resultante es estable para un gran rango de valores realistas de
los parametros, que es algo deseable, sin embargo, la dinamica no es sencilla, al
cambiar los valores de los parametros puede ocurrir que los puntos de equilibrio
pierdan su estabilidad, aparezcan ciclos limite o situaciones ain mas complejas.

Cuando las ecuaciones de un modelo son dificiles de analizar explicitamente,
es necesario realizar simulaciones computacionales que pueden dar buena idea
de lo que ocurre.
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Capitulo 5

Principales resultados de la teoria de las Ecuaciones en
Diferencias, lenguaje de los modelos discretos

Roberto Avila Pozos!¢, Lucia Cervantes Gémez>

Resumen

Se presentan resultados de la teoria de las ecuaciones en diferencias ne-
cesarios en la solucion y el andlisis de los modelos expresados mediante
este tipo de ecuaciones.

1 Introduccion

Puede suceder que la realidad nos imponga un modelo continuo (como los del
segundo capitulo), pero la resolucion efectiva con la computadora, e incluso las
mediciones previas que hagamos son en numero finito, dan lugar al modelo dis-
creto; también podria ocurrir (como vimos en el cuarto capitulo) que el fendmeno
que deseamos modelizar sea discreto. En ambas situaciones tendremos un mo-
delo discreto (como el que presentamos en el capitulo 7) y vamos a necesitar
resolverlo o analizarlo; para ello utilizaremos la teoria de las ecuaciones en dife-
rencias, por lo que en este capitulo aportamos los resultados mas importantes y
necesarios para el analisis de los modelos discretos.

En particular, estudiaremos las ecuaciones en diferencias (EED), dadas por
una expresion recursiva de la forma xz, = Axz,_1, donde z, es un vector de
las variables a considerar al tiempo discreto n y A es una matriz cuadrada, que
contiene a las diferentes transiciones entre un tiempo y otro. Como casos parti-
culares importantes estan las EED lineales y las cadenas de Markov.
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2 Sistemas lineales autonomos de EED

Como se dijo anteriormente, las ecuaciones en diferencias son un caso par-
ticular de los modelos discretos y con ellas se pueden formar sistemas de ecua-
ciones en diferencias, que intentan describir un fenédmeno en un modo discreto,
donde la variable dependiente (que es el tiempo) se puede ir incrementando en
intervalos iguales (en el caso del tiempo, de segundos, minutos, dias, etc.). Lo
anterior es coherente con la realidad, ya que normalmente se toma una serie de
medidas espaciadas en el tiempo, una vez al dia, al mes, etc., con la finalidad de
contar con un registro fiable, que pueda predecir algun patrén.

Se revisara de manera rapida el algoritmo de Putzer, que es uno de los méto-
dos para resolver un sistema auténomo de EED y asi pasar después a discutir el
sistema no auténomo.

Definicion 1. Sea A = (a;;) una matriz cuadrada real no singular de orden k y

seaz(1), z(2), ... unasucesion de vectores en R* con z(n) = (z1(n), ..., xk(n))T
paratodo n = 1,2, ... definidos de manera recursiva por

z(n) = Az(n —1), n=1,2,., (1)

a partir de un vector inicial zop = z(ng) € R¥. Una relacion de recurrencia de esta
forma se llama sistema lineal autbnomo de EED.

El adjetivo “autbnomo” del sistema anterior viene de la independencia de n
por parte de la matriz A. En el sistema anterior se tiene, razonando por induccion,
que

x(n) = A" "0xg,

donde A° = I, la matriz identidad de orden k. Sin pérdida de generalidad se
puede suponer ny = 0; si no es asi, se puede hacer el cambio de variable y(n —
no) = x(n), pasando el sistema (1) a

y(n+1) = Ay(n), (2)
con y(0) = z(no) y

y(n) = A"y(0).
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Con esta expresion se puede hallar y(n) para cualquier valor de n. Sin em-
bargo, hay una expresién mas simple que permite ahorrar tiempo en los célculos
de las potencias de la matriz A. Para ello se discute el siguiente algoritmo:

Algoritmo de Putzer

Primero, recordemos que para una matriz real dada A = (a;;) de orden &,
un valor caracteristico de dicha matriz es aquel nimero real o complejo A tal que
Av = v para algun vector v € C*. Equivalentemente, la relacién anterior se
puede escribir como

(A= X)v =

La ecuacion anterior tiene una solucién no trivial si'y solo si det(A — A\I) = 0,
O N tai Nl ap\f 24 4-a;_1 A\ +ay, = 0, que se llama ecuacion caracteristica
de A. Si \i, ..., \x son los valores caracteristicos de A (pueden estar repetidos),
entonces se puede escribir la ecuacion anterior como

_[Il()\_

Visto lo anterior, se anuncia el siguiente resultado, Util para los resultados que
le siguen.

Teorema 1 (Teorema de Cayley-Hamilton). Toda matriz satisface su ecuacion
caracteristica. Esto es,

k
H (A— N\,
7j=1

AF 4 AR o AR a1 At al =0
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Ahora bien, sea A una matriz cuadrada de orden n. Se busca una represen-
tacion para A™ de la forma

A" =" pi(n)M(j - 1), (3)
j=1

donde las ;1;(n) son funciones escalares, las cuales se discutiran mas adelante
y

M(j) = (A= NDM(j—1),  M(0)=1.
Iterando la ecuacion anterior, se muestra que

M(k) = (A=XI)(A—=Xp_1) - (A= M)
k
= JJa-xD.

i=1

Usando el teorema de Cayley-Hamilton, se tiene
k
H (A —\;T)
Siendo asi M (n) = 0 para n > k, se puede reescribir la ecuacion (3) como
k
=D ui(n)M(j —1). (4)
j=1

Si se hace n = 0 en (4), se obtiene

AY =T = iy (0)] + pa(0)M(1) + oo + pu(0)M (K — 1),
lo que implica que

p1(0) =1, pa(0) = p3(0) = ... = pg(0) = 0.
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De la ecuacion (4) se tiene
k k
S i+ DM(—1) = AA" = A[ZW)M@ -1)
j=1 =
= Zu; JAM(j — 1)
= Zm )+ N M@ —1)],

esta Ultima igualdad de la definicién de M (j). Comparando los coeficientes de
M(j), 1 < j < k en la ecuacién anterior y junto con las condiciones dadas para
las p's en n = 0, se tiene

pm(n+1) = Au(n)
pi(0) =1

pi(n+1) = Ajuj(n) + pj—1(n),
1i(0) = 0, 5=2,3,...k.

Se puede comprobar que las soluciones a las ecuaciones anteriores son

n—1

M]_(’I’Z) = )‘?7 M](n) = Z A‘?ilii:ujfl(i)’ .] = 27 37 ey k.
=0

En resumen, se tiene:

Teorema 2 (Algoritmo de Putzer). Para una matriz cuadrada A de orden k, se
pueden encontrar sus potencias A" como

k
"= Zuj(n)M(j - 1),
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donde
k
M) = JJA-XND
j=1
p(n) =AY
n—1
pni(n) = /\?_l_zﬂj—l(z% 2<j<k
=0

A este algoritmo, se le conoce como algoritmo de Putzer.

Ejemplo:

Encontrar la solucién del sistema de EED x(n + 1) = Az(n), donde

0 1 1
A= -2 3 1
-3 1 4

Solucion:

Los valores caracteristicos de la matriz A estan determinados por la ecuacion
caracteristica

—-A 1 1

det(A—Al)=det| -2 3—-X 1 =0.
-3 1 4— A

Desarrollando el determinante anterior, se encuentra que
p(A) =(A=2*(A=3) =0,

i.e. los valores caracteristicos de A son Ay = Ay = 2y A3 = 3. Asi, segln el
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algoritmo de Putzer, se tiene que:

M) = I,
-2 11
M) = A-MI=A-2I=| -2 1 1 |,
-3 2
-1 0 1
M2) = (A=MDA-XD)=(A-2)?=[ -1 0 1
-2 0 2

Los p; estan dados por

pa(n) = AT =2"

=1
_ 3 (m-D5-(n—1) 1)(3)”]
2 (1-3)°
n—1 n n
= ey
_ 37;1 3(2)—(2—0—71)33”1]:3 (2+n)2"L =37 —2n _pon—l,

donde para u3(n) se us6 que

Zkak _a+ (ma(l—_ma)—Ql)am“’ 0 £1, 5)

Finalmente:
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3
AT =3 MG - 1)

= p1(n)M(0) + p2(n)M(1) + p3(n
—2 11 -1 0 1
= 2"T4+n2" | -2 1 1 —n2"H [ -1 0 1
-3 1 2 -2 0 2
2" — 2" — 3 4 2" 4 2l n2n—1 n2n—l 4 3n _on _ pon-1
= —n2" — 3% 4 2" 4 p2n ! on 4 2l n2n—1 4 37 —gn _ pon—1
—3n2n~1 — 2.3 4 ontl 4 pon n2" 1 2" 42" 4 2.3 — vt _pan

2n+1 o n2n71 _3n n2n71 gn _ 9n
= 2" — 3% — p2nl (2+4mn)2n-t  3n_2n
ontl _ 9. 3n _ pon—1 n2n—1 2.3" —2n

A continuacién se discute cuando la matriz A depende del tiempo.

3 Sistemas lineales no autonomos de EED

Considérese ahora el sistema
z(n+1) = A(n)x(n), (6)

donde A(n) = (ai;(n)) es una matriz cuadrada de orden k dependiente del
tiempo n. A este tipo de sistemas se le llama sistemas lineales no auténomos de
EED. El correspondiente sistema no homogéneo esta dado por

y(n+1) = A(n)y(n) + g(n), (7)

donde g(n) € R¥. El siguiente teorema establece la existencia y unicidad de la
solucion al sistema (6).

Teorema 3. Para cada xzy € R* yny € Z7 existe una dnica solucion x(n, ng, xo)
del sistema (6) con x(ng, ng, o) = Tp.
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DEMOSTRACION. De la ecuacion (6) se tiene que
z(no + 1,m0,20) = A(no)x(ng) = A(ng)xo,
z(no + 2,m0,20) = A(no+ 1)z(ng +1) = A(ng + 1)A(ng)xo.

Inductivamente se llega a que

(1, no, 70) = {Tﬁ A(i)} o,

i=ng

donde

n—1

HA(Z'):I, sin = ng,

1=n0
siendo ésta una solucién Unica a (6) y que satisface la condicion x(ng, ng, xg) =
Q- O

Con el fin de trabajar con la matriz A(n) de la ecuacién (6), se tiene la si-

guiente definicién

Definicion 2. Las soluciones x1(n), z2(n), ..., zx(n) (6) se dice que son lineal-
mente independientes (1.i.) para n > ny > 0 si la Unica solucién a

cx1(n) + caxa(n) + ... + ckx(n) =0, Vn > ng

es latrivial (i.e.c; =0, 1 < j < k).

Sea ®(n) una matriz cuadrada de orden & cuyas columnas son soluciones de
(6), teniendo asi

®(n) = [x1(n), z2(n), ..., xx(n)].
Obsérvese que

o(n+1)
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donde ®(n) sera no singular si las z;(n) son Li. Con lo anterior se tiene la si-
guiente definicion:

Definicion 3. Si ®(n) es singular para todo n > ng y satisface (8), entonces a
®(n) se le llamara matriz fundamental del sistema (6).

Se puede demostrar que si M es otra matriz cuadrada no singular de orden
k, entonces M ®(n) sera también una matriz fundamental, por lo que un siste-
ma como el de (6) puede tener una infinidad de matrices fundamentales. Por lo
pronto es suficiente saber que

HA , con ®(ng) =1

i=ng

es una matriz fundamental de (6), pues satisface (8) y los z;(n) son Li. para
n > ng. De la ecuacién anterior se observa que si A es constante (caso autono-
mo), entonces ®(n) = A" "0, Asi, se puede usar el algoritmo de Putzer para
calcular la matriz fundamental de un sistema autbnomo. Ademas, se puede de-
mostrar que existe una Unica solucién ©(n) de (8) con ©(ny) = I [5].

Ahora, si ®(n) es una matriz fundamental de un sistema de EED, definamos
la siguiente matriz fundamental:
®(n,ng) := ®(n)® *(ny),

llamada matriz de transicion de estado.

En general se puede definir a
®(n,m) = ()@ (m),
veamos algunas de sus propiedades.

Corolario 1. La tnica solucion de z(n, ng, xo) del sistema (6) con zo = z(ng, no, xo)
esta dada por

x(n,no, xo) = ®(n,ng)xo.
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DEMOSTRACION.

Lo anterior es solo otra forma de escribir el teorema (3), usando la definicion
de ®(n). O

Lema 1 (Formula de Abel). Para todon > ng > 0, se tiene que

n—1
det ®(n) = [ I det A(z’)] det ®(n).

i=no

DEMOSTRACION. Al tomar el determinante en ambos lados de (8), se tiene

det ®(n + 1) det A(n) det ®(n)

= det [ ﬁ A(i)} det ®(n)

_ [ ﬁdeZA(i)} det ®(n).

O

Un caso particular del resultado anterior es cuando A es constante (caso no
auténomo), en cuyo caso

det ®(n) = (det A)" " det ®(no).

Corolario 2. La matriz fundamental ®(n) es no singular para todo n > 0 si y
solo si ®(ng) es no singular.

DEMOSTRACION. Se sigue de la férmula de Abel al tener que det A(n) # 0, para
n > ny. O

Una consecuencia inmediata del corolario anterior es que si cualquiera de las
hipétesis se cumple, entonces las soluciones de (6), x1(n), z2(n), ..., zx(n) son
Li. para todo n > ny. El siguiente teorema establece la existencia de k& soluciones
li. al sistema inicial (6).
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Teorema 4. Existen k soluciones l.i. del sistema (6), i.e. de
x(n+1) = A(n)x(n)

paran > ng, donde A es una matriz cuadrada de orden k.

DEMOSTRACION. Seae; = (0,0,...,1,...,0)T parai = 1,2, ..., k, el vector unita-
rio en R” (i.e. todas las entradas cero excepto la i-ésima entrada, la cual es 1).
Por el teorema (3), para cada e; existe una solucién x(n, ng, ;) del sistema (6)
con e; = x(ng, no, €;). Ahora, dado que ®(ng) = I y por tanto no singular, enton-
ces, por el corolario anterior, se tiene que el conjunto C' := {z(n, ng, e;)|1 <i <
k} es L. O

No es dificil ver que si z1(n), z2(n), ..., zx(n) son soluciones L.i. de (6), enton-
ces

z(n) = c1z1(n) + coxa(n) + ... + cpxg(n), c;ER, 1<j<k

es solucién también de (6). Lo anterior da lugar a la siguiente definicion.

Definicion 4. Supongamos que {z;(n) | 1 < i < k} es cualquier conjunto de
soluciones l.i. de (6), entonces la solucion general de (6) esta definida como

k
z(n) = Z cizi(n), ¢ € R,
i=1
con al menos una ¢; # 0.

Se puede reescribir a z(n) como

donde ®(n) = (z1(n), z2(n), ...,zx(n)) es una matriz fundamental y

(61,02, ey Ck)T € Rk.
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Es ahora cuando se realiza un analisis del sistema no homogéneo (7), i.e. de
y(n+1) = A(n)y(n) + g(n), g(n) € R,

con A de orden k. Definase a y,(n) como una solucién particular de (7) si es
un vector variable de orden k que satisface (7). El siguiente resultado nos da un
mecanismo para encontrar la soluciéon general del sistema (7).

Teorema 5. Cualquier solucion y(n) de (7) puede ser escrita como

y(n) = @(n)c+ yp(n),
para un apropiado vector constante c y una solucion particular y,(n).
DEMOSTRACION.
Sea y(n) una solucion de (7) y sea y,(n) cualquier solucion particular de (7).
Siz(n) = y(n) — yp(n), entonces
zn+1) = yln+1)—ypln+1)

= A(n)y(n) — A(n)yp(n)

= A(n)

= A(n)

Asi, x(n) es una solucion del sistema (6). Luego, por el corolario 1, se tiene
que z(n) = ®(n)c para algun vector constante c. Asi,

y(n) —yp(n) = (n)e.

Ahora se aporta una férmula para evaluar y,(n).
Lema 2. Una solucion particular de (7) esta dada por

n—1

yp(n) = D @(n,r +1)g(r),

r=ng

con yp(ng) = 0.
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DEMOSTRACION. Se tiene que

n

yppn+1) = Y ®(n+1,r+1)g(r)
n—1
= Y O(n,r+g(r)+ ®(n+1,n+1)g(n)

— Aln)yy(n) + g(n),

i.e. yp(n) es solucién de (7). Ademas, y,(ng) = 0. O

Finalmente, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 6. La unica solucién al problema con valor inicial

y(n+1) = A(n)y(n) +g(n),  y(no) = o, 9)

esta dada por

y(n,no,yo) = ®(n,no) y0+z (n,r+1)g(r),

r=ng
0 mas explicitamente como
n—1 n—1
(.m0, u0) = “L4M+Z<Hm®m»
1=ng r=ng “i=r+1
DEMOSTRACION.
Se sigue del ultimo teorema y del ditimo lema. O

Corolario 3. Para un sistema auténomo donde A es una matriz constante, la
solucion del sistema (9) esta dada por

n—1

y(n,no,y0) = A" "Oyo + Y AT lg(r).

r=ng
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DEMOSTRACION. Se sigue inmediatamente de la ultima férmula del teorema
anterior. 0

Ejemplo
Resolver el sistema y(n + 1) = Ay(n) + g(n), donde
2 1 n 1
Solucion

Usando el algoritmo de Putzer, discutido anteriormente, se puede calcular a

A", como
n 2n  p2n-l
=% ")

Luego, por el corolario 3, se tiene:

yn) = Aryot 3 AT ()

2" p2nl 1 n-1 (207" 7L (p—p—1)2nT2 r
- +3

0o 2" 0 r=0 0 gn—r—1

2" n-1 (2" 4 (n—pr—1)2"72
= +

0 r—0 anrfl

2n n—1 [ r2""2 4 (n —1)2n 2
= +

0 r—0 2n7r71

— -1

2" 223 7"( ) +(n =122 300, (%)r

= +
— —1 T
0 213000 (3)
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;+<(n—1);_(n_1)_1> (1)"

1—(1)"
2 : n-150)
_ l—l) 1 2
— + on 2 ( 3
0 n
2 l_(%)
-
2 -1
2 24 (5= D)+ -D-(3)")
— + 2n—2
1\n
0 4(1-(3)")
2n -2 S+ (n—-1)@2" - 3)
= +
0 2" —1
on 2n—1 _ 72L _ % 4 n2n—1 n _ 2n—1 4 %
= +
0 2" — 1
m 4 p2n—l
2" — 1
donde se us6 la férmula (5) y la férmula
1 — gmt!
Za a” , a1
1-a
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Capitulo 6

Analisis cualitativo de modelos basicos de transmision
infecciosa

Carlos Chivardi-Moreno!, Erin C. McKiernan?, Marco A.
Herrera-Valdez?*

Resumen

Este capitulo contiene una introduccion a modelos basicos de transmi-
sion de enfermedades infecciosas. Primero construimos una version deter-
minista y auténoma del modelo clasico SIR de transmision infecciosa. Se
definen algunas nociones basicas de epidemiologia relacionadas con la
transmision de enfermedades infecciosas, junto con la deduccién del mo-
delo y las soluciones, analizadas cualitativamente. Se define la condicién
para una epidemia para después discutir, desde una perspectiva geométri-
ca, conceptos basicos como la condicién de epidemia en poblaciones total-
mente susceptibles (condicion llamada “nimero basico de reproduccion”),
epidemias en poblaciones parcialmente inmunes, y los efectos que puede
tener la pérdida de inmunidad. Se analiza el caso particular de epidemias
generadas por enfermedades incurables de larga duracién y se deduce un
modelo alternativo y simple con el que es posible hacer ajustes sencillos a
partir del modelo SIR. Al final del capitulo se presentan posibles extensio-
nes no-auténomas.

1 Modelo simple de transmision a nivel poblacional

Consideremos un esquema simple de transmision infecciosa en el que un in-
dividuo susceptible de infeccién se puede contagiar (e.g. al estar cerca de un
individuo infectado). Para cada tiempo ¢, dividamos a la poblacién en tres cla-
ses epidemiolégicas: los individuos susceptibles de infeccion (S), los infectados
(I), y aquellos individuos que han dejado de tener la infeccion (R), por muerte

! Departamento de Economia, Centro de Investigacién en Sistemas de Salud, Instituto Nacional
de Salud Publica. 2 Departamento de Fisica, Fac. Cs., UNAM. 2 Departamento de Matematicas,
Fac. Cs., Universidad Nacional Auténoma de México. * marcoh@ciencias.unam.mx
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0 por adquisicién de inmunidad permanente [18]. Los tamafos de dichas subpo-
blaciones suman el total N = S + I 4+ R. Si suponemos que un cierto nimero
de individuos susceptibles se infectan en un tiempo A a una tasa «, entonces el
numero de individuos en el tiempo t + h esta dado por

S(t+h) = St)(1—ah), (1)

de donde el niumero de nuevos individuos infectados entre ¢ y ¢ + h es entonces
haS(t). Si suponemos que en ese mismo periodo de tiempo, una proporcion ¢
de los infectados deja de serlo, el nimero de individuos infectados cambia a

I(t+h) = haS(t) + (1 — ko) I(1). )

El cambio correspondiente en el numero de individuos que ya no tienen la
infeccién es
R(t+ h) = R(t) + hoI(t). ©))

Fuerza de infeccion y exposicion homogénea. El término « en la ecuacion
(1), llamado fuerza de infeccién por algunos autores [14], puede depender de
varios factores [25, 16]. Una suposicion aplicable a varias enfermedades infec-
ciosas es que « depende de la proporcion de individuos infectados en la po-
blacion, de la tasa de contacto con el patégeno que causa la enfermedad, y la
probabilidad de infeccién dada una exposicion directa con el patégeno [3]. En tal
caso, suponiendo que los individuos que dejan de tener la infeccion adquieren
inmunidad permanente,

I(t)
S() +1(t) + R(t)’

a=p (4)
En contraste, si la infeccion no tiene curacion y es mortal, la fuerza de infeccién
se puede escribir como o = SI1(t)/ [S(t) + I(t)].

La fuerza de infeccién en la ecuacién (4) se puede interpretar como el pro-
ducto de la probabilidad de tener contacto con un individuo infectado multiplicada
por la probabilidad de infeccion dado el contacto con el patogeno, o el individuo
que lo porta, representada por 5. Dos suposiciones implicitas en ese caso son
que cualquier individuo susceptible puede tener contacto con el patégeno y que
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la latencia entre la exposicién al patégeno y la infeccion es cero. Si el contagio
requiere de contacto directo entre individuos, la ecuacién (4) contiene implicita-
mente la suposicion de mezcla homogénea entre susceptibles e infectados. En
otras palabras, suponemos que cualquier persona susceptible tiene la misma
probabilidad de encontrarse con un infectado, y viceversa.

1.1. Dinamica de transmision y densidad poblacional

Si suponemos que las poblaciones son lo suficientemente grandes, entonces
es posible substituir S, I, y R por densidades poblacionales u, v, y w, respectiva-
mente. Si IV es lo suficientemente grande y constante (e.g. hay tantos nacimien-
tos como muertes por causas no relacionadas con la infeccion, no hay muertes
por infeccién, y la gente que deja de estar infectada adquiere inmunidad perman-
tente, entre otras condiciones), es posible dividir las ecuaciones (1)-(3) entre N,
combinar la fuerza de infeccién en la ecuacion (4), y calcular el limite cuando h
tiende a cero para obtener ecuaciones diferenciales ordinarias definidas como:

ou = —pou (5)
v = (Pu—9d)v (6)
ow = v, (7)

donde 9; denota la derivada con respecto a t 4. En un tiempo inicial t = t, las
condiciones iniciales del sistema seran denotadas como (ug, vg, wp). Es apro-
piado recalcar que los coeficientes 3 y 4 tienen unidades del inverso del tiempo
(e.g. 1/dia). No6tese que 3y § pueden variar con el tiempo, o0 con respecto a otros
factores, en cuyo caso se pueden escribir extensiones del modelo [9, 8, 13].

1.2. Brotes y epidemias

Es de interés preguntar ¢cuando la dinamica dictada por el sistema (5)-(7)
describe una epidemia? ;Qué condiciones tienen que cumplirse para que no ha-
ya epidemia a pesar de que haya infectados? Podemos contestar las preguntas

*La notacién :u es para mantener claridad con respecto a que la derivada de u con respecto
at es un operador. 9.u surge como el limite de un cociente, pero no es un cociente, como indica
la notacion du/dt.
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anteriores utilizando la ecuacién (6) si definimos brote como la aparicion de un
conjunto de individuos infectados que no crece, y decimos que hay una epidemia
s6lo cuando la densidad de poblacién infectada aumenta. Un brote entonces re-
presenta condiciones iniciales para el sistema en las que v > 0. Una epidemia
ocurre, en consecuencia, cuando d;v > 0, que pasa cuando fu — d > 0. En
cambio, una epidemia no puede ocurrir cuando d;v < 0, aunque haya un brote
epidémico (ejercicio: argumente, ¢por qué?). Podemos entonces construir una
funcién que nos permita predecir si un brote se convertira en epidemia. Para ello,
definamos
p

B(t,u;8,0) = gu(t% (8)

o por brevedad en la notacién, B(t,u) en el caso en que 3y § sean constan-
tes. Notemos que si B(t,u) > 1, entonces la poblacién de infectados crece.
En consideracién de lo anterior, nos referiremos a la funcién B como indica-
dor epidémico. El indicador epidémico predice el nimero de casos nuevos de
infeccion por cada individuo susceptible en cualquier tiempo ¢. El maximo de
infectados dependera de las condiciones iniciales, en particular de la inmunidad
pre-existente. El caso particular en el que la poblacién es casi totalmente suscep-
tible, R, = B(to, 1), se conoce comUnmente en la literatura epidemiolégica como
numero basico de reproduccion. Cuando la poblacion no es totalmente suscepti-
ble, B es comunmente llamado ndmero efectivo de reproduccion [1, 10, 11, 21].

1.3. Geometria y comportamiento de las soluciones

Dados 3y 4, el cambio en v como funcién de u se puede analizar sin resol-
ver el sistema (5)-(6) analizando la geometria del campo vectorial definido por
las ecuaciones en el plano (u, v). Para ver lo anterior, nétese que u es una fun-
cién decreciente, y considérese el cambio en los infectados con respecto a los

susceptibles
8tv 1)

O =—-—=——1. 9
W= B T Ba 9)
Lo anterior quiere decir que cualquier trayectoria a partir de un punto (ug,vo)
se mueve hacia la izquierda en el plano (u,v) (Fig. 1). Es importante notar que
si up > d/f, entonces el nimero maximo de infectados por unidad de tiem-
po ocurrird eventualmente cuando u alcance /4, es decir, cuando el indicador
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epidémico B(t,d/8)=1. Si uy > ¢/ (hay suficientes susceptibles en t = ty),
entonces las trayectorias tienen forma de “U” invertida (Fig. 1B-C). En cambio, si
Ouv < 0 para ug > d/f, el decremento en v no cesara (Fig. 1A-C). ;Qué pasa
cuando ug < /8 ?

4,01)=(0.1,10) (8,5°1)=(0.2,10) (8,0°1)=(0.4,10)
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Figura 1: Campos vectoriales en (u,v) para el modelo (5)-(7) con distintas combina-
ciones de los parametros [ y 4. Las lineas punteadas indican los puntos en los que la
proporcion de infectados alcanza el maximo.

1.4. Susceptibilidad inicial e inmunidad pre-existente

Condiciones para que ocurra una epidemia en poblaciones totalmente
susceptibles. Si en un tiempo inicial t = %, la poblacion es totalmente sus-
ceptible de infeccion, excepto unos cuantos individuos que ya estén infectados,
entonces es posible suponer que u =~ 1. Como consecuencia, el indicador de
una epidemia en el tiempo inicial ¢t = ty se reduce a una expresioén que depen-
de de la probabilidad de infeccién por contacto con el patdgeno y de la tasa de
recuperacion. El indicador epidémico inicial es entonces B(typ,1) = /4. Note-
se que B(t,u) es una funcién decreciente, porque u es decreciente. Por tanto,
B(ty, u) representa el maximo nimero de infecciones generadas por cada caso
infeccioso, y B(ty, 1) representa la maxima estimacion sobre el nimero de casos
generados por cada infeccion.

Lo anterior sirve para desarrollar un conocimiento intuitivo de la dinamica del
modelo. Por ejemplo, el cociente de 3/ representa el balance entre la probabili-
dad de infeccion y la tasa de recuperacion. Si se trata de una poblacién totalmen-
te susceptible, 5/ es un predictor determinado sélo por la biologia del patégeno
y la fisiologia del sistema inmune en los miembros de la poblacion.
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Inmunidad existente durante un brote. Recordemos que la condiciéon para
que no haya una epidemia es

1>B(t0,u0):B(t0,1_U0—w0): (1—110—11)0), (10)

SR

de donde
w0>1—v0—5/6. (11)

Lo anterior determina una condicion para que el nivel de inmunidad existen-
te al ocurrir un brote prevenga una epidemia (Fig. 2). Una posible aplicacion
de la observacion anterior es que, si existe una idea del nivel de inmunidad pre-
existente en la poblacién (e.g. por campanas vacunacion realizadas anteriormen-
te), entonces es posible hacer predicciones sobre la posibilidad de una epidemia
dado un brote.

1.5. Tamano final de la epidemia

¢ Es posible saber cuantas personas se veran infectadas en una epidemia
descrita por el modelo (5)-(6)? Para contestar la pregunta es Gtil analizar el com-
portamiento a largo plazo de u y w. Por tanto, si consideramos el cambio en u
con respecto al cambio en w,
_ Oru p

awu—%— 5

con u(wp) = up como condicién inicial, donde w(ty) = wg. Integrando con res-
pecto a w,

w(w) = u(uwp) exp <—§ (w wo>) . (13)

Tomando en cuenta la dependencia temporal de u y w, notemos que wy < 1y
w(t) < 1, de donde w(t) — wy < 1 para toda t (ejercicio: argumente ¢por qué?).
Por tanto,

u(t) > up exp <—§> > 0, (14)

para toda t. La desigualdad (14) indica que la poblacién susceptible al final no
decae a cero durante una epidemia. La proporcién de infectados tiende a v, = 0
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cuando t tiende a oo, por lo que la proporcién total de infectados al final de una
epidemia (o de un brote) es w = 1 — uxo, que se puede escribir explicitamente
como

Woo = 1 — up exp (—? (Weo — w0)> . (15)

La ecuacion (15) es trascendental (no tiene solucion algebraica), pero es po-
sible argumentar que la solucién existe y esta en el intervalo (0, 1). El caso par-
ticular en el que la poblacién es casi totalmente susceptible (ug ~ 1, vg > 0,
wg = 0) da como resultado

Woo = 1 — exp (_B(t07 1)woo) ) (16)

que resulta en una cota superior para la proporcion total de individuos infecta-
dos al final de una epidemia (ejercicio: ¢por qué?). Las autoridades de salud
publica pueden usar el limite superior w, para estimar los recursos que seran
necesarios si se produce una epidemia.

2 Enfermedades de larga duracidn sin curacion y dinami-
ca logistica

Hay patdgenos que causan infecciones para las que no hay recuperacién
y que pueden durar varios afos antes de la muerte [22]. Entre otros ejemplos
prominentes estan el virus de inmuno-deficiencia humana (VIH) que causa el
Sindrome de inmunodeficiencia adquirida (SIDA), y otros patdégenos que causan
enfermedades de transmision sexual [12, 5]. Los primeros afnos de epidemias
causadas por algunos patégenos como los mencionados anteriormente pueden
mostrar un comportamiento sigmoidal, con una mortalidad pequena relativa al
tamano de la poblacion [7, 6]. Para investigar la razén, el sistema (5)-(7) se puede
modificar suponiendo que la poblacién es constante y que la muerte de individuos
infectados se compensa con nuevos individuos susceptibles. Como resultado, la
dindmica de u y v satisface las ecuaciones

ou = ov— Puv (17)
v = (Pu—9)wv. (18)
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En este caso el indicador epidémico y la condicién para que haya una epide-
mia son idénticas a las del modelo (5)-(7). La suposicion de que la poblacién es
constante nos permite substituir la proporcion de susceptibles usando u = 1 — v.
Como consecuencia, la dinamica del sistema se puede estudiar considerando

una sola ecuacion:
ov = =pv |:(1—>—U:| (19)
‘ I3 ’

0.16

0.14 |

0.12

% casos
(=]
o
4]

1985 1990 1995 2000 2005 2010 2015
afios

Figura 3: Soluciones de la ecuacion (19) ajustando el comportamiento sigmoidal de los
casos de VIH en México. Datos [6]. Pardmetros: (5, 6) = (117,116.802), vo=10185 [7].

La solucién de la ecuacion (19) tiene la forma

_ vo (B —9)
0= B ) 5 exp (6~ 1) + Buo’ (20)

donde vy = v(0) cuyas graficas son sigmoidales que crecen desde 0 hacia 1 —
0/, y cuya tasa de crecimiento depende de la diferencia 5 — 4.
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Es conveniente analizar cualitativamente las soluciones (Fig. 3) para explicar
un par de comportamientos importantes. Hay dos puntos de equilibrio (donde
Ov=0),v,=0yv, =1-0/8.Si0< vy <1-—4/5, entonces v es creciente,
siempre y cuando 1 > §/f. La observacion anterior es consistente con la con-
dicién de epidemia definida por B(tg, 1 — vg) > 1. Por tanto, el equilibrio v, = 0
repele soluciones para condiciones iniciales cercanas a 0. En otras palabras,
v, = 0 es inestable [17]. En contraste, el punto fijo v. = 1 — §/ es asintdtica-
mente estable, ya que v decrece hacia 1 — §/ cuando v, < vg (ejercicio: ¢ por
qué?). Por el contrario, v crece hacia 1 — §// cuando vy < v,.

3 Transmision con infecciones asintomaticas y un brote
en un tiempo especifico

Consideremos ahora cuatro clases epidemioldgicas: vulnerables, asintomati-
cos, sintomaticos, y recuperados, cuyos tamanos dentro de la poblacion son V,
A, S, R, respectivamente, de tal formaque N =V + A + S + R. Suponiendo
que el tamano de la poblacién es constante, las proporciones de las clases epi-
demioldgicas son respectivamente, v = V/N,a = A/N,s = S/N,r = R/N. Si
p es la probabilidad de que una infeccidn sea asintomatica, entonces la dinamica
entre las distintas clases epidemiol6gicas puede escribirse como

u = —(Au+n(t)), (21)
v = pAu+n(t))—s, (22)
da = (1-p) (A +n(t) -, (23)
ow = ~v(a+w), (24)

con un término n que permite introducir un pulso en la poblacién para modelar la
ocurrencia de un pequeno brote epidémico en una fecha especifica [13, 9]. Por
ejemplo,

o) =nttitob.o) = (T e (S0 ) HE-w) (@)

con H(z) = 1siz > 0y 0 cuando z < 0. En este caso, la tasa de infeccion se
puede expresar como
A= B (Ky¥ + Kqa), (26)
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donde k, Yy K, Se pueden pensar como factores de ajuste para la probabilidad
de infecciéon dado un contacto con un individuo infectado, dependiendo de si es
asintomatico o no, respectivamente. La funcién que determina la condicién de
epidemia en este caso esta dada por

n(t) + (kpv + Kqa) fu
v (v+a) '

B(t;s,a) = (27)

¢Por qué? Si k, = kK, = 1y n(t) =0, entonces la condicion de epidemia es
1 <up/y.

4 Discusion

Hemos presentado la construccion de un modelo basico que reproduce as-
pectos generales de epidemias. Con el fin de ser consistentes y para recalcar
algunas propiedades del modelo, hemos definido algunos conceptos de una ma-
nera que difiere un poco con la literatura clasica de epidemiologia. Por ejemplo,
introducimos las definiciones de brote y epidemia para distinguir situaciones en
las cuales hay un surgimiento de infectados sin que se desarrolle una epidemia,
de situaciones en las que la poblaciéon infectada crece y eventualmente explota
una epidemia. Otra definicién importante es la funcién B(t, u; 3, d) a la que lla-
mamos indicador epidémico, con la que podemos determinar la condicion de epi-
demia y que nos permite hablar de la importancia de la inmunidad pre-existente
en la poblacién durante un brote como determinante de una epidemia. Lo anterior
representa un cambio de enfoque importante que contrasta con centrar el anali-
sis de la dinamica del modelo en la susceptibilidad casi total en una poblacion
[4]. En consideracién de lo anterior, presentamos resultados que ilustran la idea
de que el curso temporal de la curva de infectados durante un brote esta intima-
mente ligado a la inmunidad pre-existente en la poblacién, que depende de las
condiciones iniciales del sistema (5)-(7).

Otros dos conceptos clasicos de la literatura epidemiolégica que revisamos y
cuestionamos son los del nimero basico de reproduccién (R,), y el nimero efec-
tivo de reproduccion (R;) [1]. El concepto de R, ha sido criticado previamente por
otros autores en la literatura de epidemiologia matematica [19]. En la vision de
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los autores, ambos nombres son desafortunados, ya que la palabra “reproduc-
cion” puede confundir al lector, ademas de que se asocia a condiciones iniciales
en el modelo que no se cumplen ni en muchos brotes, ni en muchas epidemias.
El caso especial en que la poblacién es casi totalmente susceptible, R,,, corres-
ponde a B(tg, 1) y es una de las primeras cantidades que la mayoria de la gente
interesada en modelar y describir epidemias calcula. Sin embargo, recordemos
que R, es sblo una estimacién conservadora del maximo numero de infeccio-
nes generadas por un individuo infeccioso y sélo se aplica a poblaciones en las
que la inmunidad pre-existente es nula y la poblacion es susceptible excepto por
una cantidad muy pequena de individuos ya infectados. Es importante recalcar
que existe una gran cantidad de articulos en los que se calcula R, con méto-
dos estadisticos que a su vez se basan en aproximaciones de las soluciones al
sistema (5)-(7) [23]. Lo anterior es todavia mas grave si consideramos que hay
variables, como la frecuencia de reporte, que son también importantes durante
un brote, y que normalmente causan irregularidades en las curvas de incidencia
reportadas. Por tanto, muchos célculos de R, se basan en informacién que no
necesariamente tiene que ver con los parametros del modelo que corresponden
a R,. No siempre es cierto que las epidemias ocurren en poblaciones totalmente
susceptibles y la dinamica de una epidemia puede variar mucho, e incluso no
ocurrir después de un brote sin que R, cambie (Fig. 2). Estrictamente hablan-
do, R, depende de la biologia del patdégeno y de su capacidad para infectar a
una persona, pero no proporciona informacion del nimero de susceptibles, ni
del nimero de personas gque son inmunes al patégeno. Por ejemplo, en 2013
hubo brotes de sarampién en México que no llegaron a epidemia, probablemen-
te por inmunidad generada a partir de las campanas de vacunacién realizadas
[24]. Lo anterior sucede porque la inmunidad pre-existente donde ocurre el bro-
te puede ser tal que la densidad de susceptibles u(ty) = 1 — v(tp) — w(tp) es
mucho menor que 1. Fenémenos similares ocurren con brotes de influenza es-
tacional, en los que la inmunidad adquirida al tener exposicién a distintas cepas
de virus de influenza protege a la poblacion ante la exposicién a algunas de las
nuevas cepas [26]. También puede ocurrir que cierta parte de una poblaciéon no
sea susceptible de infectarse con ciertos patégenos, como es el caso del virus
de inmuno-deficiencia humana (VIH) [20, 15].

Los modelos presentados en este capitulo se pueden extender facilmente pa-
ra considerar variaciones temporales en los parametros de acuerdo con obser-
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vaciones experimentales o de campo [13]. También existen maneras de extender
los modelos mencionados incluyendo mas variables que representen partes re-
levantes de la cadena de transmision, intervenciones como vacunacién [9], o
dindmica entre distintas poblaciones [13, 2], entre otras cosas.

Reconocimiento (CC BY 4.0): Se permite cualquier explo-
‘@ @ \ tacion de la obra, incluyendo una finalidad comercial, asi co-
mo la creacion de obras derivadas, la distribucion de las

cuales también esta permitida sin ninguna restriccion, siempre y cuando el traba-
jo original sea debidamente citado http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

5 Ejercicios propuestos

1. Suponiendo N = S+1+ R constante y que la fuerza de infeccién esta dada
por la ecuacioén (4), deducir

0,5 — —5% (28)
I — <5f\;—5>1 (29)
R = 61 (30)

a partir de las ecuaciones (1)-(3).

2. Deduzca las ecuaciones (5)-(7) a partir de las ecuaciones (28)-(30). ¢, Qué pa-
sa cuando 4 representa la tasa de muerte por infeccién (/N no es constan-
te)?

3. Los parametros Sy § en (5)-(7) representan, respectivamente, la probabi-
lidad de infeccién por contacto con el patégeno y la tasa de recuperacion.
Analice cualitativamente el modelo para predecir qué pasaria con el curso
temporal de una epidemia si hubiera una forma de darle tratamiento a los
infectados que redujera el tiempo de recuperacién; Si el tratamiento bajara
la infectividad; ambas opciones.

4. Argumente considerando los casos wg = 0y wg = 1 que la ecuacion
trascendental (15) tiene solucién.
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5. ¢Qué habria que cambiar en el modelo si la infecciéon ocurre en invierno

solamente? Sugerencia: suponga que la fuerza de infeccion cambia de
manera periodica durante el ano.

Tome como tiempo 0 el primero de enero de un afno y suponga que un brote
epidémico que afectdé a una millonésima parte de la poblacién ocurrié el pri-
mero de febrero. Use el modelo (21) para modelar una epidemia en la que
la infeccién dure 10 dias, con una probabilidad de infecciéon asintomatica
de 0.8, y cuya probabilidad de infeccién dado un contacto con un individuo
infectado sea 0.3. ; Cuél es la minima proporcién de individuos vulnerables
para que ocurra una epidemia? ¢ Cuando acabaria dicha epidemia? (utilice
el criterio de epidemia).
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Capitulo 7

Proyeccion de la poblacion adulta diabética en el Estado
de Hidalgo

Roberto Avila Pozos'?, José Leonel Larios Ferrer, Ricardo Cruz Castillo

Resumen

Se construye una proyeccion sobre la dindmica del crecimiento del nimero
de adultos diabéticos en el estado de Hidalgo hasta el afio 2040, a partir
de datos proporcionados por la Encuesta Nacional de Salud y Nutricién
(ENSANUT), proyecciones hechas por el Consejo Nacional de Poblacion
(CONAPOQ) y algunos datos obtenidos o calculados a partir de reportes
encontrados en la literatura.

1 Introduccion

En el presente trabajo se hace una proyeccion sobre la dinamica del creci-
miento del nUmero de adultos diabéticos en el estado de Hidalgo hasta el ano
2040. Para realizar dichas proyecciones se construyeron modelos discretos a
partir de datos obtenidos en la Encuesta Nacional de Salud y Nutricion (ENSA-
NUT), proyecciones hechas por el Consejo Nacional de Poblacion (CONAPO) y
algunos datos que se obtuvieron o calcularon a partir de reportes encontrados
en la literatura citada.

Considerando diferentes estados, como: No Diabético, Diabético Diagnostica-
do y Diabético no Diagnosticado, ademas de diferentes efectos demograficos, ta-
les como tasas de “nacimiento” (personas que cumplen 20 anos), de muerte y de
migracién, se propone un sistema de Ecuaciones en Diferencias (EED), con cier-
tas condiciones iniciales. La teoria matematica que se utiliza puede consultarse
en el capitulo 3 0 en [5]. Las proyecciones se realizaron con el programa Matlab.
Posteriormente se utilizan datos proporcionados por la Secretaria de Salud de
Hidalgo (SSH) para estimar algunos parametros y comparar los resultados.
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La Diabetes Mellitus (DM) es una enfermedad crénica degenerativa® que a
grandes rasgos es una mala utilizacién de la glucosa por parte del organismo.
Para poder llevar a cabo las actividades diarias, se requiere energia, que el cuer-
po humano obtiene al convertir los alimentos en glucosa. Se presenta diabetes
cuando el organismo trata de utilizar el azlcar en la sangre para obtener energia,
pero no puede lograrlo porque el pancreas no produce suficiente cantidad de la
hormona insulina®, o porque no le es posible aprovechar la insulina con que
cuenta. Generalmente, la insulina se produce en las células /3 del pancreas, en
los denominados islotes de Langerhans. Hay dos clases principales de DM: la
diabetes insulinodependiente o de tipo 1 (DMT1) y la diabetes no insulinodepen-
diente o de tipo 2 (DMT2). En la DMT1, el pancreas produce poca o ninguna
insulina y la gente que la padece necesita inyectarse insulina, seguir una dieta
alimenticia establecida y hacer ejercicio. Este tipo de diabetes se presenta por
lo general antes de los 30 afnos [1]. En la DMT2, el pancreas produce algo de
insulina y, en algunos casos, de una manera normal; sin embargo, quienes la
padecen son resistentes a su accion. Esta se presenta por lo general después
de los 40 anos de edad y es por esta razén se llama también diabetes adulta. En
general, alrededor del 90 % de los diabéticos tienen DMT2 [1].

En México, la DM es una enfermedad que constituye actualmente la primer
causa de muerte en el pais, cuya prevalencia va en aumento segun diferentes
fuentes, entre ellas, las Encuestas Nacionales de Salud y Nutricién [6] elabo-
radas por el Instituto Nacional de Salud Publica (INSP), las cuales dicen que la
prevalencia de DM por diagndstico médico previo en adultos mayores de 20 afos
en México se ha incrementado de 4.6 % en 1993, 5.8 % en 2000 a 7 % en 2006.
Ademas, la prevalencia de gente joven en México es cada vez mas alta, pues
se sabe que en personas que estan entre los 20 y 40 afos se ha movido de un
1.8% en 1994, 2.3 % en 2000 a 5.8 % en 2006, lo que hace ver que México es
uno de los paises con inicio temprano de DM.

Entre los principales factores de riesgo para padecer DMT2, se cuentan obe-
sidad, el sedentarismo y la susceptibilidad genética. Por otra parte, son diversas
las complicaciones que se producen por la DMT2, entre las que se encuentran la

2Enfermedad que va desarrollandose con el tiempo y que no tiene cura.
®Hormona que regula el nivel de glucosa en la sangre y que es producida por el pancreas.

Modelizacién Matematica, Capitulo 7, pags. 111-133



Roberto Avila Pozos, José Leonel Larios Ferrer, Ricardo Cruz Castillo 113

retinopatia diabética (dano a la vision), la insuficiencia renal (dano a los rifnones)
y el dano a los nervios periféricos, que en muchas ocasiones puede llevar a la
amputacion de extremidades (por lo regular inferiores).

Ademas de los danos a la salud, la DMT2 trae consigo un impacto econémico
y social en México y en el mundo, ya que el alto nimero de casos y el rapi-
do crecimiento de esta enfermedad hace que sus habitantes, de forma directa
o indirecta, tengan que gastar en medicamentos y tratamientos para controlar
la enfermedad o bien para distintas operaciones (como amputaciones). Segun
estudios recientes, en 2010, México ocup6 el décimo sitio entre los paises del
mundo que realizan el mayor gasto en esta enfermedad, que en su gran ma-
yoria (92 % del gasto total) se va a servicios médicos que requieren diabéticos
no controlados, es decir, la atencion por complicaciones como insuficiencia renal,
neuropatia, amputaciones y problemas de la vista, entre otros [2].

Por tanto, la prevencién constituye la clave para evitar la aparicion de DMT2
y en aquellos casos donde ya exista la enfermedad, para tener un control ade-
cuado de los niveles de glucosa, a través de un estilo de vida saludable (buena
alimentacién, ejercicio, etc.), que sirve para evitar las diversas complicaciones,
tanto en materia de salud como social y econémica.

El gasto en diabetes en México requiere de un analisis a fondo para hacer un
gasto congruente y efectivo. Por esta razon, es muy importante hacer proyeccio-
nes sobre la dinamica de crecimiento del nimero de diabéticos.

En Hidalgo, el problema de DM es igual o mas grave en lo que respecta al
pais, pues segln el INSP a través de la ENSANUT 2006, la prevalencia de DM en
Hidalgo se ubicé en 7.1 %, ligeramente arriba de la media nacional (7 %). Com-
parando con lo reportado en la ENSA 2000, el estado de Hidalgo presenté ligeros
incrementos en las prevalencias de los diagnosticos médicos de estas enferme-
dades: 29.5 % de incremento para diabetes (de 5.5 a 7.1 %).

El estudio de una regién en especifico (como lo es un estado) permite tener
un enfoque mas exacto pues se toman en cuenta los diferentes rasgos (como
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tasas de nacimiento, de muerte, de migracién, etc.) que tiene la poblacién en
particular y que muchas veces varian de acuerdo a su ubicaciéon geogréfica, si-
tuacion econoémica y otras causas.

Una vez vista la importancia que tiene el hacer proyecciones a futuro, en
este caso de la prevalencia de DM, es necesario dar a conocer los métodos
y herramientas que se utilizaran para, primero, formular un modelo matematico
que represente dicha dinamica y después el analisis y estimacion de parametros
que se puedan tomar en cuenta en el modelo.

2 Modelo matematico

Consideremos un modelo con los siguientes estados: el estado no diabético
(X), el estado diabético diagnosticado (Y'), el estado diabético no diagnosticado
(Z) y finalmente el estado muerto (D). En adelante, nos referiremos a este mo-
delo como el modelo de tres estados, por los estados diabético y no diabético;
no se da demasiada importancia al estado muerto, puesto que no se contabili-
za cuantas personas mueren a consecuencia de la diabetes. Se hacen diferentes
suposiciones para desarrollar el modelo. La primera de ellas y muy natural es que
la gente que esta en estado diabético* no puede pasar al estado no diabético.
La segunda es que el riesgo relativo de muerte en diabéticos y no diabéticos se
toma como constante, aunque se puede proponer dependiente del tiempo. Una
tercera suposicion es que las tasas de transicion de ir de el estado no diabético
al estado diabético (Yo Z) son simples multiplos de la tasa de transicion de ir del
estado diabético no diagnosticado al diagnosticado. Para el desarrollo del mode-
lo todas las tasas son anuales y las transiciones en cada estado ocurren cada
afo.

e X (t) representa el nimero de adultos sin diabetes al tiempo ¢.

e Z(t) representa el nimero de adultos diabéticos no diagnosticados al tiem-
po t.

e Y(¢) representa el nimero de adultos diabéticos diagnosticados al tiempo

“Siempre que no se especifique, se refiere tanto a estado diagnosticado como no diagnosticado.
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t.
e «(t) es la tasa de transicion de permanecer en estado no diabético.

e c13(t) es la tasa de transicién de ir del estado no diabético al diabético no
diagnosticado.

e =3(t) es la tasa de transicién de ir del estado no diabético al diabético
diagnosticado.

e 7(t) es la tasa de transicion de ir del estado no diabético al de muerte.

e J(t) es la tasa de transicién de permanecer en estado diabético no diag-
nosticado.

e [3(t) es la tasa de transicién de ir del estado diabético no diagnosticado al
diabético diagnosticado.

e 717(t) es la tasa de transicion de ir del estado diabético no diagnosticado
al de muerte.

e 7y(t) es la tasa de transicion de ir del estado diabético diagnosticado al
de muerte.

Ademas

e 11 Yy 73 son los riesgos relativos de muerte en personas con diabetes no
diagnosticada y diagnosticada, respectivamente.

e c1 Y g9 son tasas constantes que dependen de algunos valores iniciales.
Todo esto se presenta en el diagrama de la Figura 1.

Asi, la matriz de transicién a considerar es:

X(t—=1) [ alt) aB(t) eplt) (@)

Z(t—1) 0 o) Bty mry(t)
Y(t—-1) 0 0 1 —roy(t) rov(t)
D(t—1) 0 0 0 1

Si se consideran los efectos demograficos (nacimientos y migracién):
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r1y

Figura 1: Diagrama de transicion de los estados para el modelo.

N (t) representa el tamafo de la poblacion adulta al tiempo ¢.

b(t) la proyeccion del nimero de nuevos adultos (20 afos cumplidos) du-
rante el afo t.

m(t) la proyeccién de migrantes adultos durante el afo t.

d(t) la proyeccién de la tasa de muerte en adultos residentes del lugar.

f;(t) proporcién de b(t) para j, j = X, Z,Y.

g;(t) proporcion de m(t) para j, j = X, Z, Y.

Es claro que fx(t) + fy(t) + fz(t) = 1y gx(t) + gy (t) + gz(t) = 1. Asi,
considerando a la matriz definida anteriormente y los efectos demograficos se
obtiene el siguiente sistema de EED:

X(@t) = a®)X(t—1)+ fo(D)b(t) + g (t)m(t)
Z(t) = ef)X(t—1)+0(t)Z(t —1)+ f(£)b(t) + g:=(t)m(1)
Y(t) = eB8@)XE-1)+Bt)Z(E—-1)+[1—roy@®)]Y(t—1)
+ [, (0b(t) + g, ()m(t)  t=22,..,56 (1)

con condiciones iniciales X (21), Y (21), Z(21), donde a t = 21 le corresponde
el afio 2005, t = 22 el afio 2006 y asi sucesivamente hasta ¢ = 56, que es el
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ano 2040. La proyeccién comienza en t = 22 (afo 2006), puesto que en el ano
2005 se contd con la informacidn necesaria para este trabajo, tanto por parte de
la CONAPO como de las ENSANUT. A continuacién se dan los valores iniciales
y la deduccién de las tasas usadas para este modelo.

2.1. Valores iniciales

A falta de informacién a nivel estatal, para algunos datos se recurrié a datos
nacionales, los cuales eran muy similares si se comparaban con los anos donde
si habia informacién estatal.

Obtencion de la proporcion de gente adulta

Para la dinamica de los modelos se necesita saber cémo van cambiando las
proporciones de la poblacién de acuerdo a su edad. Para ello se utilizaron los
datos de México que ya se tenian hasta 2010 y las proyecciones hechas por la
CONAPO [9] hasta el 2040. Dado que estos datos no se tenian anualmente sino
cada cinco o diez afos, se hizo una aproximacion por polinomios con la funcion
polyfit de Matlab, obteniendose la proporcién de personas en distintos rangos de
edad PNmj,j € (0—4,5—9,10 — 14y 15 — 19).

Asi, se puede calcular la proporcion de gente en edad adulta como

PNaf(t) := 1—(PNmA(t)+ PNm9(t)+ PNm14(t)+ PNm19(t)),t = {1,2, ..., 56.}

Obtencion de poblaciones iniciales

Usando las proporciones antes obtenidas como una aproximacion para Hidal-
go y con la poblacion total registrada por la CONAPO en Hidalgo, se obtuvo para
el ano 2005:

N(21) = 2,369,307(PNa(21));
)

Y(21) = 0.0710N(21); Z(21) = 0.0535N(21); X (21) = 0.8754N(21),

donde las proporciones para X (21), Y (21) y Z(21) se obtuvieron de los datos
de la ENSANUT-2006 y de Cowie et al.
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Deduccidnde c1 y &9

Suponemos que las transiciones de los no diabéticos (X) hacia cualquiera de
los estados diabéticos (Y o Z) son multiplos de la transicion de ir del estado no
diagnosticado(Z) al diagnosticado (Y). Lo anterior implica que la proporcién de
diagnosticados entre los casos totales de diabetes para cierto ¢ es constante:

e2/3(t) €2 ne1
= =:N = €9 =MNE1 +Neg = €9 =
e168(t) +e2B(t) &1 +e2 7 7 7 1—n

(@)

donde el valor de 7 se fij6 en 0.2 [4], refiriéndose a la probabilidad de ser diag-
nosticado dado que se tiene DM pero sin diagnéstico. Asi, bastara encontrar el
valor especifico de €1 para saber es.

Hagamos

e i(22) latasa que representa los nuevos casos de diabéticos diagnosticados
(Y'(22)), procedentes de los que estaban no diagnosticados (Z(21)) o de
los que vinieron directamente del estado no diabético (X (21)),

e [(22) latasa que representa los nuevos casos de diabetes (Z(22) o Y (22)),
procedentes de X (21).

A estas tasas les llamaremos tasa de incidencia parcial y tasa de incidencia,
para el afno 2006 respectivamente. En términos de las transiciones dadas en la
matriz (2) se tiene

£23(22) X (21) + B(22)Z(21)

B = TR + 20
1(22) = 816(22)X(21))((J;f)25(22>x(21> = (e1+£2)B(22)
1(22) = (e1+e2)B(22) = 15—1775(22)
£1(22)
T E X(211) - Z(21) 3)

- X@D+20D) T X@ED+20D)
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Dado que I(22) representa la proporcién de los nuevos casos de diabe-
tes en 2006 procedentes de X (21), se divididé esta proporcion en dos partes
I1(22) = Iy(22) + Iz(22), donde Iy (22) es la proporcion de nuevos casos
existentes y diagnosticados; 77(22) es la proporcién de nuevos casos existen-
tes pero que no se logran diagnosticar, ambos para el 2006. Para Iy (22) se
tomd en cuenta la proporcion dada por la ENSANUT-2006 para México en 2005,
la cual era 1M (21) = 0.0066, y de la cual se tom6 como una aproximacion para
Iy (22) = IM(21) = 0.0066, lo cual hace suponer que al 0.66 % de la gente adul-
ta se le diagnosticé diabetes estando antes sana. Para I7(22) se tomé el valor de
I7(22) = 0.0033 [4]. Lo anterior implica que se supuso que al 0.33 % de la gente
adulta se le diagnostico la diabetes estando ya diabética pero sin diagnostico.
Asi, se trabajé con 1(22) = Iy(22) + Iz(22) = 0.0099, que es un valor lige-
ramente menor si se compara con el calculado por Boyle [3] para E.E.U.U. en
2007, el cual fue de 0.0106, y se puede justificar por una mayor deteccion de DM
debida a sus mejores servicios (incluyendo los médicos).

Finalmente, para saber el valor de <1, es necesario dar un valor especifico
de la tasa de incidencia parcial para el 2006 i(22), el cual se puede acotar de la
manera siguiente: dados los valores de b(22), m(22), v(22) y definiendo Z; =

Z(21) .
O'OO%W’ se tiene que

i(22) n X (21)
0= z
e, T, 21

X (21)
Z(21)

=1i(22) > nZ;

= i(22) > 0.0019

Tomando en cuenta que N(t) > Z(t), se puede suponer % > Z(t) para

algan h > 1. Observando los resultados de otras proyecciones [3], se eligié h =
10. Por lo tanto,

N(21)/10 — ¢

i22) < Xom) 1 Z01)

= 0.051,

asumiendo los valores més altos de 1 y r2, y con ¢1 = f2(22)b(22)+g2(22)m(22)+
(1 —r1v(22))Z(21).

Consideremos un escenario donde el riesgo de muerte en personas con dia-
betes diagnosticada, con respecto a los no diabéticos, es alto, o = 4.08 y el
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riesgo de muerte en personas con diabetes no diagnosticada, con respecto a los
no diabéticos, también es alto, r; = 1.77 [4]; a este escenario le llamaremos alto
riesgo de muerte. Para un escenario donde 5 = 4.08 y r; = 1, se considera que
el riesgo de muerte para una persona sana y una no diagnosticada es el mismo;
a este escenario le llamaremos relativo riesgo de muerte.

Asi, se debe tener 0.0019 < i(22) < 0.051.

Se eligi6 i(22) = 0.00191, con lo que se considerd que aproximadamente dos
de cada mil personas adultas pasaron a ser diagnosticadas en 2006.

Con este valor de i(22) se calculd el valor de ;.

Con el valor de i(22) elegido y los valores de ¢ y €2 se puede obtener la tasa
de transicién 3(22):

i(22)
p(22) = 2 X(21)+2(21)
XD +2Z(21)

Por su parte, las tasas de transicion «(22) y 6(22) se pueden obtener a partir
de las demas tasas considerando la matriz de transicion:

a(22) =1 -e18(22) — e28(22) —~(22); 6(22) =1 - 5(22) —r17(22)

Efectos demograficos

Las proporciones relacionadas con los movimientos migratorios y con los nue-
vos adultos ( fj(22) y g;(22), j = X, Y, Z) estén dadas por

fx(22) = 1,  fr(22) = fz(22) =0,
ox(22) = v(22) = o0

Entonces, ya se tienen todos los valores iniciales con los que se comienza a
iterar el sistema (1).

gz(22) = —.
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2.2. Forma general de las tasas

Numero de nuevos adultos

Para estimar el nimero de nuevos adultos al tiempo ¢, es decir, de gente que
cumplia los 20 afios, se tom6 en cuenta la gente que naci6 al tiempo (¢ — 20)
menos los que murieron en el transcurso del tiempo ¢ — 20 al tiempo ¢. Todo esto
se realiz6 tanto con datos de Hidalgo como de México. En forma general lo que
se queria obtener era b(t) (nacimiento al tiempo ¢ — 20, menos decesos al tiempo
t — 20), y puesto que para la parte de muertes sélo se contaba con tasas de
determinados rangos de edad a nivel nacional, se dedujo a b(¢) como

S
—~

~
~—

bP(t — 20) — [dm1(t — 20)dg(t — 20)bP(t — 20)
dmd(t — 17)dg(t — 17) Nm4(t — 16)
dm14(t — 7)dg(t — 7)(Nm9(t — 6) + Nm14(t — 6))

+ o+ o+

gdm24(t—2)dg(t—2)Nm19(t—1)], t=922...56  (4)

donde bP(t) es el nUmero de nacimientos al tiempo ¢ y que a su vez esta dado por
bP(t) = bt(t)NT(t),con NT(t) la poblacién total en el estado de Hidalgo al afio
t, la cual estd dada parat = 2, ...,21 (desde 1986 a 2005) y se va recalculando
durante la proyeccién para t = 22, ..., 56 (de 2006 a 2040) a partir de N(t) y de
las proporciones obtenidas anteriormente y se calcula como

N(t)
1 — (PNmA(t) + PNm9(t) + PNml4(t) + PNm20(t))

NT(t) =

Por otra parte, bt(t) es la tasa de nacimientos al tiempo ¢ a nivel nacional, la
cual se calculé suponiendo un decrecimiento uniforme de 1986 a 2005 y otro de
2006 a 2040, este ultimo menos pronunciado que el primero. Asi, se obtuvo
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1 10.7
bt (t) 500 (30 T ( )), g ouss
1 7.4
= —(193—-=(t—21 t =22, ..., 56.
bt (t) 1000( 9.3 35( )), e

Para la segunda parte de (4) se tiene que si e representa la edad en afios,
entonces dm1(t) es la proporcién de los que mueren con e < 1 con respecto a
las muertes totales; dm4(t) es la proporcion de los que muerencon 1 < e < 4
con respecto a las muertes totales; dm14(t) es la proporcién de los que mueren
con 4 < e < 14 con respecto a las muertes totales; dm24(t) es la proporcion de
los que mueren con 14 < e < 24 con respecto a las muertes totales, y dg(t) es la
tasa de muerte de la poblacion en general, t = 2, ..., 54. Estas tasas son a nivel
nacional y suponemos que dg(t) se comporta de manera uniforme y de acuerdo
a tres diferentes escenarios (Figura 2).

40 _Tasa par mil
35
Natalidad
30
25 4
20 4
15 4
10 +
Mortalidad
5 -
0 T T T T T T T T T
1980 1983 1986 1989 1992 1995 1998 2001 2004 2007 2010

Afio
Figura 2: Tasa de natalidad y de mortalidad en Mexico. Fuente: CONAPO

Primero: hay una disminucion de la tasa de muertes de 1986 al 2007, en este
caso dg(t) = dg(1) — tz555(t — 1), t = 2,...,23, donde dg(1) = 15, es el valor
correspondiente al afio 1985.
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Segundo: la tasa de muertes permanece constante de 2008 a 2010, igual al
valor de dicha tasa para el afio 2007, dg(t) = dg(23), t = 24,25, 26.

Tercero: hay un incremento de la tasa de muertes de 2011 a 2040, y en este
caso dg(t) = dg(26) + tgeq5(t — 26), t = 27,...,56, donde dg(26) es la tasa
correspondiente a la del ano 2007.

Por otro lado, para calcular las tasas de muerte en rango de edades, i.e. las
dmj(t), se propusieron también tres escenarios (Figura 3).

60 -Eorcenta =3

564
50 +
40 1
318
30 A
219 —
204 16.9
129 444

10 + 67

6 B 60 3¢ .
N ] RNy ™

=1 afio 1a4 5al14 15a24 25a44 45 a 64 650+

1980 @ 2007
Figura 3: Proporciones de la mortalidad por grandes grupos de edad en Mexico. Fuente: CONAPO

Primero: Debido al fuerte cambio que sufre la poblacién al pasar de ser en su
mayoria gente joven a ser en su mayoria gente de mayor edad y con base en da-
tos proporcionados por la CONAPO, y suponiendo un incremento (o decremento)
constante entre los datos de estos dos anos, se propuso:

0.58 0.2
1(t) = (1) — —(t—1 4(t) = 4(1) — —(t —1
0.09 0.092
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donde
1 .
dm1(1) = 22 gmaq) = 20
100 100
3.95 5.54
14(1) = 222 gmoa) = 222
dm14(1) = 7o dm24(1) = To0,

que corresponden al ano 1985.

Segundo y tercero: De 2008 a 2040 se supone un peso constante de las
muertes en la gente con rango de edad 4 < e < 44, mayor en e > 44 (que
mas adelante se discute) y menor en e < 4, esto siguiendo un comportamiento
parecido al primer escenario, pero cambiando sélo en los extremos (primeros y
Ultimos anos) de edad que es donde mueren mas personas. Por lo anterior y de
acuerdo a la informacion de la grafica de la figura 3, se propone:

.062 .
dm(t) = dm1(23) — 2092 (4 93y dma(t) = dm4(23) — %006(75 _93),

dm14(t) = dm14(23), dm24(t) = dm24(23),

parat = 24, ...,56, con

6 1.1
m1(23) = 155, 4mA23) = 155
1.2 35

14(23) = —= 4(23) = 22
dm14(23) 100" dm24(23) 100’

que corresponden al afo 2007. Se puede observar un ligero decremento anual
s6lo en las dos primeras proporciones.

Faltaba contar a la poblacion con edad de 20 afos, y su proporcidén con res-
pecto a la tasa de muerte; no habia problema, pues esta dentro del rango de
15-24 afnos y se supuso que se comportaba de la misma manera que el grupo
que estaba en 15-19 afios, y que por tanto representaba una quinta parte de
Nm19(t) para todo ¢. Por lo anterior, se tiene la fraccion g en el dltimo término
de la ecuacion (4).
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Tasa de mortalidad adulta

Para esta tasa se tomo6 en cuenta la mortalidad de gente a partir de los 21
anos y se define de la siguiente manera:

d(t) = Nm(t)  Poblacién adulta muerta al tiempo ¢
~ N(t)  Poblacion total adulta al tiempo ¢

Puesto que no se contaba con esta tasa en la literatura, para su calculo se
procedié de la siguiente manera: Si dg(t) es como antes (i.e. la tasa de muerte
para la poblacién en general), entonces:

dg(t) = NTm(t)  Poblacion muerta al tiempo ¢
= NT(t) ~ Poblacién total al tiempo ¢

Asi se tiene que:

Nm(t) = dmas(t)dg(t)NT(t) + dmaa(t)dg(t)NT(t) + dmas(t)dg(t)NT(t)
+ dmes(t)dg(t)NT(t) + dMes (1)dg(£)NT(2)

= <dm24 (t) + dmyy (t) + dm64(t) + dMgs (t)) dg(t)NT(t).

Recordando que e representa la edad en anos, las demas proporciones son:
dmd44(t) es la proporcién de los que mueren con 24 < e < 44 con respecto a las
muertes totales; dm64(t) es la proporcion de los que mueren con 44 < e < 64
con respecto a las muertes totales; dM65(t) es la proporcion de los que mueren
con e > 65 con respecto a las muertes totales, todas para t = 22, ...,56 y a nivel
nacional.

La forma en que se dedujeron las tasas antes descritas fue de manera analo-
ga a las proporciones de edad menor, con base en las proporciones dadas en la
grafica 3 y siguiendo los dos escenarios antes mencionados:

Primero: para los afnos de 2006 y 2007

0.06 0.22

AmAA(t) = dmdd(1) = T2 (t = 1), dmbA(t) = dm64(1) — T (= 1),
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0.91
dM65(t) = dM65(1) — —(t —1
parat = 22,23, con
12.6 18 36.35
dmd4(l) = — 4(1) = —. dM65(1) = /==
mAd(1) = — dmb4(l) = 755, dM65(1) = — o=,

corresponden al afo de 1985.

Segundo: desde 2008 hasta 2040, donde se supone que en los dos ultimos
grupos de edad aumentara la proporcién de muertes debido a la alta poblacién
adulta.

dmA44(t) = dm44(23), dmb64(t) = dmb64(23) + %(t —23),

0.062
dMG5(t) = dM65(23) + — = (t — 23),

parat = 24,...,56 y donde

11.1 22.9 56.4

que son las correspondientes a 2007. Una vez descrita Nm(t), se le sustituy6 en
la definicion de d(t), obteniendo

d(t) = (dm24(t) + dmaa(t) + dmea(t) + dM65(t)> dg(t)

Finalmente, dado que requerimos de esta tasa para calcular a X (¢) y por
tanto a N (t), se aproximé a d(t) como:

_NT(t—1)

d(t) = N1y (dm24(t) + dmaa(t) + dmea(t) + dMas(t)> dg(t).
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Para calcular las proporciones PN (t) := ]\JZVT(S) se usaron los polinomios que

aproximaban a las proporciones por rangos de edad, i.e. las PNmj(t) como en
la ecuacion (3), usando las poblaciones adultas (/V(t)) del estado de Hidalgo.

Numero de migrantes

Para calcular el nUmero de migrantes en el estado de Hidalgo, se tomo en
cuenta la tasa neta de migracion interestatal y la tasa neta de migracion interna-
cional, esta Ultima representada por E.E.U.U. principalmente que es a donde se
emigra mas. Para lo anterior, definamos a mtg.(t) la tasa neta de migracion entre
estados (interestatal) de la poblacién en general al tiempo ¢; mtg;(t) la tasa neta
de migracion internacional de la poblacion en general al tiempo ¢; mt.(t) la tasa
neta de migracion entre estados (interestatal) de la poblaciéon adulta al tiempo t;
mt;(t) la tasa neta de migracion internacional de la poblacién adulta al tiempo
t, parat = 22,...,56 correspondientes al estado de Hidalgo. Para la parte de la
migracion interestatal se supuso de que la mayoria sucede en familias donde en
promedio la mitad (50 %) de ellos son adultos y por tanto se hizo la consideracion
mt.(t) = 0.5mtg.(t) para cada t correspondiente. En lo que respecta a la migra-
cién internacional, se consider6 que el 62 % de los migrantes fueron adultos, de
acuerdo a los datos registrados en México en el periodo 2000-2005 segun [9],
teniendo asi mt;(t) = 0.62mtg;(t) para cada t. Asi, para ambas tasas, mt.(t) y
mt;i(t), se supuso, de manera similar al desarrollo de otras tasas, un crecimiento
uniforme en cada ano con base en lo que se observd en las proyecciones de la
CONAPQO, teniéndose asi

mte(t) = 0.5<mtge(21)+%(t—21)>,

mt;(t) = 0.62<mtgi(21)+205(217(?g) (t—21)),

parat = 22,..., 56, donde mtg.(21) = %52 y mtg;(21) = =L3156 que correspon-

den al afno 2005 para Hidalgo. Finalmente se tiene que el niumero de adultos en
migracion es:
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m(t) = mt ()Nt — 1)+ mt(ON(E — 1)
0.418  0.0281
- [O'5< 100 " 25(100) (t_20)>

~1.3186  0.2707
62 t—20) ) [N(t—1
06 < T 25(100)( O)ﬂ (t=1)

parat = 22, ..., 56.

Dado que N(t) representa el tamafio de la poblacion total adulta al tiempo ¢,
se debe tener que X (t) + Y (t) + Z(t) = N(t) para todo ¢. Una forma alterna de
obtener a N (t) es considerando a la poblacion adulta total al tiempo ¢ — 1, menos
los que mueren al tiempo ¢ — 1, mas los nuevos adultos (“nacimientos”) y los que
emigran; estos dos Ultimos al tiempo t. Asi se tiene que:

N(t) = N(t—1) — d()N(t — 1) + b(t) + m(¢). (5)

Una manera de ver que la ecuacion (5) se cumple es partiendo de la suposi-
cion N(t) = X (t) + Y (t) + Z(t) y de que se satisfaga

d@)N(t—1) =yO)X (¢t = 1) +riy ()2t — 1) + roy ()Y (£ — 1), (6)

la cual esta relacionada con la muerte de la gente adulta y se puede obtener al
considerar las transiciones de la dltima columna de la matriz (2). Asi pues, si se
hace la sumade X (t), Y (t) y Z(t) en el sistema (1), se utilizan las propiedades
de la matriz de transicion y la ecuacion (6), se tiene que:
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N(t) = XO)+Y({)+ Z(t)
= | +e1f(t) +e28(8)| X (- 1)+ [6(2) + B()]Z2(t - 1)
+[1 —ray(O)]Y (£ - 1)
+H[fa(t) + f2(8) + fy(D)]6() + [92(t) + g:(t) + gy()]m(2)
A OIX (= 1)+ [1 = ry(DIZ(E = 1) + [1 = roy (B Y (£ — 1)
+b(t) + m(t)
= N(t— 1)+ b(t) + m(t) — [dE)N(t — 1)].

Asi, se cumple la ecuacion (5).
Por otra parte, si se define a ;(t) := % como la prevalencia de diabetes no

diagnosticada, a 05(t) := % como la prevalencia de diabetes diagnosticada,

yaf(t):= 01(t) + 02(t) como la prevalencia total de diabetes, y partiendo de la
ecuacion (6), se tiene:

1 B X(t—l)—i—?“lZ(t—l)—‘r?“QY(t—l)

() d(t)N(t —1)
1L NE-1) =Yt —1) = Z(t = 1)+ 112t — 1) +rY (¢ — 1)
o d(t) N(t—1)
! Yt—-1)+2Z(t—1)  Z{t—1)  Y(t—1)
- t(l N(t—1) +r1N(t—1)+T2N(t—1)>
- d(lt) (1 0() + 61 (1) + r2s(1))

Finalmente,

d(t)
1-— 9(75) + T191(t) + TQGQ(t)’

V(t) = (7)
la cual es una forma de ver a (t), que es la tasa de transicion de los no diabéti-
cos hacia el estado de muerte, en términos de las prevalencias de diabetes y sus
respectivos riesgos de muerte.
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Para el caso general, las tasas de incidencia parcial y la tasa de incidencia se
definen de manera analoga, como:

e2B(t)X(t— 1)+ B(t)Z(t —1)
Xt—-1)+Z(t—-1)
e1B(t)X(t —1) +e2B8()X(t - 1)
X(t—1)

i(t) =

= (e1+e2)B(1),

usando las transiciones dadas en la matriz (2). Después, de la primera ecuacion
se despej6 la tasa de transicion /5(t), quedando

i()(X(t-1)+Z(t—1))

)= Xe-Drze-1

Una manera de aproximar a i(t) es

o e X(t—2)+Z(t—2)
i) = Bl-1) ?X'(t—2)+Z(t—2)
it —1)(X(t—2)+Z(t—2)) e2X(t —2) + Z(t —2)

- e X(t—2)+Z(t—2)  X(t—-2)+Z(t-2) =it —1),

con lo cual se suponia a i(t) constante en todo el tiempo como i(t) = i(22), con
lo que se considera la misma incidencia parcial en todos los anos.

Las otras dos tasas de transicién, a(t) y d(t), se pueden obtener a partir de
la matriz (2)

a(t) = 1— (218(t) + e2B8(t) +7(1)); 0(t) =1 — (B(t) +r17(1)).

Para las variables que definen los efectos demograficos, se puede considerar
que la gente se vuelve adulta con baja probabilidad de que ya tenga DM, por lo
que se puede considerar fx(t) = 1; fy (t) = fz(t) = 0.

Para la gente que migra, se puede suponer que las proporciones van de
acuerdo a las que se tienen dentro del estado,
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2.3. Resultados

En condiciones de alto riesgo de muerte (r1 = 1.77y ro = 4.08), la prevalen-
cia de DM pasa del 12.45 % para el 2005 al 21.84 % para el 2040 en la poblacion
adulta del estado de Hidalgo. Sin embargo, para un relativo riesgo de muerte
(r1 = 1y ro = 4.08), la prevalencia pasa de 12.45 % en 2005 a 23.02 % en 2040.
En general, hay un aumento en la prevalencia de diabetes (Figura 4). Segun
los datos utilizados en este modelo, en 2005 habia 176 000 adultos diabéticos,
de los cuales 100 370 sabian que padecian DM, (57.03 % del total de diabéti-
cos). Sin embargo, se estimd que sin intervencion alguna, esta situacion se ha
revertido desde el afio 2008 en adelante, alcanzando para el afio 2040 la cifra
aproximada de 519 970 adultos diabéticos, de los cuales sélo 100 370 sabran
que padecen DM, lo que representa el 19.3 % de diagnosticados del total de los
adultos diabéticos en el estado de Hidalgo. En la siguiente figura se puede ver
esta dindmica entre los estados.

25+

N
<

—
T

Prevalencia [%]

10 T T T 1
2010 2020 2030 2040

ano

Figura 4: Proyeccion de la prevalencia de adultos con DM en el estado de Hidalgo. Aqui se considera un
relativo riesgo de muerte (r1 = 1y ro = 4.08) y una incidencia inicial de 0.99 %.

www.fcfm.buap.mx/assets/docs/publicaciones/Modeliza.pdf



132 Proyeccién de la poblacion adulta diabética en el Estado de Hidalgo
1_8)(106— R . e
................ +  No diabéticos
2 ettt Diagnosticados
S 1ox105" " ’ - No diagnosticados
2 .
Q.
Q
o
2
5_]
g 6.0x10
=
e e U
s-llli:::::::: AAAAAAAAAAAAAAAAAAA A
O T T T 1
2010 2020 2030 2040
afio

Figura 5: Proyeccién de adultos con DM en el estado de Hidalgo. Se considera un relativo riesgo de muerte

(r1=

1y rg = 4.08) y una incidencia inicial de 0.99 %.
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Capitulo 8

Modelos metapoblacionales basicos de transmision de
enfermedades infecciosas

Carlos Chivardi-Moreno!, Erin C. McKiernan?, Marco A.
Herrera-Valdez?*

Resumen

Presentamos una introduccién a modelos metapoblacionales de transmi-
sion de enfermedades infecciosas. En breve, presentamos una forma de
construir modelos metapoblacionales no auténomos que incluyen distan-
ciamientos sociales en dias especificos del ano, tal como ocurrio en Méxi-
co durante el afio 2009. La dinamica del modelo incluye cambios en el flujo
de individuos entre distintas poblaciones que dependen de cuando ocu-
rren los periodos vacacionales o los de clases. En particular, mostramos
que la combinacion de los cambios en el flujo y el distanciamiento social
implementado por el gobierno al principio de la pandemia simulan adecua-
damente las olas de influenza AH1N1 que ocurrieron durante el afio 2009
en Meéxico.

1 Introduccion

Las pandemias son epidemias que ocurren en todo el mundo, o en una parte
del mundo lo suficientemente grande, de tal forma que afectan a una gran can-
tidad de gente [18]. Varias pandemias a lo largo de la historia las han causado
distintos tipos de virus de influenza [19]. Entre las mas importantes destaca la
epidemia de AH1N1 de 1918, en la que murieron millones de personas [16, 21].
Las pandemias de influenza documentadas recientemente han tenido varias olas
asincronas de infeccion en regiones relativamente cercanas [15, 22]. La duraciéon
de cada ola en cada lugar ha sido de varias semanas, lo que implica que una pan-
demia puede durar varios meses, dependiendo del nimero de olas que presente

! Departamento de Economia, Centro de Investigacién en Sistemas de Salud, Instituto Nacional
de Salud Publica. 2 Departamento de Fisica, Fac. Cs., UNAM. 2 Departamento de Matematicas,
Fac. Cs., Universidad Nacional Auténoma de México. * marcoh@ciencias.unam.mx
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(figura 1).
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Figura 1: A. Olas de infeccién (casos confirmados) durante la pandemia de influenza
AH1N1 de 2009 en México. B. Densidad de casos de AH1N1 en México durante la pan-
demia de 2009 en tres momentos distintos del afno en distintos estados de la Republica
Mexicana. Figuras reproducidas de [9]. Fuente de datos: Secretaria de Salud, México.

Es posible modelar como se transmite una enfermedad infecciosa entre va-
rias poblaciones utilizando modelos metapoblacionales basados en ecuaciones
diferenciales ordinarias en los que la dindmica de transmisiéon a nivel de una
poblacion es del tipo susceptibles-recuperados-infectados (SIR) [10, 1, 2]. Sin
embargo, hay que tomar en cuenta que los modelos SIR producen sélo una ola
epidémica [7]. Entonces, ¢,cdmo podemos modelar epidemias con multiples olas,
como las que ocurren durante las pandemias de influenza? En particular, un me-
canismo de generacién de olas multiples y asincronas de infeccion en pobla-
ciones conectadas por el flujo de individuos es el cambio en los patrones de
dicho flujo durante el ano [9]. Otro factor importante para la generacién de olas
multiples es la posibilidad de interrumpir parcialmente la cadena de transmision.
Esto ocurre, por ejemplo, cuando hay distanciamientos sociales [4]. La cadena
de transmision se puede interrumpir cuando hay cambios en la actividad de la
poblacién, como es el caso cada vez que comienzan o terminan los periodos va-
cacionales de los nifos en edad escolar [17]. Las posibles coinfecciones [15] y
los cambios de temporada pueden también cambiar la probabilidad de infeccién
dado el contacto con un patégeno [14, 20]. En las secciones siguientes mostra-
mos cdémo construir un modelo que incluye factores como cambios temporales
en el flujo de personas y cambios en la tasa de contacto entre individuos durante
el ano. De forma mas especifica, el modelo tiene una dinamica metapoblacional
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[1] que incorpora cambios temporales en la tasa de contacto entre los individuos.
Los estados de la Republica Mexicana son modelados como una grafica en for-
ma de estrella en la que el centro corresponde al Distrito Federal [9], con flujos
entre las poblaciones que cambian durante el afo.

2 Modelo metapoblacional no autonomo con plasticidad
en el flujo

Consideremos una poblaciéon de tamano N, con subpoblaciones de N; indi-
viduos, ¢ = 0,1,..,n. Los tamanos de dichas poblaciones relativos al total son
entonces p; = N;/N, i = 0,1,..,n. Cada una de las poblaciones se divide en
tres subconjuntos: susceptibles de infeccion (S), infectados ([), y recuperados o
“removidos” (R). Una suposicién importante es que los recuperados hayan ad-
quirido inmunidad permanente. Esto quiere decir que los individuos de la clase
S no son susceptibles de retornar a ella. Es decir, el sistema fluye en una so-
la direccion (S — I — R). Esta Ultima suposiciéon es una simplificacién de la
realidad, ya que la inmunidad ante muchos patégenos se pierde con el tiempo
[8]-

2.1. Plasticidad en el flujo

Poblaciones conectadas fuerte y débilmente; periodos lectivos (de clases)
y periodos no lectivos (vacaciones). Supongamos que las poblaciones estan
representadas como una red cuya grafica subyacente tiene forma de estrella. Di-
cha suposicion es una primera aproximacién razonable para paises como Méxi-
co, donde el centro de la gréafica representa el area urbana alrededor de la Ciudad
de México. Las poblaciones se pueden clasificar, respecto al nimero de indivi-
duos que viajan cada dia hacia o desde el centro, como fuerte y débilmente co-
nectadas con el centro. Cabe mencionar que durante los periodos vacacionales,
los flujos cambian, haciendo menos clara dicha distincion. La matriz que descri-
be los flujos puede cambiar con el tiempo, de manera que durante los periodos
de clases exista una divisién entre estados fuerte y débilmente conectados con
el centro, pero tal que durante las vacaciones los flujos sean mas uniformes.

www.fcfm.buap.mx/assets/docs/publicaciones/Modeliza.pdf



Modelos metapoblacionales basicos de transmision de enfermedades
138 infecciosas

Para tales efectos, dividimos a las poblaciones fuera del centro en dos subcon-
juntos que correspondan a las fuerte y débilmente conectadas. Asignamos un
valor ¢(t) a la proporcion del flujo correspondiente a las poblaciones fuertemente
conectadas que pasa por el centro. Si el flujo total en el tiempo ¢ por el centro
es Fy(t), entonces el flujo hacia, o desde, las poblaciones fuertemente conec-
tadas es ¢(t)Fy(t), y el flujo asociado a las poblaciones débilmente conectadas
es (1 — q(t))Fy(t). Como hipdtesis inicial asignaremos el valor ¢(t) = 0.8 para
tiempos que correspondan a periodos de clases y ¢(t) = 0.5 para periodos va-
cacionales. Lo anterior se basa en evidencia obtenida al observar las entradas y
salidas de automaviles por las casetas principales en la Ciudad de México. Los
subconjuntos fuerte y débilmente conectados con el centro se pueden escoger
con base en el mapa carretero de México, en combinacién con las observaciones
del desarrollo de la epidemia de la figura 1B.

Flujos. Los flujos del modelo determinan la conectividad entre las poblaciones
y, COMO consecuencia, la dinamica de transmision es altamente dependiente de
la red formada por las distintas poblaciones. Dicha red se puede describir por
graficas con pesos de conexion y flujos asociados a las aristas. Las graficas en
forma de estrella asemejan las redes locales de transporte de muchos lugares
en el mundo. En particular, las redes de transporte en varios paises latinoameri-
canos son principalmente terrestres y pasan por el centro del pais. Es importante
notar que los flujos dentro de dichas redes cambian dependiendo de la época del
ano. Por ejemplo, los flujos por carretera en paises como México cambian mucho
durante los periodos vacacionales en comparacion con los periodos de clases.
Sea f;1(t) la proporcién de individuos de la poblacion i que viajan a la poblacién
k por unidad de tiempo, i,k € {0,1,...,n}. Un aspecto importante para la cons-
truccién del modelo es que debe haber un intervalo minimo de tiempo A en el
que los flujos deben ser cero. En otras palabras,

0= / STNfal) = S N filt)dt. (1)
Ai=o k=0

De no ser asi, los tamanos poblacionales cambiarian. La duraciéon de A puede
ser 1 dia o un intervalo razonable para describir ciclos de migracion (e.g. periodo
vacacionales). Nétese ademas que la proporcién f;(A) de individuos que salen
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de la poblacion i durante un intervalo de tiempo A es tal que

A = [ 3 <1 @)
k=0

parai € 1,...,n. De lo contrario, saldrian mas individuos de la poblacion i de los
que entran durante el intervalo A.

2.2. Cambios en la tasa de contacto: distanciamiento social y tran-
siciones entre periodos lectivos (de clases) y periodos no lec-
tivos (vacaciones)

La tasa de contacto entre individuos decrece subitamente durante un distan-
ciamiento social (e.g. suspension de eventos publicos). Para incorporar distan-
ciamientos sociales al modelo, se introducen transiciones en las que la tasa de
contacto y por tanto la probabilidad de infeccién crezca o decrezca en tiempos
especificos (figura 2). El final de una etapa de distanciamiento social puede tra-
tarse de manera similar, en este caso como un incremento con respecto a la
fuerza de infeccion. La fuerza de infeccion también puede cambiar notablemente
durante las transiciones entre periodos lectivos (clases) y periodos no lectivos
(vacaciones) [5].

Para capturar dichas transiciones, se pueden construir funciones que combi-
nen sigmoides como las mostradas en la figura 2, cuyas pendientes modelen la
rapidez de las transiciones. Alrededor de un tiempo g, la funcién

(a —b)

S(t;tO,a,b,c) = b+m

3)
tiene una grafica sigmoidal centrada en un tiempo to, y toma valores entre a y
b. El pardmetro c controla la tasa de cambio de la sigmoide, con S creciente (o
respectivamente, decreciente), para ¢ > 0 (respectivamente ¢ < 0). Si a,b €
[0,1] con a < b, entonces el producto P de dos sigmoidales de este tipo también
esta entre 0 y 1 (figura 2A,B) y captura el curso temporal del distanciamiento
social o periodo vacacional en el que hay un cambio en la tasa de contacto. El
inverso aditivo, 1 — P(t) también estd entre 0y 1, y se puede utilizar como factor
de decremento para la tasa de contacto (figura 2C). La funcién que describe
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Figura 2: Curso temporal del inicio del distanciamiento social (panel A, F(t)) y su recu-
peracion parcial y relativamente mas lenta que el inicio (panel B, B(t)). Panel C muestra
el curso temporal de distanciamiento social, P(t), y el factor de decremento para la tasa
de contacto, 1 — P(t), (lineas negra y gris, respectivamente). Los cursos temporales de
distanciamiento social y un periodo vacacional estan ilustrados en el panel D. Las lineas
punteadas muestran el distanciamiento social (P;(t)) y el periodo vacacional (P»(t)). El
panel E muestra factor de conversién para la tasa de contacto basado en dichos cursos
temporales (linea gris).

el curso temporal de n cambios en la tasa de contacto debidos a, por ejemplo,
un distanciamiento social y dos periodos vacacionales sin traslape (figura 2D)
esta dada por

K(t) = max {S;(t),1 =0,...,n}, (4)

donde S; = S(t;t;, a4, b;, c;) representa la i-ésima transicion, definida como en
la ecuacion (3). Por tanto, la funcion que describe el factor de conversion que
puede usarse para la tasa de contacto es 1 — K (¢) (figura 2E).
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2.3. Inicio de la epidemia y dinamica metapoblacional de transmi-
sion.

Para cada poblacion &,

er(titn, Ax) =

Ay
exp | ———F—— (5)

V2T

es una funcion que permite simular brotes iniciales en tiempos especificos ty,

con amplitudes Aj que pueden ajustarse para cada poblacién.

50 100 150 200 250 300 350 400 0 50 100 150 200 250 300 350 400

dias dias

Figura 3: Simulacion de olas de infeccion durante la pandemia de influenza AH1N1 de
2009 en México basada en las ecuaciones (11)-(19) suponiendo que las poblaciones
representan los distintos estados de México (abreviados con tres letras cada uno), con
conexiones representadas por una grafica en forma de estrella en la que el centro es la
Ciudad de México. Parametros relevantes: (3,v)=(0.5,0.1), con 8 = 8y v = ~ para
toda k = 0, ..., 31. Todas las simulaciones mostradas se realizaron en computadoras per-
sonales con Linux Kubuntu (v. 13.10) y python 2.7 con los modulos scipy [12] y matplotlib
[11].
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Dinamica metapoblacional. Dividamos ahora la poblaciéon en cuatro clases
epidemiolégicas: individuos susceptibles, infectados sintomaticos y asintomati-
cos, y recuperados, con densidades poblacionales denotadas por u, v, a, w res-
pectivamente. Notese que 1 = u + v + a + w. Las densidades correspondientes
a la poblacion & tendran un subindice, de tal forma que u = Y, ug, y lo mismo
ocurre para las clases v, a, y w. La dinamica de transmisién se puede describir
entonces mediante un sistema de ecuaciones de la forma:

dup, = —Au + z": fikwi — ug Zn: fri — ex(t), (6)
i=0 i=0
e = (- pu et Y S St (1D, ()
i=0 i=0

drap = pAup —yag + Zn: fikai — ag i i, +pex(t), (8)
i=0 i=0

dwr, = v (vk + ak) +Zn:fikwi —wkzn:fm‘, 9)
=0 1=0

donde 0; denota el cambio instantaneo con respecto al tiempo. Las dependencias
temporales en los parametros se han omitido del sistema (6)-(9) por simplicidad.
Los términos en las sumas representan el flujo por unidad de tiempo hacia, o
desde, la poblacion k. La tasa de recuperacion en la poblacion k es ~, k =
0,...,n. La proporcion de asintomaticos con respecto al total de infectados es p.
Los infectados, asintomaticos y sintomaticos, participan en la cadena de infeccién
interactuando de manera homogénea. Como consecuencia, la tasa de infeccién
en la poblacién k satisface que

/\k = 6k(t) (vak(t) + Haak:(t)) (10)

para k = 0,1,...,n. La funcién S;(t) = Br(1 — K(t)) modela el cambio en la
probabilidad de infeccién dado un contacto con un infectado, en la poblacién k.
La probabilidad de infeccién dado un contacto de la poblacion k esta multiplicada
por el factor de conversion que modela cambios en la tasa de contacto. Los
términos x, Y K, Se pueden pensar como factores de ajuste para la probabilidad
de infeccion dado un contacto con un individuo infectado, dependiendo de si es
asintomatico o no, respectivamente.
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Figura 4: Casos de infeccidon para distintos perfiles de recuperacién de la tasa de con-
tacto después del distanciamiento social, tomando en cuenta decrementos en la tasa de
contacto (0.6, 0.8, 0.9) y cambios en el flujo de personas hacia o desde el centro durante
las vacaciones. La dinamica correspondiente a las poblaciones fuertemente conectadas
con el centro (linea negra continua), débilmente conectadas con el centro (linea negra
cortada), y la poblacion del brote inicial (Veracruz, linea negra punteada). Los casos
totales estan ilustrados por las lineas grises. El tamano de la segunda ola aumenta al
aumentar la tasa de contacto después del distanciamiento social.

3 Olas pandémicas de influenza AH1N1 durante 2009 en
México

3.1. Lared de transporte terrestre en México

En muchos paises latinoamericanos el transporte de gente, bienes y servicios
es principalmente terrestre y altamente dependiente de flujos centralizados hacia
o desde un nimero pequeno de ciudades que funcionan como grandes centros
de distribucién. En el caso de México, la red carretera conecta a los distintos
estados del pais de forma que el gran centro de distribucion nacional esta en la
Ciudad de México. Si representamos a las poblaciones de los distintos estados
de México como vértices en una grafica, se obtiene una primera aproximacion
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para representar la conectividad dentro del pais tomando en cuenta el flujo de
personas por carretera. Cada poblacion esta conectada con sus vecinos mas
cercanos, sin embargo, las conexiones a nivel macroscépico se orientan hacia el
Distrito Federal. Consideremos entonces una versién del sistema (1)-(9), donde
la red formada por las distintas poblaciones esta representada por una grafica
con forma de estrella. Es decir, la red carretera del pais se toma como equivalente
a una en la que todos los estados estén conectados con el DF, pero no entre
si. Para ello, denotemos al centro (DF) como el lugar 0, y a los otros estados
mexicanos, con indices 1,...,31. La dinamica de transmision para cada tiempo ¢
en una poblacion k que no sea el centro (k = 0) esta dada por

Opup = —At)up — ex(t) + foruo — frou, (11)
oo = pAt)ur + ex(t)] — yor + forvo — frov, (12)
oar, = (1 —p) [At)ug + ex(t)] — var + forao — froar, (13)
dwy = v (vk +ar) + forwo — frowr, (14)

donde los términos que corresponden a flujos entre dos poblaciones que no son
el DF son iguales a cero. Para la poblacién central,

O = —A(t)ug — eo(t) + ki (frour — foruo), (15)
—1
dvo = p[A()uo + eo(t)] —yvo + i (frovr — fokvo) , (16)
dap = (1—p) [At)uo + eo(t)] — vao + kz": (froar — forao),  (17)
—1
dwo = 7 (vo+ao)+ kznzl (frowr — forwo) - (18)

Como se observa en las ecuaciones (11)-(18), hemos supuesto que todos los
individuos de la poblacién pueden viajar.
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Figura 5: La intervencion mediante campanas de vacunacion después de la segunda
ola (durante el verano) en una pandemia puede mitigar la tercera ola. Para mas detalles
sobre la implementacién de la intervencion véase la seccién de ejercicios o el modelo.

3.2. Estados conectados fuerte y débilmente con el centro

En el modelo, la contribucién de cada regién al flujo diario de personas que
pasan por el DF esta determinada por el nUmero de personas que pasan por
el DF cada dia (Fyp); las contribuciones total y relativa (¢;, ¢ = 1, ...,31) de los
estados fuertemente conectados con el DF al flujo, y el tamafo de las distintas
poblaciones en los estados N;,i = 0, 1, ..., 31. Las contribuciones de la j-ésima
poblacién fuertemente conectada y de la k-ésima region débilmente conectada
se pueden escribir en términos de Fy, g, y los tamanos poblacionales

q(t) - N; (1 —q(t)) - Nk
S{N;:ie L}’ SoANi i€ Iy}
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donde I; e I, son conjuntos de indices para los estados fuerte y débilmente
conectados con el centro, respectivamente.

4 Dinamica de la epidemia en distintas regiones

Los primeros casos de influenza pandémica del ano 2009 en México se re-
gistraron en Veracruz y Oaxaca a mitad de marzo [9, 6]; es posible poner como
condicién inicial que haya un brote epidémico en uno de esos estados y simular
la evolucién del sistema (11)-(19). Por tal motivo, suponemos condiciones inicia-
les de susceptibilidad total en la poblacion, e introducimos brotes iniciales el 15
de marzo en Veracruz y Oaxaca. También suponemos un distanciamiento social
por mandato gubernamental el 29 de abril, con una recuperacién parcial y relati-
vamente lenta de la tasa de contacto. Otra suposicién importante es que las ta-
sas de contacto durante las vacaciones de verano e invierno decrecen. Ademas,
suponemos que durante los periodos de clases el flujo desde los estados fuer-
temente conectados hacia el centro es, en proporcion, al menos 3 veces mayor
al proveniente de los estados débilmente conectados. En cambio, durante los
periodos de vacaciones, el flujo por el centro desde, o hacia, las poblaciones de
todos los estados es igual. Con las suposiciones anteriores, el modelo muestra
3 olas asincronas de distintos tamanos (figura 3) que corresponden en tiempo y
forma con las olas epidémicas observadas durante la pandemia de 2009 [5].

A nivel poblacional, la suma de las contribuciones de las poblaciones resulta
en tres olas epidémicas (figura 4). La primera ola fue de tamarno considerable y
corta duracién debido en parte al distanciamiento social de abril. Como era de
esperar, los estados fuertemente conectados contribuyeron mas con casos in-
fecciosos. La segunda ola del modelo ocurre durante el verano, con la mayoria
de infecciones provenientes de estados débilmente conectados. La ola de ma-
yor duracién y tamano ocurrié durante el otofo-invierno de 2009. En parte, el
tamano de esta Ultima ola de 2009 puede deberse a que no hubo mas distan-
ciamientos sociales ni campanas que convocaran a la poblacion a disminuir el
contacto debido a la influenza. Otro detalle importante es que la contribucion de
las poblaciones débilmente conectadas a la tercer ola es, en general, mayor que
la de las poblaciones fuertemente conectadas, ademas de ocurrir un poco antes.
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5 Conclusiones

Los resultados descritos en los parrafos anteriores proporcionan soporte tedri-
co para explicar que las tres olas de influenza pandémica observadas en México
en 2009 fueron el resultado de un proceso de agregacion. En otras palabras, la
amplitud y curso temporal de las curvas epidémicas surgen al sumar los casos
provenientes de lugares donde hay epidemias asincronas. Mas aun, las contri-
buciones de las distintas poblaciones del pais no siempre ocurren en el mismo
orden. Hay poblaciones que tienen 3 olas de magnitudes comparables, otras en
que los casos son numerosos en dos de las 3 olas, o en una de las 3 olas, en dis-
tintos érdenes. Por ejemplo, un lugar puede tener dos olas pequenas al principio
y al final del afio, y una ola grande durante el verano (figura 3).

Los mecanismos que contribuyen a la generacion de mdltiples olas asincro-
nas en las distintas poblaciones estudiados aqui son importantes también en
otros paises con caracteristicas similares a las de México, en los que los flujos
son centralizados. Se puede explotar la naturaleza asincrona de las olas en los
distintos estados del pais para estudiar posibles politicas de intervencién (e.g.
vacunacion), sobre todo en periodos donde el nimero de casos sea bajo co-
mo resultado de una transicion entre periodos de clases y vacaciones, 0 como
resultado de distanciamientos sociales. Por ejemplo, los resultados preliminares
obtenidos afiadiendo vacunacion al modelo indican que es posible mitigar la ter-
cera ola durante una pandemia si la campana ocurre en el momento adecuado,
por ejemplo, durante o al final de la segunda ola (figura 5). La cobertura supuesta
para el modelo no fue total, pero si general, incluyendo a individuos que ya se
habian recuperado de la infeccion.

Es posible modelar fendémenos epidemiolégicos como la epidemia multi-olas
mencionada aqui. Por ejemplo, [1, 2] usaron sistemas auténomos de ecuaciones
ordinarias, pero no obtuvieron olas multiples como consecuencia de la dinamica
del modelo. En [3] se adopta una perspectiva similar conceptualmente, pero dis-
tinta metodolégicamente, a la presentada aqui, en la que el movimiento humano
es el motor de la transmisién. Otro ejemplo notable de modelaje metapoblacio-
nal de epidemias es el trabajo de [13], quien propuso recientemente un modelo
estocastico-espacial basado en la dinamica de la enfermedad de las ratas (vec-
tores) que contagian la peste bubdnica.
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Las técnicas de modelaje mostradas en este capitulo nos permiten entender
interacciones entre un conjunto de factores complejos que afectan el desarrollo
de las epidemias.

Ejercicios propuestos

1. Construya una version del modelo metapoblacional representado por las
ecuaciones (11)-(19) con 3 poblaciones, dos de ellas conectadas con la
tercera, pero no entre si. Reproduzca los patrones epidémicos mostrados
en la figura 4.

2. Analice el modelo de tres poblaciones para el caso en el que no hay cam-
bios en el flujo durante los periodos vacacionales.  Cémo cambia la dinami-
ca?

3. Construya una simulacion computacional de la dinamica de un modelo co-
mo el de las ecuaciones (11)-(19) para tres poblaciones, pero con tasas de
infeccion distintas. Estudie y describa los casos en los que las tasas de in-
feccion de las tres poblaciones sean muy distintos, y compare con el caso
en que las tasas de infeccion son iguales.

4. Introduzca una variable parecida a w que capture una proporcion de in-
dividuos vacunados a partir de cierto tiempo ¢, suponiendo que todos los
individuos son elegibles para la vacunacion, excepto los sintomaticos. Co-
rrobore los resultados descritos en la figura 5. ;Qué proporcién de la po-
blacion es necesario vacunar para comenzar a ver una mitigacion del 20 %
en el numero de casos?

® Reconocimiento (CC BY 4.0): Se permite cualquier explota-
cion de la obra, incluyendo una finalidad comercial, asi como la
creacion de obras derivadas, la distribucién de las cuales tam-

bién esta permitida sin ninguna restriccion, siempre y cuando el trabajo original
sea debidamente citado http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
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Analisis de modelos de la dinamica de virus dentro de
un hospedero
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Morante Rodriguez!, Lucia Cervantes Gomez!

Resumen

Se presentan y analizan algunos modelos para describir la interaccion en-
tre un virus y un hospedero mediante sistemas de ecuaciones diferencia-
les ordinarias. Se obtienen condiciones que garantizan la estabilidad global
que permiten caracterizar cuando un virus establecera una infeccion per-
sistente o sera eliminado por la respuesta inmunitaria.

1 Introduccion

En la década de los noventa del siglo pasado se desarrollaron modelos ma-
tematicos para describir la dinamica entre las infecciones virales y la respuesta
del sistema inmunitario; en particular en el contexto del virus de la inmunodefi-
ciencia humana (VIH), Nowak [11], May [12], Bangham [11] y Perelson propu-
sieron modelos con énfasis en la parte viral de estas dinamicas, incluyendo la
estimacion de parametros virales basicos, la invasion del sistema inmunitario por
un virus y el analisis en el tratamiento con medicamentos.

Cabe mencionar que los parametros de los modelos se obtuvieron a partir de
muestras de pacientes vivos (in vivo), no de experimentos realizados en cultivos
(experimentos in vitro).

Es conveniente resaltar que estos modelos matematicos han desempenado
desde entonces un papel relevante en la investigacién biomédica, ya que propor-
cionan un marco teérico soélido que logra captar un conjunto definido de supo-
siciones bioldgicas y permiten obtener conclusiones cualitativas y cuantitativas
precisas.
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Algunas de estas suposiciones biolégicas son, por ejemplo, que las interac-
ciones entre virus y sistema inmunitario se comportan como un sistema ecolégico
dentro del cuerpo de un organismo vivo, por lo que resulta Gtil el area matemati-
ca de la dinamica de poblaciones para la modelaciéon. Suponemos que varias
especies de células inmunitarias interactian con poblaciones de virus de varias
maneras.

En los modelos que consideraremos, la dindmica de las interacciones entre
las poblaciones de virus y el sistema inmunitario se suponen del tipo depredador-
presa. En este tipo de interaccién, cuando los depredadores capturan y matan a
sus presas, ellos se reproducen de tal manera que el tamano de su poblacién se
incrementa, lo cual tiene un efecto negativo en la poblacién de presas. En ausen-
cia de presas, los depredadores no sobreviven. El resultado de tales interaccio-
nes puede involucrar ciclos en los tamanos de la poblaciones de depredadores y
presas.

Analogamente, cuando células inmunitarias (consideradas como depredado-
ras) encuentran virus, ellas se reproducen de tal forma que el tamano de su
poblacién se incrementa y eliminan los virus. En ausencia de virus, la poblacién
de estas células inmunitarias decae. Esto puede llevar a una dinamica ciclica o
a la extincidon de alguna de estas poblaciones.

Estos modelos proporcionaron nuevos puntos de vista para crear hipotesis
y para disenar nuevos experimentos; mas aln, con la ayuda de datos clinicos,
dichos modelos dieron lugar a descripciones importantes del fenomeno.

2 Inmunologia Basica

2.1. Virus

En biologia, un virus es basicamente material genético envuelto en una capa
de proteina, que solo puede reproducirse al interior de una célula viva especifica.
Los virus se componen de dos o tres partes: su material genético, que porta la
informacion hereditaria necesaria para la produccién de nuevos virus (puede ser
ADN, acido desoxirribonucleico o ARN, acido ribonucleico); una cubierta proteica
que protege a estos genes, llamada capside, capaz de combinarse quimicamen-
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te con los receptores de membrana de las células parasitadas, lo que permite al
virus reconocer al tipo de células adecuado para hospedarse; en algunos tam-
bién se encuentra una capa bilipidica (generalmente derivada de la membrana
celular del huésped anterior) que envuelve a la capside, denominada envoltu-
ra virica, cuya funcion principal es ayudar al virus a entrar otra vez en la célula
huésped (v. figura 1). La particula viral, cuando estéa fuera de la célula huésped,
se denomina virion.

Acido nucleico

S'o

Envoltura virica

Figura 1: Estructura de un virus. Recuperada de [2]

Para su reproduccion, un virus tiene que encontrarse con una célula adecua-
da en la cual hospedarse y utilizar la maquinaria metabdlica de la célula para su
replicacion.

2.2. Respuesta inmunitaria

El sistema inmunitario es el conjunto de barreras fisicas y procesos biol6gi-
cos (en el interior de un organismo vivo) que lo protege contra enfermedades,
al identificar y neutralizar células patégenas a través de una serie de procesos
conocidos como respuesta inmunitaria. La respuesta inmunitaria puede subdi-
vidirse a grandes rasgos en dos categorias:

(i) Respuesta inmunitaria innata o pre-programada, que proporciona una
primera linea de defensa contra un patdégeno invasor, que incluye por un
lado barreras fisicas, como la piel y el cabello, y por otro lado una serie
de procesos quimicos celulares entre los que se incluyen la fagocitosis,
la respuesta inflamatoria, los interferones, la activacion de células NK y el
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sistema de complemento.

(i) Respuesta especifica, adaptativa u ontogenética, se llama especifica
porque provoca la formacién de un efector (célula que ejecuta respues-
tas) contra cada patdgeno en particular, que ademas de eliminarlo confiere
proteccion al huésped contra una reinfeccion.

3 Planteamiento del modelo basico de dinamica viral

Las ecuaciones diferenciales que modelan una epidemia son del tipo SIR
(Susceptibles, Infecciosos, Recuperados), en particular el modelo clasico de Ker-
mack y McKendrick (1927) toma en cuenta las siguientes suposiciones: si deno-
tamos por NV a la poblacion total al tiempo ¢ en que el brote epidémico puede ocu-
rrir, y por S(t), I(t) y R(t) alos individuos en estados susceptible, infeccioso y re-
cuperado o muerto al tiempo ¢ respectivamente, entonces N = S(t)+1(t)+ R(t)
es constante. Ademas se tiene que las enfermedades infecciosas se transmiten
por contacto entre un individuo susceptible y uno enfermo; con base en esto, Ha-
mer, en 1906, formul6 la ley de accidon de masas, que establece que el nime-
ro de contactos infecciosos, es decir, que producen enfermedad, por unidad de
tiempo es proporcional al nimero total de contactos entre individuos infecciosos
y susceptibles. De acuerdo con lo anterior, la tasa de infeccidn que determina
el nimero de individuos por unidad de tiempo que se transfieren del grupo de
susceptibles a infecciosos depende de la probabilidad de contactos al azar de un
individuo infeccioso con un individuo susceptible (que a su vez puede transmitir
la infeccién), es %; el nimero de nuevas infecciones por unidad de tiempo por
un individuo infeccioso es (ﬂN)(%), lo cual da una tasa de nuevas infecciones
(BN)(%)I = BS1. Alternativamente, podemos argumentar que la probabilidad
de contactos al azar de un individuo infeccioso es % y por lo tanto la tasa de las
nuevas infecciones de susceptibles es (ﬁN)(%), que arroja una tasa de nuevas
infecciones (BN)(4)S = 3SI. Enresumen, por la ley de accion de masas, tene-
mos que el nimero de individuos susceptibles que se convierten en infecciosos
es proporcional al producto del niumero de individuos susceptibles por infeccio-
sos, es decir, que la tasa de pérdida de personas susceptibles es 551.

Con base en las suposiciones y construcciones de los modelos epidemiolégi-
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cos se plantearon los modelos de la dinamica viral sin respuesta inmune. Los
modelos anteriores se complementaron con los modelos de interacciéon entre
dos especies del tipo depredador y presa para describir algunos modelos de la
dindmica de virus in vivo y la respuesta del sistema inmunitario.

Para abordar el modelo basico de dinamica viral propuesto por Nowak y Bang-
ham [11], es necesario hacer algunas consideraciones: este modelo toma en
cuenta tres variables: la concentracion de células susceptibles de ser infectadas
z(t); la concentracién de células infectadas y(t), y la concentracion de viriones
(virus libres) v(t). En este modelo se asume que:

1. Al encuentro con los viriones, las células susceptibles pasan a ser células
infectadas.

2. La tasa de produccién de células infectadas es proporcional a la concen-
tracion de células susceptibles y viriones.

3. Las células infectadas producen viriones (pues éstos dependen de las célu-
las infectadas para su replicacion).

4. El tiempo promedio de vida de las células susceptibles, infectadas y virio-
nes es constante.

Para describir la concentracion de células susceptibles, se plantea la siguiente
ecuacion:

T =\—dxr— Bxv,

donde se considera que las células susceptibles se producen a una tasa cons-
tante )\, y se estaran muriendo a una razon dzx, para alguna constante positiva d,
y se supone que el nimero de muertes de las células susceptibles por unidad de
tiempo es proporcional al niumero de contactos entre las células susceptibles y
los viriones, ya que las células dejan de ser susceptibles al ser infectadas y que
representamos por el término Sz (ley de accion de masas) para una constante
positiva .

De la misma manera, la cantidad de células infectadas dependera de la ta-
sa con que las células susceptibles fueron infectadas, es decir, Sxv, y estaran
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muriendo a una razoén de ay, para alguna constante positiva a. Por lo tanto,
Y = Brv — ay.

Por ultimo, para describir la concentracion de viriones, tenemos que conside-
rar que la tasa de produccién de nuevos viriones sera proporcional a la cantidad
de células infectadas, que representaremos por ky, y ellas a su vez estaran mu-
riendo a una tasa uv, y se tiene la siguiente ecuacion:

v =ky— uv.

La figura 2 resume estas condiciones.

! ]

Células susceptibles Virus libres (viriones) Células infectadas

(x) (v) (y)

O * .TQ
g CEE..

Figura 2: Dinamica viral basica. Elaboracién propia a partir de [12].

La dinamica viral basica se modela mediante el siguiente sistema de ecuacio-
nes diferenciales ordinarias no lineales, al que llamaremos modelo basico:

T=\—dzr— Bzv,
y = Brv — ay, (1)
v =ky— uv.

La siguiente tabla describe las variables y parametros del sistema.
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Variables Descripcion
x concentracion de células susceptibles
y concentracion de células infectadas
v concentracion de viriones
Parametros
A tasa de produccién de células susceptibles
d tasa de muerte de células susceptibles
I} tasa de infeccién del virus
a tasa de muerte de células infectadas
k tasa de produccion de nuevos viriones
u tasa de muerte de viriones

Tabla 1: Variables y parametros del modelo basico

Antes de analizar el modelo, es conveniente resaltar una relacién muy impor-
tante entre los parametros, que nos permitira caracterizar si el modelo tiende a
un equilibrio libre de infeccién o no.

Definimos:
_ Bk

dau’

Ry

llamada tasa basica de reproduccion de un virus, que representa el nimero
promedio de células recién infectadas producidas por una sola célula infectada
al comienzo de la infeccion (cuando casi ninguna célula ha sido infectada) intro-
ducida en una poblacion totalmente susceptible A durante el tiempo en el que la
célula permanece infectada %. Asi, el valor de R dependera de las caracteristi-
cas de la dinamica del virus in vivo reflejada en los parametros A, 3, a y d. Por
tanto, Ry toma un valor constante.

La importancia de este parametro para estudiar la dinamica del virus in vivo
con respuesta inmune radica en que si Ry > 1, entonces una célula en promedio
da lugar a mas de una nueva célula infectada, y la infeccion puede propagarse. Si
Ry < 1, entonces una célula en promedio da lugar a menos de una nueva célula
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infectada, y la poblacién de virus no se propaga y se extingue. Si Ry = 1, en-
tonces una célula infectada, en promedio, da lugar a una nueva célula infectada.
Este es un caso fronterizo, e irrelevante a efectos practicos.

Analisis Preliminar

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

= f(x), (2)

donde z = z(t) es una funcion vector valuada de una variable independiente ¢,
y f: Q2+ R™ es una funcion f = (f1, f2,..., fn), con f € C1(Q), es decir, f es
diferenciable, y 9 f;/Ox; es una funcion continua parai € {1,...,n}.

Sea (z7,...,z;,) € RZ, un punto de equilibrio de (2) y consideremos al con-
junto A con las hipétesis del teorema de Lagrange, con R?, — {(z7, 23, ..., 2%)},
donde

R%y = {(z1,22,....,xn) € R" 1 2; > 0,Vi =1,...n},

y consideremos también al conjunto W de la definicién de funcion de Lyapunov
como W = RY,,.
Dicho lo anterior construiremos una funcién V' definida en W = RZ,,.

Para construir dicha funcion V', definamos la siguiente funcién auxiliar:

g:R>o— R tal que

(z) = r—a"ln % si x*#£0y x#0, ®)
I = 2 si x*=0.

Lema 1. La funcion g definida en (3) es estrictamente positiva en R~ y ademas

lim g(z) = oc.
T—00

Consideremos ahora (z7, z3, ..., z;,) € R%, un punto de equilibrio fijo del sis-
tema (1), M =1,2,..,n, I = {i € M : 2] # 0}, 0; constantes positivas y g, la
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funcion definida en (3) para la constante z; sii € I'y g,» (z;) = xi, sii € M — I.
Definimos una funcién V' como

V:R%, — R

n
(:1:17 L2y eeny xn) — Z ngl': ('rl) .
i=1

Teorema 1. La funcion V' definida en (4) tiene las siguientes propiedades:
1. V((x1,22,...,2p)) > 0 para todo (1, 2, ..., xn) € RLy—{ (a7, 23, ...,2},) }.
2.V el (RY).

3. Seax, = (1p, Ton, ..., Tnn) € RY una sucesion cualquiera tal que || x| —
oo cuando n — oo, entonces lim V' (x,,) = oo cuando n — oc.

4. Sea x un punto frontera de R2, y x,, una sucesion cualquiera de puntos de
>0

R?, tal que x,, — z, entonces lim V' (z,,) — oo o bien'V' es continua en .

5. La derivada temporal de V' a lo largo de las soluciones sera
n :I,‘*
V(z) = Z;eij;i <1 - x) :
i=

Proposicion 1. Consideremos el sistema (2) definido en Q) = R™ y supongamos
que RZ, es un conjunto positivamente invariante para (2). Si la funcion escalar
V definida en el teorema 1 satisface V (x) < 0 para todo = € RZ,, entonces
toda solucion de (2) con condiciones iniciales en el interior de RZ, se aproxima

al mayor subconjunto invariante de £ = {x €RY,: V(z) = 0}.
DEMOSTRACION. De las propiedades 2y 4 del teorema 1y la hipétesis V (z) < 0
paratodo x € R%, tenemos que la funcion V' satisface las hipétesis del teorema

de Lasalle (teorema 12, capitulo 3), por lo tanto toda solucién acotada que inicia
en RY, se aproxima al mayor subconjunto invariante de

E:{xERgO:V(Jz):O}.

Por otro lado, veamos que toda solucion que inicia en RY,, es acotada. De las
propiedades 1, 2 y 4 del teorema 1, de la hipétesis V (z) < 0 para todo = € RZ,
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yde A =R, — 2" € (), tenemos que V satisface las hipo6tesis del teorema de
Lagrange (teorema 13, capitulo 3), con lo que toda solucién que inicia en A es
acotada. Luego el unico punto que puede estar en el interior de RZ; y no estar en
A es el punto z*, y como este punto es de equilibrio, las soluciones que inician
en él serén acotadas, por lo tanto toda solucion que inicia en el interior de R,
es acotada. O

3.1. Analisis del modelo basico

Positividad.

Una cuestion inmediata sobre el modelo propuesto es si las soluciones con
valores iniciales que poseen una interpretacion biolégica continuaran teniendo
interpretacion bioldgica con el trascurso del tiempo.

En particular, diremos que el modelo basico (1) admite una interpretacién
biolégica si (z,y,v) € R%O, donde R%O ={(z,y,v) eR:2 >0,y >0,v > 0}.

Formalmente, la positividad del modelo basico (1) se establece en el siguiente
resultado.

Proposicion 2. Sea ¢ : [ty,o0) — R3 una solucién de (1). Si ¢(to) € Réo:
entonces ¢(t) € Rgo para todot € [tg, o).

DEMOSTRACION. Basta analizar el comportamiento de las soluciones con valo-
res iniciales sobre los ejes de R?;O, con lo que se tienen los siguientes casos:

1. (zo > 0,350 > 0,9 =0).  Vemos que como &y = kyp — ury > 0, v crece
localmente. Por lo tanto las soluciones no pueden salir de dicho octante.

2. (xg=0,y0 > 0,190 > 0). Observemos que como iy = A—dxo—Lrory =
A > 0, x crece localmente. Por lo tanto las soluciones no pueden salir de
dicho octante.

3. Elresto de las posibilidades son: (zg > 0,yo = 0,19 > 0),
(o > 0,90 =0, = 0), (o = 0,50 > 0,0 = 0), (2o = 0,50 = 0,19 > 0),
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(zo = 0,90 = 0,19 = 0) y las pruebas son anélogas a las mostradas en los
dos primeros casos.

O

Puntos de equilibrio.

Teorema 2. E/ sistema (1) posee dos puntos de equilibrio dados por los siguien-
tes vectores:

X1 =(%,0,0),

Xy — (ﬁ,%(Ro—l),%(Ro—l))

DEMOSTRACION. La demostracion es inmediata al resolver el sistema de ecua-
ciones algebraico:

A —dx — Pzv =0,
Baxv —ay =0,
ky —uv = 0.

Estabilidad.

Antes de inferir sobre la estabilidad del modelo basico (1), es conveniente
notar que, aunque (2) esta definido en R", para los modelos que estudiaremos
estamos interesados en el comportamiento en R%,, es decir, en el octante no
negativo de R", pues es en esta region donde los modelos que abordaremos
son biol6gicamente relevantes. En particular para el modelo basico (1) tenemos
R,

Para comenzar nuestro andlisis es conveniente introducir los siguientes resul-
tados:

Lema 2. E/ dnico conjunto positivamente invariante para el sistema (1) contenido
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en B = {X1 + pges + pses : p; € R, Vi =2,3} N R%O es el punto de equilibrio
X,

Lema 3. E/ unico conjunto positivamente invariante para el sistema (1) contenido
enkE = {Xg +u (O, g—:, 1) TpE R} N R%o es el punto de equilibrio Xs.

Teorema 3. E/ sistema (1) definido en el octante no negativo de R3, con condi-
ciones iniciales en su interior, siempre posee un punto de equilibrio globalmente
asintéticamente estable. A saber:

(i) X1 si la tasa basica de reproduccion Ry < 1,
(i) X2 si la tasa basica de reproduccion Ry > 1.

DEMOSTRACION. En primer lugar notemos que el punto X siempre esta en la
region de interés, en cambio X solo estara en R2 , cuando R, > 1. Considere-
mos (z*,y*,v*) un punto de equilibrio del sistema (1) y consideremos también
la funcién escalar V : R3 ; — R definida en (4), donde las constantes ¢ relativas
a las coordenadas x e y seran 1y la relativa a v sera . La proposicion 1 nos
garantiza que basta demostrar que V (z) < 0 en R2, para que todas las solu-
ciones con condiciones iniciales en Ri’;o se aproximén al mayor subconjunto de

E= {x € Rgo V(2) = 0} gue es positivamente invariante para (1). Posterior-
mente mostraremos que este conjunto s6lo puede ser el punto de equilibrio en
cuestion.

De las propiedades de la funcién V' probadas en el teorema 1 tenemos que:

Viz,y,v)=a" (ﬁ —ln£> +y* (y —lny> —1—91/* (L —lni) . (5)

y ademas

V(m,y,u):)\—d:v—ﬁxu—%—l—dx*—l—ﬂm:*—ﬁ—ﬂxu—ay
(6)

_ PBavy* * _auv _ ayv* auv*
= +ay” + ay % > +—k .

1. Consideremos el punto de equilibrio X; = (z*,y*,v*) y Rp < 1. Como
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y* =0y v* =0, setiene que

. Ax* auv

V(X1)=A—dx— . +d:1:*+6yzc*—7 = Vi (X1) + Vo (X1),
donde gt 32
Vi (X1) = A —do— " 4 da* =2\ —dw — -,
T dx
) . auv
‘/2 (Xl) = ﬁyx — T

Vemos que V; (X1) < 0. En efecto, nétese que
(A —dz)? >0,
A2 — 2\dz + (dz)* >0,
2 — 2\ +dz >0,
2\ —dx — &> <0,

con lo que V; (X1) < 0.

Por otro lado, vemos que

. . auv  auv
Uy (Xy) = Bra* — 22— 2

= CE (R - 1).

. Luego,como Ry < 1y chls constantes son todas positivas, tenemos que
V5 (X1) < 0. Por lo tanto, V (X;) < 0.

Ademas, tenemos que V (X;) = 0 solamente si z = z*.

Por ultimo, del lema 2 concluimos que el mayor conjunto positivamente
invariante en
E={(z,y,v) € ]RSZO cx =1}

es el punto de equilibrio X1, luego por el teorema de LaSalle (teorema 12,
capitulo 3) tenemos que X es globalmente asintdéticamente estable.
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2. Consideremos ahora el punto de equilibrio X, = (z*, y*, v¥) y Ro > L
Notese que la expresion para V (X2) esta dada por (6). Luego V' (X») =
Vi (X2) + Va2 (X2), donde

Ax*
x

Vi (X2) =\ —dr — + dx*,

. . Pzvy* auv  ayv*  auv*

Vo (X3) = pra’ — tayt - —m - e

Vemos que Vi (X3) < A (1 — Rio) + AL (Rio — 1). En efecto,

Vi(X2) = A —do — 22 4 da*

T

* Qm*xfx27z*2 1 z* 1

2
Por otra parte, veamos que 2z*zr — 2 - = —(z* — x)2 < 0; como
dx* > 0, se tiene el resultado.

Ahora, regresando a la expresion completa de V (X32), tenemos que

. A Azt * Bxvy* auv ayv*  aur*

x
Xo) < A— Lo SN P
V(Xs2) < Ro+xRo x+ﬁum " +ay - 1/ + -

La expresion anterior se puede reescribir como:

* * *
¥ (Xs) < 3ay* — ay*x ay*zvyt  ayv

*

T r*rry v

2 2 2
_ i 5 iL'* V*yy*y+x2y2y* —I—y2u* xx*
=ay - rrFuryyt ’
yy v

Notemos que ay* = A (1 — Rio) > 0, puesto que Ry > 1.
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Aplicando la desigualdad entre la media aritmética y la media geométri-

, ¥ zvy* oyt ;
ca a los niumeros -, Ty o S€ obtiene que

5 x*zv*yy*u+x2u2y*2 +y21/*2mm*

<0,
zx*vryy*rr

conloque V (X5) < 0, siendo la igualdad valida sélo si z = z* y zz*v* yy v =
rzxvy*y*v = za*viyy*v* 0 equivalentemente, siz = z* y vy = y*v.

Por ultimo, del lema 3 se tiene que el mayor conjunto positivamente
invariante en

E—{(x,y,u)ERio:x—x* e y_yy}

V*

es el punto de equilibrio X5s; por el teorema de LaSalle (teorema 12 capitulo
3), tenemos que X5 es globalmente asintéticamente estable.

O

4 Planteamiento del modelo de dinamica viral con res-
puesta inmunitaria

Este modelo fue abordado por Martin Nowak y Charles Bangham [11]. El mo-
delo es andalogo al estudiado en la seccién anterior, salvo que introduciremos
una nueva ecuacion, que modela la respuesta del sistema inmunitario, en con-
creto esta nueva ecuacion modela la funcién citotdxica de los linfocitos T, cuya
funcion es neutralizar células infectadas; en nuestro modelo esto representa una
disminucién en la concentracion de nuevas células infectadas y una nueva varia-
ble que considere la cantidad de células de defensa (que denotaremos por z).

En este modelo supondremos (ademas de las consideraciones del modelo
basico (1)):

1. Que la reduccion en la concentraciéon de células infectadas es proporcional
a la cantidad de células infectadas y a la cantidad de células de defensa.
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2. Que la produccion de células de defensa depende de la cantidad de células
infectadas y a su vez de su propia concentracion, pues como se menciond,
los linfocitos se producen debido a la presencia de un virus dentro del or-
ganismo.

Notemos que bajo las consideraciones anteriores y en lo relativo al modelo
béasico de dinamica viral (1), solamente la ecuacién concerniente a la variacion de
células infectadas sufrira una modificacion, al agregar un término pyz referente
a la destruccion de células infectadas por las células de defensa, con lo que la
variacién en la concentracién de células infectadas en este modelo vendra dada
por la siguiente ecuacion:

y = v — ay — pyz.

Por otra parte, hay que anadir una nueva ecuacion al modelo basico (1) de
dinamica viral que describa la variacién en la concentracién de células de defen-
sa; esta nueva ecuacion tendra un término positivo cyz referente a la produccion
de linfocitos T, del cual hay que sustraer un término bz relativo a su tasa de mor-
talidad, con lo que la variacién en la concentracion de células de defensa del
nuevo modelo vendra dada por:

zZ=cyz— bz.

La figura 3 resume las consideraciones anteriores.

La dinamica viral con respuesta inmunitaria se modela mediante el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales, al que llamaremos
modelo con respuesta inmunitaria:

T =A—dzr — Pzv,

Yy = Prv —ay — pyz,

U= ky— uv, )
z=cyz — bz.

La siguiente tabla describe la variable y los parametros introducidos para ob-
tener el modelo con respuesta inmunitaria.
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E
(x)

O
K

Células susceptibles

|

Virus libres (viriones)

(v)
°

k ‘

(y)

G
K E

‘ cyz

Células infectadas Células de defensa

(2)

1)

B

Figura 3: Dinamica viral con respuesta inmunitaria Elaboracién propia a partir de [12].

Variable Descripcion
z concentracion de células de defensa
Parametros
D tasa de eliminacion de células infectadas
por las células de defensa
c tasa de produccién de células de defensa
b tasa de muerte de células de defensa

Tabla 2: Nuevas variables y pardmetros del modelo con respuesta inmunitaria.

Antes de analizar este modelo, es conveniente resaltar algunas relaciones
importantes entre los parametros del mismo que nos permitiran caracterizar sus
puntos de equilibrio.

1. Tasa basica de reproduccidn de un virus: observemos que, como Ry no
depende de las células de defensa, tendremos nuevamente que

_ Bk

R
0 dau

2. Tasa basica de reproduccion de un virus en presencia de la respuesta
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inmunitaria: llamaremos R; (la tasa basica de reproduccion de un virus
en presencia de la respuesta inmunitaria) al nimero secundario de virus
originados de un virus primario introducido en una poblacion que consta
solamente de células susceptibles y cuya concentracion de células de de-
fensa es el equilibrio endémico,

R R
Ri=1+—=1+ TO
ab 0
3. Tasa basica de defensa: Se deduce de la expresién anterior:
cA
Iy = —.
07 ab

4. Tasa basica de reduccion de un virus:

1
Ph=|1-—=)I.

4.1. Analisis del modelo con respuesta inmunitaria

El andlisis de este modelo es analogo al del modelo (1) (modelo basico de
dinamica viral), con lo cual procederemos a exhibir los resultados, tomando en
cuenta que nuestro modelo ahora esta definido en R% .

Positividad.
Definimos Ry, = {(z,y,v,2) e R*: 2> 0,y > 0,v > 0,2z > 0}.

Formalmente, la positividad de (7) se establece en el siguiente resultado.
Proposicién 3. Sea ¢ : [ty,00) — R* una solucién de (7). Si ¢(ty) € R,
entonces ¢(t) € Réo paratodot € [tg, o).

DEMOSTRACION. Notemos que si z (tg) = 0, el sistema (7) se reduce al modelo
(1), con lo que la demostracion se reduce a la demostracion de la proposicion 2.
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Por otro lado, para analizar las componentes en la regién donde z > 0., note-
mos que z sblo esta presente en las dos Ultimas ecuaciones del sistema (7), por
lo cual basta analizar las componentes en la regién donde y = 0y z > 0. Con lo
que se tienen los siguientes casos:

(1‘0 > O,yo =0,19 > 0,29 > 0),($0 > O,yo =0, =0,29 > 0),
(1‘0 =0,y =0,9 > 0,29 > O), (.’L'() =0,y =0,19=0,20 > 0); cuya demostra-
cién es analoga a la mostrada en la Proposicion 2. O

Puntos de equilibrio.

Teorema 4. El sistema (7) posee tres puntos de equilibrio dados por
(A
X1 =(5,0,0,0),
Xz = (s S (Ro— 1), 4 (Ry—1),0) y

— (A b dRg Bo _
X3_(dR1’c’BIo7a{RI D

DEMOSTRACION. La prueba es inmediata al resolver el sistema algebraico

A —dx — Bzv =0,
Brv —ay — pyz = 0,
ky —uv =0,

cyz —bz = 0.

Estabilidad.

Lema 4. E/ dnico conjunto positivamente invariante para el sistema (7) contenido
en

*

v+

FE = {Xg—l—ﬂl <0,y 1,0) +M464:/,L1,M4ER}QR§O

es el punto de equilibrio X»

www.fcfm.buap.mx/assets/docs/publicaciones/Modeliza.pdf



172 Analisis de modelos de la dinamica de virus dentro de un hospedero

Lema 5. E/ dnico conjunto positivamente invariante para el sistema (7) contenido
en

u
B = {Xs+ 1 (0,2,1,0) + e : pu, g € R NRE,

es el punto de equilibrio X3

Teorema 5. El sistema (7) definido en el octante no negativo de R* con condi-
ciones iniciales en su interior siempre posee un punto de equilibrio globalmente
asintéticamente estable,

(i) X1 si la tasa basica de reproduccion Ry < 1,

(i) X2 si la tasa basica de reproduccion Ry > 1 y la tasa basica de reduccion
devirus Py <1,

(iii) X5 si la tasa basica de reproduccion Ry > 1 y la tasa basica de reduccion
de virus Py > 1.
DEMOSTRACION. Notemos que para X € R‘éo es necesario que Ry > 1,y para
que X3 € Rio es necesario que Ry < 1yque g‘“—‘; > 1.

Consideremos (z*, y*,v*, z*) un punto de equilibrio del sistema (7) y consi-
deremos también la funcién escalar V : Rio — R definida en (4), donde las
constantes 6 relativas a las coordenadas x e y seran 1; la relativa a v se deno-
tara por ©, y su valor se especificara de acuerdo al punto de equilibrio que se
esté analizando; por ultimo, la constante 6 relativa a la coordenada z sera %

Notemos que la Proposicion 1 nos garantiza que basta mostrar que 1% () <0
en Rio para que todas las soluciones con condiciones iniciales en R‘;O se aproxi-

men al mayor subconjunto de £ = {x € ]R420 V(z) = 0} gue es positivamente

invariante para (7); posteriormente mostraremos que este conjunto sélo puede
ser el punto de equilibrio en cuestion.

De las propiedades de la funcién V' probadas en el teorema 1 tenemos que
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V(afay;’/;z) I‘ (7_1n*)+y*<y%_lny%)+@V*(VL*—1HL)

Mas aun,

V(:p,y,y,z):A—d:c——nLdm + Br*v —ay — ﬁny*+ay*+zy*+®k‘y—
@uv—%%—@uv*—%—yz +7

1. Consideremos X; = (z*,y*,v*,2%), Ro <1y © = £, con lo que
V (X1) = Vi (X1) + Vo (X1) + V3 (X1), donde
Vi (X1) = A —do — 22 4 do¥,
Vo (X1) = Bra” — 4,

Vs (X)) = -2

[

~ Notemos que de la parte 1 de la prueba del teorema 3 se deduce que
Vi(X1) <0y Va(X1) <0.

Por otra parte vemos que en Vg (X1) las constantes b,c,z son constan-
tes positivas, con lo que V3 (X;) < 0.

Por lo tanto, V (X;) < 0.

Siendo la igualdad valida si z = z* y z = 0. Notemos que dicho lo
anterior, el sistema (7) es igual al sistema (1), y como las coordenadas del
punto de equilibrio X del sistema (1) coinciden con las de este modelo, se
sigue del lema 4 que el mayor conjunto positivamente invariante en E es
el punto de equilibrio X;. Ademas, por el teorema de LaSalle (teorema 12,

www.fcfm.buap.mx/assets/docs/publicaciones/Modeliza.pdf



174

Analisis de modelos de la dinamica de virus dentro de un hospedero

capitulo 3), se tiene que X; es globalmente asintéticamente estable.

Consideremos Xo = (z*,y*,v*,2%), Ry > 1, P <1y © = {, con lo que
V(X2) = Vi (X2) + Vo (Xa),

donde

Vi (X) = A —dz — 22" 4 da* + By — BEAD 4 qyr — awr — aiz y aw

Vs (X2) = zy* — bz

C

Notemos que V; (X3) es la misma funcién que usamos en la demostra-
cion de la parte 2 del teorema 3, por lo tanto V; (X2) < 0.

Por otra parte, sustituyendo el valor de z* en Vg (X2), se tiene

Va (Xy) = 22 (1—%).

Vemos que, como gﬁj = Py < 1, tenemos que R; > Ry, de donde
V2 (X3) <0.

Por lo tanto, V (X,) < 0, siendo la igualdad valida sélo si z = z* y
vyt = y*v.

Del lema 5 tenemos que X, es el mayor conjunto positivamente inva-
riante en F, y del teorema de LaSalle se tiene que X, es globalmente
asintéticamente estable.

3. Consideremos X3 = (z*,y*,v*,2*), Ry > 1, Py > 1y © = “£ con lo que

V(Xs) = A do” + ay + 278" + B = [do+ A2 (1 5fig )| - 2ot

_ Bxvy*  x*pkyv*
Y uv .
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Ahora manipularemos la expresién anterior por partes:

A::A+d:c*+ay*+a:*/3v*+%:A[?’—Rﬂ.

Ademas,

— xRy Yy uy ~ Rilp rx*kyuv Rrly?

B = Az*Ry _ PBrvy*  z*Bkyr* _ ARg (:E*Qkyuv—o—zzuzy?—i-rr*kzyQ) > 3 ARg
donde la uUltima desigualdad se obtiene aplicando la desigualdad entre la
media aritmética y la media geométrica a los nimeros £, 422 y kv gign.

= rky I uw?
. s 7 . 2
do la igualdad valida sélo si z*" kyuv = 22u?v? = za*k?y?.

Por otro lado, consideremos

— Az* R A [(dzRp)?4A2 2
C'_dx—i_%(l_Rl(}o) ~ Ry [W 22}%717

donde la ultima desigualdad se obtiene aplicando la desigualdad entre la

" i 2o . o . dzRy A
media aritmética y la media geométrica a los nimeros =y Tl

Siendo la igualdad valida sélo cuando dxzR; = ), es decir, x = x*.

Por Ultimo tenemos:
V(X3)=A-B-C

1 A ARy 1 Ry L7
§A<37R—I)72R—173R110:3)\<17R—1710R1):3>\ 1— ) =0,

. . s e . 2
siendo la igualdad vélida sélo si z = z* y *" kyuv = 2%u?v? = za*k?y?

uv

Del lema 5 se sigue que el mayor conjunto positivamente invariante en
E es el punto de equilibrio X3, y del teorema de LaSalle se tiene que X3
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es globalmente asintéticamente estable.

5 Aplicacion del modelo basico de dinamica viral

En esta seccién veremos una aplicacién del modelo béasico de dindmica vi-
ral aplicado a la poblacion de virus del SIDA, VIH-1, donde suponemos que el
numero de células de tipo CD4+T permanece constante con el paso del tiempo.
Se simula el comportamiento de la poblacién del virus teniendo en cuenta la va-
riacion de la poblacion de las células que los reproducen. Por lo tanto vamos a
considerar las siguientes tres poblaciones:

e x(t) poblacion de células de tipo CD4+T.

e y(t) poblacion de células de tipo CD4+T infectadas por el virus del SIDA,
VIH-1.

e u(t) poblacién de virus del SIDA, VIH-1.

Para realizar la simulacion del modelo necesitamos conocer los factores que
modifican las poblaciones anteriores. En este caso suponemos que el nimero
de células infectadas y(t) varia y esto influye en las variaciones que se producen
en la poblacion de virus.

Si consideramos que una célula infectada produce aproximadamente & = 50
viriones por célula/dia y que la destruccién natural sin ningln tipo de terapia se
calcula a partir de la vida media del virus en cada paciente, y que la vida me-
dia del virus es el tiempo que tiene que pasar para que de una poblacién de v
viriones por mm? pase a una poblacion de v/2 viriones por mm?, y se denota

por t1 /5, entonces la destruccion natural (equivalente a la tasa de mortalidad que

depende de cada paciente) se calcula como u = 2

ty/2”

Ademas, las células de tipo CD4+T experimentan una produccién constante,
es decir, independiente del nimero de células existentes. La produccién, que
denotaremos por ), es de 2 células por mm? al dia; su tasa de mortalidad natural
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es de d = 0.01 por dia. Una célula sana pasa a ser una célula infectada mediante
una colaboracion entre los viriones y las células infectadas, pues el virus del VIH
deposita su material genético y sus enzimas en la célula CD4; con la ayuda de la
transcriptasa inversa, el virus del VIH forma ADN viral, conocido como ADN-VIH,
y usando la integrasa, el virus del VIH inserta su ADN-VIH en el ADN celular, de
modo que utilizando ahora una enzima en su nucleo, la célula CD4 produce ARN
viral y ARNm. Las enzimas de la célula producen largas cadenas de proteinas
que contienen las piezas del virus del VIH, las cuales emigran hacia la membrana
de la célula, liberandose y produciendo un virus maduro, capaz de contagiar una
célula sana. Este contagio puede por tanto entenderse que se produce o bien
entre células sanas y células infectadas o bien entre células sanas y viriones.
En cualquiera de los casos, este contagio se produce a través de una tasa (3
de 0.004mm? por virién/dia o por célula infectada/dia. La tasa de mortalidad de
una célula infectada es a = 0.33 por dia. Con estos datos y los valores dados
por la siguiente tabla, podemos determinar las variaciones de cada una de las
poblaciones [6].

Paciente | CD4+T células | viremia plasmatica v, | vida media del virus,
(mm3) (viriones por ml x103) t1 /9 (dias)
301 76 193 2.3
303 293 41 3.3
306 312 175 1.3
401 228 101 1.7

Tabla 3: Datos tomados de [13]

De acuerdo con el andlisis matematico que se realiz6 en las secciones 4.1, 3.1
sabemos que el sistema tiene 2 puntos de equilibrio. Veamos el comportamiento
de las 3 poblaciones para el paciente 303.

e Elpunto X; = (3, 0, O), de acuerdo con los datos anteriores, toma el valor
X1 = (200,0,0). Si calculamos R, usando los valores del paciente 303,
obtenemos Ry = 577.07, de modo que Ry > 1. Entonces, por el analisis
realizado, se tiene que el punto de equilibrio es inestable, esto es, si parti-
mos de datos iniciales cercanos a éstos, deberia llevarnos con la evolucién
en tiempo a estos valores, lo cual no ocurre, como podemos ver en la figura
4, donde tomamos como valores iniciales o = 199, yo = 1, 1y = 1.
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Poblacién de células CD4+T Poblacién de células CD4+T infectadas
200 150
150
100
x 100 >
50
50
0 0
0 10 20 30 0 10 20 30
tiempo (t) tiempo (t)
Poblacién del virus de VIH-1
15000
10000
>
5000
0
0 10 20 30

tiempo (t)

Figura 4: Punto de equilibrio inestable del paciente 303

e El punto de equilibrio X, = (TIA%O’ G (Ro—1), 4 (Ro — 1)) es distinto pa-
ra cada paciente, ya que la tasa de mortalidad del virus depende de cada
uno, en funcion de la vida media. Si calculamos R, usando los valores del
paciente 303 obtenemos Ry ~ 577.07, de modo que Ry > 1. Por el analisis
realizado se tiene que el punto de equilibrio es estable, es decir, indepen-
diente de los valores iniciales que tomemos, cuando evolucionan respecto
al tiempo llegamos a estos valores. En la figura 5 se aprecia la evolucion
de las poblaciones en el enfermo 303. En este caso el punto de equilibrio
es (0.3465,6.0487,1440.175).
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Poblacién de células CD4+T Poblacién de células CD4+T infectadas
200 150
150
100
x 100 >
50
50
0 0
0 20 40 60 0 20 40 60
tiempo (t) tiempo (t)
Poblacioén del virus de VIH-1
15000
10000
>
5000
0
0 20 40 60

tiempo (t)

Figura 5: Punto de equilibrio estable del paciente 303

6 Conclusiones

Debido a que el modelo para la situacion bioldgica tiene sentido con los
parametros definidos en el octante RA;O, en este trabajo se consider6 que x*
es un punto de equilibrio globalmente asintéticamente estable, si toda solucién
que inicie en ese octante converge a z*.

e Modelo de dinamica viral basico, sistema (1).

« Sila tasa basica de reproduccion Ry es menor o igual a 1, tendremos
un punto de equilibrio X globalmente asintéticamente estable, lo que
en términos bioldgicos significa que la infeccion viral tendera a ser
erradicada y la concentracion de células susceptibles tendera a la
normalidad (esto es, al valor constante g ).
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+ Si la tasa basica de reproduccién Ry es mayor que 1, tendremos un
punto de equilibrio endémico X» globalmente asintéticamente esta-
ble, lo que tiene como consecuencia que la coordenada v(t) relativa
a la concentracién viral sea distinta de cero y el virus no sea erradica-
do del organismo.

e Modelo de dinamica viral con respuesta inmunitaria, sistema (7).

Este modelo posee tres puntos de equilibrio, el punto de equilibrio X, que
es el mismo que en el caso anterior, y otros dos puntos de equilibrio, X5 y
X3, cuya estabilidad global estara determinada por el valor de Ry (tasa de
reproduccion de un virus) y de Py (tasa de reduccién de un virus).

e Sila tasa basica de reproduccion Ry > 1, tenemos:

o Si Py < 1, entonces X, sera globalmente asintéticamente es-
table y la concentracion viral tendera a aproximarse a un valor
d
5 (Ro—1).

o Si Py > 1, entonces X3 sera globalmente asintéticamente es-

table y la concentracion viral tendera a aproximarse a un valor
d Ry
Blo"

En términos biol6gicos esto significa que la infeccién viral seguira per-
sistiendo a lo largo del tiempo, por lo que el sistema inmunitario no
sera capaz de erradicar la infeccion (como ocurre en el caso de la
hepatitis C).
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Capitulo 10
Determinacion del defecto de una superficie optica

Juan Alberto Escamilla Reyna!, Maria Monserrat Morin Castillo?,
José Jacobo Oliveros Oliveros®, José Alberto Serrano Mestiza'

Resumen

De la férmula de Malacara que se usa para la prueba de Ronchi en espe-
jos esféricos, se obtiene una ecuacion diferencial de primer orden no lineal,
cuya solubilidad se estudia por medio del teorema de existencia y unicidad
para ecuaciones diferenciales dadas en forma implicita. Con esto se en-
cuentran condiciones bajo las cuales el problema de determinar el defecto
en la superficie optica tiene solucion y es unica, a saber, se requieren tanto
la condicién inicial en un punto de la superficie como el valor de la derivada
en ese mismo punto. El teorema 3 establece todas las hipdtesis para obte-
ner este resultado, que se ilustra a través de ejemplos numéricos, para lo
cual se elaboraron programas en MATLAB.

1 Introduccion

El Ronchigrama convencionalmente se usa en la elaboracion de superficies
opticas ([6], [5], [2], [3]). Esta aplicacidn se ha usado también para obtener infor-
macién acerca de las aberraciones en espejos astronémicos tallados por aficio-
nados. El problema de determinar la aberracion transversal a través de la prueba
de Ronchi es de importancia por la simplicidad del sistema. El problema puede
considerarse como un problema inverso en el que se conoce el patron de franjas
(aberracién transversal) y se trata de determinar el defecto en la superficie que
genera el ronchigrama (que es una perturbacién de la superficie ideal). Para esto
se utiliza la formula de Malacara que relaciona la aberracion transversal con la
derivada de la superficie que representa al espejo. El problema de la existencia y
unicidad se estudiara en una primera etapa, cuando se considera que el espejo
tiene simetria a lo largo del eje éptico.
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184 Determinacion del defecto de una superficie éptica

2 Ecuaciones no resueltas con respecto a la derivada

La relacién entre el defecto de una superficie y la aberracion transversal dada
por la férmula de Malacara lleva a una ecuacion en la cual la derivada esta dada
en forma implicita. Por ello, se incluye el material de esta seccién, que se puede
consultaren [1]y [11].

El teorema clasico se presenta para el caso en el que la derivada esta despe-
jada, es decir, en la forma

Y =f(z,y).

Sin embargo, existen problemas en los que la relacion entre la funciéon y su
derivada esta dada en forma implicita, es decir, en la forma

F (z,y,y) =0. (1)

En este trabajo se estudia el teorema de existencia y unicidad para la ecua-
cion (1). A diferencia del teorema clasico, donde sélo se requiere una condicién
inicial para garantizar la unicidad, en este caso se requiere una condicion adi-
cional sobre la derivada de la funcion. Se desarrollan ejemplos para ilustrar este
teorema.

2.1. Teorema sobre la existencia y unicidad de la Solucion.

Vamos a considerar la ecuacion diferencial general de primer orden de la
forma

F (m,y,y’) =0, (2)

y determinaremos condiciones suficientes para la existencia de soluciones de
esta ecuacion. La funcion F' en este dominio da una relacién entre la incégnita
y, Su derivada iy’ = % y la variable independiente . Si esta relacién se pue-
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de resolver con respecto a la derivada 3/, entonces obtendriamos una o varias
ecuaciones diferenciales de primer orden resueltas con respecto a la derivada

vo=fe(zy), (k=12.). 3)

Supongamos que la funcién fi (z,y) en una vecindad del punto (x,y0) en
el plano (z,y) satisface los supuestos de los teoremas de existencia y unicidad
para la solucion del problema del valor inicial de Cauchy para ecuaciones de
primer orden resueltas con respecto a la derivada. Entonces, existe una y sélo
una curva integral v, (x) para cada una de estas ecuaciones (k = 1,2,...) que
pasan a través del punto (zo, yo). Todas estas curvas son solucion de la ecuacién
diferencial dada (2). La direccion del vector tangente de la curva yi () de la
ecuacion (3) en el punto (zg,yo) estd determinada por el valor de la funcién
fx (xo,yo)- Si estos valores difieren, las curvas de la ecuacién (2) pasan a través
del punto (zg,yo), pero la direccién del vector tangente de estas curvas en el
punto (g, yo) difiere. Por lo tanto, con el fin de especificar una solucién definitiva
de la ecuacion (2), es necesario no solo elegir un dato inicial, es decir, el valor de
la solucion y (x) en el punto z,

y (x0) = Yo, (4)

sino también especificar el valor de la derivada de la solucion en este punto:
y' (x0) = y,. Obviamente, este valor no puede ser elegido arbitrariamente, y,
debe ser una raiz de la ecuacion

F (5130790,?/6) = 0. (5)

Asi, la existencia de la solucién de la ecuacién (2) esta relacionada con la
posibilidad de resolverla con respecto a /' y a la existencia de la solucion de las
ecuaciones (3). Asi, puede hallarse una condicién suficiente para la existencia de
una solucion de la ecuacion (2) usando la condicion de existencia de una funcién
implicita y su continuidad junto con su derivada.

Con el objetivo de presentar el esquema de ideas completo, se incluye el
teorema de la funcién implicita, cuya demostracion puede hallarse en [9].
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186 Determinacion del defecto de una superficie éptica

Teorema 1 (Teorema de la funcion implicita). Sea A un subconjunto abierto de
R™™, (a,b) € A,n € NU{oo}, y f : A — R™ una funcién de clase C" en A.
Supongamos que f (a,b) =0y

o (@) g (@)
: : # 0.
m a m

2@1 (ab) - Y= (a)

Entonces existe una vecindad U de a en R™ y una vecindad V de b en R™
tales que U x V' C A, y una unica funcion ¢ : U — V tal que f (z,¢ (z)) =0
para todo x € U. De hecho,

{(z,y) eUXV: f(2,y) =0} ={(z,y) eEUxV:iy=9p(x)}.

En particular, ¢ (a) = b. Ademas, ¢ es de clase C" enU.

El siguiente teorema es de vital importancia, ya que se usara para demostrar
el resultado principal de este trabajo.

Teorema 2 (Existencia y Unicidad.). Supongamos que en algtin rectangulo ce-
rrado tridimensional Ds, con centro en el punto (x, yo, y;), donde y;, es una raiz
real de la ecuacion F (xo, yo, y,) = 0, se tienen las siguientes condiciones:

a)F(z,y,y') es continua con respecto al conjunto de sus variables junto con
las derivadas parciales 2L ¥4 By”

b) [gy (xo,yo,yo)} # 0.

Entonces, en una vecindad del punto = = x( existe una soluciény = y (z) de
la ecuacion (2) que satisface las condiciones

y(z0) =vo, ¥ (x0) = o, (6)

y esta solucién es unica.
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DEMOSTRACION. Por las suposiciones de a) y b) del teorema, tenemos las con-
diciones para la existencia y unicidad de la funcién implicita

y/:f(xay)7 (7)

que en una vecindad del punto (zo, o, y,) satisface la condiciéon

y6 = f (33‘0, yO) ’ (8)

y existe un rectangulo cerrado Dy con centro en el punto (zg,yo) en el cual la
funcién f (x,y) es continua junto con la derivada g—’;, la cual puede ser calculada
usando la regla de la cadena

af _ o (w,y, f (2,9))
Oy G5 (x,y, f(z,y))

9)

Pero esto significa que el problema del valor inicial (2) posee una unica solu-
cion en el intervalo cerrado

|z — xo| < H, (10)

de modo que todas las suposiciones de la existencia y unicidad de los teoremas
se cumplen. El teorema esta probado.
O

Si las curvas integrales de las ecuaciones (3) que se cruzan en el punto
(0, yo) poseen una tangente en comun (en ese mismo punto) cuyas direccio-
nes son determinadas por el valor y;,, entonces las condiciones de unicidad para
la resolucion en ese punto de la ecuacion (2) con respecto a 3’ no se cumplen
en ese punto.

En las siguientes subsecciones se ejemplifican dos técnicas para resolver
ecuaciones en las que la derivada esta dada en forma implicita. En los ejemplos
se obtienen las soluciones de forma exacta, lo que permite validar los programas
elaborados para resolver las ecuaciones que se obtienen al despejar la derivada.
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2.2. Despejando respecto de la derivada.

A fin de ilustrar esta técnica, que se utilizara mas adelante para hallar el de-
fecto, consideremos el siguiente:

Ejemplo 1. Consideremos la ecuacién
(1) — (22 + )y’ + 20y = 0. (1)

Resolviendo con respecto a la derivada 3’, obtenemos dos ecuaciones de
primer orden resueltas con respecto a la derivada

Y =v, (12)

/

y =2z, (13)

cuyos lados derechos satisfacen las suposiciones de existencia y unicidad para
la solucion del problema del valor inicial en cualquier punto del plano (z,y). Las
soluciones generales de las ecuaciones (12) y (13) son respectivamente de la
forma

y = Cre” (14)

y ="+ Cy, (15)

donde las constantes C'; y Cs se pueden determinar por las condiciones iniciales.
Es claro que una curva de la familia (14), asi como una curva de la familia (15)
pasan por cualquier punto del plano (x,y), y las curvas de estas familias poseen
una tangente en comun ¢’ (z9) = 2z en los puntos de la linea y = 2z, nétese
que en la Gréfica 1, por un mismo punto pasan dos soluciones. En el punto (0, 0),
la curva y = 22 es tangente a la linea y = 0, que es la solucién particular de la
ecuacion (14) obtenida de la formula (14) al poner C; = 0. Asimismo, la curva
y = 2 cruza la curva y = (2/e)2 e de la familia (14) enelpuntoz =2,y =4,y
ambas curvas poseen una tangente en comdn 3’ = 4 en ese punto. Asi, la linea
y = 2z es el lugar geométrico de puntos donde las suposiciones del teorema
de unicidad para la solucién de la ecuacién (11) se rompen. En esos puntos, la
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15

Gréfica1:a) y = 2%;b) y = 22 + 1;¢) y = (2/e)e”; d) y = (2/e)%e”; €) y = 21.

condicién b) no se cumple, ya que 2—5|y:2x = 0. Derivando con respecto a ' y
usando la ecuacién (13), se tiene que

oF
o = 2y — (22 4+ y)|y=22
= 2(2z) — (22 + 22)

= 4x —4x = 0.

2.3. Introduccion de un parametro.

El teorema 2, probado en la seccioén anterior, garantiza, bajo ciertas condicio-
nes, la posibilidad de reducir la ecuacion (2) a la ecuacion (3) y la solubilidad de
la segunda. Sin embargo, la realizacion efectiva de esta posibilidad y el éxito de
la integracion de la ecuacion (7) obtenida de este modo a menudo se encuentra
con dificultades considerables. Por lo tanto, en muchos casos, es mas convenien-
te tener otros métodos para la integracion de la ecuacion (2). Comencemos con
el caso en que la ecuacion (2) puede ser facilmente resuelta respecto a la propia
funcién desconocida

Es conveniente introducir la notacion 3’ = p y reescribir (16) en la forma
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Suponiendo la existencia de la solucién y (z) de la ecuacién (2), podemos
diferenciar la relaciéon (17) respecto de la variable independiente x. Entonces
obtenemos

W pay=2L OFdp

La relacion escrita arriba es una ecuacion diferencial de primer orden respecto
a %. La solucién general de (18) puede escribirse en la forma de una familia de
parametros

p(z) = ¢ (2,0). (19)

Por lo tanto, usando (17), podemos obtener una familia de soluciones de la
ecuacion (2) en la forma

y:f(xu(p(xaC»u (20)

y, con el fin de resolver el problema del valor inicial, nos queda por determinar el
valor de la constante C' usando las condiciones iniciales.

Ejemplo 2. Consideremos la ecuacion
(v)" oy +y=0. (21)
Esta ecuacion se puede reescribir en la forma (17):

y = xp — p?, (22)

de modo que p = p + (= — 2p) %, es decir,

d
(z — 2p) ﬁ =0. (23)
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La ecuacion (23) tiene como familia de soluciones

plr)=C (24)
y, por otra parte, la solucion
X
p(z) =3 (25)

Asi, tomando en consideracién (22), obtenemos la soluciéon de la ecuacién
(21) en la forma
y(z) = Cx — C? (26)

y(z)=—. (27)

701

~10 s 0 5 10 x 15
g g : . s 2
Grafica 2: Grafica superior: solucion y = “-.

Es facil ver que, para cualquier punto (xo, yo) perteneciente al dominio donde
la solucién de la ecuacién (21) existe, dos curvas distintas de (26), correspon-
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dientes a dos valores de la constante C, pasan a través de él (Gréaficas 2 y 3).
Notese ademas que las condiciones del teorema de existencia y unicidad se sa-
. . . . 2 ;g

tisfacen en la region que se encuentra por debajo de la solucion y = %~ (Grafica

2).:
e (28)
=5 4 Yo-

A fin de especificar una Unica solucion (del problema del valor inicial) que
pase por el punto (o, yo), debemos elegir el valor ¢’ (x¢) = y, que determine la
tangente a la curva integral en ese punto. También vemos que la solucién (27)
de la ecuacion (21) posee la siguiente propiedad: en cada uno de los puntos, la
curva y = x2/4 es tangente a una de las curvas (26), lo cual significa que la
curva y = 2 /4 es el lugar de todos los puntos a través de los cuales pasan dos
soluciones de la ecuacion (21), teniendo las soluciones una tangente comun en
cada uno de esos puntos. En los puntos de la curva y = 2% /4, la condicién b) del
teorema 2 no se cumple:

OF _ oy
oy -
y=22/4

3 Aplicacion a un problema de pulido de superficies

3.1. La formula de Malacara.

En este trabajo se estudia el problema de determinar el defecto de una su-
perficie Optica a partir de la llamada férmula de Malacara, obtenida de la prueba
de Ronchi, que relaciona la aberracién transversal con la derivada de la super-
ficie 6ptica. Se hallan condiciones para garantizar un resultado de existencia y
unicidad de la recuperacion del mencionado defecto. Esto es un tema basico en
ecuaciones diferenciales, y debe mencionarse que los teoremas son locales, por
lo que deben aplicarse con cuidado para no violar las hipétesis establecidas en
dichos teoremas. Para hallar el defecto de la superficie en los ejemplos numéri-
cos desarrollados se utilizé la funcion de MATLAB ode45, la cual usa un método
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En cada punto hay dos
soluciones, por lo que es
necesario conocer la
derivada.

-100
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-3001
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-5001
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Grafica 3: Soluciones numéricas de la ecuacion (21).

de Runge-Kutta. Se muestran ejemplos numéricos de la recuperacion del defec-
to y de ellos se concluye la estabilidad de la recuperaciéon con respecto a los
parametros del problema.

Lo siguiente se puede consultar en [6]. Para encontrar el Ronchigrama del
espejo, se considera la Figura 1, en la cual el eje éptico es el gje z, el vértice del
espejo es tangente al plano x — y, una fuente puntual de luz estad en (0,0, L) y la
rejilla de Ronchi coincide con el plano z = D.

La siguiente ecuacion representa la superficie del espejo:

f(x,y)—2=0. (30)

Un vector unitario N, perpendicular a la superficie del espejo en el punto
(x,y) esta dado por
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(X7, £ (X.7)]

(a,Y,,D)

/ N .
/ (0,0,L) | ’
(0,0,D)

Figura 1: Disposicion de los elementos para la prueba de Ronchi. Elaboracién propia a
partir de [6].

(31)

Un vector S; a lo largo del rayo desde el punto (0,0, L) e incidente en el
espejo en el punto (z,y) esta dado por

. [acﬂ—yj—(L—f)ff}

S1 = [3;2 4 (D f)Q} 1/2°

(32)

Se puede obtener el vector unitario en la direccién del rayo reflejado usando
la ley de reflexién en forma vectorial como sigue:

5}:@—2(5}1\7)1\7. (33)
Este vector es de la forma

So = (S2), i+ (S2), j + (S2), k. (34)
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Por lo tanto, de la ecuaciones (31) a la (34) se puede obtener

s, | () ()] 2% [+ w0
- . (35)
(52), (f — L) [(%)2—#(%)2_1] +2[$%+y%]

Suponiendo ahora que el espejo es rotacionalmente simétrico, podemos es-
cribir f (z,y) = f (R), donde

R= (224" (36)

Asi, obtenemos

2
_ (4T 2L=f) df
(S2), x [1 (dR) R dR}

- . (37)
S 2
(52 (L _p [1 - (%) + 235{%]
La figura 1 permite ver que la ecuacion del rayo reflejado es
— — D —
(e—2) (wo—y) _(D-f) (38)

(52), (S2), (S2),

donde («, yo, D) es el punto en el que el rayo reflejado interseca la rejilla de Ron-
chi.

La ecuacion de una franja de Ronchi en la superficie del espejo esta formada
por todos los puntos de interseccién con el espejo de todos los rayos que pasan
através de la linea x = « en la rejilla de Ronchi, por lo tanto la ecuacién de esta
franja es

a—T o (52)x
D — f B (52)2' (39)
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Usando las ecuaciones (37) y (39),

. (L—f){ (f)]+2R A

2
(D+L-2f) {1_(;@;) } 424 [R— 2000

De esta ecuacion podemos ver que, si consideramos todas las interseccio-
nes de las franjas de Ronchi con un circulo centrado en el espejo, la separacion
Ax entre estas intersecciones es constante, ya que la separaciéon A« entre las
lineas en la rejilla también es constante.

Si usamos coordenadas polares (R, #), la ecuacién de las franjas sobre la
superficie del espejo es:

L—f
cosf B R

“ _(D+L—2f)[ (df)]+2df[R (D=f)E])

(41)

El lado derecho de la ecuacién (41) depende sélo de R. A fin de encontrar
el patron, se le da a « un valor constante igual a un mdltiplo de la separacion
entre lineas en la rejilla de Ronchi, y se calculan los valores de cos 8 para varios
valores de S hasta obtener la franja completa. Después de esto, el procedimiento
se repite para el siguiente valor de a.

No hay un valor de 6 para todos los valores de R, pues la franja puede no
cruzar el circulo de radio R en el espejo. Si cos 6 se calcula para un determinado
valor de R que no existe para tal franja, el valor obtenido sera mayor que el valor
absoluto de 1.

El dltimo valor que se usara al incrementar « es para el cual |cos 0| > 1, para
todos los valores de R en el interior del espejo.
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3.2. Caso de simetria radial.

El caso en el que el defecto tiene simetria radial se ha planteado en [5], donde
se propone hallar el defecto por medio de ajustes sobre espacios convenientes.
En lo que sigue se estudia el problema de existencia y unicidad. Malacara dedu-
ce que cuando se usa la configuracion de la (Figura 2), la aberracion transversal
T en la rejilla de Ronchi esta dada por

. 2 . (lr=2)(lg—=
st 291 (8] 2 ot
lf*Z dz 2 dz
= i ()] -2

donde p = (ar:2 + y2)1/2 es la distancia del eje dptico (eje z) al punto en el es-
pejo, (0,0,1) son las coordenadas de la fuente, y [, define la rejilla del plano de
Ronchi. En la ecuacion (42) suponemos que la superficie es simétrica sobre el
eje z, es decir, z = z (p).

T (p) =

;o (42)

Superficie bajo prueba

Rejilla
1

Fuente

>
>

i
1
> !
lf R VA
\ 1

Figura 2: Configuracion usada en la prueba de Ronchi. Elaboracion propia a partir de [6].

Supongamos que zq es la superficie ideal, ¢ representa el defecto y sea z =
zo + € la superficie real. Entonces, podremos reescribir la ecuacion (42) de la
siguiente forma:
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, D —(A—2z)e+e? D — (A —2z)e—e2]?
E‘[“ O (T () - 20)e }i\/{ Ot (T ()~ 20) } L

Para hallar la ecuacion anterior se hace la siguiente manipulacion algebraica:
De (42) tenemos que

[A—Q(Zo—i-é) ~ T (p) (lf_ (ZOJFE))} (d(20+€))2+

2 [r) -0+ <zr<zO+e>><zfp<zO+e>>] (di%%)) .
p p
[2(z0+e)—T(p)(ZO+€)}+[T(Z)ZT—A]:o, (44)

donde A = I; +I,. Sea B = %2; [B (p) = %2 (p)} . Tenemos que

12009 (L0029 +

d de\?
B2 2BY ¢ <5>
p

dp dp

QP@%W+Ur(m+@Mﬁm+@q<B+k>+

) dp
T (p) (;0“')} " {T(g)l" —A] —0. (45)

[2 (20 +¢) —

Desarrollando términos obtenemos
2
[C+(T(p)—2p)e] (¢)" +

2[B(C+(T(p)—2p)e)+pT (p) = p* + Iy — 20 — &) Iy — 20 — )] '+
2Be® + [(T (p) — 2p) (B> —1) — 2B (A — 2%)] e
2 [pT (p) — p* + (I — 20) (Iy — 20)] B— C =0, (46)
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donde C' = Ap + 2pzy — T (p) (If — 20).

Sean D = pT'(p) — p* + (I — 20) (Iy — 20), E = (T'(p) —2p) (B*> — 1) —
2B (A—ZZ()).

Reescribiendo la ecuacion (46), obtenemos

9 D—(A—220)e+e2 C(B?-1)+2Be?+Ee+2BD
()" +2 | B~ 310202 }EI crT e =0 (47)

Finalmente, resolviendo con respecto a la derivada ¢/, se obtiene (43).

Asi, si queremos hallar el defecto ¢, debemos resolver (43). Sin embargo,
procederemos de otra manera. Si se considera directamente z, siguiendo un
procedimiento similar al caso del defecto ¢, obtenemos

N o [PT () =P+ —2) (- —2)] , .
(z')" +2 Ap—20 =T () Uy =) 7 —1=0. (48)

Pasemos al analisis de (48). Como primer paso debemos dar condiciones
para que el denominador que aparece en (48) sea diferente de cero. De hecho,
si ly # z, podemos concluir que Ap — 2pz — T (p) (If — z) # 0. Veamos que
efectivamente el denominador es distinto de cero. Para ello, supongamos que si
Ap—2pz—T (p) (Il — z) =0, entonces

T(p)(ly—z)=p(A-22),
de la figura 2 se obtiene que Iy # z y I, # z, entonces

p(A—22)

T() == — (49)

De las ecuaciones (42) y (49) tenemos
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pih_y Urtl=2) [1—(32)1 + 28 [,o—(“‘z)p(’f‘z)]

2
d
- (%)) 2%

p(A—2z) [lfp_ [1

= <
ly — 2 !

F—z
p
z

- (%)
IR

Iy — =) {(zfﬂr 922) [1— (g—pﬂ vt o %H —

2,0(A2,z)df):2(lfz)‘k[p(lr—z)p(lf—z)

i ]<:>

[p<A—22>—<lf—z> (p— . Z -

la igualdad anterior se cumple si

(I — 2) (I —z)ﬂ d

dz

-0V p(A—2z)—(ly — 2) [ﬂ

b=
) |

Si g—z = 0, entonces z seria una linea recta, lo cual no puede suceder.

Sip(A—2z)—(ly — 2) {p — M/Slfz)} = 0, entonces

a2 <y - ==

P

PlA=22) = (=2 ==l —2) Iy - 2)" =
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pz(lr_z):_(lr_z)(lf_z)Q<:>p2:_(lf_z)27

esta ultima igualdad genera una contradiccion. Por lo tanto, se cumple que

(A=22)p—T(p) Iy — ) # 0.

Finalmente, podemos hallar la aberracién de la transversal T a partir de hallar
z en la siguiente forma

€=12z—29. (50)

El analisis de la unicidad es el mismo para las ecuaciones (43) y (48). En lo
que sigue procederemos con la ecuacion (48) y se hallara el defecto ¢ a través
de (50).

3.3. Resultado de existencia y unicidad.

Se aplicara el teorema 2 de existencia y unicidad a la ecuacién (48) para ga-
rantizar que existe una Unica superficie z, y por lo tanto un Unico defecto ¢, que
produce la aberracion transversal 7.

Teorema 3. Sea T (p) una funcién continua definida en el intervalo [0, p| con
p > 0. Sea zy, = =’ (po) # 0 una raiz real de la ecuacion (48) donde p, < (0, p).
Entonces, en una vecindad del punto pg existe una tnica solucién de la ecuacion
(48) que satisfaga las condiciones

z(po) = 20, # (po) = Z. (51)

DEMOSTRACION. Veamos que se cumplen las hipétesis del teorema 2. Tenemos
que F (p,z,2"),0F/0zy OF [0z son continuas en el intervalo (0, p] con respecto
a los parametros. Para ello usamos la continuidad de T'. Ahora tenemos que
demostrar que
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oF .
[82, (PO,ZO,Z(I))] # 0.

Para ello calculamos la 9F /9= de la ecuacién (48)

or
0z

(52)

W [pT(p) —p*+ Uy —2) (lr—z)}

Ap —2pz =T (p) (Iy — 2)

Ahora, supongamos que % (po) = 0. Evaluando (52) en pg y multiplicando
por Z, obtenemos

o 2 poT (po) — p§ + (ly — 20) (I — 20)] .,
230 (po)" +2 [ Apo —2poZo — T (po) (Iy — Zo) ] =0 ©9

De la ecuacién (48) se tiene que

~1\2 pT (/0> - ,02 + (lf - 20) (ZT - 20) ~
()" +2 [ Ap —2pZ0 — T (p) (Iy — Z0) ] =1 a

De (53) y (54) obtenemos que (26)2 + 1 = 0, lo cual es una contradiccion,
esto se debe a que las soluciones son reales.

Por lo tanto, en una vecindad del punto p = pg existe una Unica solucién
z = z(p) que satisface la ecuacion (48) y las condiciones (51). El teorema
esta probado. O

3.4. Ejemplos numéricos.

En esta seccion se presentan ejemplos numéricos a fin de ilustrar el teorema
de existencia y unicidad y para estudiar la estabilidad del problema con respec-
to a los parametros de entrada y errores en la aberracion transversal. Nétese
que, usando la férmula general para ecuaciones cuadréaticas, despejamos 2’ de
la ecuacién (48) para obtener dos ecuaciones diferenciales de primer orden, a
saber
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+

o [PT(P)—P2+(lf_Z) (lr—Z)]
! Ap—2p2 =T (p) (Iy — 2)

pT (p) —p* + (s —2) (I — 2)7°
\/[ Ap —2pz =T (p) (Iy — 2) ] h

Tomemos zq (p) = p? como la superficie 6ptica exacta en el intervalo [0, 1] =
[0, p]. El defecto ¢ esta dada por ¢ = 62 (sen (dp))?, donde & y d son parametros
para los experimentos numéricos. Realizamos programas en el sistema MATLAB,
en el cual usamos la funcion ode45. En estos programas los parametros mencio-
nados son variables de entrada. Para los ejemplos numéricos vamos a considerar
la ecuacion (48) en el intervalo [0.1,1] para z = p? + 62 (sen (dp))? y la condicién
inicial (Cl) en el punto 0.1. En este caso hay dos soluciones de la ecuacion (48)
con la misma condicién inicial, la cual se muestra en la Grafica 4 para el intervalo
[0.1,0.5]. Para este caso,d = 3,1, = 7,1y =5y 6 = 0.01.

Elijamos la solucion correspondiente tomando la derivada positiva. Para la
superficie Optica de nuestro ejemplo, la derivada en el punto donde estamos
considerando la condicion inicial es positiva. En la Gréafica 5 se muestra el defecto
y su aproximacion, entre las cuales el maximo del valor absoluto MED de su
diferencia es 1.8875e-005. En la Grafica 6 y 7 se muestran las soluciones de
la ecuacion (48) y el defecto y su aproximacion, respectivamente. La condicién
inicial se tomo en el punto 0.5 con condicion inicial en el punto 0.5, entre las
cuales el MED es 7.5057e-005. Se obtienen resultados similares para diferentes
valores de los parametros I, I, 0 y d.
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—Derivada positiva
Derivada negativa

"0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

p

Gréfica 4: Soluciones de la ecuacion (48).

x 10°°

8 — Defecto aproximado
— Defecto exacto

81 o2 03 04 o 05

Grafica 5: Defecto exacto y aproximado.

Modelizacién Matematica, Capitulo 10, pags. 183-208



Juan Alberto Escamilla Reyna, Maria Monserrat Morin Castillo, José Jacobo

Oliveros Oliveros, José Alberto Serrano Mestiza 205
1.2;
Z | |—Derivada positiva

1

Derivada negativa

0.8/
0.6/
0.4/
0.2/
o

085 06 07 08 09 pi

Gréfica 6: Soluciones de la ecuacién (48).

0.012

0.01

0.008¢

0.006

0.004;

0.002r | — Defecto aproximado

— Defecto exacto
85 06 07 o088 09 1
p

Grafica 7: Defecto exacto y aproximado.

Las tablas 1, 2 y 3 muestran los resultados obtenidos al variar los parametros
ly, 1., 0y d. Enlatabla 1 se considera ademas error en la aberracion transversal
T del 10%, 1.0% y 0.1 %, lo cual sera denotado por ET}, ET5 y ET3, respectiva-
mente.
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IC[d] & | I |l | EL, | El, | ETy MED

011|001 | 5 | 7| 0.2471 | 0.0289 | 0.0012 | 4.1354e-06
01 |1 001 |1.2]7|0.3893 | 0.0238 | 0.0024 | 4.3031e-06
04 |1/0001 | 5 | 7|0.2765 | 0.0194 | 0.0019 | 4.1354e-08
0.1 | 10001 |1.2 |7 |0.5287 | 0.0156 | 0.0023 | 4.3032¢-08
01[2] 001 | 5 | 702262 |0.0192 | 0.0071 | 1.2971e-05
01 [2] 001 [1.2] 7 | 04269 | 0.0590 | 0.0045 | 1.3527e-05
01 [2]0001| 5 | 7|0.2769 | 0.0186 | 0.0022 | 1.2971e-07
0120001 [1.2| 7 | 0.4282 | 0.0292 | 0.0001 | 1.3527e-07
01 |3| 001 | 5 | 7|0.2147 | 0.0188 | 0.0009 | 1.8875e-05
01 (3] 001 [1.2] 7 | 04324 | 0.0167 | 0.0009 | 1.9774e-05
01 |3/0001 | 5 | 7|0.2334 | 0.0194 | 0.0008 | 1.8875e-07
0.1 30001 |1.2] 703592 |0.0128 | 0.0014 | 1.9774e-07

Tabla 1: Resultados para diferentes valores de Iy, I, 6, d y errores en la aberracion
transversal T.

Cid] & [ [l MED
01| 1] 001 | 5 | 7 | 41354e-006
01| 1] 001 | 1.2 |7 | 43031e-006
0.1]1/0001| 5 | 7 | 4.1354e-008
0.1|3]0.001|1.2|7 | 1.9774e-007
013|001 | 5 |7 |1.8875e-005
0.1 ]3] 001 | 1.2 |7 | 1.9774e-005
05|1]0001| 5 |7 | 02445
05| 1]0001|12|7| 02695
05|1] 001 | 5 |7]| 02445
05[3| 001 [12|7| 02695
05[3|0001| 5 | 7| 02445
05|3|0001|12|7| 02695

Tabla 2: Resultados para diferentes valores de Iy, I, § y d en el intervalo [0.1,0.5].
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Cl | d 0 ly |1, MED

0.1 |1/ 0.01 5 |7 0.2412
01 1] 001 | 12| 7 0.4011
0.1 ] 1| 0.001 5 7 0.2411
0.1 3]0.001 12| 7 0.4010
0.1 | 3| 0.01 5 7 0.2412
0.1 3] 001 |12 7 0.4011
05|1|0.001 | 5 |7 | 4.7750e-007
05|1]0.001 12| 7 | 6.1221e-007
05| 1| 0.01 5 | 7 | 4.7749e-005
05|3| 0.01 | 1.2 | 7 | 7.5063e-005
05|3|0.001 | 5 |7 | 7.5057e-007
0.5|3|0.001 |12 | 7 | 7.5066e-007

Tabla 3: Resultados para diferentes valores de i¢, [,,, 6 y d en el intervalo [0.5, 1].

Estos resultados numéricos sefalan que el problema es estable numérica-
mente ante perturbaciones de los parametros.

4 Conclusiones

El problema de determinar el defecto en la superficie dptica con simetria radial
a través de la aberracién transversal y la férmula de Malacara no tiene solucion
Unica si s6lo consideramos las condiciones iniciales, es decir, el valor de la solu-
cion z en el punto pg # 0. Es necesario especificar el valor de la derivada de la
solucién en ese punto (diferente de cero). En este caso el teorema 2 da condi-
ciones (continuidad) para la aberracién transversal que garantizan los resultados
de existencia y unicidad para la superficie error. La experimentacion numérica
realizada indica que el problema es numéricamente estable con respecto a las
condiciones iniciales y parametros que aparecen en la ecuacion incluido el posi-
ble error en la medicién de la aberracion transversal.
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