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Esta obra pretende ser un apoyo para cualquier estudiante 
interesado en la Modelización Matemática, ya sea para realizar 
sus propios modelos o para los especialistas de otras áreas a 
quienes les permita ubicarse en lo que pueden esperar de la 
modelización.

Se presenta una introducción a la modelización matemática 
determinista; se comentan fases de la modelización y principios 
a tomar en cuenta para realizar modelos en colaboración con 
otros especialistas.

También se incluyen modelos propios y la teoría necesaria 
para facilitar la comprensión de su elaboración o análisis, en 
especial a estudiantes de licenciaturas en Matemáticas, Mate-
máticas Aplicadas y áreas afines, con la intención de mostrar el 
tipo de conocimientos, razonamiento y análisis necesarios para 
realizar modelos a partir de situaciones reales, esperando des-
pertar el interés de los jóvenes para que decidan incursionar o 
profundizar en la rama de la modelización matemática.
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Coordinadora

Lu
cí

a 
C

er
va

nt
es

 G
óm

ez
C

oo
rd

in
ad

or
a

Benemérita Universidad Autónoma de PueblaFacultad de Ciencias Físico Matemáticas







Modelización matemática
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Presentación

El objetivo principal de este libro es proporcionar al estudiante de las licen-
ciaturas en matemáticas una visión sobre los principios de la modelización ma-
temática que le permita analizar modelos ya publicados y construir modelos de-
terministas.

Se presentan algunos de los modelos que hemos desarrollado -en el marco
de nuestra red de colaboración- y se incluyen dos capı́tulos de teorı́a para que
faciliten la comprensión de su elaboración o análisis.

Mostramos el tipo de conocimientos, razonamiento y análisis necesarios pa-
ra realizar modelos a partir de problemas reales con la intención de que más
jóvenes se motiven a profundizar o incursionar en la modelización matemática.

La selección de los modelos y el estilo de los capı́tulos 2 y 4 están inspirados
por el magnı́fico libro de Edelstein-Keshet ([3] Cap. 2); la teorı́a de los capı́tulos
3 y 5, por el libro de Fernández Pérez et al ([1] Cap. 3), sin embargo, la organi-
zación y el contenido finales son propios.

Todos los ejemplos, gráficas y figuras son de elaboración propia, salvo los
pocos casos en los que se indica la referencia.

A continuación describimos brevemente el contenido.

El capı́tulo 1 presenta una introducción a las ideas básicas de la modelización
matemática y algunas recomendaciones para incursionar en la construcción de
modelos matemáticos deterministas.

En el capı́tulo 2 se ofrece una introducción a los modelos básicos de dinámica
de poblaciones expresados con sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias.

El capı́tulo 3 aporta resultados de la teorı́a de sistemas de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias autónomas necesarios en el análisis de los modelos expresados
mediante dichos sistemas. La utilización de la teorı́a se ilustra con ejemplos re-
sueltos que incluyen diagramas de fases y los códigos que permiten generarlos
con Wolfram Mathematica.

En el capı́tulo 4 se presentan modelos básicos de conteo de poblaciones con
ecuaciones en diferencias de una población e interacción entre dos especies.
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En el capı́tulo 5 se mencionan resultados de la teorı́a de las ecuaciones en
diferencias necesarios en la solución y el análisis de los modelos expresados
mediante este tipo de ecuaciones.

El capı́tulo 6 es una introducción a modelos básicos de transmisión de enfer-
medades infecciosas. Primero se construye una versión determinista y autónoma
del modelo clásico SIR de transmisión infecciosa. Se definen algunas nociones
básicas de epidemiologı́a relacionadas con la transmisión de enfermedades in-
fecciosas, junto con la deducción del modelo y las soluciones, analizadas cualita-
tivamente. Se define la condición para una epidemia para después discutir, desde
una perspectiva geométrica, conceptos básicos como la condición de epidemia
en poblaciones totalmente susceptibles (condición llamada “número básico de
reproducción”), epidemias en poblaciones parcialmente inmunes, y los efectos
que puede tener la pérdida de inmunidad. Se analiza el caso particular de epi-
demias generadas por enfermedades incurables de larga duración y se deduce
un modelo alternativo y simple con el que es posible realizar ajustes sencillos
a partir del modelo SIR. Al final del capı́tulo se presentan posibles extensiones
no-autónomas.

En el capı́tulo 7 se construye una proyección sobre la dinámica del crecimien-
to del número de adultos diabéticos en el estado de Hidalgo hasta el año 2040,
a partir de datos proporcionados por la Encuesta Nacional de Salud y Nutrición
(ENSANUT), proyecciones hechas por el Consejo Nacional de Población (CO-
NAPO) y algunos datos obtenidos o calculados a partir de reportes encontrados
en la literatura.

En el capı́tulo 8 se expone una introducción a modelos metapoblacionales de
transmisión de enfermedades infecciosas. Se presenta una forma de construir
modelos metapoblacionales no autónomos que incluyen distanciamientos socia-
les en dı́as especı́ficos del año, tal como ocurrió en México durante el año 2009.
La dinámica del modelo incluye cambios en el flujo de individuos entre distintas
poblaciones que dependen de cuándo ocurren los periodos vacacionales o los
de clases. En particular, se muestra que la combinación de los cambios en el
flujo y el distanciamientos social implementado por el gobierno al principio de la
pandemia reproducen las olas de influenza AH1N1 que ocurrieron durante el año
2009 en México.

En el capı́tulo 9 se analizan algunos modelos para describir la interacción en-
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tre un virus y un hospedero mediante sistemas de ecuaciones diferenciales ordi-
narias. Se obtienen condiciones que garantizan la estabilidad global que permi-
ten caracterizar cuándo un virus establecerá una infección persistente o será eli-
minado por la respuesta inmunitaria.

En el capı́tulo 10 se obtiene una ecuación diferencial de primer orden no lineal
a partir de la fórmula de Malacara que se usa para la prueba de Ronchi en
espejos esféricos. Se estudia la solubilidad del modelo por medio del teorema
de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales dadas en forma implı́cita.
Con esto se encuentran condiciones bajo las cuales el problema de determinar
el defecto en la superficie óptica tiene solución y es única, a saber, se requieren
tanto la condición inicial en un punto de la superficie como el valor de la derivada
en ese mismo punto. Se obtiene un teorema que establece todas las hipótesis
para obtener este resultado, que se ilustra a través de ejemplos numéricos, para
lo cual se elaboraron programas en MATLAB.

Finalmente, cabe señalar que las contribuciones de los autores de los capı́tu-
los fueron similares, sin embargo siempre hubo uno o dos autores principales, se
destacan indicando su correo electrónico para correspondencia.

Puebla, Pue. Abril 2015.
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Capı́tulo 1

Consideraciones sobre la modelización matemática
Lucı́a Cervantes Gómez1

Resumen

Se describen caracterı́sticas importantes del proceso de la modelización
matemática y se ofrecen recomendaciones que favorezcan su aprendizaje.

1 Introducción

Un objetivo importante que se pretende con la modelización matemática es
contribuir a la comprensión de fenómenos reales, sin embargo, al empezar a
modelizar, es necesario aprender a elegir y delimitar de manera conveniente el
problema de estudio, pues recordemos que los fenómenos reales relevantes son
tan complejos que su estudio ha requerido distintas aproximaciones metodológi-
cas [4] y ha dado origen a las diferentes ciencias que han evolucionado durante
siglos hasta alcanzar su expresión actual.

Para empezar a ubicarnos en el contexto de la modelización matemática vi-
gente, recordemos que ésta nació en la Fı́sica, especialmente en Mecánica y su
conexión con ideas importantes en las que descansa.

La Fı́sica, con su componente experimental y la expresión de sus leyes en
términos de modelos matemáticos, no sólo promovió el impresionante desarro-
llo de las matemáticas, sino que debido a sus logros se convirtió en el modelo
de ciencia occidental durante siglos; el método cientı́fico que ella promovió si-
gue siendo el utilizado en las ciencias exactas y la mayor parte de las ciencias
naturales.

Cabe mencionar que los modelos matemáticos de la Fı́sica constituyen la
base de los modelos matemáticos de otras disciplinas, no sólo naturales sino
sociales y económicas, en las que se le da un nuevo significado a las variables.

1Facultad de Ciencias Fı́sico Matemáticas, Benemérita Universidad Autónoma de Puebla.
lcervant@fcfm.buap.mx
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2 Consideraciones sobre la modelización matemática

La modelización matemática -o modelaje matemático- es el proceso racional
de elaborar modelos matemáticos para expresar fenómenos reales.

En la Mecánica Clásica y la Mecánica de Medios continuos, podemos encon-
trar muy buenos ejemplos de la modelización matemática. En ambas se nota con
facilidad un tipo de modelización matemática determinista y reduccionista.

En la visión determinista de la modelización matemática, presuponemos que
el fenómeno en estudio lo rige una ley que determina las consecuencias a partir
de las causas y es posible expresar esta ley en términos matemáticos.

La manera más sencilla de entender el reduccionismo es verlo como una
postura que establece que es suficiente estudiar las partes de un fenómeno para
comprender su totalidad.

Pero podemos pensar que hay una diferencia importante entre la Fı́sica y
otras ciencias, por ejemplo la Biologı́a, en el tipo de objetos de estudio; de ma-
nera simplista podrı́amos decir que para muchos propósitos, no es equivalente
separar en sus componentes un fenómeno mecánico para el estudio de su fun-
cionamiento, que partir un ser vivo y estudiar el funcionamiento de sus partes.

Para comprender mejor a qué se refiere el reductivismo, veamos el resumen
de los diferentes tipos de reduccionismo y la expresión que ha tomado en la
Biologı́a.

Reduccionismo ontológico: se enfoca en la comprensión de los tipos de seres
que hay en el mundo y supone que no hay nada por encima de los objetos fı́sicos,
ni de sus propiedades, eventos, hechos, etc. Cada objeto biológico particular (por
ejemplo un ecosistema, un organismo, un órgano o una célula) está compues-
to únicamente de objetos fı́sicos o fı́sico quı́micos y en este sentido puede ser
reducido a ellos.

Reduccionismo metodológico: es una propuesta sobre la manera más exitosa
de realizar la investigación. Postula que la mejor estragia o los mejores métodos
son los reductivos [11], éstos son por ejemplo “descomposición y localización”[2],
simplificar o ignorar el ambiente y simplificar la organización de las partes del
sistema.

Reduccionismo epistemológico. Se centra en las teorı́as, sus unidades bási-
cas de reducción y sus relaciones formales. La pregunta central es si el cono-

Modelización Matemática, Capı́tulo 1, págs. 1-10



Lucı́a Cervantes Gómez 3

cimiento de un dominio cientı́fico (consistente principalmente en teorı́as y leyes)
podrı́a ser reducido al cuerpo de concocimientos de otro dominio; por ejemplo
si es posible reducir la Biologı́a a la Fı́sica, la Quı́mica, o al menos a la Biologı́a
molecular [9].

El proceso de construcción de las ciencias ha empleado el reduccionismo
en dos grandes sentidos: como una estrategia de investigación (reduccionismo
metodológico) y como una forma de explicación [10].

Durante las últimas décadas ha habido crı́ticas muy fuertes a las limitaciones
de los métodos reduccionistas en las ciencias, especialmente en Biologı́a, esto
se debe a la complejidad de los problemas que se abordan en varias de sus
áreas, la cual no permite avances con los métodos reduccionistas, en contraste
con los logros de otras, como el de la Biologı́a molecular cuyo éxito basado en
enfoques reduccionistas empezó en las décadas de 1950 y 1960.

Los crı́ticos del reduccionismo sostienen como postulado central que el to-
do es más que la suma de sus partes. Algo más se agrega a las estructuras
complejas que no puede predecirse a partir de la suma de la totalidad de las
propiedades de cada uno de sus componentes aislados.

Cuando una estructura biológica X se examina en forma exhaustiva, sus pro-
piedades funcionales pueden caer en uno de dos grupos: 1) aquellas que son
deducibles a partir de las caracterı́sticas de cada uno de sus componentes ele-
mentales, que se conocen como resultantes, 2) otras que surgen de manera no
previsible y pertenecen por completo al nivel de organización biológica repre-
sentado por X, que se denominan emergentes. El examen puramente analı́tico
de estructuras biológicas complejas excluye estas propiedades emergentes. Un
ejemplo muy claro es la existencia de la mente, que desde luego no puede pre-
decirse ni por el estudio más exhaustivo de las células, de los organelos subce-
lulares, de las moléculas o de los átomos que constituyen el cerebro [8].

El concepto de propiedad funcional emergente distingue a los fenómenos pro-
pios de cada nivel de organización biológica en dos grupos, los reductibles o ex-
plicables a partir de sus componentes y los que no lo son. La historia de la ciencia
ha mostrado que los problemas susceptibles de reducción analı́tica son aquellos
en los que se progresa mejor y más rápidamente, y que son precisamente los
fenómenos que (todavı́a) no se han podido simplificar separándolos en función

www.fcfm.buap.mx/assets/docs/publicaciones/Modeliza.pdf



4 Consideraciones sobre la modelización matemática

de las distintas partes que los producen los que todavı́a no han ingresado a la
agenda de la mayorı́a de los investigadores [8].

Algunos trabajos han permitido aclarar cómo ha operado el reduccionismo en
otras ciencias, en qué formas se simplifica, por qué es necesario y conveniente
hacerlo y cuáles son sus lı́mites.

Para tener una idea de cómo simplificar una situación que queramos mo-
delizar y además poner atención en los errores que debemos evitar, podemos
aprender de lo que ha ocurrido en la Biologı́a, en la que los tres métodos re-
ductivistas más utilizados (estrategia) son la descomposición (estudiar partes),
enfocarse en factores internos (un organismo por ejemplo) en vez del sistema y
estudiar partes aisladas, separadas del organismo (in vitro) en vez del organismo
o sistema completo in situ, por ejemplo un órgano separado del cuerpo que se
mantiene vivo artificialmente.

Avanzar en la comprensión de los fenómenos mediante cualquiera de las mo-
dalidades reductivistas puede ser muy buena aproximación, pero cada una de
ellas conlleva un riesgo de error al explicar o inferir: a)se concluye alguna propie-
dad del fenómeno de estudio en un nivel determinado a partir de propiedades de
factores de un nivel inferior; este enfoque será correcto si las propiedades fun-
cionales son resultantes, pero será incorrecto si se trata de propiedades emer-
gentes; b)enfocarse en factores internos e ignorar o simplificar demasiado el am-
biente de un sistema, considerándolo sólo como fondo o una fuente de estı́mulos
puede funcionar en algunos casos, pero no en otros en los cuáles las caracterı́sti-
cas del ambiente tengan un influencia decisiva que no se está pudiendo capturar
en el modelo; c)al estudiar las partes aisladas de un organismo, las explicacio-
nes reductivistas podrán incluir sólo las propiedades relacionales e interacciones
entre las partes del sistema aislado que puede ser estudiado (in vitro) pero no
todas las que están involucradas en el sistema completo (in situ) [6].

Toamando en consideración la importancia de los métodos reduccionistas pa-
ra realizar la Modelización matemática, consideramos necesario el aprendizaje
de la misma, por eso estamos aportando este libro. Una vez comprendida y ma-
nejada este tipo de modelización, consideramos que tendrá más sentido incur-
sionar en la visión de los sistemas complejos.

Modelización Matemática, Capı́tulo 1, págs. 1-10



Lucı́a Cervantes Gómez 5

2 Fases de la modelización matemática

Podemos describir el proceso de la modelización matemática a través de sus
principales etapas:

• Estudio de la situación real.

• Elaboración del modelo matemático.

• Solución del modelo.

• Validación del modelo.

Las cuales presentamos en el siguiente esquema

Estudio 
de la 

situación 
real

Elaboración 
del modelo 
matemático

Validación 
del modelo 

Solución 
del 

modelo

Figura 1: Esquema de la Modelizacion Matematica.

Estudio de la situación real

Como mencionamos en la introducción, las situaciones reales suelen ser muy
complejas, por lo que resulta conveniente que aprendamos lo básico de la mo-
delización y saquemos provecho de nuestra formación para construir modelos
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6 Consideraciones sobre la modelización matemática

cuantitativos en colaboración con los especialistas de otras areas interesados en
un tema particular.

Buscando este ideal, suponemos que los especialistas de la otra área plan-
tean una situación real de la que quieren obtener mas informacion, ellos van a
plantear la problemática desde su lenguaje y experiencia; para poder colaborar
adecuadamente, los matemáticos necesitamos comprender lo mejor posible el
fenómeno planteado, para ello es conveniente:

• Conocer las definiciones y el lenguaje jergal de la otra especialidad.

• Identificar con claridad las preguntas que se desea responder y las hipóte-
sis subyacentes de los otros especialistas.

• Revisar los datos obtenidos.

• Identificar las variables dependientes e independientes.

• Identificar y entender las leyes conocidas del fenómeno desde el área de
conocimiento en el que éste surge (o quedarı́a inmerso).

Observación: Desde que entramos en contacto con los otros especialistas,
una parte muy importante consistirá en traducir el problema y la información re-
lacionada a nuestra manera de pensar como matemáticos, buscando una identi-
ficación clara de las variables y la ley que rige el fenómeno. Para traducir necesi-
tamos primero comprender el lenguaje de la otra especialidad, para ello, es muy
importante ampliar nuestra cultura cientı́fica y aprender lo más posible sobre las
leyes básicas de otras ciencias.

Elaboración del modelo matemático

Como mencionamos en la introducción, vamos a utilizar un enfoque reduc-
cionista, para modelizar matemáticamente un fenómeno real en general va a ne-
cesario simplificar lo más posible, separar los distintos fenómenos involucrados
y extraer el más importante y sencillo, analizar componentes, e incluso, muchas
veces, modelar idealizaciones o abstracciones del fenómeno.

• Si ya se cuenta con datos, es conveniente realizar primero una revisión
para ver si son adecuados para la modelización, observar márgenes de
error y la congruencia entre los datos y la información proporcionada del
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fenómeno.

• Si no se cuenta con datos o si son pocos y hay posibilidad de obtener más,
diseñar junto con los otros especialistas, utilizando nuestros conocimientos
de Estadı́stica, la mejor manera de realizar observaciones o experimentos
para recolectar datos adecuados. Aquı́ es necesario realizar simplificacio-
nes, extrayendo la información esencial o manejable que permita identificar
las variables principales de las que vamos a obtener los datos.

• Al revisar u obtener datos es importante considerar la pertinencia de contar
con dos conjuntos de datos o información, uno va a permitir construir el
modelo y otro va a permitir validarlo.

• Verificar si los datos permiten identificar variables dependientes o indepen-
dientes, puede ser conveniente realizar las pruebas de hipótesis necesa-
rias.

• Identificar las leyes conocidas, expresadas en el lenguaje matemático, que
rigen el fenómeno o algún fenómeno similar.

• Elegir el modelo matemático conocido más sencillo que exprese el fenómeno,
o bien completar algún modelo ya conocido que incorpore las nuevas ca-
racterı́sticas deseadas. El caso más desafiante serı́a tener que construir
un modelo matemático nuevo.

Observación: Para construir propiamente el modelo matemático, generalmen-
te vamos a basarnos en los modelos conocidos, para ello, al estar aprendiendo,
es muy importante conocer muy bien los modelos básicos y buena cantidad de
modelos del área que nos interesa.

Solución del modelo

Los modelos matemáticos más sencillos son los que se expresan directamen-
te a través de una función, obtenida a través de interpolaciones, pero la mayorı́a
de las ocasiones, en vez de las funciones vamos a tener información de otras
propiedades, como la manera en que se portan las razones de cambio, en ese
caso se necesita resolver el modelo para encontrar la función o las funciones
involucradas que permitan responder las preguntas planteadas.
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Esta etapa deberı́a ser la más fácil para un matemático, ya que aquı́ lo que
requiere únicamente es matemáticas, sin embargo, notamos que hay muchos
resultados teóricos necesarios que muchas veces no se estudian en las licen-
ciaturas, ésta es la razón principal por la que incluimos los capı́tulos 3 y 5 del
libro.

Para resolver el modelo primero hay que identificar el área de las matemáticas
a la que pertenece, ya que podrı́a estar planteado en cualquiera de las siguientes
formas:

• Determinista o estocástico

• Discreto o continuo

• De dimensión finita o infinita

Es probable que podamos resolverlo de manera analı́tica, pero también es
posible que sólo podamos realizar análisis cualitativos o dar soluciones aproxi-
madas mediante métodos numéricos y apoyo computacional. En cualquier caso
se obtendrı́an soluciones que se deberán traducir en información para el proble-
ma real.

Validación del modelo

Partimos de las soluciones de las soluciones del modelo e interpretamos
el significado y/o implicaciones de estos datos en el problema original, com-
parándolos con información conocida. En caso de que haya buena coincidencia
(la cual hay que saber medir), el modelo es aceptable o válido; en caso de que
no la haya, es necesario revisar cada una de las etapas anteriores, podrı́a ser su-
ficiente ajustar parámetros, hacer una corrección o mejorar la aproximación en la
solución del modelo matemático, pero también podrı́a ser necesario reconsiderar
las hipótesis planteadas o las simplificaciones realizadas en la primera etapa, y
que fuera indispensable realizar un nuevo modelo.

Verificación de la utilidad del modelo

En caso de que el modelo sea adecuado, se considerará qué información
nueva, predicciones o planteamiento de experimentos aporta, también conside-
ramos las soluciones matemáticas que en principio no tendrı́an sentido para el
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problema real y si se las elimina o si plantean una perspectiva de la situación real
que no hubiera sido contemplada previamente y que pudiera ser útil.

3 Sugerencias para el aprendizaje de la modelización
matemática.

Para plantear los primeros modelos, una manera simplificada en la que con-
viene proceder es la siguiente:

Identificar cuál es la situación real que se pretende estudiar y cuáles son
las principales preguntas que se quieren responder o problemas que se quieren
resolver.

Revisar los datos cuantitativos obtenidos o que podrı́an obtenerse para decidir
si efectivamente es candidato para otener un modelo cuantitativo.

Para alguien con formación matemática, la parte más difı́cil de la modeliza-
ción suele ser realizar las simplificaciones necesarias para construir el modelo;
generalmente este proceso se realiza de manera conjunta con especialistas del
área.

En la etapa de aprendizaje, insistimos, es conveniente estudiar los modelos
básicos y analizar varios modelos del área de interés; presentamos algunas su-
gerencias

• Identifica el tipo de modelo matemático que se plantea: determinista o es-
tocástico, continuo o discreto, en una o varias variables.

• Reconoce el tipo de modelo planteado dentro de su área en matemáticas
e identifica si puede resolverse o no analı́ticamente.

• En caso de que sea necesario resolverlo numéricamente, identifica qué méto-
dos numéricos y/o software se está empleando, lo mismo para las simula-
ciones.

• Reconoce las soluciones del modelo que se están presentando.

• Ubica la disciplina cientı́fica o área de conocimiento involucrada. Fami-
liarı́zate y comprende la terminologı́a propia del tema o del área de co-
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nocimiento.

• Revisa la validación del modelo.
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[11] Wimsatt, W.C., 2007, Re-Engineering Philosophy for Limited Beings: Piece-
wise Approximations to Reality. Cambridge: Harvard University Press.
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Capı́tulo 2

Modelos básicos de poblaciones con ecuaciones
diferenciales

Leonardo Remedios Santiago1,a, Lucı́a Cervantes Gómez1,b

Resumen

Se presenta una introducción a los modelos básicos de dinámica de pobla-
ciones expresados con sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias.

1 Introducción

El crecimiento y decrecimiento de las poblaciones en la naturaleza y la lucha
de las especies por sobrevivir han sido tema de interés y estudio desde hace
mucho tiempo.

Entre los fundadores de los modelos de la dinámica de poblaciones se en-
cuentran Malthus [13], Verhulst [20], Pearl y Reed [15] y Lotka y Volterra [12],
[21], [22], [23], cuyos trabajos se publicaron principalmente en las décadas de
1920 y 1930.

2 Modelos de crecimiento de una sola especie

Primero enunciamos los modelos básicos de crecimiento de la población de
una sola especie.

Para realizar un análisis del crecimiento poblacional, es necesario determinar
cómo se medirá la cantidad de individuos en observación; habiendo elegido una
zona de estudio, se le denomina tasa de natalidad al número de individuos que
nacen a lo largo de un intervalo de tiempo cuya escala está determinada por
el problema, podrı́an ser años, dı́as, semanas, segundos, etc.; de igual forma

1Facultad de Ciencias Fı́sico Matemáticas, Benemérita Universidad Autónoma Puebla.
ahostem.darkleo@gmail.com, blcervant@fcfm.buap.mx,

11



12 Modelos básicos de poblaciones con ecuaciones diferenciales

y con las mismas especificaciones se define la tasa de mortalidad, que es el
número de individuos que fallecen en un intervalo de tiempo y por último, la tasa
de crecimiento poblacional es el cambio neto de individuos por unidad de tiempo,
en el caso de que la población sea aislada, ésta se obtiene mediante la tasa de
natalidad menos la tasa de mortalidad.

Sea x(t) una función que indica el número de individuos al tiempo t y supon-
gamos que la población cambia a x (t) + ∆x en el intervalo de tiempo [t, t+ ∆t];
se denomina tasa de crecimiento per cápita a la expresión:

∆x

x (t) ∆t
(1)

Desde nuestro enfoque determinista supongamos, en lo que resta del capı́tu-
lo, que el fenómeno en estudio se rige por una ley que se expresa por una función
x(t) que tiene derivada continua (aunque las mediciones de la población siempre
se realicen en tiempos discretos, podemos tener información del fenómeno que
indique que esta hipótesis tiene sentido). Dado que supusimos que la función
tiene derivada, podemos aplicar el lı́mite a la expresión anterior.

ĺım
∆t→0

∆x

x (t) ∆t
=
x′ (t)

x (t)
(2)

Esta expresión representa la tasa de crecimiento per cápita instantáneo de la
población, la podemos llamar ası́, o también tasa de crecimiento intrı́nseca de la
población (tci).
La suposición más simple que se puede hacer es que la tci sea constante, esto

nos lleva al modelo de crecimiento de Malthus:

Crecimiento exponencial (Malthus, [13])

ẋ = rx, (3)

donde r ∈ R. Al resolverla nos da la función de crecimiento ilimitado:

x (t) = x0e
rt. (4)
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t

x0

(a) r > 0

t

x0

(b) r < 0

Figura 1: Crecimiento exponencial

El crecimiento poblacional puede estar en función de muchas variables, por
ejemplo, es más realista suponer que el medio sólo puede sostener un máximo k
de población (la capacidad de soporte del medio), de modo que si x(t) estuviese
por encima de k, la tasa serı́a negativa y la población decrecerı́a acercándose a
k; si x(t) = k, la tasa serı́a nula y, por tanto, la población constante, y finalmente,
si x(t) se mantiene por debajo de k, la tasa serı́a positiva, lo que nos lleva a la
siguiente ecuación:

Crecimiento logı́stico (Verhulst, [20])

ẋ = r
(

1− x

k

)
x, (5)

cuya solución es:

x (t) =
x0k

x0 + (k − x0) e−rt
, (6)

donde x0 = x (0) es la población inicial (figura 2).

Para situar ambas ecuaciones en un contexto más amplio partimos de una
suposición más general: que para una población sin migración, la tasa de creci-
miento depende de la densidad de población, esto es:

ẋ = f (x) . (7)

Obsérvese que para ambas ecuaciones (3) y (5), la función f es un polinomio
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x0

x0

x0
t

K

K

2 Punto de inflexión

Figura 2: Crecimiento logı́stico

(con grados 1 y 2 y términos independientes cero) cuya expresión general es:

f (x) = a0 + a1x+ a2x
2, (8)

El siguiente nivel de generalización serı́a suponer f un polinomio de grado n
y después f una función analı́tica, esto es, una función que tiene su desarrollo
en serie de Taylor,

f (x) =

∞∑
n=0

anx
n = a0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3 + . . . . (9)

Consideremos por lo tanto los modelos sencillos y muy utilizados en los que
la función de crecimiento poblacional es analı́tica y se puede escribir como un
polinomio o una serie.

Una condición necesaria para descartar la posibilidad de generación espontánea
(producción de organismos vivos a partir de materia inanimada) de (7) es f(0) =
0 . En cualquier ley de crecimiento poblacional esto equivale a:

ẋ |x=0 = f (0) = 0, (10)
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de esta forma podemos suponer que

a0 = 0,

ẋ = a1x+ a2x
2 + a3x

3 + ...

= x
(
a1 + a2x+ a3x

2 + ...
)
,

= xg (x) .

(11)

Nótese que el polinomio o la función g(x) representa la tasa de crecimiento
intrı́nseco de la población.

El modelo de Malthus es la forma más simple de la ecuación (11), en la que
los coeficientes de g(x) son a1 = r y a2 = a3 = · · · = 0. Este modelo predice
crecimiento exponencial si r > 0 y decrecimiento exponencial si r < 0.

La ecuación (5) del modelo de crecimiento logı́stico toma la forma de (11),
donde

g (x) = r
(

1− x

k

)
. (12)

Es esencialmente la regla más simple en la que la tci g depende de la densi-
dad de población.

Además de la ecuación (5), observamos que:

ẋ = 0 (x = k) , (13)

ası́, x = k es el estado estacionario de la ecuación logı́stica. Nótese además
que:

ẋ > 0 (x < k) , (14)

ẋ < 0 (x > k) . (15)

El hecho de que los individuos en una población compiten por alimento, hábi-
tat y otros recursos limitados significa un aumento en la mortalidad de la pobla-
ción, que se observa bajo condiciones de hacinamiento. Estos efectos son más
notorios cuando hay encuentros frecuentes entre los individuos. Nótese que la
ecuación (5) se puede escribir en la forma:
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ẋ = rx− r

k
x2. (16)

Ası́, el segundo término representa una mortalidad proporcional a la tasa de
encuentros de la misma especie.

Una extensión directa de las ecuaciones (3) y (5) es una suposición de la
forma:

g (x) = a1 + a2x+ a3x
2. (17)

Dado a2 > 0 y a3 < 0, obtenemos el efecto Allee, que representa una po-
blación con una tasa de crecimiento intrı́nseca máxima a densidad intermedia.
Este efecto puede deberse a la dificultad de encontrar pareja en densidades muy
bajas.

La figura 3(b) es un ejemplo de una forma dependiente de la densidad de
g(x) que representa el efecto Allee. El carácter general del efecto Allee se puede
resumir en las desigualdades

g′ (x) > 0 (x < η) , (18)

g′ (x) < 0 (x > η) , (19)

donde η es la densidad para una óptima reproducción.
g(x)r

K x

(a)

r0

a1

xx0h

g(x)

(b)

g(x)

l x

(c)

Figura 3: Comparación de la tasa de crecimiento intrı́nseco g(x) con tres tipos de depen-
dencia de la densidad de la población. (a) El crecimiento logı́stico decrece linealmente
con la densidad. (b) Efecto Allee, la tci es máxima a densidades intermedias. (c) En la
ley de Gompertz, la tci muestra un decrecimiento logarı́tmico.

El ejemplo más simple de efecto Allee es

g (x) = r0 − α (x− η)2 ,
(
η <

√
r0/α

)
. (20)
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Nótese que es un parábola invertida (Figura 3b), que interseca el eje en ro −
αη2, tiene un máximo de r0 cuando x = η, y cae por debajo de cero cuando

x > x0 = η +
√
r0/α. (21)

Ası́, para densidades superiores a x0, la población empieza a decrecer. De la
curva en la figura 3a se deduce que x = x0 es un punto de equilibrio estable.

En la ecuación (20) se supuso que:

a1 = r0 − αη2, a2 = 2αη, x a3 = −α. (22)

Sin embargo, una cuarta ley de crecimiento aparece en los modelos de cre-
cimiento de una sola especie, la ley de Gompertz, que se utiliza principalmente
para la representación del crecimiento de tumores sólidos. Los problemas de tra-
tar con una geometrı́a complicada y con el hecho de que las células en el interior
de un tumor pueden no tener acceso a los nutrientes y al oxı́geno se simplifican
al suponer que la tasa de crecimiento decrece cuando la masa de la célula crece.
Tres versiones equivalentes de esta tasa de crecimiento son las siguientes:

ẋ = λe−αtx,

ẋ = γx, γ̇ = −αγ,
ẋ = −κx lnx.

(23)

En la figura 3c podemos identificar la tasa de crecimiento como:

g(x) = −κ lnx. (24)

Como lnx no está definido en x = 0, esta relación no es válida para po-
blaciones muy pequeñas y no se puede considerar como una extensión directa
de las leyes de crecimiento previas, sin embargo es un modelo muy popular en
oncologı́a clı́nica.

Una observación válida acerca de la mayorı́a de los modelos de crecimiento
de población es que son las mejores simplificaciones de los hechos reales y con
frecuencia se utilizan simplemente como una forma de ajustar los datos. Para ser
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más realista uno necesita una mayor complejidad matemática. Las ecuaciones
como (7) o (23) se utilizan con frecuencia por los modeladores como una primera
aproximación conveniente a situaciones complicadas y por lo tanto son útiles
siempre que se tome en consideración sus limitaciones.

3 Modelos de interacción entre dos especies

Damos a continuación una breve descripción de las relaciones interespecı́fi-
cas más importantes.

Mutualismo: es una interacción entre individuos de diferentes especies, en
donde ambas se benefician y mejoran su aptitud biológica. Este tipo de interac-
ción entre miembros de la misma especie se llaman cooperación.

Competencia: es una interacción biológica entre organismos o especies en la
cual la aptitud o adecuación biológica de uno se reduce a consecuencia de la
presencia del otro. Se presenta cuando existe una limitación de la cantidad de
al menos un recurso empleado por ambos organismos o especies; tal recurso
puede ser alimento, agua, territorio o parejas.

Depredación: consiste en la caza y muerte que sufren algunas especies (pre-
sas), por parte de otras que las comen (depredadores o predadores).

Parasitismo: es una relación entre dos organismos en la que uno de los or-
ganismos (el parásito) consigue la mayor parte del beneficio de una relación
estrecha con otro, el hospedero.

Modelos matemáticos de relaciones interespecı́ficas

Presentamos algunos modelos de relaciones entre dos especies descritos
con ecuaciones diferenciales.

Mutualismo:

ẋ = r1x+ a1xy

ẏ = r2y + a2xy,

donde x e y representan las dos poblaciones en relación mutualista.

En este modelo se observa un efecto positivo en la tasa de crecimiento de
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una población al estar presente la otra. En la ausencia de alguna población, lo
que observamos en un crecimiento exponencial en la población restante.

Competencia entre especies distintas:

ẋ = r1x− a1xy

ẏ = r2y − a2xy,

donde x e y representan las dos poblaciones en competencia.

En este modelo se estudia la interacción de dos especies que compiten en el
mismo medio, esto se traduce en un efecto inhibidor recı́proco de los miembros
de una especie sobre la reproducción de los miembros de la otra. Al igual que
el caso anterior, en ausencia de una población la otra presenta un crecimiento
exponencial.

Competencia entre la misma especie y con las otras :

ẋ = r1x

[
1− x

k1
− b12

y

k2

]
ẏ = r2y

[
1− y

k2
− b21

x

k1

]
,

donde x e y representan las dos poblaciones en competencia.

Al igual que en el caso anterior, se presenta un efecto inhibidor de una especie
sobre la tasa de crecimiento de la otra, sin embargo, en ausencia de una de las
especies la otra presenta un crecimiento logı́stico, por lo tanto, es un modelo más
realista.

Depredación, modelo de Lotka y Volterra [3]:

ẋ = (a− by)x

ẏ = (cx− d) y,
(25)

donde y es la población depredadora y x la presa.

Vamos a mencionar algunas simplificaciones realizadas para la construcción
de este modelo:

1. Las presas crecen de forma ilimitada cuando no están bajo el control de
los depredadores.
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2. Los depredadores dependen de las presas para sobrevivir (es su único
alimento).

3. La tasa de depredación depende de la probabilidad de que una vı́ctima se
encuentre con un depredador.

4. La tasa de crecimiento de la población depredadora es proporcional a la
ingesta de alimentos (tasa de depredación).

La tasa neta de crecimiento de la población de presas, a, en ausencia de
depredadores es una cantidad positiva de acuerdo con la suposición 1. La tasa
neta de muertes, d, de los depredadores en ausencia de las presas se sigue de
la suposición 2. El término xy aproxima la probabilidad de un encuentro entre
un depredador y una presa dado que ambas especies se mueven al azar y se
distribuyen uniformemente sobre su hábitat. Un encuentro decrece la población
de las presas e incrementa la población de los depredadores al incrementar su
crecimiento. La tasa b/c es análoga a la eficiencia de la depredación, esto es, la
eficiencia de convertir una unidad de presa en una unidad masa de depredado-
res.

Hay dos posibles estados estacionarios del sistema (25): (x∗1, y
∗
1) = (0, 0)

y (x∗2, y
∗
2) = (dc ,

a
b ). Nótese que el nivel de presas del estado estacionario es

independiente de su tasa de crecimiento o mortalidad, más bien depende de
los parámetros asociados con el depredador (x∗2 = d

c ). Un resultado similar se
mantiene para el nivel de depredadores del estado estacionario (y∗2 = a

b ). Es
el acoplamiento particular de las variables que conduce a este efecto. Parafra-
seando, la presencia de depredadores (y 6= 0) significa que la presa disponible
tiene que ser suficiente para que la tasa de crecimiento debido a la depredación,
cx, sea igual a la mortalidad del depredador d. De manera similar, cuando las
presas están presentes (x 6= 0), los depredadores pueden mantenerlos bajo su
control solamente cuando la tasa de crecimiento de las presas, a, y la mortalidad
debido a la depredación, by, son iguales. Esto nos ayuda a entender el estado
estacionario del sistema.

En la figura 4 mostramos el diagrama de fases del sistema (25), en una ve-
cindad del punto de equilibrio (x∗2, y

∗
2) = (dc ,

a
b ), que es un centro del sistema.

Para una mayor comprensión de la estabilidad del sistema (25) vamos a exa-
minar una ligera variante en que la población de las presas tiene la propiedad de
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Figura 4: Diagrama de fases del sistema (25)

auto regulación. Asumiendo crecimiento logı́stico en las presas, el sistema (25)
se transforma en:

ẋ = ax(k−x)
k − bxy

ẏ = −dy + cxy,
(26)

que tiene el punto de equilibrio

(x∗2, y
∗
2) = (

d

c
,
a

b
− da

cbK
),

que es estable pero no es un centro como en el caso anterior. Esto demuestra
que un cambio relativamente menor en las ecuaciones del sistema (25) tiene una
gran influencia en las predicciones. En particular, esto significa que el centro y
las oscilaciones propias de este punto de equilibrio tienden a ser más efı́meras,
esta caracterı́stica puede considerarse un indicador de la falta de realismo del
modelo de Lotka-Volterra.

Podemos utilizar este modelo junto con algunas variantes para probar un con-
junto de suposiciones e identificar de esta forma influencias que lo estabilicen o
desestabilicen.

Un análisis de este modelo se puede encontrar en [3]. Se han efectuado otras
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consideraciones para modificar el modelo de Lotka-Volterra para obtener mode-
los más realistas; a continuación mencionamos algunas.

•Dependencia de la densidad. La tasa de crecimiento de las presas, a, se
reemplaza por una función dependiente de la densidad, f :

1. f(x) = r(1− x
k ) Pielou [16].

2. f(x) = r((kx)−g − 1) con 0 < g ≤ 1 Rosenzweig [17].

3. f(x) = r(kx − 1) Schoener [18].

•Tasa de depredación. Se considera que el ataque de los depredadores está li-
mitado. El término bxy se sustituye en el modelo por alguna de las ecuaciones
(25):

1. ky(1− e−cx) Ivlev [9].

2. kxy
x+D Holling [8].

3. kyxg con 0 < g ≤ 1 Rosenzweig [17].

4. kyx2

x2+D
Takahashi [19].

4 Modelos de poblaciones de enfermedades infecciosas

Las enfermedades infecciosas se producen por microparásitos, como los vi-
rus y bacterias, generalmente los microparásitos se reproducen dentro de su
hospedero y se trasmiten directamente de un hospedero a otro.

Tomando en cuenta que las enfermedades infecciosas se propagan por con-
tacto o proximidad entre individuos infectados y sanos, actualmente todos los
modelos epidemiológicos infecciosos parten de una separación en clases de las
personas y prácticamente omiten la población de parásitos.

La población de hospederos se subdivide en distintas clases de acuerdo con
la salud de sus miembros, una subdivisión tı́pica consta de susceptibles, S; in-
fecciosos, I, y una tercera clase, R, de personas que ya no pueden contraer la
enfermedad, ya porque se han recuperado con inmunidad, se han colocado en
aislamiento o han muerto, que llamaremos “de removidos”. Si la enfermedad con-
fiere una inmunidad temporal en sus vı́ctimas, los individuos también se pueden
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mover desde la tercera a la primera clase.

La dinámica vital de una población (las tasas normales de nacimiento y morta-
lidad en ausencia de enfermedad) puede tener una gran influencia en el curso de
un brote. Se han estudiado muchos modelos utilizando el enfoque general con
variaciones en las suposiciones. Una excelente resumen de varios viene dada
por Hethcote [7] y Anderson y May [1].

Algunos de los primeros trabajos clásicos en la teorı́a de epidemias se deben
a Kermack y McKendrick [10]. Las ecuaciones de Kermack y McKendrick para
una enfermedad son:

Ṡ = −βIS
İ = βIS − νI
Ṙ = νI.

(27)

Este modelo contiene las tasas de transición entre las tres clases anterior-
mente mencionadas, con β la tasa de transmisión de la enfermedad y ν la tasa
de removidos. Se asume además que cada compartimento consiste en indivi-
duos idénticamente sanos o idénticamente enfermos y que no hay nacimientos
o muertes en la población. Este modelo se llama modelo SIR sin dinámica vital,
porque las transiciones son de la clase S a I y después a R.

Se puede verificar que la población total N = S + I + R no cambia con el
tiempo (un estudio de este modelo se puede ver en el capı́tulo 6 de este volu-
men).

Un caso ligeramente más general se obtiene al considerar una pérdida de la
inmunidad que causa que los individuos recuperados se vuelven susceptibles de
nuevo. Se supondrá que esto tiene lugar a tasa proporcional a la población de
la clase R, con constante de proporcionalidad γ. Por lo tanto las ecuaciones se
convierten en:

Ṡ = −βSI + γR

İ = βSI − νI
Ṙ = νI − γR.

(28)

Este modelo se llama modelo SIRS, ya que los individuos removidos pue-
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den regresar a la clase S (γ = 0 es el caso especial estudiado por Kermack y
McKendrick).

Otro tipo de estudio es hacer modelos para poblaciones que puedan estar
estructuradas por localización espacial. Hay dos formas diferentes muy comunes
para incluir localización espacial en una población.

Una forma de hacerlo es por medio de metapoblaciones, éstas son poblacio-
nes conformadas por poblaciones y sus conexiones, tales como una colección
de ciudades o pueblos conectadas por una red de transporte. La subred de tras-
porte aéreo incluye vı́nculos entre comunidades distantes, y podemos estudiar la
dinámica de poblaciones de diferentes ciudades en función del flujo de personas
entre ellos y sus propias dinámicas locales en este marco. Una metapoblación
se puede dividir en piezas (patches) con cada pieza correspondiente a un lugar
separado. Los sistemas de ecuaciones diferenciales correspondientes a las me-
tapoblaciones tienen el tamaño de la población de cada especie en cada pieza
como una variable. Debido a su composición, los modelos metapoblacionales
son a menudo sistemas de ecuaciones diferenciales de alta dimensión. Algunas
referencias básicas son Hanski [5], Hanski y Gilpin [6], Levin, Powell y Steele
[11], Neuhauser [14].

La otra forma de incluir dependencia espacial en una población es permi-
tir movimientos de los individuos de la población describiendo el tamaño de la
población como una función del tiempo y de la localización espacial bajo algu-
nas suposiciones en la naturaleza del movimiento de los individuos. Ya que el
tamaño de la población es una función de más de una variable, se aproxima me-
diante modelos de ecuaciones diferenciales parciales. Estas ecuaciones son a
veces del tipo reacción-difusión, con un término de reacción que corresponde a
la dinámica de la población y un término de difusión que describe el movimiento
de los individuos en el espacio.

En el capı́tulo 8 de este volumen hay un estudio de modelos metapoblaciona-
les básicos de transmisión de enfermedades infecciosas.
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Principales resultados de los sistemas de ecuaciones
diferenciales autónomos
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Vasilevich Alexandrov1, Lucı́a Cervantes Gómez1,b

Resumen

Se presentan resultados de la teorı́a de sistemas de ecuaciones diferencia-
les ordinarias autónomas necesarios en el análisis de los modelos expre-
sados mediante dichos sistemas. La utilización de la teorı́a se ilustra con
ejemplos resueltos que incluyen diagramas de fases de elaboración propia
y los códigos que permiten resolverlos con Wolfram Mathematica.

1 Introducción

En el capı́tulo anterior mostramos algunos modelos expresados con sistemas
de ecuaciones diferenciales, para analizar ese tipo de modelos es necesario co-
nocer la teorı́a matemática de los sistemas de ecuaciones diferenciales. En este
capı́tulo enunciaremos las definiciones y los principales resultados de los siste-
mas de ecuaciones diferenciales ordinarias autónomas que están definidos de la
siguiente manera:

ẋ = F (x), (1)

donde x = x(t) es una función vector valuada de una variable independiente t y
F : Ω 7→ Rn es una función F = (F1, F2, . . . , Fn) con F ∈ C1(Ω), es decir, F es
diferenciable y ∂Fi/∂xj es una función continua para cada i, j ∈ {1, . . . , n}.

El caso particular de (1) en el que F es una función lineal, es un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias lineales autónomas y lo denotamos

ẋ = Ax, (2)

1Facultad de Ciencias Fı́sico Matemáticas, Benemérita Universidad Autónoma de Puebla.
2Universidad Autónoma de Hidalgo. ahostem.darkleo@gmail.com, blcervant@fcfm.buap.mx
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cuando nos estemos refiriendo a un sistema no lineal lo denotaremos por

ẋ = f(x). (3)

2 Sistemas lineales

En esta sección enunciaremos las definiciones y principales resultados de los
sistemas lineales de ecuaciones diferenciales ordinarias autónomas (2), donde
x ∈ Rn, A es una matriz n× n y

ẋ =
dx

dt
=


dx1
dt
...

dxn
dt

 .
Definición 1. Sea A una matriz n × n, la exponencial de la matriz A se define
mediante:

eA =
∞∑
k=0

Ak

k!
.

Definición 2. Sean A y B matrices n×n. A es similar o semejante a B si existe
una matriz invertible Q tal que B = Q−1AQ

Veamos algunas propiedades de la exponencial de una matriz que permiten
calcularla:

Proposición 1. Sean A, B y Q matrices n× n. Entonces:

1. Si B = Q−1AQ, se tiene que eB = Q−1eAQ.

2. Si AB = BA, entonces e(A+B) = eAeB .

3. e−A = (eA)−1.

Gracias a estas propiedades, obtenemos como resultado que dada una ma-
triz cuadrada A, la manera más práctica de calcular su exponencial consiste en
encontrar primero su forma canónica de Jordan: J (Véase [2]), sabemos que J
es semejante a A, esto es, J = Q−1AQ, y tiene una forma mucho más sencilla
que nos permitirá calcular su exponencial eJ de una manera mucho más fácil, a
partir de lo cual obtendremos la exponencial de A.
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Enunciamos ahora el siguiente lema que nos permitirá relacionar los resulta-
dos de álgebra lineal con las soluciones de los sistemas de ecuaciones diferen-
ciales:

Lema 1. Sea A una matriz cuadrada. Para t ∈ R, la exponencial de la matriz At:

eAt =
∞∑
k=0

Aktk

k!

cumple que
d

dt
eAt = AeAt.

Teorema 1. Teorema fundamental de existencia y unicidad para los siste-
mas de ecuaciones diferenciales lineales autónomos. SeaA una matriz n×n.
Dado x0 ∈ Rn, el problema de valor inicial

ẋ = Ax
x(0) = x0

(4)

tiene una única solución, dada por

x(t) = eAtx0. (5)

2.1. Sistemas lineales en R2

Se denomina diagrama de fases (phase portrait) a la representación gráfica
de las curvas solución (órbitas) de una ecuación (o sistema de ecuaciones).

En esta sección mostraremos los diagramas de fases tı́picos de los sistemas
lineales

ẋ = Ax,

donde x ∈ R2 y A es una matriz 2 × 2, los cuales están determinados por las
propiedades de los valores propios de la matriz A.
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Ya que cualquier matriz A de 2 × 2 es semejante a alguna de las siguientes
formas canónicas de Jordan reales B (Véase [3]):

B =

(
λ1 0
0 λ2

)
, B =

(
λ 1
0 λ

)
, B =

(
a b
−b a

)
,

mostraremos los diagramas de fases para los sistemas generales (2) a partir de
los sistemas canónicos (6)

ẋ = Bx. (6)

De acuerdo con las propiedades de la exponencial de un matriz y el teorema
fundamental para sistemas lineales, las soluciones para los sistemas del tipo (6)
son: x(t) = eBtx0, con

eBt =

(
eλ1t 0

0 eλ2t

)
, eBt = eλt

(
1 t
0 1

)
, eBt = eat

(
cos bt sin bt
− sin bt cos bt

)
.

Caso I

B =

(
λ1 0
0 λ2

)
con λ1 < 0 < λ2

(a) Matriz canónica (b) Matriz no canónica (c) Matriz no canónica

Figura 1: Puntos silla en el origen.
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El diagrama de fases del sistema (2) para este caso puede verse en la Figura
1a. El sistema (2) tiene un punto silla en el origen. Si λ2 < 0 < λ1, las direcciones
se invierten. Cuando A sea similar a una matriz de la forma de B, el diagrama
de fases del sistema (2) se puede obtener bajo un cambio lineal de coordenadas
del diagrama de fases de la Figura 1a. Las cuatro trayectorias o curvas solución
que se aproximan al punto de equilibrio cuando t→ ±∞ son las separatrices del
sistema.

Caso II

Subcaso II a.

B =

(
λ1 0
0 λ2

)
con λ1 ≤ λ2 < 0.

(a) λ1 = λ2 < 0
Matriz canónica

(b) λ1 < λ2 < 0
Matriz canónica

Figura 2: Nodo en el origen

En la Figura 2 se observan los diagramas de fases del sistema (2). El sistema
exhibe un nodo en el origen. Si λ1 ≥ λ2 > 0, las direcciones se invierten. Cuan-
do A tenga dos valores propios negativos, λ1 ≤ λ2 < 0, el diagrama de fases del
sistema (2) se obtiene con un cambio lineal de coordenadas a uno de los diagra-
mas de fase de la Figura 2. Si la matriz A tiene un valor propio con multiplicidad
dos, entonces le corresponde un diagrama de fases similar a la Figura 2a; si la
matriz A tiene dos valores propios diferentes, le corresponde un diagrama de
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fases similar al de la Figura 2b. La estabilidad del nodo está determinada por el
signo de los valores propios: estable si λ1 ≤ λ2 < 0 e inestable si λ1 ≥ λ2 > 0.

Subcaso II b.

B =

(
λ 1
0 λ

)
con λ < 0

(a) λ < 0
Matriz canónica

(b) λ > 0
Matriz canónica

(c) λ > 0
Matriz no canónica

Figura 3: Nodo en el origen

Si la matriz A tiene un valor propio generalizado, le corresponde un diagrama
de fases similar al de la Figura 3a. Al igual que en el subcaso II a, la estabilidad
está determinada por el signo del valor propio generalizado; estable si λ < 0 e
inestable si λ > 0.

Caso III

B =

(
a b
−b a

)
con a < 0

El diagrama de fases del sistema (2) se puede observar en la figura 4. El
origen en este caso es un foco estable. Si a > 0, las trayectorias en espiral se
alejan del origen cuando t aumenta, y el origen en este caso es un foco inestable.
Siempre que A sea similar a una matriz de la forma de B, el diagrama de fases
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(a) b < 0
Matriz canónica

(b) b > 0
Matriz canónica

Figura 4: Foco estable en el origen

del sistema (2) se obtiene mediante un cambio lineal de coordenadas de alguno
de los diagramas de fases de la figura 4.

Caso IV

B =

(
0 b
−b 0

)

(a) b < 0
Matriz canónica

(b) b > 0
Matriz canónica

(c) b > 0
Matriz no canónica

Figura 5: Centro en el origen
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El diagrama de fases del sistema (2) se observa en la figura 5. El sistema exhi-
be un centro en el origen. Si A tiene un par de valores propios imaginarios puros
ı̇b, el diagrama de fases del sistema (2) es equivalente a uno de los diagramas
de fases de la Figura 5.

Ejemplo 1. Utilizando el teorema fundamental para sistemas lineales, escriba la
solución del sistema

ẋ1 = −7x1 + 6x2

ẋ2 = 2x1 +−6x2
(7)

Esboce el diagrama de fases para el sistema.

Solución. La matriz A asociada del sistema es

A =

(
−7 6
2 −6

)
.

Vamos a ilustrar cómo puede resolverse utilizando Mathematica.

Primero calculamos los valores propios:

In[1]:= A =

(
−7 6
2 −6

)
Out[1]= {{−7, 6}, {2,−6}}

In[2]:= Eigenvalues[A]
Out[2]= {−10,−3}

Por lo cual el diagrama de fases del sistema es equivalente al caso II mencio-
nado anteriormente.

Del teorema fundamental para sistemas lineales tenemos que la solución es
de la forma x(t) = eAtx0; encontramos la solución con el siguiente comando:

In[3]:= MatrixExp[A t].X0

Out[3]=
(

1/7e(−10t)(4 + 3e(7t)) 6/7e(−10t)(−1 + e(7t))

2/7e(−10t)(−1 + e(7t)) 1/7e(−10t)(3 + 4e(7t))

)
.X0
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El diagrama de fases lo generamos con la siguiente instrucción:

In[4]:= StreamPlot[{−7x1 + 6x2, 2x1 − 6x2}, {x1,−1, 1}, {x2,−1, 1}]

Out[4]=

3 Sistemas no lineales

En esta sección presentaremos teorı́a relacionada con el análisis de los sis-
temas no lineales. Recordemos algunas definiciones. En lo que sigue, vamos a
considerar Ω un subconjunto abierto de Rn.

Definición 3. Una solución de (1) es una función diferenciable x : I 7→ Ω definida
en algún intervalo I ⊂ R tal que ∀t ∈ I, ẋ = f(x(t)).

Mencionaremos a continuación el teorema de existencia y unicidad para los
sistemas no lineales.

Teorema 2. Teorema fundamental de existencia y unicidad. Sea f ∈ C1(Ω).
Dado x0 ∈ Ω, existe a ≥ 0 tal que el problema de valor inicial

ẋ = f(x)
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x(0) = x0

tiene una única solución x(t) en el intervalo [−a, a].

Una demostración de este teorema utiliza el método de aproximaciones su-
cesivas y se puede ver en [6].

El teorema de existencia y unicidad, teorema 2, establece que si f ∈ C1(Ω),
entonces el problema de valor inicial

ẋ = f(x)

x(0) = x0 (8)

tiene una única solución definida en algún intervalo (−a, a).

Ahora veremos que (8) tiene una solución única x(t) definida en un intervalo
máximo de existencia (α, β). Pero antes necesitaremos las siguientes definicio-
nes:

Definición 4. Sea x(t) una solución de (8) definida en un intervalo Ix. Se dice
que y(t) es una prolongación de x(t) si y(t) es una solución de (8) en un intervalo
Iy que contiene propiamente a Ix, e y(t) coincide con x(t) en Ix.

Definición 5. Se dice que x(t) es una solución máxima del problema de valor
inicial (8) si no admite ninguna prolongación y el intervalo correspondiente Ix es
un intervalo máximo.

Con base en las definiciones anteriores se puede enunciar el siguiente teore-
ma:

Teorema 3. Sea f ∈ C1(Ω). Si x0 ∈ Ω, entonces existe un intervalo máximo J
en el cual el problema de valor inicial (8) tiene una solución única. Además, el
intervalo máximo J es abierto; lo denotamos por J = (α, β).

Si (α, β) es el intervalo máximo de existencia para el problema de valor inicial
(8), entonces 0 ∈ (α, β), y los intervalos [0, β) y (α, 0] son los intervalos máximos
derecho e izquierdo de existencia respectivamente.

Otro tema de gran interés es trabajar con ecuaciones diferenciales no lineales
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dependientes de un parámetro de la forma

ẋ = f(x, λ2),

por lo cual es necesario enunciar un teorema de existencia y unicidad para este
tipo de problemas.

Teorema 4. Dependencia de parámetros Sea D ⊂ Rn+m y f ∈ C1(D). Para
(x0, µ0) ∈ Ω con x0 ∈ Rn y µ0 ∈ Rm, existe a > 0 y δ > 0 tal que para todo
y ∈ Nδ(x0) y µ ∈ Nδ(µ0) el problema de valor inicial

ẋ = f(x, µ)

x(0) = y

tiene una solución única u(t, y, µ) con u ∈ C1(G), donde

G = [−a, a]×Nδ(x0)×Nδ(µ0).

La conclusión del teorema anterior nos indica que la solución al problema de
valor inicial con dependencia de parámetros es continua con respecto al paráme-
tro y a las condiciones iniciales.

3.1. Flujo asociado a ecuaciones diferenciales

En esta sección estudiaremos flujos originados por ecuaciones diferenciales.

En la siguiente definición denotaremos el intervalo máximo de existencia (α, β)
de la solución ϕ(t, x0) del problema de valor inicial (8) por I(x0), puesto que los
puntos inicial y final α y β del intervalo máximo generalmente depende de x0.
Además vamos a considerar Ω ⊂ Rn abierto.

Definición 6. Sea f ∈ C1(Ω). Para cualquier x0 ∈ Ω, sea ϕ(t, x0) la solución
del problema del valor inicial (8) definida en su intervalo máximo de existencia
I(x0). Dado t ∈ I(x0), el conjunto de funciones ϕt definidas por

ϕt(x0) = ϕ(t, x0)

es el flujo de la ecuación diferencial (3); ϕt se conoce también como el flujo del
campo vectorial F (x).
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La figura 6 nos muestra geométricamente las componentes de esta defini-
ción, la figura 6a muestra la solución máxima para x0 fijo obtenida al variar t en
I(x0), por otra parte, si observamos un conjunto de condiciones iniciales K y
un t especı́fico que pertenezca a la intersección de los intervalos máximos I(x0)
para x0 ∈ K, lo que obtenemos es la imagen de la evolución de K, donde se
encuentra K al haber transcurrido t unidades de tiempo 6b, finalmente la figura
6c nos muestra el espacio fase, la imagen del flujo que consta de todas las tra-
yectorias, su importancia se debe a que nos permite observar el comportamiento
cualitativo de todas las soluciones.

ææ

x0

W

H La bææ

0

(a) Una solución máxima

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

K

jHKL

W

(b) Imagen de K

W

(c) Flujo.

Figura 6: Flujo y sus componentes.

Definamos el conjunto E ⊂ R× Ω como

E = {(t, x0) ∈ R× Ω | t ∈ I(x0)}.

Teorema 5. Sea f ∈ C1(Ω). Se tiene que E es un subconjunto abierto de R×Ω
y ϕ ∈ C1(E).

Teorema 6. Sea f ∈ C1(Ω). Dado x0 ∈ Ω, si t ∈ I(x0) y s ∈ I(ϕt(x0)), se sigue
que

s+ t ∈ I(x0)

y
ϕs+t(x0) = ϕs(ϕt(x0)).

Teorema 7. Bajo las hipótesis del teorema 5, si (t, x0) ∈ E, entonces existe una
vecindad U de x0 tal que {t} × U ⊂ E. Se sigue que el conjunto V = ϕt(U) es
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Leonardo Remedios Santiago, Roberto Ávila Pozos, Vladı́mir V. Alexandrov,
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abierto en Ω y que
ϕ−t(ϕt(x)) = x ∀x ∈ U

y
ϕt(ϕ−t(y)) = y ∀y ∈ V.

Sea ẋ = f(x) un sistema no lineal; se puede demostrar que el tiempo a lo lar-
go de cada trayectoria de este sistema se puede reescalar, sin afectar el diagra-
ma de fases; ası́, para todo x0 ∈ Ω, la solución ϕ(t, x0) del problema de valor ini-
cial está definido para todo t ∈ R, es decir, para todo x0 ∈ Ω, I(x0) = (−∞,∞).
Este reescalamiento evita algunas de las complicaciones de las afirmaciones de
los teoremas precedentes. De esta forma el flujo asociado a un sistema no lineal
cumple las siguientes propiedades:

1. ϕ0(x) = x

2. ϕs(ϕt(x)) = ϕs+t(x) para todos s, t ∈ R

3. ϕ−t(ϕt(x)) = ϕt(ϕ−t(x)) para todo t ∈ R.

3.2. Análisis de sistemas no lineales

Una forma de iniciar el análisis de los sistemas no lineales

ẋ = f(x)

es determinar si x ∈ Rn es un punto de equilibrio o un punto ordinario de (3) y
describir el comportamiento cerca de estos puntos.

Definición 7. Un punto p ∈ Rn es un punto ordinario de (3) si f(p) 6= 0.

En el entorno de un punto ordinario p no existen, por la continuidad de f ,
puntos de equilibrio del sistema, por lo que por cada punto próximo a p pasa una
trayectoria y el conjunto de éstas forma, alrededor de p, un haz de curvas que no
se cortan.

Teorema 8. Teorema de la caja de flujo. Sea p un punto ordinario del sistema
(3). En un entorno de V suficientemente pequeño, existe un cambio de coorde-
nadas diferenciable y = h(x), con h(p) = 0, mediante el cual el sistema (3) se

www.fcfm.buap.mx/assets/docs/publicaciones/Modeliza.pdf



40 Principales resultados de los sistemas de ecuaciones diferenciales autónomos

transforma en el sistema

ẏ1 = 1, ẏ2 = 0, . . . , ẏn = 0, (9)

de tal forma que a la solución ϕ(t, xp) de (3), donde xp ∈ V y t es tal que
ϕ(t, xp) ∈ V , le corresponde la solución de (9) ψ(t, h(xp)) = h(ϕ(t, xp)).

Definición 8. El sistema

ẋ = Ax

con la matriz A = Df(x∗) es la linealización de (3) en x∗.

Definición 9. Un punto x∗ ∈ Rn es un punto de equilibrio o punto crı́tico de (3)
si f(x∗) = 0.

Definición 10. Un punto de equilibrio x∗ es hiperbólico si la matriz A de la linea-
lización tiene valores propios con parte real distinta de cero.

Veamos que si x∗ es un punto de equilibrio de (3) y ϕt : Ω 7→ Rn es el flujo
de la ecuación diferencial (3), entonces ϕt(x∗) = x∗ para todo t ∈ R. Ası́, x∗ es
un punto fijo del flujo ϕt.

Otra definición un poco más general de un tipo de puntos de equilibrio del
sistema (3) es la siguiente.

Definición 11. Sea x∗ un punto de equilibrio del sistema (3). Entonces x∗ será un
punto de equilibrio elemental si detDf(x∗) 6= 0, es decir, si λ = 0 no es un valor
propio de Df(x∗).

Lema 2. Si x∗ es un punto de equilibrio elemental de (3), entonces x∗ es un
punto aislado.

Definición 12. Un punto de equilibrio de (3) es un sumidero si todos los valores
propios de la matriz jacobiana Df(x∗) tienen parte real negativa; es una fuente
si todos los valores propios de Df(x∗) tienen parte real positiva, y es un punto
silla si es un punto de equilibrio hiperbólico y Df(x∗) tiene al menos un valor
propio con parte real positiva y otro con parte real negativa.

Para simplificar los enunciados, sin pérdida de generalidad, a partir de aquı́,
en la teorı́a de este capı́tulo, vamos a considerar que el punto de equilibrio habı́a
sido trasladado al origen previamente.
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Definición 13. Dos sistemas autónomos de ecuaciones diferenciales ordinarias
tales como (3.2) y (3.2) son topológicamente equivalentes en una vecindad del
origen si hay un homeomorfismo H : U 7→ V , donde U y V son conjuntos abier-
tos que contienen al origen, y H asigna trayectorias de (3.2) en U a trayectorias
de (3.2) en V y preserva su orientación dada por el tiempo, en el sentido de que
si una trayectoria va de x1 a x2 en U , entonces su imagen va de H(x1) a H(x2)
en V .

Es conveniente aclarar que la definición anterior significa, por ejemplo, dados
dos sistemas autónomos de ecuaciones lineales (2), uno de los cuales tiene sólo
un punto de equilibrio que es un nodo atractor y el otro tiene sólo un punto de
equilibrio que es un foco atractor (ambos sumideros), tendremos que los dos
sistemas son equivalentes, a pesar de que para varios propósitos, incluido a
veces el del modelado, los diagramas fase de un nodo y un foco son de diferente
tipo.

A continuación enunciamos el teorema de Hartman-Grobman, este teorema
muestra que cerca de un punto de equilibrio hiperbólico x∗, el sistema no lineal
(3)

ẋ = f(x)

es equivalente al sistema lineal (13)

ẋ = Ax,

con A = Df(x∗), es decir, tienen la misma estructura cualitativa.

Teorema 9. Teorema de Hartman-Grobman. Sea f ∈ C1(Ω) y sea ϕt el flujo
del sistema no lineal (3). Supongamos que 0 es punto de equilibrio hiperbólico.
Entonces existe un homeomorfismo H de un conjunto abierto U que contiene al
origen, en un conjunto abierto V que contiene al origen, tal que para cada x0 ∈ U
hay un intervalo abierto I0 ⊂ R que contiene al cero, tal que para todo x0 ∈ U y
t ∈ I0

H ◦ ϕt(x0) = eAtH(x0),

es decir, H asigna trayectorias de (3) cerca del origen a trayectorias de (2) cerca
del origen y preserva la dirección determinada por la parametrización del tiempo.
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3.3. Estabilidad

En esta sección analizaremos la estabilidad de los puntos de equilibrio de un
sistema no lineal (3).

La estabilidad de cualquier punto de equilibrio hiperbólico x∗ de (3) está de-
terminada por los signos de las partes reales de los valores propios λi de la
matriz Df(x∗). Un punto de equilibrio hiperbólico x∗ es asintóticamente estable
si y sólo si Re(λi) < 0 para i = 1, . . . , n; es decir, si y solo si es un sumidero.
Un punto de equilibrio es inestable si y solo si es una fuente o un punto silla. La
estabilidad de los puntos de equilibrio no hiperbólicos es en general más difı́cil
de determinar. Un método muy útil para determinar la estabilidad de un punto
de equilibrio no hiperbólico se debe a Liapunov. Antes de enunciar este método,
necesitamos las siguientes definiciones.

Definición 14. Sea ϕt el flujo de la ecuación diferencial (3) definido para todo
t ∈ R. Un punto de equilibrio x∗ de (3) es estable si para todo ε > 0 existe δ > 0
tal que para todo x ∈ Nδ(x

∗) y t ≥, tenemos que

ϕt(x) ∈ Nε(x
∗).

El punto de equilibrio x∗ es inestable si no es estable. El punto de equilibrio
x∗ es asintóticamente estable si es estable y existe δ > 0 tal que para todo
x ∈ Nδ(x

∗), tenemos que

ĺım
t→∞

ϕt(x) = x∗.

Otro resultado importante para determinar la estabilidad de un punto de equi-
librio x∗ es el siguiente teorema.

Teorema 10. Sea x∗ un punto de equilibrio de (3). Si la matriz Df(x∗) tiene un
valor propio con parte real positiva, x∗ es inestable.

Definición 15. Si f ∈ C1(Ω), V ∈ C1(Ω) y ϕt es el flujo de la ecuación diferen-
cial (3), para x ∈ Ω la derivada de la función V (x) a lo largo de la solución ϕt(x)
es

V̇ (x) =
d

dt
V (ϕt(x)) |t=0= DV (x)f(x).
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La ultima igualdad se sigue de la regla de la cadena. Si V̇ (x) es negativa en
Ω, entonces V (x) decrece a lo largo de la solución ϕt(x0) a través de x0 ∈ Ω en
t = 0. Además, en R2, si V̇ (x) ≤ 0 con igualdad solo en x = 0, entonces para
un pequeño y positivo C, la familia de curvas V (x) = C constituye una familia de
curvas cerradas que encierran el origen, y las trayectorias de (3) cruzan la curva
desde el exterior hacia el interior, con un incremento de t, es decir, el origen
de (3) es asintóticamente estable. Una función V : Rn 7→ R que satisface las
condiciones del siguiente teorema es una función de Liapunov.

Teorema 11. Sea x∗ ∈ Ω. Supongamos que f ∈ C1(Ω), f(x∗) = 0 y que
además existe una función real valuada V ∈ C1(Ω) que satisface V (x∗) = 0 y
V (x) > 0 si x 6= x∗. Entonces:

1. Si V̇ ≤ 0 para todo x ∈ Ω, x∗ es estable.

2. Si V̇ < 0 para todo x ∈ Ω \ {x∗}, x0 es asintóticamente estable.

3. Si V̇ > 0 para todo x ∈ Ω \ {x∗}, x∗ es inestable.

Nótese que si V̇ (x) = 0 para todo x ∈ Ω, entonces las trayectorias de (3) se
encuentran en las superficies en Rn (o curvas en R2) definidas por

V (x) = c.

Ahora daremos algunos resultados relacionados con las funciones de Lyapu-
nov.

Teorema 12. Principio de invarianza de LaSalle. Supongamos que existe una
función de Lyapunov V : W → R para (3), con W ⊆ Ω = Rn. Sea E ={
x ∈W : V̇ (x) = 0

}
yM el mayor subconjunto de E invariante de (3), entonces

M atrae a todas las semiórbitas positivas acotadas que están contenidas en W .
En particular, si W = Rn y V (x) → ∞ cuando ‖x‖ → ∞, M atrae a todas las
semiórbitas positivas, y se dice que es atractor global.

Teorema 13. Teorema de estabilidad de Lagrange. Supongamos que existe
una función escalar V : Rn → R tal que A ⊆ Ω es positivamente invariante para
(3) y satisface:

1. V es de clase C1 en A;

2. V (x) > 0 para todo x ∈ A;
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3. V̇ (x) ≤ 0 para todo x ∈ A, y

4. V (x)→∞ si ‖x‖ → ∞.

Entonces, toda solución de (3) con condición inicial en A es acotada.

3.4. Conjuntos lı́mite y atractores

Consideremos un sistema autónomo no lineal (3). El sistema (3) define un
flujo ϕ(t, x); para cada x ∈ Ω, la función ϕ(·, x) : R 7→ Ω define una curva
solución, trayectoria u órbita de (3) a través del punto x0 en Ω. Si identificamos
la función ϕ(·, x) con su gráfica, podemos pensar en una trayectoria a través del
punto x0 ∈ Ω como un movimiento a lo largo de la curva

Γx0 = {x ∈ Ω | x = ϕ(t, x0), t ∈ R}

definida por (3). Por trayectoria positiva a través del punto x0 ∈ Ω, nos referimos
al movimiento a lo largo de la curva

Γ+
x0 = {x ∈ Ω | x = ϕ(t, x0), t ≥ 0};

Γ−x0 se define de manera similar. Definimos cualquier trayectoria Γ = Γ+ ∪ Γ−.

Definición 16. Un punto p ∈ Ω es un punto ω-lı́mite de la trayectoria ϕ(·, x) del
sistema (3) si existe una sucesión tn →∞ tal que

ĺım
n→∞

ϕ(tn, x) = p.

Similarmente, si existe una sucesión tn → −∞ tal que

ĺım
n→∞

ϕ(tn, x) = q,

y el punto q ∈ E, entonces el punto q es un punto α-lı́mite de la trayectoria
ϕ(·, x) de (3). El conjunto de todos los puntos ω-lı́mite de una trayectoria Γ es
el conjunto ω-lı́mite de Γ, denotado por ω(Γ). El conjunto de todos los puntos
α-lı́mite de una trayectoria Γ es el conjunto α-lı́mite de Γ, denotado por α(Γ). El
conjunto de todos los puntos lı́mite de Γ, α(Γ) ∪ ω(Γ) es el conjunto lı́mite de Γ.
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3.5. Órbitas periódicas y ciclos lı́mites

En esta sección se estudian órbitas periódicas y ciclos lı́mite de un flujo ϕ(t, x)
definido por un sistema no lineal (3).

Definición 17. Un ciclo u órbita periódica de (3) es cualquier curva solución
cerrada de (3) que no sea un punto de equilibrio de (3). Una órbita periódica Γ es
estable si para todo ε > 0 existe una vecindad U de Γ tal que para todo x ∈ U ,
d(Γ+

x ,Γ) < ε, es decir, si para todo x ∈ U y t ≥ 0, d(ϕ(t, x),Γ) < ε. Una órbita
periódica Γ es inestable si no es estable; pero Γ es asintóticamente estable si es
estable y si, para todos los puntos x en alguna vecindad U de Γ,

ĺım
t→∞

d(ϕ(t, x),Γ) = 0.

Los ciclos del sistema (3) corresponden a soluciones periódicas, puesto que
ϕ(·, x0) define una curva solución cerrada si y solo si para todo t ∈ R ϕ(t +
T, x0) = ϕ(t, x0) para algún T > 0. El mı́nimo T para el cual mantiene la igual-
dad es el periodo de la órbita periódica ϕ(·, x0).

3.6. Sistemas no lineales en R2

Puntos crı́ticos elementales

En esta sección enunciamos resultados para sistemas no lineales

ẋ = f(x) (10)

con x ∈ R2; afinaremos la clasificación de los sumideros del sistema (10) y
definiremos varios tipos de puntos de equilibrio para estos sistemas planos.

Antes de empezar con estas definiciones, es conveniente introducir las coor-
denadas polares (r, θ) y escribir el sistema (10) en coordenadas polares. En esta
sección, sea x = (x, y)T ; f1(x) = P (x, y); f2(x) = Q(x, y), y Ω un subconjunto
abierto de R2. El sistema no lineal (10) se puede escribir como

ẋ = P (x, y)
ẏ = Q(x, y).

(11)
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Si r2 = x2 + y2 y θ = tan−1(y/x), tenemos que

rṙ = xẋ+ yẏ

y
r2θ̇ = xẏ − yẋ.

Se sigue que para r > 0, el sistema no lineal (11) se puede escribir en térmi-
nos de coordenadas polares como

ṙ = P (r cos(θ), r sin(θ)) cos(θ) +Q(r cos(θ), r sin(θ)) sin(θ)

rθ̇ = Q(r cos(θ), r sin(θ)) cos(θ)− P (r cos(θ), r sin(θ)) sin(θ).
(12)

Ahora daremos definiciones geométricas precisas para un centro, un centro-
foco, un foco estable y uno inestable, un nodo estable y uno inestable y un punto
silla topológico. Suponemos que x∗ ∈ R2 es un punto de equilibrio aislado del
sistema no lineal (11) trasladado al origen; r(t, r0, θ0) y θ(t, r0, θ0) denotarán la
solución del sistema no lineal (12) con r(0) = r0 y θ(0) = θ0.

Definición 18. El origen es un centro para el sistema no lineal (10) si existe
δ > 0 tal que toda curva solución de (10) en la vecindad Nδ(0) \ {0} es una
curva cerrada con 0 en su interior.

Definición 19. El origen es un centro-foco para (10) si existe una sucesión de
curvas solución cerradas Γn con Γn+1 en el interior de Γn tal que Γn → 0 cuando
n→∞ y tal que toda trayectoria entre Γn y Γn+1 sean espirales hacia Γn o Γn+1

cuando t→ ±∞.

Definición 20. El origen es un foco estable para (10) si existe un δ > 0 tal que
para 0 < r0 < δ y θ0 ∈ R, r(t, r0, θ0) → 0 y |θ(t, r0, θ0)| → ∞ cuando t → ∞.
Es un foco inestable si r(t, r0, θ0) → 0 y |θ(t, r0, θ0)| → ∞ cuando t → −∞.
Cualquier trayectoria de (10) que satisfaga r(t)→ 0 y |θ(t)| → ∞ cuando t→∞
(o cuando t → −∞) se denomina una espiral hacia el origen cuando t → ∞ (o
cuando t→ −∞).

Definición 21. El origen es un nodo estable para (10) si existe un δ > 0 tal
que para 0 < r0 < δ y θ0 ∈ R, r(t, r0, θ0) → 0 cuando t → ∞ y el lı́mite
ĺımt→∞ θ(t, r0, θ0) existe; es decir, cada trayectoria en una vecindad del origen se
aproxima al origen a lo largo de una lı́nea tangente bien definida cuando t→∞.
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El origen es un nodo inestable si r(t, r0, θ0) → 0 cuando t → −∞ y el lı́mite
ĺımt→∞ θ(t, r0, θ0) existe para todo r0 ∈ (0, δ)) y θ0 ∈ R. El origen es un nodo
propio para (10) si es un nodo y si todo rayo a través del origen es tangente a
alguna trayectoria de (10).

Definición 22. El origen es un punto silla topológico para (10) si en una vecindad
del origen existen dos trayectorias, Γ1 y Γ2, que se aproximan a 0 cuando t→∞,
y dos trayectorias, Γ3 y Γ4, que se aproximan a 0 cuando t → −∞ y si existe
un δ > 0 tal que cualquier otra trayectoria que empiece en la vecindad del origen
Nδ(0) \ {0} deja Nδ(0) cuando t→ ±∞. Las trayectorias especiales Γ1, . . . ,Γ4

son las separatrices.

Ahora enunciaremos un teorema muy utilizado en el estudio de puntos crı́ticos
aislados.

Teorema 14. Teorema de Bendixon. Supongamos que 0 ∈ Ω y sea f ∈ C1(Ω).
Si el origen es un punto crı́tico aislado de (3), entonces toda vecindad del origen
contiene una curva solución cerrada con el origen en su interior o existe una
trayectoria aproximándose al origen cuando t 7→ ±∞.

El siguiente teorema muestra que, bajo la hipótesis de que f ∈ C2(Ω), en-
contramos que los focos y los nodos de un sistema lineal

ẋ = Ax (13)

persisten aunque se añadan términos no lineales.

Teorema 15. Supongamos que 0 ∈ Ω, y sea f ∈ C2(Ω). Supongamos que
el origen es un punto crı́tico hiperbólico de (3). Entonces el origen es un nodo
estable (o inestable) para el sistema no lineal (3) si y solo si es un nodo estable
(o inestable) del sistema lineal (13) con A = Df(0). Y el origen es un foco
estable (o inestable) para el sistema no lineal (3) si y solo si es un foco estable
(o inestable) para el sistema lineal (13) con A = Df(0).

Si pedimos una condición más débil, es decir, f ∈ C1(Ω), entonces tenemos
el siguiente resultado:

Teorema 16. Supongamos que Ω es un subconjunto abierto de R2 que contiene
al origen, y que f ∈ C1(Ω). Si el origen es un punto de equilibrio hiperbólico del
sistema no lineal (3), se tiene que el origen es un punto silla topológico para (3)
si y solo si el origen es un punto silla para el sistema lineal (13) con A = Df(0).
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El siguiente teorema proporciona las posibilidades de un punto de equilibrio
que resulta ser un centro para la parte lineal del sistema (3).

Teorema 17. Supongamos que 0 ∈ Ω, y sea f ∈ C1(Ω) con f(0) = 0. Su-
pongamos que el origen es un centro del sistema lineal (13) con A = Df(0).
Entonces el origen es un centro, un centro-foco o un foco para el sistema no
lineal (3).

Sin embargo un centro-foco no puede ocurrir en un sistema analı́tico, por lo
tanto tenemos el siguiente corolario.

Corolario 1. Supongamos que 0 ∈ Ω, y sea f analı́tica en Ω con f(0) = 0.
Supongamos que el origen es un centro del sistema lineal (13) con A = Df(0).
Se tiene que el origen es un centro o un foco para el sistema no lineal (3).

Puntos crı́ticos no elementales en R2

En esta sección presentamos algunos resultados para los puntos crı́ticos no
elementales de sistemas analı́ticos planos. Vamos a suponer que el origen es un
punto de equilibrio aislado del sistema plano

ẋ = P (x, y)
ẏ = Q(x, y),

(14)

donde P y Q son analı́ticas en una vecindad del origen. Daremos algunos resul-
tados para el caso en que la matriz A tiene uno o dos valores cero, pero A 6= 0.

Antes de empezar, notemos que si P y Q comienzan su expansión de Taylor
con términos de grado m Pm y Qm, con m ≥ 1 si la función

g(θ) = cos(θ)Qm(cos(θ), sin(θ))− sin(θ)Pm(cos(θ), sin(θ))

es no idénticamente cero, hay a lo más 2(m+ 1) direcciones θ = θ0 a lo largo de
las cuales una trayectoria de (14) puede aproximarse al origen. Estas direcciones
están dadas por las soluciones de la ecuación g(θ) = 0. Supongamos que g(θ)
no es idénticamente cero, entonces las curvas solución de (14) que se aproximan
al origen a lo largo de estas lı́neas tangentes dividen una vecindad del origen en
un número finito de regiones abiertas llamadas sectores. Las trayectorias que
caen en la frontera de un sector hiperbólico son separatrices.
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Leonardo Remedios Santiago, Roberto Ávila Pozos, Vladı́mir V. Alexandrov,
Lucı́a Cervantes Gómez 49

Definición 23. Un sector topológicamente equivalente al sector mostrado en la
Figura 7a es un sector hiperbólico. Un sector que es topológicamente equivalente
al sector de la Figura 7b es un sector parabólico. Y un sector que es topológica-
mente equivalente al sector de la Figura 7c es un sector elı́ptico.

(a) Sector hiperbólico (b) Sector parabólico (c) Sector elı́ptico

Figura 7: Sectores

En la definición 23, el homeomorfismo que establece la equivelencia topológi-
ca de un sector con uno de los sectores de la Figura 7 no necesita preservar
la dirección del flujo, es decir, cada uno de los sectores en la Figura 7, con las
flechas apuntando en la dirección opuesta, son sectores del mismo tipo.

El sistema

ẋ = y

ẏ = −x3 + 4xy

tiene un sector elı́ptico en el origen. Una vecindad del origen consiste en un sec-
tor elı́ptico, un sector hiperbólico, dos sectores parabólicos y cuatro separatrices.
Este tipo de punto crı́tico es un punto critico con un dominio elı́ptico (véase Figura
8).

Otro tipo de punto crı́tico no elemental para un sistema plano es un punto
silla-nodo. Un punto silla-nodo consiste en dos sectores hiperbólicos y un sector
parabólico, además de tres separatrices. El sistema

ẋ = x2

ẏ = y
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Figura 8: Punto crı́tico con dominio elı́ptico en el origen

tiene un punto silla-nodo en el origen (véase figura 9).

Figura 9: Punto silla-nodo en el origen

Otro tipo de comportamiento en un punto crı́tico no hiperbólico se ilustra con
el siguiente ejemplo:

ẋ = y

ẏ = x2

El diagrama de fases de este sistema se muestra en la Figura 10; se observa
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Leonardo Remedios Santiago, Roberto Ávila Pozos, Vladı́mir V. Alexandrov,
Lucı́a Cervantes Gómez 51

que en una vecindad del origen, éste consiste en dos sectores hiperbólicos y dos
separatrices. Este tipo de punto crı́tico es una cúspide.

Figura 10: Un punto cúspide en el origen

Ciclos lı́mite

Ahora enunciaremos un resultado sobre la existencia de ciclos lı́mites. Prime-
ro recordaremos el teorema de Poincaré-Bendixon.

Teorema 18. Teorema de Poincaré-Bendixon. Supongamos que Γ+ está conte-
nida en una región acotada en la cual hay una cantidad finita de puntos crı́ticos.
Entonces ω(γ) es:

1. Un punto crı́tico

2. Una órbita cerrada

3. Un gráfico - puntos crı́ticos unidos por órbitas heteroclı́nicas.

Como un corolario tenemos el siguiente resultado:

Corolario 2. Sea D un conjunto cerrado y acotado que no contiene puntos crı́ti-
cos y supongamos que D es invariante positivo. Entonces existe un ciclo lı́mite
contenido en D.

Otro criterio importante para la existencia de ciclos lı́mites es el criterio de
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Dulac.

Consideremos el sistema

ẋ = P (x, y)
ẏ = Q(x, y),

donde P y Q tienen derivadas parciales de primer orden continuas. Sea f el
campo vectorial y ψ un factor de ponderación en C1.

Teorema 19. Criterio de Dulac. Consideremos una región anular A contenida
en un conjunto abierto E. Si

∇ · (ψf) = div(ψf) =
d

dx
(ψP ) +

d

dy
(ψQ)

no cambia de signo en A, entonces existe a lo máximo un ciclo lı́mite contenido
en A.

Además de estos criterios de existencia, también mencionaremos criterios de
no existencia.

Teorema 20. Criterio de Bendixon. Consideremos el sistema (3.6) y suponga-
mos que D es una región simplemente conexa y que

∇ · (ψf) = div(ψf) =
d

dx
(ψP ) +

d

dy
(ψQ) 6= 0

en D. Entonces no hay ciclos lı́mites totalmente contenidos en D.

Bifurcaciones y diagramas de bifurcación

En esta sección vamos consideraremos un sistema dependiente de paráme-
tros

ẋ = f(x, µ), (15)

donde x ∈ Rn y µ ∈ Rm. Consideremos el diagrama de fases del sistema.
Cuando varı́a el parámetro, el diagrama de fases también varı́a. Existen dos po-
sibilidades: que el sistema permanezca topológicamente equivalente al original
o que su topologı́a cambie.
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Definición 24. La aparición de diagramas de fases no equivalentes topológica-
mente bajo la variación de parámetros es una bifurcación.

Una bifurcación es un cambio de la forma topológica del sistema cuando sus
parámetros pasan a través de un valor de bifurcación.

Ejemplo 2. Bifurcación hipercrı́tica de Andronov-Hopf. Consideremos el si-
guiente sistema plano que depende de un parámetro:

ẋ = αx− y − x(x2 + y2)
ẏ = x+ αy − y(x2 + y2).

(16)

En coordenadas polares, el sistema tiene la forma

ṙ = r(α− r2)

θ̇ = 1.
(17)

Puesto que r y θ son independientes en (17), podemos analizar el sistema
en una vecindad fija del origen, el cual es el único punto de equilibrio (véase
Figura 11). Para α ≤ 0, el punto de equilibrio es un foco estable. Por otro lado, si
α > 0, el punto de equilibrio se vuelve un foco inestable. En (17) se observa que
el sistema exhibe una órbita periódica para cualquier α > 0 de radio r0 =

√
α,

órbita que es estable.

Por lo tanto, α = 0 es un valor de bifurcación del parámetro. En efecto, un dia-
grama de fases con un ciclo lı́mite no puede deformarse por una transformación
en un diagrama de fases con un solo punto de equilibrio. La presencia de un ciclo
lı́mite es una invariante topológica. Cuando α crece y cruza el cero, tenemos una
bifurcación de Andronov Hopf en el sistema (16).

Como se observa, se puede detectar una bifurcación de Andronov Hopf al
observar una pequeña vecindad del punto de equilibrio. Tales bifurcaciones se
denominan locales.

También hay bifurcaciones que no se pueden detectar en una pequeña vecin-
dad del punto de equilibrio. Tales bifurcaciones se denominan globales.

Ejemplo 3. Consideremos el siguiente sistema plano dependiente de un paráme-
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(a) α < 0 (b) α = 0 (c) α > 0

Figura 11: Bifurcación hipercrı́tica de Andronov Hopf.

tro:

ẋ = 1− x2 − αxy
ẏ = xy + α(1− x).

(18)

Este sistema tiene dos puntos silla, x1 = (−1, 0) y x2 = (1, 0), en todos los
valores de α. En α = 0, el eje horizontal es invariante y por lo tanto los puntos
silla se conectan por una trayectoria que converge hacia uno de ellos cuando
t → ∞, y hacia el otro cuando t → −∞. Este tipo de trayectorias se denomi-
nan heteroclı́nicas. Similarmente, una trayectoria que converge asintóticamente
al mismo punto de equilibrio cuando t → ∞ y t → −∞ se denomina homoclı́ni-
ca. Si α 6= 0, ya no es invariante, y esta conexión desaparece. Esta bifurcación
es una bifurcación global. Para detectar esta bifurcación debemos fijar una región
U que contenga ambos puntos de equilibrio.

Existen bifurcaciones globales en las cuales están involucradas algunas bifur-
caciones locales. En tales casos, observar la bifurcación local sólo proporciona
información parcial del comportamiento del sistema. El siguiente ejemplo ilustra
esta situación.
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æ æ

(a) α < 0

æ æ

(b) α = 0

æ æ

(c) α > 0

Figura 12: Bifurcación heteroclı́nica.

Ejemplo 4. Vamos a analizar el siguiente sistema plano:

ẋ = x(1− x2 − y2)− y(1 + α+ x)
ẏ = x(1 + α+ x) + y(1− x2 − y2),

(19)

donde α es un parámetro. En coordenadas polares, el sistema (19) toma la forma

ṙ = r(1− r2)

θ̇ = 1 + α+ r cos θ.
(20)

Fijemos un anillo U alrededor del cı́rculo unitario {(r, θ) : r = 1}. En α = 0
existe un punto de equilibrio no hiperbólico del sistema (20) en el anillo x0 =
(r0, θ0) = (1, π). Los valores propios de la matriz Jacobiana evaluada en este
punto de equilibrio son λ1 = 0 y λ2 = −2. Para valores positivos pequeños
de α, el punto de equilibrio desaparece, mientras que para valores negativos
pequeños de α se divide en un punto silla y un nodo. Esta es una bifurcación
silla-nodo, que es un evento local. Sin embargo, para α > 0, aparece un ciclo
lı́mite estable en el sistema que coincide con el cı́rculo unitario. Este cı́rculo es
siempre un conjunto invariante en el sistema, pero para α ≤ 0 contiene puntos
de equilibrio. Observando sólo una pequeña vecindad del punto de equilibrio no
hiperbólico, no se aprecia la aparición global del ciclo. Nótese que para α = 0
hay exactamente una órbita homoclı́nica al punto de equilibrio no hiperbólico x0.

Continuemos revisando las bifurcaciones de un sistema dependientes de pa-
rámetros (15). Tomemos un valor α = α0 y consideremos un conjunto máximo
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æ

æ

æ

(a) α < 0

ææ

(b) α = 0 (c) α > 0

Figura 13: Bifurcación silla-nodo homoclı́nica.

conexo de parámetros denominado estrato, que contiene α0 y está compuesto
por esos puntos para los cuales el sistema tiene un diagrama de fases que es
topológicamente equivalente al diagrama de fases correspondiente a α0. Toman-
do todos estos estratos en el espacio de parámetros Rm, obtenemos el diagrama
paramétrico del sistema. Por ejemplo, el sistema (16), que exhibe una bifurcación
de Andronov-Hopf, tiene un diagrama con dos estratos: {α ≤ 0} y {α > 0}. En
el sistema (18) hay tres estratos: {α < 0}, {α = 0} y {α > 0}.

El diagrama paramétrico, junto con los diagramas de fases caracterı́sticos,
constituye un diagrama de bifurcación.

Definición 25. Un diagrama de bifurcación de un flujo es una estratificación de
su espacio de parámetros inducido por la equivalencia topológica, junto con dia-
gramas de fases representativos de cada estrato.

Es deseable obtener un diagrama de bifurcación como resultado del análisis
cualitativo de un flujo dado, pues clasifica de una manera muy condensada todas
los posibles comportamientos del sistema y las transiciones entre sus bifurcacio-
nes bajo la variación de parámetros.

Si un flujo tiene un espacio fase de una o dos dimensiones y depende de un
solo parámetro, su diagrama de bifurcación se puede visualizar en el producto
directo de los espacios fase y de parámetro, R1,2 × R, con los diagramas de
fases representados por “rebanadas”de una o dos dimensiones, α = constante.

En los casos más simples, el diagrama paramétrico está compuesto de un
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Figura 14: Diagrama de bifurcación del sistema 16 [4]
.

número finito de regiones en Rm. Dentro de cada región, el diagrama de fa-
ses es topológicamente equivalente. Estas regiones están separadas por sub-
variedades en Rm, es decir, curvas y superficies, a las que llamamos fronteras
de bifurcación. Las fronteras se pueden intersecar o unir. Estas intersecciones
subdividen las fronteras en regiones, y ası́ sucesivamente. Una frontera de bi-
furcación se caracteriza especificando los objetos del espacio fase (puntos de
equilibrio, ciclos, etc.) cuyas propiedades cambian (aparecen o desaparecen, o
cambian de tipo de estabilidad) al variar el parámetro de bifurcación y algunas
condiciones que determinan el tipo de bifurcación. Por ejemplo, la frontera de
la bifurcación hipercrı́tica de Andronov-Hopf es el punto de equilibrio en el que
cambia la estabilidad, y está determinado por la aparición de un par de valo-
res propios imaginarios puros de la matriz Jacobiana evaluada en el punto de
equilibrio Re(λ1,2) = 0.

Definición 26. La codimensión de una bifurcación en el sistema (15) es la dife-
rencia entre la dimensión del espacio de parámetros y la dimensión de la corres-
pondiente frontera de bifurcación.

Equivalentemente, la codimensión es el número de condiciones independien-
tes que determinan la bifurcación.
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Ejemplo 5. Análisis del sistema

ẋ = x(1− y − x)
ẏ = y(−1

2 + 3
2x− µy).

(21)

El principal objetivo de este ejemplo es mostrar el proceso de análisis de un
sistema no lineal.

Solución

1. Encontrar los puntos de equilibrio.

Primero encontramos todos los puntos de equilibrio, los de este sistema
son:

E1 = (0, 0) (22)

E2 = (1, 0) (23)

E3 = (0,
−1

2µ
) (24)

E4 = (−−1− 2µ

3 + 2µ
, 1− 1− 2µ

3 + 2µ
) (25)

2. Análisis de la estabilidad local de los puntos de equilibrio mediante el
método de la primera aproximación o linealización. En segundo lugar
analizamos la estabilidad local de los puntos de equilibrio, en la primera
etapa usamos el método de la primera aproximación, es decir, vamos a
analizar el sistema x = Ax con A = J(x, y), la matriz jacobiana. La matriz
jacobiana asociada al sistema es:

J(x, y) =

(
1− 2x− y −x

3
2y

−1
2 + 3

2x− 2µy

)
.

Evaluamos la matriz jacobiana en cada uno de los puntos de equilibrio para
determinar su estabilidad.

Los valores propios de la matriz jacobiana evaluada en el puntoE1 = (0, 0)
son λ1 = 1 y λ2 = −1

2 , por lo tanto es un punto silla para todo µ, y dado
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que cumple las condiciones del teorema 16, entonces E1 es un punto silla
del sistema no lineal (21).

Para el punto E2 = (1, 0) tenemos que los valores propios de la matriz
jacobiana son λ1 = −1 y λ2 = 1, de esta manera el punto de equilibrio
E2 es un punto silla para todo µ y al igual que el caso anterior cumple el
teorema 16, por lo tanto es un punto silla para el sistema (21).

ææ

-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

(a) Punto crı́tico E1

ææ

0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

(b) Punto crı́tico E2

Figura 15: Puntos crı́ticos

Los valores propios de la matriz jacobiana evaluada en E3 = (0, −1
2µ ) son

λ1 = 1
2 y λ2 = 1 + 1

2µ , por lo tanto tenemos los siguientes casos:

• Si −1
2 < µ < 0, el punto de equilibrio es un punto silla, y por lo tanto

un punto silla para el sistema (21).

• Si µ > 0 o µ < −1
2 , el punto de equilibrio es un nodo inestable, y

dado que el sistema cumple las condiciones del teorema 15, el punto
E3 es un nodo inestable para el sistema (21).

Para el punto E4 = (−−1−2µ
3+2µ , 1 −

1−2µ
3+2µ) tenemos que los valores propios

de la matriz jacobiana son λ1,2 = −1−4µ±
√
−11−24µ

6+4µ , por lo tanto tenemos
los siguientes casos:

• Si µ < −3
2 , el punto de equilibrio es un nodo estable y, por el teorema

15, un nodo estable para el sistema (21).
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ææ
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(b) µ > 0

Figura 16: Punto crı́tico E3

• Si −3
2 < µ < −1

2 , el punto de equilibrio es un punto silla, y por tanto
un punto silla para el sistema (21).

• Si −1
2 < µ ≤ −11

24 , el punto de equilibrio es un nodo inestable, y por
tanto un nodo inestable para el sistema (21).

• Si −11
24 < µ ≤ −1

4 , el punto de equilibrio es un foco inestable, y por
tanto un foco inestable para el sistema (21).

• Si −1
4 < µ, el punto de equilibrio es un foco estable.

3. Análisis de la estabilidad local de los puntos de equilibrio mediante el
método de la segunda aproximación.

Si aparecen puntos no hiperbólicos, el teorema 9 ya no se puede aplicar,
porque el estudio de la estabilidad local de estos puntos de equilibrio se
realiza mediante el método de la segunda aproximación.

Si µ = −1
4 , el punto de equilibrio E4 es un centro para la primera aproxima-

ción. Como el sistema es analı́tico, por el corolario 1 el punto de equilibrio
sólo puede ser un centro o un foco para el sistema, por lo cual es nece-
sario usar el método de la segunda aproximacion, buscando una función
de Liapunov (debido a las restricciones de espacio esa construcción no se
realiza aquı́).
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Leonardo Remedios Santiago, Roberto Ávila Pozos, Vladı́mir V. Alexandrov,
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Figura 17: Punto crı́tico E4
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Un valor crı́tico para el parámetro se obtiene en µ = −1
2 , ahı́ el sistema sólo

exhibe 3 puntos de equilibrio, ya que E3 = E4 = (0, 1), el cual además es
un punto no elemental.
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Figura 18: Puntos crı́ticos del sistema

Código en Wolfram Mathematica

Cálculo de los puntos de equilibrio

In[1]:= f[x_,y_]=x(1-y-x);

In[2]:= g[x_,y_]=-(1/2)*y + 3/2 x y - a y^2;

In[3]:= sol=Solve[{f[x,y]==0,g[x,y]==0},{x,y}]

Out[3]= {{x->0,y->-(1/(2 a))},{x->1,y->0},{x->0,y->0},

{x->-((-1-2 a)/(3+2 a)),y->1-1/(3+2 a)-(2 a)/(3+2 a)}}

Cálculo de la matriz Jacobiana

In[4]:= J[x_,y_]=D[{f[x,y],g[x,y]},{{x,y}}]

Out[4]= {{1-2 x-y,-x},{(3 y)/2,-(1/2)+(3 x)/2-2 a y}}

Cálculo de estabilidad de los puntos de equilibrio
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In[5]:= n1=Length[sol];

In[6]:= Do[{Subscript[A, i]=J[x,y]/.Evaluate[sol[[i]]],

},{i,1,n1}]

Do[Subscript[AV, i]=Eigenvalues[Subscript[A, i]],{i,1,n1}]

Do[{Print[" punto de equilibrio"],Print[sol[[i]]],

Print["valores propios"],Print[Subscript[AV, i]]},{i,1,n1}]

Out[6]=

punto de equilibrio

{x->0,y->-(1/(2 a))}

valores propios

{1/2,(1+2 a)/(2 a)}

punto de equilibrio

{x->1,y->0}

valores propios

{-1,1}

punto de equilibrio

{x->-((-1-2 a)/(3+2 a)),y->1-1/(3+2 a)-(2 a)/(3+2 a)}

valores propios

{(-1-Sqrt[-11-24 a]-4 a)/(2 (3+2 a)),

(-1+Sqrt[-11-24 a]-4 a)/(2 (3+2 a))}

punto de equilibrio

{x->0,y->0}

valores propios

{1,-(1/2)}

Para hacer las gráficas de los diagramas de fases se usó el siguiente coman-
do:
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In[7]:= StreamPlot[{x-x*y-x^2,-(1/2)*y + 3/2 x y - a y^2},

{x,0,.8},{y,.4,1.1}]

Para hacer un diagrama dinámico que depende de a se puede utilizar la si-
guiente instrucción:

In[8]:=

c:=40

Do[{Subscript[\[Mu], k]:=(-1/2+k/10),

f[x_,y_]=x(1-y-x),

g[x_,y_]=y(-1/2+3/2 x-(Subscript[\[Mu], k])*y),

A1[x_,y_]=D[{f[x,y],g[x,y]},{{x,y}}],

sol=Solve[{f[x,y]==0,g[x,y]==0},{x,y}],

n1=Length[sol],

J:=StreamPlot[{f[x,y],g[x,y]},{x,-4,4},{y,-4,4}],

S[x_,y_]:={x,y},

Do[Subscript[S, i]=S[x,y]/.Evaluate[sol[[i]]],{i,1,n1}],

SA:=Table[Subscript[S, i],{i,1,n1}],

P:=ListPlot[SA,PlotStyle -> PointSize[0.02],

PlotRange->{{-4,4},{-4,4}}] ,

Subscript[G, k]=Show[P,J]},{k,-c,c}]

Print[\[Mu],"\[Epsilon]"]

Print[{(-1/2+-c/10),(-1/2+c/10)}]

Manipulate[Subscript[G, u],{u,-c,c,1},AppearanceElements->u]
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de Puebla. Págs. 43-66.
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Capı́tulo 4

Modelos básicos de poblaciones con ecuaciones en
diferencias

Leonardo Remedios Santiago1, Blanca Xochilt Muñoz Vargas1, Lucı́a
Cervantes Gómez1,a

Resumen

Se presentan modelos básicos de conteo de poblaciones con ecuaciones
en diferencias de una población e interacción entre dos especies.

1 Introducción

Las ecuaciones en diferencias surgen como modelos matemáticos de fenóme-
nos que evolucionan en el tiempo en momentos separados por intervalos de am-
plitud constante, por ejemplo el crecimiento de poblaciones de grupos de varias
especies de mamı́feros, que se aparean sólo en alguna estación del año, o las
poblaciones de insectos, con etapas claramente diferenciadas en su ciclo de vida
(huevos, larvas, pupas y adultos).

A continuación estableceremos la notación.

Supongamos que la medida x de la magnitud que describe el sistema bajo
estudio se realiza en instantes tk, k = 0, 1, 2, ..., separados por un intervalo o
perı́odo de tiempo de amplitud constante (un año, un mes o cualquier unidad de
tiempo adecuada al fenómeno considerado), x0, o bien x (0) , representa el es-
tado inicial del sistema, x1 mide el estado del sistema al final del primer perı́odo,
x2 al final del segundo, y ası́ sucesivamente. La evolución del sistema estará re-
presentada por una sucesión de números reales

x0, x1, . . . , xk, . . . (1)

en la que la transición de un estado al siguiente estará regida por una ley de

1Facultad de Ciencias Fı́sico Matemáticas, Benemérita Universidad Autónoma de Puebla.
alcervant@fcfm.buap.mx
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cambio –establecida como fruto de conjeturas basadas en la experimentación
y/o la observación– que en muchas situaciones interesantes (en particular, en la
dinámica de ciertas poblaciones y en dinámica económica) tomará la forma de
una ecuación en diferencias.

Supongamos que xk, k = 0, 1, 2, ..., representa el número de individuos en el
instante tk de una población (de cierta especie biológica en determinado medio:
seres unicelulares, plantas, animales o humanos). La tasa de crecimiento per
cápita de la población del perı́odo ∆tk = tk+1 − tk es, por definición,

r =
∆xk
xk

=
xk+1 − xk

xk
, (2)

o sea, el “crecimiento promedio de la población producido por un individuo” en
dicho perı́odo, para simplificar la notación, en este capı́tulo nos referiremos a esta
tasa simplemente como tasa de crecimiento, esta tasa r dependerá, en general,
de k y xk, o sea, del perı́odo considerado y del valor xk de partida:

xk+1 − xk
xk

= r (k, xk) ; (3)

a partir de (2) y (3) obtenemos,

∆xk = r (k, xk)xk (4)

o, equivalentemente,

xk+1 = (1 + r (k, xk))xk. (5)

La ecuación (4) y su expresión (5) se llaman ecuaciones en diferencias. La
incógnita es la sucesión

x0, x1, ..., xk, ... (6)

de niveles de población en los sucesivos instantes t0, t1, t2, ..., y el nombre se
debe a que en la ecuación está involucrada, junto a la incógnita xk, k = 0, 1, 2, ...,
la diferencia xk+1 − xk entre dos valores sucesivos de aquélla. En la forma
alternativa (5), el valor de x en un instante se obtiene a partir del valor en el
instante precendente.
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2 Modelos de crecimiento de una sola especie

Para describir la evolución de una determinada población a partir de una po-
blación inicial dada x0, ha de plantearse una propuesta de tasa r (k, xk) compa-
tible con las observaciones y datos que se tengan de la población bajo estudio.
Es claro que la hipótesis más simple es la tasa de crecimiento constante r, lo
que conduce a la ecuación en diferencias

xk+1 = (1 + r)xk. (7)

Si aceptamos la ecuación (7) como un posible modelo de crecimiento de
una población, sus soluciones se obtienen de manera inmediata procediendo
por iteración a partir de cada población inicial x0 considerada (son progresiones
geométricas de razón 1 + r ):

x0

x1 = (1 + r)x0

x2 = (1 + r)x1 = (1 + r)2 x0

x3 = (1 + r)x2 = (1 + r)3 x0

. . . (por inducción)

xk = (1 + r)xk−1 = . . . = (1 + r)k x0

. . .

Por lo anterior, bajo la ley de crecimiento expresada por la ecuación en dife-
rencias xk+1 = (1 + r)xk, una población inicial de x0 > 0 individuos evolucio-
nará de acuerdo con la fórmula

xk = (1 + r)k x0 (8)

Si r > 0, o sea, si la natalidad domina a la mortalidad, la población crecerá en
cada perı́odo (xk+1 > xk) y además

ĺım
k→∞

xk =∞ (9)

para cualquier x0 > 0, expresando un crecimiento ilimitado o “malthusiano”. Si
r = 0, xk = x0 para todo k, es decir, la población permanece estable en el valor
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constante x0. Si r > 0 (con r > −1 para evitar valores negativos de x, lo que no
tendrı́a sentido en este contexto) la población decrecerá en cada perı́odo y

ĺım
k→∞

xk = 0. (10)

La fórmula (8) se ajusta bastante bien, en el caso usual de que r > 0, a
datos de poblaciones muy variadas cuando sus efectivos no son muy grandes,
pero el crecimiento limitado reflejado en (9) requiere establecer modelos más
realistas en el comportamiento a largo plazo. La “corrección logı́stica” toma la
forma, siendo K la capacidad de soporte del medio:

xk+1 − xk
xk

= b (K − xk) , (11)

con b > 0. Si escribimos la ecuación (11) en la forma

∆xk = rxk − bx2
k, (12)

con r = bK, también podemos notar que el incremento en cada perı́odo es
menor en bx2

k de lo que serı́a sin la competencia que se establece entre los
individuos de la población por unos recursos limitados, y podemos interpretar
el término bx2

k como una medida de “fricción social” (b serı́a el “coeficiente de
competencia”). Por otra parte, escribiendo

∆xk = rxk

(
1− xk

K

)
(13)

vemos que si xk << K, entonces 1 − xk
K = 1 y se tiene, aproximadamente, el

modelo malthusiano.

Despejando en (11) xx+1 en términos de xk, se tiene

xk+1 = bxk

(
K +

1

b
− xk

)
. (14)

Observamos que la cantidadM = K+1
b > K representa un máximo absoluto

para una población regida por la ley (11), pues si en algún momento se alcanzase
el valor xk = K + 1

b , se tendrı́a xk+1 = 0, es decir, se agotarı́an todos los
recursos y la población se extinguirı́a en el transcurso del siguiente perı́odo. Nos
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planteamos, por consiguiente, el estudio de la ecuación (14) para valores x ≤M .
Conviene para ello normalizarla introduciendo la nueva variable

yk =
xk
M

(15)

Dividiendo por M = K + 1
b la ecuación (14), se obtiene

xk+1

M
= b

xk
M

(M − xk) = (1 + bK)
xk
M

(
1− xk

M

)
, (16)

es decir,
yk+1 = ayk (1− yk) , (17)

con a = 1 + bK.

Iterando a partir de una población inicial y0 se obtendrı́a:

y1 = ay0 (1− y0) = ay0 − ay2
0

y2 = ay1 (1− y1) = a2
(
y0 − y2

0

) (
1− ay0 − ay2

0

)
vemos que y1 es un polinomio de grado 2 e y2 un polinomio de grado 4 en y0;
en general, yk será un polinomio de grado 2k en y0 cuya fórmula no se puede
establecer analı́ticamente.

Las ecuaciones (7) y (17) coresponden al siguiente modelo general: dada
una función x 7→ f(x) de R en R, nos planteamos analizar el proceso dinámico
que se genera al aplicar f sucesivamente, de manera iterada, partiendo de un
determinado valor inicial x0 de la variable x:

x0 7→ f (x0) 7→ f (f (x0)) = f2 (x0) 7→ · · · 7→ f
(
fk−1 (x0)

)
= fk (x0) 7→ · · ·

(18)

Poniendo fk (x0) = xk, podemos representar el proceso representado en
(18) en la forma de un problema de valor inicial

{
xk+1 = f (xk)
x (0) = x0

(19)

relativo a la ecuación en diferencias xk+1 = f (xk) .
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Si la función f es lineal, se tendrá una ecuación en diferencias lineal :

xk+1 = axk + b. (20)

De manera más general, una ecuación en diferencias es una relación de la
forma

xk+1 = f (k, xk) (21)

con la función f que depende también del entero k que va indicando los perı́odos
sucesivos, o también puede ser una relación de la forma

xk+1 = f(k, k − 1, . . . , xk, xk−1, . . .) (22)

donde la función f depende del entero k y de los anteriores que indican los
periodos sucesivos.

Como en los ejemplos anteriores, las soluciones de la ecuación en diferencias
(21) son sucesiones de números reales

x0, x1, ..., xk, ... (23)

que cumplen que entre un término cualquiera y el siguiente se verifica la relación
(21). Esas sucesiones las denotamos: xk y x(k).

Se sugiere revisar un modelo en diferencias de crecimiento de una sola es-
pecie construido a partir de un problema real en [2]

3 Modelos de interacción entre dos especies

En esta sección vamos a utilizar sistemas de ecuaciones en diferencias. Un
sistema de ecuaciones en diferencias es un conjunto de ecuaciones en diferen-
cias, donde la evolución de cada una de las variables, el valor en el instante k+1
depende no sólo de su valor en el instante precedente k sino también de los va-
lores de las demás variables en k, además de posiblemente, el propio valor de
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k. Mas explicitamente un sistema de ecuaciones en diferencias es de la forma:

x1(k + 1) = a11(k)x1(k) + ·+ a1n(k)xn(k)

x2(k + 1) = a21(k)x1(k) + ·+ a2n(k)xn(k)

...

xn(k + 1) = an1(k)x1(k) + ·+ ann(k)xn(k)

Ahora vamos a presentar los modelos de interacción entre especies los cuales
están formulados a través de un sistema de ecuaciones en diferencias.

3.1. Modelos depredador presa

Las hipótesis lineales sobre la interacción depredador-presa de dos especies
se traducen en el caso discreto de la siguiente forma:

• El crecimiento malthusiano de las presas en ausencia de depredadores
viene descrito por xk+1 = axk, con a > 1, y el decrecimiento de los depre-
dadores en ausencia de presas, por yk+1 = dyk + cxk, 0 < d < 1.

• Con las dos especies presentes, la evolución de los depredadores vendrá re-
presentada por yk+1 = dyk + cxk, c > 0, y la de las presas, por xk+1 =
axk − byk, b > 0.

Se tiene entonces el sistema de dos ecuaciones en dos incógnitas{
xk+1 = axk − byk
yk+1 = cxk + dyk

(24)

el cual es un sistema de ecuaciones lineales por ser las funciones de los segun-
dos miembros lineales en las variables x e y.

Vemos que para estudiar el comportamiento de las soluciones del sistema
hay que estudiar el de las sucesivas potencias de la matriz de coeficientes A.

La corrección no lineal que considerábamos más adecuada a una ecologı́a
depredador-presa lleva al sistema de ecuaciones de Lotka-Volterra en versión
discreta {

xk+1 = axk − bxkyk
yk+1 = dyk + cxkyk,

(25)
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el cual es un sistema de ecuaciones no lineales que, de manera similar a la
ecuación logı́stica discreta, tiene una aparencia muy simple y, sin embargo, el
comportamiento asintótico de sus soluciones puede ser muy complejo.

3.2. Modelos de parasitismo.

Como mencionamos en la introducción, los insectos tienen etapas claramente
diferenciadas en su ciclo de vida: huevos, larvas, pupas y adultos. Un fenómeno
importante que se presenta en los insectos es el del sistema hospedero - parási-
to, por ejemplo, puede ocurrir que las hembras de uno de los insectos, el parásito,
se aprovechen de la otra especie, el hospedero, inoculando sus huevecillos en
los hospederos que se encuentran en su etapa de pupa o larva. Las larvas de los
parásitos se desarrollan y crecen a costa de sus hospederos, consumiéndolos e
impidiendo que lleguen a su estado adulto.

Un modelo sencillo para este sistema hospedero-parásito de insectos se basa
en las siguientes suposiciones:

• Los hospederos parasitados darán origen a la siguiente generación de
parásitos.

• Los hospederos que no han sido parasitados darán origen a sus propios
descendientes

• La fracción de hospederos que son parasitados depende de la tasa de
encuentros de las dos especies; en general, esta fracción puede depender
de las densidades de alguna o de las dos especies

Aunque en los sistemas naturales hay otras causas de mortalidad, es ilustrati-
vo considerar primero sólo este conjunto mı́nimo de interacciones y analizar sus
consecuencias.

Establecemos la notación:

xk = densidad de la población de hospederos en la generación k,

yk = densidad de parasitoides en la generación k,

f = f (xk, yk) = fracción de hospederos sin parasitar,

λ = tasa de reproducción del hospedero,
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c = número promedio de huevos viables depositados por el parasitoide en un
sólo huésped.

Estas tres suposiciones nos conducen a:

xk+1 = número de hospederos en la generación previa × fracción de no
parasitados × tasa reproductiva λ,

yk+1 = número de hospederos parasitados en la generación previa × fecun-
didad de los parasitoides (c) × tasa reproductiva λ,

Nótese que 1 − f es la fracción de hospederos que son parasitados, por lo
que obtenemos:

xk+1 = λxkf (xk, yk) ,
yk+1 = cxk [1− f (xk, yk)] .

(26)

Este sistema de ecuaciones nos muestra un marco general de modelos tipo
hospedero-parasitoide. Para determinar un modelo concreto es necesario espe-
cificar el término f (xk, yk). A continuación se muestra una forma particular para
esa expresión sugerida por Nicholson y Bailey [6]). A. J. Nicholson fue uno de los
primeros biólogos en sugerir que los sistemas hospedero -parasitoide podı́an ser
entendidos usando un modelo teórico, aunque se requirió la ayuda del fı́sico V.A.
Bailey para formalizar sus argumentos.

Nicholson y Bailey realizaron dos suposiciones acerca del número de encuen-
tros y la tasa de parasitismo de un hospedero:

• Los encuentros ocurren aleatoriamente, por lo que el número de encuen-
tros Ne de hospederos y parasitoides es por lo tanto proporcional al pro-
ducto de sus densidades:

Ne = axkyk, (27)

donde a es una constante que representa la eficiencia de búsqueda del
parasitoide. (Esta suposición presupone encuentros aleatorios y se conoce
como la Ley de acción de masas, esta ley es una suposición subyacente
en muchos modelos y conviene revisarla con cuidado, un clara explicación
de la misma se encuentra en [7]).
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• Sólo el primer encuentro entre un hospedero y un parasitoide es signifi-
cativo. Esto ocurre porque una vez que un hospedero ha sido parasitado
va a dar origen a exactamente c descendientes parasitoides, un segundo
encuentro con un parasitoide que le inocule sus huevos no incrementará ni
decrementará ese número.

Al realizar el análisis del modelo (v. págs. 81-82 de [3]), puede notarse que tie-
ne un único punto de equilibrio y éste es inestable. Aunque este comportamiento
pude reproducirse en el laboratorio para algunos sistemas, la mayorı́a no tienen
este tipo de conducta, por lo que es necesario modificar un poco las condiciones
para obtener modelos más realistas.

Modificación del modelo de N.B. con dependencia de la densidad en la po-
blación de hospederos

Debido a que el modelo N.B es inestable para todos los valores de los paráme-
tros, consideramos primero una modificación de las suposiciones subyacentes en
la dinámica de la población de hospederos y averiguamos cuáles de éstas son
factores potencialmente estabilizadores. Consideremos la siguiente suposición:

• En la ausencia de parasitoides, la población de hospederos crece hasta
cierta densidad limitada (por la capacidad de carga K de su ambiente)

Considerando esta suposición, se obtienen las siguientes ecuaciones:

xk+1 = xkλ (xk) e
−ayk ,

yk+1 = xk
(
1− e−ayk

)
.

Para la tasa de crecimiento λ (xk) podemos adoptar

λ (xk) = exp r (1− xk/K) . (28)

Ası́, si P = 0, la población de hospederos crece hasta la densidad xk = K y
decae si xk > K, con lo que se obtiene el modelo
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xk+1 = xkexp [r (1− xk/K)− ayk] ,
yk+1 = xk

(
1− e−ayk

)
.

(29)

Este modelo lo estudiaron en detalle Beddington et al [1] , quienes encontra-
ron conveniente analizar su conducta en términos de la cantidad q, donde

q = x̄/K = la razón de densidad de hospederos en su estado estacionario
con y sin parasitoides presentes.

El valor de q indica hasta qué punto la población en su estado estacionario se
ve afectada por la presencia de parasitoides.

El sistema de ecuaciones (29) es tan complejo que no es posible derivar ex-
presiones explı́citas para los estados fijos x∗ y y∗, sin embargo, éstos pueden
expresarse en términos de q y P∗ de la manera siguiente:

ȳ =
r

a
(1− x̄/K) =

r

a
(1− q) ,

x̄ = ȳ/
(
1− e−ayk

)
.

El modelo resultante es estable para un gran rango de valores realistas de
los parámetros, que es algo deseable, sin embargo, la dinámica no es sencilla, al
cambiar los valores de los parámetros puede ocurrir que los puntos de equilibrio
pierdan su estabilidad, aparezcan ciclos lı́mite o situaciones aún más complejas.

Cuando las ecuaciones de un modelo son difı́ciles de analizar explı́citamente,
es necesario realizar simulaciones computacionales que pueden dar buena idea
de lo que ocurre.
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[4] Fernández Pérez, C., Vázquez Hernández, F. J. y Vegas Montaner, J. M.,
2003, Ecuaciones Diferenciales y en Diferencias. Sistemas Dinámicos. Edi-
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Modelización matemática. Textos Cientı́ficos, Fomento Editorial de la Benemérita
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Capı́tulo 5

Principales resultados de la teorı́a de las Ecuaciones en
Diferencias, lenguaje de los modelos discretos

Roberto Ávila Pozos1,a, Lucı́a Cervantes Gómez2

Resumen

Se presentan resultados de la teorı́a de las ecuaciones en diferencias ne-
cesarios en la solución y el análisis de los modelos expresados mediante
este tipo de ecuaciones.

1 Introducción

Puede suceder que la realidad nos imponga un modelo continuo (como los del
segundo capı́tulo), pero la resolución efectiva con la computadora, e incluso las
mediciones previas que hagamos son en número finito, dan lugar al modelo dis-
creto; también podrı́a ocurrir (como vimos en el cuarto capı́tulo) que el fenómeno
que deseamos modelizar sea discreto. En ambas situaciones tendremos un mo-
delo discreto (como el que presentamos en el capı́tulo 7) y vamos a necesitar
resolverlo o analizarlo; para ello utilizaremos la teorı́a de las ecuaciones en dife-
rencias, por lo que en este capı́tulo aportamos los resultados más importantes y
necesarios para el análisis de los modelos discretos.

En particular, estudiaremos las ecuaciones en diferencias (EED), dadas por
una expresión recursiva de la forma xn = Axn−1, donde xn es un vector de
las variables a considerar al tiempo discreto n y A es una matriz cuadrada, que
contiene a las diferentes transiciones entre un tiempo y otro. Como casos parti-
culares importantes están las EED lineales y las cadenas de Markov.

1Instituto de Ciencias Básicas e Ingenierı́a, Universidad Autónoma de Hidalgo,
2Facultad de Ciencias Fı́sico Matemáticas, Benemérita Universidad Autónoma de Puebla.
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2 Sistemas lineales autónomos de EED

Como se dijo anteriormente, las ecuaciones en diferencias son un caso par-
ticular de los modelos discretos y con ellas se pueden formar sistemas de ecua-
ciones en diferencias, que intentan describir un fenómeno en un modo discreto,
donde la variable dependiente (que es el tiempo) se puede ir incrementando en
intervalos iguales (en el caso del tiempo, de segundos, minutos, dı́as, etc.). Lo
anterior es coherente con la realidad, ya que normalmente se toma una serie de
medidas espaciadas en el tiempo, una vez al dı́a, al mes, etc., con la finalidad de
contar con un registro fiable, que pueda predecir algún patrón.

Se revisará de manera rápida el algoritmo de Putzer, que es uno de los méto-
dos para resolver un sistema autónomo de EED y ası́ pasar después a discutir el
sistema no autónomo.

Definición 1. Sea A = (aij) una matriz cuadrada real no singular de orden k y
sea x(1), x(2), ... una sucesión de vectores en Rk con x(n) =

(
x1(n), ..., xk(n)

)T
para todo n = 1, 2, ... definidos de manera recursiva por

x(n) = Ax(n− 1), n = 1, 2, .., (1)

a partir de un vector inicial x0 = x(n0) ∈ Rk. Una relación de recurrencia de esta
forma se llama sistema lineal autónomo de EED.

El adjetivo “autónomo” del sistema anterior viene de la independencia de n
por parte de la matrizA. En el sistema anterior se tiene, razonando por inducción,
que

x(n) = An−n0x0,

donde A0 = I, la matriz identidad de orden k. Sin pérdida de generalidad se
puede suponer n0 = 0; si no es ası́, se puede hacer el cambio de variable y(n−
n0) = x(n), pasando el sistema (1) a

y(n+ 1) = Ay(n), (2)

con y(0) = x(n0) y

y(n) = Any(0).
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Con esta expresión se puede hallar y(n) para cualquier valor de n. Sin em-
bargo, hay una expresión más simple que permite ahorrar tiempo en los cálculos
de las potencias de la matriz A. Para ello se discute el siguiente algoritmo:

Algoritmo de Putzer

Primero, recordemos que para una matriz real dada A = (aij) de orden k,
un valor caracterı́stico de dicha matriz es aquel número real o complejo λ tal que
Av = λv para algún vector v ∈ Ck. Equivalentemente, la relación anterior se
puede escribir como

(A− λI)v = 0.

La ecuación anterior tiene una solución no trivial si y solo si det(A− λI) = 0,
ó λk+a1λ

k−1+a2λ
k−2+...+ak−1λ+ak = 0, que se llama ecuación caracterı́stica

de A. Si λ1, ..., λk son los valores caracterı́sticos de A (pueden estar repetidos),
entonces se puede escribir la ecuación anterior como

p(λ) =

k∏
j=1

(
λ− λj

)
.

Visto lo anterior, se anuncia el siguiente resultado, útil para los resultados que
le siguen.

Teorema 1 (Teorema de Cayley-Hamilton). Toda matriz satisface su ecuación
caracterı́stica. Esto es,

p(A) =
k∏
j=1

(
A− λjI

)
,

o

Ak + a1A
k−1 + a2A

k−2 + ...+ ak−1A+ akI = 0
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Ahora bien, sea A una matriz cuadrada de orden n. Se busca una represen-
tación para An de la forma

An =

s∑
j=1

µj(n)M(j − 1), (3)

donde las µj(n) son funciones escalares, las cuales se discutirán más adelante
y

M(j) = (A− λjI)M(j − 1), M(0) = I.

Iterando la ecuación anterior, se muestra que

M(k) = (A− λkI)(A− λk−1) · · · (A− λ1I)

=
k∏
j=1

(A− λjI).

Usando el teorema de Cayley-Hamilton, se tiene

M(k) =
k∏
j=1

(A− λjI) = 0.

Siendo ası́ M(n) = 0 para n ≥ k, se puede reescribir la ecuación (3) como

An =

k∑
j=1

µj(n)M(j − 1). (4)

Si se hace n = 0 en (4), se obtiene

A0 = I = µ1(0)I + µ2(0)M(1) + ...+ µk(0)M(k − 1),

lo que implica que

µ1(0) = 1, µ2(0) = µ3(0) = ... = µk(0) = 0.
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De la ecuación (4) se tiene

k∑
j=1

µj(n+ 1)M(j − 1) = AAn = A

[ k∑
j=1

µj(n)M(j − 1)

]

=
k∑
j=1

µj(n)AM(j − 1)

=
k∑
j=1

µj(n)[M(j) + λjM(j − 1)],

esta última igualdad de la definición de M(j). Comparando los coeficientes de
M(j), 1 ≤ j ≤ k en la ecuación anterior y junto con las condiciones dadas para
las µ’s en n = 0, se tiene

µ1(n+ 1) = λ1µ1(n)

µ1(0) = 1

µj(n+ 1) = λjµj(n) + µj−1(n),

µj(0) = 0, j = 2, 3, ..., k.

Se puede comprobar que las soluciones a las ecuaciones anteriores son

µ1(n) = λn1 , µj(n) =
n−1∑
i=0

λn−1−i
j µj−1(i), j = 2, 3, ..., k.

En resumen, se tiene:

Teorema 2 (Algoritmo de Putzer). Para una matriz cuadrada A de orden k, se
pueden encontrar sus potencias An como

An =
k∑
j=1

µj(n)M(j − 1),
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donde

M(k) =

k∏
j=1

(A− λjI)

µ1(n) = λn1

µj(n) =
n−1∑
i=0

λn−1−i
j µj−1(i), 2 ≤ j ≤ k.

A este algoritmo, se le conoce como algoritmo de Putzer.

Ejemplo:

Encontrar la solución del sistema de EED x(n+ 1) = Ax(n), donde

A =

 0 1 1
−2 3 1
−3 1 4

 .

Solución:

Los valores caracterı́sticos de la matriz A están determinados por la ecuación
caracterı́stica

det(A− λI) = det

 −λ 1 1
−2 3− λ 1
−3 1 4− λ

 = 0.

Desarrollando el determinante anterior, se encuentra que

p(λ) = (λ− 2)2(λ− 3) = 0,

i.e. los valores caracterı́sticos de A son λ1 = λ2 = 2 y λ3 = 3. Ası́, según el
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algoritmo de Putzer, se tiene que:

M(0) = I,

M(1) = A− λ1I = A− 2I =

 −2 1 1
−2 1 1
−3 1 2

 ,

M(2) = (A− λ1I)(A− λ2I) = (A− 2I)2 =

 −1 0 1
−1 0 1
−2 0 2

 .

Los µj están dados por

µ1(n) = λn1 = 2n,

µ2(n) =

n−1∑
i=0

λn−1−i
2 µ1(i) =

n−1∑
i=0

2n−1−i(2i) =

n−1∑
i=0

2n−1 = n2n−1,

µ3(n) =

n−1∑
i=0

λn−1−i
3 µ2(i) =

n−1∑
i=0

3n−1−i(i2i−1) = 3n−1
n−1∑
i=1

i3−i2i−1

=
3n−1

2

n−1∑
i=1

i

(
2

3

)i
=

3n−1

2

[ 2
3 +

(
(n− 1)2

3 − (n− 1)− 1
)(

2
3

)n(
1− 2

3

)2 ]
=

3n−1

2

[
32 2

3
+
(
− 2

3
− n

3

)
32
(2

3

)n]
=

3n−1

2

[
3(2)− (2 + n)

2n

3n−1

]
= 3n − (2 + n)2n−1 = 3n − 2n − n2n−1,

donde para µ3(n) se usó que

m∑
k=1

kak =
a+ (ma−m− 1)am+1

(1− a)2
, a 6= 1. (5)

Finalmente:
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An =
3∑
j=1

µj(n)M(j − 1)

= µ1(n)M(0) + µ2(n)M(1) + µ3(n)M(2)

= 2nI + n2n−1

 −2 1 1
−2 1 1
−3 1 2

+ (3n − 2n − n2n−1)

 −1 0 1
−1 0 1
−2 0 2


=

 2n − n2n − 3n + 2n + n2n−1 n2n−1 n2n−1 + 3n − 2n − n2n−1

−n2n − 3n + 2n + n2n−1 2n + n2n−1 n2n−1 + 3n − 2n − n2n−1

−3n2n−1 − 2 · 3n + 2n+1 + n2n n2n−1 2n + n2n + 2 · 3n − 2n+1 − n2n



=

 2n+1 − n2n−1 − 3n n2n−1 3n − 2n

2n − 3n − n2n−1 (2 + n)2n−1 3n − 2n

2n+1 − 2 · 3n − n2n−1 n2n−1 2 · 3n − 2n

 .

A continuación se discute cuando la matriz A depende del tiempo.

3 Sistemas lineales no autónomos de EED

Considérese ahora el sistema

x(n+ 1) = A(n)x(n), (6)

donde A(n) = (aij(n)) es una matriz cuadrada de orden k dependiente del
tiempo n. A este tipo de sistemas se le llama sistemas lineales no autónomos de
EED. El correspondiente sistema no homogéneo está dado por

y(n+ 1) = A(n)y(n) + g(n), (7)

donde g(n) ∈ Rk. El siguiente teorema establece la existencia y unicidad de la
solución al sistema (6).

Teorema 3. Para cada x0 ∈ Rk y n0 ∈ Z+ existe una única solución x(n, n0, x0)
del sistema (6) con x(n0, n0, x0) = x0.
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DEMOSTRACIÓN. De la ecuación (6) se tiene que

x(n0 + 1, n0, x0) = A(n0)x(n0) = A(n0)x0,

x(n0 + 2, n0, x0) = A(n0 + 1)x(n0 + 1) = A(n0 + 1)A(n0)x0.

Inductivamente se llega a que

x(n, n0, x0) =

[ n−1∏
i=n0

A(i)

]
x0,

donde

n−1∏
i=n0

A(i) = I, si n = n0,

siendo ésta una solución única a (6) y que satisface la condición x(n0, n0, x0) =
x0.

Con el fin de trabajar con la matriz A(n) de la ecuación (6), se tiene la si-
guiente definición

Definición 2. Las soluciones x1(n), x2(n), ..., xk(n) (6) se dice que son lineal-
mente independientes (l.i.) para n > n0 ≥ 0 si la única solución a

c1x1(n) + c2x2(n) + ...+ ckx(n) = 0, ∀n ≥ n0

es la trivial (i.e. cj = 0, 1 ≤ j ≤ k).

Sea Φ(n) una matriz cuadrada de orden k cuyas columnas son soluciones de
(6), teniendo ası́

Φ(n) = [x1(n), x2(n), ..., xk(n)].

Obsérvese que

Φ(n+ 1) = [x1(n+ 1), x2(n+ 1), ..., xk(n+ 1)]

= [A(n)x1(n), A(n)x2(n), ..., A(n)xk(n)]

= A(n)[x1(n), x2(n), ..., xk(n)]

= A(n)Φ(n), (8)
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donde Φ(n) será no singular si las xj(n) son l.i. Con lo anterior se tiene la si-
guiente definición:

Definición 3. Si Φ(n) es singular para todo n ≥ n0 y satisface (8), entonces a
Φ(n) se le llamará matriz fundamental del sistema (6).

Se puede demostrar que si M es otra matriz cuadrada no singular de orden
k, entonces MΦ(n) será también una matriz fundamental, por lo que un siste-
ma como el de (6) puede tener una infinidad de matrices fundamentales. Por lo
pronto es suficiente saber que

Φ(n) =
n−1∏
i=n0

A(i), con Φ(n0) = I

es una matriz fundamental de (6), pues satisface (8) y los xj(n) son l.i. para
n ≥ n0. De la ecuación anterior se observa que si A es constante (caso autóno-
mo), entonces Φ(n) = An−n0 . Ası́, se puede usar el algoritmo de Putzer para
calcular la matriz fundamental de un sistema autónomo. Además, se puede de-
mostrar que existe una única solución Θ(n) de (8) con Θ(n0) = I [5].

Ahora, si Φ(n) es una matriz fundamental de un sistema de EED, definamos
la siguiente matriz fundamental:

Φ(n, n0) := Φ(n)Φ−1(n0),

llamada matriz de transición de estado.

En general se puede definir a

Φ(n,m) := Φ(n)Φ−1(m),

veamos algunas de sus propiedades.

Corolario 1. La única solución de x(n, n0, x0) del sistema (6) con x0 = x(n0, n0, x0)
está dada por

x(n, n0, x0) = Φ(n, n0)x0.
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DEMOSTRACIÓN.

Lo anterior es solo otra forma de escribir el teorema (3), usando la definición
de Φ(n).

Lema 1 (Fórmula de Abel). Para todo n ≥ n0 ≥ 0, se tiene que

det Φ(n) =

[ n−1∏
i=n0

detA(i)

]
det Φ(n).

DEMOSTRACIÓN. Al tomar el determinante en ambos lados de (8), se tiene

det Φ(n+ 1) = detA(n) det Φ(n)

= det

[ n−1∏
i=n0

A(i)

]
det Φ(n)

=

[ n−1∏
i=n0

detA(i)

]
det Φ(n).

Un caso particular del resultado anterior es cuando A es constante (caso no
autónomo), en cuyo caso

det Φ(n) =
(

detA
)n−n0 det Φ(n0).

Corolario 2. La matriz fundamental Φ(n) es no singular para todo n ≥ 0 si y
solo si Φ(n0) es no singular.

DEMOSTRACIÓN. Se sigue de la fórmula de Abel al tener que detA(n) 6= 0, para
n ≥ n0.

Una consecuencia inmediata del corolario anterior es que si cualquiera de las
hipótesis se cumple, entonces las soluciones de (6), x1(n), x2(n), ..., xk(n) son
l.i. para todo n ≥ n0. El siguiente teorema establece la existencia de k soluciones
l.i. al sistema inicial (6).
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Teorema 4. Existen k soluciones l.i. del sistema (6), i.e. de

x(n+ 1) = A(n)x(n)

para n ≥ n0, donde A es una matriz cuadrada de orden k.

DEMOSTRACIÓN. Sea ei = (0, 0, ..., 1, ..., 0)T para i = 1, 2, ..., k, el vector unita-
rio en Rk (i.e. todas las entradas cero excepto la i-ésima entrada, la cual es 1).
Por el teorema (3), para cada ei existe una solución x(n, n0, ei) del sistema (6)
con ei = x(n0, n0, ei). Ahora, dado que Φ(n0) = I y por tanto no singular, enton-
ces, por el corolario anterior, se tiene que el conjunto C := {x(n, n0, ei)|1 ≤ i ≤
k} es l.i.

No es difı́cil ver que si x1(n), x2(n), ..., xk(n) son soluciones l.i. de (6), enton-
ces

x(n) = c1x1(n) + c2x2(n) + ...+ ckxk(n), cj ∈ R, 1 ≤ j ≤ k

es solución también de (6). Lo anterior da lugar a la siguiente definición.

Definición 4. Supongamos que {xi(n) | 1 ≤ i ≤ k} es cualquier conjunto de
soluciones l.i. de (6), entonces la solución general de (6) está definida como

x(n) =
k∑
i=1

cixi(n), ci ∈ R,

con al menos una ci 6= 0.

Se puede reescribir a x(n) como

x(n) = Φ(n)c,

donde Φ(n) =
(
x1(n), x2(n), ..., xk(n)

)
es una matriz fundamental y(

c1, c2, ..., ck
)T ∈ Rk.
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Es ahora cuando se realiza un análisis del sistema no homogéneo (7), i.e. de

y(n+ 1) = A(n)y(n) + g(n), g(n) ∈ Rk,

con A de orden k. Defı́nase a yp(n) como una solución particular de (7) si es
un vector variable de orden k que satisface (7). El siguiente resultado nos da un
mecanismo para encontrar la solución general del sistema (7).

Teorema 5. Cualquier solución y(n) de (7) puede ser escrita como

y(n) = Φ(n)c+ yp(n),

para un apropiado vector constante c y una solución particular yp(n).

DEMOSTRACIÓN.

Sea y(n) una solución de (7) y sea yp(n) cualquier solución particular de (7).
Si x(n) = y(n)− yp(n), entonces

x(n+ 1) = y(n+ 1)− yp(n+ 1)

= A(n)y(n)−A(n)yp(n)

= A(n)
[
y(n)− yp(n)

]
= A(n)x(n).

Ası́, x(n) es una solución del sistema (6). Luego, por el corolario 1, se tiene
que x(n) = Φ(n)c para algún vector constante c. Ası́,

y(n)− yp(n) = Φ(n)c.

Ahora se aporta una fórmula para evaluar yp(n).

Lema 2. Una solución particular de (7) está dada por

yp(n) =
n−1∑
r=n0

Φ(n, r + 1)g(r),

con yp(n0) = 0.
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DEMOSTRACIÓN. Se tiene que

yp(n+ 1) =

n∑
r=n0

Φ(n+ 1, r + 1)g(r)

=

n−1∑
r=n0

Φ(n, r + 1)g(r) + Φ(n+ 1, n+ 1)g(n)

= A(n)yp(n) + g(n),

i.e. yp(n) es solución de (7). Además, yp(n0) = 0.

Finalmente, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 6. La única solución al problema con valor inicial

y(n+ 1) = A(n)y(n) + g(n), y(n0) = y0, (9)

está dada por

y(n, n0, y0) = Φ(n, n0)y0 +
n−1∑
r=n0

Φ(n, r + 1)g(r),

o más explı́citamente como

y(n, n0, y0) =

( n−1∏
i=n0

A(i)

)
y0 +

n−1∑
r=n0

( n−1∏
i=r+1

A(i)

)
g(r).

DEMOSTRACIÓN.

Se sigue del último teorema y del último lema.

Corolario 3. Para un sistema autónomo donde A es una matriz constante, la
solución del sistema (9) está dada por

y(n, n0, y0) = An−n0y0 +

n−1∑
r=n0

An−r−1g(r).
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DEMOSTRACIÓN. Se sigue inmediatamente de la última fórmula del teorema
anterior.

Ejemplo

Resolver el sistema y(n+ 1) = Ay(n) + g(n), donde

A =

(
2 1
0 2

)
, g(n) =

(
n
1

)
, y(0) =

(
1
0

)
.

Solución

Usando el algoritmo de Putzer, discutido anteriormente, se puede calcular a
An, como

An =

(
2n n2n−1

0 2n

)
Luego, por el corolario 3, se tiene:

y(n) = Any0 +
n−1∑
r=0

An−r−1g(r)

=

 2n n2n−1

0 2n

 1

0

+

n−1∑
r=0

 2n−r−1 (n− r − 1)2n−r−2

0 2n−r−1

 r

1


=

 2n

0

+

n−1∑
r=0

 r2n−r−1 + (n− r − 1)2n−r−2

2n−r−1


=

 2n

0

+
n−1∑
r=0

 r2n−r−2 + (n− 1)2n−r−2

2n−r−1


=

 2n

0

+

 2n−2
∑n−1

r=1 r
(

1
2

)r
+ (n− 1)2n−2

∑n−1
r=0

(
1
2

)r
2n−1

∑n−1
r=0

(
1
2

)r

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=

 2n

0

+ 2n−2


1
2

+

(
(n−1) 1

2
−(n−1)−1

)(
1
2

)n(
1− 1

2

)2 + (n− 1)
1−
(

1
2

)n
1− 1

2

2

(
1−
(

1
2

)n
1− 1

2

)


=

 2n

0

+ 2n−2

 2 + (−n
2 −

1
2)
(

1
2

)n−2
+ (n− 1)

(
2−

(
1
2

)n−1)
4
(
1−

(
1
2

)n)


=

 2n

0

+

 2n−1 − n
2 −

1
2 + (n− 1)(2n−1 − 1

2)

2n − 1


=

 2n

0

+

 2n−1 − n
2 −

1
2 + n2n−1 − n

2 − 2n−1 + 1
2

2n − 1


=

 2n + n2n−1 − n

2n − 1

 ,

donde se usó la fórmula (5) y la fórmula
m∑
k=0

ak =
1− am+1

1− a
, a 6= 1.
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Capı́tulo 6

Análisis cualitativo de modelos básicos de transmisión
infecciosa

Carlos Chivardi-Moreno1, Erin C. McKiernan2, Marco A.
Herrera-Valdez3,a

Resumen

Este capı́tulo contiene una introducción a modelos básicos de transmi-
sión de enfermedades infecciosas. Primero construimos una versión deter-
minista y autónoma del modelo clásico SIR de transmisión infecciosa. Se
definen algunas nociones básicas de epidemiologı́a relacionadas con la
transmisión de enfermedades infecciosas, junto con la deducción del mo-
delo y las soluciones, analizadas cualitativamente. Se define la condición
para una epidemia para después discutir, desde una perspectiva geométri-
ca, conceptos básicos como la condición de epidemia en poblaciones total-
mente susceptibles (condición llamada “número básico de reproducción”),
epidemias en poblaciones parcialmente inmunes, y los efectos que puede
tener la pérdida de inmunidad. Se analiza el caso particular de epidemias
generadas por enfermedades incurables de larga duración y se deduce un
modelo alternativo y simple con el que es posible hacer ajustes sencillos a
partir del modelo SIR. Al final del capı́tulo se presentan posibles extensio-
nes no-autónomas.

1 Modelo simple de transmisión a nivel poblacional

Consideremos un esquema simple de transmisión infecciosa en el que un in-
dividuo susceptible de infección se puede contagiar (e.g. al estar cerca de un
individuo infectado). Para cada tiempo t, dividamos a la población en tres cla-
ses epidemiológicas: los individuos susceptibles de infección (S), los infectados
(I), y aquellos individuos que han dejado de tener la infección (R), por muerte

1 Departamento de Economı́a, Centro de Investigación en Sistemas de Salud, Instituto Nacional
de Salud Pública. 2 Departamento de Fı́sica, Fac. Cs., UNAM. 3 Departamento de Matemáticas,
Fac. Cs., Universidad Nacional Autónoma de México. a marcoh@ciencias.unam.mx
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o por adquisición de inmunidad permanente [18]. Los tamaños de dichas subpo-
blaciones suman el total N = S + I + R. Si suponemos que un cierto número
de individuos susceptibles se infectan en un tiempo h a una tasa α, entonces el
número de individuos en el tiempo t+ h está dado por

S(t+ h) = S(t)(1− αh), (1)

de donde el número de nuevos individuos infectados entre t y t+ h es entonces
hαS(t). Si suponemos que en ese mismo periodo de tiempo, una proporción δ
de los infectados deja de serlo, el número de individuos infectados cambia a

I(t+ h) = hαS(t) + (1− hδ) I(t). (2)

El cambio correspondiente en el número de individuos que ya no tienen la
infección es

R(t+ h) = R(t) + hδI(t). (3)

Fuerza de infección y exposición homogénea. El término α en la ecuación
(1), llamado fuerza de infección por algunos autores [14], puede depender de
varios factores [25, 16]. Una suposición aplicable a varias enfermedades infec-
ciosas es que α depende de la proporción de individuos infectados en la po-
blación, de la tasa de contacto con el patógeno que causa la enfermedad, y la
probabilidad de infección dada una exposición directa con el patógeno [3]. En tal
caso, suponiendo que los individuos que dejan de tener la infección adquieren
inmunidad permanente,

α = β
I(t)

S(t) + I(t) +R(t)
. (4)

En contraste, si la infeccion no tiene curación y es mortal, la fuerza de infección
se puede escribir como α = βI(t)/ [S(t) + I(t)].

La fuerza de infección en la ecuación (4) se puede interpretar como el pro-
ducto de la probabilidad de tener contacto con un individuo infectado multiplicada
por la probabilidad de infección dado el contacto con el patógeno, o el individuo
que lo porta, representada por β. Dos suposiciones implı́citas en ese caso son
que cualquier individuo susceptible puede tener contacto con el patógeno y que
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la latencia entre la exposición al patógeno y la infección es cero. Si el contagio
requiere de contacto directo entre individuos, la ecuación (4) contiene implı́cita-
mente la suposición de mezcla homogénea entre susceptibles e infectados. En
otras palabras, suponemos que cualquier persona susceptible tiene la misma
probabilidad de encontrarse con un infectado, y viceversa.

1.1. Dinámica de transmisión y densidad poblacional

Si suponemos que las poblaciones son lo suficientemente grandes, entonces
es posible substituir S, I, y R por densidades poblacionales u, v, y w, respectiva-
mente. Si N es lo suficientemente grande y constante (e.g. hay tantos nacimien-
tos como muertes por causas no relacionadas con la infección, no hay muertes
por infección, y la gente que deja de estar infectada adquiere inmunidad perman-
tente, entre otras condiciones), es posible dividir las ecuaciones (1)-(3) entre N ,
combinar la fuerza de infección en la ecuación (4), y calcular el lı́mite cuando h
tiende a cero para obtener ecuaciones diferenciales ordinarias definidas como:

∂tu = −βvu (5)

∂tv = (βu− δ) v (6)

∂tw = δv, (7)

donde ∂t denota la derivada con respecto a t 4. En un tiempo inicial t = t0, las
condiciones iniciales del sistema serán denotadas como (u0, v0, w0). Es apro-
piado recalcar que los coeficientes β y δ tienen unidades del inverso del tiempo
(e.g. 1/dı́a). Nótese que β y δ pueden variar con el tiempo, o con respecto a otros
factores, en cuyo caso se pueden escribir extensiones del modelo [9, 8, 13].

1.2. Brotes y epidemias

Es de interés preguntar ¿cuándo la dinámica dictada por el sistema (5)-(7)
describe una epidemia? ¿Qué condiciones tienen que cumplirse para que no ha-
ya epidemia a pesar de que haya infectados? Podemos contestar las preguntas

4La notación ∂tu es para mantener claridad con respecto a que la derivada de u con respecto
a t es un operador. ∂tu surge como el lı́mite de un cociente, pero no es un cociente, como indica
la notación du/dt.
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anteriores utilizando la ecuación (6) si definimos brote como la aparición de un
conjunto de individuos infectados que no crece, y decimos que hay una epidemia
sólo cuando la densidad de población infectada aumenta. Un brote entonces re-
presenta condiciones iniciales para el sistema en las que v > 0. Una epidemia
ocurre, en consecuencia, cuando ∂tv > 0, que pasa cuando βu − δ > 0. En
cambio, una epidemia no puede ocurrir cuando ∂tv ≤ 0, aunque haya un brote
epidémico (ejercicio: argumente, ¿por qué?). Podemos entonces construir una
función que nos permita predecir si un brote se convertirá en epidemia. Para ello,
definamos

B(t, u;β, δ) =
β

δ
u(t), (8)

o por brevedad en la notación, B(t, u) en el caso en que β y δ sean constan-
tes. Notemos que si B(t, u) > 1, entonces la población de infectados crece.
En consideración de lo anterior, nos referiremos a la función B como indica-
dor epidémico. El indicador epidémico predice el número de casos nuevos de
infección por cada individuo susceptible en cualquier tiempo t. El máximo de
infectados dependerá de las condiciones iniciales, en particular de la inmunidad
pre-existente. El caso particular en el que la población es casi totalmente suscep-
tible,Ro = B(t0, 1), se conoce comúnmente en la literatura epidemiológica como
número básico de reproducción. Cuando la población no es totalmente suscepti-
ble, B es comúnmente llamado número efectivo de reproducción [1, 10, 11, 21].

1.3. Geometrı́a y comportamiento de las soluciones

Dados β y δ, el cambio en v como función de u se puede analizar sin resol-
ver el sistema (5)-(6) analizando la geometrı́a del campo vectorial definido por
las ecuaciones en el plano (u, v). Para ver lo anterior, nótese que u es una fun-
ción decreciente, y considérese el cambio en los infectados con respecto a los
susceptibles

∂uv =
∂tv

∂tu
=

δ

βu
− 1. (9)

Lo anterior quiere decir que cualquier trayectoria a partir de un punto (u0, v0)
se mueve hacia la izquierda en el plano (u, v) (Fig. 1). Es importante notar que
si u0 > δ/β, entonces el número máximo de infectados por unidad de tiem-
po ocurrirá eventualmente cuando u alcance δ/β, es decir, cuando el indicador
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Carlos Chivardi-Moreno, Erin C. McKiernan, Marco A. Herrera-Valdez 99

epidémico B(t, δ/β)=1. Si u0 > δ/β (hay suficientes susceptibles en t = t0),
entonces las trayectorias tienen forma de “U” invertida (Fig. 1B-C). En cambio, si
∂uv < 0 para u0 > δ/β, el decremento en v no cesará (Fig. 1A-C). ¿Qué pasa
cuando u0 ≤ δ/β ?

Figura 1: Campos vectoriales en (u, v) para el modelo (5)-(7) con distintas combina-
ciones de los parámetros β y δ. Las lı́neas punteadas indican los puntos en los que la
proporción de infectados alcanza el máximo.

1.4. Susceptibilidad inicial e inmunidad pre-existente

Condiciones para que ocurra una epidemia en poblaciones totalmente
susceptibles. Si en un tiempo inicial t = t0 la población es totalmente sus-
ceptible de infección, excepto unos cuantos individuos que ya estén infectados,
entonces es posible suponer que u ≈ 1. Como consecuencia, el indicador de
una epidemia en el tiempo inicial t = t0 se reduce a una expresión que depen-
de de la probabilidad de infección por contacto con el patógeno y de la tasa de
recuperación. El indicador epidémico inicial es entonces B(t0, 1) = β/δ. Nóte-
se que B(t, u) es una función decreciente, porque u es decreciente. Por tanto,
B(t0, u) representa el máximo número de infecciones generadas por cada caso
infeccioso, y B(t0, 1) representa la máxima estimación sobre el número de casos
generados por cada infección.

Lo anterior sirve para desarrollar un conocimiento intuitivo de la dinámica del
modelo. Por ejemplo, el cociente de β/δ representa el balance entre la probabili-
dad de infección y la tasa de recuperación. Si se trata de una población totalmen-
te susceptible, β/δ es un predictor determinado sólo por la biologı́a del patógeno
y la fisiologı́a del sistema inmune en los miembros de la población.
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Inmunidad existente durante un brote. Recordemos que la condición para
que no haya una epidemia es

1 > B(t0, u0) = B(t0, 1− v0 − w0) =
β

δ
(1− v0 − w0) , (10)

de donde
w0 > 1− v0 − δ/β. (11)

Lo anterior determina una condición para que el nivel de inmunidad existen-
te al ocurrir un brote prevenga una epidemia (Fig. 2). Una posible aplicación
de la observación anterior es que, si existe una idea del nivel de inmunidad pre-
existente en la población (e.g. por campañas vacunación realizadas anteriormen-
te), entonces es posible hacer predicciones sobre la posibilidad de una epidemia
dado un brote.

1.5. Tamaño final de la epidemia

¿Es posible saber cuántas personas se verán infectadas en una epidemia
descrita por el modelo (5)-(6)? Para contestar la pregunta es útil analizar el com-
portamiento a largo plazo de u y w. Por tanto, si consideramos el cambio en u
con respecto al cambio en w,

∂wu =
∂tu

∂tw
= −β

δ
u, (12)

con u(w0) = u0 como condición inicial, donde w(t0) = w0. Integrando con res-
pecto a w,

u(w) = u(w0) exp

(
−β
δ

(w − w0)

)
. (13)

Tomando en cuenta la dependencia temporal de u y w, notemos que w0 ≤ 1 y
w(t) ≤ 1, de donde w(t)− w0 ≤ 1 para toda t (ejercicio: argumente ¿por qué?).
Por tanto,

u(t) ≥ u0 exp

(
−β
δ

)
> 0, (14)

para toda t. La desigualdad (14) indica que la población susceptible al final no
decae a cero durante una epidemia. La proporción de infectados tiende a v∞ = 0
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cuando t tiende a∞, por lo que la proporción total de infectados al final de una
epidemia (o de un brote) es w∞ = 1− u∞, que se puede escribir explı́citamente
como

w∞ = 1− u0 exp

(
−β
δ

(w∞ − w0)

)
. (15)

La ecuación (15) es trascendental (no tiene solución algebraica), pero es po-
sible argumentar que la solución existe y está en el intervalo (0, 1). El caso par-
ticular en el que la población es casi totalmente susceptible (u0 ≈ 1, v0 > 0,
w0 = 0) da como resultado

w∞ = 1− exp (−B(t0, 1)w∞) , (16)

que resulta en una cota superior para la proporción total de individuos infecta-
dos al final de una epidemia (ejercicio: ¿por qué?). Las autoridades de salud
pública pueden usar el lı́mite superior w∞ para estimar los recursos que serán
necesarios si se produce una epidemia.

2 Enfermedades de larga duración sin curación y dinámi-
ca logı́stica

Hay patógenos que causan infecciones para las que no hay recuperación
y que pueden durar varios años antes de la muerte [22]. Entre otros ejemplos
prominentes están el virus de inmuno-deficiencia humana (VIH) que causa el
Sı́ndrome de inmunodeficiencia adquirida (SIDA), y otros patógenos que causan
enfermedades de transmisión sexual [12, 5]. Los primeros años de epidemias
causadas por algunos patógenos como los mencionados anteriormente pueden
mostrar un comportamiento sigmoidal, con una mortalidad pequeña relativa al
tamaño de la población [7, 6]. Para investigar la razón, el sistema (5)-(7) se puede
modificar suponiendo que la población es constante y que la muerte de individuos
infectados se compensa con nuevos individuos susceptibles. Como resultado, la
dinámica de u y v satisface las ecuaciones

∂tu = δv − βuv (17)

∂tv = (βu− δ) v. (18)
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En este caso el indicador epidémico y la condición para que haya una epide-
mia son idénticas a las del modelo (5)-(7). La suposición de que la población es
constante nos permite substituir la proporción de susceptibles usando u = 1− v.
Como consecuencia, la dinámica del sistema se puede estudiar considerando
una sola ecuación:

∂tv = = βv

[(
1− δ

β

)
− v
]
, (19)

Figura 3: Soluciones de la ecuación (19) ajustando el comportamiento sigmoidal de los
casos de VIH en México. Datos [6]. Parámetros: (β, δ) = (117, 116.802), v0=10185 [7].

La solución de la ecuación (19) tiene la forma

v(t) =
v0 (β − δ)

(β(1− v0)− δ) exp ((δ − β) t) + βv0
, (20)

donde v0 = v(0) cuyas gráficas son sigmoidales que crecen desde 0 hacia 1 −
δ/β, y cuya tasa de crecimiento depende de la diferencia β − δ.

www.fcfm.buap.mx/assets/docs/publicaciones/Modeliza.pdf



104 Análisis cualitativo de modelos básicos de transmisión infecciosa

Es conveniente analizar cualitativamente las soluciones (Fig. 3) para explicar
un par de comportamientos importantes. Hay dos puntos de equilibrio (donde
∂tv = 0), v∗ = 0 y v∗ = 1 − δ/β. Si 0 < v0 < 1 − δ/β, entonces v es creciente,
siempre y cuando 1 > δ/β. La observación anterior es consistente con la con-
dición de epidemia definida por B(t0, 1 − v0) > 1. Por tanto, el equilibrio v∗ = 0
repele soluciones para condiciones iniciales cercanas a 0. En otras palabras,
v∗ = 0 es inestable [17]. En contraste, el punto fijo v∗ = 1 − δ/β es asintótica-
mente estable, ya que v decrece hacia 1 − δ/β cuando v∗ < v0 (ejercicio: ¿por
qué?). Por el contrario, v crece hacia 1− δ/β cuando v0 < v∗.

3 Transmisión con infecciones asintomáticas y un brote
en un tiempo especı́fico

Consideremos ahora cuatro clases epidemiológicas: vulnerables, asintomáti-
cos, sintomáticos, y recuperados, cuyos tamaños dentro de la población son V ,
A, S, R, respectivamente, de tal forma que N = V + A + S + R. Suponiendo
que el tamaño de la población es constante, las proporciones de las clases epi-
demiológicas son respectivamente, v = V/N , a = A/N , s = S/N , r = R/N . Si
p es la probabilidad de que una infección sea asintomática, entonces la dinámica
entre las distintas clases epidemiológicas puede escribirse como

∂tu = − (λu+ η(t)) , (21)

∂tv = p (λu+ η(t))− γs, (22)

∂ta = (1− p) (λv + η(t))− γa, (23)

∂tw = γ (a+ w) , (24)

con un término η que permite introducir un pulso en la población para modelar la
ocurrencia de un pequeño brote epidémico en una fecha especı́fica [13, 9]. Por
ejemplo,

η(t) = η(t; t0, b, σ) = b

(
t− t0
τ

)
exp

(
t− t0
τ

)
H(t− t0) (25)

con H(x) = 1 si x > 0 y 0 cuando x ≤ 0. En este caso, la tasa de infección se
puede expresar como

λ = β (κvv + κaa) , (26)
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donde κa y κv se pueden pensar como factores de ajuste para la probabilidad
de infección dado un contacto con un individuo infectado, dependiendo de si es
asintomático o no, respectivamente. La función que determina la condición de
epidemia en este caso está dada por

B(t; s, a) =
η(t) + (κvv + κaa)βu

γ (v + a)
. (27)

¿Por qué? Si κv = κa = 1 y η(t) = 0, entonces la condición de epidemia es
1 < uβ/γ.

4 Discusión

Hemos presentado la construcción de un modelo básico que reproduce as-
pectos generales de epidemias. Con el fin de ser consistentes y para recalcar
algunas propiedades del modelo, hemos definido algunos conceptos de una ma-
nera que difiere un poco con la literatura clásica de epidemiologı́a. Por ejemplo,
introducimos las definiciones de brote y epidemia para distinguir situaciones en
las cuales hay un surgimiento de infectados sin que se desarrolle una epidemia,
de situaciones en las que la población infectada crece y eventualmente explota
una epidemia. Otra definición importante es la función B(t, u;β, δ) a la que lla-
mamos indicador epidémico, con la que podemos determinar la condicion de epi-
demia y que nos permite hablar de la importancia de la inmunidad pre-existente
en la población durante un brote como determinante de una epidemia. Lo anterior
representa un cambio de enfoque importante que contrasta con centrar el análi-
sis de la dinámica del modelo en la susceptibilidad casi total en una población
[4]. En consideración de lo anterior, presentamos resultados que ilustran la idea
de que el curso temporal de la curva de infectados durante un brote está ı́ntima-
mente ligado a la inmunidad pre-existente en la población, que depende de las
condiciones iniciales del sistema (5)-(7).

Otros dos conceptos clásicos de la literatura epidemiológica que revisamos y
cuestionamos son los del número básico de reproducción (Ro), y el número efec-
tivo de reproducción (Rt) [1]. El concepto deRo ha sido criticado previamente por
otros autores en la literatura de epidemiologı́a matemática [19]. En la visión de
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los autores, ambos nombres son desafortunados, ya que la palabra “reproduc-
ción” puede confundir al lector, además de que se asocia a condiciones iniciales
en el modelo que no se cumplen ni en muchos brotes, ni en muchas epidemias.
El caso especial en que la población es casi totalmente susceptible, Ro, corres-
ponde a B(t0, 1) y es una de las primeras cantidades que la mayorı́a de la gente
interesada en modelar y describir epidemias calcula. Sin embargo, recordemos
que Ro es sólo una estimación conservadora del máximo número de infeccio-
nes generadas por un individuo infeccioso y sólo se aplica a poblaciones en las
que la inmunidad pre-existente es nula y la población es susceptible excepto por
una cantidad muy pequeña de individuos ya infectados. Es importante recalcar
que existe una gran cantidad de artı́culos en los que se calcula Ro con méto-
dos estadı́sticos que a su vez se basan en aproximaciones de las soluciones al
sistema (5)-(7) [23]. Lo anterior es todavı́a más grave si consideramos que hay
variables, como la frecuencia de reporte, que son también importantes durante
un brote, y que normalmente causan irregularidades en las curvas de incidencia
reportadas. Por tanto, muchos cálculos de Ro se basan en información que no
necesariamente tiene que ver con los parámetros del modelo que corresponden
a Ro. No siempre es cierto que las epidemias ocurren en poblaciones totalmente
susceptibles y la dinámica de una epidemia puede variar mucho, e incluso no
ocurrir después de un brote sin que Ro cambie (Fig. 2). Estrictamente hablan-
do, Ro depende de la biologı́a del patógeno y de su capacidad para infectar a
una persona, pero no proporciona información del número de susceptibles, ni
del número de personas que son inmunes al patógeno. Por ejemplo, en 2013
hubo brotes de sarampión en México que no llegaron a epidemia, probablemen-
te por inmunidad generada a partir de las campañas de vacunación realizadas
[24]. Lo anterior sucede porque la inmunidad pre-existente donde ocurre el bro-
te puede ser tal que la densidad de susceptibles u(t0) = 1 − v(t0) − w(t0) es
mucho menor que 1. Fenómenos similares ocurren con brotes de influenza es-
tacional, en los que la inmunidad adquirida al tener exposición a distintas cepas
de virus de influenza protege a la población ante la exposición a algunas de las
nuevas cepas [26]. También puede ocurrir que cierta parte de una población no
sea susceptible de infectarse con ciertos patógenos, como es el caso del virus
de inmuno-deficiencia humana (VIH) [20, 15].

Los modelos presentados en este capı́tulo se pueden extender fácilmente pa-
ra considerar variaciones temporales en los parámetros de acuerdo con obser-
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vaciones experimentales o de campo [13]. También existen maneras de extender
los modelos mencionados incluyendo más variables que representen partes re-
levantes de la cadena de transmisión, intervenciones como vacunación [9], o
dinámica entre distintas poblaciones [13, 2], entre otras cosas.

Reconocimiento (CC BY 4.0): Se permite cualquier explo-
tación de la obra, incluyendo una finalidad comercial, ası́ co-
mo la creación de obras derivadas, la distribución de las

cuales también está permitida sin ninguna restricción, siempre y cuando el traba-
jo original sea debidamente citado http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

5 Ejercicios propuestos

1. SuponiendoN = S+I+R constante y que la fuerza de infección está dada
por la ecuación (4), deducir

∂tS = −βSI
N

(28)

∂tI =

(
β
S

N
− δ
)
I (29)

∂tR = δI (30)

a partir de las ecuaciones (1)-(3).

2. Deduzca las ecuaciones (5)-(7) a partir de las ecuaciones (28)-(30). ¿Qué pa-
sa cuando δ representa la tasa de muerte por infección (N no es constan-
te)?

3. Los parámetros β y δ en (5)-(7) representan, respectivamente, la probabi-
lidad de infección por contacto con el patógeno y la tasa de recuperación.
Analice cualitativamente el modelo para predecir qué pasarı́a con el curso
temporal de una epidemia si hubiera una forma de darle tratamiento a los
infectados que redujera el tiempo de recuperación; Si el tratamiento bajara
la infectividad; ambas opciones.

4. Argumente considerando los casos w0 = 0 y w0 = 1 que la ecuación
trascendental (15) tiene solución.
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5. ¿Qué habrı́a que cambiar en el modelo si la infección ocurre en invierno
solamente? Sugerencia: suponga que la fuerza de infección cambia de
manera periódica durante el año.

6. Tome como tiempo 0 el primero de enero de un año y suponga que un brote
epidémico que afectó a una millonésima parte de la población ocurrió el pri-
mero de febrero. Use el modelo (21) para modelar una epidemia en la que
la infección dure 10 dı́as, con una probabilidad de infección asintomática
de 0.8, y cuya probabilidad de infección dado un contacto con un individuo
infectado sea 0.3. ¿Cuál es la mı́nima proporción de individuos vulnerables
para que ocurra una epidemia? ¿Cuándo acabarı́a dicha epidemia? (utilice
el criterio de epidemia).
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Capı́tulo 7

Proyección de la población adulta diabética en el Estado
de Hidalgo

Roberto Ávila Pozos1,a, José Leonel Larios Ferrer, Ricardo Cruz Castillo

Resumen

Se construye una proyección sobre la dinámica del crecimiento del número
de adultos diabéticos en el estado de Hidalgo hasta el año 2040, a partir
de datos proporcionados por la Encuesta Nacional de Salud y Nutrición
(ENSANUT), proyecciones hechas por el Consejo Nacional de Población
(CONAPO) y algunos datos obtenidos o calculados a partir de reportes
encontrados en la literatura.

1 Introducción

En el presente trabajo se hace una proyección sobre la dinámica del creci-
miento del número de adultos diabéticos en el estado de Hidalgo hasta el año
2040. Para realizar dichas proyecciones se construyeron modelos discretos a
partir de datos obtenidos en la Encuesta Nacional de Salud y Nutrición (ENSA-
NUT), proyecciones hechas por el Consejo Nacional de Población (CONAPO) y
algunos datos que se obtuvieron o calcularon a partir de reportes encontrados
en la literatura citada.

Considerando diferentes estados, como: No Diabético, Diabético Diagnostica-
do y Diabético no Diagnosticado, además de diferentes efectos demográficos, ta-
les como tasas de “nacimiento” (personas que cumplen 20 años), de muerte y de
migración, se propone un sistema de Ecuaciones en Diferencias (EED), con cier-
tas condiciones iniciales. La teorı́a matemática que se utiliza puede consultarse
en el capı́tulo 3 o en [5]. Las proyecciones se realizaron con el programa Matlab.
Posteriormente se utilizan datos proporcionados por la Secretarı́a de Salud de
Hidalgo (SSH) para estimar algunos parámetros y comparar los resultados.

1Instituto de Ciencias Básicas e Ingenierı́a, Universidad Autónoma de Hidalgo.
aravila@uach.edu.mx
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La Diabetes Mellitus (DM) es una enfermedad crónica degenerativa2 que a
grandes rasgos es una mala utilización de la glucosa por parte del organismo.
Para poder llevar a cabo las actividades diarias, se requiere energı́a, que el cuer-
po humano obtiene al convertir los alimentos en glucosa. Se presenta diabetes
cuando el organismo trata de utilizar el azúcar en la sangre para obtener energı́a,
pero no puede lograrlo porque el páncreas no produce suficiente cantidad de la
hormona insulina3, o porque no le es posible aprovechar la insulina con que
cuenta. Generalmente, la insulina se produce en las células β del páncreas, en
los denominados islotes de Langerhans. Hay dos clases principales de DM: la
diabetes insulinodependiente o de tipo 1 (DMT1) y la diabetes no insulinodepen-
diente o de tipo 2 (DMT2). En la DMT1, el páncreas produce poca o ninguna
insulina y la gente que la padece necesita inyectarse insulina, seguir una dieta
alimenticia establecida y hacer ejercicio. Este tipo de diabetes se presenta por
lo general antes de los 30 años [1]. En la DMT2, el páncreas produce algo de
insulina y, en algunos casos, de una manera normal; sin embargo, quienes la
padecen son resistentes a su acción. Esta se presenta por lo general después
de los 40 años de edad y es por esta razón se llama también diabetes adulta. En
general, alrededor del 90 % de los diabéticos tienen DMT2 [1].

En México, la DM es una enfermedad que constituye actualmente la primer
causa de muerte en el paı́s, cuya prevalencia va en aumento según diferentes
fuentes, entre ellas, las Encuestas Nacionales de Salud y Nutrición [6] elabo-
radas por el Instituto Nacional de Salud Pública (INSP), las cuales dicen que la
prevalencia de DM por diagnóstico médico previo en adultos mayores de 20 años
en México se ha incrementado de 4.6 % en 1993, 5.8 % en 2000 a 7 % en 2006.
Además, la prevalencia de gente joven en México es cada vez más alta, pues
se sabe que en personas que están entre los 20 y 40 años se ha movido de un
1.8 % en 1994, 2.3 % en 2000 a 5.8 % en 2006, lo que hace ver que México es
uno de los paises con inicio temprano de DM.

Entre los principales factores de riesgo para padecer DMT2, se cuentan obe-
sidad, el sedentarismo y la susceptibilidad genética. Por otra parte, son diversas
las complicaciones que se producen por la DMT2, entre las que se encuentran la

2Enfermedad que va desarrollándose con el tiempo y que no tiene cura.
3Hormona que regula el nivel de glucosa en la sangre y que es producida por el páncreas.
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retinopatı́a diabética (daño a la visión), la insuficiencia renal (daño a los riñones)
y el daño a los nervios periféricos, que en muchas ocasiones puede llevar a la
amputación de extremidades (por lo regular inferiores).

Además de los daños a la salud, la DMT2 trae consigo un impacto económico
y social en México y en el mundo, ya que el alto número de casos y el rápi-
do crecimiento de esta enfermedad hace que sus habitantes, de forma directa
o indirecta, tengan que gastar en medicamentos y tratamientos para controlar
la enfermedad o bien para distintas operaciones (como amputaciones). Según
estudios recientes, en 2010, México ocupó el décimo sitio entre los paı́ses del
mundo que realizan el mayor gasto en esta enfermedad, que en su gran ma-
yorı́a (92 % del gasto total) se va a servicios médicos que requieren diabéticos
no controlados, es decir, la atención por complicaciones como insuficiencia renal,
neuropatı́a, amputaciones y problemas de la vista, entre otros [2].

Por tanto, la prevención constituye la clave para evitar la aparición de DMT2
y en aquellos casos donde ya exista la enfermedad, para tener un control ade-
cuado de los niveles de glucosa, a través de un estilo de vida saludable (buena
alimentación, ejercicio, etc.), que sirve para evitar las diversas complicaciones,
tanto en materia de salud como social y económica.

El gasto en diabetes en México requiere de un análisis a fondo para hacer un
gasto congruente y efectivo. Por esta razón, es muy importante hacer proyeccio-
nes sobre la dinámica de crecimiento del número de diabéticos.

En Hidalgo, el problema de DM es igual o más grave en lo que respecta al
pais, pues según el INSP a través de la ENSANUT 2006, la prevalencia de DM en
Hidalgo se ubicó en 7.1 %, ligeramente arriba de la media nacional (7 %). Com-
parando con lo reportado en la ENSA 2000, el estado de Hidalgo presentó ligeros
incrementos en las prevalencias de los diagnósticos médicos de estas enferme-
dades: 29.5 % de incremento para diabetes (de 5.5 a 7.1 %).

El estudio de una región en especı́fico (como lo es un estado) permite tener
un enfoque más exacto pues se toman en cuenta los diferentes rasgos (como
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tasas de nacimiento, de muerte, de migración, etc.) que tiene la población en
particular y que muchas veces varı́an de acuerdo a su ubicación geográfica, si-
tuación económica y otras causas.

Una vez vista la importancia que tiene el hacer proyecciones a futuro, en
este caso de la prevalencia de DM, es necesario dar a conocer los métodos
y herramientas que se utilizarán para, primero, formular un modelo matemático
que represente dicha dinámica y después el análisis y estimación de parámetros
que se puedan tomar en cuenta en el modelo.

2 Modelo matemático

Consideremos un modelo con los siguientes estados: el estado no diabético
(X), el estado diabético diagnosticado (Y ), el estado diabético no diagnosticado
(Z) y finalmente el estado muerto (D). En adelante, nos referiremos a este mo-
delo como el modelo de tres estados, por los estados diabético y no diabético;
no se da demasiada importancia al estado muerto, puesto que no se contabili-
za cuántas personas mueren a consecuencia de la diabetes. Se hacen diferentes
suposiciones para desarrollar el modelo. La primera de ellas y muy natural es que
la gente que está en estado diabético4 no puede pasar al estado no diabético.
La segunda es que el riesgo relativo de muerte en diabéticos y no diabéticos se
toma como constante, aunque se puede proponer dependiente del tiempo. Una
tercera suposición es que las tasas de transición de ir de el estado no diabético
al estado diabético (Y o Z) son simples múltiplos de la tasa de transición de ir del
estado diabético no diagnosticado al diagnosticado. Para el desarrollo del mode-
lo todas las tasas son anuales y las transiciones en cada estado ocurren cada
año.

• X(t) representa el número de adultos sin diabetes al tiempo t.

• Z(t) representa el número de adultos diabéticos no diagnosticados al tiem-
po t.

• Y (t) representa el número de adultos diabéticos diagnosticados al tiempo

4Siempre que no se especifique, se refiere tanto a estado diagnosticado como no diagnosticado.
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t.

• α(t) es la tasa de transición de permanecer en estado no diabético.

• ε1β(t) es la tasa de transición de ir del estado no diabético al diabético no
diagnosticado.

• ε2β(t) es la tasa de transición de ir del estado no diabético al diabético
diagnosticado.

• γ(t) es la tasa de transición de ir del estado no diabético al de muerte.

• δ(t) es la tasa de transición de permanecer en estado diabético no diag-
nosticado.

• β(t) es la tasa de transición de ir del estado diabético no diagnosticado al
diabético diagnosticado.

• r1γ(t) es la tasa de transición de ir del estado diabético no diagnosticado
al de muerte.

• r2γ(t) es la tasa de transición de ir del estado diabético diagnosticado al
de muerte.

Además

• r1 y r2 son los riesgos relativos de muerte en personas con diabetes no
diagnosticada y diagnosticada, respectivamente.

• ε1 y ε2 son tasas constantes que dependen de algunos valores iniciales.

Todo esto se presenta en el diagrama de la Figura 1.

Ası́, la matriz de transición a considerar es:

X(t) Z(t) Y (t) D(t)

X(t− 1)
Z(t− 1)
Y (t− 1)
D(t− 1)


α(t) ε1β(t) ε2β(t) γ(t)

0 δ(t) β(t) r1γ(t)
0 0 1− r2γ(t) r2γ(t)
0 0 0 1

 .

Si se consideran los efectos demográficos (nacimientos y migración):
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Figura 1: Diagrama de transición de los estados para el modelo.

• N(t) representa el tamaño de la población adulta al tiempo t.

• b(t) la proyección del número de nuevos adultos (20 años cumplidos) du-
rante el año t.

• m(t) la proyección de migrantes adultos durante el año t.

• d(t) la proyección de la tasa de muerte en adultos residentes del lugar.

• fj(t) proporción de b(t) para j, j = X,Z, Y .

• gj(t) proporción de m(t) para j, j = X,Z, Y .

Es claro que fX(t) + fY (t) + fZ(t) = 1 y gX(t) + gY (t) + gZ(t) = 1. Ası́,
considerando a la matriz definida anteriormente y los efectos demográficos se
obtiene el siguiente sistema de EED:

X(t) = α(t)X(t− 1) + fx(t)b(t) + gx(t)m(t)

Z(t) = ε1β(t)X(t− 1) + δ(t)Z(t− 1) + fz(t)b(t) + gz(t)m(t)

Y (t) = ε2β(t)X(t− 1) + β(t)Z(t− 1) + [1− r2γ(t)]Y (t− 1)

+ fy(t)b(t) + gy(t)m(t) t = 22, ..., 56 (1)

con condiciones iniciales X(21), Y (21), Z(21), donde a t = 21 le corresponde
el año 2005, t = 22 el año 2006 y ası́ sucesivamente hasta t = 56, que es el
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año 2040. La proyección comienza en t = 22 (año 2006), puesto que en el año
2005 se contó con la información necesaria para este trabajo, tanto por parte de
la CONAPO como de las ENSANUT. A continuación se dan los valores iniciales
y la deducción de las tasas usadas para este modelo.

2.1. Valores iniciales

A falta de información a nivel estatal, para algunos datos se recurrió a datos
nacionales, los cuales eran muy similares si se comparaban con los años donde
sı́ habı́a información estatal.

Obtención de la proporción de gente adulta

Para la dinámica de los modelos se necesita saber cómo van cambiando las
proporciones de la población de acuerdo a su edad. Para ello se utilizaron los
datos de México que ya se tenı́an hasta 2010 y las proyecciones hechas por la
CONAPO [9] hasta el 2040. Dado que estos datos no se tenı́an anualmente sino
cada cinco o diez años, se hizo una aproximación por polinomios con la función
polyfit de Matlab, obteniendose la proporción de personas en distintos rangos de
edad PNmj, j ∈ (0− 4, 5− 9, 10− 14 y 15− 19).

Ası́, se puede calcular la proporción de gente en edad adulta como

PNa(t) := 1−
(
PNm4(t)+PNm9(t)+PNm14(t)+PNm19(t)

)
, t = {1, 2, ..., 56.}

Obtención de poblaciones iniciales

Usando las proporciones antes obtenidas como una aproximación para Hidal-
go y con la población total registrada por la CONAPO en Hidalgo, se obtuvo para
el año 2005:

N(21) = 2, 369, 307(PNa(21));

Y (21) = 0.0710N(21);Z(21) = 0.0535N(21);X(21) = 0.8754N(21),

donde las proporciones para X(21), Y (21) y Z(21) se obtuvieron de los datos
de la ENSANUT-2006 y de Cowie et al.
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Deducción de ε1 y ε2

Suponemos que las transiciones de los no diabéticos (X) hacia cualquiera de
los estados diabéticos (Y o Z) son múltiplos de la transición de ir del estado no
diagnosticado(Z) al diagnosticado (Y ). Lo anterior implica que la proporción de
diagnosticados entre los casos totales de diabetes para cierto t es constante:

ε2β(t)

ε1β(t) + ε2β(t)
=

ε2

ε1 + ε2
=: η ⇒ ε2 = ηε1 + ηε2 ⇒ ε2 =

ηε1

1− η
(2)

donde el valor de η se fijó en 0.2 [4], refiriéndose a la probabilidad de ser diag-
nosticado dado que se tiene DM pero sin diagnóstico. Ası́, bastará encontrar el
valor especı́fico de ε1 para saber ε2.

Hagamos

• i(22) la tasa que representa los nuevos casos de diabéticos diagnosticados
(Y (22)), procedentes de los que estaban no diagnosticados (Z(21)) o de
los que vinieron directamente del estado no diabético (X(21)),

• I(22) la tasa que representa los nuevos casos de diabetes (Z(22) o Y (22)),
procedentes de X(21).

A estas tasas les llamaremos tasa de incidencia parcial y tasa de incidencia,
para el año 2006 respectivamente. En términos de las transiciones dadas en la
matriz (2) se tiene

i(22) =
ε2β(22)X(21) + β(22)Z(21)

X(21) + Z(21)

I(22) =
ε1β(22)X(21) + ε2β(22)X(21)

X(21)
= (ε1 + ε2)β(22)

I(22) = (ε1 + ε2)β(22) =
ε1

1− η
β(22)

=

ε1
1−η i(22)

ηε1
1−η

X(21)
X(21)+Z(21) + Z(21)

X(21)+Z(21)

, (3)
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Dado que I(22) representa la proporción de los nuevos casos de diabe-
tes en 2006 procedentes de X(21), se dividió esta proporción en dos partes
I(22) = IY (22) + IZ(22), donde IY (22) es la proporción de nuevos casos
existentes y diagnosticados; IZ(22) es la proporción de nuevos casos existen-
tes pero que no se logran diagnosticar, ambos para el 2006. Para IY (22) se
tomó en cuenta la proporción dada por la ENSANUT-2006 para México en 2005,
la cual era IM(21) = 0.0066, y de la cual se tomó como una aproximación para
IY (22) = IM(21) = 0.0066, lo cual hace suponer que al 0.66 % de la gente adul-
ta se le diagnosticó diabetes estando antes sana. Para IZ(22) se tomó el valor de
IZ(22) = 0.0033 [4]. Lo anterior implica que se supuso que al 0.33 % de la gente
adulta se le diagnosticó la diabetes estando ya diabética pero sin diagnóstico.
Ası́, se trabajó con I(22) = IY (22) + IZ(22) = 0.0099, que es un valor lige-
ramente menor si se compara con el calculado por Boyle [3] para E.E.U.U. en
2007, el cual fue de 0.0106, y se puede justificar por una mayor detección de DM
debida a sus mejores servicios (incluyendo los médicos).

Finalmente, para saber el valor de ε1, es necesario dar un valor especı́fico
de la tasa de incidencia parcial para el 2006 i(22), el cual se puede acotar de la
manera siguiente: dados los valores de b(22), m(22), γ(22) y definiendo Z1 =

0.0099 Z(21)
X(21)+Z(21) , se tiene que

ε1 > 0⇒ i(22)

1− η
> Z1

η

1− η
X(21)

Z(21)
⇒ i(22) > ηZ1

X(21)

Z(21)
⇒ i(22) > 0.0019

Tomando en cuenta que N(t) > Z(t), se puede suponer N(t)
h > Z(t) para

algún h > 1. Observando los resultados de otras proyecciones [3], se eligió h =
10. Por lo tanto,

i(22) <
N(21)/10− c1

X(21) + Z(21)
= 0.051,

asumiendo los valores más altos de r1 y r2, y con c1 = fZ(22)b(22)+gZ(22)m(22)+
(1− r1γ(22))Z(21).

Consideremos un escenario donde el riesgo de muerte en personas con dia-
betes diagnosticada, con respecto a los no diabéticos, es alto, r2 = 4.08 y el
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riesgo de muerte en personas con diabetes no diagnosticada, con respecto a los
no diabéticos, también es alto, r1 = 1.77 [4]; a este escenario le llamaremos alto
riesgo de muerte. Para un escenario donde r2 = 4.08 y r1 = 1, se considera que
el riesgo de muerte para una persona sana y una no diagnosticada es el mismo;
a este escenario le llamaremos relativo riesgo de muerte.

Ası́, se debe tener 0.0019 < i(22) < 0.051.

Se eligió i(22) = 0.00191, con lo que se consideró que aproximadamente dos
de cada mil personas adultas pasaron a ser diagnosticadas en 2006.

Con este valor de i(22) se calculó el valor de ε1.

Con el valor de i(22) elegido y los valores de ε1 y ε2 se puede obtener la tasa
de transición β(22):

β(22) =
i(22)

ε2X(21)+Z(21)
X(21)+Z(21)

.

Por su parte, las tasas de transición α(22) y δ(22) se pueden obtener a partir
de las demás tasas considerando la matriz de transición:

α(22) = 1− ε1β(22)− ε2β(22)− γ(22); δ(22) = 1− β(22)− r1γ(22)

Efectos demográficos

Las proporciones relacionadas con los movimientos migratorios y con los nue-
vos adultos ( fj(22) y gj(22), j = X,Y, Z) están dadas por

fX(22) = 1, fY (22) = fZ(22) = 0,

gX(22) =
X(21)

N(21)
, gY (22) =

Y (21)

N(21)
, gZ(22) =

Z(21)

N(21)
.

Entonces, ya se tienen todos los valores iniciales con los que se comienza a
iterar el sistema (1).
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2.2. Forma general de las tasas

Número de nuevos adultos

Para estimar el número de nuevos adultos al tiempo t, es decir, de gente que
cumplı́a los 20 años, se tomó en cuenta la gente que nació al tiempo (t − 20)
menos los que murieron en el transcurso del tiempo t− 20 al tiempo t. Todo esto
se realizó tanto con datos de Hidalgo como de México. En forma general lo que
se querı́a obtener era b(t) (nacimiento al tiempo t−20, menos decesos al tiempo
t − 20), y puesto que para la parte de muertes sólo se contaba con tasas de
determinados rangos de edad a nivel nacional, se dedujo a b(t) como

b(t) = bP (t− 20)−
[
dm1(t− 20)dg(t− 20)bP (t− 20)

+ dm4(t− 17)dg(t− 17)Nm4(t− 16)

+ dm14(t− 7)dg(t− 7)
(
Nm9(t− 6) +Nm14(t− 6)

)
+

6

5
dm24(t− 2)dg(t− 2)Nm19(t− 1)

]
, t = 22, ..., 56 (4)

donde bP (t) es el número de nacimientos al tiempo t y que a su vez está dado por
bP (t) = bt(t)NT (t), con NT (t) la población total en el estado de Hidalgo al año
t, la cual está dada para t = 2, ..., 21 (desde 1986 a 2005) y se va recalculando
durante la proyección para t = 22, ..., 56 (de 2006 a 2040) a partir de N(t) y de
las proporciones obtenidas anteriormente y se calcula como

NT (t) =
N(t)

1−
(
PNm4(t) + PNm9(t) + PNm14(t) + PNm20(t)

) .
Por otra parte, bt(t) es la tasa de nacimientos al tiempo t a nivel nacional, la

cual se calculó suponiendo un decrecimiento uniforme de 1986 a 2005 y otro de
2006 a 2040, este último menos pronunciado que el primero. Ası́, se obtuvo
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bt(t) =
1

1000

(
30− 10.7

19

(
t− 2

))
, t = 2, ..., 21

bt(t) =
1

1000

(
19.3− 7.4

35

(
t− 21

))
, t = 22, ..., 56.

Para la segunda parte de (4) se tiene que si e representa la edad en años,
entonces dm1(t) es la proporción de los que mueren con e < 1 con respecto a
las muertes totales; dm4(t) es la proporción de los que mueren con 1 ≤ e ≤ 4
con respecto a las muertes totales; dm14(t) es la proporción de los que mueren
con 4 < e ≤ 14 con respecto a las muertes totales; dm24(t) es la proporción de
los que mueren con 14 < e ≤ 24 con respecto a las muertes totales, y dg(t) es la
tasa de muerte de la población en general, t = 2, ..., 54. Estas tasas son a nivel
nacional y suponemos que dg(t) se comporta de manera uniforme y de acuerdo
a tres diferentes escenarios (Figura 2).

Figura 2: Tasa de natalidad y de mortalidad en Mexico. Fuente: CONAPO

Primero: hay una disminución de la tasa de muertes de 1986 al 2007, en este
caso dg(t) = dg(1)− 1

15000(t− 1), t = 2, ..., 23, donde dg(1) = 6
1000 , es el valor

correspondiente al año 1985.
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Segundo: la tasa de muertes permanece constante de 2008 a 2010, igual al
valor de dicha tasa para el año 2007, dg(t) = dg(23), t = 24, 25, 26.

Tercero: hay un incremento de la tasa de muertes de 2011 a 2040, y en este
caso dg(t) = dg(26) + 1

10000(t − 26), t = 27, ..., 56, donde dg(26) es la tasa
correspondiente a la del año 2007.

Por otro lado, para calcular las tasas de muerte en rango de edades, i.e. las
dmj(t), se propusieron también tres escenarios (Figura 3).

Figura 3: Proporciones de la mortalidad por grandes grupos de edad en Mexico. Fuente: CONAPO

Primero: Debido al fuerte cambio que sufre la población al pasar de ser en su
mayorı́a gente joven a ser en su mayorı́a gente de mayor edad y con base en da-
tos proporcionados por la CONAPO, y suponiendo un incremento (o decremento)
constante entre los datos de estos dos años, se propuso:

dm1(t) = dm1(1)− 0.58

100
(t− 1), dm4(t) = dm4(1)− 0.2

100
(t− 1),

dm14(t) = dm14(1)− 0.09

100
(t− 1), dm24(t) = dm24(1)− 0.092

100
(t− 1),
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donde

dm1(1) =
19

100
, dm4(1) =

5.7

100
,

dm14(1) =
3.25

100
, dm24(1) =

5.54

100
,

que corresponden al año 1985.

Segundo y tercero: De 2008 a 2040 se supone un peso constante de las
muertes en la gente con rango de edad 4 < e ≤ 44, mayor en e > 44 (que
más adelante se discute) y menor en e ≤ 4, esto siguiendo un comportamiento
parecido al primer escenario, pero cambiando sólo en los extremos (primeros y
últimos años) de edad que es donde mueren más personas. Por lo anterior y de
acuerdo a la información de la gráfica de la figura 3, se propone:

dm1(t) = dm1(23)− 0.062

100
(t− 23), dm4(t) = dm4(23)− 0.006

100
(t− 23),

dm14(t) = dm14(23), dm24(t) = dm24(23),

para t = 24, ..., 56, con

dm1(23) =
6

100
, dm4(23) =

1.1

100
,

dm14(23) =
1.2

100
, dm24(23) =

3.5

100
,

que corresponden al año 2007. Se puede observar un ligero decremento anual
sólo en las dos primeras proporciones.

Faltaba contar a la población con edad de 20 años, y su proporción con res-
pecto a la tasa de muerte; no habı́a problema, pues está dentro del rango de
15-24 años y se supuso que se comportaba de la misma manera que el grupo
que estaba en 15-19 años, y que por tanto representaba una quinta parte de
Nm19(t) para todo t. Por lo anterior, se tiene la fracción 6

5 en el último término
de la ecuación (4).
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Tasa de mortalidad adulta

Para esta tasa se tomó en cuenta la mortalidad de gente a partir de los 21
años y se define de la siguiente manera:

d(t) =
Nm(t)

N(t)
=

Población adulta muerta al tiempo t
Población total adulta al tiempo t

.

Puesto que no se contaba con esta tasa en la literatura, para su cálculo se
procedió de la siguiente manera: Si dg(t) es como antes (i.e. la tasa de muerte
para la población en general), entonces:

dg(t) =
NTm(t)

NT (t)
=

Población muerta al tiempo t
Población total al tiempo t

.

Ası́ se tiene que:

Nm(t) = dm24(t)dg(t)NT (t) + dm44(t)dg(t)NT (t) + dm44(t)dg(t)NT (t)

+ dm64(t)dg(t)NT (t) + dM65(t)dg(t)NT (t)

=

(
dm24(t) + dm44(t) + dm64(t) + dM65(t)

)
dg(t)NT (t).

Recordando que e representa la edad en años, las demás proporciones son:
dm44(t) es la proporción de los que mueren con 24 < e ≤ 44 con respecto a las
muertes totales; dm64(t) es la proporción de los que mueren con 44 < e ≤ 64
con respecto a las muertes totales; dM65(t) es la proporción de los que mueren
con e ≥ 65 con respecto a las muertes totales, todas para t = 22, ..., 56 y a nivel
nacional.

La forma en que se dedujeron las tasas antes descritas fue de manera análo-
ga a las proporciones de edad menor, con base en las proporciones dadas en la
gráfica 3 y siguiendo los dos escenarios antes mencionados:

Primero: para los años de 2006 y 2007

dm44(t) = dm44(1)− 0.06

100
(t− 1), dm64(t) = dm64(1)− 0.22

100
(t− 1),
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dM65(t) = dM65(1)− 0.91

100
(t− 1),

para t = 22, 23, con

dm44(1) =
12.6

100
, dm64(1) =

18

100
, dM65(1) =

36.35

100
,

corresponden al año de 1985.

Segundo: desde 2008 hasta 2040, donde se supone que en los dos últimos
grupos de edad aumentará la proporción de muertes debido a la alta población
adulta.

dm44(t) = dm44(23), dm64(t) = dm64(23) +
0.006

100
(t− 23),

dM65(t) = dM65(23) +
0.062

100
(t− 23),

para t = 24, ..., 56 y donde

dm44(23) =
11.1

100
, dm64(23) =

22.9

100
, dM65(23) =

56.4

100
,

que son las correspondientes a 2007. Una vez descrita Nm(t), se le sustituyó en
la definición de d(t), obteniendo

d(t) =

(
dm24(t) + dm44(t) + dm64(t) + dM65(t)

)
dg(t)

NT (t)

N(t)
.

Finalmente, dado que requerimos de esta tasa para calcular a X(t) y por
tanto a N(t), se aproximó a d(t) como:

d(t) =
NT (t− 1)

N(t− 1)

(
dm24(t) + dm44(t) + dm64(t) + dM65(t)

)
dg(t).
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Para calcular las proporciones PN(t) := NT (t)
N(t) se usaron los polinomios que

aproximaban a las proporciones por rangos de edad, i.e. las PNmj(t) como en
la ecuación (3), usando las poblaciones adultas (N(t)) del estado de Hidalgo.

Número de migrantes

Para calcular el número de migrantes en el estado de Hidalgo, se tomó en
cuenta la tasa neta de migración interestatal y la tasa neta de migración interna-
cional, esta última representada por E.E.U.U. principalmente que es a donde se
emigra más. Para lo anterior, definamos amtge(t) la tasa neta de migración entre
estados (interestatal) de la población en general al tiempo t; mtgi(t) la tasa neta
de migración internacional de la población en general al tiempo t; mte(t) la tasa
neta de migración entre estados (interestatal) de la población adulta al tiempo t;
mti(t) la tasa neta de migración internacional de la población adulta al tiempo
t, para t = 22, ..., 56 correspondientes al estado de Hidalgo. Para la parte de la
migración interestatal se supuso de que la mayorı́a sucede en familias donde en
promedio la mitad (50 %) de ellos son adultos y por tanto se hizo la consideración
mte(t) = 0.5mtge(t) para cada t correspondiente. En lo que respecta a la migra-
ción internacional, se consideró que el 62 % de los migrantes fueron adultos, de
acuerdo a los datos registrados en México en el periodo 2000-2005 según [9],
teniendo ası́ mti(t) = 0.62mtgi(t) para cada t. Ası́, para ambas tasas, mte(t) y
mti(t), se supuso, de manera similar al desarrollo de otras tasas, un crecimiento
uniforme en cada año con base en lo que se observó en las proyecciones de la
CONAPO, teniéndose ası́

mte(t) = 0.5

(
mtge(21) +

0.0281

25(100)

(
t− 21

))
,

mti(t) = 0.62

(
mtgi(21) +

0.2707

25(100)

(
t− 21

))
,

para t = 22, ..., 56, donde mtge(21) = 0.418
100 y mtgi(21) = −1.3186

100 que correspon-
den al año 2005 para Hidalgo. Finalmente se tiene que el número de adultos en
migración es:
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m(t) = mte(t)N(t− 1) +mti(t)N(t− 1)

=

[
0.5

(
0.418

100
+

0.0281

25(100)

(
t− 20

))
+ 0.62

(
−1.3186

100
+

0.2707

25(100)

(
t− 20

))]
N(t− 1)

para t = 22, ..., 56.

Dado que N(t) representa el tamaño de la población total adulta al tiempo t,
se debe tener que X(t) + Y (t) +Z(t) = N(t) para todo t. Una forma alterna de
obtener a N(t) es considerando a la población adulta total al tiempo t−1, menos
los que mueren al tiempo t− 1, más los nuevos adultos (“nacimientos”) y los que
emigran; estos dos últimos al tiempo t. Ası́ se tiene que:

N(t) = N(t− 1)− d(t)N(t− 1) + b(t) +m(t). (5)

Una manera de ver que la ecuación (5) se cumple es partiendo de la suposi-
ción N(t) = X(t) + Y (t) + Z(t) y de que se satisfaga

d(t)N(t− 1) = γ(t)X(t− 1) + r1γ(t)Z(t− 1) + r2γ(t)Y (t− 1), (6)

la cual está relacionada con la muerte de la gente adulta y se puede obtener al
considerar las transiciones de la última columna de la matriz (2). Ası́ pues, si se
hace la suma de X(t), Y (t) y Z(t) en el sistema (1), se utilizan las propiedades
de la matriz de transición y la ecuación (6), se tiene que:
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N(t) = X(t) + Y (t) + Z(t)

= [αt + ε1β(t) + ε2β(t)]X(t− 1) + [δ(t) + β(t)]Z(t− 1)

+[1− r2γ(t)]Y (t− 1)

+[fx(t) + fz(t) + fy(t)]b(t) + [gx(t) + gz(t) + gy(t)]m(t)

= [1− γ(t)]X(t− 1) + [1− r1γ(t)]Z(t− 1) + [1− r2γ(t)]Y (t− 1)

+b(t) +m(t)

= N(t− 1) + b(t) +m(t)− [d(t)N(t− 1)].

Ası́, se cumple la ecuación (5).

Por otra parte, si se define a θ1(t) := Z(t)
N(t) como la prevalencia de diabetes no

diagnosticada, a θ2(t) := Y (t)
N(t) , como la prevalencia de diabetes diagnosticada,

y a θ(t) := θ1(t) + θ2(t) como la prevalencia total de diabetes, y partiendo de la
ecuación (6), se tiene:

1

γ(t)
=

X(t− 1) + r1Z(t− 1) + r2Y (t− 1)

d(t)N(t− 1)

=
1

d(t)

N(t− 1)− Y (t− 1)− Z(t− 1) + r1Z(t− 1) + r2Y (t− 1)

N(t− 1)

=
1

d(t)

(
1− Y (t− 1) + Z(t− 1)

N(t− 1)
+ r1

Z(t− 1)

N(t− 1)
+ r2

Y (t− 1)

N(t− 1)

)
=

1

d(t)
(1− θ(t) + r1θ1(t) + r2θ2(t)) .

Finalmente,

γ(t) =
d(t)

1− θ(t) + r1θ1(t) + r2θ2(t)
, (7)

la cual es una forma de ver a γ(t), que es la tasa de transición de los no diabéti-
cos hacia el estado de muerte, en términos de las prevalencias de diabetes y sus
respectivos riesgos de muerte.
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Para el caso general, las tasas de incidencia parcial y la tasa de incidencia se
definen de manera análoga, como:

i(t) =
ε2β(t)X(t− 1) + β(t)Z(t− 1)

X(t− 1) + Z(t− 1)

I(t) =
ε1β(t)X(t− 1) + ε2β(t)X(t− 1)

X(t− 1)
= (ε1 + ε2)β(t),

usando las transiciones dadas en la matriz (2). Después, de la primera ecuación
se despejó la tasa de transición β(t), quedando

β(t) =
i(t)
(
X(t− 1) + Z(t− 1)

)
ε2X(t− 1) + Z(t− 1)

.

Una manera de aproximar a i(t) es

i(t) = β(t− 1)
ε2X(t− 2) + Z(t− 2)

X(t− 2) + Z(t− 2)

=
i(t− 1)

(
X(t− 2) + Z(t− 2)

)
ε2X(t− 2) + Z(t− 2)

ε2X(t− 2) + Z(t− 2)

X(t− 2) + Z(t− 2)
= i(t− 1),

con lo cual se suponı́a a i(t) constante en todo el tiempo como i(t) = i(22), con
lo que se considera la misma incidencia parcial en todos los años.

Las otras dos tasas de transición, α(t) y δ(t), se pueden obtener a partir de
la matriz (2)

α(t) = 1−
(
ε1β(t) + ε2β(t) + γ(t)

)
; δ(t) = 1−

(
β(t) + r1γ(t)

)
.

Para las variables que definen los efectos demográficos, se puede considerar
que la gente se vuelve adulta con baja probabilidad de que ya tenga DM, por lo
que se puede considerar fX(t) = 1; fY (t) = fZ(t) = 0.

Para la gente que migra, se puede suponer que las proporciones van de
acuerdo a las que se tienen dentro del estado,
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gX(t) =
X(t− 1)

N(t− 1)
, gY (t) =

Y (t− 1)

N(t− 1)
, gZ(t) =

Z(t− 1)

N(t− 1)
.

2.3. Resultados

En condiciones de alto riesgo de muerte (r1 = 1.77 y r2 = 4.08), la prevalen-
cia de DM pasa del 12.45 % para el 2005 al 21.84 % para el 2040 en la población
adulta del estado de Hidalgo. Sin embargo, para un relativo riesgo de muerte
(r1 = 1 y r2 = 4.08), la prevalencia pasa de 12.45 % en 2005 a 23.02 % en 2040.
En general, hay un aumento en la prevalencia de diabetes (Figura 4). Según
los datos utilizados en este modelo, en 2005 habı́a 176 000 adultos diabéticos,
de los cuales 100 370 sabı́an que padecı́an DM, (57.03 % del total de diabéti-
cos). Sin embargo, se estimó que sin intervención alguna, esta situación se ha
revertido desde el año 2008 en adelante, alcanzando para el año 2040 la cifra
aproximada de 519 970 adultos diabéticos, de los cuales sólo 100 370 sabrán
que padecen DM, lo que representa el 19.3 % de diagnosticados del total de los
adultos diabéticos en el estado de Hidalgo. En la siguiente figura se puede ver
esta dinámica entre los estados.

Figura 4: Proyección de la prevalencia de adultos con DM en el estado de Hidalgo. Aquı́ se considera un
relativo riesgo de muerte (r1 = 1 y r2 = 4.08) y una incidencia inicial de 0.99 %.
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Figura 5: Proyección de adultos con DM en el estado de Hidalgo. Se considera un relativo riesgo de muerte
(r1 = 1 y r2 = 4.08) y una incidencia inicial de 0.99 %.
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Roberto Ávila Pozos, José Leonel Larios Ferrer, Ricardo Cruz Castillo 133

[7] Secretaria de Salud de Hidalgo (SSH)

[8] Secretarı́a General del CONAPO: Principales causas de mortalidad en
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Modelización matemática. Textos Cientı́ficos, Fomento Editorial de la Benemérita
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Capı́tulo 8

Modelos metapoblacionales básicos de transmisión de
enfermedades infecciosas

Carlos Chivardi-Moreno1, Erin C. McKiernan2, Marco A.
Herrera-Valdez3,a

Resumen

Presentamos una introducción a modelos metapoblacionales de transmi-
sión de enfermedades infecciosas. En breve, presentamos una forma de
construir modelos metapoblacionales no autónomos que incluyen distan-
ciamientos sociales en dı́as especı́ficos del año, tal como ocurrió en Méxi-
co durante el año 2009. La dinámica del modelo incluye cambios en el flujo
de individuos entre distintas poblaciones que dependen de cuándo ocu-
rren los periodos vacacionales o los de clases. En particular, mostramos
que la combinación de los cambios en el flujo y el distanciamiento social
implementado por el gobierno al principio de la pandemia simulan adecua-
damente las olas de influenza AH1N1 que ocurrieron durante el año 2009
en México.

1 Introducción

Las pandemias son epidemias que ocurren en todo el mundo, o en una parte
del mundo lo suficientemente grande, de tal forma que afectan a una gran can-
tidad de gente [18]. Varias pandemias a lo largo de la historia las han causado
distintos tipos de virus de influenza [19]. Entre las más importantes destaca la
epidemia de AH1N1 de 1918, en la que murieron millones de personas [16, 21].
Las pandemias de influenza documentadas recientemente han tenido varias olas
ası́ncronas de infección en regiones relativamente cercanas [15, 22]. La duración
de cada ola en cada lugar ha sido de varias semanas, lo que implica que una pan-
demia puede durar varios meses, dependiendo del número de olas que presente

1 Departamento de Economı́a, Centro de Investigación en Sistemas de Salud, Instituto Nacional
de Salud Pública. 2 Departamento de Fı́sica, Fac. Cs., UNAM. 3 Departamento de Matemáticas,
Fac. Cs., Universidad Nacional Autónoma de México. a marcoh@ciencias.unam.mx
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infecciosas

(figura 1).

A. B.

Figura 1: A. Olas de infección (casos confirmados) durante la pandemia de influenza
AH1N1 de 2009 en México. B. Densidad de casos de AH1N1 en México durante la pan-
demia de 2009 en tres momentos distintos del año en distintos estados de la República
Mexicana. Figuras reproducidas de [9]. Fuente de datos: Secretarı́a de Salud, México.

Es posible modelar cómo se transmite una enfermedad infecciosa entre va-
rias poblaciones utilizando modelos metapoblacionales basados en ecuaciones
diferenciales ordinarias en los que la dinámica de transmisión a nivel de una
población es del tipo susceptibles-recuperados-infectados (SIR) [10, 1, 2]. Sin
embargo, hay que tomar en cuenta que los modelos SIR producen sólo una ola
epidémica [7]. Entonces, ¿cómo podemos modelar epidemias con múltiples olas,
como las que ocurren durante las pandemias de influenza? En particular, un me-
canismo de generación de olas múltiples y ası́ncronas de infección en pobla-
ciones conectadas por el flujo de individuos es el cambio en los patrones de
dicho flujo durante el año [9]. Otro factor importante para la generación de olas
múltiples es la posibilidad de interrumpir parcialmente la cadena de transmisión.
Esto ocurre, por ejemplo, cuando hay distanciamientos sociales [4]. La cadena
de transmisión se puede interrumpir cuando hay cambios en la actividad de la
población, como es el caso cada vez que comienzan o terminan los periodos va-
cacionales de los niños en edad escolar [17]. Las posibles coinfecciones [15] y
los cambios de temporada pueden también cambiar la probabilidad de infección
dado el contacto con un patógeno [14, 20]. En las secciones siguientes mostra-
mos cómo construir un modelo que incluye factores como cambios temporales
en el flujo de personas y cambios en la tasa de contacto entre individuos durante
el año. De forma más especı́fica, el modelo tiene una dinámica metapoblacional
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[1] que incorpora cambios temporales en la tasa de contacto entre los individuos.
Los estados de la República Mexicana son modelados como una gráfica en for-
ma de estrella en la que el centro corresponde al Distrito Federal [9], con flujos
entre las poblaciones que cambian durante el año.

2 Modelo metapoblacional no autónomo con plasticidad
en el flujo

Consideremos una población de tamaño N , con subpoblaciones de Ni indi-
viduos, i = 0, 1, .., n. Los tamaños de dichas poblaciones relativos al total son
entonces ρi = Ni/N , i = 0, 1, .., n. Cada una de las poblaciones se divide en
tres subconjuntos: susceptibles de infección (S), infectados (I), y recuperados o
“removidos” (R). Una suposición importante es que los recuperados hayan ad-
quirido inmunidad permanente. Esto quiere decir que los individuos de la clase
S no son susceptibles de retornar a ella. Es decir, el sistema fluye en una so-
la dirección (S → I → R). Esta última suposición es una simplificación de la
realidad, ya que la inmunidad ante muchos patógenos se pierde con el tiempo
[8].

2.1. Plasticidad en el flujo

Poblaciones conectadas fuerte y débilmente; periodos lectivos (de clases)
y periodos no lectivos (vacaciones). Supongamos que las poblaciones están
representadas como una red cuya gráfica subyacente tiene forma de estrella. Di-
cha suposición es una primera aproximación razonable para paı́ses como Méxi-
co, donde el centro de la gráfica representa el área urbana alrededor de la Ciudad
de México. Las poblaciones se pueden clasificar, respecto al número de indivi-
duos que viajan cada dı́a hacia o desde el centro, como fuerte y débilmente co-
nectadas con el centro. Cabe mencionar que durante los periodos vacacionales,
los flujos cambian, haciendo menos clara dicha distinción. La matriz que descri-
be los flujos puede cambiar con el tiempo, de manera que durante los periodos
de clases exista una división entre estados fuerte y débilmente conectados con
el centro, pero tal que durante las vacaciones los flujos sean más uniformes.
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Para tales efectos, dividimos a las poblaciones fuera del centro en dos subcon-
juntos que correspondan a las fuerte y débilmente conectadas. Asignamos un
valor q(t) a la proporción del flujo correspondiente a las poblaciones fuertemente
conectadas que pasa por el centro. Si el flujo total en el tiempo t por el centro
es F0(t), entonces el flujo hacia, o desde, las poblaciones fuertemente conec-
tadas es q(t)F0(t), y el flujo asociado a las poblaciones débilmente conectadas
es (1 − q(t))F0(t). Como hipótesis inicial asignaremos el valor q(t) = 0.8 para
tiempos que correspondan a periodos de clases y q(t) = 0.5 para periodos va-
cacionales. Lo anterior se basa en evidencia obtenida al observar las entradas y
salidas de automóviles por las casetas principales en la Ciudad de México. Los
subconjuntos fuerte y débilmente conectados con el centro se pueden escoger
con base en el mapa carretero de México, en combinación con las observaciones
del desarrollo de la epidemia de la figura 1B.

Flujos. Los flujos del modelo determinan la conectividad entre las poblaciones
y, como consecuencia, la dinámica de transmisión es altamente dependiente de
la red formada por las distintas poblaciones. Dicha red se puede describir por
gráficas con pesos de conexión y flujos asociados a las aristas. Las gráficas en
forma de estrella asemejan las redes locales de transporte de muchos lugares
en el mundo. En particular, las redes de transporte en varios paı́ses latinoameri-
canos son principalmente terrestres y pasan por el centro del paı́s. Es importante
notar que los flujos dentro de dichas redes cambian dependiendo de la época del
año. Por ejemplo, los flujos por carretera en paı́ses como México cambian mucho
durante los periodos vacacionales en comparación con los periodos de clases.
Sea fik(t) la proporción de individuos de la población i que viajan a la población
k por unidad de tiempo, i, k ∈ {0, 1, ..., n}. Un aspecto importante para la cons-
trucción del modelo es que debe haber un intervalo mı́nimo de tiempo ∆ en el
que los flujos deben ser cero. En otras palabras,

0 =

∫
∆

n∑
i=0

Nifik(t)−
n∑
k=0

Nkfki(t)dt. (1)

De no ser ası́, los tamaños poblacionales cambiarı́an. La duración de ∆ puede
ser 1 dı́a o un intervalo razonable para describir ciclos de migración (e.g. periodo
vacacionales). Nótese además que la proporción fi(∆) de individuos que salen
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de la población i durante un intervalo de tiempo ∆ es tal que

fi(∆) =

∫
∆

n∑
k=0

fik(t) < 1, (2)

para i ∈ 1, ..., n. De lo contrario, saldrı́an más individuos de la población i de los
que entran durante el intervalo ∆.

2.2. Cambios en la tasa de contacto: distanciamiento social y tran-
siciones entre periodos lectivos (de clases) y periodos no lec-
tivos (vacaciones)

La tasa de contacto entre individuos decrece súbitamente durante un distan-
ciamiento social (e.g. suspensión de eventos públicos). Para incorporar distan-
ciamientos sociales al modelo, se introducen transiciones en las que la tasa de
contacto y por tanto la probabilidad de infección crezca o decrezca en tiempos
especı́ficos (figura 2). El final de una etapa de distanciamiento social puede tra-
tarse de manera similar, en este caso como un incremento con respecto a la
fuerza de infección. La fuerza de infección también puede cambiar notablemente
durante las transiciones entre periodos lectivos (clases) y periodos no lectivos
(vacaciones) [5].

Para capturar dichas transiciones, se pueden construir funciones que combi-
nen sigmoides como las mostradas en la figura 2, cuyas pendientes modelen la
rapidez de las transiciones. Alrededor de un tiempo t0, la función

S(t; t0, a, b, c) = b+
(a− b)

1 + ec(t0−t)
(3)

tiene una gráfica sigmoidal centrada en un tiempo t0, y toma valores entre a y
b. El parámetro c controla la tasa de cambio de la sigmoide, con S creciente (o
respectivamente, decreciente), para c > 0 (respectivamente c < 0). Si a, b ∈
[0, 1] con a < b, entonces el producto P de dos sigmoidales de este tipo también
está entre 0 y 1 (figura 2A,B) y captura el curso temporal del distanciamiento
social o periodo vacacional en el que hay un cambio en la tasa de contacto. El
inverso aditivo, 1− P (t) también está entre 0 y 1, y se puede utilizar como factor
de decremento para la tasa de contacto (figura 2C). La función que describe
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Figura 2: Curso temporal del inicio del distanciamiento social (panel A, F (t)) y su recu-
peración parcial y relativamente más lenta que el inicio (panel B, B(t)). Panel C muestra
el curso temporal de distanciamiento social, P (t), y el factor de decremento para la tasa
de contacto, 1 − P (t), (lineas negra y gris, respectivamente). Los cursos temporales de
distanciamiento social y un periodo vacacional están ilustrados en el panel D. Las lı́neas
punteadas muestran el distanciamiento social (P1(t)) y el periodo vacacional (P2(t)). El
panel E muestra factor de conversión para la tasa de contacto basado en dichos cursos
temporales (linea gris).

el curso temporal de n cambios en la tasa de contacto debidos a, por ejemplo,
un distanciamiento social y dos periodos vacacionales sin traslape (figura 2D)
está dada por

K(t) = máx {Si(t), i = 0, ..., n} , (4)

donde Si = S(t; ti, ai, bi, ci) representa la i-ésima transición, definida como en
la ecuación (3). Por tanto, la función que describe el factor de conversión que
puede usarse para la tasa de contacto es 1−K(t) (figura 2E).
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2.3. Inicio de la epidemia y dinámica metapoblacional de transmi-
sión.

Para cada población k,

εk(t; tk, Ak) =
Ak√
2π

exp

(
−(t− tk)2

2

)
(5)

es una función que permite simular brotes iniciales en tiempos especı́ficos tk,
con amplitudes Ak que pueden ajustarse para cada población.

Figura 3: Simulación de olas de infección durante la pandemia de influenza AH1N1 de
2009 en México basada en las ecuaciones (11)-(19) suponiendo que las poblaciones
representan los distintos estados de México (abreviados con tres letras cada uno), con
conexiones representadas por una gráfica en forma de estrella en la que el centro es la
Ciudad de México. Parámetros relevantes: (β, γ)=(0.5,0.1), con βk = β y γk = γ para
toda k = 0, ..., 31. Todas las simulaciones mostradas se realizaron en computadoras per-
sonales con Linux Kubuntu (v. 13.10) y python 2.7 con los módulos scipy [12] y matplotlib
[11].
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Dinámica metapoblacional. Dividamos ahora la población en cuatro clases
epidemiológicas: individuos susceptibles, infectados sintomáticos y asintomáti-
cos, y recuperados, con densidades poblacionales denotadas por u, v, a, w res-
pectivamente. Nótese que 1 = u+ v + a+w. Las densidades correspondientes
a la población k tendrán un subı́ndice, de tal forma que u =

∑n
k=0 uk, y lo mismo

ocurre para las clases v, a, y w. La dinámica de transmisión se puede describir
entonces mediante un sistema de ecuaciones de la forma:

∂tuk = −λuk +
n∑
i=0

fikui − uk
n∑
i=0

fki − εk(t), (6)

∂tvk = (1− p)λuk − γvk +
n∑
i=0

fikvi − vk
n∑
i=0

fki + (1− p)εk(t), (7)

∂tak = pλuk − γak +
n∑
i=0

fikai − ak
n∑
i=0

fki,+pεk(t), (8)

∂twk = γ (vk + ak) +
n∑
i=0

fikwi − wk
n∑
i=0

fki, (9)

donde ∂t denota el cambio instantáneo con respecto al tiempo. Las dependencias
temporales en los parámetros se han omitido del sistema (6)-(9) por simplicidad.
Los términos en las sumas representan el flujo por unidad de tiempo hacia, o
desde, la población k. La tasa de recuperación en la población k es γk, k =
0, ..., n. La proporción de asintomáticos con respecto al total de infectados es p.
Los infectados, asintomáticos y sintomáticos, participan en la cadena de infección
interactuando de manera homogénea. Como consecuencia, la tasa de infección
en la población k satisface que

λk = βk(t) (κvvk(t) + κaak(t)) (10)

para k = 0, 1, ..., n. La función βk(t) = βk(1 − K(t)) modela el cambio en la
probabilidad de infección dado un contacto con un infectado, en la población k.
La probabilidad de infección dado un contacto de la población k está multiplicada
por el factor de conversión que modela cambios en la tasa de contacto. Los
términos κa y κv se pueden pensar como factores de ajuste para la probabilidad
de infección dado un contacto con un individuo infectado, dependiendo de si es
asintomático o no, respectivamente.
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Figura 4: Casos de infección para distintos perfiles de recuperación de la tasa de con-
tacto después del distanciamiento social, tomando en cuenta decrementos en la tasa de
contacto (0.6, 0.8, 0.9) y cambios en el flujo de personas hacia o desde el centro durante
las vacaciones. La dinámica correspondiente a las poblaciones fuertemente conectadas
con el centro (linea negra continua), débilmente conectadas con el centro (linea negra
cortada), y la población del brote inicial (Veracruz, linea negra punteada). Los casos
totales están ilustrados por las lineas grises. El tamaño de la segunda ola aumenta al
aumentar la tasa de contacto después del distanciamiento social.

3 Olas pandémicas de influenza AH1N1 durante 2009 en
México

3.1. La red de transporte terrestre en México

En muchos paı́ses latinoamericanos el transporte de gente, bienes y servicios
es principalmente terrestre y altamente dependiente de flujos centralizados hacia
o desde un número pequeño de ciudades que funcionan como grandes centros
de distribución. En el caso de México, la red carretera conecta a los distintos
estados del paı́s de forma que el gran centro de distribución nacional está en la
Ciudad de México. Si representamos a las poblaciones de los distintos estados
de México como vértices en una gráfica, se obtiene una primera aproximación
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para representar la conectividad dentro del paı́s tomando en cuenta el flujo de
personas por carretera. Cada población está conectada con sus vecinos más
cercanos, sin embargo, las conexiones a nivel macroscópico se orientan hacia el
Distrito Federal. Consideremos entonces una versión del sistema (1)-(9), donde
la red formada por las distintas poblaciones está representada por una gráfica
con forma de estrella. Es decir, la red carretera del paı́s se toma como equivalente
a una en la que todos los estados estén conectados con el DF, pero no entre
sı́. Para ello, denotemos al centro (DF) como el lugar 0, y a los otros estados
mexicanos, con ı́ndices 1,...,31. La dinámica de transmisión para cada tiempo t
en una población k que no sea el centro (k 6= 0) está dada por

∂tuk = −λ(t)uk − εk(t) + f0ku0 − fk0uk, (11)

∂tvk = p [λ(t)uk + εk(t)]− γvk + f0kv0 − fk0vk, (12)

∂tak = (1− p) [λ(t)uk + εk(t)]− γak + f0ka0 − fk0ak, (13)

∂twk = γ (vk + ak) + f0kw0 − fk0wk, (14)

donde los términos que corresponden a flujos entre dos poblaciones que no son
el DF son iguales a cero. Para la población central,

∂tu0 = −λ(t)u0 − ε0(t) +
n∑
k=1

(fk0uk − f0ku0) , (15)

∂tv0 = p [λ(t)u0 + ε0(t)]− γv0 +

n∑
k=1

(fk0vk − f0kv0) , (16)

∂ta0 = (1− p) [λ(t)u0 + ε0(t)]− γa0 +

n∑
k=1

(fk0ak − f0ka0) , (17)

∂tw0 = γ (v0 + a0) +

n∑
k=1

(fk0wk − f0kw0) . (18)

Como se observa en las ecuaciones (11)-(18), hemos supuesto que todos los
individuos de la población pueden viajar.
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Figura 5: La intervención mediante campañas de vacunación después de la segunda
ola (durante el verano) en una pandemia puede mitigar la tercera ola. Para más detalles
sobre la implementación de la intervención véase la sección de ejercicios o el modelo.

3.2. Estados conectados fuerte y débilmente con el centro

En el modelo, la contribución de cada región al flujo diario de personas que
pasan por el DF está determinada por el número de personas que pasan por
el DF cada dı́a (F0); las contribuciones total y relativa (qi, i = 1, ..., 31) de los
estados fuertemente conectados con el DF al flujo, y el tamaño de las distintas
poblaciones en los estados Ni, i = 0, 1, ..., 31. Las contribuciones de la j-ésima
población fuertemente conectada y de la k-ésima region débilmente conectada
se pueden escribir en términos de F0, q, y los tamaños poblacionales

qj(t) = F0 ·
q(t) ·Nj∑
{Ni : i ∈ Is}

, qk(t) = F0 ·
(1− q(t)) ·Nk∑
{Ni : i ∈ Iw}

, (19)
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donde Is e Iw son conjuntos de ı́ndices para los estados fuerte y débilmente
conectados con el centro, respectivamente.

4 Dinámica de la epidemia en distintas regiones

Los primeros casos de influenza pandémica del año 2009 en México se re-
gistraron en Veracruz y Oaxaca a mitad de marzo [9, 6]; es posible poner como
condición inicial que haya un brote epidémico en uno de esos estados y simular
la evolución del sistema (11)-(19). Por tal motivo, suponemos condiciones inicia-
les de susceptibilidad total en la población, e introducimos brotes iniciales el 15
de marzo en Veracruz y Oaxaca. También suponemos un distanciamiento social
por mandato gubernamental el 29 de abril, con una recuperación parcial y relati-
vamente lenta de la tasa de contacto. Otra suposición importante es que las ta-
sas de contacto durante las vacaciones de verano e invierno decrecen. Además,
suponemos que durante los periodos de clases el flujo desde los estados fuer-
temente conectados hacia el centro es, en proporción, al menos 3 veces mayor
al proveniente de los estados débilmente conectados. En cambio, durante los
periodos de vacaciones, el flujo por el centro desde, o hacia, las poblaciones de
todos los estados es igual. Con las suposiciones anteriores, el modelo muestra
3 olas ası́ncronas de distintos tamaños (figura 3) que corresponden en tiempo y
forma con las olas epidémicas observadas durante la pandemia de 2009 [5].

A nivel poblacional, la suma de las contribuciones de las poblaciones resulta
en tres olas epidémicas (figura 4). La primera ola fue de tamaño considerable y
corta duración debido en parte al distanciamiento social de abril. Como era de
esperar, los estados fuertemente conectados contribuyeron más con casos in-
fecciosos. La segunda ola del modelo ocurre durante el verano, con la mayorı́a
de infecciones provenientes de estados débilmente conectados. La ola de ma-
yor duración y tamaño ocurrió durante el otoño-invierno de 2009. En parte, el
tamaño de esta última ola de 2009 puede deberse a que no hubo más distan-
ciamientos sociales ni campañas que convocaran a la población a disminuir el
contacto debido a la influenza. Otro detalle importante es que la contribución de
las poblaciones débilmente conectadas a la tercer ola es, en general, mayor que
la de las poblaciones fuertemente conectadas, además de ocurrir un poco antes.
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5 Conclusiones

Los resultados descritos en los párrafos anteriores proporcionan soporte teóri-
co para explicar que las tres olas de influenza pandémica observadas en México
en 2009 fueron el resultado de un proceso de agregación. En otras palabras, la
amplitud y curso temporal de las curvas epidémicas surgen al sumar los casos
provenientes de lugares donde hay epidemias ası́ncronas. Más aún, las contri-
buciones de las distintas poblaciones del paı́s no siempre ocurren en el mismo
orden. Hay poblaciones que tienen 3 olas de magnitudes comparables, otras en
que los casos son numerosos en dos de las 3 olas, o en una de las 3 olas, en dis-
tintos órdenes. Por ejemplo, un lugar puede tener dos olas pequeñas al principio
y al final del año, y una ola grande durante el verano (figura 3).

Los mecanismos que contribuyen a la generación de múltiples olas ası́ncro-
nas en las distintas poblaciones estudiados aquı́ son importantes también en
otros paı́ses con caracterı́sticas similares a las de México, en los que los flujos
son centralizados. Se puede explotar la naturaleza ası́ncrona de las olas en los
distintos estados del paı́s para estudiar posibles polı́ticas de intervención (e.g.
vacunación), sobre todo en periodos donde el número de casos sea bajo co-
mo resultado de una transición entre periodos de clases y vacaciones, o como
resultado de distanciamientos sociales. Por ejemplo, los resultados preliminares
obtenidos añadiendo vacunación al modelo indican que es posible mitigar la ter-
cera ola durante una pandemia si la campaña ocurre en el momento adecuado,
por ejemplo, durante o al final de la segunda ola (figura 5). La cobertura supuesta
para el modelo no fue total, pero sı́ general, incluyendo a individuos que ya se
habı́an recuperado de la infección.

Es posible modelar fenómenos epidemiológicos como la epidemia multi-olas
mencionada aquı́. Por ejemplo, [1, 2] usaron sistemas autónomos de ecuaciones
ordinarias, pero no obtuvieron olas múltiples como consecuencia de la dinámica
del modelo. En [3] se adopta una perspectiva similar conceptualmente, pero dis-
tinta metodológicamente, a la presentada aquı́, en la que el movimiento humano
es el motor de la transmisión. Otro ejemplo notable de modelaje metapoblacio-
nal de epidemias es el trabajo de [13], quien propuso recientemente un modelo
estocástico-espacial basado en la dinámica de la enfermedad de las ratas (vec-
tores) que contagian la peste bubónica.
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Las técnicas de modelaje mostradas en este capı́tulo nos permiten entender
interacciones entre un conjunto de factores complejos que afectan el desarrollo
de las epidemias.

Ejercicios propuestos

1. Construya una version del modelo metapoblacional representado por las
ecuaciones (11)-(19) con 3 poblaciones, dos de ellas conectadas con la
tercera, pero no entre sı́. Reproduzca los patrones epidémicos mostrados
en la figura 4.

2. Analice el modelo de tres poblaciones para el caso en el que no hay cam-
bios en el flujo durante los periodos vacacionales. ¿Cómo cambia la dinámi-
ca?

3. Construya una simulación computacional de la dinámica de un modelo co-
mo el de las ecuaciones (11)-(19) para tres poblaciones, pero con tasas de
infección distintas. Estudie y describa los casos en los que las tasas de in-
fección de las tres poblaciones sean muy distintos, y compare con el caso
en que las tasas de infección son iguales.

4. Introduzca una variable parecida a w que capture una proporción de in-
dividuos vacunados a partir de cierto tiempo t, suponiendo que todos los
individuos son elegibles para la vacunación, excepto los sintomáticos. Co-
rrobore los resultados descritos en la figura 5. ¿Qué proporción de la po-
blación es necesario vacunar para comenzar a ver una mitigación del 20 %
en el número de casos?
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in México during 2009.” Mathematical Biosciences and Engineering (MBE)
8, 1, 21–48.

[10] Hethcote, H. W., 2000, “The mathematics of infectious diseases.” SIAM
review 42, 4, 599–653.

[11] Hunter, J. D., 2007, “Matplotlib: A 2d graphics environment.” Computing In
Science & Engineering 9, 3, 90–95.

[12] Jones, E., Oliphant, T., Peterson, P. et al., 2001, SciPy: Open source scien-
tific tools for Python. [Online; accessed 18/08/2015].

[13] Lande, R., Engen, S., and Sæther, B.-E., 1998, “Extinction times in finite
metapopulation models with stochastic local dynamics.” Oikos, 383–389.

[14] Lowen, A. C., Mubareka, S., Steel, J., and Palese, P., 2007, “Influenza vi-
rus transmission is dependent on relative humidity and temperature.” PLoS
pathogens 3, 10, e151.

[15] Miller, M. A., Viboud, C., Balinska, M., and Simonsen, L., 2009, “The signa-
ture features of influenza pandemics? implications for policy.” New England
Journal of Medicine 360, 25, 2595–2598.

[16] Morens, D. M., and Fauci, A. S., 2007, “The 1918 influenza pandemic: in-
sights for the 21st century.” Journal of Infectious Diseases 195, 7, 1018–
1028.

[17] Nishiura, H., Castillo-Chavez, C., Safan, M., Chowell, G. et al., 2009, Trans-
mission potential of the new influenza a (h1n1) virus and its age-specificity
in Japan. Euro Surveill 14, 22, 19227.

[18] Porta, M. S., Greenland, S., Hernán, M., dos Santos Silva, I., and Last, J. M.,
2014, A dictionary of epidemiology. Oxford University Press.

[19] Potter, C. W., 2001, “A history of influenza.” Journal of applied microbiology
91, 4, 572–579.

[20] Shaman, J., and Kohn, M., 2009, “Absolute humidity modulates influenza
survival, transmission, and seasonality.” Proceedings of the National Aca-
demy of Sciences 106, 9, 3243–3248.

[21] Taubenberger, J. K., and Morens, D. M., 2006, “1918 influenza: the mother
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Resumen

Se presentan y analizan algunos modelos para describir la interacción en-
tre un virus y un hospedero mediante sistemas de ecuaciones diferencia-
les ordinarias. Se obtienen condiciones que garantizan la estabilidad global
que permiten caracterizar cuando un virus establecerá una infección per-
sistente o será eliminado por la respuesta inmunitaria.

1 Introducción

En la década de los noventa del siglo pasado se desarrollaron modelos ma-
temáticos para describir la dinámica entre las infecciones virales y la respuesta
del sistema inmunitario; en particular en el contexto del virus de la inmunodefi-
ciencia humana (VIH), Nowak [11], May [12], Bangham [11] y Perelson propu-
sieron modelos con énfasis en la parte viral de estas dinámicas, incluyendo la
estimación de parámetros virales básicos, la invasión del sistema inmunitario por
un virus y el análisis en el tratamiento con medicamentos.

Cabe mencionar que los parámetros de los modelos se obtuvieron a partir de
muestras de pacientes vivos (in vivo), no de experimentos realizados en cultivos
(experimentos in vitro).

Es conveniente resaltar que estos modelos matemáticos han desempeñado
desde entonces un papel relevante en la investigación biomédica, ya que propor-
cionan un marco teórico sólido que logra captar un conjunto definido de supo-
siciones biológicas y permiten obtener conclusiones cualitativas y cuantitativas
precisas.

1Facultad de Ciencias Fı́sico Matemáticas, Benemérita Universidad Autónoma de Puebla.
ajpoisot@fcfm.buap.mx.
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Algunas de estas suposiciones biológicas son, por ejemplo, que las interac-
ciones entre virus y sistema inmunitario se comportan como un sistema ecológico
dentro del cuerpo de un organismo vivo, por lo que resulta útil el área matemáti-
ca de la dinámica de poblaciones para la modelación. Suponemos que varias
especies de células inmunitarias interactúan con poblaciones de virus de varias
maneras.

En los modelos que consideraremos, la dinámica de las interacciones entre
las poblaciones de virus y el sistema inmunitario se suponen del tipo depredador-
presa. En este tipo de interacción, cuando los depredadores capturan y matan a
sus presas, ellos se reproducen de tal manera que el tamaño de su población se
incrementa, lo cual tiene un efecto negativo en la población de presas. En ausen-
cia de presas, los depredadores no sobreviven. El resultado de tales interaccio-
nes puede involucrar ciclos en los tamaños de la poblaciones de depredadores y
presas.

Análogamente, cuando células inmunitarias (consideradas como depredado-
ras) encuentran virus, ellas se reproducen de tal forma que el tamaño de su
población se incrementa y eliminan los virus. En ausencia de virus, la población
de estas células inmunitarias decae. Esto puede llevar a una dinámica cı́clica o
a la extinción de alguna de estas poblaciones.

Estos modelos proporcionaron nuevos puntos de vista para crear hipótesis
y para diseñar nuevos experimentos; más aún, con la ayuda de datos clı́nicos,
dichos modelos dieron lugar a descripciones importantes del fenómeno.

2 Inmunologı́a Básica

2.1. Virus

En biologı́a, un virus es básicamente material genético envuelto en una capa
de proteı́na, que solo puede reproducirse al interior de una célula viva especı́fica.
Los virus se componen de dos o tres partes: su material genético, que porta la
información hereditaria necesaria para la producción de nuevos virus (puede ser
ADN, ácido desoxirribonucleico o ARN, ácido ribonucleico); una cubierta proteica
que protege a estos genes, llamada cápside, capaz de combinarse quı́micamen-
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te con los receptores de membrana de las células parasitadas, lo que permite al
virus reconocer al tipo de células adecuado para hospedarse; en algunos tam-
bién se encuentra una capa bilipı́dica (generalmente derivada de la membrana
celular del huésped anterior) que envuelve a la cápside, denominada envoltu-
ra vı́rica, cuya función principal es ayudar al virus a entrar otra vez en la célula
huésped (v. figura 1). La partı́cula viral, cuando está fuera de la célula huésped,
se denomina virión.

Figura 1: Estructura de un virus. Recuperada de [2]
.

Para su reproducción, un virus tiene que encontrarse con una célula adecua-
da en la cual hospedarse y utilizar la maquinaria metabólica de la célula para su
replicación.

2.2. Respuesta inmunitaria

El sistema inmunitario es el conjunto de barreras fı́sicas y procesos biológi-
cos (en el interior de un organismo vivo) que lo protege contra enfermedades,
al identificar y neutralizar células patógenas a través de una serie de procesos
conocidos como respuesta inmunitaria. La respuesta inmunitaria puede subdi-
vidirse a grandes rasgos en dos categorı́as:

(i) Respuesta inmunitaria innata o pre-programada, que proporciona una
primera lı́nea de defensa contra un patógeno invasor, que incluye por un
lado barreras fı́sicas, como la piel y el cabello, y por otro lado una serie
de procesos quı́micos celulares entre los que se incluyen la fagocitosis,
la respuesta inflamatoria, los interferones, la activación de células NK y el
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sistema de complemento.

(ii) Respuesta especı́fica, adaptativa u ontogenética, se llama especı́fica
porque provoca la formación de un efector (célula que ejecuta respues-
tas) contra cada patógeno en particular, que además de eliminarlo confiere
protección al huésped contra una reinfección.

3 Planteamiento del modelo básico de dinámica viral

Las ecuaciones diferenciales que modelan una epidemia son del tipo SIR
(Susceptibles, Infecciosos, Recuperados), en particular el modelo clásico de Ker-
mack y McKendrick (1927) toma en cuenta las siguientes suposiciones: si deno-
tamos porN a la población total al tiempo t en que el brote epidémico puede ocu-
rrir, y por S(t), I(t) yR(t) a los individuos en estados susceptible, infeccioso y re-
cuperado o muerto al tiempo t respectivamente, entoncesN = S(t)+I(t)+R(t)
es constante. Además se tiene que las enfermedades infecciosas se transmiten
por contacto entre un individuo susceptible y uno enfermo; con base en esto, Ha-
mer, en 1906, formuló la ley de acción de masas, que establece que el núme-
ro de contactos infecciosos, es decir, que producen enfermedad, por unidad de
tiempo es proporcional al número total de contactos entre individuos infecciosos
y susceptibles. De acuerdo con lo anterior, la tasa de infección que determina
el número de individuos por unidad de tiempo que se transfieren del grupo de
susceptibles a infecciosos depende de la probabilidad de contactos al azar de un
individuo infeccioso con un individuo susceptible (que a su vez puede transmitir
la infección), es S

N ; el número de nuevas infecciones por unidad de tiempo por
un individuo infeccioso es (βN)( SN ), lo cual da una tasa de nuevas infecciones
(βN)( SN )I = βSI. Alternativamente, podemos argumentar que la probabilidad
de contactos al azar de un individuo infeccioso es I

N y por lo tanto la tasa de las
nuevas infecciones de susceptibles es (βN)( IN ), que arroja una tasa de nuevas
infecciones (βN)( IN )S = βSI. En resumen, por la ley de acción de masas, tene-
mos que el número de individuos susceptibles que se convierten en infecciosos
es proporcional al producto del número de individuos susceptibles por infeccio-
sos, es decir, que la tasa de pérdida de personas susceptibles es βSI.

Con base en las suposiciones y construcciones de los modelos epidemiológi-
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Rodrı́guez, Lucı́a Cervantes Gómez 157

cos se plantearon los modelos de la dinámica viral sin respuesta inmune. Los
modelos anteriores se complementaron con los modelos de interacción entre
dos especies del tipo depredador y presa para describir algunos modelos de la
dinámica de virus in vivo y la respuesta del sistema inmunitario.

Para abordar el modelo básico de dinámica viral propuesto por Nowak y Bang-
ham [11], es necesario hacer algunas consideraciones: este modelo toma en
cuenta tres variables: la concentración de células susceptibles de ser infectadas
x(t); la concentración de células infectadas y(t), y la concentración de viriones
(virus libres) ν(t). En este modelo se asume que:

1. Al encuentro con los viriones, las células susceptibles pasan a ser células
infectadas.

2. La tasa de producción de células infectadas es proporcional a la concen-
tración de células susceptibles y viriones.

3. Las células infectadas producen viriones (pues éstos dependen de las célu-
las infectadas para su replicación).

4. El tiempo promedio de vida de las células susceptibles, infectadas y virio-
nes es constante.

Para describir la concentración de células susceptibles, se plantea la siguiente
ecuación:

ẋ = λ− dx− βxν,

donde se considera que las células susceptibles se producen a una tasa cons-
tante λ, y se estarán muriendo a una razón dx, para alguna constante positiva d,
y se supone que el número de muertes de las células susceptibles por unidad de
tiempo es proporcional al número de contactos entre las células susceptibles y
los viriones, ya que las células dejan de ser susceptibles al ser infectadas y que
representamos por el término βxν (ley de acción de masas) para una constante
positiva β.

De la misma manera, la cantidad de células infectadas dependerá de la ta-
sa con que las células susceptibles fueron infectadas, es decir, βxν, y estarán

www.fcfm.buap.mx/assets/docs/publicaciones/Modeliza.pdf



158 Análisis de modelos de la dinámica de virus dentro de un hospedero

muriendo a una razón de ay, para alguna constante positiva a. Por lo tanto,

ẏ = βxν − ay.

Por último, para describir la concentración de viriones, tenemos que conside-
rar que la tasa de producción de nuevos viriones será proporcional a la cantidad
de células infectadas, que representaremos por ky, y ellas a su vez estarán mu-
riendo a una tasa uν, y se tiene la siguiente ecuación:

ν̇ = ky − uν.

La figura 2 resume estas condiciones.

Figura 2: Dinámica viral básica. Elaboración propia a partir de [12].

La dinámica viral básica se modela mediante el siguiente sistema de ecuacio-
nes diferenciales ordinarias no lineales, al que llamaremos modelo básico:

ẋ = λ− dx− βxν,
ẏ = βxν − ay,
ν̇ = ky − uν.

(1)

La siguiente tabla describe las variables y parámetros del sistema.
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Rodrı́guez, Lucı́a Cervantes Gómez 159

Variables Descripción
x concentración de células susceptibles
y concentración de células infectadas
ν concentración de viriones

Parámetros
λ tasa de producción de células susceptibles
d tasa de muerte de células susceptibles
β tasa de infección del virus
a tasa de muerte de células infectadas
k tasa de producción de nuevos viriones
u tasa de muerte de viriones

Tabla 1: Variables y parámetros del modelo básico

Antes de analizar el modelo, es conveniente resaltar una relación muy impor-
tante entre los parámetros, que nos permitirá caracterizar si el modelo tiende a
un equilibrio libre de infección o no.

Definimos:

R0 =
βλk

dau
,

llamada tasa básica de reproducción de un virus, que representa el número
promedio de células recién infectadas producidas por una sola célula infectada β
al comienzo de la infección (cuando casi ninguna célula ha sido infectada) intro-
ducida en una población totalmente susceptible λ durante el tiempo en el que la
célula permanece infectada 1

ad . Ası́, el valor de R0 dependerá de las caracterı́sti-
cas de la dinámica del virus in vivo reflejada en los parámetros λ, β, a y d. Por
tanto, R0 toma un valor constante.

La importancia de este parámetro para estudiar la dinámica del virus in vivo
con respuesta inmune radica en que si R0 > 1, entonces una célula en promedio
da lugar a más de una nueva célula infectada, y la infección puede propagarse. Si
R0 < 1, entonces una célula en promedio da lugar a menos de una nueva célula
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infectada, y la población de virus no se propaga y se extingue. Si R0 = 1, en-
tonces una célula infectada, en promedio, da lugar a una nueva célula infectada.
Éste es un caso fronterizo, e irrelevante a efectos prácticos.

Análisis Preliminar

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

ẋ = f(x), (2)

donde x = x(t) es una función vector valuada de una variable independiente t,
y f : Ω 7→ Rn es una función f = (f1, f2, . . . , fn), con f ∈ C1(Ω), es decir, f es
diferenciable, y ∂fi/∂xi es una función continua para i ∈ {1, . . . , n}.

Sea (x∗1, ..., x
∗
n) ∈ Rn≥0 un punto de equilibrio de (2) y consideremos al con-

junto A con las hipótesis del teorema de Lagrange, con Rn>0 − {(x∗1, x∗2, ..., x∗n)},
donde

Rn>0 = {(x1, x2, ..., xn) ∈ Rn : xi > 0,∀i = 1, ...n} ,

y consideremos también al conjunto W de la definición de función de Lyapunov
como W = Rn>0.
Dicho lo anterior construiremos una función V definida en W = Rn≥0.

Para construir dicha función V , definamos la siguiente función auxiliar:

g : R≥0 → R tal que

g (x) =

{
x− x∗ ln x

x∗ si x∗ 6= 0 y x 6= 0,
x si x∗ = 0.

(3)

Lema 1. La función g definida en (3) es estrictamente positiva en R>0 y además

ĺım
x→∞

g(x) =∞.

Consideremos ahora (x∗1, x
∗
2, ..., x

∗
n) ∈ Rn≥0 un punto de equilibrio fijo del sis-

tema (1), M = 1, 2, ..., n, I = {i ∈M : x∗i 6= 0}, θi constantes positivas y gx∗i la
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función definida en (3) para la constante x∗i si i ∈ I y gx∗i (xi) = xi, si i ∈M − I.
Definimos una función V como

V : Rn≥0 → R

(x1, x2, ..., xn) 7→
n∑
i=1

θigx∗i (xi) .
(4)

Teorema 1. La función V definida en (4) tiene las siguientes propiedades:

1. V ((x1, x2, ..., xn)) > 0 para todo (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn>0−{(x∗1, x∗2, ..., x∗n)}.

2. V ∈ C1
(
Rn>0

)
.

3. Sea xn = (x1n, x2n, ..., xnn) ∈ Rn>0 una sucesión cualquiera tal que ‖xn‖ →
∞ cuando n→∞, entonces ĺımV (xn) =∞ cuando n→∞.

4. Sea x un punto frontera de Rn≥0 y xn una sucesión cualquiera de puntos de
Rn>0 tal que xn → x, entonces ĺımV (xn)→∞ o bien V es continua en x.

5. La derivada temporal de V a lo largo de las soluciones será

V̇ (x) =

n∑
i=1

θiẋi

(
1− x∗i

xi

)
.

Proposición 1. Consideremos el sistema (2) definido en Ω = Rn y supongamos
que Rn>0 es un conjunto positivamente invariante para (2). Si la función escalar
V definida en el teorema 1 satisface V̇ (x) ≤ 0 para todo x ∈ Rn>0, entonces
toda solución de (2) con condiciones iniciales en el interior de Rn≥0 se aproxima

al mayor subconjunto invariante de E =
{
x ∈ Rn≥0 : V̇ (x) = 0

}
.

DEMOSTRACIÓN. De las propiedades 2 y 4 del teorema 1 y la hipótesis V̇ (x) ≤ 0
para todo x ∈ Rn≥0, tenemos que la función V satisface las hipótesis del teorema
de Lasalle (teorema 12, capı́tulo 3), por lo tanto toda solución acotada que inicia
en Rn≥0 se aproxima al mayor subconjunto invariante de

E =
{
x ∈ Rn≥0 : V̇ (x) = 0

}
.

Por otro lado, veamos que toda solución que inicia en Rn>0 es acotada. De las
propiedades 1, 2 y 4 del teorema 1, de la hipótesis V̇ (x) ≤ 0 para todo x ∈ Rn>0
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y de A = Rn>0 − x∗ ∈ Ω, tenemos que V satisface las hipótesis del teorema de
Lagrange (teorema 13, capı́tulo 3), con lo que toda solución que inicia en A es
acotada. Luego el único punto que puede estar en el interior de Rn>0 y no estar en
A es el punto x∗, y como este punto es de equilibrio, las soluciones que inician
en él serán acotadas, por lo tanto toda solución que inicia en el interior de Rn≥0

es acotada.

3.1. Análisis del modelo básico

Positividad.

Una cuestión inmediata sobre el modelo propuesto es si las soluciones con
valores iniciales que poseen una interpretación biológica continuarán teniendo
interpretación biológica con el trascurso del tiempo.

En particular, diremos que el modelo básico (1) admite una interpretación
biológica si (x, y, ν) ∈ R3

≥0, donde R3
≥0 = {(x, y, ν) ∈ R : x ≥ 0, y ≥ 0, ν ≥ 0}.

Formalmente, la positividad del modelo básico (1) se establece en el siguiente
resultado.

Proposición 2. Sea φ : [t0,∞) → R3 una solución de (1). Si φ(t0) ∈ R3
≥0,

entonces φ(t) ∈ R3
≥0 para todo t ∈ [t0,∞).

DEMOSTRACIÓN. Basta analizar el comportamiento de las soluciones con valo-
res iniciales sobre los ejes de R3

≥0, con lo que se tienen los siguientes casos:

1. (x0 > 0, y0 > 0, ν0 = 0). Vemos que como ν̇0 = ky0 − uν0 > 0, ν crece
localmente. Por lo tanto las soluciones no pueden salir de dicho octante.

2. (x0 = 0, y0 > 0, ν0 > 0). Observemos que como ẋ0 = λ−dx0−βx0ν0 =
λ > 0, x crece localmente. Por lo tanto las soluciones no pueden salir de
dicho octante.

3. El resto de las posibilidades son: (x0 > 0, y0 = 0, ν0 > 0),
(x0 > 0, y0 = 0, ν0 = 0), (x0 = 0, y0 > 0, ν0 = 0), (x0 = 0, y0 = 0, ν0 > 0),
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(x0 = 0, y0 = 0, ν0 = 0) y las pruebas son análogas a las mostradas en los
dos primeros casos.

Puntos de equilibrio.

Teorema 2. El sistema (1) posee dos puntos de equilibrio dados por los siguien-
tes vectores:

X1 =
(
λ
d , 0, 0

)
,

X2 =
(

λ
dR0

, duβk (R0 − 1) , dβ (R0 − 1)
)

.

DEMOSTRACIÓN. La demostración es inmediata al resolver el sistema de ecua-
ciones algebraico: 

λ− dx− βxν = 0,
βxν − ay = 0,
ky − uν = 0.

Estabilidad.

Antes de inferir sobre la estabilidad del modelo básico (1), es conveniente
notar que, aunque (2) está definido en Rn, para los modelos que estudiaremos
estamos interesados en el comportamiento en Rn≥0, es decir, en el octante no
negativo de Rn, pues es en esta región donde los modelos que abordaremos
son biológicamente relevantes. En particular para el modelo básico (1) tenemos
R3
≥0.

Para comenzar nuestro análisis es conveniente introducir los siguientes resul-
tados:

Lema 2. El único conjunto positivamente invariante para el sistema (1) contenido
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en E = {X1 + µ2e2 + µ3e3 : µi ∈ R, ∀i = 2, 3} ∩ R3
≥0 es el punto de equilibrio

X1.

Lema 3. El único conjunto positivamente invariante para el sistema (1) contenido
en E =

{
X2 + µ

(
0, y

∗

ν∗ , 1
)

: µ ∈ R
}
∩ R3

≥0 es el punto de equilibrio X2.

Teorema 3. El sistema (1) definido en el octante no negativo de R3, con condi-
ciones iniciales en su interior, siempre posee un punto de equilibrio globalmente
asintóticamente estable. A saber:

(i) X1 si la tasa básica de reproducción R0 ≤ 1,

(ii) X2 si la tasa básica de reproducción R0 > 1.

DEMOSTRACIÓN. En primer lugar notemos que el punto X1 siempre está en la
región de interés, en cambio X2 sólo estará en R3

≥0 cuando R0 ≥ 1. Considere-
mos (x∗, y∗, ν∗) un punto de equilibrio del sistema (1) y consideremos también
la función escalar V : R3

≥0 → R definida en (4), donde las constantes θ relativas
a las coordenadas x e y serán 1 y la relativa a ν será a

k . La proposición 1 nos
garantiza que basta demostrar que V̇ (x) ≤ 0 en R3

≥0 para que todas las solu-
ciones con condiciones iniciales en R3

>0 se aproximen al mayor subconjunto de

E =
{
x ∈ R3

≥0 : V̇ (x) = 0
}

que es positivamente invariante para (1). Posterior-
mente mostraremos que este conjunto sólo puede ser el punto de equilibrio en
cuestión.

De las propiedades de la función V probadas en el teorema 1 tenemos que:

V (x, y, ν) = x∗
( x
x∗
− ln

x

x∗

)
+ y∗

(
y

y∗
− ln

y

y∗

)
+
a

k
ν∗
( ν
ν∗
− ln

ν

ν∗

)
, (5)

y además

V̇ (x, y, ν) = λ− dx− βxν − λx∗

x + dx∗ + βνx∗ + βxν − ay

−βxνy∗

y + ay∗ + ay − auν
k −

ayν∗

ν + auν∗

k .

(6)

1. Consideremos el punto de equilibrio X1 = (x∗, y∗, ν∗) y R0 ≤ 1. Como
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Julio Erasto Poisot Macı́as, Ana Luisa González Pérez, José David Morante
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y∗ = 0 y ν∗ = 0, se tiene que

V̇ (X1) = λ− dx− λx∗

x
+ dx∗ + βνx∗ − auν

k
= V̇1 (X1) + V̇2 (X1) ,

donde

V̇1 (X1) = λ− dx− λx∗

x
+ dx∗ = 2λ− dx− λ2

dx
,

V̇2 (X1) = βνx∗ − auν

k
.

Vemos que V̇1 (X1) ≤ 0. En efecto, nótese que

(λ− dx)2 ≥ 0,

λ2 − 2λdx+ (dx)2 ≥ 0,

λ2

dx − 2λ+ dx ≥ 0,

2λ− dx− λ2

dx ≤ 0,

con lo que V̇1 (X1) ≤ 0.

Por otro lado, vemos que

V̇2 (X1) = βνx∗ − auν

k
=
auν

k
(R0 − 1) .

Luego, como R0 ≤ 1 y las constantes son todas positivas, tenemos que
V̇2 (X1) ≤ 0. Por lo tanto, V̇ (X1) ≤ 0.

Además, tenemos que V̇ (X1) = 0 solamente si x = x∗.

Por último, del lema 2 concluimos que el mayor conjunto positivamente
invariante en

E =
{

(x, y, ν) ∈ R3
≥0 : x = x∗

}
es el punto de equilibrio X1, luego por el teorema de LaSalle (teorema 12,
capı́tulo 3) tenemos que X1 es globalmente asintóticamente estable.
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2. Consideremos ahora el punto de equilibrio X2 = (x∗, y∗, ν∗) y R0 > 1.
Nótese que la expresión para V̇ (X2) está dada por (6). Luego V̇ (X2) =
V̇1 (X2) + V̇2 (X2), donde

V̇1 (X2) = λ− dx− λx∗

x
+ dx∗,

V̇2 (X2) = βνx∗ − βxνy∗

y
+ ay∗ − auν

k
− ayν∗

ν
+
auν∗

k
.

Vemos que V̇1 (X2) ≤ λ
(

1− 1
R0

)
+ λx

∗

x

(
1
R0
− 1
)

. En efecto,

V̇1 (X2) = λ− dx− λx∗

x + dx∗

= dx∗
(

2x∗x−x2−x∗2
x∗x

)
+ λ

(
1− 1

R0

)
+ λx

∗

x

(
1
R0
− 1
)
.

Por otra parte, veamos que 2x∗x − x2 − x∗2 = −(x∗ − x)2 ≤ 0; como
dx∗ > 0, se tiene el resultado.

Ahora, regresando a la expresión completa de V̇ (X2), tenemos que

V̇ (X2) ≤ λ− λ

R0
+
λx∗

xR0
−λx

∗

x
+βνx∗−βxνy

∗

y
+ay∗−auν

k
−ayν

∗

ν
+
auν∗

k
.

La expresión anterior se puede reescribir como:

V̇ (X2) ≤ 3ay∗ − ay∗x
∗

x
− ay∗xνy∗

x∗ν∗y
− ayν∗

ν

= ay∗

(
3− x∗

2
ν∗yy∗ν + x2ν2y∗

2
+ y2ν∗

2
xx∗

xx∗v∗yy∗ν

)
.

Notemos que ay∗ = λ
(

1− 1
R0

)
> 0, puesto que R0 > 1.
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Aplicando la desigualdad entre la media aritmética y la media geométri-
ca a los números x∗

x , xνy∗

x∗ν∗y , yν
∗

y∗ν , se obtiene que

3− x∗
2
ν∗yy∗ν + x2ν2y∗

2
+ y2ν∗

2
xx∗

xx∗v∗yy∗ν
≤ 0,

con lo que V̇ (X2) ≤ 0, siendo la igualdad valida sólo si x = x∗ y xx∗v∗yy∗ν =
xxνy∗y∗ν = xx∗ν∗yy∗ν∗ o equivalentemente, si x = x∗ y ν∗y = y∗ν.

Por último, del lema 3 se tiene que el mayor conjunto positivamente
invariante en

E =

{
(x, y, ν) ∈ R3

≥0 : x = x∗ e y =
y∗ν

ν∗

}
es el punto de equilibrioX2; por el teorema de LaSalle (teorema 12 capı́tulo
3), tenemos que X2 es globalmente asintóticamente estable.

4 Planteamiento del modelo de dinámica viral con res-
puesta inmunitaria

Este modelo fue abordado por Martin Nowak y Charles Bangham [11]. El mo-
delo es análogo al estudiado en la sección anterior, salvo que introduciremos
una nueva ecuación, que modela la respuesta del sistema inmunitario, en con-
creto esta nueva ecuación modela la función citotóxica de los linfocitos T, cuya
función es neutralizar células infectadas; en nuestro modelo esto representa una
disminución en la concentración de nuevas células infectadas y una nueva varia-
ble que considere la cantidad de células de defensa (que denotaremos por z).

En este modelo supondremos (además de las consideraciones del modelo
básico (1)):

1. Que la reducción en la concentración de células infectadas es proporcional
a la cantidad de células infectadas y a la cantidad de células de defensa.

www.fcfm.buap.mx/assets/docs/publicaciones/Modeliza.pdf



168 Análisis de modelos de la dinámica de virus dentro de un hospedero

2. Que la producción de células de defensa depende de la cantidad de células
infectadas y a su vez de su propia concentración, pues como se mencionó,
los linfocitos se producen debido a la presencia de un virus dentro del or-
ganismo.

Notemos que bajo las consideraciones anteriores y en lo relativo al modelo
básico de dinámica viral (1), solamente la ecuación concerniente a la variación de
células infectadas sufrirá una modificación, al agregar un término pyz referente
a la destrucción de células infectadas por las células de defensa, con lo que la
variación en la concentración de células infectadas en este modelo vendrá dada
por la siguiente ecuación:

ẏ = βxν − ay − pyz.

Por otra parte, hay que añadir una nueva ecuación al modelo básico (1) de
dinámica viral que describa la variación en la concentración de células de defen-
sa; esta nueva ecuación tendrá un término positivo cyz referente a la producción
de linfocitos T, del cual hay que sustraer un término bz relativo a su tasa de mor-
talidad, con lo que la variación en la concentración de células de defensa del
nuevo modelo vendrá dada por:

ż = cyz − bz.

La figura 3 resume las consideraciones anteriores.

La dinámica viral con respuesta inmunitaria se modela mediante el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales, al que llamaremos
modelo con respuesta inmunitaria:

ẋ = λ− dx− βxν,
ẏ = βxν − ay − pyz,
ν̇ = ky − uν,
ż = cyz − bz.

(7)

La siguiente tabla describe la variable y los parámetros introducidos para ob-
tener el modelo con respuesta inmunitaria.
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Figura 3: Dinámica viral con respuesta inmunitaria Elaboración propia a partir de [12].

Variable Descripción
z concentración de células de defensa

Parámetros
p tasa de eliminación de células infectadas

por las células de defensa
c tasa de producción de células de defensa
b tasa de muerte de células de defensa

Tabla 2: Nuevas variables y parámetros del modelo con respuesta inmunitaria.

Antes de analizar este modelo, es conveniente resaltar algunas relaciones
importantes entre los parámetros del mismo que nos permitirán caracterizar sus
puntos de equilibrio.

1. Tasa básica de reproducción de un virus: observemos que, como R0 no
depende de las células de defensa, tendremos nuevamente que

R0 =
βλk

dau
.

2. Tasa básica de reproducción de un virus en presencia de la respuesta
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inmunitaria: llamaremos RI (la tasa básica de reproducción de un virus
en presencia de la respuesta inmunitaria) al número secundario de virus
originados de un virus primario introducido en una población que consta
solamente de células susceptibles y cuya concentración de células de de-
fensa es el equilibrio endémico,

RI = 1 +
R0

cλ
ab

= 1 +
R0

I0
.

3. Tasa básica de defensa: Se deduce de la expresión anterior:

I0 =
cλ

ab
.

4. Tasa básica de reducción de un virus:

P0 =

(
1− 1

R0

)
I0.

4.1. Análisis del modelo con respuesta inmunitaria

El análisis de este modelo es análogo al del modelo (1) (modelo básico de
dinámica viral), con lo cual procederemos a exhibir los resultados, tomando en
cuenta que nuestro modelo ahora está definido en R4

≥0.

Positividad.

Definimos R4
≥0 =

{
(x, y, ν, z) ∈ R4 : x ≥ 0, y ≥ 0, ν ≥ 0, z ≥ 0

}
.

Formalmente, la positividad de (7) se establece en el siguiente resultado.

Proposición 3. Sea φ : [t0,∞) → R4 una solución de (7). Si φ(t0) ∈ R4
≥0,

entonces φ(t) ∈ R4
≥0 para todo t ∈ [t0,∞).

DEMOSTRACIÓN. Notemos que si z (t0) = 0, el sistema (7) se reduce al modelo
(1), con lo que la demostración se reduce a la demostración de la proposición 2.
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Por otro lado, para analizar las componentes en la región donde z > 0., note-
mos que z sólo está presente en las dos últimas ecuaciones del sistema (7), por
lo cual basta analizar las componentes en la región donde y = 0 y z > 0. Con lo
que se tienen los siguientes casos:

(x0 > 0, y0 = 0, ν0 > 0, z0 > 0),(x0 > 0, y0 = 0, ν0 = 0, z0 > 0),
(x0 = 0, y0 = 0, ν0 > 0, z0 > 0), (x0 = 0, y0 = 0, ν0 = 0, z0 > 0); cuya demostra-
ción es análoga a la mostrada en la Proposición 2.

Puntos de equilibrio.

Teorema 4. El sistema (7) posee tres puntos de equilibrio dados por

X1 =
(
λ
d , 0, 0, 0

)
,

X2 =
(

λ
dR0

, duβk (R0 − 1) , dβ (R0 − 1), 0
)

y

X3 =
(

λ
dRI

, bc ,
dR0
βI0

, a
[
R0
RI
− 1
])
.

DEMOSTRACIÓN. La prueba es inmediata al resolver el sistema algebraico
λ− dx− βxν = 0,
βxν − ay − pyz = 0,
ky − uν = 0,
cyz − bz = 0.

Estabilidad.

Lema 4. El único conjunto positivamente invariante para el sistema (7) contenido
en

E =

{
X2 + µ1

(
0,
y∗

ν∗
, 1, 0

)
+ µ4e4 : µ1, µ4 ∈ R

}
∩ R4

≥0

es el punto de equilibrio X2
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Lema 5. El único conjunto positivamente invariante para el sistema (7) contenido
en

E =
{
X3 + µ1

(
0,
u

k
, 1, 0

)
+ µ4e4 : µ1, µ4 ∈ R

}
∩ R4

≥0

es el punto de equilibrio X3

Teorema 5. El sistema (7) definido en el octante no negativo de R4 con condi-
ciones iniciales en su interior siempre posee un punto de equilibrio globalmente
asintóticamente estable,

(i) X1 si la tasa básica de reproducción R0 ≤ 1,

(ii) X2 si la tasa básica de reproducción R0 > 1 y la tasa básica de reducción
de virus P0 ≤ 1,

(iii) X3 si la tasa básica de reproducción R0 > 1 y la tasa básica de reducción
de virus P0 > 1.

DEMOSTRACIÓN. Notemos que para X2 ∈ R4
≥0 es necesario que R0 ≥ 1, y para

que X3 ∈ R4
≥0 es necesario que R0 ≤ 1 y que R0

RI
≥ 1.

Consideremos (x∗, y∗, ν∗, z∗) un punto de equilibrio del sistema (7) y consi-
deremos también la función escalar V : R4

≥0 → R definida en (4), donde las
constantes θ relativas a las coordenadas x e y serán 1; la relativa a ν se deno-
tará por Θ, y su valor se especificará de acuerdo al punto de equilibrio que se
esté analizando; por último, la constante θ relativa a la coordenada z será 1

c .

Notemos que la Proposición 1 nos garantiza que basta mostrar que V̇ (x) ≤ 0
en R4

≥0 para que todas las soluciones con condiciones iniciales en R4
>0 se aproxi-

men al mayor subconjunto de E =
{
x ∈ R4

≥0 : V̇ (x) = 0
}

que es positivamente
invariante para (7); posteriormente mostraremos que este conjunto sólo puede
ser el punto de equilibrio en cuestión.

De las propiedades de la función V probadas en el teorema 1 tenemos que
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V (x, y, ν, z) = x∗
(
x
x∗ − ln x

x∗

)
+ y∗

(
y
y∗ − ln y

y∗

)
+ Θν∗

(
ν
ν∗ − ln ν

ν∗

)
+1
cz
∗ ( z

z∗ − ln z
z∗

)
.

Más aún,

V̇ (x, y, ν, z) = λ− dx− λx∗

x + dx∗+βx∗ν−ay− βxνy∗

y +ay∗+ zy∗+ Θky−
Θuv − Θkyv∗

ν + Θuv∗ − bz
c − yz

∗ + bz∗

c .

1. Consideremos X1 = (x∗, y∗, ν∗, z∗), R0 ≤ 1 y Θ = a
k , con lo que

V̇ (X1) = V̇1 (X1) + V̇2 (X1) + V̇3 (X1), donde

V̇1 (X1) = λ− dx− λx∗

x + dx∗;

V̇2 (X1) = βνx∗ − auν
k ;

V̇3 (X1) = − bz
c .

Notemos que de la parte 1 de la prueba del teorema 3 se deduce que
V̇1 (X1) ≤ 0 y V̇2 (X1) ≤ 0.

Por otra parte vemos que en V̇3 (X1) las constantes b,c,z son constan-
tes positivas, con lo que V̇3 (X1) ≤ 0.

Por lo tanto, V̇ (X1) ≤ 0.

Siendo la igualdad válida si x = x∗ y z = 0. Notemos que dicho lo
anterior, el sistema (7) es igual al sistema (1), y como las coordenadas del
punto de equilibrio X1 del sistema (1) coinciden con las de este modelo, se
sigue del lema 4 que el mayor conjunto positivamente invariante en E es
el punto de equilibrio X1. Además, por el teorema de LaSalle (teorema 12,
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capı́tulo 3), se tiene que X1 es globalmente asintóticamente estable.

2. Consideremos X2 = (x∗, y∗, ν∗, z∗), R0 > 1, P0 ≤ 1 y Θ = a
k , con lo que

V̇ (X2) = V̇1 (X2) + V̇2 (X2) ,

donde

V̇1 (X2) = λ− dx− λx∗

x + dx∗ + βx∗ν − βxνy∗

y + ay∗ − auν
k −

ayν∗

ν + auν∗

k ,

V̇2 (X2) = zy∗ − bz
c .

Notemos que V̇1 (X2) es la misma función que usamos en la demostra-
ción de la parte 2 del teorema 3, por lo tanto V̇1 (X2) ≤ 0.

Por otra parte, sustituyendo el valor de z∗ en V̇2 (X2), se tiene

V̇2 (X2) = z λa

(
1− RI

R0

)
.

Vemos que, como R0−1
RI−1 = P0 ≤ 1, tenemos que RI ≥ R0, de donde

V̇2 (X2) ≤ 0.

Por lo tanto, V̇ (X2) ≤ 0, siendo la igualdad válida sólo si x = x∗ y
νy∗ = y∗ν.

Del lema 5 tenemos que X2 es el mayor conjunto positivamente inva-
riante en E, y del teorema de LaSalle se tiene que X2 es globalmente
asintóticamente estable.

3. Consideremos X3 = (x∗, y∗, ν∗, z∗), R0 > 1, P0 > 1 y Θ = x∗β
u , con lo que

V̇ (X3) = λ+ dx∗ + ay∗ + x∗βν∗ + bz∗

c −
[
dx+ λx∗

x

(
1− R0

RII0

)]
− λx∗R0

xRII0

−βxνy∗

y − x∗βkyν∗

uν .
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Ahora manipularemos la expresión anterior por partes:

A := λ+ dx∗ + ay∗ + x∗βν∗ + bz∗

c = λ
[
3− 1

RI

]
.

Además,

B := λx∗R0
xRII0

− βxνy∗

y − x∗βkyν∗

uν = λR0
RII0

(
x∗

2
kyuv+x2u2ν2+xx∗k2y2

xx∗kyuv

)
≥ 3 λR0

RII0
,

donde la última desigualdad se obtiene aplicando la desigualdad entre la
media aritmética y la media geométrica a los números x∗

x , uxν
x∗ky y ky

uν , sien-

do la igualdad válida sólo si x∗
2
kyuv = x2u2ν2 = xx∗k2y2.

Por otro lado, consideremos

C := dx+ λx∗

x

(
1− R0

RII0

)
= λ

RI

[
(dxRI)2+λ2

dxRIλ

]
≥ 2 λ

RI
,

donde la última desigualdad se obtiene aplicando la desigualdad entre la
media aritmética y la media geométrica a los números dxRI

λ y λ
dxRI

.

Siendo la igualdad válida sólo cuando dxRI = λ, es decir, x = x∗.

Por último tenemos:

V̇ (X3) = A−B − C

≤ λ
(

3− 1
RI

)
− 2 λ

RI
− 3 λR0

RII0
= 3λ

(
1− 1

RI
− R0

I0RI

)
= 3λ

(
1−

1+
R0
I0

RI

)
= 0,

siendo la igualdad válida sólo si x = x∗ y x∗
2
kyuv = x2u2ν2 = xx∗k2y2

⇒ y = uv
k .

Del lema 5 se sigue que el mayor conjunto positivamente invariante en
E es el punto de equilibrio X3, y del teorema de LaSalle se tiene que X3
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es globalmente asintóticamente estable.

5 Aplicación del modelo básico de dinámica viral

En esta sección veremos una aplicación del modelo básico de dinámica vi-
ral aplicado a la población de virus del SIDA, VIH-1, donde suponemos que el
número de células de tipo CD4+T permanece constante con el paso del tiempo.
Se simula el comportamiento de la población del virus teniendo en cuenta la va-
riación de la población de las células que los reproducen. Por lo tanto vamos a
considerar las siguientes tres poblaciones:

• x(t) población de células de tipo CD4+T.

• y(t) población de células de tipo CD4+T infectadas por el virus del SIDA,
VIH-1.

• ν(t) población de virus del SIDA, VIH-1.

Para realizar la simulación del modelo necesitamos conocer los factores que
modifican las poblaciones anteriores. En este caso suponemos que el número
de células infectadas y(t) varı́a y esto influye en las variaciones que se producen
en la población de virus.

Si consideramos que una célula infectada produce aproximadamente k = 50
viriones por célula/dı́a y que la destrucción natural sin ningún tipo de terapia se
calcula a partir de la vida media del virus en cada paciente, y que la vida me-
dia del virus es el tiempo que tiene que pasar para que de una población de ν
viriones por mm3 pase a una población de ν/2 viriones por mm3, y se denota
por t1/2, entonces la destrucción natural (equivalente a la tasa de mortalidad que
depende de cada paciente) se calcula como u = ln2

t1/2
.

Además, las células de tipo CD4+T experimentan una producción constante,
es decir, independiente del número de células existentes. La producción, que
denotaremos por λ, es de 2 células pormm3 al dı́a; su tasa de mortalidad natural
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es de d = 0.01 por dı́a. Una célula sana pasa a ser una célula infectada mediante
una colaboración entre los viriones y las células infectadas, pues el virus del VIH
deposita su material genético y sus enzimas en la célula CD4; con la ayuda de la
transcriptasa inversa, el virus del VIH forma ADN viral, conocido como ADN-VIH,
y usando la integrasa, el virus del VIH inserta su ADN-VIH en el ADN celular, de
modo que utilizando ahora una enzima en su núcleo, la célula CD4 produce ARN
viral y ARNm. Las enzimas de la célula producen largas cadenas de proteı́nas
que contienen las piezas del virus del VIH, las cuales emigran hacia la membrana
de la célula, liberándose y produciendo un virus maduro, capaz de contagiar una
célula sana. Este contagio puede por tanto entenderse que se produce o bien
entre células sanas y células infectadas o bien entre células sanas y viriones.
En cualquiera de los casos, este contagio se produce a través de una tasa β
de 0.004mm3 por virión/dı́a o por célula infectada/dı́a. La tasa de mortalidad de
una célula infectada es a = 0.33 por dı́a. Con estos datos y los valores dados
por la siguiente tabla, podemos determinar las variaciones de cada una de las
poblaciones [6].

Paciente CD4+T células viremia plasmática ν0 vida media del virus,
(mm3) (viriones por ml ×103) t1/2 (dı́as)

301 76 193 2.3
303 293 41 3.3
306 312 175 1.3
401 228 101 1.7

Tabla 3: Datos tomados de [13]

De acuerdo con el análisis matemático que se realizó en las secciones 4.1, 3.1
sabemos que el sistema tiene 2 puntos de equilibrio. Veamos el comportamiento
de las 3 poblaciones para el paciente 303.

• El punto X1 =
(
λ
d , 0, 0

)
, de acuerdo con los datos anteriores, toma el valor

X1 = (200, 0, 0). Si calculamos R0 usando los valores del paciente 303,
obtenemos R0 ≈ 577.07, de modo que R0 > 1. Entonces, por el análisis
realizado, se tiene que el punto de equilibrio es inestable, esto es, si parti-
mos de datos iniciales cercanos a éstos, deberı́a llevarnos con la evolución
en tiempo a estos valores, lo cual no ocurre, como podemos ver en la figura
4, donde tomamos como valores iniciales x0 = 199, y0 = 1, ν0 = 1.
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Figura 4: Punto de equilibrio inestable del paciente 303

• El punto de equilibrio X2 =
(

λ
dR0

, duβk (R0 − 1) , dβ (R0 − 1)
)

es distinto pa-
ra cada paciente, ya que la tasa de mortalidad del virus depende de cada
uno, en función de la vida media. Si calculamos R0 usando los valores del
paciente 303 obtenemosR0 ≈ 577.07, de modo queR0 > 1. Por el análisis
realizado se tiene que el punto de equilibrio es estable, es decir, indepen-
diente de los valores iniciales que tomemos, cuando evolucionan respecto
al tiempo llegamos a estos valores. En la figura 5 se aprecia la evolución
de las poblaciones en el enfermo 303. En este caso el punto de equilibrio
es (0.3465, 6.0487, 1440.175).
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Figura 5: Punto de equilibrio estable del paciente 303

6 Conclusiones

Debido a que el modelo para la situación biológica tiene sentido con los
parámetros definidos en el octante R4

≥0, en este trabajo se consideró que x∗

es un punto de equilibrio globalmente asintóticamente estable, si toda solución
que inicie en ese octante converge a x∗.

• Modelo de dinámica viral básico, sistema (1).

• Si la tasa básica de reproducción R0 es menor o igual a 1, tendremos
un punto de equilibrio X1 globalmente asintóticamente estable, lo que
en términos biológicos significa que la infección viral tenderá a ser
erradicada y la concentración de células susceptibles tenderá a la
normalidad (esto es, al valor constante λ

d ).
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• Si la tasa básica de reproducción R0 es mayor que 1, tendremos un
punto de equilibrio endémico X2 globalmente asintóticamente esta-
ble, lo que tiene como consecuencia que la coordenada ν(t) relativa
a la concentración viral sea distinta de cero y el virus no sea erradica-
do del organismo.

• Modelo de dinámica viral con respuesta inmunitaria, sistema (7).

Este modelo posee tres puntos de equilibrio, el punto de equilibrio X1, que
es el mismo que en el caso anterior, y otros dos puntos de equilibrio, X2 y
X3, cuya estabilidad global estará determinada por el valor de R0 (tasa de
reproducción de un virus) y de P0 (tasa de reducción de un virus).

• Si la tasa básica de reproducción R0 > 1, tenemos:

◦ Si P0 ≤ 1, entonces X2 será globalmente asintóticamente es-
table y la concentración viral tenderá a aproximarse a un valor
d
β (R0 − 1).

◦ Si P0 > 1, entonces X3 será globalmente asintóticamente es-
table y la concentración viral tenderá a aproximarse a un valor
dR0
β I0

.

En términos biológicos esto significa que la infección viral seguirá per-
sistiendo a lo largo del tiempo, por lo que el sistema inmunitario no
será capaz de erradicar la infección (como ocurre en el caso de la
hepatitis C).
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Determinación del defecto de una superficie óptica
Juan Alberto Escamilla Reyna1, Marı́a Monserrat Morı́n Castillo2,
José Jacobo Oliveros Oliveros1,a, José Alberto Serrano Mestiza1

Resumen

De la fórmula de Malacara que se usa para la prueba de Ronchi en espe-
jos esféricos, se obtiene una ecuación diferencial de primer orden no lineal,
cuya solubilidad se estudia por medio del teorema de existencia y unicidad
para ecuaciones diferenciales dadas en forma implı́cita. Con esto se en-
cuentran condiciones bajo las cuales el problema de determinar el defecto
en la superficie óptica tiene solución y es única, a saber, se requieren tanto
la condición inicial en un punto de la superficie como el valor de la derivada
en ese mismo punto. El teorema 3 establece todas las hipótesis para obte-
ner este resultado, que se ilustra a través de ejemplos numéricos, para lo
cual se elaboraron programas en MATLAB.

1 Introducción

El Ronchigrama convencionalmente se usa en la elaboración de superficies
ópticas ([6], [5], [2], [3]). Esta aplicación se ha usado también para obtener infor-
mación acerca de las aberraciones en espejos astronómicos tallados por aficio-
nados. El problema de determinar la aberración transversal a través de la prueba
de Ronchi es de importancia por la simplicidad del sistema. El problema puede
considerarse como un problema inverso en el que se conoce el patrón de franjas
(aberración transversal) y se trata de determinar el defecto en la superficie que
genera el ronchigrama (que es una perturbación de la superficie ideal). Para esto
se utiliza la fórmula de Malacara que relaciona la aberración transversal con la
derivada de la superficie que representa al espejo. El problema de la existencia y
unicidad se estudiará en una primera etapa, cuando se considera que el espejo
tiene simetrı́a a lo largo del eje óptico.

1Facultad de Ciencias Fı́sico Matemáticas, Benemérita Universidad Autónoma de Puebla.
2Facultad de Ciencias de la Electrónica, Benemérita Universidad Autónoma de Puebla.
aoliveros@fcfm.buap.mx
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184 Determinación del defecto de una superficie óptica

2 Ecuaciones no resueltas con respecto a la derivada

La relación entre el defecto de una superficie y la aberración transversal dada
por la fórmula de Malacara lleva a una ecuación en la cual la derivada está dada
en forma implı́cita. Por ello, se incluye el material de esta sección, que se puede
consultar en [1] y [11].

El teorema clásico se presenta para el caso en el que la derivada está despe-
jada, es decir, en la forma

y′ = f (x, y) .

Sin embargo, existen problemas en los que la relación entre la función y su
derivada está dada en forma implı́cita, es decir, en la forma

F
(
x, y, y′

)
= 0. (1)

En este trabajo se estudia el teorema de existencia y unicidad para la ecua-
ción (1). A diferencia del teorema clásico, donde sólo se requiere una condición
inicial para garantizar la unicidad, en este caso se requiere una condición adi-
cional sobre la derivada de la función. Se desarrollan ejemplos para ilustrar este
teorema.

2.1. Teorema sobre la existencia y unicidad de la Solución.

Vamos a considerar la ecuación diferencial general de primer orden de la
forma

F
(
x, y, y′

)
= 0, (2)

y determinaremos condiciones suficientes para la existencia de soluciones de
esta ecuación. La función F en este dominio da una relación entre la incógnita
y, su derivada y′ = dy

dx y la variable independiente x. Si esta relación se pue-
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de resolver con respecto a la derivada y′, entonces obtendrı́amos una o varias
ecuaciones diferenciales de primer orden resueltas con respecto a la derivada

y′ = fk (x, y) , (k = 1, 2, ...) . (3)

Supongamos que la función fk (x, y) en una vecindad del punto (x0, y0) en
el plano (x, y) satisface los supuestos de los teoremas de existencia y unicidad
para la solución del problema del valor inicial de Cauchy para ecuaciones de
primer orden resueltas con respecto a la derivada. Entonces, existe una y sólo
una curva integral yk (x) para cada una de estas ecuaciones (k = 1, 2, ...) que
pasan a través del punto (x0, y0). Todas estas curvas son solución de la ecuación
diferencial dada (2). La dirección del vector tangente de la curva yk (x) de la
ecuación (3) en el punto (x0, y0) está determinada por el valor de la función
fk (x0, y0). Si estos valores difieren, las curvas de la ecuación (2) pasan a través
del punto (x0, y0), pero la dirección del vector tangente de estas curvas en el
punto (x0, y0) difiere. Por lo tanto, con el fin de especificar una solución definitiva
de la ecuación (2), es necesario no sólo elegir un dato inicial, es decir, el valor de
la solución y (x) en el punto x0,

y (x0) = y0, (4)

sino también especificar el valor de la derivada de la solución en este punto:
y′ (x0) = y′0. Obviamente, este valor no puede ser elegido arbitrariamente, y′0
debe ser una raı́z de la ecuación

F
(
x0, y0, y

′
0

)
= 0. (5)

Ası́, la existencia de la solución de la ecuación (2) está relacionada con la
posibilidad de resolverla con respecto a y′ y a la existencia de la solución de las
ecuaciones (3). Ası́, puede hallarse una condición suficiente para la existencia de
una solución de la ecuación (2) usando la condición de existencia de una función
implı́cita y su continuidad junto con su derivada.

Con el objetivo de presentar el esquema de ideas completo, se incluye el
teorema de la función implı́cita, cuya demostración puede hallarse en [9].

www.fcfm.buap.mx/assets/docs/publicaciones/Modeliza.pdf



186 Determinación del defecto de una superficie óptica

Teorema 1 (Teorema de la función implı́cita). Sea A un subconjunto abierto de
Rn+m, (a, b) ∈ A, n ∈ N ∪ {∞}, y f : A → Rm una función de clase Cn en A.
Supongamos que f (a, b) = 0 y

∣∣∣∣∣∣∣
∂f1
∂y1

(a, b) · · · ∂f1
∂ym

(a, b)
...

...
∂fm
∂y1

(a, b) · · · ∂fm
∂ym

(a, b)

∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0.

Entonces existe una vecindad U de a en Rn y una vecindad V de b en Rm
tales que U × V ⊂ A, y una única función ϕ : U → V tal que f (x, ϕ (x)) = 0
para todo x ∈ U . De hecho,

{(x, y) ∈ U × V : f (x, y) = 0} = {(x, y) ∈ U × V : y = ϕ (x)} .

En particular, ϕ (a) = b. Además, ϕ es de clase Cn en U .

El siguiente teorema es de vital importancia, ya que se usará para demostrar
el resultado principal de este trabajo.

Teorema 2 (Existencia y Unicidad.). Supongamos que en algún rectángulo ce-
rrado tridimensional D3, con centro en el punto (x0, y0, y

′
0), donde y′0 es una raı́z

real de la ecuación F (x0, y0, y
′
0) = 0, se tienen las siguientes condiciones:

a) F (x, y, y′) es continua con respecto al conjunto de sus variables junto con
las derivadas parciales ∂F

∂y y ∂F
∂y′ ,

b)
[
∂F
∂y′ (x0, y0, y

′
0)
]
6= 0.

Entonces, en una vecindad del punto x = x0 existe una solución y = y (x) de
la ecuación (2) que satisface las condiciones

y (x0) = y0, y′ (x0) = y′0, (6)

y esta solución es única.
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DEMOSTRACIÓN. Por las suposiciones de a) y b) del teorema, tenemos las con-
diciones para la existencia y unicidad de la función implı́cita

y′ = f (x, y) , (7)

que en una vecindad del punto (x0, y0, y
′
0) satisface la condición

y′0 = f (x0, y0) , (8)

y existe un rectángulo cerrado D2 con centro en el punto (x0, y0) en el cual la
función f (x, y) es continua junto con la derivada ∂f

∂y , la cual puede ser calculada
usando la regla de la cadena

∂f

∂y
=

∂F
∂y (x, y, f (x, y))

∂F
∂y′ (x, y, f (x, y))

. (9)

Pero esto significa que el problema del valor inicial (2) posee una única solu-
ción en el intervalo cerrado

|x− x0| ≤ H, (10)

de modo que todas las suposiciones de la existencia y unicidad de los teoremas
se cumplen. El teorema está probado.

Si las curvas integrales de las ecuaciones (3) que se cruzan en el punto
(x0, y0) poseen una tangente en común (en ese mismo punto) cuyas direccio-
nes son determinadas por el valor y′0, entonces las condiciones de unicidad para
la resolución en ese punto de la ecuación (2) con respecto a y′ no se cumplen
en ese punto.

En las siguientes subsecciones se ejemplifican dos técnicas para resolver
ecuaciones en las que la derivada está dada en forma implı́cita. En los ejemplos
se obtienen las soluciones de forma exacta, lo que permite validar los programas
elaborados para resolver las ecuaciones que se obtienen al despejar la derivada.
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2.2. Despejando respecto de la derivada.

A fin de ilustrar esta técnica, que se utilizará más adelante para hallar el de-
fecto, consideremos el siguiente:

Ejemplo 1. Consideremos la ecuación(
y′
)2 − (2x+ y) y′ + 2xy = 0. (11)

Resolviendo con respecto a la derivada y′, obtenemos dos ecuaciones de
primer orden resueltas con respecto a la derivada

y′ = y, (12)

y′ = 2x, (13)

cuyos lados derechos satisfacen las suposiciones de existencia y unicidad para
la solución del problema del valor inicial en cualquier punto del plano (x, y). Las
soluciones generales de las ecuaciones (12) y (13) son respectivamente de la
forma

y = C1e
x (14)

y

y = x2 + C2, (15)

donde las constantes C1 y C2 se pueden determinar por las condiciones iniciales.
Es claro que una curva de la familia (14), ası́ como una curva de la familia (15)
pasan por cualquier punto del plano (x, y), y las curvas de estas familias poseen
una tangente en común y′ (x0) = 2x0 en los puntos de la lı́nea y = 2x, nótese
que en la Gráfica 1, por un mismo punto pasan dos soluciones. En el punto (0, 0),
la curva y = x2 es tangente a la lı́nea y ≡ 0, que es la solución particular de la
ecuación (14) obtenida de la fórmula (14) al poner C1 = 0. Asimismo, la curva
y = x2 cruza la curva y = (2/e)2 ex de la familia (14) en el punto x = 2, y = 4, y
ambas curvas poseen una tangente en común y′ = 4 en ese punto. Ası́, la lı́nea
y = 2x es el lugar geométrico de puntos donde las suposiciones del teorema
de unicidad para la solución de la ecuación (11) se rompen. En esos puntos, la
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Gráfica 1: a) y = x2; b) y = x2 + 1; c) y = (2/e)ex; d) y = (2/e)2ex; e) y = 2x.

condición b) no se cumple, ya que ∂F
∂y′ |y=2x = 0. Derivando con respecto a y′ y

usando la ecuación (13), se tiene que

∂F

∂y′
= 2y′ − (2x+ y)|y=2x

= 2(2x)− (2x+ 2x)

= 4x− 4x = 0.

2.3. Introducción de un parámetro.

El teorema 2, probado en la sección anterior, garantiza, bajo ciertas condicio-
nes, la posibilidad de reducir la ecuación (2) a la ecuación (3) y la solubilidad de
la segunda. Sin embargo, la realización efectiva de esta posibilidad y el éxito de
la integración de la ecuación (7) obtenida de este modo a menudo se encuentra
con dificultades considerables. Por lo tanto, en muchos casos, es más convenien-
te tener otros métodos para la integración de la ecuación (2). Comencemos con
el caso en que la ecuación (2) puede ser fácilmente resuelta respecto a la propia
función desconocida

y (x) = f
(
x, y′

)
. (16)

Es conveniente introducir la notación y′ = p y reescribir (16) en la forma
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y (x) = f (x, p) . (17)

Suponiendo la existencia de la solución y (x) de la ecuación (2), podemos
diferenciar la relación (17) respecto de la variable independiente x. Entonces
obtenemos

dy

dx
= p (x) =

∂f

∂x
+
∂f

∂p

dp

dx
. (18)

La relación escrita arriba es una ecuación diferencial de primer orden respecto
a dp
dx . La solución general de (18) puede escribirse en la forma de una familia de

parámetros

p (x) = ϕ (x,C) . (19)

Por lo tanto, usando (17), podemos obtener una familia de soluciones de la
ecuación (2) en la forma

y = f (x, ϕ (x,C)) , (20)

y, con el fin de resolver el problema del valor inicial, nos queda por determinar el
valor de la constante C usando las condiciones iniciales.

Ejemplo 2. Consideremos la ecuación

(
y′
)2 − xy′ + y = 0. (21)

Esta ecuación se puede reescribir en la forma (17):

y = xp− p2, (22)

de modo que p = p+ (x− 2p) dpdx , es decir,

(x− 2p)
dp

dx
= 0. (23)
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La ecuación (23) tiene como familia de soluciones

p (x) = C (24)

y, por otra parte, la solución

p (x) =
x

2
. (25)

Ası́, tomando en consideración (22), obtenemos la solución de la ecuación
(21) en la forma

y (x) = Cx− C2 (26)

y

y (x) =
x2

4
. (27)
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Gráfica 2: Gráfica superior: solución y = x2

4 .

Es fácil ver que, para cualquier punto (x0, y0) perteneciente al dominio donde
la solución de la ecuación (21) existe, dos curvas distintas de (26), correspon-
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dientes a dos valores de la constante C, pasan a través de él (Gráficas 2 y 3).
Nótese además que las condiciones del teorema de existencia y unicidad se sa-
tisfacen en la región que se encuentra por debajo de la solución y = x2

4 (Gráfica
2).:

C =
x0

2
±
√
x2

0

4
− y0. (28)

A fin de especificar una única solución (del problema del valor inicial) que
pase por el punto (x0, y0), debemos elegir el valor y′ (x0) = y′0 que determine la
tangente a la curva integral en ese punto. También vemos que la solución (27)
de la ecuación (21) posee la siguiente propiedad: en cada uno de los puntos, la
curva y = x2/4 es tangente a una de las curvas (26), lo cual significa que la
curva y = x2/4 es el lugar de todos los puntos a través de los cuales pasan dos
soluciones de la ecuación (21), teniendo las soluciones una tangente común en
cada uno de esos puntos. En los puntos de la curva y = x2/4, la condición b) del
teorema 2 no se cumple:

∂F

∂y′

∣∣∣∣
y=x2/4

= 2y′ − x
∣∣
y=x2/4

= 0. (29)

3 Aplicación a un problema de pulido de superficies

3.1. La fórmula de Malacara.

En este trabajo se estudia el problema de determinar el defecto de una su-
perficie óptica a partir de la llamada fórmula de Malacara, obtenida de la prueba
de Ronchi, que relaciona la aberración transversal con la derivada de la super-
ficie óptica. Se hallan condiciones para garantizar un resultado de existencia y
unicidad de la recuperación del mencionado defecto. Esto es un tema básico en
ecuaciones diferenciales, y debe mencionarse que los teoremas son locales, por
lo que deben aplicarse con cuidado para no violar las hipótesis establecidas en
dichos teoremas. Para hallar el defecto de la superficie en los ejemplos numéri-
cos desarrollados se utilizó la función de MATLAB ode45, la cual usa un método
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Gráfica 3: Soluciones numéricas de la ecuación (21).

de Runge-Kutta. Se muestran ejemplos numéricos de la recuperación del defec-
to y de ellos se concluye la estabilidad de la recuperación con respecto a los
parámetros del problema.

Lo siguiente se puede consultar en [6]. Para encontrar el Ronchigrama del
espejo, se considera la Figura 1, en la cual el eje óptico es el eje z, el vértice del
espejo es tangente al plano x− y, una fuente puntual de luz está en (0, 0, L) y la
rejilla de Ronchi coincide con el plano z = D.

La siguiente ecuación representa la superficie del espejo:

f (x, y)− z = 0. (30)

Un vector unitario N , perpendicular a la superficie del espejo en el punto
(x, y) está dado por
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Figura 1: Disposición de los elementos para la prueba de Ronchi. Elaboración propia a
partir de [6].

N =

[
−∂f
∂x ı̂−

∂f
∂y ̂+ k̂

]
[
1 +

(
∂f
∂x

)2
+
(
∂f
∂y

)2
]1/2

. (31)

Un vector ~S1 a lo largo del rayo desde el punto (0, 0, L) e incidente en el
espejo en el punto (x, y) está dado por

~S1 =

[
xı̂+ y̂− (L− f) k̂

]
[
x2 + y2 + (L− f)2

]1/2
. (32)

Se puede obtener el vector unitario en la dirección del rayo reflejado usando
la ley de reflexión en forma vectorial como sigue:

~S2 = ~S1 − 2
(
~S1 ·N

)
N. (33)

Este vector es de la forma

~S2 = (S2)x ı̂+ (S2)y ̂+ (S2)z k̂. (34)
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Por lo tanto, de la ecuaciones (31) a la (34) se puede obtener

(S2)x
(S2)z

=

x

[
1−

(
∂f
∂x

)2
+
(
∂f
∂y

)2
]
− 2∂f∂x

[
y ∂f∂y + (L− f)

]
(f − L)

[(
∂f
∂x

)2
+
(
∂f
∂y

)2
− 1

]
+ 2

[
x∂f∂x + y ∂f∂y

] . (35)

Suponiendo ahora que el espejo es rotacionalmente simétrico, podemos es-
cribir f (x, y) = f (R), donde

R =
(
x2 + y2

)1/2
. (36)

Ası́, obtenemos

(S2)x
(S2)z

=

x

[
1−

(
df
dR

)2
− 2(L−f)

R
df
dR

]
(L− f)

[
1−

(
df
dR

)2
+ 2R df

dR

] . (37)

La figura 1 permite ver que la ecuación del rayo reflejado es

(α− x)

(S2)x
=

(y0 − y)

(S2)y
=

(D − f)

(S2)z
, (38)

donde (α, y0, D) es el punto en el que el rayo reflejado interseca la rejilla de Ron-
chi.

La ecuación de una franja de Ronchi en la superficie del espejo está formada
por todos los puntos de intersección con el espejo de todos los rayos que pasan
a través de la lı́nea x = α en la rejilla de Ronchi, por lo tanto la ecuación de esta
franja es

α− x
D − f

=
(S2)x
(S2)z

. (39)
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Usando las ecuaciones (37) y (39),

x

α
=

(L− f)

[
1−

(
df
dR

)2
]

+ 2R df
dR

(D + L− 2f)

[
1−

(
df
dR

)2
]

+ 2 df
dR

[
R− (D−f)(L−f)

R

] . (40)

De esta ecuación podemos ver que, si consideramos todas las interseccio-
nes de las franjas de Ronchi con un cı́rculo centrado en el espejo, la separación
∆x entre estas intersecciones es constante, ya que la separación ∆α entre las
lı́neas en la rejilla también es constante.

Si usamos coordenadas polares (R, θ), la ecuación de las franjas sobre la
superficie del espejo es:

cos θ

α
=

L−f
R

[
1−

(
df
dR

)2
]

+ 2 df
dR

(D + L− 2f)

[
1−

(
df
dR

)2
]

+ 2 df
dR

[
R− (D−f)(L−f)

R

] . (41)

El lado derecho de la ecuación (41) depende sólo de R. A fin de encontrar
el patrón, se le da a α un valor constante igual a un múltiplo de la separación
entre lı́neas en la rejilla de Ronchi, y se calculan los valores de cos θ para varios
valores de S hasta obtener la franja completa. Después de esto, el procedimiento
se repite para el siguiente valor de α.

No hay un valor de θ para todos los valores de R, pues la franja puede no
cruzar el cı́rculo de radio R en el espejo. Si cos θ se calcula para un determinado
valor de R que no existe para tal franja, el valor obtenido será mayor que el valor
absoluto de 1.

El último valor que se usará al incrementar α es para el cual |cos θ| > 1, para
todos los valores de R en el interior del espejo.
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Juan Alberto Escamilla Reyna, Marı́a Monserrat Morı́n Castillo, José Jacobo
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3.2. Caso de simetrı́a radial.

El caso en el que el defecto tiene simetrı́a radial se ha planteado en [5], donde
se propone hallar el defecto por medio de ajustes sobre espacios convenientes.
En lo que sigue se estudia el problema de existencia y unicidad. Malacara dedu-
ce que cuando se usa la configuración de la (Figura 2), la aberración transversal
T en la rejilla de Ronchi está dada por

T (ρ) =

(lf + lr − 2z)

[
1−

(
dz
dρ

)2
]

+ 2dzdρ

[
ρ− (lr−z)(lf−z)

ρ

]
lf−z
ρ

[
1−

(
dz
dρ

)2
]

+ 2dzdρ

, (42)

donde ρ =
(
x2 + y2

)1/2 es la distancia del eje óptico (eje z) al punto en el es-
pejo, (0, 0, lf ) son las coordenadas de la fuente, y lr define la rejilla del plano de
Ronchi. En la ecuación (42) suponemos que la superficie es simétrica sobre el
eje z, es decir, z = z (ρ).

Figura 2: Configuración usada en la prueba de Ronchi. Elaboración propia a partir de [6].

Supongamos que z0 es la superficie ideal, ε representa el defecto y sea z =
z0 + ε la superficie real. Entonces, podremos reescribir la ecuación (42) de la
siguiente forma:
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ε′ =

[
B +

D − (A− 2z0) ε+ ε2

C + (T (ρ)− 2ρ) ε

]
±

√[
D − (A− 2z0) ε− ε2

C + (T (ρ)− 2ρ)

]2

+ 1. (43)

Para hallar la ecuación anterior se hace la siguiente manipulación algebraica:
De (42) tenemos que

[
A− 2 (z0 + ε)− T (ρ)

(
lf − (z0 + ε)

ρ

)](
d (z0 + ε)

dρ

)2

+

2

[
T (ρ)− ρ+

(lr − (z0 + ε)) (lf − (z0 + ε))

ρ

](
d (z0 + ε)

dρ

)
+[

2 (z0 + ε)− T (ρ) (z0 + ε)

ρ

]
+

[
T (ρ) lr
ρ

−A
]

= 0, (44)

donde A = lf + lr. Sea B = dz0
dρ ;

[
B (ρ) = dz0

dρ (ρ)
]
. Tenemos que

[
A− 2 (z0 + ε)− T (ρ)

(
lf − (z0 + ε)

ρ

)][
B2 − 2B

dε

dρ
+

(
dε

dρ

)2
]

+

2

[
T (ρ)− ρ+

(lr − (z0 + ε)) (lf − (z0 + ε))

ρ

](
B +

dε

dρ

)
+[

2 (z0 + ε)− T (ρ) (z0 + ε)

ρ

]
+

[
T (ρ) lr
ρ

−A
]

= 0. (45)

Desarrollando términos obtenemos

[C + (T (ρ)− 2ρ) ε]
(
ε′
)2

+

2
[
B (C + (T (ρ)− 2ρ) ε) + ρT (ρ)− ρ2 + (lf − z0 − ε) (lf − z0 − ε)

]
ε′+

2Bε2 +
[
(T (ρ)− 2ρ)

(
B2 − 1

)
− 2B (A− 2z0)

]
ε

2
[
ρT (ρ)− ρ2 + (lr − z0) (lf − z0)

]
B − C = 0, (46)
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donde C = Aρ+ 2ρz0 − T (ρ) (lf − z0).

Sean D = ρT (ρ) − ρ2 + (lr − z0) (lf − z0), E = (T (ρ)− 2ρ)
(
B2 − 1

)
−

2B (A− 2z0).

Reescribiendo la ecuación (46), obtenemos

(ε′)2 + 2
[
B − D−(A−2z0)ε+ε2

C+(T (ρ)−2ρ)ε

]
ε′ +

C(B2−1)+2Bε2+Eε+2BD

C+(T (ρ)−2ρ)ε = 0 (47)

Finalmente, resolviendo con respecto a la derivada ε′, se obtiene (43).

Ası́, si queremos hallar el defecto ε, debemos resolver (43). Sin embargo,
procederemos de otra manera. Si se considera directamente z, siguiendo un
procedimiento similar al caso del defecto ε, obtenemos

(
z′
)2

+ 2

[
ρT (ρ)− ρ2 + (lf − z) (lr − z)
Aρ− 2ρz − T (ρ) (lf − z)

]
z′ − 1 = 0. (48)

Pasemos al análisis de (48). Como primer paso debemos dar condiciones
para que el denominador que aparece en (48) sea diferente de cero. De hecho,
si lf 6= z, podemos concluir que Aρ − 2ρz − T (ρ) (lf − z) 6= 0. Veamos que
efectivamente el denominador es distinto de cero. Para ello, supongamos que si
Aρ− 2ρz − T (ρ) (lf − z) = 0 , entonces

T (ρ) (lf − z) = ρ (A− 2z) ,

de la figura 2 se obtiene que lf 6= z y lr 6= z, entonces

T (ρ) =
ρ (A− 2z)

lf − z
. (49)

De las ecuaciones (42) y (49) tenemos
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ρ (A− 2z)

lf − z
=

(lf + lr − 2z)

[
1−

(
dz
dρ

)2
]

+ 2dzdρ

[
ρ− (lr−z)(lf−z)

ρ

]
lf−z
ρ

[
1−

(
dz
dρ

)2
]

+ 2dzdρ

⇐⇒

ρ (A− 2z)

[
lf − z
ρ

[
1−

(
dz

dρ

)2
]

+ 2
dz

dρ

]
=

(lf − z)
[
(lf + lr − 2z)

[
1−

(
dz
dρ

)2
]

+ 2dzdρ

[
ρ− (lr−z)(lf−z)

ρ

]]
⇐⇒

2ρ (A− 2z)
dz

dρ
= 2 (lf − z)

dz

dρ

[
ρ−

(lr − z) (lf − z)
ρ

]
⇐⇒

[
ρ (A− 2z)− (lf − z)

(
ρ−

(lr − z) (lf − z)
ρ

)]
dz

dρ
= 0,

la igualdad anterior se cumple si

dz

dρ
= 0 ∨ ρ (A− 2z)− (lf − z)

[
ρ−

(lr − z) (lf − z)
ρ

]
= 0.

Si dzdρ = 0, entonces z serı́a una lı́nea recta, lo cual no puede suceder.

Si ρ (A− 2z)− (lf − z)
[
ρ− (lr−z)(lf−z)

ρ

]
= 0, entonces

ρ (A− 2z) = (lf − z)
[
ρ−

(lr − z) (lf − z)
ρ

]
⇐⇒

ρ2 [(A− 2z)− (lr − z)] = − (lr − z) (lf − z)2 ⇐⇒
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ρ2 (lr − z) = − (lr − z) (lf − z)2 ⇐⇒ ρ2 = − (lf − z)2 ,

esta última igualdad genera una contradicción. Por lo tanto, se cumple que

(A− 2z) ρ− T (ρ) (lf − z) 6= 0.

Finalmente, podemos hallar la aberración de la transversal T a partir de hallar
z en la siguiente forma

ε = z − z0. (50)

El análisis de la unicidad es el mismo para las ecuaciones (43) y (48). En lo
que sigue procederemos con la ecuación (48) y se hallará el defecto ε a través
de (50).

3.3. Resultado de existencia y unicidad.

Se aplicará el teorema 2 de existencia y unicidad a la ecuación (48) para ga-
rantizar que existe una única superficie z, y por lo tanto un único defecto ε, que
produce la aberración transversal T .

Teorema 3. Sea T (ρ) una función continua definida en el intervalo [0, ρ̄] con
ρ̄ > 0. Sea z′0 = z′ (ρ0) 6= 0 una raı́z real de la ecuación (48) donde ρ0 ∈ (0, ρ̄).
Entonces, en una vecindad del punto ρ0 existe una única solución de la ecuación
(48) que satisfaga las condiciones

z (ρ0) = z̃0, z′ (ρ0) = z̃′0. (51)

DEMOSTRACIÓN. Veamos que se cumplen las hipótesis del teorema 2. Tenemos
que F (ρ, z, z′), ∂F/∂z y ∂F/∂z′ son continuas en el intervalo (0, ρ̄] con respecto
a los parámetros. Para ello usamos la continuidad de T . Ahora tenemos que
demostrar que
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[
∂F

∂z′
(
ρ0, z̃0, z̃

′
0

)]
6= 0.

Para ello calculamos la ∂F/∂z′ de la ecuación (48)

∂F

∂z′
= 2z′ + 2

[
ρT (ρ)− ρ2 + (lf − z) (lr − z)
Aρ− 2ρz − T (ρ) (lf − z)

]
. (52)

Ahora, supongamos que ∂F
∂z′ (ρ0) = 0. Evaluando (52) en ρ0 y multiplicando

por z̃′0 obtenemos

2
(
z̃′0 (ρ0)

)2
+ 2

[
ρ0T (ρ0)− ρ2

0 + (lf − z̃0) (lr − z̃0)

Aρ0 − 2ρ0z̃0 − T (ρ0) (lf − z̃0)

]
z̃′0 = 0. (53)

De la ecuación (48) se tiene que

(
z̃′0
)2

+ 2

[
ρT (ρ)− ρ2 + (lf − z̃0) (lr − z̃0)

Aρ− 2ρz̃0 − T (ρ) (lf − z̃0)

]
z̃′0 = 1. (54)

De (53) y (54) obtenemos que (z̃′0)2 + 1 = 0, lo cual es una contradicción,
esto se debe a que las soluciones son reales.

Por lo tanto, en una vecindad del punto ρ = ρ0 existe una única solución
z = z (ρ) que satisface la ecuación (48) y las condiciones (51). El teorema
está probado.

3.4. Ejemplos numéricos.

En esta sección se presentan ejemplos numéricos a fin de ilustrar el teorema
de existencia y unicidad y para estudiar la estabilidad del problema con respec-
to a los parámetros de entrada y errores en la aberración transversal. Nótese
que, usando la fórmula general para ecuaciones cuadráticas, despejamos z′ de
la ecuación (48) para obtener dos ecuaciones diferenciales de primer orden, a
saber
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z′1 =

[
ρT (ρ)− ρ2 + (lf − z) (lr − z)
Aρ− 2ρz − T (ρ) (lf − z)

]
±√[

ρT (ρ)− ρ2 + (lf − z) (lr − z)
Aρ− 2ρz − T (ρ) (lf − z)

]2

+ 1,

Tomemos z0 (ρ) = ρ2 como la superficie óptica exacta en el intervalo [0, 1] =
[0, ρ̄]. El defecto ε está dada por ε = δ2 (sen (dρ))2, donde δ y d son parámetros
para los experimentos numéricos. Realizamos programas en el sistema MATLAB,
en el cual usamos la función ode45. En estos programas los parámetros mencio-
nados son variables de entrada. Para los ejemplos numéricos vamos a considerar
la ecuación (48) en el intervalo [0.1, 1] para z = ρ2 + δ2 (sen (dρ))2 y la condición
inicial (CI) en el punto 0.1. En este caso hay dos soluciones de la ecuación (48)
con la misma condición inicial, la cual se muestra en la Gráfica 4 para el intervalo
[0.1, 0.5]. Para este caso, d = 3, lr = 7, lf = 5 y δ = 0.01.

Elijamos la solución correspondiente tomando la derivada positiva. Para la
superficie óptica de nuestro ejemplo, la derivada en el punto donde estamos
considerando la condición inicial es positiva. En la Gráfica 5 se muestra el defecto
y su aproximación, entre las cuales el máximo del valor absoluto MED de su
diferencia es 1.8875e-005. En la Gráfica 6 y 7 se muestran las soluciones de
la ecuación (48) y el defecto y su aproximación, respectivamente. La condición
inicial se tomó en el punto 0.5 con condición inicial en el punto 0.5, entre las
cuales el MED es 7.5057e-005. Se obtienen resultados similares para diferentes
valores de los parámetros lf , lr, δ y d.
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Gráfica 4: Soluciones de la ecuación (48).
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Gráfica 5: Defecto exacto y aproximado.
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Gráfica 6: Soluciones de la ecuación (48).
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Gráfica 7: Defecto exacto y aproximado.

Las tablas 1, 2 y 3 muestran los resultados obtenidos al variar los parámetros
lf , lr, δ y d. En la tabla 1 se considera además error en la aberración transversal
T del 10 %, 1.0 % y 0.1 %, lo cual será denotado por ET1, ET2 y ET3, respectiva-
mente.
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IC d δ lf lr ET1 ET2 ET3 MED
0.1 1 0.01 5 7 0.2471 0.0289 0.0012 4.1354e-06
0.1 1 0.01 1.2 7 0.3893 0.0238 0.0024 4.3031e-06
0.1 1 0.001 5 7 0.2765 0.0194 0.0019 4.1354e-08
0.1 1 0.001 1.2 7 0.5287 0.0156 0.0023 4.3032e-08
0.1 2 0.01 5 7 0.2262 0.0192 0.0071 1.2971e-05
0.1 2 0.01 1.2 7 0.4269 0.0590 0.0045 1.3527e-05
0.1 2 0.001 5 7 0.2769 0.0186 0.0022 1.2971e-07
0.1 2 0.001 1.2 7 0.4282 0.0292 0.0001 1.3527e-07
0.1 3 0.01 5 7 0.2147 0.0188 0.0009 1.8875e-05
0.1 3 0.01 1.2 7 0.4324 0.0167 0.0009 1.9774e-05
0.1 3 0.001 5 7 0.2334 0.0194 0.0008 1.8875e-07
0.1 3 0.001 1.2 7 0.3592 0.0128 0.0014 1.9774e-07

Tabla 1: Resultados para diferentes valores de lf , lr, δ, d y errores en la aberración
transversal T .

C I d δ lf lr MED
0.1 1 0.01 5 7 4.1354e-006
0.1 1 0.01 1.2 7 4.3031e-006
0.1 1 0.001 5 7 4.1354e-008
0.1 3 0.001 1.2 7 1.9774e-007
0.1 3 0.01 5 7 1.8875e-005
0.1 3 0.01 1.2 7 1.9774e-005
0.5 1 0.001 5 7 0.2445
0.5 1 0.001 1.2 7 0.2695
0.5 1 0.01 5 7 0.2445
0.5 3 0.01 1.2 7 0.2695
0.5 3 0.001 5 7 0.2445
0.5 3 0.001 1.2 7 0.2695

Tabla 2: Resultados para diferentes valores de lf , lr, δ y d en el intervalo [0.1, 0.5].
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CI d δ lf lr MED
0.1 1 0.01 5 7 0.2412
0.1 1 0.01 1.2 7 0.4011
0.1 1 0.001 5 7 0.2411
0.1 3 0.001 1.2 7 0.4010
0.1 3 0.01 5 7 0.2412
0.1 3 0.01 1.2 7 0.4011
0.5 1 0.001 5 7 4.7750e-007
0.5 1 0.001 1.2 7 6.1221e-007
0.5 1 0.01 5 7 4.7749e-005
0.5 3 0.01 1.2 7 7.5063e-005
0.5 3 0.001 5 7 7.5057e-007
0.5 3 0.001 1.2 7 7.5066e-007

Tabla 3: Resultados para diferentes valores de lf , lr, δ y d en el intervalo [0.5, 1].

Estos resultados numéricos señalan que el problema es estable numérica-
mente ante perturbaciones de los parámetros.

4 Conclusiones

El problema de determinar el defecto en la superficie óptica con simetrı́a radial
a través de la aberración transversal y la fórmula de Malacara no tiene solución
única si sólo consideramos las condiciones iniciales, es decir, el valor de la solu-
ción z en el punto ρ0 6= 0. Es necesario especificar el valor de la derivada de la
solución en ese punto (diferente de cero). En este caso el teorema 2 da condi-
ciones (continuidad) para la aberración transversal que garantizan los resultados
de existencia y unicidad para la superficie error. La experimentación numérica
realizada indica que el problema es numéricamente estable con respecto a las
condiciones iniciales y parámetros que aparecen en la ecuación incluido el posi-
ble error en la medición de la aberración transversal.

www.fcfm.buap.mx/assets/docs/publicaciones/Modeliza.pdf



208 Determinación del defecto de una superficie óptica
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