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Presentación

Introducción: Este libro tiene como objetivo principal apoyar a los alum-
nos en el estudio de los espacios métricos. Aunque existen numerosas publi-
caciones sobre este tema, consideramos necesario crear un material que se
adapte específicamente al programa de estudios de la Facultad de Ciencias
Físico Matemáticas (FCFM) de la Benemérita Universidad Autónoma de Pue-
bla (BUAP), teniendo en cuenta las características particulares de nuestros
estudiantes.

Propósito y enfoque: Nuestro propósito es presentar la teoría de los es-
pacios métricos de manera clara, lógica y consistente. Para lograr esto, hemos
seleccionado cuidadosamente ejemplos y contraejemplos, ejercicios resueltos
y ejercicios para resolver. Es importante destacar que el conocimiento de las
definiciones y teoremas no es suficiente para aprobar el curso; es fundamental
entender cómo aplicarlos para resolver problemas posteriores.

Contexto y antecedentes: En los cursos de Cálculo Avanzado, se han
estudiado conceptos como conjuntos abiertos, cerrados, compactos y conexos,
así como propiedades de subconjuntos del espacio euclidiano. En este libro,
se extienden estos conceptos a los espacios métricos, permitiendo introducir
la distancia y la convergencia de sucesiones, y aplicar estos conceptos a la
topología.

Estructura y contenido: A lo largo de este libro, se presentan varios
ejemplos de cómo se pueden aplicar los conceptos de espacios métricos a
diferentes situaciones. Se introduce la función distancia y se analiza su relación
con la desigualdad del triángulo. También se explora la definición de espacios
métricos y su aplicación en diferentes contextos.
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Capítulo 1

Conjuntos y funciones

Comenzamos nuestra travesía por estos interesantes temas recordando no-
ciones básicas de conjuntos y funciones, necesarios para una mejor compren-
sión de los capítulos posteriores.

1.1 Propiedades de funciones

El producto cartesiano es una operación entre conjuntos, dando por resultado
otro conjunto. En esta sección iniciamos con el producto cartesiano de dos
conjuntos.

Sean X y Y dos conjuntos. Para cada x ∈ X y cada y ∈ Y podemos
considerar un nuevo objeto (x, y) que llamaremos pareja ordenada. Las
parejas ordenadas están determinadas por la condición siguiente: (x, y) =
(z, w) si, y sólo si, x = z y y = w. En particular, (x, y) = (y, x) si, y sólo si,
x = y. Al conjunto de parejas ordenadas (x, y), donde x ∈ X y y ∈ Y se le
llama producto cartesiano de X y Y, y lo denotamos por X × Y. En el caso
en que X = Y, el conjunto X × Y se denota también como X2. De manera
más precisa, tenemos la siguiente definición.

Definición 1.1. Sean X y Y conjuntos. El producto cartesiano de X con
Y , denotado por X × Y , es

X × Y = {(x, y) : x ∈ X, y ∈ Y }.

Es importante observar que si X es cualquier conjunto, entonces ∅×X =
{(z, x) : z ∈ ∅, x ∈ X} = ∅, ya que la condición z ∈ ∅ no puede ser satisfecha.
Un razonamiento análogo muestra que X × ∅ = ∅.

Si (x, y) ∈ X × Y, a x se le llama primera coordenada de (x, y) y a y
segunda coordenada de (x, y).

https://www.fcfm.buap.mx/publicaciones/libros 3
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En el siguiente teorema establecemos resultados que relacionan al pro-
ducto cartesiano de conjuntos con las operaciones de unión, intersección y
diferencia de conjuntos.

Teorema 1.2. Si X, Y y Z son conjuntos, entonces se cumple lo siguiente

(1) X × (Y ∪ Z) = (X × Y ) ∪ (X × Z).

(2) X × (Y ∩ Z) = (X × Y ) ∩ (X × Z).

(3) X × (Y \ Z) = (X × Y ) \ (X × Z).

Demostración. Veamos el inciso (1 ). Sea (x, y) ∈ X × (Y ∪ Z). Luego,
x ∈ X y y ∈ Y ∪Z. Tenemos que, x ∈ X y (y ∈ Y o y ∈ Z). Por la propiedad
distributiva de la conjunción, (x ∈ X y y ∈ Y ) o (x ∈ X y y ∈ Z). Así,
(x, y) ∈ X × Y o (x, y) ∈ X × Z. Por lo tanto, (x, y) ∈ (X × Y ) ∪ (X × Z).
La otra contención se demuestra de manera similar. Los incisos (2) y (3) se
dejan como ejercicio al lector.

El concepto de función surge de las relaciones que se dan entre variables
(dependiente e independiente). Leonhard Euler fue quien precisó este concep-
to. Las funciones son importantes dentro de todas las áreas de Matemáticas,
en particular dentro de la Topología de Espacios Métricos, donde juega un
papel esencial, por lo que precisamos enseguida su definición.

Definición 1.3. Sean X y Y conjuntos. Una función de X en Y es un
subcojunto f de X × Y con la propiedad de que para cada x ∈ X, existe un
único y ∈ Y tal que (x, y) ∈ f .

Notación 1.4. Sean X y Y conjuntos. Si f es una función de X en Y , este
hecho suele escribirse así:

f : X → Y , o bien, X f−→ Y.

Si x ∈ X y f : X → Y es una función, al único y ∈ Y tal que (x, y) ∈ f lo
denotaremos por y = f(x). De este modo, y = f(x) si y sólo si (x, y) ∈ f .

En toda función, siempre es importante tener bien claro como es su do-
minio y su imagen, por lo que recordamos a continuación su definición.

La magia de los espacios métricos, Capítulo 1



Conjuntos y funciones 5

Definición 1.5. Sean X y Y conjuntos y f : X → Y una función. El do-
minio de f , denotado por Domf , es el conjunto X. El codominio de f ,
denotado por Codf , es el conjunto Y . La imagen de f , denotado por Imf , es
el conjunto {y ∈ Y : existe x ∈ X tal que (x, y) ∈ f} = {f(x) ∈ Y : x ∈ X}.

Es preciso mencionar que la imagen de una función f también se conoce
como el rango de f y, en este caso, es denotado por Ranf .

Ejemplo 1.6. Para aclarar más el concepto de función tenemos lo siguiente.

(1) Sean X = {1, 2, 3}, Y = {a, b} y f = {(1, a), (1, b), (2, b), (3, a)}. El
subconjunto f de X × Y no es función porque (1, a) ∈ f y (1, b) ∈ f ,
es decir, el elemento y ∈ Y tal que (1, y) ∈ f no es único.

(2) Sean X y Y conjuntos, b ∈ Y y f = X × {b} = {(x, b) : x ∈ X}. El
subconjunto f de X × Y es una función tal que para todo x ∈ X, se
tiene que f(x) = b. La función f se llama función constante b.

(3) Sean X un conjunto y f = {(x, x) : x ∈ X}. El subconjunto f de
X ×X es una función tal que para todo x ∈ X, se tiene que f(x) = x.
La función f se llama función identidad en X y se denota como 1X
o IdX . Si A ⊂ X, entonces el subconjunto g = {(a, a) : a ∈ A} de
A × A es una función tal que para todo a ∈ A, se tiene que g(a) = a.
La función g se llama función inclusión de A en X y se denota por
iA.

(4) Sea X un conjunto. El conjunto potencia de X, denotado usualmente
por P(X), es el conjunto de todos los subconjuntos de X. Sea f =
{(A,X \A) : A ∈ P(X)}. El subconjunto f de P(X)×P(X) es una
función tal que para todo A ∈ P(X), se tiene que f(A) = X \ A.

A partir de una función f se puede obtener otra función parecida a f ,
definida en un subconjunto del dominio de f ; dicha función se llama restricción
de f .

Definición 1.7. Sean X y Y conjuntos, A ⊂ X y f : X → Y una función. La
función restringida de f a A, denotada por f |A, es la función f ∩ (A× Y ).

La magia de los espacios métricos, Capítulo 1
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La imagen directa de un subconjunto del dominio de una función y la
imagen inversa de un subconjunto del codominio de una función, también
son importantes dentro de la teoría de las funciones, por esta razón veamos
cómo se define cada una de ellas.

Definición 1.8. Sean X y Y conjuntos, A ⊂ X, B ⊂ Y y f : X → Y una
función.

1. La imagen de A bajo f (o imagen directa de A bajo f), denotada
por f(A), es el conjunto

{y ∈ Y : existe x ∈ A tal que f(x) = y} = {f(x) ∈ Y : x ∈ A}.

2. La imagen inversa de B bajo f , denotada por f−1(B), es el conjunto

{x ∈ X : f(x) ∈ B}.

Observación 1.9. Sean X y Y conjuntos, A ⊂ X y f : X → Y una función.
Si a ∈ A, entonces f(a) ∈ f(A). Si f(x) ∈ f(A), ¿entonces x ∈ A?

No siempre. Consideremos la función f : R → R definida, para cada x ∈ R,
por f(x) = x2. Tenemos que f([1, 3]) = [1, 9], además, f(−2) = (−2)2 = 4 ∈
f([1, 3]), pero −2 /∈ [1, 3].

Ahora, es conveniente recordar la noción de familia indexada, ya que se
estará usando de manera frecuente de aquí en adelante.

Definición 1.10. Sean Λ y X conjuntos. Una familia indexada por Λ de
elementos de X (o con índices en Λ), denotada por {xλ}λ∈Λ, es una función
f : Λ → X tal que f(λ) = xλ.

La unión e intersección arbitraria de conjuntos también es fundamental
para los tópicos de este libro, por lo que recordamos a continuación su defi-
nición.

Definición 1.11. Sean X un conjunto no vacío y {Aλ}λ∈Λ una familia de
subconjuntos de X. La unión de los elementos de {Aλ}λ∈Λ es⋃

λ∈Λ

Aλ = {x ∈ X : existe λ ∈ Λ tal que x ∈ Aλ}.

La intersección de los elementos de {Aλ}λ∈Λ es⋂
λ∈Λ

Aλ = {x ∈ X : x ∈ Aλ, para cada λ ∈ Λ}.

La magia de los espacios métricos, Capítulo 1



Conjuntos y funciones 7

Algunas propiedades básicas de una función son las siguientes.

Teorema 1.12. Sean X y Y conjuntos, A y B subconjuntos de X, C y D
subconjuntos de Y y f : X → Y una función. Se cumple lo siguiente

(1) A = ∅ si y sólo si f(A) = ∅.

(2) f−1(∅) = ∅.

(3) f(B) \ f(A) ⊂ f(B \ A).

(4) Si A ⊂ B, entonces f(A) ⊂ f(B).

(5) f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B).

(6) f(A ∩B) ⊂ f(A) ∩ f(B).

(7) Si C ⊂ D, entonces f−1(C) ⊂ f−1(D).

(8) f−1(D \ C) = f−1(D) \ f−1(C).

(9) f−1(C ∪D) = f−1(C) ∪ f−1(D).

(10) f−1(C ∩D) = f−1(C) ∩ f−1(D).

Demostración. Veamos que se cumple (1). Supongamos que A = ∅ y que
f(A) ̸= ∅. Como f(A) ̸= ∅, existe y ∈ f(A). Luego, existe x ∈ A tal que
y = f(x), lo cual es una contradicción porque A = ∅. Por lo tanto, f(A) = ∅
si A = ∅. Ahora supongamos que f(A) = ∅ y que A ̸= ∅. Como A ̸= ∅, existe
x ∈ A. Luego, f(x) ∈ f(A), lo cual es una contradicción porque f(A) = ∅.
Por lo tanto, A = ∅ si f(A) = ∅.

Veamos que se cumple (3). Sea y ∈ f(B) \ f(A). Existe x ∈ B tal que
y = f(x) ∈ f(B) y f(x) /∈ f(A). Notemos que x /∈ A, porque si x ∈ A,
entonces f(x) ∈ f(A), lo cual es una contradicción. Así, x ∈ B \ A y por lo
tanto f(x) ∈ f(B \ A), es decir, y ∈ f(B \ A). Por lo que concluimos que
f(B) \ f(A) ⊂ f(B \ A).

Veamos que se cumple (4). Supongamos que A ⊂ B y sea y ∈ f(A). Así,
existe x ∈ A tal que f(x) = y. Como x ∈ A ⊂ B, tenemos que x ∈ B. Así,

La magia de los espacios métricos, Capítulo 1
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f(x) = y ∈ f(B). Por lo tanto, f(A) ⊂ f(B).

Veamos que se cumple (7). Supongamos que C ⊂ D y sea x ∈ f−1(C).
Luego, f(x) ∈ C. Como C ⊂ D, tenemos que f(x) ∈ D. Así, x ∈ f−1(D).
Por lo tanto, f−1(C) ⊂ f−1(D).

Veamos que se cumple (8). Sea x ∈ f−1(D \C). Esto significa que f(x) ∈
D \ C, es decir, f(x) ∈ D y f(x) /∈ C. Así, x ∈ f−1(D) y x /∈ f−1(C), es
decir, x ∈ f−1(D) \ f−1(C). Por lo tanto, f−1(D \ C) ⊂ f−1(D) \ f−1(C).
De manera análoga se puede probar que f−1(D) \ f−1(C) ⊂ f−1(D \C). Así,
f−1(B′) \ f−1(A′) = f−1(B′ \ A′).

Los incisos (2), (5), (6), (9) y (10) quedan como ejercicio para el lector.

Proposición 1.13. Sean X y Y conjuntos y {Aλ}λ∈Λ, {Bµ}µ∈M familias de
subconjuntos de X. Se cumple lo siguiente

(1) X \
⋃
λ∈Λ

Aλ =
⋂
λ∈Λ

(X \ Aλ).

(2) X \
⋂
λ∈Λ

Aλ =
⋃
λ∈Λ

(X \ Aλ).

(3)

(⋃
λ∈Λ

Aλ

)⋂(⋃
µ∈M

Bµ

)
=
⋃
λ∈Λ

(⋃
µ∈M

(Aλ ∩Bµ)

)
=

⋃
(λ,µ)∈Λ×M

(Aλ ∩Bµ) .

(4)

(⋂
λ∈Λ

Aλ

)⋃(⋂
µ∈M

Bµ

)
=
⋂
λ∈Λ

(⋂
µ∈M

(Aλ ∪Bµ)

)
=

⋂
(λ,µ)∈Λ×M

(Aλ ∪Bµ) .

(5) Si f : X → Y es una función, entonces

f

(⋃
λ∈Λ

Aλ

)
=
⋃
λ∈Λ

f (Aλ) .

(6) Si f : X → Y es una función, entonces

f

(⋂
λ∈Λ

Aλ

)
⊂
⋂
λ∈Λ

f (Aλ) .

La magia de los espacios métricos, Capítulo 1
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(7) Si f : X → Y es una función y {Cω}ω∈Ω es una familia de subconjuntos
de Y , entonces

f−1

(⋃
ω∈Ω

Cω

)
=
⋃
ω∈Ω

f−1 (Cω) .

(8) Si f : X → Y es una función y {Cω}ω∈Ω es una familia de subconjuntos
de Y , entonces

f−1

(⋂
ω∈Ω

Cω

)
=
⋂
ω∈Ω

f−1 (Cω) .

Demostración. Veamos que se cumple (2). Sea x ∈ X \
⋂
λ∈Λ

Aλ. Esto equiva-

le a que x /∈
⋂
λ∈Λ

Aλ. Así, existe λ0 ∈ Λ tal que x /∈ Aλ0 , es decir, x ∈ X \Aλ0 .

Luego, x ∈
⋃
λ∈Λ

(X \ Aλ). La otra contención se obtiene de la misma forma, y

así se tiene que X \
⋂
λ∈Λ

Aλ =
⋃
λ∈Λ

(X \ Aλ).

Veamos que se cumple (3). Sea C ⊂ X. Primero veamos que

(⋃
λ∈Λ

Aλ

)
∩

C =
⋃
λ∈Λ

(Aλ ∩ C). Para esto, sea x ∈
Ç ⋃

λ∈Λ
Aλ

å
∩ C. Luego, x ∈

⋃
λ∈Λ

Aλ y

x ∈ C. Así, existe λ0 ∈ Λ tal que x ∈ Aλ0 y x ∈ C. Luego, x ∈ Aλ0 ∩ C. Por

lo tanto, x ∈
⋃
λ∈Λ

(Aλ ∩ C). Así,
Ç ⋃

λ∈Λ
Aλ

å
∩ C ⊂

⋃
λ∈Λ

(Aλ ∩ C).

Ahora, sea x ∈
⋃
λ∈Λ

(Aλ ∩ C). Existe λ0 ∈ Λ tal que x ∈ Aλ0 ∩C, es decir,

x ∈ Aλ0 y x ∈ C. Luego, x ∈
⋃
λ∈Λ

Aλ y x ∈ C. Por lo tanto, x ∈
Ç ⋃

λ∈Λ
Aλ

å
∩C.

Así,
⋃
λ∈Λ

(Aλ ∩ C) ⊂
Ç ⋃

λ∈Λ
Aλ

å
∩ C.

Por lo tanto, concluimos que
Ç ⋃

λ∈Λ
Aλ

å
∩ C =

⋃
λ∈Λ

(Aλ ∩ C).

Ahora, usando el hecho de que
Ç ⋃

λ∈Λ
Aλ

å
∩ C =

⋃
λ∈Λ

(Aλ ∩ C) con

La magia de los espacios métricos, Capítulo 1
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C =
⋃
µ∈M

Bµ, tenemos que

(⋃
λ∈Λ

Aλ

)
∩

(⋃
µ∈M

Bµ

)
=

(⋃
λ∈Λ

Aλ

)
∩ C

=
⋃
λ∈Λ

(Aλ ∩ C)

=
⋃
λ∈Λ

(
Aλ ∩

(⋃
µ∈M

Bµ

))

Ahora, usando el hecho de que
Ç ⋃

µ∈M
Bµ

å
∩Aλ =

⋃
µ∈M

(Bµ ∩ Aλ), tenemos

que

⋃
λ∈Λ

(
Aλ ∩

(⋃
µ∈M

Bµ

))
=

⋃
λ∈Λ

((⋃
µ∈M

Bµ

)
∩ Aλ

)

=
⋃
λ∈Λ

(⋃
µ∈M

(Bµ ∩ Aλ)

)

=
⋃
λ∈Λ

(⋃
µ∈M

(Aλ ∩Bµ)

)
=

⋃
(λ,µ)∈Λ×M

(Aλ ∩Bµ) .

Por lo tanto, concluimos finalmente que(⋃
λ∈Λ

Aλ

)
∩

(⋃
µ∈M

Bµ

)
=
⋃
λ∈Λ

(⋃
µ∈M

(Aλ ∩Bµ)

)
=

⋃
(λ,µ)∈Λ×M

(Aλ ∩Bµ) .

Veamos que se cumple (5). Sea f : X → Y una función y {Aλ}λ∈Λ una

familia de subconjuntos de X. Mostraremos que f

(⋃
λ∈Λ

Aλ

)
=
⋃
λ∈Λ

f(Aλ).
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Para esto, sea y ∈ f

(⋃
λ∈Λ

Aλ

)
. Existe x ∈

⋃
λ∈Λ

Aλ tal que f(x) = y. Así, existe

λ0 ∈ Λ tal que x ∈ Aλ0 y f(x) = y. Esto significa que y = f(x) ∈ f (Aλ0). Así,

y ∈
⋃
λ∈Λ

f(Aλ). De manera análoga se obtiene que
⋃
λ∈Λ

f(Aλ) ⊂ f

(⋃
λ∈Λ

Aλ

)
,

concluyéndose que

f

(⋃
λ∈Λ

Aλ

)
=
⋃
λ∈Λ

f (Aλ) .

Los incisos (1), (4), (6), (7) y (8) quedan como ejercicio para el lector.

Definición 1.14. Sean X y Y conjuntos con X ̸= ∅ y f : X → Y una función.
La función f es inyectiva (o uno a uno) si para cualesquiera x, y ∈ X tales
que x ̸= y, se cumple que f(x) ̸= f(y). La función f es suprayectiva si
f(X) = Y . La función f es biyectiva si es inyectiva y suprayectiva.

Teorema 1.15. Sea f : X → Y una función, con X ̸= ∅. Las siguientes
proposiciones son equivalentes

(1) La función f es inyectiva.

(2) Para cualesquiera x, y ∈ X, se cumple que si f(x) = f(y), entonces
x = y.

(3) Existe una función g : Y → X tal que g ◦ f = IdX (es decir, f tiene
inversa izquierda).

(4) Para cualquier conjunto Z y cualesquiera funciones h, k : Z → X, tales
que f ◦h = f ◦k se cumple que h = k (f es cancelable por la izquierda).

(5) Para todo A ⊂ X, se tiene que f−1 (f (A)) = A.

(6) Para cualesquiera A,B ⊂ X, se tiene que f (B \ A) = f(B) \ f(A).

(7) Para cualquier A ⊂ X, se tiene que f(X \ A) ⊂ Y \ f(A).

(8) Para cualesquiera A,B ⊂ X, se tiene que f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B).
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Demostración. El hecho de que (1) es equivalente a (2) es evidente.

Veamos que (1) implica (3). Supongamos que f es inyectiva. Sean x0 ∈ X
(recordar que X ̸= ∅) y g : Y → X definida, para cada y ∈ Y , por

g(y) =

®
x0 si y /∈ f(X),

x si y = f(x) ∈ f(X).

Primero veamos que g es una función bien definida. Para esto, sean y, y′ ∈
Y y supongamos que g(y) ̸= g(y′). Veremos que y ̸= y′. Tenemos cuatro casos

(i) y ∈ f(X) y y′ ∈ f(X).

(ii) y ∈ f(X) y y′ /∈ f(X).

(iii) y /∈ f(X) y y′ ∈ f(X).

(iv) y /∈ f(X) y y′ /∈ f(X).

Si se da el caso (i), es decir, si y, y′ ∈ f(X), entonces existen x, x′ ∈ X
tales que f(x) = y y f(x′) = y′. Por definición de g, tenemos que g(y) = x y
g(y′) = x′. Además, por hipótesis g(y) ̸= g(y′), es decir, x ̸= x′. Como f es
inyectiva, tenemos que f(x) ̸= f(x′), es decir, y ̸= y′.

Si se da el caso (ii), es decir, si y ∈ f(X) y y′ /∈ f(X), entonces obviamente
y ̸= y′. Si se da el caso (iii), también se tiene obviamente que y ̸= y′.

Si se da el caso (iv), es decir, si y /∈ f(X) y y′ /∈ f(X), entonces g(y) =
x0 = g(y′), lo cual es una contradicción, porque por hipótesis g(y) ̸= g(y′).

Así, tenemos que g es una función bien definida.
Ahora, probaremos que g ◦ f = IdX . Para esto, sea x ∈ X. Luego,

f(x) ∈ f(X). Por como está definida g tenemos que g(f(x)) = x. Así,
(g ◦ f)(x) = g(f(x)) = x, concluyéndose que g ◦ f = IdX .

Veamos que (3) implica (4). Sean Z un conjunto y h, k : Z → X funcio-
nes tales que f ◦ h = f ◦ k. Supongamos que f : X → Y tiene inversa a la
izquierda g, es decir, g ◦ f = IdX . Notemos que h = IdX ◦ h = (g ◦ f) ◦ h =
g ◦ (f ◦ h) = g ◦ (f ◦ k) = (g ◦ f) ◦ k = IdX ◦ k = k. Así, h = k.
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Veamos que (4) implica (5). Sean A ⊂ X y x ∈ f−1(f(A)). Luego, f(x) ∈
f(A). Por lo tanto, existe a ∈ A tal que f(x) = f(a). Sean h, k : {1} → X fun-
ciones tales que h(1) = x y k(1) = a. Así, (f◦h)(1) = f(x) = f(a) = (f◦k)(1).
Por hipótesis, h = k. Luego, x = a. Así, x ∈ A. Por lo tanto, f−1 (f (A)) ⊂ A.
Demuestre la otra contención para concluir que f−1 (f (A)) = A.

Veamos que (5) implica (6). Sean A,B ⊂ X. Por (3) del teorema 1.12, sa-
bemos que f(B)\f(A) ⊂ f(B\A). Sólo resta ver que f(B\A) ⊂ f(B)\f(A).
Sea y ∈ f(B \ A). Existe x ∈ B \ A tal que f(x) = y. Así, x ∈ B y x /∈ A.
Por hipótesis, A = f−1(f(A)). Por lo tanto, x ∈ B y x /∈ f−1(f(A)). Así,
f(x) /∈ f(A) y f(x) ∈ B, es decir, f(x) ∈ f(B) \ f(A), concluyéndose
que f(B \ A) ⊂ f(B) \ f(A). Por Teorema 1.12, inciso (3), tenemos que
f(B) \ f(A) ⊂ f(B \ A). Por lo tanto, f(B) \ f(A) = f(B \ A).

Veamos que (6) implica (7). Sea A ⊂ X. Usando la hipótesis tene-
mos que f(X \ A) = f(X) \ f(A). Ahora, como f(X) ⊂ Y , tenemos que
f(X) \ f(A) ⊂ Y \ f(A). Así, f(X \ A) ⊂ Y \ f(A).

Veamos que (7) implica (8). Sean A,B ⊂ X. Por (6) del teorema 1.12,
sabemos que f(A ∩B) ⊂ f(A) ∩ f(B). Así, es suficiente mostrar que f(A) ∩
f(B) ⊂ f(A∩B). Sea y ∈ f(A)∩f(B). Existe b ∈ B tal que y = f(b). Supon-
gamos que b /∈ A, es decir, b ∈ X \A. Luego, y = f(b) ∈ f(X \A). Ahora, por
hipótesis, tenemos que f(X \A) ⊂ Y \ f(A), por lo que y = f(b) ∈ Y \ f(A),
es decir, y /∈ f(A), lo cual es una contradicción porque y ∈ f(B)∩ f(A). Así,
b ∈ A ∩ B. Luego, y = f(b) ∈ f(A ∩ B), concluyéndose que f(A) ∩ f(B) ⊂
f(A ∩B). Por lo tanto, f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B).

Veamos que (8) implica (1). Sean x, y ∈ X, con x ̸= y. Luego, {x} ∩
{y} = ∅. Así, f({x} ∩ {y}) = f(∅) = ∅. Por hipótesis tenemos que f({x} ∩
{y}) = f({x})∩ f({y}). Además, notemos que para todo z ∈ X, se tiene que
f({z}) = {f(z)}. Luego, f({x}) ∩ f({y}) = {f(x)} ∩ {f(y)}. Por lo tanto,
{f(x)} ∩ {f(y)} = ∅. Así, f(x) ̸= f(y). Por lo que f es inyectiva.

Teorema 1.16. Sean X y Y conjuntos y f : X → Y una función. Las
siguientes propiedades son equivalentes

(1) La función f es suprayectiva.
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(2) Para todo y ∈ Y , existe x ∈ X tal que f(x) = y.

(3) Existe una función g : Y → X tal que f ◦ g = IdY (f tiene inversa
derecha).

(4) Para todo conjunto Z, si h, k : Y → Z son funciones y h ◦ f = k ◦ f ,
entonces h = k (f es cancelable por la derecha).

(5) Para cualquier B ⊂ Y , se tiene que f (f−1(B)) = B.

(6) Para todo A ⊂ X, se tiene que Y \ f(A) ⊂ f(X \ A).

Demostración. La equivalencia de los enunciados (1) y (2) es inmediata.

Veamos que (2) implica (3). Observemos que, como f es suprayectiva,
X =

⋃
y∈Y f−1(y); además, para cualquier y ∈ Y , se tiene que f−1(y) ̸= ∅ y

para cualquier y′ ∈ Y , con y′ ̸= y, se tiene que f−1(y) ∩ f−1(y′) = ∅. Luego,
la familia {f−1(y)}y∈Y es una partición del conjunto X. Por el Axioma de
Elección (véase pág. 17), existe B ⊂ X tal que para todo y ∈ Y , se tiene que
B ∩ f−1(y) = {xy}, para algún xy ∈ X.

Sea g : Y → B definida, para cada y ∈ Y , por g(y) = xy. Observemos que
xy es el único elemento que pertenece a B ∩ f−1(y), por lo tanto g está bien
definida. Además:

(f ◦ g)(y) = f(g(y))

= f(xy)

= y

= IdY (y).

Luego, f ◦ g = IdY .

Veamos que (3) implica (4). Supongamos ahora que existe una función
g : Y → X tal que f ◦ g = IdY . Sean Z un conjunto y h, k : Y → Z funciones
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tales que h ◦ f = k ◦ f . Tenemos que

h = h ◦ IdY

= h ◦ (f ◦ g)
= (h ◦ f) ◦ g
= (k ◦ f) ◦ g
= k ◦ (f ◦ g)
= k ◦ IdY

= k.

demostrándose así lo que se quería.

Veamos que (4) implica (5). Sabemos que f (f−1(B)) ⊂ B. Supongamos
que f (f−1(B)) ⊊ B. Luego, B \ f (f−1(B)) ̸= ∅. Sean h, k : Y → {1, 2}
funciones definidas de la siguiente manera:

h(y) = 1 para toda y ∈ Y,

k(y) =

®
1 si y /∈ B \ f (f−1(B)) ,

2 si y ∈ B \ f (f−1(B)) .

Nótese que h y k son distintas, porque existe al menos un y ∈ B \
f (f−1(B)) tal que h(y) = 1 y k(y) = 2. Mostraremos a continuación que
h ◦ f = k ◦ f . Sea x ∈ X. Tenemos dos casos: x ∈ f−1(B) o x /∈ f−1(B).

Supongamos que x ∈ f−1(B). Entonces f(x) ∈ f (f−1(B)), es decir,
f(x) /∈ B \ f (f−1(B)). Por lo tanto, k(f(x)) = 1 = h(f(x)). Luego, (k ◦
f)(x) = (h ◦ f)(x), para toda x ∈ f−1(B).

Supongamos ahora que x /∈ f−1(B). Luego, f(x) /∈ B. Así, f(x) /∈ B \
f (f−1(B)). Por lo tanto, k(f(x)) = 1 = h(f(x)). Así, para toda x ∈ X \
f−1(B), se tiene que (h ◦ f)(x) = (k ◦ f)(x).

De lo anterior, podemos concluir que h◦f = k◦f , y por hipótesis, tenemos
que h = k, lo cual es una contradicción, pues ya hemos visto que estas dos
funciones son diferentes. Por lo tanto, f (f−1(B)) = B.

Veamos que (5) implica (6). Para esto, sea A ⊂ X. Por hipótesis, f (f−1(Y )) =
Y . Como f−1(Y ) = X, tenemos que f(X) = Y . Luego, Y \ f(A) = f(X) \
f(A). Por (3) del teorema 1.12, tenemos que f(X) \ f(A) ⊂ f(X \A). Por lo
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tanto, Y \ f(A) ⊂ f(X \ A).

Veamos que (6) implica (1). Como ∅ ⊂ X, por hipótesis, Y \ f(∅) ⊂
f(X \ ∅). Notemos que f(X \ ∅) = f(X) y Y \ f(∅) = Y \ ∅ = Y . Luego,
Y ⊂ f(X). Como f(X) ⊂ Y , concluimos que f(X) = Y . Por lo tanto, f es
suprayectiva.

Corolario 1.17. Sean X, Y y Z conjuntos y f : X → Y y g : Y → Z
funciones. Se cumple lo siguiente

(1) Si f y g son inyectivas, entonces g ◦ f es inyectiva.

(2) Si f y g son suprayectivas, entonces g ◦ f es suprayectiva.

(3) Si g ◦ f es inyectiva, entonces f es inyectiva.

(4) Si g ◦ f es suprayectiva, entonces g es suprayectiva.

Demostración. Veamos que se cumple (3). Supongamos que g◦f es inyecti-
va. Por el inciso (3) del teorema 1.15, existe h : Z → X tal que h◦(g◦f) = IdX .
Ahora, como h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f , tenemos que (h ◦ g) ◦ f = IdX . Por el
teorema 1.15, inciso (3), tenemos que f tiene inversa por la izquierda, y así
f es inyectiva.

Los incisos (1), (2) y (4) quedan como ejercicio para el lector.

Teorema 1.18. Sean X y Y conjuntos y f : X → Y una función. Las
siguientes proposiciones son equivalentes

(1) La función f es biyectiva.

(2) Para cualquier y ∈ Y , existe un único x ∈ X tal que f(x) = y.

(3) Para todo A ⊂ X, se tiene que f−1(f(A)) = A y para todo B ⊂ Y , se
tiene que f (f−1(B)) = B.

(4) Para cualquier A ⊂ X, se tiene que f(X \ A) = Y \ f(A).

(5) Existen funciones g, h : Y → X tales que g ◦ f = IdX y f ◦ h = IdY .

(6) Existe una única función m : Y → X tal que f ◦m = IdY y m◦f = IdX

(la función m se denota por f−1).
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Demostración. Es una consecuencia de los Teoremas 1.15 y 1.16.

Observación 1.19. Sean X y Y conjuntos.

(a) Si f : X → Y es inyectiva, por el inciso (3) del teorema 1.15, existe
g : Y → X tal que g ◦ f = IdX . Luego, por el teorema 1.16, inciso (3),
tenemos que g es suprayectiva.

(b) Si f : X → Y es inyectiva, entonces la función inyectiva f |f(X) : X →
f(X), definida para todo x ∈ X, por f |f(X)(x) = f(x), es una función
biyectiva.

(c) Si f : X → Y es suprayectiva, por el inciso (3) del teorema 1.16, existe
g : Y → X tal que f ◦ g = IdY . Luego, por el inciso (3) del teorema
1.15, tenemos que g es inyectiva.

1.2 Axioma de elección y algunas equivalencias

Para lo sucesivo se requiere del conocimiento del axioma de elección. Existen
muchas equivalencias de éste (véase por ejemplo el capítulo 8 de [5]). Una de
estas equivalencias es la siguiente, la cual se utiliza para definir el producto
cartesiano de una familia arbitraria de conjuntos.

Axioma de elección. Si {Aλ}λ∈Λ es una familia no vacía de conjuntos
no vacíos, entonces existe una función s : {Aλ}λ∈Λ →

⋃
λ∈ΛAλ tal que para

cada λ ∈ Λ, se tiene que s(Aλ) ∈ Aλ.

Una función s con las propiedades descritas anteriormente es llamada
función de elección para {Aλ}λ∈Λ. Así, el axioma de elección dice que cada
familia no vacía de conjuntos no vacíos tiene una función de elección.

La equivalencia del axioma de elección que se utilizará principalmente en
este libro es la siguiente.

Axioma de elección. Sea {Aλ}λ∈Λ una familia de conjuntos no vacíos.
Si para cualesquiera λ1, λ2 ∈ Λ con λ1 ̸= λ2, se tiene Aλ1 ∩Aλ2 = ∅, entonces
existe un conjunto B tal que para todo λ ∈ Λ, se tiene que B ∩Aλ tiene sólo
un elemento.
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1.3 Conjuntos numerables y no numerables

Las definiciones de conjunto finito, infinito, numerable e infinito numerable
son importantes en nuestro estudio de los espacios métricos, por esta razón
dedicamos esta sección a revisar lo más básico de estas clases de conjuntos.

Definición 1.20. Dos conjuntos X y Y son equipotentes si existe una
función biyectiva f : X −→ Y .

Si X y Y son equipotentes lo denotaremos por X ∼ Y .

La cardinalidad de un conjunto es una característica importante, por lo
que detallamos a continuación este concepto.

Definición 1.21. Para cada conjunto X es asignado un número cardinal
llamado la cardinalidad de X y es denotado por |X|.

En [5, Corolario 9.53] se demuestra formalmente que a cada conjunto
siempre se le puede asignar un número cardinal.

Notación 1.22. Podemos decir que el símbolo |X| es la etiqueta que repre-
senta la cantidad de elementos que posee el conjunto X, por ejemplo, para
el conjunto ∅, definimos que |∅| = 0. Cuando decimos que m es un número
cardinal es porque m representa la cardinalidad o el número de elementos
de algún conjunto X y, obviamente, la de cualquier conjunto equipotente a
X. Decimos que |X| = |Y | si y sólo si X y Y son equipotentes. El conjunto
{1, . . . , n} se denota por Jn.

Definición 1.23. Sean X y Y conjuntos. Decimos que |X| ≤ |Y | si existe una
función inyectiva f : X → Y . Si |X| ≤ |Y | y |X| ̸= |Y |, entonces escribimos
|X| < |Y |.

Teorema 1.24. [5, Corolario 9.55] El axioma de elección implica que para
cualesquiera conjuntos A y B o bien |A| ≤ |B| o |B| ≤ |A|, es decir, el orden
≤ es lineal.

Así, si m y n son números cardinales, cuando escribimos m ≤ n significa
que al tomar conjuntos X y Y tales que |X| = m y |Y | = n siempre existe
una función inyectiva f : X → Y . La expresión m < n significa que para los
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conjuntos X y Y existe una función inyectiva f : X → Y , pero no existe una
función biyectiva entre X y Y .

Es importante mencionar que para cualquier conjunto Y estamos consi-
derando a la función ∅ como una función inyectiva con dominio el conjunto
∅ y rango incluido en Y . Así, para cualquier número cardinal m siempre se
cumple que 0 ≤ m.

Teorema 1.25. Si m, n y s son números cardinales, entonces

(a) m ≤ m,

(b) m ≤ n y n ≤ s, entonces m ≤ s.

Demostración. La demostración es un ejercicio para el lector.

Definición 1.26. Una relación de equivalencia es una relación binaria R
definida en un conjunto no vacío X tal que

(1) Para todo x ∈ X : x R x (propiedad reflexiva);

(2) Para todo x, y ∈ X : si x R y, entonces y R x (propiedad simétrica);

(3) Para todo x, y, z ∈ X : si x R y y y R z, entonces x R z (propiedad
transitiva).

En una clase de conjuntos C, el tener la misma cardinalidad (ser equipo-
tentes) es una relación de equivalencia, es decir, si X, Y, Z ∈ C, se cumple lo
siguiente:

(1) Para todo X ∈ C : |X| = |X| (propiedad reflexiva);

(2) Para todo X, Y ∈ C : si |X| = |Y |, entonces |Y | = |X| (propiedad
simétrica);

(3) Para todo X, Y, Z ∈ C : si |X| = |Y | y |Y | = |Z|, entonces |X| = |Z|
(propiedad transitiva).

El número cardinal asignado al conjunto de los números naturales N es
denotado por ℵ0 y se conoce como aleph zero.

El número cardinal asignado al conjunto de los números reales R es deno-
tado por c y se conoce como continuum. Si gusta conocer un poco más de
cardinales puede consultar [3, I.2].
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1.4 Conjuntos finitos

Definición 1.27. Sean X un conjunto y n ∈ N.

1. |Jn| = n.

2. El conjunto X es finito si X es igual al conjunto vacío o si existe n ∈ N
tal que |X| = |Jn| esto lo denotamos por |X| < ℵ0.

Teorema 1.28. [5, Lema 7.2] Si n ∈ N, entonces no existe una función
inyectiva de Jn sobre un subconjunto propio X de Jn.

Corolario 1.29. Sean X y Y conjuntos. Si X es finito y Y ⊊ X, entonces
no existe una función inyectiva de X en Y .

Demostración. La demostración es un ejercicio para el lector.

Corolario 1.30. Sean n,m ∈ N.

1. Si n ̸= m, entonces no existe una función biyectiva de Jm en Jn.

2. Sea X un conjunto finito. Si |X| = m y |X| = n, entonces m = n.

Demostración. La demostración es un ejercicio para el lector.

Teorema 1.31. Si X es un conjunto finito, Y es un conjunto y f : X −→ Y
es una función, entonces f(X) es finito. Más aún |f(X)| ≤ |X|.

Demostración. La demostración es un ejercicio para el lector.

Teorema 1.32. Si X es un conjunto finito y Y ⊂ X, entonces Y es finito.
Más aún |Y | ≤ |X|.

Demostración. La demostración es un ejercicio para el lector.

Proposición 1.33. Para cada n ∈ N, el número cardinal n satisface n < ℵ0.

Demostración. Como Jn ⊂ N, automáticamente se tiene que n ≤ ℵ0. Por
otro lado, si f : Jn → N es una función, entonces para el número m0 =
máx{f(1), . . . , f(n)}+1 se cumple que m0 ∈ N\{f(1), . . . , f(n)}. Por lo tanto,
f no es suprayectiva y en consecuencia f no es biyectiva. Así n ̸= ℵ0.
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Es importante distinguir entre conjunto finito, infinito, numerable e infi-
nito numerable, por eso enunciamos a continuación lo siguiente.

Definición 1.34. Sean X un conjunto.

1. El conjunto X es infinito si no es finito.

2. El conjunto X es numerable si |X| ≤ ℵ0.

3. El conjunto X es infinito numerable si |X| = ℵ0.

4. El conjunto X es más que numerable si X no es numerable.

Observación 1.35. Sea X un conjunto.

(1) Si X es finito, la cardinalidad de X es el número de elementos de X.
Así, si X = {x1, . . . , xn}, para algún n ∈ N, entonces |X| = n. Además,
esto implica que existe una función biyectiva f : {1, . . . , n} −→ X.

(2) Si X es un conjunto infinito numerable, entonces existe una función
biyectiva f : N −→ X.

(3) Si X es un conjunto numerable, entonces X es finito o X es infinito
numerable.

Teorema 1.36. Sea X un conjunto finito no vacío. Si Y es un subconjunto
propio de X, entonces |Y | < |X|.

Demostración. Por la Proposición 1.32, tenemos que |Y | ≤ |X|. Si |Y | =
|X|, entonces existe una función biyectiva f : X → Y . Lo cual contradice al
corolario 1.29.

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es el siguiente resultado.

Corolario 1.37. El conjunto de los números naturales, N, no es finito.

Demostración. Supongamos que N es finito. Sea 2N = {2n : n ∈ N}. Es
evidente que 2N ⊊ N. Ahora, sea f : N −→ 2N definida, para cada n ∈ N,
por f(n) = 2n. Notemos que f es una función biyectiva. En consecuencia,
|N| = |2N|. Lo que contradice al Teorema 1.36. Por lo tanto, N no es finito.

Como el conjunto de los números naturales no es finito se obtiene el coro-
lario siguiente.
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Teorema 1.38. Todo conjunto infinito numerable tiene un subconjunto pro-
pio infinito numerable.

Demostración. Sea X un conjunto infinito numerable. Entonces existe una
función biyectiva f : N −→ X. Luego, f |2N : 2N −→ f(2N) también es
biyectiva. Así, |f(2N)| = |2N|. Ahora, como 2N ⊊ N, tenemos que f(2N) ⊊
X. Además, en la demostración del Corolario 1.37 vimos que |2N| = |N|.
Con todo, hemos probado que existe el conjunto f(2N) tal que es infinito
numerable y está contenido propiamente en X.

Teorema 1.39. Todo conjunto infinito tiene un subconjunto propio infinito
numerable.

Demostración. Sea X un conjunto infinito. Si X es infinito numerable,
por el teorema 1.38, obtenemos lo que queremos. Supongamos que X es un
conjunto infinito no numerable y x1 ∈ X. Por el inciso (b) del Ejercicio 11,
página 33, tenemos que X \ {x1} es infinito. Luego, existe x2 ∈ X \ {x1} y
entonces X \ {x1, x2} es infinito. Continuamos sucesivamente y vemos que
X \ {x1, x2, . . . , xn−1} es infinito, es decir, existe xn ∈ X \ {x1, x2, . . . , xn−1}
con xi ̸= xj e i, j ∈ {1, 2, . . . , n− 1} e i ̸= j. Denotamos por A1 = {x1}, A2 =
{x1, x2}, y así sucesivamente hasta An = {x1, x2, . . . , xn}. Sea B =

⋃∞
n=1 An.

Notemos que B ⊂ X. Ahora, sea u : N → B definida, para cada n ∈ N,
por u(n) = xn. Veamos que u es biyectiva. Para ver que u es inyectiva, sean
n, n′ ∈ N con n′ ̸= n. Sin pérdida de generalidad, supongamos que n′ < n. Por
construcción, xn ∈ A \ {x1, x2, . . . , xn′ , xn′+1, . . . , xn−1} y entonces xn ̸= xn′ .
Como u(n) = xn y u(n′) = xn′ , tenemos que u(n) ̸= u(n′). Así, u es inyectiva.
Ahora, para ver que u es suprayectiva sea b ∈ B, tenemos que existe n0 ∈ N
tal que b ∈ An0 = {x1, . . . , xn0}. Luego, para algún j ∈ {1, 2, . . . , n0} tenemos
que b = xj = u(j). Por lo tanto, u es suprayectiva. Así, u es biyectiva, y en
consecuencia B es infinito numerable.

Continuando con la revisión de propiedades básicas de conjuntos, recor-
demos qué es el mínimo de un conjunto, para enseguida enunciar el principio
del buen orden, mismo que nos ayuda a demostrar el teorema 1.42.

Definición 1.40. Sean A ⊂ R y a0 ∈ R. El número a0 es el mínimo de A,
denotado por mı́nA, si a0 es una cota inferior de A y ao ∈ A.

Teorema 1.41. [1, Teorema 3.5.11] (Principio del buen orden) Si X ⊂ N y
X ̸= ∅, entonces X tiene mínimo.
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Teorema 1.42. Si X es un conjunto infinito numerable y Y ⊂ X, entonces
Y es finito o infinito numerable.

Demostración. Sea X un conjunto infinito numerable y Y ⊂ X. Si Y es
finito no hay algo por demostrar. Supongamos que Y no es finito. Como
X es infinito numerable, existe una función biyectiva f : X −→ N. Luego,
f |f(Y )

Y : Y −→ f(Y ) es biyectiva y por lo tanto f(Y ) es infinito. Sea Y1 =
f(Y ). Por el principio del buen orden (teorema 1.41), existe y1 = mı́nY1. Sea
Y2 = Y1 \ {y1}. Notemos que Y2 es infinito. Nuevamente, por el teorema 1.41,
existe y2 = mı́nY2. Como Y2 ⊂ Y1, tenemos que y1 < y2. Recursivamente
contruimos para cada n ∈ N:

(1) Yn un subconjunto infinito de Y1,

(2) yn = mı́nYn.

Sea M = {yn : n ∈ N}. Notemos que M es infinito numerable y M ⊂ f(Y ).
Para probar que Y es infinito numerable, bastará probar que f(Y ) ⊂ M . Sean
y ∈ f(Y ) y D = {n ∈ N : y ≤ yn}. Notemos que D no puede ser vacío, pues
en caso contrario, para todo n ∈ N se cumpliría que yn < y, concluyendo que
M ⊂ {1, . . . , y}, contradiciendo que M es infinito numerable. Por el principio
del buen orden (teorema 1.41), existe n0 = mı́nD. Así, y ≤ yn0 .

Caso 1. n0 = 1. Como y ∈ Y1 y y1 = mı́nY1, concluimos que y = y1 ∈ M .

Caso 2. n0 > 1. Notemos que yn0−1 < y, puesto que n0 = mı́nD. Luego,
y ∈ Yn0 . Como yn0 = mı́nYn0 , concluimos que y = yn0 ∈ M .

De esto, f(Y ) ⊂ M , y por tanto f(Y ) = M . Por lo tanto, Y es infinito
numerable.

Teorema 1.43. Sean X y Y conjuntos y f : X −→ Y una función.

(a) Si f es inyectiva y Y es infinito numerable, entonces X es finito o infinito
numerable.

(b) Si f es suprayectiva y X es infinito numerable, entonces Y es finito o
infinito numerable.

(c) Si X es infinito numerable, entonces f(X) es finito o infinito numerable.
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Demostración. (a) La función f |f(X) : X −→ f(X) es biyectiva. Luego,
|X| = |f(X)|. Como f(X) ⊂ Y , por el teorema 1.42, tenemos que
f(X) es finito o infinito numerable. Por lo tanto, X es finito o infinito
numerable.

(b) Por el teorema 1.16, inciso (3), existe una función g : Y −→ X tal que
f ◦g = IdY . Luego, por el inciso (3) del Corolario 1.17, tenemos que g es
inyectiva. Ahora, por (a), tenemos que Y es finito o infinito numerable.

(c) Como f |f(X)
X : X −→ f(X) es suprayectiva, por (b), tenemos que f(X)

es finito o infinito numerable.

Si tenemos una familia infinito numerable de conjuntos no vacíos {An}n∈N,
entonces su producto cartesiano, denotado por A1 × A2 × · · · × An × · · · o

por
∞∏
n=1

An, es la colección de sucesiones {an}n∈N que satisfacen an ∈ An, para

cada n ∈ N.

Así,
∞∏
n=1

An es la familia de todas las funciones f : N →
∞⋃
n=1

An que asocian

a cada n ∈ N un elemento f(n) que pertenece a An.

Siguiendo esta misma idea y usando el axioma de elección (véase pág. 17),
podemos definir de manera más general el producto cartesiano.

Definición 1.44. Sea {Xλ}λ∈Λ una colección no vacía y arbitraria de con-
juntos, su producto cartesiano, denotado por

∏
λ∈Λ

Xλ, es

∏
λ∈Λ

Xλ =

{
f : Λ →

⋃
λ∈Λ

Xλ : f(λ) ∈ Xλ, para cualquier λ ∈ Λ

}
.

Notemos que
∏
λ∈Λ

Xλ es el conjunto formado por todas las funciones de

elección de la familia {Xλ}λ∈Λ. Además, si para toda λ ∈ Λ, se tiene que
Xλ ̸= ∅, por el axioma de elección (véase pág. 17) se obtiene que

∏
λ∈Λ

Xλ ̸= ∅.
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Si existe un conjunto X tal que para cada λ ∈ Λ el conjunto Xλ = X,

entonces
∏
λ∈Λ

Xλ es denotado también como XΛ.

Ahora, recordemos la definición de intervalo en el conjunto de los números
reales.

Definición 1.45. Sea A un subconjunto de R. Decimos que A es un intervalo
si para cualesquiera x, y ∈ A, con x ≤ y, para todo s ∈ R tal que x ≤ s ≤ y,
se tiene que s ∈ A.

Proposición 1.46. Los siguientes conjuntos son infinito numerables:

1. Z,

2. N× N,

3. A×B, si A y B son infinito numerables,

4. Q,

5. La unión numerable de una familia de conjuntos infinito numerables es
infinito numerable.

6. Si X1, . . . , Xk son infinito numerables, entonces X1×· · ·×Xk es infinito
numerable.

7. El conjunto de todos los puntos con ambas coordenadas racionales en
el plano.

8. El conjunto de todos los intervalos con extremos racionales.

9. Todos los polinomios con coeficientes racionales.

10. Los números algebraicos (α es algebraico si existen numeros enteros
a0, . . . , an ∈ Z tales que a0 + a1α + · · ·+ anα

n = 0).

11. El conjunto de todos los subconjuntos finitos de N.

Demostración. 1. Sea f : Z −→ N definida, para cada m ∈ Z, por

f(m) =

®
2m si m > 0,

−2m+ 1 si m ≤ 0.
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Tenemos que f está bien definida y es inyectiva (verifíquelo). Ahora, por
el teorema 1.43, inciso (a), tenemos que Z es finito o infinito numerable.
Como N ⊂ Z, tenemos que Z no es finito. Por lo tanto, Z es infinito
numerable.

2. Mostraremos ahora que N×N es infinito numerable. Definimos f : N×
N −→ N como f(n,m) = 2n3m. Por el teorema 1.43, iniciso (a), bastará
probar que f es inyectiva para concluir que N×N es infinito numerable.
Supongamos que f(n,m) = f(n′,m′), es decir, 2n3m = 2n

′
3m

′ . Como 2
y 3 son coprimos, tenemos que 2n = 2n

′ y 3m = 3m
′ . Concluimos que

(n,m) = (n′,m′), y por tanto, f es inyectiva. Así, N × N es infinito
numerable.

3. Sean A y B infinito numerables. Esto significa que existen dos funciones
biyectivas f1 : N −→ A, f2 : N −→ B. Definimos f : N× N −→ A× B
como f(n,m) = (f1(n), f2(m)). Tenemos que f es biyectiva (es un buen
ejercicio para el lector). Por lo tanto, A×B es infinito numerable.

4. Sean f : Z × N −→ Q dada por f(m,n) =
m

n
. Es claro que f es una

función suprayectiva. Luego, por el teorema 1.43, inciso (b), tenemos
que Q es numerable. Como N ⊂ Q, tenemos que Q no puede ser finito.
Así, Q es infinito numerable.

5. Sea A = {An}n∈N una colección infinito numerable de conjuntos infinito
numerables. Sabemos que para cada n ∈ N, existe una función biyectiva
fn : N −→ An. Sea

f : N× N −→
∞⋃
n=1

An

dada por f(n,m) = fn(m). Sea a ∈
∞⋃
n=1

An. Existe n0 ∈ N tal que a ∈

An0 . Como fn0 es suprayectiva, existe m0 ∈ N tal que fn0(m0) = a. Así,
f(n0,m0) = a. De esto, tenemos que f es suprayectiva. Por el teorema

1.43, inciso (b), tenemos que
∞⋃
n=1

An es numerable. Como An0 ⊂
∞⋃
n=1

An

y An0 es infinito numerable, tenemos que
∞⋃
n=1

An no puede ser finito.

Así, concluimos que
∞⋃
n=1

An es infinito numerable.
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Queda como ejercicio para el lector verificar que la unión finita de una
familia de conjuntos infinito numerables es infinito numerable.

Los incisos 6, 7, 8, 9, 10 y 11 quedan como ejercicio para el lector.

Teorema 1.47. Si A es un conjunto infinito y E es un conjunto numerable,
entonces |A ∪ E| = |A|.

Demostración. Sea A infinito y E numerable.
Primero supongamos que A ∩ E = ∅. Por el teorema 1.39, existe B ⊂ A tal
que |B| = |N|. Luego, por el inciso 5 de la Proposición 1.46, tenemos que
|B ∪ E| = |N|. Así, |B ∪ E| = |B|. Esto significa que existe una función
biyectiva φ : B ∪ E → B. Ahora, sea f : A ∪ E → A definida por

f(x) =

®
φ(x) si x ∈ B ∪ E,

x si x /∈ B ∪ E.

Como φ es biyectiva, la función f también lo es. Por lo tanto, |A∪E| = |A|.
Supongamos ahora que A ∩ E ̸= ∅. Aplicamos el primer caso a los conjuntos
A y E1 = E \ A, y obtenemos que |A ∪ E1| = |A|. Ahora, notemos que
A ∪E1 = A ∪E. Luego, |A ∪E1| = |A ∪E|. Por lo tanto, |A ∪E| = |A|.

Teorema 1.48. Si A es un conjunto infinito no numerable y E es un conjunto
numerable, entonces |A \ E| = |A|.

Demostración. Sean A un conjunto infinito no numerable y E un conjunto
numerable. Si E ∩A = ∅, entonces A \E = A, y por lo tanto A \E es infinito
no numerable.

Supongamos que A ∩ E ̸= ∅. Luego, (A \ E) ∪ (A ∩ E) = A. Como
A ∩ E ⊂ E, tenemos que A ∩ E es numerable. Por el teorema 1.47, se tiene
que |(A \ E) ∪ (A ∩ E)| = |A \ E|. Así, |A| = |A \ E|.

Teorema 1.49. Un conjunto A es infinito si y sólo si A tiene la misma
cardinalidad que algún subconjunto propio de él.

Demostración. Primero, sean A un conjunto infinito y E un subconjunto
finito de A.

Si A no es numerable, por el teorema 1.48, tenemos que |A\E| = |A|. Así,
tenemos que A tiene la misma cardinalidad que algún subconjunto propio de
él.
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Si A es infinito numerable, entonces A \ E es finito o infinito numerable.
Como A \ E es infinito, entonces A \ E es infinito numerable. Por lo tanto,
A \ E ∼ A, es decir, |A \ E| = |A|. Así, tenemos que A tiene la misma
cardinalidad que algún subconjunto propio de él.

La proposición inversa se sigue inmediatamente del Teorema 1.36.

Corolario 1.50. La siguientes relaciones se cumplen:

[0, 1] ∼ (0, 1) ∼ (0, 1] ∼ [0, 1).

Demostración. La demostración es un ejercicio para el lector.

Teorema 1.51. (−1, 1) ∼ R.

Demostración. La demostración es un ejercicio para el lector.
Sugerencia: Ver que la función f : R → (−1, 1) definida, para cada x ∈ R,
por f(x) =

x

1 + |x|
es biyectiva.

Ahora, consideremos el conjunto siguiente y veamos que no es infinito
numerable

2N = {f : N → {0, 1}}.

Teorema 1.52. 2N no es infinito numerable.

Demostración. Supongamos que 2N es infinito numerable. Podemos escribir
entonces 2N = {χ1, . . . , χn, . . . }, con χi : N → {0, 1}. Denotamos por χij a
χi(j) ∈ {0, 1}. Definimos la función χ : N → {0, 1} como

χ(n) =

®
0 si χnn = 1,

1 si χnn = 0.

Veamos que χ /∈ {χ1, . . . χn, . . . }. Supongamos que χ ∈ {χ1, . . . , χn, . . . }.
Entonces, existe un n ∈ N tal que χ = χn. Pero si χn(n) = 1, χ(n) = 0 (y
viceversa), lo cual es una contradicción. Luego, χ /∈ {χ1, . . . χn, . . . } y por lo
tanto 2N no es infinito numerable.

Teorema 1.53. El intervalo [0, 1] no es infinito numerable.
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Demostración. Sea

E = {x ∈ [0, 1] : x tiene dos representaciones decimales diferentes}.

Como E es infinito numerable (demostrarlo), por el teorema 1.47, basta mos-
trar que [0, 1] \ E no es infinito numerable.

Supongamos que sí lo es, i. e., que existe una función biyectiva φ : N →
[0, 1] \ E, con φ(n) = xn. Entonces [0, 1] \ E = {x1, . . . , xn, . . . }. Llamamos
xij a la j-ésima cifra decimal de xi:

x1 : 0.x11x12 . . . x1n . . .

x2 : 0.x21x22 . . . x2n . . .
...

xn : 0.xn1 . . . xnn . . .
...

Sean x ∈ [0, 1] \ E e yi su i-ésima cifra decimal, de tal forma que x =
0.y11 . . . ynn . . . Elegimos cada yi de la siguiente forma:

yi =

®
1 si xii ̸= 1,

2 si xii = 1.

Observemos que x /∈ {x1, . . . , xn, . . . }, de lo contrario, existiría algún n ∈ N,
tal que xn = x, lo que querría decir que xnn = yn. Sin embargo, esto no puede
ser, ya que por la definición de yi, esta cifra decimal siempre es diferente a xii,
para toda i ∈ N (recordar que x, xn ∈ [0, 1] \E). Entonces, para cada n ∈ N,
se tiene que φ(n) ̸= x. Por lo tanto, φ no es suprayectiva. Así, E ∼ [0, 1] no
es infinito numerable. Por Teorema 1.47, tenemos que [0, 1]\E ∼ [0, 1], y por
lo tanto [0, 1] no es infinito numerable.

Teorema 1.54. [2, Teorema A.51] 2N ∼ R.

Sean A y B conjuntos. Si existe un C ⊂ B tal que C ∼ A y no existe
D ⊂ A tal que D ∼ B, decimos que |A| < |B|. Esto es equivalente a decir
que existe una función inyectiva f : A → B y no existe una función inyectiva
g : B → A.
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Si existen D ⊂ A tal que D ∼ B y C ⊂ B tal que C ∼ A, decimos que
|A| = |B|, lo cual equivale a decir que existe funciones inyectivas f : A → B y
g : B → A. Este resultado es conocido como el Teorema de Cantor-Schröder-
Bernstein [2, Teorema A.31].

Teorema 1.55. Dado cualquier conjunto A, tenemos que |A| < |P(A)|.

Demostración. Hay que demostrar que existe una función f : A → P(A)
inyectiva, pero que no existe g : P(A) → A inyectiva.

Definimos f : A → P(A) tal que f(x0) = {x0}, que es una función
inyectiva.

Para la segunda parte, bastará con mostrar que no existe una función
suprayectiva de A en P(A). Supongamos, por el contrario, que h : A → P(A)
es una función suprayectiva. Sea X = {x ∈ A : x /∈ h(x)} ⊂ A. Por ser h
suprayectiva, existe un a ∈ A tal que h(a) = X, ya que X ∈ P(A). Si a ∈ X,
entonces a /∈ h(a) = X, lo cual es una contradicción. Por otro lado, si a /∈ X,
entonces a ∈ h(a) = X, que también es una contradicción. Luego, no existe
una función suprayectiva entre A y P(A). Así, |A| < |P(A)|.

Definición 1.56. Sean A y L conjuntos, AL = {f : L → A : f es función}.

Proposición 1.57. Sean A,A1, A2, B,B1, B2, L y M conjuntos no vacíos.
Tenemos que:

1. (AL)M ∼ AL×M ,

2. Si A1 ∼ B1 y A2 ∼ B2, entonces A1 × A2 ∼ B1 ×B2,

3. Si A es infinito numerable, entonces 2A ∼ 2N,

4. Si A ∼ B, entonces AL ∼ BL.

Demostración. 1. Crearemos una función biyectiva h : (AL)M → AL×M .
Para esto, notemos que si f ∈ (AL)M , entonces f : M → AL. Luego,
para cada m ∈ M , tenemos que f(m) : L → A, además para todo l ∈ L
se tiene que f(m)(l) ∈ A. Así, sea h : (AL)M → AL×M definida, para
todo f ∈

(
AL
)M , por h(f) = g, donde g es una función g : L×M → A

definida, para cada (l,m) ∈ L×M , por g(l,m) = f(m)(l). Queda para
el lector demostrar que esta función es biyectiva.
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3. Si A es infinito numerable, entonces existe una función biyectiva g :
A → N. Sea φ : 2N → 2A definida, para cada h ∈ 2N, por φ(h) = h ◦ g.
Esta función es biyectiva (demostrarlo). Así, 2A ∼ 2N.

Los incisos 2 y 4 quedan como ejercicio para el lector.

Teorema 1.58. Los siguientes conjuntos son equipotentes a R:

1. R \Q,

2. T = {x ∈ R : x no es algebraico},

3. RQ,

4. C(R,R) = {f : R → R : f es una función continua},

5. [0, 1)× [0, 1),

6. Rn, para toda n ∈ N,

7. El conjunto de todas las rectas en el plano,

8. P(N).

Demostración. 1. Como R \ Q es infinito y Q es infinito numerable, por
Teorema 1.47, tenemos que R = (R \Q) ∪Q ∼ R \Q.

2. Sea A el conjunto de los números reales algebraicos. Tenemos que
R = A∪ T . Además, R \ A = T es infinito y A es infinito numerable (inciso
(10) de la Proposición 1.46, página 25). Por el teorema 1.47, tenemos que
R = (R \ A) ∪ A ∼ R \ A = T .

3. Del Teorema 1.54 y del inciso 4 de las proposición 1.57, tenemos que
R ∼ 2N implica que

(
2N
)Q ∼ RQ; ahora por el inciso 1 de la proposición 1.57,

tenemos que
(
2N
)Q ∼ 2N×Q. Además, N×Q ∼ N. Luego, RQ ∼ 2N ∼ R.

4 . Para demostrar que C(R,R) ∼ R, sea φ : C(R,R) → RQ definida, para
cada función continua f : R → R, por φ(f) = f |Q ∈ RQ.
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Veamos que φ es inyectiva. Sean f, g ∈ C(R,R). Supongamos que φ(f) =
φ(g), es decir, f |Q = g|Q. Sea x ∈ R. Existe una sucesión de racionales {xn}∞n=1

tal que ĺım xn = x. Como f y g son funciones continuas, ĺım f(xn) = f(x)
y ĺım g(xn) = g(x). Además, para todo n ∈ N, se tiene que f(xn) = g(xn).
Luego, f(x) = g(x), de donde concluimos que f = g.

Ahora, como RQ ∼ R, existe una función biyectiva h : RQ → R. Así que
h ◦ φ : C(R,R) → R es inyectiva. Luego, |C(R,R)| ≤ |R|.

Ahora, sea l : R → C(R,R) definida, para cada x0 ∈ R, por l(x0) = fx0 ,
donde fx0 : R → R está definida por fx0(x) = x0. Como l es inyectiva (ejer-
cio para el lector), tenemos que |R| ≤ |C(R,R)|. Por el teorema de Cantor-
Schröder-Bernstein, concluimos que |R| = |C(R,R)|.

Los incisos 5, 6, 7 y 8 quedan como ejercicio para el lector.

1.5 Ejercicios

1. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas.

(a) Si X es un conjunto y F = {(D, y) : D ∈ P(X), y ∈ X}, entonces
F es una función.

(b) Si X = Y = R, y C = {(x, y) : x2 + y2 = 1}, entonces C es una
función de R en R.

2. Demostrar los incisos (2), (5), (6), (9) y (10) del Teorema 1.12.

3. Dar un ejemplo donde la contención del inciso (3), del Teorema 1.12,
sea propia.

4. Terminar la demostración de las propiedades de la proposición 1.13.

5. Demostrar que si f : X → Y es una función y A ⊂ X, A ⊂ f−1(f(A)).

6. Dar un ejemplo donde no se cumpla que A = f−1(f(A)).

7. Demostrar que si f : X → Y es una función y B ⊂ Y , f(f−1(B)) ⊂ B.

8. Demostrar los incisos (1), (2) y (4) del Corolario 1.17.
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9. Demostrar el Teorema 1.18.

10. Demostrar que la equipotencia de conjuntos es una relación de equiva-
lencia en la clase que tiene como elementos a los conjuntos.

11. Demostrar lo siguiente.

(a) Si A y B son conjuntos finitos, entonces A ∪B es finito.

(b) Si A es infinito y E es finito, entonces A \ E es infinito.

12. Demostrar que si X es un conjunto finito, entonces P(X) es finito.

13. Demostrar que si X es un conjunto infinito, entonces para todo n ∈ N
se cumple que |X| > |Jn|

14. Demostrar que la unión infinito numerable de conjuntos finitos, ajenos
dos a dos, es infinito numerable.

15. Demostrar incisos 4, 6 al 10 y 11 de la Proposición 1.46.

16. ¿Existe una función suprayectiva de N a Q?

17. ¿Existe una suprayectiva de N a R?

18. Demostrar el Teorema 1.51. [Sugerencia: demostrar que la función f :
R → (−1, 1) dada, para cada x ∈ R, por f(x) = x

1+|x| es biyectiva].

19. Demostrar que la circunferencia unitaria S1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 =
1} es equipotente a R. [Sugerencia: mostrar que R ∼ S1\{(0, 1)} ∼ S1].

20. Demostrar que la esfera unitaria S2 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2+y2+z2 = 1}
es equipotente a R2.

21. Sean X un conjunto y 2X = {f : X → {0, 1} : f es función}. Demostrar
que 2X ∼ P(X). [Sugerencia: Para A ⊂ X, defínase χA : X → {0, 1}
como χA(t) = 0, si t /∈ A y χA(t) = 1, si t ∈ A].

22. Demostrar los incisos 2 y 4 de la proposición 1.57.

23. Demostrar las siguientes relaciones entre conjuntos.

(a) 2N ∼ P(N),
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(b) |N| < |R|.

24. Demostrar los incisos 5− 8 del teorema 1.58.
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Capítulo 2

Espacios métricos

2.1 Métricas

La noción de espacio métrico fue desarrollada por primera vez por el mate-
mático alemán Felix Hausdorff (1868-1942) a principios del siglo XX. En su
libro “Grundzüge der Mengenlehre” (Fundamentos de la teoría de conjuntos),
publicado en 1914, Hausdorff formalizó y definió la noción de un espacio mé-
trico, estableciendo los conceptos fundamentales de distancia, convergencia,
límites y continuidad en este contexto (véase [4] y [11]). Esta teoría ha sido
fundamental en el estudio del análisis matemático y la topología.

Comenzamos este capítulo definiendo los conceptos de métrica y espacio
métrico.

Definición 2.1. Sea X un conjunto no vacío. Una métrica en X es una
función d : X ×X → R tal que para cualesquiera x, y, z ∈ X:

(a) d(x, y) ≥ 0,

(b) d(x, y) = d(y, x),

(c) d(x, y) = 0 si y sólo si x = y,

(d) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

El teorema siguiente nos dice que una función d que cumpla con los incisos
(a), (c) y (d) es automáticamente una métrica.

Teorema 2.2. Sea X un conjunto no vacío y d : X ×X → R una función.
Entonces d es una métrica para X si y sólo si las siguientes condiciones se
satisfacen:

(i) d(x, y) ≥ 0,
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(ii) d(x, y) = 0 si y sólo si x = y,

(iii) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(y, z).

Demostración. Claramente, tenemos que si d es una métrica, entonces d
satisface (i), (ii) y (iii). Recíprocamente, supongamos que d satisface (i) ,(ii)
y (iii). Veamos que d es una métrica para X. Bastará probar que d es simétrica.
Sean x, y ∈ X. Por (iii), tenemos

d(x, y) ≤ d(x, x) + d(y, x) y d(y, x) ≤ d(y, y) + d(x, y).

Usando (ii), concluimos que d(x, y) ≤ d(y, x) y d(y, x) ≤ d(x, y). Entonces
d(x, y) = d(y, x). Por lo tanto, d es una métrica para X.

Definición 2.3. Un espacio métrico es una pareja formada por un conjunto
no vacío X y una métrica d definida en X.

Notemos que un conjunto X podría tener asignadas distintas métricas, por
lo que al hablar de un conjunto como espacio métrico es importante precisar
cuál es su métrica.

Notación 2.4. Si X es un espacio métrico con métrica d, entonces lo deno-
tamos por (X, d).

Veamos algunos ejemplos de métricas definidas en conjuntos bien conoci-
dos, como R, Rn, el conjunto de funciones continuas definidas en un intervalo
cerrado, conjunto de sucesiones.

Teorema 2.5. Las funciones definidas en cada inciso son métricas.

1. La función d1 : R × R → R definida, para cada (x, y) ∈ R × R, por
d1(x, y) = |x− y| es una métrica en R.

2. Para cada n ∈ N, la función dn : Rn × Rn → R definida, para cada
x, y ∈ Rn, por

dn(x, y) =

Ã
n∑

i=1

(xi − yi)
2,

donde x = (x1, . . . , xn) y y = (y1, . . . , yn), es una métrica en Rn conocida
como métrica euclidiana.
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3. Para cada n ∈ N, la función T : Rn × Rn → R definida, para cada
x, y ∈ Rn, por

T (x, y) =
n∑

i=1

|xi − yi|,

donde x = (x1, . . . , xn) y y = (y1, . . . , yn), es una métrica en Rn conocida
como la métrica del taxista.

4. Para cada n ∈ N, la función M : Rn × Rn → R definida, para cada
x, y ∈ Rn, por

M(x, y) = máx {|xi − yi| : i, j ∈ {1, 2, . . . , n}} ,

donde x = (x1, . . . , xn) y y = (y1, . . . , yn), es una métrica en Rn.

5. Sea C el conjunto de todas las funciones continuas en el intervalo [a, b].
La función d : C × C → R, definida, para cada f, g ∈ C, por d(f, g) =
máx{|f(t)− g(t)| : t ∈ [a, b]} es una métrica en C. Al espacio métrico C
con la métrica d lo denotaremos por C[a,b].

6. Sea

S =

{
{xn}∞n=1 :

∞∑
n=1

x2
n < ∞

}
.

La función d∞ : S × S → R definida, para cada {xn}∞n=1, {yn}∞n=1 ∈ S,
por

d∞ ({xn}∞n=1, {yn}∞n=1) =

Ã
∞∑
n=1

(xn − yn)2,

es una métrica en S.

7. Sea X un conjunto no vacío. La función D : X ×X → R definida, para
cada x, y ∈ X, por

D(x, y) =

®
1 si x ̸= y,
0 si x = y,

es una métrica para X, la cual es llamada métrica discreta , y en
tal caso, X considerado con esta métrica se llama espacio métrico
discreto.
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Demostración. Veamos que en efecto las anteriores son métricas.

3. Comprobar los incisos 1 y 2 de la Definición 2.1 es inmediato. Veamos
que se cumple el inciso 3. Sean x, y, z ∈ Rn, con x = (x1, . . . , xn), y =
(y1, . . . , yn), y z = (z1, . . . , zn).

d1(x, y) =
n∑

i=1

|xi − yi|

=
n∑

i=1

|xi − zi + zi − yi|

≤
n∑

i=1

|xi − zi|+
n∑

i=1

|zi − yi|

= d1(x, z) + d1(z, y).

5. Veamos que d es una métrica. Primero, por definición d(f, g) ≥ 0.
Ahora, si d(f, g) = 0, entonces para toda t ∈ [a, b], |f(t) − g(t)| = 0. Luego,
para toda t ∈ [a, b], f(t) = g(t) y por lo tanto f = g. De la misma forma, si
f = g se sigue que d(f, g) = 0.

Finalmente, sean f, g, h ∈ C. Para cada t ∈ [a, b]:

|f(t)− g(t)| = |f(t)− h(t) + h(t)− g(t)|
≤|f(t)− h(t)|+ |h(t)− g(t)|
≤máx{|f(x)− h(x)| : x ∈ [a, b]}+máx{|h(x)− g(x)| : x ∈ [a, b]}.

Así, máx{|f(t) − g(t)| : t ∈ [a, b]} ≤ d(f, h) + d(g, h) y por lo tanto
d(f, g) ≤ d(f, h) + d(g, h).

6. Por definición, d(x̄, ȳ) ≥ 0. Igualmente tenemos que d(x̄, ȳ) = 0 si y
sólo si x̄ = ȳ.

Mostraremos que d cumple con el inciso 3 de la Definición 2.1. Para esto,
sea z̄ = (z1, . . . ) ∈ A. De la métrica euclidiana obtenemos queÃ

k∑
i=1

(xi − yi)2 ≤

Ã
k∑

i=1

(xi − zi)2 +

Ã
k∑

i=1

(yi − zi)2.
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Tomando límites, obtenemos que d(x̄, ȳ) ≤ d(x̄, z̄) + d(ȳ, z̄).

Los incisos 1, 2, 4 y 7 quedan como ejercicio para el lector.

2.2 Isometrías y subespacios métricos

Una isometría es una función que preserva la distancia entre los puntos de un
espacio métrico X y los puntos de un espacio métrico Y .

Definición 2.6. Sean (X, dX) y (Y, dY ) espacios métricos y f : X → Y
una función biyectiva. Decimos que f es una isometría si para cualesquiera
x, y ∈ X, se tiene que dX(x, y) = dY (f(x), f(y)).

Observación 2.7. Ser isométricos es una relación de equivalencia en la clase
de los espacios métricos

Dado un subconjunto de un espacio métrico se le puede dotar de una
métrica para que sea también un espacio métrico.

Definición 2.8. Sea X un espacio métrico con métrica d. Dado un subconjun-
to Y de X, podemos considerar de manera natural la función dY : Y ×Y → R
dada por dY = d|Y×Y . Notemos que dY es una métrica. Así, Y es un espacio
métrico, y dY es llamada métrica inducida en Y . Diremos que Y es un
subespacio métrico de X con métrica dY .

Observación 2.9. Dos acuerdos amigables en este libro es que cuando ha-
blemos del espacio métrico Rn estaremos pensando que Rn tiene asignada la
métrica euclidiana, a menos que se diga lo contrario; y cuando hablemos de
subconjuntos de Rn estamos pensando que tales subconjuntos tienen asignada
la métrica inducida de la mética euclidiana, para cada n ∈ N.

2.3 Ejercicios

1. Demostrar que el resto de las funciones del teorema 2.5 son métricas.

2. En cada uno de los siguientes incisos, decir si la función d, definida para
cada (x, y) ∈ R× R, es una métrica
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i. d(x, y) = (x− y)2,

ii. d(x, y) =
√
|x− y|,

iii. d(x, y) = |x2 − y2|,
iv. d(x, y) = |x− 2y|,

v. d(x, y) =
|x− y|

1 + |x− y|
.

3. Dado un espacio métrico (X, d), demostrar que

i. |d(x, z)− d(y, w)| ≤ d(x, y) + d(z, w),

ii. |d(x, z)− d(y, z)| ≤ d(x, y).

4. Mostrar que si f, g ∈ C[a, b], entoncesÇ∫ b

a

f(t)g(t)dt

å2

≤
Ç∫ b

a

f 2(t)dt

åÇ∫ b

a

g2(t)dt

å
.

Usando esta desigualdad probar que φ : C × C → R definida por

φ(f, g) =

 ∫ b

a

(f(t)− g(t))2 dt

es una métrica. Al espacio métrico (C, φ) lo denotaremos por C2[a, b].

5. Si d es una métrica sobre X, definimos para x, y ∈ X:

d′(x, y) =
d(x, y)

1 + d(x, y)
.

Demuéstrese que d′ es una métrica sobre X.

6. Sea {dn}∞n=1 una sucesión de métricas en X tal que para cada n ∈ N y
para cualesquiera x, y ∈ X, dn(x, y) ≤ 1. Demostrar que

d(x, y) =
∞∑
n=1

dn(x, y)

2n

es una métrica para X.
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7. Sea X el conjunto de todas las sucesiones reales {xn} acotadas. Demos-
trar que d({xn}, {yn}) = sup{|xn − yn| : n ∈ N} define una métrica
sobre X.

8. Sea X el conjunto de todas las sucesiones reales. Demostrar que

d({xn}, {yn}) =
∞∑
n=1

|xn − yn|
n!(1 + |xn − yn|)

define una métrica sobre X.

9. Sean (X, d) un espacio métrico, Y un subconjunto no vacío de X y
f : X → Y una función biyectiva. Probar que df : Y × Y → R definida
por df (x, y) = d(f−1(x), f−1(y)) es una métrica para Y .

10. Encontrar una métrica para (−1, 1) que no sea la inducida por R, ni la
métrica discreta. [Sugerencia: La función f : R → (−1, 1) definida, para
cada x ∈ R, por f(x) =

x

1 + |x|
es biyectiva (véase el Teorema 1.51)].

11. Dar una isometría entre C[0, 1] y C[0, 2].

2.4 Conjuntos abiertos y conjuntos cerrados

Ahora que ya sabemos qué es un espacio métrico podemos hablar de ciertos
conceptos topológicos definidos en los espacios métricos.

Definición 2.10. Sean (X, d) un espacio métrico, a ∈ X y r ∈ R, con r ≥ 0.
La bola abierta con centro en a y radio r es el conjunto

B(a, r) = {x ∈ X : d(x, a) < r}.

x

r
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La bola cerrada con centro en a y radio r es el conjunto

C(a, r) = {x ∈ X : d(x, a) ≤ r}.

x

r

Sean (X, d) un espacio métrico, x ∈ A ⊂ X y y r > 0. La bola en A con
centro en x y radio r, denotada por BA(x, r) es el conjunto

BA(x, r) = {y ∈ A : d(x, y) < r}
= {z ∈ X : d(z, x) < r y z ∈ A}
= {z ∈ X : d(z, x) < r} ∩ A

= BX(x, r) ∩ A.

Así, BA(x, r) = BX(x, r) ∩ A.

La noción de métricas equivalentes es importante dentro de la Topología,
por lo que la revisamos a continuación.

Definición 2.11. Suponga que d y d̂ son métricas para el conjunto X. En-
tonces d y d̂ son métricas equivalentes si y sólo si para cada x ∈ X y para
cada r > 0, existen números ε1 > 0 y ε2 > 0 tales que Bd(x, ε1) ⊂ Bd̂(x, r) y
Bd̂(x, ε2) ⊂ Bd(x, r).

Ejemplo 2.12. En R2 la métrica del taxista T y la métrica euclidiana d2 son
equivalentes. Para ver esto, sean x = (x1, x2) ∈ R2 y r > 0. Notemos que si
ε1 =

r

2
y y = (y1, y2) ∈ Bd2(x, ε1), entonces

d2(x, y) =
»

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 < ε1.

Luego,

T (x, y) = |x1 − y1|+ |x2 − y2| ≤ 2
»

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 ≤ 2ε1 = r.
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Así, y ∈ BT (x, r). Por lo tanto, Bd2(x, ε1) ⊂ BT (x, r). Ahora, si ε2 = r y
y = (y1, y2) ∈ BT (x, ε2), entonces

T (x, y) = |x1 − y1|+ |x2 − y2| < ε2.

Luego,

d2(x, y) =
»
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 ≤

»
(x1 − y1)2 +

»
(x2 − y2)2

= |x1 − y1|+ |x2 − y2| < ε2 = r.

Así, y ∈ Bd2(x, r). Por lo tanto, BT (x, ε2) ⊂ Bd2(x, r). Por lo tanto, la
métrica del taxista T y la métrica euclidiana d2 son equivalentes en R2.

El concepto de conjunto abierto es bastante importante dentro de la To-
pología, en particular para espacios métricos tenemos lo siguiente.

Definición 2.13. Sea A ⊂ X. Decimos que A es un conjunto abierto de
X si para cada a ∈ A, existe un r > 0 tal que B(a, r) ⊂ A.

Observación 2.14. Sea X un espacio métrico.

(a) Si r = 0, entonces B(a, r) = ∅.

(b) B(a, r) ⊂ C(a, r).

(c) ∅ y X son abiertos de X.

Al conjunto B(x, r) \ {x} le llamaremos bola agujerada.

El conjunto abierto más básico en un espacio métrico es la bola abierta.

Teorema 2.15. Sean X un espacio métrico, a ∈ X y r ≥ 0. Entonces B(a, r)
es un abierto de X.

Demostración. Si r = 0, entonces B(a, r) = ∅ y tenemos lo que se quiere.
Supongamos que r > 0. Dado p ∈ B(a, r), tenemos que s = r − d(p, a) > 0.
Veamos que B(p, s) ⊂ B(a, r). Sea q ∈ B(p, s), entonces

d(q, a) ≤ d(q, p) + d(p, a) < s+ d(p, a) = r − d(p, a) + d(p, a) = r.

Así, q ∈ B(a, r), concluyéndose que B(p, s) ⊂ B(a, r). Por lo tanto, B(a, r)
es un abierto de X.
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Ejemplo 2.16. Los siguientes son ejemplos de conjuntos abiertos:

1. Sea X un conjunto no vacío considerado con la métrica discreta. Todo
subconjunto A de X es abierto de X, ya que si a ∈ A y 0 < r < 1,
B(a, r) = {a} ⊂ A. En particular, {x} es un abierto de X, para toda
x ∈ X.

2. Para cada x ∈ R y r > 0, el intervalo (x− r, x+ r) = B(x, r) es abierto
de R.

3. En Rn con la métrica euclidiana, si a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ R, el conjun-
to (a1, b1) × · · · × (an, bn) es abierto de Rn, conocido como rectángulo
abierto.

Lema 2.17. Sean X un espacio métrico y U ⊂ A ⊂ X. Entonces U es abierto
de A si y sólo si existe V abierto de X tal que U = V ∩ A.

Demostración. (⇒) Supongamos que U es un abierto de A, con x ∈ U .
Entonces, existe εx > 0 tal que BA(x, εx) ⊂ U , de donde

U =
⋃
x∈A

BA(x, εx) =
⋃
x∈A

(BX(x, εx) ∩ A) =

(⋃
x∈A

BX(x, εx)

)
∩ A.

Sea V =
⋃
x∈A

BX(x, εx). Observar que V es un abierto de X. De modo que,

U = V ∩ A.

(⇐) Para demostrar el recíproco, sea V un abierto de X. Queremos de-
mostrar que V ∩A es abierto de A. Sea y ∈ V ∩A. Como V es abierto, existe
r > 0 tal que BX(y, r) ⊂ V , entonces BX(y, r)∩A ⊂ V ∩A, por lo que V ∩A
es abierto de A.

Podemos construir conjuntos abiertos en un espacio métrico uniendo o
intersecando conjuntos abiertos, tal como nos dice el siguiente teorema.

Teorema 2.18. Sean X un espacio métrico y {Uλ}λ∈Λ una familia de sub-
conjuntos abiertos de X. Entonces

(a) El conjunto
⋃
λ∈Λ

Uλ es un abierto de X.
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(b) Si Λ es finito, entonces
⋂
λ∈Λ

Uλ es un abierto de X.

Demostración. (a) Sea p ∈
⋃
λ∈Λ

Uλ. Existe λp ∈ Λ tal que p ∈ Uλp . Como

Uλp es abierto de X, existe r > 0 tal que B(p, r) ⊂ Uλp . Como Uλp ⊂
⋃
λ∈Λ

Uλ,

tenemos que B(p, r) ⊂
⋃
λ∈Λ

Uλ. Por lo tanto,
⋃
λ∈Λ

Uλ es un abierto de X.

(b) Sea q ∈
⋂
λ∈Λ

Uλ. Entonces para cada λ ∈ Λ, tenemos que q ∈ Uλ. Como

cada Uλ es un abierto de X, existe rλ > 0 tal que B(q, rλ) ⊂ Uλ. Como Λ
es finito, existe r = mı́n{rλ : λ ∈ Λ} > 0. Luego, B(q, r) ⊂ B(q, rλ) ⊂ Uλ,
para cada λ ∈ Λ. Así, B(q, r) ⊂

⋂
λ∈Λ

Uλ. Por lo tanto,
⋂
λ∈Λ

Uλ es un abierto de

X.

Observe que la condición de que U sea finito en (b) es esencial para que
podamos dar la existencia del radio r, sin embargo, uno podría pensar que
para poder asegurar la existencia de r en cualquier caso podríamos definirlo
como el ínfimo, lo cual es correcto, pero el problema que con lleva esto es
que no se puede asegurar en este caso, que r > 0. Para entender mejor lo
discutido, prestemos atención al siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.19. La intersección arbitraria de abiertos no es necesariamente
un abierto.

Consideremos como espacio métrico a R. Para cada n ∈ N, sea

In =

Å
− 1

n
,
1

n

ã
.

Para cada n ∈ N, tenemos que In es un abierto de R. Sin embargo,
∞⋂
n=1

In no

es un abierto de R. Para ver esto, sea p ∈
∞⋂
n=1

In. Luego, para cada n ∈ N,

tenemos que − 1

n
< p <

1

n
, o bien, |p| < 1

n
. Dado r > 0, por la propiedad

arquimediana, existe N ∈ N tal que
1

N
< r. De esto, para cada r > 0, se
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cumple que |p| < r. Además, como es claro que

0 ∈
∞⋂
n=1

In,

concluimos que p = 0. Por lo tanto,

{0} =
∞⋂
n=1

In

Además, para cada r > 0, (−r, r) ̸⊂ {0}. Por lo tanto, {0} no es un conjunto
abierto de R y es intersección numerable de abiertos de R.

Dentro de la Topología, el concepto de vecindad de un punto es de suma
importancia, por lo que precisamos a continuación su definición.

Definición 2.20. Sean X un espacio métrico, x ∈ X y V ⊂ X. Se dice que
V es una vecindad de x si existe un abierto U de X tal que x ∈ U ⊂ V .

Observación 2.21. Si X es un espacio métrico y x ∈ X, entonces cualquier
conjunto abierto U de X con x ∈ U es una vecindad de x.

Definición 2.22. Sea X un espacio métrico y x ∈ X. La colección de ve-
cindades de x se llama sistema de vecindades de x en X y se denota por
V(x).

El concepto de conjunto cerrado también es bastante importante en la
Topología, por esta razón tenemos a continuación su definición.

Definición 2.23. Sean X un espacio métrico y F ⊂ X. Decimos que F es
un cerrado de X si su complemento, X \ F , es un abierto de X.

Ejemplo 2.24. Sea X un espacio métrico.

1. Los conjuntos X y ∅ son cerrados de X.

2. Para todo x ∈ X y r > 0, el conjunto C(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) ≤ r}
es cerrado de X.

3. Si X tiene la métrica discreta, entonces cualquier subconjunto U de X
es cerrado de X, ya que X \ U es abierto de X.
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Ver que, en efecto los conjuntos antes mencionados son conjuntos cerrados es
un ejercicio para el lector.

Teorema 2.25. Sea X un espacio métrico y {Bλ}λ∈Λ una familia de subcon-
juntos cerrados de X. Entonces

(a)
⋂
λ∈Λ

Bλ es un cerrado de X,

(b) si Λ es finito, entonces
⋃
λ∈Λ

Bλ es un cerrado de X.

Demostración. La demostración es un ejercicio para el lector.

2.5 Cerradura, interior, frontera y derivado

Definición 2.26. Sea X es un espacio métrico y A,B ⊂ X,

(a) el interior de A en X, denotado por intX(A), es el conjunto

{x ∈ X : existe r > 0 tal que B(x, r) ⊂ A},

(b) la cerradura de A en X, denotada por clX(A), es el conjunto

{x ∈ X : para cada r > 0 : B(x, r) ∩ A ̸= ∅}.

Propiedades importantes del interior y la cerradura se enlistan a conti-
nuación.

Teorema 2.27. Sean X un espacio métrico y A,B ⊂ X. Entonces,

(a) intX(A) ⊂ A,

(b) intX(A) es abierto de X,

(c) A es abierto de X si y sólo si A = intX(A),

(d) si A ⊂ B, entonces intX(A) ⊂ intX(B),

(e) si B es abierto de X y B ⊂ A, entonces B ⊂ intX(A),

(f) intX(A) es la unión de los subconjuntos abiertos de X contenidos en A,
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(g) intX(A ∩B) = intX(A) ∩ intX(B),

(h) intX(A) ∪ intX(B) ⊂ intX(A ∪B).

Demostración. (a) Por la definición de intX(A) es obvio.

(b) Por la definición de intX(A) es obvio.

(c) Supongamos que A es abierto de X. Por el inciso (a), bastara probar
que A ⊂ intX(A). Sea a ∈ A. Como A es abierto de X, existe r > 0 tal
que B(a, r) ⊂ A. Entonces, a ∈ intX(A). Por lo tanto, A = intX(A). La
suficiencia es inmediata del inciso (b).

(d) Sea x ∈ intX(A). Entonces existe r > 0 tal que B(x, r) ⊂ A ⊂ B. De
esto, x ∈ intX(B). Por lo tanto, intX(A) ⊂ intX(B).

(e) Por el inciso (d), tenemos que intX(B) ⊂ intX(A). Como B es abierto
de X, por el inciso (b), sabemos que B = intX(B). Por lo tanto B ⊂
intX(A).

(f) Sea U = {U ⊂ A : U es abierto de X}. Claramente
⋃
U ⊂ A. Además,

por el teorema 2.18 (a), sabemos que
⋃
U es abierto de X. Por el inciso

(e), tenemos que
⋃

U ⊂ intX(A). Por otro lado, dado x ∈ intX(A),
sabemos que existe r > 0 tal que B(x, r) ⊂ A. Como B(x, r) es abierto
de X, tenemos que B(x, r) ∈ U . En consecuencia, x ∈ B(x, r) ⊂

⋃
U .

Por lo tanto, intX(A) ⊂
⋃

U . Concluimos la prueba.

(g) Como A ∩ B ⊂ A y A ∩ B ⊂ B, por el inciso (d), se cumple que
intX(A ∩B) ⊂ intX(A) ∩ intX(B). Por otro lado, sabemos por el inciso
(a), intX(A)∩ intX(B) ⊂ A∩B. Como intX(A)∩ intX(B) es abierto de
X, por el inciso (e), tenemos que intX(A) ∩ intX(B) ⊂ intX(A ∩B).

(h) Por el inciso (d) es claro este resultado.

Teorema 2.28. Si X es un espacio métrico y A ⊂ X, entonces

(a) X \ intX(A) = clX(X \ A),

(b) X \ clX(A) = intX(X \ A).
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Demostración. (a). Sea x ∈ X \ intX(A). Entonces x /∈ intX(A), es decir,
para cada r > 0, B(x, r) ̸⊂ A. Luego, para cada r > 0, B(x, r)∩ (X \A) ̸= ∅.
Así, x ∈ clX(X \ A). Por lo tanto, X \ intX(A) ⊂ clX(X \ A). Tomando los
argumentos recíprocos llegamos a que clX(X \ A) ⊂ X \ intX(A).

(b). Sea B = X \ A. Por el inciso (a), sabemos que

X \ intX(B) = clX(X \B).

Tomando complemento de ambos lados, intX(B) = X \ clX(X \ B). Como
B = X \ A, concluimos que X \ clX(A) = intX(X \ A).

Teorema 2.29. Si X es un espacio métrico y F,G ⊂ X, entonces

(a) F ⊂ clX(F ),

(b) clX(F ) es cerrado de X,

(c) F es cerrado de X si y sólo si F = clX(F ),

(d) F ⊂ G implica que clX(F ) ⊂ clX(G),

(e) si G es cerrado de X y F ⊂ G, entonces clX(F ) ⊂ G,

(f) clX(F ) es la intersección de todos los cerrados que contienen a F ,

(g) clX(F ∪G) = clX(F ) ∪ clX(G),

(h) clX(F ∩G) ⊂ clX(F ) ∩ clX(G).

Demostración. (a) Claramente se cumple.

(b) Por el teorema 2.27 (b), sabemos que intX(X \ F ) es abierto de X.
Luego, por el teorema 2.28 (b), tenemos que X \ clX(F ) es abierto de
X. Por lo tanto, clX(F ) es cerrado de X.

(c) Supongamos que F es cerrado de X. Entonces X \ F es abierto de X.
Luego, por el teorema 2.27 (c), sabemos que X \ F = intX(X \ F ).
Usando el teorema 2.28 (b), concluimos que X \ F = X \ clX(F ). Por
lo tanto, F = clX(F ). La suficiencia es inmediata del inciso (b).
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Los demás incisos quedan como ejercicio para el lector.

Otro concepto topológico importante es el de derivado de un conjunto.

Definición 2.30. Sean X un espacio métrico y A ⊂ X. El derivado de A,
denotado por A′, es el conjunto

A′ = {x ∈ X : para cada r > 0, (B(x, r) \ {x}) ∩ A ̸= ∅}.

A los elementos del derivado de A les llamamos puntos límite de A, o
puntos de acumulación de A.

El punto x es un punto aislado de A si x ∈ A \ A′.

Teorema 2.31. Sea X un espacio métrico y A,B ⊂ X. Entonces

(a) A′ ⊂ clX(A),

(b) A′ es cerrado de X,

(c) clX(A) = A′ ∪ A,

(d) A es cerrado de X si y sólo si A′ ⊂ A,

(e) si A ⊂ B, entonces A′ ⊂ B′.

(f) clX(A)
′ = A′.

Demostración. (a) Por la definición de A′ y clX(A) es claro.

(b) Por el teorema 2.29 (a), sabemos que A′ ⊂ clX(A
′). Sea x ∈ clX(A

′).
Veamos que x ∈ A′. Para esto sea r > 0. Sabemos que B

(
x,

r

2

)
∩A′ ̸= ∅.

Así, existe y ∈ A′ tal que d(y, x) <
r

2
. Si x = y, entonces x ∈ A′,

obteniendo lo que deseamos. Supongamos que x ̸= y. Entonces δ =
d(y, x) > 0. Como y ∈ A′, existe z ∈ (B(y, δ) \ {y}) ∩ A. Notemos que
z ̸= x. Más aún,

d(z, x) ≤ d(z, y) + d(y, x) < δ + d(y, x) = 2d(y, x) < r.

De esto, z ∈ (B(x, r)\{x})∩A. Así, x ∈ A′. Por lo tanto, A′ = clX(A
′).

Por el teorema 2.29 (c), concluimos que A′ es cerrado de X.
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(c) Por el inciso (a) y el teorema 2.29 (a), tenemos que A′ ∪ A ⊂ clX(A).
Sea x ∈ clX(A). Supongamos que x ̸∈ A ∪ A′. Entonces x ∈ X \ A y
existe r > 0 tal que B(x, r) \ {x} ⊂ X \ A. Luego, B(x, r) ⊂ X \ A,
o bien, B(x, r) ∩ A = ∅, lo cual contradice que x ∈ clX(A). De esto,
x ∈ A ∪ A′. Por lo tanto, clX(A) = A′ ∪ A.

(d) Usando el teorema 2.29 (c) y el inciso (c), obtenemos inmediatamente
el resultado. Por la definición de conjunto derivado es claro que ocurre
(e).

(f) Por el teorema 2.29 (a) y el inciso (e), tenemos que A′ ⊂ clX(A)
′.

Sea x ∈ clX(A)
′. Veamos que x ∈ A′. Para esto sea r > 0. Sabemos

que
(
B
(
x,

r

2

)
\ {x}

)
∩ clX(A) ̸= ∅. Así, existe y ∈ clX(A) tal que

0 < d(y, x) <
r

2
. Sea δ = d(y, x) > 0. Como y ∈ clX(A), existe z ∈

B(y, δ) ∩ A. Notemos que z ̸= x. Más aún,

d(z, x) ≤ d(z, y) + d(y, x) < δ + d(y, x) = 2d(y, x) < r.

De esto, z ∈ (B(x, r)\{x})∩A. Así, x ∈ A′. Por lo tanto, clX(A)′ ⊂ A′.

La frontera de un conjunto es fundamental al revisar la topología de un
conjunto, veamos a continuación su definición y propiedades importantes de
este conjunto.

Definición 2.32. Si X es un espacio métrico y A ⊂ X, la frontera de A en
X, denotada por frX(A), es el conjunto

frX(A) = clX(A) ∩ clX(X \ A),

es decir,

frX(A) = {x ∈ X : para cada r > 0, B(x, r)∩A ̸= ∅ y B(x, r)∩ (X \A) ̸= ∅}.

Teorema 2.33. Si X es un espacio métrico y A ⊂ X, entonces:

(a) frX(A) es cerrado de X,

(b) frX(A) = frX(X \ A),
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(c) intX(A) ∩ frX(A) = ∅,

(d) clX(A) = intX(A) ∪ frX(A),

(e) X = intX(A) ∪ frX(A) ∪ intX(X \ A),

(f) A es cerrado de X si y sólo si frX(A) ⊂ A.

Demostración. (a). Como frX(A) es la intersección de cerrados, por el teo-
rema 2.25, tenemos que frX(A) es un conjunto cerrado de X.

Por la definición de frontera es obvio (b).
(c). Notemos que frX(A) ⊂ clX(X \ A). Luego, por el teorema 2.28 (a),

tenemos que frX(A) ⊂ X \ intX(A). Por lo tanto, intX(A) ∩ frX(A) = ∅.
(d) Usando que intX(A) ⊂ clX(A) y el teorema 2.28 (a), tenemos que

intX(A) ∪ frX(A) = intX(A) ∪ [clX(A) ∩ clX(X \ A)]
= (intX(A) ∪ clX(A)) ∩ (intX(A) ∪ clX(X \ A))
= clX(A) ∩ (intX(A) ∪ (X \ intX(A)))
= clX(A) ∩X

= clX(A).

(e) Usando el inciso (d) y el teorema 2.28 (b), el resultado es inmediato.
(f) Por el teorema 2.29 (c) y el inciso (d) es claro que se cumple esta

equivalencia.

Ejemplo 2.34. Los siguientes son ejemplos del interior, la cerradura, el de-
rivado y la frontera de algunos conjuntos

1. Si X es un espacio métrico discreto y x ∈ X, entonces intX({x}) = {x}
y clX({x}) = {x}.
Por otro lado, {x}′ = ∅ y frX({x}) = ∅.

2. En (R, | |), intR(Q) = ∅, porque si x ∈ Q, para toda ε > 0, B(x, ε) ̸⊂ Q,
ya que existen números irracionales en el intervalo (x− ε, x+ ε).

Además, Q′ = R. Es claro que Q′ ⊂ R. Ahora, para verificar la otra
contención, obsérvese que si x ∈ R, para toda ε > 0, Ḃ(x, ε) ∩ Q ̸= ∅,
es decir, x ∈ Q′.
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También tenemos que clR(Q) = R, ya que frR(Q) = clR(Q)∩clR(R \Q) =
R ∩ clR(R \Q) = R ∩ R = R.

Obsérvese que Q no es abierto ni cerrado en R.

3. Consideremos ahora R con la métrica discreta. Entonces:

clR(Q) = Q
intR(Q) = Q

Q′ = ∅
frR(Q) = ∅

Para finalizar este capítulo veamos como se calcula la distancia de un
punto a un conjunto y la distancia de un conjunto a otro conjunto.

Definición 2.35. Sean (X, d) un espacio métrico, A, B subconjuntos no
vacíos de X y x0 ∈ X.

(a) La distancia de x0 a A es

d(x0, A) = ı́nf{d(x0, x) : x ∈ A},

(b) La distancia de A a B es

d(A,B) = ı́nf{d(a, b) : a ∈ A y b ∈ B}.

2.6 Ejercicios

1. Sean X un espacio métrico con métrica d y A,B subconjuntos no vacíos
de X y x0 ∈ X. Demuestre que:

(a) Si x0 ∈ A, entonces d(x0, A) = 0,

(b) No siempre d(x0, A) = 0 implica que x0 ∈ A,

(c) d(x0, A) = 0 si y sólo si x0 ∈ clX(A),

(d) d(A,B) = d(clX(A), clX(B)),

(e) d(A,B) = ı́nf{d(a,B) : a ∈ A} = ı́nf{d(b, A) : b ∈ B},
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(f) A ∩B ̸= ∅ implica que d(A,B) = 0,

(g) No siempre d(A,B) = 0 implica que A ∩B ̸= ∅.

2. Sean X un espacio métrico y A,B subconjuntos de X. Dar un ejemplo
en el cual intX(A) ∪ intX(B) ̸= intX(A ∪B).

3. Sea (X, d) un espacio métrico. Considere la función d̂ : X×X → [0,∞)

definida, para cada (x, y) ∈ X×X, por d̂(x, y) =
d(x, y)

1 + d(x, y)
. Demuestre

que d̂ es una métrica para X y que d y d̂ son métricas equivalentes.

4. Sean X un espacio métrico y A,B subconjuntos de X. Dar una condi-
ción para la cual intX(A) ∪ intX(B) = intX(A ∪B).

5. Dar un ejemplo de una familia {Fλ}λ∈Λ de cerrados en un espacio mé-
trico X cuya unión no es un cerrado de X.

6. Sean X un espacio métrico y A un subconjunto de X. ¿Será cierto que
(clX(A

′)) = A′? Véase (b) y (f) del teorema 2.31.

7. Considérese (R, | |). Verifique lo siguiente:

(a) Si S = { 1
n
: n ∈ N}, entonces

(i) intR(S) = ∅,
(ii) clR(S) = S ∪ {0},
(iii) S ′ = {0},
(iv) frR(S) = S ∪ {0}.

(b) Si A = { 1
n
+ 1

m
: n,m ∈ N}, entonces (A′)′ = {0} y ((A′)′)′ = ∅.

(c) Existe A ⊂ R tal que intR(A) = ∅ y clR(A) = R.

(d) Si E ⊂ R, con E ̸= ∅, E acotado y y = supE implica que y ∈
clR(E).

8. Sean X un espacio métrico y A un subconjunto de X. Demostrar que
frX(A) = clX(A) \ intX(A).

9. Demostrar que un conjunto no vacío en un espacio métrico X es abierto
si y sólo si es la unión de una familia de bolas abiertas.
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10. Demostrar que todo conjunto cerrado de R es la intersección de una
familia a lo más numerable de conjuntos abiertos.

11. Sean A,B subconjuntos de un espacio métrico X.

(a) ¿Es cierto que:

(i) frX(clX(A)) ⊂ frX(A),
(ii) frX(intX(A)) ⊂ frX(A),
(iii) frX(A ∪B) ⊂ frX(A) ∪ frX(B)?

(b) Probar que si clX(A)∩clX(B) = ∅, entonces frX(A ∪B) = frX(A)∪
frX(B).

(c) Demostrar que (A ∩B)′ ⊂ A′ ∩B′ y (A ∪B)′ = A′ ∪B′.

(d) Probar que si A es abierto de X, entonces A∩clX(B) ⊂ clX(A∩B).

(e) Demostrar que si A es abierto de X y A∩B ̸= ∅, entonces clX(A)∩
clX(B) = clX(A ∩B).

(f) Sea A un conjunto abierto de X. Probar que A ∩ B = ∅ si y sólo
si A ∩ clX(B) = ∅

(g) ¿Son ciertos los dos resultados anteriores si no se supone A abierto?

(h) Definamos α(A) = intX(clX(A)) y β(A) = clX(intX(A)).

(i) ¿Es cierto que α(A) = β(A)?
(ii) Si A es abierto, entonces A ⊂ α(A).
(iii) Si A es cerrado, entonces β(A) ⊂ A.
(iv) ¿Es cierto que α(α(A)) = α(A)? y ¿β(β(A)) = β(A)?
(v) Encuentre un espacio métrico X y un subconjunto A ⊂ X

tales que los siguientes conjuntos sean diferentes dos a dos:

A, intX(A), clX(A), α(A), β(A), α(intX(A)), β(clX(A)).

12. Sean X un espacio métrico y A ⊂ X. Decir si son verdaderas o falsas
las siguientes proposiciones:

(a) Si A es finito, entonces A′ = ∅.
(b) Si X = R con la métrica usual y A no es numerable, entonces su

derivado A′ ̸= ∅.
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(c) Si X = R con la métrica usual y A′ es numerable, entonces A es
numerable.

(d) Si A es numerable, entonces A′ es numerable.

(e) Si A′ = ∅, entonces A es finito.

13. Sean X un espacio métrico y F ⊂ A ⊂ X. Demostrar que F es cerrado
de A si y sólo si existe G cerrado de X tal que F = G ∩ A.

14. Sean Y un subespacio métrico de X y V un subconjunto propio de Y .
Demostrar que si V es abierto de Y , entonces Y \V = clX(Y \V )∩Y =
clX(X \ V ) ∩ Y .

15. Sean X un espacio métrico, Y un subespacio de X y A ⊂ Y . Probar
que:

(a) intX(A) ∩ Y ⊂ intY (A).

(b) intY (A) = (X \ clX(Y \ A)) ∩ Y .

(c) clY (A) = clX(A) ∩ Y .

16. Sea X un espacio métrico. Demostrar que si x1, x2 ∈ X, entonces existen
conjuntos abiertos Ux1 , Ux2 de X, ajenos tales que x1 ∈ Ux1 y x2 ∈ Ux2 .

17. Demostrar el teorema 2.25.

18. Demostrar los incisos (d), (e), (f), (g) y (h) del teorema 2.29.
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Capítulo 3

Espacios métricos compactos y conexos

3.1 Compacidad

Otro concepto topológico relacionado con los espacios métricos es el de com-
pacidad. Su origen está vinculado con un teorema demostrado en 1895 por
É. Borel (1871-1956), el cual establece que toda cubierta abierta numerable
de un intervalo cerrado y acotado tiene una subcubierta finita. En 1903, Bo-
rel generalizó este resultado para todo subconjunto cerrado y acotado de un
espacio Euclideano. La definición actual escencialmente se debe a P. S. Alek-
sandrov (1896-1982) y a P. S. Urysohn (1898-1924).

Definición 3.1. Sean X un espacio métrico y U = {Uλ}λ∈Λ una colección de
subconjuntos de X.

(a) Decimos que U es una cubierta de X si X ⊂
⋃
λ∈Λ

Uλ. Si además cada

elemento de U es abierto de X, decimos que U es una cubierta abierta
de X.

(b) Una subcubierta de U es un subconjunto V de U que también es
una cubierta de X. Si V es un conjunto finito, decimos que V es una
subcubierta finita .

(c) El espacio métrico X es compacto si cada cubierta abierta de X tiene
una subcubierta finita.

Proposición 3.2.

1. Todo espacio métrico finito es compacto.

2. El conjunto R no es compacto.

3. El conjunto Y = {0} ∪
ß
1

n
: n ∈ N

™
es compacto.
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4. El conjunto (0, 1) no es compacto pero [0, 1] sí lo es.

Demostración. Veamos que las afirmaciones anteriores son verdaderas.

1. Sean X un conjunto finito y U = {Uλ}λ∈Λ una cubierta abierta de X.
Como X es finito, tenemos que X = {x1, . . . , xn}. Dado que X ⊂

⋃
λ∈Λ

Uλ, para

cada i ∈ {1, . . . , n}, existe Ui ∈ U tal que xi ∈ Ui. Sea V = {U1, . . . , Un}.
Notemos que X ⊂

n⋃
i=1

Ui. Así, V es una subcubierta finita de U . Por lo tanto,

X es compacto.

3. Sea U una cubierta abierta de Y . Sea U0 ∈ U tal que 0 ∈ U0. Como U0

es abierto de Y , existe r > 0 tal que (−r, r)∩Y ⊂ U0. Por la propiedad arqui-

mediana, existe N ∈ N tal que
1

N
< r. Así, para cada n ≥ N , tenemos que

1

n
∈ (−r, r) ∩ Y . Luego, {0} ∪

ß
1

n
: n ≥ N

™
⊂ U0. Por otro lado, para cada

n ∈ {1, . . . , N−1} existe Un ∈ U tal que
1

n
∈ Un. Sea V = {U0, U1, . . . , UN−1}.

Notemos que Y ⊂
N−1⋃
i=0

Ui. Así, V es una subcubierta finita de U . Por lo tanto,

Y es compacto.

4. Mostraremos primero que (0, 1) no es compacto. Para esto, sea

U =

ßÅ
1

n
, 1

ã
: n ∈ N \ {1}

™
.

Veamos que U es una cubierta de (0, 1). Sea x ∈ (0, 1). Como x > 0,

por la propiedad arquimediana, existe N ∈ N \ {1} tal que
1

N
< x. Luego,

1

N
< x < 1, es decir, x ∈

Å
1

N
, 1

ã
. Por lo tanto, (0, 1) ⊂

⋃
n∈N\{1}

Å
1

n
, 1

ã
. Así,

U es una cubierta abierta de (0, 1).

Ahora, sea V =

ßÅ
1

n1

, 1

ã
, . . . ,

Å
1

nm

, 1

ã™
. Notemos que V es una sub-

colección finita de U . Tomando a k = máx{n1, . . . , nm}, tenemos que para

cada i ∈ {1, . . . ,m}, se cumple que
1

k + 1
<

1

ni

. Así, tenemos que
1

k + 1
̸∈
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m⋃
i=1

Å
1

ni

, 1

ã
y

1

k + 1
∈ (0, 1). Luego, V no es una cubierta de (0, 1). Así, U no

admite una subcubierta finita. Por lo tanto, (0, 1) no es compacto.

Para probar que [0, 1] es compacto procedamos por contradicción. Para
esto, sea U = {Uλ}λ∈Λ una cubierta abierta de [0, 1] tal que U no admite una
subcubierta finita.

Ahora, sea

A0 = {r ∈ R : [0, r) ⊂ U, para algún U ∈ U}.

Veamos que A0 es un intervalo. Para esto sean a, b ∈ A0 y c ∈ R tal que
a < c < b. Como b ∈ A0, tenemos que [0, b) ⊂ U , para algún U ∈ U . Luego,
[0, c) ⊂ U , puesto que c < b. Así, c ∈ A0 y por lo tanto A0 es un intervalo.

Como [0, 1] ⊂
⋃
λ∈Λ

Uλ, existe U0 ∈ U tal que 0 ∈ U0. Dado que U0 es

abierto de [0, 1], existe r > 0 tal que [0, r) ⊂ U0. De esto, A0 es no vacío.
Más aún, A0 es acotado superiormente por 1. Sea r0 = supA0. Supongamos
que r0 = 1. Sea U1 ∈ U tal que 1 ∈ U1. Como U1 es abierto de [0, 1], existe
t > 0 tal que (1 − t, 1] ⊂ U1. Si t > 1, entonces [0, 1] ⊂ (1 − t, 1] ⊂ U1,
contradiciendo que U no admite subcubiertas finitas. En consecuencia, t ≤ 1.
Como 0 ≤ 1 − t < 1 y 1 = supA0, tenemos que 1 − t ∈ A0. De esto, existe
U0 ∈ U tal que [0, 1 − t) ⊂ U0. Como 1 − t ∈ [0, 1], existe Ut ∈ U tal que
1− t ∈ Ut. De esto, [0, 1] ⊂ U0 ∪ Ut ∪ U1, lo cual es una contradicción puesto
que U no admite subcubiertas finitas. Por lo tanto, r0 < 1. Sean a1 = r0 y

A1 = {r ∈ R : [a1, a1 + r) ⊂ U, para algún U ∈ U}.

Al igual que A0, tenemos que A1 es no vacío y acotado superiormente por
1, por lo que existe r1 = supA1. Como U no admite subcubiertas finitas,
tenemos que a1 + r1 < 1. Sean a2 = a1 + r1 y

A2 = {r ∈ R : [a2, a2 + r) ⊂ U, para algún U ∈ U}.

Recursivamente obtenemos una sucesión {an}∞n=1 creciente y acotada por 1.
Así, existe a ∈ [0, 1] tal que an −→ a. Sea V ∈ U tal que a ∈ V . Como V es
abierto de [0, 1], existe t > 0 tal que (a− t, a+ t)∩ [0, 1] ⊂ V . Como an −→ a,

existe N ∈ N tal que si n ≥ N , entonces |an − a| < t

2
. Luego, para n ≥ Nï

an, an +
t

2

ã
⊂ (a− t, a+ t) ∩ [0, 1] ⊂ V.
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Por la definición de rn, tenemos que rn >
t

2
para cada n ≥ N . Notemos que

si m > n, entonces am ̸∈ [an, an + rn). Tomando m > n ≥ N , tenemos que

|am − an| ≥ rn >
t

2
.

De esto, {an}∞n=1 no es de Cauchy, contradiciendo que {an}∞n=1 es convergente.
Por lo tanto, [0, 1] es compacto.

El inciso 2 queda como un ejercicio para el lector.

Teorema 3.3. Sea Y un subespacio métrico de X y K ⊂ Y . Entonces K es
compacto en Y si y sólo si K es compacto en X.

Demostración. (⇒). Sea {Vλ}λ∈Λ una cubierta abierta de K en X. Para
todo λ ∈ Λ, tenemos que Vλ ∩ Y es un abierto de Y . Luego,

K ⊂

(⋃
λ∈Λ

Vλ

)
∩ Y =

⋃
λ∈Λ

(Vλ ∩ Y ) .

Así, {Vλ∩Y }λ∈Λ es una cubierta abierta de K en Y . Como K es compacto

en Y , existen λ1, . . . , λn ∈ Λ tales que K ⊂
n⋃

i=1

(Vλi
∩ Y ) =

Å
n⋃

i=1

Vλi

ã
∩ Y .

Por lo tanto, K ⊂
n⋃

i=1

Vλi
, concluyéndose que K es compacto en X.

Queda como ejercicio para el lector probar la afirmación recíproca.

La demostración del lemma 3.4, conocido como propiedad de Haus-
dorff, queda como un ejercicio para el lector:

Lema 3.4. Si X es un espacio métrico y x, y ∈ X, con x ̸= y, existen
conjuntos abiertos U y V de X tales que x ∈ U , y ∈ V y U ∩ V = ∅.

Teorema 3.5. Sea X un espacio métrico. Si K ⊂ X y K es compacto,
entonces K es cerrado de X.

Demostración. Veamos que X \K es abierto de X. Sea x ∈ X \K. Dado
y ∈ K, por el Lema 3.4, existen Uy y Vy conjuntos abiertos de X, ajenos,
tales que x ∈ Uy, y ∈ Vy. Como

K ⊂
⋃
y∈K

Vy,
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por la compacidad de K, existen y1, . . . , yn ∈ K tales que K ⊂ Vy1 ∪· · ·∪Vyn .
Sea W = Uy1 ∩ · · · ∩ Uyn . Como Vyi ∩W ⊂ Vyi ∩ Uyi = ∅, tenemos que

K ∩W ⊂ (Vy1 ∪ · · · ∪ Vyn) ∩W = (Vy1 ∩W ) ∪ · · · ∪ (Vyn ∩W ) = ∅.

Así, W ⊂ X \K. Como x ∈ W y W es un abierto de X, existe r > 0 tal que
B(x, r) ⊂ W . Luego, B(x, r) ⊂ X \K. Por lo tanto, X \K es abierto de X.
Por la Definición 2.23, tenemos que K es cerrado de X.

El hecho de que K sea cerrado no implica que sea compacto. Por ejemplo
R es cerrado en R y no es compacto.

Teorema 3.6. Sean X un espacio métrico y F,K ⊂ X. Si F ⊂ K, con F
cerrado (en X o en K) y K es compacto, entonces F es compacto.

Demostración. Sean X un espacio métrico, F un conjunto cerrado en X
y K un conjunto compacto tal que F ⊂ K ⊂ X. Sea {Vλ}λ∈Λ una cubierta
abierta en X de F . Como F es cerrado de X, su complemento X \ F es
abierto de X. Luego, K ⊂

⋃
λ∈Λ

Vλ ∪ (X \ F ). Como K es compacto, existen

λ1, . . . , λn tales que K ⊂
n⋃

i=1

Vλi
∪ (X \F ). Así, F ⊂

n⋃
i=1

Vλi
, por lo tanto F es

compacto.

La demostración del corolario 3.7 se queda como ejercicio para el lector.

Corolario 3.7. Sean F y K subconjuntos de un espacio métrico X. Si K es
compacto y F es cerrado de X, entonces F ∩K es compacto.

Teorema 3.8. Sea F = {Kλ}λ∈Λ una familia no vacía de conjuntos compac-
tos en X. Si F tiene la propiedad de intersección finita (toda subfamilia finita
de F tiene intersección no vacía), entonces⋂

λ∈Λ

Kλ ̸= ∅.

Demostración. Supongamos que
⋂
λ∈Λ

Kλ = ∅. Sea K1 ∈ F . Entonces K1 ∩Ç ⋂
λ∈Λ\{1}

Kλ

å
= ∅. Sea x ∈ K1. Tenemos que x ∈ X \

⋂
λ∈Λ\{1}

Kλ, es decir,
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x ∈
⋃

λ∈Λ\{1}
(X \Kλ). Por lo tanto, K1 ⊂

⋃
λ∈Λ\{1}

(X \Kλ). Obsérvese que

{X \Kλ}λ∈Λ\{1} es una cubierta abierta de K1. Como K1 es compacto, existen
λ1, . . . , λm ∈ Λ tales que

K1 ⊂
m⋃
i=1

(X \Kλi
) = X \

m⋂
i=1

Kλi
,

por lo que K1∩
Å

m⋂
i=1

Kλi

ã
= ∅, lo cual es una contradicción, pues por hipótesis

{Kλ}λ∈Λ tiene la propiedad de intersección finita. Así,
⋂
λ∈Λ

Kλ ̸= ∅.

Definición 3.9. Sean X un espacio métrico con métrica d y A ⊂ X, con
A ̸= ∅. El conjunto A es acotado si existe k ∈ R tal que, para cualesquiera
x, y ∈ A, se tiene que d(x, y) ≤ k.

Observación 3.10. Toda bola abierta es acotada. Para ver esto, sean X
un espacio métrico con métrica d, x ∈ X y r ∈ R. Tenemos que B(x, r)
es acotada porque para cualesquiera p, q ∈ B(x, r), tenemos que d(p, q) ≤
d(p, x) + d(x, q) < r + r.

Teorema 3.11. Sean A y B subconjuntos no vacíos de un espacio métrico
X. Entonces se satisface lo siguiente:

(a) Si B es acotado y A ⊂ B, entonces A es acotado.

(b) A es acotado si y sólo si existe el supremo de {d(x, y) : x, y ∈ A}.

(c) Si A y B son acotados, entonces A ∪B es acotado.

(d) La unión finita de conjuntos acotados es acotada.

Demostración. (a) Es claro que es cierto.

(b) Es claro que es cierto.

(c) Sean a ∈ A y b ∈ B. Como A y B son acotados, por el inciso (b), existen
k1 = sup{d(x, y) : x, y ∈ A} y k2 = sup{d(x, y) : x, y ∈ B}. Definimos a
k = k1 + d(a, b) + k2. Sean x, y ∈ A ∪B. Si x, y ∈ A o x, y ∈ B es claro
que d(x, y) ≤ k. Supongamos que x ∈ A y y ∈ B. Entonces

d(x, y) ≤ d(x, a) + d(a, b) + d(b, y) ≤ k1 + d(a, b) + k2 = k.

Por lo tanto, A ∪B es acotado.
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(d) Usando indución matemática y el inciso (c) claramente concluimos.

Definición 3.12. Sean X un espacio métrico con métrica d y A un subcon-
junto acotado de X. El diámetro de A, denotado por diám(A), es

diám(A) = sup{d(x, y) : x, y ∈ A}.

Teorema 3.13. Sean X un espacio métrico y A ⊂ X no vacío. Entonces A
es acotado si y sólo si existen p ∈ X y r > 0 tales que A ⊂ B(p, r).

Demostración. (⇐). Como B(p, r) es acotado, por el teorema 3.11, inciso
(a), tenemos que A es acotado.

(⇒). Supongamos que A es acotado. Sea p ∈ A y r = diám(A) + 1. Dado
a ∈ A, sabemos que d(a, p) ≤ diám(A). Luego, d(a, p) < r, o bien, a ∈ B(p, r).
Por lo tanto, A ⊂ B(p, r).

Teorema 3.14. Sea X un espacio métrico y A ⊂ X. Si A es acotado, entonces
diám(clX(A)) = diám(A).

Demostración. Sea r > 0. Dados p, q ∈ clX(A), existen ap ∈ B
(
p,

r

2

)
∩ A

y aq ∈ B
(
q,

r

2

)
∩ A. Luego,

dX(p, q) ≤ dX(p, ap)+dX(ap, aq)+dX(aq, q) <
r

2
+diám(A)+

r

2
= r+diám(A).

De esto, clX(A) es acotado, más aún, diám(clX(A)) ≤ r + diám(A). Como
A ⊂ clX(A), es claro que diám(A) ≤ diám(clX(A)). Así, para cada r > 0,
0 ≤ diám(clX(A))−diám(A) ≤ r. Por lo tanto, diám(clX(A)) = diám(A).

Definición 3.15. Sean X un espacio métrico y A ⊂ X. Decimos que A es
precompacto o totalmente acotado si para cada ε > 0, existen a1, . . . , an ∈
A tales que A ⊂ B(a1, ε) ∪ · · · ∪B(an, ε).

Proposición 3.16.

1. Si A es un subconjunto compacto, no vacío, de un espacio métrico X,
entonces A es precompacto.

2. Todo conjunto finito es precompacto.
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3. El hecho de que A sea precompacto no implica que A sea finito. Por
ejemplo, [0, 1] es precompacto pero no finito.

4. Cualquier intervalo (a, b) es precompacto.

5. Si X es discreto y A es subconjunto de X que es precompacto, entonces
A es finito.

Demostración. Veamos el inciso 1. Sea ε > 0. Como A ⊂
⋃
a∈A

B(a, ε) y A

es compacto, existen a1, . . . , am ∈ A tales que A ⊂
m⋃
i=1

B(ai, ε).

Ahora, veamos el inciso 5, para esto sea ε = 1. Existen a1, . . . , am ∈ A

tales que A ⊂
m⋃
i=1

B(ai, ε) = {a1, . . . , am}. Por lo tanto, A es finito.

Los incisos 2, 3 y 4 quedan como ejercicio para el lector.

Notemos que de los incisos 2 y 5 tenemos que en un espacio métrico dis-
creto X, un subconjunto A de X es precompacto si y sólo si A es finito.

Teorema 3.17. Sean X un espacio métrico y A ⊂ X. Si A es precompacto,
entonces A es acotado (en particular, los espacios métricos compactos son
acotados).

Demostración. Como A es preocompacto, para ε = 1, existen a1, . . . , an ∈
A tales que A ⊂ B(a1, 1)∪· · ·∪B(an, 1). Sabemos que cada B(ai, 1) es acotado
y la unión finita de acotados es acotada. Así, A es subconjunto de un conjunto
acotado. Por el teorema 3.11, inciso (a), concluimos que A es acotado.

Observación 3.18. El hecho de que un conjunto A sea acotado no implica
que sea precompacto. Por ejemplo, si X es un espacio métrico discreto e
infinito y A es un subconjunto de X que es infinito, tenemos que sup{D(a, b) :
a, b ∈ A} = sup{0, 1} = 1. Luego, por el teorema 3.11, inciso (b), el conjunto
A es acotado. Además, por la Proposición 3.16, inciso 5, tenemos que A no
es precompacto.

La precompacidad es una propiedad hereditaria:
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Teorema 3.19. Sean X un espacio métrico y A un subconjunto precompacto
de X. Si B es un subconjunto no vacío de A, entonces B es precompacto.

Demostración. Sea ε > 0. Como A es precompacto, existen a1, . . . , an ∈ A

tales que A ⊂ B
(
a1,

ε

2

)
∪ · · · ∪ B

(
an,

ε

2

)
. Salvo reordenamiento, podemos

suponer que B
(
a1,

ε

2

)
, . . . , B

(
am,

ε

2

)
son las únicas bolas que intersecan a

B, para algún m ≤ n. Notemos que B ⊂ B
(
a1,

ε

2

)
∪ · · · ∪ B

(
am,

ε

2

)
. Sea

bi ∈ B ∩B
(
ai,

ε

2

)
, para cada i ≤ m. Veamos que

B ⊂ B(b1, ε) ∪ · · · ∪B(bm, ε).

Sea b ∈ B. Entonces existe i ≤ m tal que b ∈ B
(
ai,

ε

2

)
. Así,

dX(b, bi) ≤ dX(b, ai) + dX(ai, bi) <
ε

2
+

ε

2
= ε,

es decir, b ∈ B(bi, ε). Concluimos que B ⊂ B(b1, ε) ∪ · · · ∪ B(bm, ε). Por lo
tanto, B es precompacto.

Ahora hablemos de conjuntos densos y espacios métricos separables, para
esto tenemos las siguientes definiciones y ejemplos.

Definición 3.20. Sea X un espacio métrico. Un conjunto A contenido en X
es denso en X si clX(A) = X.

Ejemplo 3.21. Los conjuntos Q y R \Q son densos en R (verifíquelo).

Definición 3.22. Un espacio métrico X es separable si contiene un conjunto
denso en X y numerable.

Observación 3.23. Un subespacio A de un espacio métrico X es separable
si y sólo si contiene un conjunto S ⊂ A numerable tal que A ⊂ clX(S).

Observación 3.24. Si A es un subespacio del espacio métrico X, S ⊂ A y
A ⊂ clX(S), entonces clX(A) = clX(S).

Ejemplo 3.25. El espacio métrico R es separable porque Q es numerable y
denso en R.

La magia de los espacios métricos, Capítulo 3



66 D. Herrera Carrasco, F. Macías Romero, L. A. Guerrero Méndez

Teorema 3.26. Sean X un espacio métrico y A ⊂ X. Si A es separable,
entonces toda cubierta abierta de A tiene una subcubierta numerable.

Demostración. Sea U una cubierta abierta de A. Como A es separable, exis-
te un subconjunto numerable S de A tal que A ⊂ clX(S). Supongamos que

S = {x1, x2, . . . }. Sea H =

ß
B

Å
xn,

1

m

ã
: xn ∈ S,m ∈ N

™
. Este conjunto es

infinito numerable (probarlo), por lo que podemos escribir H = {Bn}n∈N. Co-
mo U es una cubierta abierta de A, y cada Bn tiene radios suficientemente pe-
queños, el conjunto M = {n ∈ N : existe U ∈ U tal que Bn ⊂ U} es no vacío.
Notemos que M es numerable. Para toda n ∈ M , sea Un ∈ {U ∈ U : Bn ⊂ U}.
Demostraremos que {Un}n∈M es una cubierta abierta de A.

Sea x ∈ A. Como U es una cubierta abierta de A, existe U ∈ U tal que
x ∈ U . Como U es abierto, existe ε > 0 tal que B(x, ε) ⊂ U . Además, hay un

m ∈ N tal que 0 <
1

m
<

ε

2
. Como x ∈ clX(S), tenemos que B

Å
x,

1

m

ã
∩S ̸= ∅.

Así, sea xk ∈ B

Å
x,

1

m

ã
∩S. Luego, x ∈ B(xk,

1

m
), con xk ∈ S. Denotaremos

por Bk a B

Å
xk,

1

m

ã
.

Se mostrará que k ∈ M . Sea y ∈ Bk. Entonces

dX(x, y) ≤ dX(y, xk) + dX(xk, x)

<
1

m
+

1

m

=
2

m
< ε.

Así, y ∈ B(x, ε), por lo que Bk ⊂ B(x, ε) ⊂ U . Luego, k ∈ M y por lo tanto
{Un}n∈M es una cubierta abierta de A. De hecho, {Un}n∈M es una subcubierta
numerable de A.

Teorema 3.27. Si A es un subconjunto no vacío de un espacio métrico X y
toda cubierta abierta de A tiene una subcubierta numerable, entonces A es
separable.

Demostración. La demostración es un ejercicio al lector.
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Teorema 3.28. Sean X un espacio métrico y A ⊂ X. Si A es precompacto
entonces A es separable.

Demostración. Sean X un espacio métrico y A un subconjunto precom-
pacto de X. Tenemos que para cada m ∈ N, existen am1 , . . . , a

m
nm

∈ A tales

que A ⊂ B

Å
am1 ,

1

m

ã
∪ · · · ∪ B

Å
amnm

,
1

m

ã
. Para cada m ∈ N, sea Sm =

{am1 , . . . , amnm
}. Consideremos

S =
∞⋃

m=1

Sm.

Notemos que S es numerable. Veamos que A ⊂ clX(S). Sean a ∈ A y r > 0.

Por la propiedad arquimediana, existe M ∈ N tal que
1

M
< r. Como A ⊂

B

Å
aM1 ,

1

M

ã
∪ · · · ∪B

Å
aMnM

,
1

M

ã
, tenemos que a ∈ B

Å
aMj ,

1

M

ã
, para algún

j ∈ {1, . . . , nM}. Luego, dX(a, aMj ) <
1

M
< r. Así, aMj ∈ B(a, r) ∩ S. Luego,

a ∈ clX(S). Por lo tanto, A es separable.

Definición 3.29. Sea X un espacio métrico. Un subconjunto A de X es
relativamente compacto si clX(A) es un compacto.

Proposición 3.30.

1. El intervalo (0, 1) es relativamente compacto.

2. Todo compacto es relativamente compacto.

3. Sean A,B subconjuntos de un espacio métrico. Si B es relativamente
compacto y A ⊂ B, entonces A es relativamente compacto.

Demostración. Verifiquemos la afirmación 3. Si A ⊂ B, entonces clX(A) ⊂
clX(B). Además, clX(B) es compacto y clX(A) es cerrado, por lo que clX(A)
es compacto.

Los incisos 1 y 2 quedan como ejercicio para el lector.

Teorema 3.31. Todo conjunto relativamente compacto es precompacto.
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Demostración. Sea A un subconjunto relativamente compacto de X. Luego,
clX(A) es compacto. Por el inciso 1 de la Proposición 3.16, tenemos que clX(A)
es precompacto. Como A ⊂ clX(A), por el teorema 3.19, tenemos que A es
precompacto.

Teorema 3.32. Sea X un espacio métrico. Si A es cerrado de X y relativa-
mente compacto, entonces A es compacto.

Demostración. La demostración es un ejercicio para el lector.

Definición 3.33. Un subconjunto A de un espacio métrico X satisface la
propiedad de Bolzano-Weierstrass (lo denotaremos por B-W), si todo
subconjunto infinito de A tiene un punto de acumulación en A (es decir, para
cualquier T ⊂ A, siendo T un conjunto infinito, se tiene que T ′ ∩ A ̸= ∅).

Teorema 3.34. Sea X un espacio métrico. Si A es un subconjunto de X con
la propiedad Bolzano-Weierstrass, entonces A es precompacto.

Demostración. Supongamos que A ⊂ X tiene la propiedad B-W y que A
no es precompacto. Luego, existe ε1 > 0 tal que para cualquier subconjunto

finito {a1, . . . , an} ⊂ A, se tiene que A ̸⊂
n⋃

i=1

B(ai, ε1).

Como A ̸⊂ B(x1, ε1), existe x2 ∈ A\B(x1, ε1). Pero A ̸⊂
2⋃

i=1

B(xi, ε1), por

lo que existe x3 ∈ A \
ï

2⋃
i=1

B(xi, ε1)

ò
. Continuamos el proceso hasta tomar

xn ∈ A \
n−1⋃
i=1

B(xi, ε1). Obsérvese que dX(xi, xj) ≥ ε1.

Sea L = {x1, . . . , xn, . . .}. Tenemos que L ⊂ A y L es infinito. Como
A tiene la propiedad B-W, tenemos que L′ ∩ A ̸= ∅. Sea x0 ∈ L′ ∩ A.
En B(x0,

ε1
2
) existe un número infinito de puntos de L (verifíquelo). Sean

xi, xj ∈ B(x0,
ε1
2
) ∩ L tales que dX(xi, xj) ≤ dX(xi, x0) + dX(xj, x0) < ε1.

Pero dX(xi, xj) ≥ ε1, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, A es precom-
pacto.

Teorema 3.35. Sea A un subconjunto de un espacio métrico X. Tenemos
que A es compacto si y sólo si A tiene la propiedad Bolzano-Weierstrass.
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Demostración. Supongamos que A es compacto y que no tiene la propiedad
B-W. Entonces existe un subconjunto infinito T de A tal que T ′ ∩ A = ∅.
Luego, para toda x ∈ A, se tiene que x /∈ T ′. Así, existe εx para el cual
[B(x, εx) \ {x}] ∩ T = ∅. Por lo tanto, |B(x, εx) ∩ T | ≤ 1.

Notemos que A ⊂
⋃
x∈A

B(x, εx). Como A es compacto, existen x1, . . . , xm ∈

A tales que A ⊂
m⋃
i=1

B(xi, εxi
), así T ⊂

m⋃
i=1

B(x, εx). Luego,

T =

(
m⋃

n=1

B(x, εx)

)
∩ T =

m⋃
n=1

(B(x, εx) ∩ T ) .

Como T =
m⋃
i=1

(B(xi, εxi
) ∩ T ), tenemos que T es la unión finita de con-

juntos que tienen a lo más un punto. Entonces T tiene a lo más m elementos,
lo cual contradice el hecho de que T sea infinito.

Supongamos ahora que A tiene la propiedad B-W. Sea U una cubierta
abierta de A. Por el teorema 3.34, tenemos que A es precompacto. Por el teo-
rema 3.28, tenemos que A es separable. Luego, por el teorema 3.26, tenemos
que A tiene una subcubierta {B1, B2, . . . , Bk, . . . } numerable de U .

Mostraremos que existe k ∈ N tal que A ⊂
k⋃

i=1

Bi. Para esto, supon-

gamos lo contrario, es decir, supongamos que para todo k ∈ N, se cumple

que A ̸⊂
k⋃

i=1

Bi. Sea y1 ∈ A. Como A ̸⊂ B1, tomamos y1 ∈ B1. Existe

y2 ∈ A\B1 y A ̸⊂ B1∪B2. Continuamos el proceso, tomando yn ∈ A\
n⋃

i=1

Bi,

y construimos el conjunto infinito T = {y1, . . . , yn, . . . } ⊂ A. Entonces,
existe y0 ∈ T ′ ∩ A. Sea y0 ∈ Bm. Entonces, Bm tiene una infinidad de
elementos de T , porque y0 ∈ T ′. Existe l > m tal que yl ∈ Bm, pero
yl ∈ A \ (B1 ∪ · · · ∪Bm ∪Bm+1 ∪ · · · ∪Bl−1). Por lo tanto, yl /∈ Bm. Así,

existe k ∈ N tal que A ⊂
k⋃

i=1

Bi, concluyéndose que A es compacto.

Podemos resumir los conceptos hasta ahora estudiados con el siguiente
diagrama:
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B-W =⇒
3.34

relativamente
compacto

⇕ 3.35 3.16, 1 ⇓ 3.31 3.28

compacto ⇒ precompacto ⇒ separable
⇓ 3.5 ⇓ 3.17

cerrado acotado

Definición 3.36. Sea n ∈ N, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, sea Ii = [ai, bi],
donde ai, bi ∈ R. Una n-celda es el producto cartesiano

n∏
i=1

Ii.

Lema 3.37. Sean n ∈ N y {Am : m ∈ N} una colección de n-celdas. Si para

cada m ∈ N, se tiene que Am+1 ⊂ Am, entonces
∞⋂

m=1

Am ̸= ∅.

Demostración. Como cada Am es una n-celda, sabemos que para cada m ∈
N, se tiene que

Am = [am1 , b
m
1 ]× · · · × [amn , b

m
n ].

Sean i ∈ {1, . . . , n} y Ai = {ami : m ∈ N}. Dado m ∈ N, sabemos que
Am+1 ⊂ Am. Así,

ami ≤ am+1
i < bm+1

i ≤ bmi .

De esto, para cada m ∈ N, tenemos que bmi es cota superior de Ai. Sea
xi = supAi. Entonces para cada m ∈ N, se cumple que ami ≤ xi ≤ bmi , es
decir, xi ∈ [ami , b

m
i ]. Sea x = (x1, . . . , xn). Entonces para cada m ∈ N, tenemos

que x ∈ [am1 , b
m
1 ]× · · · × [amn , b

m
n ]. Por lo tanto, para cada m ∈ N, se tiene que

x ∈ Am.

Teorema 3.38. Sea n ∈ N. Toda n-celda es un conjunto compacto (con la
métrica euclidiana).

Demostración. Sean A1 = [a1, b1] × · · · × [an, bn] y 2δ = diám(A1). Para
probar que A1 es compacto procedamos por contradicción. Para esto, sea U
una cubierta abierta de A1 que no admite subcubiertas finitas. Para cada
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i ∈ {1, . . . , n}, sea ci =
ai + bi

2
. Notemos que los intervalos [ai, ci] y [ci, bi]

determinan 2n n-celdas cuya unión es A1. De esto, al menos una de estas
n-celdas, a la cual denotaremos por A2, no puede ser cubierto por una sub-
colección finita de U , ya que en caso contrario U tendría una subcubierta

finita para A1. Además, diám(A2) =
δ

4
. Realizando este proceso de manera

recursiva obtenemos una colección {Am : m ∈ N} de n-celdas que satisface:
(1) para cada m ∈ N, Am+1 ⊂ Am,

(2) Am no puede ser cubierto por una subcolección finita de U y

(3) diám(Am) =
δ

2m
.

Por el Lema 3.37, existe x ∈ Am, para cada m ∈ N. En particular, x ∈ A1,
y por tanto, existe Ux ∈ U tal que x ∈ Ux. Luego, B(x, r) ⊂ Ux, para algún

r > 0. Por la convergencia de la sucesión
ß

1

2m

™∞

m=1

a cero, sabemos que existe

M ∈ N tal que
1

2M
<

r

δ
. Como x ∈ AM y diám(AM) =

δ

2M
, tenemos que

AM ⊂ B(x, r) ⊂ Ux, contradiciendo a (2). Por lo tanto, A1 es compacto.
Teorema 3.39. (Heine-Borel) Sean n ∈ N y K ⊂ Rn. Entonces K es com-
pacto si y sólo si K es acotado y cerrado de Rn.
Demostración. La necesidad es obvia por el teorema 3.5 y el teorema 3.17.
Supongamos que K es acotado y cerrado en Rn. Por el teorema 3.13, existen
p = (p1, . . . , pn) ∈ Rn y r > 0 tales que K ⊂ B(p, r). Sea

A = [p1 − r, p1 + r]× · · · × [pn − r, pn + r].

Notemos que A es una n-celda que contiene a K, porque B(p, r) ⊂ A. Por
el teorema 3.38, tenemos que A es compacto. Como K es un subconjunto
cerrado del conjunto compacto A, por el teorema 3.6, concluimos que K es
compacto.
Teorema 3.40. Si A es un subconjunto de Rn que es acotado, con A ̸= ∅,
entonces A es relativamente compacto.
Demostración. Como A es acotado, existen a1,a2,. . . , an,b1,. . . , bn ∈ R tales
que A ⊂ [a1, b1]× · · · × [an, bn] = B. Notemos que B es cerrado en Rn (¿por
qué?). Luego, clX(A) ⊂ clX(B) = B, por el teorema 3.39, tenemos que clX(A)
es compacto. Así, A es relativamente compacto.
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3.2 Compacidad local

Esta sección está dedicada a revisar la compacidad local, es decir, espacios
métricos tales que, aunque no son compactos, tienen la propiedad de la com-
pacidad en alguna vecindad de cada punto.

Definición 3.41. Un espacio métrico X es localmente compacto si para
cada x ∈ X, existe una vecindad V de x tal que V es compacto.

Teorema 3.42. Un espacio métrico X es localmente compacto si y sólo si
para cada x ∈ X existe una vecindad U de x tal que U es abierto de X y
clX(U) es compacto.

Demostración. Supongamos que X es un espacio métrico localmente com-
pacto y sea x ∈ X. Por definición, existe una vecindad V de x tal que V es
compacto. Luego, existe un conjunto U abierto de X tal que x ∈ U ⊂ V .
Como V es un subconjunto compacto de X, por el teorema 3.5, tenemos que
V es cerrado de X. Luego, clX(U) ⊂ clX(V ) = V . Así, por el teorema 3.6,
tenemos que clX(U) es compacto.

La proposición recíproca es obviamente verdadera.

Teorema 3.43. Un espacio métrico X es localmente compacto si y sólo si
para cada x ∈ X existe un sistema de vecindades V(x) de x tal que para todo
V ∈ V(x) tenemos que V es compacto.

Demostración. Supongamos que X es un espacio métrico localmente com-
pacto y sea x ∈ X. Sea U un conjunto abierto de X con x ∈ U . Por definición,
existe una vecindad V de x tal que V es compacto. Notemos que U ∩ intX(V )
es un conjunto abierto de X contenido en el conjunto compacto V . Existe
un abierto W de V tal que x ∈ W ⊂ clV (W ) ⊂ U ∩ intX(V ). Así, existe un
abierto A de X tal que V ∩A = W . Como V es una vecindad de x, tenemos
que x ∈ intX(V )∩A ⊂ W ⊂ clV (W ). Notemos que intX(V )∩A es un abierto
de X y clV (W ) es compacto. Luego, clV (W ) es una vecindad compacta de x
contenida en U .

La proposición recíproca es obviamente verdadera.

Teorema 3.44. Sean X un espacio métrico localmente compacto y Y un
subconjunto de X.

1. Si Y es un abierto de X, entonces Y es localmente compacto.
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2. Si Y es localmente compacto y clX(Y ) = X, entonces Y es abierto de
X.

Demostración. 1. Sea y ∈ Y . Como X es localmente compacto, existe
una vecindad V de y tal que V es compacto. Como Y es abierto de X,
tenemos que Y ∩ V es una vecindad de y en X. Existe una vecindad
compacta W de y en X tal que W ⊂ Y ∩V (veáse el teorema 3.43). Así,
W es una vecindad compacta de y en Y . Por lo tanto Y es localmente
compacto.

2. Sea y ∈ Y . Como Y es localmente compacto, existe una vecindad V de
y en Y tal que V es compacto. Como V es vecindad de y en Y , existe un
abierto U de Y tal que y ∈ U ⊂ V ⊂ Y . Como U es abierto de Y , existe
un abierto W de X tal que U = W ∩ Y . Veremos que y ∈ W ⊂ Y .
Obviamente y ∈ W . Notemos que clX(W ∩ Y ) ∩ Y = clX(U) ∩ Y =
clY (U). Como clY (U) es compacto, el conjunto clX(W ∩Y )∩Y también
es compacto. Por el teorema 3.5, tenemos que clX(W ∩Y )∩Y es cerrado
de X. Además, W ∩ Y ⊂ clX(W ∩ Y )∩ Y . Por lo tanto, clX(W ∩ Y ) ⊂
clX(W ∩Y )∩Y . Así, clX(W ∩Y ) ⊂ Y . Como W ∩clX(Y ) ⊂ clX(W ∩Y )
y como clX(Y ) = X, tenemos que W ⊂ clX(W ∩ Y ) ⊂ Y . Así, Y es
abierto en X.

Ejemplo 3.45. Todo espacio métrico X con la métrica discreta es localmente
compacto porque cada subconjunto singular es abierto de X y compacto. Si
X es infinito y tiene la métrica discreta, entonces todas las bolas cerradas de
radio menor que 1, que son conjuntos singulares, son compactos; todas las
otras bolas son iguales a X, el cual no es compacto.

Observación 3.46. No todo subespacio de un espacio métrico localmente
compacto es localmente compacto. Por ejemplo, el subespacio Q de R no es
localmente compacto; en efecto, no existen subconjuntos no vacíos de Q cuya
cerradura sea compacto en Q. Los subconjuntos cerrados de espacios métricos
localmente compactos son localmente compactos; curiosamente, también lo
son los subconjuntos abiertos.
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3.3 Ejercicios

1. Encontrar un espacio métrico X y dos bolas abiertas B1 y B2 de radios
r1 y r2, respectivamente tales que B1 ⊂ B2 pero r1 > r2.

2. Construir un conjunto compacto de números reales, con la métrica eu-
clidiana, cuyos puntos de acumulación formen un conjunto numerable.

3. a. Encontrar una familia de cerrados en R tales que la intersección
de todos los elementos de ésta sea vacía, pero la intersección de
cualquier subfamilia finita de ella tenga intersección no vacía.

b. El mismo ejercicio que el inciso anterior, pero ahora los elementos
de la familia son acotados.

c. En R, sea d la métrica

d(x, y) =
|x− y|

1 + |x− y|
,

y sea Fn = [n,∞), para toda n ∈ N.
Probar que {Fn}n∈N es una sucesión decreciente de conjuntos ce-
rrados y acotados en R, pero

∞⋂
n=1

Fn = ∅.

4. En el espacio métrico Q, sea E = {p ∈ Q : 2 < p2 < 3}. Demostrar que
E es cerrado y acotado (en Q) pero E no es compacto. ¿Es E abierto
de Q?

5. Demostrar que si un subconjunto A del espacio métrico X es acotado,
entonces diám(clX(A)) = diám(A), para concluir, demostrar que A es
acotado si y sólo si clX(A) es acotado.

6. Demostrar que el intervalo (a, b) es precompacto.

7. Demostrar que R es separable.

8. Probar que si A ̸= ∅ y toda cubierta abierta de A tiene una subcubierta
numerable, entonces A es separable.
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9. Probar que si X es separable y A es un subconjunto no vacío de X,
entonces A es separable y A \ A′ es numerable.

10. Probar que en un espacio métrico separable, toda familia de conjuntos
abiertos y ajenos dos a dos es numerable.

11. Probar que todo abierto de R es unión numerable de intervalos abiertos
ajenos dos a dos.

12. ¿Es R \Q separable? Justifique su respuesta.

13. Encontrar un conjunto no acotado y cuyo interior sea acotado.

14. Sea C ⊂ Rn una esfera abierta. Mostrar que clX(C) = C1, donde

C = {(x1, . . . , xn) : |(x1, . . . , xn)| < 1}
C1 = {(x1, . . . , xn) : |(x1, . . . , xn)| ≤ 1}.

Además, frRn(C) = C2, donde

C2 = {(x1, . . . , xn) : |(x1, . . . , xn)| = 1}.

15. Demostrar que todo conjunto cerrado de R es intersección de una familia
numerable de abiertos de R.

16. Demostrar los incisos 2, 3 y 4 de la proposición 3.16

17. Demostrar el teorema 3.27.

3.4 Conexidad

Una de las nociones básicas e imprescindibles de la topología es la conexidad.
La definición actual de este concepto fue introducida en 1883 por C. Jordan
(1838-1922), para la clase de los subconjuntos compactos del plano. El estudio
sistemático de la conexidad fue iniciado en 1914 por F. Hausdorff y, en 1921
por B. Knaster (1893-1980) y K. Kuratowski (1896-1980).

Definición 3.47. Un par (S, T ) de subconjuntos, no vacíos, abiertos de un
espacio métrico X es una separación de X si X = S ∪ T y S ∩ T = ∅.
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Observación: Supóngase que X es un espacio métrico, S y T son no
vacíos, ajenos, cerrados de X y X = S∪T . Entonces S y T son una separación
de X porque sus complementos T y S son abiertos de X. Si X es separado
por S y T , entonces S y T son abiertos y cerrados de X.

En general, la separación de un conjunto no es única.

Definición 3.48. Un espacio métrico X es conexo si no existe una separa-
ción de X. Decimos que X es disconexo si existe una separación de X. Un
subconjunto A de X es conexo si A, con la métrica relativa, es conexo.

Lema 3.49. Sea A un subconjunto de un espacio métrico X. Entonces A es
disconexo si y sólo si existe S ⊊ A, con S ̸= ∅ tal que S es abierto y cerrado
de A.

Demostración. Supongamos que A es disconexo. Entonces A = S ∪ T .
Ambos S y T son abiertos y cerrados en A. Así, S ⊊ A puesto que T ̸= ∅, y
S ̸= ∅.

Ahora, supongamos que existe S ⊊ A, con S ̸= ∅ y S abierto y cerrado
de A. Sea T = A \S. Entonces T ̸= ∅. Como S es cerrado en A, tenemos que
T es abierto de A. Además, T ∩ S = ∅ y A = S ∪ T . Así, A es disconexo.

Lema 3.50. Sean X un espacio métrico y A ⊂ X. Entonces A es conexo si
y sólo si los únicos subconjuntos abiertos y cerrados de A son ∅ y A.

Demostración. La demostración es un ejercicio para el lector.

Teorema 3.51. Sean A y B subconjuntos de un espacio métrico X, con A
conexo. Si A ∩B ̸= ∅ y A ∩ (X \B) ̸= ∅, entonces A ∩ frX(B) ̸= ∅.

Demostración. Supongamos las hipótesis y que A ∩ frX(B) = ∅. Entonces

A ∩B = (A ∩B) ∪ ∅
= (A ∩B) ∪ (A ∩ frX(B))

= A ∩ (B ∪ frX(B))

= A ∩ clX(B)

= A ∩ (intX(B) ∪ frX(B))

= (A ∩ intX(B)) ∪ (A ∩ frX(B))

= A ∩ intX(B).
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Por un lado, A ∩ B = A ∩ clX(B), que es cerrado en A, y A ∩ B =
A ∩ intX(B), que es abierto de A. Entonces, A ∩ B es abierto y cerrado de
A. Como A es conexo y A ∩ B ̸= ∅, A ∩ B = A. Esto implica que A ⊂ B.
Luego, A∩ (X \B) = ∅, lo cual contradice una de las hipótesis. Por lo tanto,
A ∩ frX(B) ̸= ∅.

Teorema 3.52. Sean A y B subconjuntos de un espacio métrico X con A
conexo. Si A ⊂ B ⊂ clX(A), entonces B es conexo.

Demostración. Supóngase que existen dos abiertos S y T en X que son
ajenos y tales que B = (S ∩ B) ∪ (T ∩ B). Como A ⊂ B, tenemos que
A = (A ∩ S) ∪ (A ∩ T ). Dado que A es conexo, A ∩ S = ∅ o A ∩ T = ∅.
Podemos suponer que A ∩ S = ∅. Entonces A = A ∩ T , lo que implica que
A ⊂ T .

Nótese que clX(A) ∩ S = ∅, pues de lo contrario A ∩ S ̸= ∅.
Como B ⊂ clX(A), tenemos que B ∩ S = ∅, por lo tanto B no admite

ninguna separación. Así, B es conexo.

Corolario 3.53. Sean X un espacio métrico y A ⊂ X. Si A es conexo,
entonces clX(A) es conexo.

Demostración. La demostración queda como ejercicio para el lector.

Teorema 3.54. Sea F una familia de conexos en X. Si existe A0 ∈ F tal que
para cualquier A ∈ F , se cumple que A ∩ A0 ̸= ∅, entonces

⋃
A∈F

A es conexo.

Demostración. Sea B =
⋃

A∈F
A. Sean S, T abiertos de X tales que B =

(S ∩ B) ∪ (T ∩ B) y (S ∩ B) ∩ (T ∩ B) = ∅. Sea A ∈ F . Como A ⊂ B,
tenemos que A = (S ∩ A) ∪ (T ∩ A) y (S ∩ A) ∩ (T ∩ A) = ∅. Como A
es conexo, tenemos que A no admite separación. Luego, T ∩ A = ∅ (o bien
S ∩ A = ∅). Así, A = S ∩ A (o bien A = T ∩ A). Luego, A ⊂ S (o bien
A ⊂ T ). En particular, supongamos que A0 ⊂ S. Si para algún A ∈ F , se
tiene que A ⊂ T , implica que A ∩ A0 ⊂ (S ∩ B) ∩ (T ∩ B) = ∅. Esto es una
contradicción. Luego, para todo A ∈ F se tiene que A ⊂ S. Así, B ⊂ S.
Por lo que B ∩ S = B. Luego, B ∩ T = ∅. Por lo tanto, B no admite una
separación, y así B es conexo.

Corolario 3.55. Sea F una familia de conexos en X. Si
⋂

A∈F
A ̸= ∅, entonces⋃

A∈F
A es conexo.

La magia de los espacios métricos, Capítulo 3



78 D. Herrera Carrasco, F. Macías Romero, L. A. Guerrero Méndez

Demostración. La demostración queda como ejercicio para el lector.

Definición 3.56. Sean p un punto de un espacio métrico X y F la familia
de conexos en X que contienen a p. Definimos C(p) =

⋃
A∈F

A. Por el Corolario

3.55, tenemos que C(p) es un conexo. De hecho, es el conexo «más grande»
en X que contiene a p. A C(p) le llamamos la componente de X que
contiene a p . Una componente C de X es C(p), para algún p ∈ X.

Definición 3.57. Un espacio métrico X es totalmente disconexo si para
todo p ∈ X, se cumple que C(p) = {p}.

Sea A un subconjunto de un espacio métrico X. Entonces A =
⋃
p∈A

C(p).

Además, si C(p) ∩ C(q) ̸= ∅, entonces C(p) ∪ C(q) es conexo y C(p) ⊂
C(p) ∪ C(q). Como C(p) es la componente que contiene a p, tenemos que
C(p) = C(p) ∪ C(q). De la misma manera, C(q) = C(p) ∪ C(q), por lo que
C(p) = C(q).

De lo anterior, concluimos que dos componentes en A son idénticas o son
ajenas. Podemos entonces definir la relación de equivalencia, p ∼ q si y sólo
si C(p) = C(q), para p, q ∈ A.

Lema 3.58. Sea X un espacio métrico. El conjunto X es conexo si y sólo si
X tiene una única componente.

Demostración. (⇐). Sea C la única componente de X. Como X es la unión
de las componentes en X, entonces X = C. Como C es conexo, entonces X
es conexo.

(⇒). Supongamos que X es conexo. Sea x ∈ X. Como C(x) es la compo-
nente que contiene a x, entonces x ∈ C(x) y por lo tanto X ⊂ C(x). Además,
C(x) ⊂ X, y por lo tanto C(x) = X.

Lema 3.59. Sea X un espacio métrico. Entonces X es conexo si y sólo si para
cualesquiera x, y ∈ X existe un subconjunto conexo A de X tal que x, y ∈ A.

Demostración. La demostración es un ejercicio para el lector.

Teorema 3.60. Si A es un subconjunto de un espacio métrico X con A ̸= ∅,
entonces las componentes de A son cerrados de A.
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Demostración. Sea C una componente de A. Entonces C ⊂ clX(C) ∩ A ⊂
clX(C). Por el teorema 3.52, se tiene que clX(C)∩A es conexo. Además, como
C ⊂ clX(C)∩A, tenemos que C = clX(C)∩A; así, C es cerrado de A, porque
clX(C) es cerrado en X.

Observación: No siempre las componentes de un conjunto A son abiertos
de A.

3.5 Conexidad local

La conexidad y la conexidad local son conceptos independientes, veamos en
esta sección un poco de conexidad local.

Definición 3.61. Decimos que un espacio métrico X es localmente conexo
en p ∈ X, si para cualquier abierto U en X, con p ∈ U , existe un abierto y
conexo W en X tal que p ∈ W ⊂ U .

Definición 3.62. Un espacio métrico X es localmente conexo si para
cualquier punto p ∈ X, se tiene que X es localmente conexo en p.

Teorema 3.63. Si en el espacio métrico X toda bola abierta es un conjunto
conexo, entonces X es conexo y localmente conexo.

Demostración. Primero se mostrará que X es localmente conexo. Sean p ∈
X y U un abierto de X tal que p ∈ U . Como U es abierto, existe ε > 0 tal
que B(p, ε) ⊂ U . Por hipótesis, B(p, ε) es conexo y sabemos que es abierto.
Además p ∈ B(p, ε) ⊂ U , por lo que X es localmente conexo en p, para
cualquier punto p ∈ X, concluyéndose que X es localmente conexo.

Queda como ejercicio al lector terminar la demostración.

Teorema 3.64. Un espacio métrico X es localmente conexo si y sólo si las
componentes de todo conjunto abierto de X son conjuntos abiertos en X.

Demostración. Supóngase que X es localmente conexo. Sean U abierto de
X y C una componente de U . Se mostrará que C es abierto.

Sea x ∈ C. Entonces x ∈ U , por lo que existe W abierto y conexo tal que
x ∈ W ⊂ U , porque X es localmente conexo. Luego, x ∈ W ⊂ C, por lo que
C es abierto.
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Por otro lado, sean x ∈ X y U abierto de X tal que x ∈ U . Supóngase que
Cx es la componente de U que tiene a x. Por hipótesis, Cx es un abierto y por
ser componente es conexo. Como x ∈ Cx ⊂ U , X es localmente conexo.

3.6 Conexidad en R
En esta sección conoceremos algunos resultados importantes de la conexidad
en R.

Teorema 3.65. Los intervalos son los únicos conjuntos conexos en R.

Demostración. Sea I ⊂ R un intervalo. Si I = {x}, con x ∈ R, entonces I
es conexo. Supongamos que I tiene más de un punto y que I no es conexo.
Entonces, existen S y T abiertos en I, no vacíos y ajenos tales que S∪T = I.
Sean y ∈ S y z ∈ T . Supongamos que y < z. Es claro que C = [y, z]∩ S ̸= ∅.
Además, C es acotado superiormente: z es una cota superior. Así, existe
α = supC. Luego, y ≤ α ≤ z. Además, α ∈ clR(C) ⊂ clR(S). Luego, α ∈
clR(S) ∩ I. Pero S es cerrado en I. Entonces S = clR(S) ∩ I (probarlo). Por
lo tanto, α ∈ S. Como z ∈ T , tenemos que α < z. Como S es abierto, existe
r > 0 tal que B(α, r) ∩ I ⊂ S. Sea t ∈ R tal que α < t < mı́n{z, α + r}.
Entonces t ∈ (α − r, α + r) ∩ I. Ya que t ∈ S, t ∈ [y, z] ∩ S = C. Entonces
t ∈ C y α < t, lo cual es una contradicción. Por lo que I es conexo.

Supongamos ahora que A ⊂ R es un conexo. Mostraremos que es un
intervalo. Para esto, supongamos que no lo es, es decir, existen x, y ∈ A, con
x < y y existe r ∈ R tal que x < r < y pero r /∈ A. Entonces,

A = [(−∞, r) ∩ A] ∪ [(r,∞) ∩ A] .

Nótese que (−∞, r) ∩ A y (r,∞) ∩ A son abiertos ajenos en A. Entonces A
no es conexo, lo cual es una contradicción.

Corolario 3.66. El espacio métrico R es conexo y es localmente conexo.

Demostración. Toda esfera B(x, r) = (x − r, x + r) es un intervalo, luego
es conexo. Por el teorema 3.63, R es conexo y localmente conexo.

Teorema 3.67. Todo conjunto abierto y no vacío de R es la unión de una
familia numerable de intervalos abiertos ajenos dos a dos.
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Demostración. Sea A ⊂ R, con A ̸= ∅ y abierto de R. Denotamos por
F = {Cx}x∈A a la familia de componentes de A. Sabemos que A =

⋃
x∈A

Cx.

Los elementos de F son ajenos dos a dos. Además, como A es abierto y R es
localmente conexo, por el teorema 3.64, tenemos que Cx es abierto y conexo
en R, para todo x ∈ A. Entonces Cx es un intervalo abierto.

Veamos ahora que F es numerable. Sea rx ∈ Q∩Cx. Definimos f : F → Q,
como f(Cx) = rx. Para Cx ̸= Cy, con x, y ∈ A, f(Cx) = rx ̸= ry = f(Cy).
Entonces f es inyectiva, por lo que F es numerable.

3.7 Ejercicios

1. Sea X un espacio métrico. Probar que T es abierto y cerrado de X si y
sólo si frX(T ) = ∅.

2. Mostrar que la imagen de la función sen( 1
x
), con x ∈ R \ {0} es un

conjunto conexo.

3. Sea A un subconjunto de un espacio métrico X, con A ̸= ∅. Probar que
A′ = clX(A \ {x}).

4. Muestre que en general, el interior de un conjunto conexo no es conexo.

5. Sean A,B dos conjuntos cerrados y no vacíos de un espacio métrico
X. Demostrar que si A ∪ B y A ∩ B son conexos, entonces A y B son
conexos.

6. Suponga que A y B son conexos y A ⊂ B. Si C es abierto y cerrado del
subespacio métrico B \ A, demostrar que A ∪ C es conexo.

7. Se dice que A y B están separados si A y B son subconjuntos de X
tales que clX(A) ∩ B = ∅ y A ∩ clX(B) = ∅. Probar que si A y B son
ajenos, y ambos abiertos o cerrados de X, entonces están separados.

8. Supóngase que A y B están separados. Demostrar que

A ∪B abierto de X ⇒ A y B son abiertos de X.

A ∪B cerrado de X ⇒ A y B son cerrados de X.
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9. Demostrar que si d(A,B) > 0, entonces A y B están separados. Muestre
con un ejemplo que el recíproco en general es falso.

10. Demostrar que un espacio métrico X es disconexo si y sólo si es la unión
de dos conjuntos separados y no vacíos.

11. Si A y B son conjuntos conexos de X y no están separados, demuestre
que A ∪ B es conexo. Sean A1, A2, . . . , An conjuntos conexos y Ai ∩
Ai+1 ̸= ∅ para i = 1, 2, . . . , n− 1. Demostrar que

n⋃
i=1

Ai es conexo.

12. Demostrar que un espacio métrico discreto, de más de un punto, es
totalmente disconexo y localmente conexo.

13. Demostrar que Q es disconexo en la recta real.

14. Sea A un conjunto conexo, abierto y cerrado en un espacio métrico X.
Demostrar que A es una componente de X.

15. Sean A y B conjuntos conexos y A ⊂ B. Si C es una componente de
B \ A, demuéstrese que B \ C es conexo.

16. Sea C una componente de un conjunto abierto A de un espacio métrico
localmente conexo X. Probar que A ∩ frX(C) = ∅.

17. Sea C una componente de un subespacio A de un espacio métrico lo-
calmente conexo X. Demostrar:

(a) intX(C) = C ∩ intX(A).

(b) frX(C) ⊂ frX(A).

(c) Si A es cerrado, entonces frX(C) = C ∩ frX(A).

18. Se dice que un espacio métrico (X, d) es encadenado si para todo ϵ >
0 y todo x, y ∈ X, existen puntos x0, x1, . . . , xN ∈ X con x0 = x, xN = y
tales que d(xi, xi+1) < ϵ, para cada i = 1, 2, . . . , N . Demostrar que si
(X, d) es conexo, entonces es encadenado.

19. Demostrar que el conjuntos de puntos de R2 con, al menos, una coor-
denada irracional es conexo.
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20. Sea C un conjunto no vacío, cerrado y acotado superior e inferiormente
en la recta real. Probar que C es un intervalo cerrado o bien puede
obtenerse de un intervalo cerrado removiendo una familia numerable de
intervalos abiertos, ajenos dos a dos, cuyos extremos están todos en C.

21. Dar un ejemplo de un subespacio métrico A de un espacio métrico X
que no sea conexo, pero que exista t ∈ X tal que A ∪ {t} sí lo sea.
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Capítulo 4

Sucesiones, límites y espacios métricos
completos

En este capítulo abordamos el concepto de sucesión y su relación con los
espacios métricos, para así conocer la noción de espacio métrico completo.

4.1 Sucesiones

Iniciamos esta sección con la definición y notación básica del concepto de
sucesión y convergencia.

Definición 4.1. Sea X un espacio métrico. Una sucesión en X es una fun-
ción f : N → X.

Notación 4.2. Dada una sucesión f : N → X, para todo n ∈ N, denotamos
f(n) por xn, y a la sucesión f la denotamos por {xn}∞n=1. Además, el símbolo
R(xn) denota al conjunto Im(f) = {xn : n ∈ N}.

Definición 4.3. En un espacio métrico X, una sucesión f : N → X es
acotada si {xn : n ∈ N} es un conjunto acotado.

Definición 4.4. Una sucesión {xn}∞n=1 en un espacio métrico (X, dX) con-
verge al punto x0 ∈ X si para todo ε > 0, existe un N ∈ N tal que si
n ≥ N , entonces dX(xn, x0) < ε.

Observación 4.5. La definición anterior equivale a que para toda ε > 0, el
conjunto {n ∈ N : xn /∈ B(x0, ε)} sea finito.

Una sucesión puede ser convergente en un espacio métrico específico, pero
en otros espacios métricos no necesariamente, tal como nos muestra el ejemplo
siguiente.

Ejemplo 4.6. La sucesión { 1
n
}∞n=1 converge en R, pero no en R+.
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Observación 4.7. Sea X un espacio métrico y x0 ∈ X. Si una sucesión
{xn}∞n=1 converge a x0, no necesariamente x0 ∈ R(xn)

′. Por ejemplo, consi-
dérese la sucesión {xn}∞n=1 tal que xn = 5, para toda n ∈ N. Claramente, la
sucesión converge a 5, pero 5 /∈ {5}′.

Proposición 4.8. Sean X un espacio métrico y {xn}∞n=1 una sucesión que
converge a x0 ∈ X. Si R(xn) es infinito, entonces x0 ∈ R(xn)

′.

Demostración. Sea ε > 0. Si la sucesión {xn}∞n=1 converge a x0, entonces
A = {n ∈ N : xn /∈ B(x0, ε)} es finito; luego (B(x0, ε) \ {x0}) ∩ R(xn) es
infinito. Por lo tanto, x0 ∈ R(xn)

′.

Si R(xn) tiene un único punto de acumulación, entonces {xn}∞n=1 no ne-
cesariamente converge, tal como nos muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.9. Considérese la sucesión {xn}∞n=1 en R definida, para cada n ∈
N, por

xn =


1

n
si n es par,

2 si n es impar.

Tenemos que R(xn)
′ = {0} y la sucesión {xn}∞n=1 no converge (probar estas

dos últimas afirmaciones es un ejercicio para el lector).

Teorema 4.10. Si una sucesión en un espacio métrico converge a un punto,
éste es único.

Demostración. Sea {xn}∞n=1 una sucesión en un espacio métrico X tal que
{xn}∞n=1 converge a x0 y a x′

0, con x0 ̸= x′
0. Como X es un espacio métrico,

existen abiertos U y V en X tales que U ∩ V = ∅ y x0 ∈ U , x′
0 ∈ V (vea

ejercicio 15 de la página 56). Como la sucesión converge a ambos puntos x0

y x′
0, existen N,N ′ ∈ N tales que si n ≥ N , entonces xn ∈ U y si n ≥ N ′,

entonces xn ∈ V . Sea N = máx{N,N ′}. Si n ≥ N , entonces xn ∈ U ∩ V , lo
cual es una contradicción porque U ∩ V = ∅.

Definición 4.11. Sea {xn}∞n=1 una sucesión en R. La sucesión {xn}∞n=1 es
creciente si para todo n ∈ N se cumple que xn ≤ xn+1. La sucesión {xn}∞n=1

es decreciente si para todo n ∈ N se cumple que xn ≥ xn+1.
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Teorema 4.12. Si {xn}∞n=1 es una sucesión creciente (decreciente) y acotada
superiormente (inferiormente) en R, entonces {xn}∞n=1 converge.

Demostración. La demostración queda como ejercicio para el lector.

Teorema 4.13. Sean A un subconjunto de un espacio métrico X y x0 ∈ X.
Entonces, x0 ∈ A′ si y sólo si existe una sucesión {xn}∞n=1 en A, con xn ̸= xm

siempre que n ̸= m, tal que {xn}∞n=1 converge a x0.

Demostración. Supongamos que x0 ∈ A′. Luego, existe x1 ∈ (B(x0, 1) \
{x0})∩A. Sea ε2 ≤ mı́n{d(x0, x1),

1
2
}. Sea x2 ∈ (B(x0, ε2)\{x0})∩A. (Nótese

que por la definición de A′, el elemento x2 en efecto existe y que x1 ̸= x2).
Ahora, sean ε3 ≤ mı́n{d(x0, x2),

1
3
} y x3 ∈ (B(x0, ε3) \ {x0}) ∩ A, con x1 ̸=

x3 ̸= x2. Continuamos sucesivamente hasta tener εn ≤ mı́n{d(x0, xn−1),
1
n
} y

tomamos xn ∈ (B(x0, εn) \ {x0}) ∩ A. Notemos que {xn}∞n=1 es una sucesión
en A y para cualesquiera n y m diferentes, se tiene que xn ̸= xm. Veamos que
{xn}∞n=1 converge a x0. Para esto, sea ε > 0. Existe N ∈ N tal que ε1

N
< ε.

Además, si n ≥ N , entonces 1
N

≥ 1
n
. Obsérvese también que εn < ε1

n
≤ ε1

N
< ε.

Luego, para todo n ≥ N , se tiene que d(xn, x0) < εn < ε. Así, {xn}∞n=1

converge a x0.
La demostración de la suficiencia es un ejercicio para el lector.

Comúnmente, si {xn}∞n=1 es una sucesión en un espacio métrico X y
{xn}∞n=1 converge a x0, este hecho suele escribirse como ĺım

n→∞
xn = x0.

Corolario 4.14. Si A es un subconjunto de un espacio métrico X y x0 ∈ A.
Entonces x0 ∈ clX(A) si y sólo si existe una sucesión {xn}∞n=1 en A tal que
ĺım
n→∞

xn = x0.

Demostración. La demostración queda como ejercicio para el lector.

Definición 4.15. Si f, g : N → X son sucesiones, decimos que g es una
subsucesión de f si existe una función inyectiva h : N → N tal que g = f ◦h.

Notación 4.16. Si {xn}∞n=1 es una sucesión y g es una subsucesión de {xn}∞n=1,
suele denotarse a la subsucesión por {yn}∞n=1, donde yn = g(n) = (f ◦h)(n) =
f(h(n)) = xh(n).

Ejemplo 4.17.
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1. Toda sucesión es una subsucesión de sí misma.

2. Si a una sucesión {xn}∞n=1 en un espacio métrico X “se le quita” un
número finito de términos, lo que queda es una subsucesión de {xn}∞n=1.

3. Si {zn}∞n=1 es una subsucesión de {yn}∞n=1 que es a su vez una subsucesión
de {xn}∞n=1, entonces {zn}∞n=1 es una subsucesión de {xn}∞n=1.

4. Reordenar los términos de una sucesión trae como resultado una sub-
sucesión.

5. Si R(xn) es finito, entonces {xn}∞n=1 tiene una subsucesión constante.

6. Si R(xn) es infinito y {yn}n∈N es una sucesión de términos distintos en
R(xn), entonces {yn}n∈N es una subsucesión de {xn}∞n=1.

Demostraremos las afirmaciones 2, 5 y 6.

2. Sea {xn}∞n=1 una sucesión en un espacio métrico X. Supongamos que a
{xn}∞n=1 le quitamos {xn : n ∈ M}, donde M es un subconjunto finito de N.
Sabemos que N ∼ N \M . Así, existe una función biyectiva h : N → N \M .
Para todo n ∈ N, sea yn = g(n) = f(h(n)) = xh(n). Tenemos que {yn}n∈N
es una nueva sucesión en X, la cual por definición, es una subsucesión de
{xn}∞n=1.

5. Sea f : N → X tal que f(n) = xn, para cualquier n ∈ N. Tene-

mos que R(xn) = {x1, . . . , xk}. Además, N =
k⋃

i=1

f−1(xi). Por hipótesis,

existe m ∈ {1, . . . , k} tal que f−1(xm) es infinito. Luego, N ∼ f−1(xm) y
por lo tanto f−1(xm) es infinito numerable. Así, existe una función biyectiva
h : N → f−1(xm) tal que f(h(m)) = xm. Esto implica que h : N → N es
inyectiva y yn = f(h(m)) = xh(n) = xm define una subsucesión constante.

6. Para todo n ∈ N, existe mn tal que yn = xmn . Definimos h : N → N
como h(m) = mn. Si n ̸= n1, con n1 ∈ N, entonces yn ̸= yn1 , pues la sucesión
es de términos distintos. Entonces xmn ̸= xmn1

, lo cual implica que mn ̸= mn1 ,
o sea, h es inyectiva, concluyéndose que {yn}∞n=1 es subsucesión de {xn}∞n=1.

Los incisos 1, 3 y 4 quedan como ejercicio para el lector.
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Teorema 4.18. Si {xn}∞n=1 converge a x0 en un espacio métrico X, entonces
toda subsucesión de {xn}∞n=1 converge a x0.

Demostración. Sea {yn}∞n=1 una subsucesión de {xn}∞n=1. Entonces, existe
una función inyectiva h : N → N tal que para todo n ∈ N, se tiene que
yn = f(h(n)) = xh(n). Sea ε > 0. Como ĺım

n→∞
xn = x0, existe un N ∈ N tal que

si n ≥ N , entonces d(xn, x0) < ε. Definimos el conjunto A = {n ∈ N : xn /∈
B(x, ε)}. Es claro que A es finito. Como h es inyectiva, h|h−1(A) lo es. Luego,
|h−1(A)| ≤ |A|, por lo que h−1(A) es finito. Obsérvese también que

h−1(A) = {n ∈ N : h(n) ∈ A}
= {n ∈ N : xh(n) /∈ B(x0, ε)}
= {n ∈ N : yn /∈ B(x0, ε)}.

Sea M = máxh−1(A). Para todo n > M , se tiene que yn ∈ B(x0, ε), por
lo que ĺım

n→∞
yn = x0.

Definición 4.19. Sea X un espacio métrico. Un subconjunto no vacío A de
X es compacto por sucesiones, denotado por “C-S”, si toda sucesión en A
tiene una subsucesión convergente en A.

Teorema 4.20. Sea A un subconjunto, no vacío, de un espacio métrico X.
Entonces A es compacto por sucesiones si y sólo si A es Bolzano-Weierstrass.

Demostración. (⇒) Supongamos que A es compacto por sucesiones. Si A
es finito, A es Bolzano-Weierstrass. Supongamos que A es infinito. Sea T un
subconjunto infinito de A. Mostraremos que T ′ ∩ A ̸= ∅.

Como T es un conjunto infinito, existe un subconjunto infinito numerable
M de T , con M = {x1, . . . , xn, . . . }. Con los elementos de M , formamos la
sucesión de términos distintos xn ∈ T . Como T ⊂ A y A es compacto por
sucesiones, existe una subsucesión {yn}n∈N de {xn}∞n=1 que converge a a ∈ A.
Por el teorema 4.13, tenemos que a ∈ T ′ y por lo tanto a ∈ T ′ ∩A. Así, A es
Bolzano Weierstrass.

Demostrar la afirmación recíproca es un ejercicio para el lector.

Corolario 4.21. Sea A un subconjunto, no vacío, de un espacio métrico X.
Entonces A es compacto por sucesiones si y sólo si A es compacto.
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Demostración. Por el teorema 4.20, tenemos que A es compacto por suce-
siones si y sólo si A es B-W. Por el teorema 3.35, tenemos que A es B-W si
y sólo si A es compacto.

Definición 4.22. Sea {xn}∞n=1 una sucesión en un espacio métrico (X, dX).
La sucesión {xn}∞n=1 es de Cauchy si para cada ε > 0, existe N ∈ N tal que
si m,n ≥ N , entonces dX(xn, xm) < ε.

Teorema 4.23. Toda sucesión convergente en un espacio métrico X es de
Cauchy.

Demostración. Sea {xn}∞n=1 una sucesión en un espacio métrico X tal que
{xn}∞n=1 converge a x0 ∈ X. Veamos que {xn}∞n=1 es de Cauchy. Sea ε > 0.
Para ε

2
, existe un natural N tal que para todo n ≥ N , se tiene que dX(xn, x0) <

ε
2
. Sean l,m ∈ N, con l,m ≥ N . Entonces,

dX(xl, xm) ≤ dX(xl, x0) + dX(xm, x0) <
ε

2
+

ε

2
= ε.

Así, {xn}∞n=1 es de Cauchy.

La afirmación recíproca es falsa. Tómese por contraejemplo la sucesiónß
1

n

™∞

n=1

en R+. Esta sucesión es de Cauchy (verifíquelo) pero no converge en

R+ porque
ß
1

n

™∞

n=1

converge a 0 y 0 /∈ R+.

Definición 4.24. Un espacio métrico X es completo si toda sucesión de
Cauchy en X es convergente en X.

Proposición 4.25. Sean (A, d′) es un subespacio métrico de (X, d) y {xn}∞n=1

una sucesión en A. Si {xn}∞n=1 es de Cauchy en X, entonces {xn}∞n=1 es de
Cauchy en A.

Demostración. Sea ε > 0. Como {xn}∞n=1 es de Cauchy en X, existe N ∈ N
tal que si n,m ≥ N , entonces d(xn, xm) < ε. Como d(xn, xm) = d′(xn, xm),
concluimos que {xn}∞n=1 es de Cauchy en A.

Teorema 4.26. Sea {xn}∞n=1 una sucesión en un espacio métrico X. Entonces:

1. Si {xn}∞n=1 es de Cauchy y tiene una subsucesión convergente, entonces
{xn}∞n=1 es convergente.
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2. Si {xn}∞n=1 es de Cauchy, entonces R(xn) es precompacto.

3. La afirmación recíproca de la anterior no es verdadera siempre.

4. Si R(xn) es precompacto, entonces {xn}∞n=1 tiene una subsucesión de
Cauchy.

5. Si {xn}∞n=1 es de Cauchy y R(xn)
′ ̸= ∅, entonces {xn}∞n=1 converge.

Demostración. 1. Supongamos que {xn}∞n=1 es de Cauchy y sea {yn}∞n=1 una
subsucesión de {xn}∞n=1, tal que ĺım

n→∞
yn = y. Probaremos que ĺım

n→∞
xn = y.

Si {yn}∞n=1 es una subsucesión de {xn}∞n=1, existe una función inyectiva
h : N → N tal que yn = xh(n), para toda n ∈ N. Sea ε > 0. Como {xn}∞n=1

es de Cauchy, para
ε

2
> 0, existe N ∈ N tal que d(xn, xm) <

ε

2
siempre que

n,m ≥ N . Como {yn}∞n=1 es convergente, para
ε

2
> 0, existe N ′ ∈ N para el

cual d(yn, y) <
ε

2
si n > N ′.

Sea A = h−1 ({1, 2, . . . , N − 1}). Como A es finito, tiene máximo, al cual
denotamos por M . Ahora, sean n ≥ N y m > máx{M,N ′}. Como m > M ,
tenemos que m /∈ A. Luego, h(m) > N . Así, d(xn, xh(m)) <

ε

2
. Además, como

m > N ′ y xh(m) = ym, tenemos que d(xh(m), y) <
ε

2
. Así,

d(xn, y) ≤ d(xn, xh(m)) + d(xh(m), y) <
ε

2
+

ε

2
= ε

. Por lo tanto, ĺım
n→∞

xn = y.

2. Sea ε > 0. Para
ε

2
> 0, existe N ∈ N tal que si n,m ≥ N , entonces

d(xn, xm) <
ε

2
. Obsérvese que si n,m > N , entonces xn, xm ∈ B(xN , ε). Lue-

go, R(xn) ⊂
N⋃
i=1

B(xi, ε), por lo que R(xn) es precompacto.

3. Para mostrar que la afirmación recíproca no siempre es verdadera, con-
sidérese la sucesión definida por

xn =

®
1 si n es par,
−1 si n es impar.
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Tenemos que R(xn) es precompacto pero la sucesión {xn}∞n=1 no es de
Cauchy.

4. Supongamos que R(xn) es precompacto, entonces R(xn) es acotado,
de aquí, por la definición 4.3, tenemos que {xn}∞n=1 es acotada. Así, {xn}∞n=1

converge. Por el teorema 4.23, tenemos que {xn}∞n=1 es de Cauchy, y {xn}∞n=1

es subsucesión de si misma.
5. Como R(xn)

′ ̸= ∅, tenemos que existe y ∈ R(xn)
′. Por el teorema

4.13, existe una sucesión {yn}∞n=1 en R(xn) de términos distintos que converge
a y. Como puede verse en el ejemplo previo al Teorema 4.18, {yn}∞n=1 es
una subsucesión de {xn}∞n=1. Como {xn}∞n=1 es de Cauchy, por el inciso 1,
ĺım
n→∞

xn = y.

Teorema 4.27. El espacio métrico R es completo.

Demostración. Sea {xn}∞n=1 una sucesión de Cauchy en R.

Por 2 del teorema 4.26, tenemos que R(xn) es precompacto, luego por el
teorema 3.17, tenemos que R(xn) es acotado, es decir, R(xn) está acotado
superior e inferiormente.

Sean α, β ∈ R las cotas inferior y superior de R(xn), respactivamente. Así,
para todo n ∈ N, tenemos que α ≤ xn ≤ β.

Ahora, para cada m ∈ N, sea Rm el rango de la sucesión {xn}∞n=m y ym =
supRm. Consideremos la sucesión {ym}∞m=1. Notemos que para cada m ∈ N,
se cumple que Rm+1 ⊂ Rm. Luego, para cada m ∈ N, tenemos que ym+1 ≤ ym.
Por lo que la sucesión {ym}∞m=1 es decreciente.

Por otro lado, notemos que para cada m ∈ N, se cumple que α ≤ ym, es decir,
R(ym) está acotado inferiormente. Por el teorema 4.12, tenemos que {ym}∞m=1

es convergente, de hecho, {ym}∞m=1 converge a y = ı́nf R(ym).

Ahora veremos que {xn}∞n=1 converge a y. Para esto, sea ε > 0. Como {xn}∞n=1

es de Cauchy, para
ε

2
> 0 existe M1 ∈ N tal que si n, n′ ≥ M1, entonces

|xn − xn′| < ε

2
. Como y < y +

ε

2
, tenemos que y +

ε

2
no es cota inferior de
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R(ym). Así, existe yM2 ∈ R(ym) tal que

y ≤ yM2 < y +
ε

2
.

Sea M = máx{M1,M2}. Como M ≥ M2 y {ym}∞m=1 es decreciente, tenemos
que y ≤ yM ≤ yM2 < y +

ε

2
. Luego,

y − ε

2
< yM < y +

ε

2
.

Como yM = supRM , tenemos que y− ε

2
no es cota inferior de RM . Así, existe

xN ∈ RM tal que y − ε

2
< xN < yM . Luego,

y − ε

2
< xN < y +

ε

2
.

Notemos que M1 ≤ M ≤ N . Luego, para todo n ≥ N , tenemos que n,N ≥
M1. Vimos que como {xn}∞n=1 es de Cauchy, si n,N ≥ M1, entonces |xn −
xN | <

ε

2
, es decir,

xN − ε

2
< xn < xN +

ε

2
.

También vimos que y − ε

2
< xN < y +

ε

2
, de donde obtenemos que

y − ε < xN − ε

2
y xN +

ε

2
< y + ε.

Luego, para todo n ≥ N , tenemos que

y − ε < xn < y + ε,

es decir, |xn − y| < ε. Así, la sucesión {xn}∞n=1 converge a y.

Por lo tanto, R es un espacio métrico completo.

Corolario 4.28. El espacio métrico Rn es completo.

Demostración. La demostración se deja como ejercicio al lector.

Teorema 4.29. Sea X un espacio métrico. Entonces X es completo si y sólo
si todo conjunto precompacto en X es relativamente compacto.
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Demostración. Supongamos que X es completo y que A ⊂ X es precom-
pacto. Mostraremos que clX(A) es compacto por sucesiones.

Sea {xn}∞n=1 una sucesión de clX(A). Como A es precompacto, clX(A) lo
es (mostrar esta afirmación). Entonces, R(xn) es precompacto. Por el número
4 del Teorema 4.26, tenemos que {xn}∞n=1 tiene una subsucesión de Cauchy
{yn}∞n=1. Como X es completo, tenemos que ĺım

n→∞
yn = p ∈ X. Así, p ∈ clX(A),

por lo que la cerradura de A es compacto por sucesiones. Luego, clX(A) es
compacto, y así A es relativamente compacto.

Sea {xn}∞n=1 una sucesión de Cauchy en X. Por el inciso 2 del Teore-
ma 4.26, tenemos que R(xn) es precompacto. Por hipótesis, clX(R(xn)) es
compacto. Por el corolario 4.21, tenemos que clX(R(xn)) es compacto por su-
cesiones, por lo que {xn}∞n=1 tiene una subsucesión convergente {yn}∞n=1. Por
el inciso 1 del Teorema 4.26, tenemos que {xn}∞n=1 converge, por lo que X es
completo.

Corolario 4.30. Si X es un espacio métrico no completo, entonces existe un
subconjunto A de X precompacto que no es relativamente compacto.

Demostración. La demostración queda como ejercicio para el lector.

Corolario 4.31. Sean X es espacio métrico y A un subconjunto de X. Si A
es compacto, entonces A es completo.

Demostración. Sean A ⊂ X, con A ̸= ∅ compacto y B ⊂ A. Entonces,
clX(B) ⊂ clX(A) = A, por lo que clX(B) es compacto. En particular, si B es
precompacto, clX(B) es compacto, de donde B es relativamente compacto.
Así, A es completo.

Teorema 4.32. Si X es un espacio métrico discreto, entonces es completo.

Demostración. Vamos a usar el Teorema 4.29. Para esto, sea A ⊂ X un
precompacto. Entonces A es finito. Así, A = clX(A) y clX(A) es compacto,
por lo que A es relativamente compacto. Así, por el teorema 4.29, tenemos
que X es completo.

Teorema 4.33. Si X es un espacio métrico completo y F es un cerrado de
X, entonces F es completo.
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Demostración. Sea {xn}∞n=1 una sucesión de Cauchy en F . Como F ⊂ X,
tenemos que {xn}∞n=1 es una sucesión de Cauchy en X. Ahora, como X es
completo, tenemos que {xn}∞n=1 converge a x ∈ X. Además, por el corolario
4.14, tenemos que x ∈ clX(F ) = F . Así, {xn}∞n=1 converge en F , y por lo
tanto F es completo.

Teorema 4.34. Sea X un espacio métrico. Si F ⊂ X y (F, dF ) es completo,
entonces F es cerrado de X.

Demostración. Para ver que F es cerrado en X probaremos que clX(F ) =
F . Sea x ∈ clX(F ). Por el corolario 4.14, existe una sucesión {xn}∞n=1 en F
tal que ĺım

n→∞
xn = x. Como clX(F ) ⊂ X, tenemos que {xn}∞n=1 es una sucesión

convergente en X. Por el teorema 4.23, tenemos que {xn}∞n=1 es de Cauchy en
X. Así, tenemos que {xn}∞n=1 es una sucesión de Cauchy en F . Como (F, dF )
es completo, tenemos que {xn}∞n=1 converge en F , es decir, x ∈ F . Por lo
tanto, clX(F ) ⊂ F . Como siempre se cumple que F ⊂ clX(F ), conlcuimos
que clX(F ) = F . Así, F es cerrado en X.

4.2 Teorema de Baire

Definición 4.35. Sea A subconjunto de un espacio métrico X.

1. A es denso en X si clX(A) = X,

2. A es fronterizo en X si X \ A es denso en X,

3. A es denso en ninguna parte en X si X \ clX(A) es denso en X.

Ejemplo 4.36. Como clR(Q) = R y clR(R\Q) = R, tenemos que el conjunto
Q es denso y fronterizo en R.

Teorema 4.37. Sean A,B y C subconjuntos de un espacio métrico X. En-
tonces

1. X no es denso en ninguna parte en X ni fronterizo en X, también, el
conjunto ∅ no es denso en ninguna parte en X ni fronterizo en X.

2. A es denso en ninguna parte en X si y sólo si clX(A) es fronterizo en
X.
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3. Si A es cerrado en X y fronterizo en X, entonces A es denso en ninguna
parte en X.

4. Si A es denso en ninguna parte en X, entonces A es fronterizo en X.

5. A es fronterizo en X si y sólo si intX(A) = ∅.

6. Si A es abierto en X y fronterizo en X implica que A = ∅.

7. A es denso en ninguna parte en X si y sólo si intX(clX(A)) = ∅.

8. Si A ⊂ B y B es fronterizo en X o denso en ninguna parte en X.
entonces A es fronterizo en X o denso en ninguna parte en X.

Demostración. 1. X no es denso en ninguna parte en X porque X \
clX(X) = ∅ y clX(∅) ̸= X. De manera análoga se pueden ver las otras
afirmaciones del inciso 1.

2. Tenemos que A es denso en ninguna parte en X si y sólo si clX(X \
clX(A)) = X, lo cual equivale a que clX(A) sea fronterizo en X.

3. Si A es fronterizo en X, entonces clX(X \ A) = X. Como A es cerrado
de X, tenemos que A = clX(A), por lo que X = clX(X \ A) = clX(X \
clX(A)). Así, A es denso en ninguna parte en X.

4. Como A ⊂ clX(A), tenemos que X \ clX(A) ⊂ X \A. Como A es denso
en ninguna parte en X, tenemos que X = clX(X\clX(A)) ⊂ clX(X\A).
Por lo tanto X = clX(X \ A), implicándose que A es fronterizo en X.

5. Tenemos que intX(A) = ∅ si y sólo si X = X \ intX(A), lo cual equivale
a que X = clX(X \ A) (véase la parte (a) de 2.28). Luego, X \ A es
denso en X. Así, A es fronterizo en X.

6. Como A es denso en ninguna parte en X, clX(A) es fronterizo en X, lo
que equivale a que intX(clX(A)) = ∅.

7. Se deja como ejercicio para el lector.

8. Supongamos que A ⊂ B, con B fronterizo en X. Como intX(A) ⊂
intX(B) = ∅, tenemos que intX(A) = ∅. Así, A es fronterizo en X.
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Teorema 4.38. Si A es un subconjunto de un espacio métrico X, entonces
los conjuntos (X \ clX(A)) ∪ A y (X \ A) ∪ intX(A) son densos en X.

Demostración. Como

clX((X \ clX(A)) ∪ A) = clX((X \ clX(A)) ∪ clX(A)

⊃ (X \ clX(A)) ∪ clX(A)

= X

y

clX((X \ A) ∪ intX(A)) = clX(X \ A) ∪ clX(intX(A))

⊃ clX((X \ A)) ∪ intX(A)

= (X \ intX(A)) ∪ intX(A)

= X,

obtenemos el resultado.

Teorema 4.39. Si A es abierto o cerrado de un espacio métrico X, entonces
frX(A) es denso en ninguna parte en X.

Demostración. Para A ⊂ X tenemos que

clX(X \ clX(frX(A)) = clX(X \ frX(A))
= clX(X \ (clX(A) ∩ clX(X \ A)))
= clX((X \ clX(A)) ∪ (X \ clX(X \ A))).

Si A es abierto de X, entonces X \ A es cerrado de X. Por lo que
clX(X \ A) = X \ A.

Así,

clX((X \ clX(A)) ∪ (X \ clX(X \ A))) = clX((X \ clX(A)) ∪ (X \ (X \ A)))
= clX((X \ clX(A)) ∪ A)

= clX(X \ clX(A)) ∪ clX(A)

= X.

Por lo tanto,
clX(X \ clX(frX(A)) = X,
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es decir, frX(A) es denso en ninguna parte en X.

Por otro lado, si A es cerrado de X, tenemos que A = clX(A). Luego,

clX((X \ clX(A)) ∪ (X \ clX(X \ A))) = clX((X \ A) ∪ (X \ clX(X \ A)))
= clX((X \ A) ∪ (X \ (X \ intX(A))))
= clX((X \ A) ∪ intX(A))

= X.

Por lo tanto,
clX(X \ clX(frX(A)) = X,

es decir, frX(A) es denso en ninguna parte en X.

Teorema 4.40. Si A y B son subconjuntos densos en ninguna parte en el
espacio métrico X, entonces A ∪B es denso en ninguna parte en X.

Demostración. Por el teorema 4.37 (7), veamos que intX(clX(A∪B)) = ∅.
Sea C = intX(clX(A ∪B)). Además,

C ⊂ clX(A ∪B) = clX(A) ∪ clX(B).

Luego,
C ∩ (X \ clX(B)) ⊂ clX(A)

implica que
intX(C ∩ (X \ clX(B))) ⊂ intX(clX(A)).

Por hipótesis, intX(clX(A)) = ∅, luego, intX(C ∩ (X \ clX(B))) = ∅. Como
C ∩ (X \ clX(B)) es abierto de X, luego C ∩ (X \ clX(B)) = ∅. Así, C ⊂
clX(B). Luego,

intX(C) ⊂ intX(clX(B)),

Como C es abierto de X y B es denso en ninguna parte en X, se concluye
que C = ∅. Por lo tanto, A ∪B es denso en ninguna parte en X.

Corolario 4.41. Sean A1, . . . , An subconjuntos de un espacio métrico X. Si

A1, . . . , An son densos en ninguna parte en X, entonces
n⋃

i=1

Ai es denso en

ninguna parte en X.

La magia de los espacios métricos, Capítulo 4



Sucesiones, límites y espacios métricos completos 99

Demostración. Sean A1, . . . , Anconjuntos densos en ninguna parte en X.
Haremos la prueba por inducción.
Para n = 2, consideremos los conjuntos A1, A2 densos en ninguna parte en
X. Por el teorema 4.40, tenemos que A1 ∪ A2 es denso en ninguna parte en
X.
Ahora, supongamos que se cumple para n − 1 conjuntos, es decir,

n−1⋃
i=1

Ai es

denso en ninguna parte en X. Veamos que se cumple para n conjuntos.
Tenemos que

n⋃
i=1

Ai =

(
n−1⋃
i=1

Ai

)
∪ An

y por hipótesis de inducción, los conuntos
n−1⋃
i=1

Ai y An son densos en ninguna

parte en X. Por el teorema 4.40, tenemos que
Å

n−1⋃
i=1

Ai

ã
∪ An es denso en

ninguna parte en X, es decir,
n⋃

i=1

Ai es denso en ninguna parte en X.

Observación 4.42. La unión arbitraria de conjuntos densos en ninguna parte
no necesariamente es un conjunto denso en ninguna parte.

Considérese, por ejemplo, Q =
⋃
x∈Q

{x}. Sabemos que Q no es denso en

ninguna parte en R, aún cuando {x} es denso en ninguna parte en R, para
todo x ∈ Q.

Lema 4.43. Sean A y B subconjuntos de un espacio métrico X. Si A \B es
fronterizo en X y B es denso en ninguna parte en X, entonces A es fronterizo
en X.

Demostración. Como A \B es fronterizo en X, tenemos que

X = clX(X \ (A \B))

= clX(X \ (A ∩ (X \B)))

= clX((X \ A) ∪B)

= clX(X \ A) ∪ clX(B)

= (X \ intX(A)) ∪ clX(B).
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Luego, intX(A) ⊂ clX(B), lo que implica que intX(A) ⊂ intX(clX(B)). Como
B es denso en ninguna parte en X, tenemos que intX(clX(B)) = ∅. Así,
intX(A) = ∅, por lo que A es fronterizo en X.

Corolario 4.44. Sean A y B subconjuntos de un espacio métrico X. Si B es
denso en ninguna parte en X y A no es fronterizo en X, entonces A \ B no
es fronterizo en X.

Demostración. Supongamos que A\B es fronterizo en X. Por el lema 4.43,
se tiene que A es fronterizo en X, esto es una contradicción a la hipótesis.

Observación 4.45. Sea X un espacio métrico, como B(x, r) ⊂ C(x, r), te-
nemos que B(x, r) ⊂ clX(C(x, r)). Luego, C(x, r) no es fronterizo en X.

Observación 4.46. Sea X un espacio métrico. Si A no es fronterizo en X
y ε > 0, entonces existe C(x, δ) ⊂ A con δ < ε. Ahora, sea x ∈ intX(A).
Existe r > 0 tal que B(x, r) ⊂ A. Tomamos a r′ < mı́n{r, ε}. Entonces
B(x, r′) ⊂ B(x, r), por lo que clX(B(x, r′)) ⊂ A.

Definición 4.47. Un espacio métrico X tiene la propiedad de Cantor si
toda familia infinito numerable {An}∞n=1 de conjuntos no vacíos y cerrados de
X tales que para toda n ∈ N se tiene que An+1 ⊂ An e ı́nf{diám (An) : n ∈
N} = 0, tiene intersección no vacía.

Obsérvese que tales familias deben cumplir que diám (An+1) ≤ diám (An),
para todo n ∈ N. Así, la sucesión {diám(An)}∞n=1 es decreciente. Luego,
ĺım diám(An) = ı́nf{diám (An) : n ∈ N} = 0. Ahora, notemos que para todo

n ∈ N se tiene que
∞⋂
n=1

An ⊂ An. Por lo que diám

Å ∞⋂
n=1

An

ã
≤ diám(An). Así,

diám

Å ∞⋂
n=1

An

ã
≤ ı́nf{diám (An) : n ∈ N} = 0. Luego, diám

Å ∞⋂
n=1

An

ã
= 0

(ya que un diámetro no puede ser negativo). Finalmente, como
∞⋂
n=1

An ̸= ∅,

concluimos que
∣∣∣∣ ∞⋂
n=1

An

∣∣∣∣ = 1.

Teorema 4.48. [Cantor] Un espacio métrico es completo si y sólo si tiene la
propiedad de Cantor.
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Demostración. Supongamos que el espacio métrico X es completo y sea
{An}∞n=1 una familia infinito numerable de conjuntos no vacíos y cerrados de
X tales que para toda n ∈ N se tiene que An+1 ⊂ An e ı́nf{diám (An) : n ∈
N} = 0. Para cada n ∈ N, sea xn ∈ An. Tenemos que {xn}∞n=1 es una sucesión
en X. Veamos que {xn}∞n=1 es de Cauchy. Para esto, sea ε > 0. Notemos que
ε no puede ser cota inferior del conjunto {diám (An) : n ∈ N}, lo cual implica
que, para algún Ak, se tiene que diám(Ak) < ε. Ahora, notemos que para
todo n, n′ ≥ k, An ⊂ Ak y An′ ⊂ Ak. Luego, xn, xn′ ∈ Ak. Así,

dX(xn, xn′) ≤ diám(Ak) < ε.

Como el espacio métrico es completo, tenemos que {xn}∞n=1 converge a x,
para algún x ∈ X. Ahora, veamos que X tiene la propiedad de Cantor.
Para esto, consideremos un Am cualquiera. Por construcción, tenemos que
{xm, xm+1, . . . } está contenido en Am, además es una subsucesión de {xn}∞n=1.
Por el teorema 4.18, tenemos que {xm, xm+1, . . . } converge a x. Por el teorema
4.13, tenemos que x es un punto de acumulación de Am. Por el corolario 4.14,
tenemos que x ∈ clX(Am). Ahora, como Am es cerrado de X, tenemos que
clX(Am) = Am, por lo que concluimos que x ∈ Am. Así, para todo m ∈ N,

tenemos que x ∈ Am, es decir, x ∈
∞⋂
n=1

An, concluyendo que {An}∞n=1 tiene

intersección no vacía.

Ahora, supongamos que el espacio métrico X tiene la propiedad de Cantor
y sea {xn}∞n=1 una sucesión de Cauchy en X. Consideremos la familia infinito
numerable de subsucesiones de {xn}∞n=1 :

S1 = {xn}∞n=1,

S2 = {xn}∞n=2,

S3 = {xn}∞n=3,

...

Sm = {xn}∞n=m,

Sm+1 = {xn}∞n=m+1,

...
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Para cada m ∈ N, sea Am el rango de Sm. Notemos que {Am}∞m=1 es una
familia infinito numerable de subconjuntos de X tal que para todo m ∈ N
se tiene que Am ̸= ∅ y Am+1 ⊂ Am. Además, como {xn}∞n=1 es una suce-
sión de Cauchy, dado ε > 0, existe k ∈ N tal que para todo n, n′ ≥ k :
dX(xn, xn′) < ε. Notemos que por construcción, si xn, xn′ ∈ Ak, entonces
n, n′ ≥ k, de donde dX(xn, xn′) < ε, lo cual implica que diám(Ak) ≤ ε. Se
sigue que ı́nf{diám(Am) : m ∈ N} = 0.

Consideremos ahora la familia infinito numerable {clX(Am)}∞m=1. Notemos
que para todo m ∈ N se tiene que clX(Am) es no vacío, cerrado de X y
clX(Am+1) ⊂ clX(Am). Ahora, como diám(clX(Am)) = diám(Am), por el
teorema 3.14, también se tiene que ı́nf{diám(clX(Am)) : m ∈ N} = 0.

Luego, por hipótesis, existe un único punto

x ∈
∞⋂

m=1

clX(Am).

Así, dado ε > 0, existe clX(Ak) tal que x ∈ clX(Ak) con diám(clX(Ak)) <
ε. Por construcción, para todo n ≥ k tenemos que xn ∈ Ak ⊂ clX(Ak). Luego,
para todo n ≥ k, tenemos que dX(xn, x) ≤ diám(clX(Ak)) < ε. Así, {xn}∞n=k

converge a x. Por lo tanto, X es completo.

Definición 4.49. Sea A subconjunto de un espacio métrico X. El conjunto
A es de la primera categoría, o magro, si es unión de una cantidad infinito
numerable de conjuntos densos en ninguna parte en X. Se dice que A es de
la segunda categoría si A no es de la primera categoría.

Ahora, veamos un teorema muy importante.

Teorema 4.50 (Baire). Todo conjunto de la primera categoría en un espacio
métrico completo es fronterizo.

Demostración. Demostración. Sean X un espacio métrico completo y A ⊂ X

tal que A =
∞⋃
n=1

An, donde para toda n ∈ N, se tiene que intX(clX(An)) = ∅.

Veremos que intX(A) = ∅.

Si A = ∅, A es fronterizo en X. Supongamos que A ̸= ∅. Sea S un conjunto
no vacío y abierto de X. Obsérvese que S no es fronterizo en X. Existe una
bola cerrada C contenida en S. Por hipótesis A1 es denso en ninguna parte en
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X y por la observación 4.45 tenemos que C no es fronterizo en X. Luego, por
el lema 4.43, tenemos que C \ A1 no es fronterizo en X. Así, existe una bola
cerrada C1 tal que C1 ⊂ C \ A1 y diám(C1) ≤ 1. Como C1 no es fronterizo
en X y A2 es denso en ninguna parte en X, por el lema 4.43, tenemos que
C1 \A2 no es fronterizo en X. Entonces existe una bola cerrada C2 tal que y
C2 ⊂ C1 \A2 y diám(C2) ≤ 1

2
. Continuando recursivamente obtenemos bolas

cerradas C1, . . . , Cn, Cn+1, . . . tales que

S ⊃ C1 ⊃ · · · ⊃ Cn ⊃ Cn+1 ⊃ · · · ,

y para cada n ∈ N : Cn+1 ⊂ Cn \ An+1 y diám(Cn+1) <
1

n+1
.

Así, tenemos una familia {Cn}∞n=1 de cerrados de X, con Cn ̸= ∅, tales
que para cada n ∈ N: Cn+1 ⊂ Cn y diám(Cn+1) <

1
n+1

. Luego, ı́nf{diám(An) :
n ∈ N} = 0. Como X es completo, por el teorema de Cantor (teorema 4.48),
tenemos que

∞⋂
n=1

Cn = {x}.

Así, para todo n ∈ N, tenemos que x ∈ Cn, en particular x ∈ C1 ⊂ S. Por
lo tanto, x ∈ S. También, si x ∈ Cn+1 ⊂ Cn \ An+1, entonces x /∈ An+1. Es

decir, para todo n ∈ N tenemos que x /∈ An, por lo que x /∈
∞⋃
n=1

An = A. Así,

S ̸⊂ A. Por lo tanto, intX(A) = ∅, concluyendo que A es fronterizo en X.

Ahora, veamos que significa que un espacio métrico sea de Baire.

Definición 4.51. Un espacio métrico X es de Baire si para toda familia

{Bn}∞n=1 de abiertos de X y densos en X se tiene que
∞⋂
n=1

Bn es denso en X.

Algunas consecuencias inmediatas se enuncian en el resultado siguiente.

Corolario 4.52. Si X es un espacio métrico completo, entonces

1. Todo abierto no vacío de X es de la segunda categoría.

2. X es de la segunda categoría.

3. Si X =
∞⋃
n=1

An, entonces existe un natural n0 tal que

intX(clX(An0)) ̸= ∅.
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4. Si {An}∞n=1 es una familia de conjuntos densos en ninguna parte en X,
entonces

X \
∞⋃
n=1

An ̸= ∅.

5. X es de Baire.

Demostración. 1. Sea U un conjunto no vacío y abierto de X. Notemos
que U no es magro, pues si lo fuera, por el teorema de Baire, tendríamos
que intX(U) = ∅ = U , lo cual es una contradicción. Por lo tanto, U es de la
segunda categoría.

2. Como X es abierto de X, por el inciso anterior tenemos que X es de la
segunda categoría.

3. Supongamos que para todo n ∈ N, se tiene que intX(clX(An)) = ∅. Por
el inciso 7 del teorema 4.37, para todo n ∈ N, tenemos que An es denso en
ninguna parte en X. Así, por la definición 4.49, tenemos que X es de primera
categoría, lo cual contradice el inciso 2. Por lo tanto, existe n0 ∈ N tal que
intX(clX(An0)) = ∅.

4. Supongamos que X \
∞⋃
n=1

An = ∅. Luego, X =
∞⋃
n=1

An. Ahora, por la

definición 4.49, tenemos que X es de primera categoría, lo cual contradice el

inciso 2, por lo tanto X \
∞⋃
n=1

An ̸= ∅.

5. Sea {An}∞n=1 una familia de conjuntos abiertos de X y densos en X.
Note que, para todo n ∈ N, X \ An es fronterizo en X.

Como clX(X \An) = X \An tenemos que X \An es denso en ninguna parte

en X. Entonces,
∞⋃
n=1

(X \ An) es magro y por el teorema de Baire, este es

fronterizo. Finalmente, X \

(
∞⋃
n=1

X \ An

)
=

∞⋂
n=1

An es denso.

Definición 4.53. Un subconjunto A de un espacio métrico X es Gδ si es
la intersección numerable de abiertos de X. El conjunto A es Fσ si es unión
numerable de cerrados de X.
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Proposición 4.54. El conjunto Q es Fσ en R y no es Gδ en R.

Demostración. Para todo x ∈ R tenemos que {x} es cerrado de R. Además,
notemos que Q =

⋃
x∈Q

{x}. Como Q es infinito numerable, concluimos que Q

es Fσ en R.
Ahora veamos que Q no es Gδ en R. Para esto, supongamos que Q es Gδ.

Luego, Q =
∞⋂
n=1

Un, donde cada Un es abierto de R. Así, R \Q = R \
∞⋂
n=1

Un =

∞⋃
n=1

(R \ Un), donde intX clX((R \ Un)) = ∅. Entonces, para todo n ∈ N, R\Un

es fronterizo, además de ser cerrado. Así, R \ Un es denso en ninguna parte

en X. Luego, R = Q ∪ (R \Q) =

Ç ⋃
x∈Q

{x}
å

∪
Å ∞⋃

n=1

(R \ Un)

ã
, por lo que R

es magro. Esto es una contradicción porque R es completo.

Concluimos entonces que Q no es un conjunto Gδ.

Definición 4.55. Sean (X, dX) un espacio métrico y r > 0. Si A es un
subconjunto de X, entonces la bola abierta con centro en A y radio r, es
Br(A) = {x ∈ X : dX(x,A) < r}.

Teorema 4.56. Si A es un subconjunto de un espacio métrico X, entonces
clX(A) es Gδ y intX(A) es Fσ.

Demostración. Si A = ∅, entonces A es Gδ y Fσ. Sean A ̸= ∅ y r > 0.
Obsérvese que el conjunto Br(A) = {x ∈ X : dX(x,A) < r} es abierto de X.

Además, notemos que clX(A) = {x ∈ X : dX(x,A) = 0} =
∞⋂
n=1

B 1
n
(A).

Por lo tanto, clX(A) es Gδ.

Como X \ intX(A) = clX(X \A) =
∞⋂
n=1

Un, donde Un es abierto para cada

natural n. Entonces, intX(A) = X \
∞⋂
n=1

Un =
∞⋃
n=1

(X \ Un), que es una unión

numerable de conjuntos cerrados de X.

Definición 4.57. Sea A subconjunto de un espacio métrico X. Decimos que
A es un conjunto perfecto si A = A′.
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Ejemplo 4.58.

1. R y [a, b], con a ̸= b, son perfectos.

2. Toda bola cerrada en Rn, con n ∈ N, es perfecto.

Teorema 4.59. Si X es un espacio métrico perfecto y completo, entonces X
no es infinito numerable.

Demostración. Supongamos que X es infinito numerable. Como X es per-
fecto, tenemos que X = X ′, es decir, para todo x ∈ X y para todo ε > 0,
tenemos que (B(x, ε) \ {x})∩X tiene un número infinito de elementos. Lue-
go, para todo x ∈ X tenemos que intX({x}) = ∅. Por 5 del teorema 4.37,
para todo x ∈ X, tenemos que {x} es fronterizo en X. Ahora, como para
todo x ∈ X, tenemos que clX({x}) = {x}, por 7 del teorema 4.37, para todo
x ∈ X, tenemos que {x} es denso en ninguna parte en X. Como X =

⋃
x∈X

{x},

concluimos que X es de la primera categoría. Esto es una contradicción, por-
que X es completo. Así, X no es infinito numerable.

Corolario 4.60. Si X es un espacio métrico compacto y perfecto, entonces
X no es infinito numerable.

Demostración. Por el corolario 4.31, tenemos que X es completo y por el
teorema 4.59, tenemos que X no es infinito numerable.

Corolario 4.61. Sean X un espacio métrico completo y A un subconjunto
de X. Si A es perfecto, entonces A no es infinito numerable.

Demostración. Si A es perfecto, A = A′. Por 2.31 (b), A es cerrado de
X. Así, A es completo. Por el teorema 4.59, tenemos que X no es inifinito
numerable.

Corolario 4.62. Los conjuntos R y [a, b], con a < b, no son infinito numera-
bles.

Demostración.

1. Por el teorema 4.27, tenemos que R es completo y por el ejemplo 4.58,
tenemos que R es perfecto. Luego, por el teorema 4.59, tenemos que R
no es infinito numerable.
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2. Por el teorema 3.39, tenemos que [a, b] es compacto y por el ejemplo
4.58, tenemos que [a, b] es perfecto. Luego, por el teorema 4.60, tenemos
que [a, b] no es infinito numerable.

4.3 Conjunto de Cantor

Ahora no podemos dejar pasar por alto al conjunto de Cantor, por esta razón
revisamos aquí en esta sección algunas propiedades importantes del conjunto
de Cantor: es compacto, perfecto y denso en ninguna parte en R. Para esto,
primero comenzamos recordando (o tal vez conociendo por primera vez) cómo
es el conjunto de Cantor.

Sea P1 = [0, 1].

Ahora, dividimos al intervalo [0, 1] en tres subintervalos:

I11 =

Å
1

3
,
2

3

ã
, J11 =

ï
0,

1

3

ò
, J12 =

ï
2

3
,
3

3

ò
.

Notemos que [0, 1] = J11 ∪ I11 ∪ J12.

Sea P2 = [0, 1] \ I11 = J11 ∪ J12.

Ahora, sean

I21 =

Å
1

9
,
2

9

ã
, I22 =

Å
7

9
,
8

9

ã
,

J21 =

ï
0,

1

9

ò
, J22 =

ï
2

9
,
3

9

ò
, J23 =

ï
6

9
,
7

9

ò
, J24 =

ï
8

9
, 1

ò
.

Sea P3 =
22⋃
k=1

J2k.

Podemos continuar el proceso hasta construir 2n intervalos cerrados ajenos

Jn1, . . . , Jn2n . Notemos que cada uno de estos intervalos tienen longitud
1

3n
.

Así, I(n+1)k es el intervalo abierto con el mismo centro que Jnk y de longitud
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1

3n+1
. Luego, Jnk\I(n+1)k es la unión de intervalos cerrados y ajenos J(n+1)(2k−1)

y J(n+1)2k de longitud
1

3n+1
. Obtenemos entonces

Pn+1 =
2n+1⋃
k=1

Jnk ⊂ Pn.

Definición 4.63. Al conjunto P =
∞⋂
n=1

Pn le llamamos el Conjunto de

Cantor.

Observación 4.64. Para cualesquiera n, k ∈ N, tenemos que Jnk ̸⊂ P . Ade-
más, los extremos de Jnk pertenecen a P .

Teorema 4.65. Sea P el conjunto de Cantor. Entonces P es compacto, per-
fecto y denso en ninguna parte en R.

Demostración. Como para cualesquiera n, k ∈ N, tenemos que Jnk es ce-
rrado de R y Pn es la unión de ellos, entonces Pn es cerrado de R. Luego, P
es cerrado de R, pues es la intersección de cerrados de R.

Ahora, como P ⊂ [0, 1] y [0, 1] es compacto, entonces P es compacto.

Sea x ∈ P . Mostraremos que x ∈ P ′. Dado ε > 0, existe n ∈ N tal que
1

3n
< ε. Notemos que existe kn ∈ {1, . . . , 2n} tal que x ∈ Jnkn . Como

los extremos de Jnkn pertenecen a P y la longitud de Jnkn es
1

3n
, tenemos

que Jnkn ⊂ (x − ε, x + ε). Por lo tanto, los extremos de Jnkn pertenecen a
P ∩ (x − ε, x + ε). Luego, x ∈ P ′. Como P es cerrado de R, tenemos que
P ′ ⊂ P . Así, P = P ′ y por lo tanto P es perfecto.

Como P es cerrado de R, basta mostrar que P es fronterizo para mostrar
que es denso en ninguna parte en R, es decir, intX(P ) = intX(clX(P )) = ∅.

Supongamos que intX(P ) ̸= ∅. Sea x ∈ intX(P ). Existe δ > 0 tal que
B(x, δ) ⊂ P . Además, existe un natural n tal que 1

2n
< δ. Así, (x− 1

2n
, x+ 1

2n
) ⊂

(x−δ, x+δ) ⊂ P . Ahora, como x ∈ Pn, existe un kn ∈ {1, . . . , 2n} tal que x ∈
Jnkn . Como la longitud de Jnkn es 1

3n
, tenemos que Jnk ⊂ (x− 1

2n
, x+ 1

2n
) ⊂ P ,
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lo cual es una contradicción. Luego, intX(P ) = ∅, y así P es denso en ninguna
parte en R.

Teorema 4.66. [7, Teorema 1.17] Sea P el conjunto de Cantor. Entonces,

P =

{
x ∈ [0, 1] : x =

∞∑
n=1

xn

3n
, con xn ∈ {0, 2}, para toda n ∈ N

}
.

Corolario 4.67. El conjunto de Cantor P no es infinito numerable.

Demostración. La demostración queda como ejercicio para el lector.

4.4 Límite de funciones

Definición 4.68. Sean X y Y espacios métricos, A ⊂ X, a ∈ A′ y f : X →
Y una función. El límite de f(x) cuando x tiende a a es b, denotado por
ĺım
x→a

f(x) = b, si para todo abierto U de Y, con b ∈ U , existe un abierto V de
X, con a ∈ V tal que

f ((V \ {a}) ∩ A) ⊂ U,

es decir, para cada x ∈ (V \ {a}) ∩ A, tenemos que f(x) ∈ U .

Lema 4.69. Sean (X, dX) y (Y, dY ) espacios métricos, A un subconjunto de
X, a ∈ A′ y f : X → Y , con b ∈ Y . Entonces ĺım

x→a
f(x) = b si y sólo si

para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que para cada x ∈ A, si 0 < dX(x, a) < δ,
entonces dY (f(x), b) < ε.

Demostración. Supongamos que ĺım
x→a

f(x) = b. Sea ε > 0. Como BdY (b, ε) es
un abierto de Y , existe un abierto V de X, tal que a ∈ V y si x ∈ (V \ {a})∩A,
entonces f(x) ∈ BdY (b, ε). Ahora, como V es abierto de X, existe δ > 0 tal
que BdX (a, δ) ⊂ V ; además, (BdX (a, δ) \ {a}) ∩ A ⊂ (V \ {a}) ∩ A. Por lo
tanto, si x ∈ (BdX (a, δ) \ {a}) ∩ A, entonces f(x) ∈ BdY (b, ε).

Ahora, sea U un abierto de Y con b ∈ U . Existe ε > 0 tal que BdY (b, ε) ⊂
U . Por hipótesis, existe δ > 0 tal que para toda x ∈ A ∩ (BdX (a, δ) \ {a}), se
tiene que f(x) ∈ BdY (b, ε) ⊂ U .
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Teorema 4.70. Sean X y Y espacios métricos, A un subconjunto de X,
f : A → Y una función y a ∈ A′. Si el ĺım

x→a
f(x) existe, entonces éste es único.

Demostración. Supongamos que hay dos límites b1, b2 con b1 ̸= b2. Luego,
existen U1 y U2 ajenos y abiertos de Y tales que b1 ∈ U1 y b2 ∈ U2 (vea el
ejercicio 16 de la pág. 56).

Por definición de límite, existen V1 y V2 abiertos de X tales que a ∈ V1∩V2

y si x ∈ (Vi \ {a}) ∩ A, entonces f(x) ∈ Ui, para i ∈ {1, 2}.

Sea V = V1 ∩ V2. Notemos que V es un abierto de X con a ∈ V . Luego,
si x ∈ (V \ {a}) ∩ A, entonces f(x) ∈ U1 ∩ U2 = ∅. Como esto es una
contradicción, concluimos que b1 = b2.

Teorema 4.71. Sean X y Y espacios métricos, f : A ⊂ X → Y una función
y a ∈ A′.

1. Si ĺım
x→a

f(x) = b, entonces para cada sucesión {xn}∞n=1 en A, tal que
ĺım
n→∞

xn = a, tenemos que ĺım
n→∞

f(xn) = b.

2. Si para toda sucesión {xn}∞n=1 en A, tal que ĺım
n→∞

xn = a y la suce-
sión {f(xn)}∞n=1 es convergente, entonces cada una de estas sucesiones
converge al mismo punto b y ĺım

x→a
f(x) = b.

Demostración. 1. Sea {xn}∞n=1 una sucesión de términos distintos en A tal
que ĺım

n→∞
xn = a. Sea U un abierto de Y con b ∈ U . Por hipótesis, tenemos

que ĺım
x→a

f(x) = b. Luego, existe un abierto V de X tal que a ∈ V y para cada
x ∈ (V \ {a}) ∩ A, se tiene que f(x) ∈ U .

Por otro lado, como ĺım
n→∞

xn = a, existe N ∈ N tal que para todo n ≥ N ,
se tiene que xn ∈ (V \{a})∩A. Luego, si n ≥ N , entonces f(xn) ∈ U , lo cual
significa que ĺım

n→∞
f(xn) = b.

2. Sean {xn}∞n=1 y {yn}∞n=1 sucesiones en A tales que ĺım
n→∞

xn = a = ĺım
n→∞

yn.
Así, ĺım

n→∞
f(xn) = p y ĺım

n→∞
f(yn) = q. Mostraremos que p = q.

Como la sucesión {x0, y0, . . . , xn, yn, . . .} converge a a, por hipótesis
{f(x0), f(y0), . . .} y cualquier subsucesión suya convergen a algún z ∈ Y .
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Es decir, ĺım
n→∞

f(xn) = z y ĺım
n→∞

f(yn) = z, por lo que p = z = q.

El resto de la demostración queda como ejercicio para el lector.

Teorema 4.72. Sean X y (Y, dY ) espacios métricos. Si f : A ⊂ X → Y
es una función, a ∈ A′ y ĺım

x→a
f(x) = b, entonces para todo ε > 0 existe un

abierto V de X con a ∈ V tal que para cada x, y ∈ (V \ {a}) ∩ A, se tiene
que dY (f(x), f(y)) < ε.

Demostración. Sea ε > 0. Como ĺım
x→a

f(x) = b y B
(
b, ε

2

)
es un abierto

de Y con b ∈ B
(
b, ε

2

)
, existe un abierto V de X con a ∈ V tal que si

x ∈ (V \ {a}) ∩ A, entonces f(x) ∈ B
(
b, ε

2

)
.

Sean x, y ∈ (V \ {a})∩A. Luego, f(x) ∈ B
(
b, ε

2

)
y f(y) ∈ B

(
b, ε

2

)
. Ahora,

notemos que dY (f(x), f(y)) ≤ dY (f(x), b) + dY (f(y), b) <
ε
2
+ ε

2
= ε.

Teorema 4.73. Sean X y (Y, dY ) espacios métricos con (Y, dY ) completo,
f : A ⊂ X → Y una función y a ∈ A′. Si para cada ε > 0 existe un abierto
V tal que a ∈ V y para cualesquiera x, y ∈ (V \ {a}) ∩ A se cumple que
dY (f(x), f(y)) < ε, entonces el ĺım

x→a
f(x) existe.

Demostración. Sea ε > 0. Existe un abierto V de X con a ∈ V , tal que
si x, y ∈ (V \ {a}) ∩ A, entonces dY (f(x), f(y)) < ε. Ahora, sea {xn}∞n=1

una sucesión en A que converge a a. Así, existe N ∈ N tal que si n ≥ N ,
entonces xn ∈ (V \ {a})∩A. Luego, si n,m ≥ N , entonces dY (f(xn), f(xm)) <
ε. Por lo tanto, {f(xn)}∞n=1 es una sucesión de Cauchy en Y . Como Y es
completo, tenemos que {f(xn)}∞n=1 es convergente. Por el teorema 4.71, el
ĺım
x→a

f(x) existe.

Corolario 4.74. Sean X y (Y, dY ) espacios métricos con (Y, dY ) completo,
f : A ⊂ X → Y un función y a ∈ A′. Entonces ĺım

x→a
f(x) existe si y sólo si para

todo ε > 0, existe un abierto V de X con a ∈ V , tal que si x, y ∈ (V \ {a})∩A,
entonces dY (f(x), f(y)) < ε.

Demostración. La demostración queda como ejercicio para el lector.

4.5 Ejercicios

1. Sean X un espacio métrico y {xn}∞n=1 una sucesión en X. Demostrar
que si se suprime de la sucesión {xn}∞n=1 un conjunto finito y arbitrario
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de sus términos y se conservan los restantes en el mismo orden relativo,
se obtiene una subsucesión {yn}∞n=1 de {xn}∞n=1.

2. Recordemos que una relación de orden es una relación binaria R
definida en un conjunto no vacío X tal que

(a) Para todo x ∈ X : x R x (propiedad reflexiva);

(b) Para todo x, y ∈ X : si x R y y y R x, entonces x = y (propiedad
antisimétrica);

(c) Para todo x, y ∈ X : si x R y y y R z, entonces x R z (propiedad
transitiva).

¿Establece el concepto de subsucesión una relación de orden sobre el
conjunto de todas las sucesiones en un conjunto no vacío X? Justifique
su respuesta.

3. ¿Establece el concepto de reordenación de términos una relación de
equivalencia sobre el conjunto de todas las sucesiones en un conjunto
no vacío X? Justifique su respuesta.

4. Sean {xn}∞n=1, {yn}∞n=1 sucesiones en un espacio métrico tales que el
conjunto {n ∈ N : xn ̸= yn} es finito. Demostrar que ambas convergen
al mismo límite o ambas carecen de límite.

5. Sean X un espacio métrico y x ∈ X. Demostrar que si {xn}∞n=1 es una
sucesión en X que converge a x, entonces el conjunto R(xn) ∪ {x} es
compacto.

6. Demostrar que el rango de una sucesión convergente es relativamente
compacto. Dar un contraejemplo que revele que el recíproco no es cierto.

7. Sea {xn}∞n=1 una sucesión en un espacio métrico X. Supongamos que:

(a) El conjunto R(xn) es relativamente compacto y admite un único
punto de acumulación z ∈ X.

(b) Para cada x ∈ A el conjunto {n ∈ N : xn = x} es finito.

Demostrar que {xn}∞n=1 converge a z. Además, probar que si {xn}∞n=1

es convergente y R(xn) es infinito, entonces se cumple (a). También,
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dar un ejemplo de una sucesión {xn}∞n=1 en la que se cumple (a) y no
(b), pero que {xn}∞n=1 sea convergente a z, y otro donde {xn}∞n=1 no sea
convergente.

8. Sea {xn}∞n=1 una sucesión en R que tiene límite x. Probar que si y < x,
existe N ∈ N tal que si n ≥ N , entonces y < xn .

9. Sea {xn}∞n=1 una sucesión en R que tiene límite x ̸= 0. Probar que existe
N ∈ N tal que si n ≥ N , entonces xn tiene el mismo signo que x.

10. Sean {xn}∞n=1 y {yn}∞n=1 sucesiones en R tales que {xn}∞n=1 converge a
x y {yn}∞n=1 converge a y con x < y. Demostrar que existe N ∈ N tal
que para cada n ≥ N , se tiene que xn < yn.

11. Sean {xn}∞n=1 y {yn}∞n=1 sucesiones en R tales que {xn}∞n=1 converge a
x y {yn}∞n=1 converge a y con xn < yn. Demostrar que x ≤ y. Dar un
ejemplo en el que x = y.

12. Sean {xn}∞n=1 y {yn}∞n=1 sucesiones en un espacio métrico X y x ∈ X.
Probar las siguientes implicaciones:

(a) Si {xn}∞n=1 converge a x y {d(xn, yn)}∞n=1 converge a 0, entonces
{yn}∞n=1 converge a x.

(b) Si {xn}∞n=1 converge a x y {yn}∞n=1 converge a x, entonces
{d(xn, yn)}∞n=1 converge a 0.

13. Demostrar que todo número real es el límite de una sucesión de términos
racionales.

14. Probar que una sucesión, cuyo rango es relativamente compacto, admite
una subsucesión convergente.

15. Sean {xn}∞n=1, {yn}∞n=1 y {zn}∞n=1 sucesiones en R tales que:

(a) Para cada n ∈ N: xn ≤ yn ≤ zn,

(b) ĺım
n→∞

xn = x = ĺım
n→∞

zn.

Probar que {yn}∞n=1 converge a x.
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16. Una sucesión {xn}n∈N en R es divergente al infinito si para cada k > 0
existe N ∈ N tal que si n ≥ N , entonces |xn| > k.

(a) Pruebe que una sucesión divergente al infinito no puede ser con-
vergente.

(b) Dé un ejemplo de una sucesión real que no es convergente ni di-
vergente al infinito.

17. Probar que una sucesión creciente en R, cuyo rango no está acotado
superiormente, es divergente al infinito.

18. Sea A un conjunto no acotado en R, demuestre que existen sucesiones
divergentes al infinito en A.

19. Demostrar que toda subsucesión de una sucesión divergente al infinito
es divergente al infinito.

20. Demostrar que, si toda esfera cerrada en un espacio métrico es compac-
ta, entonces el espacio métrico es completo.

21. Demostrar que toda subsucesión de una sucesión de Cauchy es de Cauchy.

22. Demostrar que las únicas sucesiones de Cauchy en un espacio métrico
discreto son las semiconstantes.

23. Demostrar que todo espacio métrico discreto es completo.

24. Probar que toda sucesión de Cauchy, cuyo rango es finito, es semicons-
tante.

25. Demostrar que el conjunto derivado (se supone no vacío) de un conjunto
precompacto en un espacio métrico completo, es compacto.

26. Sea S un conjunto denso en un espacio métrico X, tal que toda sucesión
de Cauchy en S es convergente (no necesariamente en S). Demostrar
que X es completo.

27. Probar que, si todo conjunto cerrado y acotado de un espacio métrico
X constituye un subespacio completo, entonces X es un espacio métrico
completo.

La magia de los espacios métricos, Capítulo 4



Sucesiones, límites y espacios métricos completos 115

28. Demostrar que toda n-celda en Rn es compacto.

29. Sea {A0, A1, . . .} una familia infinito numerable de conjuntos no vacíos
en Rn, tal que A0 es acotado, para todo k ∈ N, se tiene que Ak es

cerrado de X y Ak+1 ⊂ Ak. Demostrar que
∞⋂
k=1

Ak es cerrado de X y no

vacío.

30. Sea {xn}∞n=1 una sucesión en R cuyo rango R0 es acotado. Definamos
la familia infinito numerable de conjuntos {R0, R1, . . .} tal que para ca-
da n ∈ N se tiene que Rn es el rango de la sucesión {xn, xn+1, . . .}.
Construyamos un par de sucesiones reales {yn}∞n=1 y {zn}∞n=1 tales que
para cada n ∈ N: yn = ı́nf Rn y zn = supRn. Demuestre que {yn}∞n=1 y
{zn}∞n=1 son convergentes.

El Límite inferior de oscilación y el límite superior de oscilación de
{xn}∞n=1 se definen y se escriben, respectivamente,

ĺım
n→∞

inf xn = ĺım
n→∞

yn

ĺım
n→∞

sup xn = ĺım
n→∞

zn.

Probar que {xn}∞n=1 es convergente si y sólo si sus límites de oscilación
son iguales, en cuyo caso, ése es el límite de {xn}n∈N.

31. Con el mismo planteamiento y notación del ejercicio 30, demuestre que:

(a) A =
∞⋂
n=0

clX(Rn) es no vacío.

(b) ĺım
n→∞

inf xn = ı́nf A y ĺım
n→∞

sup xn = supA.

32. Probar que toda sucesión en Rn cuyo rango es acotado, admite una
subsucesión convergente.

33. Sea X un espacio métrico tal que toda familia infinito numerable de
esferas cerradas

{clX(B(x1, r1)), clX(B(x2, r2)), . . .}
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con rn → 0 y clX(B(xn+1, rn+1)) ⊂ clX(B(xn, rn)), para cada n ∈ N,
tiene intersección no vacía.

Probar que el espacio métrico X es completo.

34. Probar que la unión en una familia infinito numerable de conjuntos
magros es un conjunto magro.

35. Sean X un espacio métrico, f : A ⊂ X → R funciones, a ∈ A′. Supon-
gamos que el ĺım

x→a
f(x) = b.

Demostrar que:

(a) Si b < c, entonces existe una vecindad V de a tal que para cada
x ∈ (V \ {a}) ∩ A se tiene que f(x) < c.

(b) Si b ̸= 0, existe una vecindad V de a tal que para cada x ∈ (V \
{a}) ∩ A se tiene que f(x) tiene el mismo signo que b.

36. Sean X un espacio métrico, f, g : A ⊂ X → R funciones, a ∈ A′.
Supongamos que ĺım

x→a
f(x) = b1 y ĺım

x→a
g(x) = b2.

Demostrar que:

(a) Si b1 < b2, existe una vecindad V de a tal que para cada x ∈
(V \ {a}) ∩ A se tiene que f(x) < g(x).

(b) Si para una vecindad V de a se cumple que para cada x ∈ (V \
{a}) ∩ A se tiene que f(x) < g(x), entonces b1 ≤ b2.

37. Sean X un espacio métrico, f, g, h : A ⊂ X → R funciones, a ∈ A′ y
ĺım
x→a

f(x) = ĺım
x→a

h(x) = b. Probar que, si para cada x ∈ A se cumple que
f(x) ≤ g(x) ≤ h(x), entonces el ĺım

x→a
g(x) existe y es igual a b.

38. Sean X un espacio métrico, b ∈ X y f : A ⊂ R → X una función.
Suponga que A no está acotado superiormente. El límite de f en +∞
es b, denotado por ĺım

x→∞
f(x) = b, si para cada vecindad V de b existe

un K > 0 tal que si x > K, entonces f(x) ∈ V .

39. Sean X un espacio métrico y {xn}∞n=1 una sucesión en X. Considere a la
sucesión {xn}∞n=1 en X como una función f : N → X, donde para cada
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n ∈ N: f(n) = xn. Demuestre que

ĺım
n→∞

xn = ĺım
n→∞

f(n).

40. Demostrar que todo subconjunto de un conjunto magro es magro.

41. Probar que en R, el conjunto de los números racionales Q es magro y
el de los números irracionales R \Q es de segunda categoría.

42. Sean X un espacio métrico y A,B subconjuntos X. Suponga que A es
abierto de X y que A∩B es magro. Demostrar que clX(A)∩B es magro.
Bajo estas mismas hipótesis, ¿el conjunto clX(A ∩B) será magro?

43. Sean X un espacio métrico y A,C subconjuntos X con C ⊂ A. Suponga
que A es abierto de X y que C es compacto. Demostrar que existe r > 0
tal que para cada x ∈ C se tiene que B(x, r) ⊂ A.

44. Mostrar que el recíproco del Corolario 4.31 no es verdadero.
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Capítulo 5

Funciones continuas

Este capítulo está dedicado a las funciones continuas, se hace una revisión
de las propiedades de tales funciones y su relación con los espacios métricos.

5.1 Continuidad puntual

Comenzamos esta sección con la noción de función continua en un punto de
un espacio métrico.

Definición 5.1. Sean X y Y espacios métricos, a ∈ A ⊂ X. Una función
f : A → Y es continua en a si para todo abierto V de Y con f(a) ∈ V ,
existe un abierto U de X con a ∈ U tal que f(U ∩ A) ⊂ V .

Ahora un lema que nos presenta la continuidad puntual desde una pers-
pectiva similar a la que se da en cursos iniciales de Cálculo.

Lema 5.2. Sean (XX , d) y (Y, dY ) espacios métricos, a ∈ A ⊂ X y f : A → Y
una función. La función f es continua en a si y sólo si para cada ε > 0, existe
δ > 0 tal que si x ∈ A y dX(x, a) < δ, entonces dY (f(x), f(a)) < ε.

Demostración. La demostración queda como ejercicio para el lector.

Enseguida un teorema que nos muestra que una función siempre será
continua en un punto aislado, también nos presenta la noción de continui-
dad puntual vía un límite (de manera similar como en los cursos básicos de
Cálculo).

Teorema 5.3. Sean X y Y espacios métricos, a ∈ A ⊂ X y f : A → Y una
función. Se cumple lo siguiente.

1. Si a es un punto aislado de A, entonces f es continua en a.

2. La función f es continua en a si y sólo si ĺım
x→a

f(x) = f(a).
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Demostración. Veamos 1. Sea V un abierto de Y con f(a) ∈ V . Como a es
un punto aislado de A, tenemos que a ∈ A \ A′, por lo que existe un abierto
U de X tal que a ∈ U y U ∩ A = {a}. Luego, f(U ∩ A) = f({a}) ⊂ V . Así,
f es continua en a.

Veamos 2. Sea a ∈ A′. Supongamos que f es continua en a. Veamos que
ĺım
x→a

f(x) = f(a). Para esto, sea V un abierto de Y con f(a) ∈ V . Como la
función f es continua en a, existe un abierto U de X con a ∈ U tal que
f(U ∩ A) ⊂ V . Notemos que, f((U \ {a}) ∩ A) ⊂ f(U ∩ A) ⊂ V . Luego,
f((U \ {a}) ∩ A) ⊂ V . Así, por definición, ĺım

x→a
f(x) = f(a).

Ahora, sea a ∈ A′ y supongamos que ĺım
x→a

f(x) = f(a). Por el lema 4.69 y
el lema 5.2, se obtiene que f es continua en a.

La continuidad puntual también se puede abordar por medio de sucesiones
tal como los asegura el siguiente resultado.

Teorema 5.4. [6, Teorema 6.2] Sean X y Y espacios métricos, a ∈ A ⊂ X y
f : A → Y una función. La función f es continua en a si y sólo si para cada
sucesión {xn}∞n=1 en X tal que ĺım

n→∞
xn = a, se tiene que ĺım

n→∞
f(xn) = f(a).

Ahora, un teorema interesante sobre el límite de una composición de fun-
ciones.

Teorema 5.5. Sean X, Y y Z espacios métricos y f : A ⊂ X → Y y
g : B ⊂ Y → Z funciones tales que f(A) ⊂ B. Si para cada a ∈ A′, se tiene
que ĺım

x→a
f(x) = b ∈ B y g es continua en b, entonces ĺım

x→a
(g ◦ f)(x) = g(b).

Demostración. Primero, obsérvese que la funcion g◦f : A ⊂ X → Z existe.
Sea W un abierto de Z con g(b) ∈ W . Como g es continua en b, existe un
abierto V de Y con b ∈ V tal que g(V ∩B) ⊂ W . Como V ∩B es un abierto
de Y con b ∈ V ∩ B y ĺım

x→a
f(x) = b, existe un abierto U de X con a ∈ U tal

que f((U \ {a}) ∩ A) ⊂ V ∩B. Así,

g(f((U \ {a}) ∩ A)) ⊂ g(V ∩B) ⊂ W,

es decir,
(g ◦ f)((U \ {a}) ∩ A) ⊂ W,

lo cual significa que ĺım
x→a

(g ◦ f)(x) = g(b).

La magia de los espacios métricos, Capítulo 5



Funciones continuas 121

El siguiente teorema nos muestra que la composición de funciones conti-
nuas es continua.

Teorema 5.6. Sean X y Y espacios métricos, a ∈ A ⊂ X y f : A → Y ,
g : B → Z funciones. Si f es continua en a y g es continua en f(a), entonces
g ◦ f es continua en a.

Demostración. Si a ∈ A \A′, entonces por 1 del teorema 5.3, tenemos que
g ◦ f es continua en a.

Si a ∈ A′, entonces por 2 del teorema 5.3 y el teorema 5.5, tenemos que
ĺım
x→a

(g ◦ f)(x) = ĺım
x→a

g(ĺım
x→a

f(x)) = g(f(a)) = (g ◦ f)(a). Así, nuevamente por
2 del teorema 5.3, concluimos que g ◦ f es continua en a.

5.2 Continuidad global

En esta sección toca estudiar la continuidad de una función pero ya no en un
punto, sino en un conjunto.

Definición 5.7. Sean X y Y espacios métricos, A ⊂ X y f : A → Y una
función. La función f es continua en A si f es continua en cada a ∈ A.

Si f es continua en su dominio decimos simplemente que f es continua.

El siguiente lema nos presenta una función continua que mide la distancia
desde un punto dado a todos los puntos del espacio métrico.

Lema 5.8. Sea (X, dX) un espacio métrico y a ∈ X. La función f : X → R
definida, para cada x ∈ X, por f(x) = dX(x, a) es continua en X.

Demostración. Sabemos que para cualesquiera x0, y ∈ X se cumple que

|dX(x0, a)− dX(y, a)| ≤ dX(x0, y),

es decir, |f(x0)− f(y)| ≤ dX(x0, y).
Sean ε > 0 y δ = ε. Si dX(x0, y) < δ, entonces |f(x0) − f(y)| < δ = ε.

Esto significa que ĺım
y→x0

f(y) = f(x0). Por 2 del teorema 5.3, tenemos que f es

continua en x0. Como esto sucede en cada punto x0 ∈ X, podemos concluir
que f es continua en X.
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Ahora un lema similar al inmediato anterior, nos presenta una función
continua que mide la distancia desde un conjunto dado a todos los puntos del
espacio métrico.

Lema 5.9. Sean (X, dX) un espacio métrico y A ⊂ X. La función g : X → R
definida, para cada x ∈ X, por g(x) = dX(x,A) es continua en X.

Demostración. Sabemos que para cualesquiera x0, x ∈ X se cumple que

|dX(x,A)− dX(x0, A)| ≤ dX(x, x0).

es decir, |g(x) − g(x0)| ≤ dX(x, x0). Sean ε > 0 y δ = ε. Si dX(x, x0) < δ,
entonces |g(x) − g(x0)| < δ = ε, por lo que ĺım

x→x0

g(x) = g(x0). Por 2 del
teorema 5.3, para cada x0 ∈ X, tenemos que g es continua en x0. Como esto
sucede en cada punto x0 ∈ X, podemos concluir que g es continua en X.

Ahora, un teorema que nos dice que la composición de funciones continuas
es continua.

Teorema 5.10. Sean X, Y y Z espacios métricos, f : A ⊂ X → Y y
g : B ⊂ Y → Z tales que f(A) ⊂ B. Si f es continua en A y g es continua
en f(A), entonces g ◦ f es continua en A.

Demostración. Por el teorema 5.6, tenemos que g ◦ f es continua en cada
punto de A.

Existen proposiciones equivalentes de la continuidad de una función en un
conjunto tal como lo asegura el resultado siguiente.

Teorema 5.11. Sean X y Y espacios métricos y f : A ⊂ X → Y una función.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. La función f es continua en A.

2. Para cada abierto V de Y , se tiene que f−1(V ) es un abierto de A.

3. Para todo cerrado V de Y , se tiene que f−1(V ) es cerrado de A.

4. Para cualquier U ⊂ A se tiene que f (A ∩ clX(U)) ⊂ clY (f(U)).
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Demostración. Veamos que 1 implica 4. Sean U un subconjunto no vacío
de A y y ∈ f (A ∩ clX(U)). Así, existe x ∈ A ∩ clX(U) tal que f(x) = y.
Como x ∈ clX(U), por el corolario 4.14, existe una sucesión {xn}∞n=1 en U
que converge a x. Por otro lado, como x ∈ A, por hipótesis, tenemos que
f es continua en x. Así, por el teorema 5.4, obtenemos que ĺım

n→∞
f(xn) =

f(x). Obsérvese que para todo n ∈ N, tenemos que f(xn) ∈ f(U), es decir,
{f(xn)}∞n=1 es una sucesión en f(U) que converge a f(x). Por el corolario 4.14,
concluimos que y = f(x) ∈ clY (f(U)). Así, f (A ∩ clX(U)) ⊂ clY (f(U)).

Nótese que f(A∩clX(U)) ⊂ clY (f(U)) equivale a que clY (f(A∩clX(U))) =
clY (f(U)).

Veamos que 4 implica 3. Sea V un cerrado de Y . Por hipótesis,

f(A ∩ clX(f
−1(V ))) ⊂ clY (f(f

−1(V ))) ⊂ clY (V ) = V,

por lo que A ∩ clX(f
−1(V )) ⊂ f−1(V ).

Además, f−1(V ) = f−1(V ) ∩ A ⊂ clX(f
−1(V )) ∩ A. Así, f−1(V ) =

A ∩ clX(f
−1(V )) y por lo tanto f−1(V ) es cerrado de A.

Veamos que 3 implica 2. Sea V un abierto de Y . Entonces Y \V es cerrado
de Y . Por hipótesis, f−1(Y \ V ) es cerrado de A. Además,

f−1(Y \ V ) = f−1(Y ) \ f−1(V ) = A \ f−1(V ),

por lo cual f−1(V ) es abierto de A.

Veamos que 2 implica 1. Sea x ∈ A. Supongamos que V es un abierto de
Y tal que f(x) ∈ V . Por hipótesis, f−1(V ) es un abierto de A y x ∈ f−1(V ),
por lo que f(f−1(V )) ⊂ V , es decir, f es continua en cada punto de A, lo
cual significa que f es continua en A.

Las funciones continuas no envían conjuntos abiertos en conjuntos abier-
tos, ni conjuntos cerrados en conjuntos cerrados, a continuación enunciamos
este hecho de manera más formal.

Observación 5.12. Sean X y Y espacios métricos, A ⊂ X y f : A → Y una
función continua en A. Si U es abierto (cerrado) de A, no implica que f(U)
sea un abierto (cerrado) de Y .
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Un ejemplo dice más que mil palabras.

Ejemplo 5.13. Sea f : [−1, 1] → R definida, para cada x ∈ R, por f(x) =
dR(x, 0). Por el lema 5.8, tenemos que f es continua en [−1, 1]. Notemos que
(−1, 1) es abierto de [−1, 1] y que f(−1, 1) = [0, 1). Como [0, 1) no es abierto
de R, este es un ejemplo de que una función continua no envía abiertos en
abiertos.

La imagen inversa bajo una función continua de cualquier conjunto abierto
(cerrado) del codominio de la función es un conjunto abierto (cerrado) en el
dominio de la función.

Corolario 5.14. Sean X y Y espacios métricos, A un abierto (cerrado) de
X y f : A → Y una función. La función f es continua en A si y sólo si para
cada abierto (cerrado) V de Y , se tiene que f−1(V ) es un abierto (cerrado)
de X.

Demostración. La demostración queda como ejercicio para el lector.

Ahora, es momento de conocer uno de los conceptos más importantes en
Topología, es un tipo de función especial que, cuando existe, indica que dos
espacios métricos son equivalentes, topológicamente hablando.

Definición 5.15. Sean X y Y espacios métricos. Un homeomorfismo es una
función biyectiva y continua h : X → Y tal que h−1 : Y → X es continua. Dos
espacios métricos son homeomorfos si existe un homeomorfismo h : X → Y
y lo denotamos por X ≃ Y .

Veamos un par de ejemplos clásicos de homeomorfimos, el primero nos dice
que cualquier intervalo abierto es homeomorfo al intervalo (0, 1), el segundo
nos dice que R es homeomorfo a a un intervalo abierto contenido en R.

Ejemplo 5.16. Sean a, b ∈ R con a < b. La función f : R → R definida, para
cada x ∈ R, por f(x) = x−a

b−a
, es biyectiva, continua y tiene función inversa

f−1 definida, para cada x ∈ R, por f−1(x) = (b − a)x + a, que también es
continua. Como f((a, b)) = (0, 1), tenemos que la restricción de f al intervalo
(a, b) es un homeomorfismo, es decir, (a, b) es homeomorfo a (0, 1).

Ejemplo 5.17. La función f : (−π
2
, π
2
) → R definida, para cada x ∈ R, por

f(x) = tan x, es biyectiva, continua y tiene función inversa f−1 definida, para
cada x ∈ R, por f−1(x) = arctan(x), que también es continua. Así, f es un
homeomorfismo entre (−π

2
, π
2
) y R.

La magia de los espacios métricos, Capítulo 5



Funciones continuas 125

En la clase de los espacios métricos, el ser homeomorfos es una relación
de equivalencia (véase la definición 1.26), es decir, si X, Y , y Z son espacios
métricos, se cumple lo siguiente:

1. X ≃ X (propiedad reflexiva);

2. si X ≃ Y , entonces Y ≃ X (propiedad simétrica);

3. si X ≃ Y y Y ≃ Z, entonces X ≃ Z (propiedad transitiva).

Ejemplo 5.18. En el ejemplo 5.17 vimos que R es homeomorfo a (−π
2
, π
2
).

Por otro lado, por el ejemplo 5.16 con a = −π
2

y b = π
2
, tenemos que (−π

2
, π
2
)

es homeomorfo a (0, 1). Luego, por la propiedad transitiva de los homeomor-
fismos, tenemos que R es homeomorfo a (0, 1).

Definición 5.19. Un arco es un espacio métrico homeomorfo al intervalo
[0, 1]. Sean J un arco, p, q ∈ J y h : [0, 1] → J un homeomorfismo. Suponga-
mos que h(0) = p y h(1) = q. Los puntos p y q se llaman puntos extremos
de J y en este caso se dice que J es un arco que va de p a q. Un espacio
métrico X es arco conexo si para todo x, y ∈ X con x ̸= y, existe un arco
que va de x a y.

Ahora veamos qué es una extensión de una función en un conjunto.

Definición 5.20. Sean X y Y espacios métricos, A ⊂ B ⊂ X y f : A → Y
una función continua. Una extensión de f en B es una función continua
g : B → Y tal que para todo x ∈ A, se tiene que f(x) = g(x), es decir,
g|A = f .

Si dos funciones tienen el mismo dominio y el mismo codominio, enton-
ces la colección de imagenes que coinciden entre ambas funciones forman un
conjunto cerrado.

Lema 5.21. Sean (X, d) y (Y, dY ) espacios métricos, A ⊂ X y f, g : A → Y
funciones continuas en A. El conjunto

B = {x ∈ A : f(x) = g(x)}

es cerrado de A.
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Demostración. Sea h : A → R definida, para cada x ∈ A por h(x) =
dY (f(x), g(x)). Veamos que h es una función continua en A. Para esto, sean
ε > 0 y a ∈ A. Como f y g son continuas en a, existe δ > 0 tal que si
dX(x, a) < δ, entonces dY (f(x), f(a)) < ε

2
y dY (g(x), g(a)) < ε

2
. Luego, si

dX(x, a) < δ, entonces

|h(x)− h(a)| = |dY (f(x), g(x))− dY (f(a), g(a))|
≤ dY (f(x), g(a)) + dY (g(x), g(a))

<
ε

2
+

ε

2
= ε,

por lo que ĺım
x→a

h(x) = h(a). Por 2 del teorema 5.3, para cada a ∈ X, tenemos
que h es continua en a, concluyéndose así que h es continua en A.

Ahora, como {0} es cerrado de R y h es continua en A, por 3 del teorema
5.11, tenemos que h−1({0}) es cerrado de A, es decir

h−1({0}) = {x ∈ A : dY (f(x), g(x)) = 0} = {x ∈ A : f(x) = g(x)}

es cerrado de A.

Lema 5.22. Sean X y Y espacios métricos y A ⊂ X. Si f, g : clX(A) → Y
son funciones continuas en clX(A) y f |A = g|A, entonces para cada x ∈ clX(A)
se cumple que f(x) = g(x).

Demostración. Sea B = {x ∈ clX(A) : f(x) = g(x)}. Por el lema 5.21,
el conjunto B es cerrado en clX(A). Notemos que A ⊂ B ⊂ clX(A). Luego,
clX(A) ⊂ clX(B) = B ⊂ clX(A). Así, clX(A) = B y por lo tanto, para cada
x ∈ clX(A), se tiene que f(x) = g(x).

Teorema 5.23. Sean X y Y espacios métricos, A ⊂ X y f : A → Y una
función continua en A. Existe una función continua g : clX(A) → Y tal que
g|A = f si y sólo si para cada a ∈ A′ existe ĺım

x→a
f(x). Además, g es única.

Demostración. Supongamos que existe una función continua g : clX(A) →
Y tal que g|A = f . Veremos que si a ∈ A′, entonces el ĺım

x→a
f(x) existe. Para

esto, sea a ∈ A′. Notemos que ĺım
x→a

Id(x) = ĺım
x→a

x = a. Como g es continua en
a ∈ clX(A), por el teorema 5.5, tenemos que ĺım

x→a
(g ◦ Id)(x) = g(ĺım

x→a
Id(x)) =

g(a). Por otro lado, como para todo x ∈ A, tenemos que (g ◦ Id)(x) = f(x),
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tenemos que ĺım
x→a

(g ◦ Id)(x) = ĺım
x→a

f(x). Luego, ĺım
x→a

f(x) = g(a). Así, hemos
demostrado que el ĺım

x→a
f(x) sí existe.

Ahora, supongamos que para cada a ∈ A′ el ĺım
x→a

f(x) existe. Veremos que
existe una función continua g : clX(A) → Y tal que g|A = f , y que además, g
es única. Para esto, sea g : clX(A) → Y definida, para cada a ∈ clX(A), por

g(a) =

{
f(a) si a ∈ A,

ĺım
x→a

f(x) si a ∈ A′,

(recuerde que clX(A) = A ∪ A′).
Notemos que si a ∈ A ∩ A′, por un lado g(a) = f(a) y por otro g(a) =

ĺım
x→a

f(x). Como f es continua en a, ĺım
x→a

f(x) = f(a), por lo que la función
está bien definida.

Veamos que g es continua en clX(A). Para esto, sea a ∈ clX(A). Si a es un
punto aislado de A, por 1 del teorema 5.3, tenemos que g es continua en a.

Si a ∈ A′, por definición de g tenemos que ĺım
x→a

f(x) = g(a). Sea V un
abierto de Y tal que g(a) ∈ V . Existe r > 0 tal que B (g(a), r) ⊂ V . Como
ĺım
x→a

f(x) = g(a), por definición, existe un abierto U de X con a ∈ U tal que
f((U \ {a}) ∩ A) ⊂ B (g(a), r) ⊂ clY (B (g(a), r)) ⊂ V .

Sea B = U \ {a}. Luego, f(B ∩A) ⊂ clY (B (g(a), r)). Sea z ∈ B ∩ clX(A)
y sea W un abierto de X con z ∈ W . Como B es abierto de X, tenemos que
W ∩ (B ∩ A) = (W ∩ B) ∩ A ̸= ∅, pues z ∈ clX(A). Así, z ∈ clX(B ∩ A) =
(B ∩ A) ∪ (B ∩ A)′. Si z ∈ B ∩ A, f(z) ∈ f(B ∩ A) ⊂ clY (B (g(a), r)) ⊂ V .
Así, si z ∈ A, entonces f(z) = g(z) ∈ V .

Por otro lado, si z ∈ (B ∩ A)′ ⊂ A′, tenemos que el ĺım
x→z

f(x) = g(z).
Sea {xn}∞n=1 una sucesión en B ∩ A que converge a z. Luego, {f(xn)}∞n=1 =
{g(xn)}∞n=1 converge a g(z). Además, f(xn) ∈ f(B ∩ A), por lo que g(z) ∈
clY (f(B ∩ A)) ⊂ clY (B (g(a), r)) ⊂ g((U \ {a}) ∩ clX(A)) ⊂ V , por lo que
g(z) ∈ V y así ĺım

x→a
g(x) = g(a). Por lo tanto, g es continua en a.

Mostremos ahora que si existe g : clX(A) → Y tal que g|A = f |A, entonces
es única. Para esto, supongamos que hay otra función continua h : clX(A) →
Y tal que h|A = f |A = g|A. Como g y h son continuas en clX(A), por el lema
5.21, para todo x ∈ clX(A) tenemos que h(x) = g(x). Así, g es única.
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5.3 Continuidad en espacios métricos compac-
tos

En esta sección se revisa la influencia que tienen las funciones continuas en
los conjuntos compactos. Uno de los resultados más relevantes es que la com-
pacidad se preserva bajo funciones continuas, tal como lo asegura el resultado
siguiente.

Teorema 5.24. Sean X y Y espacios métricos. Si A ⊂ X, f : A → Y es una
función continua y A es compacto, entonces f(A) es compacto.

Demostración. Sea C una cubierta abierta de f(A). Luego, f(A) ⊂
⋃
B∈C

B.

Como todo B ∈ C es abierto de Y y f es continua en A, para todo B ∈ C
tenemos que f−1(B) es abierto de A. Luego, para todo B ∈ C, existe un
abierto U de X tal que f−1(B) = A ∩ U . Sea

G = {U : U es abierto de X y f−1(B) = A ∩ U, para B ∈ C}.

Veamos que G es una cubierta abierta de A, es decir, que A ⊂
⋃
U∈G

U .

Para esto, sea x ∈ A. Luego, f(x) ∈ f(A) ⊂
⋃
B∈C

B. Así, existe B1 ∈ C tal

que f(x) = B1. Por lo tanto, x ∈ f−1(B1) = A ∩ U1, para U1 ∈ G. Así,
x ∈ U1 ⊂

⋃
U∈G

U . Por lo tanto, G es una cubierta abierta de A.

Ahora, como A es compacto, existen U1, . . . , Um ∈ G tales que A ⊂
m⋃
i=1

Ui.

Notemos que para todo i ∈ {1, 2, . . . ,m}, tenemos que f−1(Bi) = A ∩ Ui.

Veremos que f(A) ⊂
m⋃
i=1

Bi. Sea y ∈ f(A). Existe x ∈ A tal que y = f(x).

Como A ⊂
m⋃
i=1

Ui, existe Uj tal que x ∈ Uj. Luego, x ∈ A ∩ Uj = f−1(Bj).

Así, y = f(x) ∈ Bj ⊂
m⋃
i=1

Bi. Por lo tanto, f(A) ⊂
m⋃
i=1

Bi. Como {U1, . . . , Um}

es una subcubierta finita de C concluimos que f(A) es compacto.

Corolario 5.25. Sean X y Y espacios métricos, A un subconjunto compacto
de X y f : A → Y una función continua. Si U es cerrado de A, entonces f(U)
es cerrado de Y .
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Demostración. Sea U un cerrado de A. Como A es compacto, tenemos que
U es compacto. Por el teorema 5.24, tenemos que f(U) es compacto. Así,
f(U) es cerrado de Y .

Teorema 5.26. Sean X y Y espacios métricos y A un subconjunto compacto
de X. Si f : A → f(A) ⊂ Y es una función inyectiva y continua, entonces
f−1 : f(A) → A es continua.

Demostración. Sea U un cerrado de X. Obsérvese que como f es biyectiva,
tenemos que (f−1)

−1
(U) = f(U) = f(U ∩A). Como U es cerrado de X, f es

continua y A es compacto, entonces f(U) es cerrado de Y . Así, f(U ∩ A) =
f(U) ∩ f(A) es cerrado de f(A). Luego, (f−1)

−1
(U) es cerrado de f(A). Por

lo tanto, f−1 es continua.

Corolario 5.27. Sean X y Y espacios métricos. Si X es compacto y f : X →
Y es una función biyectiva y continua, entonces f es un homeomorfismo.

Demostración. Como f es continua en X y X es compacto, por el teorema
5.24, tenemos que f(X) es compacto. Luego, por el teorema 5.26, tenemos que
f−1 : f(X) → X es continua, por lo tanto, por la definición 5.15, concluimos
que f es un homeomorfismo.

Lema 5.28. Si A es un subconjunto compacto de R, entonces A tiene máximo
y mínimo.

Demostración. Si A es un subconjunto compacto de R, entonces A es acota-
do. Luego, el supA existe, con supA ∈ A′. Como A es cerrado de R, tenemos
que A′ ⊂ clR(A) = A. Así, supA ∈ A. De forma similar, existe ı́nf A, y se
puede ver que ı́nf A ∈ A, concluyendo que todo conjunto compacto contenido
en R tiene máximo y mínimo.

Definición 5.29. Sean X un espacio métrico y f : A ⊂ X → R una función.
La función f alcanza el máximo absoluto en p ∈ A si para cualquier a ∈ A,
se tiene que f(a) ≤ f(p). La función f alcanza el mínimo absoluto en q ∈ A
si para todo a ∈ A, se tiene que f(q) ≤ f(a).

Teorema 5.30 (Weierstrass). Si A es un subconjunto compacto de un espacio
métrico X y f : A → R es una función continua, entonces f alcanza su
máximo absoluto y su mínimo absoluto en A.
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Demostración. Si f : A ⊂ X → R es continua y A es compacto, entonces
f(A) es compacto. Por el lema 5.28, tenemos que f(A) tiene máximo y mí-
nimo, es decir, existen p, q ∈ A tales que para todo a ∈ A, se cumple que
f(p) ≤ f(a) ≤ f(q).

Como consecuencia, si A es un subconjunto compacto de un espacio mé-
trico X con métrica dX , consideramos f : A → R definida, para cada x ∈ A,
por f(x) = dX(x0, x), para algún x0 ∈ A. Por el lema 5.8, tenemos que f es
continua. Luego, por el teorema 5.24, tenemos que f(A) es compacto, por el
lema 5.28, existe q ∈ A tal que f(q) ≤ f(a), para todo a ∈ A. De acuerdo a
la definición 2.35, tenemos que dX(x0, q) = dX(x0, A). Supongamos además
que B es un subconjunto compacto de X. Sea g : A → R definida, para
cada x ∈ A, por g(x) = dX(x,B). Como g es continua, por el teorema 5.24,
tenemos que g(A) es compacto, y así g alcanza su máximo y su mínimo en
A, es decir, existe q ∈ A tal que para cada a ∈ A, se cumple que g(q) ≤ g(a);
además, ya que B es compacto, existe b ∈ B tal que dX(q, B) = dX(q, b), por
lo que dX(q, b) = dX(A,B).

Lema 5.31. Sea (X, dX) un espacio métrico. Si A y B son subconjuntos de
X tales que A es compacto, B es no vacío y cerrado de X y A ∩ B = ∅,
entonces dX(A,B) > 0.

Demostración. Como A es compacto, existe q ∈ A tal que dX(q, B) =
dX(A,B). Ahora, como A y B son ajenos, tenemos que q /∈ B = clX(B),
pues éste es cerrado de X. Así, dX(q, clX(B)) = dX(q, B) > 0, por lo que
dX(A,B) > 0.

Observación 5.32. Si A y B son cerrados y ajenos, puede suceder que
dX(A,B) = 0.

5.4 Continuidad en espacios métricos conexos

Ahora toca el turno de revisar la influencia que tienen las funciones continuas
en los conjuntos conexos. Uno de los resultados más importantes es que la co-
nexidad se preserva bajo funciones continuas, tal como lo asegura el resultado
siguiente.

Teorema 5.33. Sean X y Y espacios métricos. Si A es un subconjunto conexo
de X y f : A → Y es una función continua en A, entonces f(A) es conexo.
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Demostración. Supongamos que f(A) no es conexo. Existe V ⊂ f(A) tal
que V ̸= ∅ y V es abierto y cerrado de f(A). Así, existen un abierto V1 de
Y y un cerrado V2 de Y tales que V = V1 ∩ f(A) = V2 ∩ f(A). Como f es
continua, f−1(V1) es abierto de A y f−1(V2) es cerrado de A. Además,

f−1(V1) = f−1(V1 ∩ f(A))

= f−1(V2 ∩ f(A))

= f−1(V2)

= f−1(V ),

por lo que f−1(V ) ⊂ A es abierto y cerrado de A. Luego, A no es conexo.

Veamos algunas consecuencias de este teorema.

Corolario 5.34. Sea X un espacio métrico.

1. Si A es un subconjunto conexo de X y f : A → R es una función
continua en A, entonces f(A) es un intervalo.

2. Si I es un intervalo contenido en R y f : I ⊂ R → R es una función
continua en I, entonces f(I) es un intervalo.

3. Si A es un subconjunto compacto y conexo de X y f : A ⊂ X → R
es una función continua en A, entonces f(A) es un intervalo cerrado y
acotado.

4. Si a, b ∈ R con a < b y f : [a, b] → R es una función continua, entonces
f([a, b]) es un intervalo cerrado y acotado.

5. Sean A es un subconjunto conexo de X y f : A → R una función
continua en A. Si para a, b ∈ A se tiene que f(a) < c′ < f(b), con
c′ ∈ R, entonces existe c ∈ A tal que f(c) = c′.

6. Sean A es un subconjunto conexo de X y f : A → R una función
continua en A. Si para a, b ∈ A se tiene que f(a) y f(b) tienen signos
opuestos, entonces existe c ∈ A tal que f(c) = 0.

7. Cualquier conjunto conexo con más de un punto es infinito pero no es
infinito numerable.
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8. Sea A un subconjunto de X. Entonces A es conexo si y sólo si para cada
función continua f : A → R, se cumple que f(A) es un intervalo.

9. Si f : R → R es una función biyectiva y continua, entonces f es un
homeomorfismo.

Demostración. El inciso 1 se sigue del inciso 8.

Veamos 2. Por el teorema 3.65, el intervalo I es un conjunto conexo, así,
por el inciso 1 tenemos que f(I) es un intervalo.

Veamos 3. Por el inciso 1 como A es conexo, tenemos que f(A) es un
intervalo, además, como A es compacto, por el teorema 5.24, tenemos que
f(A) es compacto. Ahora, como f(A) ⊂ R, por el teorema 3.39, tenemos que
f(A) es cerrado y acotado.

Veamos 4. Por el teorema 3.65, tenemos que [a, b] es conexo. Ahora, como
[a, b] es un subconjunto de R y [a, b] es cerrado y acotado, por el teorema
3.39, tenemos que [a, b] es compacto. Luego, por el inciso 3, concluimos que
f([a, b]) es cerrado y acotado.

Veamos 5. Como f es continua y A es conexo, por el inciso 1, tenemos
que f(A) es un intervalo. Además, f(a), f(b) ∈ f(A) y f(a) < c′ < f(b). Así,
c′ ∈ f(A). Luego, existe c ∈ A tal que f(c) = c′.

Veamos 6. Como f(a) y f(b) tienen signo contrario podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que f(a) < 0 < f(b). Luego, por el inciso 5, existe
c ∈ A tal que f(c) = 0.

Veamos 7. Sea f : A → R definida, para cada x ∈ A, por f(x) = dX(x, x0),
con x0 ∈ A. Por el lema 5.8, tenemos que f es continua. Ahora, como A es co-
nexo, por el inciso 1, tenemos que f(A) es un intervalo. Además, existe b ∈ A,
con b ̸= x0 tal que f(x0) = 0 < dX(b, x0) = f(b). Luego, f(A) es no singular.
Como R es un espacio métrico completo, tenemos que f(A) es infinito pero no
es infinito numerable. Luego, como f : A → f(A) es suprayectiva y f(A) no es
infinito numerable, concluimos que A es infinito pero no es infinito numerable.
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Veamos 8. Supongamos que A no es conexo. Existen conjuntos U y V ,
abiertos y cerrados de A, ajenos y ambos no vacíos cuya unión es A. Sea
f : A → R definida, para cada x ∈ A, por

f(x) =

®
0 si x ∈ U,

1 si x ∈ V.
.

Si W es un abierto de R, es posible que

1. 0, 1 ∈ W ,

2. sólo 0 ∈ W ,

3. sólo 1 ∈ W

4. 0, 1 /∈ W .

Si sucede lo primero, f−1(W ) = A; si suceden lo segundo o lo tercero,
f−1(W ) = U ó f−1(W ) = V respectivamente. Por último, si 0, 1 /∈ W ,
entonces f−1(W ) = ∅. En todos estos casos, f−1(W ) es un abierto de A, por
lo que f es continua. Ahora notemos que f(A) = {0, 1} no es conexo, y por
lo tanto f(A) no es un intervalo.

La proposición recíproca queda como ejercicio para el lector.

Veamos 9. Veamos primero que si f es biyectiva, la imagen de todo inter-
valo abierto es un intervalo abierto. Sea I = [a, b], por ser continua, la imagen
de todo intervalo cerrado y acotado es un intervalo cerrado y acotado. Así, si
f([a, b]) = [c, d], entonces como f es continua f((a, b)) = f([a, b) \ {a, b}) =
[c, d] \ {c, d}.

Por otro lado, si A es un abierto de R, entonces existe una familia de
intervalos abiertos C tal que A =

⋃
I∈C

I, por lo que f(A) =
⋃
I∈C

f(I). Luego

f(A) es abierto. Queda como ejercicio para el lector mostrar que esto implica
que f−1 es continua.

5.5 Continuidad uniforme

La continuidad uniforme es también muy importante e interesante cuando se
estudian los espacios métricos, por esta razón dedicamos esta última sección
del libro a este concepto.
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Definición 5.35. Sean (X, dX) y (Y, dY ) espacios métricos, A ⊂ X y f : A →
Y una función. La función f es uniformemente continua en A si para cada
ε > 0 existe δ > 0 tal que para cualesquiera x, y ∈ A, si dX(x, y) < δ, entonces
dY (f(x), f(y)) < ε.

Lema 5.36. Sean X y Y espacios métricos.

1. Si A ⊂ X y f : A → Y es la función definida para cada x ∈ A por
f(x) = b, para algún b ∈ Y , entonces f es uniformemente continua.

2. La función identidad f : X → X es uniformemente continua.

3. Si X es un espacio métrico discreto y f : X → Y es una función,
entonces f es uniformemente continua.

Demostración. Mostraremos que el inciso 3 es verdadero.

Como X es un espacio métrico discreto, la métrica para X es la función
D definida, para cualesquiera x, y ∈ X, por

D(x, y) =

®
1 si x ̸= y,

0 si x = y.

Sean ε > 0 y dY la métrica para Y . Para δ < 1 y x, y ∈ A, si D(x, y) < δ <
1, entonces D(x, y) = 0, lo cual implica que x = y, es decir, dY (f(x), f(y)) <
ε.

Los incisos 1 y 2 quedan como ejercicio para el lector.

Definición 5.37. Sean (X, dX) y (Y, dY ) espacios métricos y f : A ⊂ X → Y
una función. La función f satisface la condición de Lipschitz en A si existe
k > 0 tal que para cualesquiera x, y ∈ A, se cumple que dY (f(x), f(y)) ≤
kdX(x, y).

Observación 5.38. Si f satisface la condición de Lipschitz, entonces f es
uniformemente continua (dado ε > 0, elegir δ = ε

k
). Nótese sin embargo

que la afirmación recíproca es falsa. Por ejemplo, consideremos la función
g : (R, D) → (R, ||) definida, para todo x ∈ R, por g(x) = x, donde D es
la métrica discreta. Sabemos que g es uniformemente continua. Supongamos

La magia de los espacios métricos, Capítulo 5



Funciones continuas 135

que satisface la condición de Lipschitz, es decir, que existe k > 0 tal que para
todo x, y ∈ R, se cumple que |g(x) − g(y)| < kD(x, y). En particular, para
x > k y y = 0,

|g(x)− g(y)| = |x|
≤ kD(x, 0)

= k

< x,

lo cual significa que x < x, lo cual es una contradicción.

Es claro que si una función f es uniformemente continua, entonces f
es continua; sin embargo, el recíproco no es cierto tal como se muestra a
continuación.

Teorema 5.39. Sean (X, dX) un espacio métrico, A un subconjunto de X
y a ∈ A. La función g : A ⊂ X → R definida, para cada x ∈ X, por
g(x) = dX(x, a) es uniformemente continua.

Demostración. Para mostrar que g es uniformemente continua, veremos
que g satisface la condición de Lipschitz. Sean x, y ∈ A. Notemos que

|g(x)− g(y)| = |dX(x, a)− dX(y, a)| ≤ dX(x, y).

Luego, g satisface la condición de Lipschitz para k = 1, por lo que g es
uniformemente continua.

Teorema 5.40. Sean X, Y y Z espacios métricos y f : A ⊂ X → Y y
g : B ⊂ Y → Z funciones, con f(A) ⊂ B. Si f es uniformemente continua
en A y g es uniformemente continua en B, entonces g ◦ f es uniformemente
continua en A.

Demostración. La demostración queda como ejercicio para el lector.

Corolario 5.41. Sean X, Y y Z espacios métricos. Si f : A ⊂ X → Y es
una función uniformemente continua en A y B es un subconjunto no vacío de
A, entonces f |B es uniformemente continua en B.

Demostración. La demostración queda como ejercicio para el lector.
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Teorema 5.42. Sean X y Y espacios métricos y A ⊂ X. Si f : A → Y es
uniformemente continua y A es precompacto, entonces f(A) es precompacto.

Demostración. Sea ε > 0. Existe δ > 0 tal que para todo x, y ∈ A, si
dX(x, y) < δ, entonces dY (f(x), f(y)) < ε. Como A es precompacto, existen

x1, . . . , xn ∈ A tales que A ⊂
n⋃

i=1

B (xi, δ).

Sea y ∈ f(A). Luego, existe x ∈ A tal que f(x) = y. Además, existe un j ∈
{1, . . . , n} tal que x ∈ B (xj, δ). Luego, dX(x, xj) < δ y así dY (f(x), f(xj)) <

ε, por lo que f(x) = y ∈ B (f(xj), ε), de donde f(A) ⊂
n⋃

j=1

B (f(xj), ε). Así,

f(A) es precompacto.

Teorema 5.43. Sean X y Y espacios métricos y A ⊂ X. Si f : A → Y es
uniformemente continua en A y {xn}∞n=1 es una sucesión de Cauchy en A,
entonces {f(xn)}∞n=1 es una sucesión de Cauchy en f(A).

Demostración. Dado ε > 0, existe δ > 0 tal que si dX(x, y) < δ, entonces
dY (f(x), f(y)) < ε. Además, como {xn}∞n=1 es de Cauchy, existe un N ∈ N
tal que si n,m > N , entonces dX(xn, xm) < δ. Luego, dY (f(xn), f(xm)) < ε,
por lo que {f(xn)}∞n=1 es de Cauchy.

Teorema 5.44 (Heine). Sean X y Y espacios métricos. Si A es un subcon-
junto compacto de X y f : A → Y es una función continua en A, entonces f
es uniformemente continua en A.

Demostración. Sean ε > 0 y a ∈ A. Para ε
2
, existe ra > 0 tal que si

x ∈ (B (a, ra) \ {a}) ∩ A, entonces dY (f(x), f(a)) < ε
2

(I). Luego, A ⊂⋃
a∈A

B
(
a,

ra
2

)
. Como A es compacto, existen a1, . . . , an tales que

A ⊂
n⋃

i=1

B
(
ai,

ri
2

)
.

Sea δ = mı́n
{r1
2
, . . . ,

rn
2

}
. Sean x, y ∈ A tales que dX(x, y) < δ. Existe
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j ∈ {1, . . . , n} para el cual x ∈ B
(
aj,

rj
2

)
Así,

dX(y, aj) ≤ dX(y, x) + dX(x, aj)

< δ +
rj
2

≤ rj
2
+

rj
2

= rj,

implicándose que y ∈ B (aj, rj).
Por (I) ya sabemos que dY (f(x), f(aj)) <

ε

2
. Además, dY (f(y), f(aj)) <

ε

2
. Luego,

dY (f(x), f(y)) ≤ dY (f(x), f(aj)) + dY (f(y), f(aj))

< ε,

concluyéndose lo que se quería.

Corolario 5.45. Sean X y Y espacios métricos y A un conjunto relativamente
compacto contenido en X. Si f : A → Y es una función continua en A y para
cada x0 ∈ A′ el ĺım

x→x0

f(x) existe, entonces f es uniformemente continua.

Demostración. Por el teorema 5.23, existe una función continua
g : clX(A) → Y tal que g(x) = f(x) para cada x ∈ A. Como A es re-
lativamente compacto, clX(A) es compacto y por el teorema de Heine g es
uniformemente continua en clX(A). Así, g◦Id = f es uniformemente continua
en A. Luego, por el corolario 5.41, tenemos que g|A = f es uniformemente
continua.

Teorema 5.46. Sean X y Y espacios métricos tales que Y es completo,
f : A ⊂ X → Y una función y a ∈ A′. Si a cada ε > 0 corresponde un
conjunto abierto S de A con a ∈ S tal que para todo x, y ∈ (S \ {a}) ∩ A :

dY (f(x), f(y)) < ε,

entonces existe el límite de f en el punto a.

Demostración. La demostración queda como ejercicio para el lector.
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Lema 5.47. Sean X y Y espacios métricos tales que Y es completo y A un
subconjunto de X. Si f : A → Y es una función uniformemente continua en
A, entonces para cada a ∈ A′ el ĺım

x→a
f(x) existe.

Demostración. Como f es uniformemente continua, dado ε > 0, existe
δ > 0 tal que si x, y ∈ A y dX(x, y) < δ, entonces dY (f(x), f(y)) < ε. Sean
z ∈ A y S = B

(
z, δ

2

)
. Para cualesquiera x, y ∈ A ∩ (S \ {a}), se tiene que

dX(x, a) <
δ
2

y dY (y, a) <
δ
2
. Luego,

dX(x, y) ≤ dX(x, a) + dX(a, y)

< δ.

Así, dY (f(x), f(y)) < ε. Por el teorema 5.46, el ĺım
x→a

f(x) existe.

Teorema 5.48. Sean X y Y espacios métricos tales que Y es completo y
A un subconjunto de X. Si f : A → Y es uniformemente continua en A,
entonces existe una única función uniformemente continua g : clX(A) → Y
tal que g|A = f .

Demostración. Aplicar Lema 5.47 y el Teorema 5.23.

5.6 Ejercicios

1. Demostrar el recíproco del inciso 2 del teorema 5.3.

2. Sean a, b ∈ R, con a < b. Demostrar que [0, 1] ≃ [a, b].

3. Sean X y Y espacios métricos, f : X → Y una función y a ∈ X. Probar
que f es continua en a si y sólo si para cada vecindad V de f(a) se tiene
que a ∈ intX(f

−1(V )).

4. Sean X un espacio métrico, A un subconjunto de X y f : A → R una
función continua en A. Demostrar que si a ∈ A y c ∈ R con f(a) < c,
entonces existe una vecindad V de a tal que para cada x ∈ A ∩ V se
cumpla que f(x) < c.

5. Sean X un espacio métrico, a ∈ A ⊂ X y f : A → R una función
continua en A. Suponga que para toda vecindad V de a existen x, y ∈
V ∩ A tales que f(x), f(y) son de signos contrarios. Demuestre que
f(a) = 0.
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6. Sean X un espacio métrico, A un subconjunto de X y f : A → R una
función cuyo rango es acotado. Para a ∈ A, se define la oscilación de
f en a como

ωf (a) = ı́nf {f(V ∩ A) : V es una vecindad de a} .

Demuestre las propiedades siguientes

(a) f es continua en a ∈ A si y sólo si ωf (a) = 0.

(b) Si α ∈ R, el conjunto Bα = {x ∈ A : ωf (x) < α} es abierto del
subespacio A.

(c) El conjunto D = {x ∈ A : f no es continua en x} puede expresarse
como

D =
∞⋃
n=1

Dn,

donde cada Dn es cerrado en el subespacio A.

7. Sean X y Y espacios métricos, A un subconjunto de X y f : A → Y una
función continua en A. Probar que para cualquier b ∈ Y , el conjunto
B = {x ∈ A : f(x) = b} es cerrado del subespacio A.

8. Sea f : R → R una función continua en R. Demostrar que el conjunto
de las raíces de la ecuación f(x) = 0 es cerrado de R.

9. Sean X y Y espacios métricos. Probar que, si X es un espacio métrico
completo, f : X → Y es una función continua en X y {xn}∞n=1 es
una sucesión de Cauchy en X, entonces {f(xn)}∞n=1 es una sucesión de
Cauchy en Y .

10. Sean X un espacio métrico y f : X → R una función. Demostrar que f
es continua en X si y sólo si, para todo α ∈ R, los conjuntos

Aα = {x ∈ X : f(x) < α}

Bα = {x ∈ X : f(x) > α}

son abiertos de X.
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11. Sea X un espacio métrico. Probar que si A y B son conjuntos no vacíos,
ajenos y cerrados de X, entonces existen conjuntos U y V ajenos y
abiertos de X tales que A ⊂ U y B ⊂ V .

12. Sean (X, dX) y (Y, dY ) espacios métricos siendo (X, dX) completo y
f : (X, dX) → (Y, dY ) una función continua en (X, dX). Para todo
x, y ∈ X sea

D(x, y) = dX(x, y) + dY (f(x), f(y)).

Demostrar que D es una métrica en X y que el espacio métrico (X,D)
es completo. Deducir además que los espacios métricos (X, dX) y (X,D)
son homeomorfos. Demuestre que f : (X,D) → (Y, dY ) es uniformemen-
te continua en (X,D).

13. Sean X y Y espacios métricos y f : X → Y una función continua y
suprayectiva en X. Demostrar que, si S es un conjunto denso en X,
entonces f(S) es denso en Y .

14. Sean X y Y espacios métricos. Demostrar que una función f : X → Y
es continua en X si y sólo si para todo subconjunto B de Y , se tiene
que

f−1(intY (B)) ⊂ intX(f
−1(B)).

15. Sean X y Y espacios métricos y A un subconjunto de X. Demostrar
que una función f : A → Y es continua en A si y sólo si para todo
subconjunto S de A se tiene que

f−1(intX(S)) ⊂ [X \ clX A \ f−1(S)] ∩ A

16. Sean X y Y espacios métricos, A y B subconjuntos de X y f : A → Y ,
g : B → Y funciones continuas en A y B, respectivamente. Supongamos
que para todo x ∈ A∩B se cumple que f(x) = g(x). Sea h : A∪B → Y
una función definida, para todo x ∈ A ∪B, por

h(x) =

®
f(x) si x ∈ A,

g(x) si x ∈ B.

Discútase la continuidad de h en A ∪ B y proporcione un ejemplo que
indique que h puede no ser continua. ¿Qué hipótesis conviene añadir
para asegurar la continuidad de h en A ∪B?
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17. Sean X y Y espacios métricos y A un subconjunto de X. Probar que
f : A → Y es una función continua en A si y sólo si para todo y ∈ f(A)
y para todo r > 0, el conjunto f−1[B(y, r)] es abierto del subespacio
métrico A.

18. Demostrar que, si un espacio métrico X es compacto y todos sus puntos
son aislados, entonces X es finito y X es homeomorfo con un espacio
métrico discreto.

19. Sean X y Y espacios métricos, A un subconjunto conexo de X y f :
A → Y una función continua en A. Supongamos que para cada x ∈ A
existe una vecindad V de x tal que f es constante en V ∩A. Probar que
f es constante en A.

20. Sean X y Y espacios métricos y f : X → Y una función biyectiva. De-
mostrar que f es un homeomorfismo si y sólo si para todo subconjunto
A de X se verifica que

f(clX(A)) = clY (f(A)).

21. Consideremos una función f : A ⊂ R → R, donde A es compacto, y el
conjunto G = {(x, f(x)) ∈ R2 : x ∈ A}. Probar que f es continua en A
si y sólo si G es compacto en el espacio métrico R2.

22. Sean X un espacio métrico, A un subconjunto de X y f, g : A → R
funciones continuas en A. Demostrar que la función h : A → R definida,
para cada x ∈ A, por h(x) = máx{f(x), g(x)} es continua en A.

23. Sean f, g : R → R funciones continuas en R. Probar que la función
h : R2 → R2 definida, para todo x, y ∈ R, por h(x, y) = (f(x), g(y)) es
continua en R2.

24. Sean X un espacio métrico y A, B conjuntos ajenos y cerrados de X.
Demostrar que existe una función continua f : X → [0, 1] tal que para
todo x ∈ A : f(x) = 0 y para todo x ∈ B : f(x) = 1.

25. Sean X y Y espacios métricos y A un subconjunto de X. Probar que,
si f : clX(A) → Y es una función continua en clX(A) y constante en A,
entonces f es constante en clX(A).
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26. Sean f : R → R una función y p ∈ R. La función f es una función
periódica si para todo x ∈ R se cumple que f(x + p) = f(x). En
tal caso se dice que f tiene periodo p. Demostrar que, toda función
periódica y continua en R es uniformemente continua en R.

27. Sean X un espacio métrico y A un subconjunto compacto de X. Si
f : A → R es una función continua en A y para todo x ∈ A se cumple
que f(x) > 0, entonces existe un k > 0 tal que para todo x ∈ A se tiene
que f(x) ≥ k.

28. Sea X un espacio métrico. Probar que un subconjunto no vacío A de X
es compacto si y sólo si toda función f : A ⊂ X → R, continua en A,
alcanza un máximo absoluto en A.

29. Sean f : [a, b] ⊂ R → R una función continua en [a, b] y sea g : [a, b] → R
la función definida, para todo x ∈ [a, b], por g(x) = y, donde Y es el
máximo absoluto de f en [a, x]. Demostrar que g es continua en [a, b].

30. Sea (X, d) un espacio métrico. Demuestre que si A es un subconjun-
to compacto de X, entonces siempre existen puntos x, y ∈ A tal que
d(x, y) = diám(A).

31. A cada subconjunto A de un espacio métrico X asociamos una función

ϕA : X → R tal que ϕA(x) =

®
1 si x ∈ A,

0 if x /∈ A,

conocida como la función característica de A.

(a) Determinar el conjunto donde ϕA es continua y el conjunto donde
no lo es.

(b) Probar que X es conexo si y sólo si las únicas funciones caracte-
rísticas continuas en X son ϕ∅ y ϕX .

32. Supongamos que X es un espacio métrico conexo y que no es acotado.
Demostrar que toda superficie esférica (de cualquier centro y radio) es
no vacía.

33. Sean X y Y espacios métricos. Probar que, si f : A ⊂ X → Y es
continua y no constante en el conjunto conexo A, entonces su rango
f(A) no es infinito numerable.
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34. Probar que si f : A ⊂ R → f(A) es estrictamente creciente, entonces es
biyectiva y f−1 : f(A) → A es también estrictamente creciente.

35. Probar que, si f : [a, b] → R es continua e inyectiva, entonces f y f−1

son estrictamente crecientes o decrecientes y además, f−1 es continua
en su dominio.

36. Sean X y Y espacios métricos. Si f : A ⊂ X → Y es continua en A y
J es un arco contenido en A, demuéstrese que f(J) es un arco.

37. Consideremos el conjuto A = {(x, y) ∈ R2 : x ∈ (0, 1], y = sen( 1
x
)} en el

espacio métrico R2. Compruébese que A es conexo y arco-conexo, pero
que clX(A) es conexo y no arco-conexo.

38. Sean A un subconjunto de un espacio métrico X y f : A → Rn. Pruebe
que f es (uniformemente) continua en a ∈ A si y sólo si fi es (unifor-
memente) continua en a ∈ A, para i = 1, . . . , n, donde fi es la i-ésima
coordenada de f .

39. Probar que, si f : A ⊂ X → Y es uniformemente continua en el conjunto
precompacto A y (Y, dY ) es completo, entonces f(A) es relativamente
compacto.

40. Probar que, si f : A ⊂ Rn → Y es uniformemente continua en el
conjunto acotado A, entonces f(A) es precompacto.

41. Sean (X, dX) y (Y, dY ) espacios métricos. Demostrar que una función
f : X → Y es uniformemente continua en X si y sólo si para todo par
de subconjuntos no vacíos A, B de X, se tiene que

dX(A,B) = 0

y
dY (f(A), f(B)) = 0.

42. Sea f : (0, 1) ⊂ R → R una función definida, para todo x ∈ (0, 1),
por f(x) = 1

x
. Demostrar que f es continua, pero no uniformemente

continua en (0, 1) y que su rango no es precompacto.
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43. Sea f : (0, 1) ⊂ R → R una función definida, para todo x ∈ (0, 1), por
f(x) = sen

(
1
x

)
. Demostrar que f es continua, pero no uniformemente

continua en (0, 1) y que su rango es precompacto.

44. Sea V un espacio vectorial sobre el campo R. Una norma sobre V es
una función || · || : V → R tal que

(a) Para todo v ∈ V : ||v|| ≥ 0,

(b) ||v|| = 0 si y sólo si v = 0,

(c) Para todo α ∈ R y para todo v ∈ V : ||αv|| = |α|||v||,
(d) Para todo v, w ∈ V : ||v + w|| ≤ ||v||+ ||w||.

Cuando un espacio vectorial tiene definida una norma se llama espacio
vectorial normado. Sean X un espacio métrico y f : A ⊂ X → H
una función, donde H es un espacio vectorial normado. Definamos la
función g : A ⊂ X → R como g(x) = ||f(x)||. Demostrar que

(a) Si f es continua en x ∈ A, entonces g es continua en x.

(b) Construya un ejemplo que indique que el recíproco de (a) es falso.

(c) Si f es uniformemente continua en A, entonces g es uniformemente
continua en A.

45. Sean X un espacio métrico y f, g : A ⊂ X → R funciones uniforme-
mente continuas en A. Demostrar que las funciones f + g y fg son
uniformemente continuas en A.

46. Probar que, si f : (a, b) ⊂ R → R es uniformemente continua en (a, b),
entonces existen los límites de f en a y en b.

47. Sean X y Y espacios métricos y A un subconjunto precompacto de X.
Demostrar que si f : A ⊂ X → Y es continua en A, el espacio métrico
X es completo y para todo a ∈ A′ el ĺım

x→a
f(x) existe, entonces f es

uniformemente continua en A.

48. Sean (X, dX) y (Y, dY ) espacios métricos. Sean z1 = (x1, y1) y z2 =
(x2, y2). Consideremos

d(z1, z2) = máx{dX(x1, x2), dY (y1, y2)},
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d′(z1, z2) = dX(x1, x2) + dY (y1, y2),

d′′(z1, z2) =
»
dX(x1, x2)2 + dY (y1, y2)2.

Probar que d, d′, d′′ son métricas sobre X×Y y que los espacios métricos
resultantes son homeomorfos.

49. Probar que si A1, A2 son abiertos en (X, dX) y (Y, dY ), respectivamente,
entonces A1 × A2 es abierto de X × Y con cualquiera de las métricas
del ejercicio anterior.

50. Demostrar que el espacio métrico X ×Y con cualquiera de las métricas
d, d′, d′′ es completo si y sólo si son completos (X, dX) y (Y, dY ).

51. Sea (X, d) un espacio métrico. Demostrar que la métrica d es uniforme-
mente continua.

52. Sean A un subconjunto acotado de Rn y (Y, dY ) un espacio métrico
completo. Suponga que f : A ⊂ Rn → Y es una función continua en A.
Demostrar que f es uniformemente continua en A si y sólo si para todo
a ∈ A′ el ĺım

x→a
f(x) existe.

53. Un espacio métrico X tiene la propiedad del punto fijo si para cual-
quier función continua f : X → X, existe un punto p ∈ X tal que
f(p) = p. Al punto p se le llama punto fijo de f . Probar que, si
f : X → X es una función continua en X, entonces el conjunto de los
puntos fijos de f es un conjunto cerrado de X.

54. Sea f : [a, b] → [a, b] una función continua en [a, b]. Demostrar que f
admite un punto fijo (no necesariamente único).

55. Sea (X, d) un espacio métrico. Una función contráctil es una función
f : X → X para la cual existe un número real k con 0 < k < 1 tal que
para todo x, y ∈ X se cumple que d(f(x), f(y)) ≤ kd(x, y).

Una función f : D ⊂ R → R es derivable en a si el

ĺım
h→0

f(a+ h)− f(a)

h
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existe. En tal caso, este límite se denota por f ′(a) y se llama la deri-
vada de f en a. Una función es derivable si es derivable en cada punto
de su dominio.

Sea f : R → R una función derivable en R tal que para todo x ∈ R se
cumple que |f ′(x)| ≤ k, donde 0 < k < 1. Probar que f es una función
contráctil en R.

56. Sea f : R → R una función derivable en R. Supongamos que su función
derivada f ′ es continua en R y que f admite un punto fijo z ∈ R, donde
f ′(z) = 0. Demostrar que existe un intervalo [a, b] tal que toda sucesión
{xn}∞n=1 con xn ∈ [a, b] y tal que para todo n ∈ N : xn+1 = f(xn)
converge a z.
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La magia de los espacios métricos es una guía integral diseñada para aquellos

que se inician en el estudio de la Topología, con un enfoque especial en los

espacios métricos. Esta categoría de espacios se destaca por permitir calcular la

distancia entre cualquier par de puntos, lo que los hace únicos en comparación con

otras clases de espacios topológicos.

Los espacios métricos son ricos en propiedades matemáticas y ofrecen un terreno

fértil para la exploración y el desarrollo de nuevos teoremas, relevantes tanto para

la Topología como para otras ramas de la Matemática, como el Análisis Matemático,

las Ecuaciones Diferenciales, Sistemas Dinámicos, la Probabilidad y la Estadística.

¡Ahí radica su magia!

El contenido del libro se divide en cinco capítulos, cada uno diseñado para construir

una base sólida para el siguiente. El Capítulo 1 ofrece un repaso de funciones y

conjuntos, fundamentales para los capítulos posteriores. El Capítulo 2 se centra en

los espacios métricos, presentando su definición y conceptos básicos asociados. El

Capítulo 3 explora las valiosas propiedades de compacidad y conexidad, mientras

que el Capítulo 4 aborda sucesiones, límites y espacios métricos completos.

Finalmente, el Capítulo 5 se dedica a las funciones continuas, un concepto esencial

en todas las ramas de la Matemática.

Cada capítulo incluye una lista de ejercicios cuidadosamente seleccionados, lo que

permite al lector poner en práctica lo aprendido y consolidar su comprensión. De

esta manera, La magia de los espacios métricos se convierte en una herramienta

invaluable para cualquier estudiante de Matemáticas.

La magia de los espacios métricos

David Herrera Carrasco
Fernando Macías Romero
Luis Alberto Guerrero Méndez
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