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Presentacion

Introduccioén: Este libro tiene como objetivo principal apoyar a los alum-
nos en el estudio de los espacios métricos. Aunque existen numerosas publi-
caciones sobre este tema, consideramos necesario crear un material que se
adapte especificamente al programa de estudios de la Facultad de Ciencias
Fisico Matematicas (FCFM) de la Benemérita Universidad Auténoma de Pue-
bla (BUAP), teniendo en cuenta las caracteristicas particulares de nuestros
estudiantes.

Propésito y enfoque: Nuestro proposito es presentar la teoria de los es-
pacios métricos de manera clara, 16gica y consistente. Para lograr esto, hemos
seleccionado cuidadosamente ejemplos y contraejemplos, ejercicios resueltos
y ejercicios para resolver. Es importante destacar que el conocimiento de las
definiciones y teoremas no es suficiente para aprobar el curso; es fundamental
entender como aplicarlos para resolver problemas posteriores.

Contexto y antecedentes: En los cursos de Célculo Avanzado, se han
estudiado conceptos como conjuntos abiertos, cerrados, compactos y conexos,
asi como propiedades de subconjuntos del espacio euclidiano. En este libro,
se extienden estos conceptos a los espacios métricos, permitiendo introducir
la distancia y la convergencia de sucesiones, y aplicar estos conceptos a la
topologia.

Estructura y contenido: A lo largo de este libro, se presentan varios
ejemplos de como se pueden aplicar los conceptos de espacios métricos a
diferentes situaciones. Se introduce la funcion distancia y se analiza su relacion
con la desigualdad del tridngulo. También se explora la definiciéon de espacios
métricos y su aplicacion en diferentes contextos.
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Capitulo 1

Conjuntos y funciones

Comenzamos nuestra travesia por estos interesantes temas recordando no-
ciones basicas de conjuntos y funciones, necesarios para una mejor compren-
sion de los capitulos posteriores.

1.1 Propiedades de funciones

El producto cartesiano es una operaciéon entre conjuntos, dando por resultado
otro conjunto. En esta secciéon iniciamos con el producto cartesiano de dos
conjuntos.

Sean X y Y dos conjuntos. Para cada z € X y cada y € Y podemos
considerar un nuevo objeto (x,y) que llamaremos pareja ordenada. Las
parejas ordenadas estan determinadas por la condicién siguiente: (x,y) =
(z,w) si, y solo si, x = z y y = w. En particular, (z,y) = (y,x) si, y solo si,
x = y. Al conjunto de parejas ordenadas (x,y), donde x € X y y € Y se le
llama producto cartesiano de X y Y, y lo denotamos por X x Y. En el caso
en que X =Y, el conjunto X x Y se denota también como X?2. De manera
més precisa, tenemos la siguiente definicion.

Definiciéon 1.1. Sean X y Y conjuntos. El producto cartesiano de X con
Y, denotado por X x Y, es
XxY={(z,y):xe X, yeY}.
Es importante observar que si X es cualquier conjunto, entonces () x X =
{(z,2): 2 €0, x € X} =0, ya que la condicién z € () no puede ser satisfecha.

Un razonamiento analogo muestra que X x () = ().

Si (z,y) € X x Y, ax se le llama primera coordenada de (z,y) v a y
segunda coordenada de (z,y).

https://www.fcfm.buap.mx/publicaciones/libros 3
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En el siguiente teorema establecemos resultados que relacionan al pro-
ducto cartesiano de conjuntos con las operaciones de unién, interseccion y
diferencia de conjuntos.

Teorema 1.2. Si X, Y y Z son conjuntos, entonces se cumple lo siguiente
(1) Xx (YUZ)=(XxY)U(X x 2).
2) Xx(¥YNZ)=(XxY)N(X x 2).
B) X x(Y\Z2)=(XxY)\ (X x Z2).

Demostracion. Veamos el inciso (1). Sea (z,y) € X x (Y U Z). Luego,
re€XyyeYUZ Tenemos que, z € Xy (y €Y oy € Z). Por la propiedad
distributiva de la conjuncion, (r € X yy € Y)o (r € X yy € Z). Asi,
(x,y) € X xY o (z,y) € X x Z. Por lo tanto, (z,y) € (X xY)U (X x Z).
La otra contencion se demuestra de manera similar. Los incisos (2) y (3) se
dejan como ejercicio al lector. ]

El concepto de funcion surge de las relaciones que se dan entre variables
(dependiente e independiente). Leonhard Euler fue quien precisé este concep-
to. Las funciones son importantes dentro de todas las areas de Mateméticas,
en particular dentro de la Topologia de Espacios Métricos, donde juega un
papel esencial, por lo que precisamos enseguida su definicion.

Definicién 1.3. Sean X y Y conjuntos. Una funcién de X en Y es un
subcojunto f de X x Y con la propiedad de que para cada x € X, existe un
tnico y € Y tal que (x,y) € f.

Notacién 1.4. Sean X y Y conjuntos. Si f es una funcién de X en Y, este
hecho suele escribirse asi:

f:X—>Y,obien,XL>Y.

Size Xy f:X —Y esuna funciéon, al tnico y € Y tal que (x,y) € f lo
denotaremos por y = f(x). De este modo, y = f(x) si y sélo si (z,y) € f.

En toda funcion, siempre es importante tener bien claro como es su do-
minio y su imagen, por lo que recordamos a continuacion su definicion.

La magia de los espacios métricos, Capitulo 1



Conjuntos y funciones 5

Definicion 1.5. Sean X y Y conjuntos y f : X — Y una funcién. El do-
minio de f, denotado por Domy, es el conjunto X. El codominio de f,
denotado por Cody, es el conjunto Y. La imagen de f, denotado por I'my, es
el conjunto {y € Y : existe x € X tal que (z,y) € f} ={f(z) €Y :2 € X}.

Es preciso mencionar que la imagen de una funcién f también se conoce
como el rango de f y, en este caso, es denotado por Rany.

Ejemplo 1.6. Para aclarar mas el concepto de funciéon tenemos lo siguiente.

(1) Sean X = {1,2,3}, Y = {a,0} y f = {(1,a),(1,0),(2,0),(3,a)}. El
subconjunto f de X x Y no es funcion porque (1,a) € fy (1,b) € f,
es decir, el elemento y € Y tal que (1,y) € f no es unico.

(2) Sean X y Y conjuntos, b € Yy f = X x {b} = {(2,b) : v € X}. El
subconjunto f de X x Y es una funcién tal que para todo = € X, se
tiene que f(x) = b. La funcion f se llama funcién constante b.

(3) Sean X un conjunto y f = {(z,z) : x € X}. El subconjunto f de
X X X es una funcién tal que para todo z € X, se tiene que f(x) = x.
La funcién f se llama funcién identidad en X y se denota como 1x
o Idx. Si A C X, entonces el subconjunto g = {(a,a) : a € A} de
A x A es una funcion tal que para todo a € A, se tiene que g(a) = a.
La funcién g se llama funcién inclusiéon de A en X y se denota por

1A.

(4) Sea X un conjunto. El conjunto potencia de X, denotado usualmente
por Z(X), es el conjunto de todos los subconjuntos de X. Sea f =
{(A, X\ A): Ae Z(X)}. El subconjunto f de Z(X) x Z(X) es una
funcion tal que para todo A € Z(X), se tiene que f(A) = X \ A.

A partir de una funciéon f se puede obtener otra funcién parecida a f,
definida en un subconjunto del dominio de f; dicha funcién se llama restriccién
de f.

Definicion 1.7. Sean X y Y conjuntos, A C X y f : X — Y una funcién. La
funcion restringida de f a A, denotada por f|4, es la funcion fN(A xY).

La magia de los espacios métricos, Capitulo 1
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La imagen directa de un subconjunto del dominio de una funcién y la
imagen inversa de un subconjunto del codominio de una funcién, también
son importantes dentro de la teoria de las funciones, por esta razén veamos
coémo se define cada una de ellas.

Definicion 1.8. Sean X y Y conjuntos, A C X, BCY y f: X — Y una
funcion.

1. La imagen de A bajo f (o imagen directa de A bajo f), denotada
por f(A), es el conjunto

{yeY : existe x € A tal que f(z) =y} ={f(z) €Y :x € A}.

2. La imagen inversa de B bajo f, denotada por f~!(B), es el conjunto
{re X: f(x) € B}.

Observacion 1.9. Sean X y Y conjuntos, A C X y f: X — Y una funcion.
Sia € A, entonces f(a) € f(A). Si f(x) € f(A), jentonces x € A?

No siempre. Consideremos la funcion f : R — R definida, para cada x € R,
por f(z) = z?. Tenemos que f([1,3]) = [1,9], ademés, f(—2) = (—2)* =4 €
f([173])’ pero —2 ¢ [173]'

Ahora, es conveniente recordar la nociéon de familia indexada, ya que se
estara usando de manera frecuente de aqui en adelante.

Definicién 1.10. Sean A y X conjuntos. Una familia indexada por A de
elementos de X (o con indices en A), denotada por {z)}ca, es una funcion

f:A— X tal que f(N\) = z).

La uniéon e intersecciéon arbitraria de conjuntos también es fundamental
para los topicos de este libro, por lo que recordamos a continuacion su defi-
nicion.

Definicion 1.11. Sean X un conjunto no vacio y {Ay}ica una familia de
subconjuntos de X. La unién de los elementos de { Ay} en €s
UA,\:{xEX: existe A € A tal que z € Ay}
AEA
La interseccion de los elementos de {A)}en €s

ﬂA,\:{xEX:mEAA, para cada A\ € A}.
AeA

La magia de los espacios métricos, Capitulo 1
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Algunas propiedades basicas de una funcién son las siguientes.

Teorema 1.12. Sean X y Y conjuntos, A y B subconjuntos de X, C'y D
subconjuntos de Yy f : X — Y una funcién. Se cumple lo siguiente

1) A=0siysolosi f(A) =0.

(AU B) = f(A)U f(B).
(AN B) C f(A) N f(B).

8) [FUDN\C) = fHD)\ f7HO).

f
S
Si C C D, entonces f~1(C) C f~YD).
S
fHCuD) = fHC)u f7HD).

fHenD)=f=HC)n (D).

Demostracion. Veamos que se cumple (1). Supongamos que A = () y que
f(A) # 0. Como f(A) # 0, existe y € f(A). Luego, existe z € A tal que
y = f(x), lo cual es una contradiccion porque A = (). Por lo tanto, f(A) =0
si A = (). Ahora supongamos que f(A) =0y que A # (). Como A # (), existe
z € A. Luego, f(z) € f(A), lo cual es una contradiccion porque f(A) = 0.
Por lo tanto, A =0 si f(A) = 0.

Veamos que se cumple (3). Sea y € f(B) \ f(A). Existe x € B tal que
y = f(z) € f(B)y f(z) ¢ f(A). Notemos que x ¢ A, porque si x € A,
entonces f(x) € f(A), lo cual es una contradiccion. Asi, x € B\ A y por lo
tanto f(x) € f(B\ A), es decir, y € f(B\ A). Por lo que concluimos que

F(B)\ f(A) C f(B\A).

Veamos que se cumple (4). Supongamos que A C By sea y € f(A). Asi,
existe © € A tal que f(z) = y. Como x € A C B, tenemos que = € B. Asi,

La magia de los espacios métricos, Capitulo 1



8 D. Herrera Carrasco, F. Macias Romero, L. A. Guerrero Méndez

f(z) =y € f(B). Por lo tanto, f(A) C f(B).

Veamos que se cumple (7). Supongamos que C' C D y sea x € f~1(C).
Luego, f(z) € C. Como C C D, tenemos que f(z) € D. Asi, z € f~1(D).
Por lo tanto, f~'(C) C f~4(D).

Veamos que se cumple (8). Sea z € f~1(D\ C). Esto significa que f(z) €
D\ C, es decir, f(z) € Dy f(z) ¢ C. Asi, z € f'(D)yx ¢ ! ( ), es
decir, z € f~Y(D)\ f~1(C). Por lo tanto, f~Y(D\ C) C f~4D)\ f~1(C).
De manera analoga se puede probar que f~}(D)\ f~4(C) C f~4D\ C). Asi,

BN STHA) = BN A,

Los incisos (2), (5), (6), (9) vy (10) quedan como ejercicio para el lector.
]

Proposiciéon 1.13. Sean X y Y conjuntos y {Ax}xea, {Bu}uen familias de
subconjuntos de X. Se cumple lo siguiente

1) X\ Ay = (X Ay,

AEA A€EA
2) X\ [ A= [J&X\ 4.
AEA AEA
3) (UAA>ﬂ (U BM> =U (U (AADBM)) = U AnB).
AEA neM AeA \peM (A pw)eAxM

)(ﬂ&)U(ﬂB#):ﬂ(ﬂ(AAuBﬂ)): N (A UB,).

AEA neM AEA \peM (A pw)eAx M

(5) Si f:X — Y es una funcién, entonces

f(Um>:Uﬂm»

AEA AEA

(6) Si f:X — Y es una funcion, entonces

f(ﬂAA) C () /(A

AEA AEA

La magia de los espacios métricos, Capitulo 1
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(7) Si f: X =Y esuna funcion y {C,,} . es una familia de subconjuntos
de Y, entonces

f (U cu) =Jre.

weN weN

(8) Si f: X — Y esuna funcion y {C,}, ., es una familia de subconjuntos
de Y, entonces

! (ﬂ cz) = () ().

weN weN

Demostracion. Veamos que se cumple (2). Seaxz € X'\ [ Ax. Esto equiva-
leaquex ¢ [ Ay Asi, existe A\g € A tal que = ¢ A,,, esAed/:ecir, r € X\ Ay,
Luego, z € LAJE](\X \ A,). La otra contencion se obtiene de la misma forma, y
asi se tiene ique X\ NA=UX\A).

AEA AEA

Veamos que se cumple (). Sea C' C X. Primero veamos que (U AA) N
AEA

C = U (Ax N C). Para esto, sca = € (U A,\> NC. Luego, z € |J Ax vy

AEA AEA AEA
x € C. Asi, existe \g € A tal que x € A, y v € C. Luego, x € Ay, N C. Por

lo tanto, z € |J (AxNC). Asi, ( U AA) NCc Y Axna).
AEA AEA AEA

Ahora, sea x € |J (AxNC). Existe Ay € A tal que x € Ay, NC, es decir,
AEA

r €Ay, yxeC. Luego,z € |J Ayyx € C. Por lo tanto, z € (U A,\)OC.
AEA AEA

ASL LJ(AAr]C» C <lJ AA> NncC.

AEA AEA

Concluimos que ( U A,\> NC= U (AnCQC).

AEA AEA

Ahora, usando el hecho de que (U A,\> NC = U (AxNnC) con
AEA AEA

La magia de los espacios métricos, Capitulo 1
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C= U B, tenemos que

(Un)o(um) = (Ua)ne
= [J@no

AEA

“Y(ao(ys))

Ahora, usando el hecho de que ( U BM) NAy= U (B,NA)), tenemos

pneM peM

U(e(us)) = u(us)os)

_ U(mem)

AeA \peM

_ U(ummm)

AEA \peM

= |J nBy.

(A p)eAxM

que

Concluimos finalmente que

(UAA)O(U B#> = (U (AmBH)> :( lJ “nB).

AEA neM AEA \peM Ap)EAXM

Veamos que se cumple (5). Sea f : X — Y una funcién y {Ax},., una

familia de subconjuntos de X. Mostraremos que f <U A,\) = U f(Ay).
AEA AEA

La magia de los espacios métricos, Capitulo 1
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Para esto, seay € f (U A,\> . Existe z € U A, tal que f(x) = y. Asi, existe
AEA AEA
X € Atal quez € Ay, y f(x) = y. Esto significa que y = f(z) € f (A, )- Asi,

y € U f(Ay). De manera analoga se obtiene que U f(Ay) C f U Ay |,
AeA AEA AEA

concluyéndose que
f (U AA> = J F(Ay.
AeA AeA
Los incisos (1), (4), (6), (7)y (8) quedan como ejercicio para el lector. [

Definicion 1.14. Sean X y Y conjuntoscon X # 0y f : X — Y una funcion.
La funcién f es inyectiva (o uno a uno) si para cualesquiera x,y € X tales
que = # y, se cumple que f(x) # f(y). La funcién f es suprayectiva si
f(X) =Y. La funciéon f es biyectiva si es inyectiva y suprayectiva.

Teorema 1.15. Sea f : X — Y una funcién, con X # (). Las siguientes
proposiciones son equivalentes

(1) La funcion f es inyectiva.

(2) Para cualesquiera x,y € X, se cumple que si f(z) = f(y), entonces
r=1y.

(3) Existe una funcion g : Y — X tal que go f = Idy (es decir, f tiene
inversa izquierda).

(4) Para cualquier conjunto Z y cualesquiera funciones h, k : Z — X, tales
que foh = fok se cumple que h = k (f es cancelable por la izquierda).

(5) Para todo A C X, se tiene que f~!(f (A)) = A.
(6) Para cualesquiera A, B C X, se tiene que f (B \ A) = f(B) \ f(A).
(7) Para cualquier A C X, se tiene que f(X \ A) C Y\ f(A).

(8) Para cualesquiera A, B C X, se tiene que f(ANB) = f(A) N f(B).

La magia de los espacios métricos, Capitulo 1



12 D. Herrera Carrasco, F. Macias Romero, L. A. Guerrero Méndez

Demostracion. El hecho de que (1) es equivalente a (2) es evidente.

Veamos que (1) implica (). Supongamos que f es inyectiva. Sean zy € X
(recordar que X # () y g : Y — X definida, para cada y € Y, por

_Jowo sty ¢ f(X),
g(y)—{x siy = f(x) € f(X).

Primero veamos que ¢ es una funcion bien definida. Para esto, sean y, 1y’ €
Y y supongamos que g(y) # g(y'). Veremos que y # . Tenemos cuatro casos

() ye f(X)yy e f(X).
(ii) y € f(X) yy ¢ f(X).
(iii) y & f(X) y ¢ € f(X).
(iv) y & f(X) y o' ¢ [(X).

Si se da el caso (i), es decir, si y,y € f(X), entonces existen z,2’ € X
tales que f(z) =y y f(2') = ¢'. Por definicion de g, tenemos que g(y) =z y
g9(y') = o’. Ademaés, por hipotesis g(y) # g(v/), es decir, x # /. Como f es
inyectiva, tenemos que f(z) # f(2'), es decir, y # v

Si se da el caso (ii), es decir, siy € f(X)yy' ¢ f(X), entonces obviamente
y # y'. Si se da el caso (iii), también se tiene obviamente que y # y/'.

Si se da el caso (iv), es decir, siy ¢ f(X) y v ¢ f(X), entonces g(y) =
xo = g(¥'), lo cual es una contradiccion, porque por hipotesis g(y) # g(y').

Asi, tenemos que g es una funcién bien definida.

Ahora, probaremos que g o f = Idy. Para esto, sea € X. Luego,
f(z) € f(X). Por como esta definida g tenemos que ¢(f(z)) = x. Asi,
(go f)(x) =g(f(x)) =z, concluyéndose que g o f = Idx.

Veamos que (3) implica (4). Sean Z un conjunto y h,k : Z — X funcio-
nes tales que f o h = f o k. Supongamos que f : X — Y tiene inversa a la
izquierda g, es decir, go f = Idx. Notemos que h = Idxy oh = (go f)oh =
go(foh)=go(fok)=(gof)ok=Idxok=Fk. Asi, h =k.
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Veamos que (4) implica (5). Sean A C X y z € f~1(f(A)). Luego, f(z) €
f(A). Por lo tanto, existe a € A tal que f(z) = f(a). Sean h, k : {1} — X fun-
ciones tales que h(1) = x y k(1) = a. Asi, (foh)(1) = f(z) = f(a) = (fok)(1).
Por hipétesis, h = k. Luego, z = a. Asi, z € A. Por lo tanto, f~! (f (A)) C A.
Demuestre la otra contenciéon para concluir que f~! (f (4)) = A.

Veamos que (5) implica (6). Sean A, B C X. Por (8) del teorema 1.12, sa-
bemos que f(B)\ f(A) C f(B\A). Solo resta ver que f(B\A) C f(B)\ f(A).
Seay € f(B\ A). Existe v € B\ A tal que f(x) =y. Asi, x € By z ¢ A.
Por hipotesis, A = f~(f(A)). Por lo tanto, x € By x ¢ f~'(f(A)). Asi,
flz) ¢ f(A)y f(x) € B, es decir, f(z) € f(B)\ f(A), concluyéndose
que f(B\ A) C f(B)\ f(A). Por Teorema 1.12, inciso (%), tenemos que

f(B)\ f(A) C f(B\ A). Por lo tanto, f(B) \ f(A) = f(B\ A).

Veamos que (6) implica (7). Sea A C X. Usando la hipotesis tene-
mos que f(X \ A) = f(X)\ f(A4). Ahora, como f(X) C Y, tenemos que
FXONF(A) CY N\ f(A). Ast, F(X\A) CY N\ f(A).

Veamos que (7) implica (8). Sean A, B C X. Por (6) del teorema 1.12,
sabemos que f(ANB) C f(A)N f(B). Asi, es suficiente mostrar que f(A) N
f(B) C f(ANB).Seay € f(A)Nf(B). Existe b € B tal que y = f(b). Supon-
gamos que b ¢ A, es decir, b € X'\ A. Luego, y = f(b) € f(X\ A). Ahora, por
hipotesis, tenemos que f(X \ A) C Y\ f(A), por lo que y = f(b) € Y\f( ),
es decir, y ¢ f(A), lo cual es una contradiccion porque y € f(B) N f(A). Asi,
b e AN B. Luego, y = f(b) € f(AN B), concluyéndose que f(A)N f(B) C
f(AN B). Por lo tanto, f(AN B) = f(A)N f(B).

Veamos que (8) implica (1). Sean z,y € X, con = # y. Luego, {z} N
{y} = 0. Asi, f({z} n{y}) = f(0) = 0. Por hipotesis tenemos que f({z} N
{y}) = f{z}) N f({y}). Ademas, notemos que para todo z € X, se tiene que

f({z}) = {f(2)}. Luego, f({z}) N f({y}) = {f(z)} N {f(y)}. Por lo tanto,
{f()}n{f(y)} =0. Asi, f(z) # f(y). Por lo que f es inyectiva. O]

Teorema 1.16. Sean X y Y conjuntos y f : X — Y una funcién. Las
siguientes propiedades son equivalentes

(1) La funcion f es suprayectiva.
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(2) Para todo y € Y, existe x € X tal que f(z) =v.

(3) Existe una funciéon g : Y — X tal que fog = Idy (f tiene inversa
derecha).

(4) Para todo conjunto Z, si h,k : Y — Z son funciones y ho f = ko f,
entonces h = k (f es cancelable por la derecha).

(5) Para cualquier B C Y, se tiene que f (f~'(B)) = B.
(6) Para todo A C X, se tiene que Y\ f(A) C f(X \ A).

Demostracion. La equivalencia de los enunciados (1) y (2) es inmediata.

Veamos que (2) implica (3). Observemos que, como f es suprayectiva,
X = Uer f~Yy); ademés, para cualquier y € Y, se tiene que f~*(y) # 0y
para cualquier 3y € Y, con 3 # vy, se tiene que f~1(y) N f~(y’) = 0. Luego,
la familia {f~'(y)},ey es una particiéon del conjunto X. Por el Axioma de
Eleccion (véase pag. 17), existe B C X tal que para todo y € Y, se tiene que
Bn fYy) = {z,}, para algin z, € X.

Sea g : Y — B definida, para cada y € Y, por g(y) = x,. Observemos que
1z, es el inico elemento que pertenece a BN f~!(y), por lo tanto g esta bien
definida. Ademas:

(fog)ly) = flg9(y))
= f(xy)
=y
= Idy(y).

Luego, fog=Idy.

Veamos que (&) implica (4). Supongamos ahora que existe una funcion
g:Y — X tal que fog=Idy. Sean Z un conjunto y h,k : Y — Z funciones
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tales que ho f = ko f. Tenemos que

h = holdy
= ho(foyg)
= (hof)og
= (kof)og
= ko(foy)
= koldy

demostrandose asi lo que se queria.

Veamos que (4) implica (5). Sabemos que f (f~*(B)) C B. Supongamos
que f(f~(B)) € B. Luego, B\ f(f7'(B)) # 0. Sean h,k : Y — {1,2}
funciones definidas de la siguiente manera:

h(y) = 1 paratodayeY,

(1 sig¢B\FUBY).
Hu) = {2 siyeB\f(f(B)).

Notese que h y k son distintas, porque existe al menos un y € B\
f(f~YB)) tal que h(y) = 1 y k(y) = 2. Mostraremos a continuacién que
hof=kFkof. Seax € X. Tenemos dos casos: z € f'(B) oz ¢ f~1(B).

Supongamos que x € f~'(B). Entonces f(z) € f(f ' (B)), es decir,
f(x) ¢ B\ f(f~Y(B)). Por lo tanto, k(f(z)) = 1 = h(f(z)). Luego, (ko
(x) = (ho f)(z), para toda z € f~1(B).

Supongamos ahora que x ¢ f~'(B). Luego, f(x) ¢ B. Asi, f(z) ¢ B\
f(f~1(B)). Por lo tanto, k(f(z)) = 1 = h(f(x)). Asi, para toda z € X \
fH(B), se tiene que (ho f)(z) = (ko f)(x).

De lo anterior, podemos concluir que ho f = ko f, y por hipdtesis, tenemos
que h = k, lo cual es una contradicciéon, pues ya hemos visto que estas dos
funciones son diferentes. Por lo tanto, f (f~!(B)) = B.

Veamos que (5) implica (6). Para esto, sea A C X. Por hipotesis, f (f~1(Y)) =

Y. Como f~}(Y) = X, tenemos que f(X) =Y. Luego, Y \ f(A) = f(X)\
f(A). Por (3) del teorema 1.12, tenemos que f(X)\ f(A) C f(X\ A). Por lo
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tanto, Y\ f(A) C f(X \ A).

Veamos que (6) implica (1). Como ) C X, por hipotesis, Y \ f(0) C
F(X \ 0). Notemos que f(X\0) = f(X)y Y\ f(®) =Y \0 =Y. Luego,
Y C f(X). Como f(X) C Y, concluimos que f(X) =Y. Por lo tanto, f es
suprayectiva. O]

Corolario 1.17. Sean X, Y y Z conjuntos y f : X - Y yg:Y — Z
funciones. Se cumple lo siguiente

(1) Si fy g son inyectivas, entonces g o f es inyectiva.

(

2)
(3) Si go f es inyectiva, entonces f es inyectiva.
4)

(

Demostracion. Veamos que se cumple (). Supongamos que go f es inyecti-
va. Por el inciso () del teorema 1.15, existe h : Z — X tal que ho(gof) = Idx.
Ahora, como ho(go f) = (hog)o f, tenemos que (hog)o f = Idx. Por el
teorema 1.15, inciso (8), tenemos que f tiene inversa por la izquierda, y asi
f es inyectiva.

Si f y g son suprayectivas, entonces g o f es suprayectiva.

Si g o f es suprayectiva, entonces g es suprayectiva.

Los incisos (1), (2) y (4) quedan como ejercicio para el lector. O

Teorema 1.18. Sean X y Y conjuntos y f : X — Y una funcién. Las
siguientes proposiciones son equivalentes

(1) La funcion f es biyectiva.
(2) Para cualquier y € Y, existe un tunico z € X tal que f(z) = y.

(3) Para todo A C X, se tiene que f~'(f(A)) = A y para todo B C Y, se
tiene que f (f~!(B)) = B.

(4) Para cualquier A C X, se tiene que f(X \ A) =Y\ f(4).
(5) Existen funciones g,h: Y — X tales que go f =1Idx y foh =Idy.

(6) Existe una tnica funcion m : Y — X tal que fom =1Idy y mo f = Idx
(la funcién m se denota por f=1).
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Demostracion. Es una consecuencia de los Teoremas 1.15 y 1.16. ]
Observacion 1.19. Sean X y Y conjuntos.

(a) Si f: X — Y es inyectiva, por el inciso (3) del teorema 1.15, existe
g:Y — X tal que go f = Idx. Luego, por el teorema 1.16, inciso (3),
tenemos que g es suprayectiva.

(b) Si f: X — Y es inyectiva, entonces la funcion inyectiva f|/X) @ X —
f(X), definida para todo z € X, por f|¥*)(x) = f(z), es una funcién
biyectiva.

(¢) Sif:X — Y essuprayectiva, por el inciso (3) del teorema 1.16, existe
g:Y — X tal que fog = Idy. Luego, por el inciso () del teorema
1.15, tenemos que g es inyectiva.

1.2 Axioma de eleccién y algunas equivalencias

Para lo sucesivo se requiere del conocimiento del axioma de eleccién. Existen
muchas equivalencias de éste (véase por ejemplo el capitulo 8 de [5]). Una de
estas equivalencias es la siguiente, la cual se utiliza para definir el producto
cartesiano de una familia arbitraria de conjuntos.

Axioma de eleccion. Si {A,} eca es una familia no vacia de conjuntos
no vacios, entonces existe una funcion s : {Ax}rea — Uyep A tal que para
cada A € A, se tiene que s(A)) € A,.

Una funcién s con las propiedades descritas anteriormente es llamada
funcion de eleccion para {A)}aea. Asi, el axioma de eleccion dice que cada
familia no vacia de conjuntos no vacios tiene una funcioén de eleccion.

La equivalencia del axioma de elecciéon que se utilizara principalmente en
este libro es la siguiente.

Axioma de eleccion. Sea {A)}ica una familia de conjuntos no vacios.
Si para cualesquiera A1, Ay € A con \; # o, se tiene Ay, N Ay, = 0, entonces
existe un conjunto B tal que para todo A € A, se tiene que BN A, tiene solo
un elemento.
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1.3 Conjuntos numerables y no numerables

Las definiciones de conjunto finito, infinito, numerable e infinito numerable
son importantes en nuestro estudio de los espacios métricos, por esta razoén
dedicamos esta seccion a revisar lo més basico de estas clases de conjuntos.

Definiciéon 1.20. Dos conjuntos X y Y son equipotentes si existe una
funcién biyectiva f: X — Y.

Si X y Y son equipotentes lo denotaremos por X ~ Y.

La cardinalidad de un conjunto es una caracteristica importante, por lo
que detallamos a continuacién este concepto.

Definicién 1.21. Para cada conjunto X es asignado un nimero cardinal
llamado la cardinalidad de X y es denotado por |X|.

En [5, Corolario 9.53] se demuestra formalmente que a cada conjunto
siempre se le puede asignar un niimero cardinal.

Notacion 1.22. Podemos decir que el simbolo | X| es la etiqueta que repre-
senta la cantidad de elementos que posee el conjunto X, por ejemplo, para
el conjunto (), definimos que |} = 0. Cuando decimos que m es un nimero
cardinal es porque m representa la cardinalidad o el nimero de elementos
de algun conjunto X y, obviamente, la de cualquier conjunto equipotente a
X. Decimos que | X| = |Y] si y s6lo si X y Y son equipotentes. El conjunto
{1,...,n} se denota por .J,.

Definiciéon 1.23. Sean X y Y conjuntos. Decimos que | X | < |Y] si existe una
funcion inyectiva f : X — Y. Si |[X| < |Y] y |X]| # |V, entonces escribimos
[X] <[Y].

Teorema 1.24. [5, Corolario 9.55] El axioma de eleccion implica que para
cualesquiera conjuntos Ay B o bien |A| < |B| o |B| < |A|, es decir, el orden
< es lineal.

Asi, si m y n son ntameros cardinales, cuando escribimos m < n significa
que al tomar conjuntos X y Y tales que |X| = m y |Y| = n siempre existe
una funcioén inyectiva f : X — Y. La expresion m < n significa que para los
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conjuntos X y Y existe una funcién inyectiva f : X — Y, pero no existe una
funcion biyectiva entre X y Y.

Es importante mencionar que para cualquier conjunto Y estamos consi-
derando a la funcién () como una funcion inyectiva con dominio el conjunto
() y rango incluido en Y. Asi, para cualquier nimero cardinal m siempre se
cumple que 0 < m.

Teorema 1.25. Si m, n y s son niimeros cardinales, entonces
(a) m <m,
(b) m <nymn <s, entonces m < s.
Demostracion. La demostracion es un ejercicio para el lector. ]

Definicién 1.26. Una relacién de equivalencia es una relacion binaria R
definida en un conjunto no vacio X tal que

(1) Para todo x € X : = R x (propiedad reflexiva);
(2) Para todo z,y € X : si x R y, entonces y R x (propiedad simétrica);

(3) Para todo z,y,z € X :six Ryyy R z, entonces x R z (propiedad
transitiva).

En una clase de conjuntos C, el tener la misma cardinalidad (ser equipo-
tentes) es una relacion de equivalencia, es decir, si X,Y, Z € C, se cumple lo
siguiente:

(1) Para todo X € C: |X|=|X| (propiedad reflexiva);
(2) Para todo X,Y € C :si |X| = |Y|, entonces |Y| = |X]| (propiedad

simétrica);
(3) Para todo X,Y,Z € C :si |X| = Y|y |Y| = |Z], entonces | X| = |Z|
(propiedad transitiva).

El nimero cardinal asignado al conjunto de los niimeros naturales N es
denotado por Ny y se conoce como aleph zero.

El ntimero cardinal asignado al conjunto de los ntimeros reales R es deno-
tado por ¢ y se conoce como continuum. Si gusta conocer un poco més de
cardinales puede consultar (3, 1.2].
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1.4 Conjuntos finitos

Definicioén 1.27. Sean X un conjunto y n € N.
L. || =n.

2. El conjunto X es finito si X es igual al conjunto vacio o si existe n € N
tal que | X| = |J,| esto lo denotamos por | X| < N,.

Teorema 1.28. [5, Lema 7.2] Si n € N, entonces no existe una funcion
inyectiva de J, sobre un subconjunto propio X de J,.

Corolario 1.29. Sean X y Y conjuntos. Si X es finito y Y C X, entonces
no existe una funciéon inyectiva de X en Y.

Demostracion. La demostracion es un ejercicio para el lector. [
Corolario 1.30. Sean n,m € N.

1. Si n # m, entonces no existe una funcién biyectiva de J,,, en J,.

2. Sea X un conjunto finito. Si |X| =m y |X| = n, entonces m = n.
Demostracion. La demostracion es un ejercicio para el lector. ]

Teorema 1.31. Si X es un conjunto finito, ¥ es un conjuntoy f: X — Y
es una funcion, entonces f(X) es finito. Mas atn |f(X)| < | X].

Demostracion. La demostracion es un ejercicio para el lector. ]

Teorema 1.32. Si X es un conjunto finito y Y C X, entonces Y es finito.
Mas atn |Y| < | X|.

Demostracion. La demostracion es un ejercicio para el lector. ]
Proposiciéon 1.33. Para cada n € N, el ntimero cardinal n satisface n < Ny.

Demostracion. Como J,, C N, automéaticamente se tiene que n < N,. Por
otro lado, si f: J, — N es una funcién, entonces para el nimero my =

max{f(1),..., f(n)}+1se cumple que my € N\{f(1),..., f(n)}. Por lo tanto,
f no es suprayectiva y en consecuencia f no es biyectiva. Asi n # N,. ]
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Es importante distinguir entre conjunto finito, infinito, numerable e infi-
nito numerable, por eso enunciamos a continuacion lo siguiente.

Definicion 1.34. Sean X un conjunto.

1. El conjunto X es infinito si no es finito.

2. El conjunto X es numerable si | X| < N,.

3. El conjunto X es infinito numerable si | X| = X,.

4. El conjunto X es mas que numerable si X no es numerable.
Observacion 1.35. Sea X un conjunto.

(1) Si X es finito, la cardinalidad de X es el namero de elementos de X.
Asi, si X = {x1,...,2,}, para algin n € N, entonces | X| = n. Ademas,
esto implica que existe una funcion biyectiva f : {1,...,n} — X.

(2) Si X es un conjunto infinito numerable, entonces existe una funciéon
biyectiva f : N — X.

(3) Si X es un conjunto numerable, entonces X es finito o X es infinito
numerable.

Teorema 1.36. Sea X un conjunto finito no vacio. Si Y es un subconjunto
propio de X, entonces |Y| < | X|.

Demostracion. Por la Proposicion 1.32, tenemos que Y| < |X]|. Si [Y]| =
| X|, entonces existe una funcion biyectiva f : X — Y. Lo cual contradice al
corolario 1.29. [

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es el siguiente resultado.
Corolario 1.37. El conjunto de los niimeros naturales, N, no es finito.

Demostracion. Supongamos que N es finito. Sea 2N = {2n : n € N}. Es
evidente que 2N C N. Ahora, sea f : N — 2N definida, para cada n € N,
por f(n) = 2n. Notemos que f es una funcion biyectiva. En consecuencia,
IN| = |2N]. Lo que contradice al Teorema 1.36. Por lo tanto, N no es finito. [J

Como el conjunto de los nimeros naturales no es finito se obtiene el coro-
lario siguiente.
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Teorema 1.38. Todo conjunto infinito numerable tiene un subconjunto pro-
pio infinito numerable.

Demostracion. Sea X un conjunto infinito numerable. Entonces existe una
funcion biyectiva f : N — X. Luego, floy : 2N — f(2N) también es
biyectiva. Asi, |f(2N)| = |2N|. Ahora, como 2N C N, tenemos que f(2N) C

X. Ademaés, en la demostracion del Corolario 1.37 vimos que [2N| = |N|.
Con todo, hemos probado que existe el conjunto f(2N) tal que es infinito
numerable y esta contenido propiamente en X. ]

Teorema 1.39. Todo conjunto infinito tiene un subconjunto propio infinito
numerable.

Demostracion. Sea X un conjunto infinito. Si X es infinito numerable,
por el teorema 1.38, obtenemos lo que queremos. Supongamos que X es un
conjunto infinito no numerable y z; € X. Por el inciso (b) del Ejercicio 11,
pagina 33, tenemos que X \ {z;} es infinito. Luego, existe o € X \ {z1} v
entonces X \ {x1,x2} es infinito. Continuamos sucesivamente y vemos que

X\ {x1,29,...,2,_1} es infinito, es decir, existe z,, € X \ {1, 22,..., 2,1}
conz; #xjet,j€{1,2,...,n—1} ei # j. Denotamos por A; = {x1}, Ay =
{x1, 22}, v asi sucesivamente hasta A,, = {z1,z2,...,2,}. Sea B = J~, A,.

Notemos que B C X. Ahora, sea u : N — B definida, para cada n € N,
por u(n) = x,. Veamos que u es biyectiva. Para ver que u es inyectiva, sean
n,n’ € N con n’ # n. Sin pérdida de generalidad, supongamos que n’ < n. Por
construccion, ,, € A\ {z1,29, ..., Ty, Tpii1, ..., Tp_1} y entonces x, # Tyy.
Como u(n) = z,, y u(n’) = x,, tenemos que u(n) # u(n'). Asi, u es inyectiva.
Ahora, para ver que u es suprayectiva sea b € B, tenemos que existe ng € N
tal que b € A,,, = {z1,...,x,,}. Luego, para algin j € {1,2,...,nq} tenemos
que b = z; = u(j). Por lo tanto, u es suprayectiva. Asi, u es biyectiva, y en
consecuencia B es infinito numerable. O

Continuando con la revision de propiedades bésicas de conjuntos, recor-
demos qué es el minimo de un conjunto, para enseguida enunciar el principio
del buen orden, mismo que nos ayuda a demostrar el teorema 1.42.

Definicion 1.40. Sean A C R y a¢9 € R. El ntimero aq es el minimo de A,
denotado por min A, si ag es una cota inferior de A y a, € A.

Teorema 1.41. [1, Teorema 3.5.11| (Principio del buen orden) Si X C Ny
X # (), entonces X tiene minimo.
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Teorema 1.42. Si X es un conjunto infinito numerable y Y C X, entonces
Y es finito o infinito numerable.

Demostracion. Sea X un conjunto infinito numerable y Y C X. Si Y es
finito no hay algo por demostrar. Supongamos que Y no es finito. Como
X es infinito numerable, existe una funciéon biyectiva f : X — N. Luego,
f|{,(y) .Y — f(Y) es biyectiva y por lo tanto f(Y') es infinito. Sea Y; =
f(Y). Por el principio del buen orden (teorema 1.41), existe y; = minY;. Sea
Ys = Y1\ {1} Notemos que Y5 es infinito. Nuevamente, por el teorema 1.41,
existe o = minY,. Como Y, C Yj, tenemos que y; < yo. Recursivamente
contruimos para cada n € N:

(1) Y, un subconjunto infinito de Y7,
(2) y, = minY,,.

Sea M = {y, : n € N}. Notemos que M es infinito numerable y M C f(Y).
Para probar que Y es infinito numerable, bastara probar que f(Y') C M. Sean
ye f(Y)y D={neN:y<uy,}. Notemos que D no puede ser vacio, pues
en caso contrario, para todo n € N se cumpliria que y, < y, concluyendo que
M c {1,...,y}, contradiciendo que M es infinito numerable. Por el principio
del buen orden (teorema 1.41), existe ng = min D. Asi, y < y,,-

Caso 1. ny = 1. Como y € Y] y y; = min Y}, concluimos que y = y; € M.

Caso 2. ny > 1. Notemos que y,,-1 < ¥y, puesto que ny = min D. Luego,
y € Y,,. Como y,, = minY,,, concluimos que y = y,, € M.

De esto, f(Y) C M, y por tanto f(Y) = M. Por lo tanto, Y es infinito
numerable. H

Teorema 1.43. Sean X y Y conjuntos y f: X — Y una funcion.

(a) Si f esinyectivay Y es infinito numerable, entonces X es finito o infinito
numerable.

(b) Si f es suprayectiva y X es infinito numerable, entonces Y es finito o
infinito numerable.

(c) Si X es infinito numerable, entonces f(X) es finito o infinito numerable.
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Demostracién. (a) La funcion f|/X) : X — f(X) es biyectiva. Luego,
|X| = |f(X)]. Como f(X) C Y, por el teorema 1.42, tenemos que
f(X) es finito o infinito numerable. Por lo tanto, X es finito o infinito
numerable.

(b) Por el teorema 1.16, inciso (3), existe una funciéon g : ¥ — X tal que
fog = Idy. Luego, por el inciso (3) del Corolario 1.17, tenemos que g es
inyectiva. Ahora, por (a), tenemos que Y es finito o infinito numerable.

(¢) Como f|§((X) : X — f(X) es suprayectiva, por (b), tenemos que f(X)
es finito o infinito numerable.

]

Si tenemos una familia infinito numerable de conjuntos no vacios { A, },en,
entonces su producto cartesiano, denotado por A; X As X +++ X A, X -+ 0
o

por H A, es la coleccion de sucesiones {a, }nen que satisfacen a,, € A, para

n=1

cada n € N.

oo oo
Asi, H A, es la familia de todas las funciones f : N — U A, que asocian
n=1 n=1
a cada n € N un elemento f(n) que pertenece a A,,.

Siguiendo esta misma idea y usando el axioma de eleccion (véase pag. 17),
podemos definir de manera mas general el producto cartesiano.

Definicion 1.44. Sea { X} ea una coleccion no vacia y arbitraria de con-

juntos, su producto cartesiano, denotado por H X, es
AEA

HX,\ = {f A — U Xy: f(N) € X, para cualquier \ € A}.

AEA AEA

Notemos que H X, es el conjunto formado por todas las funciones de

AEA
eleccion de la familia {X)} ea. Ademas, si para toda A € A, se tiene que

X # 0, por el axioma de eleccion (véase pag. 17) se obtiene que H Xy #0.
SN
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Si existe un conjunto X tal que para cada A € A el conjunto X, = X,

entonces H X es denotado también como XA,
AEA
Ahora, recordemos la definicién de intervalo en el conjunto de los nimeros
reales.

Definicién 1.45. Sea A un subconjunto de R, no vacio. Se dice que A es un
intervalo si para cualesquiera a,b € A, con a < b, y para todo s € R tal que
a < s <b, se tiene que s € A.

Proposicion 1.46. Los siguientes conjuntos son infinito numerables:
1. Z,
2. Nx N,
3. Ax B, si Ay B son infinito numerables,

4' Q?

5. La uniéon numerable de una familia de conjuntos infinito numerables es
infinito numerable.

6. Si Xq,..., X} son infinito numerables, entonces X; x - - - X X}, es infinito
numerable.

7. El conjunto de todos los puntos con ambas coordenadas racionales en
el plano.

8. El conjunto de todos los intervalos con extremos racionales.
9. Todos los polinomios con coeficientes racionales.

10. Los numeros algebraicos (« es algebraico si existen numeros enteros
ap, ..., a, € Z tales que ag + aja + « - - + a,a" = 0).

11. El conjunto de todos los subconjuntos finitos de N.

Demostracion. 1. Sea f :Z — N definida, para cada m € Z, por

2m sim > 0,
—2m+1 sim <0.

=
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Tenemos que f esta bien definida y es inyectiva (verifiquelo). Ahora, por
el teorema 1.43, inciso (a), tenemos que Z es finito o infinito numerable.
Como N C Z, tenemos que Z no es finito. Por lo tanto, Z es infinito
numerable.

. Mostraremos ahora que N x N es infinito numerable. Definimos f : N x

N — N como f(n,m) = 2"3™. Por el teorema 1.43, iniciso (a), bastara
probar que f es inyectiva para concluir que N x N es infinito numerable.
Supongamos que f(n,m) = f(n',m’), es decir, 2"3™ = 2%'3™ . Como 2
y 3 son coprimos, tenemos que 2" = 2" y 3" = 3™ Concluimos que
(n,m) = (n’,m’), y por tanto, f es inyectiva. Asi, N x N es infinito
numerable.

. Sean A y B infinito numerables. Esto significa que existen dos funciones

biyectivas f1 : N — A, fo : N — B. Definimos f : N x N — A x B
como f(n,m) = (fi(n), f2(m)). Tenemos que f es biyectiva (es un buen
ejercicio para el lector). Por lo tanto, A x B es infinito numerable.

. Sean f : Z x N — Q dada por f(m,n) = ™ Es claro que f es una
n

funcion suprayectiva. Luego, por el teorema 1.43, inciso (b), tenemos
que Q es numerable. Como N C Q, tenemos que Q no puede ser finito.
Asi, @) es infinito numerable.

. Sea A = {A,, }nen una coleccion infinito numerable de conjuntos infinito

numerables. Sabemos que para cada n € N, existe una funcion biyectiva

fn:N— A,. Sea
f:NxN-—[]A4,

n=1

[o¢]
dada por f(n,m) = f,(m). Sea a € |J A,. Existe ng € N tal que a €

n=1
Ap,- Como f,, es suprayectiva, existe mg € N tal que f,,(mo) = a. Asi,
f(ng,mg) = a. De esto, tenemos que f es suprayectiva. Por el teorema

o (o]

1.43, inciso (b), tenemos que J A, es numerable. Como A4,, C |J A,

n=1 n=1

(o]
y A,, es infinito numerable, tenemos que |J A, no puede ser finito.
n=1

o
Asi, concluimos que |J A, es infinito numerable.
n=1
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Queda como ejercicio para el lector verificar que la unién finita de una
familia de conjuntos infinito numerables es infinito numerable.

Los incisos 6, 7, 8,9, 10 y 11 quedan como ejercicio para el lector. O

Teorema 1.47. Si A es un conjunto infinito y £ es un conjunto numerable,
entonces |AU E| = |A].

Demostracion. Sea A infinito y F numerable.

Primero supongamos que A N E = (. Por el teorema 1.39, existe B C A tal
que |B| = |NJ|. Luego, por el inciso 5 de la Proposicion 1.46, tenemos que
|BU E| = |N|. Asi, |BU E| = |B|. Esto significa que existe una funciéon
biyectiva ¢ : BU E — B. Ahora, sea f : AU E — A definida por

| plx) size BUE,
f(x)_{x siz ¢ BUE.

Como ¢ es biyectiva, la funcion f también lo es. Por lo tanto, |AUE| = | A|.
Supongamos ahora que AN E # (). Aplicamos el primer caso a los conjuntos
Ay E, = E\ A, y obtenemos que |A U E;| = |A]. Ahora, notemos que
AUE; = AUE. Luego, |[AU E;| = |AU E|. Por lo tanto, |[AU E| = |A|. O

Teorema 1.48. Si A es un conjunto infinito no numerable y £ es un conjunto
numerable, entonces |A\ E| = |A].

Demostracion. Sean A un conjunto infinito no numerable y £ un conjunto
numerable. Si ENA = (), entonces A\ E = A, y por lo tanto A\ F es infinito
no numerable.

Supongamos que AN E # (). Luego, (A\ E)U (AN E) = A. Como
ANE C FE, tenemos que AN E es numerable. Por el teorema 1.47, se tiene
que [(A\EYU(ANE)|=|A\ E|. Asi, |[A| = |A\ E|. ]

Teorema 1.49. Un conjunto A es infinito si y soélo si A tiene la misma
cardinalidad que algiin subconjunto propio de él.

Demostracion. Primero, sean A un conjunto infinito y F un subconjunto
finito de A.

Si A no es numerable, por el teorema 1.48, tenemos que |A\ E| = | A|. Asi,
tenemos que A tiene la misma cardinalidad que algin subconjunto propio de
él.
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Si A es infinito numerable, entonces A \ E es finito o infinito numerable.
Como A\ E es infinito, entonces A \ E es infinito numerable. Por lo tanto,
A\ E ~ A, es decir, |A\ E| = |A|. Asi, tenemos que A tiene la misma
cardinalidad que algtin subconjunto propio de él.

La proposicion inversa se sigue inmediatamente del Teorema 1.36. ]

Corolario 1.50. La siguientes relaciones se cumplen:

[0,1] ~ (0,1) ~ (0,1] ~ [0, 1).
Demostracion. La demostracion es un ejercicio para el lector. ]
Teorema 1.51. (—1,1) ~R.

Demostracion. La demostracion es un ejercicio para el lector.
Sugerencia: Ver que la funcién f : R — (—1,1) definida, para cada = € R,

por f(z) =

T s biyectiva. ]
1+ |z

Ahora, consideremos el conjunto siguiente y veamos que no es infinito
numerable

2N ={f:N—{0,1}}.
Teorema 1.52. 2% no es infinito numerable.

Demostracion. Supongamos que 2" es infinito numerable. Podemos escribir
entonces 2% = {x1,...,Xn,---}, con x; : N = {0,1}. Denotamos por x;; a
Xi(j) € {0,1}. Definimos la funciéon y : N — {0, 1} como

(n) 0 sixnn =1,
n)=
X 1 Si o = 0.

Veamos que x € {x1,---Xn,--- }- Supongamos que X € {X1,---,Xn,--- }-
Entonces, existe un n € N tal que x = x,. Pero si x,(n) =1, x(n) =0 (y
viceversa), lo cual es una contradiccion. Luego, x & {X1,.--Xn,---} y por lo
tanto 2 no es infinito numerable. [

Teorema 1.53. El intervalo [0, 1] no es infinito numerable.
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Demostracion. Sea
E = {x €[0,1] :  tiene dos representaciones decimales diferentes}.

Como F es infinito numerable (demostrarlo), por el teorema 1.47, basta mos-
trar que [0,1] \ F no es infinito numerable.

Supongamos que si lo es, i. e., que existe una funciéon biyectiva ¢ : N —
[0,1] \ E, con ¢(n) = x,. Entonces [0,1] \ £ = {z1,..., 2y, ... }. Llamamos
x;; ala j-ésima cifra decimal de z;:

Try . 0..1'11]712...171”...
To 0.213'211‘22 o Lo .
Tp o 0xp1... Ty ...

Sean = € [0,1] \ E e y; su i-ésima cifra decimal, de tal forma que z =
0.911 - - - Ynn - - - Elegimos cada y; de la siguiente forma:

1 si 1’“7&17
Yi =

Observemos que x ¢ {z1,...,Z,,...}, de lo contrario, existiria algin n € N|
tal que z,, = z, lo que querria decir que x,,, = ¥y,. Sin embargo, esto no puede
ser, ya que por la definicion de y;, esta cifra decimal siempre es diferente a x;;,
para toda ¢ € N (recordar que z, z,, € [0,1]\ E). Entonces, para cada n € N,
se tiene que ¢(n) # z. Por lo tanto, ¢ no es suprayectiva. Asi, £ ~ [0, 1] no
es infinito numerable. Por Teorema 1.47, tenemos que [0, 1]\ £ ~ [0, 1], y por
lo tanto [0, 1] no es infinito numerable. O

Teorema 1.54. |2, Teorema A.51] 28 ~ R.

Sean A y B conjuntos. Si existe un C' C B tal que C' ~ A y no existe
D C A tal que D ~ B, decimos que |A| < |B|. Esto es equivalente a decir
que existe una funcion inyectiva f : A — B y no existe una funcién inyectiva
g: B— A
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Si existen D C A tal que D ~ By C C B tal que C ~ A, decimos que
|A| = |B|, lo cual equivale a decir que existe funciones inyectivas f : A — By
g : B — A. Este resultado es conocido como el Teorema de Cantor-Schroder-
Bernstein |2, Teorema A.31].

Teorema 1.55. Dado cualquier conjunto A, tenemos que |A| < |Z2(A).

Demostracion. Hay que demostrar que existe una funcion f : A — Z(A)
inyectiva, pero que no existe g : #(A) — A inyectiva.

Definimos f : A — Z(A) tal que f(z9) = {zo}, que es una funcion
inyectiva.

Para la segunda parte, bastara con mostrar que no existe una funciéon
suprayectiva de A en Z(A). Supongamos, por el contrario, que h : A — P (A)
es una funcion suprayectiva. Sea X = {x € A : x ¢ h(z)} C A. Por ser h
suprayectiva, existe un a € A tal que h(a) = X, yaque X € Z(A).Sia € X,
entonces a ¢ h(a) = X, lo cual es una contradiccion. Por otro lado, si a ¢ X,
entonces a € h(a) = X, que también es una contradicciéon. Luego, no existe
una funcion suprayectiva entre Ay Z(A). Asi, |A| < |Z(A)]. O

Definicién 1.56. Sean A y L conjuntos, AX = {f : L — A : f es funcién}.

Proposicion 1.57. Sean A, Ay, As, B, By, Bo, L y M conjuntos no vacios.
Tenemos que:

1. (AWM ~ ALXM

2. Si Ay ~ By y Ay ~ By, entonces A; X Ay ~ By X By,
3. Si A es infinito numerable, entonces 24 ~ 2N,

4. Si A ~ B, entonces A* ~ Bt

Demostracion. 1. Crearemos una funcion biyectiva h : (A*)M — AL>M,
Para esto, notemos que si f € (AY)M entonces f : M — AL. Luego,
para cada m € M, tenemos que f(m): L — A, ademas para todo [ € L
se tiene que f(m)(l) € A. Asi, sea h : (AL)M — ALXM (definida, para
todo f € (AL)M, por h(f) = g, donde g es una funcién g : L x M — A
definida, para cada (I,m) € L x M, por g(I,m) = f(m)(l). Queda para
el lector demostrar que esta funciéon es biyectiva.
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3. Si A es infinito numerable, entonces existe una funciéon biyectiva g :
A — N. Sea ¢ : 2 — 24 definida, para cada h € 2%, por ¢(h) = hog.
Esta funcién es biyectiva (demostrarlo). Asi, 24 ~ 2V,

[

Los incisos 2 y 4 quedan como ejercicio para el lector.
Teorema 1.58. Los siguientes conjuntos son equipotentes a R:

1L R\Q,

2. T ={z € R: z no es algebraico},

3. R,

4. C(R,R) ={f:R — R: f es una funcion continua},

5. 10,1) x [0,1),

6. R", para toda n € N,

7. El conjunto de todas las rectas en el plano,

8. Z(N).

Demostracion. 1. Como R\ Q es infinito y Q es infinito numerable, por
Teorema 1.47, tenemos que R = (R\ Q)UQ ~ R\ Q.

2. Sea A el conjunto de los numeros reales algebraicos. Tenemos que
R=AUT. Ademas, R\ A =T es infinito y A es infinito numerable (inciso
(10) de la Proposicion 1.46, pagina 25). Por el teorema 1.47, tenemos que
R=R\AUA~R\A=T.

3. Del Teorema 1.54 y del inciso 4 de las proposicion 1.57, tenemos que
R ~ 2" implica que (ZN)Q ~ R; ahora por el inciso 1 de la proposicién 1.57,
tenemos que (QN)Q ~ 2@ Ademas, N x Q ~ N. Luego, R% ~ 28 ~ R.

4 . Para demostrar que C(R,R) ~ R, sea ¢ : C(R,R) — R definida, para
cada funcién continua f : R — R, por ¢(f) = flg € R
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Veamos que ¢ es inyectiva. Sean f,g € C(R,R). Supongamos que ¢(f) =
©(g), es decir, flg = glg. Seax € R. Existe una sucesion de racionales {x,, }5° ,
tal que limz, = z. Como f y g son funciones continuas, lim f(x,) = f(x)
y limg(x,) = g(z). Ademas, para todo n € N, se tiene que f(z,) = g(x,).
Luego, f(z) = g(z), de donde concluimos que f = g.

Ahora, como R? ~ R, existe una funcién biyectiva h : R® — R. Asi que
hoy:C(R,R) — R es inyectiva. Luego, |C(R,R)| < |R].

Ahora, sea l : R — C(R,R) definida, para cada xy € R, por I(zg) = fau,,
donde f,, : R — R esta definida por f,,(z) = x¢. Como [ es inyectiva (ejer-
cio para el lector), tenemos que |R| < |C(R,R)|. Por el teorema de Cantor-
Schroder-Bernstein, concluimos que |R| = |C(R, R)|.

Los incisos 5, 6, 7y 8 quedan como ejercicio para el lector. ]

1.5 Ejercicios
1. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas.

(a) Si X esun conjuntoy F'={(D,y): D e Z(X),y € X}, entonces
F' es una funcioén.

(b) SiX =Y =R,y C ={(x,y) : 2* +y*> = 1}, entonces C es una
funcion de R en R.

2. Demostrar los incisos (2), (5), (6), (9) y (10) del Teorema 1.12.

3. Dar un ejemplo donde la contenciéon del inciso (3), del Teorema 1.12,
sea propia.

4. Terminar la demostracion de las propiedades de la proposicion 1.13.

5. Demostrar que si f: X — Y es una funcion y A C X, A C f71(f(A)).
6. Dar un ejemplo donde no se cumpla que A = f~1(f(A)).

7. Demostrar que si f : X — Y es una funcion y B C Y, f(f~(B)) C B.

8. Demostrar los incisos (1), (2) y (4) del Corolario 1.17.
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9.
10.

11.

12.
13.

14.

15.
16.
17.
18.

19.

20.

21.

22.
23.

Demostrar el Teorema 1.18.

Demostrar que la equipotencia de conjuntos es una relacién de equiva-
lencia en la clase que tiene como elementos a los conjuntos.

Demostrar lo siguiente.

(a) Si Ay B son conjuntos finitos, entonces AU B es finito.
(b) Si A es infinito y E es finito, entonces A \ E es infinito.

Demostrar que si X es un conjunto finito, entonces &?(X) es finito.

Demostrar que si X es un conjunto infinito, entonces para todo n € N
se cumple que | X| > |.J,]

Demostrar que la unién infinito numerable de conjuntos finitos, ajenos
dos a dos, es infinito numerable.

Demostrar incisos 4, 6 al 10 y 11 de la Proposicion 1.46.
. Existe una funcién suprayectiva de N a Q7?7
. Existe una funcién suprayectiva de N a R?

Demostrar el Teorema 1.51. [Sugerencia: demostrar que la funciéon f :
R — (—1,1) dada, para cada = € R, por f(z) = %le es biyectival.

Demostrar que la circunferencia unitaria S' = {(z,y) € R? : 22 4+ y* =
1} es equipotente a R. [Sugerencia: mostrar que R ~ S\ {(0,1)} ~ S!].

Demostrar que la esfera unitaria S% = {(z,y,2) € R®: 2? +y?+ 22 = 1}
es equipotente a R?.

Sean X un conjuntoy 2% = {f : X — {0,1} : f es funcién}. Demostrar
que 2% ~ P(X). [Sugerencia: Para A C X, sea x4 : X — {0,1} dada
por xa(t) =0,sit¢ Ay xa(t)=1,sit e A

Demostrar los incisos 2 y 4 de la proposiciéon 1.57.

Demostrar las siguientes relaciones entre conjuntos.

(a) 2" ~ 2(N),
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(b) IN| < |R].

24. Demostrar los incisos 5 — 8 del teorema 1.58.
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Capitulo 2

Espacios métricos

2.1 Meétricas

La nocién de espacio métrico fue desarrollada por primera vez por el mate-
matico aleman Felix Hausdorff (1868-1942) a principios del siglo XX. En su
libro “Grundziige der Mengenlehre” (Fundamentos de la teoria de conjuntos),
publicado en 1914, Hausdorff formaliz6 y defini6 la nociéon de un espacio mé-
trico, estableciendo los conceptos fundamentales de distancia, convergencia,
limites y continuidad en este contexto (véase [4] y [11]). Esta teoria ha sido
fundamental en el estudio del analisis matematico y la topologia.

Comenzamos este capitulo definiendo los conceptos de métrica y espacio
meétrico.

Definicién 2.1. Sea X un conjunto no vacio. Una métrica en X es una
funcion d : X x X — R tal que para cualesquiera z,y, z € X:

(a) d(z,y) >0,

(b) d(z,y) = d(y, z),

(c) d(z,y) =0siysolosiz=uy,
(d) dz,y) < d(z,z) +d(z,y).

El teorema siguiente nos dice que una funcién d que cumpla con los incisos
(a), (c) y (d) es automéaticamente una métrica.

Teorema 2.2. Sea X un conjunto no vacio y d : X x X — R una funcion.
Entonces d es una métrica para X si y solo si las siguientes condiciones se
satisfacen:

(i) d(z,y) =0,
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(i) d(z,y) =0siysolosiz =y,
(ili) d(z,y) < d(z,z) + d(y, 2).

Demostracion. Claramente, tenemos que si d es una métrica, entonces d
satisface (i), (i) y (iii). Reciprocamente, supongamos que d satisface (i) ,(ii)
y (iii). Veamos que d es una métrica para X . Bastara probar que d es simétrica.
Sean z,y € X. Por (iii), tenemos

d(z,y) < d(x,z) +d(y,z) y dy,z) < d(y,y) + d(z,y).

Usando (ii), concluimos que d(z,y) < d(y,z) y d(y,z) < d(x,y). Entonces
d(z,y) = d(y,x). Por lo tanto, d es una métrica para X. O

Definicion 2.3. Un espacio métrico es una pareja formada por un conjunto
no vacio X y una métrica d definida en X.

Notemos que un conjunto X podria tener asignadas distintas métricas, por
lo que al hablar de un conjunto como espacio métrico es importante precisar
cuél es su métrica.

Notacién 2.4. Si X es un espacio métrico con métrica d, entonces lo deno-
tamos por (X, d).

Veamos algunos ejemplos de métricas definidas en conjuntos bien conoci-
dos, como R, R", el conjunto de funciones continuas definidas en un intervalo
cerrado, conjunto de sucesiones.

Teorema 2.5. Las funciones definidas en cada inciso son métricas.

1. La funcién d* : R x R — R definida, para cada (z,y) € R x R, por
d'(z,y) = |z — y| es una métrica en R.

2. Para cada n € N, la funcién d" : R™ x R® — R definida, para cada
x,y € R", por

n

Z (sz - yi)Q,

=1

d"(x,y) =

donde x = (z1,...,2,) Yy = (Y1, - -,Yn), €8s una métrica en R” conocida
como métrica euclidiana.
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3.

Para cada n € N, la funcion T : R® x R” — R definida, para cada
x,y € R", por

n

i=1
donde z = (z1,...,2,) yy = (Y1, ---,Yn), €s una métrica en R" conocida
como la métrica del taxista.

. Para cada n € N, la funciéon M : R® x R"™ — R definida, para cada

x,y € R", por
M(z,y) = max {|z; —y;| : 4,5 € {1,2,...,n}},
donde z = (z1,...,2,) Yy ¥y = (Y1,- -, Yn), €S una métrica en R™.

Sea C el conjunto de todas las funciones continuas en el intervalo |[a, b].
La funcion d : C x C — R, definida, para cada f,g € C, por d(f,g) =
max{|f(t) — g(t)| : t € [a,b]} es una métrica en C. Al espacio métrico C
con la métrica d lo denotaremos por Ciq ).

Sea
S = {{xn}ffl : in < oo} .
n=1

La funcion d* : § x & — R definida, para cada {z,}°2,,{y.}°>, € S,
por

d™ ({zn}nZy {Untner) =

es una métrica en S.

Sea X un conjunto no vacio. La funciéon D : X x X — R definida, para
cada z,y € X, por

1 six#y,
0 siz=y,

D(z,y) = {
es una métrica para X, la cual es llamada métrica discreta , y en

tal caso, X considerado con esta métrica se llama espacio métrico
discreto.
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Demostracion. Veamos que en efecto las anteriores son métricas.

3. Comprobar los incisos 1 y 2 de la Definiciéon 2.1 es inmediato. Veamos
que se cumple el inciso 3. Sean z,y,z € R", con z = (v1,...,2,), Yy =

Y1y s Un)y ¥ 2= (21, 2Zn).

n

di(z,y) = Z |z — vl

=1

n
= Z|$¢—Zz‘+2i—yi|
i=1
n n
< Z|Iz_zz|+2’zz_yz|
i=1 i=1

= d;(a:, 2) 4+ di(z,y).

5. Veamos que d es una métrica. Primero, por definicion d(f,g) > 0.
Ahora, si d(f,g) = 0, entonces para toda t € [a,b], |f(t) — g(t)| = 0. Luego,
para toda ¢ € [a,b], f(t) = g(t) y por lo tanto f = g. De la misma forma, si

f = g se sigue que d(f,g) = 0.
Finalmente, sean f,g,h € C. Para cada t € [a, b]:
£ () = g@)] = [f(t) = h(t) + h(t) — g(t)|
<[f(t) = h(t)| + |h(t) — g(t)|
<méx{[f(z) — h(z)| : @ € [a, b]} + max{[h(z) — g(z)| : © € [a, b]}.
Ast, max{|f(t) — g(t)| : t € [a,b]} < d(f,h) + d(g,h) y por lo tanto
d(f,g) < d(f,h) +d(g, h).

6. Por definicién, d(z,y) > 0. Igualmente tenemos que d(z,y) = 0 si y
solo si T = .

Mostraremos que d cumple con el inciso 3 de la Definicién 2.1. Para esto,
sea Z = (21,...) € A. De la métrica euclidiana obtenemos que
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Tomando limites, obtenemos que d(7,7) < d(z, z) + d(7, Z).

Los incisos 1, 2, 4 y 7 quedan como ejercicio para el lector. O

2.2 Isometrias y subespacios métricos

Una isometria es una funciéon que preserva la distancia entre los puntos de un
espacio métrico X y los puntos de un espacio métrico Y.

Definicion 2.6. Sean (X,dx) y (Y,dy) espacios métricos y f : X — Y
una funcién biyectiva. Decimos que f es una isometria si para cualesquiera
z,y € X, se tiene que dx(z,y) = dy(f(z), f(y)).

Observacion 2.7. Ser isométricos es una relacion de equivalencia en la clase
de los espacios métricos

Dado un subconjunto de un espacio métrico se le puede dotar de una
métrica para que sea también un espacio métrico.

Definicion 2.8. Sea X un espacio métrico con métrica d. Dado un subconjun-
to Y de X, podemos considerar de manera natural la funcion dy : Y XY — R
dada por dy = d|yxy. Notemos que dy es una métrica. Asi, Y es un espacio
métrico, y dy es llamada métrica inducida en Y. Diremos que Y es un
subespacio métrico de X con métrica dy .

Observacion 2.9. Dos acuerdos amigables en este libro es que cuando ha-
blemos del espacio métrico R™ estaremos pensando que R” tiene asignada la
métrica euclidiana, a menos que se diga lo contrario; y cuando hablemos de
subconjuntos de R™ estamos pensando que tales subconjuntos tienen asignada
la métrica inducida de la mética euclidiana, para cada n € N.

2.3 Ejercicios

1. Demostrar que el resto de las funciones del teorema 2.5 son métricas.

2. En cada uno de los siguientes incisos, decir si la funcion d, definida para
cada (z,y) € R x R, es una métrica
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L. d(‘T?y) = (.T - y)27
iii. d(x,y) = |2* —y?],
iv. d(z,y) = |v — 2y,

|z — 9|

d(z,y) =
v. d(x,y) R —

. Dado un espacio métrico (X, d), demostrar que

i Jd(, 2) — d(y,w)] < d(z, ) + d(z,w),

. Mostrar que si f, g € C|a, b], entonces

</abf(t)9(t)dt>2 < (/b fz(t)dt> (/abgz<t)dt> .

Usando esta desigualdad probar que ¢ : C x C — R definida por

o(f,9) = \// (f(t) —g(t)*dt

es una métrica. Al espacio métrico (C,¢) lo denotaremos por C?|a, b].

. Si d es una métrica sobre X, definimos para z,y € X:

, ~ d(z,y)
d(z,y) = T de.y)

Demuéstrese que d’ es una métrica sobre X.

. Sea {d,};>; una sucesion de métricas en X tal que para cadan € Ny
para cualesquiera z,y € X, d,(z,y) < 1. Demostrar que

2

es una métrica para X.
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7.

10.

11.

Sea X el conjunto de todas las sucesiones reales {x,} acotadas. Demos-
trar que d({z,},{yn}) = sup{|z, — yn| : n € N} define una métrica
sobre X.

Sea X el conjunto de todas las sucesiones reales. Demostrar que

o0

d({za} Ay }) = |20 — |

—1 n!(l + |‘Tn - yn|)

define una métrica sobre X.

Sean (X,d) un espacio métrico, Y un subconjunto no vacio de X y
f X — Y una funcién biyectiva. Probar que dy : ¥ x Y — R definida
por ds(z,y) = d(f~*(z), f~*(y)) es una métrica para Y.

Encontrar una meétrica para (—1,1) que no sea la inducida por R, ni la
métrica discreta. [Sugerencia: La funcion f : R — (—1,1) definida, para

cada z € R, por f(z) = es biyectiva (véase el Teorema 1.51)].

1+ |z|
Dar una isometria entre C[0, 1] y C[0, 2].

2.4 Conjuntos abiertos y conjuntos cerrados

Ahora que ya sabemos qué es un espacio métrico podemos hablar de ciertos
conceptos topologicos definidos en los espacios métricos.

Definicion 2.10. Sean (X, d) un espacio métrico, a € X y r € R, con r > 0.
La bola abierta con centro en a y radio r es el conjunto

B(a,r) ={x € X : d(z,a) <r}.
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La bola cerrada con centro en a y radio r es el conjunto

Cla,r)={r e X :d(z,a) <r}.

Sean (X, d) un espacio métrico, z € A C X y y r > 0. La bola en A con
centro en z y radio r, denotada por B4(x,r) es el conjunto

By(z,r) = {yeA:d(z,y) <r}
= {zeX:dz,x)<ryzeA}
{zeX dz,z)<r}nA
= Bx(z,r)NA.

Asi, By(x,r) = Bx(x,r) N A.

La nocién de métricas equivalentes es importante dentro de la Topologia,
por lo que la revisamos a continuacion.

Definicion 2.11. Suponga que d y d son métricas para el conjunto X. En-
tonces d y d son métricas equivalentes si y s6lo si para cada x € X y para
cada r > 0, existen nimeros €; > 0y €2 > 0 tales que By(x,e1) C By(x,r) y
Bj(x,e2) C By(z,r).

Ejemplo 2.12. En R? la métrica del taxista Ty la métrica euclidiana d? son
equivalentes. Para ver esto, sean z = (z1,79) € R? y r > 0. Notemos que si

"
a=5vy= (y1,Yy2) € Bg(z,e1), entonces

B (2,y) = /(21— 11)? + (22 — )2 < 1.

Luego,

T(w,y) = |11 — ] + [22 — ya| < 20/ (01 — 91)? + (22 — 12)? < 26, =1
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Asi, y € Bp(x,r). Por lo tanto, Bp(x,e1) C Bp(z,r). Ahora, si ey = 7y
y = (y1,y2) € Br(x,e3), entonces

T(x,y) = |x1 — 1| + |22 — y2| < &2
Luego,
& (2,y) = /(@1 —y1)? + (22 — 1)* < /(21 — 11)2 + /(@2 — 1)’

= |z —yi| Flre— | <e2=r.

Asi, y € Bg(z,r). Por lo tanto, Br(x,e2) C Bg(x,r). Por lo tanto, la
métrica del taxista Ty la métrica euclidiana d? son equivalentes en R2.

El concepto de conjunto abierto es bastante importante dentro de la To-
pologia, en particular para espacios métricos tenemos lo siguiente.

Definicion 2.13. Sea A C X. Decimos que A es un conjunto abierto de
X si para cada a € A, existe un r > 0 tal que B(a,r) C A.

Observacion 2.14. Sea X un espacio métrico.
(a) Sir =0, entonces B(a,r) = 0.
(b) B(a,r) C C(a,r).
(¢) @y X son abiertos de X.

Al conjunto B(z,r)\ {z} le llamaremos bola agujerada.

El conjunto abierto més basico en un espacio métrico es la bola abierta.

Teorema 2.15. Sean X un espacio métrico, a € X y r > 0. Entonces B(a, )
es un abierto de X.

Demostracion. Sir = 0, entonces B(a,r) = () y tenemos lo que se quiere.
Supongamos que r > 0. Dado p € B(a,r), tenemos que s = r — d(p,a) > 0.
Veamos que B(p,s) C B(a,r). Sea ¢ € B(p, s), entonces

d(q,a) < d(q,p) +d(p,a) < s+d(p,a) =r —d(p,a) +d(p,a) =r.

Asi, ¢ € B(a,r), concluyéndose que B(p,s) C B(a,r). Por lo tanto, B(a,r)
es un abierto de X. O
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Ejemplo 2.16. Los siguientes son ejemplos de conjuntos abiertos:

1. Sea X un conjunto no vacio considerado con la métrica discreta. Todo
subconjunto A de X es abierto de X, yaquesia € Ay 0 <r <1,
B(a,r) = {a} C A. En particular, {} es un abierto de X, para toda

reX.

2. Para cada z € Ry r > 0, el intervalo (z —r,z + 1) = B(z,r) es abierto
de R.

3. En R" con la métrica euclidiana, si aq,...,a,,b1,...,b, € R, el conjun-
to (a1, by) X -+ X (an,by,) es abierto de R™, conocido como rectangulo
abierto.

Lema 2.17. Sean X un espacio métricoy U C A C X. Entonces U es abierto
de A siy solo si existe V abierto de X tal que U =V N A.

Demostracion. (=) Supongamos que U es un abierto de A, con z € U.
Entonces, existe ¢, > 0 tal que By(z,e,) C U, de donde

U:UBA(:c,sx):U(BX(a: gz) N A) (UBXxex)ﬁA.

€A €A €A

Sea V = U Bx(z,e,). Observar que V' es un abierto de X. De modo que,
€A

U=VnNnA.

(<) Para demostrar el reciproco, sea V' un abierto de X. Queremos de-
mostrar que V' N A es abierto de A. Sea y € VN A. Como V es abierto, existe
r > 0 tal que Bx(y,r) C V, entonces Bx(y,r)NA C VNA, porloqueVNA
es abierto de A. O]

Podemos construir conjuntos abiertos en un espacio métrico uniendo o
intersecando conjuntos abiertos, tal como nos dice el siguiente teorema.

Teorema 2.18. Sean X un espacio métrico y {Uy}rea una familia de sub-
conjuntos abiertos de X. Entonces

(a) El conjunto U U, es un abierto de X.
AeA
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(b) Si A es finito, entonces ﬂ U, es un abierto de X.
AeA

Demostracion. (a) Sea p € |J Ux. Existe A, € A tal que p € U,,. Como
AEA
Uy, es abierto de X, existe r > 0 tal que B(p,r) C U,,. Como Uy, C |J U,,
AEA
tenemos que B(p,r) C |J U,. Por lo tanto, |J U, es un abierto de X.
AEA AEA

(b) Sea ¢ € [ U,. Entonces para cada A € A, tenemos que ¢q € Uy. Como
AEA

cada Uy es un abierto de X, existe ry > 0 tal que B(q,r\) C U,. Como A
es finito, existe r = min{ry : A € A} > 0. Luego, B(q,r) C B(q,rx) C Uy,

para cada A € A. Asi, B(q,7) C [ Ux. Por lo tanto, [ U, es un abierto de
AEA AEA
X. [

Observe que la condicion de que U sea finito en (b) es esencial para que
podamos dar la existencia del radio r, sin embargo, uno podria pensar que
para poder asegurar la existencia de r en cualquier caso podriamos definirlo
como el infimo, lo cual es correcto, pero el problema que con lleva esto es
que no se puede asegurar en este caso, que r > (0. Para entender mejor lo
discutido, prestemos atencién al siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.19. La interseccion arbitraria de abiertos no es necesariamente
un abierto.

Consideremos como espacio métrico a R. Para cada n € N, sea
11
IL,=(——]).
n'n
oo

Para cada n € N, tenemos que I,, es un abierto de R. Sin embargo, ﬂ I, no

n=1

o0
es un abierto de R. Para ver esto, sea p € [ [,. Luego, para cada n € N,
n=1

1 1 1
tenemos que —— < p < —, o bien, |p| < —. Dado r > 0, por la propiedad
n n n

arquimediana, existe N € N tal que N < r. De esto, para cada r > 0, se
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cumple que |p| < r. Ademas, como es claro que

0e ﬁ I,,
n=1

concluimos que p = 0. Por lo tanto,

{0} =1
n=1
Ademas, para cada r > 0, (—r,r) ¢ {0}. Por lo tanto, {0} no es un conjunto

abierto de R y es interseccion numerable de abiertos de R.

Dentro de la Topologia, el concepto de vecindad de un punto es de suma
importancia, por lo que precisamos a continuacion su definicion.

Definicion 2.20. Sean X un espacio métrico, x € X y V C X. Se dice que
V' es una vecindad de z si existe un abierto U de X tal que x € U C V.

Observacion 2.21. Si X es un espacio métrico y x € X, entonces cualquier
conjunto abierto U de X con x € U es una vecindad de =x.

Definicion 2.22. Sea X un espacio métrico y x € X. La coleccion de ve-
cindades de x se llama sistema de vecindades de x en X y se denota por

V(z).

El concepto de conjunto cerrado también es bastante importante en la
Topologia, por esta razéon tenemos a continuaciéon su definicion.

Definicion 2.23. Sean X un espacio métrico y F' C X. Decimos que F' es
un cerrado de X si su complemento, X \ F, es un abierto de X.

Ejemplo 2.24. Sea X un espacio métrico.
1. Los conjuntos X y ) son cerrados de X.

2. Para todo x € X y r > 0, el conjunto C(z,r) = {y € X : d(z,y) < r}
es cerrado de X.

3. Si X tiene la métrica discreta, entonces cualquier subconjunto U de X
es cerrado de X, ya que X \ U es abierto de X.
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Ver que, en efecto los conjuntos antes mencionados son conjuntos cerrados es
un ejercicio para el lector.

Teorema 2.25. Sea X un espacio métrico y { B} ea una familia de subcon-
juntos cerrados de X. Entonces

(a) () B es un cerrado de X,
XeA

(b) si A es finito, entonces |J B, es un cerrado de X.
AEA

Demostracion. La demostracion es un ejercicio para el lector. ]

2.5 Cerradura, interior, frontera y derivado

Definicién 2.26. Sea X es un espacio métricoy A, B C X,

(a) el interior de A en X, denotado por intx(A), es el conjunto

{z € X : existe r > 0 tal que B(z,r) C A},

(b) la cerradura de A en X, denotada por clx(A), es el conjunto

{r € X: paracadar>0: B(x,r)NA#0}.

Propiedades importantes del interior y la cerradura se enlistan a conti-
nuacion.

Teorema 2.27. Sean X un espacio métrico y A, B C X. Entonces,
(a) intx(A) C A,

(b) intx(A) es abierto de X,

(c) A es abierto de X siy solo si A= intx(A),
(d) si A C B, entonces inty(A) C intx(B),

e) si B es abierto de X y B C A, entonces B C intx(A),

)
)
)
)
)
)

(
(f

intx(A) es la uniéon de los subconjuntos abiertos de X contenidos en A,
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(g) intx(ANB) =intx(A) Nintx(B),
(h) intx(A)Uintx(B) C intx (AU B).

Demostracion. (a) Por la definicion de intx(A) es obvio.
(b) Por la definiciéon de intx(A) es obvio.

(c¢) Supongamos que A es abierto de X. Por el inciso (a), bastara probar
que A Cintx(A). Sea a € A. Como A es abierto de X, existe r > 0 tal
que B(a,r) C A. Entonces, a € intx(A). Por lo tanto, A = intx(A). La
suficiencia es inmediata del inciso (b).

(d) Sea x € intx(A). Entonces existe > 0 tal que B(x,r) C A C B. De
esto, x € intx(B). Por lo tanto, intx(A) C intx(B).

(e) Por el inciso (d), tenemos que intx(B) C intx(A). Como B es abierto
de X, por el inciso (b), sabemos que B = intx(B). Por lo tanto B C
lntx(A)

(f) Seald = {U C A : U es abierto de X}. Claramente | JU C A. Ademaés,
por el teorema 2.18 (a), sabemos que | JU es abierto de X. Por el inciso
(e), tenemos que JU C intx(A). Por otro lado, dado = € intx(A),
sabemos que existe r > 0 tal que B(z,r) C A. Como B(x,r) es abierto
de X, tenemos que B(z,r) € U. En consecuencia, x € B(z,r) C JU.
Por lo tanto, intx(A) C [JU. Concluimos la prueba.

(g) Como ANB C Ay AN B C B, por el inciso (d), se cumple que
intx (AN B) C intx(A) Nintx(B). Por otro lado, sabemos por el inciso
(a), intx (A) Nintx(B) C AN B. Como intx(A) Nintx(B) es abierto de
X, por el inciso (e), tenemos que intx(A) Ninty(B) C intx (AN B).

(h) Por el inciso (d) es claro este resultado.

Teorema 2.28. Si X es un espacio métrico y A C X, entonces
(a) X \intx(A) =cly(X \ A),

(b) X \ clx(A) = inty (X \ A).
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Demostracion. (a). Sea z € X \ intx(A). Entonces z ¢ intx(A), es decir,
para cada r > 0, B(x,r) ¢ A. Luego, para cada r > 0, B(z,r)N (X \ A) # 0.
Asi, ¢ € clx(X \ A). Por lo tanto, X \ intx(A) C clyx(X \ A). Tomando los
argumentos reciprocos llegamos a que clx (X \ A) C X \ intx(A).

(b). Sea B = X \ A. Por el inciso (a), sabemos que

X \inty(B) = cly(X \ B).

Tomando complemento de ambos lados, intx(B) = X \ clx(X \ B). Como
B = X\ A, concluimos que X \ clx(A) =intx (X \ A). O

Teorema 2.29. Si X es un espacio métrico y F,G C X, entonces
(a) F C clx(F),
(b) clx(F) es cerrado de X,

(¢) F es cerrado de X siy solo si F' = clx(F),

(d) F C G implica que clx(F) C clx(G),

f

clx(F) es la interseccion de todos los cerrados que contienen a F,

)
)
)
)
(e) si G es cerrado de X y F' C G, entonces clx(F) C G,
(f)
g) cx(FUG) = clx(F) U cx(G),
)

(
(h ClX(F N G) C Cl)((F) N ClX(G)
Demostracion. (a) Claramente se cumple.

(b) Por el teorema 2.27 (b), sabemos que intx (X \ F) es abierto de X.
Luego, por el teorema 2.28 (b), tenemos que X \ clx(F) es abierto de
X. Por lo tanto, clx(F') es cerrado de X.

(¢) Supongamos que F' es cerrado de X. Entonces X \ F' es abierto de X.
Luego, por el teorema 2.27 (c), sabemos que X \ F' = intx(X \ F).
Usando el teorema 2.28 (b), concluimos que X \ F' = X \ clx(F). Por
lo tanto, F' = clx(F). La suficiencia es inmediata del inciso (b).

[
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Los demas incisos quedan como ejercicio para el lector.

Otro concepto topologico importante es el de derivado de un conjunto.

Definicion 2.30. Sean X un espacio métrico y A C X. El derivado de A,
denotado por A’, es el conjunto

A" ={x € X : para cada r > 0, (B(z,r) \ {z}) N A # 0}.

A los elementos del derivado de A les llamamos puntos limite de A, o
puntos de acumulacion de A.

El punto = es un punto aislado de Asiz € A\ A'.
Teorema 2.31. Sea X un espacio métrico y A, B C X. Entonces

a

(c) clx(A) = A UA,

(a)
(b) A’ es cerrado de X,
)
(d

) A es cerrado de X siy solosi A C A,
(e) si A C B, entonces A’ C B'.
(f) clx(A) = A’

Demostracion. (a) Por la definicion de A’ y clx(A) es claro.

(b) Por el teorema 2.29 (a), sabemos que A" C clx(A’). Sea = € clx(4’).
Veamos que x € A’. Para esto sea r > 0. Sabemos que B <x, g) NA" # 0.

r
Asi, existe y € A’ tal que d(y,x) < 3 Si z = y, entonces x € A,
obteniendo lo que deseamos. Supongamos que z # y. Entonces § =

d(y,z) > 0. Como y € A', existe z € (B(y,6) \ {y}) N A. Notemos que
z # x. Mas atn,

d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) < d+d(y,z) = 2d(y,z) <r

De esto, z € (B(z,r)\{z})NA. Asi, x € A’. Por lo tanto, A’ = clx(A’).
Por el teorema 2.29 (c), concluimos que A’ es cerrado de X.
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(c) Por el inciso (a) y el teorema 2.29 (a), tenemos que A’ U A C clx(A).
Sea = € clx(A). Supongamos que © ¢ AU A’. Entonces z € X \ Ay
existe r > 0 tal que B(z,r) \ {#} C X \ A. Luego, B(z,r) C X \ A,
o bien, B(xz,7) N A = 0, lo cual contradice que x € clx(A). De esto,
r e AUA'. Por lo tanto, cly(A) = A'U A.

(d) Usando el teorema 2.29 (c) y el inciso (c), obtenemos inmediatamente
el resultado. Por la definiciéon de conjunto derivado es claro que ocurre

(e).

(f) Por el teorema 2.29 (a) y el inciso (e), tenemos que A’ C clx(A)".
Sea x € clx(A)". Veamos que x € A’. Para esto sea r > 0. Sabemos

que (B (m,%) \{I}) N clx(A) # 0. Asi, existe y € clx(A) tal que

0 < dy,z) < g Sea 0 = d(y,z) > 0. Como y € clx(A), existe z €
B(y,d) N A. Notemos que z # x. Mas atn,

d(z,z) < d(z,y) +d(y,z) <+ d(y,x) = 2d(y,z) <.

De esto, z € (B(z,r)\{z})NA. Asi, z € A’. Por lo tanto, clx(A)" C A’
[

La frontera de un conjunto es fundamental al revisar la topologia de un
conjunto, veamos a continuaciéon su definiciéon y propiedades importantes de
este conjunto.

Definicion 2.32. Si X es un espacio métricoy A C X, la frontera de A en
X, denotada por fry(A), es el conjunto

frx(A) =clx(A) Nelx (X \ A),
es decir,
frx(A) ={x € X :paracadar > 0,B(z,r)NA#0y B(z,r)N(X\A) #0}.
Teorema 2.33. Si X es un espacio métrico y A C X, entonces:

(a) frx(A) es cerrado de X,
(b) frx(A) =frx (X \ A),
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(c) intx(A)Niry(A) =10,
(

d Clx( ) mtX(A)Uer(A),

)
)
(e) X =intx(A)Ufrx(A) Uintx (X \ A),

(f) A es cerrado de X siy solo si frx(A) C A.

Demostracion. (a). Como frx(A) es la interseccion de cerrados, por el teo-
rema 2.25, tenemos que fry(A) es un conjunto cerrado de X.

Por la definicion de frontera es obvio (b).

(c). Notemos que frx(A) C clx(X \ A). Luego, por el teorema 2.28 (a),
tenemos que frx(A) C X \ intx(A). Por lo tanto, intx(A) N frx(A) = 0.

(d) Usando que intx(A) C clx(A) y el teorema 2.28 (a), tenemos que

intx(A)Ufrx(A) = intx(A)U[clx(A)Neclx(X \ A)
= (intx(A)Uclx(A)) N (intx(A) Uclx(X \ A))
= clx(A) N (intx(A) U (X \intx(A)))
= cx(A)NX
= clx(A).

(e) Usando el inciso (d) y el teorema 2.28 (b), el resultado es inmediato.
(f) Por el teorema 2.29 (c) y el inciso (d) es claro que se cumple esta
equivalencia. O

Ejemplo 2.34. Los siguientes son ejemplos del interior, la cerradura, el de-
rivado y la frontera de algunos conjuntos

1. Si X es un espacio métrico discreto y « € X, entonces intx ({z}) = {x}
y elx({z}) = {=}.
Por otro lado, {z} =0y frx({z}) =

2. En (R,| |), intg(Q) = 0, porque si x € Q, para todae > 0, B(x,¢) ¢ Q,
ya que existen nimeros irracionales en el intervalo (x — ¢,z + ¢).

Ademas, Q' = R. Es claro que Q" C R. Ahora, para verificar la otra
contencion, obsérvese que si € R, para toda ¢ > 0, B(z,e) N Q # 0,
es decir, € Q.
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También tenemos que clg(Q) = R, ya que frg(Q) = clg(Q)Nclg(R\ Q) =
RNcg(R\Q)=RNR=R.

Obsérvese que Q no es abierto ni cerrado en R.

3. Consideremos ahora R con la métrica discreta. Entonces:

clr(Q)
intg(Q) =
(y =
frr(Q)

Para finalizar este capitulo veamos como se calcula la distancia de un
punto a un conjunto y la distancia de un conjunto a otro conjunto.

Definicion 2.35. Sean (X,d) un espacio métrico, A, B subconjuntos no
vacios de X y zp € X.

(a) La distancia de xg a A es

d(xg, A) = inf{d(zg,x) : x € A},

(b) La distancia de A a B es

d(A, B) = inf{d(a,b) :a € Ay be B}.

2.6 Ejercicios

1. Sean X un espacio métrico con métrica d y A, B subconjuntos no vacios
de X y z¢ € X. Demuestre que:
(a) Sizo € A, entonces d(zg, A) =0,
(b) No siempre d(xg, A) = 0 implica que zy € A,
(c) d(zg, A) =0 siy solo si zg € clx(A),
) d(A, B) = d(clx(A), dx(B)),
) d(A,B) =inf{d(a,B) :a € A} = inf{d(b, A) : b € B},

(d
(e
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(f) AN B # () implica que d(A, B) =0,
(g) No siempre d(A, B) = 0 implica que AN B # ).

. Sean X un espacio métrico y A, B subconjuntos de X. Dar un ejemplo

en el cual inty(A) Uintx(B) # intx (AU B).

. Sea (X, d) un espacio métrico. Considere la funcion d : X x X — [0, oc)

d(z, y)
1+d(x,y)

que d es una métrica para X y que d y d son métricas equivalentes.

definida, para cada (z,y) € X x X, por d(z,y) = Demuestre

. Sean X un espacio métrico y A, B subconjuntos de X. Dar una condi-

ciéon para la cual inty(A) Uinty(B) = intx (AU B).

. Dar un ejemplo de una familia {F)},ca de cerrados en un espacio mé-

trico X cuya unién no es un cerrado de X.

. Sean X un espacio métrico y A un subconjunto de X. jSeré cierto que

(clx(A")) = A"? Véase (b) y (f) del teorema 2.31.

. Considérese (R, | |). Verifique lo siguiente:

(a) Si S ={Z:n e N}, entonces
(i) intr(S) =0,
(ii) cl r(S) = S U{0},
(iif) 5" = {0},
(iv) frg(s) = SU{0}.
(b) Si A= {2+ L:n,meN} entonces (A') = {0}y ((4)) =0.
(c) Existe A C R tal que intg(A) =0y clg(A) = R.

(d) Si E C R, con E # (), E acotado y y = sup F implica que y €
CIR(E)

. Sean X un espacio métrico y A un subconjunto de X. Demostrar que

er(A) = Clx(A) \ intx(A).

. Demostrar que un conjunto no vacio en un espacio métrico X es abierto

si y solo si es la unién de una familia de bolas abiertas.
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10. Demostrar que todo conjunto cerrado de R es la interseccion de una
familia a lo més numerable de conjuntos abiertos.

11. Sean A, B subconjuntos de un espacio métrico X.

(a) (Es cierto que:

(i) frx(clx(A)) C frx(A),
(ii) fry(intx(A)) C frx(A),
(111) er(A U B) C er(A) U er(B)7

(b) Probar que sicly(A)Nclx(B) = 0, entonces frx (AU B) = fry (A)U
er(B).

(c) Demostrar que (ANB) Cc AANB'y (AUB) =AUB.
(d) Probar que si A es abierto de X, entonces ANcly(B) C clx(ANB).

(e) Demostrar que si A es abierto de X y ANB # (), entonces clx (A)N
Clx(B) = Clx(A N B)

(f) Sea A un conjunto abierto de X. Probar que AN B = () si y s6lo
si AN Clx(B) = (Z)

(g) iSon ciertos los dos resultados anteriores si no se supone A abierto?
(h) Definamos a(A) = intx(clx(A)) v B(A) = clx(intx(A)).

(i) ¢Es cierto que a(A) = 5(A)?

(ii) Si A es abierto, entonces A C «(A).

(iii) Si A es cerrado, entonces 3(A) C A.

(iv) £Es cierto que a(a(A)) = a(A)? y ;3(8(4)) = B(A)?

(v) Encuentre un espacio métrico X y un subconjunto A C X

tales que los siguientes conjuntos sean diferentes dos a dos:

A, intx(A), clx(A), a(A), B(A), alintx(A)), Bclx(A)).

12. Sean X un espacio métrico y A C X. Decir si son verdaderas o falsas
las siguientes proposiciones:

(a) Si A es finito, entonces A’ = ().

(b) Si X = R con la métrica usual y A no es numerable, entonces su
derivado A’ # ().
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(c) Si X =R con la métrica usual y A’ es numerable, entonces A es
numerable.
(d) Si A es numerable, entonces A’ es numerable.
(e) Si A’ =0, entonces A es finito.

13. Sean X un espacio métrico y FF C A C X. Demostrar que F' es cerrado
de A si y solo si existe G cerrado de X tal que FF'= G N A.

14. Sean Y un subespacio métrico de X y V un subconjunto propio de Y.
Demostrar que si V' es abierto de Y, entonces Y\ V = clx(Y\V)NY =
cdx(X\V)nY.

15. Sean X un espacio métrico, Y un subespacio de X y A C Y. Probar
que:

(a) intx(A)NY Cinty(A).

(b) SiY es abierto de X, entonces intx(A) NY = inty(A).
(c) inty(A) = (X \clx(Y\A))NY.

(d) cly(A) =clx(A)NY.

16. Sea X un espacio métrico. Demostrar que si x1, z9 € X, entonces existen
conjuntos abiertos U,,,U,, de X, ajenos tales que 1 € U, y z2 € U,,.

17. Demostrar el teorema 2.25.

18. Demostrar los incisos (d), (e), (f), (g) y (h) del teorema 2.29.
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Capitulo 3

Espacios métricos compactos y conexos

3.1 Compacidad

Otro concepto topologico relacionado con los espacios métricos es el de com-
pacidad. Su origen esté vinculado con un teorema demostrado en 1895 por
E. Borel (1871-1956), el cual establece que toda cubierta abierta numerable
de un intervalo cerrado y acotado tiene una subcubierta finita. En 1903, Bo-
rel generaliz6 este resultado para todo subconjunto cerrado y acotado de un
espacio Euclidiano. La definicion actual escencialmente se debe a P. S. Alek-
sandrov (1896-1982) y a P. S. Urysohn (1898-1924).

Definicion 3.1. Sean X un espacio métrico y U = {U,}rea una coleccion de
subconjuntos de X.

(a) Decimos que U es una cubierta de X si X C |J U,. Si ademés cada

AEA
elemento de U es abierto de X, decimos que U es una cubierta abierta

de X.

(b) Una subcubierta de U es un subconjunto V de U que también es
una cubierta de X. Si V es un conjunto finito, decimos que V es una
subcubierta finita .

(c) El espacio métrico X es compacto si cada cubierta abierta de X tiene
una subcubierta finita.

Proposicion 3.2.
1. Todo espacio métrico finito es compacto.

2. El conjunto R no es compacto.

1
3. El conjunto Y = {0} U {— tn € N} es compacto.
n
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4. El conjunto (0, 1) no es compacto pero [0, 1] si lo es.

Demostracion. Veamos que las afirmaciones anteriores son verdaderas.

1. Sean X un conjunto finito y U = {U,}rca una cubierta abierta de X.

Como X es finito, tenemos que X = {x1,...,z,}. Dado que X C |J U,, para
AEA
cada i € {1,...,n}, existe U; € U tal que z; € U;. Sea V = {Uy,...,U,}.

Notemos que X C J U;. Asi, V es una subcubierta finita de . Por lo tanto,
i=1
X es compacto.

3. Sea U una cubierta abierta de Y. Sea Uy € U tal que 0 € Uy. Como Uy
es abierto de Y, existe r > 0 tal que (—r,7)NY C Uy. Por la propiedad arqui-

mediana, existe N € N tal que N < r. Asi, para cada n > N, tenemos que

1 1

— € (=r,r)NY. Luego, {0} U {— tn > N} C Up. Por otro lado, para cada

n n
1

ne{l,...,N—1}existe U, € U tal que — € U,,. Sea V = {Uy, Uy, ..., Uyn_1}.
n

N-1
Notemos que Y C |J U;. Asi, V es una subcubierta finita de /. Por lo tanto,
i=0

Y es compacto.

4. Mostraremos primero que (0, 1) no es compacto. Para esto, sea

u={(E) mer )

Veamos que U es una cubierta de (0,1). Sea = € (0,1). Como x > 0,

1
por la propiedad arquimediana, existe N € N\ {1} tal que — < z. Luego,
1 1 1
— < x <1, es decir, z € (—, 1). Por lo tanto, (0,1) ¢ | (—7 1>. Asi,
N N neN{1} \7
U es una cubierta abierta de (0, 1).

1 1
Ahora, sea V = {(—, 1) e (—, 1)} Notemos que V es una sub-
n m
coleccion finita de Y. Tomando a k = méx{ny,...,n,,}, tenemos que para
1 1 1 mo (]
da e {1,...,m}, 1 < —. Asi, <—,1>
cada i € { m} se cumple que -—— w st k+1¢,91 o y
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Tl € (0,1). Luego, V no es una cubierta de (0,1). Asi, i no admite una

subcubierta finita. Por lo tanto, (0, 1) no es compacto.

Para probar que [0, 1] es compacto, procedemos por contradiccion. Supon-
gamos que existe una cubierta abierta U = {Uy}rea de [0,1] que no admi-
te una subcubierta finita.Sea U una cubierta abierta de [0,1] y A = {z €
[0,1]: [0, z] tiene una subcubierta finita de U }. Notemos que existe Vj € U
tal que 0 € Vj, entonces [0,0] C Vj, de ahi que 0 € A, por lo anterior A # ().
Como A # 0y A C[0,1] (ya que todo z € A cumple que z € [0,1]), A esta
acotado superiormente, donde 1 es una cota superior de A (dado que 1 es
cota superior de [0, 1]). Ademas, existe €; > 0 tal que [0,€;) C Vp, entonces
(0,€1) C A. Por lo tanto p = sup(A) cumple que p > 0, de ahi que p € (0, 1].
Como p € (0, 1] entonces existe V € U tal que p € V, de ahi que existe €3 > 0
donde (p — €3,p) C V y existe z € (p — €, p) tal que = € A, es decir, existen
Ul,..., Uy € U para algin k € N tales que [0,z] C Uy U---UU.

Como = € (p — €3,p) C V entonces x € V, de ahi que [0,2] C Uy U
—-UU, UV, perop eV, asi, [0,p] CU; U---UU,V, que es la uniéon de un
numero finito de elementos de . De lo anterior podemos asegurar que p € A.
k Notemos que 0 < p < 1, entonces p < 1 o p = 1. Supongamos que p < 1.
Si ocurre esto existe €3 > 0 tal que (p,p+e€3) CV y p+ €3 <1, de ahi que
244 € (p,p+ €3] C V, donde (p, 225<] C V. Entonces

2 2
[0, p;ﬂ = 1[0,p] U (p, p;@’} CcUU---UUUV.
Es decir, 2”% € A, pero 2"% > p = sup(A). Luego, 2”% ¢ A. Por lo tanto
p=1Comop=1[0,1] CUU---UU, UV, donde {Uy,..., Uy, V} CU es
un conjunto finito. De lo anterior, [0,1] es subconjunto de una subcubierta
finita de U. Por lo tanto, [0, 1] es compacto.

El inciso 2 queda como un ejercicio para el lector. O

Teorema 3.3. Sea Y un subespacio métrico de X y K C Y. Entonces K es
compacto en Y si y s6lo si K es compacto en X.

Demostracion. (=). Sea {V)}\ca una cubierta abierta de K en X. Para
todo A € A, tenemos que V, NY es un abierto de Y. Luego,

K C (UVA>QY—U(VAQY).

AEA A€EA
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Asi, {VANY },ca es una cubierta abierta de K en Y. Como K es compacto

en Y, existen Aj,..., A\, € A tales que K C |J (V)\,NY) = (U V&-) nY.
i=1 i=1
Por lo tanto, K C |J V), concluyéndose que K es compacto en X.

i=1
Queda como ejercicio para el lector probar la afirmacién reciproca. O

La demostracion del lemma 3.4, conocido como propiedad de Haus-
dorff, queda como un ejercicio para el lector:

Lema 3.4. Si X es un espacio métrico y x,y € X, con z # y, existen
conjuntos abiertos Uy V de X talesquex € U,y € VyUNV = (.

Teorema 3.5. Sea X un espacio métrico. Si K C X y K es compacto,
entonces K es cerrado de X.

Demostracion. Veamos que X \ K es abierto de X. Sea z € X \ K. Dado
y € K, por el Lema 3.4, existen conjuntos abiertos U, y V, de X, ajenos,
tales que z € Uy, y € V,,. Como

Kc|JVv,

yeK

por la compacidad de K, existen y;,...,y, € K talesque K C V,, U---UV,, .
Sea W =U, N---NU,,. Como V,, "W C V,, NU,, =0, tenemos que

KnWc (VU UV, )NW = (V,, nW)U---U(V,, NW) =1.

Asi, W C X\ K. Como z € W y W es un abierto de X, existe r > 0 tal que
B(z,r) C W. Luego, B(z,r) C X \ K. Por lo tanto, X \ K es abierto de X.
Por la Definicion 2.23, tenemos que K es cerrado de X. O

El hecho de que K sea cerrado no implica que sea compacto. Por ejemplo
R es cerrado de R y no es compacto.

Teorema 3.6. Sean X un espacio métricoy F, K C X. Si FF C K, con F
cerrado (en X o en K) y K es compacto, entonces F' es compacto.

Demostracion. Sean X un espacio métrico, F' un conjunto cerrado de X
y K un conjunto compacto tal que F' C K C X. Sea {V)}\ea una cubierta
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abierta en X de F. Como F' es cerrado de X, su complemento X \ F es

abierto de X. Luego, K C |J VA U (X \ F). Como K es compacto, existen

AEA
n

Ay A tales que K C | Vi, U(X \ F). Asi, F C |J Vy,, por lo tanto F es
i=1 =1

compacto. O]
La demostracion del corolario 3.7 se queda como ejercicio para el lector.

Corolario 3.7. Sean F'y K subconjuntos de un espacio métrico X. Si K es
compacto y F' es cerrado de X, entonces F' N K es compacto.

Teorema 3.8. Sea F = { K} ca una familia no vacia de conjuntos compac-
tos en X. Si F tiene la propiedad de interseccion finita (toda subfamilia finita
de F tiene interseccion no vacia), entonces

() K #0.

AEA

Demostracion. Supongamos que (| K, = 0. Sea K; € F. Entonces K; N
AEA

( N K)\> = (). Sea x € K;. Tenemos que z € X\ [ K, es decir,

AEA\{1} AEA\{1}

r e |J (X\K,). Porlo tanto, K1 € |J (X \ K)). Obsérvese que
AEA\{1} AeA\{1}

{X\ Kx}rea\1) es una cubierta abierta de K. Como K es compacto, existen

A,y A € A tales que

K [JX\ Ky = X\ [ K,
=1 =1

m
por lo que K1N ( K ,\l) = (), lo cual es una contradiccién, pues por hipotesis
=1

)

{K)}en tiene la E)ropiedad de interseccion finita. Asi, (| Ky # 0. ]
AEA

Definicion 3.9. Sean X un espacio métrico con métrica d y A C X, con
A # (. El conjunto A es acotado si existe k& € R tal que, para cualesquiera
x,y € A, se tiene que d(z,y) < k.
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Observaciéon 3.10. Toda bola abierta es un conjunto acotado. Para ver esto,
sean X un espacio métrico con métrica d, x € X y r € R con r > 0. Tenemos
que B(z,r) es un conjunto acotado porque para cualesquiera p,q € B(z,r),
tenemos que d(p,q) < d(p,x) + d(z,q) < r+r.

Teorema 3.11. Sean A y B subconjuntos no vacios de un espacio métrico
X . Entonces se satisface lo siguiente:

(a) Si B es acotado y A C B, entonces A es acotado.

(b) A es acotado si y solo si existe el supremo de {d(x,y) : x,y € A}.

(c) Si Ay B son acotados, entonces AU B es acotado.

(d) La union finita de conjuntos acotados es acotada.

Demostracion. (a) Es claro que es cierto.

(b) Es claro que es cierto.

(c) Seana € Aybe B. Como Ay B son acotados, por el inciso (b), existen
ki = sup{d(x,y) : z,y € A} y ky = sup{d(zx,y) : z,y € B}. Definimos a
k =k +d(a,b)+ ko. Sean x,y € AUB. Siz,y € Ao x,y € B es claro
que d(z,y) < k. Supongamos que x € Ay y € B. Entonces

d(z,y) < d(z,a) +d(a,b) + d(b,y) < k1 + d(a,b) + ko = k.

Por lo tanto, AU B es acotado.

(d) Usando inducién matematica y el inciso (c¢) claramente concluimos.
[

Definicién 3.12. Sean X un espacio métrico con métrica d y A un subcon-
junto acotado de X. El didmetro de A, denotado por didm(A), es

didm(A) = sup{d(z,y) : x,y € A}.

Teorema 3.13. Sean X un espacio métrico y A C X no vacio. Entonces A
es acotado si y solo si existen p € X y r > 0 tales que A C B(p,r).
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Demostracion. (<). Como B(p,r) es acotado, por el teorema 3.11, inciso
(a), tenemos que A es acotado.

(=). Supongamos que A es acotado. Sea p € Ay r = diam(A) + 1. Dado
a € A, sabemos que d(a,p) < didm(A). Luego, d(a,p) < r, o bien, a € B(p,r).
Por lo tanto, A C B(p,r). O

Teorema 3.14. Sea X un espacio métricoy A C X. Si A es acotado, entonces

didm(clx(A)) = diam(A).

Demostracion. Sea r > 0. Dados p,q € clx(A), existen a, € B (p, g) NA
r

y ag € B (q, 5) N A. Luego,

dx(p,q) < dx(p, ay)+dx (ap, ag)+dx(ag, q) < g+diém(A)+g = r+didm(A).
De esto, clx(A) es acotado, més atn, didm(clx(A)) < r + didm(A). Como
A C clx(A), es claro que didm(A) < didm(cly(A)). Asi, para cada r > 0,
0 < didm(clx(A))—didm(A) < r. Por lo tanto, didm(clx(A)) = didm(A4). O
Definicion 3.15. Sean X un espacio métrico y A C X. Decimos que A es
precompacto o totalmente acotado si para cada e > 0, existen aq,...,a, €
A tales que A C B(ay,e)U---U B(ap,¢€).

Proposicién 3.16.

1. Si A es un subconjunto compacto, no vacio, de un espacio métrico X,
entonces A es precompacto.

2. Todo conjunto finito es precompacto.

3. El hecho de que A sea precompacto no implica que A sea finito. Por
ejemplo, [0, 1] es precompacto pero no finito.

4. Cualquier intervalo (a,b) es precompacto.

5. Si X es discreto y A es subconjunto de X que es precompacto, entonces
A es finito.
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Demostracion. Veamos el inciso 1. Sea ¢ > 0. Como A C |J B(a,e) y A

acA
m
es compacto, existen aq, ..., a, € A tales que A C |J B(a;,¢).
i=1
Ahora, veamos el inciso 5, para esto sea ¢ = 1. Existen ay,...,a,, € A

tales que A C |J B(aj, e) = {aq,...,an}. Porlo tanto, A es finito.
i=1

Los incisos 2, 3 y 4 quedan como ejercicio para el lector. O

Notemos que de los incisos 2 y 5 tenemos que en un espacio métrico dis-
creto X, un subconjunto A de X es precompacto si y s6lo si A es finito.

Teorema 3.17. Sean X un espacio métrico y A C X. Si A es precompacto,
entonces A es acotado (en particular, los espacios métricos compactos son
acotados).

Demostraciéon. Como A es preocompacto, para € = 1, existen aq,...,a, €
A tales que A C B(ay, 1)U- - -UB(ap, 1). Sabemos que cada B(a;, 1) es acotado
y la union finita de acotados es acotada. Asi, A es subconjunto de un conjunto
acotado. Por el teorema 3.11, inciso (a), concluimos que A es acotado. [

Observacion 3.18. El hecho de que un conjunto A sea acotado no implica
que sea precompacto. Por ejemplo, si X es un espacio métrico discreto e
infinito y A es un subconjunto de X que es infinito, tenemos que sup{D(a,b) :
a,b € A} =sup{0, 1} = 1. Luego, por el teorema 3.11, inciso (b), el conjunto
A es acotado. Ademas, por la Proposicion 3.16, inciso 5, tenemos que A no
es precompacto.

La precompacidad es una propiedad hereditaria:

Teorema 3.19. Sean X un espacio métrico y A un subconjunto precompacto
de X. Si B es un subconjunto no vacio de A, entonces B es precompacto.

Demostracion. Sea ¢ > 0. Como A es precompacto, existen aq,...,a, € A

tales que A C B (al, %) u---uBb (an, g) Salvo reordenamiento, podemos

€ € L. .
suponer que B (ai,=),...,B (a.,, =) son las tnicas bolas que intersecan a
2 2
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E) Sea

B, para algin m < n. Notemos que B C B (al, E) u---uUBpB <am, 5

2
be BNB <al-, %), para cada ¢ < m. Veamos que

B C B(by,e) U---UDB(bp,e).

€
Sea b € B. Entonces existe ¢ < m tal que b € B (ai, 5) Asi,

dx (b,b;) < dx (b, a;) + dx(ai, b;) < % + g =g,

es decir, b € B(b;,¢). Concluimos que B C B(by,e) U+ U B(by,¢). Por lo
tanto, B es precompacto. O

Ahora hablemos de conjuntos densos y espacios métricos separables, para
esto tenemos las siguientes definiciones y ejemplos.

Definicion 3.20. Sea X un espacio métrico. Un conjunto A contenido en X
es denso en X sicly(A) = X.

Ejemplo 3.21. Los conjuntos Q y R\ Q son densos en R (verifiquelo).

Definiciéon 3.22. Un espacio métrico X es separable si contiene un conjunto
denso en X y numerable.

Observacion 3.23. Un subespacio A de un espacio métrico X es separable
si y solo si contiene un conjunto S C A numerable tal que A C clx(5).

Observacion 3.24. Si A es un subespacio del espacio métrico X, S C Ay
A C clx(S), entonces clx(A) = clx(S).

Ejemplo 3.25. El espacio métrico R es separable porque @Q es numerable y
denso en R.

Teorema 3.26. Sean X un espacio métrico y A C X. Si A es separable,
entonces toda cubierta abierta de A tiene una subcubierta numerable.

Demostracion. Sea U una cubierta abierta de A. Como A es separable, exis-
te un subconjunto numerable S de A tal que A C clx(S). Supongamos que

1
S ={x1,29,...}. Sea H = {B (mn, —) tr, €9 me N}. Este conjunto es
m
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infinito numerable (probarlo), por lo que podemos escribir H = { B, },en. Co-
mo U es una cubierta abierta de A, y cada B,, tiene radios suficientemente pe-
quenos, el conjunto M = {n € N : existe U € U tal que B, C U} es no vacio.
Notemos que M es numerable. Para todan € M,seaU, € {U e U : B, C U}.
Demostraremos que {U, },enr €s una cubierta abierta de A.

Sea x € A. Como U es una cubierta abierta de A, existe U € U tal que
x € U. Como U es abierto, existe ¢ > 0 tal que B(x,¢) C U. Ademés, hay un

1 1
m € Ntalque 0 < — < g Como x € clx(S), tenemos que B (m, — NS # 0.
m m
1 1
Asi, sea x, € B (ac, —) N S. Luego, x € B(xy, —), con 3 € S. Denotaremos
m m
1
por B, a B <xk, —>
m
Se mostrara que k € M. Sea y € B. Entonces

dx(z,y) < dx(y,xr) + dx(zg, )

1 1

__.|__

m  m
2

= — <eE&.

m

Asi, y € B(x,¢), por lo que By, C B(x,e) C U. Luego, k € M y por lo tanto
{Un}nem es una cubierta abierta de A. De hecho, {U,, } e es una subcubierta
numerable de A. O

Teorema 3.27. Si A es un subconjunto no vacio de un espacio métrico X y
toda cubierta abierta de A tiene una subcubierta numerable, entonces A es
separable.

Demostracion. La demostracion es un ejercicio al lector. ]

Teorema 3.28. Sean X un espacio métricoy A C X. Si A es precompacto
entonces A es separable.

Demostracion. Sean X un espacio métrico y A un subconjunto precom-
pacto de X. Tenemos que para cada m € N, existen af",...,a]’ € A tales

s Ynm
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1 1
que A C B(aﬁ“,—) u--- UB<a:L”m,—). Para cada m € N, sea S,, =
m m

{aT",...,a }. Consideremos

S:GSm.

m=1
Notemos que S es numerable. Veamos que A C clx(S). Sean a € Ay r > 0.
Por la propiedad arquimediana, existe M € N tal que — < r. Como A C

1 1 1
B (a{w, M) u---uB <a%w M)’ tenemos que a € B (aéw, M)’ para algin

1
j€A{l,...,nu}. Luego, dx(a,a}’) < 7 <" Asi, a}' € B(a,7) N S. Luego,
a € clx(S). Por lo tanto, A es separable. O]

Definicion 3.29. Sea X un espacio métrico. Un subconjunto A de X es
relativamente compacto si clyx(A) es un compacto.

Proposicién 3.30.
1. El intervalo (0,1) es relativamente compacto.
2. Todo compacto es relativamente compacto.

3. Sean A, B subconjuntos de un espacio métrico. Si B es relativamente
compacto y A C B, entonces A es relativamente compacto.

Demostracion. Verifiquemos la afirmacion 3. Si A C B, entonces cly(A) C
clx(B). Ademas, clx(B) es compacto y clx(A) es cerrado, por lo que clx(A)
es compacto.

Los incisos 1 y 2 quedan como ejercicio para el lector. ]

Teorema 3.31. Todo conjunto relativamente compacto es precompacto.

Demostracion. Sea A un subconjunto relativamente compacto de X. Luego,
clx (A) es compacto. Por el inciso 1 de la Proposicion 3.16, tenemos que clx (A)
es precompacto. Como A C clx(A), por el teorema 3.19, tenemos que A es
precompacto. O]

Teorema 3.32. Sea X un espacio métrico. Si A es cerrado de X y relativa-
mente compacto, entonces A es compacto.
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Demostracion. La demostracion es un ejercicio para el lector. ]

Definicion 3.33. Un subconjunto A de un espacio métrico X satisface la
propiedad de Bolzano-Weierstrass (lo denotaremos por B-W), si todo
subconjunto infinito de A tiene un punto de acumulacion en A (es decir, para
cualquier T C A, siendo T un conjunto infinito, se tiene que 7N A # ().

Teorema 3.34. Sea X un espacio métrico. Si A es un subconjunto de X con
la propiedad Bolzano-Weierstrass, entonces A es precompacto.

Demostracion. Supongamos que A C X tiene la propiedad B-W y que A
no es precompacto. Luego, existe £; > 0 tal que para cualquier subconjunto

finito {ay,...,a,} C A, se tiene que A ¢ |J B(a;,e1).
i=1

2
Como A ¢ B(x1,¢1), existe o € A\ B(z1,¢1). Pero A ¢ |J B(z;,€1), por

=1

2
lo que existe z3 € A\ {U B(:ci,al)] Continuamos el proceso hasta tomar
=1

n—1
x, € A\ | B(zi,e1). Obsérvese que dx(x;, ;) > €.
i=1
Sea L = {x1,...,%y,...}. Tenemos que L C A y L es infinito. Como
A tiene la propiedad B-W, tenemos que L' N A # (). Sea zy € L' N A.

£
En B(x, ?1) existe un namero infinito de puntos de L (verifiquelo). Sean

T, T; € xo,i N L tales que dx(x;,x;) < dx(x;,x9) + dx(x;,x9) < €1.
j € B( 5 j J

Pero dx (x;,x;) > €1, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, A es precom-
pacto. O]

Teorema 3.35. Sea A un subconjunto de un espacio métrico X. Tenemos
que A es compacto si y s6lo si A tiene la propiedad Bolzano-Weierstrass.

Demostracion. Supongamos que A es compacto y que no tiene la propiedad
B-W. Entonces existe un subconjunto infinito 7" de A tal que 7" N A = (.
Luego, para toda x € A, se tiene que = ¢ T'. Asi, existe ¢, para el cual
[B(z,e,) \ {z}]NT = (. Por lo tanto, |B(x,&,) NT| < 1.

Notemos que A C |J B(z,¢e,). Como A es compacto, existen 1, ..., Ty, €
€A
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A tales que A C |J B(xi,es,), asi T C |J B(w,e;). Luego,
i=1 i=1

Como T' = | (B(zs,e4,) NT), tenemos que T es la unién finita de con-
i=1
juntos que tienen a lo mas un punto. Entonces T tiene a lo mas m elementos,
lo cual contradice el hecho de que T sea infinito.

Supongamos ahora que A tiene la propiedad B-W. Sea U/ una cubierta
abierta de A. Por el teorema 3.34, tenemos que A es precompacto. Por el teo-
rema 3.28, tenemos que A es separable. Luego, por el teorema 3.26, tenemos
que A tiene una subcubierta { By, Bs, ..., By, ... } numerable de U.

k
Mostraremos que existe & € N tal que A C |J B;. Para esto, supon-

=1
gamos lo contrario, es decir, supongamos que para todo k € N, se cumple

k
que A ¢ | B;. Sea y; € A. Como A ¢ Bj, tomamos y; € B;. Existe
i=1

n

y2 € A\ By y A ¢ By U By. Continuamos el proceso, tomando y,, € A\ J B,
i=1
y construimos el conjunto infinito 7 = {yi,...,9n,...} C A. Entonces,

existe yg € T' N A. Sea yg € B,,. Entonces, B,, tiene una infinidad de

elementos de T, porque yg € T'. Existe [ > m tal que y; € B,,, pero

y € A\ (BiU---UB,,UB,,41U---UDB,_1). Por lo tanto, y; ¢ B,,. Asi,
k

existe k € N tal que A C |J B;, concluyéndose que A es compacto. ]
i=1

Podemos resumir los conceptos hasta ahora estudiados con el siguiente
diagrama:
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B 3 94 relativamente
~ compacto
335 3.16,1 | 3.31 3.28
compacto = precompacto = separable
3.5 | 3.17
cerrado acotado

Definicion 3.36. Sea n € N, para cada i € {1,2,...,n}, sea I; = [a;, b;],
donde a;,b; € R. Una n-celda es el producto cartesiano

Lema 3.37. Secan n € Ny {A,, : m € N} una coleccién de n-celdas. Si para
cada m € N, se tiene que A,,.1 C A,,, entonces (| A,, # 0.

m=1
Demostracion. Como cada A, es una n-celda, sabemos que para cada m €
N, se tiene que
o m 1m m 1m
A = [a]",07"] x -+ x [ay, bl

Sean ¢ € {1,...,n} y A; = {a" : m € N}. Dado m € N, sabemos que

a* <a"tt < prtt <

i
De esto, para cada m € N, tenemos que b" es cota superior de A;. Sea
x; = sup A;. Entonces para cada m € N, se cumple que a]" < z; < b, es

decir, x; € [a]",b"]. Sea x = (x4, ..., x,). Entonces para cada m € N, tenemos
que z € [a",b]"] x - -+ x [a™, b"]. Por lo tanto, para cada m € N, se tiene que
x €A, O

Teorema 3.38. Sea n € N. Toda n-celda es un conjunto compacto (con la
métrica euclidiana).

Demostracion. Sean A; = [ay,b1] X -+ X [an,b,] v 20 = didm(A;). Para
probar que A; es compacto procedamos por contradiccion. Para esto, sea U
una cubierta abierta de A; que no admite subcubiertas finitas. Para cada
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i + b .
i€ {l,...,n}, sea ¢; = o + . Notemos que los intervalos [a;, ¢;] v [ci, by

determinan 2" n-celdas cuya uniéon es A;. De esto, al menos una de estas
n-celdas, a la cual denotaremos por As, no puede ser cubierto por una sub-
coleccion finita de U, ya que en caso contrario U tendria una subcubierta

finita para A;. Ademas, didm(A,) = 1 Realizando este proceso de manera

recursiva obtenemos una coleccion {A,, : m € N} de n-celdas que satisface:
(1) para cadam € N, A,,11 C Ay,

(2) A, no puede ser cubierto por una subcoleccion finita de U y

J

:2—m'

(3) didm(A,,)

Por el Lema 3.37, existe € A,,, para cada m € N. En particular, z € A,
y por tanto, existe U, € U tal que = € U,. Luego, B(z,r) C U,, para algin
1

oo
r > 0. Por la convergencia de la sucesion —m} a cero, sabemos que existe
m=1

1 )
M € N tal que - < g Como z € Ay y didm(Ay) = oM tenemos que

Ay C B(x,r) C U, contradiciendo a (2). Por lo tanto, A; es compacto. [

Teorema 3.39. (Heine-Borel) Sean n € Ny K C R”. Entonces K es com-
pacto si y s6lo si K es acotado y cerrado de R".

Demostracion. La necesidad es obvia por el teorema 3.5 y el teorema 3.17.
Supongamos que K es acotado y cerrado de R™. Por el teorema 3.13, existen
p=(p1,---,0n) €ER" yr >0 tales que K C B(p,r). Sea

A=1[pr—r,p1+7] X X[py—1r,pp+ 7).

Notemos que A es una n-celda que contiene a K, porque B(p,r) C A. Por
el teorema 3.38, tenemos que A es compacto. Como K es un subconjunto
cerrado del conjunto compacto A, por el teorema 3.6, concluimos que K es
compacto. O]

Un ejemplo de espacio métrico donde no se cumple el teorema de Heine-
Borel es el espacio métrico (X, d), donde X = (0,1) y d(z,y) = |z — y|. En
este espacio, el conjunto (0,1) es cerrado y acotado, pero no es compacto,
como se demostr6 anteriormente.
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Otro ejemplo es el espacio métrico de los ntmeros racionales Q con la
métrica usual d(z,y) = |z — y|. En este espacio, el conjunto [0,1] N Q es
cerrado y acotado, pero no es compacto.

Teorema 3.40. Si A es un subconjunto de R" que es acotado, con A # 0,
entonces A es relativamente compacto.

Demostracion. Como A es acotado, existen aq,as,. .., a,,b1,...,b, € R tales
que A C [ay, 1] X -+ X [a,,b,] = B. Notemos que B es cerrado de R" (;por
qué?). Luego, clx(A) C clx(B) = B, por el teorema 3.39, tenemos que clx(A)
es compacto. Asi, A es relativamente compacto. ]

3.2 Compacidad local

Esta seccion esta dedicada a revisar la compacidad local, es decir, espacios
métricos tales que, aunque no son compactos, tienen la propiedad de la com-
pacidad en alguna vecindad de cada punto.

Definicién 3.41. Un espacio métrico X es localmente compacto si para
cada x € X, existe una vecindad V' de z tal que V es compacto.

Teorema 3.42. Un espacio métrico X es localmente compacto si y sélo si
para cada x € X existe una vecindad U de x tal que U es abierto de X y
clx(U) es compacto.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio métrico localmente com-
pacto y sea x € X. Por definiciéon, existe una vecindad V' de x tal que V es
compacto. Luego, existe un conjunto U abierto de X tal que x € U C V.
Como V' es un subconjunto compacto de X, por el teorema 3.5, tenemos que
V' es cerrado de X. Luego, clx(U) C clx(V) = V. Asi, por el teorema 3.6,
tenemos que clx(U) es compacto.

La proposicién reciproca es obviamente verdadera. O

Teorema 3.43. Un espacio métrico X es localmente compacto si y sélo si
para cada x € X existe un sistema de vecindades V(z) de z tal que para todo
V € V(x) tenemos que V' es compacto.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio métrico localmente com-
pacto y sea x € X. Sea U un conjunto abierto de X con x € U. Por definicion,
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existe una vecindad V' de x tal que V' es compacto. Notemos que U Nint x (V)
es un conjunto abierto de X contenido en el conjunto compacto V. Existe
un abierto W de V tal que z € W C cly (W) C U Nintx (V). Asi, existe un
abierto A de X tal que VN A =W. Como V es una vecindad de x, tenemos
que z € intx (V)NA C W C cly(W). Notemos que intx (V)N A es un abierto
de X y cly (W) es compacto. Luego, cly (W) es una vecindad compacta de x
contenida en U.

La proposicion reciproca es obviamente verdadera. [

Teorema 3.44. Sean X un espacio métrico localmente compacto y Y un
subconjunto de X.

1. SiY es un abierto de X, entonces Y es localmente compacto.

2. SiY es localmente compacto y clx(Y) = X, entonces Y es abierto de

X.

Demostracion. 1. Sea y € Y. Como X es localmente compacto, existe
una vecindad V' de y tal que V' es compacto. Como Y es abierto de X,
tenemos que Y NV es una vecindad de y en X. Existe una vecindad
compacta W de y en X tal que W C YNV (vease el teorema 3.43). Asi,
W es una vecindad compacta de y en Y. Por lo tanto Y es localmente
compacto.

2. Seay € Y. Como Y es localmente compacto, existe una vecindad V de
yen Y tal que V es compacto. Como V es vecindad de y en Y, existe un
abierto U de Y talque y € U C V C Y. Como U es abierto de Y, existe
un abierto W de X tal que U = W NY. Veremos que y € W C Y.
Obviamente y € W. Notemos que cly(WNY)NY =clx(U)NY =
cly (U). Como cly (U) es compacto, el conjunto clx (W NY)NY también
es compacto. Por el teorema 3.5, tenemos que clx (WNY)NY es cerrado
de X. Ademas, WNY Ceclx(WnNY)NY. Por lo tanto, clx(WNY) C
clx(WNY)NY. Asi, clx(WNY) C Y. Como WnNelx(Y) C clx(WNY)
y como clx(Y) = X, tenemos que W C clx(W NY) C Y. Asi, Y es
abierto de X.

O

Ejemplo 3.45. Todo espacio métrico X con la métrica discreta es localmente
compacto porque cada subconjunto singular es abierto de X y compacto. Si
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X es infinito y tiene la métrica discreta, entonces todas las bolas cerradas de
radio menor que 1, que son conjuntos singulares, son compactos; todas las
otras bolas son iguales a X, el cual no es compacto.

Observacion 3.46. No todo subespacio de un espacio métrico localmente
compacto es localmente compacto. Por ejemplo, el subespacio Q de R no es
localmente compacto; en efecto, no existen subconjuntos no vacios de QQ cuya
cerradura sea compacto en Q. Los subconjuntos cerrados de espacios métricos
localmente compactos son localmente compactos; curiosamente, también lo
son los subconjuntos abiertos.

3.3 Ejercicios

1. Encontrar un espacio métrico X y dos bolas abiertas By y By de radios
r1 y ro, respectivamente tales que By C By pero ry > ro.

2. Construir un conjunto compacto de ntimeros reales, con la métrica eu-
clidiana, cuyos puntos de acumulaciéon formen un conjunto numerable.

3. a. Encontrar una familia de cerrados de R tales que la interseccion
de todos los elementos de ésta sea vacia, pero la interseccion de
cualquier subfamilia finita de ella tenga interseccién no vacia.

b. El mismo ejercicio que el inciso anterior, pero ahora los elementos
de la familia son acotados.

c. En R, sea d la métrica

|z —y|

d(z,y) = ——I
(z,9) rar—_

y sea F,, = [n,00), para toda n € N.

Probar que {F),},en es una sucesion decreciente de conjuntos ce-
rrados de R y acotados, pero que

() F.=0.
n=1
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4.

10.

11.

12.
13.
14.

15.

16.
17.

En Q como subespacio euclidiano de R, sea E = {p € Q : 2 < p? < 3}.

Demostrar que E es cerrado de Q y acotado pero que E no es compacto.
.Es E abierto de Q7

Demostrar que si un subconjunto A del espacio métrico X es acotado,
entonces didm(clx(A)) = didm(A), para concluir, demostrar que A es
acotado si y solo si clx(A) es acotado.

Demostrar que el intervalo (a, b) es precompacto.
Demostrar que R es separable.

Probar que si A # () y toda cubierta abierta de A tiene una subcubierta
numerable, entonces A es separable.

. Probar que si X es separable y A es un subconjunto no vacio de X,

entonces A es separable y A\ A’ es numerable.

Probar que en un espacio métrico separable, toda familia de conjuntos
abiertos y ajenos dos a dos es numerable.

Probar que todo abierto de R es unién numerable de intervalos abiertos
ajenos dos a dos.

. Es R\ Q separable? Justifique su respuesta.
Encontrar un conjunto no acotado y cuyo interior sea acotado.
Sea C C R™ una bola abierta. Mostrar que clx(C) = C;, donde

C = {(z1,...,2n) : [(z1,...,2,)| <1}
Ci = {(z1,...,20) (21, .., 20)] < 1}

Ademas, frg»(C) = Cy, donde
Co={(x1,...,zn) : |(z1,...,2,)| = 1}.

Demostrar que todo conjunto cerrado de R es intersecciéon de una familia
numerable de abiertos de R.

Demostrar los incisos 2, 3 y 4 de la proposiciéon 3.16

Demostrar el teorema 3.27.
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3.4 Conexidad

Una de las nociones basicas e imprescindibles de la topologia es la conexidad.
La definicion actual de este concepto fue introducida en 1883 por C. Jordan
(1838-1922), para la clase de los subconjuntos compactos del plano. El estudio
sistematico de la conexidad fue iniciado en 1914 por F. Hausdorff y, en 1921
por B. Knaster (1893-1980) y K. Kuratowski (1896-1980).

Definiciéon 3.47. Un par de subconjuntos (S,7'), no vacios, abiertos de un
espacio métrico X es una separaciéon de X si X = SUT y SNT = 0.

Observacion: Supongase que X es un espacio métrico, S y T son no
vacios, ajenos, cerrados de X y X = SUT. Entonces S y T son una separacion
de X porque sus complementos 1" y .S son abiertos de X. Si X es separado
por Sy T, entonces S y T son abiertos y cerrados de X.

En general, la separaciéon de un conjunto no es tnica.

Definicion 3.48. Un espacio métrico X es conexo si no existe una separa-
cion de X. Decimos que X es disconexo si existe una separacion de X. Un
subconjunto A de X es conexo si A, con la métrica relativa, es conexo.

Lema 3.49. Sea A un subconjunto de un espacio métrico X. Entonces A es
disconexo si y s6lo si existe S C A, con S # () tal que S es abierto y cerrado
de A.

Demostracion. Supongamos que A es disconexo. Entonces A = SUT.
Ambos S y T son abiertos y cerrados en A. Asi, S C A puesto que T # 0, y
S £0.

Ahora, supongamos que existe S C A, con S # () y S abierto y cerrado
de A. Sea T = A\ S. Entonces T' # (). Como S es cerrado de A, tenemos que
T es abierto de A. Ademas, TNS =0y A= SUT. Asi, A es disconexo. [

Lema 3.50. Sean X un espacio métrico y A C X. Entonces A es conexo si
y s6lo si los tinicos subconjuntos abiertos y cerrados de A son () y A.

Demostracion. La demostracion es un ejercicio para el lector. ]

Teorema 3.51. Sean A y B subconjuntos de un espacio métrico X, con A
conexo. Si ANB # 0y AN (X \ B) # 0, entonces AN frx(B) # 0.
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Demostracion. Supongamos las hipotesis y que A N fry(B) = (. Entonces

ANB = (ANnB)UD
(ANB)U(ANfrx(B))

= AN (BUfrx(B))

= AnNnclx(B)

= AN (intx(B)Ufrx(B))

= (Aninty(B))U (AN frx(B))
= AnNintx(B).

Por un lado, AN B = AnNclx(B), que es cerrado de A, y AN B =
ANintx(B), que es abierto de A. Entonces, A N B es abierto y cerrado de
A. Como A es conexoy ANB # (), AN B = A. Esto implica que A C B.

Luego, AN (X \ B) =0, lo cual contradice una de las hipotesis. Por lo tanto,

Teorema 3.52. Sean A y B subconjuntos de un espacio métrico X con A
conexo. Si A C B C clx(A), entonces B es conexo.

Demostracion. Supongase que existen dos abiertos S y T' de X tales que
B=(SNB)U(TNB)y (SNB)N(T'NB) =§. Como A C B, tenemos
que A= (ANS)U(ANT). Dado que A es conexo, ANS =00 ANT = 0.
Podemos suponer que AN S = (). Entonces A = ANT, lo que implica que
AcCT.

Notese que clx(A) NS = (), porque de lo contrario AN S # (.

Como B C clx(A), tenemos que BN S = (). Por lo tanto B no admite
ninguna separacion. Asi, B es conexo. O

Corolario 3.53. Sean X un espacio métrico y A C X. Si A es conexo,
entonces clx(A) es conexo.

Demostracion. La demostracion queda como ejercicio para el lector. O

Teorema 3.54. Sea F una familia de conexos en X. Si existe Ay € F tal que
para cualquier A € F, se cumple que A N Ay # (), entonces |J A es conexo.
AEF

Demostracion. Sea B = |J A. Sean S,T abiertos de X tales que B =
AEF
(SNB)U(TNB)y (SNB)N(T'NB) = 0. Sea A € F. Como A C B,
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tenemos que A = (SNA)UTNA) y (SNAN((TNA) = (. Como A
es conexo, tenemos que A no admite separacion. Luego, TN A = ) (o bien
SNA=10).Asi;, A=SnNA (o bien A =TnNA). Luego, A C S (o bien
A C T). En particular, supongamos que Ay C S. Si para algin A € F, se
tiene que A C T, implica que AN Ay C (SN B)N (T N B) = (. Esto es una
contradiccion. Luego, para todo A € F se tiene que A C S. Asi, B C S.
Por lo que BN S = B. Luego, BNT = (). Por lo tanto, B no admite una
separacion, y asi B es conexo. O

Corolario 3.55. Sea F una familia de conexos en X. Si (| A # (), entonces
AeF

lJ A es conexo.
AeF

Demostracion. La demostracion queda como ejercicio para el lector. O

Definicién 3.56. Sean p un punto de un espacio métrico X y F la familia

de conexos en X que contienen a p. Definimos C'(p) = |J A. Por el Corolario
AeF
3.55, tenemos que C(p) es un conexo. De hecho, es el conexo «mas grande»

en X que contiene a p. A C(p) le llamamos la componente de X que
contiene a p . Una componente C' de X es C(p), para algin p € X.

Definicién 3.57. Un espacio métrico X es totalmente disconexo si para
todo p € X, se cumple que C(p) = {p}.

Sea A un subconjunto de un espacio métrico X. Entonces A = |J C(p).
pEA

Ademas, si C(p) N C(q) # 0, entonces C(p) U C(q) es conexo y C(p) C
C(p) U C(q). Como C(p) es la componente que contiene a p, tenemos que
C(p) = C(p) U C(q). De la misma manera, C(q) = C(p) U C(q), por lo que
C(p) = Cla).

De lo anterior, concluimos que dos componentes en A son idénticas o son
ajenas. Podemos entonces definir la relacion de equivalencia, p ~ ¢ si y s6lo
si C(p) = C(q), para p,q € A.

Lema 3.58. Sea X un espacio métrico. El conjunto X es conexo si y sélo si
X tiene una tnica componente.

Demostracion. («<). Sea C' la tinica componente de X. Como X es la union
de las componentes en X, entonces X = C. Como C' es conexo, entonces X
es conexo.
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(=). Supongamos que X es conexo. Sea x € X. Como C(x) es la compo-
nente que contiene a z, entonces z € C(x) y por lo tanto X C C(z). Ademas,
C(z) C X, y por lo tanto C'(z) = X. O

Lema 3.59. Sea X un espacio métrico. Entonces X es conexo si y sélo si para
cualesquiera x,y € X existe un subconjunto conexo A de X tal que x,y € A.

Demostracion. La demostracion es un ejercicio para el lector. ]

Teorema 3.60. Si A es un subconjunto de un espacio métrico X con A # (),
entonces las componentes de A son cerrados de A.

Demostracion. Sea C' una componente de A. Entonces C' C clx(C)N A C
clx(C). Por el teorema 3.52, se tiene que clx (C')N A es conexo. Ademéas, como
C C clx(C)NA, tenemos que C = clx(C)NA; asi, C es cerrado de A, porque
clx(C) es cerrado de X. O

Observacion: No siempre las componentes de un conjunto A son abiertos
de A.

3.5 Conexidad local

La conexidad y la conexidad local son conceptos independientes, veamos en
esta seccion un poco de conexidad local.

Definicién 3.61. Decimos que un espacio métrico X es localmente conexo
en p € X, si para cualquier abierto U en X, con p € U, existe un abierto y
conexo W en X tal quepe W C U.

Definiciéon 3.62. Un espacio métrico X es localmente conexo si para
cualquier punto p € X, se tiene que X es localmente conexo en p.

Teorema 3.63. Si en el espacio métrico X toda bola abierta es un conjunto
conexo, entonces X es conexo y localmente conexo.

Demostracion. Primero se mostrara que X es localmente conexo. Sean p €
X y U un abierto de X tal que p € U. Como U es abierto, existe ¢ > 0 tal
que B(p,e) C U. Por hipotesis, B(p, ) es conexo y sabemos que es abierto.
Ademéas p € B(p,e) C U, por lo que X es localmente conexo en p, para
cualquier punto p € X, concluyéndose que X es localmente conexo.

Queda como ejercicio al lector terminar la demostracion. O
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Teorema 3.64. Un espacio métrico X es localmente conexo si y s6lo si las
componentes de todo conjunto abierto de X son conjuntos abiertos en X.

Demostracion. Supongase que X es localmente conexo. Sean U abierto de
X y C' una componente de U. Se mostrara que C' es abierto.

Sea x € C. Entonces x € U, por lo que existe W abierto y conexo tal que
x €W C U, porque X es localmente conexo. Luego, v € W C C, por lo que
C' es abierto.

Por otro lado, sean z € X y U abierto de X tal que x € U. Supéngase que
C, es la componente de U que tiene a x. Por hipotesis, C, es un abierto y por
ser componente es conexo. Como x € C, C U, X es localmente conexo. [

3.6 Conexidad en R

En esta seccion conoceremos algunos resultados importantes de la conexidad
en R.

Teorema 3.65. Los intervalos son los tinicos conjuntos conexos en R.

Demostracion. Sea I C R un intervalo. Si I = {z}, con « € R, entonces I
es conexo. Supongamos que I tiene mas de un punto y que I no es conexo.
Entonces, existen S y T abiertos en I, no vacios y ajenos tales que SUT = I.
Sean y € S'y z € T. Supongamos que y < z. Es claro que C' = [y, 2] NS # 0.
Ademaés, C es acotado superiormente: z es una cota superior. Asi, existe
a = supC. Luego, y < a < z. Ademas, a € clg(C) C clg(S). Luego, a €
clg(S) N I. Pero S es cerrado de I. Entonces S = clg(S) N I (probarlo). Por
lo tanto, a € S. Como z € T', tenemos que o < z. Como S es abierto, existe
r > 0 tal que B(a,r) NI C S. Seat € R tal que o < t < min{z,a + r}.
Entonces t € (¢ —r,a+7r)NI1. Yaquet € S, t € [y,z]NS = C. Entonces
t € C'y a<t,locual es una contradiccion. Por lo que I es conexo.

Supongamos ahora que A C R es un conexo. Mostraremos que es un
intervalo. Para esto, supongamos que no lo es, es decir, existen z,y € A, con
r <yy existe r € R tal que x < r <y peror ¢ A. Entonces,

A=[(—o0,r)NAJU|(r,00) N A].

Notese que (—oo,7) N Ay (r,00) N A son abiertos ajenos en A. Entonces A
no es conexo, lo cual es una contradiccién. O
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Corolario 3.66. El espacio métrico R es conexo y es localmente conexo.

Demostracion. Toda bola abierta B(x,r) = (z — r,x 4+ r) es un intervalo,
luego es conexo. Por el teorema 3.63, R es conexo y localmente conexo. [

Teorema 3.67. Todo conjunto abierto y no vacio de R es la unién de una
familia numerable de intervalos abiertos ajenos dos a dos.

Demostracion. Sea A C R, con A # () y abierto de R. Denotamos por
F = {C.}sea a la familia de componentes de A. Sabemos que A = |J C,.

€A
Los elementos de F' son ajenos dos a dos. Ademas, como A es abierto y R es

localmente conexo, por el teorema 3.64, tenemos que C), es abierto y conexo
en R, para todo = € A. Entonces C,. es un intervalo abierto.

Veamos ahora que F' es numerable. Sea r, € QNC,. Definimos f : FF — Q,
como f(Cy) = r,. Para C, # C,, con z,y € A, f(Cy) =1, # 1y = f(Cy).

Entonces f es inyectiva, por lo que F' es numerable. O

3.7 Ejercicios

1. Sea X un espacio métrico. Probar que 1" es abierto y cerrado de X siy
solo si fry (T') = 0.

2. Mostrar que la imagen de la funcién sen(1), con z € R\ {0} es un
conjunto conexo.

3. Sea A un subconjunto de un espacio métrico X, con A # (). Probar que
A={rxeX:zecx(A\{z})}.

4. Muestre que en general, el interior de un conjunto conexo no es conexo.

5. Sean A, B dos conjuntos cerrados y no vacios de un espacio métrico
X. Demostrar que si AU By AN B son conexos, entonces A y B son
CONExos.

6. Suponga que A y B son conexos y A C B. Si C' es abierto y cerrado del
subespacio métrico B\ A, demostrar que AU C' es conexo.

7. Se dice que A y B estan separados si A y B son subconjuntos de X
tales que clx(A)N B =0y ANcly(B) = (. Probar que si A y B son
ajenos, y ambos abiertos o cerrados de X, entonces estan separados.
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8. Supongase que A y B estan separados. Demostrar que
AU B abierto de X = A y B son abiertos de X.
AU B cerrado de X = Ay B son cerrados de X.
9. Demostrar que si d(A, B) > 0, entonces A y B estan separados. Muestre
con un ejemplo que el reciproco en general es falso.
10. Demostrar que un espacio métrico X es disconexo si y solo si es la union
de dos conjuntos separados y no vacios.
11. Si A y B son conjuntos conexos de X y no estan separados, demuestre
que AU B es conexo. Sean Aj, As,..., A, conjuntos conexos y A; N
n
Aiy1 # 0 parai=1,2,...,n— 1. Demostrar que |J A; es conexo.
i=1
12. Demostrar que un espacio métrico discreto, de mas de un punto, es
totalmente disconexo y localmente conexo.
13. Demostrar que Q es disconexo en la recta real.
14. Sea A un conjunto conexo, abierto y cerrado de un espacio métrico X.
Demostrar que A es una componente de X.
15. Sean A y B conjuntos conexos y A C B. Si C' es una componente de
B\ A, demuéstrese que B\ C' es conexo.
16. Sea C' una componente de un conjunto abierto A de un espacio métrico
localmente conexo X. Probar que A Nfrx(C) = 0.
17. Sea C una componente de un subespacio A de un espacio métrico lo-
calmente conexo X. Demostrar:
(a) intx(C)=CnNintx(A).
(b) er(C) C er(A)
(c) Si A es cerrado, entonces frx(C) = CNiry(A).
18. Se dice que un espacio métrico (X, d) es encadenado si para todo € >

0y todo z,y € X, existen puntos xg, x1,..., oy € X conxg =2, xny =y
tales que d(x;,z;41) < €, para cada i = 1,2,..., N. Demostrar que si
(X, d) es conexo, entonces es encadenado.
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19.

20.

21.

Demostrar que el conjuntos de puntos de R? con, al menos, una coor-
denada irracional es conexo.

Sea C' un conjunto no vacio, cerrado y acotado superior e inferiormente
en la recta real. Probar que C es un intervalo cerrado o bien puede
obtenerse de un intervalo cerrado removiendo una familia numerable de
intervalos abiertos, ajenos dos a dos, cuyos extremos estédn todos en C.

Dar un ejemplo de un subespacio métrico A de un espacio métrico X
que no sea conexo, pero que exista t € X tal que AU {t} si lo sea.
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Capitulo 4

Sucesiones, limites y espacios métricos
completos

En este capitulo abordamos el concepto de sucesion y su relaciéon con los
espacios métricos, para asi conocer la nocién de espacio métrico completo.

4.1 Sucesiones

Iniciamos esta seccion con la definicién y notaciéon bésica del concepto de
sucesion y convergencia.

Definiciéon 4.1. Sea X un espacio métrico. Una sucesion en X es una fun-
cion f: N — X.

Notacion 4.2. Dada una sucesion f : N — X, para todo n € N, denotamos
f(n) por z,, y ala sucesion f la denotamos por {z,}°° ;. Ademas, el simbolo
R(z,) denota al conjunto Im(f) = {z, :n € N}.

Definicién 4.3. En un espacio métrico X, una sucesion f : N — X es
acotada si {z, : n € N} es un conjunto acotado.

Definicion 4.4. Una sucesion {z,}7>, en un espacio métrico (X,dx) con-
verge al punto zy € X si para todo € > 0, existe un N € N tal que si

n > N, entonces dx(x,,xy) < €.

Observacion 4.5. La definicién anterior equivale a que para toda € > 0, el
conjunto {n € N: z,, ¢ B(zo,¢)} sea finito.

Una sucesion puede ser convergente en un espacio métrico especifico, pero
en otros espacios métricos no necesariamente, tal como nos muestra el ejemplo

siguiente.

Ejemplo 4.6. La sucesion {+}2°, converge en R, pero no en R,.
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Observacion 4.7. Sea X un espacio métrico y o € X. Si una sucesion
{z,}52, converge a x(, no necesariamente o € R(z,)". Por ejemplo, consi-
dérese la sucesion {z,}>°, tal que x, = 5, para toda n € N. Claramente, la
sucesion converge a 5, pero 5 ¢ {5}

Proposicion 4.8. Sean X un espacio métrico y {z,}5°, una sucesion que
converge a zg € X. Si R(z,) es infinito, entonces xy € R(x,)'.

Demostracion. Sea € > 0. Si la sucesion {z,}>°, converge a x(, entonces
A={n € N:z, ¢ B(x,e)} es finito; luego (B(zo,¢) \ {xo}) N R(z,) es
infinito. Por lo tanto, xy € R(x,)’. O

Si R(z,) tiene un unico punto de acumulacion, entonces {x,}5, no ne-
cesariamente converge, tal como nos muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.9. Considérese la sucesion {z, }2°, en R definida, para cada n €
N, por

.

— sin es par,

Tp =14 N

2 sin es impar.
Tenemos que R(z,)" = {0} y la sucesion {x,}>2; no converge (probar estas
dos tltimas afirmaciones es un ejercicio para el lector).

Teorema 4.10. Si una sucesiéon en un espacio métrico converge a un punto,
éste es tnico.

Demostracion. Sea {x,}>°, una sucesion en un espacio métrico X tal que
{z,}52, converge a xy y a x, con zg # x(. Como X es un espacio métrico,
existen abiertos U y V en X tales que UNV =0y xg € U, 2 € V (vea
ejercicio 15 de la péagina 56). Como la sucesion converge a ambos puntos xg
y x;, existen N, N € N tales que si n > N, entonces z,, € U y si n > N’,
entonces x, € V. Sea N = max{N, N'}. Sin > N, entonces x, € UNV, lo
cual es una contradicciéon porque U NV = (). ]

. . o ., ., o
Definicion 4.11. Sea {z,}>°, una sucesion en R. La sucesion {z,}5°, es
creciente si para todo n € N se cumple que x,, < z,,+1. La sucesion {x,}22,
es decreciente si para todo n € N se cumple que x,, > T,1.
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Teorema 4.12. Si {z,}°°, es una sucesion creciente (decreciente) y acotada
superiormente (inferiormente) en R, entonces {x,}°2; converge.

Demostracion. La demostracion queda como ejercicio para el lector. ]

Teorema 4.13. Sean A un subconjunto de un espacio métrico X y g € X.
Entonces, zo € A’ si y solo si existe una sucesion {x,}32, en A, con z,, # =,
siempre que n # m, tal que {z,,}°°, converge a .

Demostracion. Supongamos que o € A’. Luego, existe 1 € (B(xg,1) \
{zo})NA. Sea g5 < min{d(zg,21), 5}. Sea x5 € (B(zo,22)\ {zo})NA. (N6tese
que por la definicion de A’; el elemento x5 en efecto existe y que x1 # x3).
Ahora, sean e3 < min{d(zo,2), 5} v 23 € (B(xo,€3) \ {zo}) N A, con z; #
r3 # x9. Continuamos sucesivamente hasta tener e, < min{d(zo, z,_1), %} y
tomamos z,, € (B(xg,&,) \ {zo}) N A. Notemos que {z,}2°, es una sucesion
en Ay para cualesquiera n y m diferentes, se tiene que x,, # x,,. Veamos que
{z,}52, converge a x,. Para esto, sea ¢ > 0. Existe N € N tal que % <e.
Ademés, si n > N, entonces % > % Obsérvese también que ¢, < % < % < €.
Luego, para todo n > N, se tiene que d(x,,x¢) < &, < e. Asi, {z,}7°,
converge a .

La demostracion de la suficiencia es un ejercicio para el lector. ]

Comunmente, si {z,};°, es una sucesiéon en un espacio métrico X vy

o) K 7 —
{x,}22 | converge a zg, este hecho suele escribirse como 7}1_)1{.10 Tp = Tp.

Corolario 4.14. Si A es un subconjunto de un espacio métrico X y zy € A.
Entonces zy € clx(A) siy solo si existe una sucesion {z,}5°, en A tal que

lim z, = zo.
n—oo

Demostracion. La demostracion queda como ejercicio para el lector. O

Definicién 4.15. Si f,g : N — X son sucesiones, decimos que g es una
subsucesion de f si existe una funcion inyectiva h : N — N tal que g = foh.

Notacion 4.16. Si{z,}5°, es una sucesion y g es una subsucesion de {z,, }7° ,,

suele denotarse a la subsucesion por {y,}2 ,, donde y,, = g(n) = (foh)(n) =

f(h(n)) = Zhw).-
Ejemplo 4.17.
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1. Toda sucesion es una subsucesion de si misma.

2. Si a una sucesion {z,}°°; en un espacio métrico X “se le quita” un
namero finito de términos, lo que queda es una subsucesion de {x,, }52 ;.

3. Si{z,}°, es unasubsucesion de {y, }52, que es a su vez una subsucesion
de {z,}°°,, entonces {z,}°°; es una subsucesion de {z,}5° ;.

4. Reordenar los términos de una sucesién trae como resultado una sub-
sucesion.

5. Si R(x,) es finito, entonces {z,}> ; tiene una subsucesion constante.

6. Si R(x,) es infinito y {yn}, oy €s una sucesion de términos distintos en
R(zy,), entonces {yn},cy €5 una subsucesion de {z,}72 ;.

Demostraremos las afirmaciones 2, 5 y 6.

2. Sea {z,,}5°, una sucesion en un espacio métrico X . Supongamos que a
{z,}22, le quitamos {z,, : n € M}, donde M es un subconjunto finito de N.
Sabemos que N ~ N\ M. Asi, existe una funcién biyectiva h : N — N\ M.
Para todo n € N, sea y, = g(n) = f(h(n)) = @u(n). Tenemos que {yn},cn
es una nueva sucesion en X, la cual por definicién, es una subsucesién de

{zn oy
5. Sea f : N — X tal que f(n) = z,, para cualquier n € N. Tene-
k
mos que R(x,) = {w1,...,7}. Ademéas, N = |J f~(x;). Por hipotesis,
i=1

existe m € {1,...,k} tal que f~!(x,,) es infinito. Luego, N ~ f~(z,,) v
por lo tanto f~'(x,,) es infinito numerable. Asi, existe una funciéon biyectiva
h:N — f~!(z,) tal que f(h(m)) = z,,. Esto implica que h : N — N es
inyectiva y y, = f(h(m)) = Zpm) = p, define una subsucesioén constante.

6. Para todo n € N, existe m,, tal que y,, = z,,. Definimos h : N — N
como h(m) =m,. Sin # ny, con n; € N, entonces y,, # yn,, pues la sucesion
es de términos distintos. Entonces z,,, # y,, , lo cual implica que m,, # m,,,,

o sea, h es inyectiva, concluyéndose que {y,}52, es subsucesion de {z,}5° .

Los incisos 1, 3 y 4 quedan como ejercicio para el lector.
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Teorema 4.18. Si {z,,}7°, converge a zy en un espacio métrico X, entonces
toda subsucesion de {x,}°°, converge a x.

Demostracion. Sea {y,}5°, una subsucesion de {x,}>° . Entonces, existe
una funciéon inyectiva h : N — N tal que para todo n € N, se tiene que
Yn = f(R(n)) = xp(m). Sea e > 0. Como lim x,, = xy, existe un N € N tal que

n—o0

si n > N, entonces d(z,,x9) < e. Sea A ={n € N:z, ¢ B(z,e)}. Es claro
que A es finito. Como h es inyectiva, h|,-1(4) lo es. Luego, |h™'(A)| < |A],
por lo que h71(A) es finito. Obsérvese también que

h™'(A) = {neN:h(n)c A}
= {n€N:ayu ¢ Blxo,€)}
= {neN:y, ¢ B(xye)}.

Sea M = méaxh~!(A). Para todo n > M, se tiene que y, € B(xg,¢), por
lo que lim vy, = xo. ]
n—oo

Definicion 4.19. Sea X un espacio métrico. Un subconjunto no vacio A de
X es compacto por sucesiones, denotado por “C-S”, si toda sucesion en A
tiene una subsucesion convergente en A.

Teorema 4.20. Sea A un subconjunto, no vacio, de un espacio métrico X.
Entonces A es compacto por sucesiones si y solo si A es Bolzano-Weierstrass.

Demostracion. (=) Supongamos que A es compacto por sucesiones. Si A
es finito, A es Bolzano-Weierstrass. Supongamos que A es infinito. Sea T" un
subconjunto infinito de A. Mostraremos que 7" N A # 0.

Como T es un conjunto infinito, existe un subconjunto infinito numerable
M de T, con M = {xy,...,2p,...}. Con los elementos de M, formamos la
sucesion de términos distintos x, € T. Como T' C A y A es compacto por
sucesiones, existe una subsucesion {y,}, .y de {z,}72, que converge a a € A.
Por el teorema 4.13, tenemos que a € T" y por lo tanto a € 7" N A. Asi, A es
Bolzano Weierstrass.

Demostrar la afirmacion reciproca es un ejercicio para el lector. O]

Corolario 4.21. Sea A un subconjunto, no vacio, de un espacio métrico X.
Entonces A es compacto por sucesiones si y s6lo si A es compacto.

La magia de los espacios métricos, Capitulo 4



90 D. Herrera Carrasco, F. Macias Romero, L. A. Guerrero Méndez

Demostracion. Por el teorema 4.20, tenemos que A es compacto por suce-
siones si y solo si A es B-W. Por el teorema 3.35, tenemos que A es B-W si
y solo si A es compacto. 0

Definicion 4.22. Sea {z,}5°, una sucesion en un espacio métrico (X, dx).
La sucesion {x,}22; es de Cauchy si para cada ¢ > 0, existe N € N tal que
si m,n > N, entonces dx (z,,x,) < €.

Teorema 4.23. Toda sucesion convergente en un espacio métrico X es de
Cauchy.

Demostracion. Sea {x,}>° | una sucesion en un espacio métrico X tal que
{z,}52, converge a zp € X. Veamos que {z,};>, es de Cauchy. Sea ¢ > 0.
Para §, existe un natural V tal que para todon > N, se tiene que dx (zn, zo) <
5. Sean I,m € N, con [,m > N. Entonces,

£
dx (1, ) < dx (21, 70) + dx (T, T9) < 3 + 5=

Asi, {x,}72, es de Cauchy. O

La afirmacién reciproca es falsa. Tomese por contraejemplo la sucesion

1 o0
{—} en R, . Esta sucesion es de Cauchy (verifiquelo) pero no converge en

n n=1
[eS)

1
R, porque { —} converge a 0y 0 ¢ R,.
n

n=1

Definicién 4.24. Un espacio métrico X es completo si toda sucesion de
Cauchy en X es convergente en X.

Proposicion 4.25. Sean (A, d’) es un subespacio métrico de (X, d) y {x,}22,;
una sucesion en A. Si {z,,}°°, es de Cauchy en X, entonces {z,}>°, es de
Cauchy en A.

Demostracion. Sea e > 0. Como {z,}52, es de Cauchy en X, existe N € N
tal que si n,m > N, entonces d(z,, z,) < . Como d(x,,z,) = d(x,, Tn),
concluimos que {z,}5°, es de Cauchy en A. O

Teorema 4.26. Sea {x,}>° | una sucesion en un espacio métrico X. Entonces:
1. Si{x,}22, es de Cauchy y tiene una subsucesion convergente, entonces

o0
{z,}2° | es convergente.

La magia de los espacios métricos, Capitulo 4



Sucesiones, limites y espacios métricos completos 91

2. Si {z,}>2, es de Cauchy, entonces R(z,) es precompacto.
3. La afirmacioén reciproca de la anterior no es verdadera siempre.

4. Si R(z,) es precompacto, entonces {x,}>°, tiene una subsucesion de
Cauchy.
5. Si{x,}>°, es de Cauchy y R(x,)" # (), entonces {x,}>2; converge.
Demostracion. 1. Supongamos que {x,,}52, es de Cauchy y sea {y,}>2, una

subsucesion de {x,}2,, tal que lim y, = y. Probaremos que lim z, = y.
n—oo n—o0

Si {y,}o2, es una subsucesion de {z,},°,, existe una funcién inyectiva
h : N — N tal que y, = Ty, para toda n € N. Sea ¢ > 0. Como {z,}2,

€ €
es de Cauchy, para 3 > 0, existe N € N tal que d(z,, z,,) < 3 siempre que
5
n,m > N. Como {y,}>2, es convergente, para 3 > 0, existe N’ € N para el
€
cual d(yn,y) < 3 sin> N’

Sea A=h"1({1,2,...,N —1}). Como A es finito, tiene maximo, al cual
denotamos por M. Ahora, sean n > N y m > max{M, N'}. Como m > M,

tenemos que m ¢ A. Luego, h(m) > N. Asi, d(xy, Thm)) < % Ademaés, como

€
m > Ny Thm) = Ym, tenemos que d(xp ), y) < 7 Asi,

g £
(0, y) < d(@n, Tam)) + d(Then), y) < 5 +5 =€

. Por lo tanto, lim x, = y.
n—oo

€ . .
2. Sea ¢ > 0. Para 3 > 0, existe N € N tal que si n,m > N, entonces

€ .
(X, X)) < 3 Obsérvese que si n,m > N, entonces x,, r,, € B(zy,¢e). Lue-

N
go, R(x,) C |J B(zy,¢), por lo que R(z,) es precompacto.

=1

3. Para mostrar que la afirmacion reciproca no siempre es verdadera, con-
sidérese la sucesion definida por

1 sines par,
Tp = . .
—1 sin esimpar.
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Tenemos que R(x,) es precompacto pero la sucesion {x,}22; no es de
Cauchy.

4. Se deja como ejercicio.

5. Como R(z,)" # (), tenemos que existe y € R(z,). Por el teorema
4.13, existe una sucesion {y, }>°; en R(x,) de términos distintos que converge
a y. Como puede verse en el ejemplo previo al Teorema 4.18, {y,}°°, es
una subsucesion de {z,}>° ;. Como {z,}°°, es de Cauchy, por el inciso 1,
lim x, =y.

n—00

O
Teorema 4.27. El espacio métrico R es completo.

Demostracion. Sea {x,}>° ;| una sucesion de Cauchy en R.

Por 2 del teorema 4.26, tenemos que R(z,) es precompacto, luego por el
teorema 3.17, tenemos que R(x,) es acotado, es decir, R(x,) esta acotado
superior e inferiormente.

Sean «, 3 € R las cotas inferior y superior de R(x,), respactivamente. Asi,
para todo n € N, tenemos que a < z,, < .

Ahora, para cada m € N, sea R,, el rango de la sucesion {z,}5°, v y, =
sup R,,. Consideremos la sucesion {y,,}2°_,. Notemos que para cada m € N,
se cumple que R,,.1 C R,,. Luego, para cada m € N, tenemos que ¥, 11 < Y.
Por lo que la sucesion {y,,}5°_; es decreciente.

Por otro lado, notemos que para cada m € N, se cumple que o < y,,, es decir,
R(yy,) esta acotado inferiormente. Por el teorema 4.12; tenemos que {y,, }5°_,
es convergente, de hecho, {y,,}3_; converge a y = inf R(y,,).

Ahora veremos que {z, }°, converge a y. Para esto, sea e > 0. Como {x,,}>°

€ ) .
es de Cauchy, para 3 > 0 existe M; € N tal que si n,n’ > M, entonces

€ € € . .
|T, — x| < 3 Como y < y + 2 tenemos que y + 5 hoes cota inferior de
R(yy,). Asi, existe ya, € R(y,) tal que
£

ySyM2<y+2
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Sea M = max{Mj, My}. Como M > My y {ym}>_, es decreciente, tenemos
€

que y < yy < yn, <Y+ 7 Luego,

8< <+€
QQyMyQ-

€ . . P
Como y,; = sup Ry, tenemos que y — 5 no es cota inferior de R,;. Asi, existe

€
rn € Ry tal que y — 3 < xn < ym- Luego,

6< < —i—g
— =<z —.
Yy 9 N <Y 9

Notemos que M; < M < N. Luego, para todo n > N, tenemos que n, N >
M. Vimos que como {z,}>2, es de Cauchy, si n, N > M, entonces |z, —

Ty| < 5 o decir,

x x x .

€ €
También vimos que y — 3 <zny<y+ 3 de donde obtenemos que

y—5<xN—g y :cN+§<y+5.
Luego, para todo n > N, tenemos que
Yy—e<x, <yY-+e,
es decir, |z, —y| < e. Asi, la sucesion {x,}>2, converge a y.
Por lo tanto, R es un espacio métrico completo. O
Corolario 4.28. El espacio métrico R" es completo.

Demostracion. La demostracion se deja como ejercicio al lector. O

Teorema 4.29. Sea X un espacio métrico. Entonces X es completo si y sélo
si todo conjunto precompacto en X es relativamente compacto.

La magia de los espacios métricos, Capitulo 4



94 D. Herrera Carrasco, F. Macias Romero, L. A. Guerrero Méndez

Demostracion. Supongamos que X es completo y que A C X es precom-
pacto. Mostraremos que clx(A) es compacto por sucesiones.

Sea {z,}>°; una sucesion de cly(A). Como A es precompacto, clx(A) lo
es (mostrar esta afirmacion). Entonces, R(x,,) es precompacto. Por el nimero
4 del Teorema 4.26, tenemos que {z,}°°, tiene una subsucesion de Cauchy
{yn}>2 ;. Como X es completo, tenemos que nh_}rglo yn =p € X. Asi, p € clx(A),

por lo que la cerradura de A es compacto por sucesiones. Luego, cly(A) es
compacto, y asi A es relativamente compacto.

Sea {x,}22, una sucesion de Cauchy en X. Por el inciso 2 del Teore-
ma 4.26, tenemos que R(x,) es precompacto. Por hipotesis, clx(R(z,)) es
compacto. Por el corolario 4.21, tenemos que clx(R(z,)) es compacto por su-
cesiones, por lo que {z,}°°, tiene una subsucesion convergente {y,}>° . Por
el inciso 1 del Teorema 4.26, tenemos que {x,}°°, converge, por lo que X es
completo. O

Corolario 4.30. Si X es un espacio métrico no completo, entonces existe un
subconjunto A de X precompacto que no es relativamente compacto.

Demostracion. La demostracion queda como ejercicio para el lector. [

Corolario 4.31. Sean X es espacio métrico y A un subconjunto de X. Si A
es compacto, entonces A es completo.

Demostracion. Sean A C X, con A # () compacto y B C A. Entonces,
clx(B) C clx(A) = A, por lo que clx(B) es compacto. En particular, si B es
precompacto, cly(B) es compacto, de donde B es relativamente compacto.
Asi, A es completo. ]

Teorema 4.32. Si X es un espacio métrico discreto, entonces es completo.

Demostracion. Vamos a usar el Teorema 4.29. Para esto, sea A C X un
precompacto. Entonces A es finito. Asi, A = clx(A) y clx(A) es compacto,
por lo que A es relativamente compacto. Asi, por el teorema 4.29, tenemos
que X es completo. O

Teorema 4.33. Si X es un espacio métrico completo y F' es un cerrado de
X, entonces F' es completo.
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Demostracion. Sea {x,}2°; una sucesion de Cauchy en F. Como F' C X,
tenemos que {z,}5°, es una sucesion de Cauchy en X. Ahora, como X es
completo, tenemos que {z,}>° | converge a x € X. Ademaés, por el corolario
4.14, tenemos que x € clx(F) = F. Asi, {z,}>2, converge en F, y por lo
tanto F' es completo. ]

Teorema 4.34. Sea X un espacio métrico. Si ' C X y (F,dr) es completo,
entonces F' es cerrado de X.

Demostracion. Para ver que F' es cerrado de X probaremos que cly(F) =
F. Sea x € clx(F). Por el corolario 4.14, existe una sucesion {z,}2, en F

tal que lim z,, = z. Como clx(F') C X, tenemos que {x,, }>° ;| es una sucesion
n—oo

convergente en X. Por el teorema 4.23, tenemos que {z, }°°; es de Cauchy en
X. Asi, tenemos que {x,}5%, es una sucesion de Cauchy en F'. Como (F,dp)
es completo, tenemos que {x,}>2, converge en F, es decir, z € F. Por lo
tanto, clyx(F) C F. Como siempre se cumple que F' C cly(F), conlcuimos
que clx(F) = F. Asi, F es cerrado de X. O

4.2 Teorema de Baire

Definicion 4.35. Sea A subconjunto de un espacio métrico X.
1. Aesdensoen X sicly(4) =X,
2. A es fronterizo en X si X \ A es denso en X,
3. A es denso en ninguna parte en X si X \ clx(A) es denso en X.

Ejemplo 4.36. Como clg(Q) = Ry clg(R\ Q) = R, tenemos que el conjunto
Q es denso y fronterizo en R.

Teorema 4.37. Sean A, B y C' subconjuntos de un espacio métrico X. En-
tonces

1. X no es denso en ninguna parte en X ni fronterizo en X. El conjunto
() es denso en ninguna parte en X y fronterizo en X.

2. A es denso en ninguna parte en X si y solo si clx(A) es fronterizo en
X.
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. Si A es cerrado de X y fronterizo en X, entonces A es denso en ninguna

parte en X.

. Si A es denso en ninguna parte en X, entonces A es fronterizo en X.
. A es fronterizo en X siy solo si intx(A) = 0.

. Si A es abierto de X y fronterizo en X implica que A = ().

. A es denso en ninguna parte en X siy solo si intx(clx(A)) = 0.

.S1 A C By B es fronterizo en X o denso en ninguna parte en X.

entonces A es fronterizo en X o denso en ninguna parte en X.

Demostracion. 1. X no es denso en ninguna parte en X porque X \

clx(X) =0y clx(0) # X. De manera aniloga se pueden ver las otras
afirmaciones del inciso 1.

. Tenemos que A es denso en ninguna parte en X siy solo si clx(X \

clx(A)) = X, lo cual equivale a que clx(A) sea fronterizo en X.

. Si A es fronterizo en X, entonces cly (X \ A) = X. Como A es cerrado

de X, tenemos que A = clx(A), por lo que X =clx(X \ A) = clx (X \
clx(A)). Asi, A es denso en ninguna parte en X.

. Como A C clx(A), tenemos que X \ clx(A) C X \ A. Como A es denso

en ninguna parte en X, tenemos que X = clx (X \clx(A4)) C clx(X\A).
Por lo tanto X = clx (X \ A), implicandose que A es fronterizo en X.

. Tenemos que intx (A) = 0 siy solosi X = X \ intx(A), lo cual equivale

a que X = cly(X \ A) (véase la parte (a) de 2.28). Luego, X \ A es
denso en X. Asi, A es fronterizo en X.

. Como A es denso en ninguna parte en X, clx(A) es fronterizo en X, lo

que equivale a que intx(clx(A)) = 0.

. Se deja como ejercicio para el lector.

. Supongamos que A C B, con B fronterizo en X. Como inty(A) C

intx(B) = (), tenemos que intx(A) = . Asi, A es fronterizo en X.
]
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Teorema 4.38. Si A es un subconjunto de un espacio métrico X, entonces
los conjuntos (X \ clx(A) UAy (X \ A)Uintx(A) son densos en X.

Demostracion. Como

el (X \ cly (A) U A) = el ((X \ cly(A)) U cly (A)

=X
y
clx((X'\ A)Uintx(A)) = clx (X \ A) Uclx(intx(A))
Delx((X \ A)) Uinty(A)
= (X \intx(A)) Uintx(A)
=X,
obtenemos el resultado. O

Teorema 4.39. Si A es abierto o cerrado de un espacio métrico X, entonces
frx(A) es denso en ninguna parte en X.

Demostracion. Para A C X tenemos que

Clx(X\Clx(frx(A)) = ch(X\er(A))
= cly (X \ (cly (4) N ely (X \ A)))
=clx((X \ clx(A)) U (X \ clx (X \ A4))).

Si A es abierto de X, entonces X \ A es cerrado de X. Por lo que
cdx(X\A) =X\A

Asi,

clx (X elx (A)) U (X \ elx (X\ A))) = elx (X \ elx (A)) U (XN (X' 4)))
clx (X '\ clx(4)) U A)

= Clx(X \ Clx(A)) U Clx(A)

= X.

Por lo tanto,
ClX(X \ Clx<frx(A)) = X,
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es decir, fry(A) es denso en ninguna parte en X.

Por otro lado, si A es cerrado de X, tenemos que A = clx(A). Luego,

cly (X \ clx (A)) U (X \ clx (X \ A4))) = clx ((X \ A) U (X \ clx (X \ 4)))
= clx (X \ A) U (X \ (X \intx(A))))
= cly (X \ A) Uintx (A))

Por lo tanto,
ClX(X \ Clx<fI‘X(A)) = X,

es decir, fry(A) es denso en ninguna parte en X.
O]

Teorema 4.40. Si A y B son subconjuntos densos en ninguna parte en el
espacio métrico X, entonces A U B es denso en ninguna parte en X.

Demostracion. Por el teorema 4.37 (7), veamos que intx (clx (AU B)) = 0.
Sea C' = intx(clx (AU B)). Ademas,

Cc Clx(A U B) = Clx(A) U Clx<B)
Luego,
CN(X\clx(B)) Cclx(A)

implica que
intx (C'N (X \ clx(B))) Cintx(cly(A)).
Por hipotesis, intx(clx(A)) = 0, luego, intx(C' N (X \ clx(B))) = 0. Como
C N (X \clx(B)) es abierto de X, luego C' N (X \ clx(B)) = 0. Asi, C C
clx(B). Luego,
1ntX(C) C iIltx(Clx(B)),

Como C' es abierto de X y B es denso en ninguna parte en X, se concluye
que C' = (). Por lo tanto, AU B es denso en ninguna parte en X. O

Corolario 4.41. Sean A;, ..., A, subconjuntos de un espacio métrico X. Si
n
Ay, ..., A, son densos en ninguna parte en X, entonces |J A; es denso en

=1
ninguna parte en X.
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Demostracion. Sean Aq,..., A,conjuntos densos en ninguna parte en X.
Haremos la prueba por induccién.
Para n = 2, consideremos los conjuntos A;, As densos en ninguna parte en
X. Por el teorema 4.40, tenemos que A; U Ay es denso en ninguna parte en
X.

n—1

Ahora, supongamos que se cumple para n — 1 conjuntos, es decir, |J A; es
i=1
denso en ninguna parte en X. Veamos que se cumple para n conjuntos.

Tenemos que
n n—1
UJai= (U Ai) UA,
i=1

i=1

n—1
y por hipétesis de induccion, los conuntos |J A; y A, son densos en ninguna
i=1

n—1
parte en X. Por el teorema 4.40, tenemos que (U Ai> U A, es denso en
i=1

n
ninguna parte en X, es decir, |J A; es denso en ninguna parte en X. (]
i=1

Observacion 4.42. La unién arbitraria de conjuntos densos en ninguna parte
no necesariamente es un conjunto denso en ninguna parte.

Considérese, por ejemplo, Q = [J {z}. Sabemos que Q no es denso en
z€Q
ninguna parte en R, atn cuando {x} es denso en ninguna parte en R, para

todo = € Q.

Lema 4.43. Sean A y B subconjuntos de un espacio métrico X. Si A\ B es
fronterizo en X y B es denso en ninguna parte en X, entonces A es fronterizo
en X.

Demostracion. Como A\ B es fronterizo en X, tenemos que

X =cx(X\ (A\ B))

clx (X \ (AN (X\ B)))
cx((X\ A)UB)
clx(X \ A) Uclx(B)
= (X \intx(A)) Uclx(B).
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Luego, inty (A) C clx(B), lo que implica que inty(A) C intx(clx(B)). Como
B es denso en ninguna parte en X, tenemos que inty(clx(B)) = (). Asi,
intx(A) = (), por lo que A es fronterizo en X. O

Corolario 4.44. Sean A y B subconjuntos de un espacio métrico X. Si B es
denso en ninguna parte en X y A no es fronterizo en X, entonces A\ B no
es fronterizo en X.

Demostracion. Supongamos que A\ B es fronterizo en X. Por el lema 4.43,
se tiene que A es fronterizo en X, esto es una contradiccion a la hipotesis. [

Observacion 4.45. Sea X un espacio métrico, como B(z,r) C C(z,r), te-
nemos que C(z,7) no es fronterizo en X.

Lema 4.46. Sea X un espacio métrico. Si A no es fronterizo en X y € > 0,
entonces existe x € A tal que C(z,0) C A con d < €.

Demostracion. Sea = € intx(A). Existe r > 0 tal que B(z,r) C A. To-
mamos a ' < min{r,e}. Entonces B(z,r") C C(x,r") C B(x,r), por lo que
C(z,r") C A. O

Definicién 4.47. Un espacio métrico X tiene la propiedad de Cantor si
toda familia infinito numerable {A,,}>2 ; de conjuntos no vacios y cerrados de
X tales que para toda n € N| se tiene que A, ;1 C A, e inf{didm (A4,) : n €
N} = 0, tiene intersecciéon no vacia.

Obsérvese que tales familias deben cumplir que didm (A,,41) < didm (4,,),
para todo n € N. Asi, la sucesion {didm(A,)}>°, es decreciente. Luego,
lim didm(A4,) = inf{didm (A,) : n € N} = 0. Ahora, notemos que para todo

n € N se tiene que (| A,, C A4,. Por lo que didm < N An> < didm(A,,). Asi,
= n=1

n=1

dism ( N An) < ff{digm (A,) : n € N} = 0. Luego, didm ( N An> — 0
n=1 n=1

o

(ya que un didmetro no puede ser negativo). Finalmente, como () A, # 0,
n=1

(o]

N An

n=1

concluimos que =1.

Teorema 4.48. |Cantor| Un espacio métrico es completo si y solo si tiene la
propiedad de Cantor.
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Demostracion. Supongamos que el espacio métrico X es completo y sea
{A,}°°, una familia infinito numerable de conjuntos no vacios y cerrados de
X tales que para toda n € N se tiene que A, 1 C A, e inf{didm (A,) : n €
N} = 0. Para cada n € N, sea z,, € A,,. Tenemos que {z,}>2; es una sucesion
en X. Veamos que {z,}>°; es de Cauchy. Para esto, sea ¢ > 0. Notemos que
e no puede ser cota inferior del conjunto {didm (A,) : n € N}, lo cual implica
que, para algin Ay, se tiene que didm(A;) < e. Ahora, notemos que para
todo n,n' >k, A, C A, v A C Ag. Luego, x,, 0 € Ai. Asi,

dx(l’n,l‘n/) < dlém(Ak) < e.

Como el espacio métrico es completo, tenemos que {z,}>2; converge a z,
para algin = € X. Ahora, veamos que X tiene la propiedad de Cantor.
Para esto, consideremos un A,, cualquiera. Por construccién, tenemos que
{Tm, Tmt1, ... } esté contenido en A,,, ademés es una subsucesion de {x, }7° ;.
Por el teorema 4.18, tenemos que {Z,,, Ty41, - - - } converge a x. Por el teorema
4.13, tenemos que z es un punto de acumulacion de A,,. Por el corolario 4.14,
tenemos que = € cly(A,,). Ahora, como A,, es cerrado de X, tenemos que
clx(A,,) = A, por lo que concluimos que z € A,,. Asi, para todo m € N,
o0
tenemos que x € A,,, es decir, x € [ A,, concluyendo que {A,}>, tiene

n=1
Interseccién no vacia.

Ahora, supongamos que el espacio métrico X tiene la propiedad de Cantor
y sea {2, }5°, una sucesion de Cauchy en X. Consideremos la familia infinito
numerable de subsucesiones de {x,}2, :

Sl = {xn};;o:b
52 = {xn};;o:%
53 = {xn};;o:?n
S =T} 0l

Smi1 = {xn}?f:mw
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Para cada m € N, sea A, el rango de S,,. Notemos que {A,,}>°_; es una
familia infinito numerable de subconjuntos de X tal que para todo m € N
se tiene que A, # 0y A1 C Ay Ademas, como {x,}22, es una suce-
sion de Cauchy, dado ¢ > 0, existe k € N tal que para todo n,n’ > k :
dx(xp, x,) < e. Notemos que por construccion, si x,,x, € Ay, entonces
n,n’ > k, de donde dx(z,,z,) < €, lo cual implica que didm(A;) < e. Se
sigue que inf{didm(A4,,) : m € N} = 0.

Consideremos ahora la familia infinito numerable {clx (A;,)}>°_;. Notemos
que para todo m € N se tiene que clx(A4,,) es no vacio, cerrado de X y
clx(Ams1) C clx(A,). Ahora, como didm(clx(A4,,)) = didm(A,,), por el
teorema 3.14, también se tiene que inf{didm(cly(A,,)) : m € N} =0,

Luego, por hipotesis, existe un tnico punto

x e m Clx(Am).
m=1

Asi, dado € > 0, existe clx(Ax) tal que = € clx(Ay) con didm(clx(Ag)) <
e. Por construccion, para todo n > k tenemos que z,, € Ay C clx(Ag). Luego,
para todo n > k, tenemos que dx(z,,r) < didm(cly(Ax)) < e. Asi, {z,}52,
converge a z. Por lo tanto, X es completo. O

Definicion 4.49. Sea A subconjunto de un espacio métrico X. El conjunto
A es de la primera categoria, o magro, si es uniéon de una cantidad infinito
numerable de conjuntos densos en ninguna parte en X. Se dice que A es de
la segunda categoria si A no es de la primera categoria.

Ahora, veamos un teorema muy importante.

Teorema 4.50 (Baire). Todo conjunto de la primera categoria en un espacio
métrico completo es fronterizo.

Demostracion. Demostracion. Sean X un espacio métrico completoy A C X
o0
tal que A = |J A, donde para toda n € N, se tiene que intx(clx(A4,)) = 0.

n=1

Veremos que intx(A) = 0.
Si A = (), A es fronterizo en X . Supongamos que A # (). Sea S un conjunto

no vacio y abierto de X. Obsérvese que S no es fronterizo en X. Existe una
bola cerrada C' contenida en S. Por hipotesis A; es denso en ninguna parte en
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X y por la observacion 4.45 tenemos que C' no es fronterizo en X. Luego, por
el lema 4.43, tenemos que C'\ A; no es fronterizo en X. Asi, existe una bola
cerrada C4 tal que C; C C'\ Ay y diam(C4) < 1. Como Cy no es fronterizo
en X y Ay es denso en ninguna parte en X, por el lema 4.43, tenemos que
C1 \ Az no es fronterizo en X. Entonces existe una bola cerrada Cy tal que y
Cy C C1\ Ay y didm(Cy) < % Continuando recursivamente obtenemos bolas
cerradas C1,...,C,, Cyy, ... tales que

SOC;D--DC,DCh1 D+,

y para cadan € N: C,1y CC,\ Apyy y didm(Cryq) < #1
Asi, tenemos una familia {C,,}2, de cerrados de X, con C,, # (), tales

que para cadan € N: C,,,; C C,, y didm(Cp41) < n+r1 Luego, inf{diam(C,,) :

n € N} = 0. Como X es completo, por el teorema de Cantor (teorema 4.48),
tenemos que

ﬂ C, = {z}.

Asi, para todo n € N, tenemos que =z € (), en particular z € C} C S. Por
lo tanto, x € S. También, si x € C,11 C C,, \ A,y1, entonces x ¢ A,q. Es
(o]

decir, para todo n € N tenemos que x ¢ A, por lo que z ¢ |J A, = A. Asi,
n=1
S ¢ A. Por lo tanto, intx(A) = @), concluyendo que A es fronterizo en X. [
Ahora, veamos que significa que un espacio métrico sea de Baire.

Definicion 4.51. Un espacio métrico X es de Baire si para toda familia

{B,}22, de abiertos de X y densos en X se tiene que () B, es denso en X.
n=1

Algunas consecuencias inmediatas se enuncian en el resultado siguiente.
Teorema 4.52. Si X es un espacio métrico completo, entonces
1. Todo abierto no vacio de X es de la segunda categoria.

2. X es de la segunda categoria.

o
3. Si X = |J A,, entonces existe un natural ng tal que
n=1

intx(Clx<An0)) 75 @
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4. Si {A,}22, es una familia de conjuntos densos en ninguna parte en X,
entonces

X\GAH#Q).

5. X es de Baire.

Demostracion. 1. Sea U un conjunto no vacio y abierto de X. Notemos
que U no es magro, pues si lo fuera, por el teorema de Baire, tendriamos
que intx(U) = ) = U, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, U es de la
segunda categoria.

2. Como X es abierto de X, por el inciso anterior tenemos que X es de la
segunda categoria.

3. Supongamos que para todo n € N, se tiene que intx(clx(A4,)) = (. Por
el inciso 7 del teorema 4.37, para todo n € N, tenemos que A, es denso en
ninguna parte en X. Asi, por la definicion 4.49, tenemos que X es de primera
categoria, lo cual contradice el inciso 2. Por lo tanto, existe ny € N tal que

intx(ClX(Ano)) = @

4. Supongamos que X \ |J A, = 0. Luego, X = |J A,. Ahora, por la

n=1 n=1
definicion 4.49, tenemos que X es de primera categoria, lo cual contradice el

inciso 2, por lo tanto X \ |J A, # 0.

n=1
5. Sea {A,}>2, una familia de conjuntos abiertos de X y densos en X.
Note que, para todo n € N, X \ A,, es fronterizo en X.

Como clx(X \ 4,) = X \ A, tenemos que X \ A, es denso en ninguna parte

o

en X. Entonces, |J (X \ A,) es magro y por el teorema de Baire, este es
n=1
fronterizo. Finalmente, X \ (U X\ An) = ﬂ A,, es denso. O
n=1 n=1

Definicion 4.53. Un subconjunto A de un espacio métrico X es Gjs si es
la interseccion numerable de abiertos de X. El conjunto A es F, si es unién
numerable de cerrados de X.
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Proposicion 4.54. El conjunto Q es F, en R y no es Gs en R.

Demostracion. Para todo x € R tenemos que {z} es cerrado de R. Ademés,

notemos que Q = |J {z}. Como Q es infinito numerable, concluimos que Q
z€Q
es I, en R.

Ahora veamos que Q@ no es G en R. Para esto, supongamos que Q es Gs.
Luego, Q = ﬂ Uy, donde cada U, es abierto de R. Asi, R\Q =R\ ﬂ Un

n=1

U (R\ U,), donde intx clx((R\ U,)) = (. Entonces, para todon € N, R\ U,

n=1
es fronterizo, ademéas de ser cerrado. Asi, R\ U,, es denso en ninguna parte

en X. Luego, R=QU (R\ Q) = <U {x}) U <U (R\ U, )>, por lo que R
z€eQ
es magro. Esto es una contradiccion porque R es completo.

Concluimos entonces que Q no es un conjunto Gjs. ]

Definicion 4.55. Sean (X, dx) un espacio métrico y r > 0. Si A es un
subconjunto de X, entonces la bola abierta con centro en A y radio r, es
B.(A)={z € X :dx(z,A) <r}.

Teorema 4.56. Si A es un subconjunto de un espacio métrico X, entonces
clx(A) es G5 y intx(A) es F,.

Demostracion. Si A = (), entonces A es Gs y F,. Sean A # 0 y r > 0.
Obsérvese que el conjunto B,(A) = {z € X : dx(x,A) < r} es abierto de X.

Ademas, notemos que clx(A) = {z € X : dx(x,A) = 0} = ) Bi(A).
Por lo tanto, clx(A) es Gs. B
Como X \intx(A) =clx(X\A) = ﬂ Uy, donde U, es abierto para cada

7’L

natural n. Entonces, intx(A4) = X \ ﬂ U, U (X \ U,), que es una union

numerable de conjuntos cerrados de X ]

Definicion 4.57. Sea A subconjunto de un espacio métrico X. Decimos que
A es un conjunto perfecto si A = A’.
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Ejemplo 4.58.
1. Ry [a,b], con a # b, son perfectos.
2. Toda bola cerrada en R™, con n € N, es perfecto.

Teorema 4.59. Si X es un espacio métrico perfecto y completo, entonces X
no es infinito numerable.

Demostracion. Supongamos que X es infinito numerable. Como X es per-
fecto, tenemos que X = X', es decir, para todo x € X y para todo ¢ > 0,
tenemos que (B(z,¢) \ {z}) N X tiene un nimero infinito de elementos. Lue-
go, para todo z € X tenemos que intx({z}) = (). Por 5 del teorema 4.37,
para todo x € X, tenemos que {x} es fronterizo en X. Ahora, como para
todo x € X, tenemos que clx({z}) = {z}, por 7 del teorema 4.37, para todo

z € X, tenemos que {z} es denso en ninguna parte en X. Como X = |J {z},
rzeX
concluimos que X es de la primera categoria. Esto es una contradiccion, por-

que X es completo. Asi, X no es infinito numerable. [

Corolario 4.60. Si X es un espacio métrico compacto y perfecto, entonces
X mno es infinito numerable.

Demostracion. Por el corolario 4.31, tenemos que X es completo y por el
teorema 4.59, tenemos que X no es infinito numerable. O

Corolario 4.61. Sean X un espacio métrico completo y A un subconjunto
de X. Si A es perfecto, entonces A no es infinito numerable.

Demostracion. Si A es perfecto, A = A’. Por 2.31 (b), A es cerrado de
X. Asi, A es completo. Por el teorema 4.59, tenemos que X no es inifinito
numerable. [

Corolario 4.62. Los conjuntos R y [a, b], con a < b, no son infinito numera-
bles.

Demostracion.

1. Por el teorema 4.27, tenemos que R es completo y por el ejemplo 4.58,
tenemos que R es perfecto. Luego, por el teorema 4.59, tenemos que R
no es infinito numerable.
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2. Por el teorema 3.39, tenemos que [a,b] es compacto y por el ejemplo
4.58, tenemos que [a, b] es perfecto. Luego, por el teorema 4.60, tenemos
que [a, b] no es infinito numerable.

4.3 Conjunto de Cantor

Ahora no podemos dejar pasar por alto al conjunto de Cantor, por esta razéon
revisamos aqui en esta seccion algunas propiedades importantes del conjunto
de Cantor: es compacto, perfecto y denso en ninguna parte en R. Para esto,
primero comenzamos recordando (o tal vez conociendo por primera vez) como
es el conjunto de Cantor.

Sea P, = [0, 1].

Ahora, dividimos al intervalo [0, 1] en tres subintervalos:

1 2 1 23
Ill - (g;g) ) Jll - |:07§:| ) J12 - |:§7§:| .

Notemos que [0, 1] = Jy; U I1; U Jis.
Sea P2 = [O, 1] \ IH = J11 U J12.

Ahora, sean

1 23 6 7 8
J21: [075]7 J22: |:_ _:|7 J23: |:§>§:|7 J24: |:_ 1:|

22
Sea P3 = U Jgk.
k=1

Podemos continuar el proceso hasta construir 2" intervalos cerrados ajenos

Jut, -, Juon. Notemos que cada uno de estos intervalos tienen longitud r

Asi, I 41y, es el intervalo abierto con el mismo centro que J,;, y de longitud
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Luego, J,i\ 1 (n+1)k 8 la union de intervalos cerrados y ajenos Ji,y1)2x—1)

3n+1'
Y Jnt1)2x de longitud T Obtenemos entonces
2n+1
PnJrl: U Jnk Cpn
k=1

Definicién 4.63. Al conjunto P = () P, le llamamos el Conjunto de
n=1
Cantor.

Observacion 4.64. Para cualesquiera n, k € N, tenemos que J,; ¢ P. Ade-
mas, los extremos de J,; pertenecen a P.

Teorema 4.65. Sea P el conjunto de Cantor. Entonces P es compacto, per-
fecto y denso en ninguna parte en R.

Demostracion. Como para cualesquiera n,k € N, tenemos que J,; es ce-
rrado de R y P, es la union de ellos, entonces P, es cerrado de R. Luego, P
es cerrado de R, pues es la interseccion de cerrados de R.

Ahora, como P C [0,1] y [0, 1] es compacto, entonces P es compacto.

Sea x € P. Mostraremos que z € P’. Dado € > 0, existe n € N tal que

1
T < e. Notemos que existe k, € {1,...,2"} tal que x € Ju,. Como

1
los extremos de J,j, pertenecen a P y la longitud de J,, es 30 tenemos
que Juk, C (z —e,x + ¢€). Por lo tanto, los extremos de J,, pertenecen a

PnN(x—ex+c¢) Luego, z € P'. Como P es cerrado de R, tenemos que
P’ C P. Asi, P = P’ y por lo tanto P es perfecto.

Como P es cerrado de R, basta mostrar que P es fronterizo para mostrar
que es denso en ninguna parte en R, es decir, intx(P) = intx(clx(P)) = 0.

Supongamos que inty(P) # (). Sea x € intx(P). Existe 6 > 0 tal que
B(x,§) C P. Ademas, existe un natural n tal que 2% < 0. Asi, (m—%n, x+2in) C
(x—0,z+3d) C P. Ahora, como x € P, existe un k,, € {1,...,2"} tal que = €
Jnk, - Como la longitud de J,,, es 3%, tenemos que J,x C (z— 2%, x+2ln) C P,
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lo cual es una contradiccion. Luego, intx (P) = ), y asi P es denso en ninguna
parte en R. O]

Teorema 4.66. |7, Teorema 1.17] Sea P el conjunto de Cantor. Entonces,

o0

P= {ase [0,1]:x:2%,conxn€{0,2}, paratodanEN}.

n=1
Corolario 4.67. El conjunto de Cantor P no es infinito numerable.

Demostracion. La demostracion queda como ejercicio para el lector. O

4.4 Limite de funciones

Definicion 4.68. Sean X y Y espacios métricos, AC X, ae Ay f: X —
Y una funcion. El limite de f(z) cuando z tiende a a es b, denotado por
lim f(z) = b, si para todo abierto U de Y, con b € U, existe un abierto V' de
T—a

X, con a €V tal que
F((V\{a})nA) CU,

es decir, para cada x € (V' \ {a}) N A, tenemos que f(z) € U.

Lema 4.69. Sean (X,dx) y (Y,dy) espacios métricos, A un subconjunto de
X,ae Ay f:X — Y, conbeY. Entonces lim f(z) = b si y sblo si
Tr—a

para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que para cada x € A, si 0 < dx(z,a) < 4§,
entonces dy (f(x),b) < e.

Demostracion. Supongamos que lim f(z) = b. Seae > 0. Como By, (b, €) es
Tr—a

un abierto de Y, existe un abierto V' de X, talquea € Vysixz € (V' \ {a})NA,
entonces f(x) € By, (b,€). Ahora, como V' es abierto de X, existe 6 > 0 tal
que By, (a,0) C V; ademas, (By,(a,d)\ {a}) N A C (V\{a}) N A. Por lo
tanto, si x € (Bay (a,d) \ {a}) N A, entonces f(z) € Ba, (b, ).

Ahora, sea U un abierto de Y con b € U. Existe € > 0 tal que By, (b,e) C
U. Por hipotesis, existe 6 > 0 tal que para toda © € AN (Byy,(a,0) \ {a}), se
tiene que f(z) € Bq, (b,e) C U. O
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Teorema 4.70. Sean X y Y espacios métricos, A un subconjunto de X,
f:A— Y una funcion y a € A’. Si el lim f(x) existe, entonces éste es tnico.
Tr—a

Demostracion. Supongamos que hay dos limites by, by con by # by. Luego,
existen U; y U, ajenos y abiertos de Y tales que by € Uy y by € Uy (vea el
ejercicio 16 de la pag. 56).

Por definicion de limite, existen V; y V5 abiertos de X tales que a € V1NV,
ysiz € (V;\{a}) N A, entonces f(z) € U;, para i € {1,2}.

Sea V =V N V5. Notemos que V' es un abierto de X con a € V. Luego,
siz € (V\{a}) N A, entonces f(x) € Uy NU; = (. Como esto es una
contradiccion, concluimos que by = bs. O

Teorema 4.71. Sean X y Y espacios métricos, f : A C X — Y una funcion
yaeA.

1. Si lim f(x) = b, entonces para cada sucesion {x,}2°, en A, tal que
r—a

lim xz,, = a, tenemos que lim f(z,) = b.
n—oo n—00

2. Si para toda sucesion {x,}22, en A, tal que lim z,, = a y la suce-
n—o0

sion { f(x,)}52, es convergente, entonces cada una de estas sucesiones
converge al mismo punto by lim f(z) = b.
r—a

Demostracion. 1. Sea {x,}>2, una sucesion de términos distintos en A tal

que lim x, = a. Sea U un abierto de Y con b € U. Por hipotesis, tenemos
n—o0

que lim f(x) = b. Luego, existe un abierto V' de X tal que a € V' y para cada
Tr—a

z € (V\{a})N A, se tiene que f(x) € U.

Por otro lado, como lim z,, = a, existe NV € N tal que para todo n > N,
n—oo

se tiene que x,, € (V'\ {a})N A. Luego, si n > N, entonces f(x,) € U, lo cual
significa que lim f(z,) ="b.
n—oo

2. Sean {x, }5°, v {yn}>2 | sucesiones en A tales que lim z,, = a = lim y,.

n—oo n—oo
Asi, lim f(x,) =py lim f(y,) = q. Mostraremos que p = q.
n—oo n—o0
Como la sucesion {zo,vo,-..,Tn,Yn, ...} converge a a, por hipdtesis

{f(z0), f(y0),...} y cualquier subsucesion suya convergen a algin z € Y.
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Es decir, lim f(z,) =zy lim f(y,) = z, por lo que p = z = q.
n—oo n—oo

El resto de la demostracion queda como ejercicio para el lector. O

Teorema 4.72. Sean X y (Y,dy) espacios métricos. Si f : A C X - Y
es una funcion, a € A’ y lim f(x) = b, entonces para todo ¢ > 0 existe un
r—a

abierto V' de X con a € V tal que para cada x,y € (V \ {a}) N A, se tiene
que dy (f(x), f(y)) <e.

Demostracion. Sea ¢ > 0. Como lim f(z) = by B (b, 5) es un abierto
r—a

de Y con b € B (b, %), existe un abierto V de X con a € V tal que si
z € (V\{a})NA, entonces f(z) € B(b,5).

Sean z,y € (V \ {a})NA. Luego, f(z) € B(b,5) vy f(y) € B (b, 5). Ahora,
notemos que dy (f(z), f(y)) < dy (f(x),0) +dy(f(y),b) < 5+ 5 =¢. O

Teorema 4.73. Sean X y (Y, dy) espacios métricos con (Y, dy) completo,
f:ACX — Y una funcion y a € A’. Si para cada £ > 0 existe un abierto
V tal que a € V y para cualesquiera z,y € (V' \ {a}) N A se cumple que
dy (f(z), f(y)) < e, entonces el }Ul_r)rlll f(z) existe.

Demostracion. Sea ¢ > (. Existe un abierto V de X con a € V, tal que
si z,y € (V\{a}) N A, entonces dy(f(x), f(y)) < e. Ahora, sea {x,}>>,
una sucesion en A que converge a a. Asi, existe N € N tal que si n > N,
entonces x, € (V' \ {a})NA. Luego, sin,m > N, entonces dy (f(x,), f(zm)) <
e. Por lo tanto, {f(z,)}>°, es una sucesion de Cauchy en Y. Como Y es
completo, tenemos que {f(z,)}32, es convergente. Por el teorema 4.71, el
}clgi f(z) existe. O

Corolario 4.74. Sean X y (Y, dy) espacios métricos con (Y, dy) completo,
f:AC X — Y unfuncién y a € A’. Entonces lim f(x) existe si y solo si para

r—ra

todo € > 0, existe un abierto V' de X cona € V, tal quesiz,y € (V \ {a})NA,
entonces dy (f(x), f(y)) < e.

Demostracion. La demostracion queda como ejercicio para el lector. ]

4.5 Ejercicios

1. Sean X un espacio métrico y {x,}>%, una sucesion en X. Demostrar
que si se suprime de la sucesion {z,}°°; un conjunto finito y arbitrario
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de sus términos y se conservan los restantes en el mismo orden relativo,
se obtiene una subsucesion {y,}°2; de {z,}°°;.

. Recordemos que una relacién de orden es una relaciéon binaria R

definida en un conjunto no vacio X tal que

(a) Para todo x € X : # R z (propiedad reflexiva);

(b) Paratodo z,y € X :six Ry yy R x, entonces x = y (propiedad
antisimétrica);

(c) Paratodo z,y € X :siz Ry yy R z, entonces x R z (propiedad
transitiva).

. Establece el concepto de subsucesion una relaciéon de orden sobre el
conjunto de todas las sucesiones en un conjunto no vacio X7 Justifique
su respuesta.

. Establece el concepto de reordenacion de términos una relacion de
equivalencia sobre el conjunto de todas las sucesiones en un conjunto
no vacio X7 Justifique su respuesta.

Sean {,}5°, {yn}5°, sucesiones en un espacio métrico tales que el
conjunto {n € N: z, # y,} es finito. Demostrar que ambas convergen
al mismo limite o ambas carecen de limite.

Sean X un espacio métrico y x € X. Demostrar que si {z,,}7°, es una
sucesion en X que converge a x, entonces el conjunto R(x,) U {z} es
compacto.

Demostrar que el rango de una sucesiéon convergente es relativamente
compacto. Dar un contraejemplo que revele que el reciproco no es cierto.

Sea {x,}>°, una sucesion en un espacio métrico X. Supongamos que:

(a) El conjunto R(z,) es relativamente compacto y admite un tnico
punto de acumulaciéon z € X.

(b) Para cada x € R(x,) el conjunto {n € N: x, = x} es finito.

Demostrar que {z,}>°, converge a z. Ademaés, probar que si {z,}>,
es convergente y R(x,) es infinito, entonces se cumple (a). También,
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

dar un ejemplo de una sucesion {z,}>2; en la que se cumple (a) y no
(b), pero que {z,}°°, sea convergente a z, y otro donde {x,,}°°; no sea
convergente.

Sea {x,}5%, una sucesion en R que tiene limite x. Probar que si y < z,
existe N € N tal que si n > N, entonces y < z,, .

Sea {x,}>° | una sucesion en R que tiene limite « # 0. Probar que existe
N € N tal que si n > N, entonces x,, tiene el mismo signo que x.

Sean {z,}5°, v {yn}>2, sucesiones en R tales que {z,}2, converge a
zy {y,}52, converge a y con x < y. Demostrar que existe N € N tal
que para cada n > N, se tiene que x,, < Y.

Sean {z,}7°, v {yn}>2, sucesiones en R tales que {z,}2, converge a
ry {y,}>2, converge a y con z, < y,. Demostrar que x < y. Dar un
ejemplo en el que x = y.

Sean {z,}7°, v {yn}o>, sucesiones en un espacio métrico X y = € X.
Probar las siguientes implicaciones:

(a) Si{z,}>2, converge a x y {d(x,,y,)}22, converge a 0, entonces
{yn}>2 | converge a z.

(b) Si {x,}2, converge a x y {y,}32, converge a x, entonces
{d(zn,yn)}22, converge a 0.

Demostrar que todo niimero real es el limite de una sucesion de términos
racionales.

Probar que una sucesion, cuyo rango es relativamente compacto, admite
una subsucesion convergente.

Sean {x, 22 1, {yn )02, v {zn}2, sucesiones en R tales que:
(a) Para cadan € N: z, <y, < z,,

(b) lim z, =z = lim z,.

Probar que {y,}>2, converge a z.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Una sucesion {z, }nen en R es divergente al infinito si para cada k > 0
existe N € N tal que si n > N, entonces |z,| > k.

(a) Pruebe que una sucesion divergente al infinito no puede ser con-
vergente.
(b) Dé un ejemplo de una sucesion real que no es convergente ni di-

vergente al infinito.

Probar que una sucesion creciente en R, cuyo rango no esta acotado
superiormente, es divergente al infinito.

Sea A un conjunto no acotado en R, demuestre que existen sucesiones
divergentes al infinito en A.

Demostrar que toda subsucesion de una sucesion divergente al infinito
es divergente al infinito.

Demostrar que, si toda esfera cerrada en un espacio métrico es compac-
ta, entonces el espacio métrico es completo.

Demostrar que toda subsucesion de una sucesion de Cauchy es de Cauchy.

Demostrar que las tinicas sucesiones de Cauchy en un espacio métrico
discreto son las semiconstantes (es decir, a partir de un momento, la
sucesion es constante).

Demostrar que todo espacio métrico discreto es completo.

Probar que toda sucesiéon de Cauchy, cuyo rango es finito, es semicons-
tante.

Demostrar que el conjunto derivado (se supone no vacio) de un conjunto
precompacto en un espacio métrico completo, es compacto.

Sea S un conjunto denso en un espacio métrico X, tal que toda sucesion
de Cauchy en S es convergente (no necesariamente en S). Demostrar
que X es completo.

Probar que, si todo conjunto cerrado y acotado de un espacio métrico
X constituye un subespacio completo, entonces X es un espacio métrico
completo.

La magia de los espacios métricos, Capitulo 4



Sucesiones, limites y espacios métricos completos 115

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Demostrar que toda n-celda en R™ es compacto.

Sea {z,}°° | una sucesi6n en un espacio métrico compacto. Demostrar
que la sucesion {x,}°; converge a x si y solo si toda subsucesion de
{z,}5°, convergente, converge a .

Sea {Ap, Ay, ...} una familia infinito numerable de conjuntos no vacios

en R”, tal que Ay es acotado, para todo k € N, se tiene que Aj es
oo

cerrado de X' y Apy1 C Ag. Demostrar que [ Ay es cerrado de X y no

k=1
vacio.

Sea {x,}22; una sucesion en R cuyo rango Ry es acotado. Definamos
la familia infinito numerable de conjuntos { R, Ry, ...} tal que para ca-
da n € N se tiene que R, es el rango de la sucesion {z,, Tpi1,- ..}
Construyamos un par de sucesiones reales {y,}>2; y {z,}52, tales que
para cada n € N: y, = inf R, y 2z, = sup R,,. Demuestre que {y,}5°, y
{zn}5°, son convergentes.

El Limite inferior de oscilacion y el limite superior de oscilacion de
{z,}2°, se definen y se escriben, respectivamente,

lim inf z, = lim g,
n—oo n—o0o

lim sup z, = lim z,.
n—oo n—oo

Probar que {z,}5°, es convergente si y solo si sus limites de oscilacion
son iguales, en cuyo caso, ése es el limite de {z, }nen-

Con el mismo planteamiento y notaciéon del ejercicio 30, demuestre que:

(a) A= ﬁ clx(R,) es no vacio.

n=0

(b) lim inf z,, =inf Ay lim sup x,, = sup A.
n—oo n—oo

Probar que toda sucesiéon en R™ cuyo rango es acotado, admite una
subsucesioén convergente.
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34

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

Sea X un espacio métrico tal que toda familia infinito numerable de

{clx(B(x1,1m1)), clx(B(za,72)), ...}

con r, = 0y clx(B(2nt1,7n41)) C clx(B(xy,1,)), para cada n € N,
tiene interseccion no vacia.

Probar que el espacio métrico X es completo.
Demostrar el reciproco del teorema 4.20.
. Es cierto el reciproco del inciso 5 del teorema 4.527

Probar que la unién en una familia infinito numerable de conjuntos
magros es un conjunto magro.

Demostrar que todo subconjunto de un conjunto magro es magro.

Probar que en R, el conjunto de los niimeros racionales Q es magro y
el de los nimeros irracionales R \ Q es de segunda categoria.

Sean X un espacio métrico y A, B subconjuntos X. Suponga que A es
abierto de X y que AN B es magro. Demostrar que clx(A)NB es magro.
Bajo estas mismas hipdtesis, /el conjunto clx(A N B) serd magro?

Sean X un espacio métrico y A, C' subconjuntos X con C' C A. Suponga
que A es abierto de X y que C' es compacto. Demostrar que existe r > 0
tal que para cada z € C' se tiene que B(z,r) C A.

Mostrar que el reciproco del Corolario 4.31 no es verdadero.

Sean X un espacio métrico, f: A C X — R funciones, a € A’. Supon-
gamos que el lim f(x) = b.
r—a

Demostrar que:

(a) Si b < ¢, entonces existe una vecindad V de a tal que para cada
z € (V\{a})N A se tiene que f(z) < c.

(b) Si b # 0, existe una vecindad V' de a tal que para cada x € (V'\
{a}) N A se tiene que f(z) tiene el mismo signo que b.
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44.

45.

46.

47.

Sean X un espacio métrico, f,g: A C X — R funciones, a € A’
Supongamos que lim f(z) = by y lim g(x) = bs.
Tr—a r—a

Demostrar que:

(a) Si by < be, existe una vecindad V' de a tal que para cada x €
(V'\ {a}) N A se tiene que f(z) < g(z).

(b) Si para una vecindad V' de a se cumple que para cada x € (V'\
{a}) N A se tiene que f(x) < g(z), entonces by < by.

Sean X un espacio métrico, f,g,h: A C X — R funciones, a € A" y
lim f(x) = lim h(x) = b. Probar que, si para cada = € A se cumple que
Tr—a r—a

f(z) < g(x) < h(z), entonces el :}:lgclb g(x) existe y es igual a b.

Sean X un espacio métrico, b € X y f: A C R — X una funcion.

Suponga que A no esta acotado superiormente. El limite de f en +o00

es b, denotado por lim f(z) = b, si para cada vecindad V de b existe
T—r00

un K > 0 tal que si z > K, entonces f(z) € V.

Sean X un espacio métrico y {z,}>°; una sucesion en X. Considere a la
sucesion {z,}>°; en X como una funcién f: N — X, donde para cada
n € N: f(n) = x,. Demuestre que

lim x, = lim f(n).
n—oo n—oo
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Capitulo 5

Funciones continuas

Este capitulo esta dedicado a las funciones continuas, se hace una revision
de las propiedades de tales funciones y su relacion con los espacios métricos.

5.1 Continuidad puntual

Comenzamos esta seccion con la nociéon de funcién continua en un punto de
un espacio métrico.

Definicién 5.1. Sean X y Y espacios métricos, a € A C X. Una funcién
f: A — Y es continua en a si para todo abierto V de Y con f(a) € V,
existe un abierto U de X con a € U tal que f(UNA) C V.

Ahora un lema que nos presenta la continuidad puntual desde una pers-
pectiva similar a la que se da en cursos iniciales de Célculo.

Lema 5.2. Sean (Xx,d) y (Y, dy) espacios métricos,a ¢ AC Xy f:A—=Y
una funcion. La funcién f es continua en a si y so6lo si para cada € > 0, existe
d>0tal quesiz € Ay dx(z,a) < J, entonces dy (f(z), f(a)) < e.

Demostracion. La demostracion queda como ejercicio para el lector. O

Enseguida un teorema que nos muestra que una funcién siempre sera
continua en un punto aislado, también nos presenta la nocién de continui-
dad puntual via un limite (de manera similar como en los cursos bésicos de

Calculo).

Teorema 5.3. Sean X y Y espacios métricos,a € AC Xy f: A—Y una
funciéon. Se cumple lo siguiente.

1. Si a es un punto aislado de A, entonces f es continua en a.

2. La funciéon f es continua en a siy solo si lim f(z) = f(a).
Tr—a

https://www.fcfm.buap.mx/publicaciones/libros 119


https://www.fcfm.buap.mx/publicaciones/libros

120 D. Herrera Carrasco, F. Macias Romero, L. A. Guerrero Méndez

Demostracion. Veamos 1. Sea V' un abierto de Y con f(a) € V. Como a es
un punto aislado de A, tenemos que a € A\ A’, por lo que existe un abierto

Ude X talqueaeUyUNA=/{a}. Luego, f(UNA) = f({a}) C V. Asi,

f es continua en a.

Veamos 2. Sea a € A’. Supongamos que f es continua en a. Veamos que
lim f(z) = f(a). Para esto, sea V' un abierto de Y con f(a) € V. Como la
T—ra

funcién f es continua en a, existe un abierto U de X con a € U tal que
f(UNA) c V. Notemos que, f(U\{a})NA) C f(UNA) C V. Luego,
f((U\{a}) N A) C V. Asi, por definicion, lim f(z) = f(a).
r—a
Ahora, sea a € A" y supongamos que lim f(x) = f(a). Por el lema 4.69 y
r—a

el lema 5.2, se obtiene que f es continua en a. O

La continuidad puntual también se puede abordar por medio de sucesiones
tal como los asegura el siguiente resultado.

Teorema 5.4. |6, Teorema 6.2 Sean X y Y espacios métricos, a € A C X y
f A=Y una funciéon. La funcién f es continua en a si y solo si para cada

sucesion {z,}5°, en X tal que lim z, = a, se tiene que lim f(x,) = f(a).
n—oo n—oo

Ahora, un teorema interesante sobre el limite de una composicién de fun-
ciones.

Teorema 5.5. Sean X, Y y Z espacios métricos y f : A C X — Y y

g: B CY — Z funciones tales que f(A) C B. Si para cada a € A’, se tiene

que lim f(z) = b € By g es continua en b, entonces lim(g o f)(x) = g(b).
z—a T—a

Demostracion. Primero, obsérvese que la funcion gof : A C X — Z existe.
Sea W un abierto de Z con g(b) € W. Como ¢ es continua en b, existe un
abierto V de Y con b € V tal que g(V N B) C W. Como V N B es un abierto
deYconbeVNBy C’1:1_1r>1(11 f(z) = b, existe un abierto U de X con a € U tal

que f((U\{a})NA) CcVNB. Asi,
g(f(U\{a})nA)) Ccg(VNB)CW,

es decir,
(go HWU\{a})nA) CW,
lo cual significa que ilir(ll(g o f)(x) = g(b). ]
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El siguiente teorema nos muestra que la composiciéon de funciones conti-
nuas es continua.

Teorema 5.6. Sean X y Y espacios métricos, a € A C Xy f: A=Y,
g : B — Z funciones. Si f es continua en a y g es continua en f(a), entonces
go f es continua en a.

Demostracion. Sia € A\ A’, entonces por 1 del teorema 5.3, tenemos que
go f es continua en a.
Sia € A, entonces por 2 del teorema 5.3 y el teorema 5.5, tenemos que

lim(g o f)(z) = lim g(lim f(x)) = g(f(a)) = (g o f)(a). Asi, nuevamente por
T—a T—a Tr—a
2 del teorema 5.3, concluimos que g o f es continua en a. [

5.2 Continuidad global

En esta seccién toca estudiar la continuidad de una funcién pero ya no en un
punto, sino en un conjunto.

Definicion 5.7. Sean X y Y espacios métricos, A C X y f: A — Y una
funcion. La funciéon f es continua en A si f es continua en cada a € A.

Si f es continua en su dominio decimos simplemente que f es continua.

El siguiente lema nos presenta una funcién continua que mide la distancia
desde un punto dado a todos los puntos del espacio métrico.

Lema 5.8. Sea (X, dx) un espacio métrico y a € X. La funciéon f: X — R
definida, para cada x € X, por f(z) = dx(z,a) es continua en X.

Demostracion. Sabemos que para cualesquiera zg,y € X se cumple que
|dx (o, @) — dx(y,a)| < dx(zo,y),

es decir, | f(zo) = f(y)| < dx(zo,y).
Sean ¢ > 0y § = e. Si dx(xo,y) < 9, entonces |f(xo) — f(y)| < 0 = e.
Esto significa que lim f(y) = f(xq). Por 2 del teorema 5.3, tenemos que f es
Yy—xo

continua en xy. Como esto sucede en cada punto xg € X, podemos concluir
que f es continua en X. O]
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Ahora un lema similar al inmediato anterior, nos presenta una funciéon
continua que mide la distancia desde un conjunto dado a todos los puntos del
espacio métrico.

Lema 5.9. Sean (X, dx) un espacio métricoy A C X. La funciéon g : X — R
definida, para cada x € X, por g(x) = dx(x, A) es continua en X.

Demostracion. Sabemos que para cualesquiera zg, x € X se cumple que
ldx(x, A) — dx(z9, A)| < dx(x,x0).

es decir, |g(z) — g(zo)| < dx(z,z0). Sean ¢ > 0y § = e. Si dx(z,z9) < 9,
entonces |g(z) — g(zo)] < § = ¢, por lo que lim g(x) = g(xp). Por 2 del
Tr—T0

teorema 5.3, para cada xy € X, tenemos que g es continua en xy. Como esto
sucede en cada punto zy € X, podemos concluir que g es continua en X. [J

Ahora, un teorema que nos dice que la composicion de funciones continuas
es continua.

Teorema 5.10. Sean X, Y y Z espacios métricos, f : A C X — Y y
g: B CY — Z tales que f(A) C B. Si f es continua en A y g es continua
en f(A), entonces g o f es continua en A.

Demostracion. Por el teorema 5.6, tenemos que g o f es continua en cada
punto de A. O

Existen proposiciones equivalentes de la continuidad de una funcién en un
conjunto tal como lo asegura el resultado siguiente.

Teorema 5.11. Sean X y Y espacios métricosy f : A C X — Y una funcion.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. La funcién f es continua en A.
2. Para cada abierto V de Y, se tiene que f~!(V') es un abierto de A.
3. Para todo cerrado V de Y, se tiene que f~1(V) es cerrado de A.

4. Para cualquier U C A se tiene que f (ANclx(U)) C cly(f(U)).
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Demostracion. Veamos que I implica 4. Sean U un subconjunto no vacio
de Ayy e f(Anclx(U)). Asi, existe x € ANclx(U) tal que f(z) = y.
Como z € clx(U), por el corolario 4.14, existe una sucesion {z,}>°, en U
que converge a x. Por otro lado, como x € A, por hipoétesis, tenemos que
f es continua en x. Asi, por el teorema 5.4, obtenemos que 7}1—{20 flz,) =
f(z). Obsérvese que para todo n € N, tenemos que f(z,) € f(U), es decir,
{f(x,)}22, es una sucesion en f(U) que converge a f(z). Por el corolario 4.14,
concluimos que y = f(x) € cly (f(U)). Asi, f(ANclx(U)) C cly (f(U)).

Notese que f(ANclx(U)) C cly (f(U)) equivale a que cly (f(ANclx(V))) =
cly (f(U)).

Veamos que 4 implica 3. Sea V un cerrado de Y. Por hipotesis,
fFANCx(f7(V) Cely(F(fTH(V)) Cely(V) =V,

por lo que ANeclx(f~4(V)) c f~1(V).
Ademas, f~H(V) = fFH(V)N A C cx(f7YV)) N A Asi, f7Y(V) =
Anclx(f~1(V)) y por lo tanto f~1(V) es cerrado de A.

Veamos que 8 implica 2. Sea V' un abierto de Y. Entonces Y\ V es cerrado
de Y. Por hipétesis, f~1(Y \ V) es cerrado de A. Ademaés,

FRYAV) =W\ fHV) = AN V),

por lo cual f~1(V) es abierto de A.

Veamos que 2 implica 1. Sea x € A. Supongamos que V es un abierto de
Y tal que f(z) € V. Por hipétesis, f~}(V) es un abierto de Ay z € f~1(V),
por lo que f(f~'(V)) C V, es decir, f es continua en cada punto de A, lo
cual significa que f es continua en A. ]

Las funciones continuas no envian conjuntos abiertos en conjuntos abier-
tos, ni conjuntos cerrados en conjuntos cerrados, a continuacién enunciamos
este hecho de manera méas formal.

Observacion 5.12. Sean X y Y espacios métricos, AC Xy f: A— Y una
funcion continua en A. Si U es abierto (cerrado) de A, no implica que f(U)
sea un abierto (cerrado) de Y.
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Un ejemplo dice mas que mil palabras.

Ejemplo 5.13. Sea f : [—1,1] — R definida, para cada x € R, por f(x) =
dg(z,0). Por el lema 5.8, tenemos que f es continua en [—1, 1]. Notemos que
(—1,1) es abierto de [—1,1] y que f(—1,1) =[0,1). Como [0, 1) no es abierto
de R, este es un ejemplo de que una funcién continua no envia abiertos en
abiertos.

La imagen inversa bajo una funcién continua de cualquier conjunto abierto
(cerrado) del codominio de la funcién es un conjunto abierto (cerrado) en el
dominio de la funcién.

Corolario 5.14. Sean X y Y espacios métricos, A un abierto (cerrado) de
Xy f:A—Y una funcién. La funcion f es continua en A si y sélo si para
cada abierto (cerrado) V de Y, se tiene que f~(V) es un abierto (cerrado)
de X.

Demostracion. La demostracion queda como ejercicio para el lector. O

Ahora, es momento de conocer uno de los conceptos més importantes en
Topologia, es un tipo de funcién especial que, cuando existe, indica que dos
espacios métricos son equivalentes, topolégicamente hablando.

Definicién 5.15. Sean X y Y espacios métricos. Un homeomorfismo es una
funcion biyectiva y continua h : X — Y tal que h™! : Y — X es continua. Dos
espacios métricos son homeomorfos si existe un homeomorfismo h: X — Y
y lo denotamos por X ~ Y.

Veamos un par de ejemplos clasicos de homeomorfimos, el primero nos dice
que cualquier intervalo abierto es homeomorfo al intervalo (0, 1), el segundo
nos dice que R es homeomorfo a a un intervalo abierto contenido en R.

Ejemplo 5.16. Sean a,b € R con a < b. La funciéon f: R — R definida, para
cada x € R, por f(r) = §=2, es biyectiva, continua y tiene funcién inversa
7! definida, para cada z € R, por f~'(x) = (b — a)x + a, que también es
continua. Como f((a,b)) = (0, 1), tenemos que la restriccion de f al intervalo

(a,b) es un homeomorfismo, es decir, (a,b) es homeomorfo a (0, 1).

Ejemplo 5.17. La funcién f: (=3, %) — R definida, para cada = € R, por
f(z) = tan z, es biyectiva, continua y tiene funcion inversa f~! definida, para
cada r € R, por f~1(x) = arctan(z), que también es continua. Asi, f es un
homeomorfismo entre (—%,%) y R.
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En la clase de los espacios métricos, el ser homeomorfos es una relacién
de equivalencia (véase la definicion 1.26), es decir, si X, Y,y Z son espacios
métricos, se cumple lo siguiente:

1. X ~ X (propiedad reflexiva);
2. si X =Y entonces Y ~ X (propiedad simétrica);
3.si X Y yY ~Z entonces X ~ Z (propiedad transitiva).

Ejemplo 5.18. En el ejemplo 5.17 vimos que R es homeomorfo a (-7, 7).
Por otro lado, por el ejemplo 5.16 con a = —5 y b= 7, tenemos que (-7, 5)
es homeomorfo a (0, 1). Luego, por la propiedad transitiva de los homeomor-
fismos, tenemos que R es homeomorfo a (0, 1).

Definicion 5.19. Un arco es un espacio métrico homeomorfo al intervalo
[0,1]. Sean J un arco, p,q € Jy h:[0,1] = J un homeomorfismo. Suponga-
mos que h(0) =py h(l) = q. Los puntos p y ¢ se llaman puntos extremos
de J y en este caso se dice que J es un arco que va de p a ¢q. Un espacio
métrico X es arco conexo si para todo x,y € X con x # y, existe un arco
que va de = a y.

Ahora veamos qué es una extension de una funcién en un conjunto.

Definicion 5.20. Sean X y Y espacios métricos, AC BC Xy f: A=Y
una funciéon continua. Una extension de f en B es una funcién continua
g : B — Y tal que para todo x € A, se tiene que f(z) = g(z), es decir,

gla=rf.

Si dos funciones tienen el mismo dominio y el mismo codominio, enton-
ces la coleccion de imégenes que coinciden entre ambas funciones forman un
conjunto cerrado.

Lema 5.21. Sean (X,d) y (Y, dy) espacios métricos, AC Xy f,g: A=Y
funciones continuas en A. El conjunto

B={reA: f(x) =g(x)}

es cerrado de A.
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Demostracion. Sea h : A — R definida, para cada x € A por h(x) =
dy(f(x),g(x)). Veamos que h es una funcion continua en A. Para esto, sean
e>0ya€ A Como fy g son continuas en a, existe 6 > 0 tal que si
dx(v,a) < 9§, entonces dy(f(z), f(a)) < 5y dy(g(x),g(a)) < 5. Luego, si
dx(z,a) < 0, entonces

h(x) = h(a)] = [dy(f(z),9(x)) = dv(f(a),g(a))]

< dy(f(2),9(a)) +dy(9(z), g(a))
< fiioe

por lo que lim h(z) = h(a). Por 2 del teorema 5.3, para cada a € X, tenemos
Tr—a

que h es continua en a, concluyéndose asi que h es continua en A.
Ahora, como {0} es cerrado de R y h es continua en A, por 3 del teorema
5.11, tenemos que h~'({0}) es cerrado de A, es decir

hH{0}) ={z € A:dy(f(2),9(x)) =0} = {z € A: f(z) = g()}
es cerrado de A. O

Lema 5.22. Sean X y Y espacios métricos y A C X. Si f,g: clx(4) = Y
son funciones continuas en clx(A) y f|4 = g|a, entonces para cada = € clx(A)

se cumple que f(z) = g(z).

Demostracion. Sea B = {z € clx(A) : f(x) = g(x)}. Por el lema 5.21,
el conjunto B es cerrado de clx(A). Notemos que A C B C clx(A). Luego,
clx(A) C clx(B) = B C clx(A). Asi, clx(A) = B y por lo tanto, para cada
x € clx(A), se tiene que f(z) = g(z). O

Teorema 5.23. Sean X y Y espacios métricos, A C X y f: A — Y una

funcion continua en A. Existe una funcion continua g : clx(A) — Y tal que

gla = f siy solo si para cada a € A existe lim f(z). Ademas, g es tnica.
Tr—a

Demostracion. Supongamos que existe una funcién continua g : clx(A) —

Y tal que g|a = f. Veremos que si a € A’, entonces el lim f(z) existe. Para
Tr—a
esto, sea a € A’. Notemos que lim Id(z) = lim z = a. Como g es continua en
r—a Tr—a

a € clx(A), por el teorema 5.5, tenemos que lim(g o Id)(x) = ¢g(lim Id(z)) =
Tr—a Tr—a
g(a). Por otro lado, como para todo = € A, tenemos que (g o Id)(z) = f(z),
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tenemos que lim(g o Id)(z) = lim f(z). Luego, lim f(x) = g(a). Asi, hemos
T—a T—a r—a

demostrado que el lim f(z) si existe.
Tr—a

Ahora, supongamos que para cada a € A’ el lim f(x) existe. Veremos que
r—a

existe una funcion continua g : cly(A) — Y tal que g|a = f, y que ademas, g
es unica. Para esto, sea g : cly(A) — Y definida, para cada a € clx(A), por

fla) sia€ A,
g9(a) =9 | . :
lim f(z) siae A,
r—a
(recuerde que clx(A) = AU A').
Notemos que si a € AN A, por un lado g(a)
lim f(z). Como f es continua en a, lim f(x) =
T—a Tr—a

= f(a) y por otro g(a) =
f(a), por lo que la funcion
esté bien definida.
Veamos que g es continua en cly(A). Para esto, sea a € clx(A). Si a es un
punto aislado de A, por I del teorema 5.3, tenemos que g es continua en a.
Sia € A, por definicién de g tenemos que glgr(lz f(x) = g(a). Sea V un

abierto de Y tal que g(a) € V. Existe r > 0 tal que B (g(a),r) C V. Como
lim f(xz) = g(a), por definicion, existe un abierto U de X con a € U tal que
T—a

fF((UNA{ay) N A) C B(g(a),r) Ccly(B(gla),r)) C V.

Sea B = U\ {a}. Luego, f(BNA) C cly(B (g(a),r)). Sea z € BNclx(A)
y sea W un abierto de X con z € W. Como B es abierto de X, tenemos que
WnN(BNA) =WnNB)NAH#WD, pues z € clx(A). Asi, z € clx(BNA) =
(BNA)U(BNA).Size BNA, f(z) € f(BNA) Ccly(B(g(a),r)) C V.
Asi, si z € A, entonces f(z2) =g(z) € V.

Por otro lado, si z € (BN A) C A’, tenemos que el glgl_}H; flz) = g(2).

Sea {x,}22, una sucesion en B N A que converge a z. Luego, {f(z,)}52, =
{g(z,)}52, converge a g(z). Ademas, f(z,) € f(BN A), por lo que g(z) €
cy (f(BNA)) C cly(B(g(a),r)) C g((U\ {a}) Neclx(A)) C V, por lo que
g(z) € V y asi lim g(z) = g(a). Por lo tanto, g es continua en a.

Tr—a

Mostremos ahora que si existe g : clx(A) — Y tal que g|4 = f|a, entonces
es tnica. Para esto, supongamos que hay otra funcion continua h : clx(A) —
Y tal que h|s = f|a = g|a. Como g y h son continuas en cly(A), por el lema
5.21, para todo z € clx(A) tenemos que h(z) = g(z). Asi, g es tnica.

O]
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5.3 Continuidad en espacios métricos compac-
tos

En esta seccion se revisa la influencia que tienen las funciones continuas en
los conjuntos compactos. Uno de los resultados mas relevantes es que la com-
pacidad se preserva bajo funciones continuas, tal como lo asegura el resultado
siguiente.

Teorema 5.24. Sean X y Y espacios métricos. SiAC X, f: A — Y es una
funcion continua y A es compacto, entonces f(A) es compacto.

Demostracion. Sea C una cubierta abierta de f(A). Luego, f(A) C U B.
BeC
Como todo B € C es abierto de Y y f es continua en A, para todo B € C

tenemos que f~!'(B) es abierto de A. Luego, para todo B € C, existe un
abierto U de X tal que f~}(B) = ANU. Sea

G={U: U es abiertode X y f '(B) = ANU, para B € C}.

Veamos que G es una cubierta abierta de A, es decir, que A C |J U.
Ueg

Para esto, sea © € A. Luego, f(z) € f(A) C |J B. Asi, existe B; € C tal
BeC

que f(xr) € By. Por lo tanto, z € f~1(B;) = ANU, para U, € G. As,

x €Uy C |J U. Por lo tanto, G es una cubierta abierta de A.
Ueg

Ahora, como A es compacto, existen Uy, ..., U, € G tales que A C |J U;.
i=1
Notemos que para todo i € {1,2,...,m}, tenemos que f~}(B;) = ANU,.
Veremos que f(A) C |J B;. Seay € f(A). Existe x € A tal que y = f(x).
i=1

Como A C | U;, existe U; tal que z € U;. Luego, x € ANU; = f~HB;).
i=1
Asi, y = f(x) € B; C |J B;. Por lo tanto, f(A) C |J B;. Como {Uy,...,Upn}
i=1 i=1
es una subcubierta finita de C concluimos que f(A) es compacto. O

Corolario 5.25. Sean X y Y espacios métricos, A un subconjunto compacto
de X y f: A — Y una funcion continua. Si U es cerrado de A, entonces f(U)
es cerrado de Y.
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Demostracion. Sea U un cerrado de A. Como A es compacto, tenemos que

U es compacto. Por el teorema 5.24, tenemos que f(U) es compacto. Asi,
f(U) es cerrado de Y. O

Teorema 5.26. Sean X y Y espacios métricos y A un subconjunto compacto
de X.Si f: A— f(A) CY es una funcion inyectiva y continua, entonces
/7t f(A) — A es continua.

Demostracion. Sea U un cerrado de X. Obsérvese que como f es biyectiva,
tenemos que (f1) ' (U) = f(U) = f(UNA). Como U es cerrado de X, f es
continua y A es compacto, entonces f(U) es cerrado de Y. Asi, f(UNA) =
FU)N F(A) es cerrado de f(A). Luego, (f~1) " (U) es cerrado de f(A). Por
lo tanto, f~! es continua. O

Corolario 5.27. Sean X y Y espacios métricos. Si X es compactoy f: X —
Y es una funciéon biyectiva y continua, entonces f es un homeomorfismo.

Demostracion. Como f es continua en X y X es compacto, por el teorema
5.24, tenemos que f(X) es compacto. Luego, por el teorema 5.26, tenemos que
f~1: f(X) — X es continua, por lo tanto, por la definicién 5.15, concluimos
que f es un homeomorfismo. ]

Lema 5.28. Si A es un subconjunto compacto de R, entonces A tiene maximo
y minimo.

Demostracion. Si A es un subconjunto compacto de R, entonces A es acota-
do. Luego, el sup A existe, con sup A € A’. Como A es cerrado de R, tenemos
que A" C clg(A) = A. Asi, supA € A. De forma similar, existe inf A, y se
puede ver que inf A € A, concluyendo que todo conjunto compacto contenido
en R tiene maximo y minimo. ]

Definicion 5.29. Sean X un espacio métricoy f: A C X — R una funcion.
La funcion f alcanza el maximo absoluto en p € A si para cualquier a € A,
se tiene que f(a) < f(p). La funciéon f alcanza el minimo absolutoen g € A
si para todo a € A, se tiene que f(q) < f(a).

Teorema 5.30 (Weierstrass). Si A es un subconjunto compacto de un espacio
métrico X y f : A — R es una funcién continua, entonces f alcanza su
méximo absoluto y su minimo absoluto en A.
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Demostracion. Si f : A C X — R es continua y A es compacto, entonces
f(A) es compacto. Por el lema 5.28, tenemos que f(A) tiene maximo y mi-
nimo, es decir, existen p,q € A tales que para todo a € A, se cumple que

fp) < fla) < f(q). O

Como consecuencia, si A es un subconjunto compacto de un espacio mé-
trico X con métrica dx, consideramos f : A — R definida, para cada = € A,
por f(z) = dx(zo, ), para algin zy € A. Por el lema 5.8, tenemos que f es
continua. Luego, por el teorema 5.24, tenemos que f(A) es compacto, por el
lema 5.28, existe ¢ € A tal que f(q) < f(a), para todo a € A. De acuerdo a
la. definicion 2.35, tenemos que dx(xg,q) = dx(zo, A). Supongamos ademaés
que B es un subconjunto compacto de X. Sea g : A — R definida, para
cada x € A, por g(z) = dx(x, B). Como g es continua, por el teorema 5.24,
tenemos que g(A) es compacto, y asi g alcanza su maximo y su minimo en
A, es decir, existe g € A tal que para cada a € A, se cumple que g(q) < g(a);
ademaés, ya que B es compacto, existe b € B tal que dx(q, B) = dx(q,b), por
lo que dx(q,b) = dx(A, B).

Lema 5.31. Sea (X, dx) un espacio métrico. Si A y B son subconjuntos de
X tales que A es compacto, B es no vacio y cerrado de X y AN B = (),
entonces dx (A, B) > 0.

Demostracion. Como A es compacto, existe ¢ € A tal que dx(q,B) =
dx(A, B). Ahora, como A y B son ajenos, tenemos que ¢ ¢ B = clx(B),
pues éste es cerrado de X. Asi, dx(q,clx(B)) = dx(¢,B) > 0, por lo que
dx (A, B) > 0. O

Observacion 5.32. Si A y B son cerrados y ajenos, puede suceder que
dx(A,B) =0.

5.4 Continuidad en espacios métricos conexos

Ahora toca el turno de revisar la influencia que tienen las funciones continuas
en los conjuntos conexos. Uno de los resultados mas importantes es que la co-
nexidad se preserva bajo funciones continuas, tal como lo asegura el resultado
siguiente.

Teorema 5.33. Sean X y Y espacios métricos. Si A es un subconjunto conexo
de Xy f: A— Y es una funcion continua en A, entonces f(A) es conexo.
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Demostracion. Supongamos que f(A) no es conexo. Existe V' C f(A) tal
que V # () y V es abierto y cerrado de f(A). Asi, existen un abierto V; de
Y y un cerrado V5 de Y tales que V=V N f(A) = Vo N f(A). Como [ es
continua, f~1(V}) es abierto de Ay f~1(V3) es cerrado de A. Ademés,

7ty =

A
f
= f _1(
= [
por lo que f~}(V) C A es abierto y cerrado de A. Luego, A no es conexo. [
Veamos algunas consecuencias de este teorema.

Corolario 5.34. Sea X un espacio métrico.

1. Si A es un subconjunto conexo de X y f : A — R es una funciéon
continua en A, entonces f(A) es un intervalo.

2. Si I es un intervalo contenido en Ry f : I C R — R es una funcién
continua en I, entonces f(/) es un intervalo.

3. Si A es un subconjunto compacto y conexode X y f: A C X - R
es una funcion continua en A, entonces f(A) es un intervalo cerrado y
acotado.

4. Sia,beRcona<by f:|a,b — R es una funcién continua, entonces
f([a,b]) es un intervalo cerrado y acotado.

5. Sia,b,c,d € Rcona<by f:la,bl — [c,d] es una funcion continua y
biyectiva, entonces f((a,b)) = (¢, d).

6. Sean A es un subconjunto conexo de X y f : A — R una funciéon
continua en A. Si para a,b € A se tiene que f(a) < ¢ < f(b), con
¢ € R, entonces existe ¢ € A tal que f(c) = .

7. Sean A es un subconjunto conexo de X y f : A — R una funcion
continua en A. Si para a,b € A se tiene que f(a) y f(b) tienen signos
opuestos, entonces existe ¢ € A tal que f(c) = 0.
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8. Cualquier conjunto conexo con mas de un punto es infinito pero no es
infinito numerable.

9. Sea A un subconjunto de X. Entonces A es conexo si y s6lo si para cada
funcion continua f: A — R, se cumple que f(A) es un intervalo.

10. Si f : R — R es una funcién biyectiva y continua, entonces f es un
homeomorfismo.

Demostracion. El inciso 1 se sigue del inciso 8.

2. Por el teorema 3.65, el intervalo I es un conjunto conexo, asi, por el
inciso 1 tenemos que f(I) es un intervalo.

3. Por el inciso I como A es conexo, tenemos que f(A) es un interva-
lo, ademés, como A es compacto, por el teorema 5.24, tenemos que f(A) es
compacto. Ahora, como f(A) C R, por el teorema 3.39, tenemos que f(A) es
cerrado y acotado.

4. Por el teorema 3.65, tenemos que [a, b] es conexo. Ahora, como [a, b] es
un subconjunto de R y [a, b] es cerrado y acotado, por el teorema 3.39, tene-
mos que [a, b] es compacto. Luego, por el inciso 3, concluimos que f([a,b]) es
cerrado y acotado.

5. Se deja como ejercicio.

6. Como f es continua y A es conexo, por el inciso 1, tenemos que f(A) es
un intervalo. Ademas, f(a), f(b) € f(A) y f(a) < < f(b). Asi, ¢ € f(A).
Luego, existe ¢ € A tal que f(c) =¢.

7. Como f(a) y f(b) tienen signo contrario podemos suponer, sin pérdida
de generalidad, que f(a) < 0 < f(b). Luego, por el inciso 3, existe ¢ € A tal

que f(c) =0.

8. Sea f : A — R definida, para cada = € A, por f(z) = dx(z,xg), con
xo € A. Por el lema 5.8, tenemos que f es continua. Ahora, como A es conexo,
por el inciso 1, tenemos que f(A) es un intervalo. Ademaés, existe b € A, con

b # xy tal que f(zg) = 0 < dx(b,x0) = f(b). Luego, f(A) es no singular.
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Existe [a,b], con a < b, contenido en f(A). Tenemos que f(A) es infinito
pero no es infinito numerable. Luego, como f : A — f(A) es suprayectiva,
concluimos que A es infinito pero no es infinito numerable.

9. Supongamos que A no es conexo. Existen conjuntos U y V', abiertos y
cerrados de A, ajenos y ambos no vacios cuya unién es A. Sea f : A - R
definida, para cada x € A, por

0 sizel,
f(x)_{l sixzeV.

Si W es un abierto de R, es posible que
1. 0,1 e W,

2. s6lo 0 € W,
3.s0loleW
4.0,1¢W.

Si sucede lo primero, f~'(W) = A; si suceden lo segundo o lo tercero,
f7YW) = U 6 fY(W) = V respectivamente. Por tltimo, si 0,1 ¢ W,
entonces f~1(TW) = (. En todos estos casos, f~1(W) es un abierto de A, por
lo que f es continua. Ahora notemos que f(A) = {0,1} no es conexo, y por
lo tanto f(A) no es un intervalo.

La proposicion reciproca queda como ejercicio para el lector.

10. Si A es un abierto de R, entonces existe una familia de intervalos

abiertos C tal que A = |J I, por lo que f(A) = | f(I). Para cada I € C,
IeC IeC
por 5, f(I) es un intervalo abierto. Luego f(A) es abierto de R. Queda como

ejercicio para el lector mostrar que esto implica que f~! es continua.
]

5.5 Continuidad uniforme

La continuidad uniforme es también muy importante e interesante cuando se
estudian los espacios métricos, por esta razén dedicamos esta tltima seccidon
del libro a este concepto.
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Definicion 5.35. Sean (X, dx) y (Y, dy) espacios métricos, A C Xy f: A —
Y una funcién. La funcién f es uniformemente continua en A si para cada
e > 0 existe § > 0 tal que para cualesquiera z,y € A, si dx(x,y) < J, entonces

dy (f(x), f(y)) <e.

Lema 5.36. Sean X y Y espacios métricos.

I.STAC Xy f:A—=Y eslafunciéon definida para cada x € A por
f(z) = b, para algin b € Y, entonces f es uniformemente continua.

2. La funcioén identidad f : X — X es uniformemente continua.

3. Si X es un espacio métrico discreto y f : X — Y es una funcion,
entonces f es uniformemente continua.

Demostracion. Mostraremos que el inciso & es verdadero.

Como X es un espacio métrico discreto, la métrica para X es la funciéon
D definida, para cualesquiera x,y € X, por

1 siz#uy,
D(z,y) = { .
0 siz=uy.
Sean € > 0y dy lamétrica paraY. Parad < lyx,y € A,si D(x,y) < <
1, entonces D(z,y) = 0, lo cual implica que = = y, es decir, dy (f(z), f(y)) <
€.

Los incisos 1 y 2 quedan como ejercicio para el lector. O

Definicion 5.37. Sean (X, dy) y (Y, dy) espacios métricosy f: AC X — Y
una funcién. La funcion f satisface la condicion de Lipschitz en A si existe
k > 0 tal que para cualesquiera x,y € A, se cumple que dy(f(x), f(y)) <

k’dx(flf,y>

Observacion 5.38. Si f satisface la condicién de Lipschitz, entonces f es
uniformemente continua (dado € > 0, elegir § = ). Notese sin embargo
que la afirmacion reciproca es falsa. Por ejemplo, consideremos la funciéon
g: (R,D) — (R,||) definida, para todo x € R, por g(z) = z, donde D es
la métrica discreta. Sabemos que ¢ es uniformemente continua. Supongamos
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que satisface la condicion de Lipschitz, es decir, que existe £ > 0 tal que para
todo z,y € R, se cumple que |g(z) — g(y)| < kD(x,y). En particular, para
r>kyy=0,

l9(z) —g(y)| = 2]
< kD(zx,0)
= k
<

lo cual significa que = < z, lo cual es una contradiccion.

Es claro que si una funciéon f es uniformemente continua, entonces f es
continua; sin embargo, el reciproco no es cierto, dar un ejemplo.

Teorema 5.39. Sean (X, dx) un espacio métrico, A un subconjunto de X
y a € A. La funciéon ¢ : A C X — R definida, para cada x € X, por
g(x) = dx(z,a) es uniformemente continua.

Demostracion. Para mostrar que g es uniformemente continua, veremos
que g satisface la condicién de Lipschitz. Sean =,y € A. Notemos que

l9(z) — 9(y)| = ldx(z,a) — dx(y,a)| < dx(z,y).

Luego, g satisface la condiciéon de Lipschitz para k = 1, por lo que g es
uniformemente continua. O]

Teorema 5.40. Sean X, Y y Z espacios métricosy f: A C X - Y y
g: B CY — Z funciones, con f(A) C B. Si f es uniformemente continua
en A y g es uniformemente continua en B, entonces g o f es uniformemente
continua en A.

Demostracion. La demostracion queda como ejercicio para el lector. O

Corolario 5.41. Sean X, Y y Z espacios métricos. Si f: A C X — Y es
una funcién uniformemente continua en A y B es un subconjunto no vacio de
A, entonces f|p es uniformemente continua en B.

Demostracion. La demostracion queda como ejercicio para el lector. [
Teorema 5.42. Sean X y Y espacios métricosy A C X. Si f: A — Y es

uniformemente continua y A es precompacto, entonces f(A) es precompacto.
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Demostracion. Sea ¢ > 0. Existe § > 0 tal que para todo =,y € A, si
dx(z,y) < 6, entonces dy (f(z), f(y)) < e. Como A es precompacto, existen

x1,..., T, € A tales que A C |J B (z,9).

i=1
Seay € f(A). Luego, existe z € A tal que f(x) = y. Ademas, existe un j €
{1,...,n} tal que x € B(x;,0). Luego, dx(z,z;) < 0y asi dy(f(x), f(z;)) <
g, por lo que f(z) =y € B(f(xz;),¢), de donde f(A) C |J B(f(xj),e). Asi,
=1

j
f(A) es precompacto. O

Teorema 5.43. Sean X y Y espacios métricosy A C X. Si f: A — Y es
uniformemente continua en A y {z,}>%, es una sucesion de Cauchy en A,
entonces { f(z,)}>2, es una sucesion de Cauchy en f(A).

Demostracion. Dado € > 0, existe § > 0 tal que si dx(x,y) < d, entonces
dy (f(z), f(y)) < e. Ademés, como {z,}2, es de Cauchy, existe un N € N
tal que si n,m > N, entonces dx(zn,xy,) < d. Luego, dy (f(x,), f(xm)) < &,
por lo que {f(x,)}52, es de Cauchy. O

Teorema 5.44 (Heine). Sean X y Y espacios métricos. Si A es un subcon-
junto compacto de X y f: A — Y es una funcién continua en A, entonces f
es uniformemente continua en A.

(%)

, existe r, > 0 tal que si

a)) < 5 (I). Luego, A C

Demostracion. Sean ¢ > 0y a € A. Para
x € (B(a,rqe) \ {a}) N A, entonces dy(f(z), f

T .
U B (a, E“) Como A es compacto, existen aq,...,a, tales que
acA

N

Ac OB (a%) .
=1

o T—n} Sean z,y € A tales que dx(z,y) < §. Existe

Sea § = {—
ea min g =, 3

j€{l,...,n} parael cual x € B <aj, %) Asi,

IA
L
>
=

dx(y, a;) z) + dx(z, aj)

A

>,

+
|

IN
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implicandose que y € B (a;, ;).
Por (I) ya sabemos que dy (f(z), f(a;)) < %. Ademas, dy (f(y), f(a;)) <

%. Luego,
dy (f(z), f(y)) < dy(f(z), f(a;)) +dy(f(y), f(a;))
< g,
concluyéndose lo que se queria. O

Corolario 5.45. Sean X y Y espacios métricos y A un conjunto relativamente

compacto contenido en X. Si f: A — Y es una funcién continua en A y para

cada xg € A’ el lim f(x) existe, entonces f es uniformemente continua.
T—T0

Demostracion. Por el teorema 5.23, existe una funciéon continua
g : clx(A) = Y tal que g(z) = f(z) para cada = € A. Como A es re-
lativamente compacto, cly(A) es compacto y por el teorema de Heine g es
uniformemente continua en clx(A). Asi, gold = f es uniformemente continua
en A. Luego, por el corolario 5.41, tenemos que g4 = f es uniformemente
continua. O]

Teorema 5.46. Sean X y Y espacios métricos tales que Y es completo,
f:AC X — Y una funcion y a € A’. Si a cada € > 0 corresponde un
conjunto abierto S de A con a € S tal que para todo z,y € (S\ {a})NA:

dY(f(aj)a f(y)) <g,
entonces existe el limite de f en el punto a.
Demostracion. La demostracion queda como ejercicio para el lector. O

Lema 5.47. Sean X y Y espacios métricos tales que Y es completo y A un
subconjunto de X. Si f: A — Y es una funcién uniformemente continua en
A, entonces para cada a € A" el lim f(z) existe.

Tr—a

Demostracion. Como f es uniformemente continua, dado ¢ > 0, existe
0 >0 tal quesi z,y € Ay dx(x,y) < 9, entonces dy(f(z), f(y)) < . Sean
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z€ Ay S = B(z3%). Para cualesquiera 2,y € AN (S\ {a}), se tiene que
dy(z,a) < 3 ¥ dy (4.) < 3. Luego.

dX(:L‘7y) S dX(l’)a)+dX(a7y)
< 0.

Asi, dy (f(x), f(y)) < e. Por el teorema 5.46, el lim f(z) existe. O

r—a

Teorema 5.48. Sean X y Y espacios métricos tales que Y es completo y
A un subconjunto de X. Si f : A — Y es uniformemente continua en A,
entonces existe una tnica funciéon uniformemente continua ¢ : cly(A4) — Y

tal que gla = f.
Demostracion. Aplicar Lema 5.47 y el Teorema 5.23. [

5.6 Ejercicios

1. Demostrar el reciproco del inciso 2 del teorema 5.3.
2. Sean a,b € R, con a < b. Demostrar que [0, 1] =~ [a, b].

3. Sean X y Y espacios métricos, f: X — Y una funciéon y a € X. Probar
que f es continua en a si y solo si para cada vecindad V' de f(a) se tiene
que a € intx(f~H(V)).

4. Sean X un espacio métrico, A un subconjunto de X y f: A — R una
funcion continua en A. Demostrar que sia € Ay ¢ € R con f(a) < ¢,
entonces existe una vecindad V' de a tal que para cada x € ANV se
cumpla que f(z) < c.

5. Sean X un espacio métrico, a € A C X y f: A — R una funcién
continua en A. Suponga que para toda vecindad V' de a existen z,y €
V' N A tales que f(x), f(y) son de signos contrarios. Demuestre que

f(a) =0.

6. Sean X un espacio métrico, A un subconjunto de X y f: A — R una
funcién cuyo rango es acotado. Para a € A, se define la oscilacion de
f en a como

we(a) =mf {f(VNA):V es una vecindad de a} .
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Demuestre las propiedades siguientes

(a) f es continua en a € A siy solo si wy(a) = 0.

(b) Si @ € R, el conjunto B, = {z € A: ws(z) < a} es abierto del
subespacio A.

(c) El conjunto D = {x € A: f no es continua en x} puede expresarse

Ccomo
[eS)
p={Jn.
n=1

donde cada D, es cerrado del subespacio A.

7. Sean X y Y espacios métricos, A un subconjuntode X y f: A — Y una
funcién continua en A. Probar que para cualquier b € Y, el conjunto
B ={x € A: f(x) = b} es cerrado del subespacio A.

8. Sea f : R — R una funcién continua en R. Demostrar que el conjunto
de las raices de la ecuacion f(x) = 0 es cerrado de R.

9. Sean X y Y espacios métricos. Probar que, si X es un espacio métrico
completo, f : X — Y es una funcién continua en X y {z,}>°; es
una sucesion de Cauchy en X, entonces {f(x,)}>2, es una sucesion de
Cauchy en Y.

10. Sean X un espacio métricoy f : X — R una funciéon. Demostrar que f
es continua en X si y solo si, para todo a € R, los conjuntos

A, ={zr e X: f(x) < a}
B,={zxe X : f(zx) > a}
son abiertos de X.

11. Sea X un espacio métrico. Probar que si A y B son conjuntos no vacios,
ajenos y cerrados de X, entonces existen conjuntos U y V ajenos y
abiertos de X tales que ACUy BCV.

12. Sean (X,dx) y (Y,dy) espacios métricos siendo (X,dx) completo y
f : (X,dx) — (Y,dy) una funcién continua en (X,dx). Para todo
x,y € X sea

D(z,y) = dx(x,y) + dy (f(2), [(y))-
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

Demostrar que D es una métrica en X y que el espacio métrico (X, D)
es completo. Deducir ademas que los espacios métricos (X, dx) y (X, D)
son homeomorfos. Demuestre que f: (X, D) — (Y, dy) es uniformemen-
te continua en (X, D).

Sean X y Y espacios métricos y f : X — Y una funcién continua y
suprayectiva en X. Demostrar que, si S es un conjunto denso en X,
entonces f(S) es denso en Y.

Sean X y Y espacios métricos. Demostrar que una funcion f: X — Y
es continua en X si y solo si para todo subconjunto B de Y, se tiene
que

f(inty (B)) C intx(f~'(B)).

Sean X y Y espacios métricos y A un subconjunto de X. Demostrar
que una funcion f : A — Y es continua en A si y sélo si para todo
subconjunto S de Y se tiene que

S (intx (S)) C [X \elx (A\ f7H(S)] N A.

Sean X y Y espacios métricos, A y B subconjuntosde Xy f: A —Y,
g : B — Y funciones continuas en A y B, respectivamente. Supongamos
que para todo x € AN B se cumple que f(x) = g(x). Seah: AUB =Y
una funcién definida, para todo x € AU B, por

o) = flx) sixze A,
") {g(m) six e B.

Disciitase la continuidad de h en A U B y proporcione un ejemplo que
indique que h puede no ser continua. ;Qué hipdtesis conviene anadir
para asegurar la continuidad de h en AU B?

Sean X y Y espacios métricos y A un subconjunto de X. Probar que
f: A=Y esuna funcién continua en A siy solo si para todo y € f(A)
y para todo r > 0, el conjunto f~'[B(y,r)] es abierto del subespacio
métrico A.

Demostrar que, si un espacio métrico X es compacto y todos sus puntos
son aislados, entonces X es finito y X es homeomorfo con un espacio
métrico discreto.
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Sean X y Y espacios métricos, A un subconjunto conexo de X y f :
A — Y una funcién continua en A. Supongamos que para cada r € A
existe una vecindad V' de x tal que f es constante en V' N A. Probar que
f es constante en A.

Sean X y Y espacios métricos y f : X — Y una funcién biyectiva. De-
mostrar que f es un homeomorfismo si y sélo si para todo subconjunto
A de X se verifica que

flclx(A)) = cly (f(A)).

Consideremos una funciéon f: A C R — R, donde A es compacto, y el
conjunto G = {(z, f(z)) € R?*: x € A}. Probar que f es continua en A
si y s6lo si G es compacto en el espacio métrico R2.

Sean X un espacio métrico, A un subconjunto de X y f,g : A - R
funciones continuas en A. Demostrar que la funcion h : A — R definida,
para cada z € A, por h(z) = max{f(z),g(x)} es continua en A.

Sean f,g : R — R funciones continuas en R. Probar que la funciéon
h : R? — R? definida, para todo x,y € R, por h(x,y) = (f(x),g(y)) es
continua en R

Sean X un espacio métrico y A, B conjuntos ajenos y cerrados de X.
Demostrar que existe una funcion continua f : X — [0, 1] tal que para
todox € A: f(z) =0y para todo xz € B : f(z) = 1.

Sean X y Y espacios métricos y A un subconjunto de X. Probar que,
si f:cly(A) = Y es una funcién continua en clx(A) y constante en A,
entonces f es constante en clx(A).

Sean f : R — R una funciéon y p € R. La funcién f es una funcién
periodica si para todo z € R se cumple que f(z 4+ p) = f(z). En
tal caso se dice que f tiene periodo p. Demostrar que, toda funcion
periddica y continua en R es uniformemente continua en R.

Sean X un espacio métrico y A un subconjunto compacto de X. Si
f A — R es una funcién continua en A y para todo x € A se cumple
que f(x) > 0, entonces existe un k£ > 0 tal que para todo x € A se tiene
que f(z) > k.
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28

29

30.

31

32.

33.

34.

35.

36.

Sea X un espacio métrico. Probar que un subconjunto no vacio A de X
es compacto si y solo si toda funcién f : A C X — R, continua en A,
alcanza un méximo absoluto en A.

Sean f : [a,b] C R — R una funcién continuaen [a,b] ysea g : [a,b] = R
la funcion definida, para todo x € [a,b], por g(x) = y, donde Y es el
méximo absoluto de f en [a, z]. Demostrar que g es continua en [a, b].

Sea (X,d) un espacio métrico. Demuestre que si A es un subconjun-
to compacto de X, entonces siempre existen puntos z,y € A tal que

d(z,y) = didam(A).
A cada subconjunto A de un espacio métrico X asociamos una funciéon

1 size€c A
: X = R tal = ’
va al que Pa(z) {0 ifx ¢ A,

conocida como la funcion caracteristica de A.

(a) Determinar el conjunto donde ¢4 es continua y el conjunto donde
no lo es.

(b) Probar que X es conexo si y solo si las tnicas funciones caracte-
risticas continuas en X son vy y ¥x.

Sia,b,c,de Rcona<by f:|a,bl = [c,d] es una funcién continua y
biyectiva, entonces f((a,b)) = (¢, d).

Sean X y Y espacios métricos. Probar que, si f : A C X — Y es
continua y no constante en el conjunto conexo A, entonces su rango
f(A) no es infinito numerable.

Probar que si f: A C R — f(A) es estrictamente creciente, entonces es
biyectiva y f~!: f(A) — A es también estrictamente creciente.

Probar que, si f: [a,b] — R es continua e inyectiva, entonces f y f~!
son estrictamente crecientes o decrecientes y ademés, f~! es continua
en su dominio.

Consideremos el conjuto A = {(z,y) € R? : z € (0,1],y = sen(2)} enel
espacio métrico R?. Compruébese que A es conexo y arco-conexo, pero
que clx(A) es conexo y no arco-conexo.
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37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

Sean A un subconjunto de un espacio métrico X y f: A — R". Pruebe
que f es (uniformemente) continua en a € A siy solo si f; es (unifor-
memente) continua en a € A, parai = 1,...,n, donde f; es la i-ésima
coordenada de f.

Probar que, si f : A C X — Y es uniformemente continua en el conjunto
precompacto A y (Y, dy) es completo, entonces f(A) es relativamente
compacto.

Probar que, si f : A C R® — Y es uniformemente continua en el
conjunto acotado A, entonces f(A) es precompacto.

Sean (X, dx) y (Y,dy) espacios métricos. Demostrar que una funcion
f X — Y es uniformemente continua en X si y solo si para todo par
de subconjuntos no vacios A, B de X, se tiene que

dx(A, B) =0

implica

dy(f(A), f(B)) = 0.

Sea f : (0,1) C R — R una funcién dada, para todo = € (0, 1), por

f(z) = % Demostrar que f es continua, pero no uniformemente conti-

nua en (0,1) y que su rango no es precompacto.

Sea A un subcojunto de R que es acotado. Probar que si f: R — R
es uniformemente continua, entonces f(A) es acotado. Dé un ejemplo
donde se vea que la imagen continua de un conjunto acotado no es un
conjunto acotado.

Sea V' un espacio vectorial sobre el campo R. Una norma sobre V es
una funcion || - || : V — R tal que

(a) Para todo v eV : |v]| >0,
(b)
()

)

(d) Para todo v,w € V : [[v +w|| < ||v]| + [Jw]|.

[|v]| = 0 siy solosiv=0,

Para todo a € R y para todo v € V : ||av|| = |«|||v]],
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44.

45.

46.

47.

48.

49.

Cuando un espacio vectorial tiene definida una norma se llama espacio
vectorial normado. Sean X un espacio métricoy f: A C X — H
una funcion, donde H es un espacio vectorial normado. Definamos la
funcion g: A € X — R como g(z) = ||f(z)||. Demostrar que

(a) Si f es continua en z € A, entonces ¢ es continua en x.
(b) Construya un ejemplo que indique que el reciproco de (a) es falso.
(c) Si f es uniformemente continua en A, entonces g es uniformemente

continua en A.

Sean X un espacio métrico y f,g: A C X — R funciones uniforme-
mente continuas en A. Demostrar que las funciones f 4+ g y fg son
uniformemente continuas en A.

Probar que, si f : (a,b) C R — R es uniformemente continua en (a, b),
entonces existen los limites de f en a y en b.

Sean X y Y espacios métricos y A un subconjunto precompacto de X.

Demostrar que si f: A C X — Y es continua en A, el espacio métrico

X es completo y para todo a € A’ el lim f(z) existe, entonces f es
Tr—a

uniformemente continua en A.

Sean (X,dx) y (Y,dy) espacios métricos. Sean z; = (x1,41) y 22 =
(22, y2). Consideremos

d(z1, z2) = max{dx (1, z2), dy (y1,y2) },
d'(z1,22) = dx(x1,22) + dy (y1,92),
d"(z1,22) = \/dX($1, 22)? + dy (Y1, y2)%

Probar que d, d’, d” son métricas sobre X XY y que los espacios métricos
resultantes son homeomorfos.

Probar que si Ay, Ay son abiertos en (X, dx) y (Y, dy), respectivamente,
entonces A; X As es abierto de X x Y con cualquiera de las métricas
del ejercicio anterior.

Demostrar que el espacio métrico X X Y con cualquiera de las métricas
d,d,d" es completo si y solo si son completos (X,dx) y (Y,dy).
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50.

ol.

92.

93.

o4.

95.

Sea (X, d) un espacio métrico. Demostrar que la métrica d es uniforme-
mente continua.

Sean A un subconjunto acotado de R™ y (Y, dy) un espacio métrico
completo. Suponga que f: A CR” — Y es una funcién continua en A.
Demostrar que f es uniformemente continua en A si y solo si para todo
a € A el lim f(z) existe.

Tr—ra

Un espacio métrico X tiene la propiedad del punto fijo si para cual-
quier funciéon continua f: X — X, existe un punto p € X tal que
f(p) = p. Al punto p se le llama punto fijo de f. Probar que, si
f X — X es una funcién continua en X, entonces el conjunto de los
puntos fijos de f es un conjunto cerrado de X.

Sea f : [a,b] — |a,b] una funcién continua en [a,b]. Demostrar que f
admite un punto fijo (no necesariamente nico).

Sea (X, d) un espacio métrico. Una funcién contractil es una funcion
f: X — X para la cual existe un nimero real k con 0 < k < 1 tal que
para todo x,y € X se cumple que d(f(z), f(y)) < kd(x,y).

Una funcion f: D C R — R es derivable en a si el

o fa )~ f@)

h—0 h

existe. En tal caso, este limite se denota por f’(a) y se llama la deri-
vada de f en a. Una funcién es derivable si es derivable en cada punto
de su dominio.

Sea f : R — R una funcién derivable en R tal que para todo = € R se
cumple que |f'(z)| < k, donde 0 < k < 1. Probar que f es una funcion
contractil en R.

Sea f : R — R una funcién derivable en R. Supongamos que su funciéon
derivada f’ es continua en R y que f admite un punto fijo z € R, donde
f'(z) = 0. Demostrar que existe un intervalo [a, b] tal que toda sucesion
{z,}52, con x, € [a,b] y tal que para todo n € N : z,11 = f(z,)
converge a z.
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