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Presentacion

El objetivo principal de este libro es compartir algunos modelos que hemos
desarrollado en nuestra red de colaboracion, elaborados con la intencién de re-
solver problemas reales de nuestro entorno. Ademas de los modelos, incluimos
también algunos conocimiento basicos necesarios que faciliten la comprension
de su elaboracion o analisis, en especial a estudiantes de licenciaturas en Ma-
tematicas, Matematicas Aplicadas y areas afines.

Nuestra intencion es mostrar el tipo de conocimientos, razonamiento y
analisis necesarios para realizar modelos a partir de situaciones reales, espe-
rando que mas jévenes se motiven a profundizar o incursionar en la modelacion
matematica.

A continuacion describimos brevemente el contenido.

El capitulo 1 contiene una introduccién y los resultados principales basicos
de las ecuaciones en diferencias, material necesario para construir modelos
discretos y que no siempre se presenta en las licenciaturas.

En el capitulo 2 se construye un modelo con ecuaciones en diferencias pa-
ra estimar la poblacion de venado cola blanca en el Parque Estatal Ldzaro
Cdrdenas del Rio, “Flor del Bosque”de Puebla.

En el capitulo 3 se modela la dindmica de la trasmisién de la influenza
utilizando modelos compartamentales. La poblacién a estudiar se divide en
diferentes grupos de acuerdo a su posicién respecto de la enfermedad. Se con-
sidera que el virus se propagd en dos olas, una de ellas iniciada en marzo de
2009 y la otra en agosto del mismo ano. Para la estimacién de los pardmetros
de los modelos se utilizé la relacion del tamano final de la epidemia y haciendo
ajustes por minimos cuadrados. Para cada modelo se estimé el niimero repro-
ductivo basico de la infeccién y los parametros involucrados. Para realizar los
calculos se utilizé el software libre R.

En el capitulo 4 se utilizan sistemas de ecuaciones diferenciales ordina-
rias para describir la interaccion entre un virus y un organismo hospedero;
el estudio se centra en probar propiedades de estabilidad global referentes a
dichos sistemas, que permitan caracterizar las condiciones bajo las cuales un
virus establecera una infeccidon persistente o serd eliminado por la respuesta
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inmunitaria.

En el capitulo 5 se obtiene una ecuacién diferencial de primer orden no
lineal a partir de la férmula de Malacara que se usa para la prueba de Ronchi
en espejos esféricos. Se estudia la solubilidad del modelo por medio del teo-
rema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales dadas en forma
implicita. Con esto se encuentran condiciones bajo las cuales el problema de
determinar el defecto en la superficie éptica tiene solucién y es Unica, a saber,
se requieren tanto la condicién inicial en un punto de la superficie como el
valor de la derivada en ese mismo punto. Se obtiene un teorema que estable-
ce todas las hipdtesis para obtener este resultado, que se ilustra a través de
ejemplos numéricos, mediante programas elaborados en MATLAB.

Agradecemos de antemano el interés por este tipo de trabajo.
Puebla, Puebla, México. Enero 2015.
Lucia Cervantes (BUAP), Roberto Avila (UAEH) y Jacobo Oliveros (BUAP).
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Elementos de modelacién determinista, Textos Cientificos, Fomento Editorial
de la Benemérita Universidad Auténoma de Puebla, ISBN: 978-607-487-839-4

Capitulo 1

Las ecuaciones en diferencias, lenguaje de los
modelos discretos

Roberto Avila Pozos™®, Lucfa Cervantes Gémez?

En Matematicas, como en otras ciencias, es necesario utilizar diferentes méto-
dos para obtener los resultados de lo que se busca, pues muchas veces no es
posible contar con un método perfecto que describa en su totalidad el fenémeno
(cuando se acerca, éste suele ser, en su gran mayoria, muy complejo y dificil
de estudiar), pero si es posible tener buenas estimaciones y aproximaciones si
se toman en cuenta los principales componentes del problema. Asi, es posi-
ble encontrar diferentes tipos de modelos matematicos que reflejen de alguna
manera lo que se quiere. A grandes rasgos, los modelos se pueden dividir en
modelos discretos y continuos: la realidad nos impone un modelo continuo, pe-
ro la resolucion efectiva con la computadora, e incluso las mediciones previas
que hagamos son en numero finito, dando lugar al modelo discreto. Aqui se
discute algo sobre el caso discreto.

Cuando se tiene un modelo formado por ecuaciones (en diferencias, dife-
renciales, parciales, etc.) que dependen de cierta variable, digamos el tiempo,
éstas pueden estar en un dominio temporal como R o N; entonces se dice que
la ecuacion estd en forma continua o en forma discreta respectivamente.

En particular, estudiaremos las ecuaciones en diferencias (EED), dadas por
una expresion recursiva de la forma u, = Ap,—1, donde u, es un vector de
las variables a considerar al tiempo discreto n y A es una matriz cuadrada, la
cual contiene a las diferentes transiciones entre un tiempo y otro. Como casos
particulares importantes estan las EED lineales y las cadenas de Markov.

Mnstituto de Ciencias Bésicas e Ingenierfa, Universidad Auténoma de Hidalgo, 1
2Facultad de Ciencias Fisico Matematicas, Benemérita Universidad Auténoma de Puebla.
“ravila@uach.edu.mx



2 Las ecuaciones en diferencias, lenguaje de los modelos discretos

1 Sistemas lineales auténomos de EED

Como se dijo anteriormente, las ecuaciones en diferencias son un caso par-
ticular de los modelos discretos y con ellas se pueden formar sistemas de ecua-
ciones en diferencias, que intentan describir un fenémeno en un modo discreto,
donde la variable dependiente (que es el tiempo) se puede ir incrementando en
intervalos iguales (en el caso del tiempo, de segundos, minutos, dias, etc.). Lo
anterior es coherente con la realidad, ya que normalmente se toma una serie
de medidas espaciadas en el tiempo, una vez al dia, al mes, etc., con la finali-
dad de contar con un registro confiable, que pueda predecir algin patrén. Se
revisarda de manera rapida el algoritmo de Putzer, que es uno de los métodos
para resolver un sistema auténomo de EED y asi pasar después a discutir el
sistema no auténomo.

Definicién 1. Sea A = (a;j) una matriz cuadrada real no singular de orden k y

sea z(1), z(2), ... una sucesién de vectores en R¥ con z(n) = (z1(n), ..., xk(n))T,
para todo n = 1,2, ... definidos de manera recursiva por

z(n) = Az(n — 1), n=1, 2 .., (1)

a partir de un vector inicial 29 = x(ng) € R*. Una relacién de recurrencia de
esta forma se llama sistema lineal auténomo de EED.

El adjetivo “auténomo” del sistema anterior viene de la independencia de
n por parte de la matriz A. En el sistema anterior se tiene, razonando por
induccién, que

x(n) = A" "z,

donde A° = I, la matriz identidad de orden k. Sin pérdida de generalidad se
puede suponer ng = 0, pues si no es asi se puede hacer el cambio de variable
y(n —ng) = z(n), pasando el sistema (1) a

y(n+1) = Ay(n), (2)
con y(0) = 2(no) y

y(n) = A"y(0).

Elementos de modelacién determinista, Capitulo 1, pags. 1-16



Roberto Avila Pozos, Lucia Cervantes Gomez 3

Con esta expresion se puede hallar y(n) para cualquier valor de n. Sin em-
bargo, se puede dar una expresién mas simple que permita ahorrar tiempo en
los céalculos de las potencias de la matriz A. Para ello se discute el siguiente
algoritmo:

Algoritmo de Putzer

Primero, recordemos que para una matriz real dada A = (a;;) de orden &,
un valor caracteristico de dicha matriz es aquel niimero real o complejo A tal
que Av = \v para algin vector v € CF. Equivalentemente, la relacién anterior
se puede escribir como

(A—X)v=0.

La ecuacién anterior tiene una solucién no trivial si y solo si det(A—AI) = 0,
SN a4 N2 4+ 4+ ap_ A+ ap =0, la cual es llamada la ecuacidn
caracteristica de A. Si A1, ..., \x son los valores caracteristicos de A (pueden
estar repetidos), entonces se puede escribir la ecuacién anterior como

k

p) =TT (A =)

j=1

Visto lo anterior, se anuncia el siguiente resultado, 1til para los resultados que
le siguen.

Teorema 1 (Teorema de Cayley-Hamilton). Toda matriz satisface su ecuacion
caracteristica. Esto es,

A 4 AP AR a1 A+ apl =0

http://www.fcfm.buap.mx/publicaciones/docs/EModDet.pdf
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4 Las ecuaciones en diferencias, lenguaje de los modelos discretos

Ahora bien, sea A una matriz cuadrada de orden n. Se busca una repre-
sentacién para A" de la forma

m= )M (G- 1), (3)
Jj=1

donde las p;(n) son funciones escalares, las cuales se discutirdn més adelante
y

M(j)=(A=XNI)M(j—1),  M(0)=1.
Iterando la ecuacion anterior, se muestra que

M(k) = (A= MI)(A=Ne1) - (A= N
k

= [[a-xD

Jj=1

Usando el teorema de Cayley-Hamilton, se tiene
k
H (A—NI)
Teniéndose asi M (n) = 0, para n > k, se puede reescribir la ecuacién (3) como
k
"= 3 )M - 1), (4)
j=1
Si se hace n = 0 en (4), se obtiene
A0 = T = s (O)] + o (0)M(1) + .+ (0) M (k — 1),

lo que implica que

11(0) =1, p2(0) = p3(0) = ... = p(0) = 0.

Elementos de modelacién determinista, Capitulo 1, pags. 1-16



Roberto Avila Pozos, Lucia Cervantes Gomez 5

Ahora, de la ecuacién (4) se tiene
k k
S pilnt MG 1) = A4 = A[Zuj(n)M(j -1)
=1 =
— ZM YJAM (5 — 1)
= Zﬂj J)+XNM(G—1)],

esta ultima igualdad de la definicién de M (j). Comparando los coeficientes de
M(j), 1 < j <k, en la ecuacién anterior y junto con las condiciones dadas
para las p’s en n = 0, se tiene

pi(n+ 1) Arpa(n)
pi(0) = 1

j(n+1) Ajmg(n) + pj—1(n),
1i(0) = 0, j=2,3,...k

Se puede comprobar que las soluciones a las ecuaciones anteriores son

)ul(n) = ;l’ /'Lj(n) = Z )\?7171‘“]’*1(2’)7 ] = 2a 35 srey k.

En resumen se tiene:

Teorema 2 (Algoritmo de Putzer). Para una matriz cuadrada A de orden k,
se pueden encontrar sus potencias A" como

k

A" = pi(n)M(j - 1),

J=1

http://www.fcfm.buap.mx/publicaciones/docs/EModDet.pdf
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6 Las ecuaciones en diferencias, lenguaje de los modelos discretos

donde

k
M(k) = JJA-xD
j=1
pi(n) =AY
n—1
pi(n) = N ), 2<i <k
1=0

A este algoritmo, se le conoce como algoritmo de Putzer.

Ejemplo:

Encontrar la solucién del sistema de EED z(n + 1) = Ax(n), donde

0 11
A= -2 3 1
-3 1 4

Solucion:

Los valores caracteristicos de la matriz A estdn determinados por la ecua-
cién caracteristica

—-A 1 1
det(A—Al)=det| -2 3—-X 1 =0.
-3 1 4—-A

Desarrollando el determinante anterior, se encuentra que
p(N) = (A =2\ =3) =0,

i.e. los valores caracteristicos de A son A1 = Ay = 2 y A3 = 3. Asi, segin el

Elementos de modelacién determinista, Capitulo 1, pags. 1-16



Roberto Avila Pozos, Lucia Cervantes Gomez

algoritmo de Putzer se tiene que:

MO) = I,
-2 1
M1) = A-MI=A—2I=( -2 1 1|,
-3 2
-1 0 1
M?2) = (A=MDA- D) =A-2)?= -1 0 1
-2 0 2
Los p; estdn dados por
pa(n) = AT =2"
n—1 n—1 n—1
Mg(n) — Z}\?Q’L—l—zul(i) — Zanlfz(Q'L) — Zznfl — n2n717
=0 =0 =0
n—1 n—1 n—1
/~L3(n) — Z Agilii/@(i) — Z 3n—1—i(i2i—1) — gn—1 Z,L-3—i2i—1

=0 =0

=1

3n71 - on
2 3n—1

Donde para p3(n) se usé que

1)am+1

zm:kakia—i-(ma—m—
P (1—a)?

Finalmente:

, a# 1.

] =3"— (24 n)2" =37 —2" —p2n L,

http://www.fcfm.buap.mx/publicaciones/docs/EModDet.pdf
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8 Las ecuaciones en diferencias, lenguaje de los modelos discretos

3
A =3 MG - 1)

= p1(n)M(0) + p2(n)M(1) + ps(n
—2 1 1 -1 0 1
= 2"T+n2" ' —2 1 1 —n2"H | -1 0 1
-3 1 2 -2 0 2
2" — 2" — 3 4 21 4 pon—l n2n—1 n2n—l 4 3n _on _ pon-1
— *77/2" _ 377, + on + n2n71 on + n2n71 n2nfl + 377, _9n _ 77,2”71
—3n2771 —2.37 4 ontl 4 pon n2n—1 2% 4 2" 4 2.3 — vt _pan

2n+1 _ n2n71 —_3n n2n71 gn _ 9n
= 2" — 30 — p2nl (2+4mn)2n-t  3n_2n
ontl 9. 3n _ pon—1 n2n—1 2.3" —2n

A continuacidén se discute cuando la matriz A depende del tiempo.

2 Sistemas lineales no autéonomos de EED

Considérese ahora el sistema
z(n+1) = A(n)xz(n), (6)

donde A(n) = (a;j(n)) es una matriz cuadrada de orden k dependiente del
tiempo n. A este tipo de sistemas se le llama sistemas lineales no auténomos
de EED. El correspondiente sistema no homogéneo estd dado por

y(n +1) = A(n)y(n) + g(n), (7)

donde g(n) € R¥. El siguiente teorema establece la existencia y unicidad de la
solucién al sistema (6).

Teorema 3. Para cada zo € RF yng € ZT existe una tinica solucién x(n, ng, o)
del sistema (6) con x(ng,ng, o) = .

DEMOSTRACION. De la ecuacién (6) se tiene que
x(ng + 1,ng,x9) = A(ng)z(no) = A(no)zo,
x(no+2,n0,20) = A(no+ 1)z(no +1) = A(ng + 1)A(no)zo.

Elementos de modelacién determinista, Capitulo 1, pags. 1-16



Roberto Avila Pozos, Lucia Cervantes Gomez 9

Inductivamente se llega a que
n—1
x(n,ng,xo) = { H A(z)} xo,
i=ng
donde
n—1
HA(i):I, si n = ng.
i=ng

Siendo ésta una solucién unica a (6) y que satisface la condicién z(ng, ng, xo) =
xo. ]

Con el fin de trabajar con la matriz A(n) de la ecuacién (6), se tiene la
siguiente definicién

Definicién 2. Las soluciones z1(n), z2(n), ..., xx(n) (6) se dice que son lineal-
mente independientes (l.i.) para n > ng > 0 si la tnica solucién a

c1z1(n) + cora(n) + ... + cpr(n) = 0, Vn > ny,

es la trivial (i.e. ¢; =0, 1 <j <k).

Sea ®(n) una matriz cuadrada de orden k cuyas columnas son soluciones
de (6), teniendo asf

®(n) = [x1(n), z2(n), ..., xx(n)].
Obsérvese que

®(n+1)

donde ®(n) sera no singular si las x;(n) son Li. Con lo anterior se tiene la
siguiente definicién

http://www.fcfm.buap.mx/publicaciones/docs/EModDet.pdf
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10 Las ecuaciones en diferencias, lenguaje de los modelos discretos

Definicién 3. Si ®(n) es singular para todo n > ng y satisface (8), entonces
a ®(n) se le llamard matriz fundamental del sistema (6).

Se puede demostrar que si M es otra matriz cuadrada no singular de or-
den k, entonces M ®(n) serd también una matriz fundamental, por lo que un
sistema como el de (6) puede tener una infinidad de matrices fundamentales.
Por lo pronto es suficiente saber que

n—1
®(n) = H A(7), con ®(ng) =1

es una matriz fundamental de (6), pues satisface (8) y los z;(n) son Li. para
n > no. De la ecuacién anterior se observa que si A es constante (caso auténo-
mo), entonces ®(n) = A" "0, Asi, se puede usar el algoritmo de Putzer para
calcular la matriz fundamental de un sistema auténomo. Ademads, se puede
demostrar que existe una tnica solucién ©(n) de (8) con ©(ng) =1 [?].

Ahora, si ®(n) es una matriz fundamental de un sistema de EED, definimos
la siguiente matriz fundamental:

®(n,ng) == <I>(n)<I>_1(n0),

llamada matriz de transicion de estado.

En general se puede definir a
D, m) = B(n)d" (m),

vemos algunas de sus propiedades.

Corolario 1. La dnica solucion de x(n,ng,xo) del sistema (6) con xg =
x(no, no, xo) esta dada por

x(n,ng, xg) = ®(n, ng)xo.

Elementos de modelacién determinista, Capitulo 1, pags. 1-16



Roberto Avila Pozos, Lucia Cervantes Gomez 11

DEMOSTRACION.
Lo anterior es solo otra forma de escribir el teorema (3), usando la definicién
de ®(n). O

Lema 1 (Férmula de Abel). Para todo n > ng > 0, se tiene que

n—1
det ®(n) = [ I det A(z’)] det ®(n).

i=no
DEMOSTRACION. Al tomar el determinante en ambos lados de (8), se tiene
det®(n+1) = det A(n)det ®(n)

n—1
= detLEOA(i)} det ®(n)
= [Tﬁdem(i)} det ®(n).

1=ng
]

Un caso particular del resultado anterior es cuando A es constante (caso
no auténomo), en cuyo caso

det ®(n) = (det A)" " det ®(no).

Corolario 2. La matriz fundamental ®(n) es no singular para todo n > 0 si
y solo si ®(ny) es no singular.

DEMOSTRACION. Se sigue de la férmula de Abel al tener que det A(n) # 0,
para n > ng. ]

Una consecuencia inmediata del corolario anterior es que si cualquiera de las
hipétesis se cumple, entonces las soluciones de (6), z1(n), z2(n), ..., xx(n) son
Li. para todo n > ng. El siguiente teorema establece la existencia de k solu-
ciones l.i. al sistema inicial (6).

http://www.fcfm.buap.mx/publicaciones/docs/EModDet.pdf
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12 Las ecuaciones en diferencias, lenguaje de los modelos discretos

Teorema 4. Ezisten k soluciones l.i. del sistema (6), i.e. de
z(n+1) = A(n)z(n),
para n > ng, donde A es una matriz cuadrada de orden k.

DEMOSTRACION. Sea ¢; = (0,0, ...,1,...,0)7, para i = 1,2,....k, el vector
unitario en R* (i.e. todas las entradas cero excepto la i-ésima entrada, la
cual es 1). Por el teorema (3), para cada e; existe una solucién x(n,ng, ;)
del sistema (6) con e; = x(ng,no,e;). Ahora, dado que ®(ng) = I y por
tanto no singular, entonces, por el corolario anterior, se tiene que el conjunto
C :={x(n,np,e)|1 <i<k}esli. O

No es dificil ver que si z1(n), z2(n), ..., zx(n) son soluciones Li. de (6), entonces
z(n) = c1x1(n) + cexa(n) + ... + cpzi(n), GER, 1<j<k

es solucién también de (6). Lo anterior da lugar a la siguiente

Definicién 4. Supongamos que {z;(n) | 1 < i < k} es cualquier conjunto de
soluciones Li. de (6), entonces la solucion general de (6) estd definida como

k

z(n) = Zcmi(n), ¢ € R,

i=1
con al menos una ¢; # 0.

Se puede reescribir a xz(n) como

donde ®(n) = (21(n), z2(n), ...,2x(n)) es una matriz fundamental y

(01, ca, ...,Ck)T S R

Es ahora cuando se realiza un anélisis del sistema no homogéneo (7), i.e.
de

y(n+1) = A(n)y(n) + g(n), g(n) € R,
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con A de orden k. Definase a y,(n) como una solucién particular de (7) si es
un vector variable de orden k que satisface (7). El siguiente resultado nos da
un mecanismo para encontrar la solucién general del sistema (7).

Teorema 5. Cualquier solucion y(n) de (7) puede ser escrita como
y(n) = ®(n)e+yp(n),
para un apropiado vector constante ¢ y una solucion particular y,(n).
DEMOSTRACION.
Sea y(n) una solucién de (7) y sea y,(n) cualquier solucién particular de
(7). Si z(n) = y(n) — yp(n), entonces
zn+1) = yn+1)—yp(n+1)

= A(n)y(n) — A(n)yp(n)

= Am)[y(n) — ()]

= A(n)x(n).

Asi, z(n) es una solucién del sistema (6). Luego, por el corolario (1), se tiene
que x(n) = ®(n)c para algin vector constante c. Asi,

y(n) —yp(n) = e(n)e.

Ahora se da una férmula para evaluar y,(n).

Lema 2. Una solucion particular de (7) estd dada por
n—1
yp(n) = Y (n,r+1)g(r),
r=ng
con yp(np) = 0. DEMOSTRACION. Se tiene que
n
yp(n+1) = Z d(n+ 1,7+ 1)g(r)
r=ng
n—1
= Z O(n,r+1)g(r) + ®(n+1,n+ 1)g(n)

r=ng

= A(n)yp(n) + g(n),
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i.e. yp(n) es solucion de (7). Ademds, y,(ng) = 0. O

Finalmente se tiene el siguiente teorema.

Teorema 6. La tinica solucion al problema con valor inicial

y(n+1) = A(n)y(n) +g(n),  y(no) = o, (9)
estd dada por
y(n,no,y0) = ®(n, no yo+z (n,r+1)g(r),
r=ng
o mads explicitamente como
n—1 n—1
y(n, no, Yo) < H Al >yo+ > ( 11 A(i))g(r)

1=ng r=ng “i=r+1

DEMOSTRACION.

Se sigue del ultimo teorema y del dltimo lema. O

Corolario 3. Para un sistema auténomo donde A es una matriz constante,
la solucidn del sistema (9) estd dada por

n—1

y(nv no, yO) = An—noyo + Z An_r_lg(r)'

r=ng

DEMOSTRACION. Se sigue inmediatamente de la iltima formula del teorema
anterior. O

Ejemplo

Resolver el sistema y(n + 1) = Ay(n) + g(n), donde

(34 w-(2): w0 ()
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Soluciéon

Usando el algoritmo de Putzer, discutido anteriormente, se puede calcular

a A", como
2n  p2nl
n __
= (5% )

Luego, por el corolario (3), se tiene:

n—1
y(n) = AMyo+ > A" lg(r)
r=0

2z (1Y (2 (e e
_ 2
0 on 0) =0\ o0 2n
on N1 T2nfr71 + (n —r— 1)27177”72
- +
0 = 2n—r—1
20\ ne1 (20T g (n - 1)20 R
- +
0 = 2n—7‘—1
P\ ) - 02 ()
= +
_ —1(1\"
0 2713000 (3)
;4—((“—1)2—("—1)—1) (3) 1-(1)"
on 2 + (n o 1) 21
n—2 (l_l) o
_ +2 ’
O n
1=3
1 1\n—2 1\n—1
gn 2+(_%—§>(§) +(n_1)(2_<§) )
_ + 2TL—2

0 4(1-(3)")
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2" 2 R R A )
) 0 : 2" — 1

2" o=l _Llppon-l_n_ogn-1g1
) 0 : 2" — 1

2" 4 n2nl —p
B n — 1 ’

donde se usé la férmula (5) y la férmula

m
1—amt!
Zak a” , a# 1l

T 1-a
k=0
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Capitulo 2

Un modelo para la poblaciéon del venado cola blanca
en el Parque “Flor del Bosque” de Puebla

Lucia Cervantes Gémez'®, Valentin Jornet Pla?, Gilberto Pérez
Gonzalez!, Leonardo Remedios Santiago!

Resumen

En este capitulo se presenta la construccion de un modelo ma-
temdtico que proporciona un conteo tedrico de la poblacion de ve-
nados cola blanca en el Parque. El modelo se construyo utilizando
los datos reales disponibles y la informacion conocida de las subes-
pecies involucradas. Los resultados de las simulaciones del modelo
se comparan con los resultados obtenidos de estimaciones realiza-
das por el Parque con otro método.

1 Introduccion

A pesar de que la humanidad depende de los servicios que la biosfera y sus
ecosistemas le brindan para su subsistencia, desarrollo y evoluciéon cultural,
éstos presentan un grado de deterioro preocupante ocasionado por las activi-
dades humanas, que continiian amenazando los ecosistemas y el equilibrio de
la biosfera en si [23].

México cuenta con una gran diversidad cultural y biolégica; es el quinto pais
con mayor biodiversidad en el mundo. Ambas diversidades, asi como la inter-
accion entre ellas, le confieren un gran potencial para su desarrollo y a su vez le
exigen una gran responsabilidad hacia la sociedad y el mundo. Lo ideal es que
las decisiones que se tomen sobre el uso y la conservacién de la biodiversidad
nacional estén fundamentadas en el cuerpo de conocimientos que se generan
en el mundo, en especial en el pais, en particular de aspectos especificos; de
ahi la importancia de realizar estudios e investigaciones que contribuyan a

!Facultad de Ciencias Fisico Mateméticas, Benemérita Universidad Auténoma 17
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ampliar el conocimiento que se tiene de nuestros ecosistemas y los servicios
ambientales que proveen, para con ellos generar estrategias de conservacion,
restauracion y aprovechamiento sustentable. A su vez, estas estrategias deben
responder tanto a la heterogeneidad ambiental del pais, como a la diversidad
cultural, social y econémica, y a los rapidos procesos de transformacion que
ocurren dentro del territorio. El éxito de la conservacién serd resultado de la
buena interaccién entre el Estado, los investigadores y los locatarios [23].

En el pais, la principal estrategia de politica ambiental para promover la
conservacion de los ecosistemas y sus servicios ha sido el establecimiento de
Areas Naturales Protegidas (ANP’s), zonas del territorio reguladas y vigila-
das, representativas de los diversos ecosistemas y productoras importantes de
beneficios ecoldgicos. Aunado a éstas, se encuentran las Unidades de Manejo
para la Conservacion de la Vida Silvestre (UMA’s), que promueven esquemas
alternativos de produccion mediante el uso racional, ordenado y planificado
de los recursos naturales que ellas contienen [25]. Ambas herramientas de la
politica ptublica para la conservacién promueven y requieren de investigacion
cientifica y técnica que permita una buena planeaciéon para el manejo de los
ecosistemas y sus recursos. En este sentido, el éxito en el manejo de poblacio-
nes silvestres de fauna depende en gran medida del conocimiento que se tenga
sobre la estructura, funcién y, sobre todo, de la dindmica de las poblaciones.

El venado es uno de los animales més emblemaéticos en las culturas mesoa-
mericanas, forma parte de la cosmovisién y ha sido aprovechado desde hace
varios milenios. Sin embargo, la destruccién de sus habitats naturales y la
caceria furtiva por motivos deportivos o econémicos ha disminuido las pobla-
ciones naturales y ejerce una presién considerable sobre las diferentes especies
presentes en el pais [1].

El Parque Estatal General Lazaro Cardenas del Rio “Flor del Bosque”, un
area natural protegida administrada por el Estado de Puebla, y ubicada a diez
kilémetros de la ciudad de Puebla, planteé como uno de sus objetivos, el de
reproducir y reintroducir paulatinamente las especies originarias, en particular
el venado cola blanca mexicano (Odocoileus virginianus mexicanus), a través
de una UMA -Zooldgico [21].

Durante el afio 1996 se reintrodujeron seis venados cola blanca mexicanus,
que se mantuvieron en una superficie de 100m? y desde 1997 hasta 2006,
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la poblacién estuvo confinada en un area de 4 hectdreas, por lo que desde
1996 hasta 2006 fue posible contar los venados directamente mientras se les
alimentaba, sin embargo, a partir del afio 2007 fueron liberados a un area de
70 hectareas (como puede verse en la tabla 1), por lo que a partir de ese ano
solo se tienen valores aproximados y ha sido necesario el uso de métodos de
conteo indirectos.

’ Ano ‘ Poblacion ‘ Superficie
6 | 4 hembras
1996 2 machos | 100 m?
2002 20 4h
2007 35 70 h
2009 55 699 h

Tabla 1: Areas habitadas por los venados.

En la tabla 2 mostramos un resumen de los inventarios del nimero total
de venados cola blanca albergados en la UMA, para revisar la informacion
extraida de los inventarios puede consultar la Secc. 3.8 de [19].

Durante el ano 2012 se utiliz6 el método de conteo de grupos fecales, este
método se usa para estimar poblaciones de cérvidos, sin embargo es lento y
laborioso, por lo que a finales del mismo ano se consideré conveniente reali-
zar de manera paralela estimaciones mediante un modelo matematico, el que
elaboramos y concluimos en 2013. El modelo lo entregamos al Parque junto
con una aplicacién para que ellos pudieran hacer nuevas estimaciones. En este
capitulo presentamos su construccién y analisis.

2 Informacion necesaria para elaborar el modelo

Para elaborar un modelo determinista, es necesario identificar las leyes o
patrones regulares que presenta el fenémeno de estudio, en este caso, fue nece-
sario recopilar y analizar la informacién que permitiera identificar las regula-
ridades en la longevidad y ntimero de crias del venado Odocoileus virginianus
mezicanus. Una vez que se conté con esa informacion se realizé el modelo y
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Resumen de altas, bajas e inventarios actualizados
Venado cola blanca (Odocoileus virginianus)

ANO Altas Bajas Inventario

Donacién Nacimiento | Donacién Muerte
1996 6
1998 5 2 12
1999 5 1 2 11
2000 6
2001 6 8 1
2002 4 20
2003 3 2 3
2004 8 32
2005 2 2 34
2006 1 33
2007 1 2 35
2008 2 29
2009 26 55
2010 10 65
2011 65

Tabla 2: Resumen de altas, bajas e inventarios actualizados entre 1996 y 2011.

obtuvimos las primeras simulaciones.

Siempre que se tienen los resultados de un modelo, es necesario compa-
rar esos resultados con informacién obtenida experimentalmente o por otros
métodos; en nuestro caso, al verificar los resultados del modelo con los repor-
tados en el Parque encontramos que éstos no coincidian con los registros del
Parque (tabla 2) por lo que fue necesario verificar la informacién e hipdtesis
utilizadas, y encontramos que en noviembre de 1998 el Parque recibié una
venada cola blanca pero subespecie texanus. Debido a que la longevidad y el
nimero de crias entre estas dos subespecies son diferentes, fue necesario co-
rregir la informacién que alimentaba el modelo y su elaboracién resulté mas
complicada.

Es necesario considerar la informacion de tres grupos de venados: los mewi-
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canus, los texanus y los hibridos. Enlistamos a continuacion la informacion de
los tres grupos de venados, aunque se consulté bibilografia diversa, se presenta
principalmente la proporcionada por el Parque, considerando las condiciones
que en principio producirian un niimero minimo pero realista de venados.

Informacion biolégica:
1. Informaciéon compartida por los tres grupos:

= Son sexualmente maduros al afio y medio, por lo que cualquier
hembra tiene su primera cria a los dos anos de edad.

= El celo se presenta generalmente de diciembre a febrero y el periodo
de gestacion es de 200 a 210 dias (aprox. 7 meses).

= Debido a lo anterior, los partos se presentan de julio a septiembre.
= Entre las crias la proporcion de machos a hembras es 1:1.
Resumimos el ciclo reproductivo en la tabla 3
2. Subespecie Odocoileus virginianus mezxicanus.
= Kl promedio de vida estimado en el Parque es de 5 afos.
= Las hembras tienen una cria por parto.
3. Subespecie teranus
= Sélo una venada pertenecié realmente a esa subespecie.

= Llegd al Parque en noviembre de 1998 a una edad aproximada de
cinco anos

» Vivi6 nueve anos en el Parque (fallecié en 2007 a consecuencia del
ataque de un macho).

= Los dos puntos anteriores indican que en las condiciones del Parque
esta subespecie vive al menos 14 anos.

= Tuvo al menos una cria por afio de 1999 a 2006 *. Vivi 14 afios y
tuvo al menos 8 crias.

1Segin la literatura, en otras regiones es comun que las hembras de la subespecie tezanus
tengan dos crias por parto.
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Periodo de Periodo de Conteo
apareamientos nacimientos
Diciembre del ano k-1; Julio, agosto y 30 de noviembre
enero y febrero del ano k septiembre, ano k del ano k
Apareamiento de las
hembras fértiles Nacen crias C tienen cero anos
Mez: 1.5, 2.5, 3.5 anos hembras: C (2 a 4 meses)
Diciembre del ano k; Julio, agosto y 30 de noviembre
enero y febrero del ano k+1 | septiembre, ano k+1 del ano k+1
Nacen nuevas crias C tienen un ano
de cero anos (14 a 16 meses)
Diciembre del ano k+1; Julio, agosto y 30 de noviembre
enero y febrero del ano k+2 | septiembre, ano k+2 del ano k42
C tienen dos anos
(26 a 28 meses)
C tienen 1.5 afos C tienen 2 anos, nacen | sus crias: cero anos
y se aparean sus primeras crias (2 a 4 meses)

Tabla 3: Ciclo reproductivo del venado cola blanca

4. Venados hibridos. Esta es la informacion crucial, ya que lo més probable
es que en 2012 casi todos los venados del parque ya fueran hibridos. En la
literatura casi no se encuentra informacién sobre este tipo de poblaciones,
sin embargo, la informacién de la poblacion del Parque, proporcionada
de manera escrita [17] y oral?

= Ambas subespecies son sexualmente maduras al afilo y medio, por
lo que cualquier hembra tiene su primera cria a los dos anos de edad.

2Informacién proporcionada de manera verbal por personal del Parque Estatal Flor del
Bosque en el ano 2012: Director M. en C. Luis Enrique Martinez Romero y Responsable
técnico M.V.Z. Ramén Herndndez Bautista.
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= Los partos se presentan de julio a septiembre, por lo que conside-
ramos que los nacimientos de cualquier ano ya se habran realizado
en noviembre.

» Los datos de promedio de vida de las subespecies mezicanus (5
anos) y tezanus (14 anos) permiten considerar un promedio de vida
de los hibridos (tienen mayor similitud con la de tezanus) mayor a
7 afios y al menos una cria por parto anual.

= Las hembras tienen una cria por parto y la proporcién de machos
a hembras es 1:1.

3 Planteamiento del modelo
Consideraciones realizadas para el modelo

En esta seccién elaboraremos un modelo para la poblacién del Parque que
incluye tanto a las descendientes de hembras de la subespecie mezxicanus como
las descendientes de madres hibridas a partir del ano 1999, ya que es el ano
en el que nace la cria de la hembra texana, de acuerdo a la fecha de su llegada
al Parque.

= Tomamos como unidad de tiempo un ano.

= Ya que los nacimientos de las nuevas crias ocurren entre julio y sep-
tiembre, tomamos el 30 de noviembre como punto de referencia para
considerar el cambio de ano, de esta manera se garantiza que ya estén
incluidas las nuevas crias y las adultas que entraran en celo a partir de
diciembre.
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El ano cero o tiempo cero es 1996, ya que es el ano en el que se reintro-
duce la especie.

El ano en el que ambas subespecies empiezan a cruzarse es 1998, ya que
es el ano en el que la venada texana llega al Parque.

Presuponemos que el nivel de salud y condiciones ambientales son esta-
bles de tal manera que los promedios de fertilidad se consideran cons-
tantes en el periodo analizado.

Consideramos que el periodo de vida promedio de la subespecie mexica-
nus en el Parque “Flor del Bosque” es de 5 anos y de los hibridos de 7
anos.

Suponemos que todas las hembras maduras tienen una cria cada ano, a
partir de su segundo ano de vida y hasta el cuarto para las mexicanus
(3 crias en total) y hasta el sexto para las hembras hibridas (5 crias en
total).

Consideraremos que si el nimero de hembras adultas es par, la propor-
cion de crias hembras sera la mitad, cuando el nimero de adultas sea
impar se considerara que el nimero de crias hembras serd el niimero en-
tero mayor mas cercano a la mitad, esta suposicién es consistente con los
datos proporcionados por el Parque de que la relacién de machos hem-
bras en las crias en términos practicos es 1:1 (o en todo caso un poco
mayor, se sabe que en otros lugares puede ser 1:2 [27]).

Notacion.

Cuando usemos el hiper indice mex significa que los venados considerados

nacieron de una hembra de la subespecie mexicanus

t denota el tiempo,
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H{™** ntimero de hembras maduras en ¢,
hi*** nimero de hembras jévenes en ¢,

0:°Y nimero de hembras recién nacidas en ¢,
M{™“* ntimero de machos maduros en ¢,

mex
my

nimero de machos jovenes en t,
V/™e* ntimero total de venados en ¢,

[2] = min{k eZ|z < k}

|x| = max{keZ|k < z}

R
Il
D=

« representa la proporcién de hembras que nacen del total de hembras ma-
duras Hy en el caso en el que H; es par; en este trabajo tomamos a = %, sin
embargo, muchas veces mantenemos la notacién en forma general para facilitar
la construccién de modelos posteriores. De acuerdo con la consideracién (7),
para la construccion del modelo o = % va a implicar que si H; es un nimero
par, el niimero de crias hembras serd o Hy, mientras que si H; es un nimero
impar, el nimero de crias hembras serd: [« Hy|, el entero mayor a oo Hy y mas

cercano a él.

Vamos a considerar un primer modelo en el que el nimero de hembras
maduras descendientes directas de madres mezxicanus mediante linea materna
en el afo t estd dado por

1 1 1
Hp™e = [ HPo) 4+ [ B 4 [ Hye (1)
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En consecuencia
VT = H 4 H S HUE 4 4 H 2)

El hiper indice tex denota que los venados considerados son hijos de una
hembra hibrida que es descendiente directa de la texana mediante linea ma-
terna, esto significa que desciende unicamente a través de hembras, hijas (o
hijas de hijas de la texana), mientras que el hiper indice mmaz denota que
los venados considerados son descendientes directos de madres mexicanas me-
diante linea materna (aunque algunas de ellas ya sean hibridas por tener padre
hibrido)

t denota el tiempo,

H[** H™* niimero de hembras maduras en ¢,

hie® B niimero de hembras jévenes en ¢,

hE®, hT'™* ntimero de hembras recién nacidas (crias) en el tiempo t,
M M™™* niimero de machos maduros en t,

tex mmx
my=, My

numero de machos jévenes en ¢,
Vier V;mvme nimero total de venados del tipo indicado en t,

Vi ntmero total de venados en t,

Considerando que las hembras hibridas viven 7 anos y tienen 5 crias durante
su vida en lugar de tres, la expresion que determina el niimero de hembras
maduras descendientes directas de la texana mediante linea materna en el ano
t estd dado por

1 1 1 1 1
HIw = [ B + [5 HIS] + (5 HISG) + [ HIES) + [ B (3)

Elementos de modelaciéon determinista, Capitulo 2, pags. 17-40



Lucia Cervantes Gémez, Valentin Jornet Pla, Gilberto Pérez Gonzélez,
Leonardo Remedios Santiago 27

la expresion que determina el niimero de machos maduros descendientes
directos de la texana mediante linea materna en el ano ¢ estd dado por

1 1 1 1 1
M = | HIES] + |5 HISS ) + |5 HIS) + |5 HS) + S HES) ()

y analogamente obtenemos el modelo,

para t > 6:
Vtea: Hte:v Hte:p Htex Htez Htex Hte:p Htex (5)

donde la cantidad de hembras maduras en t esta determinada por la
ecuacion 3

1 1 1
B = [ HIS) + [ HISS) + [ B+ [ 5] + 15 B

Como las hembras fértiles son las de 2 a 6 afos, tenemos que el nimero de
hembras recién nacidas estd determinado por

tex_|' (|’ tew'| |' tex'|+|' Htem )+|' Htez‘|)+|' tew'|)‘| (6)

Sumando las expresiones 2 y 5 obtenemos el nimero de venados en el
Parque.

Noétese que con estas expresiones tal vez estamos dejando de contar algu-
nas hembras, ya que probablemente algunas de ellas ya eran hibridas por tener
padre hibrido, éstas las consideraremos en el siguiente modelo.
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para t > 6:

V;‘, — (Hmmx + Htex) (Hmmx + Hte:r) (Hmmx + Htex)
(Hmmz Htez) (Hmmz Htez) 4 er% 4 Htez (7)

en la que el nimero de hembras maduras descendientes de madres me-
xicanus mediante linea materna en el tiempo ¢ estd determinado por la
ecuacion 2

y el nimero de hembras maduras hibridas descendientes de la teranus
mediante linea materna en el tiempo t estd determinado por la ecuacién
3

tez _ ( tea:'| [1 tea:‘| + [ tea:‘| + [ te:c‘| + [ Hte:c

Mostramos los resultados del modelo para la poblacién 7 en la tabla 4,
empleando un algoritmo implementado en Maxima.

Hembeis Mathos.
o Madhwras Jfvanas Maduras BENTERS Datas
E| E |[E|B| B Totl | reportades
MU IHUHEBEHEAREERBRRBEAE e
= Bl s S| a|a|m|e|a|=|s|[n|=|a|a|a|=|r|HN|~|a
1996 4 (o] o [ofofoje|efojo|o|ale|4fofoflalalalo|a|a]n 6 i}
1987 4 oo fofofoje{efofojofaolafofof2][afofofz[0]a]2 1 12
1996 2 3 1] 1] olo|Jofje|e|o|[o|1r]alo|o]2z|z|e|o|[z2|0]0of[2]2 16
1994 4 o[ o Jofojofeje|ojafofofa|2fsf2{e|ojofz]ala]2 19
200 4 TlofoJofojofe|e|ajofo|sfa|afz|la|nw|o|z|le]ala]y 26
200 5 4 (o o [ofofoje{sf{a[ofo|alo|s]af2[efafz{o[0]3]2 17
2002 [:] 8 |ofl o Jojlolo|la|e|o|ofofofl2f{2sfz2lz [efc|[o|D]|3]|2]|3 i) 20
0% 7 2 (o] o [ofofaJojejofo|ola|lsfz|[afafofofafo]a 3]s u 25
2004 8 n)o| o |ofr|oje|e|ojo|r|al2|x|a|6 0|0 ofl2afals 5
2006 a 3 (o[ o [afofofelefa[a]a]alals]s[z]elol2]s]a]s]s 47 M
2006 10 w |o| 1 |ojo|o|e|e|o|1|r|[3fjaf[afrfe|[o[x[z][a]|5]|a]|a 38 33
2007 11 n 1|0 [ojofjofoje|o|1|z2]|4f[6|afa|nn[1]|1[4]|5[6[a]|w 7 35
20g 12 s (o] o JoJofofelelolalals]r]efufu][1]a]s]e[a[w[u] s 55
i 13 sz [0 o Jolofofefe|ofz{s|7]a|m||1s] 23|66 [1w][13[t6] 113 G5
2010 14 w o 0 [o|o]o|le|lo|o|lz|a|s|n|n|w|m|3|ale|w|1z|{w|[ 150
11 15 4 (o o |ofoflofef[e|[o{4|s5|an|s|w|m|as|45 [0 [d6]|m[28] 186
A1z 16 w0 o o |oloflofoef[e|of[s |6 |a|mw|m|s|a|s |6 [wulm|x2|u|n] 22 175
213 17 s 0| o Jo ofofoef[o o6 |6 |26|am |2 0|58 6|a |26 |m[a4|0[37| 2w
2014 1B = |0 o ofofo|lo|e|o|[&|10|20]|35|30)|=|e7| 3 (10|30 M |[30]37)|a0 233
s 19 W [ 0| 0 [O| 00| 0|0 |0 |10|13)25(30 |38 (4758|4013 |2 |m|37 (46|58 42

Tabla 4: Resultados del modelo 7.
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Extraemos la informacién obtenida con este modelo sobre las relaciones de
hembras y machos hidridos descendientes por linea materna de la hembra de
la subespecie texanus y el total de adultos, la cual se resume en la tabla 5

Hambras maduras Machos maduros
Total Total
ARO S —— descendientes Machos descendientes
maduras directas linea maduras directos linea

materna texana matera texana
1995 O 4 2 o
1997 1 a 2 [1]
1998 2 5 2 o
1999 3 4 1 & o
2000 4 7 1 -] o
2001 5 a4 2 2 ]
2002 i) 3 a 3 ]
2003 I a8 4 2 1
2004 8 11 o E} =
2005 o 13 a8 3 4
2006 10 i6 10 13 7
2007 11 33 1z 17 11
2008 12 26 16 22 15
2009 13 32 20 29 20
2010 14 A0 26 38 26
2011 15 42 aa 48 aa
2012 16 [24] a2 60 A2
2013 17 75 54 74 53
2014 18 a3 &3 a9z 6B
2015 19 116 a8 114 a7

Tabla 5: Numero de adultos descendientes directos por linea materna de la
texana

Puede observarse que a partir de 2006, el nimero de machos hibridos es
mayor que la mitad del total de machos, por lo que a partir de ese momento
podemos suponer que al menos la mitad de las hembras descendientes de la
subespecie mezicanus fue fecundada por machos hibridos, por lo que estas
hembras tienen crias hibridas y en consecuencia se agregan los términos co-
rrespondientes al modelo, el cual va a tener sentido a partir de 2011 (¢ = 15),
ano en el que se nota el efecto de que sean hibridas, ya que ése seria su cuarto
afio y tendrian una cria adicional durante ese ano y otra en el siguiente, a dife-
rencia de las crias contempladas en el modelo anterior, con lo cual obtenemos
la otra parte del modelo, expresada mediante 8.
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para t > 15:
V, > (Hmmm+Htem)+(Hmmr+Htem)+(Hmmz+Ht6m)
+(H”1mx + HI) + (H™ 4 HY) + ((5 HIMm] 4 et
(( Hme) 4 e ®)

el nimero de hembras maduras descendientes de madres mexicanus me-
diante linea materna en el tiempo ¢ esta determinado por:

1 1
H{™™ = ( H{"" [+ [ H{"3™" ] + [ HZ3 1+ [ 225+ [ 26

(9)
y el nimero de hembras maduras hibridas descendientes de la texana
mediante linea materna en el tiempo ¢ estd determinado por la ecuacion

3

1

E !

1 1 1
[2

HIw = [ HieS) + [ HiG) + [ IS + [ HIS) + [ Hi)

Reuniendo las expresiones 7, para 6 €t < 15 y 8, para t > 15 obtenemos
el modelo final, cuyos resultados se muestran en la tabla 6 y la grafica 1.

Puede notarse que aunque los datos coinciden durante los anos 2002 y 2003,
durante el 2007, que fue cuando se realiz6 la primera estimacion con el conteo
de heces fecales, el modelo estd indicando una poblacién mayor que el doble,
teniéndose una diferencia de 41 venados ese ano y 64 durante el 2012.

Una etapa importante al elaborar un modelo matemético es comparar los
resultados obtenidos con datos obtenidos de otras fuentes, si difieren es con-
veniente analizar si la discrepancia es consecuencia de un error en el modelo
o de un error en los datos obtenidos mediante otros procesos, por ejemplo de
manera experimental directa o indirecta.

Analicemos brevemente ambas posibilidades:

1. Posibilidad de errores en el modelo. Los errores en los modelos pueden
presentarse en las hipdtesis, la matematizacion de la informacion o inade-
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Tabla 6: Resultados del modelo final comparados con las estimaciones del Par-

que.

Poblacién total obtenida con el modelo y los datos del Parque
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Grafica 1: Resultados del modelo final y las estimaciones del Parque.
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cuacion de las leyes utilizadas, en la solucién matemética o numérica, o
la interpretacion de los resultados. Por lo que conviene revisar cada po-
sibilidad, en este caso se revisaron todas; la matematizacion y procesos
matematicos son correctos. Las hipdtesis utilizadas se revisaron con los
expertos del area y son razonables, en especial los promedios de vida y
ntmero de crias estan considerandose los valores bajos, los venados en
principio estan en una zona sin depredadores, sin embargo, podria haber
situaciones que las modificaran, las analizamos en el siguiente punto. La
ventaja es que es facil modificar los parametros del modelo y simular
escenarios alternativos

2. Posibilidad de errores en los datos proporcionados por el parque

= Debido a la extension y topografia del Parque, la variedad de es-
pecies, la escasez de personal y de recursos, es comprensible que
la informacién esté incompleta o sea inexacta. Por tanto, segin
se amplia el area donde se encuentran los venados, es mas dificil
contarlos, ya sea utilizando métodos directos o indirectos, también
existe la posibilidad de pérdidas de venados no detectadas en cual-
quier periodo, y esto estaria afectando los resultados posteriores
del modelo al faltar esta informacién. Las pérdidas no detectadas
tendrian mas posibilidades de ocurrir a partir del ano 2007, en el
que se liberan a un area de 70 Has., sin embargo, revisando la po-
sibilidad de la inexactitud o falta de claridad en la informacién,
encontramos que ésta se observa principalmente durante el periodo
de 2005 a 2008 (época en la que los venados seguian en un area de
4 Has., y el conteo se realizaba mediante observaciones directas en
las zonas donde se les alimentaba).

= En las tablas de altas y bajas realizadas con base en los datos
proporcionados por el Parque, éstas corresponden a los periodos
entre 1998-2004 y 2009-2010 respectivamente, y falta el registro de
las altas comprendidas entre los anos 2005 y 2008; por otra parte,
la tabla de bajas, en la que se encuentran las bajas registradas
entre los anos 1999-2008, no explica el descenso de la poblacién.
Ademsds, la informacion registrada en el inventario muestra que el
reporte en 2009, basado en el informe de marzo de 2008 a marzo de

Elementos de modelaciéon determinista, Capitulo 2, pags. 17-40



Lucia Cervantes Gémez, Valentin Jornet Pla, Gilberto Pérez Gonzélez,
Leonardo Remedios Santiago 33

2009, indica que hubo 26 nacimientos, los cuales corresponderian
al ano 2008 y coinciden con los resultados del modelo mostrados
en la Tabla 6, esto implicaria que durante 2008 habria al menos
26 hembras adultas (de acuerdo a la informacién proporcionada de
que cada hembra tiene sélo una cria por ano) y estarfan faltando
un numero proporcional de machos, sin embargo en el inventario
se reportaron 17 machos, 12 hembras y 26 venados con sexo no
identificado (suponemos que son las crias).

En resumen, debido a que se detecta falta de informacién y una posible falta
de exactitud en los registros durante el periodo de 2005 a 2008, que los datos
del modelo y los del parque empiezan a diferir notablemente durante el periodo
comprendido entre 2004 al 2006, y ademads se cuenta con una estimacién por
el conteo de excretas para el 2008, la cual coincide con sus inventarios, se
considerd una buena opcién reiniciar el modelo a partir de esa fecha, es decir,
se introducen como condicién inicial 55 venados en el ano 2008 con lo que
obtenemos los resultados mostrados en la tabla 7 y la grafica 2.

Hembwas Machos
. Mpchar Miveres maadurgs Mrmnes Datos
szl a2l el a2l el alal el 2l elelal e =l 2| Tt |reporcwios
oo | V[ A[R[RIT(R15] ] 8]5] 4] 5[ 5[5 (5[ 8[[4]3[5[4]3 o
2la|ln|H|s8 o | = ~ w | - LE - T - | = N - | a
1006 i 4 o[ofofofeloflelelolelofoalalofoloalofolalzn]n 6 [
1997 1 4 olojofoeflolo)o(olo0)eflols)o)of2)e]0f0]l2]0] 0] 10 12
105 2 5 ploelo|lo]oe|o]e|lo|lo|s]a]o]lolz]s]af[o]z2|[e]o]| 2|2 16
1999 3 4 o 0 o o [] o [] 0 1 0 o 1 1 3 2 0 o o 1 4 Fd 1 19
2000 4 T o L o -] [ o [ 1 o L 1 2 k] 2 4 0 o H a H 2 E] an
2001 L 4 L L VI I O A O O O 1w
2002 [ L ololofoefo)1)ofo|o)efoeli)s)2[F|e|0f0|0]s| 2|4 20 20
2003 T a ploelolo]s|o]elolo|e|ls]a]als]|a]lafo]ofa]lz]|als a5 25
2004 B 11 o [ o 1 [] o [] [ o 1 a4 2 3 4 B [ o o 1 4 & 3 EL]
2005 [ 13 plelile|le|oflelalafafla]a]lale]|s]la|ln|lz|alz|n]a a8 kT
2006 10 15 olalofololo)oo]1]1 3| a| 6| 7| k[0 |1)2a]|alb)6]38 39 33
2007 11 o ilelol oo |ofe|o]lr|2]ale]a|e|]r|1]a]s5|6]e6]w 76 35
2008 12 15 oplolo|lo]lo|ofle|lolr|2]aflala|lr|Ee]lof[r]z]als]6]7 55 55
2008 1% n olo|lo|lo]lo|of|oe|o|lz|3alalea]lrs|a|u|jafz]z]s]le]7r]|n k] 85
200 14 = vjofoloefo|oflef{o|a [a]a|r|a|unfw|a|s]s]n|[7]um| 3
2011 15 a7 ololofoefo|o)o|o)4) 776|011 [19)d )66 7 |11]14]16 136
2012 16 & oloelo|l oo |ofe|o|7|a]a|m|se|lia|2]6|e]7|21)1a]1a]a 17 AT0-180
2Mm3 17 5] olo|lo|lo]|lo|ofo|o|le|mn|nfw|m|x|xm|a|w|n|wla|aln 23
204 16 Bl plojofe|o|o|o 0|1 |i2|M 19|24 | |40 (21|12 1|16 [/24)a/ap am
2ME 10 10 O] o] oo o] o [0 |12)17 |19 |2]32 |40 (5 |12)16|19|2|xn]|0(52 L

Tabla 7: Resultados del modelo con datos reiniciados en 2008
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Poblacidn obtenida con el modelo que reinicia en 2008
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Grafica 2: Comparacion del modelo reiniciado y las estimaciones del Parque.

4 Conclusiones

El resultado de 179 venados para el ano 2012 obtenido con el modelo final
reiniciado en el 2008 coincide muy bien con los datos proporcionados por la
estimacion mediante el conteo de heces fecales, finalizado durante 2012, y que
reporta que el nimero de venados correspondiente estaria entre 170 y 180.

A continuaciéon mostramos la comparacién entre los dos resultados del mo-
delo 5, sin reiniciar y reiniciando en el 2008, en la tabla 8 y en la grafica
3.

Cabe mencionar que, partiendo del supuesto de que las estimaciones de
los anos 2008 y 2012 sean correctas, bajo las hipdtesis del modelo tendriamos
que la poblacién contaria con mas de 380 venados en el ano 2015, recordemos
que el modelo final todavia no incluye el hecho més probable de que en el
ano 2012 la poblacién sea totalmente hibrida, con lo cual el niimero deberia
ser incluso mayor. Posteriormente se tendria que contemplar la capacidad de
soporte del medio y la salud de la poblacién (incluida la variabilidad genética),
para actualizar el modelo y que contemple estos aspectos, se requiere mas
informacién, principalmente de la poblacién hibrida del Parque.

Por otra parte, el hecho de que se introdujera una venada teranus en un
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Poblacion Datos
Afio mf"}‘:::o" reiniciada | reportados
en2008 | porla UMA

1996 0 6 6 i}
1007 1 10 10 12
1998 2 16 16

1998 = 19 19

2000 4 26 26

2001 5 17 17

2002 5] 20 20 20
2003 7 25 25 25
2004 8 36 26

2005 9 48 48 M
20086 10 59 59 33
2007 11 76 76 35
2008 12 35 55 ]
2009 13 119 78 65
2010 14 150 103

2011 15 193 136

2012 16 244 179 170-180
2013 1T 306 229

2014 18 283 293

2015 19 484 332

Tabla 8: Resumen de resultados.

area natural protegida cuya poblacién original era de venados mezxicanus nos
plantea si las UMAs en Puebla que no estaban registradas como ranchos ci-
negéticos también estan siguiendo la tendencia en el pais de introducir la
subespecie texanus en zonas donde originalmente no habia.

Esto se debe a que los cazadores prefieren los ejemplares de texanus, ya
que tienen mayor corpulencia fisica y de astas. Esta situacion ha propiciado la
introduccién de ejemplares de venados texanus como pie de cria en las UMAs
que se encuentran dentro de las zonas de distribucién de otras subespecies,
con lo que se esta perdiendo el objetivo de conservacién sustentable al mezclar
subespecies genéticas [15] en aras de posibles beneficios econémicos [29].

Una ventaja de los modelos matematicos: si hay discrepancias en los resul-
tados, no sélo obliga a revisar las hipétesis, sino que ofrece una invitacién a
reflexionar sobre las condiciones en que se plantea el problema, en este caso,
la situacién de las UMAs (en las que es necesaria una mejor planeacién [26]),
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los instrumentos legales que las regulan y los apoyos y presiones que reciben.
A partir de estos modelos béasicos e incluyendo factores tales como inciden-
cias econdmicas, politicas, sociales y legislativas, se pueden realizar modelos
mas completos que apoyen el conocimiento y gestién de las poblaciones de las
UMAs.

Esperamos que este tipo de trabajo se sume a los esfuerzos de conservacion
que realizan otros investigadores y trabajadores en beneficio de una conserva-
cién sustentable de la biodiversidad.

Poblacion total y poblacion reiniciada en 2008 obtenidas con
el modelo
600
500 | [
400 * &
200 * o
* .
200 -
4
* .,
L ]
100 P
R 1
s Las oo ® o 8 B 4 4
1995 2000 2005 2010 015 2020
A Datos del Parque @ Poblacion totzl del modelo 4 Poblacion reiniciadaen 2008

Grafica 3: Comparacion de los resultados del modelo sin iniciar, reiniciando y
las estimaciones del Parque.
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Capitulo 3

Dinamica de transmisién de la influenza A(H1N1)
en Hidalgo

Roberto Avila Pozos!, Lorena Cid Montiel!, Ricardo Cruz Castillo*

Resumen

FEn este capitulo se modela la dinamica de la trasmision de la in-
fluenza (gripe) utilizando un modelo compartamental cldsico. La
poblacion a estudiar se divide en diferentes grupos de acuerdo a
su posicion respecto de la enfermedad. Se considera que el virus se
propago en dos olas, una de ellas iniciada en marzo del ano 2009
y la otra en agosto del mismo ano. La estimacion de los pardme-
tros del modelo se hizo utilizando la relacion del tamano final de
la epidemia y por minimos cuadrados. Se estimd el numero repro-
ductivo bdsico. Las simulaciones se realizaron con el software libre

R.

1 Introduccion

En este capitulo se describe la dindmica de transmisiéon del virus de in-
fluenza A (HIN1) en el estado de Hidalgo.

Las epidemias han acompanado al hombre a lo largo de la historia. Algunas
de estas epidemias se han debido a brotes de influenza. Ain cuando algunos de
estos brotes no han llegado a ser considerados epidemia, son responsables de la
muerte de millones de personas, y su aparicién tiene consecuencias econémicas
importantes. Algunas de estas consecuencias se aprecian de manera directa:
gastos por tratamientos médicos y pérdida de productividad. De manera me-
nos directa, podemos mencionar los gastos relacionados con las medidas de
prevencién que se toman. Con un mejor entendimiento de los mecanismos de
transmisién del virus de influenza, asi como de los factores claves en la propa-
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gacién del virus, se pueden desarrollar estrategias de intervencién efectivas y
reducir los costes econémicos.

Existen tres tipos de virus de influenza: A, B y C. Los tipos A y B son
comunmente los responsable de brotes estacionales de influenza cada ano. Cada
uno de estos tipos de virus esta dividido en subtipos, basados en las proteinas
H y N de las superficies del virus. Por ejemplo, para el virus tipo A4, hay 16
diferentes H y 9 diferentes N; cada subtipo es una combinacién de estas dos
proteinas. Los subtipos de virus de la influenza A que comunmente circulan
en humanos son el virus A (HIN1) y el A (H3N2). En la primavera del afo
2009 surgié un nuevo tipo del virus A (HIN1), que causé una pandemia de
influenza, [18, 19].

Cuando un nuevo virus se hace presente en la poblacién, es dificil estimar
el nimero de personas afectadas por este virus. La dificultad radica en que
muchos de los casos podrian no ser diagnosticados correctamente debido a
que los mecanismos del virus pudieran desconocerse. Para estudiar la dindmi-
ca de transmisién del nuevo tipo del virus A (H1N1) utilizamos modelacién
matematica y una base de datos proporcionada por la Subdireccién de Inves-
tigacion de la Secretaria de Salud de Hidalgo. Esta base de datos cuenta con
informacién de 1075 personas diagnosticadas como posibles personas afectadas
por el nuevo tipo del virus A (HIN1). De estas 1075, un total de 584 fueron
confirmadas como personas enfermas debido a este nuevo tipo virus.

En este capitulo modelamos la dinamica de la trasmisién de la influenza
utilizando modelos compartamentales. La poblacién a estudiar se divide en
diferentes grupos de acuerdo a su posicién repecto de la enfermedad. Se con-
sideran diferentes suposiciones respecto a la tasa a la que los individuos de la
poblacion pasan de un grupo a otro. Para nuestro estudio, consideramos que
el virus se propagoé en dos olas, una de ellas iniciada en marzo de 2009 y la
otra en agosto del mismo ano.

1.1. Antecedentes

Muchos de los primeros resultados en epidemiologia matematica se deben
a personas interesadas en la salud publica. El primer resultado que se conoce
en epidemiologia matemadtica se debe a un trabajo de Daniel Bernoulli (1700-
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1782), que en 1760 publicé un pequenio tratado sobre la epidemia de peste que
en ese entonces ocurria en Europa. Su trabajo contiene la idea de mortalidad
diferencial para estimar la tasa de muertes debidas a cierta enfermedad. Este
método se ha utilizado para estimar tasas de muertes de algunas pandemias,
por ejemplo, la pandemia de influenza de 1918.

Otra de las primeras contribuciones a lo que hoy se conoce como epide-
miologia matematica se debe a William Heaton Hamer (1862-1936). En su
trabajo publicado en 1906, propuso que el niimero de contactos infecciosos, es
decir, aquellos que producen la enfermedad por unidad de tiempo, es propor-
cional al nimero total de contactos entre individuos infecciosos y sanos.

Anos después, en 1911, Ronald Ross (1865-1932) public6 The Preven-
tion of Malaria, donde formul6 un modelo matematico sencillo, como apoyo
para su argumentacion de que, para erradicar el paludismo, era suficiente con
disminuir la poblacién de mosquitos a un nivel bajo, sin necesidad de extin-
guirla. En su trabajo, es posiblemente la primera vez que se usa el concepto
de “umbral” de una epidemia. La idea de esto es que si un individuo infectado
es introducido en una poblaciéon compuesta solamente por miembros suscep-
tibles, generard un numero de infecciones secundarias si ese valor umbral se
rebasa. A este niimero se le conoce como “ntimero reproductivo bésico”. Cuan-
do el niimero reproductivo basico es mayor que uno, puede ocurrir la epidemia,
mientras que si el niimero reproductivo basico es menor que uno, el niimero de
infectados decrecera hasta hacerse cero. Esta caracteristica se ha usado para
estimar la efectividad de politicas de vacunacion.

En 1927, William Ogilvy Kermack (1898-1970) y Anderson Gray McKen-
drick (1876-1943) formularon un modelo matemético bastante general y com-
plejo para describir la epidemia de peste registrada en la India en 1906.

Después del trabajo de Kermack y McKendrick, hay muchas extensiones
de modelos basicos. En estas extensiones se incluyen propiedades particulares
que pudieran tener algunas enfermedades. En anos recientes, ademas del uso
de modelos deterministicos, se han usado modelos de redes. Estos modelos
estudian detalladamente las redes de contacto que un individuo infectado tiene.
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2 Modelo epidemiolégico SIR

El modelo que utilizamos es el propuesto por Kermack y McKendrick en
1927. También se realiza un andlisis cualitativo del modelo y se estiman los
parametros del modelo para después hacer unas simulaciones.

Dividimos a la poblacién en tres conjuntos: susceptibles (.5;), infectados
(I;) y recuperados (R;), donde ¢ = 1,2 indica la primera y segunda ola respec-
tivamente; S;(t) es el nimero de individuos susceptibles a la infeccién; I;(t) es
el nimero de individuos infectados y a la vez infecciosos y R;(t) es el nime-
ro de individuos que han sido recuperados. En R; se incluyen los individuos
que estuvieron infectados, pero que se han recuperado. Si la poblacién es de
tamafio V;, siempre se tiene que N; = S;(t) + 1;(t) + R;(t) de tal manera que
un individuo pertenece s6lo a un conjunto a la vez.

2.1. Suposiciones del modelo

1 Suponemos que la poblacién estd mezclada homogéneamente, es decir,
todos los miembros de la poblacién tienen el mismo grado de interaccién
con los demas y la probabilidad de contraer la infeccion es igual para
todos los miembros de la poblacion.

2 Asumimos incidencia de accién de masas. La infeccién se puede transmi-
tir cuando un miembro infectado tiene contacto con un susceptible. Sin
embargo, no todos los contactos terminan en infeccion. Sea 3 el coefi-
ciente de transmisién de la enfermedad, o bien, la fracciéon de encuentros
que resultan en infeccion.

Supongamos que la probabilidad de encuentro con un individuo infectado
es I/N, y de ahi, consideremos la probabilidad de infeccién dado el
contacto con un infectado (3, multiplicada por el niimero de individuos
susceptibles S. De aqui que el ntimero de encuentros que pudieran ser
efectivos de un infectado, por la probabilidad de que el encuentro haya
sido con un susceptible, por el nimero total de infectados es SS1.

3 Los infectados se recuperan con una tasa «, es decir, el tiempo medio de
recuperacion es 1/a.
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4 El tamano de la poblacion se mantiene constante N; = S; + I; + R;. En el
modelo no se consideran efectos demograficos en la poblacién. Estamos
suponiendo que la escala de tiempo en la que se presenta el brote de la
infeccion es mucho méas pequena que la escala de tiempo de algin efecto
demografico significativo, por ejemplo, el nimero de nacimientos o el
nimero de muertes no debidas a la enfermedad.

2.2. El modelo.

El modelo para describir esta situacién estd dado por

S = —BSi
I/ = IBSZIZ - Oé.[i
R/ = aIi

donde ¢ = 1,2 indica la primera y segunda ola respectivamente. Dado que
se registraron dos picos en el nimero de casos confirmados, planteamos el
problema de la aparicién de dos olas. Como los registros corresponden a todo
el estado, supondremos que cada ola corresponde a una region en el estado, y
que en cada caso se cumplen los supuestos del modelo.

Observemos que la constante 3 tiene unidades (tiempo)~!(individuo)~! y

a tiene unidades (tiempo)~!. Por lo tanto, el modelo describe el niimero de
susceptibles e infectados nuevos por unidad de tiempo. Un diagrama de flujo
para el modelo se muestra en la Figura 1.

En cuanto a las condiciones iniciales, para la primera ola suponemos que
tenemos I1(0) = Iy, S1(0) = Sp y ningin individuo en el conjunto R. Las
condiciones iniciales para la segunda estan dadas por el niimero de susceptibles
y recuperados al final de la primera ola. Si ¢y indica el tiempo al final de la
primera ola, entonces S2(0) = Si(ty) y R2(0) = Ri(ty).

Notemos que R; se puede calcular una vez que S; e I; son conocidos, po-
niendo R; = N; — S; — I; . Una vez establecido esto, podemos ignorar por un
momento la ecuacién para R; lo que nos deja con el siguiente sistema no lineal
en dos ecuaciones

http://www.fcfm.buap.mx/publicaciones/docs/EModDet.pdf


http://www.fcfm.buap.mx/publicaciones/docs/EModDet.pdf

46 Dindmica de transmision de la influenza A(HIN1) en Hidalgo

S = —BSiI;
I/ BSzIz_O[Iz

Figura 1: Modelo epidemiolégico SIR

2.3. Anadlisis cualitativo del modelo

No podemos dar una solucién analitica del modelo, pero si una descripcion
cualitativa. En lo primero que estamos interesados es en encontrar los puntos
de equilibrio del sistema. Encontrar los puntos de equilibrio del sistema es
importante pues, si inicialmente, en ¢t = 0, el sistema toma valores en alguno
de los puntos de equilibrio, entonces permanecerd ahi para todo t > 0. Para
encontrar dichos puntos de equilibrio del sistema, hacemos S, = 0 e I} = 0,
donde ¢ = 1,2 indica la primera y segunda ola respectivamente. Si S = 0,
tenemos que S; = 0 o I7 = 0. Para satisfacer I{ = 0 debemos tener I, = 0 o
bien I; = g El sistema tiene sentido para nosotros solo cuando S; e I; son no
negativos. Por lo tanto, los puntos de equilibrio del sistema estan dados por
{(S},0)|S; > 0}. Para determinar la estabilidad de cada punto de equilibrio
(S¥,0), lo que haremos es examinar la matriz Jacobiana del sistema. De manera
particular, estamos interesados en los valores caracteristicos de dicha matriz.
La matriz Jacobiana se denotara como Dy. En este caso esta dada por
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—B1; —B5;
Dy(5,1) = (1)
Bl BSi —«

La matriz Dy evaluada en los puntos de equilibrio del sistema, S; = S* e
I; = 0 esta dada por

-0 —BSast
Dy(57,0) = (2)
0 BS! —«

2.4. Numero reproductivo basico de la infeccién.

Para nuestros propdsitos, el modelo tiene sentido solo cuando S; e I; per-
manecen no negativos y suponemos son funciones de ¢ continuas. Observemos
que S/ < 0 en todo momento, por lo tanto S; es siempre decreciente. En el
caso de la variable I;, I/ > 0 si y solo si S; > % Al momento inicial del brote
de una infeccién, si S;(0) > %, I; crece hasta un punto maximo. Una vez que
I; ha alcanzado el punto maximo en .S; = %, I; decrecera hasta cero. En el
caso contrario, cuando S;(0) < %, I; decrece hasta cero y no habra epidemia.

El nimero Ry = g determina si después de introducir un nimero pequeno
de infectados en una poblacién suficientemente grande y completamente sus-
ceptible, habra una epidemia o no. Rg es llamado nimero reproductivo bdsico
y es el nimero de infecciones secundarias causadas por un solo infectado intro-
ducido en una poblaciéon compuesta solo de miembros susceptibles. Si Ry > 1,
podemos decir que habra una epidemia; cuando Ry < 1, la infeccién desapa-
rece. La variable ¢ = 1,2 indica la primera y segunda ola respectivamente.

2.5. Estimacién de parametros

Buscamos expresar los parametros a y 8 en términos de cantidades medi-
bles o conocidas. Considerando a I; como funcién de S; y usando la regla de
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la cadena, tenemos

dI; _ dI; dS;
dt — dS; dt’

por lo tanto
d[i . LZ/ . 551'11‘—0411' -1 «

s, S pSL T3S,

y obtenemos la siguiente ecuacion diferencial para I;,

dIi — 1 (6
ds; BS;

Integrando en ambos lados con respecto de S;, tenemos que la relacién entre
S; e I; esta dada por
a
I; = -5+ B ID(SZ) + C;, (3)

donde C; es una constante de integracion determinada por las condiciones
iniciales del sistema. Otra manera de expresar la ecuaciéon obtenida es en
términos de una funcién V;, la cual depende de S; e I; y esta dada por

Vi(Si, i) = I + Si — %m(si).

Si la poblacién es de tamano N; y un nimero pequeno de individuos infec-
tados es introducido a la poblacién, podemos asumir que S;(0) =~ N;, I;(0) ~ 1

. N
y Ry ~ & Por otro lado, cuando t crece, tenemos que lim; o, 1;(¢) =0y
o
denotemos S7° = limy_,o0 S;(t).

La constante C; de la ecuacién 3 es unica una vez dadas las condiciones
iniciales. Por lo tanto, la relacion del tamano final dada por V;(S;(0), I;(0)) =
Vi(5£°,0) se satisface. De esta manera, para la primera ola tenemos

zw—%ﬁM&m»=S$—§3M$ﬂ

y para la segunda

M—m@—%mwmzw—%wwy
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De las expresiones anteriores tenemos que la relacion g esta dada por

2 @

52 _ . 2
@z Ny — Ry(0) — S5°° (5)

Con las relaciones dadas, podemos estimar el niimero reproductivo bésico.

Asumiendo que el periodo infectivo de la influenza es de 7 dias, tenemos — = 7.
«@

De la informacién que se tiene, de 1075 personas 584 fueron confirmadas como
personas enfermas por estar infectadas con el virus de influenza. De esas 584
personas, del dia 1 al 134 se reportaron 426 infectados y en lo que podemos
considerar un segundo brote, del dia 135 al 190, se tiene dato de 158 personas
més. Considerando los siguientes datos: N1(0) = 1075, I;(0) = 6, S1(0) = 1069
y ST° = 649 para la primera ola. Para la segunda ola, Ny = 1075, S3(0) =
Si(ty), I2(0) = I1(tf), R2(0) = Ri(ty) y S5° = 491 donde t; indica el final de
la primera ola. En la Tabla se muestran los valores obtenidos para 8y Ré en
cada ola. En la Grafica 1 se muestra el comportamiento de los infectados en
el tiempo, graficado junto con los datos. Para la simulacion de la solucién del
modelo se utiliz6 el software R, utilizando la funcién ode, del paquete deSolve.

Otra manera de estimar los parametros es utilizando minimos cuadrados
ordinarios.

Consideremos el problema inverso de estimar pardmetros del sistema dinami-
co, con vector de parametros 6

dr(t) . .. &
con un proceso de observacién
() = CE(t; ) (7)

Si el modelo estadistico es de la forma
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Y = f(t.00 +¢), (8)
fors = argmin» [Y; — f(t;,0)]" (9)
j=1

Los parametros 8 y « fueron estimados usando el método de minimos cua-
drados, ajustando A(t,0), donde 6 es el vector de parametros, con el nimero
acumulado de casos de influenza. La informacién correspondiente al niimero de
casos acumulados fue obtenida de los datos proporcionados por los Servicios
de Salud de Hidalgo.

Grafica 1: Simulaciéon de comportamiento de la proporcién de infectados y
casos registrados.
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Grafica 2: Simulaciéon de comportamiento de la proporcién de infectados y
casos registrados.

3 Conclusion

La modelacién matemaética es una herramienta poderosa para represen-
tar sustancialmente la dindmica de fendémenos biolégicos. Los resultados de la
modelacién pueden utilizarse para tomar decisiones, como medidas de control
ante el brote de una enfermedad. En el caso que aqui presentamos, la mode-
lacién nos permitié estimar los parametros de un modelo STR cléasico, con los
que realizamos las simulaciones que aparecen en la parte final de este capitulo.
Consideramos que se presentaron dos olas en el estado, suponiendo que cada
una se origind en dos regiones diferentes, y que para cada ola se satisfacen las
suposiciones del modelo. La segunda ola tedrica se acerca mas al comporta-
miento de los casos comprobados, mientras que la primera ola tedrica dista del
comportamiento de los datos registrados. Esto puede deberse a que durante
esos dias hubo muchos ceros, a diferencia de lo que ocurrié después del dia
125, cuando los diagndsticos comenzaron a ser mas precisos.

El modelo aqui presentado ha sido ampliamente discutido en la bibliografia.
Hay modelos méas completos y complejos, pero quisimos mostrar este caso para
ilustrar la aplicaciéon de la modelacién matemaética en un problema de salud
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Modelos de la dinamica de virus 2n vivo
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Morante Rodriguez!, Julio Erasto Poisot Macias!®

Resumen

En este trabajo usamos sistemas de ecuaciones diferenciales ordi-
narias para describir la interaccion entre un virus y un hospedero;
nuestro estudio se centra en probar propiedades de estabilidad glo-
bal referentes a dichos sistemas que nos permiten caracterizar las
condiciones bajo las cuales un virus establecerd una infeccion per-
sistente o serd eliminado por la respuesta inmunitaria.

1 Introduccion

En la década de los noventa del siglo pasado se desarrollaron modelos ma-
tematicos para describir la dindmica entre las infecciones virales y la respuesta
del sistema inmunitario; en particular en el contexto del virus de la inmuno-
deficiencia humana (VIH), Nowak [11], May [12], Bangham [11] y Perelson
propusieron modelos haciendo énfasis en la parte viral de estas dindmicas, in-
cluyendo la estimacion de pardmetros virales basicos, la invasién del sistema
inmunitario por un virus y el analisis en el tratamiento con medicamentos.

Cabe mencionar que los pardmetros de los modelos se obtuvieron a partir
de muestras de pacientes vivos (in vivo), no de experimentos realizados en
cultivos (experimentos in vitro).

Es conveniente resaltar que estos modelos matematicos han desempenado
desde entonces un papel relevante en la investigacion biomédica, ya que pro-
porcionan un marco tedrico sélido que logra captar un conjunto definido de
suposiciones bioldgicas y permiten obtener conclusiones cualitativas y cuanti-
tativas precisas.
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Algunas de estas suposiciones biolégicas son, por ejemplo, que las inter-
acciones entre virus y el sistema inmunitario se comportan como un sistema
ecolégico dentro del cuerpo de un organismo vivo, por lo que el area matemati-
ca de la dindmica de poblaciones es 1til para la modelaciéon. Suponemos que
varias especies de células inmunitarias interactian con poblaciones de virus de
varias maneras.

En los modelos que consideraremos, la dindmica de las interacciones en-
tre las poblaciones de virus y el sistema inmunitario se suponen del tipo
depredador-presa. En este tipo de interaccién, cuando los depredadores cap-
turan y matan a sus presas, ellos se reproducen de tal manera que el tamaifio
de su poblacién se incrementa, lo cual tiene un efecto negativo en la poblacion
de presas. En ausencia de presas, los depredadores no sobreviven. El resultado
de tales interacciones puede involucrar ciclos en los tamanos de la poblaciones
de depredadores y presas.

Andlogamente, cuando células inmunitarias (consideradas como depreda-
doras) encuentran virus, ellas se reproducen de tal forma que el tamano de
su poblacién se incrementa y eliminan los virus. En ausencia de virus, la po-
blacién de estas células inmunitarias decae. Esto puede llevar a una dinamica
ciclica o a la extincién de alguna de estas poblaciones.

Estos modelos proporcionaron nuevos puntos de vista para crear hipotesis
y para disenar nuevos experimentos; mas ain, con la ayuda de datos clinicos,
dichos modelos dieron lugar a descripciones importantes del fenémeno.

2 Inmunologia Basica

2.1. Virus

En biologia, un virus es basicamente material genético envuelto en una
capa de proteina que solo puede reproducirse al interior de una célula viva
especifica. Los virus se componen de dos o tres partes, esto es, su material
genético que porta la informacion hereditaria necesaria para la produccién de
nuevos virus y que puede ser ADN (4cido desoxirribonucleico) o ARN (écido
ribonucleico), una cubierta proteica que protege a estos genes llamada capsi-
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de, que ademas es capaz de combinarse quimicamente con los receptores de
membrana de las células parasitadas, lo que permite al virus reconocer al tipo
de células adecuado para hospedarse. En algunos también se puede encon-
trar una capa bilipidica (generalmente derivada de la membrana celular del
huésped anterior) que envuelve a la cdpside, denominada envoltura virica,
cuya funcion principal es ayudar al virus a entrar otra vez en la célula huésped
(v. figura 1). La particula viral, cuando esté fuera de la célula huésped, se de-
nomina virion.

Acido nucleico

°'s

Envoltura virica

Figura 1: Estructura de un virus. Recuperada de [2]

Para su reproducciéon, un virus tiene que encontrarse con una célula ade-
cuada en la cual pueda hospedarse y utilizar la maquinaria metabdlica de la
célula para su replicacién.

2.2. Respuesta inmunitaria

El sistema inmunitario es el conjunto de barreras fisicas y procesos
biolégicos (en el interior de un organismo vivo) que lo protege contra enferme-
dades identificando y neutralizando células patégenas a través de una serie de
procesos conocidos como respuesta inmunitaria. La respuesta inmunitaria
puede subdividirse a grandes rasgos en dos categorias:

(i) Respuesta inmunitaria innata o pre-programada, que proporciona
una primera linea de defensa contra un patégeno invasor, la cual incluye
por un lado barreras fisicas como la piel y el cabello, y por otro lado
una serie de procesos quimicos celulares entre los que se incluyen la
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fagocitosis, la respuesta inflamatoria, los interferones, la activacion de
células NK y el sistema de complemento.

(i) Respuesta especifica, adaptativa u ontogenética, se llama especifi-
ca porque provoca la formacién de un efector (célula que ejecuta res-
puestas) contra cada patdgeno en particular, que ademés de eliminarlo
confiere proteccién al huésped contra una reinfeccién.

3 Preliminares

3.1. Sistemas de ecuaciones diferenciales

Los modelos con los que trabajaremos estan descritos por ecuaciones dife-
renciales ordinarias de la forma:

{ x:f(x) (1)
f:QCR” = R™ Qabierto, f € C* (Q),

donde & denota la derivada de x respecto a la variable .

Una solucién de & = f(z) es una funcién diferenciable z : I — € definida
en algun intervalo I C R tal que, Vt € I, @(t) = f (z(t)).

Dado zg € Q,x(t) es una solucién del problema de valor inicial
{ i = f(z)
x(to) = xo;

en el intervalo I, si tg € I y z(tg) = xo, donde z(t) es una solucién de la
ecuacién diferencial (1.1) en el intervalo I.

Una condicién inicial para la soluciéon x : I — € es una condicién de
la forma z(ty) = z¢ donde tg € I, xyp € . Por simplicidad, usualmente
tomaremos tg = 0.
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Por lo tanto, solamente estudiaremos problemas de valor inicial de la forma:

i = f()
{ z(0) = xo. (2)

Denotaremos una solucién de (2) que satisface la condicién inicial z por
z (t,20) 0 ¢ (t,20).

Otra notacién conveniente y que usaremos méas adelante es ¢ (¢, xo)= ¢¢(z0).
Es conveniente hacer notar que las tres notaciones anteriores tienen la misma
interpretacion, esto es, representan la solucién que en el instante ¢ = 0 pasa
por xg.

Una cuestion inmediata es bajo qué condiciones se puede asegurar que el
problema de valor inicial (2) tiene solucién y cudndo se puede asegurar que
dicha solucién es tinica; esta caracterizacién se expresa en el siguiente teorema.

Teorema 1 (Teorema fundamental de existencia y unicidad). Sea f €
CY(Q). Dado x¢ € Q, eviste un nimero h > 0 con la propiedad de que el
problema de valor inicial (2) tiene una, y sdlo una, solucion en el intervalo
(—=h,h) CR.

Para ver una demostracién de este teorema se puede consultar [4] y [5].

Para precisar esta idea es conveniente introducir las siguientes definiciones.

Definicién 1. Sea z(t) una solucién de (1) definida en un intervalo I,. Se
dice que y(t) es una prolongacion de x(t) si y(t) es una solucién de (3.1) en un
intervalo I, que contiene propiamente a I, e y(t) y coincide con z(t) en I,.

Definicién 2. Se dice que z(t) es una solucion mazimal del problema de valor
inicial (2) si no admite ninguna prolongacion.

Con base en la definicién anterior podemos enunciar el siguiente teorema.
Teorema 2. Sea f € C'(Q). Si xg € N, entonces el problema de valor inicial

(2) tiene una unica solucion mazximal x(t), donde el intervalo de existencia de
z(t) es un intervalo abierto (a,w) C R.
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La demostracién de este teorema puede verse en [4].

Definicién 3. Sea z(t) una solucién maximal de (1). Llamaremos trayectoria
u drbita de z(t) al conjunto v (x(t)) :={z(t) e QCR": t € (a,w)}.

) eQCR":te[0,w)} es la

En particular diremos que v (z(t)) t
(t) e QCR": t € (a,0]} es la

semi-orbita positiva de z(t), y v~ (x(t))
semi-drbita negativa de x(t).

= {x
= {z

Soluciones estacionarias

El teorema de existencia y unicidad garantiza la existencia de soluciones
de una ecuacién diferencial ordinaria y ademaés la unicidad de tales solucio-
nes a los problemas de valor inicial, sin embargo puede suceder que obtener
la solucién explicita (en términos de funciones elementales) de una ecuacién
diferencial ordinaria sea demasiado complicado o imposible, por tal motivo
es necesario introducir algunas ideas del estudio cualitativo de las ecuaciones
diferenciales, ya que proporcionan herramientas para la descripcién del com-
portamiento de las soluciones de estas ecuaciones.

Por otra parte, para las definiciones y resultados siguientes convendremos
en usar la notacién ¢ (t,x0)= ¢¢(xo) en lugar de usar z(t,xo) para represen-
tar una solucién de (2). Expuesto lo anterior, comenzaremos dando algunas
definiciones:

Definicion 4. Un punto z* € Q es llamado punto de equilibrio del sistema
(1) si f(z*)=0.

En efecto, si * es un punto de equilibrio de (1), entonces la solucién ¢y (x*)
es una solucién estacionaria, esto es, ¢¢(x*) = z* para todo instante de tiempo

t, pues d%i(f*) = f(¢e(z*)) = 0.

Una vez hallados los puntos de equilibrio, una cuestion inmediata es estu-
diar el comportamiento de las soluciones préximas a esos puntos; esta nociéon
de “aproximar” se aclara en las siguientes definiciones.
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Definicién 5. Un punto de equilibrio z* de (1) sera estable si, dado € > 0,
existe 6 = d(e) > 0, 0 < ¢, tal que para todo xy que satisfaga ||zg — z*|| < J; la
solucién ¢y (zg) esta definida y verifica que ||¢¢ () — x*|| < € para todo t > 0.
Se dice que z* es asintoticamente estable si es estable y en la definicién anterior
se puede elegir 6 de modo que, ademas, se tenga que tlggo di(x0) = ™.

Definicién 6. Un punto de equilibrio z* de (1) sera inestable si no es estable,
es decir, si existe € > 0 tal que, cualquiera que sea § < ¢, existe al menos una
solucién ¢y (xg), con ||xg — z*|| < 4, que satisface ||¢(zg) — x*|| > € para algin
t>0.

Supongamos que z* es un punto de equilibrio asintéticamente estable, en-
tonces las soluciones que comienzan “préximas” a x* se irdn aproximando a
él cuando el tiempo crece. Observemos que si sabemos cudles son esos pun-
tos “préximos” de x*, podremos garantizar condiciones iniciales para que las
soluciones respectivas sean atraidas a ese punto de equilibrio; esta idea de
atraccion se expresa en la definicién siguiente:

Definicién 7. Si z* es un punto de equilibrio de (1) asintéticamente estable,
definimos la cuenca de atraccion del punto z* como el conjunto B (z*) =

{33 €N tliglod)t (x) = x*}

Observemos que si la cuenca de atraccién B (z*) es todo el conjunto €2, en-
tonces cualquier solucién de (1) se aproximard a lo largo del tiempo al punto
x*. En este caso se dice que z* es un punto de equilibrio globalmente asintoti-
camente estable.

Otro tipo de soluciones que seran de gran utilidad son las soluciones que
permanecen contenidas en un conjunto, que se definen a continuacion.

Definicién 8. Consideremos el sistema (1). Se dice que el conjunto E C Q es
positivamente invariante si para todo xg € F se tiene ¢(xo) € E, para todo
t € [0,w). Andlogamente, es negativamente invariante si ¢¢(xo) € E, para todo
t € (o, 0] siempre que zp € E. Finalmente, se dice que E es invariante si es a
la vez positiva y negativamente invariante.

http://www.fcfm.buap.mx/publicaciones/docs/EModDet.pdf


http://www.fcfm.buap.mx/publicaciones/docs/EModDet.pdf

62 Modelos de la dindmica de virus in vivo

3.2. Teoria de Estabilidad de Lyapunov

Para analizar los sistemas de ecuaciones diferenciales que presentamos en
este trabajo usaremos algunos resultados de la teoria de estabilidad de Lyapu-
nov; estos resultados proporcionan condiciones suficientes para garantizar la
estabilidad de un punto de equilibrio; las demostraciones de dichos resultados
pueden encontrarse en [3] y [6].

Teorema 3 (Primer teorema de Lyapunov). Sea z* € Q un punto de
equilibrio de (1). Supongamos que existe una funcion escalar V continua en
una vecindad W C Q de x*, tal que

(i) V(z*) =0y V (x) >0 para todo x € W — {x*},
(11) V (¢r, (z)) < V (¢, () para cualesquiera v € W,t1,ta € R tales que
t1 >t Yy ¢t1 (.T) a¢t2 (LE) cw.
Entonces, x* es un punto de equilibrio estable.

Teorema 4 (Segundo teorema de Lyapunov). Sea z* € Q un punto de
equilibrio de (1). Supongamos que existe una funcion escalar V- con las hipdte-
sis del teorema 3 y con la desigualdad de la condicion (ii) estricta. Entonces
x* es un punto de equilibrio asintéticamente estable.

Definicién 9. Considere el sistema (1). Sea W tal que W CQyV una fun-
cién escalar definida en W. V es llamada funcion de Lyapunov de (1) en € si:

(i) V es diferenciable en W,

(ii) para cualquier & € W se tiene que V es continua en z o
lim V(z,) =400
n—o0

para cualquier sucesién x,, € W tal que x, — .

(iit) V (z) = VV (z) f(z) < 0 para todo = € W.

Teorema 5 (Principio de invarianza de LaSalle). Supongamos que exis-
te una funcion de Lyapunov V: W — R para (1), con W C Q = R". Sea
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E = {ZL‘ eEW:V(z)= O} y M el mayor subconjunto de E invariante de (1),
entonces M atrae a todas las semiorbitas positivas acotadas que estdn con-
tenidas en W. En particular si W = R" y V(x) — oo cuando ||z| — oo, M
atrae a todas las semi-drbitas positivas, y se dice que es el atractor global.

Teorema 6 (Teorema de estabilidad de Lagrange). Supongamos que
existe una funcion escalar V : R™ — R tal que A C ) positivamente invariante
para (1) y satisface:

1. V es de clase C' en A;
2. V(z) > 0 para todo x € A;
3. V(z) <0 para todox € A y
4. V(x) = o0 si ||z|| — oo.
Entonces toda solucion de (1) con condicion inicial en A es acotada.

El siguiente resultado se utilizara para demostrar algunas de las propieda-
des de los modelos que examinaremos mas adelante.

Lema 1 (Desigualdad entre la media aritmética y la media geométri-
ca). Sean w1, T2, ..., Ty numeros no negativos, entonces

1+ X2+ ... + Iy

> Vr1x0...20.
n
La igualdad serd vdlida si, y solo si, x1 = T2 = ... = Tp,.

Una demostracion de este resultado puede verse en [9].

4 Planteamiento del modelo basico de dinamica vi-
ral

Para abordar el modelo béasico de dindmica viral propuesto por Nowak y
Bangham [11], es necesario hacer algunas consideraciones: este modelo toma en
cuenta tres variables, la concentracién de células susceptibles a ser infectadas
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x(t), la concentracién de células infectadas y(t) y la concentracién de viriones
(virus libres) v(t). En este modelo se asume que:

1. Al encuentro con los viriones, las células susceptibles pasan a ser células
infectadas.

2. La tasa de produccién de células infectadas es proporcional a la concen-
tracién de células susceptibles y viriones.

3. Los viriones son producidos por células infectadas (pues éstos dependen
de las células infectadas para su replicacién).

4. El tiempo promedio de vida de las células susceptibles, infectadas y vi-
riones es constante.

Para describir la concentracion de células susceptibles se plantea la siguiente
ecuacion:

T =A—dr— Bxv.

La cual se obtiene al considerar A como la constante de concentracién de
células susceptibles y sustraer de ésta la tasa promedio de muerte de células
infectadas (dz) y un término referente a las células que dejan de ser suscep-
tibles porque terminan siendo infectadas descrito por Szv, pues la tasa con
que los virus infectan a las células susceptibles es proporcional a la cantidad
de virus y a la cantidad de células susceptibles.

La variacion en la cantidad de células infectadas dependera de la tasa con
que las células susceptibles fueron infectadas, es decir Szv, y de la tasa pro-
medio de muerte de células infectadas ay; dicha variacién se expresa como:

y = Bxv — ay.

Por tdltimo, para describir la variacién en la cantidad de viriones hay que
tener en cuenta que la tasa de produccién de nuevos viriones serd proporcional
a la cantidad de células infectadas, lo que denotaremos por ky, y sustraer un
término uv debido a la mortalidad de los viriones, con lo que la variacién de
la cantidad de viriones se expresa como:

v =ky—uv.
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La figura 2 resume estas condiciones.

! ]

Células susceptibles Virus libres (viriones) Células infectadas

(x) (v) (v)

O * 'TQ
g CE..

Figura 2: Dindmica viral basica. Elaboracién propia a partir de [12].

La dindmica viral basica se modela mediante el siguiente sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias no lineales, al que llamaremos modelo basico:

T=\—dr— Bzv,

g = Pzv — ay, (3)
v =ky— uv.

La siguiente tabla describe las variables y pardmetros del sistema.
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Variables Descripciéon

x concentracién de células susceptibles
Y concentracién de células infectadas
v concentraciéon de viriones

Parametros
A tasa de produccion de células susceptibles
d tasa de muerte de células susceptibles
15} tasa de infeccion del virus
a tasa de muerte de células infectadas
k tasa de produccién de nuevos viriones
U tasa de muerte de viriones

Tabla 1: Variables y pardmetros del modelo bdsico

Antes de analizar el modelo es conveniente resaltar una relacién muy impor-
tante entre los parametros que nos permitira caracterizar si el modelo tiende
a un equilibrio libre de infeccién o no.

Llamaremos a Ry la tasa béasica de reproducciéon de un virus, dicha
relacion expresa el nimero secundario de virus originados de un virus primario
introducido en una poblacién que consiste solamente en células susceptibles.

Notemos que cada célula infectada dara origen a % virus secundarios, esto

se debe a que las células infectadas producen virus a una tasa k y mueren a
una tasa promedio é Como nuestro objetivo es conocer cudntas células infec-
tadas secundarias se originan a partir de un virus cuando las células son todas
susceptibles, entonces ﬁ—f sera la cantidad de células secundarias infectadas,
esto se debe a que Sz es la tasa a la cual las células son infectadas por un virus
y ademas % es la tasa promedio de muerte de un virus. Por dltimo, como la
poblacion primaria se constituye solo por células susceptibles, y considerando
que el sistema estd en equilibrio antes de la presencia de un virus, tenemos

que T = %, con lo que finalmente se tiene que:

_ Bk

~ dau’

Ry
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Anadlisis Preliminar

Sea (z7,...,2;,) € R%, un punto de equilibrio de (1) y consideremos al con-
junto A con las hipétesis del teorema de Lagrange con R%, — { (%, x5, ..., 25)},
donde RZ, = {(z1,x2,...,zn) € R" 1 x; > 0,Vi = 1,...n}, y consideremos tam-
bién al conjunto W de la definicién de funcién de Lyapunov como W = RZ.
Dicho lo anterior construiremos una funcién V' definida en W = RZ,,.

Para construir dicha funcién V' definamos la siguiente funcién auxiliar:

g:R>o =R tal que

(4)

xr—x*lnL si x*#0y xF#0,
- x
9(@) {x si x*=0.

Lema 2. La funcion g definida en (4) es estrictamente positiva en Rsq y

ademds
lim g(z) = oc.

T—00

Consideremos ahora (z7,x3,...,2;) € R%; un punto de equilibrio fijo del

sistema (3), M = 1,2,...,n, [ = {i € M : x} # 0}, 0; constantes positivas y
gx+ la funcién definida en (4) para la constante z7 si i € 'y g: (z;) = z; si
1 € M — I. Definimos una funcién V' como

V:R%, - R

n (5)

(331,%'2, ,xn) — Z Hzg:c;‘ (xz) :
=1

Teorema 7. La funcion V definida en (5) tiene las siguientes propiedades:
1. V ((z1, 22, ..., xn)) > 0 para todo (x1, x2, ..., xn) € RLy—{(a}, 25, ...,x})}.
2. VecCt ( ZO).

— n 13 .
3. Sea xp = (Tin, Tan, -, Tnn) € RLy una sucesion cualquiera tal que ||z, | —
oo cuando n — oo, entonces limV (x,) = oo cuando n — 0o.
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4. Sea x un punto frontera de RY, y x,, una sucesién cualquiera de puntos
de RZ, tal que x, — x, entonces im V' (x,) — 00 o0 bien V' es continua
en x.

5. La deriwada temporal de V' a lo largo de las soluciones serd
. n xr¥
Vi)=Y i, (1 -2,
(:E) ZZ:; iLq < ; )

Proposicién 1. Consideremos el sistema (1) definido en Q = R™ y suponga-
mos que RY es un conjunto positivamente invariante para (1). Si la funcion
escalar V' definida en el teorema 7 satisface V (x) < 0 para todo v € RZ,
entonces toda solucion de (1) con condiciones iniciales en el interior de RZ,

se aprozrima al mayor subconjunto tnvariante de E = {x € R%,: 1% (x) = 0}.

DEMOSTRACION. De las propiedades (2) y (4) del teorema 7 y la hipdte-
sis V (z) < 0 para todo = € RZ,, tenemos que la funcién V' satisface las
hipétesis del teorema 5 (teorema de LaSalle), por lo tanto toda solucién
acotada que inicia en RY, se aproxima al mayor subconjunto invariante de

E = {x € RY,: 1% (x) = O}. Por otro lado, veamos que toda solucién que ini-
cia en RY, es acotada. De las propiedades (1),(2) y (4) del teorema 7, de la
hipétesis V' (z) < 0 para todo x € RY; y de A =RZ, — 2* € ), tenemos que
V satisface las hipdtesis del teorema de Lagrange (teorema 6), con lo que toda
solucién que inicia en A es acotada. Luego el tnico punto que puede estar en
el interior de RZ, y no estar en A, es el punto z*, y como este punto es de
equilibrio, las soluciones que inician en él seran acotadas, por lo tanto toda
solucién que inicia en el interior de RZ es acotada. O

4.1. Analisis del modelo basico

Positividad.

Una cuestién inmediata sobre el modelo propuesto es si las soluciones con
valores iniciales que poseen una interpretacién biolégica continuaran teniendo
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interpretacion biolégica con el trascurso del tiempo.

En particular diremos que el modelo bésico (3) admite una interpretacién
biolégica si (z,y,v) € R:)éo’ donde RSZO ={(z,y,v) eR:2 >0,y >0,v > 0}.

Formalmente, la positividad del modelo (3) se establece en el siguiente
resultado.

Proposicién 2. Sea ¢ : [tg,00) — R* una solucidn de (3). Si ¢(to) € R,
entonces ¢(t) € R‘;O para todo t € [tg, 00).

DEMOSTRACION. Basta analizar el comportamiento de las soluciones con
valores iniciales sobre los ejes de R:’;O, con lo que se tienen los siguientes casos:

1. (o > 0,y0 > 0,19 =0).  Veamos que como g = kyo—uvg > 0, v crece
localmente. Por lo tanto las soluciéon no puede salir de dicho octante.

2. (xo =0,y0 > 0,9 > 0).  Observemos que como &y = A—dxo—Lrovy =
A > 0, x crece localmente. Por lo tanto las soluciones no pueden salir de
dicho octante.

3. El resto de las posibilidades son: (zg > 0,y0 = 0,9 > 0),
(330 > an(] = OaVO = 0)7 ($0 = 07y0 > 071/0 = 0)7 (ZIZ‘() = O7y0 = 071/0 > O)a
(xo = 0,90 = 0,190 = 0) y las pruebas son andlogas a las mostradas en los
dos primeros casos.

O]

Puntos de equilibrio.

Teorema 8. El sistema (3) posee dos puntos de equilibrio dados por los si-
guientes vectores:

X1 =(%,0,0),

Xo = (s 4 (Bo = 1), 4 (R — 1)),
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DEMOSTRACION. La demostracién es inmediata al resolver el sistema de ecua-
ciones algebraico

A—dx — PBzv =0,
Baxv —ay =0,
ky —uv = 0.

Estabilidad.

Antes de inferir sobre la estabilidad del modelo bésico (3), es conveniente
notar que, aunque (1) estd definido en R™, para los modelos que estudiaremos
estamos interesados en el comportamiento en R%, es decir, en el octante no
negativo de R™, pues es en esta regién donde los modelos que abordaremos
son biolégicamente relevantes. En particular para el modelo (3) tenemos R

Para comenzar nuestro analisis es conveniente introducir los siguientes re-
sultados:

Lema 3. El dnico conjunto positivamente invariante para el sistema (3) con-
tenido en E = {Xi + poes + pges : pi € R,Vi=2,3} N R%O es el punto de
equilibrio X;.

Lema 4. El dnico conjunto positivamente invariante para el sistema (3) con-
tenido en E = {Xg + u (0, ly,—:, 1) € R} N R%D es el punto de equilibrio
Xo.

Teorema 9. El sistema (3) definido en el octante no negativo de R3, con
condiciones iniciales en su interior, siempre posee un punto de equilibrio glo-
balmente asintdticamente estable. A saber:

(i) X1 si la tasa bdsica de reproduccion Ry <1,
(i) Xo si la tasa bdsica de reproduccion Ry > 1.

DEMOSTRACION. En primer lugar notemos que el punto X; siempre esté en
la regién de interés, en cambio X, sélo estara en Rio cuando Ry > 1. Con-
sideremos (z*,y*,v*) un punto de equilibrio del sistema (3) y consideremos
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también la funcién escalar V : R3, — R definida en (1.5), donde las constan-
tes ¢ relativas a las coordenadas x e y serdn 1 y la relativa a v serd . La
proposicion 1 nos garantiza que basta mostrar que 1% () <0en Rio para que
todas las soluciones con condiciones iniciales en R3>0 se aproxime_n al mayor
subconjunto de £ = {:1; eR,: V(z)= O} que es positivamente invariante

para (3) posteriormente mostraremos que este conjunto sélo puede ser el punto
de equilibrio en cuestién.

De las propiedades de la funciéon V' probadas en el teorema 7 tenemos que:
V(z,y,v) =2" (ﬁ —ln£> +y* <y —lny) +dy (L —lnl) , (6)
y ademas

V(l’,y,V):)\—d.%—ﬂﬂl‘l/—M‘Fdl‘*"‘/BV.T*—FﬂZL‘V—CLy

T

(7)

_ PBavy* * _ auv _ ayv* auv*
T +ay” + ay T » +—k .

1. Consideremos el punto de equilibrio X; = (z*,y*,v*) y Ry < 1. Como
y* =0y v* =0, se tiene que

*

. A . .
V(X1)=\—do — jj +dx*+5ux*—% = Vi (X1) + Va (X1),
donde i} \2
Vl(Xl):)\—dac—)\x +dx* =2\ —dx — —,
T dx
. auy
Vo (X1) = Bra® — 7

Veamos que V; (X1) <0. En efecto, nétese que
(A—dz)* >0,

A2 — 2\dz + (dz)* >0,
2 9\t dx >0,

2\ —dx — &> <0,
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con lo que V; (X1) < 0.

Por otro lado, vemos que

. . auv  auv
Va(Xh) =Bre* — —— = ——

A A (Ro—1).

Luego, como Ry < 1 y las constantes son todas positivas, tenemos
que V2 (Xl) S 0.

Por lo tanto V (X;) < 0.
Ademas, tenemos que V (X;) = 0 solamente si 2 = z*.

Por 1ltimo, del lema 3 concluimos que el mayor conjunto positiva-
mente invariante en

E={(z,y,v) € ]R?éo cx=a"}
es el punto de equilibrio X7, luego por el teorema 5(teorema de LaSalle)

tenemos que X es globalmente asintéticamente estable.

2. Consideremos ahora el punto de equilibrio Xy = (x*,y*,v) y Ro > 1.
Nétese que la expresién para V (X2) estd dada por (7). Luego V' (X3) =
Vi (X2) + V2 (X32), donde

*

A
Vi (X2) = A —do — 2 4 da”,
x
Uy (Xa) = Bua” — Bzxvy Fay - aZV _ ayyl/ n m]:/

Vemos que 1% (X2) <A <1 — R%)) + )\% <Ri0 — 1). En efecto,

Vi (Xo) = A —da — 22 + dz*

* Qx*zfx27x*2 1 z* 1
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Por otra parte, veamos que 2z*z — 2% — — —(z* — :U)2 < 0, luego
como dx* > 0, se tiene el resultado.

Ahora, regresando a la expresion completa de 1% (X3), tenemos que

. A Azt x* Bxvy* auv ayv*  auv
V(X)) < A—— —A— *— *— —
(X2) < R0+xRo z +hve Y T k v k

*

Luego la expresion anterior puede ser reescrita como:

V<X2) < 3ay* — ay*l; _ayxvy”  ayv

*

T T*rty v

. ( x*QV*yy*v+x2u2y*2 —|—y2V*2.%'.%'*>
=ay |3 — — .
T UryyrY

Notemos que ay® = A (1 — RLO) > 0, puesto que Ry > 1.

z*  avy* oyt

Aplicando la desigualdad del lema 1 a los nimeros T T g 5@
obtiene que
- $*2V*yy*V+IE2V2y*2 +y2V*2$CE* <0
zr*vrtyy*rv -
con lo que V(XQ) < 0, siendo la igualdad valida sélo si z = z*
zx*v*yy*r = zxzvytytv = xx*v*yy*r* o equivalentemente, si x = z*

y vy = y*u.

Por dltimo, del lema 4 se tiene que el mayor conjunto positivamente
invariante en

E-{(m,y,u)ERiO:x—x* e y_y*y}
= v

es el punto de equilibrio X3, luego, por el teorema 5 (teorema de LaSalle)
tenemos que Xo es globalmente asintéticamente estable.

O]
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5 Planteamiento del modelo de dinamica viral con
respuesta inmunitaria

Este modelo fue abordado por Martin Nowak y Charles Bangham [11]. El
modelo es analogo al estudiado en la secciéon anterior, salvo que introduciremos
una nueva ecuacion que modela la respuesta del sistema inmunitario, en con-
creto esta nueva ecuacién modela la funcién citotoxica de los linfocitos T, cuya
funcién es neutralizar células infectadas; en nuestro modelo esto representa una
disminucion en la concentracién de nuevas células infectadas y una nueva va-
riable que considere la cantidad de células de defensa (que denotaremos por z).

En este modelo supondremos (ademés de las consideraciones hechas para
el modelo bésico):

1. Que lareduccién en la concentracién de células infectadas es proporcional
a la cantidad de células infectadas y a la cantidad de células de defensa.

2. Que la produccion de células de defensa depende de la cantidad de célu-
las infectadas y a su vez de su propia concentracién, pues como se men-
cioné en la seccién 5, los linfocitos se producen debido a la presencia de
un virus dentro del organismo.

Notemos que bajo las consideraciones anteriores y en lo relativo al modelo
béasico de dindmica viral ((3)), solamente la ecuacién concerniente a la varia-
cion de células infectadas sufrird una modificacion al agregar un término pyz
referente a la destruccion de células infectadas por las células de defensa, con
lo que la variacién en la concentracion de células infectadas para este modelo
vendra dada por la siguiente ecuacion:

y = v — ay — pyz.

Por otra parte, hay que anadir una nueva ecuacion al modelo bésico de
dindmica viral que describa la variacién en la concentracion de células de
defensa; esta nueva ecuacion tendrd un término positivo cyz referente a la
produccién de linfocitos T, del cual hay que sustraer un término bz relativo a
su tasa de mortalidad, con lo que la variacién en la concentracion de células
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de defensa para el nuevo modelo vendréd dada por:

Z=cyz —bz.

La figura 3 resume las consideraciones anteriores.

;s k -

Células susceptibles Virus libres (viriones) Células infectadas Células de defensa

) (v) (v) (2)

O . . : () )
N PR P

Figura 3: Dinamica viral con respuesta inmunitaria Elaboracion propia a partir
de [12].

La dindamica viral con respuesta inmunitaria se modela mediante el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales, al que llamaremos
modelo con respuesta inmunitaria:

&= \—dr— Bzv,

y = Brv —ay — pyz,

v = ky — uv, (8)
Z=cyz — bz.

La siguiente tabla describe la variable y los parametros introducidos para
obtener el modelo con respuesta inmunitaria.
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Variable Descripciéon
z concentracién de células de defensa
Parametros
P tasa de concentracién entre células de defensa
y células infectadas
c tasa de produccién de células de defensa
b tasa de muerte de células de defensa

Tabla 2: Nuevas variables y parametros del modelo con respuesta inmunitaria

Antes de analizar este modelo, es conveniente resaltar algunas relaciones
importantes entre los parametros del mismo que nos permitira caracterizar sus
puntos de equilibrio.

1. Tasa basica de reproducciéon de un virus: observemos que, como
Ry no depende de las células de defensa, tendremos nuevamente que

_

R
0 dau

2. Tasa basica de reproduccion de un virus en presencia de la res-
puesta inmunitaria: llamaremos a R la tasa bésica de reproduccion de
un virus en presencia de la respuesta inmunitaria al niimero secundario
de virus originados de un virus primario introducido en una poblacién
que consta solamente de células susceptibles y cuya concentracion de
células de defensa es el equilibrio endémico.

R R
Rr=1+2=1+="".
ab Io

3. Tasa basica de defensa:, la cual se deduce de la expresién anterior.
cA

Iy = —.
0~ ab

4. Tasa basica de reduccion de un virus:

1
Ph=(1—— Iy
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5.1. Anadlisis del modelo con respuesta inmunitaria

El anélisis de este modelo es andlogo al del modelo béasico de dinamica vi-
ral, con lo cual procederemos a exhibir los resultados, tomando en cuenta que
nuestro modelo ahora estd definido en R .

Positividad.
Definimos Réo ={(z,y,v,2) ER*: 2 >0,y >0,v >0,z >0}

Formalmente, la positividad del modelo (8) se establece en el siguiente
resultado.

Proposicién 3. Sea ¢ : [tg,00) — R* una solucidn de (8). Si ¢(to) € RL,
entonces ¢(t) € Réo para todo t € [to, o).

DEMOSTRACION. Notemos que si z (tg) = 0, el sistema (8) se reduce al modelo

(3), con lo que la demostracion se reduce a la demostracién de la proposicién
3.2.

Por otro lado, para analizar las componentes en la regién donde z > 0.,
notemos que z sélo esta presente en las dos tultimas ecuaciones del sistema (8),
por lo cual basta analizar las componentes en la regién donde y =0y z > 0.
Con lo que se tienen los siguientes casos:

(JUQ > O,yo = 0,1/0 > O,Zo > 0),($0 > O,yo = O,VQ = O,Zo > 0),
(xo =0,y0 = 0,19 > 0,20 > 0), (zo = 0,50 = 0,9 = 0, zp > 0); cuya demostra-
cién es andloga a la mostrada en la Proposicién 2. O

Puntos de equilibrio.

Teorema 10. El sistema (8) posee tres puntos de equilibrio dados por

Xl = (%707070);
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Xz = (g % (Ro—1), 4 (Ro —1),0),

— (A b dRy ,|BRo _
X3_(dRI7c’6lo7a[R1 ])
DEMOSTRACION. La prueba es inmediata al resolver el sistema algebraico

A—dx — Bzv =0,
pav —ay — pyz = 0,
ky —uv =0,
cyz — bz = 0.

Estabilidad.

Lema 5. El dnico conjunto positivamente invariante para el sistema (8) con-
tenido en

E = {X2 + <0, %7 1,0> + pg€4q t pa, pg € R} ﬂRéo
es el punto de equilibrio Xo

Lema 6. El dnico conjunto positivamente invariante para el sistema (8) con-
tenido en

E = {X:a + (0, %,170) + paeq : pua, g € ]R} NRY,

es el punto de equilibrio X3

Teorema 11. El sistema (8) definido en el octante no negativo de R* con
condiciones iniciales en su interior siempre posee un punto de equilibrio glo-
balmente asintoticamente estable,

(i) X1 si la tasa bdsica de reproduccion Ry <1,

(i) X2 sila tasa bdsica de reproduccion Ry > 1 y la tasa bdsica de reduccion
de virus Py <1,

(iii) X3 si la tasa bdsica de reproduccion Ry > 1 y la tasa bdsica de reduc-
cion de virus Py > 1.
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DEMOSTRACION. Notemos que para Xo € Réo es necesario que Ry > 1, y
para que X3 € Rio es necesario que Ry < 1y que ]Ri(; > 1.

Consideremos (z*,y*, v*, z*) un punto de equilibrio del sistema (8) y con-
sideremos también la funcién escalar V : R4, — R definida en (1.5), donde las
constantes  relativas a las coordenadas x e y seran 1, la relativa a v serd de-
notada por © y su valor sera especificado de acuerdo al punto de equilibrio que

se esté analizando, por ultimo la constante 6 relativa a las coordenada z sera %

Notemos que la proposicién 1 nos garantiza que basta mostrar que V (x) <
0 en Rio para que todas las soluciones con condiciones iniciales en ]Rio se

aproximen al mayor subconjunto de E = {ZE € Réo V(x) = 0} que es posi-

tivamente invariante para (8); posteriormente mostraremos que este conjunto
solo puede ser el punto de equilibrio en cuestion.

De las propiedades de la funcion V probadas en el teorema 7 tenemos que
Vo) =at (F =)y (F - ) + 00 (% ~In )
P (2o mE)
Mas ain
, = Az* * * B * * *
V(ZL‘,y,l/,Z) - )\_d$_%+dl‘ +Bl’ I/—ay—ix;y +ay® +zy _|_(»—)k=y_
@uv—%%+@uv*—bf—yz*+%.

1. Consideremos X = (z*,y*,v*,2*), Ry <1y © = £, con lo que

14 (X1) = Vi (X1) + Vs (X1) + Vs (X1), donde

http://www.fcfm.buap.mx/publicaciones/docs/EModDet.pdf


http://www.fcfm.buap.mx/publicaciones/docs/EModDet.pdf

80 Modelos de la dindmica de virus in vivo

Vi (X1) = A —do — 22 4 da;

Vo (X1) = Bra* — o

V3 (X1) = -8,

[

Notemos que de la parte (1) de la prueba del teorema 1.9 se deduce
que V1 (X7) <0y V2 (Xy) <0.

Por otra parte vemos que en Vs (X7) las constantes b,c,z son constan-
tes positivas, con lo que V3 (X1) <0.

Por lo tanto, V (X) < 0.

Siendo la igualdad vélida si x = z* y z = 0. Notemos que dicho lo
anterior, el sistema (8) es igual al sistema (3), y como las coordenadas del
punto de equilibrio X; del sistema (3) coinciden con las de este modelo,
se sigue del lema 5 que el mayor conjunto positivamente invariante en £
es el punto de equilibrio X;. Adem4s, por el teorema de LaSalle (teorema
5) se tiene que X7 es globalmente asint6ticamente estable.

2. Consideremos Xy = (z*,y*,v*,2%), Rg > 1, Py <1y © = £, con lo que
V(X3) = Vi (Xa) + Vo (Xa).

Donde

Vi (Xa) = A —dz — 22" 4 da* + By — BEL 4 qyr — awr — air y aw

Vs (X2) = zy* — bz

C

Notemos que V1 (X2) es la misma funcién que usamos en la demos-
tracién de la parte (2) del teorema 9 por lo tanto Vi (X2) < 0.
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Por otra parte, sustituyendo el valor de z* en Vs (X3), se tiene

Vo (Xo) =22 (1- 5.

Vemos que, como g?j = Py < 1, tenemos que R; > Ry, de donde
Va (X2) < 0.

Por lo tanto, V (X3) < 0, siendo la igualdad valida sélo si x = z* y

* *

vy* = y*v.

Del lema 6 tenemos que X5 es el mayor conjunto positivamente in-
variante en F, y del teorema de LaSalle se tiene que X3 es globalmente
asintoticamente estable.

3. Consideremos X3 = (z*,y*, v*,2*), Ry > 1,Pp > 1y© = #, con lo que

V(X3) = A +da* + ay* + a*Bv* + 2= — [dac + 220 (1 - R}fgo)} — 2z
_ Bxvy*  x*pkyv*

Y uv

Ahora manipularemos la expresién anterior por partes
— bz* __ 1
A=A+ dat +ay* + ot B+ _A[s—m} .

Ademas,

. Axz*Ry Bxvy* z*Bkyr* _ ARy x*Qkyuv+x2uzu2+xm*k2y2 ARg
B — — A0 >3
— xRy Y uv ~ Rilp zr* kyuv = “Rrlp’

donde la ultima desigualdad se obtiene aplicando el lema 1 a los niime-

* . . ’7e . . 2

ros -, S 5 siendo la igualdad vélida sélo si z*" kyuv = z?u’v? =
T’ x*ky uv

xx*k2y?.
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Por otro lado consideremos

— Az* R A [(dzRp)?4+A2 A
C.—dx+%(1—ngo) = R [W} > 2%

donde la ultima desigualdad se obtiene aplicando el lema 1 a los ntimeros
dzR A
N Y &R

Siendo la igualdad vélida s6lo cuando dxR; = A, es decir, z = x*.

Por ultimo tenemos:

V(X3)=A-B-C

Ro
1 A ARy _ 1 R\ _ )
S)\(3—m)—2m—3RI;§)_3)\(1—RI—10131)_3)\(1— RID)—O,

siendo la igualdad valida sélo si x = x* y x*2k:yuv = 22u?? =z kPy?

=y="7.
Del lema 6 se sigue que el mayor conjunto positivamente invariante

en FE es el punto de equilibrio X3, y del teorema de LaSalle se tiene que
X3 es globalmente asintéticamente estable.

O]

6 Conclusiones

» Modelo de dindmica viral bésico, sistema (3).

e Si la tasa bésica de reproduccién Ry es menor o igual que 1, ten-
dremos un punto de equilibrio X; globalmente asintéticamente es-
table, lo que en términos bioldgicos significa que la infeccion viral
tenderd a ser erradicada y la concentracién de células susceptibles
tenderd a la normalidad (esto es, al valor constante % )

e Si la tasa bdsica de reproduccién Ry es mayor que 1, tendremos
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un punto de equilibrio endémico X» globalmente asintéticamente
estable, lo que tiene como consecuencia que la coordenada v(t) re-
lativa a la concentracién viral sea distinta de cero y el virus no sea
erradicado del organismo.

» Modelo de dindmica viral con respuesta inmunitaria, sistema (8).

e Este modelo posee tres puntos de equilibrio, el punto de equilibrio
X1, que es el mismo que en el caso anterior; ademas tendremos
otros dos puntos de equilibrio, Xo y X3, cuya estabilidad global
estard determinada por el valor de Ry (tasa de reproduccién de un
virus) y de Py (tasa de reduccién de un virus).

e Si la tasa béasica de reproducciéon Ry > 1 tenemos:

1. Si Py < 1 entonces x9 serd globalmente asintéticamente estable.

2. Si Py > 1, entonces x3 sera globalmente asintoticamente esta-
ble.

e En términos biolégicos esto significa que la infeccién viral seguira per-
sistiendo a lo largo del tiempo y la concentracién viral tenderd a
aproximarse a un valor % (Rp — 1), por lo que el sistema inmunita-
rio no serd capaz de erradicar la infeccion.

e En sentido matematico, si * es un punto de equilibrio es global-
mente asintoticamente estable, esto significa que para toda solucion
que inicie en el octante R converge a z*.
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Capitulo 5

Determinacion del defecto de una superficie 6ptica

Juan Alberto Escamilla Reyna!, Maria Monserrat Morin Castillo?,
José Jacobo Oliveros Oliveros™®, José Alberto Serrano Mestiza!

Resumen

De la formula de Malacara que se usa para la prueba de Ronchi en
espejos esféricos, se obtiene una ecuacion diferencial de primer or-
den no lineal, cuya solubilidad se estudia por medio del teorema de
existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales dadas en for-
ma implicita. Con esto se encuentran condiciones bajo las cuales
el problema de determinar el defecto en la superficie dptica tiene
solucion y es unica, a saber, se requieren tanto la condicion inicial
en un punto de la superficie como el valor de la derivada en ese
mismo punto. El teorema 3 establece todas las hipdtesis para obte-
ner este resultado, que se ilustra a través de ejemplos numéricos,
para lo cual se elaboraron programas en MATLAB.

1 Introduccion

El Ronchigrama convencionalmente se usa en la elaboracién de superficies
6pticas ([6], [7], [10], [11]). Esta aplicacién se ha usado también para obtener
informacién acerca de las aberraciones en espejos astronémicos tallados por
aficionados. El problema de determinar la aberracion transversal a través de
la prueba de Ronchi es de importancia por la simplicidad del sistema. El
problema puede considerarse como un problema inverso en el que se conoce el
patrén de franjas (aberracién transversal) y se trata de determinar el defecto
en la superficie que genera el ronchigrama (que es una perturbacién de la
superficie ideal). Para esto se utiliza la férmula de Malacara que relaciona
la aberracion transversal con la derivada de la superficie que representa al
espejo. El problema de la existencia y unicidad se estudiard en una primera
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etapa cuando se considera que el espejo tiene simetria a lo largo del eje éptico.

2 Ecuaciones no resueltas con respecto a la derivada

La relacion entre el defecto de una superficie y la aberracién transversal
dada por la férmula de Malacara, lleva a una ecuacion en la cual la derivada
esta dada en forma implicita. Por ello, se incluye el material de esta seccion el
cual puede ser consultado en [4] y [5].

El teorema clasico se presenta para el caso en el que la derivada estd des-
pejada, es decir, en la forma

v =f(z,y).

Sin embargo, existen problemas en los que la relacién entre la funcién y su
derivada estd dada en forma implicita, es decir, en la forma

F (x,y,y') = 0. (1)

En este trabajo se estudia el teorema de existencia y unicidad para la
ecuacién (1). A diferencia del teorema clasico, donde sélo se requiere una
condicién inicial para garantizar la unicidad, en este caso se requiere una
condicién adicional sobre la derivada de la funcién. Se desarrollan ejemplos
para ilustrar este teorema.

2.1. Teorema sobre la existencia y unicidad de la Solucién.

Vamos a considerar la ecuacién diferencial general de primer orden de la
forma

F (x,y,y’) =0, (2)
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y determinaremos condiciones suficientes para la existencia de soluciones de
esta ecuacion. La funcién F' en este dominio da una relacién entre la incégnita
y, su derivada 1 = % y la variable independiente x. Si esta relacién se puede
resolver con respecto a la derivada %/, entonces obtendriamos una o varias
ecuaciones diferenciales de primer orden resueltas con respecto a la derivada

y/:fk (x’y)v (k:1a2"")' (3)

Supongamos que la funcién fi (x,y) en una vecindad del punto (zg,yp) en
el plano (z,y) satisface los supuestos de los teoremas de existencia y unicidad
para la solucién del problema del valor inicial de Cauchy para ecuaciones
de primer orden resueltas con respecto a la derivada. Entonces, existe una y
s6lo una curva integral y;, (z) para cada una de estas ecuaciones (k = 1,2, ...)
que pasan a través del punto (xg,yp). Todas estas curvas son solucién de la
ecuacién diferencial dada (2). La direccién del vector tangente de la curva
yr (x) de la ecuacién (3) en el punto (xg,y0) estd determinada por el valor
de la funcién fi (2o, yo). Si estos valores difieren, las curvas de la ecuacién (2)
pasan a través del punto (xg, yo), pero la direccién del vector tangente de estas
curvas en el punto (zg,yo) difiere. Por lo tanto, con el fin de especificar una
solucién definitiva de la ecuacién (2) es necesario no sélo elegir un dato inicial,
es decir, el valor de la solucién y (z) en el punto x,

y (o) = yo, (4)

sino también especificar el valor de la derivada de la solucién en este punto:
y' (zo) = y,. Obviamente, este valor no puede ser elegido arbitrariamente, y,
debe ser una raiz de la ecuacién

F(x07y07y6) =0. (5)

Asi, la existencia de la solucién de la ecuacién (2) estd relacionada con la
posibilidad de resolverla con respecto a ¥’ y a la existencia de la solucién de las
ecuaciones (3). Asi, puede hallarse una condicién suficiente para la existencia
de una solucién de la ecuacién (2) usando la condicién de existencia de una
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funcién implicita y su continuidad junto con su derivada.

Con el objetivo de presentar el esquema de ideas completo, se incluye el
teorema de la funcién implicita, cuya demostraciéon puede hallarse en [3].

Teorema 1 (Teorema de la funcién implicita). Sea A un subconjunto abierto
de R"™™ (a,b) € A, n e NU{o0} y f: A— R™ una funcién de clase C™ en
A. Supongamos que f (a,b) =0y

g;; (a,b) - g;; (a,b)
: : £ 0.
O (a,p) o Y (a,)

Entonces existe una vecindad U de a en R™ y una vecindad V de b en R™
tales que U x V. C A y una unica funcion ¢ : U — V tal que f (z,¢(x)) =0
para todo x € U. De hecho,

{(z,y) eUXV: f(2,y) =0} ={(z,y) eEUxV:iy=9p(x)}.

En particular, ¢ (a) =b. Ademds, ¢ es de clase C™ en U.

El siguiente teorema es de vital importancia ya que serd usado para de-
mostrar el resultado principal de este trabajo.

Teorema 2 (Existencia y Unicidad.). Supongamos que en algin rectingulo
cerrado tridimensional D3, con centro en el punto (xo, yo,Yy(), donde yj, es una
raiz real de la ecuacion F (xo,yo,y) = 0, se tienen las siguientes condiciones:

a) F(z,y,y') es continua con respecto al conjunto de sus variables junto
oF
con las derivadas parciales oy Y ay/,

) |95 (w0, yo,v6)| # 0.
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Entonces, en una vecindad del punto x = xo existe una solucion y = y (x)
de la ecuacion (2) que satisface las condiciones

y (z0) = yo, ¥y (z0) = Yo, (6)
y esta solucion es unica.

Demostracién. Por las suposiciones de a) y b) del teorema, tenemos las
condiciones para la existencia y unicidad de la funcién implicita

y = f(zy), (7)

que en una vecindad del punto (zo, o, y,) satisface la condicién

yo = f (0, 90) , (8)

y existe un rectangulo cerrado Do con centro en el punto (xg,yo) en el cual
la funcién f (z,y) es continua junto con la derivada %7 la cual puede ser
calculada usando la regla de la cadena

of %@y f(zy) o
Oy Gl (ey, f (2.9)

Pero esto significa que el problema del valor inicial (2) posee una tnica
solucién en el intervalo cerrado

|z — xo| < H, (10)

de modo que todas las suposiciones de la existencia y unicidad de los teoremas
se cumplen. El teorema esta probado.

Si las curvas integrales de las ecuaciones (3) las cuales se cruzan en el punto
(x0,y0) poseen una tangente en comun (en ese mismo punto) cuyas direcciones
son determinadas por el valor y, entonces las condiciones de unicidad para la
resolucion en ese punto de la ecuacién (2) con respecto a ¥’ no se cumplen en
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ese punto.

En las siguientes subsecciones se ejemplifican dos técnicas para resolver
ecuaciones en las que la derivada estd dada en forma implicita. En los ejemplos
se obtienen las soluciones de forma exacta, lo que permite validar los programas
elaborados para resolver las ecuaciones que se obtienen al despejar la derivada.

2.2. Despejando respecto de la derivada.

A fin de ilustrar esta técnica, que se utilizard mas adelante para hallar el
defecto, consideremos el siguiente:

Ejemplo 1. Consideremos la ecuacién

(y’)2 — 2z +y)y' + 22y = 0. (11)

Resolviendo con respecto a la derivada 1/, obtenemos dos ecuaciones de
primer orden resueltas con respecto a la derivada

y =y, (12)
y =2z, (13)

cuyos lados derechos satisfacen las suposiciones de existencia y unicidad para
la solucién del problema del valor inicial en cualquier punto del plano (z,y).
Las soluciones generales de las ecuaciones (12) y (13) son respectivamente de
la forma

y = Cre” (14)

y:l‘2+027 (15)

donde las constantes C y Cy pueden ser determinadas por las condiciones
iniciales. Es claro que una curva de la familia (14), asi como una curva de la
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15

Grafical:a) y = 2% b))y =22+ 1;¢) y = (2/e)e”; d) y = (2/e)?e%; e) y = 2x.

familia (15) pasan por cualquier punto del plano (x,y), y las curvas de estas
familias poseen una tangente en comin 3’ (zg) = 2x¢ en los puntos de la linea
y = 2x, nétese que en la Grafica 1, por un mismo punto pasan dos soluciones.
En el punto (0,0), la curva y = 2 es tangente a la linea y = 0, que es la
solucién particular de la ecuacién (14) obtenida de la féormula (14) al poner
C; = 0. Asimismo, la curva y = z2 cruza la curva y = (2/e)? ¢* de la familia
(14) en el punto x = 2, y = 4 y ambas curvas poseen una tangente en comun
Yy’ = 4 en ese punto. Asi, la linea y = 2z es el lugar geométrico de puntos donde
las suposiciones del teorema de unicidad para la solucién de la ecuacién (11)
se rompen. En esos puntos, la condicién b) no se cumple, ya que %|y:2x =0.
Derivando con respecto a y' y usando la ecuacién (13) se tiene que

oF

o 2y" — (22 4+ y)|y=20

= 2(2z) — (2z 4 22)
= 4x —4x=0.
2.3. Introduccién de un parametro.

El teorema 2, probado en la seccién anterior, garantiza, bajo ciertas condi-
ciones, la posibilidad de reducir la ecuacién (2) a la ecuacién (3) y la solubi-
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lidad de la segunda. Sin embargo, la realizacion efectiva de esta posibilidad y
el éxito de la integracion de la ecuacién (7) obtenida de este modo a menudo
se encuentra con dificultades considerables. Por lo tanto, en muchos casos, es
mé&s conveniente tener otros métodos para la integracién de la ecuacién (2).
Comencemos con el caso en que la ecuacién (2) puede ser facilmente resuelta
respecto a la propia funciéon desconocida

y(x)=f(z,9). (16)

Es conveniente introducir la notacién y' = p y reescribir (16) en la forma

y(x) = f(z,p). (17)

Suponiendo la existencia de la solucién y (z) de la ecuacién (2), podemos
diferenciar la relacién (17) respecto de la variable independiente x. Entonces
obtenemos

Y pw =t L

dz P\ T g Opdz (18)

La relacién escrita arriba es una ecuacién diferencial de primer orden res-

pecto a g—g. La solucién general de (18) puede escribirse en la forma de una

familia de parametros

p(x) =¢(z,0). (19)

Por lo tanto, usando (17), podemos obtener una familia de soluciones de la
ecuacién (2) en la forma

y:f(x,Lp(x,C)), (20)

y, con el fin de resolver el problema del valor inicial, nos queda por determinar
el valor de la constante C usando las condiciones iniciales.

Ejemplo 2. Consideremos la ecuacién
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(y’)2—xy’—|—y:0. (21)

Esta ecuacién se puede reescribir en la forma (17):

y=ap—p’, (22)
de modo que p = p+ (z — 2p) g—g, es decir,

(x —2p) % =0. (23)

La ecuacién (23) tiene como familia de soluciones

plr)=C (24)
y, por otra parte, la solucién
T
p(z) = 5 (25)

Asi, tomando en consideracién (22), obtenemos la solucién de la ecuacién
(21) en la forma

y(z) = Cx — C? (26)

y (o) =2 (27)

Es facil ver que, para cualquier punto (zg,yo) perteneciente al dominio
donde la solucién de la ecuacién (21) existe, dos curvas distintas de (26),
correspondientes a dos valores de la constante C, pasan a través de él (Graficas
2y 3). Note ademds que Las condiciones del teorema de existencia y unicidad

. ., . Ny 22
se satisfacen en la regiéon que se encuentra por debajo de la solucién y = 7

(Gréfica 2).:
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701

o , , , . ,
~10 -5 [) 5 10 x 15

[ ; . c 2
Gréfica 2: Grafica superior: solucién y = %-.

2
= —+1\/— — . 2
C 5 T\ W (28)

A fin de especificar una tnica solucién (del problema del valor inicial) que
pase por el punto (zg, yo), debemos elegir el valor ¢ (z¢) = y{, que determine la
tangente a la curva integral en ese punto. También vemos que la solucién (27)
de la ecuacién (21) posee la siguiente propiedad: en cada uno de los puntos,
la curva y = x?/4 es tangente a una de las curvas (26), lo cual significa que la
curva y = 22/4 es el lugar de todos los puntos a través de los cuales pasan dos
soluciones de la ecuacién (21), teniendo las soluciones una tangente comin en
cada uno de esos puntos. En los puntos de la curva y = 22/4, la condicién b)
del teorema 2 no se cumple:

oF

— / _ —
R )
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En cada punto hay dos
soluciones, por o que es
necesario conocer la
derivada.

-100

-2001

-3001

-400

-5001

L L L L )
-5 0 5 10 X 15

Lo
=)

Gréfica 3: Soluciones numéricas de la ecuacion (21).

3 Aplicaciéon a un problema de pulido de superficies

3.1. La formula de Malacara.

En este trabajo se estudia el problema de determinar el defecto de una
superficie éptica a partir de la llamada férmula de Malacara, obtenida de la
prueba de Ronchi, que relaciona la aberracién transversal con la derivada de la
superficie éptica. Se hallan condiciones para garantizar un resultado de exis-
tencia y unicidad de la recuperacion del mencionado defecto. Esto es un tema
bésico en ecuaciones diferenciales, y debe mencionarse que los teoremas son
locales, por lo que deben aplicarse con cuidado para no violar las hipotesis
establecidas en dichos teoremas. Para hallar el defecto de la superficie en los
ejemplos numéricos desarrollados se utilizé la funcién de MATLAB ode45 la
cual usa un método de Runge-Kutta. Se muestran ejemplos numéricos de la
recuperacion del defecto y de ellos se concluye la estabilidad de la recuperacién
con respecto a los parametros del problema.
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(XY F(XY)]

(a,Y,,D)

/ ) . =
/ (0,0,L) | ?
(0,0,D)

Figura 1: Disposicién de los elementos para la prueba de Ronchi. Elaboracion
propia a partir de [6].

Lo siguiente se puede consultar en [6]. Para encontrar el Ronchigrama del
espejo, se considera la Figura 1, en la cual el eje optico es el eje z, el vértice del
espejo es tangente al plano x — y, una fuente puntual de luz estd en (0,0, L) y
la rejilla de Ronchi coincide con el plano z = D.

La siguiente ecuacion representa la superficie del espejo:

f(z,y)—2z=0. (30)

Un vector unitario N, perpendicular a la superficie del espejo en el punto
x, y, estd dado por

(31)

Un vector S a lo largo del rayo desde el punto (0,0, L) e incidente en el
espejo en el punto (z,y) estd dado por
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o Jeirwi- @i
Sy = i (32)

[932 +y?+ (L - f)z} v

El vector unitario en la direccién del rayo reflejado puede obtenerse usando
la ley de reflexién en forma vectorial como sigue:

@:5-2(5}]\7)]\7. (33)
Este vector es de la forma

Sy = (82), i+ (S2), j + (Sa), k. (34)

Por lo tanto, de la ecuaciones (31) a la (34) se puede obtener

s, 2 (8 + (B)] 28 g+ e )
(S2), (f— L) {( ) +<%>2_1]+2[ +y f]

Suponiendo ahora que el espejo es rotacionalmente simétrico, podemos es-
cribir f (z,y) = f (R), donde

(35)

R=(a>+¢2)"". (36)

Asi, obtenemos

(52, " () -
(52)2 B (L — f) [1_ ((%)24_2}%(%].

La figura 1 permite ver que la ecuacion del rayo reflejado es
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(a—z) (o-y) _D-F)
(52), (S2), (S2),

donde (a,yo, D) es el punto en el que el rayo reflejado interseca la rejilla de
Ronchi.

(38)

La ecuacion de una franja de Ronchi en la superficie del espejo esta formada
por todos los puntos de interseccién con el espejo de todos los rayos que pasan
a través de la linea x = « en la rejilla de Ronchi, por lo tanto la ecuacion de
esta franja es

a—z  (S2),
D] (%), )
Usando las ecuaciones (37) y (39),
(L—-f) + QR—
2= [ (&) ] . (40)

(D+L—2f) {1_(#) } + o8 [Ro L=

De esta ecuacion podemos ver que, si consideramos todas las intersecciones
de las franjas de Ronchi con un circulo centrado en el espejo, la separacion
Ax entre estas intersecciones es constante, ya que la separacién A« entre las
lineas en la rejilla también es constante.

Si usamos coordenadas polares (R,#), la ecuacién de las franjas sobre la
superficie del espejo es:

2
L—f df df
cosf R[1_<dR> ]+2dR

(41)
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El lado derecho de la ecuacién (41) depende s6lo de R. A fin de encontrar
el patron, se le da a a un valor constante igual a un multiplo de la separa-
cion entre lineas en la rejilla de Ronchi, y se calculan los valores de cos @ para
varios valores de S hasta obtener la franja completa. Después de esto, el pro-
cedimiento se repite para el siguiente valor de a.

No hay un valor de 6 para todos los valores de R, pues la franja puede no
cruzar el circulo de radio R en el espejo. Si cos @ se calcula para un determina-
do valor de R que no existe para tal franja, el valor obtenido serd mayor que
el valor absoluto de 1.

El dltimo valor que se usard al incrementar « es para el cual |cosf| > 1,
para todos los valores de R en el interior del espejo.

3.2. Caso de simetria radial.

El caso en el que el defecto tiene simetria radial ha sido planteado en [7],
donde se propone hallar el defecto por medio de ajustes sobre espacios con-
venientes. En lo que sigue se estudia el problema de existencia y unicidad.
Malacara deduce que cuando se usa la configuracién de la (Figura 2), la abe-
rracién transversal T' en la rejilla de Ronchi esta dada por

ooy |1 - (@] 4ode |, Goa(iz)
T(p):(lf-f-lr 2)&{?&&;;}% Epzz ¢ >pzf } "

donde p = (ac2 + y2)1/2 es la distancia del eje éptico (eje z) al punto en el
espejo, (0,0,1f) son las coordenadas de la fuente, y [, define la rejilla del plano
de Ronchi. En la ecuacién (42) suponemos que la superficie es simétrica sobre
el eje z, es decir, z = z (p).

Supongamos que zg es la superficie ideal, £ representa el defecto y sea
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Superficie bajo prueba

Rejilla
1

Fuente

5
r g

i
|
>| 1
lf R VA
\ 1

Figura 2: Configuracion usada en la prueba de Ronchi. Elaboracién propia a
partir de [6].

z = 29+ ¢ la superficie real. Entonces, podremos reescribir la ecuacién (42) de
la siguiente forma:

D_(A_zzo)ﬁﬂ i\/[D—(A—Zzo)s—s?

2
OT (T (o) —2p)e T (T () —2) ] o)

g = [B+

Para hallar la ecuacién anterior se hace la siguiente manipulacién algebrai-
ca: De (42) tenemos que

st (219 (29’

5 [T(p) . (b — (Zo+€))p(lf - (ZO+5))] (d(22:5)> n
[2 (20 +¢) — Tlp) (pZOJrE)} + [T(g) s —A] =0, (44)

donde A =1l +1,. Sea B = CZ—Z;; [B (p) = %f (p)} Tenemos que
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A2t -7 () (L) "

2
B2 _ 2% + (d5>
p

dp dp

9 [T(p) ot I, — (ZO+€))(lf—(Z0+5)):| <B+ de) .

, an
Lol )] [T 4) o, (45)

[2 (20 +¢) —
Desarrollando términos obtenemos
C+(T(p) = 2p)e) ()7 +
2[B(C+ (T (p)—2p)e)+pT (p) —p*+ (g — 20 —€) (Iy — 20 — €)] €'+
2Be? + [(T'(p) — 2p) (B* — 1) — 2B (A —22)] e
2 [pT (p) — p* + (Ir — 20) (I — 20)] B— C =0, (46)
donde C = Ap +2pzo — T (p) (5 — 20).

Sean D = pT (p) — p* + (I — 20) (I — 20), E = (T'(p) —2p) (B*> — 1) -
2B (A - 220).

Reescribiendo la ecuacion (46), obtenemos

()2 +2|B-—

D—(A—2z0)e+e2] C(B2—1)+2B52+E5+2BD_0 A
] e PETE

Finalmente, resolviendo con respecto a la derivada &', se obtiene (43).

Asi, si queremos hallar el defecto e, debemos resolver (43). Sin embargo,
procederemos de otra manera. Si se considera directamente z, siguiendo un
procedimiento similar al caso del defecto e, obtenemos
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2
(Z/)2+2 pT (p) —p +(lf_z)(lT_z) S —1=0. (48)
Ap—2pz =T (p) (If — 2)

Pasemos al anélisis de (48). Como primer paso debemos dar condiciones
para que el denominador que aparece en (48) sea diferente de cero. De hecho,
si ly # z, podemos concluir que Ap —2pz — T (p) (Iy — z) # 0. Veamos que
efectivamente el denominador es distinto de cero. Para ello, supongamos que
si Ap—2pz —T (p) (I — z) = 0, entonces

T(p)(lf—z)=p(A—22),

de la figura 2 se obtiene que Iy # z y I, # z, entonces

p(A—2z)

T (p) = P (49)

De las ecuaciones (42) y (49) tenemos

pA-2) (I + 1, — 22) [1—(%)2} 1242 [;;—W] _

lf—Z lffz |:1

dz
p }—'—2(19

1

(&)
p(A—2z) !lf;'z - <Z;>2- de

(Iy — 2) {(zfjuzr —22) {1— (g_pﬂ 124z P %H —
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pa-29) - (1 - ) (- B =) 2 g,

p dp

la igualdad anterior se cumple si

dz

-0 p(A—2z)—(ly — 2) [p

(lr—z)(lf_z)] 0
p )

Si 3—; = 0, entonces z seria una linea recta, lo cual no puede suceder.

Sip(A—2z)—(ly —2) [p - M[Elfz)} = 0, entonces

p(A—22) = (If —2) [p— (lr_z)(lf_z)} =

P

PUA=22) = (I, — 2)] = =, — 2) (I — 2)* =

Pz(lr_z):_(lr_z)(lf_z)Q<:>ﬂ’2:_(lf_z)2>

esta dltima igualdad genera una contradiccién. Por lo tanto, se cumple que

(A=2z)p—T(p)(ly — 2) #0.

Finalmente, podemos hallar la aberracién de la transversal T a partir de
hallar z en la siguiente forma

€=2z— 2. (50)

El andlisis de la unicidad es el mismo para las ecuaciones (43) y (48). En lo
que sigue procederemos con la ecuacién (48) y se hallard el defecto ¢ a través
de (50).
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3.3. Resultado de existencia y unicidad.

Se aplicard el teorema 2 de existencia y unicidad a la ecuacién (48) para
garantizar que existe una unica superficie z, y por lo tanto un unico defecto
€, que produce la aberracién transversal T'.

Teorema 3. Sea T (p) una funcion continua definida en el intervalo [0, p|
con p > 0. Sea z[, = 2'(po) # 0 una raiz real de la ecuacion (48) donde
po € (0,p). Entonces, en una vecindad del punto py existe una unica solucion
de la ecuacion (48) que satisface las condiciones

z(po) = zo0, 2 (po) = 2. (51)

Demostracion. Veamos que se cumplen las hipdtesis del teorema 2. Te-
nemos que F (p,z,2"), 0F/0z y 0F/0z' son continuas en el intervalo (0, p]
con respecto a los parametros. Para ello usamos la continuidad de T. Ahora
tenemos que demostrar que

oF L.
[az, (PO,ZO,Z(,))] # 0.

Para ello calculamos la 9F /02" de la ecuacién (48)

or
0z

P [/)T(p) —p*+(ly —2) (lr—z)}

(52)
Ap—2pz =T (p)(ly — 2)

Ahora, supongamos que % (po) = 0. Evaluando (52) en pp y multiplicando
por %, obtenemos

poT (po) — p§ + (Iy — Z0) (Ir — 50)] # =0 (53)

~ 2
2 (Zo (PO)) +2 [ Apo —2poZo — T (po) (If — Zo)

De la ecuacién (48) se tiene que
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~7\2 pT (p) - /02 —+ (lf - 20) (lr - 20) ~
()" +2 Ap— 20T —2) |0 " >4

De (53) y (54) obtenemos que (25)* + 1 = 0, lo cual es una contradiccion,
esto se debe a que las soluciones son reales.

Por lo tanto, en una vecindad del punto p = pg existe una tnica solucién
z = z(p) que satisface la ecuacién (48) y las condiciones (51). El teorema
esta probado.

3.4. Ejemplos numéricos.

En esta seccién se presentan ejemplos numéricos a fin de ilustrar el teore-
ma de existencia y unicidad y para estudiar la estabilidad del problema con
respecto a los pardmetros de entrada y errores en la aberraciéon transversal.
Noétese que usando la formula general para ecuaciones cuadraticas, despeja-
mos 2’ de la ecuacién (48) para obtener dos ecuaciones diferenciales de primer
orden, a saber

,_ [pT ) =P+ Iy —2) (I = 2)
Zl[ Ap —2pz =T (p) (Iy — 2) ]i

pT (p) = p* + (= 2) (Il — 2)]°
\/[ Ap—2pz =T (p) (Iy — 2) ] h

Tomemos zg (p) = p? como la superficie éptica exacta en el intervalo
0,1] = [0,7]. El defecto ¢ estd dada por ¢ = 42 (sen (dp))?, donde § y d
son parametros para los experimentos numéricos. Realizamos programas en
el sistema MATLAB, en el cual usamos la funciéon ode/5. En estos progra-
mas los parametros mencionados son variables de entrada. Para los ejemplos
numéricos vamos a considerar la ecuacién (48) en el intervalo [0.1,1] para
z = p?+ 6% (sen (dp))? y la condicién inicial (CI) en el punto 0.1. En este caso
hay dos soluciones de la ecuacién (48) con la misma condicién inicial, la cual
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se muestra en la Grafica 4 para el intervalo [0.1,0.5]. Para este caso d = 3,
l.=71=5yd=0.01

Elijamos la solucién correspondiente tomando la derivada positiva. Para la
superficie 6ptica de nuestro ejemplo, la derivada en el punto donde estamos
considerando la condicién inicial es positiva. En la Grafica 5 se muestra el de-
fecto y su aproximacién, entre las cuales el maximo del valor absoluto MED de
su diferencia es 1.8875e-005. En la Grafica 6 y 7 se muestran las soluciones de
la ecuacidn (48) y el defecto y su aproximacién, respectivamente. La condicién
inicial se tomé en el punto 0.5 con condicién inicial en el punto 0.5, entre las
cuales el MED es 7.5057¢-005. Se obtienen resultados similares para diferentes
valores de los pardmetros Iy, I, 0 y d.

0.5
7 //
0
-0.5
-1
-15
-2 — Derivada positiva
Derivada negativa
2% 01 02 03 04 0 05

Gréfica 4: Soluciones de la ecuacién (48).

x10°

— Defecto aproximado
— Defecto exacto

8.1 0.2 0.3 0.4 p 0.5

Gréfica 5: Defecto exacto y aproximado.
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1.2
Z | |— Derivada positiva

1

Derivada negativa

0.8r

0.67

0.4;

0.2r

or

085 06 07 08 09 p1

Gréfica 6: Soluciones de la ecuacién (48).

0.012

0.01

0.008¢

0.006¢

0.004;

0.002; | — Defecto aproximado
—Defecto exacto

85 06 07 08 o9 1
p

Grafica 7: Defecto exacto y aproximado.

Las tablas 1, 2 y 3 muestran los resultados obtenidos al variar los parame-
tros ly, I, 0 y d. En la tabla 1 se considera ademds error en la aberracién
transversal T' del 10, 1.0 y 0.1 por ciento, lo cual serd denotado por ET7, ET5
y ET3, respectivamente.
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IC | d 4] ly || EI ET, ET3 MED

0.1]1] 0.01 o5 | 7 10.2471 | 0.0289 | 0.0012 | 4.1354e-06
011 001 | 12| 7] 03893 | 0.0238 | 0.0024 | 4.3031e-06
0110001 5 | 702765 | 0.0194 | 0.0019 | 4.1354e-08
0.1 10001 12| 7] 0.5287 | 0.0156 | 0.0023 | 4.3032e-08
0.1]2] 0.01 5 | 710.2262 | 0.0192 | 0.0071 | 1.2971e-05
012|001 | 1.2 | 7] 04269 | 0.0590 | 0.0045 | 1.3527e-05
01]2]0001| 5 | 70.2769 | 0.0186 | 0.0022 | 1.2971e-07
0.1]2]0.001 |12 7 |0.4282 | 0.0292 | 0.0001 | 1.3527e-07
0.1] 3] 0.01 5 | 7 10.2147 | 0.0188 | 0.0009 | 1.8875e-05
013|001 | 1.2 7] 04324 | 0.0167 | 0.0009 | 1.9774e-05
0.1 30001 ] 5 | 7]0.2334 | 0.0194 | 0.0008 | 1.8875e-07
013000112 7]0.3592 ] 0.0128 | 0.0014 | 1.9774e-07

Tabla 1: Resultados para diferentes valores de Iy, I, §, d y errores en la abe-
rracion transversal T'.

CI[d| & | [I,]| MED
0.1 [1] 001 | 5 | 7 |4.1354e-006
0.1 |1 001 |[1.2] 7 | 4.3031e-006
0.1 [ 1]0001| 5 | 7 | 4.1354e-008
0.1 | 3]0.001 | 1.2 | 7 | 1.9774e-007
0.1 3] 001 | 5 |7 |1.8875e-005
0.1 3| 001 | 1.2| 7 | 1.9774e-005
0.5 1]0001| 5 | 7| 02445
0.5]1]0001|12|7| 02695
05 1] 001 | 5 | 7| 02445
053] 001 | 12| 7| 02695
0.531]0001| 5 | 7| 02445
0.5 |3]0001|12|7| 02695

Tabla 2: Resultados para diferentes valores de l¢, I, 6 y d en el intervalo
[0.1,0.5].
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CIl | d 1) ly |1y MED
0.1]1] 0.01 5 |7 0.2412
011001 127 0.4011
011]0001| 5 |7 0.2411
01130001127 0.4010
0.1 3] 0.01 5 |7 0.2412
013 001 |12 |7 0.4011
051110001 ]| 5 | 7| 4.7750e-007
0.5]1]0.001 |12/ 7] 6.1221e-007
0.5 (1] 0.01 5 | 7 | 4.7749e-005
053] 0.01 | 1.2 7 | 7.5063e-005
051310001 ]| 5 | 7] 7.5057e-007
0.5 1310001 |12 7| 7.5066e-007

Tabla 3: Resultados para diferentes valores de Iy, [, 0 y d en el intervalo
[0.5,1].

Estos resultados numéricos senalan que el problema es estable numérica-
mente ante perturbaciones de los pardmetros.

4 Conclusiones

El problema de determinar el defecto en la superficie éptica con simetria
radial a través de la aberracion transversal y la formula de Malacara no tie-
ne solucién tunica si sélo consideramos las condiciones iniciales, es decir, el
valor de la soluciéon z en el punto pg # 0. Es necesario especificar el valor
de la derivada de la solucién en ese punto (diferente de cero). En este caso
el teorema 2 da condiciones (continuidad) para la aberracién transversal que
garantizan los resultados de existencia y unicidad para la superficie error. La
experimentacion numérica realizada indica que el problema es numéricamente
estable con respecto a las condiciones iniciales y pardmetros que aparecen en
la ecuacion incluido el posible error en la medicién de la aberracién transversal.
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analisis, en especial a estudiantes de licenciaturas en Ma-
tematicas, Matematicas Aplicadas y dreas afines.

La intencion es mostrar el tipo de conocimientos, razona-
miento y analisis necesarios para realizar modelos a partir de
situaciones reales, esperando despertar el interés de los jove-
nes para que decidan incursionar o profundizar en la rama
de modelaciéon matematica.

Benemérita Universidad Autonoma de Puebla
Facultad de Ciencias Fisico Matemaéticas
Direcciéon de Fomento Editorial
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