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PROLOGO

El texto comienza con un capitulo introductorio sobre “Teoria de conjuntos”,
que resulta de gran importancia por si mismo y es, ademads, de gran utilidad
para el estudio del resto de los capitulos.

En el capitulo 2, partiendo de problemas de convergencia y otros problemas
topoldgicos en espacios concretos de puntos y funciones, se llega a la definicién
abstracta de espacio métrico.

En esta nueva estructura se estudia un concepto de convergencia y de
continuidad que generaliza de forma muy intuitiva a dichos conceptos en los
espacios numeéricos.

Mediante algunos resultados, ejemplos y problemas, se trata de llevar al
lector la comprensién sobre la insuficiencia de esta abstraccién para establecer
una teoria general de la convergencia y continuidad, y se introduce el concepto
topolodgico conjunto abierto. En este capitulo se ve que la integral de Riemann
se puede definir a partir de un concepto de limite que no puede ser descrito
mediante una métrica.

En los tres capitulos siguientes (3-5) se tratan subclases especiales de es-
pacios métricos que son de particular importancia en las aplicaciones. Para
el estudio de estos capitulos se cuenta con un lector motivado que conoce las
nociones fundamentales de la estuctura métrica y, por ello, se hacen progresos
mas rapidos.

En el capitulo 3 se introducen las nociones de sucesiéon de Cauchy y es-
pacio métrico completo, cuya teoria es indispensable para la aplicacion a los
espacios funcionales, ademds de que permite ver con claridad el proceso de
completamiento de un espacio métrico mediante el cual se obtiene el campo
de los nimeros reales a partir del conjunto de los ntimeros racionales. Precisa-
mente, siguiendo este proceso, se obtienen los espacios completos de funciones
integrables que son de tanta utilidad en las aplicaciones.

En el capitulo 4 se estudian los espacios métricos compactos, que son de
gran importancia en el andlisis matematico y en el Anélisis Funcional. Los
primeros epigrafes exponen las propiedades basicas de estos espacios; esta parte
del capitulo requiere un estudio cuidadoso y completo. La importancia de los
resultados expuestos se pone de manifiesto en el estudio de algunos teoremas
fundamentales del Analisis y del Algebra, en cuyas demostraciones se emplean
esencialmente argumentos de compacidad.

En el capitulo 5 se analizan diversas nociones de conexién, las cuales se



aplican para la obtencién de invariantes topolégicos que permiten distinguir
entre espacios métricos diferentes. Por otra parte, la conexién se utiliza tam-
bién en la generalizacién de algunos resultados del Anilisis Clédsico como el
teorema sobre el valor intermedio, que posee una gran importancia en las
aplicaciones.

En el capitulo 6 se estudian dos casos particulares importantes de la teoria
de los espacios métricos, que son los espacios normados y los espacios eu-
clideanos. Se estudia la geometria de estos espacios y algunos nuevos concep-
tos que pueden ser introducidos gracias a la compatibilidad entre la estructura
métrica y la estructura algebrdica en dichos espacios.

Finalmente, en el capitulo 7, utilizando el concepto operador lineal intro-
ducido en los espacios normados, se generaliza la nocién de derivada, obte-
niéndose asi varias aplicaciones importantes, algunas de las cuales, en el ca-
so de funciones numéricas, ya las conoce el lector de los cursos de Anélisis
Matemaético.

Para la confeccion de este libro se han estudiado todos los libros de texto a
nuestro alcance. Ninguno de ellos ha servido exactamente como modelo, pero
se han utilizado siempre que coadyuven a lograr los objetivos didédcticos. En
cuanto a la estructura del libro, se ha seguido fundamentalmente la desarrolla-
da en el libro Topologia General, de los autores D.Hinrichsen, J.L.Ferndndez,
A. Fraguela y A. Alvarez, el cual fue realizado con objetivos didacticos simi-
lares a los del presente libro.

El lector interesado en profundizar algiun tema, hallard en las considera-
ciones generales, unas recomendaciones que le proporcionaran, ademas de al-
gunas informaciones histoéricas sobre el desarrollo de los conceptos y resultados
ma&s fundamentales, una guia para el estudio posterior de tematicas afines y
sus aplicaciones.

Para una informacion més detallada sobre la bibliografia existente en esta
tematica, el lector puede consultar el comentario bibliografico expuesto en el
libro Topologia General citado anteriormente.

El libro contiene un material adecuado e importante para la imparticién de
cursos de pregrado y posgrado asi como la superacién individual de profesores
de Matematicas de la ensenanza media superior y universitaria.

Un agradecimiento especial para la Lic. Teresa Tello quien acometié la
tarea de capturar el material del texto y a los estudiantes Enrique Rivera
Robles y Eduardo Sanchez Garcia quienes prepararon su version final.

Finalmente deseo constatar mi agradecimiento a la Benemérita Universi-
dad Auténoma de Puebla, que como alta casa de estudios y a través de su
Direccién de Fomento Editorial asumié la tarea de sacar a la luz la segunda



edicién corregida de este texto, cuya primera edicion ya acotada fue publicada
en Cuba por la Editorial Pueblo y Educaciéon en el ano 1985 por solicitud
de la Direccién de Formacién y Perfeccionamiento de personal Pedagdgico del
Ministerio de Educacion de la Republica de Cuba.

En particular, aprovecho para expresar mi agradecimiento a la Facultad de
Ciencias Fisico Matematicas y el Posgrado en Matematicas de la Benemérita
Auténoma de Puebla, a quienes me siento muy honrado de pertenecer en
calidad de profesor investigador.

El autor

Puebla, Pue a 15 de junio del 2002
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CONSIDERACIONES GENERALES

Para el estudio de este libro se necesitaron esencialmente algunos conocimien-
tos fundamentales del andlisis, que se adquieren en los primeros dos anos de
la formacién universitaria.

El lector necesita saber qué es una funcién continua (uniformemente con-
tinua, diferenciable f : R"™ — R™) y serfa conveniente que conociera algunas
nociones elementales métricas y topoldgicas en R"™ (propiedades del médu-
lo, subconjuntos abiertos y subconjuntos cerrados, sucesiones convergentes,
puntos adherentes de sucesiones y puntos adherentes de conjuntos etc.), los
teoremas de Heine-Borel, de Bolzano-Weierstrass y el valor medio, y necesita
ademads, saber distinguir la convergencia puntual y la convergencia uniforme
de una sucesion de funciones. Es importante que el lector estudie los proble-
mas, ejemplos y ejercicios con el mismo interés que las definiciones, teoremas
y demostraciones. Para facilitar esto, la parte tedrica no ha sido separada de
la parte practica en el desarrollo del libro al contrario de como generalmente
ocurre en un curso tradicional, sino el texto contiene varios ejemplos, ejerci-
cios y problemas al final de cada epigrafe que sirven al lector de autocontrol,
ademads de una coleccion de ejercicios de cada capitulo al final del libro.

Para poder trabajar productivamente con la teoria estudiada, es necesario
disponer de ejemplos, asi como de posibilidades de aplicacién e interpretaciones
intuitivas.

Insistimos en que, en el trabajo matematico, el saber formular los pro-
blemas y el saber aplicar los teoremas es tan o mas importante que el saber
demostrarlos. A pesar de que el libro puede servir como guia para los profesores
durante la imparticién de sus conferencias, este no ha sido concebido como un
manual metodolégico para el profesor, sino como libro de texto para el estudio
individual y colectivo de los estudiantes. Esperamos que contribuya a una
participacién mas activa de los estudiantes en las clases de esta asignatura.

En caso de que el libro sea utilizado en la imparticién de cursos de posgrado
o de seminarios extracurriculares para estudiantes, recomendamos intercalar
en forma sistemadtica exposiciones de equipos sobre temas especiales. El libro
contiene suficientes aplicaciones, ejercicios y material extra, idoneo para tales
exposiciones.

Debe tenerse en cuenta que los temas impartidos en un curso, no pueden
abarcar toda la temaética expuesta en el libro por una limitacién légica de
tiempo. No obstante, mediante el método propuesto, debe tratarse de trans-



mitir alguna informacién adicional a los participantes sobre lo que respecta a
las aplicaciones y la transiciéon a nuevas teorias.

Pensamos ademéds que el profesor, contando con un libro de texto que
puede sustituir sus conferencias como fuente de informacién, puede organi-
zar el trabajo o parte de él en base a exposiciones de los alumnos, lo cual
seria de gran utilidad para entrenamiento de un profesional en potencia que
debe adquirir una formacién no solamente cientifica sino también pedagogica.
Podria adoptarse por ejemplo, el método siguiente:

Al comienzo del curso el profesor elabora junto con los estudiantes un plan
de trabajo que determina la materia a discutir en cada reunién para las proxi-
mas semanas teniendo en cuenta el programa general de asignatura. Todos
estudian individual o colectivamente las partes respectivas del libro antes de
tratarlas en clase. Ademads, cada actividad la prepara especialmente un colec-
tivo responsable cuya tarea es resumir los puntos principales del contenido,
explicar su significacién intuitiva, aclarar y elaborar preguntas, desarrollar
ejercicios y buscar eventualmente ejemplos y aplicaciones adicionales en la
literatura. Unos dias antes de la clase, el profesor se retine con el colectivo
para discutir sobre la exposiciéon preparada, corregir errores y aclarar dudas
matematicas y didacticas. Como todos los estudiantes deben haber analizado
la materia anteriormente, pueden especificar las preguntas y dificultades indi-
viduales en la clase y participar activamente en la solucién de los problemas
planteados en la discusién de la materia. Es claro que este método no puede
emplearse en todas las circunstancias. En particular presupone que el nimero
de estudiantes del curso sea pequeno.

Deseamos hacer algunas aclaraciones con respecto a las ventajas que pre-
senta este libro en relacién con otros textos. En primer lugar, hemos sacrificado
la reduccion del texto ante la claridad de la exposicion desarrolando un gran
nimero de ejemplos, los cuales ayudan al estudiante a adaptarse a un razo-
namiento abstracto que no conocia anteriormente; ademaés, el libro cuenta con
una gran cantidad de ejercicios propuestos, asi como problemas para futuros
trabajos de curso e inclusive de diploma.

Ademsds de estas ventajas, el libro presenta otras con respecto al texto
Elementos de la Teoria de Funciones y el Andlisis Funcional de A. N. Kol-
mogorov v S.V. Fomin y es que no depende de ningtin concepto de Topologia
General, materia demasiado abstracta para ser impartida directamente en
este nivel donde solo se espera que se hayan estudiado los temas del An&li-
sis Matematico Clasico y posiblemente, la Variable Compleja. Esto amplia el
campo de estudiantes para quienes puede ser interesante este texto.

En el texto de Kolmogorov se estudian las nociones de compacidad uti-



lizando los conceptos de la Topologia General dados en el propio texto y lo
mismo ocurre con la teoria de los espacios normados y euclideanos.

En este libro se introducen los conceptos topoldgicos necesarios para las
Ecuaciones Diferenciales y el Analisis Funcional sin caer en conceptos abstrac-
tos para los cuales puedan no encontrarse ain maduros los estudiantes.

En nuestra esposicién no es conveniente dar saltos cualitativos en la abs-
traccion de los conceptos matematicos hasta tanto los conocimientos bésicos
no hayan sido debidamente consolidados ya que se crean lagunas a veces in-
salvables en la formacién del estudiante.

Con respecto al texto Fundamentos del Andlisis Moderno de Dieudonné,
nuestro texto presenta la ventaja de que la graduacion de los ejercicios es mas
certera y eficaz, ademds de que en el libro de Dieudonné se introducen los
conceptos topoldgicos, obviando casi totalmente la “intuicién geométrica” y
por ende, las representacioes graficas. A veces abusa del método axiomatico
en aras de buscar una generalidad no necesaria para el nivel a que va dirigido,
ademaés de correrse el riesgo de que los estudiantes caigan en la memorizacion
mecdanica de los conceptos y teoremas. Los ejercicios que aparecen en €l parten
de un nivel de dominio del método axiomatico y de abstracccién que los estu-
diante no poseen.

Los cursos béasicos de Andlisis Matemético (en una y varias variables),
Algebra (lineal y de estructuras) y Geometria, permiten al estudiante estar en
condiciones de introducirse en algunas ramas mas profundas de la matematica
moderna y que exigen de él una cierta capacidad de abstraccién. Una de esas
ramas, quizds una de las més inmediatas a los cursos mencionados, la consti-
tuye la tematica expuesta en este libro.

Después de haber cursado la materia de este texto, el lector habra com-
prendido con mucha mayor profundidad la importancia y el alcance de los
conocimientos adquiridos, ademas de que se habré cerciorado de lo que nos
puede brindar el razonamiento matemaédtico abstracto y la generalizacion en
Matematica. Sin embargo, hay otros temas, tan basicos como la materia es-
tudiada en los primeros cursos y que no se deben descuidar para lograr una
formacion con bases sélidas. Tales son por ejemplo:

la teoria de funciones analiticas;

las ecuaciones diferenciales ordinarias;

las ecuaciones en derivadas parciales;

los problemas fundamentales de la fisica-matematica;
los fundamentos de la medida e integracion.

Creemos que con esta formacién béasica cualquier individuo estd en condi-
ciones de “elegir su rumbo” en la matematica.



Precisamente esta formacién basica es la que se pretende lograr durante
la estancia del alumno en las aulas universitarias. Sin embargo, ya atun desde
este momento debe ir credndose el interés de trabajo e inclinacién hacia deter-
minados temas. Esta definicién es 1til aunque nuestro trabajo futuro no sea
exactamente la investigacién en matematica, sino la docencia o cualquier otro,
ya que la profesién de matematico requiere un quehacer y una laboriosidad
constante, la cual debe realizarse alrededor de un tema determinado. Sin la
practica constante, sin el interés en la produccién cientifica, es imposible que
logremos transmitir a nuestros educandos lo que se pretende que transmita-
mos. Es necesario conocer bien la profundidad e importancia de los conceptos
y resultados para no transmitirlos mecanicamente. De ahi la importancia que
tiene el estudiar con profundidad materias como la de este texto.

No debemos conformarnos con todo lo que hablamos anteriormente y que
constituye solamente un paso inicial en nuestra formacién profesional. No pre-
tendemos tratar de hablar acerca de todas las posibles vias de continuar nues-
tra superacién a partir de lo que hablamos anteriormente, sino solamente de
algunas que son, en cierta manera, afines al propio trabajo del autor.

Una vez lograda la preparacion inicial, y un tanto basandose en la temética
expuesta en este texto, el estudiante se encuentra en condiciones (y esto debe
ser explotado por el profesor que imparta la asignatura) de iniciar estudios
mas especificos sobre temas importantes como son:

el andlisis funcional;

la teoria de aproximacion;

la teoria de optimizacion;

la teoria de control;

las ecuaciones en derivadas parciales y problemas de la

fisica-matematica;

la teoria de operadores;

los métodos numéricos;

Con estas indicaciones estamos solamente proponiendo un método de pro-
mover el interés en la superacién e investigacién, en base a una temética pro-
picia como es la expuesta en el presente texto.
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Operaciones Métricas y Topoldgicas

5 (A)
int A, A

Didmetro de A

Interior de A

Exterior de A

Clausura de A

Conjunto derivado de A

Frontera de A

Interior de A en el subespacio (B,dp)
Clausura de A en el subespacio (B,dp)
Convergencia de sucesiones en un espacio

métrico (se omite d cuando no hay confusién)

Para poder referirnos dentro del texto a proposiciones, definiciones, teoremas,
etcétera, los hemos enumerado por una triada de ntmeros, de los cuales, el
primero indica el capitulo, el segundo el epigrafe y el tercero, el orden que
ocupa dentro del epigrafe. Los ejemplos han sido numerados de forma corrida
dentro de cada capitulo.

Ademsds, hemos utilizado los siguientes simbolos graficos con vistas a es-
tructurar el texto:

+ Para indicar epigrafes que pueden omitirse en una primera lectura o
que no tienen que incluirse necesariamente en el desarrollo de las conferencias
(aparece solamente en el indice).

* Para indicar ejercicios dificiles.

B Para indicar el final de una demostracion.

No pretendemos en este texto dedicarnos al estudio de la légica de conjun-
tos ni al calculo proposicional. No obstante, aprovechamos para informar al
lector sobre la siguiente simbologia que utilizaremos a veces en lugar de frases
mas largas del lenguaje:



Esta definido por (declara una definicién)

Lo emplearemos cuando expresamos una definicién
mediante una igualdad

Denota la implicacion légica

Denota la equivalencia logica

Denota la disyuncion

Denota la conjuncién

dxr € X Denota el cuantificador existencial

Vo € X Denota el cuantificador universal
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INTRODUCCION

Hasta el momento, el estudiante que se enfrenta por primera vez a esta asig-
natura, no ha tenido necesidad de chocar con un nivel de abstracciéon matema-
tica que exija de él un esfuerzo demasiado grande ni un cambio en su esquema
de razonamiento que implique la formacién de un verdadero hébito de pensar
y razgonar dentro de una teoria matemaética. Desde este punto de vista, la
importancia de esta asignatura radica en que trata de lograr cierto nivel de
abstraccion en el estudiante, que anteriormente no habia necesitado, pero con
ello se corre el riesgo de que el estudiante en lugar de ampliar su forma de
razonamiento, al contrario, la esquematice.

Si bien el grado de abstraccién que requiere la tematica de este libro hemos
tratado de reducirla a su minima expresién en aras de la claridad en la ex-
posicién, no obstante el estudiante se encuentra por primera vez frente a una
asignatura de caracter diferente a las vistas anteriormente y que posiblemente,
quizéds de manera inconsciente le produzca un efecto més profundo que el que
se manifesté al pasar de la aritmética elemental y el dlgebra elemental al
célculo diferencial e integral. Por todo esto resulta conveniente hacer cierta
aclaracion, si se quiere de caracter filoséfico, sobre la importancia y como surge
el proceso de abstraccién en la Matematica.

Al estudiar cualquier ciencia incluso la matemaética, se debe aclarar ante
todo los objetos que en ella se consideran, qué corresponde a estos objetos en
el mundo real en que nos desenvolvemos, cudles principios y métodos funda-
mentan a esta ciencia y que lugar especifico ella ocupa en el sistema del resto
de las ciencias.

En lo fundamental la respuesta a estas preguntas en relacién con la matema-
tica fue dada por Federico Engels en 1877 cuando expresaba que la matematica
pura tiene como objeto de estudio las formas espaciales y las relaciones cuan-
titativas del mundo real, por consiguiente es muy real y material. El hecho,
que lo material adquiera una forma extraordinariamente abstracta, puede so-
lamente apagar débilmente su procedencia del mundo exterior. Pero para
estar en condiciones de investigar estas formas y relaciones en forma pura, es
necesario separarlas completamente de su contenido y dejar esto ultimo a un
lado como algo diferente. Al igual que el resto de las ciencias, la matematica
aparecié de las exigencias practicas de los hombres; de la medicion de las areas
de las parcelas de tierra y de la capacidad de las vasijas, de la estimacién del
tiempo y de la mécanica.



Segun Engels, la matematica como ciencia aparecio debido a las exigencias
praticas de los hombres y no es un producto de su raciocinio puro. Los objetos
de estudio de la matemadtica son las formas de los objetos que existen en la
realidad y sus relaciones cuantitativas; pero los conceptos de forma, cantidad
y relaciones cuantitativas no son maés que abstracciones; por consiguiente, los
objetos de estudio de la matematica son en esencia las abstracciones, y el
método fundamental que constituye la base de la matemaética como ciencia es
el método de la abstraccion. La particularidad fundamental de la matematica
consiste en que ella separa especialmente las relaciones cuantitativas y las
formas espaciales, las cuales estan presentes en todos los objetos y fendmenos
sin excepciéon y hace de ellos objetos de su investigacién.

Los historiadores de la matematica distinguen cuatro etapas fundamen-
tales en su desarrollo como ciencia. La primera comenzé desde los tiempos
mas remotos y continué hasta los siglos VI-VII antes de nuestra era. Los
conocimientos matematicos de esta época estaban relacionados solamente con
las exigencias domésticas de la vida del hombre. La exigencia de determinar
la cantidad de ganado, la cantidad de cosechas recogidas y su distribucion,
etcétera, dio lugar a la necesidad de contar y de generar las fracciones. La exi-
gencia de medir las dreas de las parcelas de tierra, los volimenes de diferentes
vasijas, las piezas para la construcién etcétera, condujo a la acumulacién del
material practico que senté las bases de la més simple geometria. Sin embargo,
ya en este periodo aparecen problemas en la antigua Babilonia y en China que
no tienen un significado doméstico, es decir, comienza el trabajo en cuanto a
la sistematizacion e interpretacion teorica del material real hasta el momento
acumulado. No obstante, la matematica de este periodo atin no es una ciencia
tedrica y abstracta. Esta etapa corresponde al proceso inicial de formacion de
la matemdtica como ciencia.

La segunda etapa corresponde al auge del desarrollo de la matema&tica
como ciencia tedrica y abstracta. Si bien en la primera etapa de su desarrollo
la matemaética se planteaba como pregunta fundamental jcdmo?, ahora en la
segunda etapa la pregunta fundamental es spor qué?. Durante este periodo
tanto la historia de la Grecia antigua como del Oriente, se caracterizaron por
el enriquecimiento de ciertas clases y el empobrecimiento de otras. El trabajo
fisico se convierte en esta época en un atributo solamente de los esclavos y
artesanos, mientras que la aristocracia buscaba la tranquilidad a sus preocu-
paciones dedicandose a la filosoffa y la ética del individuo. Esta atmédsfera
fué favorable para la discusién de los fundamentos de la matemaética. Los
griegos antiguos, sistematizando y generalizando los métodos de solucién de
problemas aritméticos, fundaron la Aritmética: la ciencia de los niimeros y las



operaciones con ellos. Un alto grado de perfeccién légica alcanzé también la
Geometria griega, en cuya construccion fue aplicado por primera vez el método
axiomatico. Simultdneamente la matematica del Oriente preparaba los funda-
mentos del Algebra. Esta segunda etapa del desarrollo de la Matematica se
denomina con frecuencia en la literatura histérico-matematica: etapa de las
magnitudes constantes.

La tercera etapa en el desarrollo de la matematica esta relacionada con la
extension del concepto relaciones cuantitativas. Aqui el estimulo fundamen-
tal para este desarrollo fue ocasionado por la exigencia de la técnica, de los
problemas ingenieriles, de la navegacién y del arte militar. La matematica
de los siglos XVII al comienzo del siglo XIX, del estudio de las magnitudes
constantes, pasa a investigar la dependencia entre las magnitudes variables, es
decir, la representacion matematica de los procesos. Este periodo del desarrollo
se llama etapa de las magnitudes variables. En este momento la matematica
ya no se restringe al estudio de los nuimeros, las magnitudes abstractas y las
figuras geométricas: en ella comienzan a fijarse las ideas de continuidad, de
movimiento y de cambio. En primer plano avanza el concepto funcion. Segun
las palabras de Engels, el punto de viraje en la matematica de este tiempo fue
el concepto de magnitud variable de Descartes. Gracias a €l en la matematica
entré el movimiento y por ello la dialéctica.

El paso decisivo en el desarrollo de la matemaética de las magnitudes varia-
bles fue la fundacién del célculo diferencial e integral, relacionada con los nom-
bres de I. Newton (1642-1727), matemaético y filosofo inglés, y G.V. Leibnitz
(1646-1716), matemético y filosofo aleman, con lo cual la ciencia obtuvo un
potente aparato para la investigacién cuantitativa de los procesos. Gracias a
esto crecid extraordinariamente la aplicacion de la matematica en las ciencias
naturales. En este tiempo segun la definicién del enciclopedista francés del
siglo XVIII D’Alembert, la matemética era ain una ciencia que estudiaba las
propiedades de las magnitudes ya que ellas son enumerables y medibles. Pero
yva en aquel entonces matematicos geniales como R. Descartes y especialmente
G.V. Leibnitz afirmaron que la matemdtica podia aplicarse no solamente a
las formas espaciales del mundo en que vivimos al igual que a las magnitudes
y sus relaciones cuantitativas, sino también a otros objetos, por ejemplo al
razonamiento.

El comienzo de la cuarta etapa del desarrollo de la matemética (que con-
tinua hasta nuestros dias), estd relacionado con el descubrimiento de N.I.
Lobachevsky (1742-1856), destacado matemadtico ruso, de una geometria no
euclideana y con los trabajos de E. Galois (1811-1832), matemético francés,
en la teoria de grupos y cuerpos, los cuales dieron lugar a una verdadera re-



volucién en la matematica. FEste nuevo salto cualitativo en la matematica
no fue casual; este fue condicionado por el proceso de la primera revolucion
industrial y por los acontecimientos politicos en Europa Occidental, es decir,
la victoria de la burguesia sobre el feudalismo y el absolutismo. Y tampoco
fue casual que el desarrollo exitoso de la matematica se llevara a cabo pre-
cisamente en aquellos paises (primeramente Francia, y més tarde Alemania y
Rusia), donde la exigencia del desarrollo tecnolégico y econdémico social era
mas sensible y la ruptura ideolégica con el pasado se presentaba mas clara-
mente. Precisamente en estas condiciones fue fustrada la autoridad de la
hasta ese entonces bimilenaria geometria de Euclides. Aparecieron diferentes
interpretaciones de la axioméatica de Euclides y se fundaron nuevos sistemas
de axiomas de la geometria. La generalizacién de la geometria se llevo a
cabo también en cuanto el crecimiento del niimero de dimensiones del espacio.
Los nuevos espacios multidimensionales hallaron rapidamente su aplicacion en
variados problemas de la fisica, la quimica, la economfia y la sociologia.

Esta nueva etapa del desarrollo también influyé cualitativamente en el
algebra. En el centro de la atencién del algebra aparecieron problemas, no
solamente relacionados con la solucion de ecuaciones, sino problemas de estu-
dio de diferentes operaciones algebréicas, definidas en conjunto de naturaleza
arbitraria. Si bien antes las operaciones algebraicas estaban relacionadas so-
lamente con las cantidades, ahora las operaciones se realizan sobre objetos
de diferente tipo y sus relaciones. Este enfoque abstracto de los objetos y
las operaciones sobre ellos, hallé su expresion méas completa en la teoria de
conjuntos y en el método axiomatico que estd intimamente relacionado con
ella. Precisamente la teoria de conjuntos brindé un nuevo método universal
que rdpidamente abarcé toda la matematica. En el libro de N. Bourbaki sobre
Teoria de Conjuntos se dice: “Hoy en dia sabemos, légicamente hablando, que
es posible deducir casi toda la matematica moderna de una fuente tnica: la
teoria de conjuntos”. Un papel fundamental juega la teoria de conjuntos en
las investigaciones relacionadas con la fundamentacion logica y filoséfica de la
matematica.

La cuarta etapa del desarrollo de la matemédtica nos muestra con claridad
que el punto de vista de que la matematica es la ciencia que trata sobre las
formas espaciales y las relaciones cuantitativas de las cantidades, no puede
ya considerarse suficiente; esta definicién de la matemadtica con frecuencia fue
sometida a critica, cuya fundamentacién se basa en la comprension restringida
y estrecha de los conceptos de “forma”, “cantidad” y “relaciones cuantitati-
vas”. La historia de la matematica ha demostrado de forma convincente, como
poco a poco, en la medida en que se ha ido desarrollando la préctica socio-



material de la ciencia, se ha ampliado el campo de las relaciones cuantitativas
y de las formas estudiadas por la matematica. El objetivo de la matematica,
desde la época en que fue definido por Engels, ha enriquecido considerable-
mente su contenido, colocdndose en un nuevo y mas alto nivel de abstraccion.
Por ello la definicién moderna de la matemaética se formula aproximadamente
de la manera siguiente: los objetos de estudio de la Matemdtica son las formas
espaciales y las relaciones cuantitativas del mundo real, asi como el resto de
las relaciones y formas semejantes a ellas.

La solucién general al problema sobre el surgimiento, rol y lugar de la
abstraccion en el proceso de conocimiento de la naturaleza fue dado por V.L
Lenin cuando expresaba que de la contemplacion viva al pensamiento abs-
tracto y de él a la préactica era el camino didlectico para el conocimiento de
la verdad, para el conocimiento de la realidad objetiva. Y ademds que el
conocimiento es el reflejo de la naturaleza por el hombre. Pero esto no es algo
simple, ni inmediato, ni un reflejo integro, sino el proceso de toda una serie de
abstracciones, de formacién y organizacién de los conceptos, leyes, etc., y la
determinacién y organizacién de los conceptos y leyes abarcan convencional-
mente las leyes de la naturaleza en eterno movimiento y desarrollo. El hombre
no puede abarcar, reflejar, representar la naturaleza del todo completamente
ni su “espontanea integridad”, él puede tan solo aproximarse eternamente a
esto, fundando abstracciones, conceptos, leyes, imagenes cientificas del mundo,
etcétera.

En estas palabras se encierra la esencia del materialismo dialéctico sobre
las abstracciones en general y las matematicas en particular. La abstracion es
un eslabén importante y necesario y a su vez es una parte del conocimiento que
refleja la naturaleza solamente en una eterna aproximacién a su conocimiento
total. Finalmente, la veracidad del reflejo de la naturaleza en las abstracciones
la confirma la practica.

Como resultado del proceso de abstracién aparecen conceptos, categorias y
leyes que reflejan en la conciencia los aspectos esenciales de la realidad objetiva
en forma general, K. Marx escribié que toda abstracién si es sensata, refleja
lo general, lo fija y nos libera de una gran masa de repeticiones.

En la matematica se distinguen cuatro tipos fundamentales de abstraccion
aunque no pasaremos a detallarlas.

La abstraccién de los objetos de la Matematica y de los métodos para su
investigacion determinan su caracter especifico y el lugar que ocupa entre las
otras ciencias.

Es claro que la matematica no es una ciencia social, y sin embargo, no
pertenece a las ciencias naturales. Por una parte se diferencia de ellas por sus



objetos de estudio que son mucho mas amplios que los objetos de las ciencias
naturales.

Los objetos de trabajo, es decir, las relaciones espaciales y cuantitativas
se encuentran también en las ciencias naturales y sociales. Por otra parte,
los métodos de la matematica se diferencian radicalmente de los métodos de
las ciencias naturales. El método fundamental en las ciencias naturales es la
observacién y el experimento. La matematica aunque parte de la observacion,
esto ocurre solo al inicio y aunque retorna al experimento, este se lleva a cabo
una vez terminada la investigacién con el objetivo de confirmar sus deduc-
ciones en la practica y en otras ciencias. Ademas, a pesar de que el desarrollo
de la matemética ha estado determinado en términos generales por las exi-
gencias del desarrollo social, las investigaciones de la matematica se adelantan
a estas exigencias y encuentran su aplicacion en ocasiones mucho maés tarde.
Por ejemplo, la teoria de las secciones conicas fue elaborada por Apolonio
(Matemadtico de la Grecia Antigua del siglo III a.n.e), y su aplicacién practica
fue hallada solamente en el siglo XVII, cuando fueron establecidas por New-
ton y Kepler las érbitas del movimiento de los cuerpos celestes; las geometrias
no euclideanas fueron inventadas a mediados del siglo XIX y encontraron su
aplicacién en la fisica y la cosmologia solamente en nuestros dias; la teoria de
grupos fue elaborada a inicio del siglo XX, pero préacticamente su aplicacion
comienza a efectuarse en la actualidad en la fisica de las particulas elemen-
tales. De todo esto se deduce, que la matematica no se puede adjuntar a las
ciencias naturales ni por su objeto de estudio, ni por su método de trabajo.
No obstante, ella estd muy cerca de las ciencias naturales ya que ambas tienen
un surgimiento comun, poseen un importante rasgo comun que es que la apli-
cabilidad y el desarrollo de una ha estado estimulado en gran medida por la
necesidad de las otras.

En la medida en que ha ido creciendo la abstraccién de los objetos matema-
ticos y métodos, se han ido complicando las relaciones de la matematica con la
realidad objetiva, con la practica, y por consiguiente, se plantea el problema
de la autenticidad de los conocimientos matemaéticos. K Marx escribié que con
la practica el hombre debe demostrar la veracidad de su pensamiento. Sin em-
bargo, el cientifico soviético A.D. Alexandrof, nos indica que el problema del
contenido material y de las aplicaciones préacticas de los métodos matematicos
no se puede entender de forma simple. En primer lugar, toda abstraccion re-
fleja solamente ciertas partes de la realidad. Lo general y lo abstracto existen
solamente en lo particular y en lo concreto. La practica tiene que ver siempre
con objetos y fenémenos concretos y por eso en esencia ella no puede dar una
confirmacién absoluta de los teoremas y leyes generales. Como indicé V.I.



Lenin, no se debe olvidar, que el criterio de la practica nunca puede en reali-
dad confirmar o refutar completamente cualquier tipo de representacion de la
mente humana. Este criterio es también tan indeterminado para impedir que
los conocimientos del hombre se conviertan en absolutos. En segundo lugar,
los conceptos y deducciones matemdticas no son ni definitivas, ni verdades
absolutamente exactas. Al contrario, ellas se desarrollan constantemente y en
este desarrollo influyen todos los aspectos del desarrollo de la humanidad.

En tercer lugar, el propio caracter de comprobaciéon en la practica, que
tienen los conocimientos matemaéticos, no se mantiene invariable. Si bien en
los primeros pasos del desarrollo de la humanidad la matematica estuvo es-
trechamente relacionada con la produccién, en lo sucesivo esta relacién se ha
ido haciendo cada vez mas completa. En la actualidad los resultados de la
matematica se comprueban ante todo en las ciencias naturales y las disci-
plinas técnicas. En cuarto lugar no se puede exigir que cada teorema tenga
una aplicacién préctica inmediata. La teoria en general se verifica y se aplica
como un todo y cada teorema especifico se fundamenta en el sistema de aquella
teoria de la cual él forma parte. Finalmente, debemos senalar que el desarrollo
de la matematica no se puede reducir solamente a satisfacer las demandas de
la practica, la produccion y las otras ciencias. La matemadtica se desarrolla
independiente, al igual que el resto de las ciencias bajo la influencia de sus
propias exigencias.

Este desarrollo relativamente independiente de la matematica ocurre segtin
las leyes que determinan su objeto y métodos de trabajo.

Sin embargo, la veracidad de los resultados de este desarrollo, en fin de
cuentas, aunque en ocasiones con gran retraso, se confirma siempre en la
practica socio-material de los hombres.



CapriTUuLO 1

TEORIA DE CONJUNTOS

En este capitulo se estudian los conceptos basicos de la Teoria de conjuntos que
en alguna medida seran utilizados en el resto del texto. Sin embargo, a pesar
de su caracter auxiliar, la exposicién se desarrolla de manera tal que pueda
utilizarse para un estudio autocontenido de los fundamentos de la Teoria de
Conjuntos.

Partiendo de ejemplos concretos se introduce en 1.1 el concepto primario
de conjunto. En 1.2 se estudia la relaciéon natural de inclusién entre conjuntos,
lo cual nos conduce a otro concepto tan primario como el de conjunto que es
la nocién de pertenencia. El tema 1.3 se dedica al estudio de las operaciones
con conjuntos estableciéndose un paralelo entre las operaciones del algebra
ordinaria numérica y las aqui introducidas del algebra de conjuntos.

En 1.4 se estudia un tipo de equivalencia entre conjuntos introduciendose
el concepto de potencia que permite generalizar la nocién de “cantidad de
elementos de un conjunto” a los conjuntos infinitos.

En 1.5 se expone un importante método de la teoria de conjuntos para
construir nuevos conjuntos a partir de uno dado, introduciendo el concepto de
relacién de equivalencia.

El tema 1.6 se dedica al estudio de un tipo particular de relaciones, es-
trechamente ligadas al desarrollo del Anaélisis, y que son las relaciones fun-
cionales, también conocidas por funciones.

En 1.7 se introducen las relaciones de orden que permiten definir clases
importantes de conjuntos, como son los conjuntos parcialmente ordenados, los
conjuntos totalmente ordenados y los conjuntos bien ordenados.

Existen toda una serie de teoremas basicos en los fundamentos de la
matematica, que tienen una gran influencia en muchas de sus ramas y que
estan estrechamente vinculados a las clases de conjuntos enunciadas anterior-
mente. Tal es, por ejemplo, el caso del lema de Zorn o axioma de eleccién que
es estudiado en 1.8 junto con otras proposiciones equivalentes.

Finalmente, en 1.9 se discute la nocién de estructura matematica sobre un
conjunto con el objetivo de introducir las estructuras métricas y topoldgicas
sobre conjuntos, lo cual constituye el objetivo de una gran parte del presente
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texto.
1.1 CONCEPTO CONJUNTO

La primera y mas natural de las preguntas a que debiamos poder dar respuesta
es: jqué es un conjunto? Sin embargo, hasta nuestros dias, no es posible dar
una definicién rigurosa de conjunto.

Para definir cualquier concepto, es necesario contar con conceptos mas
simples, mediante los cuales se pueda enunciar dicha definicién. Pero estos
conceptos mas simples necesitan ser definidos por medio de otros atin mas
sencillos, quienes a su vez deben estar definidos con ayuda de otros todavia
mas simples. Siguiendo este proceso y suponiendo que constara de un nimero
finito de pasos, llegariamos a un concepto inicial, primario, el cual no se po-
dria definir auxiliandonos de otros mas sencillos; entonces, todo lo que se puede
hacer es explicar, mediante una serie de ejemplos, el sentido de este concepto
primario y llegar a un acuerdo de lo que vamos a entender por dicho con-
cepto. Conjunto es precisamente este concepto primario simple; por ello, nos
remitiremos a ejemplos que nos aclaren el sentido de este concepto. Por con-
junto entenderemos la totalidad, reunién o coleccién de cualesquiera objetos,
los cuales han sido agrupados teniendo en cuenta algin tipo de caracteristica
comtn. Por ejemplo el conjunto de todas las consonantes en el alfabeto, el
conjunto de todas las escuelas primarias de la Ciudad de Puebla, el conjunto
de todos los puntos de una circunferencia, el conjunto de todas las teorias
sobre el surgimiento de la tierra, etc.

El fundador de la teoria de conjuntos G. Kantor escribié: “Por conjun-
to, yo entiendo todo aquello que puede ser pensado como una unidad, toda
agrupacién de determinados elementos que pueda ser relacionada formando
un todo con la ayuda de una cierta ley”.

Lo esencial en el concepto conjunto es el acto de unir diferentes elemen-
tos en un todo. Existe una gran libertad en relacién con aquellos objetos
que pueden formar parte de un conjunto. Esos objetos pueden ser: nimeros,
ciudades, ideas, funciones, expresiones gramaticales, etc. en fin, cualesquiera
objetos del mundo real, de nuestra intuiciéon y de nuestro intelecto.

Lo enunciado por Kantor nos permite decir que un conjunto esta determi-
nado completamente por sus elementos o por leyes, propiedades caracteristicas,
etc., de acuerdo con las cuales ocurre el acto de unién de diferentes objetos en
un todo. Por eso se puede plantear que el concepto fundamental de la teoria
de conjuntos es, no tanto el propio concepto conjunto, como la relacién de
pertenencia.

Con frecuencia los conjuntos se denotan por letras mayusculas del alfabeto
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latino. En particular a algunos conjuntos numéricos importantes los denotare-
mos a lo largo del texto por simbolos fijos:

N: Conjunto de los nimeros naturales (incluyendo al cero)
Z: Conjunto de los niimeros enteros

Q: Conjunto de los nimeros racionales

I: Conjunto de los nimeros irracionales

R: Conjunto de los niimeros reales

C: Conjunto de los niimeros complejos

Si A es un subconjunto numérico del conjunto de los nimeros reales, de-
notaremos por A, (A_) al subconjunto de A formado por todos los niimeros
positivos (negativos) incluyendo al cero, contenidos en A. Por A* designare-
mos al conjunto de todos los elementos de A excepto el cero, en el caso en
que 0 € A. Los objetos que componen a un conjunto se llaman elementos y se
representan mediante letras minusculas del alfabeto latino. Para indicar que
un conjunto A es un conjunto de elementos x, se escribe A = {x}. Las llaves
indican precisamente el acto de unién de los elementos x en un todo tnico. Si
resulta importante indicar la propiedad caracteristica que une a los objetos en
el conjunto, se utiliza la siguiente escritura: A = {x : ...} , donde en lugar de
la linea punteada se escribe la propiedad que los caracteriza.

Ejemplo 1. Se escribe: B = {x . = es un ntimero real tal que 22 — 1 = 0} .
Se lee: B es el conjunto de todas las raices reales de la ecuacién 22 —1 = 0.

Seria imposible tratar de estudiar todos y cada uno de los conjuntos por
separado sin clasificarlos. Ante todo convendremos en diferenciar los conjuntos
en conjuntos finitos y conjuntos infinitos.

Llamaremos conjunto finito a aquel cuya cantidad de elementos puede ser
expresada por una cierta cantidad; no es importante si ese niimero es conocido
0 no, lo importante es que exista.

Ejemplo 2. Son conjuntos finitos:

el conjunto de las manos de un hombre;

el conjunto de todas las letras de esta pagina;

el conjunto de las letras de todo el libro;

el conjunto de las letras utilizadas en todas las paginas de la totalidad
de los libros existentes hasta el momento;

el conjunto de los granos de arena en la playa de Canctin;

el conjunto de los 4tomos que constituyen el sistema solar.
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A los conjuntos finitos pertenece el conjunto que no contiene ningun ele-
mento, a este lo denominamos conjunto nulo o vacio y se denota por la letra
griega ¢. La necesidad de introducir el conjunto vacio se debe a que al definir un
conjunto mediante cierta propiedad, no siempre se puede asegurar de antemano
que contenga al menos un elemento. Por ejemplo, el conjunto de los hombres
en la habitacion contigua en un instante determinado puede ser vacio o no. Se
puede hablar del conjunto de las raices reales de la ecuacién z? — 2z + 10 = 0,
y sin embargo, esta ecuacién no tiene raices reales.

Los conjuntos infinitos son todos aquellos que no son finitos.

Ejemplo 3. Son conjuntos infinitos:

el conjunto de todos los nimeros enteros;
el conjunto de los puntos de una circunferencia;
el conjunto de los puntos del plano.

Al describir el concepto conjunto, planteamos que un conjunto esta de-
terminado por sus propios elementos o por sus propiedades caracteristicas.
Se debe senalar, ademas, que los conjuntos finitos pueden ser dados por una
simple enumeracién de sus elementos (por ejemplo, el conjunto B de todas
las asignaturas de matemaética que se imparten en los dos primeros anos de la
Licenciatura en Matematica: B ={Andlisis matemadtico, Algebra, Geometria})
mientras que los conjuntos infinitos se pueden representar solamente indicando
las propiedades caracteristicas que son comunes a todos sus elementos.

1.2 SUBCONJUNTOS. INCLUSION

Comencemos por introducir algunos conceptos y notaciones fundamentales.
Para indicar que x es un elemento del conjunto A, escribiremos = € A (se lee
“r pertenece a A”; € es el simbolo de pertenencia). Por ejemplo, si x es un
tractor y A es el conjunto de todos los equipos agricolas, entonces = € A. Para
indicar que el elemento = no pertenece al conjunto A se escribe = ¢ A.

Por ejemplo, si x es la luna y A el conjunto de todos los equipos agricolas,
entonces = ¢ A.

Si los conjuntos A y B coinciden es decir si tienen los mismos elementos,
entonces se escribe A = B.

Ejemplo 4. Si B es el conjunto de todos los alumnos en un aula, y A es el
conjunto de todos los estudiantes del sexo masculino en dicha aula, entonces
no se puede decir que A es igual a B. En cambio, si sabemos que todos los
estudiantes del aula son varones, se tendrd que A = B.
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Si cada elemento del conjunto B es ademaés elemento del conjunto A, en-
tonces se dice, que el conjunto B es una parte o un subconjunto del conjunto
Ay se escribe B C A (C es el simbolo de inclusién).

Ejemplo 5. Si B es el conjunto de todos los estudiantes varones en un aula y
A es el conjunto de todas las personas que se encuentran en esa aula, entonces
B C A. En aquellos casos, donde se presupone la posible coincidencia de los
conjuntos A y B, a veces se escribe B C A.

Observemos que entre los simbolos €, =, C, C existe una diferencia sustan-
cial. Si bien la relacién z € A significa el hecho de pertenencia del elemento
z al conjunto A y por ello, representa el concepto primario que corresponde
a la nocién de conjunto; las relaciones A = B, A C B (A C B) expresan un
concepto relativo a una parte del conjunto y son introducidas por definicién
a partir de la nocién mas simple de pertenencia. De acuerdo con la definiciéon
dada, cada conjunto A es subconjunto de si mismo: A C A. Ademas, el con-
junto vacio es subconjunto de cualquier conjunto, C'. En efecto, si C' es un
conjunto arbitrario, entonces ¢ C C, ya que en caso contrario, al conjunto ¢
perteneceria al menos un elemento que no pertenece a C', pero en el conjunto
¢ no existe un tal elemento por la propia definicién de conjunto vacio.

El conjunto A y el conjunto vacio ¢ se llaman subconjuntos impropios de
A. Todos los restantes subconjuntos de A se llaman propios.

Ejemplo 6. El conjunto de todos los niimeros pares es un subconjunto propio
del conjunto de todos los niimeros enteros; el conjunto de todas las mujeres de
nuestro planeta es un subconjunto propio del conjunto de todos sus habitantes.

Con frecuencia, todos los conjuntos con los que tenemos que trabajar en
nuestros razonamientos son subconjuntos de un cierto conjunto U; en tal caso,
a este conjunto U se le llama conjunto universo o conjunto universal. Por
ejemplo, para la aritmética, cuyo objeto de estudio son los ntimeros racionales
no negativos (es decir, todas las fracciones racionales positivas y el nimero
cero), este conjunto serd el universo. Para el andlisis matematico, el conjunto
universal es el conjunto de todas las funciones numéricas de argumento real.
Para la geometria euclidiana, su conjunto universal es el conjunto de todos los
subconjuntos de puntos del espacio, ya que cualquier figura geométrica es un
conjunto de puntos del espacio.

Es importante conocer las siguientes propiedades elementales de la ope-
raciéon de inclusién entre conjuntos.

Proposicion 1.2.1. La operacién de inclusién entre conjuntos satisface las
propiedades siguientes:
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i) Si AC By B C A entonces A = B (simetria).
ii) Para todo conjunto A, A C A (reflexividad).

1v

)
)
iii) Si AC By B C C, entonces A C C (transitividad)
) SiAy C Ay C...C A, C Ay, entonces A = Ay =... = A,.

La demostracién se deja al lector.

Ejercicios de Autocontrol

1. Diga si es finito o infinito el conjunto de todos los atomos del sistema
solar.

Fundamente su respuesta.
2. Determine los elementos que pertenecen a los conjuntos siguientes:

a) A={z:2>—-8x+15=0}
b) A={r:zeN,-11 <z <13}

3. Demuestre que si A es el conjunto de las raices de la ecuacién 2 —7z+6 =
0y B=1{1,6}, entonces A = B.

4. Describa el conjunto de los puntos M del plano tales que:
a) la longitud del segmento OM es igual al niimero r;

b) la longitud del segmento OM es < 7;

c¢) la longitud del segmento AM es igual a la longitud del segmento
MB.

(Considere que O, A y B son puntos fijos y 7 es un nimero real positivo)
5. ;Qué diferencia hay entre las expresiones A C By a € B?
6. Demuestre que {{1,2},{2,3,}} # {1,2,3}

7. Diga si es verdadero o falso:
{1,2} € {{1,2,3},{1,3},1,2}
{1,2} c {{1,2,3},{1,3},1,2}

8. Cite ejemplos de conjuntos A, B y C tales que:
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a) A¢e B BeCyA¢C,
b) AcCB,BCCyAcCC;
c) ACByAcCC

9. Halle todos los subconjuntos de los conjuntos {1,2}; ¢ y {a,b,e,d} .

10. Demuestre que {{a},{a,b}} = {{c},{c,d}},siysolosia=cy b=d.

1.3 OPERACIONES CON CONJUNTOS

La teoria matematica de conjuntos parte de la idea de generar nuevos conjuntos
con la ayuda de ciertas operaciones sobre una determinada familia inicial de
conjuntos. El estudio de estas operaciones sobre los conjuntos es el objeto del
Algebra de conjuntos, la cual tiene mucho en comun con el Algebra ordinaria
de los nimeros, a la vez que presenta diferencias radicales con ella.

El hecho de que los métodos algebraicos puedan ser aplicados al estudio de
objetos no numéricos, como son los conjuntos, nos muestra fehacientemente la
generalidad de las ideas del dlgebra.

Definamos las operaciones que se realizan con los conjuntos.

Union: Se llama unién o suma de los conjuntos A y B, al conjunto C' de
todos los elementos contenidos al menos en uno de los conjuntos A o B.

Observacion: Si un mismo elemento esta contenido simultdneamente en los
conjuntos Ay B, entonces en la unién, este elementos se incluye solamente una
vez.

La union C' de los conjuntos A y B se designa mediante C = AU B, y los
conjuntos A y B se llaman sumandos.

Ejemplo 7. Si A=1{1,2,3,4} y B ={2,4,6,8}, entonces AUB = {1,2,3,4,
6,8}; si A es el conjunto de todos los ninos de una ciudad y B el conjunto de
todos los habitantes del sexo masculino de esa ciudad, entonces AU B es el
conjunto de todos los habitantes del sexo masculino junto con todas las ninas
de dicha ciudad.

La operacion de unién de conjuntos posee algunas propiedades andlogas a
la operacién de adicién de nimeros:

1) conmutatividad: AUB = BU A:

2) asociatividad: (AUB)UC =AU (BUC).
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Estas propiedades justifican el nombre de suma para denotar la unién
de conjuntos. Precisamente, la propiedad asociativa permite definir la unién
(suma) de una cantidad arbitraria de conjuntos, sin tener en cuenta la forma
en que ellos se agrupan. Por ejemplo, si el niimero de conjuntos sumandos es
finito e igual a n, su unién sera el conjunto

C=A1UAU... A,
0 en form% més breve
c=Y A.
Si la coleccion de sumandos es infinita y numerable, por ejemplo
1=1,2,...,n,..., entonces
C=A1UAUA3U...UA,U...,
0 en formoao més breve
¢ :igl A

Sin embargo, la unién de conjuntos posee otras propiedades que no posee

la suma de niimeros:

3) AUA=AAUAU...UAU...=A4;
4) AUB=A, si BC A.

Ejemplo 8. Si A = {1,2,3}, entonces C = AU A = {1,2,3} = A; si Aes
el conjunto de todos los estudiantes en un aula y B el conjunto de todos los
estudiantes varones de la misma aula, entonces C = AU B = A es el conjunto
de todos los estudiantes de dicha aula.

Para ver de manera mas clara las operaciones con conjuntos, representare-
mos a los conjuntos en forma de ciertas figuras.

En la figura 1, la parte sombreada representa la unién de los conjuntos A
vy B.

Figural
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Interseccion: Se llama interseccién de los conjuntos A y B al conjunto
C formado por todos los elementos que pertenecen simultaneamente a los
conjuntos A y B.

De la definicién se deduce que la interseccion de conjuntos es la parte
comun de estos conjuntos. La interseccién de los conjuntos A y B se denota
por AN B.

En la figura 2 estd sombreada la parte que representa a la interseccién
C=ANB.

co40B

N\

Figura 2

Ejemplo 9. Si la interseccién A es el conjunto de todos los ninos de una
ciudad y B es el conjunto de todos los habitantes del sexo femenino de esa
ciudad, entonces A N B es el conjunto de todas las nifias de dicha ciudad:

Si A=1{1,3,5,7} y B={2,4,6,8} entonces AN B = (.

Si la interseccién de conjuntos es el conjunto vacio se dice que los conjuntos
son disjuntos.

No es dificil extender la definicion dada de interseccién a una familia arbi-
traria de conjuntos. La interseccién de un numero finito n de conjuntos A; se
denota

A= 4

y la interseccién de una familia infinita numerable de conjuntos A; se denota
de esta forma

c=N A

La operacion de interseccion de conjuntos posee algunas propiedades anélo-
gas a la operacion de producto de nimeros:

1) conmutatividad: AN B = BN A;
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2) asociatividad: (AN B)NC =AN(BNCO);

3) distributividad con respecto a la unién: (AU B)NC' = (AN C)U(BNC).

Las propiedades 1 y 2 de la intersecciéon de conjuntos se deducen inmedia-
tamente de la definicién, sin embargo, la propiedad 3 no es tan evidente, y por
ello, haremos su demostracién analitica (no obstante el lector debe comprobar
la demostracién geométricamente con ayuda de un grafico).

Para demostrar la propiedad 3 es necesario mostrar que cada elemento del
conjunto (AU B)NC es también un elemento del conjunto (AN C)U (BN C)
y viceversa.

Demostracion: Sixz € B, entonces x € BN C, de donde x € (ANC) U
(BNCO).

De esta forma queda probada la inclusion

(AUB)NC Cc (AnC)u(BNC).

Sea ahora x € (ANC) U (BNC), demostraremos que = € (AU B)NC.

Como z pertenece a la unién de los dos conjuntos ANC y BN C, entonces
re ANCo6xe BNC.

Sixz e ANC, entonces x € Ay x € C. Del hecho que = € A, se deduce
que x € AU B y como x € C, entonces z € (AU B)NC.

Six € BNC, entonces x € By x € C. Del hecho que x € B, se deduce que
x € AUB y como x € C, entonces z € (AU B) N C con lo cual la propiedad
queda probada.ll

Mostremos ahora otras propiedades de la interseccién de conjuntos que no
posee la operacion de multiplicacién de ntimeros:

4) ANB=A, si AC B.
Por ejemplo, si A ={1,2} y B=1{1,2,3,4,5} entonces AN B = {1,2} = A.

5) ANA=AyAnAn...NnAN...=4A
Por ejemplo, si A = {3,4,5}, entonces AN A={3,4,5} = A.

Diferencia: Se llama diferencia de los conjuntos A y B al conjunto formado
por todos los elementos del conjunto A que no pertenecen al conjunto B.
La diferencia entre los conjuntos A y B se denota A\B.

Ejemplo 10. Si A=1{1,2,3,4,5} y B ={2,4}, entonces A\B = {1,3,5}.
Si B es el conjunto de todos los enteros pares, entonces Z\ B es el conjunto
de todos los enteros impares; si A es el conjunto de todos los nifios de una ciu-
dad y B es el conjunto de todos los habitantes de la ciudad del sexo femenino,
entonces A\ B es el conjunto de todos los ninos varones de esa ciudad.



TEORIA DE CONJUNTOS 45

En las figuras 3 y 4, las partes sombreadas representan la diferencia entre
los conjuntos A y B.

A\B

.
&

Figura 3

A\B

!
Q)

N

Figura 4

Observacion: en el caso de la figura 4, los conjuntos son disjuntos.

Con frecuencia, en la literatura matemaética, a la diferencia A\ B se le llama
complemento del conjunto B en el conjunto A y se denota por B’;. Si todos
los conjuntos en consideracion se estudian como subconjuntos de un conjunto
universal U, entonces por complemento del conjunto B se sobreentiende su
complemento en U, y se designa por By, o sencillamente B’'.

Producto cartesiano: Se llama producto cartesiano de los conjuntos A y
B, al conjunto formado por todos los pares ordenados (a,b) donde a € A y
b € B. El producto cartesiano de los conjuntos A y B se denota por A x B. De
manera analoga se puede definir el producto cartesiano de un nimero finito
de conjuntos AiAs,...A,, el cual se representa por Ay X Ay X ... X A, y
estd compuesto por todos los n—uplos (a1, as,...,a,) donde a; € A;.

Este método de construir conjuntos de una categoria superior a partir de
conjuntos mas simples, se utiliza en el estudio de los campos numéricos y sus
generalizaciones.
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Llamaremos diagonal de A x A y la denotaremos por A al subconjunto de
A x A definido por}

A= {(a;a):a € A}.
Una propiedad importante es la siguiente:

AxB=0<A=0vB=10
Resumen de Férmulas del Algebra de Conjuntos.

Hasta el momento hemos estudiado las operaciones con los conjuntos y al-
gunas de sus propiedades. A continuacién daremos una relacién de férmulas
importantes con estas operaciones. (la propiedad 11 ya fue demostrada y las
otras no presentan gran dificultad, por lo cual se dejan al lector como ejercicio
de autocontrol. Recomendamos ademds de la demostracién analitica, que se
realice la representacién geométrica de cada una de ellas):

15) AuU=U;

1) AcCA4;
2) SiAC By BC A, entonces A = B;
3) SiAC By BCC, entonces A C C,
4) 0 cC A
5 AcCU;
6) AUB=BUA4;
7y ANB=BnNA;
8) AU(BUC)=(AuBUCQC);
9) An(BNC)=(AnB)NC;
10) AUA=A;
11) ANn(BUC)=(ANnB)U(ANC);
12) AU(BNC)=(AUB)N(AUC);
13) AUd=A4;
14) ANU = A4
)
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16) ANA=A;
17) AnD=0;
18) si AC B, entonces AUB=By ANB = A4;
19) AUA =U;
20) AN A =0;
21) 0 =U;
22) U’ =)
23) (A = A
24) si A C B, entonces B’ C A’;
25) (AUuB) =A'NnB,
)

26) (ANnB) =AuB,
Con ayuda de estas propiedades se pueden realizar operaciones con los con-
juntos de forma similara a como se realizan con los nimeroa en la aritmética.
Estas férmulas poseen la importante propiedad de “dualidad”; es decir si
en alguna de ellas se cambian los sfmbolos C por D, () por U y U por N respec-
tivamente, entonces como resultado se obtiene otra de esas férmulas. De esto
se deduce que cualquier teorema obtenido a partir de estas férmulas, posee la
propiedad de dualidad. Esta propiedad, o como se dice con frecuencia, el prin-
cipio de dualidad, ayuda a simplificar considerablemente las demostraciones
de algunos resultados, y es aplicable a muchas disciplinas matemaéticas.

1.4 EQUIVALENCIA DE CONJUNTOS, POTENCIA DE CON-
JUNTOS, CONJUTO POTENCIA

Cada disciplina matemaética estudia las relaciones que pueden establecerse
entre los objetos de su estudio. Sabemos que los objetos de estudio de la
teoria de conjuntos son los conjuntos. Analicemos las relaciones que pueden
establecerse entre ellos.

Primeramente nos ocuparemos de este andlisis con respecto a los conjuntos
finitos, es decir, a los conjuntos cuya cantidad de elementos se puede poner en
correspondencia con un cierto niimero entero positivo. Para hallar este niimero
para un conjunto finito no vacio A, es suficiente contar todos sus elementos.
Si el conjunto es vacio, entonces a la cantidad de elementos de este conjunto
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se le hace corresponder el nimero 0, que indica la ausencia de elementos en el
conjunto. Pero, ;qué significa contar? Contar los elementos de un conjunto A,

significa fijar a cada elemento de dicho conjunto un nimero 1,2,3,...,n,...,
en forma suceciva, sin repetir ni omitir ningiin elemento del conjunto. Entonces
los elementos del conjunto A se pueden enumerar en la forma aq,as, ..., ak.

El subindice k£ del ultimo elemento a; denota la cantidad de elementos del
conjunto A.

Es obvio que los elementos de un conjunto A, que contiene mas de un
elemento, se pueden enumerar de varias formas, pero para cualquier orden
de numeracion siempre fijaremos al ultimo elemento un mismo numero k, es
decir, el nimero de elementos de cualquier conjunto finito no depende del
método de numeracién empleado. Esto nos da la posibilidad de considerar al
numero k£ como una caracteristica cuantitativa de cualquier conjunto finito
A = {ay,aq,...,a;}, la cual corresponde a la cantidad de elementos de este
conjunto.

Si dos conjuntos finitos A y B poseen la misma cantidad de elementos,
entonces ellos poseen la misma caracteristica cuantitativa. Tales conjuntos
finitos se llaman equinuméricos.

Si los conjuntos A y B poseen diferentes caracteristicas cuantitativas m #
n, no es dificil establecer una comparacion entre los nimeros m y n, es decir,
las relaciones m > n 6 m < n y asi saber cual de los dos conjuntos tiene una
mayor caracteristica, o en otras palabras, en cual conjunto hay mayor cantidad
de elementos.

Sin embargo, para saber si dos conjuntos son equinuméricos o no, no es
necesario contar sus elementos.

Ejemplo 11. Para cerciorarse de que el nimero de dedos de la mano izquierda
es igual al de la mano derecha (es decir, que el conjunto de dedos en una mano
es equinumérico al de la otra), se puede unir cada uno de los dedos de una
mano con el correspondiente en la otra, estableciendo asi una correspondencia
entre los dedos de ambas manos. El hecho de que cada dedo tiene su pareja
indica la igualdad entre el nimero de dedos de las dos manos sin necesidad de
contarlos.

Ejemplo 12. Supongamos que queremos saber si hay igual nimero de hom-
bres que de mujeres en un local sin necesidad de contarlos. Para ello, es su-
ficiente asociar a cada hombre su pareja del sexo opuesto. Si no queda libre
ningin hombre ni ninguna mujer, entonces hay la misma cantidad de un sexo
y otro.

Cuando a cada elemento a del conjunto A se le puede hacer corresponder,
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mediante una cierta ley o regla, uno y solamente un elemento b del conjunto
B y viceversa, se dice que entre los elementos de los conjuntos A y B se ha
establecido una correspondencia biunivoca.

Hemos introducido el concepto correspondencia biunivoca teniendo en cuen-
ta algunos ejemplos, los cuales nos muestran que una tal relacién entre objetos
existe efectivamente en el mundo real. Notemos, que solamente hemos estable-
cido el hecho de la existencia de una correspondencia biunivoca entre los ob-
jetos de dos conjuntos de la realidad, y que no hemos definido este concepto
a partir de las nociones primarias de conjunto y pertenencia. Por mucho que
lo desearamos, no hubieramos podido hacerlo, ya que el concepto correspon-
dencia biunivoca es tan primario como los propios conceptos de conjunto y
pertenencia.

Definicién 1.4.1. Sientre los elementos de dos conjuntos A y B se puede
establecer una correspondencia biunivoca, se dice que ambos conjuntos son
equivalentes y se escribe A ~ B.

De la definicién de equivalencia de conjuntos se deducen las propiedades
siguientes:

1) reflexividad: A ~ A (cualquier conjunto es equivalente asi mismo);
2) simetria: si A ~ B, entonces B ~ A;

3) transitividad: si A ~ By B ~ C, entonces A ~ C.

Si regresamos a los conjuntos equinuméricos, podemos decir que ellos son
equivalentes; se cumple también la afirmacién reciproca: dos conjuntos finitos
equivalentes son necesariamente equinuméricos.

Este hecho es importante desde el punto de vista légico, ya que para el
establecimiento de la equinumeridad de dos conjuntos, no es necesario conocer
la nocién de contar, ni el concepto numero natural con ayuda del cual introdu-
jimos el concepto equinumeridad. Pudiéramos decir que un nimero natural es
una caracteristica numérica comun a todos los conjuntos finitos equivalentes
entre si.

Con los conceptos conjunto, pertenencia y correspondencia biunivoca, se
puede desarrollar toda la teoria de los ntimeros naturales y después, utilizando
algunas técnicas de la aritmética y el algebra (que no expondremos aqui),
construir completamente la teoria de los niimeros enteros y racionales.

Hemos visto que para el estudio de las relaciones cuantitativas entre los
conjuntos (al menos para los conjuntos finitos), se puede partir indistintamente
del concepto primario de niimero natural o del concepto primario de correspon-
dencia biunivoca. En nuestras deducciones posteriores, utilizaremos en calidad
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de concepto primario la nocién de correspondencia biunivoca en lugar de la
de numero natural, ya que esta ultima no se puede utilizar para comparar
los conjuntos infinitos. En efecto, no se pueden contar todos los elementos de
tales conjuntos, y por consiguiente, no se les puede hacer corresponder un cier-
to nimero natural n. Sin embargo, con ayuda del concepto correspondencia
biunivoca los conjuntos infinitos pueden ser comparados.

Ejemplo 13. Entre los conjuntos A = {1,2,3,...,n,...} y B={-1,-2,-3,
..., =N, ...} se puede establecer una correspondencia biunivoca, si consideramos
relacionados los elementos con un mismo valor absoluto; luego A ~ B.

Ejemplo 14. Entre el conjunto de puntos del segmento M N y el conjunto de
puntos del segmento KL, se puede establecer una correspondencia biunivoca
(fig. 5), es decir, los conjuntos de puntos de ambos segmentos son equivalentes.
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Figura 5

Si de los conjuntos finitos equivalentes decimos que son equinumeéricos, para
los conjuntos infinitos equivalentes diremos que son equipotentes o que poseen
la misma potencia. Si bien todos los conjuntos finitos equivalentes se caracteri-
zan por algin nimero natural, todos los conjuntos infinitos equivalentes se
caracterizan por su potencia.

El concepto numero de elementos es la nocién de cantidad para los conjun-
tos finitos, mientras que para los conjuntos infinitos lo es la nocién de potencia.
Luego, potencia es la generalizacién del concepto cantidad a los conjuntos in-
finitos. Este concepto permite comparar los conjuntos infinitos de una manera
cuantitativa.
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Designemos la potencia de todos los conjuntos equivalentes a un cierto
conjunto infinito A mediante el simbolo «.Si otro conjunto B, cuya potencia
denotaremos por el simbolo (3, es equivalente al conjunto A, entonces por
analogia con los conjuntos finitos, diremos que la potencia « es igual a la
potencia [ y escribiremos @ = (. Si ambos conjuntos no son equivalentes,
consideraremos que sus potencias son diferentes y pondremos « # 3. De esta
forma se define la igualdad y desigualdad de potencias.

Cuando establecemos la igualdad entre las potencias de dos conjuntos, en
este hecho se expresa solamente una determinada relacién entre los conjuntos.
La equipotencia entre conjuntos expresa una correspondencia biunivoca entre
sus elementos, y no otra relacion.

Para las potencias se pueden introducir los conceptos mayor que y menor
que. Por analogia con los conjuntos finitos, diremos que si dos conjuntos A y
B no son equivalentes y el conjunto A es equivalente a un cierto subconjunto
propio del conjunto B, entonces la potencia « del conjunto A es menor que la
potencia ( del conjunto B y se escribe a < 3. De la misma forma, se dice que
la potencia (8 es mayor que « y se escribe 8 > «

Este hecho de que entre las potencias se puedan establecer las relaciones
de igualdad, mayor que y menor que, nos fundamenta el llamar también
“numeros” a los simbolos que representan las potencias.

Estos “ntimeros” que en el dominio de lo infinito representan la transicién
del pensamiento matemaético a una nueva etapa cualitativa, fueron denomina-
dos por G. Kantor nimeros cardinales. Puede demostrarse el siguiente teorema
de Kantor-Bernstein: si cada uno de dos conjuntos dados es equivalente a cierta
parte del otro, entonces ambos conjuntos son equivalentes.

Hasta el momento hemos supuesto la existencia de conjuntos infinitos con
diferentes potencias. Detengamonos ahora en la demostraciéon de la existencia
de conjuntos infinitos de diferentes potencias y mas ain, mostremos que existen
conjuntos con potencia tan alta como se quiera.

Teorema 1.4.2. La potencia del conjunto de todos los subconjuntos de
cualquier conjunto no vacio A, es mayor que la potencia del propio conjunto

A

Demostracion: Este teorema es evidente para un conjunto finito. Por ejem-
plo, la potencia de un conjunto A que contiene a dos elementos A = {aq,as}
es igual a 2 mientras que la potencia del conjunto B, constituido por todos los
subconjuntos de A(B = {0,{a1,a2},{a1} ,-{az2}) es igual a 4.

Demostremos el teorema para conjuntos arbitrarios. Sea A un conjunto no
vacio y B el conjunto formado por todos los subconjuntos de A. Para demostrar
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el teorema debemos establecer primeramente que A y B no son equivalentes
y en segundo lugar que A es equivalente a una cierta parte propia de B.

Demostremos que A y B no son equivalentes utilizando el método de de-
mostracién al absurdo. Supongamos que A ~ B. Entonces a cada elemento
a € A le corresponde un cierto elemento b € B compuesto por elementos del
conjunto A. Con respecto a los elementos a € A se pueden dar dos casos: o bien
el elemento a pertenece al conjunto b que le corresponde, o bien no pertenece.
Siguiendo esta regla dividamos a los elementos del conjunto A en “incluidos”
y “no incluidos”. Es evidente que ambas categorias son no vacias. En efecto, el
elemento a € A, correspondiente al propio conjunto A es “incluido”, mientras
que el elemento de A correspondiente al conjunto vacio es “no incluido”.

Unamos todos los elementos no incluidos en el conjunto bg, el cual serd un
elemento del conjunto B. Como B ~ A, al elemento by € B le corresponde
un cierto elemento ag € A. Veamos a cual categoria pertenece el elemento ag.
Supongamos que ag es “incluido”. Es claro que ag no puede ser “incluido” en
bo pues by esta constituido por todos los elementos no inculidos de A. Pero si ag
es “no incluido”, por definicién del conjunto by tendria que ser ag € by, lo cual
no es posible por la suposicién de que ag es “no incluido”. De esta forma hemos
visto que ag no puede pertenecer a ninguna de las dos categorias indicadas y
como no existe una tercera categoria, hemos obtenido un elemento by € B al
cual no le corresponde ningin elemento del conjunto A. Con esto obtenemos
una contradiccién y por tanto nuestra suposicién, de que los conjuntos A y B
son equivalentes, es falsa.

Ahora demostremos que el conjunto A es equivalente a una parte propia
del conjunto B. Si en calidad de parte propia de B tomamos el conjunto Bj
de todos los subconjuntos compuestos por un solo elemento del conjunto A,
entonces entre los elementos de los conjuntos A y By C B se puede establecer
una correspondencia biunivoca asociando a cada elemento del conjunto A el
subconjunto unitario constituido por dicho elemento.l

Mas adelante demostraremos que entre los conjuntos infinitos, el conjunto
de los nimeros naturales cumple la maravillosa propiedad de ser el que tiene
la potencia de menor orden posible. Pero primeramente pasemos a ver algunas
operaciones sobre las potencias.

Teniendo en cuenta que la potencia es una caracteristica cuantitativa de
los conjuntos infinitos, se extiende de forma natural el concepto de suma de
potencias para dichos conjuntos.

Definicion 1.4.3. Silos conjuntos A y B son disjuntos y tienen potencias «
y [ respectivamente, entonces la potencia vy del conjunto C' = AU B se llama
suma de las potencias 'y 8y se denota por v =« + (3
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Andlogamente se define la suma de cualquier nimero de potencias.

Para introducir el concepto producto de potencias, debemos remitirnos a
la nocién de producto cartesiano entre conjuntos. Si A y B son conjuntos
finitos con m y n elementos respectivamente, entonces hay mn posibles pares
ordenados de la forrna (a,b) con a € Ay b € B. Razonando de forma anédloga
en el caso de los conjuntos infinitos, llegamos a la definicién siguiente:

Definicion 1.4.4. Sean A = {a} y B = {b} dos conjuntos arbitrarios con
potencias a y 3 respectivamente. Entonces la potencia del producto cartesiano
A x B = {(a,b)} se llama producto de las potencias o y 3 y se denota por
v =ap.

De forma similar se define el producto de cualquier ntimero finito de po-
tencias.

De la definicién de suma y producto de potencias se. deducen las propieda-
des siguientes:

suma, producto
1) conmutatividad: a« + 5 =+ « af = fa;
2) asociatividad: (a«+ ) +v=a+ (8+7), (af)y = a(By);

3) distributividad: (o + 8)y = ay + (7.

El concepto diferencia de potencias no existe. Seria totalmente inutil tratar
de introducir este concepto partiendo de la definicion de complemento. En
efecto, si a es la potencia del conjunto A y [ la potencia del conjunto B,
entonces el complemento de B en A puede, en general, ser un conjunto finito,
infinito o vacio, atin en el caso cuando o = (3; por eso, no se puede dar un
sentido determinado al simbolo o — .

Sin entrar en razonamientos detallados, indicaremos, que la potencia del
conjunto de todos los subconjuntos de un conjunto dado A con potencia «, se
denota por 2% y por ello el teorema demostrado anteriormente se expresa en
sintesis mediante la desigualdad 2% > a.

Demostremos una de las propiedades més importantes de los niimeros natu-
rales, a la cual ya hemos hecho referencia: entre todos los conjuntos infinitos,
el conjunto de los niimeros naturales tiene la menor potencia.

Para demostrar esta propiedad es necesario el teorema siguiente:

Teorema 1.4.5. Todo conjunto infinito A contiene un subconjunto B equiva-
lente al conjunto de los nimeros naturales y de manera tal que el conjunto
A\B es también infinito.
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Demostracion: Separemos del conjunto A dos elementos ay y by, lo cual
es posible ya que en caso contrario, el conjunto A seria unitario o vacio. El
conjunto restante A; = A\ {a1, b1} serd infinito, ya que si fuera finito también
lo seria el conjunto A. Ahora del conjunto A; separemos otros dos elementos
as y ba. De nuevo esto es posible por ser A; infinito y ademas, el conjunto Ay =
A1\ {az, by} serd también infinito. Al repetir este razonamiento infinitamente,
habremos separado dos subconjuntos infinitos B = {a1,ag,as,...,an,...} y
C = {b1,ba,b3,...,by,...}. El conjunto B C A es equivalente al conjunto de
los nimeros naturales, ya que entre ambos conjuntos se puede establecer una
correspondencia biunivoca:

ay az asg... Qap...
11 )
1 2 3... n.

Luego, A contiene un subconjunto B equivalente al conjunto de los nimeros
naturales y A\B es infinito ya que contiene al subconjunto infinito C'. B

Corolario 1. Entre todos los subconjuntos infinitos, el conjunto de los
numeros naturales tiene la menor potencia.

Demostracion: En efecto, cualquier subconjunto infinito A contiene un sub-
conjunto B equivalente al conjunto de los nimeros naturales. Como los con-
juntos equivalentes tienen la misma potencia, si denotamos la potencia de N
por ag y la del conjunto infinito A por «a, entonces ap < o

Definicion 1.4.6. Los conjuntos equivalentes al conjunto de los nimeros
naturales se llaman numerables.

Veamos algunas propiedades fundamentales de los conjuntos numerables.

Teorema 1.4.7. Todo subconjunto infinito de un conjunto numerable es
también numerable.

Demostracion: Sea A un conjunto numerable y A; un subconjunto infinito
de A. Si « es la potencia de Ay v ag la potencia de A entonces por una parte,
a < apyaque Ay C A, y por otra, & > ag , puesto que Ap, es un conjunto
infinito y por el corolario 1 del teorema 1.4.5 su potencia no puede ser menor
que la de un conjunto numerable. De las dos relaciones obtenidas, se deduce
que o = g, es decir, A7 es un conjunto numerable. l

Corolario 1. Sideun conjunto numerable A se extrae un subconjunto finito
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K, el conjunto A\ K es numerable.

Demostracion: En efecto, el conjunto A\K no puede ser finito, ya que si
lo fuera también lo seria A. Por consiguiente del teorema 1.4.7 se deduce que
A\ K es numerable.ll

Teorema 1.4.8. Siun conjunto infinito A estd formado por elementos a;;,
los cuales se diferencian entre si por dos indices ¢ y j que toman valores en el
conjunto de los nimeros naturales, entonces el conjunto A = {a;;} es numera-
ble.

Demostracion: Designemos la suma de los indices i y j mediante h(h = i+j).
Es evidente que el menor valor de h es 2 (para el elemento aj1; asociemos a
este elemento el nimero 1. Con el valor h = 3 habran dos elementos a3 y as1.
Asociemos a estos dos elementos los niimeros 2 y 3 respectivamente. Dandole
a h sucesivamente los valores de todos los nuimeros naturales y numerando,
para cada valor de h, todos los elementos a;; tales que la suma de sus indices
iy j sea igual a h, habremos enumerado todos los elementos del conjunto
A utilizando todos los nimeros naturales. Por consiguiente el conjunto A es
numerable. ll

En el teorema 1.4.8 es facil seguir el orden de numeracién de los elementos
del conjunto A = {a;;}, si escribimos dichos elementos en la forma siguiente:

A= {an — a2,a13 — ,...,0Qn,-..,
a21 22023 yer ey A2ny v ey
a3l a3z2 33 yee s A3ny - vy
anl an2an3 ) s Anmy )

Pasemos a enunciar dos corolarios del teorema 1.4.8 cuyas demostraciones
se dejan al lector.

Corolario 1. La unién de un numero finito de conjuntos numerables es
también un conjunto numerable.

Corolario 2. La unién de cualquier cantidad numerable de conjuntos nu-
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merables es un conjunto numerable.

Notemos que en virtud de la correspondencia entre los elementos del con-
junto A = {a;;} del teorema 1. 4.8 y el conjunto de los pares (7,j) de nimeros
naturales, este teorema puede expresarse también en la forma siguiente:
el producto cartesiano de dos (y también de cualquier nimero finito de) con-
juntos numerables es un conjunto numerable.

El lector debe comprobar la equivalencia entre ambos enunciados.

El teorema 1.4.8 con sus generalizaciones y corolarios, puede ser escrito en
el lenguaje de las potencias de la manera siguiente:

1) ap+ap+--+ag = ap;

n veces

2) ag+ag+---+ag - = ap;

una cantidad numerable

3) ap+n = ag, donde n es la potencia de un conjunto finito;

4) Q- = Qg, Qg Qg -0y = O
~—_———

n veces

Las relaciones anteriores constituyen la llamada aritmética de los conjuntos
numerables.

No es nuestro objetivo dedicarnos a la construccién de los diferentes campos
numéricos (nimeros enteros (Z), nimeros racionales (Q), nimeros reales (R),
numeros complejos (C), a partir del conjunto de los nimeros naturales (N);
esto serfa muy engorroso y alargaria considerablemente nuestra exposicién. No
obstante, indicaremos la esencia del método que consiste en la busqueda de
conjuntos en que sean solubles determinadas ecuaciones, las cuales represen-
tan las operaciones fundamentales de suma y producto de ntimeros. Asi por
ejemplo, el paso de N a Z se lleva a cabo “construyendo los nimeros” que
sean solucion de la ecuacién x + n = m para todos n y m en N, la cual no es
siempre soluble en el conjunto N (en el caso n > m). Por otra parte el paso de
7Z a Q se realiza, “construyendo los niimeros” que sean solucién de la ecuacion
p-x = q para todos p y q en Z, la cual no siempre tiene solucién en Z.

Los numeros racionales pueden ser interpretados como pares ordenados
de numeros enteros y por ello, apoyandonos en el teorema 1.4.8, no es dificil
demostrar que Q es un conjunto numerable. El paso de Q a R constituye
un proceso mas complejo de cardcter no solamente algebraico, denominado,
“completamiento” y que estudiaremos detalladamente en el capitulo 3. Desde
el punto de vista cuantitativo y estructural de la teoria de conjuntos, esta
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transicion es fundamental, pues con ella, se pasa de los conjuntos numerables
discretos a los conjuntos infinitos continuos. Pasemos a explicar estos términos
en un ejemplo. Una de las propiedades del conjunto Q de los niimeros racionales
es su densidad, es decir, para cualesquiera niimeros racionales 11 < ro, se puede
encontrar un tercer nimero racional rs, tal que r; < r3 < ro, (fig. 6).

: : : '

n v, ry R

Figura 6

Geométricamente esto significa que en el segmento 7173, por muy pequeno
que sea, siempre se pueden encontrar infinitos puntos que corresponden a
numeros racionales.

Este hecho nos crea la ilusiéon de que a cada punto A del eje numérico le
corresponde un numero racional, o en otras palabras, la longitud de cualquier
segmento OA puede ser expresada por un nimero racional. Sin embargo, es
conocido que esto no es asi, ya que basta considerar el cuadrado de lado unidad,
cuya diagonal tiene una longitud que no puede ser representada por un nimero
racional. Este hecho nos confirma que el conjunto de los nimeros racionales
no es suficiente para medir las longitudes de segmentos arbitrarios.

Con la creacion del conjunto de los numeros reales, los cuales nos per-
miten medir la longitud de cualquier segmento, adquirimos la idea intuitiva
del concepto continuo. A la potencia de R la denotaremos por la letra ¢ y la
llamaremos potencia del continuo.

Veamos sin demostracion la siguiente tabla que nos muestra la aritmética
del continuo y cuya interpretacién se deja al lector:

1) ¢+ n = ¢, donde n es la potencia de un conjunto finito;
2) c+ag=c

3) c+c+..+c=g¢
~———

n veces

4) c+c+..+c+...=c
una cantidad numerable
5) ¢-c-...-c=g¢
N—
n veces
6) ¢-c-...oc-.., =c
N—_—

una cantidad numerable
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Del teorema 1.4.5 se concluye obviamente que oy < c¢. Anteriormente
mostramos que los conjuntos numerables tienen la menor potencia posible
entre todos los conjuntos infinitos, y que no existen conjuntos con una po-
tencia mayor que todas las demads. Esto en particular significa que se pueden
encontrar conjuntos con potencia mayor que la del continuo.

Resulta natural plantearse la pregunta: jexisten o no conjuntos infinitos
cuya potencia sea a la vez mayor que la del conjunto de los ntimeros naturales
y menor que la del continuo?

El fundador de la teoria de conjuntos G. Kantor no pudo encontrar tales
conjuntos y enuncié la hipétesis de que ellos no existian. La solucién de este
problema que recibié el nombre de hipétesis del continuo, por largo tiempo se
resistié a los esfuerzos de los mateméaticos. Solamente a principios de los anos
60 de nuestro siglo, el matematico norteamericano P. Cohen logré demostrar
que la hipétesis del continuo no puede ser ni demostrada ni refutada. Esto
significa que para construir la teoria de conjuntos, se puede tomar en calidad
de axioma lo mismo la hipétesis del continuo que su negacién y como resulta-
do obtener “diferentes” teorias de conjuntos no contradictorias. El descubri-
miento de P. Cohen en la teoria de conjuntos es, en cierto sentido, andlogo al
descubrimiento del cientifico ruso N. M. Lobachevsky en la geometria, el cual
mostré que existen diferentes geometrias en dependencia de que se cumpla o
no en ellas el axioma de Euclides sobre el paralelismo de rectas.

Ejercicios de Autocontrol

1) Demuestre que la equivalencia de conjuntos posee las propiedades siguien-
tes:

) reflexividad: A ~ A;

) simetria: si A ~ B, entoncesB ~ A;

c) transitividad: si A~ By B ~ C, entonces A ~ C,
) si A\B ~ B\ A, entonces A ~ B;
)siACBCCyA~C,entonces A~ B

2) Establezca una correspondencia biunivoca (al menos geométricamente):

a) entre los nimeros naturales impares y todos los niimeros naturales;

b) entre los puntos de una circunferencia y los puntos del contorno de
un cuadrado;
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c) entre los nimeros naturales mayores o iguales a 1 y el conjunto de
todos los nimeros naturales (incluyendo al cero);

d) entre los puntos de una circunferencia a la que le falta un punto y
los puntos de una recta.

1.5 RELACIONES DE EQUIVALENCIA. PARTICION DE UN
CONJUNTO. CONJUNTO COCIENTE

Estudiaremos ahora un procedimiento de gran importancia en las aplicaciones,
mediante el cual podremos formar un nuevo conjunto a partir de otro dado
y que generalmente tiene propiedades mejores que el conjunto inicial con res-
pecto a alguna estructura. adicional.

Definicion 1.5.1. Llamaremos conjunto potencia de un conjunto X y lo
denotaremos por P(X), al conjunto cuyos elementos son los subconjuntos de
X. En particular @ € P(X) y X € P(X).

En 1.3 hemos definido las operaciones de unién, interseccién y diferencia,
las cuales pueden aplicarse a un nimero finito de elementos de P(X).

Definicion 1.5.2. Llamaremos coleccion a todo subconjunto de P(X), es
decir, los elementos de una coleccién son parte de X.

Dada una coleccién arbitraria F C P(X) se definen la unién e interseccién
de los conjuntos de F de manera analoga a como fueron definidas en 1.3.

UF:=U{F:FeF} ={reXIFcFtal quex € F};
NF:=nN{F:FeF}:={xeX:FeF,xeF}

es decir, la unién UF estd formada por todos los elementos que pertenecen a
alguno de los conjuntos de F, mientras que la interseccién NF estd formada
por aquellos elementos que pertenecen simultaneamente a todos los conjuntos
de la coleccion F.

Cuando F estd formado por un nimero finito de elementos, obtenemos la
unién e interseccion definida en 1.3.

Para la unién e interseccién de una coleccion F C P(X) se cumplen las
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siguientes propiedades, analogas a las enunciadas en 1.3:
(UFY=n{F':F cF}

(se lee: el complemento de la unién es la interseccién de los complementos):
(NF)'=U{F': F € F}

(se lee: el complemento de la interseccién es la unién de los complementos):

(UFl)m(UFQ) = U{Fl NFy: Fy e FiAFy € FQ}
(ﬂFl)U(ﬁFg) = ﬂ{Fl UFy: Fy e FiAFy € Fg}.

Definicion 1.5.3. Se llama subcoleccion de una coleccién dada F C P(X), a
todo subconjunto de F.

Definicion 1.5.4. Se dice que una coleccion F C P(X) constituye un cubri-
miento de una parte A C X, si A C UF. En particular F es un cubrimiento
de X siy solo si UF = X.

Definicion 1.5.5. Se llama particion de X a un cubrimiento F de X tal que
1) VFeF, F+0,

2) FEFNGEFAN(F#G)=FNG=9

La condicién 2) se expresa diciendo que los elementos de F son disjuntos
dos a dos.

Ejemplo 15. La coleccién formada por todos los subconjuntos de N de la
forma {n,n 4+ 1} con n > 0 es un cubrimiento de N que no constituye una
particién.

En 1.3 definimos la operacién producto cartesiano entre dos conjuntos X
y Y de la manera siguiente:

XxY ={(z,y): (x € X)A(y € Y)}, lo cual da lugar a un nuevo conjunto.

Definicion 1.5.6. Dados dos conjuntos X y Y, un subconjunto R de X x Y
se llama una relacion entre X y Y. En lugar de (x,y) € R se emplea a veces
la notacién xRy. Cuando X = Y una relacion R entre X y Y se llama una
relacion sobre X

Dada una relacién R sobre X y A C X, la relacién RN (A x A) sobre A
se llama relacion inducida sobre A por Ry se denota R4.
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Dadas dos relaciones R y S sobre los conjuntos X y Y respectivamente se
puede definir la relacion producto sobre X x Y, que se denota R x S, mediante
(z,y)R x S(a',y') = (zRa') A (ySy')

Definicion 1.5.7. Una relacién R sobre X se llama relacion de equivalencia
si se cumplen las propiedades siguientes:

RE 1 Vz € X, xRz (reflexividad)
RE 2 (zRy) = (yRx) (simetria)
RE 3 (zRy) A (yRz) = (zRz)(transitividad)

Si xRy, se dice que x y y son equivalentes,

Dado un punto z € X, al conjunto [z] := {y € X : yRx} se le llama
clase de equivalencia del punto x con respecto a la relaciéon R, y a un elemento
cualquiera y € [z] se le llama un representante de la clase.

La coleccion formada por todas las clases de equivalencia correspondientes
a una relacion de equivalencia R, da lugar a una particién de X, es decir, que
se cumple;:

1) U{[z] :z € X} = X
2y Ve e X, [x] £ 0
3) Vo,ye X, [zl # [yl = [z]N[y] =0

lo cual puede comprobar el lector sin dificultad, utilizando las propiedades
de R.
Reciprocamente se tiene la proposicién siguiente:

Proposicion 1.5.8. Sea F una particion de X. Entonces la relacién R defini-
da por
zRyS3IFeF,(x e F)AN(yeF),

es una relacién de equivalencia sobre X, para la cual F es la coleccion de las
clases de equivalencia.

Demostracion: Probemos que R satisface las propiedades de una relacion
de equivalencia.

(RE 1) Sea x € X, entonces, por definicién, existird un conjunto F' € F tal
que x € F', y por lo tanto, xRx.
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(RE 2) SizRy, entonces existe F' € F tal que F' contiene simultdneamente
azyy, luego yRz.

(RE 3) SizRy y yRz es porque existen conjuntos F' y G en F tales que F
contiene simultaneamente a z y y, y G contiene simultdneamente a
yy z. Pero como F es una particién, se tendria que FNG = 0 si F #
G. Como hemos visto, el elemento y € F'N G por lo tanto, F' = G,
de donde se deduce que x y z pertenecen a un mismo conjunto de F,
es decir xRz, con lo cual queda probada la proposicién enunciada.ll

Definicion 1.5.9. Dado, un conjunto X y una relacién de equivalencia R
sobre X, al conjunto X/R de todas las clases de equivalencia se llama conjunto
cociente de X por R.

Es precisamente a este procedimiento de obtenciéon de conjuntos cocientes
al que nos referiamos al inicio del epigrafe, el cual resulta ser uno de los métodos
ma&s importantes y eficientes en la matematica para la introduccién de nuevos
conceptos y estructuras como veremos en otras partes del libro.

Definicion 1.5.10. Dada una relacién de equivalencia R sobre un conjunto
X y AC X, se llama saturado de A con respecto a Ry se denota satrA, al
conjunto

satpA = U{[z] : z € A}

satprA es el conjunto de todos los y € X que son equivalentes a algin
x € A.

Ejemplo 16. Definamos sobre el conjunto de los niimeros reales R una relacion
mediante,

tRySx—yeZ

No es dificil comprobar que esta relacién es de equivalencia, lo cual es
consecuencia de que

1) 0€Z;
2) el opuesto de todo niimero entero es un nimero entero;

3) la suma de nimeros enteros es un nimero entero.

Por otra parte la clase de equivalencia de cualquier nimero x es
[z] ={x+ k:k €Z},y por lo tanto,
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[n] = Z, para todo n € Z.

El lector puede comprobar que satg [0, 1] = R. Si sustituimos Z por N ;por
qué la relacién resultante no es de equivalencia?

1.6 RELACIONES FUNCIONALES. FUNCIONES

A partir de la nociéon de relacién, se puede introducir el concepto funcidén
estrictamente ligado a la expresién matemaética de las magnitudes variables,
las cuales a su vez representan de la manera mas idonea los fenémenos en
constante movimiento de la naturaleza que nos rodea.

Definicion 1.6.1 Dados dos conjuntos X y Y, una relaciéon G C X x Y la
llamaremos relacidén funcional si

(z,y) €GN (x,y) eG=y=1y.

Una funcion o aplicacion de X en Y es una terna (X,Y, G(f)), donde X y
Y ,;son conjuntos y G(f) es una relacién funcional para la cual se cumple que

Ve e X Jy €Y tal que (z,y) € G(f).

Como se ve de la propia definicién, cada primer elemento z € X de un
par ordenado en G(f) determina univocamente su segundo elemento y € Y,
al cual denotaremos por f(x).

La relacién funcional G(f) se llama grafo de f y se denota también Por

Gy

Gr={(z,f(x)):x e X}

El conjunto X se llama dominio o conjunto de partida de f y Y se llama
conjunto de llegada de f. Se dice que f toma valores en Y.

Tratando de conservar el razonamiento conjuntista que nos condujo a la
definicién del concepto funcion, diremos que dos aplicaciones (X1,Y1,G(f1))
y (X2,Y2,G(f2)) son iguales si y solo sf X1 = X5, Y1 = Yo y G(f1) = G(f2)

Para una aplicacion f se emplea la notacion f =X — Y o X 4, Y, donde
X es el dominio y Y es el conjunto de llegada de f. También, en ocasiones
emplearemos la notacion

z ~ f(x)

Ejemplo 17. La relacién mediante la cual hacemos corresponder a cada
numero entero el propio nimero y su opuesto, no define una aplicacion de
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Z en 7 ya que a cada elemento n del dominio, le hacemos corresponder dos
elementos n,-n y no uno solo en el conjunto de llegada.

Ejemplo 18. En la figura 7 se observa un conjunto en el espacio producto
X x Y, el cual representa el grafo de una funcién, mientras que los conjuntos
de las figuras 8 y 9 no representan grafos de funciones de X en Y. (Interprete
las figuras y explique nuestra afirmacion.)

A
_________ _: xoy
|
Y |
|
|
|
|
|
>
X
Figura 7
A
_________ _: X oy
|/
|
Y |
|
|
|
|
\I
X

Figura 8
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X

Figura 9

Definicion 1.6.2. Dada una aplicacion f: X — Y, A C X llamaremos
imagen de A por f y la denotaremos por f[A], al subconjunto de Y’

fIA:=A{f(z) 2 € A} .

Cuando A = X se llama a f[X] imagen o rango de f.
Si F' es una coleccién de subconjuntos de X, llamaremos imagen de F por
f v la denotaremos por f{F}, al subconjunto de Y’

f{F} ={f(x) : JA€F Az € A}

Definicién 1.6.3. Decimos que una aplicaciéon f: X — Y es:
sobreyectiva si Vy € Y,3x € X, tal que f(z) = y;
inyectiva si f(x) = f(y) =z =y;
biyectiva si es simultaneamente sobreyectiva e inyectiva.

Las nociones de sobreyectividad, inyectividad y biyectividad dependen no
solamente de la ley de correspondencia f, sino también de los conjuntos de
dominio y llegada, como nos muestra el ejemplo siguiente:

Ejemplo 19. Consideremos la aplicacién f : R — R definida mediante
flx) =22

Evidentemente (f,R,R) no es sobreyectiva ya que el cuadrado de todo
numero real es siempre un nimero real positivo, y por lo tanto, todo nimero
real negativo se queda fuera de la imagen de f.Por otra parte, (f,R,R) tam-
poco es inyectiva ya que todo niimero real positivo, como elemento del conjunto
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imagen de f por ser el resultado de aplicar f a un nimero real z, y a su opuesto
—x.
Sin embargo, el lector puede comprobar las proposiciones siguientes:

a) (f,A,R;) es sobreyectiva para cualquier A C R tal que A D Ry, o
ADRLC

b) (f,Ry,R4), v (f,R_,R;) son inyectivas.
c) Deduzca de a) y b) que (f,Ry,R;), v (f,R_,R;) son biyectivas.

La no inyectividad de una aplicacién puede ser representada graficamente
seglin nos muestra la figura 10.

A

Y OF ) B CGey) U f(x) U f(x,)

Figura10

Observacion: A partir de cualquier aplicacién f : X — Y podemos con-
struir una aplicacién sobreyectiva si sustituimos Y por el conjunto imagen

fIX].

Un procedimiento para construir una aplicacién inyectiva o biyectiva a
partir de la triada (f,X,Y) y “conservando. la ley de correspondencia f”
serd explicado posteriormente (véase descomposicién canénica).

Observacion: La importancia del procedimiento recién mencionado, consiste
en que el concepto de equivalencia entre conjuntos puede ser expresado de una
manera mas concreta utilizando la nocién de funcién, ya que:



TEORIA DE CONJUNTOS 67

A~ B<=3f:A— B tal que (f, A, B) es biyectiva.

Definicion 1.6.4. Dada una aplicacion f.X — Y y B C Y se llama imagen
inversa o reciproca de B por f y se denota por f~![B] al conjunto f~![B] :=
{re X : f(x) € B}.

En particular, si B N f[X] = &, entonces f~[B] = @,. Si B = {y} se

denota a f~[{y}] por f~1(y), o también, [f = y].
La siguiente proposicion recoge algunas propiedades importantes de la ima-

gen reciproca.

Proposicion 1.6.5. Sea f: X — Y, entonces:

1) VA C X, A C f7Yf[A]] (la igualdad ocurre si f es inyectiva);
2) VB CY, f[f~YB]] C B (la igualdad ocurre si f es sobreyectiva);
3) VF C P(X), f[U{F : F € F}] = U{f[F]: f € F};
JINF - FeF cn{f[F]: FeF}

fHUG G eFY =U{f'[G]: G € F};

fUNMG G e FY =n{f'[G]: G e F}

(

(
5) VF C P(Y), f~
6 ), f~

)

)

) )
4) VF C P(X)

) )

) VF C P(Y),

)

) VBCY, fHB = (f'[B]).

Demostracién: 1) Por definicién f~1[f[A]] = {z € X : f(z) € f[A]}, por lo
cual obviamente este conjunto contiene al conjunto A.

Demostraremos que si f es inyectiva entonces también se cumple la in-
clusién inversa. En efecto, si # € f~![f[A]], por definicién tendremos que
f(z) € f[A] y, por tanto, existe y € A tal que f(x) = f(y). Por ser f inyectiva
se tiene que x = y, de donde deducimos que z € A, con lo cual queda probada
la inclusién inversa y con ello la igualdad A = f~1[f[A]]

3) y€ fJW{{F : FeF} < dxeU{F:F c€F} tal que f(z) = y & para
algin F € Fyy € f[F| <y € U{f[F]: F € F}.

7) we B e f@) € B'e f(2) ¢ Ben¢c Bl e ae (fUB)
La demostracion de las demas propiedades, se dejan de ejercicio al lector.H

Definicion 1.6.6. Si f : Z — Y es inyectiva se puede definir la funcién
inversa de f, la cual se denota por f~! y tiene por dominio a f[X], por rango
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a X y su grafo viene dado por

G(f ) ={(y,2) € FIX] x X : (z,y) € G(f)} .

Ejemplo 20. La funcién inversa a la funcién (22, R;,R,) definida en el
ejemplo 17, es la funcién (v/z,R;,Ry), mientras que la funcién inversa a
(z2,R_,R,), dada en el mismo ejemplo es (—/z, Ry, R_).

Definicion 1.6.7. Dadas dos funciones f: X — Y yg:Y — Z, se define
la funcién compuesta go f : X — Z, cuyo grafo viene dado por

Glgof)={(z,2) e X x Z:3Jy €Y tal que

(z,y) € G(f) A (y,2) € G(g9)}

Si go f es sobreyectiva (inyectiva), entonces necesariamente g es sobreyec-
tiva (f es inyectiva).
Si f y g son inyectivas, entonces g o f también lo es y se tiene

(gof)~t=f"log™!

Veamos algunas ejemplos de aplicaciones importantes que utilizaremos en
el.resto del texto:

1) Restricciéon de una aplicacién a un subconjunto del dominio: dada una
aplicacién f: X — Y y A C X se define la restriccion de f a Ay se
denota por f|4: A — Y a la aplicacién cuyo grafo viene dado por

Gf|A = {(fL‘,y) EGf ::EEA} = Gfﬂ(AXY).

Reciprocamente, si A C X y g : A — Y es una aplicacién dada, otra
aplicaciéon f : X — Y tal que f|4 = g se llama una prolongacion de g
a X con respecto a Y.

2) Aplicacién constante: una aplicaciéon f : X — Y se llama constante si
para algin elemento fijo a € Y se tiene

Ve € X, f(x) = a,
En este caso se utiliza la notacién (a).

3) Aplicacion identidad: se llama aplicacién identidad en X y se denota por
1x : X — X a la biyeccién 1(x) = .
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Dado A C X, la restriccién de la identidad 1x4 se llama inyeccion
candnica de A en X y se denota por i4.

4) Funcién caracteristica de un subconjunto: dados un conjunto X y A C X,
se llama funcidn caracteristica del subconjunto A y se denota por X4 a
la funcién X4 : X — R definida por

lsizec A
XA(:E):{ 0size A

5) Aplicacién proyeccién: dados dos conjuntos X y Y, la aplicacién 7y :
X xY — X definida por 7i(x,y) = z se llama proyeccion sobre X.
Anidlogamente se define 5.

6) Aplicacién sobreyeccién candnica: si R es una relaciéon de equivalencia
sobre X, se define la sobreyeccion canonica ¢ : X — X/R mediante

pr(r) = [z].
Cuando la relacion R queda clara del contexto se utiliza simplemente la
notacién .

Es claro que si A C X, satrA = ¢~ ![p[A]].

Finalmente pasemos a ver la llamada descomposicion candénica de una
aplicacién f : X — Y que nos muestra el procedimiento a que nos refe-
rimos anteriormente y que consiste en construir una aplicaciéon inyectiva
a partir de la triada (f, X,Y’) conservando la ley de correspondencia f.

Definicion 1.6.8. Si R es una relacion de equivalencia sobre X y f: X —
Y es una aplicacién, decimos que f es compatible con R si f(z) = f(y) = zRy.
Reciprocamente, si definimos la relacion Ry mediante 2Ry < f(z) = f(y),
esta relacién es de equivalencia sobre X y se llama relaciéon de equivalencia
asociada a f

Es claro que f es compatible con Ry. Si denotamos por ¢ la sobreyeccién
candnica asociada a Ry, se tiene la siguiente descomposicién llamada descom-
posicion candnica de f: f = f oy donde f : X/R;y — Y viene dada por

V[z] € X/Ry, f([2]) = f(=).

Esta descomposicion se expresa graficamente diciendo que el siguiente dia-

grama es conmutativo (fig. 11).
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> y

X/R

Figurall

Observacion: Lo que hacemos para construir f a partir de f, es construir
una particiéon F de X agrupando en cada elemento F' € F a todos los elemen-
tos de X que tienen una misma imagen en Y mediante f. Si consideramos
F como subconjunto de P(X),F coincide precisamente con X/R;. De esta
construccién se desprende que f estd bien definido si ponemos f([x]) = f(z),
ya que f toma el mismo valor para cualquier representante de la clase [x].

Es importante destacar que f siempre es inyectiva y que si f es sobreyec-
tiva, entonces f es biyectiva.

Ejercicios de Autocontrol

1. Sean las funciones
f:N— P(N)
g:P(N) —N

definidas mediante:

f(n)={1,2,....,n}
g(A) = Dk
keA

a) Analice la inyectividad y sobreyectividad de cada una de las fun-
ciones f y g.
b) Calcule g o f y diga si es sobreyectiva o inyectiva.

2. Sea la funcion
f:R—R
definida por
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fla) =a?

Obtenga la expresién de la descomposicién canénica de f.

1.7 RELACIONES DE ORDEN. CONJUNTOS PARCIALMENTE,
TOTALMENTE Y BIEN ORDENADOS

En este epigrafe expondremos varios conceptos relacionados con la idea de
ordenamiento de los elementos de un conjunto, limitandonos a dar solamente
las nociones elementales que necesitaremos para el posterior desarrollo del
texto.

Definicion 1.7.1. Una relacion R sobre un conjunto X se llama de preorden
si

1) Vz € X, 2Rz (reflexiva)

2) (zRy) A (yRz) = =Rz (transitiva)
Si ademas la relaciéon R cumple la propiedad adicional

3) (zRy) A (yRz) = = = y (antisimétrica) entonces se dice que R es una
relacién de orden sobre X.

Al par formado por un conjunto X y una relacién de preorden (de orden)
se llama conjunto preordenado (ordenado).

Para las relaciones de preorden y orden se emplean indistintamente las
notaciones x < y o y > x, que se leen respectivamente x es anterior a y 6 y
es posterior a x y también xz < y 6 y > = que se leen respectivamente x es
menor o igual que y 6 y es mayor o igual que x.

Dada una relacién < sobre X, (z,y € X), el simbolo z < y 6 y > z, que
se lee respectivamente = es estrictamente menor que y 6 y es estrictamente
mayor que x, significa

(z <y)A(z #y)

La tnica relaciéon que es a la vez de equivalencia y de orden es la igualdad.
Con frecuencia ocurre que existen pares de elementos en un conjunto ordenado
(X, <) que no pueden ser comparables con ayuda de la relacién de orden <, es
decir, se encuentran elementos x y y en X para los cuales x no es menor que
y ni y es menor que z((z £ y) A (y £ ). En tales casos se dice que estamos en
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presencia de un conjunto parcialmente ordenado y al orden correspondiente se
le llama un orden parcial.

Ejemplo 21. En la figura 12 se representa un “arbol” ordenado mediante la
relacion: x < y < se puede pasar de x a y realizando siempre un movimiento
ascendente.

El lector puede comprobar que < asi definido es una relacién de orden.

Figura12

Es claro que ¢ < y,x < zy z < t, pero z y t no son comparables con y
ya que para pasar de z a ¥y es necesario “descender” primero por la “rama”
que contiene a z y para pasar de y a z hay que “descender” por el tronco del
arbol.

Veamos otros ejemplos de conjuntos parcialmente ordenados.

Ejemplo 22. Sea Cla,b] el conjunto de todas las funciones reales continuas
definidas en el segmento [a, b]. La relacién:

f<gSVrelab],f(z) <g(x), es un orden parcial en Cla,b].

Ejemplo 23. Dado un conjunto X, se puede establecer un orden parcial en
P(X) mediante la inclusién usual de subconjuntos de X
A<BSACB.
Es claro que dos subconjuntos disjuntos de X no pueden ser comparables
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por la relacién < ;Cudles otros conjuntos tampoco pueden compararse?

Ejemplo 24. El conjunto de todos los nimeros naturales resulta parcial-
mente ordenado para el orden:

a < b5 b es divisible por a.

Demuestre que esta relacién es de orden en N.
Dentro de las relaciones de orden juegan un papel fundamental las si-
guientes;

Definicion 1.7.2. Un orden < sobre un conjunto X se llama filtrante si
cumple

Ve,ye X, 3z€ X (x < 2) A (y < 2).

Se llama conjunto dirigido a un conjunto ordenado con un orden filtrante.
El concepto cota es de gran importancia en el estudio de los conjuntos orde-
nados y por ello introduciremos las definiciones siguientes:

Definicion 1.7.3. Sea (X, <) un conjunto ordenado y A C X. Un elemento
a € X se llama cota superior o mayorante de A (notacién: A < a), si

reA=z<a.

Un elemento b € X se llama cota inferior o minorante de A (notacién:A >
b), si

€ A=b< .

Notemos que el conjunto de las mayorantes (minorantes) de un subconjunto
A puede ser vacio o por el contrario estar formado por méds de un elemento,
como nos muestra el ejemplo siguiente:

Ejemplo 25. Con respecto a la relacién definida sobre P(X), en el ejemplo
23 cualquier subconjunto propio F de P(X) tiene siempre un mayorante que
es UF y también todo subconjunto de X que contenga a UF. Sin embargo, si
eliminamos al conjunto () de P(X), entonces un subconjunto F de P(X) tiene
una cota inferior si y solo si NF #().

Si el conjunto de mayorantes (minorantes) de una parte A C X no es
vacio, se dice, que A es acotado superiormente (inferiormente). Si A C X es
acotado superior e inferiormente se dice que A es acotado como subconjunto
del conjunto ordenado X.

Definicion 1.7.4. Si el conjunto de las cotas superiores o mayorantes de una
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parte A C X tiene un menor elemento a, este elemento se llama supremo de
A en X (notacién: a =sup A o a = sup{z : x € A}). Es decir,
a=supAsa>AN(cz2A=c>a)

Si el conjunto de las cotas inferiores o minorantes de una parte A C X
tiene un mayor elemento b, este elemento se llama infimo de A en X (notacién:
b=imfAob=inf{r:x€ A}). Osea,b=mfASb<AAN(d<A=d<D).

si a demds el supA € A (inf A € A) entonces se le llama maximo de A
(minimo de A) y se denota mediante max A (min A)

Se tiene que a = inf A (b = sup B) si y solo si a es el maximo (b es el
minimo) del conjunto de las cotas inferiores (superiores) de A.

Finalmente diremos que un elemento a de un conjunto ordenado X se llama
maximal (minimal) si no existe ningun otro x € X, x # a tal que a < z(x < a).

Observacion: Notemos que tanto el elemento méximo como el minimo de
un conjunto cuando existen son 1nicos, no ocurriendo asi con los elementos
maximales y minimales, segiin nos muestra el ejemplo 21 (véase la figura 12),
donde todos los extremos de las ramas del “arbol” son elementos maximales y,
sin embargo no existe en este caso elemento méximo. ;Existe elemento minimo
en el ejemplo mencionado?

Tanto el elemento maximo como el minimo son comparables con el resto
del conjunto, mientras que los elementos maximales y minimales solo poseen
la propiedad de no permitir ningtin elemento posterior ni anterior respectiva-
mente, y sin embargo, pueden haber otros que no sean comparables con ellos
(vea la figura 12).

Veamos a continuacién algunas categorias importantes de conjuntos orde-
nados.

Definicion 1.7.5. Un conjunto ordenado (X, <) se llama totalmente orde-
nado si

(zeX)AN(yeX)=(z<y V(y<a).

Un subconjunto A de un conjunto ordenado es una cadena si (A <4)
estd totalmente ordenado. Una cadena A en X se llama maximal si no forma
parte propia de ninguna otra cadena perteneciente a X.

Un conjunto ordenado (X, <) se llama inductivamente ordenado si toda
cadena en X tiene una cota superior.

Un conjunto ordenado (X, <) se dice que estd bien ordenado, si en él
cualquier subconjunto no vacio tiene un elemento minimo.

Ejemplo 26. El conjunto R de los nimeros reales con el orden usual es
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totalmente ordenado. Sin embargo, R no es inductivamente ordenado ni bien
ordenado, ya que el propio R representa una cadena que no tiene una cota
superior en R ni tampoco un elemento minimo.

Ejemplo 27. El intervalo [0, 1] con el orden usual es un conjunto totalmente
ordenado, y ademas, inductivamente ordenado, pero no esta bien ordenado ya
que, por ejemplo, el conjunto de todos los ntimeros racionales estrictamente
positivos contenidos en [0, 1] no tiene elemento minimo.

Ejemplo 28. Los conjuntos ordenados dados en los ejemplos del 21 al 24 son
todos parcialmente ordenados pero no totalmente ordenados. jCuéles de ellos
son ademds inductivamente o bien ordenados?

En un conjunto totalmente ordenado (X, <) se pueden definir los intervalos
siguientes:

L. Ja,b[ :={x € X : a <z < b} (abierto)

Ja,b] := {b} Ula,b]

2 a0 = {a} Ula, b]

} (semiabiertos)

3. [a,b] = {a,b} U]a,b] (cerrado)

4. Ja,—[=ze€ X :a <z},

[a, = [-={a} U]a, =]

5. [—a[={x e X :z<a}

J—, a] = {a} U, q]

La figura 13 nos muestra la relacién que existe entre las diferentes cate-
gorias de conjuntos ordenados que hemos definido.
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parcialmente ordenados
totalmente ordenados

bien ordenados

inductivamente ordenados

Figura13

Finalmente introduciremos un concepto de correspondencia entre los ele-
mentos de dos conjuntos ordenados y que conserva el orden.

Definicion 1.7.6. Si (X,<) y (Y, <) son conjuntos ordenados, entonces la
funcién f: (X, <) — (Y, <) se llama creciente (decreciente) cuando

(FeX)n(ye X)N(z<y) = f(2) < fly) (f(x) = fy)

La aplicacién f se dice estrictamente creciente (estrictamente decreciente)
st (z<y)= f(z) <fly) (f(z)>f(y))

Se dice que f es mondtona si ella es creciente o decreciente.

Una aplicacion f : X — Y donde Y es un conjunto ordenado se llama
acotada superiormente, acotada inferiormente o simplemente, acotada, si el
conjunto f [X] lo es respectivamente en Y.

En el proximo epigrafe estudiaremos las correspondecias biunivocas entre
conjuntos totalmente ordenados que conservan las relaciones de orden.

Ejercicios de Autocontrol
1. Compruebe la veracidad del diagrama expuesto en la figura 13, es decir:

a) todo conjunto bien ordenado es totalmente ordenado;

b) existen conjuntos inductivamente ordenados que no son ni total-
mente ordenados ni bien ordenados;

c¢) enuncie un ejemplo de un conjunto inductivamente ordenado que
es totalmente ordenado pero no bien ordenado.
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2. a) Pruebe que la aplicacién
F: (C[a> b]><) - (P(R)v C)

(donde los érdenes respectivos vienen definidos en los ejemplos 22
y 23) F(f) = f[a,b] (imagen de f) no es una aplicacién mondtona.

b) Diga qué condicién tienen que cumplir dos funciones f y g para que
de la propiedad f < g se tenga F'(f) C F(g)

c¢) Calcule el supremo en (P(X), C)de la imagen por F' del subconjunto
A de Cla,b] definido por:
A= {f € C[avb] : f: [a7b] - [071]}

1.8 AXIOMA DE ELECCION. TEOREMA DE ZERMELO Y O-
TRAS PROPOSICIONES EQUIVALENCIAS A ELLOS. INDUC-
CION TRANSFINITA

Dado un conjunto X, una familia de partes de X estd dada por una apli-
cacion a ~» X, cuyo dominio es un conjunto arbitrario I, llamado conjunto
de indices, y su conjunto de llegada es P(X). A esta familia la denotaremos
por

(Xoc)ael.

Llamamos subfamilia de (Xa)aer a la restriccion (X, )acs de (Xo)aer a
un subconjunto J de I.

A toda familia de conjuntos (X4 )aer se le puede hacer corresponder una
coleccién llamada coleccién asociada a dicha familia: {X, : a € I}.

Reciprocamente dada una coleccién F y tomando como conjunto de indices
la propia coleccién, la aplicacién identidad nos define una familia de conjuntos.

Para familias de conjuntos se definen, mediante su coleccién asociada, las
operaciones de unién e intersecciéon asi como los conceptos de particién y
cubrimiento. Dada una familia (X4 )aer emplearemos la notacién:

w2iXa = U{X, : a € I'} (unién);

aerXa = N{X, : a € I} (interseccitn).
Por definicién se tiene que

U{X, :a €0} =0 (unién vacia);

MN{X, : a« € 0} = X (interseccién vacia).
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En 1.3 vimos la definicién de producto cartesiano para una coleccion finita
de conjuntos. Para una familia cualquiera de conjuntos se tiene la definicién
siguiente:

Definicion 1.8.1. Se llama producto cartesiano de la familia (Xq)aer y se
denota por

H{Xa:ozel} O(EXQ,

al conjunto de todas las funciones z : I — U{X, : @« € I} con la propiedad de
que para todo a, z(a) =z, € X,
Los elementos de HXQ suelen denotarse por (x4)aer ¥y cuando no hay

ael
dudas sobre el conjunto de indices, sencillamente (z,). El conjunto X, se

llama el a—ésimo factor del producto y a z, € X, la a—ésima coordenada del
elemento x.

Si A, C X, para todo «, se tiene que HA(X - HXa
a€el aecl
Si la familia de conjuntos es constante, es decir, si X, = X para todo

a € 1, el producto HXa se denota por X! y por definicién es precisamente
ael

el conjunto de todas las funciones de I en X. En particular XN es el conjunto
de las sucesiones de elementos de X.

Definicion 1.8.2. Para cada o € I se llama a-ésima proyeccién correspon-

diente al producto HXa a la aplicacién
acel

To - II)QX_*—Xaa
ael

tal que para todo x = (z4) € HXa
vel

To(x) = z4.
Si A C X, entonces 7, [A] se llama cilindro de base A en HXa.

ael
No es dificil comprobar (se deja al lector), que las aplicaciones proyeccion,

satisfacen las propiedades siguientes:

1) Son sobreyectivas;

2) SiAC HXa, entonces A C HWQ[A].

acl ael
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A partir de las funciones proyeccién m, se puede dar una representacion
de las aplicaciones f : X — HXa, similar a la obtenida en el analisis clasico

ael
para las funciones con valores en R". En efecto, para cada « € I, la funcién
compuesta:

fa=maof: X — X,
se llama a-ésima coordenada de la funcién f. Es obvio que toda funcién f de

X en HXa puede expresarse mediante la familia de funciones (fq),c; de X
acl
en X,.

Hasta el momento hemos supuesto cierto algo que intuitivamente es trivial,
pero que resulta imposible demostrar partiendo de conceptos primarios. Nos
referimos a la existencia de elementos en el conjunto HXa para una familia

ael

arbitraria de conjuntos no vacios (X ),c;-
En efecto, puede demostrarse (aunque no lo haremos aqui), que la afirma-

cién:

A E 1 Si(Xq),e; s una familia de conjuntos no vacios, entonces HXa # 0;
acl
es equivalente a la siguiente:

A E 2 Sea M un conjunto cuyos elementos son conjuntos no vacios M,
disjuntos dos a dos. Entonces existe un conjunto M con la propiedad
siguiente: Cada elemento m, de M pertenece a algin conjunto M,, y
ademas, M interseca a M,, solamente en el elemento m.

Sin embargo, ninguno de estos postulados puede ser demostrado partiendo
de los conceptos primarios de conjunto, pertenencia y correspondencia biunivo-
ca entre conjuntos.

La afirmacién A E 1 (o bien su expresién equivalente A E 2) se postula
como cierta en muchas ramas de la matematica, donde la teoria de conjuntos
juega un papel fundamental, entre ellas, la Topologia, y recibe el nombre de
Azioma de Eleccion (A E).

En otras palabras, el axioma de elecciéon puede ser expresado también de
las formas siguientes:

A E 3 Dado un conjunto M como en A E 2, existe siempre otro conjunto
M que se puede construir seleccionando un elemento de cada conjunto
M, e M.
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A E 4 Si para todo a € I, X, # (), entonces existe una aplicacién de I en
aclUX,, que asigna a cada a € I un elemento x, € X,.

El axioma de eleccién tiene muchas otras formulaciones equivalentes a al-
gunas de las cuales nos referiremos mas adelante. Este postulado fue enunciado
hace mas de 70 afios y desde su inicio, dié lugar a multiples investigaciones de
caracter tedrico acerca del lugar que debia ocupar en la estructuracion légica
de la matematica moderna.

Uno de los problemas més complejos y discutidos que surgen al fundamen-
tar la teoria de conjuntos, es la legalidad al aplicar este axioma a conjuntos
arbitrarios en los razonamientos que se hacen. No tenemos posibilidad de en-
trar aqui en su discusién pues ello complicaria sustancialmente el contenido
del libro. No obstante, observaremos, que la renuncia al axioma reduce la
posibilidad de diferentes construcciones en la teoria de conjuntos.

Resulta que no se puede obviar la aplicacién del axioma de eleccién ni tan
siquiera para la demostracién de algunos de los teoremas mas elementales de la
teoria de conjuntos y del andlisis matematico clasico. Tomemos, por ejemplo,
las dos siguientes definiciones de continuidad para una funcién real f definida
sobre la recta numérica:

1. La funcién f se llama continua en el punto zg, si para cada nimero real
positivo € se puede elegir otro nimero positivo §, tal que para todos los x
que satisfagan la desigualdad |z — xo| < ¢ se tenga |f (z) — f (z0)| < €.

2. La funcién f se llama continua en el punto zg, si para toda sucesion
X1,X9, ..., Tn,...,que converja al punto xg, la sucesiéon f(z1), f(z2),. ..,
f(zy), ..., converje al punto f (zg).

Es conocido que estas dos definiciones son equivalentes. Analicemos la
demostraciéon usual de esta equivalencia.

Sea f continua en el punto xq (segin la defincién 1) y sea 1, xa, ..., 2y, ...,
una sucesién que converje a xy. Entonces para cada € > 0 se puede hallar un
d > 0, tal que para todos los x contenidos en el intervalo (zg — 6, z¢ + 9),
se tiene |f (x) — f (zg)| < e. Tomando para un e dado, el correspondiente §,
asociémosle a este § un nimero natural N tal que |29 — 2| < ¢ para todos
los n > N. Entonces |f (zg9) — f (z,)| < € y como esto ocurre para cualquier
e > 0, entonces la sucesién f(x1), f(x2),...,f(2n),..., converje a f(xg).
Luego, si la funcién es continua segun la definiciéon 1 también lo sera segiun la
definicién 2.

Notemos que la demostracién de esta afirmacion no se apoya en el axioma
de, eleccion ya que la “eleccion” del nimero N se puede llevar a cabo de forma
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univoca pues basta con tomar en cada caso el primer nimero natural NV, tal
que para todos los n > N se tenga |zg — z,| < 0.

Sea ahora f continua en el punto z( (segin la definicién 2) y, demostremos
que ella también es continua en el sentido de la definicién 1.

Supongamos lo contrario, entonces existe un numero ¢ > 0, tal que para
cualquier § > 0, en el intervalo (zg — d;xo + J) se tienen puntos x5 para los
cuales | f(zg) — f(zs)] = €.

1
Daéandole al niimero § el valor §,, = — y tomando para cada J,, un cierto
n

Tsn, al cual representaremos para simplificar mediante x,,, obtendremos una
sucesiéon de puntos convergente al punto xg y que al mismo tiempo cumple
|f (x0) — f (z)] = €. Con esto queda probada la equivalencia entre las defini-
ciones 1y 2.

Examinemos mas de cerca la segunda parte de esta demostracion.

La existencia de los puntos x4 satisfaciendo simultaneamente las dos condi-
ciones |zg — x,| < 0y |f (x0) — f (zs)| > € no significa que nosotros podemos
dar una regla para la construccién efectiva de un tal punto; para poder llegar
a una contradiccién, es suficiente suponer que el conjunto de estos puntos no
es vacio. Por eso, la suposicién de que la funcién f no es continua en el punto
xg en el sentido de la definicién 1, significa solamente, que para algin € > 0 y
cualquier § > 0, el conjunto Ms de los puntos x del intervalo [xg — d,z¢ + ¢],
para los cuales |f (z) — f (zo)| > €, no es un conjunto vacio. El paso de la
sucesion de conjuntos no vacios

M, = Ms,

a la sucesion de puntos x,, € M,, se lleva a cabo, en general, por medio de
la eleccion arbitraria en cada uno de los conjuntos M,,, de un punto, al cual
denotamos mediante x,. Notemos, que los conjuntos M, se intersectan y méas
aun M,y C M,, y por ello, para poder aplicar el axioma de eleccién en la
forma en que fue formulado en A E 2 es necesario pasar de los conjuntos
M,, a los conjuntos M,\M,+1, denotar de entre ellos a los no vacios por
Mj Mg, ..., M,, ...,y posteriormente en base al axioma de eleccién, elegir los
puntos x,

Pasaremos ahora a estudiar la relacién existente entre el axioma de elec-
cién y el concepto de orden. Pero primeramente enunciaremos la definicion
siguiente:

Definicion 1.8.3. Sean (X, <)y (Y, <) dos conjuntos parcialmente ordena-
dosy f: X — Y una aplicacion biyectiva.
Diremos que esta aplicacién conserva el orden si ella es creciente (ver 1.7.6).



82 ANALISIS MATEMATICO AVANZADO

La aplicacién f se llama isomorfismo entre los conjuntos parcialmente or-
denados (X, <) y (Y, <), si para todos los x,y € X se cumple: f(x) < f(y) &
z <y.

Se dice que dos conjuntos ordenados tienen el mismo tipo ordinal si ellos
son totalmente ordenados e isomorfos.

El tipo ordinal de un conjunto bien ordenado se llama numero ordinal
transfinito o mas brevemente niumero transfinito.

Cuando lo que nos interesa no es la naturaleza de los elementos del conjun-
to, sino solo el orden parcial que en ellos existe, se puede, sin duda, considerar
como idénticos a dos conjuntos parcialmente ordenados isomorfos. Asi pues,
vemos que el tipo ordinal es lo comtn que tienen todos los conjuntos ordenados
isomorfos, de la misma forma que la potencia es lo comtun que tienen todos los
conjuntos equivalentes (considerados independientemente de cualquier relacién
de orden que pueda existir en ellos).

Al tipo ordinal del conjunto N de los ntimeros naturales, se acostumbra a
denotar por w. Es evidente que a todo tipo ordinal le corresponde una potencia,
aunque la afirmacién reciproca no es cierta. Por ejemplo, al tipo ordinal w le
corresponde la potencia oy mientras que a la potencia ag le corresponde una
cantidad infinita, incluso no numerable de diferentes tipos ordinales.

Observacion: Al igual que se define la suma y el producto de potencias, se
define también la suma y el producto de tipos ordinales (vea los ejercicios de
control).

Por otra parte, para dos conjuntos bien ordenados (X,<) y (Y,<) con
numeros transfinitos « y [ respectivamente, diremos que @ = 3 si (X, <) y
(Y, <) son isomorfos, o < §si (X, <) es isomorfo a algin segmento inicial |« a
de (Y, <) y a > [ si, al contrario, (Y, <) es isomorfo a algiin segmento inicial
|« b[ de (X, <). Se puede probar el siguiente resultado que enunciaremos sin
demostracion:

Dos nimeros transfinitos « y 3 arbitrarios verifican una, y solo una, de las
relaciones

a=p,a<foa>p.

Del resultado anterior y del hecho que todo isomorfismo es ademas una co-
rrespondencia biunivoca, se desprende que las potencias de dos conjuntos bien
ordenados son siempre comparables. Esta afirmacion nos sugiere la siguiente
pregunta: jes posible establecer de alguna manera un buen ordenamiento en
un conjunto cualquiera? Si esto fuera posible, nos permitiria afirmar que todas
las potencias son comparables, es decir, que entre dos conjuntos cualesquiera
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X y Y siempre existe una aplicaciéon f : X — Y tal que f : X — f[X]
es una biyeccién (o bien, existe g : Y — X, donde g : Y — f[Y] es una
biyeccién). Una respuesta positiva a esta pregunta fue dada por Zermelo quién
demostro el teorema siguiente:

A FE 5 Teorema de Zermelo: Todo conjunto puede ser bien ordenado.

Este teorema esta vinculado a toda una serie de problemas profundos y
de principios en la matemética, lo cual se debe a que la demostracién (que no
expondremos aqui) se basa en el axioma de eleccion.

Maés atn, puede probarse que las proposiciones A E 1 -A E 5 son equiva-
lentes.

En efecto, si suponemos que el conjunto X = UM = U{M,, : M, € M}
estd bien ordenado, donde M es el conjunto del postulado A E 2, entonces
para construir el conjunto M tal que M N M, = {x,}, basta tomar como z,
el primer elemento en cada M,.

A continuacién enunciaremos algunas otras proposiciones, cada una de las
cuales es equivalente al axioma de eleccién (es decir, cualquiera de ellas puede
ser demostrada si se acepta el axioma de eleccién y viceversa, el axioma de
eleccién puede ser demostrado si se asume como verdadera alguna de estas
proposiciones), y que representan una gran ayuda, tanto en las construcciones
conjuntistas en la matemadtica como por el método que aportan para la de-
mostracién de los resultados.

Los conceptos utilizados en el enunciado de estas proposiciones equivalentes
al axioma de eleccién, y que daremos sin demostracién, pueden ser encontrados
por el lector en las definiciones 1.7.4 y 1.7.5.

A E 6 Teorema de Hausdorff: Toda cadena de un conjunto parcialmente
ordenado, estd contenida en alguna de las cadenas maximales de este conjunto.

El siguiente teorema es, posiblemente, la forma mas conveniente en las
aplicaciones de las proposiciones equivalentes al axioma de eleccién:

A E 7 Teorema de Zorn: En un conjunto inductivamente ordenado (X,
<), cualquier elemento de X precede a algin elemento maximal.

Los postulados equivalentes A E 1 -A E 7 resultan una potente herramienta
de trabajo en la demostracion de las proposiciones matemaéticas, fundamen-
talmente en dos cuestiones.

Primero: En la generalizacién del método de induccién matematica (in-
duccién transfinita).
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Segundo: En la demostraciéon de teoremas sobre la existencia de entes
matematicos con determinadas propiedades.

Pasemos a explicar estas dos cuestiones:

Como es de todos conocido, un método ampliamente extendido de de-
mostracién en la matematica es el llamado método de induccién matematica,
el cual consiste en lo siguiente:

Supongamos que se tiene una propesicién P(n) que se enuncia para cada
numero natural n y que ademaés:

a) la proposicién P(1) es cierta;

b) bajo la hipdtesis de la veracidad de P(k) para todo k < n, se deduce que
P(n +1) es cierta.

Entonces, el principio de induccién matemética nos dice que P(n) es valida
para todos los valores de n. En efecto, en caso contrario, podriamos encontrar
el minimo del conjunto de los n para los cuales la proposicién P(n) no es cierta
y al cual denotamos por ni. Es obvio que nj; > 1, es decir n; — 1 es también
un ndmero natural, y esto contradice a la condicién b).

Se puede emplear un método andlogo, sustituyendo la serie de los ntimeros
naturales por un conjunto bien ordenado cualquiera. En este caso, decimos
que estamos en presencia de la induccién transfinita. En esencia, el método de
induccién transfinita consiste en lo siguiente:

Sea (X, <) un conjunto bien ordenado y sea P(a) una proposicién que se
enuncia para todo a € X y tal que:

a’) P(a) es cierta para el primer elemento de A;

b’) P(a) es cierta si es valida P(z) para todos los elementos z < a.

Entonces P(a) es cierta para todos los elementos a € X. Efectivamente,
si en X existiesen elementos para los cuales P(a) no se cumple, podriamos
encontrar el primer elemento en el conjunto formado por ellos.

Si denotamos por a* este primer elemento, obtendriamos una contradiccién
con b) ya que para todos los elementos a < a* la proposiciéon P(a) serfa cierta.

Gracias al teorema de Zermelo, el principio de induccién transfinita puede
ser aplicado a un conjunto cualquiera, ya que siempre puede ser bien ordenado.
En este caso, el orden a que nos referimos para establecer las propiedades a’)
y b’), es precisamente el buen orden cuya existencia se postula en el teorema
de Zermelo. Sin embargo, en la préctica generalmente conviene méds, susti-
tuir este teorema por el teorema de Zorn, donde solo se necesita la existencia
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de un orden parcial en el conjunto considerado. Este resultado puede tam-
bién ser aplicado en la demostracion de la existencia de determinados entes
matematicos. Por ejemplo, si se quiere demostrar la existencia, dentro del
conjunto X, de un elemento x con la propiedad P, basta construir en X un
orden parcial < para el cual dicho conjunto sea inductivamente ordenado. La
construccién de < debe hacerse de manera tal que si un elemento x cumple
una cierta propiedad P, “suficientemente cercana” a P, entonces todo elemen-
to maximal posterior a x (cuya existencia se postula en el teorema de Zorn)
satisfaga la propiedad P.

Ejercicios de Autocontrol

1. Sean (X, <)y (Y, <) dos conjuntos totalmente ordenados y sean o'y
sus tipos ordinales respectivamente.

a) Demuestre que la relacion definida en X UY', aceptando que cada
par de elementos en X estd ordenado igual que en (X, <), que
cada par de elementos en Y tiene el mismo orden que en (Y, <) y
que cualquier elemento de X precede a cualquier elemento de Y,
hace de X UY un conjunto totalmente ordenado. (A este conjunto
totalmente ordenado, que se designa por X + Y se le llama suma
ordenada de los conjuntos totalmente ordenados (X, <)y (V,<) y
su tipo ordinal se denota por a+ f3.)

b) Demuestre que la relacién definida en X x Y mediante: (z1,y1) <
(z2,y2) siempre que y; < yz en (Y, <) (para cualesquiera x1 y x2)
y (z1,y) < (x2,y) si x1 < xg, provee a X X Y de un orden total. A
este conjunto totalmente ordenado, que se designa por X - Y se le
llama producto ordenado de los conjuntos totalmente ordenados X
vy Y y su tipo ordinal se denota por « - 3.

1.9 ESTRUCTURAS MATEMATICAS SOBRE LOS CONJUN-
TOS

Hasta el momento hemos estudiado el concepto conjunto y hemos visto como
este concepto estd a su vez relacionado con las nociones de funcién, nimero,
campo numérico y figuras geométricas, los cuales han sido objeto de estudio
de los cursos de Andlisis matematico, Algebra y Geometria en los primeros
anos de la formaciéon matematica del lector.

Cuando nos planteamos la modelacién matematica de un cierto problema,
ya sea de caracter tedrico o practico, primeramente se debe determinar el
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conjunto universo donde se encuentran los entes reales que tienen relacién con
dicho problema, y después las propiedades que nos interesa investigar tanto
de los elementos como de las partes de este conjunto.

Esta segunda parte del proceso puede ser muy compleja, pues de hecho, ella
determina el método matematico asi como las teorias matematicas que vamos
a emplear para la solucién del problema planteado. Los conceptos método
matemdtico y teoria matemdtica son verdaderamente muy amplios y se salen
de este contexto.

Nosotros haremos énfasis en una parte de este proceso que es fundamen-
tal desde el punto de vista estructural y conceptual en la matematica, nos
referimos al concepto estructura matemdtica.

En la matemadtica se utiliza el concepto estructura para denotar toda una
serie de relaciones entre los elementos o partes de un conjunto, que se in-
troducen con el fin de obtener determinada informacién sobre ciertas carac-
teristicas de la naturaleza real del problema que ha dado lugar al mencionado
conjunto.

En sintesis podemos decir que el procedimiento empleado consta de tres
pasos:

Primero: El problema da lugar a un conjunto.

Segundo: La estructura refleja, a partir de las relaciones entre los elementos
o partes del conjunto, determinadas caracteristicas del problema.

Tercero: Los métodos y teorias matemadticas aplicados a la estructura, nos
proporcionan informacién sobre determinados aspectos de la natu-
raleza real del préblema.

Como ya hemos visto, desde el punto de vista conjuntista, el concepto de
funciéon nos permite establecer relaciones de caracter cuantitativo entre los
conjuntos a partir de la nocién primaria de correspondencia biunivoca. El
hecho de que mediante funciones se pueden establecer relaciones de caracter
también cualitativo entre conjuntos, es el objeto de estudio de determinadas
estructuras matematicas, una de les cuales en el caso particular de los espacios
métricos es el tema central de este libro: LA TOPOLOGIA.

Una estructura topoldgica en un conjunto, es una estructura que permite
introducir el concepto convergencia en ese conjunto.

En toda estructura matematica existe el concepto de isomorfismo, que son
aquellos entes matematicos que dejan invariantes las propiedades que estudia
esa estructura. Por ejemplo, en el caso de la estructura topolégica los isomor-
fismos son las aplicaciones biyectivas, tales que tanto ella como su inversa son
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continuas, y una propiedad topoldgica es una propiedad invariante ante un iso-
morfismo topoldgico. Luego, el objeto de estudio de la topologia como ciencia
son los conceptos limite y continuidad en su forma mas general y aquellas
propiedades de un conjunto, provisto de una estructura topoldgica, que son
invariantes por aplicaciones continuas y el paso al limite.

El lector ha tenido ya contacto con otras estructuras matematicas en los
conjuntos numeéricos, tales como la estructura algebréica, geométrica, diferen-
cial, de orden, etcétera.

Pasemos ahora al estudio de la estructura topolégica en los espacios métri-
cos, haciendo enfacis en los resultados inherentes y mas especificos de la es-
tructura matematica como un caso particular de estructura topoldgica.



CAPITULO 2

ESPACIOS METRICOS

En este capitulo se realiza un estudio de diferentes aspectos de la topologia de
los espacios métricos, haciéndose énfasis en el concepto métrica como herra-
mienta que permite definir nociones de convergencia y continuidad conse-
cuentes con las que se tienen para sucesiones y funciones numéricas.

El objetivo fundamental del capitulo es motivar la generalizacién de los
conceptos fundamentales del andlisis a conjuntos no numéricos, y muy en par-
ticular a los espacios de funciones. No obstante, se hace énfasis en la insu-
ficiencia del concepto métrica para describir algunas nociones importantes
de convergencia como es, por ejemplo, la convergencia puntual de funciones,
conocida con anterioridad por el lector.

Aunque no es objetivo del libro, se trata de indicar y orientar al lector
hacia el estudio de una categoria superior en la cual se pueden estudiar los
conceptos de convergencia y continuidad en toda su generalidad: los espacios
topolégicos.

En los tres primeros epigrafes se introducen a partir de conceptos conocidos
de convergencia, los conceptos métrica, espacio métrico y subespacio métrico.
En 2.3 se da ademds, un concepto de equivalencia entre espacios métricos.
En el 2.4 se explica el concepto seudométrica y a la vez se brindan métodos
para construir una métrica a partir de una seudométrica o de una familia de
ellas. En los dos epigrafes siguientes se definen las nociones de convergencia
de sucesiones y continuidad de funciones como una generalizacion inmediata
de estos conceptos ya introducidos en el andlisis clésico.

Con el objetivo de dar otra expresiéon equivalente a los conceptos conver-
gencia y continuidad se introducen, en los 2.7 y 2.8, las nociones de bola,
vecindad y abierto, y se estudian sus propiedades.

El 2.9 estd dedicado al estudio de algunos conceptos relacionados con la
convergencia tales como punto adherente, punto de acumulacion, etcétera.

Los epigrafes del 2.10 al 2.12 estan dedicados al estudio de otras nociones
topolégicas para conjuntos y funciones, asi como la importancia de estas no-
ciones topoldgicas en la teoria de los espacios métricos. En el 2.13 se estudia
la separacion de puntos y conjuntos en un espacio métrico por abiertos y por
funciones continuas, asi como la aplicacién a la construccién de las llamadas
“particiones de unidad”, que tienen una gran importancia en el proceso de
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demostracién de propiedades globales a partir de propiedades locales.

En el 2.14 se examinan algunos tipos de convergencia y continuidad que
no pueden ser definidos por una métrica.

Finalmente, el 2.15 se dedica a explicar las insuficiencias de la estructura
métrica para construir una teoria completa de convergencia y continuidad,
exponiéndose las vias de transicion a una teoria mas general.

2.1 ALGUNOS CONCEPTOS DE CONVERGENCIA

El concepto de convergencia es fundamental en Analisis Matemaético. Lo em-
pleamos al hablar de sucesiones convergentes de niimeros reales y complejos,
de sucesiones de puntos de un espacio euclideano, de sucesiones de funciones,
etcétera. En este tdltimo caso, incluso utilizamos diferentes tipos de conver-
gencia: convergencia puntual, convergencia uniforme, convergencia en media,
etcétera. El concepto de convergencia no sélo es fundamental para los ra-
zonamientos tedricos del Anélisis y del Anélisis Funcional, sino también en
la Matemaética Aplicada; basta mencionar los problemas de aproximacién en
Analisis Numérico y en Calculo Operacional. En la Teoria de Optimizacion por
ejemplo, muchas veces no es posible determinar explicitamente el valor 6ptimo
buscado, en cuyo caso el problema consiste en hallar un algoritmo para cons-
truir una sucesién de valores que converja al valor optimal desconocido. Para
funciones en lugar de valores reales y vectoriales existen problemas anélogos:
aproximacion de controles optimales en Teoria de Control, aproximaciéon de
soluciones de ecuaciones diferenciales en Analisis Numeérico, etcétera.

En todos los casos mencionados anteriormente, se utiliza el concepto con-
vergencia, basandose en cierta nocion de distancia; pero en cada caso las defini-
ciones de dichas distancias son diferentes. Consideremos algunos ejemplos.

Ejemplo 1. Decimos que una sucesién de nimeros reales (z,,) converge a un
numero real = si los términos x,, estan tan cerca de x como se quiera cuando
el subindice n es suficientemente grande. Esta condicién puede precisarse de
la manera siguiente:

Para todo € > 0 existe un ntimero natural N (e) tal que:

| x — z,, |< € para todo n > N (e)
t
Aqui el valor absoluto de la diferencia z —x,, es una medida para la proximi-
dad de x,, a . A esta medida la llamamos distancia de z, a x y la denotamos
por d(z,zy) (fig. 14).
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Figural4

Evidentemente la sucesién (x,) converge a x, si y sélo si la sucesién de las
distancias | x — z,, | converge a 0.

Ejemplo 2. Consideremos sucesiones (x;) de puntos en el espacio R". Para

no confundir los subindices de la sucesién con los indices de las coordenadas ,

denotaremos por (z;(1),...,z;(n)) las n coordenadas del punto z;(i € N).
Decimos que la sucesién (x;) converge al punto x € R™, si las distancias

n 1/2
dy(z, ;) = (Z(ﬂf(k‘) - ﬂfz'(k‘))2> (1)

k=1

son tan pequenas como se quiera cuando los subindices ¢ son suficientemente
grandes. Esta definicién de la distancia entre dos puntos (1) se obtiene par-
tiendo de nuestra intuicién espacial en R? (fig. 15).

x(3)A

y3) Ox(3)

y() Ox(D)

x(1)
Figural5

Ejemplo 3. Sea A # () un conjunto cualquiera y (f,) una sucesién de fun-
ciones f, : A — R. Se dice que (f,) converge puntualmente a una funcién
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f:+A— R, siparatodo x € A lasucesiéon de nimeros reales (f,(x)) converge
al nimero real f(x). Consideremos por ejemplo la sucesién de las funciones
reales f,, definidas sobre A = [0, 1], cuya gréfica forma un tridngulo isésceles de
altura n, mientras que f,(z) = 0 para z > 1/n (fig. 16). Aunque esta sucesién
varia de manera tan erratica en la proximidad de 0, es facil comprobar que
converge puntualmente a la funcién constante (0) sobre [0, 1].

f) 4

Figura 16

Para casos donde importa el comportamiento global de una funcién f sobre
todo su espacio de partida, una aproximacién puntual no seria suficiente. En
este caso muchas veces se buscan aproximaciones uniformes.

Ejemplo 4. Sea A # () un conjunto y (f,) una sucesién de funciones f,, :
A — R. Se dice que f, converge a una funcién f : A — R uniformemente
(sobre A), si para todo € > 0 existe un N € N tal que

n> N =| fo(x) — f(z) |< € para todoz € A (2)
Esto significa intuitivamente que a partir de un cierto indice N las graficas

de f,, se hallan dentro de la e-banda de la grafica de f (fig. 17). La condicién
(2) es equivalente a

doo(f, fn) = sup | f(z) = fu(@) |< € paran = N 3)

Luego, (f,) converge uniformemente a f, si la sucesién real (doo(f, frn))
converge a 0.
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Figural7

En la teoria de probabilidad, estadistica, etcétera, los valores de una fun-
cién en puntos particulares muchas veces no son importantes. Entonces no se
necesitan aproximaciones que sean buenas en todos los puntos, sino sélo tales
que sean buenas en media o en media cuadratica.

Ejemplo 5. Sea (f,) una sucesién de funciones continuas definidas sobre el
intervalo [0, 1]. La distancia entre los valores de f y de g en z es | f(x)—g(z) |
para todo z € [0,1] . La distancia media entre los valores de g y f:

di(f.9) = fy | f(z) - g(2) | du
depende sélo de las dos funciones f y g, la cual corresponde al drea entre los
grafos de fy g(fig. 18).

Figural8

Se dice que una sucesién de funciones integrables (f,,) definida sobre [0, 1]
converge en media hacia una funcién f, si la sucesién (di(f, f)) converge a 0.
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En la teoria de aproximacién se utiliza también otro método de medir la
proximidad entre dos funciones integrables f,g : [0,1] — R. Considerando
f como una funcién dada o buscada y g como una aproximacién de f (por
ejemplo, polinomial), (f(x) — g(x))? es el error cuadrético que se comete, si se
sustituye f por g en el punto z, luego

1
/0 (f(z) - ga))de (1)

es el error cuadratico que se comete en media si se sustituye f por g. Para
obtener una medida de proximidad, que es positivamente homogénea, se in-
troduce en lugar de (4) su raiz cuadrada

1/2

o= (| () - o(o)ds 5)

Se dice que una sucesién de funciones integrables f, converge en media
cuadrdtica a f sobre [0, 1], si la sucesién de los errores cuadraticos (da(f, fn))
converge a 0.

Los conceptos de convergencia definidos en los ejemplos anteriores son
aparentemente muy heterogéneos; sin embargo, para numeros, vectores y fun-
ciones, con respecto a todos los diversos tipos de convergencia, se plantean
frecuentemente problemas similares. Por ejemplo: jel limite de una sucesién
convergente estd determinado de manera tnica?, jcada sucesiéon de Cauchy
(de nimeros, vectores, funciones) es convergente? ;jde cada sucesién acotada
puede extraerse una subsucesion convergente? etcétera.

Parece 16gico y ademés econémico desarrollar para estos problemas co-
munes una teoria comun, aplicable igualmente a ntmeros, vectores, funciones
y otros objetos matematicos. Para desarrollar tal teoria habria que hacer un
analisis de los razonamientos usuales en el tratamiento de los diferentes tipos
de convergencia, y formular la base logica comun de estos razonamientos co-
mo sistemas de axiomas de una nueva teoria. No podemos reproducir aqui el
proceso historico que terminé con la definiciéon de los espacios métricos de
Frechet (1905). Sin embargo, ya nuestros ejemplos nos dan unas sugerencias.
Analicemos su estructura comun.

Todos estos conceptos de convergencia quedan expresados de forma general
de la manera siguiente:
una sucesion de elementos (z;), (f;) converge a un elemento z, f, si las z;,f;
estan tan cerca de x,f como se quiera, cuando los subindices ¢ son suficiente-
mente grandes. Lo esencial es, cdmo se precisa en cada caso la palabra cerca.
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Con excepcién del ejemplo 3 (convergencia puntual) esto se hace en todos los
ejemplos por una medida de proximidad:

d(z,y) =y —x | (6)

para la convergencia de nimeros en R;

n 1/2
do(z,y) = (Z(ﬂc(k‘) - y(k‘))2> (7)

k=1

para la convergencia de puntos en R";

do(f,9) = sup | g(x) = f(x) | (8)

S

para la convergencia uniforme;

1
d(f.9) = /0 | 9(z) - f(z) | da (9)

para la convergencia en media;

1/2

1
ials.9) = [ (o(o) ~ ) (10)
para la convergencia en media cuadrética.

En el ejemplo 3 no tenemos una sola medida sino toda una familia que
miden la proximidad de f,, a f en los distintos puntos = € A

do(f,9) =| f(z) —g(z) | (z € A) (11)

Esto parece ser una diferencia estructural tan importante que es natural
excluir la convergencia puntual en una primera fase de nuestra consideracion.

Regresemos a los demas ejemplos. Corresponde a nuestra intuicién geo-
métrica interpretar las dos magnitudes d(x,y),da2(z,y) en (6),(7) como dis-
tancias:

| z —y | es la distancia entre los nimeros reales z,y en la recta real;

Va1 =y + @) — y@) + @6 —yB))?

es la distancia entre los dos puntos « = (x(1),2(2),2(3)), y = (y(1),y(2),%(3))
en el espacio tridimensional.

Hasta el momento no tenemos una idea intuitiva de lo que seria una dis-
tancia entre dos funciones, estamos sdlo acostumbrados a hablar de la dis-
tancia entre dos valores de funciones. Fue un gran logro en la historia de las
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matematicas cuando, en vez de fijarse en los valores de las funciones, las fun-
ciones mismas se consideraron como puntos de un nuevo espacio abstracto
y las magnitudes (8),(9) y (10) se interpretaron como distancias entre estos
puntos. Esta concepcion es el origen del Andlisis Funcional.

Con la interpretacién de las medidas de proximidad (8)-(10) como distan-
cias entre funciones casi tenemos ya un modelo matematico para las cuestiones
de convergencia; queda sélo precisar lo que es una distancia en general. No
podemos recurrir a nuestra intuicién espacial, porque no tenemos una intui-
cién geométrica de la distancia entre dos funciones, ademas existen diferentes
conceptos de distancias como hemos visto.

Coleccionemos las propiedades mas elementales de las distancias definidas.
Segun nuestros ejemplos, la distancia entre dos elementos de un conjunto X
(de niimeros, vectores, funciones, etcétera) es un nimero real positivo. Si aso-
ciamos a todo par de elementos (r,y) € X? su distancia, obtenemos una
aplicacién de: X x X — Ry que se llama métrica. Claro, que no llamaremos
métrica a cualquier funcién de X x X en R, . Exigiremos que sus valores veri-
fiquen algunas propiedades bésicas e intuitivas de las distancias. Por ejemplo,
la distancia entre dos elementos x, y puede ser 0 inicamente si x = y. Ademads,
la distancia de x a y debe ser igual a la distancia de y a x.

La seleccién de propiedades fundamentales para la caracterizaciéon axio-
matica de una métrica debe verificar dos criterios:

1. Las propiedades deben ser suficientemente débiles para ser comunes a
todas las métricas concretas ya utilizadas.

2. Deben ser suficientemente fuertes para establecer una teoria sélida que
permita el tratamiento sistemaético y simultdneo de los problemas fun-
damentales de convergencia y de continuidad.

Fue Fréchet quien descubrié primero (en su disertacién de doctorado) que
es suficiente anadir la desigualdad triangular:
d(z,y) + d(y, 2) = d(z, z)
a las dos propiedades mencionadas anteriormente, para tener una base axio-
matica adecuada de la teoria de los espacios métricos.

Ejercicios de Autocontrol

1. Pruebe que toda sucesiéon de funciones uniformemente convergente es
también puntualmente convergente, pero que no se cumple el inverso.

2. Pruebe que toda sucesion (f,) de funciones integrables f,, : [0,1] — R,
que converge uniformemente a f : [0,1] — R, converge también en
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media y en media cuadratica a f, pero que no se cumple el inverso.
Pruebe ademas, que la convergencia puntual no implica necesariamente
la convergencia en media o en media cuadratica.

3. Todo punto z € R™ puede identificarse con la funcién k ~~ z(k) del
conjunto A = {1,2,...,n}, en R, que asocia a todo indice k € A la
k—ésima coordenada de x. Pruebe que para tales funciones (que tienen
un espacio de partida finito), la convergencia puntual y la convergencia
uniforme coinciden.

2.2 METRICAS. EJEMPLOS DE ESPACIOS METRICOS

Definicion 2.2.1. Sea X un conjunto; una aplicacién d : X x X — R, se
llama meétrica o distancia sobre X, si verifica los axiomas siguientes:

= d(y,z)(z,y € X);
(D2) d(z,2) <d(z,y) +d(y, 2)(z,y,2z € X)
(D3) d(z,y) =0 z=y (z,y € X).

La propiedad (D2) se denomina desigualdad triangular y ella corresponde a
la idea intuitiva de que la menor distancia entre dos puntos en el espacio
euclideano R? es la longitud del segmento de recta que los une.

Para z,y € X el nimero real positivo d(z,y) se llama entonces distancia
entre x y y. Al par (X, d) se le llama espacio métrico.

Observacion: Una métrica sobre X no es una funcion sobre X sino sobre
X2=XxX.

Ejemplo 6. Se puede probar que las expresiones (6) — (10) definen métri-
cas sobre los espacios R; R"; B([0,1],R) = {f e RO 7 acotada} ={f:
(0,1 — R : facotada}; C([0,1],R) = {f € ROU: f continua} = {f :
[0,1] — R : f continua} y C ([0, 1] ,R) respectivamente.

Las métricas (6) y (7) seran tratadas mas adelante como casos particulares
del ejemplo 7. Se deja de ejercicio al lector comprobar que las expresiones (8)
y (9) definen métricas sobre los correspondientes conjuntos senalados en el
ejemplo 6.

Probemos que (10) define una métrica en (C'[0, 1] ,R).

La propiedad (D1) resulta evidente: la propiedad (D3) en este caso, se
deduce del hecho de que si la integral de una funcién continua positiva es nula
entonces dicha funcion es idénticamente nula.
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Para probar la desigualdad triangular en este caso (D2) comencemos por
verificar la llamada desigualdad de Cauchy-Buniakovsky:

(/abx(t)y(t)dt> S/abxz(t)dt'/abyz(t)dt 12)

Esta desigualdad puede obtenerse, por ejemplo, de la siguiente identidad
que se comprueba ficilmente

b 2 b b
</ x(t)y(t)dt) :/ x2(t)dt/ Y2 (t) dt
b b
5[ [ o -y s
Una vez obtenida la desigualdad (12) tendremos para x,y, z € C ([a,b] ,R) :
b
JECEOS /| )+ 2 (t) -y (1) dt =
/|a: —z( |dt—i—/ |z (t) (t)|? dt+
b
42 e ® -2 (0l (0 -y Ol d <
/|a: —z( |dt+/ |z (t) (t)]? dt+
b b 1/2
w2( [ -=0pa | |z<t>—y<t>|2) -

) [</ab o) z(t)|2dt>1/2 + </ab|z(t) —y(t)|2>1/2r

con lo cual queda probada la desigualdad triangular.

2

Veamos ahora otras métricas definidas en el espacio euclidiano R™ que
seglin veremos posteriormente, con respecto a la convergencia de sucesiones,
son equivalentes a la métrica dada en (7).

Ejemplo 7. La aplicacién d,, : R” x R" — R, definida para p > 1 mediante
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n 1/17
d)(z,y) = kZ o —wl? | (13)

donde hemos denotado por x; la k—ésima coordenada de un punto de R",
es una métrica sobre R™. En efecto, en este caso es obvio que se verifican los
axiomas (D1) y (D3). Comprobemos el axioma (D2).

Sean x = (z1,...Zn,), ¥y = (Y1,---Yn), ¥ 2 = (21,...2n,) tres puntos de
R™. Consideremos yr—p = ar y 2k —Yyr = br. Entonces la desigualdad triangu-
lar d,(x, z) < dp(z,y) + dp(y, z) que debemos demostrar, puede representarse
en la forma

1/p 1/p 1/p

n n n
Dlar+ bl | < [ 2ol [ el (14)
k=1 k=1 k=1
Esta es la llamada desigualdad de Minkowski de orden p en R™. Para
p = 1 la desigualdad de Minkowsky es obvia ya que se reduce a una propiedad
conocida del médulo (el valor absoluto de la suma no sobrepasa la suma de
los valores absolutos) y, por consiguiente, nos limitaremos al caso p > 1. Para
p < 1 la desigualdad de Minkowsky no tiene lugar, es decir si p < 1,d, no
define una métrica en R".

La demostracién de la desigualdad (14) para p > 1 se basa en la llamada
desigualdad de Hélder:

n n 1/p n 1/q

Dbl < [ 20 Jal Do (15)

k=1 k=1 k=1

donde los ntimeros p > 1y ¢ > 1 cumplen la condicién

1 1
-+ -=1 (16)
P q
Observemos que la desigualdad (15) es homogénea. Ello significa que si
se cumple para dos vectores cualesquiera a = (a1,...,a,) y b = (b1,...,bn),

tambien se verifica para los vectores Aa y ub donde A y p son nimeros reales
arbitrarios. Por eso es suficiente demostrar la propiedad (15) para el caso en
que

D lanl? =2 |l = 1. (17)
k=1 k=1
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Supongamos pues que se cumple la condicién (17) y demostraremos que

; |akbk| <1. (18)

Consideremos en el plano (e,7) la curva dada por la ecuacién n = e#~1(e >
0) o, lo que es lo mismo, por la ecuacién € = nd~! (fig. 19)

DA

b

O

Figural9

En la figura se ve claramente que para cualesquiera valores positivos a y b
serd S1 + Sy > ab. Calculemos las dreas S7 y Ss

a D b q
slz/ elge =~ 522/ o-tan =2
0 p 0 q

Por lo tanto, se verifica la siguiente desigualdad numérica
al  be
ab< — + —
p q
Considerando a = |ak|, b = |bg| y sumando respecto a k desde 1 hasta n,

obtendremos teniendo en cuenta (16) y (17),
n

Z |akbk\ < 1.

k=1
Luego, hemos demostrado la desigualdad (18), y por consiguiente, la de-

sigualdad general (15). Cuando p = 2, la desigualdad de Holder (15) se con-
vierte en la desigualdad de Cauchy-Buniakovsky para R™.

Pasemos ahora a demostrar la desigualdad de Minkowsky. Para ello, con-
sideremos la identidad
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(lal + [B1)" = (la] + b)) " |al + (|a| + [b)*~" (8] -
Tomando en la identidad anterior a = a; y b = b, y sumando respecto a k

desde 1 hasta n, obtenemos
n n

> arl + 1B6)? =Y (larl + 10x))P " lar + > (lawl + [Br)? " (b4l

k=1 k=1 k=1
Aplicando ahora a cada una de las sumas que aparecen a la derecha la

desigualdad de Holder y tomando en consideracion que (p — 1)g = p, encon-

tramos
n n 1/q n 1/p n 1/p
> (lan| + [br])? < (Z(\ak\ +\bk|)p> [Z\ak\p Zlbk\p]
k=1 k=1 k=1 k=1
Dividiendo ambos lados de esta desigualdad por
n 1/p
<Z(\ak\ + |bk|)p> ,
k=1
obtenemos
n 1/p n 1/p n 1/p
(Z(lakl + |bk\)p> < (Z\ak\p> + <Z|bk\p>
k=1 k=1 k=1

y de aqui se deduce inmediatamente la desigualdad (14), con lo cual queda
comprobada la desigualdad triangular para d, en R".

La métrica d, considerada en este ejemplo coincide para p = 2 con la
métrica ds definida en (7).

El lector puede comprobar que la expresién

doo(2,y) = 08X | — gl (19)

define una métrica en R", que es el caso limite de las métricas d,(x,y), es
decir,

1/p
doc(y) = lim (Z |:ck—yk|p> (20)

k=1

Poobl 1
Ejemplo 8. De la desigualdad ab < < +— - —|— — =1, establecida ante-
p q

riormente, es facil deducir la desigualdad integral de Holder

/|x |dt<</ 2t |pdt>1/p </ab|y(t)|th>1/q (21)

que se verifica para cualesquiera funciones x (t) y y (¢) siempre que las inte-
grales que figuran a la derecha tengan sentido. A su vez, por un procedimien-
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to similar al aplicado en el ejemplo 7 se obtiene la desigualdad integral de
Minkowsky

([ woresrra) "< (frrora) " ([ wors)”.

de donde se concluye, sin dificultad, la desigualdad triangular para la métrica
de la media de orden p

b 1/p
dy(,y) = ( [0 -yer dt) (22)
definida en C ([a, b] ,R).

Hasta ahora, hemos obtenido los espacios métricos como un modelo para
el tratamiento de cuestiones de convergencia y de aproximacién. Pero como
es costumbre con los modelos matematicos, la teoria de los espacios métricos
sirve para muchos otros fines. La gran variedad de posibles aplicaciones de esta
teoria, ya se vislumbra en los siguientes ejemplos de espacios métricos, que no
solo pertenecen al Andlisis Matemaético o al Andlisis Funcional, sino también
a disciplinas aparentemente tan ajenas como la teoria algebraica de nimeros
y la teoria de grafos.

Ejemplo 9 (métrica discreta). Sea X un conjunto cualquiera. Entonces la
aplicacién d : X x X — R, definida por
1, siz#y
d = T
(@,y) {O, siz=y
es una métrica. Todo conjunto puede proveerse de esta métrica trivial, que se
llama discreta.

Ejemplo 10 (distancia p-adica). Procederemos a definir sobre el conjunto
X = Q de los numeros racionales la llamada distancia p-adica, que juega un
papel importante en la teoria algebréica de los niimeros.

Sea p un nimero primo. Para todo n € N denotaremos por < vp(n) >
el exponente de p en la descomposicion de n en factores primos. Entonces se
cumple para todos los n,n’ € N

vp(n-n') = vp(n) +vp(n') (23)
Si ahora x = £r/s € Q con r,s # 0,7, s € N podemos definir

vp() := vp(r) — vp(s)- (24)
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De (23) es facil ver que este valor no depende de la expresién particular de z
como fraccién y, ademds con esta definicién, (23) sigue vélida para n,n’ € Q.
Con tal convenio podemos definir la métrica p-adica v, por:

Osiz=y
UP(:L‘ay) = ((a:,y) € Q X Q) (25)
p—uvplz—y)siz#y

Dejamos al lector verificar que v, cumple los axiomas (D1) a (D3).
Daremos ahora un ejemplo de un espacio métrico finito. Tales espacios
métricos se estudian por ejemplo en la teoria de grafos.

Ejemplo 11 (distancia de costos). Consideremos el problema siguiente: en
una region un cierto nimero finito de lugares deben conectarse por carreteras,
se conocen los costos de construccion de toda una serie de carreteras posibles,
y se busca una red de carreteras que conecten todos los lugares y cuyos costos
de construcion sean minimales. Para resolver tales problemas se toman como
modelos los digrafos evaluados (conexos) (fig. 20).

4, 16 4, 15 4,

Figura 20

No daremos la definicién formal de un digrafo evaluado ya que para nuestro
objetivo basta el concepto intuitivo. Veremos enseguida cémo introducir una
métrica sobre el conjunto de los vértices. Estos vértices pueden conectarse
por al menos un camino (porque suponemos los digrafos conexos). En nuestro
ejemplo tenemos entre A; y Ay los caminos: (A, A, A3, Ay), (A1, Ag, Ag, Ay),
(A1, Ag, Ag, A3, Ag, Ay),etc. A cada camino (4;,,..., 4;,) se le asocia su costo
de construccién

C(Ail ) Aiz) + o+ C(Ai'rfl 5 Air)a
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por ejemplo al camino (A, Ay, As, Ay) se le asocian los costos 174+16+415 = 48.
Esté claro que entre ellos existe (al menos) un camino cuyos costos de construc-
cién son minimales. Evidentemente tales caminos tienen un interés particular
en la economia; la teoria de los grafos ha desarrollado algoritmos para deter-
minar explicitamente estos llamados caminos geodésicos. Si denotamos por d;;
el costo del camino geodésico entre A; y Aj, es ficil comprobar que mediante
la aplicacién

0 sii=j

d: (A, Aj) ~ (i,j =1,...,9)

dij sii>j
se define una métrica sobre el conjunto de los vértices del digrafo, d;;(i # j)
que se llama distancia de costos entre A; y Aj, la matriz (d;;)i,j = 1,...,9 se
llama matriz de distancias del digrafo evaluado.

En cuanto al problema planteado inicialmente puede demostrarse que la
red de costos minimales que conectan todos los lugares Ay, ..., A, = Ag tiene
n — 1 = 8 carreteras. Existen algoritmos para determinar explicitamente tales
redes. En nuestra grafica hemos dibujado una red de costos minimales por
lineas fuertes.

En el capitulo 7 estudiaremos un tipo particular de espacios métricos de
gran utilidad en las aplicaciones: los espacios normados, en los cuales la métrica
es “compatible”, en un sentido que precisaremos mas adelante, con la estruc-
tura algebraica del conjunto en cuestion. Entre los espacios normados estu-
diaremos también los llamados espacios euclideanos donde se interrelacionan
la estructura métrica, la estructura algebréica y la estructura geométrica de
un conjunto dado. Por el momento no nos referiremos directamente a estos
casos importantes, a pesar de que como veremos en el capitulo 7, muchos de
los ejemplos que hemos citado hasta el momento son casos particulares de
espacios normados y euclideanos. Por el momento nos limitaremos a ver en
calidad de ejemplos, otros espacios métricos cuyo conjunto subyascente posee
ademas una estructura algebréica de espacio vectorial de dimensién infinita.

Ejemplo 12. Consideremos para p > 1 el conjunto [P (N) de todas las suce-
o
siones de nimeros reales (xy), con Z |z |P < 0.

k=1
Definamos en [P (N) una distancia mediante

fe'e) 1/27
do.y) = (z g ykw) 6)
k=1
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De acuerdo con la desigualdad de Minkowsky (14) tenemos para n cualquiera

n 1/p n 1/1’ n 1/10
(z " —xm) - (z mv’) N (Z\yu”)
k=1 k=1 k=1

Por hipétesis, las series

[o¢] o0
Sl oy Yl
k=1 k=1

son convergentes, por eso, pasando al limite cuando n — oo, obtenemos

[e'e) 1/p o) 1/p 0 1/p
(Z lyr — 33k|p> < (Z |€Ek|p> + (Z |yk|p> (27)
k=1 k=1 k=1

lo cual demuestra que la férmula (26), mediante la cual se define la distancia
en [P (N) = [P, tiene sentido para cualesquiera x,y € [P. Al mismo tiempo, la
desigualdad (27) muestra que en [P se verifica la desigualdad triangular. Los
demads axiomas son evidentes.

Consideremos ahora una coleccién finita de espacios métricos (E1,d;),

ooy (En,dy), y definamos, a partir de las métricas d;, diferentes métricas
n

en el conjunto producto HEZ-, a las cuales denominaremos producto de las
i=j

métricas d;. Para el lector resulta un ejercicio interesante, comprobar que las

expresiones:

po(@y) = di(wi, yi); (28)
i=1

n 1/2
pa(@,y) = (Z dz’(l’z’,yi)2> ; (29)
=1

Poo(,y) = max {d;(x;,y;) :i=1,...,n} (30)
n
definidas para x = (z1,...,2,) Yy = (Y1,---,Yn) € H E;, son métricas sobre
i=j
n
el conjunto producto H FE; y que cumplen
=]

Poc < P2 < p1 < N (31)
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Evidentemente el espacio euclidiano R™ es un caso particular de producto
cartesiano con una métrica producto: la distancia euclideana sobre R" se cons-
truye como la métrica producto py de las métricas d;(x;,y;) := |z; — y;| sobre
E,=Ri=12,...,n.

A partir de ahora en adelante, cuando nos refiramos al espacio métrico R
sobreentenderemos, si no se afirma lo contrario, que estéd previsto de cualquiera
de las métricas comparables pq, py 0 psy, la cual seleccionaremos en cada caso
en aras de la simplificacién del problema que estemos tratando.

Ejemplo 13. Sea (X,d) un espacio métrico, entonces las funciones

d
o —— 2
d 1+d (32)
d" = inf {1,d} (33)

son métricas sobre X (ver ejercicio 1 de 2.4). Para estas métricas se tiene

d <d" <2d (34)

y ambas son acotadas por 1. Se utilizan fundamentalmente si es necesario
sustituir una métrica dada d por una métrica acotada. Hemos visto como
sobre el producto cartesiano de espacios métricos, pueden ser definidas dife-
rentes métricas que son comparables (31) al igual que en un espacio métrico
cualquiera (34). Més adelante veremos que muchos conceptos de la teoria de los
espacios métricos (por ejemplo sucesién convergente, conjunto acotado, fun-
cién continua y funcién uniformemente continua), se mantienen invariantes al
pasar de una métrica a otra métrica comparable en el sentido de (31) y (34).
Pero lo que es atin mas importante es que los conceptos puramente topoldgi-
cos, tales como sucesion convergente y funcién continua, pueden mantenerse
invariantes aiin ante métricas no comparables como pueden ser por ejemplo d y

5 d cuando la métrica d no estd acotada. Este tipo de resultado, entre otros,

nos mostrard la falta de consistencia de la estructura métrica como estructura
matematica que aborde en toda su magnitud el estudio de los conceptos de
convergencia y continuidad.

Ejercicios de Autocontrol

1. Demuestre que en un espacio métrico (X,d), para todo x,y,z € X se
cumple

|d(z,y) — d(z,y)| < d(z,z)
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2.

N

Y2

Demuestre que las expresiones (8) y (9) definidas en 2.1, representan
métricas sobre los conjuntos B(A,R)={f : A — R acotada} y C([0,1],
R) respectivamente.

Representemos en R? la situacién de una tribu que habita en un lugar
muy boscoso con un rio situado en el eje y = 0 con respecto al sistema
de coordenadas de la (fig. 21)

Los habitantes de la mencionada tribu para llegar al agua han hecho
brechas perpendiculares al rio. Si alguien desea ir de un punto (z1,y1)
a un punto (x2,y2), solo puede hacerlo por las brechas o por la orilla,
debido a lo espeso del bosque.

Dé la definicion precisa de la métrica asociada a esta situacion y verifique
que es una métrica.

. Demuestre la afirmacién de la igualdad (20), es decir la métrica do, en

R™ es el limite de las métricas d,.

Culmine los detalles en el ejemplo 8 siguiendo la idea desarrollada en el
ejemplo 7.

Pruebe que las expresiones p;, py ¥ po, definidas mediante (28)-(30) son
n

métricas en el conjunto producto HEZ y que satisfacen las relaciones
i=1

A Y A

_________ (x17y1) — 7 (X|yy|)

————————— (x5,5,)

|
: B (x5,¥,)
|

X

R

x, Ox,

Figura 21
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2.3 SUBESPACIOS. ISOMETRIAS

Pasemos ahora a enunciar un concepto que nos proporciona un arsenal ilimi-
tado de ejemplos de espacios métricos. Para ello notemos que si (X, d) es un
espacio métrico y A un subconjunto de X entonces a todo par de puntos
x,y € A, como son elementos del espacio métrico (X, d), le podemos asociar
una distancia d(z,y). Estas distancias d(z,y), (z,y € A)verifican trivialmente
los axiomas (D1)-(D3), luego “inducen” una métrica sobre A.

Definicion 2.3.1. Sea (X, d) un espacio métricoy A C X; entonces la métri-
ca

da:AxA— Ry
definida por

dA(eT, y) = d(xa y)? (:E,y € A)
se llama métrica inducida por d sobre el subconjunto A C X y (A,d4) se
llama subespacio métrico de (X, d).

Esta definicién nos provee de una gran variedad de nuevos espacios métricos
partiendo de los ya definidos en los ejemplos anteriores. Por ejemplo, todo
subconjunto de R™ nos da ahora un espacio métrico.

Después de contar con una reserva tan grande de espacios métricos, resulta
natural preguntarse cuales espacios métricos podriamos considerar isomorfos o
equivalentes con respecto a la estructura métrica. Es decir, de la misma forma
que en el capitulo 1 definimos un concepto de equivalencia entre conjuntos
abstrayéndolos de toda estructura subyascente a ellos, a partir de la nocién
primaria de correspondencia biunivoca, queremos ahora establecer un concepto
de equivalencia entre conjuntos provistos de una estructura métrica. Como
ya henos visto, la nocién de correspondencia biunivoca puede enunciarse por
medio del concepto auxiliar de funcién de la forma siguiente:

Dos conjuntos X y Y son equivalentes (desde el punto de vista de la teoria
de conjuntos) si existe una aplicacién biyectiva de X en Y.

Ya que la estructura métrica se define sobre los conjuntos, el concepto de
equivalencia métrica debe incluir al concepto de equivalencia en la teoria de
conjuntos, a la vez que conserve las propiedades fundamentales de las métricas
asociadas a los conjuntos en cuestion.

Definicion 2.3.2. Sean (X,d), (X', d") espacios métricos. Una biyeccién f :
X — X' se llama una isometria, si para todos los z,y € X se cumple
d'(f(@), f(y)) = d(z,y).

Dos espacios métricos se llaman isomorfos o isométricos si existe una
isometria de uno en el otro que es ademas sobreyectiva.
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De las propiedades de la métrica se deduce que toda isometria es una
aplicacién inyectiva, y por tanto, dos espacios isométricos son también equiva-
lentes en el sentido de la teoria de conjuntos.

Ejemplo 14. Cada subespacio lineal o afin de R, de dimension m < n, es
isométrico al espacio R™, donde hemos considerado tanto en R™ como en R"
la métrica euclideana. En efecto, consideremos el subespacio o + A obtenido
al trasladar A mediante el vector a.

at+A={a+z:ze€ A}.
y definamos la aplicacion

. A
fa © rx~satx a+ A
Esta aplicacion es evidentemente sobreyectiva y es ademas una isometria,

ya que
do(xz 4+ a,y + ) = da(x,y)(z,y € A)

donde dy representa la métrica euclideana en R”

Ejemplo 15. Todo espacio euclideano R"™ es isomorfo como espacio métrico
al subespacio {(z;) € {* (N) : 2p4, = 0, k € N*} del espacio I? (N) definido en
el ejemplo 12.

Ejercicios de Autocontrol

1. Demuestre la afirmacion del ejemplo 15

2. Pruebe que si f : R” — R" es una isometria del espacio euclideano R"
sobre si mismo tal que f(0) = 0, entonces f es lineal.

3. Diga cuales de las siguientes aplicaciones son isometrias sobre R

a) las traslaciones: z ~» x + b(b € R" fijo);

b) las homotecias: z ~» Az (A € R fijo);

c) las rotaciones:  ~ Az (A = (o) matriz ortogonal)

d) todas las aplicaciones f : R" — R” tales que da(f (z),0) =

d2 (:L‘a 0)
2.4 SEUDOMETRICAS

Sea X C R4 un conjunto de funciones reales definidas sobre un conjunto
A # (. De manera natural, la proximidad de dos funciones x,y € X en un
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punto a € A se mide por la distancia | z(a) — y(a) | entre sus valores en el
punto a.Sin embargo, la aplicacién

fa (2, y) [ x(a) —y(a) |

no puede interpretarse como una métrica sobre X; f,; es simétrica y cumple la
desigualdad triangular , pero de f,(z,y) = 0 no puede deducirse que x = y.
Se dice que f, es una seudométrica sobre X.

Definicion 2.4.1. Sea X un conjunto. Una aplicacién f : X2 — R, := [0, o0]
se llama una seudométrica o semidistancia sobre X si cumple:

(D1) f(z,y) = f(y, =) (simetria)
(D2) f(z,y) < f(z,2) + f(z,y) (desigualdad triangular)
(D3) z=y= f(z,y) =0

para todos los z,y, 2z € X.
El par (X, f) se llama espacio seudométrico.

Para ver si una seudométrica es una métrica hay que verificar que todos
sus valores son reales no negativos y se cumple que f(z,y) # 0 para todos los
z,y € X con x #y.

Ejemplo 16. Sea X un conjunto y h : X — R una funcién real sobre X.
Entonces la aplicacién, definida por f(x,y) :=| h(z) — h(y) | (z,y € X) es una
seudométrica sobre X y f es una métrica, si h es inyectiva.

Partiendo de una seudométrica o de una familia de seudométricas dadas,
y por toda una serie de operaciones bastante generales, se pueden obtener
nuevas seudométricas. Es precisamente la variedad de estas posibilidades lo
que constituye la utilidad de las seudométricas.

1) Lasuma de una familia (finita o no) de seudométricas es una seudométri-
ca.

2) Todo limite puntual de seudométricas es una seudométrica.

3) El supremo de una familia (finita o no) de seudométricas es una seu-
dométrica.

4) Sim: X — Y es una aplicacién y ¢g: Y? — R, una seudométrica,
entonces se define por

f(z,y) = g(n(z),7(y)) (z,y € X) (35)
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una nueva seudométrica sobre X que se llama imagen reciproca de la
seudométrica g.

5) Si f: X? — R, es una seudométrica y ¢: Ry — R, una funcién
creciente con ¢(0) =0y ¢z +y) < ¢(z) + ¢(y), entonces g := po f
es otra seudométrica sobre X.

6) De forma general, si fi,...,f, : X?> — R, son seudométricas, f =
(fi,os fn) = X2 — Ry ¢ : (Ry)® — Ry una funcién creciente
con p(0) =0y ¢o(x+y) < ¢(x)+ ¢(y), entonces g := @ o f es otra
seudométrica sobre X. Sobre el conjunto ordenado (R.)™, provisto del
orden producto:

T<y<—=x1 < Yi,, Tn < Yn
para x,y € (Ry)", una funcién real se llama creciente, si cumple: z < y =
o(z) < p(y) para todos los z,y € (Ry)™.
Veamos algunas aplicaciones de estas operaciones

Ejemplo 17 (convergencia uniforme sobre un subconjunto). Sea X un
conjunto de aplicaciones de un conjunto A # ) en un espacio métrico (Y,d) y
sea B C A. Para todo b € B la funcién

dy : (,y) ~ dp(2,y) = d(z(b), y(b)) (36)

es una seudométrica sobre X.
Luego, segun 3, la funcién

dB : (:Ea y) — sup db(l‘, y) (37)
beB
es una seudométrica sobre X.
dp mide la proximidad de las funciones x,y € X sobre el conjunto B C A.
Para B = A obtenemos la seudométrica dg = ds de la convergencia
uniforme (ejemplo 4).

Ejemplo 18 (producto finito de espacios métricos). Veamos otra forma
de introducir las métricas da,dy y doo ((28)-(30)) en un producto cartesiano
de espacios métricos.

Mencionemos primeramente que la funcién

n 1/2
T~ <Z x?) sobre (R} )",
i=1
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tiene las propiedades requeridas en 6 (por la desigualdad triangular para la nor-
ma euclideana). Sea (Xj;,d;),i = 1,...,n una familia finita de espacios métricos;
las funciones

n
son seudométricas sobre el producto X := [] X;. Luego, segun las propiedades
i=1
6.3 y 1, las aplicaciones ds,ds,d; definidas por (28)-(30) son seudométricas
sobre X. Es evidente que son de hecho métricas, y que en efecto cumplen las
desigualdades (31).
Veamos ahora como puede ser construido un espacio métrico a partir de

un espacio seudométrico.

Ejemplo 19 (espacio cociente). Sea (X,d) un espacio seudo métrico. La
relacién entre elementos del conjunto X definida por:

zRy =2 d(z,y) =0
es una relacién de equivalencia en X (probarlo). La aplicacién dg definida en
X/R x X/R mediante:

dr(T,y) = d(z,y) (38)

donde T,y representan las clases de los elementos = y y respectivamente, no
depende de la eleccién del representante de la clase, y es ademads, una métrica
en el conjunto cociente ya que

dr(T,y) =0=d(z,y) =0=>T=7.

Al espacio métrico obtenido (X/R, dg) se le llama espacio métrico cociente,
el cual se obtuvo a partir de la seudométrica d.

Sea (Y, d) un espacio métrico, X un conjuntoy f : X — Y una aplicacion.
Entonces se puede definir una seudométrica p en X mediante:

p(z,y) =d(f(x), f(y) =,y€X.
Consideremos la relacién de equivalencia
Ry : 2Ry = f(x) = f(y);
entonces sobre el espacio X/R ¢ se puede definir la métrica cociente
p(@,7) = p(z,y)
(ver la descomposicién candnica de una funcién en el capitulo 1).

Mediante el procedimiento anterior, y teniendo en cuenta que la funcién f
realiza una identificacion entre elementos de X, podemos encontrar ejemplos
interesantes de espacios métricos cociente.

Supongamos que tenemos un espacio métrico (X,d) y veamos cémo se
pueden construir nuevos espacios métricos identificando algunos de sus pun-
tos. Se dice que la funciéon f : X — X realiza una identificacién entre los
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elementos de cada subconjunto F' C X de la familia F, si para cada F' € F se
tiene:

f(z) = f(y) € F para todos z,y € F,
y ademas,

f(x) =z paratodo x € X\ U{F : F € F}.

Con este tipo de identificacion, el espacio X/R tiene una realizacion muy
simple desde el punto de vista de la teorfa de conjuntos: X/R; se obtiene
uniendo un elemento de cada F' € F al conjunto X\U{F : F' € F}.

(Analice donde se ha utilizado aqui el axioma de eleccién.)

La forma en que se distribuyan estos elementos dentro de X/R puede dar
lugar a algunos espacios métricos interesantes.

Veamos algunos ejemplos de espacios métricos sumergidos en el espacio
tridimensional R? obtenidos por el procedimiento anterior.

Ejemplo 20. El circulo E! se obtiene partiendo del intervalo [0, 1] por iden-
tificacién de los puntos 0 y 1 (fig. 22).

Si identificamos todos los puntos de la tapa de un cilindro obtenemos un
cono (fig.23).

Ejemplo 21. Partiendo del cuadrado I? = [0, 1] x [0, 1], obtenemos dos es-
pacios diferentes por identificaciéon de los puntos de dos lados opuestos (fig.
24).

Las flechas indican cudndo identificamos los lados en igual sentido o en
sentido opuesto. En el caso a) obtenemos la superficie lateral de un cilindro.
En el caso b) obtenemos la famosa banda de Mébius que tiene un tnico borde.

Figura 22



114 ANALISIS MATEMATICO AVANZADO
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Figura 23

@
Cilindro Banda de Mbius

Figura 24

Por identificacién sucesiva de dos pares de lados opuestos de I? (en el
mismo sentido) otenemos un anillo de dimensién 2 (fig. 25).

>

Figura 25

Trataremos ahora de identificar los lados de I? segin el esquema que
aparece en la (fig. 26).
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>

Figura 26

El resultado (la llamada botella de Klein), ya no puede representarse de
manera adecuada en R3. Pero existe un modelo tridimensional que nos sirve
para formarnos una idea, aunque tenga autointersecciones que la botella de
Klein no tiene (fig. 27).

L ="

Figura 27

Una identificacién de puntos tan sencilla como en el ejemplo 21, transforma
una superficie elemental en un espacio relativamente complejo, de forma tal
que nuestros conceptos intuitivos se confunden. Esto nos muestra por qué es
necesario precisar formalmente la nocién de un espacio obtenido por identifi-
cacién de ciertos puntos de un espacio métrico.

Ejemplo 22 (seudométrica definida por una familia numerable de
seudométricas). Sea X un conjunto y (d,) n € N una familia numerable de
seudométricas en X. Entonces las expresiones

y)
eSS Qinmfn{l,dnu,w} (10)
n=1

definen seudométricas acotadas en X.
Si las seudométricas (dy,),,cy constituyen ademds una familia separante, es
decir; para todo par de puntos z # y en X existe n € N tal que d,,(z,y) # 0;
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entonces las seudométricas (39) y (40) son ademds métricas. Estas métricas
juegan un papel importante en la teoria de la convergencia en los espacios
métricos que desarrollaremos en el préximo epigrafe.

Ejemplo 23 (producto numerable de espacios métricos). Sean (X,,,d,,)
(n € N) una sucesién de espacios métricos. La sucesién de seudométricas
Dy (z,y) = dn(xn,yn) (n € N)

donde z = (x,,) y y = (yn) son elementos de X = H Y., es una familia

neN
separante.

Segun el ejemplo 22 la expresién

i) = iix—y) (41)
— 2n xmyn)

define una métrica en el producto cartesiano X.

Otras propiedades de esta métrica seran vistas en los dos epigrafes siguien-
tes,

Pasemos ahora a estudiar las seudométricas comparables a las cuales ya
hemos hecho referencia en el epigrafe 2.3.

Definicion 2.4.2. Dos seudométricas d y d’ sobre un conjunto K se llaman
semejantes, si existen nimeros reales k, k' > 0 tales que

d(z,y) < K'd(z,y) y d(z,y) < kd(z,y) (42)

para todos los z,y € X.

Es facil comprobar que la semejanza es una relacién de equivalencia entre
las seudométricas sobre un conjunto. Una seudométrica semejante a una métri-
ca es una métrica. Segun (31) las tres métricas canénicas sobre un producto
finito de espacios métricos son semejantes. Esto explicard por qué pueden
utilizarse equivalentemente, segin convenga. Por lo mismo, las dos métricas
acotadas d’,d”, can6nicamente asociadas a una métrica d (ejemplo 13), son se-
mejantes. Sin embargo, segiin (42), una métrica no acotada no puede ser seme-
jante a una métrica acotada, luego una métrica no acotada d sobre un conjunto
X no es semejante a la métrica d’ = inf{1,d} ni a la métrica d” = d/(1 + d).

iSon las métricas d (8) y dy (9) sobre C([0,1], R) semejantes?

.Son las métricas d; (9) y d2 (10) semejantes sobre C([0, 1], R)?

Regresemos a nuestro problema inicial o sea a los diferentes conceptos de
convergencia para sucesiones de funciones. La diferencia estructural entre la
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convergencia puntual y los deméas tipos de convergencia los podemos precisar
ahora de la manera siguiente:

tudiar 1 i tual junto de funci X c R4
para estudiar la convergencia puntual en un conjunto de funciones X C
debemos considerar toda una familia de seudométricas (dg)q.c 4 mientras que
la convergencia uniforme, la convergencia en media y la convergencia en media
cuadrada, se definen por una sola métrica, de manera tal que para su estudio,
la nocién de espacio métrico nos sirve como modelo abstracto.

(fn) converge puntualmente a | A # ()
f < [da(fn, f)] converge a 0
para cada a € A o, f:A—=R
(fn) converge uniformemente a | dy(fn, f) := |fu(a) — f(a) (43)
[ [doo(fns )]
converge a 0 doo(fr, f) == sug |fn(a) — f(a)]
ac

La teoria de los espacios métricos se puede desarrollar hasta un punto en
que se puede concebir una teoria axiomaética todavia mas general que engloba
también la convergencia puntual. Puesto que la teoria de los espacios métricos
generaliza directamente los conceptos y métodos utilizados por el Anadlisis
Clasico en su tratamiento de la convergencia y continuidad, el proceso de
aprendizaje en los préximos cuatro epigrafes debe ser més rapido para el lector.
De esta forma, con el contenido de esos epigrafes se persiguen dos objetivos
fundamentales:

Primero Servir como autocontrol al lector para ver si ha entendido la estruc-
tura abstracta de los razonamientos métricos del Anélisis Clésico.

Segundo Familiarizar al lector con conceptos topoldgicos a un nivel inter-
medio como preparacién didactica para un estudio posterior de la
Topologia General.

Ejercicios de Autocontrol

1. Demuestre las proposiciones 1-6 relativas a las operaciones con seu-
dométricas. Utilice la proposicion 5 en el desarrollo del ejemplo 13.

2. Demuestre que las expresiones (39) y (40) del ejemplo 22 son seudométri-
cas.

3. Demuestre que la relacién definida en el ejemplo 19 es de equivalencia
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2.5 SUCESIONES CONVERGENTES EN UN ESPACIO METRI-
CcoO

Recordemos la definicién de una sucesién convergente de niimeros reales, dada
en la asignatura Andlisis Matematico:
Sea (z,,)72 ; una sucesién de elementos de R. Se dice que (x,,) converge al
punto x € R, si para todo € > 0 existe un N € N tal que
|zy, — x| < e paran >N
Sustituyendo en esta definicién el conjunto R por X y la expresion |z, — x|
por d (z,, ), podemos definir la convergencia en un espacio métrico (X, d).

Definicion 2.5.1. Sea (X,d) un espacio métrico y (z,) una sucesién de
elementos de X. Se dice que (z,,) converge a x € X, si para todo € > 0 existe
un N € N tal que

d(z,zy,) < € paran > N. (44)

En este caso al punto z se le denomina [imite de la sucesién (z,,). Se utiliza
también la notacién: (xn)7x o lim(z,) = « (también puede eliminarse el
paréntesis).

Observacion: La métrica d permite reducir el problema de la convergencia
de la sucesién (x,) al punto x en el espacio métrico (X,d) a un problema
de convergencia de numeros reales. En efecto, (xn)Tx <= la sucesién de

nimeros reales (d(x,,x)) converge a 0 en R.

Mediante la distancia d hemos subordinado el concepto abstracto de acer-
camiento entre dos puntos de X al ya conocido de acercamiento entre dos
puntos de R.

El enunciado (a:n)7a: no depende tanto de la métrica particular d como
puede parecer a simple vista. Segin (42) y la definicién 2.5.1, una sucesién
(2,) con (a:n)7a: converge a x con respecto a toda métrica que sea semejante
a d. Pero lo que es aiin mads sorprendente, dos métricas no semejantes como son

las métricas d y cuando, d no es acotada, definen la misma convergencia,

1+d
es decir

(#n)—a & (2a) o (45)

Esto nos muestra que en definitiva, el concepto métrica no parece ser el
concepto primario para la construccién axiomatica de una teoria general de la



ESPACIOS METRICOS 119

convergencia.

Ejemplo 24 (sucesién convergente en un espacio métrico discreto).
En un espacio métrico discreto (vedse ejemplo 9), una sucesién (z,) converge
a un punto x si, y sélo si, todos los términos x, son iguales a x a partir de
cierto nimero N € N. En efecto, tomando € < 1 se tendria, por la definicién
de limite, que existe N € N tal que
d(z,z,) < € <1 para todon > N.
Pero por definicién de la métrica discreta d (z, x,) < 1 implica que x,, = x,
y por lo tanto x,, = x para todo n > N.

Ejemplo 25. Sea X el conjunto C'([0,1],R) y consideremos los espacios
métricos (X,ds) v (X,d1), donde d y di estén definidas en (8) y (9) res-
pectivamente. La sucesion (f,,) de elementos de X, definida por:

2n3x, si 0 < 2 < 1/2n?

fo(@) =< 2n—2n3xsi1/2n? <2 < 1/n?

0,sil/n?<x<1
converge a la funcién constante (0) en el espacio metrico (X,d;) (fig. 28) ya

1
que / |fn (x 0)| dx = — — 0, pero la misma sucesién no converge a (0)
n

deo) puesto que dog (fn, (0)) =n
Sln embargo, no es dificil probar que si f,, f € X, entonces

(fa)g f= () f (46)

/ (x)‘

>

1/2n* 1/n?

==

Figura 28
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En el 2.8 estudiaremos con maés profundidad la relacién entre las métri-
cas sobre un conjunto que tienen la propiedad de definir la misma clase de
sucesiones convergentes.

Hasta el momento hemos visto como el concepto convergenciase define con
respecto a un espacio métrico. En efecto, una sucesién puede ser convergente
como sucesion de puntos de un cierto espacio métrico, y no serlo como sucesién

. . . . . 1
de un cierto subespacio. Por ejemplo, la sucesién de nimeros reales — es

convergente al punto 0 en el espacio métrico [0, 1] con la métrica usual deﬁ?lida
por el médulo, pero no es convergente en el subespacio ]0,1] con la métrica
inducida, ya que de converger seria al punto 0 que no estd en este subespacio.
Denotemos por (A, d4) un subespacio del espacio métrico (X, d). Resulta
util para el lector distinguir cudles de los siguientes enunciados son validos:

a) toda sucesién convergente en (A, d4) es convergente en (X, d);

b) una sucesién de puntos de A es convergente en (A,d4) siy sélo si es
convergente en (X, d)

¢) una sucesién de puntos de A es convergente en (A,d4) siy sélo si con-
verge a un punto de A en (X, d).

En caso de respuesta negativa trate de encontrar un contraejemplo y de-
muestre las afirmaciones que considere verdaderas.

Ejemplo 26 (convergencia definida por una familia de seudométri-
cas). Sea D = {d,},; una familia separante de seudométricas sobre el con-
junto X (véase ejemplo 22). Se dice que la sucesién (z,,) converge al punto z
segun la familia de seudométricas D((mn)? x) si:
(:En)d—> z para toda dy € D.
Si la familia D es numerable, entonces la convergencia segin la familia D
es metrizable en el sentido de que se puede construir una métrica p’, tal que:
(:xn)? T & (xn)7 x.
En efecto, si J =N, bas(ta t<3mar p' como en (39)
, 1 dip(z,y
play) = k§1 2k 1+ di(z,y)’
Probemos que la convergencia segiin p’ implica la convergencia segin D
cuando D es numerable.
Sea € > 0, entonces si (."L‘n)7 x existe N € N tal que

o (z,, 1) < € para todo n > N, (47)
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1 €
donde ¢ = — - .
R e T or T +e€
Pero de la definicién de p’ se tiene
1 di, (xp, )

/
R Thd(ed) < ¢ (xn,x) para todo ky n.

Luego por (47) para cada k fijo

di (xp, ) €
< tod > N. 48
1+ dj (xn, ) 14 paratodon = (48)

Del hecho que la funcién f : [0,00[ — R tal que

Ft) =1

es estrictamente creciente, lo cual puede comprobarse verificando que la deriva-
da f'(t) > 0, y de (48), se deduce que di (x,,, ) < € para todo n > N,y por
lo tanto, (xn)d—> x para todo k.
k
Reciprocamente, supongamos que (azn)d—> x para todo k y fijemos € > 0.
k

Primeramente elijamos kg € N tal que
o0

> 5 <
2k "2
k=ko+1
lo cual es posible por ser convergente la serie
1
>3
k=1
Por otra parte, para cada k € {1,2,...,ko} y por ser (x”)7 x se puede elegir

un numero Ny € N tal que di (z,,x) < % para todo n > Nj.
Luego, para todo N > max {Ny : 1 < k < ko},

ko 00

|y (oma) L)
, S L d(wew) 1 ag(@n, )
P(ﬂfna$)—22k1+dk(a:n,x)+ Z 2k 1+ dy, (zn, ) —

k=1 k=ko+1
€ ko 1 > 1 € €
<52t 2 m<zty=o
k=1 k=ko+1

con lo cual queda probado que (z,)— .
p

Veremos en el proximo ejemplo que en general, la convergencia segin una
familia no numerable de seudométricas no es metrizable.

Ejemplo 27 (convergencia en los espacios producto). Sea
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{(Xa,da)acs} una familia de espacios métricos y sea X = H X, el con-

aeJ
junto producto cartesiano de los X,. Una sucesién en X la denotaremos por

(zn) = ({x%a)} J), donde el supraindice (a)) denota la a—ésima coordenada
ac

del elemento n—ésimo x, € X de la sucesién. No resulta dificil comprobar

que si J es finito (producto finito), es decir, J = {l,2, ..., N} entonces para el
N
espacio métrico X = H X} con cualquiera de las métricas producto do, di o
k=1
doo definidas en (28)-(30), se cumple la propiedad siguiente:
La sucesién (:E&Ll),a:g),...,a:gv)) de elementos de X converge al punto
(x(l), @ ,x(N)) de X segun cualquiera de las métricas producto p;, pg, 0

(k)

Poo, S1 Y sblo si (xy, )d—>x(k) para todo 1 < k < N, donde dj es la métrica en
el espacio coordenado 3( k-

Esto quiere decir que la métrica producto se define para un producto finito
de manera tal que la convergencia de sucesiones sea exactamente la convergen-
cia por coordenadas, como ocurre en los espacios euclidianos R"”, estudiados
en el Andlisis Matematico.

Consideremos ahora el problema de definir una métrica en [[ X, cuando
acJ
J no es un conjunto finito, de manera que siga cumpliéndose la propiedad

anterior. Del resultado expuesto en el ejemplo 26 se deduce que si J es numera-

ble, el conjunto [[ X, puede ser provisto de una métrica d para la cual se
acJ
cumpla

({xﬁf”)}) 4 (a:(k)) =3 (x%k)>7 2®) para todo k € N. (49)
k

En efecto, basta tomar en lugar de la métrica d, la definida por la expresion
(41) en el ejemplo 23.
Puede verse ademads, que si J es un conjunto infinito no numerable, no es

posible encontrar una métrica d sobre []| X, que satisfaga la propiedad de
acJ
convergencia por coordenadas.

Para cerciorarse de ello basta tomar
J=[0,1], X, =R
para todo a y d, la métrica usual definida por el médulo en R para todo «.

En este caso el conjunto [[ X, se identifica con el conjunto RO de todas las
acJ
funciones reales definidas sobre [0, 1] y la convergencia por coordenadas no es

més que la convergencia puntual de funciones de [0,1] en R. Demostraremos
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en 2.14 que no existe ninguna métrica d sobre RI%! para la cual se cumpla
que si f, y f:[0,1] — R, entonces:

fn converge puntualmente a f sobre [0,1] < ( fn)7 I

Hasta el momento hemos hablado de sucesiones convergentes en espacios
métricos sin referirnos a la unicidad del limite cuando este existe. En muchos
problemas del andlisis matemaético, es fundamental el hecho de que cada suce-
sién converge a un solo limite. Como veremos en el préximo teorema, esto
también ocurre en los espacios métricos.

Teorema 2.5.2 (unicidad del limite). Sea (X,d) un espacio métrico y
(5,) una sucesién convergente de puntos de X; entonces el limite de (x,) es
Unico.
Demostracion: En efecto, supongamos contrariamente que existen dos limites
xy y de (x,); entonces, por la desigualdad triangular:
d(z,y) < d(z,x,) + d(zn,y).

Si n tiende a infinito tendriamos que d(z,y) = 0, de donde = = y debido

al axioma (D3) de métrica.l

Definicion 2.5.3. Sea (z,,) una sucesion en el conjunto X. Se dice que la
sucesién (y,) es una subsucesion de la sucesién (x,,) si

Yn = Typ(n)
donde ¢ : N — N es una funcién creciente.

Proposicion 2.5.4 (limite de una subsucesién). Si (z,) es una suce-
sién en (X,d) tal que (z,) 4z, entonces toda subsucesion (7,(,)) de (zn)
serd convergente y

La demostracién se deduce inmediatamente de la definicién de limite.

Ejercicios de Autocontrol

1. Muestre que en un espacio seudométrico (X,d), una sucesién conver-
gente puede tener dos limites diferentes.

2. Demuestre que una seudométrica d sobre X es una métrica si y sélo si
las sucesiones convergentes en (X, d) tienen un limite dinico.

3. Sea d una métrica definida sobre el conjunto X. Demuestre que:

(:L‘n)717 & (a:n)mfn—(l:d)x

4. Demueste la afirmacién (46) del ejemplo 25.
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5. Sea (x,,) una sucesién en el espacio métrico (X, d). Pruebe que si (d,,) es
una sucesion de nimeros reales positivos tal que (§,) — 0y d (zn,a) <
0, entonces (:xn)7 a.

6. Construya una sucesién no convergente en algun espacio métrico que
tenga

a) una subsucesién convergente;

b) infinitas subsucesiones convergentes.

2.6 FUNCIONES CONTINUAS

Consideremos ahora el segundo concepto fundamental del Anélisis, continuidad;
su definicién para espacios métricos y espacios seudométricos es también una
generalizacion directa de la definicion para funciones reales de una variable.
En efecto, recordemos que para f : R — R se dice que f es continua en el
punto a € R, si para todo nimero € > 0 existe un 6 > 0 (donde 6 = J (¢,a))
tal que si « € R satisface la relacién |z — a| < d, entonces |f (z) — f (a)] <e.

Sustituyendo en esta definicién el médulo por métricas d y d' arbitrarias,
obtenemos la definiciéon general de continuidad para funciones entre espacios
meétricos o espacios seudométricos.

Definicion 2.6.1 (funcién continua en un punto). Sean (X,d),(Y,d’)
espacios seudométricos. Una aplicacién f : X — Y se llama continua en el
punto a € X (con respecto a las métricas d y d’ respectivamente), si para todo
numero real € > 0, existe un nimero real 6 > 0(0 = 0 (¢,a)) tal que si z € X
satisface la relacién d (z,a) < 0, entonces d' (f (z), f (a)) < e.

Ejemplo 28. Sean (X, d) un espacio métrico y A C X, A # (. Entonces para
todos z,y € X, z € A se tiene
d(z,z) <d(z,y) +d(y, 2).
Tomando el infimo para todos los z € A y considerando

d(x,A) = irelgd(aj, z) (distancia de z a A),

(50)
d(y, A) = 1’22 d(y, z) (distancia de y a A),

tendremos d(z,A) —d(y,A) < d(z,y), de donde intercambiando z y y se
obtiene |d(z,A) —d(y,A)| < d(z,y) .
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Esto nos muestra que para todo subconjunto no vacio A de un espacio
métrico (X, d), la funciéon f:x ~ d(z, A), de X en R es continua en todo
a€ X.

Intuitivamente esto significa que la distancia d(z, A) aproxima la distancia
d(a,A) si x estd cerca de a.

En efecto, para cualquier € > 0 es suficiente poner 6 = 6 (a,€) = € para
obtener

d'(f(x), f(a)) =] f(z) = f(a) |=| d(z,A) — d(a,A) |[<e€

para todo z € X con d(z,a) < 0.

Ejemplo 29. Sea (X,d) un espacio métrico discreto y (Y, d) un espacio métri-
co arbitrario, entonces toda funcién f : X — Y es continua.

En efecto, para cualquier € > 0 basta tomar § < 1 ya que d(z,a) < 6 < 1
implica necesariamente x = a, y por lo tanto, es obvio que

d'(f (x), f (a)) = d(f (a), f (a)) = 0.

Ejemplo 30. Consideremos el espacio C ([0, 1],R) provisto de la métrica d
y sea f € C([0,1],R) una funcién fija no idénticamente nula. Entonces la
aplicacion
F:C(0,1],R) — R
1

g~ [ F@)g@ s
0
es continua en todo g € C' ([0,1],R).
En efecto para todas las funciones g y h se tiene

F(g) - F (h)] = ))de /|f ) dz deo(g, h),

y por tanto, dado € > 0 basta tomar § = €/ |f (x)| dx para cerciorarse de

0
que si deo(g, h) < § entonces |F(g) — F (h)| < €, con lo cual queda probada la
continuidad de F en g.

Ejemplo 31 (continuidad de la sobreyeccién canénica). Sea X un con-
junto, (Y,d) un espacio métrico y f : X — Y una funcién para la cual
consideraremos su descomposicién candnica

X % X/Ry
NoLS
Y

f

donde f = f o ¢ (ver capitulo 1).
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Si sobre X y X/R; ponemos respectivamente la seudométrica y la métrica
definidas en el ejemplo 19, entonces tanto ¢ como f son continuas en cada
punto de sus dominios

Ejemplo 32 (aplicacién no continua). La aplicacién identidad de R?
i:R2 . R?
(zy)~(z,y)
no es continua si en el espacio de partida se pone la métrica euclideana ds y
en el de llegada la métrica del bosque d (ver ejercicio 3 de autocontrol de 2.2).
En efecto, si b # 0, entonces i no puede ser continua en (a,b) ya que tomando

b
€= u no existe ningtin 0 > 0 tal que si da((x,y), (a,b)) < J se tenga que

d((z,y), (a,b)) < e (fig. 29).

y A y A
{(x, ) :d,((x, y),(a,b)) O} {06, ) 2d((x, ), (a,0)) OO
% -
/ ool p----
> >
X X
Figura 29

Veamos ahora una caracterizaciéon importante de la continuidad mediante
la convergencia de sucesiones, lo cual nos destaca atin mas la importancia del
concepto limite.

Teorema 2.6.2 (caracterizacién de la continuidad mediante la con-
vergencia de sucesiones). Sean (X, d) y (Y, d) espacios métricos. Una fun-
cién f: X — Y es continua en el punto a € X si y sélo si para toda sucesién
(a:n)7 a se tiene que
(f @)= £ (a).
Demostracion: Probemos primeramente que esta condicién es necesaria. Sea
(:1:11)7> a, probemos que (f (a:n)7 f(a)).
Dado € > 0, por la continuidad de f en a, existe 6 > 0 tal que d(z,a) <
d=4d (f(x),f(a)) < e Pero como (:En)7a, existe N € N tal que si n > N,
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d(zp,a) <& y por tanto, paratodon > N d (f (z,), f(a)) <e¢, de donde

por la arbitrariedad de € > 0, se deduce que f (wn)7 f(a). M

Demostraremos la suficiencia de esta condicién por el contrareciproco, es
decir, supongamos que f no es continua en el punto a, y hallemos una sucesién
(xn)Ta tal que f (fl?n)zl? f(a). En efecto, si f no es continua en el punto a,
existe un € > 0 tal que para todo n € N se puede encontrar un elemento z,,
con d (zn,a) < + y al mismo tiempo d (f (zn), f (a)) > €. Evidentemente, la
sucesion (x,,) asi construida satisface los requerimentos exigidos (compruébelo)
con lo cual se concluye la demostracion.ll

Si se utiliza esta caracterizacion se obtiene la proposicién siguiente:

Proposicion 2.6.3 (continuidad de las aplicaciones proyeccién). Sean
oo

{(Xn,dn)},;2 | una familia numerable de espacios métricos y H X, el espacio

n=1
métrico producto con la métrica definida por (41) en el ejemplo 23. Entonces

las aplicaciones proyeccién

00
7Tk5HXn—>Xk:,

n=1
9

son continuas en todo punto de H X,.

Demostracion: En efecto, segfﬁa lllOS muestra el ejemplo 27, para la métrica
d del espacio producto se tiene que:
({xﬁ}zozl)7{xk}z°:1 & (mp{ak)) = (a:fj)d—w(k) para todo k € N, de donde
se deduce inmediatamente, al aplicar el teorema 2.6.2 que m; es continua. ll
Veamos varias proposiciones y ejemplos que nos exponen algunas propieda-

des elementales de la continuidad puntual.

Ejemplo 33 (continuidad de la suma y el producto por un escalar en
R). Las aplicaciones: suma

S:R"x R"— R"

51
(z,y) ~ z +y, (51
y producto por un escalar
P:RxR"— R"
2
(A, x) ~ Az (52)
donde z = (x1,...,2), ¥y = (y1,...,Yn) son vectores, son continuas en cada

punto de su dominio.
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Notemos primeramente que al hacer esta afirmacién en R™, R"™ x R™ y

R x R", implicitamente estamos sobreentendiendo que la propiedad de una
funcién de ser continua, no varia al ser cambiada. la métrica en los espacios de
partida y de llegada por métricas semejantes. Esto efectivamente es asi (vea
ejercicio 4 de autocontrol). No es dificil demostrar que si dy es la métrica
euclideana en R"”, entonces

Do((z1,91), (22, 92)) = d2((z1, 22) + d2(y1, y2)
es una métrica equivalente a la métrica euclideana en R™ x R® = R?". Si
(a,b) € R™ x R™, entonces

do(z +y, a+0b) < da(z,a) + da(y,b) = Da((x,y), (a,b)),
y por tanto, dado € > 0 basta tomar 6 = ¢ de manera que si Do((z,y), (a,b)) <
J, se tendré da(z +y,a + b) < ¢, con lo cual queda probada la continuidad de
la suma. La demostraciéon de la continuidad del producto se deja de ejercicio
al lector.

Teorema 2.6.4 (continuidad de la funcién compuesta). Sean (X,d),
(Y,d') y (Z,d") espacios seudométricos, y las funciones f : X — Y y g :
Y — Z, tales que f es continua en el punto a € X y g es continua en el
punto b= f(a) €Y.

Entonces go f : X — Z es continua en el punto a € X.
Demostracion: En efecto, dado € > 0, por la continuidad de g en el punto
b € Y, se puede encontrar un nimero n > 0 tal que si d’(y,b) < 7 entonces
d"(g(y),g(b)) < e. Ademas, por la continuidad de f en el punto a € X, pode-
mos hallar un § > 0 tal que si d(z,a) < § se tenga d' (f (z),b) < n, y por
tanto, d”(g (f (x)),g (b)) =d"(gof (x),gof (a)) < ¢, con lo cual queda proba-
da la continuidad de g o f en el punto a. B

Consideremos una familia {X,},c; de conjuntos y una funcién f: X —

H X,. La funcién f queda univocamente determinada por sus funciones coor-

aecl
denadas f, : o 0 f, donde

Jo: X — X, (53)
por lo cual podemos utilizar la notacién f = (fa)aer -

Teorema 2.6.5 (continuidad de una funcién con imagen en un espa-
cio producto). Sean (X,d) y {(X,,d,)} -, una familia numerable de espa-

n=1

o
cios métricos y consideremos el espacio producto H X,, provisto de la métrica

n=1
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(o)
producto (vea expresién (41) del ejemplo 23). Entonces f : X — H X, es

n=1
continua en el punto ¢ € X su y solo si todas las funciones coordenadas

o f = fn: X — X, son continuas en a € X.

Demostracion: Utilizando la caracterizacion de la continuidad mediante la
convergencia de sucesiones (teorema 2.6.2), tendremos que f es continua en el
punto a € X siy sélo si para toda sucesién (x,) en X:

(@n)— a = (f (zn)— f (a)) (54)
donde por d’ hemos denotado la métrica producto en H X,,. Pero recordemos
n=1

que, por la equivalencia (49) del ejemplo 27 se tiene:

para todo k € N*, ya que (f (xn)) = ({fx(zn)}rey) v de (54) y (55) se
deduce el resultado deseado. B

Corolario 1 (continuidad de las aplicaciones proyeccion). Sea {(X,,
dy)}0°; una familia numerable de espacios métricos; entonces para todo k =
1,2,..., las aplicaciones proyeccion
o0
Tk - H Xn — Xk
n=1

son continuas en todo elemento =z = {x(”)} del espacio métrico producto
o0
[T Xx.
n=1

Para la demostracién basta tomar en el teorema 2.6.5, el espacio X =
o0
[] X, v la funcién f =i (funcién identidad).

n=1

Corolario 2 (suma y producto de aplicaciones continuas). Sean (X, d)
un espacio seudométrico y las funciones f : X — R", g : X — R" y
h: X — R, continuas en el punto a € X; entonces las funciones

X — R™
i I @@
X —  R”
son también continuas en el punto a € X.

Demostracion: En efecto, si consideramos las aplicaciones producto:



130 ANALISIS MATEMATICO AVANZADO

'z — RVxR"
(£9):2 e

(hyf):xz —  R"xR"
z~h(z),f(z)
no es dificil comprobar que:

f+g=80(fg), hf=Po(hg)

donde S y P son las aplicaciones de suma y producto por un escalar en R",
definidas en (51) y (52).

Aplicando el resultado del ejemplo 33 y los teoremas 2.6.4 y 2.6.5 se con-
cluye la demostracion. B

Hasta ahora nos hemos referido a la continuidad de una funcién en un
punto, y sin embago, nos hemos encontrado con funciones que son continuas
en todos los puntos de su dominio.

Definicion 2.6.6. Una funcién f : (X,d) — (Y,d'), donde (X,d) y (Y,d')
son espacios seudométricos, se llama globalmente continua (o sencillamente,
continua) si es continua en todo punto a € X.

Notemos que por ejemplo, el teorema 2.6.4 puede enunciarse para funciones
globalmente continuas diciendo que la compuesta de dos funciones continuas
es también una funcién continua.

Proposicion 2.6.7 (funcién continua restringida a un subespacio).
Sean (X,d) y (Y, d/) espacios seudométricos y A un subconjunto no vacio de
X.Si f: X — Y es continua, entonces la restriccién

fa:A—Y,
donde f4 (z) := f (x) para todo x € A, es también continua si sobre A se pone
la métrica d4 inducida en A por la métrica d.
Demostracién: Se deduce del teorema 2.6.4 si observamos que f4 = foig,
pues la inyeccién candnica %4 : Ax:’mX es continua. W

Observacion: Hemos visto en el corolario 1 del teorema 2.5.6, que las apli-
caciones proyeccién definidas sobre un espacio métrico producto con una can-
tidad numerable de coordenadas, son continuas.
o
Se puede ademds demostrar, que la métrica producto d sobre [] X, es

n=1
la mas gruesa de todas las posibles métricas a definir en el espacio producto

para la cual todas las aplicaciones 7, son continuas.
La expresion: métrica mds gruesa, significa que si para cualquier otra métri-
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o0

ca d' sobre [[ X, se cumple que todas las proyecciones 7, son continuas,
n=1
entonces la identidad

i (ﬁ Xn,d’> - (ﬁ Xn,d> (56)
n=1 n=1

es continua.
No es dificil comprobar que la métrica producto satisface la siguiente

propiedad universal:
(o]

Si d’ es una métrica en [] X, para la cual se cumple la equivalencia del
n=1
teorema 2.6.5 con cualquier funcién f y cualquier espacio de partida (X, d),
entonces la aplicacién ¢ de (56) es continua.
Dicho en otras palabras, la métrica producto es la més gruesa para la cual

se cumple el enunciado del teorema 2.6.5.

Ejemplo 34. Sea X un conjunto no vacio, (Y, d) un espacio métrico y
fn: X —Y n=12 ...
una sucesién separante de funciones de X en Y, es decir, para todo par de
elementos diferentes x y y en X, se puede hallar una funcién f, tal que f,, (x) #
fn(y). No es dificil comprobar que en este caso las aplicaciones
dp : X xX —R,,n=12,...
definidas por
dn(z,y) = d(fn (z), [n(y), n=1,2,...
constituyen una sucesién separante de seudométricas en X (vea ejemplo 22),

y por lo tanto,
o

1 d(fu(z), fa(y))
P\, Y) = on
@9 =2 T at, @) o)
es una métrica en X para la cual se cumple (vea ejemplo 26):

() p e (z) ;—k> para todo k € N*. (57)

De esta equivalencia se deduce que la métrica p es la mds gruesa de todas
las métricas sobre X para la cual se cumple la propiedad siguiente:
Todas las funciones f, : X — Y son continuas.
Aqui la expresién métrica mds gruesa significa que si p’ es otra métrica
sobre X tal que todas las aplicaciones
fn: (X, p') — (Y,d) son continuas, entonces la identidad

i (X,p") — (X,p) (58)
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es continua.

Probemos primeramente que las aplicaciones f, : (X,p) — (Y,d) son
continuas. En efecto, por el teorema 2.6.2 de caracterizacion de la continuidad
mediante la convergencia de sucesiones, la implicacién hacia la derecha en (57)
nos indica la continuidad de f, ya que:

(20) 5 d (i (2n), fi () no0—0

Supongamos ahora que fi : (X,p') — (Y,d) es continua para todo k =
1,2,... Por el teorema 2.6.2 esto significa que:

0 (@) — 0= d (fi (20) , fi () — 0
para todo k =1,2,...

Pero por (57)
d(fx (zn), fr (x)) — 0 para todo k = 1,2,...

<P (xn7 .’L') - 07
y por tanto, hemos probado que
§ (20, 2) — 0 = p (0, x) — 0. (59)

Finalmente notemos que aplicando de nuevo el teorema 2.6.2, la impli-
cacién (59) nos dice que la aplicacién identidad (58) es continua, lo cual queria-
mos probar.

Ejercicios de Autocontrol

1. Demuestre que si sobre todo el espacio C ([0, 1], R) se pone la métrica d;
definida en (9) y f : [0,1] — R es una funcién no idénticamente nula,
entonces la aplicacién

F:C(0,1],R) — R

definida por
1
Flo) = [ o)1 @) e
es continua.

2. Demuestre la afirmacién del ejemplo 31.

3. Demuestre que toda aplicacién constante (a) : (X,d) — (Y, d’) donde
a € Y, es siempre continua independientemente de la eleccién de las
métricas d y d'.
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4.

10.

Pruebe quesi f : (X,d) — (Y, p) es continua, y las metricas d’' y p’ sobre
X y Y son semejantes a d y p respectivamente, entonces f : (X,d) —
(Y, p') sigue siendo continua.

Demuestre que la aplicaciéon P de producto por un escalar en R™ (ver
(52) del ejemplo 33) es continua.

Analice la continuidad de las aplicaciones suma y producto en R? pro-
visto de la métrica del bosque d (ver ejercicio 3 de autocontrol de 2.2),
es decir,

S:R2 x R?2 — R2

P:Rx R2 — R?

cuando a R? se provee de la metrica d y en R se considera la metrica
usual definida por el médulo.

Demuestre que si f : (X,d) — (Y, p) es continua, entonces f : X —
f[X] sigue siendo continua cuando sobre la imagen f[X] se pone la
métrica inducida por p.

Demuestre la afirmacién de la observacién que aparece despues de la
proposicién 2.6.7.

Sea (X,d) un espacio métrico y C (X,R) el conjunto de las funciones
reales continuas de X en R. Pruebe que C' (X, R) es un algebra real que
cumple:

feCX,R)=|fle C(X,R), f,g € C(X,R) = mix(f,g), min(f,g) €
C (X, R).

Indicacidén: Utilice el teorema sobre la compuesta de funciones continuas
y el hecho que

(f+ag+1f -4,
(f+9—1f—4gl)

Sean f y g dos funciones reales continuas definidas sobre el espacio metri-
co (X,d) si g no se anula sobre X, demuestre que el cociente
L.(X,d) —R

f(=)
g(x)

es una aplicacién continua.

méx(f,g) =
min(f, g) =

N[
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2.7 BOLAS. DIAMETRO. DISTANCIA ENTRE CONJUNTOS

Tanto en la definicién de convergencia de sucesiones como en la de continuidad
puntual, hemos utilizado implicitamente ciertos conjuntos que permiten sim-
plificar las expresiones analiticas de dichos conceptos, sustituyéndolas por ex-
presiones de caracter mas conjuntista.
Por ejemplo, la expresion
d(zy,x) < e paran > N,
es equivalente a
Zn € B(x,€) paran > N,
donde
B(z,e) :={y € X : d(x,y) < €}.
Los conjuntos B(z, p)(z € X,0 < p < 00) juegan un papel muy importante
en la teoria de los espacios métricos. Por su forma, en el caso del espacio
euclideano R? se acostumbra a llamarlos bolas.

Definicion 2.7.1. Sea (X, d) un espacio sudométrico; a € X, 0 < p < oo.
Entonces
B(a,p) :={x € X : d(a,z) < p} (60)

se llama bola abierta de centro a y radio p

B'(a,p) :={r € X :d(a,z) < p}, (61)

se llama bola cerrada de centro a y radio p

E(a,p) = {z € X : d(a,z) = p} = B'(a, p)\B(a, p). (62)

se llama esfera de centro a y radio p .

En ocasiones se utiliza la notacién Bgy(a, p), By(a,p) y Eq4(a, p) cuando se
requiere hacer referencia explicita a la métrica d.

Utilizando esta definicion podemos volver a escribir las definiciones de
convergencia y continuidad puntual de la forma siguiente:

La sucesion (z,,) converge al punto z en el espacio métrico (X, d), siy sélo
si para todo € > 0 existe N € N tal que

xn € B(x,€) para todon > N. (63)

La funcién f : (X,d) — (Y,d') es continua en el punto a € X si para
todo € > 0 existe p > 0 tal que
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f1Ba(a,8)] C By (f (a)€) (64)

Por transicién a la imagen reciproca obtenemos la expresién equivalente
(fig. 30):

La funcién f : (X,d) — (Y,d') es continua en el punto a € X si para todo
e > 0 la imagen reciproca de la bola By (f (a),€) por f, contiene a alguna
bola de centro a y cierto radio d en (X, d):

fHBa (f (a) . €)] D By (a,0)

| .
] ——
7 L

B(a,0) )

N\
§<_D

N

Figura 30

En el espacio euclideano R? las bolas son discos y las esferas son circulos.
Notemos que las bolas en un espacio seudométrico cualquiera, no tienen
en general las propiedades geométricas de las bolas euclideanas.

Ejemplo 35 (bolas en R" con respecto a diversas métricas).

1) Las bolas en R", definidas por la métrica euclideana

k=1
tienen la forma de una bola (fig. 31a)

n 1/2
ds (a,z) = (Z (xr — ak)2>

2) Las bolas en R", definidas por la métrica

doo (a,z) = sup{|zr —ag| : k=1,2,...,n}
tienen la forma de un cubo regular (fig. 31b)
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3) Las bolas en R™, definidas por la métrica

n

dy (a,x) = Z |z; — a

1=1

tienen la forma de un rombo (fig. 31c)

.
.

B)(a,0)
b) ©)

Figura 31

Segin (31) tenemos doo(z,y) < da(z,y) < ndoo(z,y), luego:

Bdoo (a, l/n) C Bd1 (a, 1) C de (a, 1) C Bdoo (a, 1) (Fig,32) (65)

. Qué métricas sobre R?, definen bolas de forma eliptica?

Ejemplo 36 (bolas de un espacio métrico discreto). Sea (X, d) es un es-
pacio discreto (ejemplo 1.2.3). Entonces tenemos para todo a € X :

B(a, p) :B/(a7p) =X yE(a7p) =¢sip>1
B(a,p) = B'(a,p) ={a} y E(a,p) = ¢si0<p<1

B(a,p) = {a} B'(a,p) = X, E(a,p) = X\{a} sip=1
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B'd: (as])
B‘al2 ((1,1)
a 1
B'd1 (a91)
B', (a1/2)
Figura 32

Ejemplo 37 (Bolas en un subespacio). Sea (X,d) un espacio métrico y
A C X; entonces las bolas Ba(a,p) de centro a € Ay de radio p > 0 en el
subespacio métrico (A,d4), son precisamente las intersecciones de las bolas
del mismo centro y mismo radio en (X,d) con A :

By(a,p) = AN B(a,p) (fig. 33).

— B ,(a, )

\@‘z

Figura 33

Ejemplo 38 (bolas en la métrica de la convergencia uniforme en
C(]0,1],R)). Consideremos la métrica
doo(f, g) = sup{[f (z) — g (x)] : & € [0,1]} sobre C([0, 1], R).
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No es dificil ver que si f € C ([0, 1],R) entonces la bola By (f,€) esté for-
mada por todas las funciones continuas cuyos grafos pasan por una franja
simétrica a ambos lados del grafo de f y de ancho 2€ (fig. 34).

VA
G,
g
1) .
|
|
|
|
! I
| 1 >
o ¥ 1 X
Figura 34

Ejemplo 39 (bolas en la métrica de la convergencia en media sobre
C([0,1], R)). Sea de nuevo el conjunto C ([0,1],R), ahora provisto de la
métrica

1
d1<f,g>=/0 f (@) — g ()] de

Contrario al caso anterior (ejemplo 38), en este caso no es posible repre-
sentar geométricamente la region barrida por los grafos de las funciones de
una bola By, (f,€). En efecto, si tomamos f = (0), en la bola By, ((0),€) se
pueden encontrar funciones que alcancen valores arbitrariamente grandes en
un punto dado x, como nos muestra la figura 28. Puede demostrarse ademas,
que para cualquier € > Ose puede hallar una funcién en By, ((0),€) que toma
valores arbitrariamente grandes.

Definicion 2.7.2. Sean (X,d) un espacio seudométrico y A C X. Entonces

d(A) :=sup {d(m,y) D(x,y) € A2} (66)

se llama didmetro de A.

A se dice acotado, si su didmetro es finito.

Si f es una aplicacién de un conjunto E en (X,d) y B C E, entonces el
didmetro de f [B] C X se llama oscilacion de f sobre B. La funcién f se llama
acotada, si f[E] C X es acotado (fig. 35)
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fzggz%p

P

v
(o d)

Figura 35

Observacion: No necesariamente existen z,y € A tales que §(A) = d(x,y).

El concepto conjunto acotado, no depende tanto de la métrica particular
d como puede aparecer a primera vista. Segin (42) y la definicién 2.7.2, un
subconjunto acotado de (X, d) es acotado con respecto a toda seudométrica
d’ semejante a d

Ejemplo 40. En R" el didmetro de una recta o de una semirrecta es infinito.

Ejemplo 41. En R con su métrica usual, el didmetro de un intervalo acotado
(abierto o cerrado), es igual a la diferencia de sus extremos

A=la,b[=|b—a|>d(A) >supd(b—1/n,a+1/n) =

sup
neN*

b—a—1/2n|=1|b— a

Ejemplo 42. En los espacios euclideanos R™ el didmetro de una bola (abierta
o cerrada) de radio p, es igual a 2p. Esto no se cumple en todos los espacios
métricos; por ejemplo, en un esapcio métrico discreto, toda bola B (a, 1) tiene
didmetro 0, mientras que B’ (a,1) tiene didmetro 1.

. Es necesariamente finita la oscilacion de una funcién continua f : R — R
sobre un subconjunto acotado A C R?

Para estimar en algunos casos el didmetro de unién de dos conjuntos dis-
juntos A y B, hay que conocer la distancia entre ellos (fig. 36).
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(40 B)

Figura 36

Definicion 2.7.3 (distancia entre conjuntos). Sea (X, d) un espacio mé-
trico y A, B C X. Entonces

d(A,B) = inf{d(z,y) : x € A,y € B} (67)

se llama distancia entre los conjuntos A y B.

Siz € X,d(z,B) :=d({z},B) = inf{d(x,y) : y € B} se llama distancia
entre el punto x y el conjunto B.

La aplicacién (A, B) — d (A, B) no es ni una métrica ni una seudométrica
sobre P (z) porque no cumple la desigualdad triangular:

Si A, C son dos conjuntos de distancia d (A,C) > 0 y si tomamos por B
un conjunto cualquiera que tiene una interseccién no vacfa con A y con C,

entonces d (A, B) =0, d(B,C) = 0; por tanto, d (4,C) £ d(A,B) +d (B,C).

Ejemplo 43. Sean A y B dos conjuntos no vacios de un espacio métrico
(X,d). Siempre que AN B # ¢ se tendrd que d (A, B) = 0. Sin embargo, la
relacién d (A, B) = 0 entre A y B no implica, inversamente, que estos conjuntos
tienen un punto comin, como ocurre en los casos siguientes:

1) A:i={z eR?:dy(x,0) <1}
B:={zeR?:dy(z,2) <1}
d(A,B)=0 (fig. 37).
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|
4 B
v >
% 1 2 x
@ /
d(4,B) 00
Figura 37
2) A:={(z,1/z) : 2 >0} (rama de la hipérbola)
B :={(z,0): x € R} (eje OX)
d(A,B)=0 (fig. 38)
yA

{(x,0)|x 00} 04

>
X

C B Oejex

Figura 38

d(4,B) 00
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;, Qué diferencia fundamental existe entre los ejemplos 1 y 2 representados
en las figuras 37 y 38

Ejemplo 44. La distancia entre un punto x y una recta G en el espacio
euclideano R? es igual a la distancia de x a su proyeccién ortogonal sobre (fig.
39). Veremos mas adelante una generalizacién de este enunciado para todas
las variedades lineales

v A

v

Figura 39

de R™, y en general, de ciertos espacios vectoriales provistos de métricas aso-
ciadas a un producto escalar (espacios prehilbertianos vea capitulo 6).

Proposicion 2.7.4. Sea (X, d) un espacio métrico, A y B subconjuntos no
vacio de X; entonces existen sucesiones (ay,) y (b,) de a y B respectivamente,
tales que d (A, B) =lim (d (an,by)) .

La demostracién se deduce inmediatamente de (67) y de la definicién de
infimo.

Ejemplo 45. Sean X =R? | {0}, A= {(z,0): 0 <z <1}, B{(0,2)-0 <z <
1}. Es claro que d (A, B) = 0.

Si tomamos (an) = ((£,0)) y (bn) = ((0, 1)), entonces lim (ds (an, by)) =
d (A, B) = 0, pero las sucesiones (ay) y (b,) no convergen ni en A ni en B
respectivamente y tampoco en X.
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Ejercicios de Autocontrol

1. Describa las bolas en la métrica del bosque (ver ejercicio 3 del 2.2).

2. Demuestre que en (63) y (64) se obtienen proposiciones equivalentes si
se sustituyen las bolas abiertas por cerradas.

3. Pruebe que la unién de una familia arbitraria de bolas abiertas de un
mismo centro a si no es todo el espacio métrico es una bola abierta.
Andlogamente, la interseccién de una familia cualquiera de bolas cerra-
das del mismo centro a es una bola cerrada o bién el conjunto unitario
{a}. (Pueden intercambiarse abierto y cerrado en estas dos proposi-
ciones?

4. Pruebe que en C([0,1],R) con la métrica d;, para todo € > 0 en la
bola By, (<0 >,¢) pueden hallarse funciones que toman valores arbi-
trariamente grandes en una cantidad numerable de puntos del intervalo
[0,1].

5. Sea (X,d) un espacio métrico. Demuestre que:

i) Si A es acotado, entonces A C B’ (a,d (A)) para todo a € A.

il) A C X acotado = A estd contenido en una bola.

)
)
iii) La unién de dos conjuntos acotados es un conjunto acotado.
iv) ANB# 0= 0(AUB) <d§(A)+0(B). Si Ay B son no vacios,
entonces § (AUB) <§(A)+d(B)+d(A,B).

2.8 VECINDADES Y ABIERTOS

Hasta ahora hemos estudiado el importante papel que juegan ciertos conjuntos
llamados bolas en la definicién de los conceptos de convergencia y continuidad
en los espacios métricos. En ambos casos, las bolas pueden ser sustituidas
por otros conjuntos mas generales siempre que estos contengan determinadas
bolas.

De esta forma llegamos a la definiciéon de vecindad.

Definicion 2.8.1. Sean (X, d) un espacio seudométrico y a € X. Se dice que
V C X es una vecindad de a o que a es un punto interior de V, si existe § > 0
tal que B (a,d) C V (fig. 40).
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B(a,0)

Figura 40

La coleccién de todas las vecindades de a en X se denota por V (a). Se
dice que V es vecindad del subconjunto A de X si V' € V (a) para todo a € A.
La coleccién de todas las vecindades del subconjunto A se denota por V(A).

Ejemplo 46 (vecindades en un espacio métrico discreto). En un espa-
cio métrico discreto (X,d), cada subconjunto V' que contiene un punto dado
a € X como elemento, es una vecindad de este punto. En particular, el con-
junto unitario {a} es vecindad de a.

Ejemplo 47. Toda bola abierta B(x,p) en un espacio métrico (X,d), es
vecindad de cada uno de sus elementos. En efecto, si a € B(z,p), entonces
tenemos d (a,x) < py V := B(z, p) contiene a B(a,d) con d := p—d (z,a) >0
segin la desigualdad triangular (fig. 41).

Bl{a, )

Figura 41
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Para X = R? esto coincide con nuestra intuicién: una bola abierta en R?
contiene a todos sus elementos como puntos interiores. En cambio, una bola
cerrada B'(z, p) no es vecindad de sus puntos frontera a € E(z, p) o sea, estos
puntos no son interiores a B'(z, p).

Existen bolas cerradas en ciertos espacio métricos desiguales a R™ que son
vecindades de cada uno de sus elementos.

El lector verificara facilmente las siguientes propiedades elementales de las
vecindades en un espacio métrico:

(V) VeV(a)=acV

(V2) VeV(@AV' DV =V"eV/ ()
(68)
(V3) V,V'eV(a)=VNV' eV (a)

(Vi) a,be X a#:b=3TVeV(), WeVOh): VAW =4

Por medio del nuevo concepto podemos simplificar la definicién de una
funcién continua. Puesto que toda vecindad de f (a) en Y contiene a una bola
de centro f (a) podemos precisar:

f: X —Y escontinuaena e X < (69)
f1[V] € V (a) para todo V € V (f (a));

osea f: X — Yes continua en a € X < Para todo
VeV(f(a)) existe U € V(a) con f[U]CV

Como el lector podra notar, estas caracterizaciones ya no se refieren ez-
plicitamente a la distancia sobre X. Nos preguntamos si podemos también
caracterizar la convergencia mediante vecindades. En efecto, esto es casi tri-
vial.

Puesto que toda vecindad de x en (X,d) contiene a una bola B (x,¢€) e
inversamente toda bola B (z,€) es una vecindad de z, tenemos para todas las
sucesiones (z,) en (X, d) :

(70)

xn, — = < Para toda vecindad V € V (z),

existe N € N tal que {z, :n > N} C V; (71)
xn, — = < Para toda vecindad V € V (z),
el conjunto {n € N: z, ¢ V} es finito. (72)

Resulta interesante que esta propiedad de V € V (a) de contener a casi
todos los términos de cada sucesion que converge al punto a, es caracteristica
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para las vecindades de a. (Para comprender el sentido de esta caracterizacién
vea el ejercicio 1 de autocontrol.)

Para caracterizar la continuidad global de una funcion, el concepto wvecin-
dad no es suficiente, porque no se refiere a un punto particular.

Para un subconjunto A de un espacio métrico (X,d) el conjunto de los
puntos interiores de A, es decir, {a € A: A € V (a)}, se denota por A y se
llama interior de A.

Ya sabemos que toda bola abierta es vecindad de cada uno de sus puntos,
luego, es igual su interior. La coleccién de todos los subconjuntos de (X, d)
con esta propiedad, juega un papel fundamental en la Topologia General.

Definicion 2.8.2. Sea (X,d) un espacio seudométrico. A C X se llama abier-

o
to, si A es vecindad de cada uno de sus puntos, o sea si A =A . A la familia
de todos los subconjuntos abiertos en (X, d) la denotaremos por 6.

Ejemplo 48 (abiertos en un espacio métrico discreto). En un espacio
métrico discreto todo subconjunto es abierto.

Ejemplo 49. Toda bola abierta en un espacio métrico es un abierto lo cual
se deduce del ejemplo 46.

Ejemplo 50. En R" todo producto de n intervalos abiertos
A :]al, b1[><..., x]an, bn[, a;,b; € R
es abierto. En particular, el conjunto (R4)™ de los vectores estrictamente posi-
tivos es abierto.
Todo complemento de un conjunto finito en R™ es abierto. ;Se cumple lo
mismo para el complemento de conjuntos numerables en R™?

Ejemplo 51. Sea A C R™ abierto; entonces las sucesiones de [2( N) cuyas n
primeras coordenadas son recta de A, forman un subconnjunto abierto de I%(
N). El conjunto P de todas las sucesiones en [?( N) con términos estrictamente
positivos no es abierto en I?(N).

Por qué el subconjunto

A :H] —1/k,1/k[C I*(N) no es abierto en [*(N)?
k=1

Ejemplo 52. Consideremos el espacio seudométrico ( R[_Ll],doo) de todas
las funciones reales y acotadas definidas sobre [—1, 1]; provisto de la distancia
de la convergencia uniforme. Sea I un intervalo abierto en R; entonces el
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subconjunto A de todas las funciones f : [—1,1] — R con valores en I, en
general, no es abierto en (R51 d ).

Por ejemplo, si
0 siz=-16x=1

]:]—1,1[yfo(l‘)::{ r si-l<zx<l1

entonces no existe una € banda de la grafica de fy que esté totalmente incluida
en el drea [—1,1]x] — 1, 1[. Luego fy no es un punto interior de A, es decir, A
no es abierto. La funcién fp no es discontinua por casualidad (fig. 42).

R |
r 7/
: E Obanda // /'I
“y s
| y |
| / 7 fo
i 7/ / 1
v / / 1
i yd !
| 7 7 |
7/ 7/
1, 7 |
4 // |
| A |
)
Figura 42

Si nos limitamos al espacio métrico X = (C([—1,1], R),dx) de todas las
funciones reales continuas sobre [—1, 1], el lector verificard que el subconjunto
ANX ={feC(-1,1,R) ;| f(z) |< 1 para z € [-1,1]}
es abierto en este espacio.
Realmente el concepto abierto es tan fundamental como el concepto vecin-
dad, ya que las vecindades pueden caracterizarse a partir de los abiertos de la
manera siguiente:

V C X es vecindad de z € X <= Existe un abierto A C X conxz € A CV
(la demostracién se deja al lector).

Teorema 2.8.3 (propiedades fundamentales de los abiertos). Sea
(X, d) un espacio seudométrico. Entonces se cumple:
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(A1) ¢, X son subconjuntos abiertos de (X, d);

(A2) si Ay, Ag, ..., Ay, es una familia finita de conjuntos
abiertos en (X, d),entonces A; N Ag,...,NA, es abierto;
(A3) si (Ai)ier es una familia arbitraria de conjuntos

abiertos, entonces ;£;A4; es abierto.
Demostracion:
(A1) se deduce de la definicién 2.8.2;
(A2) segun la propiedad (68 iii) de las vecindades.

(A3) ;21A; es vecindad de todo x € A;(i € I), porque ;,¢;A4; D A; € V(z) (por
la propiedad ii de las vecindades).H

Ejemplo 53. La interseccién de una familia infinita de abiertos, en general
no es un conjunto abierto.
En efecto, consideremos en R, los conjuntos

I,=]0,1+1[,neN
Estos conjuntos son abiertos ya que
L=B((+1).5(1+1)
donde la bola se considera con respecto a la métrica usual (mdédulo).

o

Pero A =,0, I, = ]0,1] no es abierto ya que el punto 1 € A pero 1 ¢ A.
Esto ultimo se debe al hecho de que no hay ninguna bola B (1,¢) = |1 —€,1 + €]
completamente contenida en A.

Todo subconjunto de un espacio métrico que puede ser expresado como
interseccién de una familia numerable de conjuntos abiertos se llama un Gg
conjunto o conjunto de tipo Gs.

El siguiente teorema da una caracterizacién completa de los subconjuntos
abiertos.

Teorema 2.8.4 (caracterizacion de los abiertos). Sea (X, d) un espacio
métrico, A C X. Entonces A es abierto <= A puede representarse como unién
de bolas abiertas.

Demostracion: <: se deduce de (A3) y del ejemplo 47.
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—: Si A C X es abierto, entonces para cada a € A existe un radio §, con
B(a,d,) C A. Luego A= ,¢,B(a,6,) A

De este teorema se deducen los cuatro resultados siguientes, los cuales son
muy importantes.

Teorema 2.8.5 (caracterizacién de los conjuntos abiertos en R). Z
un subconjunto A de R es abierto si y sélo si puede expresarse como la unién
de una familia, a lo mds numerable, de intervalos abiertos disjuntos.

Demostracion: Del hecho de que un intervalo |a, b[ no es més que la bola de

—a . . .
, se deduce la suficiencia de la condicién aplicando

a .
centro y radio

el teorema 2.8.4. Reciprocamente si A C R es abierto, entonces por 2.8.4, A
se puede expresar como la unién de una cierta familia de intervalos (bolas)
abiertos {In},c; -

Para cada a € A definimos

Jo={a:a€l,}

y pongamos

I,=U{l,:a€ J,}

Entonces cada I, es un intervalo abierto, y para cada dos puntos cua-
lesquiera a y b en A, se tiene una de las dos condiciones excluyentes:

1) I, = Iy
2) I,NI,=¢.
Definamos una relacién de equivalencia en A mediante:
aRb S 1, = 1.
Entonces, se pueden definir par cada a € A los intervalos
Ta) = Lo

y obtener una familia de intervalos abiertos disjuntos

F = {I[a} : [a] € A/R},
tal que

A= U{IM :|a] € A/R} .

Probemos que la familia F es a lo méds numerable. En efecto, si para cada

n € N, la familia

F, = {IjgN]-n,n|:[d] € A/R}
es numerable, entonces F también es numerable. En caso contrario, existiria
un nimero N € N tal que Fy no es numerable y esto serfa una contradiccién
ya que si denotamos por /[, la longitud de Ij,) N |—N, N[ entonces por un lado
la serie
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> Al la] € A/R}
es divergente ya que tiene una cantidad mas que numerable de términos posi-

tivos, y por otro lado, debe converger pues la suma esta acotada por la longitud
del intervalo |—N, N[ es decir, por 2N. jContradiccién! B

Teorema 2.8.6 (abiertos en subespacios). Sean (X, d) un espacio métri-
coy A C X; entonces los abiertos en (A,d4) son los subconjuntos de A
obtenidos al intersectar los abiertos en X con A. (fig. 43)

U 0O A4 (abierto en A)

\&\x (abierto en X)

Figura 43

Demostracion: En efecto, si Uy es abierto en A, entonces segin la caracteri-
zacién anterior, se puede expresar
Ua = agABdA ((L, Ea) )
y por tanto,
Up = 24 (Ba(a,eq) NA) = (,&aBa (a,e,)) NA=UnN A,
donde U es obviamente un abierto en A. B

No es dificil generalizar el resultado del ejemplo 48 a un producto finito
de espacios métricos cualesquiera. En efecto, si (X, di); &k = 1,2,...,n son
n n

espacios métricos y U} es abierto en X entonces H U} es abierto en H X
k=1 k=1
con respecto a la métrica producto (el lector puede verificarlo). Sin embargo,

esto no ocurre para un producto numerable segin nos muestra el teorema
siguiente:

Teorema 2.8.7 (abiertos en los espacios producto). Sea (X,,d,),n =
1,2,..., una familia numerable de espacios métricos y sea U, abierto en X,
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(o] o0
para cada n. H U,, es abierto en H X, con respecto a la métrica producto
n=1 n=1

(ver (41)), si y solo si existe ng € N tal que
Un = Xn,n > no.

(o] o0
Demostracion: Denotemos por d la métrica producto en H X,. Si H U,

n=1 n=1
es abierto, entonces necesariamente contiene una bola By ((x,,),€), es decir,

si ¥y, € X, para cada n,y

1 dn(Tn,yn)
— T In) 73
;2 Tt dn (2, gm) (73)

o
entonces (y,) € H Un, 0sea, y, € Up,n=1,2,...
n=1

Pero de (73) se deduce que

dn(xna yn)
1+ dn(xm yn)

Tomemos ng € ‘N tal que 2"¢ > 1 para n > ng. Entonces como para todo
yn € Xy, (n > ng) se cumple (74), se tiene que X,, = U, si n > ny.
Reciprocamente supongamos que:
Un =X,,n > ng
no—1

yseaHU —Hka HXk

k=no
Por ser Uy un ablerto para cada k, existe un numero & tal que

By, (21, 01) C Uy.
Si tomamos
d=min{d;:1<k<np}
no resulta dificil comprobar que

By ((33 ) Q%L&) - HUna

y por tanto, H U, es abierto.

n=1

<Men=1,2,... (74)

Teorema 2.8.8 (caracterizacién de funciones continuas). Sean (X, d)
y (Y, d') espacios seudométricos; entonces una aplicacién f: X — Y es con-
tinua, si y soélo si la imagen reciproca de cada abierto en Y es abierto en X.
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Demostracion: La suficiencia de la condicién es evidente. En efecto, para
cada a € X, la bola By (f (a),€) es un abierto en Y, y si la imagen reciproca
f~1[Bg(f (a),€)] es un conjunto abierto en X, esto implica en particular que
existe § > 0 tal que

By (a,8) C f~'[Ba(f (a).€)]
de donde se concluye la continuidad de f.

Reciprocamente sean f continua y A abierto en Y. Por el teorema 2.8.4,

para cada punto a € A existe un nimero ¢, > 0 tal que

A= aéJABd’ (a,€q)
y por tanto,

FHA] = Eaf " [Ba (a,60)] =

=U{f 1 [Bs(a,e)) :ac ff A}
Por ser f continua, para todo a € f [f~1[A]], existe b€ f~1[A] y 6, > 0
tales que:
f7 Ba (a,€a)] D Ba (b, 6a)
f(b) = a.
Pero entonces
FHA D {Ba(b,d0) s be fH[A]}
y como la inclusiéon en sentido contrario es evidente, se tendréd que
1Al =U {Bd (b,0,): b€ f1 [A]}

de donde se concluye, utilizando el teorema 2.8.4, que f~![A] es abierto.

Definicion 2.8.9 (base, segundo axioma de numerabilidad: AN2).
Sea (X, d) espacio seudométrico y F una familia formada por conjuntos abier-
tos. La familia F se llama una base topoldgica en (X,d), si cualquier abierto
en (X, d) se puede poner como unién de elementos de F. Se dice que (X,d)
satisface el sequndo axioma de numerabilidad o que es un AN2-espacio, si tien
e una base topoldgica numerable.

Observacion: Del teorema 2.8.4 se deduce que la familia de todas las bolas
abiertas forman una base topoldgica en cualquier espacio métrico. Hemos uti-
lizado la terminologia de segundo axioma de numerabilidad, sin haber definido
un primer axioma (AN1). La definicién de AN1 espacio existe en la topologia
general y ademads todo espacio métrico es AN1. Por este motivo, no la hemos
introducido, aunque el lector puede hallarla en la literatura existente sobre
topologia general.

Definicion 2.8.10 (homeomorfismos, espacios métricos topoldgica-
mente equivalentes). Una aplicacién f de un espacio métrico (X, d) en otro
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espacio métrico (Y,d') se llama homeomorfismo, si f es una biyeccién tal que
fy f~! son continuas.

Dos espacios métricos (X,d) y (Y,d') se dice homeomorfos o topoldgica-
mente equivalentes, si existe un homeomorfismo de X sobre Y.

Como podemos ver del teorema 2.8.8, un homeomorfismo entre los espacios
métricos (X, d) y (Y, d') establece una correspondencia biunivoca no solo entre
los puntos de X y Y, sino también entre la familia de todos los conjuntos
abiertos en X y la correspondiente familia en Y.

Ejemplo 54. Toda homotecia z ~~ Az (A # 0) de R™ sobre R™ es un homeo-
morfismo.

Mas aun, toda aplicacién lineal sobreyectiva f de R™ sobre R” es un home-
omorfismo. En efecto, del hecho que f(z) = f(zM,z® ... z(M) = y =
(y(l), ... ,y(”)) se expresa en la forma equivalente

allx(l) + ...+ alnaz(”) = y(l)

(12133(1) +...+ agn:n(”) = y(2)

anlaj(l) + ...+ amaj(”) = y(”),
donde las a;; son ntmeros reales, y de la continuidad de las operaciones de
suma y producto por un escalar, se deduce que si () — z en R"™ entonces
(f (xx) — f(x)) en R™ (recordemos que la convergencia en R" es equivalente
a la convergencia por coordenadas.)

Si f es ademds sobreyectiva, entonces existe la inversa f~! que también es
lineal, y por lo tanto, continua.

Ejemplo 55. La aplicacién f : z ~» x/ (1 + |z|) es un homeomorfismo de R
sobre |—1,1[ que ademds conserva el orden. No es dificil comprobar que f es
continua y ademads estrictamente creciente y sobreyectiva, por lo cual existe
f:]-1,1] —R
cuya expresién explicita es
7 ) =
que también es continua (demuéstrelo).

Ejemplo 56 (proyeccion estereografica). Consideremos la circunferencia
en R? de centro (0,1/2) y de radio 1/2, a la cual hemos quitado el polo ubicado
en (0,1). El conjunto S obtenido es un espacio métrico con respecto a la
métrica inducida por la distancia euclideana en R?. Definamos una aplicacién
f de S en R, haciéndole corresponder a todo z € S el punto en que intersecta
a R la recta que une x con (0,1)(fig. 44.)
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J(x)

Figura 44

Se deja al lector la demostracién de que f define un homeomorfismo de S
en R. Recomendamos primeramente hallar una expresion explicita para f.

Pregunta: ; Como podria definirse la proyeccién estereografica de la esfera
unitaria de R3 en el plano R?? ;Esta proyeccién serd también un homeomor-
fismo?

Observacion: Es conveniente senalar que hay aplicaciones que son continuas
y biyectivas, pero que no son necesariamente bicontinuas (o sea, su inversa no
es continua). Por ejemplo, la aplicacién idéntica.

lg:z~=x
de la recta real, provista de la métrica discreta sobre R provisto de la métrica
usual es continua, mientras que su inversa evidentemente no lo es.

No resulta dificil probar que la inversa de un homeomorfismo y la compues-
ta de dos homeomorfismos son homeomorfismos, y por lo tanto, la homeomorfia
es una relacién de equivalencia entre los espacios métricos (ver ejercicio 5 de
autocontrol).

Al final de 2.2 hicimos algunas afirmaciones que nos hacen suponer que
diferentes métricas sobre un conjunto pueden determinar la misma coleccién
de abiertos. Esto da lugar a la definicién siguiente:

Definicion 2.8.11. Dos (seudo) métricas d y d’ sobre un conjunto X se
llaman topoldgicamente equivalentes si ambas definen los mismos conjuntos
abiertos en X, es decir, si se cumple para todo A C X:
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A es abierto en (X, d) < A es abierto (X,d').

Proposicion 2.8.12. Sea X un conjunto y d,d" dos métricas sobre X; en-
tonces las afirmaciones siguientes son equivalentes:

1) dy d' son métricas topolégicamente equivalentes en X;
2) La aplicacién idéntica
1x : (X,d) ~ (X,d) es un homeomorfismo;

3) toda bola By(a,p) contiene una bola By(a,p’) e inversamente. (Es evi-
dente que podemos limitarnos aqui a bolas con radios p y p’ < €, donde
€ > 0 es arbitrario.)

La demostracién se deja al lector.

Ejemplo 57. Las seudométricas semejantes son también topolégicamente
equivalentes. En efecto, sean d y d’ dos seudométricas semejantes sobre un con-
junto X y By(a, p) una bola cualquiera en (X, d). Existe k' > 0 con d < k'd’;
luego, es suficiente tomar p' := p/k’ para obtener By (a,p’) C By(a, p) Puesto
que la semejanza es una relacién simétrica, el inverso se obtiene andlogamente.

De esta forma concluimos que d y d’ son topolégicamente equivalentes.

El ejemplo siguiente muestra que no todas las métricas topoldgicamente
equivalentes son semejantes.

Ejemplo 58. La distancia euclideana d sobre R™ no es semejante a la dis-
tancia d’ = inf {1,d} sobre R™. Sin embargo, ambas distancias son topoldgi-
camente equivalentes, puesto que para p < 1 las bolas abiertas de radio p con
respecto a ambas métricas coinciden.

Este ejemplo nos dice que a toda seudométrica le corresponde una seu-
dométrica acotada topolégicamente equivalente.

Ejemplo 59. Si en N, consideramos la métrica inducida dy por la métrica
usual d en R, entonces dy es topolégicamente equivalente a la métrica discre-
ta sobre N. En efecto, como los abiertos en (N, dy) se expresan mediante la
interseccién de abiertos de R con N, cada conjunto unitario
{n}=In-1/2,n+1/2[NN

es abierto en (N, dy) de donde se deduce que los conjuntos abiertos definidos
por dy y por la métrica discreta coinciden. Para finalizar veamos un resultado
que nos pone de manifiesto el hecho de que la nociéon de convergencia en un
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espacio métrico no depende de la métrica de dicho espacio, sino mas bién de
la familia de conjuntos abiertos determinados por esa métrica.

Teorema 2.8.13. Dos métricas d y d’ sobre un conjunto X son topolégica-
mente equivalentes si y sélo si definen la misma convergencia.

La demostracion se deduce inmediatamente de la definicién de convergencia
y de la proposicién 2.8.12.

Ejercicios de Autocontrol

1. Sean (X,d) un espacio métrico, a € X y V C X. Pruebe que V ¢ V(a)
si y sélo si existe una sucesion (x,,), con z, € X\V para todo n € N,
que converge a a.

2. Sean (X, d) un espacio seudométrico y A C X. Demuestre que las vecin-
dades en (A,dy4) estdn dadas por la interseccion de las vecindades en
(X,d) con A.

3. Pruebe la equivalencia siguiente:

V C X esvecindad de x € X < existe un abierto A C X conz € A C V.

4. Demuestre que toda funcién creciente y continua de [a,b] en R define un
homeomorfismo de [a, b] sobre [f (a), f (b)]

5. Sean f : (X,d) — (Y,d)y g : (Y,d) — (Z,d") homeomorfis-
mos. Demuestre que f~! : (Y,d) — (X,d) y go f : (X,d) —
(Z,d") son también homeomorfismos y deduzca de esto que la relacién:
(X,d)R(Y,d) = (X,d) es homeomorfo a (Y,d’), es una relacién de
equivalencia en la categoria de los espacios métricos.

6. Sean ¢ y ¢’ dos funciones crecientes de Ry en Ry = [0, 00] continuas en
0 y tales que ¢ (0) = ¢’ (0) = 0. Pruebe que si d y d’ son dos métricas
sobre un conjunto X tales que d' < pody d < ¢’ od sobre X, entonces
d y d' son topoldgicamente equivalentes.

7. Pruebe que la métrica del bosque sobre R (ejercicio 3 de autocontrol de
2.2) no es topoldgicamente equivalente a la métrica euclideana sobre R.

2.9 PUNTOS ADHERENTES. CLAUSURA DE UN CONJUNTO.
CONJUNTOS DENSOS

Los epigrafes anteriores establecen y desarrollan las definiciones fundamen-
tales de convergencia y continuidad sobre la base de los conceptos wvecindad
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y abierto. En este epigrafe y en los dos siguientes, desarrollaremos algunas
nociones elementales para analizar los subconjuntos de un espacio métrico en
general.

En anilisis elemental un punto a se llama adherente a un subconjunto
A C R", si puede aproximarse tanto como se quiera por puntos del conjunto
A, o sea, si a es limite de una sucesién convergente (x) de elementos de A.
Intuitivamente, un punto z es adherente de un conjunto C' si no puede sepa-
rarse de C por una vecindad. Formalizaremos este concepto para subconjuntos
de un espacio métrico cualquiera, y veremos més adelante que un punto = es
adherente de C si y sélo si es un punto limite de una sucesién de elementos de

C.

Ejemplo 60. Los extremos a,b € R son puntos adherentes del intervalo abier-
to |a, bl(a < b), puesto que son limites de las sucesiones convergentes (a+1/n)
(resp. (b — 1/n)), cuyos elementos pertenecen a partir de cierto n al intervalo
la, bl.

El conjunto de todos los puntos adherentes de |a,b[ en R, provisto de su
topologia usual, es el intervalo cerrado [a, b].

Se demuestra que a € R™ es punto adherente de un conjunto A C R" si y
sélo si todo entorno V' de a intersecta a A (fig. 45).

/ 14

Figura 45

Esta caracterizacion se generaliza inmediatamente a espacios métricos cua-
lesquiera.

Definicion 2.9.1. Sea A un subconjunto de un espacio seudométrico (X, d).
El punto a € X se llama punto adherente de A si toda vecindad V € V(a)
tiene una interseccién no vacia con A:

VevV)=VNnA#£0 (75)
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El conjunto de todos los puntos adherentes de A se llama adherencia (o
clausura) de A y se denota por A. Un punto a € X no es adherente de A si
puede ser separado de A por una vecindad:

IV eV(a) (VNA=0) (76)

Del hecho que las vecindades de un punto no varian al pasar de una métrica
a otra topoldgicamente equivalente, deducimos que la nocién de clausura no
depende intrinsicamente de la métrica sino de la estructura topolégica por ella
determinada.

Veamos la siguiente caracterizacién de los puntos adherentes:

Teorema 2.9.2 (caracterizacién de los puntos adherentes). Sea (X, d)
un espacio seudométrico y A C X. Entonces son equivalentes:

i) a € A4 (77)

ii) dada una sucesién de nimeros positivos (d,) — 0 se tiene

B (a,6n) NA# 0 (78)
iii) existe una sucesién (z,) en A con (x,) — a; (79)
iv) d(a,A) =0 (80)

Demostracion: i)=ii) ya que para cada 0, B (a,d,) es una vecindad de a.
ii)=-iii) Sea la sucesion (d,) tal que se cumple (78) y elijamos para cada n, un
elemento x, € B (a,d,) N A.
Es obvio que (x,) es una sucesién de elementos de A con (x,) — a, ya
que d(a,zy) < Op.
iii)=iv) Sea (x,) una sucesién de elementos de A que satisface (79), entonces
para cada n
d(a,A) =inf{d(a,z) :x € A} < d(a,z,).
Si n tiende a oo se obtiene (80).
iv)=-i) Probemos la proposicién equivalente no i)=> no iv) En efecto, si a ¢ A
entonces existe V € V(a) tal que VN A= 0.
Pero existe § > 0, tal que B (a,d) C V, y por lo tanto,
B(a,6)N A =0,
Es decir, todo punto de A estd fuera de la bola B (a,d), luego d (a,z) > §
Vx € A. De aqui se concluye que
d(a,A) =inf{d(a,z) ;2 € A} >5>0
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de donde obtenemos la negacién de iv).l

Ejemplo 61. Consideremos el espacio R™ provisto de su topologia usual. Sea
B(z,p) la bola abierta de centro z y de radio p con respecto a la métrica
euclideana. Entonces todo punto a de la esfera E(z,p) es adherente de A. En
efecto, la funcién

pra~z+ala—z)

de [0,1] en R™ es continua y aplica el intervalo [0, 1] sobre el segmento [z, a[C
B(z,p). Puesto que ¢(1) = a, existe para todo V € V(a) un ay € [0,1] tal
que p(a) € V para todo a € [ay, 1].

Luego
(av) € VNz,alC VN B(z,p), osea, VNAED.

Concluimos que en el espacio R" la adherencia de una bola abierta es la
bola cerrada correspondiente, o sea

B(a,p) = B'(a,p) en R" (81)

Observacion: Esto no se cumple en espacios métricos cualesquiera, como
muestran las bolas B(a, 1) = {a} en un espacio métrico discreto X compuesto
por mas de un punto, que son iguales a su adherencia y diferentes de las bolas
cerradas  B'(a,1) = X.

Ejemplo 62. Consideremos en el espacio métrico R? el grafo de la aplicacién
f:xz~>sen (1/x) sobre |0,1/7]:
A={(z, sen (1/x)): 0 <z <1/m}.

Entonces, todo punto (0,y) sobre el eje OY tal que —1 < y < 1 es un
punto adherente de A (fig. 46).
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1/0

Figura 46

Ejemplo 63. En un espacio discreto (X,d) un punto a € X es adherente
a un subconjunto A C X si y sélo si a € A. Para ver esto basta aplicar la
definicién de punto adherente a la vecindad {a} de a:

A C X = A= A en todo espacio métrico discreto (X, d).

Proposicion 2.9.3 (puntos adherentes en un subespacio). Sean (X, d)

un espacio seudométrico y B C A C X; entonces, si denotamos por By la
clausura de B en el subespacio métrico (A, d4), tendremos

EAZEQA. (82)

Demostracion: En efecto, se tiene la siguiente cadena de equivalencias:
aeBNAsaceBAaceAs

SVWeV(@(VNB#¢)NacAe
SV eV(a)(VABNA+¢) <
SVVAeVa(a) (VANB#¢) &
& a € By (Notacién: V4 =V N A)

Notemos que en la penultima equivalencia hemos utilizado el hecho de que
las vecindades V4 de a en A son de la forma
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Va=VNAVEV,(a). N

Ejemplo 64. Como vemos de la proposicién 2.9.3 B O B4 y en general

la inclusién puede ser estricta. Por ejemplo, si tomamos B = ]0,1],A =
10,00[, X =R, entonces 0 € By 0 ¢ By.
Consideremos un conjunto finito A = {x; | i =1,...m} en el espacio R2.

Todo punto en el plano que no pertenece a A tiene una vecindad que no
contiene a ningin punto de A; luego los tnicos puntos adherentes de A son
los x;. Ademds, todo punto x; posee una vecindad V; que excluye a todos los
deméds puntos de A (fig. 47).

Figura 47

Tales puntos se llaman aislados en A. Un conjunto finito A en R? posee
solamente puntos aislados, es decir, los puntos de A “no se acumulan” en
ningin punto de R2.

Definicion 2.9.4. Sea (X,d) un espacio sudométrico y A C X. Un punto
x € X se llama punto de acumulacion o punto limite de A, si toda vecindad
V € V(z) contiene un punto de A distinto de x:

VeV)=An(V\{z}) =V n(A\{z}) #0 (83)

y se llama punto aislado si existe V' € V(z) tal que

VNA={z} (84)

El conjunto de los puntos de acumulacién de A se llama conjunto derivado
de Ay se denota A’.

Luego, distinguimos dos clases de puntos de adherencia: los puntos de acu-
mulacion y los puntos aislados.
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Los puntos aislados de A pertenecen necesariamente a A, mientras que los
puntos de acumulacién pueden pertenecer o no a A:

re A <z e A\{z}. (85)

Todo punto adherente que no pertenece a A es necesariamente un punto
de acumulacién. A se obtiene uniendo los puntos de acumulacién al conjunto

A:

A=AUA. (86)

Ejemplo 64. (conjunto de puntos aislados que posee un punto de acumu-
lacién) Consideremos el conjunto A = {% :n € N*} en R. Obviamente A con-
tiene solamente puntos aislados. Sin embargo, no es dificil probar que 0 € A’.

Ejemplo 65. Sea (x,) una sucesién convergente a = en un espacio métrico
(X, d) y posee un nimero infinito de términos diferentes, entonces x es el tinico
punto de acumulacién del conjunto de los términos {z,, : n € N}.

Teorema 2.9.5 (Caracterizacién de los puntos de acumulacién). En
un espacio métrico (X,d) un punto z € X es un punto de acumulacién de
A C X siy sdlo si existe una sucesién (x,) en A de términos diferentes entre
si que converge a x.

Demostracion: Probemos por induccidon que se puede obtener una suce-
sién (z,,) de elementos de A, cuyos términos son diferentes entre si y a su
vez diferentes a x, y tales que d(x,,z) < % En efecto, tomemos z; # =z
tal que x; € B(x,1) A partir de x; selecccionemos xz3 # z en la bola
B (z,min{d(z1,z),1/2}).

Teniendo ya elegido z,,, sabemos que podemos encontrar x,+1; # & con
Tny1 € B(x,min{d (z,,x),1/n+ 1}).

Evidentemente x,11 ¢ {x1,22,...,Zn}
ya que d(Tpi1,2) < d(zp,x) <...<d(x1,2).

Por la hipétesis de induccién, podemos entonces construir una sucesion
(xy,) cuyos términos son todos diferentes y tal que para todon d(z,,z) < 1/n
y por tanto, (z,) — z. B

En el anélisis clasico, ademas del concepto limite de una sucesion, se utiliza
el concepto punto adherente o punto de acumulacion de una sucesion, el cual
difiere de los ya definidos para un conjunto.

Definicion 2.9.6. Sea (X,d) un espacio seudométrico y (xj) una sucesién
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de elementos de X. El punto x € X se llama punto adherente o punto de
acumulacion de la sucesién (zy) si:

Ve >0,Yn e NyIk e Ntal que k > ny d(zp,x) <e (87)

No es dificil verificar que la propiedad de un punto z de ser punto de
acumulacién de una sucesién (z,,), es equivalente a una de las proposiciones
siguientes:

i) Ve > 0,{n: x, € B(z,€)} es infinito. (88)

Observacion: Notemos que si z fuera lim (z,,) entonces dentro de cada bola
B (z,€) no habrian solo un ndmero infinito de términos de la sucesién ()
sino que estarian todos los términos a partir de un cierto ng = ng (€) .

ii) Sea S, () = {zk : k > n} la n—ésima seccién final de la sucesién (xy).
Entonces

Ve >0AVYn €N, S, (zx) N B(x,€) # ¢ (89)
i) YV € V (2) A¥n € N,V N S, () # ¢ (90)

Observacion: esta ultima caracterizacion nos relaciona los conceptos de pun-
tos adherentes a un conjunto y a una sucesién ya que, x es un punto de acu-
mulacién de la sucesion (z,) siy sélo si z es un punto adherente de todas sus
secciones finales .S, (z).

La demostracion de iii se deja al lector.

Ejemplo 66. La sucesién (x,) definida en R mediante
{ 1 si n es par
Ty = . .
—1 sin esimpar
tiene dos puntos de acumulacién: 1 y —1. Sin embargo, el conjunto de sus
términos A = {x, :n € N} ={1,-1}
no tiene ningin punto de acumulacion.

Ejemplo 67. Por ser {z, :n € N} = S (zx) y por (90) se tiene que todo
punto de acumulacién de una sucesién (z,) en un espacio métrico (X,d), es
punto adherente del conjunto de todos sus términos. Sin embargo, el inverso
no se cumple ya que una sucesién que contenga al menos un elemento que
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corresponda a un nimero infinito de términos de la sucesion y que sea aislado,
sera un punto de acumulacion de la sucesion.

Ejemplo 68. Una sucesién puede tener infinitos puntos de acumulacién. Por
ejemplo, en R la sucesién constituida por todos los nimeros racionales del
intervalo [0, 1] (ordenados de la forma indicada en el capitulo 1) es tal, que
todos sus puntos son de acumulacion.

Pregunta: ;Cual es el conjunto de todos los puntos de acumulacién de esta
sucesion?

Ejemplo 69 (limite superior y limite inferior de una sucesién de
numeros reales). Hemos visto cémo una sucesién puede tener mas de un
punto de acumulacién. Por otra parte, si la sucesiéon converge, puede probarse
(ver ejercicios de autocontrol) que el limite es su tinico punto de acumulacién.

Sea () una sucesién de nimeros reales y sea

A={ x:z es un punto de acumulaciénde (z,,) }.

Entonces la estructura de orden en R, permite definir el limite superior y
el limite inferior de (x,) mediante:

lim sup (z,,) = sup A, (91)

lim inf (z,,) = inf A. (92)

La relacién entre la estructura topoldgica de R y su estructura de orden,
se evidencia en un hecho bien conocido del Andlisis Clasico: una sucesién (x,)
de ntimeros reales converge si y sélo si

limsup (z,,) = liminf (z,) = x, y en este caso lim (z,) ==

Pasemos ahora a introducir el concepto de conjunto denso, el cual resulta
de gran utilidad en los razonamientos del Anélisis. Ya hemos visto que los
puntos de QQ son densos en la recta en el sentido intuitivo de que no existe un
segmento (no reducido a un punto), que no contenga a un nimero racional.
Esto significa topolégicamente que Q = R. Los conjuntos con esta propiedad
juegan un papel importante en la Topologia General, asi como en el Anélisis
Matematico y el Andlisis Funcional.

Definicion 2.9.7. Un subconjunto A de un espacio seudométrico (X,d) se
llama denso en X, si A = X.

Es claro que las caracterizaciones generales de la clausura se aplican en
este caso. Por ejemplo:
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AC X esdensoen X & ANV #£10 (93)

para toda vecindad V' de cualquier punto x € X.

AC X esdensoen X <= AN B (z,¢) #0 (93i)
para todo z € X y todo € > 0.

A C X es denso en X <= para todo z € X se puede hallar

una sucesién (z,) en A tal que (z,) — z. (93ii)

A C X es denso en X <= para todo x € X,d(z,A) =0. (93iii)

Ejemplo 70. En un espacio métrico discreto (X, d) el inico subconjunto den-
so en X es el propio X.

Ejemplo 71. El conjunto Q™ de los puntos con coordenadas racionales es
denso en R™. En efecto, del Anilisis clasico sabemos que todo elemento de R
puede ser aproximado por una sucesiéon de niimeros racionales. Luego, si

T = (x(l),x(g), . ,w(")) e R”
y construimos la sucesion

(rg) = <r,(€1),r,(€2), .. ,r,gn)> ,T‘]E:]) € Q,
donde para cada j =1,2,...,n

<r,(€j)> — 2 en R,
entonces

(ry) — x en R™,
y por lo tanto, z € Q.

Este ejemplo 71 nos muestra que R” tiene un conjunto denso numerable.

Definicion 2.9.8. Un espacio métrico es separable, si tiene algiin subconjun-
to denso numerable

Ejemplo 72. Un espacio métrico discreto (X, d) es separable si y sélo si X
es numerable.

Ejemplo 73. El espacio [?(N) es separable. Un subconjunto numerable denso
de [?(N) se construye de la manera siguiente.

Sea el conjunto de todas las sucesiones racionales cuyos términos se anulan
a partir del indice n:
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Dy, = {(x) € ’(N):Vk € N(z, € QA k >n =z, =0)}.
D,, es equipotente a Q™, luego es numerable.
Veamos que el conjunto numerable D := nongn es denso en [2(N). En

[e.e]
efecto, sea Z = (z1,) € I2(N) arbitrario y sea € > 0 dado. Puesto que Z 22 es
o k=1
€
convergente, existe N € N tal que Z z,% < -.
k=N+1 2
Para todo p =1, ..., N podemos hallar un nimero racional 7, tal que

| rp— 2p |°< €/2N
Si definimos R := (r1,72,...,7,0,0...) € D, entonces
n

n
ds (Z,R)* <D_| o —ry 2 + %: 2 <
k=1

< Ne/2N +¢€/2 =e.
Luego, D es denso en [?(N).

Ejemplo 74. (espacio métrico no separable) Denotaremos por [* el espacio
vectorial de todas las sucesiones reales acotadas, provisto de la métrica:
doo((@n) , (Yn)) = sup{| xn — yn [: n € N},
Probemos que ningin subconjunto numerable de [*° puede ser denso en
[*°.

En efecto, si:

A:{{ajq(@k)}oo :1§k<oo},
donde "

{a:v(f)}oo = (xgk),:z;gk), - ,xﬁf), ) EL

n=1
entonces el elemento{z,},., , definido por:

Ty = ZL‘q({L) +1

satisface para todo k =1,2,...

doo({n} {:c%’“)}) — max { ‘g;p — P

,1§p<00}2

(n) — 1’

> Ty — Tn ‘

y por lo tanto, el elemento {x,} -, no puede ser aproximado por ninguna
sucesién de elementos de A.

Como acabamos de ver existen espacios métricos no separables; un ejemplo
muy simple de este hecho lo brinda también cualquier espacio métrico discreto
no numerable.
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No resulta dificil probar que todo AN 2-espacio (definicién 2.8.9) es separa-
ble. En efecto, sea B = {B,, : n € N} una base numerable en (X, d). Escogemos
de todo B,, # () un punto arbitrario z,, € B,. El conjunto D := {z, : n €
N, B,, # 0} es un conjunto numerable denso en (X, d) pues todo abierto no
vacio U en (X, d) contiene a un B,, # (), luego =, € U N D # 0.

En este caso se cumple también el inverso segiin nos muestra la proposiciéon
siguinte.

Proposicion 2.9.9. Un espacio seudométrico cumple AN2 si y sélo si es
separable.

Demostracion: Solo tenemos que probar que todo espacio seudométrico sepa-
rable cumple AN2.

Sea {x, : n € N} un subconjunto denso de (X,d). Probaremos que la
coleccion numerable de bolas abiertas

B := {z,,1/m) : n € Nym € N*} forma una base del espacio métrico
(X,d).

SeaUeXgyxel.

Hay que demostrar que existe un B € B tal quex € B C U.

Ahora bien, existe m € N* tal que B(z, %) C U y existe n € N tal que
xn € B(z,1/2m). Concluimos que z € B(zy,,1/2m) C B(x,1/m) C U.R

Para finalizar este epigrafe, expondremos un resultado importante que se
obtiene al aplicar los conceptos topoldgicos a los espacios métricos de funciones.
Veamos primeramente la definicién siguiente:

Definicion 2.9.10. Una funcién f : R — X se llama periddica, si existe un
numero 1" € R tal que para todo =z € R:

fle+T)=f(x) (94)

Al nimero T se le llama periodo de f
Notemos que si f es periddica, de periodo T', también tendra periodo kT
para todo k € Z

Ejemplo 75 (polinomios trigonométricos). Un tipo importante de fun-
ciones periddicas de R en R lo constituyen los polinomios trigonométricos.
Un polinomio trigonométrico es una combinacién lineal de las funciones
{1, sen Wnzx,cosWnz},n=1,2,...
donde W es un nimero real fijo no nulo, es decir:
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n
Sn(z) =%+ Z {ay, cos Wkx + b, sen Wkz} .
k=1
El niimero T = 2W” es el periodo del polinomio trigonométrico.

Ejemplo 76 (polinomios algebrdicos). Un polinomio algebrdico es una
funcion de R en R definida mediante una Combi%acién lineal de las funciones:

{1,2F} k =1,2,... n es decir Pn(x):Zakxk.
k=1

No resulta dificil demostrar que un polinomio algebraico no es una funcién
periddica salvo si es constante.

Teorema 2.9.11 (primer teorema de Weierstrass, sobre la aproxi-
macién uniforme de cualquier funcién continua periédica por poli-
nomios trigonométricos). Sea f : R — R una funcién continua periédica
de periodo T'. Entonces existe una sucesion (o, (x)) de polinomios trigonométri-
cos de periodo T' que converge uniformemente a f(x) en todo R:

doo (0, f) = sup|on (z) — f(z)] — 0 (95)
zeR n—oo

Demostracion: Notemos en primer lugar que en vista de la periodicidad de
on y f basta demostrar la convergencia uniforme en cualquier intervalo de
longitud T'. Para simplificar los calculos, tomaremos ademas W = 1, ya que
si para cualquier funcién continua f de periodo 27 se prueba la existencia
de una sucesién de polinomios trigonométricos (o,) de periodo 27 que satis-
faga (95), entonces se cumplird la afirmacién del teorema para cualquier 7.
En efecto, si g es continua de periodo T la funcién f(x) =g (%) seguiria
siendo continua pero con periodo 27. Si la sucesién (o, (x)) de polinomios
trigonométricos de periodo 27 converge uniformemente a f (z) en R, entonces

la sucesién (o, (%’rx)) converge uniformemente a g (z). No es dificil verificar

que (an (2%:1:)) es un polinomio trigonométrico de periodo T

Supongamos entonces que f:[—7,m] — R es una funcién continua de
periodo 27, y construyamos una sucesién (o, (x)) de polinomios trigonométri-
cos de periodo 27 que converja uniformemente a f (x) en el intervalo [—m, 7]
Trazaremos el esquema de la demostracién y dejaremos al lector encargado de
culminar algunos detalles técnicos.

Consideremos el polinomio trigonométrico

k
Sk () = (12—0 + Zaj cos jx + bj sen jx (96)
j=1
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donde los coeficientes a; los hemos tomado de la forma

4o = % [ f@ (97)
ap, = % ' f (z) cos nxdzx, (98)
by, = % ' f(z) sen nzdz, (99)

y se denominan coeficientes de Fourier de la funcién f. Al polinomio trigonomé-
trico Sk (x) se le llama suma parcial de orden k de la serie de Fourier de fy
al polinomio trigonométrico

- (:L') _ So (1‘) + 51 (IL'): e+ Shoq (a;) (100)

obtenido como la media aritmética de los polinomios Si (x), lo llamaremos
suma de Fejer de f de orden n.

Obviamente (0,) es una sucesién de polinomios trigonométricos de periodo
2.

Probemos que (0,,) 4. f-

Utilicemos la siguiente representacién integral para las sumas parciales de
la serie de Fourier de f:

1 (7 sen 2EEL (1 — o
S =1 [pmn 2 L0y, (10)
. .

la cual puede ser verificada por el lector.
Introduciendo la expresion (101) en la igualdad (100), obtenemos la siguien-
te expresién para o, ():

1™ [ sen L (£ —g)
On (Cl?) =5 {Z 2 t—x f (t) dtv (102)
2nm J_, = 2sen —-
que mediante la férmula
— sen2nu
Z sen (2k+1 ) (103)
sen u

puede ser reducida a la forma



170 ANALISIS MATEMATICO AVANZADO

N
1 T (sen ntT"”
n = — —_— t)dt. 104
=g [ (S5 1) (104)
La expresion
ba(e) = A (L) (105
n\& = o sen %

es el llamado nucleo de Fejer. Tomando t — x = z y teniendo en cuenta que
el valor de la integral de una funcién peridédica es siempre el mismo en un
segmento de longitud igual al perfodo, podemos escribir (104) en la forma

™

on (z) = flx+2) ¢, (2) d=. (106)

—T
Debemos demostrar que para n — oo esta expresién converge uniforme-
mente hacia f(x). Sefialemos primeramente las propiedades siguientes del
ntcleo de Fejer:

1) ¢,(2)20.
2) bn () dz =1,
3) para todo 6 > 0 fijo y n — oo tenemos

-6 T
on () dz = [ 6, dz = 1, (5) — 0
—Tr

La primera de estas propiedades es evidente, la segunda se obtiene direc-
tamente de la igualdad (106) si tomamos f(x) = 1 y observamos que para
esta funcién o, () = 1 para todo n; la tercera propiedad se desprende in-

) ) z _ 20
mediatamente de que para § < z < 7 se tiene sen 5 > — y consecuentemente
- T
sen n— 2
us
A < (%) :

sen —

Tomando en consideracién las propiedades del nicleo de Fejer no es dificil
demostrar el teorema 2.9.11. Como f es una funcién continua y periddica,
es acotada y uniformemente continua en toda la recta (estos resultados se
obtienen en los cursos basicos de Analisis Matematico y seran generalizados
en el capitulo 4).
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En otras palabras, existe una constante M tal que para todo x

|f (@) <M (107)

y, ademds, para € > 0 existe un d > 0 tal que

[F (@) =1 ()] <5 (108)

siempre que
la” — 2| < §
Para demostrar el teorema debemos estimar la diferencia
@) -on@ = [ (F@) -1 +2)00() da
—T
que puede ser representada como suma de las tres integrales siguientes:

-6
7 :/ [F () = £ (2 +2)] 60 (2) d,

—T

)
Jzz/ [ (2) = £ (@ +2)] 6, (2) d,

-6

™

Bi= U@ =100 () e
De (107) y (108) se obtienen directamente los estimados siguientes:

é
o] < 2/ 0 (2) dz < &
Escojamos _aahora no tan grande que para n > ng y un ¢ dado se cumpla la
desigualdad
2Mn,, (9) <
Entonces,
€ € €
|f (z) —on(2)| < ot t77¢
y de aqui, debido a la arbitrariedad de ¢ se desprende la afirmacion del
teorema.ll

1o

Teorema 2.9.12 (segundo teorema de Weierstrass sobre la aproxi-
macién uniforme de funciones f : [a,b] — R, por polinomios alge-
brdicos). Sean a y b ntmeros reales con a < by f : [a,b] — R continua.
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Entonces existe una sucesién (@, (z)) de polinomios algebraicos tal que
Q@ f) = 5up {|Q (2) = f (@] a2 <B} — 0 (109)

Demostracion: Se deduce inmediatemente del primer teorema de Weiers-
trass. En efecto, si f : [a,b] — R y hacemos el cambio de variable z =

t(b—a)

+a, obtenemos una funcién ¢ (t) de la variable ¢ definida en el segmen-

T

to [0, 7]. Prolonguémosla primero al segmento [—, 0] haciendo ¢ (—t) = ¢ (t),

y después, por periodicidad, a toda la recta real. Construyamos ahora un poli-
€

nomio trigonométrico T), que verifique la condicién |T, (t) — ¢ (t)| < 5 bara

todo t.

Ahora bién, este polinomio trigonométrico puede ser desarrollado en una
serie de Taylor que converge uniformemente en cualquier intervalo finito. Sea

P,, la suma parcial de la serie de Taylor para T), tal que |T), (t) — Py, (t)] < %
para 0 <t <.

Efectuando en P, (t) la sustitucién ¢t = obtenemos un polinomio

b—a
Qm () que satisface, evidentemente, la condicién

lf () —Qm (z)| <eparaa<z<b A

Utilizando la afirmacién (93ii) podemos dar las siguientes formulaciones
equivalentes de los teoremas 2.9.11 y 2.9.12

El conjunto de los polinomios trigonométricos de periodo T" es denso en

(Cr (R,R),ds) , donde

Cr(R,R)={f:R—R: f es continua y tiene periodo T’

El conjunto de los polinomios algebraicos es denso en (C ([a,b],R), dx)-
De los resultados anteriores se tiene el corolario siguiente:

Corolario 1. El espacio métrico (C ([a,b] ,R)) con cualquiera de las métricas
doo, d1,da (ver (8)-(10)) es separable.

Demostracion: Partiendo del hecho que:

dQ(fag) < Vb_adoo(fag)7

dl(fa g) < (b - a) doo(f7g)7
y de (93iii) basta probar que (C ([a,b],R),d) tiene un subconjunto denso
numerable, el cual también serd denso con respecto a dj y ds.
El conjunto Pg de todos los polinomios algebraicos cuyos coeficientes son
numeros racionales es un conjunto numerable jpor qué?.
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Mostremos que este conjunto es denso en (C'([a,b],R),dw) .
En efecto, si f : [a,b] — Ry € > 0 por el teorema 2.9.12, podemos
encontrar un polinomio algebraico

m—1
Qm () = Z apzh, ap € R
k=0
tal que

do(Qus £) < 5 (110)

Sea v € Q para cada k =0,1,,m — 1, que cumple

€

— — 111
jar — vkl < 57, (111)
donde ¢ = max{|al,|b|}.
Consideremos )
va (1‘) = Z ’I"kl‘k S PQ
k=0
De (111) se deduce que
~ €
doo(Qman) < 5 (112)
De (110) y (112) tendremos

doo(f7 Qm) <e.
Luego, Pg es denso en (C ([a,b] ,R),ds) B

En los teoremas 2.9.11 y 2.9.12 hemos dado la demostracion expuesta en
el libro Elementos de la teoria de funciones y del andlisis funcional de A.N.
Kolmogorov y S.V Fomin.

El primer teorema de Weierstrass con la demostracion constructiva expues-
ta, es también llamado teorema de Fejer. Este tipo de demostracién se llama,
constructiva pues no solamente hemos demostrado la existencia de las suce-
siones (0,,) y (Qr) en ambos teoremas, sino ademés, hemos dado su expresién
explicita. Notemos que esto no quiere decir de ninguna forma que la tnica
sucesion de polinomios que satisface cada teorema sea o, 0 Q.

Por ejemplo si f:[0,1] — Ry @y, () 4. f, entonces también

(Qm (z) +2™ (1 —2)" alf, yaque (2™ (1 —2)" 42 (0)) en [0,1].

Observemos que en la demostracion del teorema 2.9.11 se han empleado
solamente las propiedades 1), 2) y 3) del nicleo de Fejer; esto permite obtener
diferentes generalizaciones del teorema 2.9.11 dentro de la llamada Teoria de
Aprozimacion. En esta teoria se estudian, entre otras cosas, las condiciones
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bajo las cuales una cierta familia P de funciones simples, es capaz de aproxi-
mar, mediante algin concepto de convergencia, a las funciones de una clase
mas amplia F D P. La teoria de aproximacién es una de las herramientas més
utiles del Analisis Funcional y de la aplicaciéon de los métodos numéricos a la
solucién de problemas en la Matematica.

Ejercicios de Autocontrol

1.

10.

Sea (z5) una sucesion en el espacio seudométrico (X, d), en la cual se
repiten a lo més un ndmero finito de elementos. Pruebe que un punto
x € X es de acumulacién para la sucesién (z,) si y sélo si es punto
adherente del conjunto de sus elementos {z, : n € N}.

. Demuestre que si (z4(,)), es una subsucesién de (z,), entonces todo

punto de acumulacién de (z4(,)) también lo es de (zy,) .

. Demuestre que un punto x es punto de acumulacién de la sucesién (x;,)

si y sdlo si existe una subsucesién (z4(,)) de (z;,) con (x¢(n))7x.

. Demuestre que un punto z es adherente a una sucesién (xy) si y sélo si

z es adherente a toda seccion final:

x €Sy () = {zk : k > n} para todo n € N.

. Sea (X,d) un espacio seudométrico y B C A C X. Halle la relacién

existente entre los puntos de acumulacién de B en (A,d4) y en (X,d).

. Demuestre que todo punto aislado de A en(X,d) es también punto ais-

lado de A.

Pruebe que una sucesiéon convergente tiene un tnico punto de acumu-
lacidn, el cual es precisamente el limite de la sucesién. Halle una sucesién
en un espacio métrico con un unico punto de acumulacién y que no sea
convergente.

. Demuestre que si B C A C X entonces B es denso en (A,dy) si y sélo

si B D A, donde B es la clausura de B en (X, d) .

. Construya un conjunto A C R tal que A # A’ y (A")' = {0} .

Sean Aj,..., A, subconjuntos de un espacio métrico (X,d).

Pruebe que
(AqU...UA,) =Alu...UA,.
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11. Sea (X,d) un espacio seudométrico. Demuestre que una familia F' de
conjuntos abiertos en (X,d) es una base topoldgica, si y sélo si para
todo abierto A y cada x € A existe B € F con x € B C A.

12. Demuestre utilizando el principio de induccién y la expresion polar para
un nimero complejo, que se cumplen las igualdades (101)-(104) del teo-
rema 2.9.11.

2.10 CONJUNTOS CERRADOS

Para problemas de convergencia y de continuidad, los conjuntos que contienen
a todos sus puntos limites tienen una importancia fundamental

Definicion 2.10.1. Sea (X, d) un espacio seudométrico, un subconjunto A C
X se llama cerrado si A = A.
El conjunto de todos los cerrados se denota por 74.

Para comprobar que un subconjunto A de (X, d) es cerrado hay que veri-
ficar que contiene a todos sus puntos de acumulacién.

Luego, un subconjunto A de un espacio métrico es cerrado si contiene a
todos los limites de sucesiones convergentes (x,) con z, € A para todon € N.

Ejemplo 77. Toda bola cerrada B’(a,p) en un espacio métrico (X,d) es
cerrada, pues, si una sucesion (z,,) de puntos z,, € B'(a, p) converge a = € X,
se tiene que d(z,a) = (d(z,,a)) < p, por la continuidad de z ~~ d(z, a).

Ejemplo 78. Sea (x,) una sucesién convergente en un espacio métrico (X, d).
Entonces el conjunto {z, : n € N} U {limx,,} es cerrado en (X, d).

Proposicién 2.10.2. La adherencia A de un subconjunto A de (X,d) es

cerrado, es decir, A = A. Con més precision A es el menor cerrado que contiene
a A.

Demostracion: Evidentemente A C A. Probemos la inclusién en sentido
contrario.

Sea x € A, entonces para todo € > 0, B (z,e)NAH#0. (113)

Si suponemos que para algiin § > 0 se tiene B (x,0) N A =, entonces
se tendria que B (:1;, %) N A=, locual estd en contradiccién con (113) ya

) _
que d(y,A) > 5 bara todo y € B(x,§/2) y sabemos que y € A si y sblo
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si d(y, A) = 0. Por otra parte, si B es un cerrado que contiene a A, entonces
todo punto adherente de A lo serd también de B, y por lo tanto, A C B = B.
Luego, A es el menor conjunto cerrado que contiene a A.H

El siguiente teorema nos muestra una gran variedad de nuevos ejemplos y
un nuevo criterio para probar que un conjunto dado es cerrado.

Teorema 2.10.3. Sea (X, d) un espacio seudométrico. Entonces A C X es
cerrado, si y s6lo si X\ A es abierto.

Demostracion: Si A es cerrado, entonces ningtin punto z € X\ 4 es adherente
de A, luego existe una vecindad V' € V(z) tal que ANV =P osea V C X\A.
Esto nos muestra que X\ A es abierto.

Consideremos ahora que X\ A abierto, entonces ningin punto x € X\A
puede ser limite de una sucesién de puntos de A, puesto que la vecindad
X\A € V (z) tiene interseccién vacia con A. Por lo tanto, A contiene a todos
sus puntos adherentes. ll

Observacion: los conceptos conjunto abierto y conjunto cerrado no son con-
ceptos que se excluyen mutuamente. Existen conjuntos que son a la vez abiertos
y cerrados, por ejemplo el ) y X en todo espacio métrico (X, d).

En un espacio métrico discreto todo subconjunto es a la vez abierto y
cerrado. Estos dos conceptos tampoco son exhaustivos, existen subconjuntos
A C (X,d) que no son ni abiertos ni cerrados, como muestran los intervalos
semiabiertos en R.

El teorema anterior establece una dualidad entre los abiertos y los cerrados
de un espacio seudométrico. Por transicién al complemento se deduce de to-
do enunciado sobre conjuntos abiertos un enunciado dual sobre los conjuntos
cerrados.

Por ejemplo, partiendo de los axiomas (A1)-(A3) se obtienen las siguientes
propiedades fundamentales de los cerrados.

Corolario 1 (propiedades fundamentales de los cerrados). En todo
espacio métrico (X, d) se cumple para la coleccién 74 de los cerrados:

(Cl)@ETd Yy X €1y
(C2) C,Cy eTg=— C1LUCH € 14.

(C3)Va € I,(Cy € Tq) = J21Cu € Ta.
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Demostracion:

(C1) 0 € 74 pues X\ = X € 6, por (Al).

X € 714 pues X\X =0 € 0, por (Al).

(C2) X\Cq, X\Cs son abiertos, luego

X\(C1U(Cy) = (X\Cq)NC(X\C3) es abierto

y por lo tanto C; U Cy es cerrado.

(C3) Como para todo « € I, X\C,, es abierto, por (A3) se tiene que
wer(X = Co) = X\(,21Ca) € 84, y por tanto 2;C, € 7.1

Partiendo de las propiedades (C1)-(C3) de los cerrados, pueden deducirse
las propiedades (01)-(03) de los abiertos.

La unioén de una familia cualquiera de subconjuntos cerrados en un espa-
cio métrico no es necesariamente un conjunto cerrado. Todo subconjunto de
un espacio métrico que pueda representarse como la unién de una familia nu-
merable de subconjuntos cerrados se llam F,-conjunto o conjunto de tipo Fi.

Ejemplo 79. De la propiedad (C3) y la proposicién 2.10.2 se deduce que
para todo A C (X, d)

A=n{Cery:CDA} (114)

Teorema 2.10.4. Sean (X,d) y (Y,d') espacios seudométricos y C(X,Y)
el espacio de todas las aplicaciones continuas de (X,d) en (Y,d'). Entonces
C(X,Y) es cerrado en el espacio seudométrico (YX,dw), donde duoo(f,g) =

sup d'(f(x), 9(x)).
reX

Es decir, si una sucesion (f,,) de funciones continuas f,, : X — Y converge
uniformemente a una funcién f : X — Y, entonces f es continua.

Demostracién: Probemos la continuidad de f en un punto arbitrario x € X.
Para cada y € X y todo n € N, se tiene

d'(f (@), f(y) <d (f (@), fn (@) +d(fn(2), fuly)+

+d' (fu(y), f(y))-
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Dado € > 0 y por la convergencia uniforme de f,, a f, se puede hallar un
nimero ng € N tal que si n > ng, ds (fn, f) < €/3, y por lo tanto,

sin > nod (f (z), fn(2)) < €/3 para todo x € X. (115)

Seleccionemos n > ng fijo. Por la continuidad de f, en el punto x, existe
6 > 0 tal que

d(z,y) <8 = d'(fu(2), faly) <e/3). (116)

Teniendo en cuenta (115) y (116) en (114) obtendremos que si d(x,y) < §
entonces

d'(f(x),f(y) <e/3+€/3+¢/3=¢
y de la arbitrariedad de € > 0 se deduce la continuidad de f. B

Ejercicios de Autocontrol

1. Sean (X,d)y (Y,d') espacios métricos, A C X cerradoy f: A — Y una
aplicacién continua. Pruebe que el grafo de f, Gy = {(z, f (z)) : x € A}
es cerrado en el espacio métrico producto X XY provisto de una cualquie-
ra de las métricas canodnicas. Tomando X = Y y f como la funcién
identidad concluir que la diagonal en X X Y es un conjunto cerrado.

2. Exprese cémo se caracterizan los cerrados en un subespacio métrico a
partir de los cerrados en todo el espacio.

3. Sean (X,d) y (Y,d') espacios métricos, A C X y B C Y cerrados en X
v Y respectivamente. Pruebe que A x B es cerrado en el espacio métrico
producto X x Y.

2.11 PUNTO INTERIOR, PUNTO EXTERIOR Y PUNTO FRON-
TERA

Consideremos un subconjunto arbitrario A de un espacio seudométrico
(X,d) (fig. 48).
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q)-

Figura 48

Intuitivamente distinguimos los puntos interiores de A, los puntos exte-
riores de A y los puntos frontera de A que no son interiores ni exteriores.
Formalicemos estos conceptos intuitivos

Definicion 2.11.1. Sea A un subconjunto de un espacio métrico (X, d).
i) decimos que x € X es punto interior de A si existe
una vecindad V' € V(z) tal que V C A4;

ii) decimos que x € X es punto exterior de A si existe
una vecindad V' € V(z) tal que V C X\ A4;

iii) decimos que z € X es punto frontera de A si no es
exterior ni interior de A, o sea, si cumple:

VeViz)=VnNA£0 (117)

VeV(z) = Vn(X\A) £0 (118)

El conjunto de los puntos interiores de A se llama interior de A y se denota
por “ ;1 7o “intA) :

El conjunto de los puntos exteriores de A se llama exterior de A y se denota
por “extA.”

El conjunto de los puntos frontera se llama frontera de A y se denota por
“0A” o “frA”.

Utilizando la definiciéon de vecindad es evidente que:
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rede= Ac V(x); (119)
x €ertA<= (X\A) e V(z) <=z €int(X\A). (120)

Resulta que
int A=ext (X\A) y extA=int(X\A). (121)

Utilizando la definicién de clausura obtenemos, comparando (117) y (118)
con (75)

r€dA = rc ANz e (X\A), (122)
0A =0(X\A) (123)

Segun la definicién 2.11.1., un punto x € X pertenece necesariamente a uno
de estos tres conjuntos: intA, extA o frA. De esto se obtiene la proposicion
siguiente

Proposicion 2.11.2. Sea A un subconjunto de un espacio seudométrico
(X, d); entonces la coleccién int A, ext A, 9 A forma una particién de X, en el
sentido de que estos tres conjuntos son mutuamente disjuntos y recubren a X:

intAUext AUOA=X (124)

Un punto adherente de A C (X, d) no puede pertenecer al exterior de A, porque
cada una de sus vecindades intersecta a A, luego A C X \extA. Inversamente,
es trivial que todo punto interior y todo punto frontera de A son adherentes
de A. Podemos concluir segtin la proposicién anterior que

A= X\ext A (125)

Corolario 1. Sea (X,d) un espacio seudométrico y A un subconjunto de
X. Se tienen las siguientes igualdades:

X\intA = adh(X\A), o sea, intA = X\(X\A) (126)

o

X\adhA = extA o sea, A= X\ (X\A) . (127)



ESPACIOS METRICOS 181

En la proposicién 2.10.2 se demostré que la clausura A es el menor cerrado
que contiene A. Como caracterizacién dual se tiene la proposicién siguiente:

Proposicion 2.11.3 (caracterizacién del interior). Sea A subconjunto de

un espacio seudométrico (X, d). Entonces A es el mayor abierto de 64 contenido
en A.

Demostracion: Ya sabemos que A es abierto. Puesto que el operador int :
A ~~ A es creciente segin la definicién 2.11.1 tenemos para todo abierto U

UCA:>U:ﬁc;1.I

Partiendo de las propiedades fundamentales (A1)-(A3) de los abiertos y
((C1)-(C3)) de los cerrados, habriamos podido introducir por definicién el
interior de un conjunto A (y la adherencia de un conjunto A) como el mayor
abierto contenido en A,(como el menor cerrado que contiene a A), pues estos
axiomas implican que U{U : U € ;AU C A} es abiertoy N{C : C € T4AC D
A} es cerrado. A continuacién, de la definicién de interior y de adherencia, se
pueden obtener las definiciones 2.9.1 y 2.11.1.

Este procedimiento, que permite destacar todavia mas la dualidad concep-
tual entre el interior y la adherencia, es més elegante pero también muy formal
y poco intuitivo. En principio no se entiende por qué es necesario introducir el
cerrado (la adherencia) si sus propiedades son reflejos fieles de las propiedades
ya estudiados de los abiertos, (del interior). Esto parece ser una duplicidad
superflua; pero esto es solamente una consecuencia de una exposicién artifi-
cial, que sacrifica el sentido intuitivo a una elegancia que, sin embargo, puede
traernos confusién. El matematico no tiene interés en los cerrados por la duali-
dad con los abiertos, sino por la propiedad de ser cerrados con respecto a la
operacion de limite, y descubre sélo a posteriori que los cerrados son los com-
plementos de los abiertos.

Ejemplo 80. Sea A una bola cerrada B’(a,p) de centro a y de radio p en
un espacio R™; entonces el interior de A es la bola abierta correspondiente
B(a,p); el extA es el conjunto {y € R" :d(a,y) > p} y la frontera de A es
la esfera E(z,p). (Repetimos que esto no es el caso en un espacio métrico
cualquiera.)

No siempre tenemos una situacién tan cerca de nuestra intuiciéon como en
el caso de una bola. Existen, por ejemplo, conjuntos sin ningiin punto exterior
y a la vez sin ningin punto interior, o sea, cuya frontera es todo el espacio.

Ejemplo 81. Sean (X, d) la recta real R con su métrica usual, A = Q. Ningin
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intervalo abierto no vacio estd contenido enteramente en Q, luego @: (. Tam-
poco existe un intervalo abierto no vacio enteramente incluido en R\Q. Por lo
tanto, ext Q = ). Esto implica 0Q = R segin (124).

La asociacion del interior o de la adherencia a todo subconjunto A de
(X, d) nos define dos operadores: int : A ~~ ;1 y adh : A ~ A sobre el conjunto
potencia P (X). Deduciremos a continuacién, de forma dual unas propiedades
fundamentales de estos operadores.

Proposicion 2.11.4. Sean (X,d) un espacio seudométrico, A, B C X; en-
tonces:

adh() =10 (128)

A Cadh A (129)
adh(AUB) = adh A U adh B (130)
adh (adh A) = adh A (131)
lint X = X (132)

intAc A (133)
lint(ANB) =int ANint B (134)
int(intA) = intA (135)

Demostracion: Es suficiente probar las propiedades fundamentales del inte-
rior, puesto que las propiedades correspondientes de la clausura se obtienen
por transiciéon al complemento segiin el corolario 1 de la proposicién 2.11.2.

De la proposicién 2.11.3 se implica inmediatamente las propiedades (132),
(133) y (135).

Probemos que int (AN B) = intANintB.

La inclusién C es evidente. Sea inversamente x punto interior de A y de

B. Entonces ;1 N é es una vecindad abierta de x contenida en A N B, luego
z€int(ANB). A

La monotonia de los operadores int y adh:

A C B=intA CintB (136)

A C B= adhA C adhB (137)
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parece ser también una propiedad fundamental de ellos, pero no es légicamente
independiente de las propiedades enumeradas en 2.11.3. Por ejemplo, (136) se
deduce de (134), puesto que:

ACB=>ANB=A=4NB=A=ACB.
Ejercicios de Autocontrol
1. Dé un ejemplo de un espacio métrico (X, d) tal que
ACX = 0A=10

2. Pruebe las siguientes caracterizaciones:

i)A es abierto <= ANJA =10
i1) Aes cerrado <= A C A<= A CA
ii1) A es abierto y cerrado <= 0A = ()

3. Demuestre las siguientes inclusiones en un espacio métrico cualquiera:

o

[e] ? o J—
ACACAC A
- o
[e] e] N JE—
AC ACACA
Muestre con contraejemplos que en general no se tiene igualdad entre estos
conjuntos.

2.12 FUNCIONES CONTINUAS, FUNCIONES ABIERTAS Y FUN-
CIONES CERRADAS

En 2.10 hemos visto como las propiedades topoldgicas en un espacio métrico
pueden expresarse mediante los conjuntos cerrados y el operador clausura en
lugar de los abiertos; esto se pone de manifiesto en el siguiente teorema que
nos muestra una caracterizacién de las funciones continuas por medio de los
cerrados y del operador clausura.

Teorema 2.12.1. (caracterizaciéon de las funciones continuas). Una
aplicacién f : (X,d) — (Y,d') es continua si y s6lo si cumple una de las
condiciones equivalentes siguientes:

i) Uecby — f_l[U] € 04

ii) C ety = fYC) €1y

it) f[4] ¢ FA]

Demostracion: i) es equivalente a la continuidad de f segin el teorema 2.8.8.
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i)==1ii): se tiene por dualidad
Cerg = X\C Ely = f_l[Y\C] = X\f_l[C] €l =

flClera

ii) ==iii): f'[f[A]] es cerrado segin ii) y contiene a A, luego contiene a A,

también por lo tanto, f[A] C f[A].

iii)==i): Sea U € 04, y supongamos por el absurdo que A := f~U] ¢ 6.
Entonces existe a € A que es punto adherente de X\ A. Segin iii), f(a) es
punto adherente de f[X\A] = f[X\f~ U] = f[f~'[Y\U]] € Y\U. Luego
f(a) serfa también punto adherente de Y'\U, en contradiccién con U € 64. En
fin, si se cumple iii) entonces f~[U] € 6,1

Corolario 1. Sean f y g aplicaciones continuas del espacio seudométrico
(X,d) en R™; entonces el conjunto de coincidencia {z € X : f(z) = g(x)},
es cerrado en (X, d).

Demostracion: Basta notar que el conjunto de puntos de coincidencia de f
y g es la preimagen por la funcién continua f — g del conjunto unitario {0} el
cual es cerrado en R™.H

Corolario 2 (prolongacién de igualdad). Sean f y g aplicaciones con-
tinuas del espacio métrico (X,d) en R™ y sea A C X denso en (X,d). Si
f(z) = g(x) para todo = € A, entonces f = g sobre X.

Demostracion: Del corolario 1 del teorema 2.12.1 sabemos que el conjunto
de los puntos de coincidencia de f y g es cerrado y como contiene al conjunto
A denso en X, tiene que se necesariamente todo X.

Ejemplo 82. Si f : R — R es continua tal que f(z +y) = f(z) + f(y)
para todos =,y € R, entonces f (z) = ax para algin a € R fijo y todo = € R.
En efecto, de la propiedad aditiva de f se deduce que si ponemos f (1) = a,
entonces
f(n)=nf (1) = an, para todo n € R*.
Por otra parte, f(0) = f(0+0) = f(0)+ f(0) =2f(0), de donde f(0) =

De aqui obtenemos 0= f(0) = f(n+ (—n)) = f(n) + f(—n), y porlo
tanto, f(—n)=—f(n).
Luego, f(n) = an, para todo n € Z.
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Ademss, azf(l):f(%):f a+"'+5 :(Jf<é>7
q veces

1 1
es decir, f <—> =a - —, para todo ¢ € N*,
q q

Todo nimero racional positivo r se pone de la forma r = b con p,q € N*.
q

Entonces,
P ! +...+ = 1 P
f<—>=f g  q =pf<—>=a—-
q N—— q q

p veces
Por otra parte,

0=£(0)=f(r+(=r) = F(r) + F (=),
de donde
=) =—f(r).
Con esto hemos demostrado que f (r) = ar para todo r € Q.
Como Q es un subconjunto denso de R y las aplicaciones f (x) y ax son
continuas de R en R, se tendra que f (z) = az, para todo x € R.

Observacion: En el andlisis clasico se definen, mediante ciertas propiedades
de aditividad, las funciones elementales no racionales tales como la funcién
exponencial y la funcién logaritmo. En la teoria de la medida se demuestra la
existencia de funciones f : R — R que satisfacen f(z +y) = f(z) + f(y) y
que no son continuas, por lo tanto, f (z) # az.

Los corolarios 1y 2 del teorema 2.12.1 pueden ser generalizados de la forma
siguiente:

Corolario 3. Sean (X, d) un espacio seudométrico y (Y, d’) un espacio métri-
co, y sea f: (X,d) — (Y,d') continua. Entonces:

i) el conjunto de los puntos de coincidencia {x € X : f (z) = g (x)}, es cerrado
en (X,d):

ii) si A C X es denso en (X,d) y f(z) = ¢g(x) para todo x € A, tendremos
f = g sobre X.

Demostracion: Notemos que no se puede utilizar la misma demostracion que
en los corolarios anteriores ya que no tiene que haber una operacién de resta
en (Y,d') que permita definir la funcién f — g.

i) Del ejercicio de control 1 de 2.10 se tiene que la diagonal A en Y x Y es
cerrada con respecto a la métrica producto.
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Si definimos la funcién producto

(f7 g) : X— Y xY
z~~(f(x),9(x)) _ o )
tendremos que (f,g) es continua y no es dificil ver que el conjunto de puntos

de coincidencia de f y g es la preimagen por (f, g) de la diagonal A de Y x Y.
ii) Se obtiene de i) al igual que el corolario 2 se obtiene del corolario 1. B

El teorema 2.12.1 es uno de los instrumentos mas eficientes para comprobar
que un conjunto dado C C (X, d) es cerrado.

Ejemplo 83. Sea P (x1,...,z,) una funcién polinomial sobre R™. El con-
junto de los ceros de esta funcion {z € R": P (x1,...,2,) =0} = P~1[{0}]
es una superficie cerrada de R™ ya que P : R — R" es continua, luego la
preimagen del conjunto cerrado {0} C R es cerrado. Los subconjuntos de
R"™ definidos de esta manera por polinomios en n variables se llaman varie-
dades algebrdicas (curvas algebriicas si n = 2). Por ejemplo, la hipérbola
{(.1‘1,1‘2) S R2: rix9 — 1 = O} en R2.

Si bien la preimagen de un conjunto abierto o cerrado por una aplicacién
continua sigue siendo abierto o cerrado respectivamente, no se tiene el mismo
resultado para la imagen directa.

La imagen directa de un conjunto abierto o cerrado por una funcion con-
tinua no es necesariamente abierto o cerrado.

Ejemplo 84. Consideremos sobre R la métrica discreta p y la métrica usual
d; entonces, la aplicacién idéntica Ig : (R, p) — (R,d) es continua, pero la
imagen del abierto {0} € 6, no es abierta en (R, d).

Definicion 2.12.2. Sean (X,d) (Y,d') espacios seudométricos. Una apli-
cacion f: X — Y se llama abierta si

(VU € 64) f[U] €0y (138)
y se llama cerrada si

(VO erq) fIC] €ETar (139)
Es evidente que la compuesta de dos aplicaciones abiertas (cerradas) es abierta

(cerrada).

Una funcién biyectiva f : (X,d) — (Y, d’) es abierta (cerrada) si y sélo
si su inversa es continua, puesto que las imagenes directas por f son imagenes
reciprocas por f~!. Luego para f biyectiva se tiene:

f es abierta <= f~! es continua <= f es cerrada (140)
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Una biyeccién continua f : (X,d) — (Y,d’) es un

. g . 141
homeomorfismo si y sélo si es abierta o cerrada. (141)

Para demostrar que una aplicacion dada es abierta no es necesario com-
probar que todo abierto tiene una imagen abierta; es suficiente comprobarlo
para los abiertos de una base topoldgica

Proposicion 2.12.3. Sean (X, d), (Y,d’) espacios sudométricos y B una base
topologica en (X, d) ; entonces una aplicaciéon f : X — Y es abierta si y sélo
si cumple:

BeB = f[B]€0y. (142)

Demostracion: es una consecuencia inmediata de la férmula
U _u
floerAal = aciflAa]. B

Puesto que la igualdad correspondiente para intersecciones no es valida,
no tenemos un criterio andlogo para las aplicaciones cerradas.

Otro criterio 1til para aplicaciones abiertas es el siguiente criterio local,
cuya demostracién se deja al lector.

Proposicion 2.12.4. Una funcién f : (X,d) — (Y,d') es abierta si y sélo si
aplica toda vecindad V' € V(z) de cualquier punto z € X en una vecindad
fIV] de f(z) en (Y,d').

(La demostracién se deja de ejercicio al lector)

Ejemplo 85. La aplicacién mddulo de R™ en Ry definida en cada = =
" 1/2

(z1,...,2,) € R", mediante |z|= <Z x%) es continua y abierta. La
k=1

continuidad del médulo se obtiene inmediatamente.

Para demostrar que es abierta, basta notar que la imagen por la aplicacién
modulo de cualquier bola B (z,€) en R™ es el intervalo ||z| — €, |z| + €[N [0, 00|
que es abierto en R

Mientras que las propiedades de ser abierta y de ser cerrada son equiva-
lentes para biyecciones (140) esto no se cumple para funciones cualesquiera,
pues no tenemos, en general, que f[X\A] =Y\ f[A].

Ejemplo 86. Denotaremos por ”m;” la proyeccién vertical (z1,z2) ~ 1
de R? en R-m; transforma toda vecindad de un punto x en el plano, en una
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vecindad de su proyeccién sobre el eje x; por tanto es abierta. Sin embargo,
71 no es cerrada; en efecto, si consideramos la hipérbola H := {(z1,x2) € R?:
r129 = 1}, H es cerrado en R? (4.5.2), pero m1[H] = R* no es cerrado en R.
(fig. 49).

A

Figura 49

Inversamente una aplicaciéon cerrada no es necesariamente abierta.

Ejemplo 87. Consideremos la funcién continua f : x ~ sen = de [0, 27]
en R. Del andlisis elemental es conocido que f posee una inversa continua
sobre los intervalos [0,7/2], [7/2,37/2] y [37/2,27]. Luego, su restriccién a
cada uno de estos intervalos es cerrada. Si C' C [0, 27| es cerrado, entonces sus
intersecciones C1,Cy, Cs con cada intervalo, son cerrados (fig. 50).

v A

1= ==

'
0 0/2 30/2 20

or—-———~>~"~>~>~>"7>"7>™77

Figura 50
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fIC] = fIC1]U f[C2] U f]Cs5] es cerrado para todo cerrado C C [0, 27], o sea, la
aplicacién f es cerrada. En cambio, f no es abierta. Por ejemplo, A :=]0, 27]
es abierto en [0, 27], pero f[A] = [-1, 1] no es abierto en R.

Veamos ahora algunas formas en que se manifiesta el llamado principio del
maximo para aplicaciones abiertas.

Teorema 2.12.5 (principio del maximo para aplicaciones abiertas).
Sean (X, d) un espacio seudométrico, A C X y f : (X,d) — R"™ abierta,
entonces:

i) Si A es abierto, la aplicacién x ~» |f(z)| no alcanza su supremo en A;

ii) Si A es abierto y f no se anula, entonces x ~ |f(x)| no alcanza su infimo
sobre A;

iii) Si A es arbitrario y x ~ |f(x)| alcanza su maximo sobre A en un punto
a € A, entonces a € 0A.

Demostracion: Del ejemplo 8.3 se deduce que = ~ |f(z)| es una aplicacién
abierta de (X,d) en Ry, luego la imagen del abierto A C X es un abierto en
Ry y por ello sup |f|[A] € | f| [A] de donde concluimos i).

Para demostrar ii) basta notar que si f no se anula entonces |f|[A] es un
abierto en R, y por tanto, no contiene a su infimo.

La demostracién de iii) se deduce de i) y del hecho que A = AUJA. B

Observacion: Los principos del maximo y del minimo para las funciones
arménicas en el caso de R? (partes real e imaginaria de funciones diferenciables
de variable compleja), se deducen precisamente del hecho de que una funcién
analitica no constante es una aplicacion abierta.

Ejercicios de Autocontrol

1. Sean f y g funciones reales continuas sobre el espacio seudométrico

(X,d).

. Cuéles de los siguiente conjuntos son cerrados (abiertos)?
freX:f(z)<g)}
{zreX:f(z)#g(x)}
{zeX:f(z)<g(x)}.

2. Pruebe utillizando el teorema 2.12.1 que toda bola cerrada en un espacio
métrico es un conjunto cerrado.
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3. Sea f:(X,d) — (Y,d') una aplicacién. Demuestre que f es abierta si y
sélo si para todo A C X:

flint A] C int f[A],
vy que f es cerrada si y sélo si para todo A C X

fIA] o flA],

(Observe el sentido de las inclusiones y compare con el teorema 2.12.1.)

2.13 SEPARACION DE CONJUNTOS Y PROLONGACION DE
FUNCIONES CONTINUAS

En este epigrafe nos dedicaremos a estudiar la separacion de puntos y conjun-
tos en un espacio métrico, mediante abiertos y la relacion de este problema con
la prolongacion de funciones continuas definidas en un subespacio a todo el
espacio. Veremos bajo qué condiciones es posible realizar la separacidn y la pro-
longacion en un espacio métrico. Finalmente, estudiaremos como se relaciona
todo lo anterior con la existencia de las llamadas descomposiciones de unidad,
las cuales resultan de gran importancia en la demostracién de propiedades
globales (es decir, que se manifiestan en todo el espacio) a partir de propiedades
locales (es decir, que se manifiestan en ciertas vecindades).

Para comenzar veamos cémo se relaciona la propiedad de separacion de
puntos con las nociones topolégicas en un espacio métrico.

Resulta natural plantearnos como definicién de separacién entre dos puntos
en un espacio seudométrico, la definicién siguiente:
los puntos z y y del espacio seudométrico (X, d) estan separados si la distancia
entre ellos es estrictamente positiva

d(z,y) >0

Es evidente que el punto z € X esta separado de cualquier otro y € Y (y #
x), si y sblo si el conjutno unitario {x} es cerrado (demuéstrelo). Luego, no
es dificil ver que las siguientes proposiciones son equivalente en un espacio
seudométrico (X, d) :

i) d es una métrica
ii) todo conjunto unitario de (X, d) es cerrado:

iii) todo par de puntos diferentes en (X, d) pueden ser separados por vecin-
dades disjuntas (fig. 51).
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Figura 51

La propiedad iii) enunciada anteriormente es llamada propiedad de Haus-
dorff y es precisamente la propiedad topoldgica que asegura la unicidad del
limite en los espacios métricos (teorema 2.5.2). En efecto, si se cumple la
propiedad iii),  y y son elementos diferente en X y V,, V, son vecindades
disjuntas de = y y respectivamente, entonces ninguna sucesién (x,) podria
converger simultdneamente a x e y, ya que a partir de un cierto ng € N todos
los elementos x, de la sucesién tendrian que estar simultdneamente en V, y
V, v esto es imposible pues V, NV, = 0.

El lector puede verificar que en esencia, la propiedad de Hausdorff, es la
que permite demostrar el corolario 3 del teorema 2.12.1 cuya segunda parte
puede ser enunciada de la forma equivalente siguiente:

Si una aplicaciéon continua definida sobre un subespacio denso A del es-
pacio seudométrico (X,d) y con valores en el espacio métrico (Y,d') puede
prolongarse continuamente a todo el espacio, entonces su prolongacion esta de-
terminada de manera unica.

Veamos una forma de determinar esta prolongacion.

Sea f: (A,da) — (Y,d') continua y supongamos que existe una prolon-
gacién f de f a todo X, es decir,

f : (Xad) - (Yad/)a
flA=T.

Consideremos el valor de f en un punto arbitrario z € X. Puesto que A
es denso en (X, d) existe una sucesién (x,) en A tal que (mn)7 x. Para la
prolongacién continua f : (X,d) — (Y, d') tendremos necesariamente:

f(z) =1m f (@)

Como este limite no depende de la eleccién de la sucesion (z,,) en A siempre

que (:1:”)7 x pondremos
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f(z)=1m f(z). (143)

T—z
€A

Luego el valor de la prolongacién f en z € X puede calcularse por medio
de los valores de f en los puntos de A que son cercanos a z.

Veremos ahora que, inversamente, mediante (143) se define una prolon-
gacién continua de f si el espacio de llegada es métrico. La demostracién de
este hecho se basa en la siguiente propiedad de separacion en los espacios
métricos cuya demostracién se deja al lector.

Regularidad de los espacios métricos: En un espacio métrico cualquier con-
junto cerrado puede ser separado de todo punto que no pertenece a él, por
medio de vecindades abiertas disjuntas (fig. 52).

V(x)

/ Y

Figura 52

Teorema 2.13.1 (prolongacién de funciones continuas a la clausura).
Sea A un subconjunto denso de un espacio seudométrico (X,d) y f una apli-
cacién continua de (A4,d4) en un espacio métrico (Y, d’) Entonces existe una
tinica prolongacién continua f de f a (X, d) si y sélo si para todo z € X existe
lim f (2) en (V,d').
€A
Demostracion: El razonamiento que nos condujo a la férmula (143) muestra

que la condicién es necesaria.
Supongamos ahora que existe %1_)1112 f (z) para todo z € X. Tomemos f (2) =
€A
%1_}1@ f (z) y probemos que f es continua.
€A
Sea W una vecindad de f(z) en (Y,d). Por la propiedad de regularidad
de (Y,d’) existe una vecindad cerrada V de f(z) tal que V. C W (por qué).
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(En calidad de V' se puede tomar una bola cerrada.) Segun la suposicién de
continuidad de f, hay una vecindad abierta

UeVi(z) talque flUNACV

(ver los teoremas 2.12.1 y 2.8.6). Es facil observar que U N A = U (demuéstre-
lo), luego

flulcflUlcflunAcv.

Esto demuestra la continuidad de f en 2. B

Ejemplo 88 (integral de Cauchy). El teorema 2.13.1 nos muestra una
condicién necesaria y suficiente para que una funcién continua f pueda ser
extendida por continuidad a la clausura. En el capitulo 6 demostraremos que
toda aplicacién lineal continua definida sobre un subespacio denso del espacio
de partida, satisface esta propiedad, y por tanto, puede ser extendida a una
aplicacion lineal continua en todo el espacio.Veremos ahora cémo puede ser
utilizado este resultado en el caso particular de la construccion de la integral
de Cauchy.

Consideremos sobre un intervalo [a,b] C R el espacio vectorial E de todas
las funciones escalonadas:

h: [a,b] — R, hl[a,b]] = {h1,..., hyn}

es finito y h~! [{h;}] es para cada i = 1,...,n una unién finita de subintervalos
de [a,b] (fig. 53)

A estas funciones se les asigna de manera natural una integral
b n
[ h(x)de =37 hi(w; — xi-1) con {hi} = hlJzi_1, 24]].
i=1

El problema de la construccién de la integral de Cauchy, la integral de
Riemann o la integral de Lebesgue, consiste en generalizar esta integral natural
a una clase mas amplia de funciones. En el caso particular de la integral
de Lebesgue que abarca los dos anteriores, los conjuntos h~! [{h;}] pueden
tener una estructura mas compleja (conjuntos medibles) y la posibilidad de
establecer un concepto de longitud para tales conjuntos se estudia en la llamada
Teoria de la Medida.
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Figura 53

Consideremos aqui sélo la integral de Cauchy, cuya construccion es ele-
mental. Sea F' el espacio vectorial de todas las funciones regladas sobre [a, b],
o sea, el espacio de todas las funciones que pueden aproximarse uniformente
sobre [a,b] por funciones escalonadas. El conjunto F, provisto de la métrica
de la convergencia uniforme, es un espacio métrico que contiene a E como
subespacio vectorial denso. No es dificil verificar que C [a,b] es también un
subespacio vectorial de F.

b
La aplicacién I : h ~» I(h) = [ h(z)dz es una forma lineal sobre E y

cumple

[I(h) = I(g)] < (b —a)deo(h, g) (144)

para todo h,g € E.
Para probar que }131}1} I (h) existe para todo f € F, es suficiente demostrar
heE
la existencia de lim I (hy,) para toda sucesién (hy,) de funciones escalonadas
que converja a fnenoo(F, do) (teorema 2.13.1).

Pero I (hy,) es una sucesion de Cauchy en R lo cual se comprueba tomando
en (144) h = hy, g = hy,. Luego, existe lim I (hy,).
n—oo

Concluimos que I posee una prolongacién continua I : F — R. Para
comprobar que I es lineal tomemos dos funciones f,g € F y dos sucesiones
(fn) (gn) de elementos de E que converjan uniformemente sobre [a,b] a f y ¢
respectivamente.

Entonces
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T(f + g) = nlin;oj(fn + gn) = nlingo([(fn) + I(gn)) =

i 1(f,) + lim I(g,) =T (f) +1(9).

De forma similar se demuestra que I (Af) = M (f) para todo f € F y todo
AeR.

Luego existe una prolongacién lineal continua I de I a F, cuyos valores
denotaremos también por f; f(x)dz(f € F). I(f) se llama integral de Cauchy
de la funcién reglada f : [a,b] — R.

Como dijimos anteriormente, es fcil probar que las funciones continuas
f i [a,b] — R pertenecen a F, y ademés, que la integral de Cauchy y la integral
de Riemann (definidas a través de las sumas superiores y sumas inferiores),
coinciden sobre C([a, b], R).

Presentaremos a continuaciéon algunos resultados sobre la propiedad de
separacion de conjuntos cerrados disjuntos en un espacio métrico y su relaciéon
con la separacién por funciones continuas y el problema de prolongacién de
funciones continuas definidas sobres subespacios cerrados.

Comenzaremos por las definiciones siguientes:

Definicion 2.13.2. (propiedad de normalidad). Se dice que el espa-
cio métrico (X, d) satisface la propiedad de normalidad ((X,d) es normal) si
todo par de conjuntos cerrados disjuntos en (X, d) pueden ser separados por

vecindades abiertas disjuntas (fig. 54):
(C1y Cy cerrados) A (C1NCy = ¢) =

AV eV (C), Vo eV(C))AVINTVy =9

4 v,

Y Y

Figura 54

Veamos otra formulacién equivalente de esta propiedad.
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Proposicion 2.13.3. El espacio métrico (X, d) cumple la propiedad de nor-
malidad si y sélo si para todo C cerrado en (X, d) y U vecindad abierta de C,
existe una vecindad V' de C, tal que

cCcvcvcuU (145)

Demostracion: Veamos primeramente que si (X, d) es normal, entonces se
cumple (145). En efecto, si C' es un cerrado en (X,d) y U es un abierto tal
que C' C U, entonces C' 'y X\U son cerrados disjuntos. Segun la propiedad
de normalidad existen vecindades disjuntas V € V (C) y W € V (X\U) que

podemos suponer abiertas. Resulta que C € V y V. C X\W, luego V C
X\W C U, puesto que X\W es cerrado.

Probemos ahora la implicacion inversa. Si Cy y Cs son dos cerrados dis-
juntos en (X, d), entonces tenemos para U := X\Cs , que C;C U € 0.

Segin (145) existe una vecindad V' de C tal que C C V C vV cU.
Concluimos que V' y X\V D (5 son vecindades disjuntas de Cy y Cy respec-
tivamente. l

Definicion 2.13.4. Sea f una funcion real sobre un conjunto X. Se dice que
f separa dos subconjuntos Ay B de X, si

sup f[A] < inf f[B] o sup f[B] < inf f[A]. (146)

Intercambiando eventualmente A y B, una aplicaciéon f : X — R separa dos
subconjuntos A, B de X si y sélo si existen nimeros reales «, (3 tales que se
cumple:

re€ANyeEB= f(x) <a< < f(y). (147)

Esto significa intuitivamente que A y B son separados por dos lineas (super-
ficies) de nivel de f (fig. 55).
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Figura 55

Nos interesaremos especialmente por la pregunta, jcuando dos conjuntos
cerrados disjuntos de un espacio topolégico pueden separarse por una funcién
continua? Para analizar esta cuestiéon, sera 1til considerar un tipo particular
de funciones:

Definicion 2.13.5. Sean A, B dos subconjuntos disjuntos de un espacio
métrico (X,d). Una funcién real continua f sobre (X,d) se llama funcién
de Urysohn para los conjuntos A, B, si cumple:

fTA] = {0} A F[B] = {1} A fIX] € [0,1]. (148)

Esta claro que toda funcién de Urysohn para A y B separa estos dos sub-
conjuntos de (X, d), pero se cumple también el inverso: toda funcién continua
que separa A y B puede transformarse en una funcién de Urysohn para A
y B. En efecto, si una funcién continua f : (X,d) — R cumple (147), en-
tonces la funcién continua f = méax(a, min(g, f)) : & ~ max(a, min(G, f(x))
toma el valor o sobre A y el valor constante 3 sobre B. Luego la funcién
f=(f —)/(B - a) es una funcién de Urysohn para Ay B en (X,d).

Si dos conjuntos A y B en un espacio métrico pueden separarse por una fun-
cién continua, entonces pueden también separarse por una funcién de Urysohn
para Ay B.
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La figura 55 nos muestra que dos conjuntos A y B en (X,d), que pueden
separarse por una funcién continua, también pueden separarse mediante vecin-

dades.

Proposicion 2.13.6. Sean A y B dos subconjuntos de un espacio métrico
(X,d). Si existe una funcién real continua sobre (X,d) que separa A y B,
entonces existen dos vecindades Ug € V(A) y Up € V(B) que son disjuntas.

Demostracion: Supongamos que una funcién continua f : (X,d) — R
1
cumple (147). Si v := 5(04 + ) entonces Uy = f7Y] — o0, 7] y Up =

f~ [, oo[] son vecindades abiertas disjuntas de A y B respectivamente. B

Segun esta proposicién, un espacio (X, d) es normal, si para dos cerrados
disjuntos cualesquiera Ay B en (X, d) existe siempre una funcién de Urysohn.
Este criterio suficiente es a veces 1til para demostrar la normalidad de un
espacio. Como ejemplo, probaremos por este método que cada espacio métrico
es normal.

Ejemplo 89. Sea (X,d) un espacio métrico. Si A y B son dos cerrados dis-
juntos en (X, d) que estan separados por una distancia estrictamente positiva
e = d(A,B) > 0, entonces es inmediato como pueden separarse mediante
vecindades. V(A4,¢/2) = {x € X : d(z,A) < ¢/2} y V(B,¢/2) = {z € X :
d(z,B) < €/2} forman dos vecindades disjuntas de A y B respectivamente.
Sin embargo, sabemos que dos cerrados disjuntos en un espacio métrico no
tienen necesariamente una distancia estrictamente positiva, basta considerar
A={(z,0):2 € R}y B={(z,1/2) : 2 > 0} en R? (fig. 56)

A

A

Figura 56

En este caso parece natural separar los cerrados A y B por una funcién
continua sobre R? que tenga una curva de nivel que se quede estrictamente
por encima de A y por debajo de B.
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Teorema 2.13.7 (Teorema de Urysohn). Todo espacio métrico satisface
la propiedad de normalidad. Més exactamente, todo par de conjuntos cerra-
dos disjuntos en un espacio métrico pueden ser separados por una funcién de
Urysohn.

Demostracion: Sean A y B dos cerrados disjuntos en el espacio métrico
(X,d) . Entonces la funcién f: (X,d) — R definida por

d(z, A)
d(z,A) +d(x, B)

frz~ (149)
es una funcién real continua por ser cociente de dos funciones reales continuas
(ver ejercicio 10 de autocontrol 2.6) cuyo denominador no se anula §por qué?.
No resulta dificil verificar que f es una funcién de Urysohn para el par de
cerrados A, B de donde se deduce la normalidad de (X, d). B

Segun la proposicién anterior en un espacio métrico la separacién por fun-
ciones es equivalente a la separacion por vecindades. Més exactamente, se
puede sustituir en la propiedad de normalidad la separacién por vecindades
por la separacién por funciones continuas.

Este problema tiene una gran importancia por que relaciona la separacién
por abiertos con la existencia de funciones reales continuas sobre el espacio
de base con ciertas propiedades. Por lo tanto, es de suponer que sobre un
espacio métrico podemos obtener algunos nuevos resultados referentes al pro-
longamiento continuo de funciones reales.

Veamos primeramente que el teorema de Urysohn puede interpretarse como
un teorema de prolongacién. Sean A y B dos subconjuntos cerrados disjuntos
de un espacio métrico (X,d). Definamos una funcién f: AU B — [0, 1] para
lacual f(xr)=0size Ay f(zr)=1six € B.

Esta funcién sobre el subespacio AUDB es continua, puesto que Ay B son a
la vez abiertos y cerrados en AU B. Las funciones de Urysohn son precisamente
las prolongaciones continuas. f : X — [0,1] de f. El teorema de Urysohn nos
asegura que existen tales prolongaciones

AU B es cerrado en (X, d), f es una funcién muy especial sobre el cerrado
A U B. Luego, el teorema de Urysohn es un teorema de prolongacién para
una clase muy especial de funciones sobre un cerrado en un espacio métrico.
No obstante veremos que el mismo puede ser generalizado a la clase de todas
las funciones reales continuas sobre un cerrado. Mas atun, demostraremos el
teorema siguiente:

Teorema 2.13.8 (Teorema de Tietze). La propiedad de normalidad de
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los espacios métricos es equivalente a la siguiente:
SiC C (X,d) es cerrado, entonces existe para cada aplicacion continua f de
C' en un intervalo [a, b] de R, una prolongacién continua f : X — [a,b] de f a X.

Demostracion: Segin el teorema de Urysohn veamos que esta propiedad
implica la normalidad

Para probar la implicacién inversa podemos suponer sin restriccién de la
generalidad que [a,b] = [-1,1].

Construiremos la prolongacién continua de f : C — [—1, 1] por aproxi-
macién sucesiva de f sobre C' por restricciones de funciones continuas g, :
X — [-1,1], basandonos en el siguiente:

Lema. Sea (X,d) un espacio métrico C' C X cerradoy f: C — [—1,1]
una funcién continua. Entonces existe una funcién continua g : X — R tal
que:

i) —1/3<g(x) <1/3 parax € X
ii) |f(z) —g(z)] <2/3 parazx € C.

Demostracién: Sean A = f71[[1/3,1]] y B = f~![[-1,-1/3]] dos cerrados
disjuntos en C', luego lo serén en (X, d) ya que C' es cerrado. Por el teorema
de Urysohn existe una funcién g : X — R tal que g[A] = {1/3}, ¢[B] =
{-1/3} y —1/3 < g(x) < 1/3 para x € X, lo cual prueba i). Como —1 <
f(z) <1 para x € C se obtiene sucesivamente, considerando los tres casos
posibles x € A, x € B, ¢ AU B, que |f(z) — g(z)| <2/3 o sea ii). R

Continuemos ahora la demostracién del teorema 2.13.8
Construiremos por induccién las funciones continuas
gn : (X,d) — R tales que:

a) =14 (2/3)" < gn(x) <1—(2/3)" para z € X;
b) [f(x) = gn(x)] < (2/3)" para x € C;
C) |gn+1(x) - gn(‘r)| < 1/3(2/3>n para xr € X.

Para n = 0 definamos go(x) = 0 sobre X. Supongamos ya definidas
90, ---» gn. que cumplen las condiciones a), b), ¢). Pongamos:

fal@) = (3/2)"(f(2) — gn(x))(z € O).
La funcién f, : C — [—1, 1] es continua. De acuerdo con el lema anterior,
existe una funcién continua g : X — R tal que —1/3 < g(z) < 1/3 sobre X
y | fa(x) — g(x)] < 2/3 sobre C.
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Para la funcién continua g,+1 : X — R definida por:
gnt1(x) = gn(x) + (2/3)"g(x)
se cumplen las tres propiedades a), b), c):

=
N~—
=
—
&
|
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S
+
_
—
&
I
=
—~
8
~
[
S
3
8
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—~
Wi
~—
3
K
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8
=
I

= (2)" [fal2) — g(2)| < (B)""
) lgn41(x) = ga(@)| = ()" o) < 5 (3)"

La sucesién de funciones (g,) asi definida es uniformemente convergente
sobre X, porque

|gn(x) - gm($)| <

< |gm+1(x) - gm(x)| + |gm+2(a7) - gm+1(1’)| + ..+ <

< lgn(@) — gn-1(2)] < 1/3(2/3)™ 3 (2/3)" < (2/3)™

=0

para n > m.

Por lo tanto f : x ~ ™ g, (z), como limite uniforme de (g,), es continua

sobre (X,d). Segtin a) y b) f coincide con f sobre C' y aplica X en [—1,1]. R

Sea (X,d) un espacio métrico, si f es una funcién real continua sobre un
cerrado C tal que

|f(z)] < a para todo x € C;a >0 (150)

entonces existe, segin el teorema 2.13.8 una prolongacién continua fde f a
(X, d) tal que B
|f(z)| < a para todo = € X. (1501)

Un resultado andlogo a (1501) puede deducirse para la desigualdad estricta.
Corolario 1. Sea (X,d) un espacio métricoy C C X cerrado. Si f: C — R
es continua tal que |f(x)| < a para todo z € C, entonces existe una prolon-

gacién continua B
f: X — Rde f tal que |f(x)| < a para todo = € X.

Demostracion: Existe una prolongacién continua g de f a X tal que
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sup [g (z)| < .
zeX

B={z € X :|g(x)] = a} es cerrado en (X,d) y disjunto de C. Sea h una
funcién de Urysohn para el par B,C : h[B] = {0} y h[C] = {1}. Tomando
f = h - g se tiene la prolongacién pedida, ya que f(z) = g(x) = f(x) sobre C
y

,six e B

'”"{|h<><x>|§|g<w>|<1 siz¢ B

Hasta ahora hemos considerado solamente la prolongacién de funciones
continuas acotadas; pero es facil ver que los resultados obtenidos se aplican
también a funciones no acotadas.
x/(1+|z]) sizeR
+1 six =400
de R sobre [-1,1]. Si f : R — R es una funcién continua, entonces h o f :
C — [—1,1] es una funcién continua y acotada. Si g es una prolongacién
continua de ho f, entonces f = h™' o g es evidentemente una prolongacién
continua de h™* o ho f = f. Ademds, si f es real o sea si ho f[C] C ]—1,1],
entonces existe una prolongacién g de ho f tal que g[C] C ]—1,1[ o sea f[X]
CR.

De esta forma, del teorema 2.13.8 y del corolario 1 se obtiene el corolario
siguiente:

Sea h el homeomorfismo z ~ {

Corolario 2. Sea (X,d)un espacio métrico y C' C X cerrado; entonces

i) Cada funcién numérica continua f : C' — R tiene una prolongacién
numérica continua f de X en R.

ii) Cada funcién real continua f : ¢ — R tiene una prolongacién real
continua f de X en R tal que

sup {|f (z)| 12 € X} =sup{|f (z)| 1z € C}.

Uno de los problemas fundamentales de la Topologia métrica, es dar res-
puesta a la pregunta de cuando una aplicaciéon continua sobre un subespacio
de un espacio métrico puede prolongarse continuamente a todo el espacio,
manteniendo el mismo espacio de llegada

El corolario 2 nos da una respuesta satisfactoria para las funciones reales
sobre un subconjunto cerrado en un espacio métrico. Hay que destacar que para
espacios de llegada diferente de R, R o de intervalos reales [a,b] el problema
puede complicarse mucho més.
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Ejemplo 90. Sea X el disco unitario B2 C R?, C' C X el circulo unitario E!
v Y el mismo circulo E'. Entonces puede probarse que la aplicacién idéntica
de E'sobre E', no puede extenderse continuamente a todo el disco B? man-
teniendo E' como espacio de llegada. Este resultado no es facil de obtener; es
equivalente al teorema del punto fijo de Brouwer para dimension 2. La razon
intuitiva es que toda aplicacién del disco B? sobre el circulo E' que coincide
sobre E! con la aplicacién idéntica, rompe necesariamente el disco, luego no
es continua. Para una demostracién rigurosa necesitariamos las técnicas de la
topologia algebrdica.

El ejemplo 88 plantea el problema de para cudles espacios de llegada en
vez de [a, b] se cumple el enunciado del teorema de Tietze.

Dejamos al lector probar que en este teorema el espacio de llegada [a, b]
puede sustituirse por cualquier potencia de R o de I = [0, 1]

En el capitulo 6 estudiaremos espacios vectoriales provistos de una métrica
compatible con su estructura algebréica en un sentido que precisaremos de for-
ma muy natural. Al problema de separar dos subconjuntos cerrados disjuntos
en un espacio métrico, por una funcién real continua, le corresponde en tales
espacios vectoriales al problema lineal siguiente:
separar dos conjuntos cerrados convexos disjuntos por un funcional lineal con-
tinuo.

Este problema juega un papel fundamental en diversas teorias de Op-
timizacién y en Andlisis Funcional en general. Sin embargo, veremos en el
Capitulo 6 que aunque los teoremas correspondientes en el caso lineal se es-
tablecen principalmente gracias a razonamientos topoldgicos, los métodos em-
pleados son completamente diferentes a los que se utilizan para la demostraciéon
del teorema de Tietze.

Existe una clase muy importante de espacios topolégicos que tienen lo-
calmente la estructura de un espacio euclideano R™, o sea en dichos espa-
cios cada punto tiene una vecindad que es homeomorfa a R™ (las llamadas
variedades topoldgicas). Sobre tales espacios no es dificil definir lo que son
las funciones diferenciables, puesto que la diferenciabilidad es, como la con-
tinuidad, una nocién local. En cambio, la integral de una funcién depende
del comportamiento de la funciéon sobre todo el espacio, la integral es una
nocién global. Para introducir conceptos globales sobre espacios localmente
euclideanos, se necesitan técnicas de vincular nociones y propiedades globales
con nociones y propiedades locales.

Estudiaremos a continuacién uno de estos métodos estrechamente ligado
con la propiedad de normalidad: la particion de unidad.

Empecemos por analizar los cubrimientos abiertos de un espacio métrico.
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La propiedad de normalidad puede interpretarse como una propiedad que ase-
gura que en todo cubrimiento (Uy, Usz) de X uno de sus elementos, por ejemplo
U1, puede sustituirse por un abierto mas pequeno Wi tal que

Wi c Uy (151)

De manera que el par (Wy,U;) continua siendo un cubrimiento. En efecto, si
UiUU; =X y Uy, Uy € 64 entonces C' = X\Uy C Uj es cerrado, luego existe,
segtin (145) un abierto V tal que C C V C V C U;. Basta tomar Wy = V,
para obtener un cubrimiento abierto (Wy,Us) de (X, d) tal que Wy C Uy.

Aplicando este método sucesivamente a todos los abiertos de un cubri-
miento abierto finito (Uy, ..., Uy ) se obtiene un cubrimiento abierto “mas fino”
(W1,...,W,) tal que W; C U;(i = 1,...,n).

Definicion 2.13.9. Sea (U, )aqer un cubrimiento de un espacio métrico (X, d).
Se dice que (Uy)acr es puntualmente finito, si cada x € X estd contenido so-
lamente en un nimero finito de los conjuntos Uy:

Ve e X,{a €l :xcU,} esfinito (152)

El cubrimiento (Uy)aer es localmente finito, si para cada x € X existe una
vecindad v € V (x) que intersecta solamente a un ndmero finito de los con-
juntos Uy:

Vee XAV eV (z): {ael:VNU, # 0} es finito (153)

Definicion 2.13.10. Sea (U, )qer un cubrimiento de un espacio métrico
(X,d). Un cubrimiento (W3)ges de X se dice que es més fino o que es un
refinamiento de (Uy)aer S

vBedJ dJaecl:WgzCU,. (154)
(Wa)aer se llama encogimiento de (Uy)aer si
W, C U, para todo « € I. (154i)

Se plantea el problema de cudles cubrimientos abiertos poseen un encogimien-
to.

Teorema 2.13.11. Todo cubrimiento abierto puntualmente finito de un es-
pacio métrico posee un encogimiento.

Demostracion: Sea (Uy,)qer un cubrimiento abierto puntualmente finito del
espacio métrico (X, d).
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Sobre el conjunto G de todos los cubrimientos abiertos de (X,d) de la
forma

My = (Wﬁ)ﬁe] U (Ua)aej\J(WIB C Ug para B € J C I) (155)

introducimos una relaciéon de orden < por:
My <Mj=JcCJ NWsg=Wjpara § € J (156)

Probemos que (G, <) es un conjunto inductivamente ordenado. Sea (M3,)ses
una familia totalmente ordenada de cubrimientos en (G). Debemos hallar una
cota superior de esta familia. Sean

J = sgst y My = Wg)ges U (Ua)acn s con
Wi = Wj, para B e Js
Esta coleccién de abiertos esta bien definida, puesto que Wi = Wﬁs;, si

B € Js, ¥y B € Jg.. Evidentemente My es una cota superior de (M7,)ses en
(G, <) si logramos demostrar que es un cubrimiento de X.

Sea z € X, por hipétesis tenemos x € U, sélo para un ntmero finito de
indices a € {ay, ..., ay, }. Siuno de estos subindices «; pertenece a I'\J, entonces
se cumple z € U,, C UM;. En cambio, si o; € J para i = 1,...,n, entonces
existe Js, (so € S) tal que a; € Js, parai = 1,...,n por ser (Js)ses totalmente
ordenado. Pero My, es un cubrimiento de X, luego existe un 3 € J, con
x € Wg. Por definicién, Jy, C Jy 2 € Wz C UM;. Por lo tanto M recubre
X.

Por el lema de Zorn existe un recubrimiento maximal M, en (G, <).

Supongamos por el absurdo que Jy # I. Tomamos un « € I'\Jy; segin el
razonamiento anterior, el abierto U, en M, puede sustituirse por un abierto
W,. tal que Wy, C U,.

El recubrimiento M, U {W,} asi definido es posterior a My, en (G, <) lo
cual implica una contradiccién. Por tanto, concluimos que todo cubrimiento
maximal en (G, <) es un encogimiento de (Uy)acr. M

Notemos que el teorema anterior formula una propiedad equivalente a la
normalidad.

Sea (Uy)aer un cubrimiento abierto localmente finito de un espacio métrico
(X,d) y sea (Wy)aer un encogimiento de dicho cubrimiento. Segin el teorema
de Urysohn existe para todo a € I una funcién continua f, : X — [0, 1] que
es igual a 1 sobre W, y se anula fuera de U,. Estas funciones nos serviran para
descomponer toda funcién real continua sobre X en una familia de funciones
que solo localmente son diferentes de 0.
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Definicion 2.13.12. Sea (X,d) un espacio métrico y f : X — R una
aplicacion. Entonces el conjunto cerrado

sop(f) :=A{z € X : f(z) # 0} (157)

se llama soporte de f.

Sop f es el cerrado mas pequeno fuera del cual f se anula.

Los soportes de las funciones de Urysohn f,, construidas anteriormente no
estan necesariamente contenidos en U,. En el lema siguiente se muestra que
existen funciones de Urysohn para el par W,, X\U, con esta propiedad:

Lema 2.13.13. Sea (X,d) un espacio métrico, C' C X cerradoy A € V(C).
Entonces existe una funcién continua f : X — [0, 1] tal que f[C] = {1} y sop
fCA.

La demostracion se deja al lector (utilice (145)).

Si (fa)acr es una familia de funciones reales continuas sobre (X,d) tal
que la familia de sus soportes (sop fa)acr €s puntualmente finita, entonces la
funciéon suma

f=2Zfaix~ Zofal@) (@ € X) (158)

estd bien definida, puesto que para todo z € X sélo un numero finito de
valores fo(z)(a € I) es diferente de 0. Se plantea el problema de cudndo f
sera continua.

Lema 2.13.14. Si (fa)aer es una familia de funciones reales continuas so-
bre (X,d) tal que la familia de sus soportes (Sop fao)acr €s localmente finita,
entonces la funcién suma f = O%I fa : X — R es continua.

Demostracion: Para todo z € X existe una vecindad abierta U, de x tal que
U,Nsop fo # 0 sélo para un ntimero finito de indices o € I. Pero f|U, es suma
finita de funciones continuas, luego es continua. No es dificil demostrar que la
continuidad de f sobre cada U, implica la continuidad de f en todo X.H

Definicion 2.13.15. Sea (X, d) un espacio métrico. Una familia (@, )acr de
funciones continuas ¢, : X — [0, 1] se llama particion de unidad sobre (X, d)
si cumple:

i) La familia (sop ¢, )acr es localmente finita;

ii) a%lgpa(aj) = 1 para todo z € X.
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Definicion 2.13.16. Sea (U,) un cubrimiento de (X, d); entonces una par-
ticién de unidad (¢, )acr se llama subordinada al cubrimiento (Uy)aer Si para
todo a € I se tiene sopp, C U,.

La importancia del teorema 2.13.11 consiste principalmente en su corolario

Corolario 1. En un espacio métrico (X,d), todo cubrimiento abierto, lo-
calmente finito, posee una particién subordinada de unidad.

Demostracion: Sea (Uy)aer un cubrimiento abierto localmente finito de
(X,d). Existe un encogimiento (Wy)aer de (Uy)aer- Sabemos ademds por
el lema 2.13.13 que existen funciones continuas f, : X — [0, 1] tales que
falWa] = {1} y sop fo C U,. Como (Uy)acr es localmente finita también lo
serd (Sop fa)acl, Y pOr esta razén, la funcién suma f = Z fa es continua

a€el
(2.13.14). Para x € X se tiene que f(x) > 1 ya que z tiene que estar en algin

Wa.
Definamos ahora ¢, = fo/f. La funcién ¢, : X — [0,1] es continua y

cumple sop ¢, = sopfo C Uy(a € I). Por definicién, tenemos Z@a(aj)
acl

(1/f(x Zfa = 1 para todo = € X. Luego (¢, )acs €s una particién de
unidad subordlnada a (Uy)acr A

Ejemplo 91. Sea (X,d) un espacio topoldgico y sean A y B dos cerrados
disjuntos de (X,d). Entonces (X\A, X\B) es un cubrimiento abierto local-
mente finito de (X, d). Supongamos que (p;, ) es una particién de unidad
subordinada al cubrimiento (X\A,X\B). Entonces sop ¢; C (X\A) y sop

C (X\B), o sea ¢,[A] = py[B] = 0. Como ¢, () + py(x) = 1 para todo
x € X concluimos que ¢[A] = py[B] = 1. Vemos que ¢; es una funcién de
Urysohn para el par (A4, B) y ¢, una funcién de Urysohn para el par (B, A).
Esto nos muestra que el enunciado del corolario anterior para todo cubrimien-
to de dos abiertos (Uy,Us) es una propiedad equivalente a la normalidad en
los espacios métricos.

Observacion: Como ya hemos planteado anteriormente sobre ciertos espacios
métricos estd definida una estructura diferenciable. Sobre tales espacios se
necesitan particiones de unidad (¢, )aer cuyas funciones no sean solamente
continuas sino diferenciables. En los ejercicios que aparecen al final del libro se
da una indicacion de cémo construir tales particiones de unidad diferenciables
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sobre R™ .

Las particiones de unidad pueden aplicarse para obtener soluciones globales
partiendo de soluciones locales. Tales problemas de sintetizacion o pegamento
se plantean particularmente en la teoria de la llamadas variedades diferencia-
bles y variedades de Riemann, las cudles constituyen el objeto de la Topologia
Diferencial y la Geometria Diferencial. Estas variedades forman probable-
mente, después de los espacios funcionales, la segunda clase de espacios métri-
cos (y en general de espacios topoldgicos) concretos de mayor importancia
tanto en la teoria como en la practica.

Para una mayor informacion al respecto remitimos al lector a los libros de
M. Spivak (Calculus on Manifolds), S. Lang (Diferenciable Manifolds), y D.
Hinrichsen y otros (Topologia general). Vea la bibliografia al final del libro.

Ejercicios de Autocontrol
1. Sean (X, d) un espacio métrico y Ay B subconjuntos cerrados de (X, d) :

a) Pruebe que existe una funcién de Urysohn para el par (4, B) tal que
A= f~1[{0}] si y solo si A es un Gg-conjunto.

b) Pruebe que si Ay B son G-conjuntos entonces existe una funcién de
Urysohn para el par (A, B) tal que A= f~'[{0}]y B = f~'[{1}].

2. Demuestre el teorema de Tietze en los tres casos siguientes:

a) cuando el espacio de llegada es [0, 1]"
b) cuando el espacio de llegada es R™;

c) cuando el espacio de llegada es R".

2.14 ALGUNOS CONCEPTOS DE CONVERGENCIA Y CON-
TINUIDAD NO ASOCIADOS A UNA METRICA

No es nuestro objetivo ser exhaustivo en este epigrafe. Solamente mencionare-
mos algunos de los inumerables ejemplos que pueden ser comprensibles al
lector y que muestra la ineficiencia del concepto métrica para el desarrollo de
una teoria unificada de la convergencia.

Con esto no estamos negando la importancia de los espacios métricos cuyo
campo de accién para el estudio de la convergencia y continuidad es suficien-
temente amplio y abarca los aspectos fundamentales que satisfacen nuestro
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objetivo inmediato, ante todo, como concepto unificador de los temas estudia-
dos en las asignaturas de Anélisis Matemaético sobre los conjuntos numéricos.

Nuestro objetivo final con este epigrafe y el proximo es dejar una “puerta
abierta” al lector interesado en profundizar en estos temas y sus aplicaciones,
fundamentalmente, al Analisis Funcional.

A continuacién desarrollaremos previamente los siguientes temas, en los
cuales se utilizardn ciertos conceptos de convergencia que no pueden ser defini-
dos por una métrica:

a) limite superior y limite inferior de sucesiones de nimeros reales.
semicontinuidad superior y semicontinuidad inferior de funciones reales

convergencia de redes en espacios métricos (integral de Riemann)

d) convergencia en espacios producto y convergencia puntual de funciones
) convergencia en espacios de funciones continuas

algunos conceptos de convergencia relacionados con el desarrollo de las
ecuaciones diferenciales.

a) Limite superior y limite inferior de sucesiones de mimeros reales.

En el ejemplo 68 hemos definido estos conceptos mediante (91) y (92). No

puede existir una métrica d sobre R para la cual se tenga:
limsup (z,) =2 < (vp) g«

En efecto, cualquier subsucesién (z, (n)) de la sucesién convergente ()
tendrfa que cumplir (z, (n)) — « y sin embargo, no necesariamente se cumple
que lim sup z,(,) = z. Basta considerar, en calidad de ejemplo, la sucesion ()
definida por:

Ton =1, o1 =—-1,n=12,...,
cuyo limite superior es 1, mientras que para la subsucesion (x2,41) el limite
superior es —1.

Teniendo en cuenta la nocién de vecindad en un espacio métrico (definicién
2.8.1), podriamos definir una vecindad generalizada V de z € R como cualquier
subconjunto de R que contenga a un intervalo ]a, b] tal que a < z < b.

Con esta definicion no es dificil probar la siguiente afirmacion:

limsup (z,,) = x < para cada vecindad generalizada V de x

se puede encontrar un N € N tal que (z,) € V sin > N. (159)

Un razonamiento andlogo puede hacerse para el limite inferior sustituyendo
los intervalos ]a, b] por [a, b].
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b) Semicontinuidad superior y semicontinuidad inferior de funciones reales.

En AnAlisis se dice que una aplicacién f : R — R es semicontinua inferior-
mente (superiormente) si y solo para todo @ € R y todo € > 0 existe § > 0 tal
que:

rEeERAN|z—a|<d= f(z)> f(a) —e (fig. 57a) (160)
rE€RAN|z —al| <d= f(z) < f(a)+ € (fig. 57b) (161)
yA yA

!
\

Figura 57

Trataremos de exponer esta definicién en la forma de la afirmacién (69)

Si f(a) es estrictamente mayor que cualquier nimero b (que puede es-
cribirse en la forma b = f (a) — € con € > 0, entonces por (160) existe todo un
intervalo de centro a : {x € R: |z —a| < J}, sobre el cual f es estrictamente
mayor que b, es decir, que para todo b € R la preimagen f~! (]b, oo[), o sea, el
conjunto de todos los a € R con f(a) > b, es abierto en R, pues es vecindad
de todos sus puntos.

Si ahora llamamos vecindad generalizada de x en el espacio de llegada R,
a todo subconjunto V' de R que contenga a un intervalo |b, 00| con = > b,
entonces podemos enunciar la afirmacién siguiente:

La funcién f : R — R es semicontinua inferiormente en el
punto a si f~![V] es vecindad de a con respecto a la métrica (162)
euclideana para toda vecindad generalizada V de f(a).

En general podemos decir que una funcién real f definida sobre un espacio
metrico (X,d) es semicontinua inferiormente en el punto a € X si f~1[V] es
vecindad de a en (X, d) para toda vecindad generalizada V' de f(a) en R.
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Un enunciado similar se obtiene para las funciones semicontinuas superior-
mente, sustituyendo los intervalos |b, oo[, por los intervalos |—oo, b].

De acuerdo a (69), la semicontinuidad inferior corresponderia a un concepto
de continuidad en espacios métricos si pudiera construirse una métrica d en
R para la cual las vecindades fueran precisamente las vecindades generali-
zadas definidas anteriomente. Obviamente , en un espacio metrico en el cual
las vecindades sean precisamente estas vecindades generalizadas, los abiertos
serian unicamente los intervalos del tipo |b,o0[, y por lo tanto, los cerrados
serfan los intervalos |—o0, b]

Pero en este caso la bola abierta By (a, €) no podria contener la bola cerrada
B/, (a,€/2), lo cual es una contradiccién.

c) Convergencia de redes en espacios métricos (integral de Riemann,)

Una red en un conjunto X es una aplicaiéon ¢ : a ~» x, de un conjunto
dirigido (I, <) en X (ver capitulo 1). Comunmente se denota como la familia
(xa)oeel :

Puesto que en un conjunto dirigido la expresién “apartir de un elemento
a € I” tiene un sentido evidente, la nocién de sucesién convergente puede
generalizarse andlogamente a redes cualesquiera en un espacio métrico general

En efecto, si (zq),c; €s una red en el espacio metrico (X, d), se dice que
(Ta)qer converge a x € X, si para toda V' € V () existe un a,, € I tal que:

ZTo € V para todo a € I con ay < «

y se utiliza la misma notacién que para una sucesién convergente ((xa)7 x).

Se puede tener un teorema sobre la caracterizacién de la continuidad me-
diante la convergencia de redes, analogo al teorema 2.6.2, sustituyendo simple-
mente las sucesiones convergentes por redes convergentes. Luego, en un espacio
métrico la convergencia de redes no introduce ningin concepto esencialmente
nuevo a diferencia de como ocurre en los espacios topoldgicos generales donde
no puede ser sustituida por la de sucesiones.

Sin embargo, existen algunos conceptos que se definen mediante el limite
de cierta red que no pueden ser definidos utilizando sucesiones. La integral de
Rieman nos proporciona un ejemplo importante.

Sea [a, b] un intervalo cerrado y acotado en R y sea (P,) una sucesién de
particiones de [a, b] tal que los diametros de los subintervalos P,, converguen a
0 (sin — 400). Si escogemos en cada intervalo [:El@l, :El(n)] de cada particion

P, = (x(()n),...,xlgni)) (n € N) un nimero real egn), entonces la integral de
una funcién continua f : [a,b] — R es precisamente el limite de la sucesién

convergente (.S,,) de las sumas



212 ANALISIS MATEMATICO AVANZADO

No es dlﬁcﬂ combrobar que esta definicidn es precisamente la integral de
Cauchy para funciones continuas introducida en el ejemplo 86 y que no de-
pende de la eleccién de la sucesién de particiones (P,) siempre que los didme-
tros de los subintervalos de P, convergan a 0 . Sin embargo, no existe una
caracterizacion general de la integral de Rieman por medio del limite de una
sucesién, en este caso necesitamos auxiliarnos de las redes.

En efecto, el conjunto P [a, b] de todas las particiones: P = {xg, 1,...,Zn}
(xo = a,xz, = b) del intervalo [a, b] provisto del orden inducido por la inclusién
entre conjuntos C, es un conjunto dirigido.

A toda particién P se le asocia la suma inferior

Zfz xz Ti— 1)

con f, = 1nf{f( )rwiog <z <)
y la suma superior

P) ZZ; fi(wi —mi1),

con fi:=sup{f(z):z_1 <z <},
Es conocido que las redes {S (f,P): P € Pla,b]} y
{S(f,P): P € Pla,b]} son convergentes en el espacio seudométrico R. Sus
limites se denotan respectivamente por:
f f (z) dz (integral superior).
f f () dz (integral inferior).
Se dlce que f es integrable en sentido de Riemann sobre [a,b] si sus in-
tegrales superior e inferior coinciden, y en este caso, a ese valor comun se le
llama integral de Riemann de f en [a,b] y se denota por

R) [’ f () dz

d) Convergencia en espacios producto y convergencia puntual de funciones

Sabemos que el conjunto producto Z.QIX@ de los espacios métricos {(Xj,
d;)}icr puede ser provisto de una métrica para la cual la convergencia de suce-
siones sea precisamente la convergencia por coordenadas, cuando el conjunto
I es numerable (vea ejemplo 27).

Tomando X; = X para todo ¢ € I, el enunciado anterior nos afirma que
la convergencia puntual para las funciones de I en X, puede ser obtenida
mediante una métrica, cuando el conjunto I es numerable.
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Veamos ahora que esto no ocurre cuando I no es numerable y para ello,

consideremos el caso particular en que X = R,
I=1[0,1],RON ={f:]0,1] — R}.

Notemos primeramente que para una métrica d sobre R para la cual
la convergencia coincida con la convergencia puntual de funciones, se tendria
que las aplicaciones proyeccion

7e: RO @) — R, 2 €0,1]
son todas continuas. Luego los subconjuntos

;b la,b]], a<b;beR,
serfan abiertos en RI%1) al igual que sus intersecciones finitas las cuales pueden
ser expresadas en la forma

U=1 x1Ix...xI,xROIN@L-z) (163)

donde los intervalos Ij, son intervalos abiertos en R.

Teniendo en cuenta que RO = ngRm veamos que en (R[O’”,d) cualquier
abierto tendria que contener a alguno del tipo (163).

En efecto, si esto no fuera asi habria un abierto V en (RI%! d) con la
propiedad siguiente:

Existe una sucesién (z,,) en [0, 1] y una sucesién (y,,) en R tal que y,, € R,
Y Yn & 7a, [V].

Sea ahora f = (f (z)),e[,1] € V' v consideremos una funcién g : [0,1] — R
tal que g (z,,) = ny, para todo n € N.

Obviamente la sucesién (f,,) = (f + %g) converge en RO puntualmente
a f, y por lo tanto deberd existir un nimero natural N, tal que f, € V para
todo n > N, lo cual contradice la suposicién de que 1g(z,) = ny, ¢ 7z, [V].

Con esto probamos que todo abierto en (R[O’l], d) deberfa contener a algin
abierto de la forma (161). En particular cualquier bola By (f,¢€) deberia con-
tener un conjunto U del tipo (161) tal que U > f; Entonces se tendria por una
parte que

ya que por unicidad del limite puntual, d deberia ser necesariamente una
métrica y no una seudométrica. Por otro lado

1
nEON*Bd(fa ;) D neN*NU,, (165)

donde U, es de la forma (161) y como f € U, para todo n, entonces ,, U,
es un subconjunto infinito de RO,
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De la contradiccién entre (164) y (165) se deduce que la convergencia
puntual en R% no puede ser obtenida mediante una métrica.

e) Convergencia en espacios de funciones continuas

De acuerdo con nuestra motivacion inicial para el estudio de los espa-
cios métricos, en el transcurso de este capitulo hemos introducido espacios
de funciones continuas provistos de diferentes métricas que corresponden a
determinados tipos de convergencia usuales en el Analisis Funcional.

Como ya sabemos, la idea de considerar las funciones como puntos de un
espacio métrico constituyé el punto de partida para el Anilisis Funcional,
asi como el paso intermedio esencial para la definicién abstracta de los espa-
cios métricos y mas tarde de los espacios topoldgicos. Esta idea surgié como
resultado de un largo proceso de abstracciéon y ain a principios del siglo XIX
solamente era conocida la nocién de una funcién arbitraria. Los diferentes
conceptos de convergencia (puntual y uniforme) no se distinguieron con pre-
cision antes de los afios 1840-50. El estudio formal de la convergencia uniforme
(encabezado por la escuela italiana: Dini, Arzeld, Ascoli) comenzé en el tlti-
mo tercio del siglo pasado y no fue hasta finales de siglo que se utilizaron
sistematicamente métricas y topologias sobre conjunto de funciones.

Los conceptos convergencia puntual y convergencia uniforme junto con
otros conceptos importantes como son la convergencia compacta y la con-
vergencia acotada, pueden ser estudiados desde un punto de vista unificado,
introduciendo la nocién de o— convergencia o convergencia uniforme sobre una
familia o de subconjuntos de un conjunto dado X (ver D. Hinrichsen y otros,
Topologia General, capitulo 11).

Constituye un hecho interesante ver que esta nocién unificadora de conver-
gencia para funciones y muy en particular para las funciones continuas, puede
ser estudiada de forma general en el marco de los espacios topolégicos y no
de los espacios métricos ya que generalmente la o—convergencia no puede ser
descrita por una métrica.

£) Algunos conceptos de convergencia relacionadas con el desarrollo de las
ecuaciones diferenciales

El impetuoso desarrollo de las ecuaciones diferenciales y sus aplicaciones,
ha dado lugar a la introduccion de espacios de funciones en los cuales la conver-
gencia estd definida de manera tal que los operadores de diferenciaciéon sean
continuos, o al menos, satisfagan determinadas propiedades de regularidad.
Espacios de este tipo son, por ejemplo, los llamados espacios de funciones de
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prueba que aparecen en la teorfa de distribuciones (entes matematicos que
pueden ser “derivados” infinitamente en cierto sentido generalizado).

Los diferentes conceptos de convergencia definidos tanto en los espacios de
funciones de prueba como en su espacio dual (el espacio de distribuciones),
o para los operadores diferenciales definidos sobre estos espacios, no pueden
generalmente ser definidos por una métrica.

Ejercicios de Autocontrol

1.

Sea X4 la funcién caracteristica de un subconjunto A de un espacio
métrico (X, d) :

1, size A
XA(x)_{ 0, siz¢ A

Pruebe que X4 es semicontinua inferiormente si y solo si A es abierto.

Sea (X,d) un espacio métrico y sean f, : X — R (a € I) funciones
semicontinuas inferiormente (superiormente)

a) Pruebe que sup fa(l'nf} fa) es semicontinua inferiormente (superior-
a€el ac

mente).

En particular la envoltura superior (inferior) de funciones numéricas con-
tinuas es semicontinua inferiormente (superiormente)

b) Demuestre que 1’an fa(sup fo) es semicontinua inferiormente (supe-
ae acl
riormente), si I es finito.

¢) Dé un ejemplo de que esto no se cumple en general si I no es finito.

Demuestre que una aplicacién f : (X,d) — R es continua (para la
métrica usual sobre R) si y solo si es superior e inferiormente continua.

. Demuestre la afirmacién (159)

Demuestre que una aplicaciéon f : (X,d) — (Y,d’) es continua en el
punto a € X siy solo si, para toda red(xa)adTa en (X, d) se tiene que

(f (xa))ael7f (a) €n (Yv d/)

Demuestre que la integral superior y la integral inferior existen para una
funcién acotada cualquiera f : [a,b] — R (ver punto d).
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2.15 TRANSICION A UNA NUEVA TEORIA

Los resultados del epigrafe anterior nos muestran el papel central de los
abiertos para la topologia de los espacios métricos. Si conocemos la coleccion de
todos los abiertos de un espacio métrico (X, d), entonces podemos determinar:

-cudles conjuntos V C X son vecindades de un punto z € X;

-cudles sucesiones (z,) en X convergen a un punto z € X;

-cudles aplicaciones sobre X son continuas;

-cudles aplicaciones sobre X son o no continuas en cierto punto a € X.

Luego, para tratar problemas de convergencia y de continuidad sobre X,
podemos prescindir de la métrica d, si conocemos los abiertos de X. Ademés
esto parece mas adecuado, porque continuidad y convergencia dependen esen-
cialmente de la colecciéon de los abiertos pero no de la métrica especifica que
la define: Una funcién f continua sobre un espacio métrico (X, d) sigue siendo
continua sobre (X, d’) para todas las métricas d’ topoldgicamente equivalentes
a d segun el teorema 1.6.20. Esto nos sugiere axiomatizar el concepto de con-
junto abierto sin la utilizacion de una distancia. Para una tal axiomatizacién
deberiamos partir de propiedades basicas de los abiertos en un espacio métri-
co, y considerar conjuntos que tienen asociadas colecciones de subconjuntos
que cumplen estas propiedades bésicas. Con esto desapareceria para nosotros
la hasta ahora imperiosa necesidad de una seudométrica para definir las no-
ciones de continuidad y convergencia.

Ademads de que una axiomatizacion de los abiertos es mas adecuada a la es-
tructura de los conceptos de continuidad y convergencia que la aziomatizacion
de las distancias podemos esperar ventajas esenciales de tal procedimiento:

Primero: Como hemos visto, la teoria de los espacios métricos no com-
prende la convergencia puntual. Esta insuficiencia de la teoria de los espacios
métricos es otro indice, de que la axiomatizacion del concepto de distancia
todavia no nos proporciona la teoria axiomatica definitiva de la continuidad y
de la convergencia. Escogiendo propiedades de los abiertos que son suficiente-
mente generales podemos construir una teoria que nos servira para un analisis
de la convergencia puntual asi como de toda convergencia definida por una
familia de seudométricas.

Segundo: En ciertos conjuntos resulta mas natural y mas sencillo definir
directamente los abiertos que definirlos mediante el método de introducir una
distancia, a priori innecesaria. Un ejemplo claro de esto es R donde podemos
definir directamente los abiertos como uniones arbitrarias de intervalos abier-
tos. Ademds podemos esperar que una axiomatizacién de los abiertos basada
sobre la teoria de conjuntos en vez de la teoria compleja de los ntimeros reales
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(métrica), nos permita hacer las demostraciones mas claras y evitar la ep-
silontica.

Tercero: Otra ventaja sistemdtica tiene algo que ver con la construccion
estructural de la matematica. La teoria de los espacios métricos presupone una
teoria de los nimeros reales. Pero R tiene una estructura muy compleja, que es
una combinacién de tres estructuras elementales: estructura algebraica, estruc-
tura de orden y estructura topolégica. Dentro de la jerarquia de las estructuras
que constituyen la matematica moderna no parece muy légico confeccionar una
teoria de una estructura fundamental como la topolédgica, presuponiendo en
esta teorfa una estructura tan concreta como la de los niimeros reales. Con
una axiomatizacién de los abiertos, la Topologia General se fundamenta tnica-
mente en la teoria de conjuntos, base comun de todas las teorias estructurales.

El problema de axiomatizar el concepto de subconjunto abierto, es el proble-
ma de seleccionar propiedades basicas sencillas, suficientemente generales y
suficientemente sustanciales, para servir como axiomas de una teoria general
de la convergencia y continuidad.

Fl sistema de solo tres axiomas que constituyen la base de la Topologia
General, es uno de los logros més importante de los primeras décadas del siglo

XX

En la Topologia General existe un concepto de homeomorfismo, que per-
mite establecer una relacién de equivalencia entre los espacios topoldgicos.

Para probar que dos espacios topoldgicos son homeomorfos, hay que mostrar
que existe un homeomorfismo entre ellos.

En general, es més dificil demostrar que no existe un tal homeomorfismo.
En capitulos posteriores veremos criterios que nos permitiran asegurar que
ciertos espacios métricos no son topolégiccamente homeomorfos.

Para dar una idea de lo que significa la homeomorfia topolégica, agrupamos
en las siguientes lineas (sin demostracién), algunas figuras y letras que son
equivalentes como espacios topologicos (fig. 58)
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Intuitivamente podemos ver si curvas en el plano R? o superficies en el
espacio R? son homeomorfas, suponiendo que son de goma.

Si se pueden transformar una en otra por una serie de extensiones y com-
presiones sin romperlas, ni pegarlas, son homeomorfas.

Se ha definido a un topélogo como un matematico que no encuentra la
diferencia entre una rosquilla y una taza de café.

El siguiente dibujo muestra la diferencia estados en la deformacién de una
rosquilla en una taza (fig. 59)

S B

Figura 59

Figura 58

Cada una de las geometrias cldsicas tiene su concepto de configuraciones
equivalentes. Para un geémetra euclideano, no es bueno el concepto de equiva-
lencia topolégica. Para €él, una rosquilla y una taza de café son configuraciones
completamente diferentes. En geometria euclideana se dice que dos configura-
ciones son equivalentes si son congruentes, o sea, si existe un movimiento rigido
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que lleve una sobre otra. Sabemos que una congruencia en R3 estd definida
por una isometria de R? en sf mismo, luego a un gedmetra le interesan, més
que las propiedades topoldgicas de los subconjuntos de R3, aquellas que son
especificamente métricas.

Las propiedades de los espacios topolégicos que pueden definirse por medio
de los abiertos son invariantes con respecto a homeomorfismos. Si se cumplen
para un espacio topoldgico, se cumplen también para todos los espacios homeo-
morfos. Tales propiedades que pueden considerarse como propiedades de las
clases de espacios topoldgicamente equivalentes, se llaman propiedades topoldgi-
cas.

Las propiedades topolégicas de los objetos matematicos forman el tema de
la Topologia General.

Algunos autores dan la siguiente definicién breve y abstracta de la topologia
como disciplina matematica: La tarea de la topologia es la investigacion de la
categoria de los espacios topoldgicos. Eso nos parece una buena definicién del
objeto general de la topologia pero el objeto general no determina la tarea de
una disciplina. Seguin nuestra opinién, la categoria de los espacios topolédgicos
no tiene un interés en si mismo, es decir, los top6logos no deben encerrarse
con esta categoria para investigarla con un interés estructuralista.

Los espacios topoldgicos son una abstraccién artificial por la cual se aisla
un aspecto fundamental de las estructuras concretas de la realidad, para ha-
cer una teoria coherente y eficiente de este aspecto, y producir conocimientos
instrumentales para el andlisis concreto. En la aplicacién (que es la méxima
justificacién final para el desarrollo de tal teoria abstracta), los razonamientos
topoldgicos vuelven a combinarse con razonamientos algebraicos, estadisticos,
etcétera, para adaptarse a la estructura compleja de los problemas reales (tec-
noldgicos, econémicos, etcétera). Luego, es necesaria una vinculacién estrecha
entre la topologia general y las demas disciplinas matematicas.

Uno de los objetivos fundamentales de los siguientes capitulos es el estudio
de los invariantes topoldgicos en los espacios métricos (compacidad, conexidad,
etcétera). No expondremos una teoria autosuficiente de la categoria de los
espacios métricos, sino estudiaremos los conceptos y resultados béasicos que
se utilizan en el Analisis, Anédlisis Funcional y otras ramas de la matematica
cercana a la aplicacion.

Sin embargo, continuaremos en el siguiente capitulo con el tema de la
completitud en los espacios métricos el cual no puede formularse en un espacio
topoldgico cualquiera y cuyos resultados son una herramienta muy potente en
el desarrollo del Andlisis y sus aplicaciones.



CApPiTULO 3

ESPACIOS METRICOS COMPLETOS

La veracidad de muchos teoremas importantes del Anélisis, depende en gran
medida, de la completitud de los espacios en que se desarrolla un problema de-
terminado. Precisamente esto explica la insuficiencia de los niimeros racionales
y de la integral de Riemann (si hablamos solamente de los ejemplos més cono-
cidos) asi como el éxito que se alcanza al ser sustituidos por los nimeros reales
y la integral de Lebesgue respectivamente (véase 3.5).

En este capitulo nos dedicaremos al estudio de la teoria de los espacios
meétricos completos, procediendo en dos direcciones. Por una parte, veremos
cémo una métrica permite expresar de forma intuitiva no solamente el concepto
cercania entre puntos y conjuntos, si no ademads el concepto cercania uniforme,
gracias al cual podemos introducir las nociones de continuidad uniforme y
sucesion de Cauchy en un espacio métrico. No obstante, trataremos de indicar
porqué estas nociones son propias de una estructura superior a la estructura
métrica aunque tampoco son nociones topoldgicas ya que no son invariantes
ante métricas topoldgicamente equivalentes.

Este capitulo tiene por tanto una tendencia hacia la generalizacién sis-
tematica de ciertos conceptos, y resultados basicos que aparecen en la teoria
de los espacios métricos pero que no corresponden propiamente a la estructura
métrica.

Por otra parte expondremos algunos resultados més especificos sobre los
espacios métricos completos y algunos teoremas importantes en estos espacios,
con vista a la aplicacién en otras ramas de la matematica. La mayoria de estos
resultados podrian generalizarse a otros espacios topoldgicos més generales,
pero esta tematica se aparta del objetivo del texto y ademds, con nuestra
exposicién llegaremos directamente a los resultados en su forma mas 1til para
las aplicaciones.

Presentaremos los conceptos y resultados méas fundamentales que genera-
lizan los ya conocidos por el lector para sucesiones de Cauchy y funciones
uniformemente continuas en espacios numéricos, y que ademds, pueden ser
aplicados al estudio de los espacios funcionales.

En 3.1 se presentan los resultados béasicos sobre las sucesiones de Cauchy
y las aplicaciones uniformemente continuas, explicandose sus propiedades fun-
damentales y demostrandose mediante ejemplos que estos conceptos no per-
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manecen invariantes al cambiar la métrica del espacio por otra topoldgica-
mente equivalente. Motivado por los resultados obtenidos en este epigrafe, se
definen en 3.2 los espacios métricos completos y se estudian algunas de sus
propiedades.

Basandose en estos resultados generales se deducen una serie de teoremas
importantes sobre los espacios métricos completos (3.3), y el completamiento
de un espacio métrico (3.4). Estos resultados son bésicos para las teorfas de los
espacios de Hilbert y espacios de Banach que veremos en el capitulo 6. Para
ilustrar su utilidad en diversas ramas de la matemaética, el iltimo epigrafe (3.5)
expondra algunas de las aplicaciones en Analisis, Analisis Numérico. Teoria
de Ecuaciones Diferenciales e Integrales y en Teor{a de Variable Compleja.

3.1 SUCESIONES DE CAUCHY Y FUNCIONES UNIFORME-
MENTE CONTINUAS

Del anélisis conocemos dos conceptos fundamentales aparentemente topoldgi-
cos y que aun no hemos generalizado para los espacios métricos, estos concep-
tos son sucesion de Cauchy y continuidad uniforme. Ambas nociones tienen
una generalizacién obvia a los espacios métricos.

Definicion 3.1.1 (sucesiéon fundamental o de Cauchy). Una sucesién
(z5,) en un espacio seudométrico (X, d) se llama de Cauchy, si para todo € > 0
existe un nimero N € N tal que

m,n > N = d(xm,,z,) <€ (1)

Definicion 3.1.2 (aplicacién uniforme continua). Una aplicacién f de
un espacio seudométrico (X, d) en otro espacio seudométrico (Y, d') se llama
uniformemente continua si para todo € > 0 existe § > 0 tal que para todo
z,y € X

d(w,y) <& =d (f(x),f(y)) <e (2)

Observacion: Notemos que en la definicién anterior a diferencia de la definicién de
continuidad, el nimero § depende de € pero no del punto x € X.

Veamos los siguientes ejemplos y propiedades elementales de los conceptos
introducidos

Ejemplo 1. Sean (X, d) un espacio seudométrico y A C X. Hemos probado en
el capitulo anterior que |d (v, A) — d(y, A)| < d(x,y), por lo cual la aplicacién
x ~» d(x, A) es uniformemente continua.
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Proposicion 3.1.3. Sean (X,d) y (Y,d') espacios seudométricos. Toda apli-
cacién uniformemente continua f : (X,d) — (Y,d’) es ademds continua.
La demostracién es obvia por lo cual se deja al lector.

Ejemplo 2 (funcién continua que no es uniformemente continua).
Consideremos la funcién continua
10,1] — R
1
T~ —
x
Para probar que ella no es uniforme continua, debemos encontrar un nimero
e > 0 tal que para cualquier § > 0 existan x,y € ]0,1] con |z —y| < y

1 1
- — —| > e
r y
1 1
Tomemos e=1, 2= —, y = —;
n 2n

entonces, para cualquier ¢ se puede tomar n suficientemente grande para que
1

z,y €10,1] y |z —y| = o < 0. Pero por otra parte,
n

1 1

L —‘ —nsl--

Ty

Observacion: En el siguiente capitulo estudiaremos los llamados espacios
métricos compactos para los cuales se cumple que toda funcién continua defini-
da sobre ellos es también uniformemente continua.

La formulacién de las nociones de sucesiéon de Cauchy y continuidad uni-
forme en los espacios métricos, presupone que se tiene un instrumento (en este
caso, la métrica) que permite expresar la nocién intuitiva de cercania uniforme
entre pares de puntos cualesquiera.

Las vecindades V € V (a) y V € V (A) en un espacio métrico, nos deter-
minan la cercania de un punto x cualquiera al punto prefijado a o al conjunto
prefijado A. Aunque no lo veremos en este libro, podemos senalar que en un
espacio topologico general no se pueden comparar las vecindades de diferentes
puntos, ya que no se tiene un criterio para determinar el conjunto de todos
los pares de puntos (z,y) que tienen un cierto orden de cercania. A pesar de
que gracias a las propiedades de la métrica esta comparacion puede realizarse
en un espacio métrico, mostraremos mediante un ejemplo que la propiedad de
Cauchy no es una propiedad topoldgica de las sucesiones en un espacio métri-
co, es decir, no es invariante al cambiar la métrica por otra topoldgicamente
equivalente, sino que depende en cierta medida de una estructura adicional
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que introduce la métrica.

Ejemplo 3. Consideremos sobre R las dos distancias

/ x Yy
{en) = | 1

No es dificil comprobar que d y d’ son topolégicamente equivalentes, o sea
definen los mismos abiertos.

La sucesién (n) es una sucesién de Cauchy en (R, d ), pero claramente no
es una sucesiéon de Cauchy en (R,d) (demuéstrelo).

Notemos que para demostrar que una sucesién (x,) no es de Cauchy en
(X, d), debe poder hallarse un ntimero € > 0, tal que para cualquier N € N se
tengan elementos x,, y &, con n,m > N y que cumplan: d (z,, ) > €.

Observacion: No resulta dificil verificar mediante un ejemplo, que la nocién
de continuidad uniforme tampoco es una propiedad topolégica. Es decir, si
f: (X,dy) — (Y,d3) es uniformemente continua, no tiene por qué conti-
nuar siéndolo al cambiar d; o dy por una métrica topolégicamente equivalente
(construya un ejemplo). Sin embargo, tanto la propiedad de Cauchy como la
continuidad uniforme permanecen invariantes al sustituir una métrica por otra
semejante.

Tal parece que al pasar por la abstraccién de los espacios métricos o por
la abstracciéon topoldgica, se ha saltado una estructura intermedia; esta es
precisamente la llamada estructura uniforme de un conjunto y es a partir de
ella, que podemos obtener una axiomatizaciéon conjuntista del concepto de
cercania uniforme.

El orden de cercania entre dos puntos xg, 19 € X puede ser definida median-
te una seudométrica d por un niimero real:

d(xo0,y0) < €

La misma relacién puede expresarse utilizando el lenguaje de la teoria de
conjuntos:
(0,90) € Ue :={(z,y) € X x X :d(z,y) < e} 3)

y diremos que el par de puntos zg,yg € X estan cercanos en un orden € si

(1’0, yO) € Ue-
Si conocemos la coleccidn:

B={U;:¢e¢>0} (4)
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podemos olvidar que sus elementos se definieron por medio de una distancia
y tomar los propios conjuntos U € B para indicar el orden de cercania entre
dos puntos planteando que:

x,y son vecinos de orden U = (x,y) € U (5)

Nosotros no analizaremos aqui las propiedades bésicas de la colecciéon B y
mucho menos nos detendremos en la axiomatizacién y estudio de los llamados
espacios uniformes. El lector interesado, puede consultar el capitulo 10 del
libro Topologia general de D. Hinrichsen y otros.

El objetivo de nuestra explicacién ha sido solamente trasmitir al lector
una inquietud que le estimule a profundizar en esta temética, propia de una
estructura superior a la métrica, a pesar de que nosotros la desarrollaremos
en los espacios métricos donde obtendremos una cantidad considerable de re-
sultados importantes. Una vez aclarado esto, continuaremos con el estudio de
los conceptos sucesion de Cauchy y aplicacion uniformemente continua en los
espacios seudométricos.

Proposicion 3.1.4 (propiedades de las sucesiones de Cauchy). (X, d)
un espacio seudométrico; entonces:

i) toda sucesién convergente de (X, d) es de Cauchy;

ii) sila sucesién de Cauchy (x,,) en (X, d) tiene una subsucesién convergente
(T¢(n)) ((Ty(n)) — ), entonces la propia sucesién () es convergente,
y ademads, (z,) — x.

Demostracion: i) Sea () una sucesién convergente en (X,d) : (z,) — =z,
entonces:
d (T, Tm) < d(Tn,z) +d(zm,x)
Para cada € > 0 se puede encontrar ng, mg € N, tales que:
n>ng=d(T,,x) <€e/2, m>myg=d(xm,z)<e/2,
y por tanto,
n > N = max (ng,mg) = d(xn,xm) < €, con lo cual queda probado que
la sucesion (z,,) es de Cauchy.

ii) Sea (zy(,) — ). Entonces: d(7y,7) < (Tn, Tp(n)) + d(Tp(n), T)-
Sea € > 0. Por ser (a:@(n)) convergente, se puede encontrar ng € N tal que:
n>ng = d(Tymn), ) < €/2.
Por ser (z,) de Cauchy existe n; € N, tal que:
p(n) >n>ny = d@n,r,m)) < €/2,
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luego n > N = max (ng,n1) = d(z,,x) < €y de la arbitrariedad de € se
deduce la convergencia de (z,) a . B

Observacion: Como nos muestra la proposicién anterior, toda sucesion de
Cauchy converge a uno de sus puntos adherentes y por ello, en un espacio
métrico donde el limite es tnico, una sucesion de Cauchy puede tener a lo
sumo un punto adherente que serd necesariamente su limite.

Ejemplo 4 (sucesién de Cauchy no convergente). La proposicién ante-
rior nos sugiere la existencia de sucesiones de Cauchy en un espacio métrico
que no son convergentes. En efecto, consideraremos el intervalo ]0, 1] con la
métrica usual de R (médulo). La sucesién (%) es una sucesién de Cauchy en
10,1] (compruébelo) pero no es convergente, ya que su limite seria el punto

cero que no pertenece al espacio métrico en consideracién.
Ejercicios de Autocontrol

1. Demuestre que los conceptos sucesién de Cauchy y funcion uniforme-
mente continua permanecen inveriantes al ser sustituidas las métricas
correspondientes por otras semejantes.

2. Sean (X, d) un espacio métrico y B la familia de subconjuntos de X x X
definida en (4). Dados U,V C X x X, definamos
VoVi={(z,y) e X xX:3z€ X :(z,2) e V}
Uti={(z,y) e X x X : (y,x) €U}

Pruebe que se cumple

i) A C U para todo U € B (A : diagonal de X x X)
ii) Para todo U € B existe un V € B tal que V. C U™!
iii) Para todo U € B existe un V€ Btalque VoV C U

3. Demuestre que toda funcién uniformemente continua f : (X,d) —
(Y,d') transforma sucesiones de Cauchy en X, en sucesiones de Cauchy
en Y. Construya una funciéon continua que no satisfaga la propiedad
anterior.

4. Demuestre que ninguna funcién polinomial de gradon > 1 p : z ~
p(x) = ap+arz+asx®+...+a,z™ de R en R es uniformemente continua.
Ma4s ain, pruebe que una funcién derivable es uniformemente continua
si y solo si su derivada f : R — R es acotada.
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5. Para cada par A y B de subconjuntos cerrados disjuntos de R se define
la funcién

f@) = gl

d(z,A)+d(z,B)

Encuentre dos subconjuntos A y B con las propiedades antes senaladas
para los cuales f no sea uniformemente continua.

3.2 DEFINICION Y PROPIEDADES GENERALES DE LOS ES-
PACIOS METRICOS COMPLETOS

Para evitar complicaciones técnicas que no aportan nada conceptual, a partir
de ahora y hasta el final de este capitulo consideraremos que los espacios en
cuestién son métricos y no seudométricos.

Motivados por el ejemplo 4 introduciremos los llamados espacios métri-
cos completos, los cuales han resultado de gran utilidad a las aplicaciones en
diferentes ramas de la matematica.

Definicion 3.2.1. Un espacio métrico (X, d) es completo, si toda sucesién de
Cauchy en (X, d) es convergente en (X,d).

La mayoria de los espacio métricos completos utilizados en la practica,
poseen generalmente una estructura vectorial. De especial importancia son la
clase de los espacios normados completos llamados Espacios de Banach y los
espacios prehilbertianos completos, llamados FEspacios de Hilbert, los cuales
estudiaremos en el capitulo 6.

Ejemplo 5. El llamado criterio de Cauchy introducido en el Andlisis Matemé-
tico para asegurar la convergencia de sucesiones en R", no es mas que la
confirmacion de la completitud del espacio R™.

Ejemplo 6. El espacio l5(N) de las sucesiones (x,) de nimeros reales tales

o0
que 3 |zn|* < 0o provisto de la métrica
n=0

00 1/2
d((xn) ; (yn)) = (Z |20 — an>
n=0

es completo. En efecto, sea (z(™)) = ( %m)) una sucesién de Cauchy en lo(N).

Esto significa que para cada € > 0 existe un mg tal que:

2
pg>my= 2 e — 2@ <€
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Para cada n fijo esto implica en primer lugar que la sucesion ($£Lm)) es de
Cauchy en R, y por tanto, converge hacia un limite z,,.
En segundo lugar, dejando p > mg fijo y haciendo tender ¢ a oo en

N
2

2
a;S{’ ) —:xg)‘ (N € N) obtenemos por la continuidad del médulo que

n=0
| () 2 SN 2
S |o —x,| <eparatodo N €N, luego > |z’ — x,| < e parap > my.

Esto demuestra que la sucesion (:cﬁf’ ) x,) pertenece a [3(N), por tanto,

x = () pertenece a l(N) y se tiene que (™ — z en I5(N).

Ejemplo 7. Dado un conjunto A y un espacio métrico (X, d), el espacio

B(A,X):={f:f:A— X acotada} (6)
provisto de la métrica de la convergencia uniforme.

do(f,9) = supd(f(z), g(x))
€A
es completo si (X, d) es completo. Supongamos que (X, d) es completo y sea
(fn) una sucesién de Cauchy en B(A,X). Como la convergencia uniforme
implica la convergencia puntual, es claro que para cada = € A la sucesién
(fn (z)) serd de Cauchy en (X,d), y por lo tanto, converge a un elemento de
X que denotaremos por f (z). De esta forma hemos definido la funcién

f:A— X

tal que fp, () ¢ f (z) para cada z, es decir, f, converge a f puntualmente.
Demostraremos que f, converge a f uniformemente.

En efecto, por ser (f,) de Cauchy en B(A, X), dado € > 0 existe ng, tal
que si m,n > ng entonces

d(fim(z), fo(z)) <eVrz e A (7)
Dejando n fijo y haciendo tender m — oo en (7) se obtiene para n > ng:

d(f(x), fa(x)) <€ Ve e A (8)
Concluimos que (f,,) converge a f uniformemente sobre A y que f € B(A, X).

Sean (X,d) y (Y,d’) espacios métricos. Denotaremos mediante C (X,Y") al
espacio de las funciones continuas y acotadas de X y Y, provisto de la métrica
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de la convergencia uniforme.

Teorema 3.2.2 (completitud de C, (X,Y)). Si el espacio métrico (Y,d")
es completo, entonces C, (X,Y') también es completo

Demostracion: Sea (f,) una sucesién de Cauchy en C, (X,Y’). La sucesién
(fn) es, por lo tanto, de Cauchy en B(X,Y), y aplicando el resultado del
ejemplo 7 convergerd uniformemente sobre X a una funcién f € B (X,Y). En
el capitulo anterior hemos demostrado que el limite uniforme de una sucesién
de funciones continuas es también una funcién continua, y por lo tanto, f €

Co (X,Y). Luego C, (X,Y) es completo. B

Veamos ejemplos importantes de espacios métricos no completos.

Ejemplo 8. Denotemos por C [0,1] (C2[0,1]) al espacio C(]0,1],R) provisto
de la métrica:

ai(f.g) = /|f )| d.
<d2 f.9) < / e |dw>l/z>-

Demostraremos que ninguno de estos espacio métricos es completo. Comen-
cemos por C [0, 1] . Para cumplir nuestro objetivo debemos hallar una sucesién
de Cauchy en C [0, 1] que no sea convergente en C1 [0, 1] .Definamos paran > 2
(fig. 60):
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1,00 A

= 4

0 1/200/n 1/2 1/201/n 1

Figura 60

1/2—1/n
/1 (1= fn (2)) dat

/2—1/m
I = 2 =
1/2
O ORI

1/2-1/n i
1/2—1/n m 1

/ <mx - —+ —) dz+
1/2-1/m 4 2

=2

1/2 m—n n—m
+ T+ dr =
L Ji2—1m 2 4 ]

=3G—n), .0

luego la sucesién (f,) es de Cauchy en C7[0,1]. Veamos que (f,) no es
convergente en C7[0,1]. En efecto, supongamos por el contrario que existe

f € C1]0,1] tal que ( fn)d—> f. Si consideramos las restricciones f, [0,1/2],

fn(1/2,1], £10,1/2] v f [1/21, 1], no es dificil ver que la convergencia de f, a f
en (4 [0, 1] se deduce:
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(fn[0,1/2]) — £10,1/2] en C1[0,1/2],

(fn[1/2,1]) — f[1/2,1] en Cy [1/2,1].
Pero por otra parte, podemos comprobar inmediatamente que

(fn[0,1/2]) — (1) en C1[0,1/2],

(fn[1/2,1]) — (0) en Cy [1/2,1].
Por unicidad del limite en C4 [0,1/2] y C; [1/2,1] se tendria que

1, si zel0,1/2

f (@)=
0, si zell/2,1]

lo cual es una contradiccién con la suposicién de que f es continua sobre [0, 1] .
Hemos demostrado que C1 [0, 1] no es completo.

Utilizando ahora la desigualdad de Cauchy-Buniakowski obtenida en el
capitulo 2, podemos también demostrar la no completitud de C5[0,1]. En
efecto, no es dificil comprobar que la sucesién (f,,) definida anteriormente es
también de Cauchy en C5[0,1] (demuéstrelo). Aplicando la desigualdad de
Cauchy-Buniakowski a las funciones (1) y |f, (x) — g (z)|, donde g es una
funcién continua arbitraria sobre [0, 1] obtenemos:

/Ifn - >|da:<</01<1>2dx)1/2
(/ (@) — g (@) dx)m

di(fn9) < (b= )" da(f. 9)-

Supongamos que fnd—> g, entonces de la desigualdad anterior se tendria que
fnd—>g y por unicidad del limite f = g, lo cual estd en contradiccién con la

1

suposicion de que g es continua.
Veamos algunas propiedades de los espacios métricos completos:

Proposicion 3.2.3 (subespacios completos). Todo subespacio cerrado de
un espacio completo es completo. Reciprocamente todo subespacio completo
de un espacio métrico es cerrado.

Demostracion: Verifiquemos inicialmente la primera afirmacién de la proposi-
cion.
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En efecto, sea A cerrado en el espacio métrico completo (X,d) y (z,,) una
sucesién de Cauchy en (A,d4). La sucesién (z,) serd también de Cauchy en
(X,d) y por la completitud de (X, d) se tiene que (mn)7 x.

Por ser A cerrado x € A, luego (A,d4) es completo.

Supongamos reciprocamente que (A, d4) es completo en el espacio métrico
(X,d) y sea (z;,) una en A convergente en X a un punto x : (a:n)7 x. Por
ser la sucesién (x,) convergente serd una sucesiéon de Cauchy (3.1.4) y de la
completitud de (A,d4) se deduce que su limite z € A, con lo cual queda
probado que A es cerrado. B

Proposicion 3.2.4 (producto numerable de espacios métricos com-
pletos). El producto de una familia finita o numerable de espacios métricos
completos, provisto de la métrica producto, es un espacio métrico completo.

Demostracion: sea (X, dy,))oo 1u una familia numerable de espacios méticos;

sabemos que la métrica producto H X, se define por

n=1

) ) = 5 oyt

Sea (z(M) = (2\™) = ((:cgmn,o.o. L@,

una sucesién de Cauchy en ( [[ X,,,d
n=1

Esto significa que para cada e > 0 existe un mgq tal que:
© 1 d (-r?(’L)gxq(mq))

PAZIOZ B BT gl o)

Para cada n fijo, esto implica en primer lugar que la sucesién (x%m)) es de
Cauchy en X,,, y por lo tanto, converge hacia un limite x,, € X,.
Dejando p > my fijo y haciendo tender ¢ a oo en

dp, (:cv(@),xﬁﬁ))
t+ d (2 o)

obtenemos por la continuidad de la métrica que

no1
Py

(a:%’),m

N 1 d,
22— < e para todo N € N
=12" 14
(x

Luego, d( (p)), (z5,)) < € para p > my.
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n=1
cual queda probada la completitud del producto. (Compare esta demostracion
con el ejemplo 6).H

o
Esto demuestra que la sucesién ((a:T(lp )) converge en (H Xn,d>, con lo

Proposicion 3.2.5 (espacios completos isométricos). Dos espacios métri-
cos isométricos son simultaneamente completos o no.

Demostracion: Sea f : (X,d) — (Y,d’) una isometria, es decir f es so-
breyectiva y d(z,y) = d'(f (x), f(y)), para todo z,y € X, y supongamos
ademds que (X, d) es completo. Sean (y,) una sucesién de Cauchy en (Y, d')
y (x,) la sucesién en (X, d) tal que

f (xN) = Yn-

Por ser f una isometria, la propiedad de Cauchy es satisfecha también por
(xn), y por lo tanto, existe x = lim (z,,) en (X, d).

Por la continuidad de f existird también y = lim (f (z,,)) = lim(y,), luego
(Y,d') es completo.

Para probar que la completitud de (Y, d’) implica la completitud de (X, d)
basta notar que

f7H(vd) — (X,d)

también es una isometria. l

Como nos muestra la proposicién 3.2.5, la relaciéon de isometria entre es-
pacios métricos conserva la completitud pero esto no ocurre para la relacion
de homeomorfia; la completitud no es una propiedad topolégica. Veamos el
ejemplo siguiente:

Ejemplo 9. El espacio R con la métrica

|z| |yl
A 9) = 1T . " T+ )
es topoldgicamente equivalente a R con la métrica usual, pero no es completo.
En efecto, la sucesién (n) es de Cauchy en (R, d) y no converge a ningin punto
de R.

Este ejemplo no se puede confundir con el ejemplo 3. El ejemplo 3 muestra
que una sucesion puede ser de Cauchy para una métrica y no serlo para otra
métrica topoldgicamente equivalente, mientras que en el ejemplo 9 vemos que,
aunque en un espacio métrico toda sucesién de Cauchy sea convergente, al
sustituir su métrica por otra topoldgicamente equivalente puede haber suce-
siones de Cauchy que no sean convergentes. Estas sucesiones de Cauchy no
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convergentes con la nueva métrica, no pueden ser de Cauchy para la métrica
inicial (jpor qué?).

Para finalizar el epigrafe analicemos el problema de la prolongacién de
funciones uniformemente continuas

Proposicion 3.2.6 (prolongacién de funciones uniformemente con-
tinuas). Sea A un subespacio de un espacio métrico (X,d) y (Y,d') un es-
pacio métrico completo. Entonces toda aplicacion uniformemente continua
f:(A,da) — (Y,d) tiene una tinica prolongacién uniformemente continua
f:A—Y.

Demostracion: Por la propiedad de regularidad de los espacios métricos,
sabemos que existe una tnica prolongacién continua f : A — Y; solo queda
probar que f es ademds uniformemente continua. En efecto, por la continuidad
uniforme de f, para cada nimero € > 0 se puede hallar un nimero é > 0 tal
que:

d(w,y) <20 = d'(f (x),f(y)) <e/2.

Por las propiedades de la clausura y la continuidad de f, para cada par
T,7 € A podemos encontrar x,y € A tal que

d(z,T) <0/2,
d(y,y) <4/2,
y ademas,

A(f (). F () < /4
d(f(y), f(¥)) < e/4
Sid(Z,7y) < d, tendremos

d(z,y) < d(z,T) + d(Z,7) + d(y,7) < 6/2+ 5+ /2 = 20,

y por lo tanto

d(, f (@), f@) <d(f, (@), f (@) +d(f (@), f () +d(f(y),

d(f(@) <e/d+e€/2+¢€/4=F¢,
con lo cual queda probada la continuidad uniforme de f. B
Ejercicios de Autocontrol

1. Muestre que p(x,y) = arctan |z’ — y| es una métrica en R.

(Es esta métrica equivalente a la métrica usual?;Es el espacio (R, p)
completo?



ESPACIOS METRICOS COMPLETOS 235
2. Demuestre que todo espacio métrico discreto es completo.

3. Sea C'[a, b] el espacio de todas las funciones reales continuamente deriva-
bles sobre [a, b] .

Demuestre que

p1(frg9) = sup |f(z)—g(z)|+ sup |[f'(X)—4d (z)]y
x€[a,b] z€[a,b]

pa(fr9) = sup <|f($)—g(fﬂ)l+ sup If’(x)—g’(fc)|>

x€[a,b] x€la,b]

son métricas topoldgiamente equivalentes sobre C’[a,b] y que provisto
de cualquiera de ellas C' [a, b] es un espacio métrico completo.

4. Sean F'y G funciones reales y continuas fijas definidas sobre el intervalo
[a,b] (F,G € C|a,b] y tales que F' () < G (x) para todo z € [a,b]).

Demuestre que el subespacio de C [a, b] :
{feClab]: F(z) < f(z) <G()}
es completo provisto de la métrica inducida por d

3.3 ALGUNOS RESULTADOS IMPORTANTES EN LOS ESPA-
CIOS METRICOS COMPLETOS

En este epigrafe veremos teoremas clésicos obtenidos en los espacios métricos
completos, los cuales utilizaremos en el 3.5 para obtener algunas aplicaciones
en diversas ramas de la matematica.

El teorema de Baire (llamado con frecuencia teorema de categoria de Baire)
constituye el instrumento de trabajo principal en los espacios métricos comple-
tos, sus aplicaciones se ven fundamentalmente en el estudio de los operadores
en espacios de Banach (vea el capitulo 6) y en la demostracién de teoremas de
existencia. En la demostracién del teorema de Baire juega un papel importante
el teorema de Cantor, denominado también principio de bolas encajadas.

Antes de pasar a estudiar el teorema de Baire, veremos el llamado teorema
del punto fijo de Banach, el cual resulta de gran importancia en el andlisis
de la existencia de soluciones de ecuaciones funcionales en espacios métricos
completos.

Para ello, necesitamos algunos conceptos.

Una aplicacién f de un espacio métrico (X, d) se dice que es contractante
derazém k,sik <1y
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d(f (x), f(y)) < kd(z,y) Yo,y € X.

Claramente una aplicacién tal es uniformemente continua.
Dada una aplicacién g : (X,d) — (X,d), a cada punto x € X tal que
g (z) = x se le llama un punto fijo de g.

Teorema 3.3.1 (del punto fijo). Cada aplicacién contractante f de razén
k definida en un espacio métrico completo (X, d) tiene un punto fijo tnico xg
caracterizado por la propiedad siguiente: para cada punto x € X la sucesion
de valores iterados

[f™(x)] = fof.of(x)
-veces

converge al punto xg con el error de aproximacién:

n

A" (@), 70) < 7

kd (zo, f (w0)) 9)

Demostracion: Dividiremos la demostracién en tres partes:
i) Para todo x € X;(f"(x)) converge a un cierto punto zy con el error de
aproximacién (9).

En efecto, del hecho que

d(f(x), f(y)) < kd(z,y) Vo,ye X

se deduce sucesivamente:

d(f(x), f*(z)) < kd(, f(2))
d(f*(@), f*H (@) < krd(z, f(2)),

y por tanto, de la desigualdad triangular se obtiene:

d(f™(x), frP(x)) < k"1 +k+ K2+ ...+ kP7Y)

k'I’L

(e, (@) < T

d(z, f (x)) w0
10

Esto prueba que (f"(z)) es una sucesion de Cauchy, y por tanto, conver-
gente a un cierto punto zg € X para el cual, segin (10), se cumple:

d(z, f ()

n

1-k

d(f"(x),x0) <

ii) f(wo) = mo.
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Si sustituimos x por x( en la mayoria del error tendremos:
n+1
d (f" (o) , f (w0)) < kd(f™(x0),x0) < T kd(woaf (20))

lo cual implica que la sucesién (f™(xg)) converge a xo y f(zg) o sea zg = f(xg).
iii) Unicidad del punto fijo.
Si yo fuera otro punto fijo de f, entonces:

d(wo,yo) = d(f(z0), f(¥0)) < kd(z0,yo)

lo cual es una contradiccién. B

El teorema siguiente nos muestra, dentro de las caracterizaciones tedricas
de un espacio métrico completo, una de las més usadas en las apllicaciones.
Este teorema tiene gran importancia en los espacios métricos completos, simi-
lar a la que tiene el teorema sobre los intervalos encajados en el Analisis.

Proposicion 3.3.2 (Cantor). Un espacio métrico (X,d) es completo si y
solo si toda sucesién decreciente (F},) de subconjuntos cerrados no vacios con
didmetro ( (F},)) — O tiene interseccién no vacfa. Més exactamente nQNF”
se deduce a un punto.

Demostracion: Probemos primeramente que la condicién es necesaria. Su-
pongamos que el espacio (X, d) es completo y sea la sucesién decreciente de
cerrados
FirOoF,D>...0F,D...
tal que ¢ (F,) — 0.
Seleccionemos, para cada n, un elemento z,, € F,. La sucesién es de Cauchy
en (X,d). En efecto:
d(xn,xm) <0 (le»n{m,n}) , y por lo tanto,
m,n — 00 = d (zp, Tm) — 0.
Por ser el espacio (X, d) completo, existe lim (z,,) =z € X.
Como z,, € F, para todo m > n, entonces € F,, = F,.

Por la arbitrariedad de n se tiene que x € HQNFH, luego nQNF” # (.

Probemos ahora que nQNFn se reduce a un solo punto.

Supongamos que x,y € HQNFH, entonces z,y € F), para todo n € Ny por
tanto d(x,y) < ¢ (F,,) para todo n € N.

Haciendo teneder n — oo en esta desigualdad, obtendremos d(z,y) = 0,
luego =z = y.

Demostraremos ahora que la condicién enunciada en la proposicién es tam-
bién suficiente. Sea (z,) una sucesién de Cauchy en (X, d) y denotemos por
Sy, la seleccién final
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Sp=A{zn,xn+1,...,}.
La sucesion decreciente de conjuntos cerrados F,, = S,, satisface las condi-
ciones del teorema.
En efecto, la condicién § (F,,) — 0 se obtiene de la propiedad de Cauchy
para la sucesién (x,). Luego existe z € X tal que
{‘T} = nQNF"'
Pero z € S,, para todo n, y por lo tanto, z es un punto adherente de la
sucesién (z,,), de donde aplicando la observacién que aparece después de la
proposicién 3.1.4, se deduce que (z,) 5 z.H

Observacion: Se puede obtener una caracterizacién equivalente a la proposicién
anterior sustituyendo los cerrados F}, por bolas cerradas.

En el capitulo siguiente veremos que la condicién necesaria de la proposi-
cién 3.3.2 se cumple también en los espacios métricos compactos sin la hipdtesis
adicional de que § (F},) — 0.

La diferencia entre ambas clases de espacios, los compactos y los completos,
se refleja en la proposicion 3.3.2 mediante dicha hipdtesis complementaria, la
cual es necesaria para los espacios métricos completos.

El hecho de que la completitud sea una propiedad uniforme y no topoldgica,
se manifiesta en esta hipotesis que depende esencialmente de la posibilidad que
brinda la métrica d de introducir un concepto de uniformidad.

Ejemplo 10. En R con la métrica usual la sucesion de intervalos F,, =
[ n,oo[n =1,2,..., satisface las condiciones de la proposicién 3.3.2 con ex-
cepcibn de la relacionada con el didmetro de F), ya que 0 (F;,) = oo para todo
n.

Sabemos que R es completo, pero nQN [n,00[ =0

La siguiente condicién necesaria para que un espacio métrico sea completo,
es un resultado muy importante y tiene una gran aplicacién en analisis, sobre

todo, en la demostracion de teoremas de existencia.

Teorema 3.3.3. En un espacio métrico completo la interseccién de cualquier
familia numerable de conjuntos abiertos densos es densa.

Demostracion: Sean (X, d) un espacio métrico completo y (D,,) una sucesién
de conjuntos densos en (X, d) y abiertos.

Probemos que U N (n@ND") # () para todo abierto no vacio U en (X, d).
En efecto, por ser UUD; # () existe una bola abierta By tal que By C UUD;

y o (El) < 1. Por induccién, se puede construir una sucesién (B,) de bolas
abiertas tales que:
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En C En—l ND,yé (Fl) < l\n
Entonces,

N 7B N
neNB” C (U n (neND”>> ’
pero las B, satisfacen las condiciones del teorema de Cantor, y por tanto,

0B, #0

neN
con lo cual queda probado el teorema. l

Definicion 3.3.4. Sea (z,d) un espacio métrico. Un conjunto £ C X se
llama nunca denso si su clausura E tiene interior vacio (E = @) . Un conjunto
de primera categoria en X es un conjunto que puede representarse mediante la
unién de una familia numerable de conjuntos nunca densos. Cada subconjunto
de X que no sea de primera categoria se llama de sequnda categoria. Los
espacios métricos de segunda categoria se llaman también espacios de Baire.

Corolario 1. Todo espacio métrico completo es de segunda categoria en
si mismo (o sea, es de Baire).

Demostracion: Si {E,} es una familia de subconjuntos nunca densos del
espacio métrico completo (X,d), y V,, es el complemento de E,, entonces
cada uno de los conjuntos V,, es abierto y denso en X el teorema de Baire nos
muestra que

nQNVn # () Por consiguiente X # nLEJNEn'.

Ejemplo 11. Se dice que un espacio métrico (z,d) es topolégicamente com-
pleto, si existe una métrica d’ sobre X topolégicamente equivalente a d tal que
(X,d") es completo. Segtin el teorema de Baire todo espacio métrico topoldgi-
camente completo es de segunda categoria. La propiedad necesaria para que
un espacio métrico sea topoldgicamente completo. Es facil ver, siguiendo este
criterio, que el espacio métrico Q de los ntimeros racionales con métrica u-
sual inducida por el médulo no es topolégicamente completo. En efecto, basta
observar que Q es la unién numerable de sus conjuntos unitarios que son con-
juntos cerrados, para que Q no sea de Baire.

Ejercicios de Autocontrol

1. Demuestre que todo espacio métrico que posea al menos un punto aisla-
do, es un conjunto de segunda categoria.

2. Demuestre que en todo espacio métrico completo, el complemento de un
conjunto de primera categoria es un conjunto de segunda categoria.
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3. Diga de qué categoria en R? es el conjunto E de los puntos, cuyas coor-
denadas son irracionales. ;De qué categoria es su complemento?

4. Demuestre que el conjunto E de todos los polinomios de grado < N,
donde N es un ndmero fijo, es nunca denso en (C'[0,1],dw) -

5. Cite un ejemplo de un espacio métrico completo (X,d) y f: (X,d) —
(X,d) que muestre, que en el teorema del punto fijo, la propiedad de
contraccion de f no puede ser sustituida por la condicién d(f (x), f(y)) <

d(z,y) para x # y.

6. Sean (X,d) completo y f : (X,d) — (X,d) una aplicacién tal que
f™(n > 0) es una contraccién. Demuestre que f tiene un unico punto
fijo en X.

7. Encuentre una isometria de un espacio métrico completo sin punto fijo.

3.4 COMPLETAMIENTO DE UN ESPACIO METRICO

Evidentemente no todo espacio métrico es completo. En el ejemplo 11 vimos
que Q no era completo para ninguna distancia topolégicamente equivalente a la
usual. Sin embargo, es por todos conocido el proceso de completamiento de Q el
cual da lugar a los nimeros reales. Veremos que R, en cierto sentido, es el menor
espacio métrico completo a Q; este proceso mediante el cual obtenemos R a
partir de QQ, no es mas que un tipo particular de extension la cual conserva no
solo las propiedades topoldgicas, sino también, las propiedades uniformes de Q.
Hay que destacar esta propiedad porque existen otras extensiones topoldgicas
que no se comportan de la misma forma.

Definicion 3.4.1. Sean (X,d) y (Y,d’) dos espacios métricos:

i) f:(X,d) — (Y,d) se llama una inmersion topoldgica (uniforme) de
(X,d) en (Y,d'),si f:(X,d) — (f[X],dyx]) es un isomorfismo topoldgico,
o sea, si f es biyectiva y tanto f como f~! son continuas (es un isomorfismo
uniforme, o sea, si f es biyectiva y tanto f como f~!' son uniformemente
continuas).

ii) El par (f, (Y, d')) se denomina extensidn topoldgica (uniforme) de (z,d) ,
si f:(X,d) — (Y,d) es una inmersién topoldgica (uniforme) y f [X] es denso
en (Y,d).

En este epigrafe nos interesan solamente aquellas extensiones uniformes
que son completas.

Definicion 3.4.2. Dado un espacio métrico (X,d) se dice que la extensién
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(f,(Y,d")) es un completamiento de (X,d) si (Y,d') es un espacio métrico
completo.

Para facilitar el lenguaje en determinadas ocasiones, convendremos en lla-
mar completamiento de (X, d) solamente al espacio (Y, d’).

Exigiremos del completamiento de un espacio que conserve no solo las
propiedades uniformes, sino también las propiedades métricas del espacio. Para
esto veremos el teorema siguiente:

Teorema 3.4.3 (completamiento de un espacio métrico). Todo espacio
métrico (X,d) tiene un completamiento (7, (Y, d)) donde (Y, d) es un espacio
métrico completo e i : X — ¢ [X] es una isometria. Ademds, el completamien-
to de un espacio métrico es tnico salvo isometrias.

Demostracion: Demostraremos primeramente la unicidad del completamien-
to. Sea (i1, (Y1,d1)) v (i2, (Ya,d2)) dos completamientos de (X, d) (fig. 61).

Evidentemente i = dgoi] * : iy [X] — 42 [X] es una isometrfa, y por tanto,
un isomorfismo uniforme. Segun la proposicién 3.2.6 i puede extenderse a
un isomorfismo uniforme i :(Yy,d;) — (Y2,d2) el cual por continuidad es
claramente una isometria.

Pasemos ahora a probar la existencia del completamiento.

Sea zp € X fijo y definamos la aplicacién:

i: X — B(X,R) (11)

Figura 61
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92(y) = d(y,x) — d(y, xo) (12)
Es claro que g, € B (X,R) pues
sup |gz(y)| = sup |d(y, z) — d(y, zo)| = d (x, z9) (13)
yeX yeX
Ademas, i es una isometria de X sobre ¢ [X] pues

doo (9, Gz) = sup |d(y,z) — d(y,2")| = d (x,2") (14)

Por tanto, el par (i,7[X]) es un completamiento de (X,d). B
Ejercicios de Autocontrol

1. Defina la aplicacién p : R x R — R, mediante:
p(x,y) = |arctan x — arctan y| .
Demuestre que p es una métrica y que (R, p) no es completo.
Describa el completamiento de (R, p).

2. Describa el completamiento del conjunto de los polinomios de una varia-
ble real, con respecto a la métrica

d(f,9) = max | f (x) — g (z)| + " (0) — g' (0)].

[_171]

3.5 APLICACIONES

Aplicacion 1: Existencia y unicidad de solucién para ecuaciones diferenciales
de primer orden.

Expondremos ahora un teorema clésico relativo a la existencia de solucién
Unica para ciertos tipos de ecuaciones diferenciales de primer orden. El teorema
que demostraremos no es mas que una aplicacién del teorema del punto fijo
desarrollado anteriormente.

Teorema 3.5.1. Sea f una funcién continua con valores reales definida sobre
un subconjunto abierto U de R2.
Supongamos que existe un nimero positivo M tal que:
|f(@,y1) = fz,y2)| < M [y1 — vl
Dado (xg,yo) € U, sean b,c y K tales que
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S=[zo—czo+c x[yo—byo+b CU

y K =sup{|f(z,y)| | (z,y) € S} + 1.
Entonces, para todo 0 < a < min{c,1/M,b/K} existe una funcién

y:lre —a,xo+a] — R

tal que:

y(zo) = 4o y (15)
y/(l') = f(a;,y(m)) ; Vr € [:L‘o —a,To+ a] (16)

Ademds, y es la tnica funcién que satisface (15) y (16) sobre el intervalo
[xo — a,zo + al.

Demostracion: Haremos algunas observaciones preliminares antes de pro-
ceder con la demostracion.

Para probar este teorema, consideraremos la solucién de la siguiente ecua-
cién integral para y

y() = o + / " F (b ()t (17)

El lector, puede facilmente comprobar que una funcién y satisface (17) si
y sélo si satisface (15) y (16).

Nuestra estrategia serd hallar un espacio completo G de funciones y una
aplicacién contractante ¥, ¥ : G — G que tenga la siguiente propiedad: si
existe una solucién y de (17), entonces y € G y ademads y es solucién de (17)
si y sélo si ¢(y) = y. Para complementar esto, notemos primeramente que
cualquier solucién posible y debe ser tal que (x,y(x)) € U para todo x en el
dominio de y de manera que f(z,y(x)) esté definido.

Otras consideraciones relativas a la eleccion del espacio G quedaran claras
al lector en el desarrollo de la demostracion.

Sea (zg,y0) € U. Por ser U abierto existen b y ¢ tales que el rectdangulo:

S =lrog—c,xo+c] X [yo—0b, fo+b] CU.

Sea a un nimero cualquiera tal que:

0<a<mi Lo
a<min<{c,—,— ;.

"MK
Notemos que

[z — a, 20 + a] X [yo — b,yo +b] C U.
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El espacio (C ([xo — a,zo + a] ,R) ,d) es completo por ser cerrado en:

B ([xg — a,z9 + a] ,R), pero este no es el espacio adecuado para nuestros
propésitos.

Definamos G como el subespacio de C ([zg — a,z0 + a],R) formado por
todos los elementos y tales que:

y(z) € [yo — b,yo + b];Vz € [zo — a,z9 + al.
Evidentemente G es completo por ser cerrado en:

C([zo —a,z0 +a] ,R) y si y € G entonces (z,y(z)) € U
para todo z € [xg — a, o + al.
Definiremos v sobre GG de la siguiente forma:

¢@mw=m+/@mmmﬁ

El lector puede comprobar que ¢ [G] C G. Por otra parte ¢ : G — G es
una contraccion.
En efecto, si g1, g0 € G

V() (@) = ¥(g,)(2)] =

[ Gttaw) - g0

SM/%ﬁF%Wﬁ

S Madoo(gla 92)-

Como la desigualdad se cumple independientemente de = € [z¢ — a, z¢ + al,
se obtiene:

doo((91),¥(92)) < Madoo(91, g2)

lo cual implica, que 1 es contractante pues de la definiciéon de a, M, = k < 1.
Segun el teorema del punto fijo existe una funcién y nica en G que cumple

Y(y) =y

o sea y satisface (15) y (16).
Si yp es otra funcién sobre [xg — a,xo + a] que satisface (15) y (16) en-
tonces:

w@ﬁzyo+/wf%ydﬂwtVweho—mxm+®

y por tanto:
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1 (z) — y(z)| = / " () — F(tya(6)di] <

S Madoo(ylay2) Vo € [930 — G, T + CL]
de donde

doo (Y1, 92) < doo(y1,Y2)

lo cual es una contradiccién. W

Aplicacion 2: Célculo aproximado de las raices de funciones reales (Métodos
de Newton)

Consideremos una funcién real continuamente derivable definida sobre un in-
tervalo [a, b] :

f:la,b] — R,
y ademas,

i) fla,b] C [a,0],

i) sup |f (@) =q <1
a<z<b

Entonces la ecuacién f (z) = x tiene una tnica solucién en [a, b] . En efecto,
notando que [a, b] como subespacio de R es completo por ser cerrado (3.2.3),
para poder aplicar el teorema del punto fijo a este caso, es suficiente demostrar
que f es una aplicacién contractante lo cual se deduce de ii) y del teorema de
valor intermedio:

~ fz) = fly) = f(§)(xz—y), donde b=z > (§) >y >a.
Luego partiendo de cualquier punto zy € [a,b], la sucesién de iteradas

™) (z0) = fofo...of (wo)» CONVerge a la tinica solucién de la ecuacién f (z) = x
n veces
sobre [a, b] .

En la practica la dificultad aparece al tratar de encontrar un intervalo [a, 0]
donde se satisfagan las condiciones i) y ii); pero pueden existir también otro
tipo de situaciones en que el problema sea aiin mas complejo. Supongamos
que queremos hallar una raiz de la ecuacién f (z) = 0 en el intervalo [a,b] o al
menos demostrar que en este intervalo hay una raiz de dicha ecuacién. Para
ello, podemos auxiliarnos de la ecuacién equivalente.

r—af(x)==x
donde a es una constante no nula que elegiremos convenientemente a posteriori.

Para que satisfaga las condiciones i) y ii) la constante debe ser elegida de

manera tal que
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i) x —af (z) € [a,b] para todo x € [a,b],

f @) —

1
< — para todo x € [a,b].
a

lal

i)

Esto resulta a veces muy dificil si se fija de antemano el intervalo [a,b] y
por ello el problema se plantea en la forma méas general:
hallar un intervalo [a, b] para el cual se pueda encontrar un nimero real a que
satisfaga 1’) y ii’).

En la solucién de este ultimo problema, influyen determinantemente las
propiedades de la funcion f, si logramos darle respuesta, con ello obtendremos
que en el intervalo [a, b] hallado existe una solucién tnica de la ecuacién f (z) =
0, que se obtiene partiendo de cualquier punto xy € [a, b] mediante iteraciones
de la funcién z — af (x).

Uno de los pasos que generalmente no se logra en estos anélisis es el 1').

Veamos un método aproximado de solucién de ecuaciones del tipo f (z) =0
que no utiliza la propiedad i’) aunque se basa también en el teorema del
punto fijo. Este método es el llamado método de Newton o método de las
tangentes, el cual consiste en que para resolver la ecuacién f () = 0 se buscan
las aproximaciones sucesivas a la raiz de acuerdo con la férmula recurrente

Tp+l = Tp — f/(ZL‘ )
n

(19)

(por aproximacién nula xg se toma un punto arbitrario del segmento donde
estd definida f.)

Notemos que

y— flzn) = f'(zn) (@ — z0)
es la ecuacion de la recta tangente a la curva definida por f en el punto en
que esta recta intersecta al eje OX.

Si por algin otro método conocemos a priori que la ecuacién f(x) = 0
tiene una tunica raiz x* en el segmento [a,b], si la funcién f (z) tiene en este
segmento derivada no nula y segunda derivada acotada y con signo constante,
entonces se puede probar que existe una vecindad [z — 0, 2* + 0] de la raiz x*,
tal que si el punto x,, se toma en esta vecindad, la sucesién (19) converge hacia
z*. En efecto, basta probar que la funcién

_f@
9(a) = 2 (20)

satisface las condiciones i) y ii) en algun intervalo [z*,z* + 01].
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De forma aniloga, podria obtenerse un resultado equivalente en algun in-
tervalo de la forma [x* — J9,2*] y para demostrar la afirmacién postulada
anteriormente bastaria tomar § = min {1, d2} .

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que f* > 0y f” > 0 en una
vecindad de x*. En cualquier otro caso es suficiente realizar uno de los cambios
fx)~ —f(x),f(x) ~ f(—x) o f(x) ~ —f(—x) para caer en el caso por
nosotros analizado.

En nuestro caso, tanto f como f’ serdn funciones crecientes y f > 0 a la
derecha de x*. Luego, en cualquier intervalo [z*, x* + ] ya que
f (@)
[ (@)
Esta ultima desigualdad se obtiene del hecho que f’ es creciente y

f@) _ £1©
frx) (=)
Por otra parte,
s L@ @ e
@) (@)
para algin z* < £ < x.

Como [’ es continua y estrictamente positiva en [z*, 2* + §], entonces exis-

te m = inf f'(x) : m > 0.
rr<x<z*4+0
Ademés, hemos supuesto que sup |f” (z)| < M < oo, luego

0<

<.

(x—a*), 2" <& <.

(z —2%)

o @) < 25 1F©) — 7 @)] + 1)

Por continuidad de f’ (de la cual se deduce su continuidad uniforme sobre
2

[a,b]), dado 0 < € < ;nﬂ se puede hallar n > 0 tal que si z,§ € [z*, 2% + 7]
entonces | /(&) — ' (z)| <e.

Tomemos § < min < 7, M

dm

De (21) se deduce que |¢' (z)] < 1/2 para todo z € [z*,2* + 4], donde
concluimos nuestra afirmacion aplicando el teorema del valor medio a la fun-
cién g en [z*,2* + 0]. Es evidente que un punto fijo para ¢ es una raiz de la
ecuacién f (z) = 0, la cual se obtiene mediante el limite de la sucesién (19)
con xgy € [z, z* + ¢]

Como hemos podido ver los teoremas del punto fijo son muy importantes
para la demostracion de teoremas de existencia de solucién de ecuaciones y
obtener algoritmos numéricos para el calculo de dichas soluciones en diversas
ramas de la matematica.
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Existen muchos otros teoremas del punto fijo cuyas aplicaciones fundamen-
talmente se hallan en la teoria de ecuaciones diferenciales.

Aplicacion 3: Teorema de Goursat

Este teorema es de gran importancia en el desarrollo de la teoria de las
funciones holomorfas de una variable compleja; la demostracion se basa en el
teorema de Cantor.

Teorema (de Goursat). Si f es holomorfa en un abierto U de C, entonces
la forma diferencial f(z)dz es localmente exacta en U.

Demostracion: Para probar el teorema basta demostrar que la integral de
f(z)dz alo largo del borde de cada rectdangulo con lados paralelos a los ejes
coordenados es nula (fig. 62).

Sea R un tal rectdngulo y sea I'(R) el camino en U formado recorriendo
los lados de R en sentido contrario a las manecillas del reloj.

Sea «(R) = fF(R) f(2)dz. Debemos probar que a(R) =0. Dividiendo R
en cuatro rectangulos tales que T'(R) = T'(RMW) 4+ T(R®) + I'(R®)) + T'(RW)
deducimos que existe al menos uno de ellos, llamémosle R tal que |a(R®)| >
1/4|a(R)|. Repitiendo este procedimiento se construye una sucesién (R,) de
rectangulos encajados en U con lados paralelos a los ejes tales que |a(Ry,)| >

1/47|a(R)] (fig. 62).

4

Figura 62

Segun el teorema de Cantor existe un punto zy Unico comin a todos los
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rectangulos R,,.
De la derivabilidad de f en 2y se deduce que dado € > 0, existe un entorno
V(z0) de zp tal que:

[ (2) = f(20) = (2 = 20).f (20)| < |z — 20|V € V(2).

Para n suficientemente grande R,, C V(2p).
Las formas diferenciales dz y zdz = d(z%/2), siendo exactas en U tienen
integral nula sobre I'(R,,), luego:

la(Rn)| = ‘fF(Rn) f(z)dz‘ < Efr(Rn) |z = z0ldz <

<e€L, sup |z— z]
donde L,, es la longitud de (R,).
Pero si d y P son las longitudes de la diagonal y el perimetro de I'(Rn)

entonces L, = 27"Py sup |z — z| es menor que la diagonal de R,, cuya
z€l'(Rn)

longitud es 27"d.

Finalmente |a(R,)| < € 47" Pd. Pero por construccién de los rectangulos
R, : |a(Ry)| > 47" |a(R)| de lo cual se deduce |a(R)| < € Pd. Siendo € > 0
arbitrario el teorema queda probado. Il

Aplicacion 4: Existencia de funciones en C ([0, 1], R) que no son derivables en
ningtin punto

Como ejemplo de aplicacién del teorema de Baire al andlisis, veremos el
siguiente teorema de existencia.

Teorema 3.5.3. Existen funciones reales y continuas sobre [0, 1] que no son
derivables en ningun punto de [0, 1].

Demostracion: Para cadan = 1,2, ... definamos N,, C C ([0,1] ,R) mediante:

N, :={feC([0,1],R)|3z € [0,1 — 1/n],
(22)
<n}.

vh € [0,1/n], [HE=IE

Las unicas funciones de C ([0,1] ,R) que tienen derivada en algin punto,
son aquellas que pertenecen a algin IV,,. Probemos que

C (10,1, R)\ YN, # 0
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y para ello, demostraremos que cada IV, es denso en ninguna parte, y como

C ([0,1] ,R) es completo, no podra ser igual a nLeJNN”‘

1. Cada N,, es cerrado
Es fécil comprobar que la aplicacién evaluaciéon W : C ([0,1] ,R) x I — R
es continua (demuéstrelo).
Para cada punto fijo hg €]0, %] se tiene que las aplicaciones de
C([0,1],R)x[0,1 —i] =R
dadas por

(f,2) ~ g f(z+ho)y

1
son también continuas, luego también lo sera

(f,2) ~ ‘f(x'f‘h}(z)—f(x)

0

y por tanto
{(f, z) ‘ f(x'f‘h}tl))—f(v’v)

0

<nf

es cerrado en C ([0,1],R) x [0,1 —1].
La proyeccion de este conjunto paralela al eje [O, 1-— %] es entonces cerrada
en C ([0,1],R) (demuéstrelo) y es precisamente:
< n}

N(ho) = {f |32 € (0,1~ 1/n) ‘%ﬁm
Como N,, = N{N(hg) | ho €]0,1/n]}.

2. Cada N, tiene interior vacio
Si f € N, probemos que en cada bola B (f,¢e) (tomando las bolas con
respecto a la distancia dn,), existe g € C ([0, 1], R)\V,, lo que significa que

i) deo(f,g9) <e

i) Va € [0,1— L]3h, €)0,1/n] : ‘w

x

>mn

Por el teorema de Weierstrass de (aproximacién por polinomios), que el
lector puede encontrar detallado en el capitulo 2, existe un polinomio p tal
que doo(f,p) < €/3; de esta manera necesitamos una funcién que esté a una
distancia menor que €/3 de p y teniendo la propiedad ii).

Como la derivada p’ es continua sobre I tenemos:
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M = mix{] p/(2) | | 0< 2 < 1} (24)

y definamos S(z) como una funcién continua no negativa sobre I cuyo grafico
consta de segmentos de recta, siendo el valor absoluto de la pendiente de cada
segmento M +n+1. La grifica nunca se eleva mas de €/3 unidades por encima
del eje x.

Entonces: doo(p + s,p) < €/3 y p+ s es la funcién buscada ya que

p(z 4+ h) + s(z+ h) — s(z) — p(x) s(x+h) —s(z)|
h h

p(z +h) —p(x)
h

y para cada x € [0,1 — %] podemos evidentemente hallar un h € |0, %] tal que

el lado derecho sea mayor o igual que M +n+1—-M =n+ 1.1

==l

Aplicacion 5: Integral de Lebesgue

Hasta el momento hemos visto cémo utilizando el concepto limite de suce-
siones, puede introducirse la integral de Cauchy para funciones continuas. La
necesidad de ampliar el campo de funciones a las cuales fuera posible calcular
su integral, dio lugar al método de integracién de Riemann, que coincide para
las funciones continuas con el método de integracién de Cauchy, el cual pude
ser definido mediante el limite de una red.

El objeto de estudio del Anélisis funcional son los espacios de funciones
provistos de una estructura topoldgica, asi como los operadores y funcionales
lineales definidos sobre ellos. Existen dos clases muy importantes de espa-
cios funcionales que resultan de gran utilidad en las aplicaciones: los espacios
de funciones continuas y los espacios de funciones integrables. Hasta ahora,
hemos estudiado algunas propiedades importantes de C, (X,Y’) y en particu-
lar demostraremos que este espacio provisto de la métrica de la convergencia
uniforme es completo si lo es el espacio métrico Y.

Esto, sin embargo, no ocurre para el espacio C ([a, b] , R) provisto de alguna
de las métricas integrales d; o do mediante un cierto concepto de integral que
garantiza la integral de Riemann y que se denomina integral de Lebesgue. Pre-
cisamente el completamiento de (C ([a,b],R),d;) que se denota usualmente
por Lj [a,b] estd constituido por aquellas funciones definidas sobre [a, b] que
son integrales en el sentido de Lebesgue.



CApPiTULO 4

COMPACIDAD EN ESPACIOS METRICOS

Los subconjuntos cerrados y acotados de R™ tienen dos propiedades funda-
mentales en las cuales se basan algunos de los teoremas més importantes del
analisis:

Propiedad 1: Todo cubrimiento abierto (U, )aer de C contiene un subcubri-
miento finito (Uy,,...U,,) de C.

Propiedad 2: Toda sucesién (x,,) de puntos de C' tiene un punto adherente
en C (es decir, contiene una subsucesién (z,(,)) convergente a un punto de

o).

Los pioneros del andlisis funcional como Ascoli y Volterra reconocieron la
gran importancia fundamental que tienen estas propiedades para la investi-
gacién de conjuntos de funciones. En efecto, el descubrimiento de que toda
una serie de teoremas clasicos sobre subconjuntos de R”, pueden trasladarse a
conjuntos de funciones que verifican estas propiedades, fue uno de los motivos
centrales para el desarrollo del analisis funcional.

Teniendo en cuenta la gran utilidad de las propiedades 1 y 2 en el andlisis
y en andlisis funcional, es natural que nos dediquemos a estudiar la clase
de todos los espacios métricos que verifican estas mismas propiedades; estos
espacios se llaman espacios métricos compactos. Historicamente el desarrollo
de la nocién de compacidad en espacios topoldgicos generales (que no veremos
en este texto), se complicé por la equivalencia de criterios en los espacios R"
que no son equivalentes en un espacio topolégico cualquiera.

En 4.1 se presentan las propiedades basicas de la clase de los espacios
métricos compactos y se demuestra que al igual que en los espacios R”, en
cualquier espacio métrico, son equivalentes las diferentes nociones de com-
pacidad. El epigrafe 4.2 esta dedicado a algunos otros conceptos relacionados
con la nociéon de compacidad como son la acotacién total y la propiedad de
Lindelof. En 4.3 se analizan las funciones continuas sobre espacios compactos
y se generaliza toda una serie de teoremas conocidos del analisis. En 4.4 se
demuestran los teoremas importantes de Tijonov y Arzeld y se discuten algu-
nas de sus consecuencias, las cuales son fundamentales para las aplicaciones
en el analisis funcional, las ecuaciones diferenciales y la teoria de las funciones
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analiticas. Los espacios clasicos R y Q™ no son compactos, sin embargo, cada
uno de sus puntos posee un sistema fundamental de vencindades compactas;
tales espacios se llaman localmente compactos. En 4.5 se estudian los espacios
compactos, en él se muestran como una gran variedad de espacios métricos
pueden ser extendidos por diversos métodos a espacios métricos compactos,
ofreciéndose algunas propiedades de tales compactificaciones, especialmente
para las asociadas a los espacios localmente compactos.

4.1 ESPACIOS Y SUBCONJUNTOS COMPACTOS

Para espacios métricos en general, las dos propiedades mencionadas en la in-
troduccion son equivalentes. Mds exactamente, se puede demostrar el teorema
siguiente:

Teorema 4.1.1 (criterios de compacidad). En cualquier espacio métrico
(X, d) las siguientes propiedades son equivalentes:

(Cy) Todo cubrimiento abierto de X contiene un subcubrimiento finito.

(C3) Toda familia de cerrados de X de interseccién vacia, contiene una sub-
familia finita también de interseccién vacia.

(C3) Toda familia de cerrados de X en la que cualquier subfamilia finita es
de interseccién no vacia, es a su vez de interseccién no vacia.

(C4) Todo sucesién en X posee una subsucesion convergente (es decir toda
sucesién de elementos de X posee un punto adherente en X).

Observacion: Notemos que los tres primeros enunciados que hablan de fa-
milias de subconjuntos, constituyen un grupo de propiedades correspondientes
a la propiedad 1.

Demostracion: (C1)<(Cs), ya que (C1) y (C2) son enunciados duales. En
efecto si (Uy)aer es un cubrimiento abierto de X, entonces (X \Uy )acr €s una
familia de cerrados de interseccién vacia e inversamente, si (Cy)aer €8 una
familia de cerrados en (X,d) de interseccién vacia, entonces (X\Cq)acr €8
una familia de abiertos que recubre X. (Cy)<(C3), ya que (C3) no es més que
otra versién de (Cz).

Queda por probar la equivalencia entre el grupo de propiedades (C1), (Cs),
(C3), (Ca).

(C3)<(C4).Sea (z,,) una sucesién en (X, d) y consideremos para cada n la
seccién final:
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Sp ={zm :m>n}.

Es claro que {gn}n oy €S una familia decreciente de cerrados, y por tan-
to, cualquier subfamilia finita tiene interseccién no vacia. Luego por (Cs) se
tendra que existe

T € Sh.

neN

Pero entonces, el punto x es necesariamente un punto adherente de la
sucesién (z,) y como ya sabemos, en este caso existe una subsucesion (z, )
de la sucesién (x,) tal que (z,, ) — .

Para demostrar la implicacién (C4) = (Cjp) necesitaremos un lema auxiliar
pero primeramente daremos las definiciones siguientes:

Definicion 4.1.2. Se dice que el cubrimiento V. = {V;}j € J es mds fino
que el cubrimiento U = {Ua},¢; si para todo j € J existe o € I tal que
Vi C Uy

Definicion 4.1.3. Un subconjunto finito F' = {x1,x9,...,2,} del espacio
métrico (X, d) se llama una e-red, si las bolas {B(x,,€):i=1,...,n} consti-
tuyen un cubrimiento de X. expresado de otra forma, d (x, F) < €, para todo
x € X (fig. 63).

Figura 63
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Lema 4.1.4. En un espacio métrico (X, d) con la propiedad (C4) se cumple:

i) Para todo cubrimiento abierto U = {U,},; de X, existe un niimero € >
0 (lamado niimero de Lebesgue) tal que el cubrimiento { B (z,9) : z € X'}
formado por todas las bolas de radio d es mas fino que U.

ii) Para todo € > 0 existe una e-red en X.

Demostracion: i) Supongamos por el absurdo que existe un cubrimiento
abierto U de X para el cual no existe algiin niimero de Lesbesgue. Esto significa
que para todo n € N* existe un punto x, € X tal que la bola B (x,,27") no
esta contenida en algin U € U.

Por hipétesis (z,,) tiene un punto de adherencia z. Sea z € U € U. Existe
un k € N* tal que B (a;, 2"“) C U. Entonces, segtin la desigualdad triangular,
se cumple para todo y € B (x, 2_k_1) ,

B(y,27* 1) c B(z,27%) c U,

Esto implica que B(y,27") C U para todo n > k + 1. Luego, segin la
definicién de (z,), ninguno de los puntos con n > k + 1 pueden pertencer a
B (a;, 2_k_1) ; pero esto contradice la suposicién de que z es un punto adheren-
te de (zy,) .

ii) Supongamos por el absurdo que ii) es falso. Entonces hay un ¢ > 0
tal que X no puede cubrirse por un nimero finito de bolas de radio e. Por
induccién puede seleccionarse una sucesion de puntos x, € X tal que

Tpr1 € X\ igl B (zi,€) (n € N).

Esto implica que d (xy, z;,) > € para m,n € N con m # n.

Concluimos que para todo = € X, la vecindad B (x, €/2) contiene a lo sumo
un punto de la sucesién (z,,) . Luego, () no tiene ningin punto de adherencia
en X, con lo cual llegamos a una contradiccién. H

Continuemos ahora la demostracién de la implicaciéon (C4) = (Cy) del
teorema 4.1.1.

(C4) = (Cq) sea U un cubrimiento de X. Segun i) del lema 4.1.4, existe un
numero de Lebesgue ¢ para U. Segin ii) existe una sucesién finita 1, ..., 2,

tal que X = QlB (24,0).

Para k = 1,...,n existen abiertos U;, € U que contienen a las bolas
respetivas B (z,0) . Concluimos de esta forma, que {U;,,...,U;, } es un sub-
cubrimiento finito de U con lo cual se obtiene (C;). B

Observacion: Hemos probado que de las propiedades i)-ii) del lema 4.1.4,
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se deduce cualquiera de las propiedades (C;)-(Cy4) del teorema 4.1.1. El lector
puede comprobar que en realidad las propiedades i)-ii) son equivalentes a cada
una de las (C;) (i =1,...,4).

Definicion 4.1.5. Un espacio métrico (X,d) se dice compacto si cumple
alguna de las propiedades equivalentes (C1)-(Cy4). Decimos que un subconjunto
C de (X, d) es compacto si lo es el subespacio métrico (C,d,).

La definicién anterior, es una de las definiciones mas importantes de la
topologia general.

Observacion: La nocién de compacidad no depende intrinsecamente de la
métrica ya que es una propiedad topoldgica; es decir, si el espacio (X, d) es
compacto y d’ es otra métrica en X topolégicamente equivalente a d, entonces
(X,d') también es compacto. En efecto, si toda sucesén (z,,) en (X, d’) tiene
una subsucesiéon convergente x%n)?x, entonces, x¢(n>7x y, por lo tanto,

(X, d') satisface la propiedad ( Cy) .

Es conveniente tener presente en el trabajo diario todas las caracteriza-
ciones (C1)-(Cy) de los espacios métricos compactos, puesto que en diferentes
aplicaciones puede resultar mas tutil una que otra. Por la misma razén, es con-
veniente reescribir la definiciéon de subconjunto compacto. De acuerdo con el
concepto de subespacio métrico, C en (X, d) es compacto si y sélo si para toda
familia de abiertos (Ay)acr de (X, d) tal que

C C aerda, (& C = 4 /(CNA,))

existe una subfamilia finita (A, )1<k<n para la cual también

n

C ckgl Ay, (= C :kgl (CNAy))

Esta forma es mas prdctica por lo que se utiliza mds. ;jDe qué manera se
reescriben (Cz)-(Cy)?

Observacion: La definicién de subconjunto compacto se establece de tal mo-
do que resulta invariante por sobreespacios, es decir, si (X, d) es un subespacio
métrico de (Y, d') se tiene que C' es un subconjunto compacto de (X,d) siy
s6lo si C' C X es un subconjunto compacto de (Y, d’) , lo que es claro pues

(C,de) = (C,d.) .
Ejemplo 1. Un espacio métrico discreto es compacto si y sélo si es finito.

Ejemplo 2. Sea (X,d) un espacio métrico y sea (x,) una sucesién en (X, d)
que converge a un punto x € X. Entonces el subconjunto C = {x, : n €



258 ANALISIS MATEMATICO AVANZADO

N} U{z} es compacto en (X, d) ya que si (Uy,) es un cubrimiento abierto de C'
y si x € Ug para un cierto 3 € I, entonces casi todos los x, estdn contenidos
en Ug y los puntos z, que se quedan fuera pueden cubrirse por un nimero
finito de U,,.

Ejemplo 3. Larecta real R no es compacta, pues el cubrimiento abierto {] —
n,n[: n € N*} no contiene un subcubrimiento finito de R. Sin embargo, como
ya sabemos, todo intervalo cerrado y acotado [a,b] es compacto. Analicemos
brevemente la demostracién que se basa en el criterio (Cy).

Sea (Up)zer un cubrimiento abierto de [a,b] en R, y sea s el supremo de
todos los nimeros 7 € [a,b] tales que los subintervalos [a,r] pueden cubrirse
por un nimero finito de los U,(z € I). Obviamente s estd contenido en algin
U,(z € I). Puesto que U, es abierto en R existe € > 0 tal que [s—¢, s+¢€] C U,.
El subintervalo [a,s — ¢] puede cubrirse por una subfamilia (U, ,...,Us,)
de abiertos. Por lo tanto la subfamilia (Uy,,...,Us,,Us) de (Uz)zer recubre
[a,s + €]. Si s < b esto significarfa una contradiccién, por lo que concluimos
que s = by que [a,b] puede cubrirse por un nimero finito de U, (x € I).

Si queremos verificar el criterio (C;), podemos limitarnos a cubrimientos
formados por los abiertos de una subbase. Esto facilita en muchos casos, la
verificacién de la compacidad. Analicemos brevemente la demostracion.

Teorema 4.1.6 (teorema de Alexander). Sea B una base topoldgica del
espacio métrico (X, d). Entonces (X, d) es compacto si todo cubrimiento de X
por elementos de B contiene un subcubrimiento finito.

Demostracion: Supongamos por el absurdo que (X, d) no es compacto. En-
tonces existe una sucesion (z,) en X que no tiene algin punto adherente. Por
lo tanto, para todo x € X se puede hallar un abierto U, € B tal que U,
contenga a lo sumo un elemento de la sucesién (z,) (si x = x, para algin
n € N).

Obviamente el cubrimiento,
U={U,:z€ X, U, € B}

no tiene algin subcubrimiento finito, ya que cualquier subfamilia finita de
elementos de U deja fuera infinitos puntos de la sucesion (z,) .

La elaboracién detallada de la demostracion, se deja de ejercicio al lector.
[ |

A continuacién estudiaremos algunas propiedades elementales de los sub-
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conjuntos compactos

Ejemplo 4. Si no consideramos en el compacto [0,1] el punto 1, se obtiene
un subespacio que no es compacto. La sucesién (1 —1/n) no tiene algin punto
de adherencia en [0, 1]

Este ejemplo nos muestra que la compacidad no se transmite a subespacios
cualesquiera, sin embargo tenemos:

Proposicion 4.1.7. En un espacio métrico compacto, todo subconjunto cerra-
do es también compacto.

Demostracion: Sea C un subconjunto cerrado de un espacio métrico (X, d),
apliquemos el criterio (Cy). Sea (x;,,) una sucesién en Cs, por ser (X, d) com-
pacto, (x,) tiene un punto adherente x en X. Como en particular C' es cerrado,
el punto z pertenece a C. Luego C cumple el criterio (C4) y por lo tanto es
compacto. ll

Reciprocamente se tiene:

Proposicion 4.1.8. Todo subconjunto compacto de un espacio metrico es
cerrado y acotado.

Demostracion: Sea C un subconjunto compacto del espacio métrico (X, d)
y sea z € C. Entonces existe una sucesiéon (z,,) en C tal que (z,) — .
Luego, el unico punto adherente de la sucesion (z,,) es el punto x y por ser C
compacto se tiene que x € C de donde se deduce que C' C C.

Por otra parte, si fijamos un punto z € C, la familia de abiertos formada
por las bolas {B(x,n)},cy- s un cubrimiento abierto de C, y por ser C
compacto, de dicho cubrimiento se podra extraer un subcubrimiento finito
{B (x,nk)},; - De aqui se obtiene que C' C B(z, 21<I}€a<>§n ng), y por tanto, C' es

acotado. W

Corolario 1. Sea (X,d) un espacio métrico compacto y C' C X. Entonces
C' es compacto si y sélo si C' es cerrado.

La demostracién se deja al lector.

Veamos mediante un ejemplo que un subconjunto acotado de un espacio
métrico no es necesariamente compacto.

Ejemplo 5. La bola unitaria en el espacio métrico (C ([0,1],R),d) no es un
subconjunto compacto, ya que la sucesién f, (z) = z™,n = 1,2,..., no tiene
alguna subsucesion convergente en C ([0, 1], R) . En efecto, para cualquier suce-
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sién (n) de nimeros naturales, la sucesién de funciones f,,, () = z™* converge
puntualmente a 0 si € [0,1[ y a 1 en el punto x = 1. Si f,,, convergiera uni-
formemente a una cierta funciéon f, también convergeria puntualmente a f,
luego necesariamente

f={ 3 zeb

y por tanto, f no es continua.

Ejemplo 6 (caracterizaciéon de los subconjuntos compactos en R ).
Todo subconjunto cerrado y acotado en R es compacto, puesto que es un
subconjunto cerrado del intervalo compacto [inf C, sup C]. De los resultados
obtenidos en la proposicién 4.1.8 y en el corolario 1, concluimos la conocida
caracterizacion del analisis para los subconjuntos compactos de R:

C' es compacto en R < C es cerrado y acotado.

De 4.1.7 y del corolario 1 se deduce que en un espacio métrico la interseccién
de una familia cualquiera de compactos es compacto. Como se observa, existe
una analogia formal con la propiedad bésica (C3) de los cerrados. El analogo
de la propiedad (C3) se cumple también para los subconjunto compactos en
un espacio métrico cualquiera.

Proposicion 4.1.9. En todo espacio métrico la unién finita de subconjuntos
compactos es compacto.

La demostracién se deja al lector.

En resumen, en todo espacio métrico, la coleccién de los subconjuntos
compactos es estable para la interseccion (finita o infinita) y la unién finita.
En los ejercicios de autocontrol 3, 4 y 5 al final del epigrafe, se muestran
propiedades de las familias de compactos que no se cumplen en general para
familias de cerrados.

Para terminar esta epigrafe solo nos queda introducir una nocién técnica
que no presenta ninguna dificultad conceptual: los subconjuntos relativamente
compactos.

En R la clausura de un acotado es compacto. Toda sucesién acotada en R
tiene un punto adherente en R. Esta propiedad de los acotados en R puede
generalizarse a espacios métricos cualesquiera.

Definicion 4.1.10. Un subconjunto C' de un espacio métrico (X, d) se llama
relativamente compacto, si su clausura en (X, d) es compacto.

Observacion: Esta nocién depende esencialmente de la estructura topoldgica
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correspondiente al sobreespacio y no solo de la definida por la métrica inducida.
El intervalo ]0, 1] es relativamente compacto en [0, 1] pero no en [0, 1[; por lo
tanto, es necesario expresar siempre con claridad cudl es el espacio respecto al
cual se toma la clausura.

Segun 4.1.7 en un espacio métrico compacto, todo subconjunto es realti-
vamente compacto. Ademds, en cualquier espacio métrico todo subconjunto
compacto es cerrado y por lo tanto relativamente compacto.

En R un subconjunto es relativamente compacto si y solo si es acotado.
Esto nos sugiere generalizar el teorema cldsico de que toda sucesion acotada
en R tiene un punto de adherencia a los conjuntos relativamente compactos.

Proposicion 4.1.11. Sea (X,d) un espacio métrico y C' un subconjunto
relativamente compacto de X. Entonces toda sucesién de puntos de C' tiene
un punto adherente en X.

La demostracién se deja al lector.

La analogia formal entre los subconjuntos acotados de un espacio métrico
y los subconjuntos relativamente compactos, pueden expresarse diciendo que
ambos forman una bornologia. Este concepto ha sido introducido para tratar
axiomaticamente los conjuntos acotados precindiendo de una métrica. En el
presente texto no vamos estudiar este concepto.

No queremos desaprovechar la oportunidad para destacar una vez mas la
gran variedad de estructuras matemadticas: la estructura topolégica, la estruc-
tura uniforme y la estructura bornoldgica, las cuales pueden ser introducidas
gracias al concepto de métrica. Es importante que el lector comprenda, al
menos intuitivamente, que existen diferencias entre los diferentes tipos de es-
tructuras y sobre todo cudles de las propiedades estudiadas corresponden a
cada una de ellas.

Ejercicios de Autocontrol

1. Demuestre los enunciados 4.1.9 y 4.1.11 y el corolario 1 de las proposi-
ciones 4.1.7 y 4.1.8.

2. Sin utilizar la normalidad de los espacios métricos, demuestre que dos
conjuntos compactos disjuntos en un espacio métrico, pueden ser separa-
dos por vecindades disjuntas. Demuestre, ademas, que las vecindades se
pueden tomar de manera tal que la distancia entre ellas sea estrictamente
positiva.

3. Demuestre que cualquiera de las tres propiedades siguientes es equiva-
lente a la compacidad del espacio métrico (X, d) : (NCy) Todo cubrimien-
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to abierto numerable de X contiene un subcubrimiento finito. (NCy) To-
da sucesion decreciente de cerrados no vacios en X tiene interseccién no
vacia.

(NC3) Toda familia numerable de cerrados en la cual cualquier subfamilia
finita es de interseccién no vacia, es a su vez de interseccién no vacia.

4. Sea (Cy,) una sucesién decreciente de compactos no vacios en el espacio

[e.e]
métrico (X, d) y sea C =Nn=1 C),. Pruebe que si U es una vecindad de
C, entonces existe n € N tal que C,, C C.

5. Muestre mediante ejemplos que, en general, la familia de los subconjun-
tos cerrados de un espacio métrico cualquiera no satisface necesariamente
las propiedades (NCz) y (NCj3) del ejercicio 3 ni la propiedad expuesta
en el ejercicio 4.

6. Demuestre que un espacio seudométrico también son equivalentes las
propiedades (C;—Cy).

7. Si definimos la compacidad en los espacios seudométricos mediante las
propiedades equivalentes (C;—Cy), enuncie varios resultados obtenidos
para los subconjuntos compactos y relativamente compactos en los espa-
cios métricos que no puedan ser trasladados a los espacios seudométricos.

4.2 ALGUNOS CONCEPTOS RELACIONADOS CON LA NO-
CION DE COMPACIDAD

La caracterizacién (NCs) de la compacidad mostrada en el ejercicio de auto-
control 3 del epigrafe 4.1, tiene una expresién similar a la dada en el teorema
de Cantor, donde se expone una condicién equivalente a la completitud. En
(NCz) solamente se exige una condicién adicional de uniformidad, ya que la
sucesién de los didmetros § (F,) debe tender a cero (donde {F,,} es una suce-
sién decreciente de subconjuntos cerrados no vacios). Este nos demuestra que
en los espacios métricos existe una cierta relacién entre los conceptos compaci-
dad y completitud.
En efecto, de (NC3) y el teorema de Cantor se deduce:

Todo espacio métrico compacto es completo. (1)

En el presente epigrafe explicaremos exhaustivamente la relacién entre la
compacidad y completitud en los espacios métricos, lo cual puede hacerse
mediante la nocién de acotacion total.
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Finalmente introduciremos el concepto de espacio de Lindeloff que se de-
fine, al igual que la compacidad, a partir de cubrimientos por conjuntos abier-
tos, lo cual resulta de gran importancia en las aplicaciones de la Topologia
General.

Definicion 4.2.1. El espacio métrico (X, d) se llama totalmente acotado si
para todo € > 0 hay una e—red (4.1.1) en X. Diremos que el subconjunto A
de X es totalmente acotado si lo es el subespacio (A,d4) .

Observacion: En algunos textos se llama precompactos a los espacios total-
mente acotados.

No es dificil comprobar que el conjunto A es totalmente acotado en (X, d)
si y solo si para cada e > 0 existe un subconjunto finito F' = {z1,...,2,} C A
tal que

A Cigl B (a;l, 6) .
Del lema 4.1.4 (ii) se obtiene:

Todo espacio métrico compacto es totalmente acotado (2)

Veamos algunas propiedades elementales de los subconjuntos totalmente aco-
tados.

Proposicion 4.2.2 (propiedades de los subconjuntos totalmente aco-
tados). Sea A un subconjunto totalmente acotado del espacio métrico (X, d) ;
entonces:

i) A es acotado;
ii) A es totalmente acotado

iii) A es separable.

Demostracion: i) Se deja al lector.

ii) Sea € > 0; por ser A totalmente acotado, existe una €/2—red, tal que
F = {x1,...,2,} estd contenida en A. Entonces F es una e—red de A. En
efecto,

d <A,X\ Z.Ql B (zi,€) > e/2>

ya que
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n
A CZ,L:J1 B (x;,€/2).
n
Como la distancia de cualquier punto del complemento de Z.gl B (z;,¢€) al
conjunto A es estrictamente positiva, tendremos que ninguno de los puntos

mencionados puede estar en A ya que para todo z € A, d(z,A) = 0. Luego,

Z Cigl B (a;i, 6) ,

por lo tanto, F' es una e—red para A. Por la arbitrariedad de € se tiene que A
es totalmente acotado.
iii) Por ser A totalmente acotado para cada n € N* existe una %—red ,
de Aen (X,d).
El subconjunto
(o]

_ _J. . (n)
F —nL:Jl F,,, donde F,, = {ajz yee e ,xk(n)}

es un subconjunto numerable denso de A.

En efecto, si x € A, entonces para cada n se puede encontrar a:l(.n) €

F(1<i<k(n))tal que d(azgn), x) < 1/n. Si denotamos :L‘Z(-n) = a,, entonces la
sucesion (a,) converge a x, por lo tanto, F' es denso en A, de donde concluimos
que A es separable.

Ejemplo 7. En el espacio euclideano n dimensional R™, la acotacion total
coincide con la acotacion corriente, es decir, con la posibilidad de sumergir el
conjunto dado dentro de un cubo suficientemente grande. En efecto, si para
cada € > 0 dividimos este cubo en cubos con aristas de longitud €, entonces
el suli)ﬁonjunto finito constituido por los vertices de estos ultimos formaran

una Te—red en el cubo inicial y, por consiguiente, en cualquier conjunto,
contenido en este cubo.

Ejemplo 8. La esfera unitaria S del espacio [? (N) de las sucesiones de
cuadrado sumable, ofrece un ejemplo de un conjunto acotado, pero no to-
talmente acotado. En efecto, consideremos los siguientes puntos de S.

€1 = (1,0,0,...),

e2 = (0,1,0,...),

La distancia entre dos cualesquiera de estos puntos e, y en,(n # m) es
igual a /2. De aqui se desprende que en S no puede existir una e-red finita
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para ningun € < @

Ejemplo 9. Consideremos en [? (N) el conjunto H de puntos

x=(x1,T2,...,Tpn,...)

que verifican las siguientes condiciones: |z1| < 1, |z2| < 1/2, ..., |z,] < 1/2771,

. Este conjunto se llama paralelepipedo fundamental (o tambien, cubo de
Hilbert) del espacio I? (N), y representa un ejemplo de un conjunto totalmente
acotado de dimension infinita. Para demostrar que es totalmente acotado pode-
mos proceder de la forma siguiente:

Sea € > 0 dado. Escojamos n de manera que 5= < 5. A todo punto z =
(x1,T2,...,Zp,...) de H haremos corresponder el punto ¥ = (x1,22,...,%n,
0,0,...) de este mismo conjunto.

En este caso

o0
plaa) =] D |ul? < Zk<2n1<

k=n-+1

El conjunto H) formado por los puntos de H del tipo z*, es totalmente
acotado por ser un subconjunto acotado de un espacio de dimension finita n.
Tomemos en H una e¢/2—red finita. (Esta claro que sera al mismo tiempo una
e—red para H.)

Hemos demostrado que todo espacio compacto es necesariamente acotado.
No resulta dificil comprobar que esta condicion no es suficiente; por ejemplo,
el conjunto de puntos racionales del intervalo [0, 1] con la metrica inducida por
el modulo, es un espacio totalmente acotado y sabemos que no es compacto.
Sin embargo tiene lugar el teorema siguiente:

Teorema 4.2.3. Para que un espacio (X,d) sea compacto, es necesario y
suficiente que sea:

i) totalmente acotado;
ii) completo.

Demostracion: La necesidad de las condiciones i) y ii) ya la hemos asegurado
en (1) y (2). Probemos ahora que si se camplen las condiciones i) y ii) entonces
(X,d) es compacto. Para ello es suficiente demostrar que toda sucesion (z;,)
de puntos de X tiene al menos un punto adherente.

Sea F} una e—red en (X,d). Las bolas cerradas de radio 1 centradas en
los puntos de F; constituyen un cubrimiento finito de X. Luego, al menos

(1)

una de estas bolas, llamemosla Bj, contiene una subsucesion infinita x;’,
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- mﬁll), ... de la sucesion {x,}. Escojamos ahora en Bj una 1/2—red Fy y

construyamos alrededor de todo punto de esta red una bola cerrada de radio
1/2. Al menos una de estas bolas, llamemosla B, contiene una subsucesion
infinita x?), .. ,3:1(@2), ..., de la sucesion (337(11)).

Asi sucesivamente, por induccion, podemos encontrar para cada k € N
una bola cerrada By de radio 1/2¥~! que contiene una subsucesion infinita
(xSf)) de la sucesion (x(k_l)). Es facil ver que la familia (By) es una sucesion

decreciente de conjuntos cerrados con diametro que tiende a cero y por el
o0

teorema de Cantor, su interseccion kgl B;. consta de un solo punto zg. Este
punto es un punto de adherencia de la sucesion inicial (z,), ya que toda
vecindad suya contiene a alguna bola By y, por consiguiente, una subsucesion
infinita (a:gk)) de la sucesion (x,,). W

Corolario 1. Un subconjunto A de un espacio metrico completo (X, d) es
relativamente compacto si y solo si es totalmente acotado.

Demostracion: En efecto, se tiene la siguiente cadena de equivalencias:
A es relativamente compacto < Aes compacto < Aes completo y totalmente
acotado.

Pero A es siempre completo por ser cerrado en el espacio métrico completo
(X,d), de donde finalmente se obtiene el resultado deseado. B

Hemos visto que la compacidad es una propiedad maés exigente que la
completitud en los espacios métricos. Por lo que es de esperar que algunos
resultados obtenidos en los espacios métricos completos adquieran una formu-
lacién mas amplia en los espacios compactos. A modo de ejemplo veamos el
siguiente principio fuerte de las aplicaciones contraidas en los espacios métricos
compactos.

Proposicion 4.2.4 (principio fuerte de aplicaciones contraidas). Sea
(X, d) un espacio metrico compacto y f una aplicacion de (X, d) en si mismo
tal que

d(f (z), f(y)) < d(z,y) para = #y.

Entonces la aplicacion f tiene en X un punto fijo unico.

Demostracion: Para la demostracion se recomienda al lector seguir las indi-
caciones expuestas en el ejercicio 4 de autocontrol de 4.3.H

Introduzcamos un tltimo concepto en este epigrafe que no es otra versién
de la compacidad, sino un nuevo concepto de propia importancia. Lindel6ff de-
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mostro a finales del siglo pasado que todo cubrimiento abierto de R contiene
un subcubrimiento numerable. Este resultado, sorprendente en su tiempo, ha
promovido la introduccién de una nocién topoldgica relacionada simultanea-
mente con la compacidad y los axiomas de numerabilidad.

Definicion 4.2.5. Un espacio metrico (X, d) se dice que cumple el axioma
(L) o que es un espacio de Lindeldff, cuando todo cubrimiento abierto de X
contiene un subcubrimiento numerable.

De esta definicion se deduce inmediatamente que todo espacio metrico
compacto es tambien de Lindel6ff aunque no se cumple el inverso segun nos
muestra el caso de R.

Recordemos que en un espacio metrico todo punto tiene un sistema fun-
damental numerable de vecindades; se dice entonces que todo espacio metri-
co satisface el primer azxioma de numerabilidad-AN1; mas, no todo espacio
metrico tiene una base topologica numerable, es decir, no todo espacio metri-
co satisface el sequndo axioma de numerabilidad-AN2. Sin embargo, se tiene
el teorema siguiente:

Teorema 4.2.6 (Teorema de Lindelsff). Sea (X, d) un espacio metrico;
entonces son equivalentes:

i) (X,d) satisface el segundo axioma de numerabilidad;

1)
ii) toda base topologica de (X, d) contiene una base numerable;
iii) (X,d) tiene un subconjunto denso numerable (es separable);
)

iv) (X,d) es de Lindeloff
Demostracion: La equivalencia i) < iii) fue ya probada en el capitulo 3.

Probemos que i) < iv).

Para ello veamos primeramente que si B es una base topolégica de (X, d)
entonces (X, d) es de Lindeloff cuando todo cubrimiento de X por elementos
de B contiene un subcubrimiento numerable.

En efecto, sea U otro cubrimiento abierto cualquiera de X. Para todo
x € X existe un abierto U, € U y un elemento de la base topologica B, €B
tal que x € B, C U,. Puesto que los B, (z € X) recubren X, existe una familia
numerable (z,,) tal que X = nLEJNan, luego (Uy,,) es un subcubrimiento de X.

De aqui, se deduce evidentemente que si (X, d) tiene una base numerable,
entonces es de Lindeloff.

Probemos ahora que iv) = i).
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Para el espacio métrico de Lindeloff (X, d), consideremos los cubrimientos
abiertos, {B(z,1/k) : x € X}. Para cada k € N¥existe un subcubrimiento
numerable {B(x%k), 1/k) : k € N*, (n € N) que es una base topologica para
(X,d). Sea U € 0; y x € U. Existe € > 0 tal que B(x,e) C U. Escojamos
k € N tal que k > 2/e; como {B(x%k), 1/k) : n € N} es un cubrimiento de X,
existe n € N, tal que x € B(:Egk), 1/k).

Por otra parte si y € B(x,(f), 1/k) entonces

d(z,y) < d(z,2®) + dz®,y) < 2/k < €

luego
B(z!® 1/k) c B(z,e) C U.

Nos queda por probar la equivalencia i) < ii) de la cual la implicacion ii)
= i) es evidente.

Probemos entonces que i) = ii). Sean B= {B,, : n € N} una base topologi-
ca numerable de (X,d) y B’ otra base topologica cualquiera. Todo By, (n € N)
es cubierto por los abiertos U €B’ tal es que U C B,,.

B,,, como subespacio, cumple (AN 2), luego por la implicacién i) = iv) se
tiene que es de Lindeldoff. Por lo tanto, existe un subcubrimiento numerable
B;l c B’ de B,. Concluimos que nLeJNB/n es una base numerable de (X, d)
contenida en B .1

Ejercicios de Autocontrol

1. Demuestre el principio fuerte de las aplicaciones contraidas 4.2.4.

2. Pruebe que la unién de un nimero finito de conjuntos totalmente aco-
tados es un conjunto totalmente acotado.

3. Demuestre que la unién de una familia numerable de subespacios de
Lindeldff en un espacio métrico es un subespacio de Lindeloff.

4. En un espacio métrico discreto, diga cuales son los subconjuntos total-
mente acotados, compactos y de Lindeloff.

4.3 COMPACTOS Y APLICACIONES CONTINUAS

A partir del criterio (Cp) resulta inmediato que la compacidad es una propiedad
topologica, o sea, es una propiedad invariante mediante homeomorfismos; en
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realidad se cumple mas: la compacidad es invariante ante aplicaciones conti-
nuas.

Teorema 4.3.1. La imagen de un espacio métrico (subconjunto) compacto
por una aplicacién continua es un compacto.

Demostracion: Sea (X,d) un espacio métrico compacto y f una aplicacién
continua de (X, d) en otro espacio métrico (Y, d’). Verificaremos que f[X] C Y
satisface el criterio (C1). Sea (Uy)aer un cubrimiento de f[X], abierto en
(Y, d'). Entonces (f~[Ua]acr) es un cubrimiento abierto del compacto (X, d).
Segun (Cq) existe un subcubrimiento finito de X es decir

X Ckgl f_l[Uak] = f_l [k;L_Jl Uak]
de lo que podemos concluir que

fIX] Y Uas

k=1

luego f[X] cumple el criterio (Cy1). B

Observacion: Como muestra toda apicacién constante sobre un espacio no
compacto, la imagen reciproca de un compacto por una aplicacién continua
en general no es compacto.

Ademas de ser un medio frecuentemente utilizado para probar la compaci-
dad de un espacio dado, el teorema 4.3.1 es fundamental por los numerosos
corolarios que tienen gran importancia tanto en la teoria como en las aplica-
ciones.

Corolario 1. Sea (X,d) compacto, (Y,d') metricoy f : X — Y una
aplicacion continua; entonces se cumple:

i) f es una aplicacién cerrada.

ii) si f es sobreyectiva, entonces los subconjuntos cerrados en (Y,d’) son
exactamente las imagenes de conjuntos cerrados en (X,d), es decir,

fAray =714

iii) Si f es inyectiva, entonces f es una inmersion, o sea, f[X] es homeomorfo
a X.

Demostracion:
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i) Sea C cerrado en (X,d). Por 4.1.7, C' es compacto; por tanto, f[C]
también lo es, luego es cerrado por 4.1.8.

ii) Si A es cerrado en X, entonces por i) se tiene que f[A] es cerrado en
Y. Reciprocamente si B es cerrado en Y, f~! [B] es cerrado en X y B =
f [ f! [B]] por ser f sobreyectiva, luego B es la imagen por f del cerrado
f~1[B] en X.

iii) Por ser f inyectiva, la aplicacién

fi(X,d) — (FIX]),d)px)
es biyectiva, pero ademads por i) es cerrado, por lo tanto, es un homeomorfismo.
[ |

Ejemplo 10. La funcién f : t ~ f(t) = 2™ del intervalo [0,1] en C es una
biyeccién continua de [0, 1] sobre el circulo unidad 7" en C (el toro unidimen-
sional). Pero f no es un homeomorfismo.En efecto, 7" no puede ser homeomorfo
a [0, 1] pues es compacto mientras que [0, 1] no lo es.

Los dos ejemplos siguientes muestran aplicaciones del corolario 1 del teo-
rema 4.3.1 en el anélisis.

Ejemplo 11. Sea I C R un intervalo compacto (cerrado y acotado). Del
analisis sabemos que una funcién continua f : I — R es inyectiva siy sélo si es
estrictamente monétona, (creciente o decreciente). I' := f[I] C R sera tambien
un intervalo compacto. Aplicando el corolario anterior, tenemos el resultado
siguiente:

Si f: I —R es una funcién continua estrictamente mondtona sobre un
intervalo acotado y cerrado, entonces su recorrido I' = f [I] es un intervalo
cerrado y acotado, y su funcién inversa f~' : I' — I es también conti-
nua. Este resultado se utiliza en el anélisis por ejemplo para demostrar (por
pedazos) la continuidad de la funcién arcsen a partir de la continuidad del sen.

Ejemplo 12. La existencia de las curvas de Peano muestra que el intervalo
[0,1] puede aplicarse continuamente sobre el rectdngulo [0,1]2. Del corolario
1 iii) se deduce que no pueden existir curvas de Peano inyectivas ya que [0, 1]
no es homeomorfo a [0, 1]2.

Un subconjunto C' C R? se llama curva de Jordan si es imagen de [0, 1]
por una inyeccién continua f : [0,1] — R2. Segiin el corolario anterior, una
tal inyeccién f es un homeomorfismo de [0, 1] sobre la curva de Jordan. Con-
cluimos que no existe una curva de Jordan que llene todo el rectangulo [0, 1]2
puesto que éste no es homeomorfo a [0, 1].
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Si aplicamos el corolario 1 a la biyeccion idéntica sobre un mismo conjunto
provisto de diferentes métricas, obtenemos el corolario siguiente:

Corolario 2. Sea (X,d) un espacio métrico compacto; entonces se tiene:

i) La familia 6, de los abiertos es minimal con respecto a la inclusién en el

conjunto
{04 : d' es una métrica sobre X}

Es decir, si d' es otra metrica sobre X tal que 64 C 64 (o lo que es lo
mismo, la identidad I, : (X,d) — (X, d’) es continua), entonces 4 = 64 (o
sea, d y d’ definen los mismos conjuntos abiertos en X, y por tanto, la misma
convergencia).

ii) #; es maximal en el conjunto ordenado por la inclusién

{04 : (X,d') es compacto}, o seasi (X,d') es compacto
y 04 C 04, entonces 05 = 64 .

Demostracion:

i) Sea d' una metrica sobre X tal que 8y C 04, entonces I, : (X,d) — (X,d')
es continua sobre el compacto (X, d), luego, es un homeomorfismo.

ii) Se demuestra de forma andloga. l

Este es un resultado realmente inesperado y muy importante en las aplica-
ciones para demostrar la equivalencia topoldgica entre dos métricas.

Ejemplo 13. Sean (X,d) un espacio métrico compacto y (f;);; una fami-
lia finita de funciones reales continuas sobre X (f; : X — R) que separa los
puntos de X, es decir, para todo par de puntos z,y € X; x # y se tiene que

fi (.’L’) 7& fl(y) para a’lgﬁn (S {Z7 s 777,} .
Sea ademas,

g:R" — R,

una funcién con las propiedades siguientes:

i) g es continua;

i) g(—z1,...,—xy) =g (z1,...,24);
iii) g(x1,...,2p) =0z =00=... =2, =0

iV) g(l‘l—i-yla' <oy I +yn) < g(xlv s a:En) +g(y1> .- 7yn)
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Entonces podemos definir para x,y € X que

p(x,y) = g(fr(x) = fr(y), - fu(®) = fu(y))

donde p define una metrica en X topolégicamente equivalente a la métrica d
con respecto a la cual las funciones f; son continuas. En efecto, la desigual-
dad triangular para p se deduce inmediatamente de iv) mientras que el resto
de los axiomas de metrica se verifican gracias a ii), iii) y la propidedad de
separabilidad de la familia (f;);_, (Verifique el resto).

Como p: X x X — R, puede ser expresada como una composiciéon de
aplicaciones continuas, tendremos que

L :(X,d) — (X,p)

es continua, y aplicando el corolario 2 del teorema 4.3.1i) se obtiene que d y p
son topoldgicamente equivalentes.
Es facil comprobar en particular, que las métricas

Z\f, — fiPy

Poo(®y) = max |fi (z) = fi(y)]
son topoldgicamente equivalentes a d, es decir, para toda sucesién (xg) en X
se tiene:

d(zg,z) — 0 [fi (z) — fi(x)| — 0
para todo i =1,...,n.

Si consideramos como caso especial funciones continuas con valores reales
definidas sobre un espacio métrico compacto, obtendremos el siguiente resulta-
do fundamental, que es el prototipo de los numerosos teoremas de existencia,
los cuales son de gran utilidad en las aplicaciones, y que se demuestran uti-
lizando un argumento de compacidad.

Teorema 4.3.2 (teorema del méximo y del minimo). Toda aplicacién
real continua definida sobre un espacio métrico compacto alcanza sus valores
maximo y minimo.

Demostracion: En efecto, la imagen de una tal aplicacién es un subconjunto
compacto de R, luego, es cerrado y acotado, y por lo tanto, contiene sus
extremos. Por ello, si f : X — R existen puntos xg,yy € X, tales que
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inf f(2) = f (w0) € [[X] C Ry

:g;f(l’) =f(y) e fIX]CR. W

Ejemplo 14. La condicién de que (X, d) sea compacto no es solamente para
que se cumpla la tesis del corolario 2 del teorema 4.3.1, sino en cierta medida
es tambien necesaria. En efecto si X no es compacto pueden existir funciones
continuas sobre X que no alcanzen su valor maximo o minimo en X. Por
ejemplo, basta considerar la aplicacion identidad de ]0,1[ en R, la cual no
alcanza ni su valor maximo 1 ni el minimo 0 en el intervalo |0, 1.

M4s generalmente si (X, d) no es compacto, entonces se puede hallar una
funcién real continua sobre X que no alcanza su maximo en X. Hagamos la
siguiente construccién: por ser (X, d) no compacto existe una sucesién (x,) en
X que no tiene alguna subsucesién convergente. Esto quiere decir que (z,) no
tiene puntos adherentes en X, y por lo tanto, para cada n € N se puede hallar
una bola cerrada B, = B (z,,€,) tal que

B, N By, =0 si n #m.

Por la regularidad de los espacios métricos (vea el capitulo 2) para cada n
existe una funcién continua

fo: X —[0,1— 2]
tal que
1—1/n, siz € B(zy,€,/2)
fn () =
0, siz ¢ B(xn,en).
La funcién f : X — [0, 1] definida por
fn(x) six € B(xy,€)
fz) = o
0, siz génL:Jl B (xn,€n)

es continua (demuéstrelo) y

sup f (z) =1,
zeX

pero el valor 1 no es alcanzado nunca por f en X.

Con esto, hemos probado la equivalencia siguiente:
(X,d) es compacto < toda funcion real continua sobre X alcanza su valor
maximo en X.
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En la practica resulta a veces importante tener un teorema similar al 4.3.2
para funciones reales semicontinuas.

Teorema 4.3.3. Sea (X, d) un espacio métrico compacto; entonces toda fun-
cién numérica f : X — R semicontinua superiormente (inferiormente) alcanza
su méximo (minimo) sobre X.

Demostracién: Sea f semicontinua superiormente y sea s = supf[X] € R.

Definamos S, := [s — 1/n,00[,(n € N*). Para todo n € N*, f71[S,] es
cerrado en (X, d) por ser f semicontinua superiormente, luego (f~1[S,]) es una
sucesién decreciente de compactos no vacios en (X, d). De la propiedad (NCj)
del ejercicio 3 de autocontrol del epigrafe 4.1, se deduce que la interseccién
C:= nQN f7Y[Sy,] no es vacia. Evidentemente en todo punto x € C se alcanza
el maximo de f sobre X. W

La demostracién para las funciones semicontinuas inferiormente es analoga
y por ello, se deja al lector.

Para las funciones reales definidas sobre espacios métricos compactos tiene
lugar el siguiente teorema, que generaliza el teorema estudiado en el curso ele-
mental de Anélisis acerca de las funciones reales continuas sobre un intervalo.

Teorema 4.3.4. Toda funcién real continua definida sobre un espacio métri-
co compacto es uniformemente continua.

Demostracion: Supongamos que f (X,d) — R, donde (X, d) es compacto,
es una funcién continua pero no uniformemente continua. Entonces, para
cierto € positivo y cualquier n natural, existirdn x, y z/, de X tales que
d(zp,x)) < 1/n, mientras que |f (z,) — f(z})] > €. De la sucesién (z,) se
puede extraer, debido a la compacidad de X, una subsucesién (x,, ) conver-
gente a un punto z € X. En este caso (2], ) también converge a = pero para
cada k debe cumplirse al menos una de las desigualdades ! flx)—f (azﬁlk)‘ >
€/2,|f (x) — f(zpn,)| > €/2 y esto contradice la continuidad de la funcién f en

el punto x W

Para finalizar este epigrafe veremos algunos resultados importantes en cali-
dad de aplicacién de los resultados anteriores.

Ejemplo 15 (separacién de subconjuntos compactos en un espacio
métrico). i) Sabemos que dos subconjuntos cerrados disjuntos arbitrarios en
un espacio métrico pueden ser separados por vecindades disjuntas (propiedad
de normalidad). Comencemos por analizar la separacién entre un punto x y
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un subconjunto C' del espacio métrico (X, d), donde x ¢ C. Recordemos que
la distancia de un punto z al subconjunto C esta definida por

d(z,C) :=inf{d(z,z) : z € C}.

Si C' es un compacto, existe un punto y en C mas cercano a z, lo cual se
muestra en la (fig. 64a).

d(x,y) 0d(x,C) Od

- ~
, 7
d y / d

/ \ ¢

X I |

X | Bola compacta

/

a) b)
Figura 64

En efecto, la funcién real z ~ d(z, z) es continua sobre C, luego alcanza
su minimo, d, en un punto y € C. El mismo razonamiento puede aplicarse
a cerrados cualesquiera C' en (X, d) si todas las bolas cerradas de (X, d) son
compactas (fig. 64b). Como sabemos esto ocurre, por ejemplo, en los espacios
R"™ y veremos en el capitulo 6 que lo mismo sucede en cualquier espacio
euclideano de dimensién finita. Sea x un punto, C' un cerrado en tal espacio y
d=d(z,C). C = CﬁB'(x, d+1) es compacto segun hipétesis, luego, existe un
y € C tal que d(x,y) = d(x,C"). El punto y es también un punto méas cercano
de z en todo C', pues para todo z € C’\C' se cumple d(z,2z) > d+1 > d(z,y).

Si para cada n € N, denotamos por p,, el subespacio de C ([0,1],R) =
C'[0,1] sustituido por los polinomios algebraicos con coeficientes reales y de
grado menor o igual a n, entonces p, es homeomorfo al espacio euclideano
R™*1 y por ello, las bolas cerradas en p,, con la métrica inducida por dy., son
compactas. Luego, para cada funcién continua f € C'[0, 1] existe un polinomio
P, en p, que aproxima mejor a f con respecto a ds, €s decir,
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Por el teorema de Weierstrass sabemos que toda funcién continua f €
C']0,1] puede ser aproximada uniformemente por polinomios. Luego, para la
sucesion de las mejores aproximaciones (FEoo(f, p,,)) se tiene

lim Ex(f,p,) =0.

ii) Sabemos que existen cerrados disjuntos K y C' en R? tales que d(K, C) = 0.
Esto implica que en K x C' no existe un par de puntos de distancia
minimal tales que d(z,y) = d(K,C).

Probaremos ahora que dos compactos disjuntos cualesquiera Ky C en (X, d),
siempre tienen una distancia estrictamente positiva, y contienen un par de
puntos de distancia minimal.

La funcién real x ~~ d(z, C') es continua sobre el compacto K, luego alcanza
su minimo d = min{d(z,C) : ¢ € K} = d(K,C) en un punto xy. Puesto que
xg ¢ Cy C es cerrado tenemos que d = d(xg,C’) > 0. Segin i), existe yg € C
tal que

d(xo,yo) = d(K, C) > 0.

Si todas las bolas cerradas de (X,d) son compactas, el mismo resultado
puede probarse para el caso mas general en que K es compacto y C cerrado.
Esta situacion ocurre en las aplicaciones, a veces, en la forma siguiente: K C X
es un compacto y U es una vecindad abierta de K, entonces necesariamente
d=d(K,X\U) > 0 (siempre que las bolas cerradas de (X, d) sean compactas)
(fig. 65).

7/ N
d N
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\ /
\ U //
NS 7
\ Ve
\\ ’//

Figura 65

Ejemplo 16 (funciones sobre espacios metricos). Si X es un conjunto
cuyos elementos son funciones definidas sobre un cierto dominio D, entonces
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toda aplicacion F': X — C, donde C es el campo de los numeros complejos
se llama un funcional sobre X. Se dice que el funcional F' es real si F'[X] C R.

Veamos algunos ejemplos de funcionales en espacios de funciones reales
x (t) definidas sobre el segmento [0,1] :

1/2 1
Fy (x):/o x(t)dt—/1/2a:(t)dt;

Fy (z) =supz(t);
Fy (z) =infz(t);
F5 (z) =z (ty), donde ty € [0,1]

Fy(z) = ¢l (to), = (t),. ..,z (ta)],

donde ¢; € [0,1] y la funcién ¢ [so, ..., s,] estd definida para todo s; real;

1
F5 (x) = / @ [t,z (t)] dt, donde,
0
¢ (t, s) estd definida y es continua para todo 0 <t <1y todo s real;
Fs (x) =2’ (to), donde ¢t € [0,1];

1
F7(x):/0 V 1+ 22 (t)dt;

1
Fy (2) = /O o/ ()] dt.

Si el dominio X del funcional en cuestién, es ademas un espacio métrico,
entonces tiene sentido hablar de la continuidad de dicho funcional.

Tomemos (X,d) = ((C'[0,1],R),d); los funcionales Fy, Fy, Fy, F3, Fy y
F5 estan definidos sobre este espacio métrico que por comodidad denotaremos
por C'[0,1] y ademés, no es dificil comprobar que

F,:C[0,1]] —R

es continuo para todo ¢ = 0,1,...,5. (Demuéstrelo.) Sin embargo, Fy esté defi-
nido sobre el subespacio de C'[0, 1] constituido por las funciones diferenciables
en el punto tg : Fr para aquellas funciones de C'[0, 1] para las cuales la ex-
presién /1 + 2/ (t) es integrable y Fy para las funciones tales que |2/ (¢)] es
integrable.



278 ANALISIS MATEMATICO AVANZADO

El funcional Fj es discontinuo en todo punto de C'[0, 1] donde esté definido.
En efecto, sea x (t) una funcién tal que 2’ (tg) = 1y |z (t)| < ey sea y = xo+z.
Entonces ' (to) = z{ (to) + 1, mientras que doo(y, o) < €. Sin embargo, no
resulta dificil comprobar que Fg es continuo sobre el espacio C™) [0, 1] (de las
funciones que tiene derivada continua) si lo proveemos de la métrica.

Poo(®,y) = Sup {lz (1) =y (O + 2" () =y @)} -

El funcional F; es también discontinuo sobre el espacio C'[0,1] . En efecto,

1 1
sean zg (t) = 0 y x,, (t) = — sen27wnt, entonces doo (Tn, o) = — — 0; sin
n n

embargo, Fr (z,) = 1. Por consiguiente, Fr (z,) no tiende a Fr (z() cuando
T, — ro. El mismo ejemplo sirve para demostrar que el funcional Fg es tam-
bién discontinuo en el espacio C'[0, 1] . Puede probarse que ambos funcionales
Fy y F son continuos en el espacio C(M) [0,1]. (Pruébelo.)

Hemos visto que el funcional Fj es continuo sobre C'[0, 1] . Se verifica ficil-
mente que el supremo de f sobre la bola unidad de C' [0, 1] :

B={xeC|0,1]: sup |z (t)| <1}
t€[0,1]

)

es 1. Sencillamente hay que aproximar la funcién constante por trozos
t~sig (1/2—-1)(0<t<1)

sucesivamente por funciones continuas = que estén en B (fig. 66).

Y A

o 4

Figura 66

Sin embargo, evidentemente para toda funcién x € B se tiene que | Fy (2)| <
1, luego, Fy no alcanza su supremo sobre B. Concluimos una vez mas que la
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bola unidad C [0, 1] no es compacta. Como podemos observar esta parece ser
una caracteristica de algunos espacios métricos de dimensién infinita. Efec-
tivamente, veremos en el capitulo 6 un resultado que relaciona la estructura
vectorial con las propiedades topoldgicas en aquellos espacios en que la métrica
es compatible con la estructura algebraica.

Notemos que atin cuando restrinjamos algun funcional F; (i = 0,1,...,5) a
un subespacio compacto K de C'[0, 1] solamente se puede asegurar la existencia
de dos funciones zq,yg € k tales que

ilél}:lFi ()| = |Fi (x0)| ¥ (3)
inf |F; ()] = |Fi(y)l, (4)

pero no se puede decir nada acerca de la naturaleza de xg y yo. La informacion
sobre las condiciones necesarias y suficientes que deben satisfacer las funciones
2oy Yo en (3) y (4) puede ser obtenida como resultado de un andlisis més
profundo que envuelve una generalizacion del concepto de diferenciacion para
funciones numéricas y que veremos en el capitulo 7.

Ejercicios de Autocontrol

1. Culmine los detalles en el desarrollo de los ejemplos 13 y 14.

2. Demuestre que un espacio métrico (X,d) es compacto si y solo si cada
funcién real continua sobre X es acotada.

3. Sea {V;}!"; un cubrimiento abierto finito del espacio métrico compacto
(X,d). Suponga que ¢, () = d(x, X\V;) y sea

i (z) = i (z)

o1 () + ...+, (@)
Demuestre que los \; son funciones continuas y ademas,

a) 0<\(x) <1
b) \; (z) =0 fuera de V;
c) A\i(z)+ ...+ M\ (z) =1 para todo z € X.

4. Demuestre el principio fuerte de las aplicaciones contraidas en espacios
compactos (ver 4.2.4).
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Indicacion: Considere la aplicacién ¢ : X — R, definida mediante

p(z) =d(f(z),)

y utilice el teorema 4.3.8.

4.4 COMPACIDAD EN ESPACIOS PRODUCTO Y ESPACIOS
FUNCIONALES

En este epigrafe estudiaremos las propiedades de los subconjuntos compactos
en espacios de funciones con respecto a la convergencia puntual (espacios pro-
ducto) y a la convergencia uniforme.

Como ya hemos visto en el capitulo 2, la convergencia puntual en el con-
junto Y de las funciones de X en el espacio métrico (Y, d), corresponde a
la convergencia segun la métrica producto cuando X es numerable. Por ello,
comenzaremos por estudiar la compacidad en espacios producto arbitrarios

[T Xy, donde (X,,,d,,) es un espacio métrico.
neN
En 1935 Tijonov publicé su célebre teorema de que la compacidad es in-

variante ante productos, el cual expondremos a continuacién, en una forma
limitada, solamente para productos numerables.

Teorema 4.4.1 (Teorema de Tijonov). Sea (X,,d,) n € N una familia

de espacios métricos no vacios. Entonces [[ X, es compacto (con respecto a
neN
la métrica producto) si y sélo si lo es cada espacio (X,,,d,) (n € N).

Demostracion: =: Por el axioma de eleccién [[ X,, # 0. Como las proyec-
ciones 7, : [[ Xx — X,, son sobreyectivas y continuas, la compacidad de
[[ X% implica la de cada espacio (X,,,d,) (n € N).

<: Sea (x,) una sucesién en [[ X} donde (a;ﬁﬁ,xﬁ?’, . ,x%k)) con m%k) c Xg.
Para cada k fijo, mq(@k) = TRy €s una sucesion en Xy, y segun el criterio (C4),

tiene una subsucesién convergente en Xj.
Realicemos ahora la demostracién por induccién en la forma siguiente:

. Dy - o (1
Paso 1: Lasucesion (azg )) tiene una subsucesién x%l) convergente a un punto

zM en Xi.
o (2) . S (2
Paso 2: La sucesion 377(11) tiene una subsucesién 337(12) convergente al punto z(?)
en XQ.
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sz k . <z k
Paso k: La sucesion (xﬁl,)fl) tiene una subsucesién xﬁl,} convergente al punto

k)

) en X

Por la construccion hecha no es dificil ver que para cada k fijo la sucesion
(a:z(,];)) es una subsucesién de la sucesién (a:,(i)) a partir del k-ésimo (p > k) y,
por lo tanto, (371(7];)) converge a (z¥)) cuando p — oo

Luego, la sucesién (z,,) en HXk’ donde z, = (371(7?7331(??7 ... 733;;(312)7 ...), €8
una subsucesién de la sucesién (z,,), ademds, es convergente ya que converge
por coordenadas y sabemos que esta propiedad caracteriza la convergencia en

los espacios producto. l

El teorema de Tijonov en su expresion mas general que no veremos aqui
(vea D. Hinrichsen y otros; Topologia General), es decir, cuando el conjunto de
indices puede ser no numerable, es uno de los medios mas poderosos para veri-
ficar la compacidad de ciertos espacios (especialmente espacios funcionales).
No obstante, la versién del teorema aqui expuesta (cuando el conjunto de
indices es numerable), resulta una herramienta muy util de trabajo, lo cual
ilustraremos en los ejemplos siguientes:

Ejemplo 17 (caracterizacién de los compactos en R"™). Segin 4.1.8,
todo subconjunto compacto en un espacio métrico es necesariamente cerrado
y acotado. Veremos ahora que en el espacio métrico R" se cumple también el
inverso.

Sea C C R”™ cerrado y acotado. Entonces C' esta contenido en un producto
de intervalos cerrados y acotados I; x ... x I, (fig. 67).

v A

«Y

0 1,

Figura 67

Segun el teorema de Tijonov, el producto I1 X ... x I, C R™ es compacto.
Podemos concluir por 4.1.7 que el subconjunto cerrado C' también es compacto.
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Con esto hemos demostrado de nuevo un teorema fundamental del andlisis
matemaético.
Un subconjunto C' C R™ es compacto si y solo si es acotado y cerrado.

Ejemplo 18. Todo cubo IT (potencia finita o numerable del intervalo com-
pacto I = [0, 1]) es compacto.
Se llama cubo de Hilbert, al conjunto de las sucesiones de numeros reales

(x1,22,...,2p,..) tales que |z,| < 1/n. Precisamente el cubo de Hilbert, coin-
cide con el espacio producto [] [-1/n,1/n]
neN*

y por lo tanto, provisto de la métrica producto (la cual define la convergencia
por coordenadas) es un espacio compacto.

Ejemplo 19 (discontinuo de Cantor). Sean A,, = {0,2} para cada n € N.

Entonces [] A, = {0,2}" es el conjunto de todas las sucesiones (z,) tales que
neN
xn € {0,2}. Se ve ficilmente que la aplicacién g : [[ A, — [0,1] definida
neN
por

g((zn)) = Z T, /3 es inyectiva.

n=1

Laimagen de g en [0, 1] se llama conjunto de Cantor(o también, discontinuo
de Cantor), el cual geométricamente puede ser descrito como sigue:

Dividamos [0, 1] en tres partes iguales y retiremos el intervalo intermedio
11/3,2/3]; esto elimina todos los nimeros reales en [0, 1] que requieren z; = 1
en su desarrollo en base tres (representacién triddica).

Como segundo paso retiremos los intervalos intermedios de cada uno de los
intervalos restantes, [0,1/3],[2/3,1], eliminando asi todos los nimeros reales
en [0, 1] que requieren xo2 = 1 en su desarrollo triddico.

Procediendo andlogamente retiramos, en el n—ésimo paso, la unién M,, de
los intervalos intermedios a los 27! intervalos presentes.

El conjunto C = [0, 1] \nLEJNM” es el llamado conjunto de Cantor y esté for-
mado por todos los nimeros reales en [0, 1] que no requieren del uso de ((1))
en su desarrollo triddico.

Como el desarrollo (no utilizando 1) de cada elemento de [0, 1] es tnico, g

es una biyeccién de [] A, en C. Si ahora definimos sobre cada A,, la métrica
neN
discreta, A, se convierte en un espacio métrico compacto, y por el teorema

Tijonov, el espacio producto [[ A, provisto de la métrica producto serd tam-
neN
bién compacto. Si consideramos sobre C' la métrica inducida por la métrica
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usual de R, no es dificil verificar que g es continua (demuéstrelo) y por 4.3.1
C' serd compacto. De la biyectividad de
g: [[ 4, —C
neN
y del corolario 1 iii) del teorema 4.3.1, se deduce ademés que g es un homeo-
morfismo.

Ejemplo 20. Sea T un subconjunto finito o numerable cualquiera y conside-
remos el espacio R” de todas las funciones reales definidas sobre T, provisto
de la métrica de la convergencia puntual (métrica producto). Un conjunto
C C RT se llama débilmente acotado si para todo t € T la proyecccion

m[Cl={x(t):2€C}CR

es acotado en R. Por lo tanto, si C' es débilmente acotado, existen intervalos
compactos I; = [a,b] C R(t € T') tales que

C S H[at,bt] .

En este caso C' es un subconjunto compacto H I;. Concluimos que todo
teT
subconjunto cerrado y débilmente acotado en R” es compacto.

El inverso se cumple trivialmente. Todo subconjunto compacto de RT
es cerrado y débilmente acotado puesto que las proyecciones son continuas.
Asi vemos que la caracterizacién de los compactos expuesta en el ejemplo 17
se generaliza a los espacios producto R? de dimensién infinita si se sustituye
acotado por débilmente acotado.

Observacion: No obstante hay que destacar una diferencia esencial entre los
espacios R” y RT (T infinito).

En R™ toda bola abierta nos brinda un ejemplo de un abierto acotado no
vacio, mientras que en R” no existe un abierto no vacio, que sea débilmente
acotado (vea las propiedades de los abiertos para la métrica producto), por
tanto, todos los compactos en R” tienen el interior vacio.

Segun el ejemplo 17 todo subconjunto acotado de R"™ es relativamente
compacto. Esto no se cumple en espacios métricos cualesquiera. Incluso pro-
baremos en el capitulo 6, que un espacio normado que contiene una bola
relativamente compacta es necesariamente de dimesion finita. En los ejemplos
5 y 16 ya hemos visto ejemplos de espacios normados donde la bola unidad
(cerrada) no es compacta.

Ejemplo 21. Sea T un conjunto a lo méds numerable, y consideremos el es-
pacio producto R” identificado con el espacio de las aplicaciones de T en R.
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No es dificil demostrar que la convergencia puntual en R” coincide con la
convergencia uniforme si y solo si 1" es finito, es decir, para una sucesién de
funciones

fon: T — R(n € N), se tiene:
(fn) — f (puntualmente en T') < (f,) — f
(uniformemente en 7).

Expresado de otra forma:

La métrica d de la convergencia uniforme es topoldgicamene equivalente
a la métrica producto sobre R” si y solo si, T, es un conjunto finito, o sea, si
R” coincide con un espacio euclideano R™.

Hemos visto en el ejemplo 20 una caracterizacion de los subconjuntos com-
pactos en R” con respecto a la métrica producto. Sin embargo, como nos
muestra el ejemplo 5 tales caraterizaciones son mas dificiles de obtener para
los subconjuntos compactos en espacios de funciones, con respecto a la métrica
de la convergencia uniforme.

En este capitulo no nos dedicaremos al estudio de los subconjuntos com-
pactos en espacios de funciones generales provistos de la métrica de la conver-
gencia uniforme, ya que esto no presenta interés practico, sino nos limitaremos
a examinar los subconjuntos compactos en espacios de funciones continuas.

Como es conocido, los espacios de funciones continuas son uno de los tipos
de espacios métricos de mayor importancia en las aplicaciones del analisis y el
analisis funcional. El teorema fundamental que demostraremos es el llamado
teorema de Arzeld-Ascoli, pero para poder enunciarlo necesitamos introducir
los conceptos siguientes:

Definicion 4.4.2. Sean (X,d) y (Y,d’) espacios métricos. Un subconjunto
H C YX se llama equicontinuo en x € X si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal
que para todo f € H se cumple

d(y,z) <o =d(f(y).f(z)) <e ()

H se llama equicontinuo si es equicontinuo en todo = € X.
Hemos identificado el espacio producto Y X = H Y con el conjunto de

zeX
todas las aplicaciones f : X — Y, y por ello, en lo adelante lo denotaremos

también mediante F'(X,Y).

Para el conjunto de todas las funciones continuas de (X, d) en (Y,d') uti-
lizaremos la notacién C (X,Y).

La definicion 4.4.2 muestra que todas las funciones de un conjunto equicon-
tinuo H C F'(X,Y) son continuas, sin embargo, el inverso no se cumple, o sea,
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los subconjuntos H C C' (X,Y’) en general no son equicontinuos.

En efecto, si H C C'(X,Y) y zp € X, entonces para cada funcién f € H
existe individualmente un ¢ tal que se cumple (5), sin embargo, puede ocurrir
que inf dy = 0, y por tanto, no se pueda encontrar un 6 > 0 omin para todas
las f € H.

Ejemplo 22. Todo conjunto finito G C C (X,Y) es equicontinuo.

Ejemplo 23. Sean (X,d) y (Y,d) espacios métricos. Una funcién f: X —
Y se dice lipchitziana de razén k > 0 si d'(f (x), f(y)) < kd(z,y) para todo
z,y € X. Todo conjunto de funciones lipchitzianas de una misma razén k > 0
es equicontinuo.

Ejemplo 24. En la figura 68 se muestran gréficos de conjuntos H C C (R, R)
que ilustran bien la diferencia entre conjuntos equicontinuos y conjuntos de
aplicaciones continuas que no son equicontinuos.

i) H={f, e C(R,R): fp () = ax + b,b € R} para a prefijado es equiconti-
nuo (fig. 68a)

il) H={fy: fo(x) = ax + b,a € R} para b prefijado, no es equicontinuo (fig.
68b).

iii) H = {fa: fa(x) =az+b,a €R,|a| < M} para cualquier nimero fijo
M > 0, es equicontinuo (fig. 68c).

A
Som 4 fu
Sy

b 10 b 00

(@) (if) (i)
Figura 68
Observemos que la equicontinuidad es una propiedad definida independien-

temente de una métrica sobre H, y solo depende de la métrica de X y Y. Como
las métricas de uso practico sobre H estan generalmente relacionadas de alguna
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manera con las de X y Y, existe de hecho una relacién entre la equicontinuidad
y dichas métricas. Para ver como esto se pone de manifiesto con respecto a la
métrica de la convergencia uniforme do,, introduciremos ademas la definicién
siguiente:

Definicion 4.4.3. Sea X un conjunto y (Y,d’) un espacio métrico. Un sub-
conjunto H C F (X,Y) se llama equiacotado en el punto z € X

H(zr)={f(z): feH} CY

es relativamente compacto en (Y,d').
H se llama equiacotado si es equiacotado en todo punto x € X.

Ejemplo 25. Sabemos que un subconjunto de R" es relativamente compacto
si y solo si es acotado, luego, si ¥ = R™ un conjunto H C F (X,R") es
equiacotado si y solo si para cada x € X existe una constante M, > 0, tal que
para todo x € X

|f ()] < M,

donde |-| denota el médulo en R™.

Ejemplo 26. Es conocido que todo subconjunto de un espacio métrico com-
pacto es siempre relativamente compacto. Luego, si (Y, d’) es compacto, cual-
quier conjunto H C F (X,Y) es equiacotado.

Antes de pasar a demostrar el resultado fundamental (teorema de Arzela-
Ascoli) veamos los lemas siguientes:

Lema 4.4.4. Sean, (X,d) un espacio métrico compacto y (Y, d") un espacio
métrico cualquiera. Entonces son equivalentes:

i) HC C(X,Y) es equicontinuo.

ii) Para todo e > 0 existe § > 0 tal que sid(z,y) < d entonces d'(f (x), f(y)) <
€, cualesquiera que sean f € H;x,y € X.

Observacion: Notemos que en la definicion 4.4.2 de conjunto equicontinuo el
numero é no depende de f € H pero si depende del punto = en cuestion. En el
lema 4.4.4 se muestra que si X es compacto, se puede elegir § independiente
de f € H y x € X. Podiamos haber dado originalmente esta definiciéon y limi-
tarnos al trabajo en espacios métricos compactos (X, d) , pero hemos preferido
no hacerlo asi ya que en primer lugar en la préatica es mas facil de comprobar
la definicién 4.4.2, atin en el caso en que (X,d) sea compacto y ademds, en
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el epigrafe siguiente veremos una generalizacién importante del teorema de
Arzela-Ascoli donde utilizaremos las definiciones generales 4.4.2 y 4.4.3 aun
cuando (X, d) no es compacto sino solo localmente compacto.

Demostracion: La implicacion ii)=1) es evidente, y por tanto, nos limitare-
mos a demostrar i)=-i).

Por ser H C C(X,Y) equicontinuo, para cualesquiera ¢ > 0y z € X,
existe 0 (x) > 0, tal que para todo f € H se cumple:

d(z,y) <o (z) = d(f (x).f(y)) <e/2. (6)

Consideremos el cubrimiento de (X, d) por las bolas abiertas {B(x,d(z))},
x € X. Por el lema 4.1.4 existe un nimero ¢ de Lebesgue con respecto a este
cubrimiento, es decir un 6 > 0 tal que para todo x € X existe z € X que
cumple

B (z,0) C B(2,6(2)). (7)

Sean ahora x,y € X arbitrarios tales que d(z,y) < . Sabemos por (7) que
existe z € X tal que z,y € B(z,0(2)), es decir,

d(z,z) <6(2),
d(z,y) <0 (z).
Pero entonces, por (6) tendremos:
d' (f (x), f(2)) <e€/2,
d'(f(y), f(z)) <e/2.
para todo f € H.

Luego, si d(z,y) < ¢ se tendrd que d'(f(z),f(y)) < d'(f(z),f(2)) +
d(f(2),f(y)) < €/2+€/2 = ¢, para todo f € H, con lo cual queda probado
ii). B
Lema 4.4.5. Sean (X,d) compacto, (Y,d) métricoy H C C'(X,Y") equicon-
tinuo. Entonces son equivalentes:

i) H es equiacotado;

ii) mgXH (z) es relativamente compacto en (Y, d')
Demostracion: La implicacion ii)=-i) es evidente ya que cualquier subcon-

junto de un conjunto relativamente compacto es también relativamente com-
pacto.
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Probemos que i)=ii).
Para ello debemos demostrar que toda sucesién (y,) de elementos de

ngH (x), tiene una subsucesién que converge a un punto yog € Y. Por defini-

cién, existen puntos z,, € X y funciones f,, € H tales que

Por ser (X, d) compacto, la sucesién (z,) contiene una subsucesion (zy, )
que converge a un punto xg € X. Por ser H (xg) relativamente compacto, la
sucesion (f,,, (%0)) de H (xo) tiene una subsucesion (fy,,, (z0)) que converge
a un punto yo € Y. Evidentemente la sucesién (zy, (n)) converge al punto xy €
X, por ser una subsucesién de la sucesién convergente (:x@(n)).

Demostremos entonces que la subsucesion (fy,,, (zy,,)) de la sucesion (yn)
converge al punto yy € Y. En efecto, por ser H equicontinuo, dado € > 0 existe
é > 0, tal que

d(w,y) < 5= d(fy,, (@) Fo, W) < €/2 (®)

Como (:Ew(m) converge a xg existe ng € N tal que si n > ny,
d(x¢(n) ) xO) < 57

y por tanto, por (8) si n > ng, entonces,

Aoy @)oo Fi (0)) < €/2. (9)

Pero por la desigualdad triangular

d(fw(n) (xw(n) )7 yO) < d(f’tli(n) (x’l/l(n) )7 f’l’(n) (.’L‘o)) + d(f’l/)(n) (IEQ), yO)- (10)

Del hecho que fy, ) (o) converge a yo se deduce que existe n; € N tal que
si n > nqp, entonces

d(fy(,y (x0)s y0) < €/2. (11)
Tomando n > méx (np,n1) de (9), (10) y (11) se concluye que
d(f’t/J(n) (‘Tw(n))a yO) <€

y por la arbitrariedad de € > 0, obtenemos que la sucesién (fy,,(zyp,))
converge a yg. B

Pasemos finalmente a caracterizar los subconjuntos relativamente com-
pactos de C (X,Y) con respecto a la métrica d de la convergencia uniforme,
cuando el espacio métrico (X, d) es compacto.
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Teorema 4.4.6 (Teorema de Arzeld-Ascoli para (X,d) compacto).
Sean (X, d) compacto y (Y,d’) métrico, y consideremos el espacio C (X,Y)
provisto de la métrica do, de la convergencia uniforme sobre X:
deo(f,9) = sup &'(f (), g(x)).
rzeX

Entonces un conjunto H C C (X,Y") es relativamente compacto si y solo
si equicontinuo y equiacotado.

Demostracion: Supongamos que H es relativamente compacto y demostre-
mos que es equiacotado y equicontinuo.

Consideremos el espacio producto C' (X,Y) x X provisto de la métrica
producto d, X d. Del método de demostracion del lema 4.5 se deduce que la
aplicacion evaluacion

E:C(X.Y)
(f)mif@) XX —Y

es continua. Si H es relativamente compacto en C (X,Y’), entonces por el
teorema de Tijonov H x {x} es relativamente compacto en C'(X,Y) x X y
por ser E' continua

E[H x {z}] = H (z) (compruébe esta igualdad),

es relativamente compacto en Y. Luego, H es equiacotado.

Para demostrar la equicontinuidad de H basta ver que esta propiedad es
equivalente a la continuidad uniforme de E restringida a cada conjunto del
tipo H x {z} (con x € X (demuéstrelo)).

Ya hemos dicho que H x {x} es relativamente compacto en C' (X,Y)x X y
como F es continua, por el teorema 4.3.4 serd también uniformemente continua
sobre H x {x}. Luego, queda probada la equicontinuidad de H.

Demostremos ahora que la equiacotacién y la equicontinuidad son condi-
ciones suficientes para que H sea relativamente compacto en C (X,Y’). Para
ello, denotemos por Yj a la clausura de ZLGJXH (z) en Y; entonces si H es relati-
vamente compacto en C (X, Yp), también lo serd en C' (X, Y). Por este motivo
y por el lema 4.4.5 es suficiente demostrar que H es relativamente compacto
en C'(X,Y)) donde X y Yp son ambos espacios métricos compactos. Para esto
sumerjamos C (X, Yp) en el espacio F' (X, Yy) provisto de la métrica duo, y de-
mostremos la compacidad relativa de H en F' (X,Y)) . Puesto que C (X, Y)) es
cerrado en F (X, Y)), ya que el limite de una sucesién uniformemente conver-
gente de aplicaciones continuas es también una aplicaciéon continua, la com-
pacidad relativa del conjunto H en F'(X,Y)) implica su compacidad relativa
en C (X,Yp).

Tomemos € > 0 arbitrariamente y escojamos § de manera que de
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d(z,y) <,
se tenga

d'(f (z), f(y)) <e

para todo f € H y todo x,y € X.
Sea ahora {z1,x2,...,2,} una 6/2—red en X y consideremos

E; = B (:,6)\Y;B(x;,0).

No es dificil comprobar que los conjuntos { E;}7"_; constituyen una particién
de X tal que de z,y € E; se deduce d(z,y) < §. Consideremos en el compacto
Yy una e—red {y1,92,...,yn} y denotemos mediante L la coleccién de las
funciones g € F (X,Y) que toman los valores y; sobre los conjuntos E;. El
numero de estas funciones es, evidentemente, finito. Probemos que ellas forman
una 2¢—red para H en F (X,Y)). En efecto, sea f € H, para todo punto z;
de {z1,...,x,} existe un punto y; € {y1,...,ym} tal que

d'(f (zi),y5) <e

Sea la funcién g € L seleccionada de manera que g (x;) = y;; entonces:

d'(f (x),9(x)) <d'(f (), f (@) + d(f (2:) g (x:))+

+d'(g (i) , g (x))

y si para cada x € X tomamos el valor de ¢ tal que = pertenezca a E;,
tendremos

d'(g(xi),g(x)) =0.

y por tanto,

d'(f (x),9(z)) <2

De aqui se desprende que doo(f,g) < 2€ y, por consiguiente, la compacidad
relativa de H en F (X, Y)), con lo cual queda probada también en C (X,Y)),
y por lo tanto, en C'(X,Y). N

Del teorema 4.4.6 y utilizando el ejemplo 25 y los lemas 4.4.4 y 4.4.5 se
deduce el corolario siguiente:

Corolario 1. Una familia H de funciones de C ([a,b],R) es relativamente
compacta con respecto a la métrica de la convergencia uniforme, si y solo si
satisface las dos condiciones siguientes:

i) Existe un nimero real K tal que
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lp ()] < K para todo x € [a,b] y ¢ € H.
ii) Para cualquier € > 0 existe § > 0 tal que

| () — p(y)| < e para todas las funciones ¢ € H y para todo par de
puntos z,y en [a, b] tales que |z —y| < J.

La demostracién se deja como un ejercicio al lector.

Veamos las dos aplicaciones siguientes que hemos extraido del libro de A.N.
Kolmogorov y S.V.Fomin.

Aplicacion 1 (teorema de Peano) El teorema de Arzeld tiene multiples apli-
caciones. Como primera aplicacién veamos el siguiente teorema de existencia
para ecuaciones diferenciales ordinarias cuyo miembro es continuo. Recorde-
mos que en el capitulo 3 vimos un teorema similar para cuando el miembro
derecho satisfacia una cierta condicién de Lipschitz. A diferencia de este ca-
so, en el capitulo 3 pudimos demostrar no solo la existencia sino ademas la
unicidad de la solucién, utilizado el teorema del punto fijo.

El resultado siguiente es un teorema de existencia local.

d
Teorema 4.4.7 (teorema de Peano). Sea d—y = f(x,y) una ecuacién
x

diferencial dada. Si la funcién real f es continua en un dominio compacto G
de R?, entonces por cada punto interior (g, o) de G pasa al menos una curva
integral de dicha ecuacién. Es decir, para cada punto (xg,yp) perteneciente al
interior de (G, se puede hallar un nimero € > 0 y una funcién continuamente
derivable ¢ : [z, — €, 20 + €] — [yo — €, Y0 + €] tal que

o (ro) =10y

do _

T f(z, ¢ (x)) para todo = € [z, — €, 70 + €] .

Demostracion: Puesto que la funcién f es continua en el compacto G, es
acotada:
|f(z,y)] < M = constante.

Tracemos por el punto (xg, yo) las rectas con pendientes M, — M. Tracemos
ademads las rectas verticales © = a y * = b de manera que los dos tridngulos
con vértice comun en (zg, o) que ellas determinan pertenezcan integramente
al interior de la regién de G.

Construyamos ahora para la regién dada las llamadas quebradas de Euler
del modo siguiente:
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Tracemos por el punto (xg,yo) la recta con pendiente f(xg,yp). Tomemos
en esta un punto (z1,y;) y tracemos, a través de él una recta de pendiente
f(x1,y1). En esta recta tomemos un punto (z2,y2) y tracemos, a través de él
otra recta de pendiente f(z2,y2), y asi sucesivamente (fig. 69).

% G
%7 (x7)
7
D
|
Figura 69
Consideremos ahora la sucesion de quebradas de Euler Ly, Lo, ..., Ly, ...,

que pasan por el punto (zo,y0) v tales que la longitud del mayor de los es-
labones de la quebrada L; tiende a cero cuando k — oo.

Sea ;. la funcién, cuya grafica es la linea Ly, no es dificil verificar que las
funciones continuas ¢, ¢, ..., ¢, ... poseen las propiedades siguientes:

1) estan definidas sobre el segmento [a, ] ;
2) son equiacotadas;

3) son equicontinuas.

En virtud del teorema de Arzeld-Ascoli, de la sucesién ;. se puede extraer
una subsucesién uniformemente convergente que denotaremos por 1), o2
e (,0(”),

Consideremos ¢ (x) = kli»nolo ©®) (). Es evidente que ¢ (x0) = yo. Luego nos
queda por probar que sobre el segmento [a, b] la funcién ¢ verifica la ecuacién
diferencial dada. Para ello, es suficiente demostrar que para cualquier € > 0
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W — f(@,p (a/))‘ < 2 (12)

siempre que |z” — 2’| sea una cantidad suficientemente pequena. Supongamos

que z” y 2/ estédn fijos y tenemos k suficientemente grande de manera que

doo(sD(k), ) < % |z — ’|. Entonces,
P (") — ¥ (2') g (a") = (a)
- <e,
x" — x! T — !

y por lo tanto, aplicando la desigualdad triangular

2D L) g a)| < et
(k) (1Y _ A (K) (1
st (x)—f(:v’,so(ﬂf’))‘

Luego, para probar (12) es suficiente demostrar que existe kg tal que si
k > kg se tiene

(K) (1Y _  A(K) (!
¥ (xx/)/_f/ (:E) —f(l'/,QD(l'/))

<€, (13)

siempre que la diferencia |2” — 2’| sea suficientemente pequena.
Puesto que f es continua en la region G, para cualquier € > 0 se puede

encontrar 1 > 0 tal que

f(x/7y/) —€e< f(x7y) < f(x/7y/) +e
donde

Y =p(a),
cuando

|z —a'| < 2n, |y — y'| < 4Mn.

El conjunto de los puntos (z,y) € G que verifican estas dos desigualdades
constituye un rectangulo @). Sea ahora kg tan grande que para todo k > kg se
tenga

|0 (2) = ™) (2)] < 41
y ademads, todos los eslabones de la quebrada Lj tengan longitud menor que 7.

Entonces si |x — 2| < 27, todas las quebradas de Euler go(k) correspondientes
a k > kg se encuentran completamente incluidas en el interior de Q.
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Sean ahora (ag,by), (a1,b1),...,(ant+1,bn+1) los vértices de la quebrada
o) donde

apg<v <ap<ay<...<ap<z"<apii.

(Supongamos, para concretar, que z” > 2’ ya que el caso z” < 2’ se
considera analogamente).
Entonces,

" (a1) — ¥ () = f (ao, bo) (a1 — 2')
") (aip1) — o™ (a;) = f (a5, b)) (aip1 — as)

=1,2,...,n—1,
(p(k) (") — Sp(k) (an) = f (an,by) (2" — an) .

De aqui, para |2 — 2/| < 7, obtenemos
(f(@'y) =€) (a1 — ') <P (a1) — oW (2") <
< (f(a,y) +€) (a1 — ')
(f(='y) =€) (ai-1 = ai) < o) (aip1) — P (a;) <
<(f(@,v)+e) (a1 —a;),i=1,2,...,n—1
(f(@"y) =€) (aim1 — a;) < (2" —an) <

< ¥ (@) = p®) (an) < (f(a',y) +€) (2" — an).
Sumando estas desigualdades encontramos que

(@) —e) (" — ") < P (a") — ") (2') <

< y) +e) (@ — )
que es lo que queriamos demostrar.
Notemos que diferentes subsucesiones de la sucesién de quebradas de Euler,

. : ., d
pueden converger a diferentes soluciones de la ecuacién _y( fx,y). Por eso, la

solucién que hemos obtenido no es, en general, la tinica solucién de la ecuacion
dada y que pasa por el punto (z, yo).

Aplicacion 2 (existencia de curvas geodésicas)

Sea dada una aplicaciéon continua
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P=f(t)

del segmento a < t < b en un espacio métrico (X, d). Cuando t “recorre” el
segmento desde a hasta b, el punto correspondiente P “recorre” un cierto sub-
conjunto en el espacio X que se llama curva continua en X parametrizada por
f- Se considera que el orden en el que se recorren los puntos de la curva es una
propiedad intrinseca de la propia curva, o sea, la definicién de una curva no
depende solamente de la imagen de f, sino también de sus propiedades como
funcién del pardametro t. Por ejemplo, un mismo conjunto, como el representa-
do en la figura 70, recorrido en las dos direcciones senialadas, sera considerado
como diferentes curvas.

En calidad de un segundo ejemplo, consideremos la funcién real definida
sobre el segmento [0, 1] la cual estd representada en la figura 71. Dicha figura
representa la grafica de una curva en el segmento [0, 1] del eje Y y distinta de
este segmento recorrido una vez desde el punto 0 hasta el 1, ya que el segmento
[A, B] se recorre tres veces (dos hacia arriba y una hacia abajo).

P

Figura 70
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A A
______________ [
! 1 1
I I
1 1
I I
BplF—-———- 1 BpF————- 1
I I
1 1
I I
1 1
AfF==f—=——- I AF-———f—-——- I
1 1
I I
1 1
0 Ly 0 Ly
1 t 1 t
a) b)
Figura 71

Sin embargo, si los puntos del espacio se recorren en el mismo orden, con-
sideraremos que la seleccién del parametro ¢ no es esencial. Por ejemplo, las
funciones representadas en la figura 71 determinan una misma curva, situada
sobre el eje Y, aun cuando los valores del parametro ¢, correspondientes a
algin punto de la curva en [0, 1], resulten diferentes. Por ejemplo, en el caso
(a) de la figura 71, al punto A le correponden sobre el eje T' dos puntos ais-
lados, mientras que en el segundo caso corresponden sobre el eje T' un punto
aislado y un segmento situado a su derecha (cuando ¢ recorre este segmento el
punto de la curva se mantiene fijo).

Hablando en términos un poco més fisicos, no distinguiremos entre dos cur-
vas recorridas por particulas que siguen la misma trayectoria aunque la veloci-
dad del desplazamiento sea diferente. En efecto, como veremos maés adelante
a nosotros nos interesa tan solo la longitud total de la trayectoria recorrida.

Para formalizar los conceptos introducidos pasemos a las definiciones si-
guientes:

Dos funciones continuas

pr=f)yp" =" t")
definidas respectivamente sobre los segmentos
alétlgb/ya/lét//éb”

y con valores en un mismo espacio métrico (X, d) se llaman equivalentes, cuan-
do existen un par de funciones continuas no decrecientes

=y (t) yt"=¢" (1)
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definidas sobre un segmento

a<t<b
y que poseen las propiedades

1) ¢'(a)=d, ¢ (b) =V
2) S0// (a) — a//, QO// (b) — b//
3) [l (] = f'l¢" (#)], para todo t € [a,b].

Es facil ver que esta relacién es de equivalencia, y por ello, todas las fun-
ciones continuas del tipo considerado se dividen en clases de funciones. Cada
una de estas clases define una curva continua en el espacio (X, d).

Es facil ver que para toda funcién p = f’(¢'), definida sobre un segmento
[a', V], existe una funcién equivalente a ella definida sobre el segmento [a”, b"] =
[0,1]. En efecto, es suficiente tomar

t=¢ ()=l -d)t+d,

=" (t) =t.
Por consiguiente, podemos suponer que toda curva viene dada en forma
paramétrica mediante una funcién definida sobre el segmento [0, 1].
Por eso resulta oportuno introducir el espacio C (I,R) de las aplicaciones
continuas del segmento I = [0, 1] en el espacio (X, d) con la métrica
doo(f) g) = Ssup d(f (t) g (t))
te[0,1]
Diremos que la sucesion de curvas Ly, Lo, ..., Ly,... converge a la curva L,
cuando las curvas L, pueden ser representadas paramétricamente en la forma

Py=fn(t),0<t <1,
y la curva L, en la forma
P=f(t),0<t<1

de manera que d (f, fn) — 0 cuando n — oo.
Aplicando el teorema de Arzeld-Ascoli, es ficil demostrar el teorema si-
guiente:

Teorema 4.4.8. Si la sucesién de curvas Lq, Lo, ..., Ly,,... situadas en un
compacto K, se puede representar paramétricamente mediante funciones equi-
continuas sobre el segmento [0, 1], se puede extraer de ella una subsucesién
convergente.
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Definamos ahora la longitud de una curva, que en forma paramétrica viene
dada por la funcién

P=f(t),a<t<hb,

como el extremo superior de las sumas del tipo

ST d(f (tier), f ()
i=1

donde los puntos t; estan solamente sujetos a las condiciones
a=tg<t;<...<t,=bh.

Es facil ver que la longitud de una curva no depende de su representacion
paramétrica. Sinos limitamos a las representaciones paramétricas por medio de
funciones, definidas sobre el segmento [0, 1] es facil demostrar que la longitud
de una curva es una funcional semicontinua inferiormente de f (en el espacio
C (I,R)). En el lenguaje geométrico este resultado puede ser enunciado en la
forma del siguiente teorema sobre semicontinuidad:

Teorema 4.4.9. Si la sucesion de curvas L, converge a la curva L, la lon-
gitud de esta curva no es mayor que el limite inferior de las longitudes de las
curvas L,,.

Consideremos ahora especialmente las curvas de longitud finita. Suponga-
mos que la curva esté definida por la funcién paramétrica

P=f(t),a<t<hb.

La funcién f, considerada solamente en el segmento [a,T], donde a < T <
b, define el segmento inicial de la curva desde el punto

Py = f(a)
hasta el punto
Pr=f(T).
Sea
s = (t)
su longitud. Es facil probar que
P=g(s)[fe" ()]

es una nueva representacién paramétrica de la misma curva. Aqui s recorre
el segmento 0 < s < §, donde S es la longitud de toda la curva considerada.
Esta representacién verifica la exigencia
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d(g (s1),9(s2)) < |s2 — s1]

(la longitud del arco es mayor o igual que la longitud entre dos puntos de la
cuerda).
Pasando al segmento [0, 1], obtenemos la representaciéon paramétrica
P=F(r)=g(s), 7= 5

que verifica la condiciéon de Lipschitz
d(F (1), F (12)) < S|r1— 7.

Veamos, por consiguiente, que para todas las curvas de longitud S < M,
donde M es un constante, es posible una representacién paramétrica, mediante
funciones equicontinuas, definidas sobre el segmento [0, 1]. Por lo tanto, a estas
es aplicable el teorema 4.4.8.

Mostremos el alcance de los resultados generales obtenidos aplicindolos a
la demostracion de la siguiente proposiciéon importante, la cual se refiere a la
existencia de curvas geodésicas, es decir, curvas de longitud minima que unen
dos puntos de un cierto conjunto.

Teorema 4.4.10. Sidos punto A y B de un compacto K pueden unirse por
medio de una curva continua de longitud finita, entonces entre esas curvas
existe una de longitud minima.

Demostracion: En efecto, sea I el extremo inferior de las longitudes de las
curvas que unen los puntos A y B del compacto K. Supongamos que (L) es
un sucesién de curvas en el compacto que unen los puntos A y B, tales que
la sucesién (I,,) de sus longitudes converge a I. De acuerdo con el teorema
4.4.8, de la sucesion (L;) se puede extraer una convergente. De acuerdo con
el teorema 4.4.9, la curva limite de esta subsucesion no puede tener longitud
mayor que /. B

Observemos que incluso en el caso en que K es una superficie cerrada
suave (diferenciable suficiente nimero de veces) del espacio euclideano de tres
dimensiones, este teorema no se desprende directamente de los resultados que
se establecen en el curso de Geometria Diferencial, donde se considera, gene-
ralmente, solo el caso de puntos A y B suficientemente préoximos.

Todo lo expuesto adquiriria mayor claridad si hubiésemos provisto de una
estructura de espacio métrico, al conjunto de todas las curvas del espacio
métrico dado (X, d). Esto se puede hacer difiniendo las distancias entre las
curvas Ly y Lo mediante la féormula

doo (L17L2) — infdoo (flan)a
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donde el extremo inferior se toma respecto a todos los pares de representaciones
paramétricas de la curva Lq por medio de la funcién

P=f(t),0<t<1
y de la curva L9 por medio de la funcién
P=/fo(t),0<t<1.

La demostracién de que esta distancia verifica los axiomas de métrica es
sencilla, a excepcion de un detalle ya que ofrece ciertas dificultades demostrar
que de

doo (L1,L2) =0

se deduce la identidad de las curvas Li y Lo. Este resultado es consecuencia
directa del hecho de que el extremo inferior en la férmula, mediante la cual
hemos definido la distancia d, (L1, L2), se alcanza si se escogen adecuada-
mente las representaciones paramétricas f1 y fo pero la demostracién de esta
ultima proposicion tampoco es sencilla.

Ejercicios de Autocontrol

1. Demuestre que el cubo de Hilbert es homeomorfo a IN, provisto de la
métrica producto, donde I = [0, 1].

2. Precise los detalles en el desarrollo del ejemplo 19.
3. Demuestre las afirmaciones de los ejemplos 22 y 23

4. Pruebe que

i) H={facC([L,o[,R): fa(z)=2%a<1}
es equicontinuo

i) H={foeC(L0[,R): fo(x)=2%a>1}

no es equicontinuo.
Utilice la orientacién grafica del ejemplo 24.

5. Demuestre que la equicontinuidad del conjunto H C C' (X,Y) es equiva-
lente a la continuidad uniforme de la aplicacién evaluacion:
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B il — Y

4.5 ESPACIOS LOCALMENTE COMPACTOS. COMPACTIFICA-
CIONES

Los espacios clasicos R, C,R™, C™ no son compactos, pero cada uno de sus
puntos posee un sistema fundamental de vecindades compactas. Es decir, lo-
calmente ellos son compactos. Espacios con esta propiedad juegan un papel im-
portante en la matematica, por ejemplo, en la teoria de integracién de Radon.

Definicion 4.5.1. Decimos que un espacio métrico (X, d) es localmente
compacto si cada uno de sus puntos posee un sistema fundamental formado
por vecindades compactas.

Observacion: Algunos autores llaman localmente compacto a todo espa-
cio métrico cuyos puntos tengan cada uno al menos una vecindad compacta.
Esto no coincide con la nocién intuitiva de lo que debe ser una propiedad local.
En efecto, una propiedad local debe trasmitirse a todo subconjunto abierto,
para lo cual, hace falta dar la definicién en término de sistemas fundamentales
de vecindades y no de una sola vecindad. Sin embargo, veremos mas tarde
que en los espacios métricos ambas definiciones son equivalentes, es decir, el
hecho de existir una vecindad compacta implica la existencia de un sistema
fundamental de vecindades compactas.

Ejemplo 27. Todo espacio métrico discreto (X, d) es localmente compacto,
puesto que el conjunto unitario {{z}} formado por el compacto {z} es un
sistema fundamental de vecindades de = para todo z € X.

Ejemplo 28. Todos los espacios R, C, R™, C" son localmente compactos.

Ejemplo 29. El subespacio Q@ C R con la métrica inducida por el mddulo,
no es localmente compacto ya que ningin intervalo de nimeros racionales es
compacto en Q.

Ejemplo 30. Todo espacio métrico compacto (X, d) es localmente compacto,
puesto que las vecindades cerradas de x € X forman un sistema fundamental
de vecindades (compactas) de x.

Proposicion 4.5.2 (caracterizacién de los espacios métricos local-
mente compactos). En un espacio métrico son equivalentes las proposi-
ciones siguientes:

i) Todo punto posee un sistema fundamental de vecindades compactas.
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ii) Todo subconjunto compacto posee un sistema fundamental de vecin-
dades compactas.

iii) Existe una base de la topologia formada por abiertos relativamente com-
pactos.

iv) Todo punto posee una vecindad compacta.

Demostracion: ii) = i) es evidente ya que cada punto es, en particular, un
subconjunto compacto.

Probemos inversamente i) = ii). En efecto, C' es compacto y U D C abierto,
entonces todo x € C' posee una vecindad compacta V, C U. Las vecindades

{Vi},eo recubren C, por lo tanto, existe un recubrimiento finito, es decir
n n

Ccc Z.L:JI Vz,. Evidentemente Z.L:JI V2, es una vecindad compacta de C
i) = iii) Si las vecindades compactas V' de x forman un sistema fundamental de
vecindades, entonces lo hacen también las vecindades abiertas relativamente

compactas 1; Obviamente, la unién de todos estos sistemas fundamentales de
vecindades relativamente compactas de x, cuando x recorre todo el espacio,
constituye una base topolédgica formada por abiertos relativamente compactos.

iii) = iv) es trivial por lo que no lo demostraremos.

Probemos que iv) = i)

Sea V una vecindad compacta de = y sea k € N tal que B (z,1/k) C V
(donde B (x,1/k) denota la bola cerrada); entonces { B (x,1/k)} _, contituye

un sistema fundamental de vecindades compactas de = ya que B (z,1/k) C V
y todo subconjunto cerrado de un conjunto compacto es también compacto.
[ |

Corolario 1. Todo espacio métrico localmente compacto y AN2, posee una
base topoldgica numerable de abiertos relativamente compactos.

La demostracién se desprende del criterio iii) y del teorema de Lindel6ff
4.2.6 ii).

Los espacios euclideanos R™ y C" ademds de ser localmente compactos,
tienen la importante propiedad de poder expresarse como la unién de una
familia numerable de conjuntos compactos.

Tales espacios se llaman o(sigma)-compactos y resultan de gran utilidad
en el andlisis (vea teorema de Arzeld-Ascoli para espacios o—compactos y su
aplicacion al estudio de las familias normales de funciones holomorfas).

Definicion 4.5.3. Un espacio métrico localmente compacto se llama o — com-
pacto si se puede expresar como la unién de una familia numerable de sub-
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conjuntos compactos.

Proposicion 4.5.4 (caracterizaciéon de los espacios o—compactos).
Para un espacio métrico localmente compacto los enunciados siguientes son
equivalentes:

i) (X,d) es AN2;
ii) (X,d) es c—compacto;

iii) X es la unién de una familia numerable de abiertos relativamente com-
pactos (U,,) tales que U,, C Uy 41.

Demostracion: i)=ii) Si (X,d) es AN2, entonces por el corolario 1 de la
proposicién 4.5.2, posee una base numerable {V,,} de abiertos relativamente
compactos, luego, X puede expresarse como la unién de la familia numerable

de subconjuntos compactos {Vn} .
n

ii)=-iii) Sea X = nleJNK”‘ Definimos C), :jgo K construyamos (U;) por in-
duccién. Supongamos construidas Uy, Us,...,U,. Para cada z € U, U Cy, 41
existen vecindades abiertas relativamente compactas. Un nimero finito de e-
llas cubre el compacto U,, UC,,41. Consideremos U, igual a la unién de estas
vecindades, tal sucesién es la deseada.
iii)=-ii) es trivial.

o
ii)=1) Sea X :ngl K, y sea {Uqy} e un cubrimiento abierto de X. Por ser K,
compacto, para cada n existe un subconjunto finito I,, de I tal que la familia

{Ua}aer, € un cubrimiento de K.
o0

Obviamente la familia {Uy},¢c;, donde J :ngl I,, es un subcubrimiento
numerable de X. Luego, (X, d) es de Lindeldf, y por lo tanto, AN2. Bl

Por definicién, todo subconjunto abierto de un espacio localmente com-
pacto (X,d) es a su vez localmente compacto (como subespacio). Por otro
lado, es facil ver que también todo subconjunto cerrado (X, d) es localmente
compacto. Si nos preguntamos cudl es la forma mas general de un subcon-
junto localmente compacto de (X, d), obtenemos la siguiente caracterizacién
interesante.

Proposicion 4.5.5 (caracterizacién de los subconjuntos localmente
compactos).
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i) En un espacio métrico (X, d) todo subconjunto localmente compacto es
interseccién de un abierto y de un cerrado.

ii) Si (X,d) es localmente compacto toda interseccién de un cerrado y de
un abierto en (X, d) es localmente compacto.

iii) En un espacio localmente compacto, un subconjunto es localmente com-
pacto si y solo si puede representarse como interseccién de un abierto y
de un cerrado en (X, d).

Demostracion:

i) Sea A C X localmente compacto. Para todo x € A existe una vecindad
V. en (X, d) tal que ANV, es compacto, y por lo tanto cerrado en (X, d).

[}
Sea U := ngVx; U es abierto y contiene a A. Todo subconjunto V,

NA :‘j’x N(Vy N A) es cerrado en el abierto ‘;x; por lo tanto, A=UNA =

xLeJ A(‘;x NA) es cerrado en U (demuéstrelo). Concluimos que existe un cerrado
CcXtalque A=UnNnC.

ii) Sea A un abierto y C' un cerrado en (X,d) y seax € AN C y U una
vecindad abierta de x. Hay que buscar una vecindad compacta de X
en el subespacio AN C que esté contenida en U. Por hipdtesis, existe
una vecindad compacta W de x contenida en la vecindad abierta ANU.
V=WnC=Wn(ANC) C U es una vecindad compacta de x en
AnC.

V:.WwnC=Wn(ANC) CU es una vecindad compacta de x en AN C.
iii) Es una consecuencia inmediata de i) y ii). B

Ejemplo 31. Toda variedad algebraica en R", es decir, el conjunto de puntos
{(z1,...,2n)} : p{(z1,...,2,) = 0}, donde p es un polinomio, es localmente
compacta porque es cerrada

Corolario 1. Sea (X,d) un espacio de métrico; entonces la interseccién de
dos subconjuntos localmente compactos en (X, d) es localmente compacto.
La demostracién es consecuencia inmediata de la caracterizacion iii) de la
proposicién 4.5.5.
A diferencia del corolario 1 de la proposicién 4.5.5, la unién de dos sub-
conjuntos localmente compactos en un espacio métrico, no necesariamente es
localmente compacto.
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Una diferencia importante con la compacidad es que la compacidad local
no se transmite a las imagenes continuas.

Ejemplo 32. Sea f : [0, 00] — R? definida por

| (z,sinl/z), si0<z<1/n

f(a?)—{ 2/m—=x,) sil/r<x

cuyo gréfico se observa en la (fig. 72).
YA

P77

MY

Figura 72

Es fécil verificar que f es continua, pero f[|0,o0[] no es localmente com-
pacto aunque [0, oo[ si lo es. Obsérvese que (0,0) € f[]0, co[] no posee ninguna
vecindad compacta pues ella tendria que ser cerrada en R? lo que no es posible
porque toda vecindad de (0,0) en f[]0.00[] contiene una sucesién de puntos
que converge a un punto (0,¢) ¢ f[]0,00[](e > 0). Es de esperar que esto no
pueda ocurrir si f es ademas abierta.

Proposicion 4.5.6. La compacidad local es invariante por aplicaciones que
sean a la vez continuas y abiertas.

Demostracion: Sea (X, d) localmente compacto, (Y,d’) un espacio métrico
y f: X — Y una aplicacién continua y abierta. Debemos mostrar que una
vecindad arbitraria W de un punto y = f(z) en f[X] contiene a una vecindad
(relativa) compacta de y. Pero esto es evidente, porque f~'[IW] es una vecindad
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de x y contiene, por lo tanto, una vecindad compacta V de x cuya imagen
fIV] € W es una vecindad compacta de y en f[X] (por ser f abierta). B

Concluimos que la compacidad local es una propiedad topolégica. Incluso
podemos deducir mas. La compacidad local es invariante ante homeomorfismos
locales, porque todo homeomorfismo local es a la vez abierto y continuo.

Otra diferencia con la compacidad es que la compacidad local no se trans-
mite a productos cualesquiera. En efecto, supongamos que V sea una vecindad
compacta de un punto z = (z,,) en un espacio producto [[ X,,; entonces las
proyecciones 7, [V] son todas compactas. Pero sabemos que casi todas estas
proyecciones son iguales a los espacios coordenados X,. Concluimos que si
existe en un espacio producto, al menos una vecindad compacta, entonces casi
todos los espacios coordenados, excepto un nimero finito, son compactos.

Proposicion 4.5.7 (caracterizaciéon de los espacios producto local-
mente compactos). Sea ((X,,d,))neny una familia numerable de espacios

métricos. [] X, es localmente compacto si y solo si todo espacio coorde-
neN
nado es localmente compacto, y a partir de un cierto ng todos los espacios

Xy, (n > ng) son compactos.

La demostracién se deja al lector.

Pasemos ahora a la caracterizacién de las familias relativamente compactas
en C (X,Y) con respecto a la métrica de la convergencia uniforme sobre cada
compacto, cuando (X, d) es localmente compacto en lugar de compacto, y
(Y,d’) un espacio métrico cualquiera. Primeramente precisemos la métrica que
vamos a considerar sobre C' (X,Y"). Para ello, consideraremos que el espacio
(X, d) es c—compacto. En este caso, segin la proposicién 4.5.4 (iii), X puede
expresarse como la unién de una familia numerable de abiertos relativamente
compactos (U,) tales que U, C Un+1. La convergencia uniforme sobre cada
subconjunto compacto U,, viene determinada por la seudométrica

doo,n(fa g) = sup d/(f (:E) y g (ZL‘)), (14)
SCEUn
f,geC(X,Y).
Definamos
dOO n
J— ) 1
Poo,n 1+doo,n’ ( 5)
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[e.e]

1

n=1

Evidentemente do . ¥ poo,n son seudométricas topolégicamente equiva-
lentes para cada n € N, y no es dificil comprovar que p,, es una métrica sobre
C (X,Y) cuya convergencia asociada corresponde a la convergencia uniforme
sobre cada uno de los compactos U,,.

Mas aun, veremos que la definicidon de esta métrica no depende de la elec-
cién de la familia (U,,), siempre que satisfaga la propiedad (iii) de la proposi-
cién 4.5.4.

Proposicion 4.5.8 (métrica de la convergencia uniforme sobre los

subconjuntos compactos). Sean (X,d) o—compactos y (X, d’) métrico.
Sea (U,) una sucesién de subconjuntos abiertos en (X, d) que satisface la

propiedad (iii) de 4.5.4 y sea p,, la métrica asociada a (Uy,) segtn (16).
Entonces se cumple:

i) El espacio (C (X,Y), p.) es completo

ii) La sucesién (f,) de funciones de C' (X,Y") converge a f segin p., si y solo
si (fn) converge a f uniformemente sobre cada compacto K de X. Es
decir, para cada K en X

sup d (fn (z), f () — 0. (17)
reK

Demostracion: La demostracién de i) se deja de ejercicio al lector.

ii) Sea (f,) una sucesién de funciones en C (X,Y) que converge a f segin
P ¥ sea K un subconjunto compacto de X . La sucesién (U,,) es un cubrimien-
to abierto de K, y por tanto, contiene un subcubrimiento finito {U;,,...,U;, },
donde i1 <9 < ... < ig. Por ser la sucesién (U,,) creciente se tiene que

K C Uzk
Luego,
sup d' (fn(2), f (%)) < doo, it (fu, f) - (18)

Pero si po (fn, f) — 0, entonces p.; (fn, f) — 0 para cada i, y como
—00 ? —00
Poo,i Y doosi son seudométricas topolégicamente equivalentes, se tendré que
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doo,iy, (fns f) — 0, donde por (18), se deduce que sup d'(f(z)n, f (x)) — 0, 0
sea (fy) converge uniformemente a f sobre K.

Si ahora suponemos que (f,,) converge a f uniformemente sobre cada com-
pacto, en particular tendremos que se verifica la convergencia uniforme sobre
cada conjunto Uy, es decir, deo k (fn, f)njoo 0, y por tanto, po k. (fn, f)n—> 0.

— 00
Pero sabemos que entonces (vea capitulo 2) (f,) converge a f con respecto a

Poo- B

Observacion: De la proposicion anterior se deduce que todas las métricas p,
construidas a partir de sucesiones de abiertos (U, ) que satisfagan la propiedad
(iii) de 4.5.4, son topoldgicamente equivalentes sobre C' (X,Y’) cuando el espa-
cio (X,d) es o— compacto. El limite definido por cada de estas métricas p.,
en C (X,Y) es precisamente la convergencia uniforme sobre los subconjuntos
compactos de X.

Teorema 4.5.9 (Teorema de Arzela-Ascoli para espacios c— com-
pactos). Sean (X,d) o—compacto, (Y,d) métrico y proveamos al espacio
C(X,Y) de una métrica p,, definida a partir de una sucesién (U,,) de abiertos
en X que satisfaga la condicién (iii) de 4.5.4. Entonces son equivalentes:

i) H C C (X,Y) es relativamente compacto en (C (X,Y), poo)-

ii) H es equicontinuo y equiacotado.

Demostracion: i)=-ii). Definamos para cada n la aplicacién restriciéon R,, de
f a U,. Evidentemente:

RTL : (C (Xv Y) apoo) B (C (U"na Y) 7doo,n)
donde,
R,.f = f/U, es continua (;por qué?),

Sea x elemento arbitrario de X y demostremos que H es equicontinuo y
equiacotado en z. El punto = pertenece a U, para algin n. Consideremos la
correspondiente aplicacién R,; por ser R, continua, R, [H] es relativamente
compacto en C' (Um Y).

No es dificil comprobar que Ry, [H](z) = H (z) (evaluaciones en el punto
x de las funciones de H).

Por ser U, compacto, aplicando el teorema de Arceld-Ascoli antes de-
mostrado, tendremos entonces que H es equicontinuo y equiacotado en el
punto z.
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ii)=-1). Sea (f,,) una sucesién en H y demostremos que de ella se puede extraer
una subsucesién convergente en C' (X,Y’) con respecto a p,,. Para ello, basta
demostrar la existencia de una subsucesion, que converge uniformemente a
una cierta funcién continua f sobre cada compacto U,,.

Es facil ver que si H es equicontinuo y equiacotado en C' (X,Y’), entonces
también lo serd Ry, [H] en C (Ug,Y) para cada k € N.

Por el teorema de Arzeld-Ascoli para espacios compactos, se tiene que para
cada k € N la sucesioén restringida ( fn /Uk) tiene una subsucesion convergente
en
(C T Y) door).

Apliquemos de nuevo método de diagonalizacion que ya fue utilizado en la
demostracién del teorema de Tijonov. Para mayor comodidad denotemos la
restricciéon

fn|U de f,, a Ux mediante fék)
Paso 1: Para k =1, sea (f,ﬁ)) una subsucesion de (fr(Lk)) que converge a f1)

enC’(Ul,Y).

Paso 2: Para k =2, sea (fy(é)) una subsucesion de (fy(?l)) que converge a f?)

en C(UQ,Y).

Paso k : Sea ( fr(i)) una subsucesion de ( fr(Lill) que converge a (™ en

CU,Y).

De esta manera por inducciéon hemos construido una sucesion diagonal
(fx,) que es una subsucesién de la sucesién original (fy,).
Por la propia construccién de la subsucesién (f,) se puede ver que para
., D . . =
cada p € N, la sucesién ( fkk) k > p (restricciones de fi, a U,) es una sub-

sucesién de la sucesién (ff,), y por lo tanto, ( f,g: )) converge a (f®)) cuando
k— oo en (C(Up,Y),doop)-

Por otra parte, para cada k, la sucesién ( féi_l)) es una subsucesién de
( éijll )), entonces f¥/Uj_1 = f (5=1) 1o cual nos permite definir unfvocamente
una funcién f € C'(X,Y) mediante.

(@)= f*(x), sizeUy.

Como para cada p € N sabemos que la sucesién (fj, )restringida a Up
converge uniformemente a fP, entonces (fy,) converge con respecto a p,, a
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la funcién f, con lo cual queda probado que H es relativamente compacto en
(C(X,Y), ps)- M

Veamos ahora dos importantes aplicaciones del teorema de Arzela-Ascoli
en espacios o—compactos.

Aplicacion 1 (teorema de D 'Alembert)

El teorema siguiente es también conocido como teorema Fundamental del Al-
gebra.

Teorema 4.5.10 (teorema de D ’'Alembert). Todo polinomio p(z) =
ag+ a1z + ... + a,z", de coeficientes complejos a; y de grado m > 0, tiene una
raiz compleja.

Demostracion: C es localmente compacto. Es facil ver que la funcién f :
z ~ p(z) tiende al infinito si |z| — co. Por tanto, alcanza su minimo g en un
punto zg sobre C. Supongamos por el absurdo que p(zp) # 0. Consideremos el
desarrollo de Taylor de la funcién polinomial p en z:

p(2) = p(20) + cr(z — 20)F + ... + em(z — 20)™ donde ¢ # 0.

Existe una circunferencia C' ={z € C: |z — 29| = p}

de centro zg tal que |cpr1(z—20) 14 ... Fem(z—20)"| < |er(z2—20)F| = |ex|p”

Si z recorre toda la circunferencia C, entonces cx(z — 29)* recorre toda

la circunferencia de centro p(z) y de radio |cx|p®. Existe entonces un punto
z1 € C tal que p(20) + cx(2z — 20)F pertenece al segmento [0, p(20)] en el plano
complejo. Esto significa que:

Ip(20) + ck(21 — 20)%| = p — |cx|p".

Luego tenemos la desigualdad
p(21)] < |p(20) + crlz1 — 20)"| +

+ |Ck+1(21 — Zo)k+1 + ...+ cm(z1 — Zo)m| <

< (= lelp®) + +exlp® = p,

que contradice a la definicién de p = min{|p(z)| : z € C} (fig. 73).1
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V A

p(zy)

p(z))

\ 4

Figura 73

Del analisis complejo se sabe que toda funcién polinomial p : z ~» p(z) de
C en C es abierta. Si presuponemos este resultado, podemos evitar todos los
calculos en la demostracién procedente. En efecto, no es dificil verificar que
la funcién z ~» |p(z)| admite su minimo en un punto del plano complejo. Por
otro lado, se puede probar que una funcién z ~ |p(z)| no puede admitir un
minimo diferente de 0 si la funcién z ~ p(z) es abierta.

Aplicacion 2 (caracterizacién de las familias normales de funciones analiticas)
Sea € un subconjunto abierto de R? ~ C y consideremos el subespacio H (£, C)
de C (2, C) constituido por todas las funciones holomorfas definidas sobre €.

Todo abierto 2 de C es localmente compacto y por eso, tiene sentido
proveer a C (Q,C) de la métrica p,, de la convergencia uniforme sobre ca-
da compacto de €. En cualquier libro sobre teoria de funciones de variable
compleja (vea por ejemplo Ahlfors), se demuestra que el limite uniforme sobre
cada compacto de 2 de una sucesién de funciones holomorfas €2, es también
una funcién holomorfa y por lo tanto, H (£2,C) es un subespacio cerrado de
(C(Q,C),py)- Como (C(2,C),p.,) es completo, entonces H (2,C) con la
métrica inducida por p,, es también un espacio métrico completo.

Pasemos ahora a caracterizar los conjuntos relativamente compactos en

(H (2,C); poo)-

Definicion 4.5.11. Se llama familia normal sobre 2 C C a todo subconjunto
relativamente compacto de (H (©,C), p.).

Teorema 4.5.12 (caracterizacién de las familias normales). El sub-
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conjunto F' de H (€2, C) es una familia normal si y solo si estd uniformemente
acotado sobre cada compacto de €. Es decir, si para cada compacto K C €
existe una constate My > 0 tal que para toda f € F' y todo z € K se cumple
£ (2)] < M.

Demostracion: Por ser H (2,C) cerrado en C (Q2,C), tendremos que F' es
relativamente compacto en H (€2, C) si y solo si lo es en C (Q2,C). Luego, por
el teorema 4.5.9, F es una familia normal si y solo si es equicontinua y equia-
cotada.

Si F' esta uniformemente acotada sobre los compactos de Qentonces, evi-
dentemente, estd equiacotada. Demostraremos que, en este caso, F' es también
equicontinua. Sea zp un punto cualquiera de 2 y sea K = K (29, r) un cuadra-
do de centro zy y de lado 4r > 0 tal que K C €. Entonces para dos puntos

o
" €K y para toda funcién f € F se cumple, segtin la férmula de Cauchy
que.

F - Zm RECEPRESy ¥ G

2wt Jo € — 2
Sle—sup{|f( ZGOK/\fGF}
y 22" VarlaneneldlscoD—{zE(C.\z—z0|§r},
entonces
|€— 2| >ry |€—2"| > r para todo £ € K, luego,

16 Mg
mr

|Z” —Z’|

If (") = (&) <

de donde se concluye la equicontinuidad de F' (fig. 74).

Figura 74
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La condiciéon impuesta sobre la acotacion uniforme de F' sobre compactos
de ) es evidentemente necesaria ya que si F' es normal, la evaluacién E :
(x,f) ~ f(x) de Q x F en C es continua, luego la imagen E[K X F| =
U{F (z): z € K} es relativamente compacto en C para todo compacto K en
Q.

Notemos que un subconjunto F' de C (£2,C) estd uniformemente acotado
sobre los compactos de €2 si y solo si es acotado con respecto a la métrica p .l

El teorema 4.5.12 nos dice que para todo subconjunto F' de (H (22,C), po)
se tiene:

F es compacto < F es cerrado y acotado,

lo cual nos recuerda la caracterizacion de los subconjuntos compactos en los
espacios producto (vea los ejemplos 17 y 20).

El trabajo sobre espacios compactos es muy comodo dado el gran nimero
de propiedades a las cuales puede recurrirse. Por lo tanto, si queremos inves-
tigar un espacio métrico dado (X, d) no compacto, puede resultar 1til tener
una inmersién de (X, d) en un espacio compacto (Y,d’) de forma tal que po-
damos trabajar en (Y,d') para estudiar X. Por ejemplo, podriamos utilizar
en este caso la propiedad de que toda sucesién en X tendria una subsucesién
convergente a un punto de Y.

M4s generalmente, si tenemos un espacio (X,d) dificil de analizar, es
natural buscar una inmersién f en un espacio (Y,d’) que tenga propiedades
cémodas o que ya conocemos mejor.

Este es el llamado problema de inmersion que se presenta en diferentes ra-
mas de la Topologia, en Topologia Algebraica, asi como en Topologia General.
Mencionemos solamente dos ejemplos:

Primero: En Topologia diferencial se estudia el problema de cuales varie-
dades diferenciables pueden considerarse como superficies su-
mergidas en R™.

Sequndo: El problema de la construccién de los niimeros reales consiste
esencialmente en hallar una inmersién de Q en un cuerpo orde-
nado mas amplio que cumpla el axioma del supremo o equiva-
lentemente, el teorema de Cauchy (toda sucesiéon de Cauchy es
convergente).

Ahora bién, sea f: (X,d) — (X,d’') una inmersién. La estructura de los
abiertos en el subespacio abierto Y\ f [X] no depende absolutamente de una
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métrica d. Luego, si variamos la métrica d’ sobre Y\ f [X], f sigue siendo una
inmersién. Por lo tanto, parece natural limitarnos al subespacio Yy = f [X].

Definicion 4.5.13. Sean (X,d), (Y,d’) espacios métricosy f : X — Y una
inmersién. El par (4, (Y,d')) se llama extensidn de (X, d) si f[X] es denso en
(Y,d'),. La extesion (f, (Y,d')) se dice compactificacion de (X,d) si (Y,d') es
compacto.

No siempre el problema de extensién va a sustituir al problema de inmer-
sion. Por ejemplo, si queremos utilizar estructuras algebraicas sobre Y, estas
estructuras en general no estdn definidas sobre el subconjunto f [X].

Ejemplo 33. Sea t la inyeccién candnica de Q en R; entonces el par (ig, R)
es una extesién de Q que no es una compactificacion.

Ejemplo 34. El par (arctan, [—7/2,7/2]) es una compactificacién de R.

A diferencia del completamiento que existe para cualquier espacio métrico,
puede demostrarse que existen espacios métricos cuya compactificacién no
puede realizarse mediante un espacio métrico (Y, d') . Sin embargo, nosotros no
ilustraremos este hecho para no hacer demasiado compleja nuestra exposicion.

Nos dedicaremos a estudiar aquellos espacios métricos que tienen una com-
pactificacién y para ello, continuaremos con el ejemplo siguiente:

Ejemplo 35 (proyeccién estereografica). Denotemos por E! la esfera de
radio 1 con centro en (0,1) de R? y sea s; la proyeccién estereografica de dicha
esfera (circulo unidad) sobre R. No es dificil verificar que el par (sl_l,El) es
una compactificaciéon de R.

Siguiendo esta idea de wunir los puntos extremos de R para obtener un
circulo (compactificacién de R), puede obtenerse también una compactificaciéon
interesante de R2.

En efecto consideremos la proyeccién estereografica s, de la esfera E? C R3,
con polo en el punto w sobre el plano R2. Sabemos que so aplica la esfera pun-
teada E?\ {w} de manera homeomorfa sobre R2. Por tanto, el par (s, ', E?) es
una compactificacién de R? = C (fig. 75) que se obtiene considerando al plano
R? como una hoja de papel de infinitas dimensiones, que se recoge formando
una “bolsa” en la cual se ha identificado el infinito del plano complejo con el
punto al infinito w.

Se dice que E? es la esfera de Riemann obtenida por adjuncién del punto
infinito w al plano R? = C.

Las vecindades abiertas U del punto w € E?, corresponden por el homeo-
morfismo s, a los complementos de los compactos K en R2. Se dice que una
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sucesion (x,,) en R? converge al infinito si en la compactificacién E? de R2, la
sucesion correspondiente (s ' (2,,)) converge al punto infinito w. Esto significa
que para todo compacto K en R? casi todos los términos x,, (n € N) se quedan
fuera de K.

La idea de compactificar R? por adjuncién de un punto infinito, cuyas
vecindades sean los complementos de compactos, puede trasladarse a cualquier
espacio o—compacto, y en el contexto de una teoria mas amplia como es la
teoria de los espacios topoldgicos, esta idea puede ampliarse aun a espacios
mucho més generales obteniéndose asi la llamada compactificacién de Alexan-
drovff (vea Topologia General, D. Hinrichsen y otros 8.6).

Figura 75

Nosotros no veremos aqui este tipo de compactificaciéon ya que la construc-
cién de una métrica en dicha compactificacién presenta ciertas dificultades. Es-
tas dificultades estan relacionadas con la forma en que debe variarse la métrica
en el espacio siendo topoldgicamente equivalente a la métrica dada, y que a
su vez mida la cercania al punto infinito w que se adjunta tal y como ocurre
para la métrica sobre la esfera de Riemann con respecto al punto infinito.

Sin embargo, veremos otra forma muy instructiva en que pueden ser com-
pactificados una gran clase de espacios métricos que incluye a los espacios
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o—compactos.

Teorema 4.5.14 (teorema de Urysohn). Todo espacio métrico AN2
tiene una inmersién en el espacio producto I, donde I = [0, 1].

Demostracion: Por ser (X,d) normal, para cada x € X y cada V € V (z)
existe una funcién continua ¢, X — [0, 1] tal que ¢,/ (z) =0y ¢, ,/X\V =
1, de donde

z e, [0,1] V.

Por lo tanto:

B={¢7'[[0,1] : ¢ € C(X,[0,1])}
constituye una base de (X, d) .
Como (X,d) es AN2, segin el teorema de Lindelsff, B contiene una base
topoldgica numerable

By = {p3[[0,1]/n € N}.
Consideremos la aplicacién
fX — 1
definida por
fro— (o (@),
Como vimos en el capitulo 2, f es continua por ser la funcién producto de

las aplicaciones continuas ¢,,. Veamos que f es inyectiva. Si z,y € X, x # v,
entonces existe un abierto gp,;l [[0,1]] que contiene a = y no contiene a y, luego

0,1[ 2 ¢ () # pily) =1
y por tanto,

[ (@) = (n (%)) # (0n(y) = f(y).
Falta por probar que toda imagen por f de un abierto de la forma 90,;1 [[0,1]],

es abierto en f[X]. Del esquema de la figura 76 se deduce que
Flei '1l0,1]1] = [[0, 1]
= [f (g o )T 0,1]]] =
= S M0, 100 =

=, [0, 1] N f [X]
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X L » 7o

nON

Figura 76

_ Sabemos que 7. 1[[0,1[] es abierto en IV, de donde se tiene que 7 *[[0, 1[]N
f1X] es abierto en f[X] con lo cual se concluye el resultado deseado.ll

Corolario 1 (compactificacién de espacios AN2). Todo espacio métrico
AN2 (en particular todo espacio o —compacto) admite una compactificacion.

Demostracién: Sabemos que I es un espacio métrico por ser un produc-
to numerable de espacios métricos. Ademds, por el teorema de Tijonov I es

compacto, luego el par (f, f [X]) del teorema anterior constituye una compac-
tificacién de (X, d) .1

La compactificacién hallada en el corolario anterior se llama compactifi-
cacion de Stone-Cech. Es posible demostrar, aunque nosotros no lo haremos,
que todas las posibles compactificaciones de un espacio métrico o—compacto
se hallan “entre” la de Alexandroff y la de Stone-Cech. Més exactamente, en
la familia de las compactificaciones de un espacio métrico dado, puede estable-
cerse un orden con respecto al cual la compactificacién de Alexandroff es la
menor posible mientras que la de Stone-Cech es la mayor. Recalcamos que
hay compactificaciones diferentes de estas dos y que precisamente las necesi-
dades incidentales en diversos problemas particulares, son las que conducen
a la busqueda de compactificaciones que se adapten idéneamente. (Para més
informacién al respecto vea Topologia general de D. Hinrichsen y otros 8.6)

Ejercicios de Autocontrol

1. Pruebe que todo espacio métrico localmente compacto es de Baire.

2. De un ejemplo de dos subconjuntos localmente compactos en R? cuya
unién no sea localmente compacta.
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3. Demuestre la proposicién 4.5.7.
4. Demuestre que el espacio (C (X,Y), p,,) definido en 4.5.8 es completo.

5. Demuestre el enunciado del ejemplo 34.



CAPITULO 5

CONEXION EN ESPACIOS METRICOS

En el andlisis clasico uno de los resultados fundamentales en una dimension,
lo constituye el teorema de Bolzano que dice:

Si F': [a,b] — R es continua y f (a) f (b) < 0, entonces existe al menos
un punto ¢ € [a, b] tal que f (c) = 0.

Para la demostracién de este teorema sobre la existencia de raices de
funciones reales continuas, se necesita una propiedad topolégica muy impor-
tante de los intervalos. En este capitulo estudiaremos esta propiedad llamada
CONETion.

Algunos espacios métricos pueden dividirse de una manera natural en dos
o mas partes. Por ejemplo, un espacio formado por dos rectas que no se cortan
puede ser dividido en las dos rectas.

Otro ejemplo puede ser el complemento de una circunferencia en el plano
que ésta constituido por dos partes: la parte interior a la circunferencia y la
parte exterior.

El conjunto Q de los ntimeros racionales puede dividirse en dos partes de
muchas maneras. Cada nimero irracional x da lugar a una divisién de QQ en los
racionales mayores y menores que x. El conjunto de los nimeros irracionales
puede dividirse por cada racional de una manera semejante. Precisamente, una
forma simple de construir un espacio métrico a partir de una familia dada de
espacios métricos es “pegando” dichos espacios de manera que el andlisis de
la estructura topoldgica del espacio obtenido, se reduzca de manera trivial al
andlisis topolégico de cada uno de los espacios componentes.

Es natural preguntar cuando un espacio métrico es coherente en el sentido
de que no admite una tal reduccion, es decir, jcuando no puede ser expresa-
do como “suma de componentes separadas”?. En efecto, al menos intuitiva-
mente podemos ver que hay ciertos conjuntos que no admiten una divisién
en partes de manera natural; esto ocurre, por ejemplo, para una recta, un
segmento, un plano, un disco circular, etcétera; tales espacios métricos llama-
dos conexos serdan estudiados en el primer epigrafe 5.1. Analizaremos en este
epigrafe en particular, el fundamento topolégico del llamdo Teorema del valor
medio o tambien Teorema de Bolzano, del cual hablamos al inicio, y estudia-
remos ademds algunas aplicaciones de su generalizacién a espacios conexos
cualesquiera.
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De manera natural se plantea el problema de si un espacio métrico no
conexo permite siempre una descomposicion en partes conexas, descubriéndose
algunas técnicas sencillas para identificar o distinguir diferentes espacios métri-
cos, o sea, decidir si son homeomorfos (topolégicamente equivalentes) o no.
Con este objetivo en el 5.2 se introduce el concepto componente conexa, estu-
diandose ademas, aquellos espacios métricos cuya estructura topoldgica puede
reconstruirse a partir de la de sus componentes conexas. Estos son precisa-
mente los espacios localmente conexos.

El concepto conexo es la nocién maés elemental para analizar la coheren-
cia de un espacio métrico desde el punto de vista topolégico. Para muchos
problemas del andlisis se necesita una propiedad més fuerte. Esta nocién que
serd estudiada en el 5.3, es importante también porque es el punto de partida
para la llamada Teoria de homotopia, la cual estudia invariantes mas sutiles de
los espacios métricos asociandoles los llamados grupos de homotopia. Nosotros
no nos dedicaremos al estudio de la teoria de homotopia. Al lector interesado
en este contenido le recomendamos consultar el libro de E.H.Spanier: Algebraic
Topology, Mc.Graw-Hill, 1966.

5.1 ESPACIOS METRICOS CONEXO0S. COMPONENTES CONE-
XAS

Comencemos por precisar el concepto coherencia de un espacio métrico al que
nos referiamos de manera intuitiva en nuestra introduccién.

Definicion 5.1.1. Un espacio métrico (X, d) se llama conexo si no existe una
particién de X formada por dos abiertos no vacios. A C (X,d) se dice conexo
si el subespacio (A, dy4) es conexo.

Ejemplo 1. Ningun espacio métrico discreto de mas de un punto es conexo.
Un ejemplo muy importante, se da en la siguiente caracterizacién de los sub-
conjuntos conexos de la recta real.

Teorema 5.1.2 (caracterizacién de los subconjuntos conexos de R).
Un subconjunto C' de R es conexo si y sélo si es un intervalo.

Observacion: Cuando se habla de R sin hacer mencién a la métrica subyacente
nos referimos a la métrica usual definida por el médulo. El ejemplo 1 nos muestra
que si se provee a R de la métrica discreta, los tinicos subconjuntos conexos son los
reducidos a un punto.

Demostracion: Recordemos que C C R es un intervalo si y sélo si cumple



CONEXION EN ESPACIOS METRICOS 321

para todo z,y,z € R:
zyelC,r<z<y=zeC (1)

Supongamos que C' no es un intervalo; entonces existen z,y € C'y z € R\C
tales que © < z < y. Los subconjuntos abiertos no vacios A ={ce€ C:c< z},
B ={ceC:c>z} de C forman una particién de C, luego C no es conexo.

Sea inversamente C' un intervalo, veamos que es conexo. Para ello supon-
gamos por el absurdo que existen dos subconjuntos abiertos no vacios A y B
del espacio C tales que AUB =C'y AN B = (). Intercambiando A y B; si es
necesario, existen a € A, b € B tales que a < b. Sea z = sup{ANa,b|},z €
[a,b] C C es punto adherente de A en C. Puesto que A es cerrado en C' (por ser
el complemento del abierto B), tenemos que z € A, y por lo tanto, z < b. Por
otra parte, A es también abierto en C'; por ello, existe € > 0 tal que [z, z+€] C A
y z+ € < b. Pero esto contradice a la definicién z = sup {4 N [a, b]}; por lo que
concluimos que C es conexo. B

En la practica es conveniente tener algunas caracterizaciones equivalentes
de los espacios y subconjuntos conexos. Para ello, precisemos primeramente el
concepto intuitivo de separacion.

En la figura 77a se muestra una representacion de conjuntos separados y
en la 77b una representacién de conjuntos no separados.

% qmm‘ b . AT
(a) (b)
Figura 77

Definicion 5.1.3. Sea (X, d) un espacio métrico y C C X. Se dice que dos
subconjuntos A, B C X son separados en (X,d)si ANB=0=AnNB.

Se dice que A y B se tocan si no son separados.

Un par de subconjuntos separados (A, B) se llama una separacion de C en
X,siCCAUB;CNA#0yCnNB#0.
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Si (X, d) tiene una particién (A, B) de abiertos no vacios, el par (A, B) es
una separacién de X e inversamente.

Proposicion 5.1.4 (caracterizaciones de los espacios métricos cone-
x0s). Un espacio métrico (X,d) es conexo si y sblo si cumple una de las
condiciones equivalentes siguientes:

i) No existe una separacién de X en (X, d).

ii) No existe una particiéon (Xa)aer de X formada por méas de un abierto
no vacio.

iii) No existe una particién de (X, d) formada por un nimero finito > 2 de
cerrados no vacios.

iv) Los tnicos subconjutos que son a la vez abiertos y cerrados en (X, d)
son X y @.

v) No existe una sobreyeccién continua de (X, d) sobre el espacio discreto
con dos elementos.

vi) Toda aplicacién continua de (X, d) en un espacio discreto es constante.

La demostracién de esta proposicién resulta un ejercicio interesante, por
ello se deja al lector.

Los tres tltimos criterios son probablemente los méas utiles en la practica.
Como se verd en las aplicaciones siguientes, ellos permiten hacer més econémi-
cas las demostraciones de diversas proposiciones sobre espacios conexos.

Ejemplo 2. Consideremos el espacio vectorial M, (R) de todas las matrices
reales de tamano n x n.

Por la identificacién que existe entre M, (R) y el espacio euclideano R"2,
deducimos que M, (R) es conexo; sin embargo, el subconjunto O, (R) de todas
las matrices ortogonales no es conexo, ya que la aplicacién continua

det : M, (R) — R,
que asocia a cada matriz su determinante, aplica O, (R) sobre el espacio dis-
creto {—1,1}.

Ejemplo 3 (convergencia uniforme y diferenciacién). Consideremos la

sucesion de funciones reales
fn (ZL‘) — sennx o N,

vn
Es claro que la sucesién (f,,) converge uniformemente sobre R a la funcién
f=1{0)(f (z) =0); sin embargo, la sucesién de las derivadas
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fl(z) = +/n cos nx

no converge uniformemente hacia f = (0) (f' (z) = 0) ya que por ejemplo
[ (0) = V=5 + o0

mientras que f'(0) = 0.

Este ejemplo nos muestra que la convergencia uniforme de (f,,) no implica
nada sobre la convergencia de (f)). Obviamente, se necesitan hipdtesis més
rigurosas para asegurar que (f/)a f' st (fn) a /-

El siguiente resultado puede considerarse como una condicién necesaria
para poder intercambiar la operacién de limite uniforme con la diferenciacion,

es decir:
d

— lim = lim —.
dz dz ) ) ) )
Supongamos que (f,) es una sucesién de funciones reales diferenciables en
[a,b] (no necesariamente continuamente diferenciables), tales que la sucesién
de nimeros reales (f, (zg)) converge para algin zg € [a,b] y ademés (f))

converge uniformemente sobre [a,b] . Entonces se tiene:

i) La sucesién (f,) converge uniformemente sobre [a,b] hacia una cierta fun-
cion f derivable.

ii) La sucesion (f],) converge uniformemente a f sobre [a, b].

Veamos como se demuestra este resultado aplicando la caracterizacién iv)
expuesta en la proposiciéon 5.1.4.

Demostracion: Denotemos por
g= lim f}
n—oo
y definamos
A={z €a,b]:(fn(x)) converge}.

Demostremos que el conjunto A es abierto y cerrado en [a,b] . Como A # ()
puesto que zp € Ay por ser [a,b] conexo (5.1.2) de la caracterizacién iv) en
la proposicién 5.1.4, se deduce entonces que A = [a,b]. En efecto, sea x € A
y supongamos por comodidad que x # a y z # b. Para obtener que A es
abierto en [a,b] debemos probar la existencia de un nidmero 6 > 0 tal que
|t — 6,2+ [ C A. Con este objetivo, utilizaremos otro conocido teorema del
valor medio para funciones derivables aplicado a la funcién f,, (z) — f, (z).
Para el par de puntos z,y € R, existe £ € [z,y] (suponiendo z < y) tal que

(fmW) = fn(®)) = (fm (&) = fu (2)) =
= (f(&) = fu(©)y — ).

(2)
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Por la convergencia uniforme de (f) a g, existe ng tal que si n > ng

| f1.(e) — fi(e)| < €/2 para todo & € R. (3)

Ademas, por ser x € A, la sucesién (f,, (x)) es convergente en R y también
se tendra la existencia de un n; € R, tal que sin > n;

[fm (@) = fr (@) <€/2. (4)

Luego, para § < 1, de (2), (3) y (4) se deduce que la sucesiéon de nimeros
reales (fn(y)) es de Cauchy para cualquier y € |z — 0,2 + 0].

Por ser R completo, esta sucesién es convergente para cada y €]z —3, z+0],
de donde se concluye que A es abierto. De (2) se obtiene facilmente que A es
cerrado en [a,b] (demuestrelo).

Por lo tanto, concluimos que A = [a,b], es decir, existe el limite puntual
nh_)ngo fn (x) para cada x € R, al cual denotaremos por f (z):

Jin fo (@) = £ ().
Pero ahora en (2) considerando y = x+h y haciendo tender n a oo, después
de dividir por h, se tiene que existe f’ (z) =y (z) para todo = € [a, b].
Finalmente, pasando al limite cuando n — oo en (2) y dejando z fijo se
obtiene que (f,,) converge a f uniformemente. l

Observacion: Para la demostracion de la existencia de f , podriamos haber
utilizado la completitud de (C ([a,b],R),dx) pero hemos preferido utilizar
argumentos de conexidad en este caso.

Ejemplo 4 (residuo logaritmico de funciones analiticas). Sea f (z) una

funcién analitica en una regién Q C C (€ abierto y conexo) sin “huecos” y

sea I' una curva en 2 diferenciable, cerrada y sin autointersecciones. Para

cada w ¢ fII] ={f(2):2zeT} se define el residuo logaritmico de la funcién
— w con respecto a la curva I', como la integral

meff 2 = Br ().

No es dificil demostrar que la funcién Rp (w) es continua en cada punto
w # f[I']. Por otra parte, en el curso elemental de Variable Compleja, se
demuestra que Rp (w) es precisamente igual al niimero de veces que la funcién
f alcanza el valor w en el interior de I'. Luego, Rr puede considerarse como
una funcién continua definida sobre C\ f [I'] y con valores en Z.

Por lo tanto, aplicando la caracterizacién iv) de la proposicién 5.1.4, ten-
dremos que Ry es constante sobre cualquier subconjunto conexo de C\ f [I'], es



CONEXION EN ESPACIOS METRICOS 325

decir, todos los valores w pertenecientes a un subconjunto conexo de C\ f [I]
son alcanzados por f el mismo ntmero de veces en el interior de I.

Caractericemos ahora los subconjuntos conexos de un espacio métrico
(X, d) por propiedades relativas a todo el espacio. Segun la definicién 5.1.1, un
subconjunto C' C X es conexo si y sélo si no existen dos abiertos (cerrados)
A,B C X tales que ANC # 10

BNC+#0,CcAUByANBNC =0. (5)

Proposicion 5.1.5. Un subconjunto C' de (X, d) es conexo si y sélo si no
existe una separacién de C en (X, d).

Demostracion: Si (A, B) es una separacién de C' en (X, d), entonces (AN
C, B N C) forma una separacién de C' en (C,d¢). Luego, segun 5.1.4i), C' no
puede ser conexo si posee una separacién en (X, d).

Supongamos inversamente que C no es conexo, entonces existe una sepa-
racién (A, B) de C en (C,dc). Puesto que A y B son cerrados relativos en C,
se tiene que ANB =AN(CNB)=AcNB=ANB =, de igual forma se
tiene que B N A = (); luego (A, B) es una separacién de C en (X,d). B

Corolario 1. Sea (X,d) un espacio métrico C C X y (A, B) una separacién
de un superconjunto D O C en (X,d). Si C es conexo entonces C C A o
¢ cB.

Demostracion: Si CNA # () y CN B # (), entonces (A, B) formarfa una
separacion de C. B

Después de estas caracterizaciones de los espacios y subespacios conexos
probaremos una serie de teoremas por medio del criterio v) en 5.1.4.

Proposicion 5.1.6. Sea A un subconjunto de un espacio métrico (X, d); en-
tonces todo conjunto B C X, tal que A C B C A, es conexo. En particular, la
clausura A es conexo.

Demostracion: Sea f una aplicacién de B en el espacio discreto {1,2}. Sabe-

mos que f[A] es unitario, luego f[B] C f[A] C f[A] es unitario, por lo que
concluimos que f no es sobreyectiva. Wl

Proposicion 5.1.7. Sea (Cy)aer una familia de subconjuntos conexos de
(X, d) que tocan todos un mismo Cg( € I). Entonces C' = ag ;Ca es conexo.

Demostracion: Sea (A, B) una separacién de C. Segun el corolario 1 del



326 ANALISIS MATEMATICO AVANZADO

teorema 5.1.5 tenemos C, C A o C, C B para todo a € I. Supongamos
en particular, que el conjunto Cz que se toca con todos los demés conjuntos
Cao(a € I) estd incluido en A. Puesto que BNC # (), existe v € I tal que Cy C
B. Pero Ay B no se tocan, luego Cg y C no pueden tocarse. jContradiccion!
No existe una separacién de C. B

Corolario 1. Sea (Cy)qcr una familia de subconjuntos conexos de (X, d) tal

que a@ IC'OO # (). Entonces O}é IC'a €s Conexo.

Corolario 2. Sea (C,,) una sucesién de conjuntos conexos en (X, d) tales que
C, toca a C, 11 para todo n € N. Entonces L%C'n es conexo.

., . ., . !
Demostracion: Por induccién se demuestra que los conjuntos C,, = Z.gnCi
son conexos. Después sélo hay que aplicar la proposicién 5.1.7 a la familia

(C)) que tiene la misma unién que los (C,,). W

La interseccién de dos conjuntos conexos en general no es conexo (fig. 78).
Incluso, la interseccién de una sucesiéon decreciente de conjuntos conexos no
es necesariamente conexo: Un contraejemplo estd dado por el espacio X =
[—1,1]2\{(0,0)} y los subconjuntos conexos

An ={(z,y) € X : [yl <1/n} (n € NY)

cuya interseccién es el segmento punteado {(z,0) : 0 < |z| < 1} (fig. 79).

Figura 78
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4

Figura 79

Sin embargo, la conexién se mantiene bajo aplicaciones continuas.

Teorema 5.1.8. Sea f una aplicacién continua de (X, d) en (Y, d'). Si (X, d)
es conexo, entonces f[X] es conexo en (Y,d').

Demostracion: Sea g una aplicacién continua del subespacio f[X] en el es-
pacio discreto {1,2}. Entonces go f es una aplicacién continua de X en {1,2},
luego g no puede ser sobreyectiva. ll

A pesar de su sencillez, el teorema anterior tiene una importancia funda-
mental como muestran los corolarios siguientes:

Corolario 1. La conexién es una propiedad topolégica.
La demostracién es evidente.

Corolario 2 (Teorema del valor medio generalizado). Sea (X,d) un
espacio métrico conexo y f una funcién real continua sobre (X,d). Sixz,y € X
y a € R tal que f(z) < o < f(y), entonces existe z € X con f(z) = a.

Demostracion: Por 5.1.8 f[X] es un subconjunto conexo de R y por 5.1.2
f[X] es un intervalo, de donde se deduce la tesis del corolario. B

Ejemplo 5. Sean (X, d), (Y,d') espacios métricos y sea f una aplicacién con-
tinua de un subconjunto conexo A de (X,d) en (Y, d’). Entonces el grafo

Gy ={(x.f (@) : z € A)
es conexo en X X Y, ya que la aplicaciéon F : x ~» (z, f(x)) de A sobre
Gy C X XY es continua, y por lo tanto, podemos aplicar 5.1.8.

Ejemplo 6. El grafo G C R? de la funcién z ~ sin% sobre |0, co[ es conexo
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segtin el ejemplo anterior. Es facil comprobar que G = GU{(0,) € R?: -1 <
y < 1} en R2. De la proposicién 5.1.6 concluimos que cualquier subconjunto
S de R? tal que G € S € GU {(0,y) e R?: =1 <y < 1} es también conexo
(fig. 80). El grafo G, de la misma funcién z ~» sin 1 sobre R* = R\{0} ya no
es conexo, pues Hy := {(z,y) € R?: = >0}y H_ = {(x,y) € R? : z < 0}
forman una separacién de G, en R2. Esto nos muestra que la conexidad de
(X, d) es, en general, necesaria para obtener la conexidad de f [X] en el teorema
5.1.8. Sin embargo, si se aiiade un solo punto de {(0,y) € R?, -1 <y <1} =
{0} x [~1,1] a G4, segun 5.1.7 obtenemos un subconjunto conexo.

<Y

01

Figura 80

Los ejemplos siguientes nos muestran las multiples aplicaciones del teorema
generalizado del valor medio.

Ejemplo 7. Supongamos que buscamos soluciones de una ecuacion del tipo

flx)=a (zcX), (6)

donde f es una aplicacién real continua sobre un espacio conexo (X,d). Para
probar que existe una solucién es suficiente, segun el corolario 2 del teorema
5.1.8, hallar dos puntos x1,z9 € X tales que f(z1) < a < f(z2). Incluso, en
este caso puede decirse més: todo subconjunto conexo A de (X, d) que contiene
x1 y w9 debe contener una solucién de (6). Por ejemplo, si (X, d) es un espacio
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euclideano, entonces se halla una solucién de (6) sobre el segmento [x1, 2] que
conecta zicon xs.

Ejemplo 8 (distincién entre espacios métricos). Una técnica usual para
examinar una homeomorfia entre dos espacios métricos (X,d), (Y,d') se basa
sobre la observacion siguiente:

Si h: X — Y es un homeomorfismo entonces para un subconjunto
cualquiera A de X los subespacios X\A y Y\h[A] deben ser homeomorfos
y luego tener los mismos invariantes topolégicos.

A continuacién daremos dos aplicaciones sencillas de esta técnica:

Aplicacion 1. En R ninguno de los tres intervalos [0,1], [0, 1],]0, 1[ es homeo-
morfo al otro, pues del primero podemos sustraer a lo més dos puntos (0 y 1),
del segundo uno (0) y del tercero ningin punto sin violar la conexién de estos
subespacios.

Aplicacion 2. La recta real no es homeomorfa a ningin R" tal que n > 1; pues
R™(n > 2) sigue siendo conexo si le quitamos un punto, lo cual no ocurre para
R.

El teorema general donde se demuestra que R"™ no es homeomorfa R™ para
m # n es mucho méas profundo. Para su demostracién se utilizan invarian-
tes topoldgicos més sofisticados relacionados con las técnicas de la teoria de
homologia.

Ejemplo 9 (aplicacién a un problema geométrico). Probaremos que
sobre cada curva cerrada y rectificable en R? existen cuatro puntos que estan en
un mismo plano y que la dividen en partes de igual longitud. Sea z : s ~ x(s)
una representacién paramétrica de la curva que toma la longitud de la curva
como pardametro: 0 < s <[ (donde [ es la longitud total de la curva) y x(0) =
z(l). Para s € [0,1/4] sea V(s) el volumen orientado del tetraedro con los
vértices en z(s), z(s+1/4), x(s+1/2),x(s+3/41). V : [0,1/4] — R es continua.
El volumen orientado del tetraedro [x(0),z(l/4),z(1/2),2(3/41)] es, con signo
opuesto, igual al volumen del tetraedro [x(1/4), z(1/2), x(3/41), z(1)] puesto que
z(l) = x(0). Concluimos que —V(0) = V(I/4); luego existe sg € [0,1/4] tal que
V(so) = 0. Los puntos z(so), z(so+1/4), x(so+1/2), x(so+3/4l) estan entonces
en el mismo plano a la vez que dividen la curva en partes de igual longitud.

Veamos otros ejemplos que nos muestran la potencialidad del teorema del
valor medio para el estudio de las funciones reales continuas.

Ejemplo 10 (teorema del punto fijo). El siguiente teorema del punto fijo
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no se basa en la nocién de completitud como el expuesto en el capitulo 3, sino
en el concepto de conexién:
Toda aplicacién continua de un segmento real [a,b] en si mismo tiene al
menos un punto fijo
En efecto, la funcién auxiliar
g: [(1, b] - Ra
definida por
g@)=f(z)-=
cumple
gla)>0yg(b)<0
luego, segun el corolario 2 del teorema 5.1.8. existe z¢ € [a,b] con g (xg) =0,
es decir f (xg) = xo.

Ejemplo 11 (aplicaciones de una circunferencia en una recta). Una
circunferencia tiene la propiedad notable siguiente:

Cada aplicacion real continua definida sobre una circunferencia de R, aplica
algin par de puntos diametralmente opuestos en el mismo punto imagen.

En efecto, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que la circunferen-
cia C est4 centrada en el punto (0,0) de R?, en cuyo caso el punto diametral-
mente opuesto a z € C es —z € C.

Sea f : C' — R, la aplicacién dada y construyamos la funcién auxiliar
g : C — R definida por

9(z)=f(z) = f(=2).

Obviamente g es continua por serlo f y ademads, g (z2) = —g (—z2) para cada
z € C, luego, g (z) y g (—z) tienen signos opuestos para todo z € C, de donde
se deduce que existe zg € C tal que

9(20) =0
y por lo tanto,
f(20) = f (—20).

No es dificil verificar un resultado similar si se sustituye la circunferencia
C por una elipse.

El resultado expuesto en el ejemplo 11 se utiliza para resolver algunos
problemas geométricos interesantes como el siguiente:

Ejemplo 12 (problemas de la tarta). Los dos problemas de la tarta a que
nos referiremos pueden plantearse aproximadamente como sigue:

a) Supongamos que tenemos dos trozos de tarta de forma irregular sobre la
misma bandeja; demuéstrese que es posible dividir a ambos en dos partes
exactamente iguales con un solo corte de cuchillo.
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b) Supongamos que sobre la bandeja se encuentra un solo trozo de tarta;
demuéstrese que es posible cortar este trozo en cuatro partes de igual
area mediante dos cortes perpendiculares.

Los resultados matematicos precisos correspondiente a estos enunciados
son los siguientes:

a’) Si A y B son dos regiones (abiertos y conexos) acotados de un plano,
entonces existe una recta del plano que divide simultaneamente a cada
regién en dos de la misma drea. (Este resultado se cumple atin cuando
las regiones A y B se intersectan).

b’) Si A es una regién acotada del plano, existen dos rectas perpendiculares
que dividen a A en cuatro partes de igual drea.

Veamos una idea de la demostracién de la proposicién a’).
Puesto que A y B son acotados podemos elegir un disco C con centro en
el origen que incluya a AU B (fig. 81).

L(4,x)

X
L(B,x)
Figura 81
Para cualquier z € C, sea ' = —x su punto diametralmente opuesto en C

y D, el didmetro de extremos x y 2’. No es dificil comprobar (verifiquelo) que
en la familia de todas las rectas perpendiculares a D, existe un tnico par de
rectas L (A,z) y L(B,x) que dividen a A y B respectivamente en dos partes
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de igual drea. Designemos por x4 y zp los puntos donde D, corta a L (A, x)
y L (B,z) respectivamente. Los puntos x4 y zp estdn definidos de manera
Unica para cada x y ademds, no resulta dificil verificar que las aplicaciones
ga vy gp de C en R definidas por g4 (r) = x4 vy g () = xp son continuas,
si identificamos con x4 (zp) la distancia dirigida del propio punto x4 (zp) al
centro del circulo, toméndola positiva cuando el punto x4 (xp) esté al mismo
lado de x y negativa cuando esté en el lado opuesto.
Luego, la funciéon h: C' — R,
h(z) =ga(z)— g5 (2)
es también una funcién continua. No es dificil ver que una propiedad esencial
de h es que sus valores en dos puntos diametralmente opuestos de C' son iguales
en valor absoluto, pero de signo opuesto:
h(x) = —h(2') = —h(—z) para todo z € C.
Esto se demuestra observando que D, = D/, as{ como L (A,z) = L (A, z')
y L (B,z) = L(B,x'), puesto que 'y = x4 y 2’5 = zp. Sin embargo, para las
coordenadas en D,/ la direcciéon positiva es opuesta a la de D,, de aqui que
ga (@) = —ga () y g5 (2') = —gp (), y por tanto,
h(z') =ga (@) —gp (2') = —ga (z) + g5 (x) = —h(z).
Aplicando el resultado del ejemplo 21 existe un punto x € C tal que
h(x) = h(2"). Para este punto x se verifica que

h(z) =h(z'),

h(z) =—h(z)
y por lo tanto, h(z) = 0, lo cual implica que z4 = xp y la recta L (A, x) =
L (B,z) divide a A y a B en partes de igual area respectivamente.
La demostracién de b’) se deja de ejercicio al lector.

Ejemplo 13 (aplicaciones de un plano en si mismo). Nuestro propdésito
con este ejemplo es indicar un teorema de existencia de solucion de pares de
ecuaciones. No es nuestro objetivo su demostracion, la cual requiere la intro-
duccién de conceptos mas elaborados aunque estan estrechamente relacionados
con la nocién de conexion. El concepto fundamental que se usa es el referente
al nimero de vueltas de una curva cerrada plana alrededor de algtin punto del
plano que no pertenezca a la curva. Daremos la sigueiente definicién intuitiva
de ntimero de vueltas. Supongamos que ¢ : [a,b] — R? es una curva cerrada
plana y z € R? un punto que no pertenece a la curva. Para cada t € [a,b],
designemos por L; la semirrecta de origen z, y que pasa por ¢ (t). Cuando ¢
varia de a hasta b, el punto ¢ () recorre la curva y la semirrecta sobre el punto
fijo z. Puesto que la curva es cerrada, L; vuelve a su posicién inicial, es decir
Ly = L,. Por tanto, durante su movimiento, la semirrecta da un nimero en-
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tero de vueltas sobre z. Este ntimero se llama el nimero de vueltas de la curva
cerrada alrededor del punto z. Por conveniencia, se asigna el signo positivo a
las rotaciones en sentido contrario a las agujas del reloj, y el signo negativo a
las rotaciones en el mismo sentido que las agujas del reloj.

Como puede notar el lector, esta definicidon no es muy precisa y solamente
podemos considerarla por su cardcter intuitivo. Para una definicion mas rigu-
rosa habria que comenzar por demostrar, por ejemplo, que el niimero de vueltas
de una curva alrededor de un punto fijo z no depende de la parametriza-cién
o tomada para representar dicha curva. No obstante, haciendo uso de este
concepto de nimero de vueltas aiin con sus limitaciones (no es nuestro objetivo
profundizar en este aspecto), podemos formular el resultado principal de este
ejemplo en la forma siguiente:

Sea f: D — R? una aplicacién continua de un disco en el plano y sea el
C el circulo frontera de D. Si el punto z € R? no pertenece a f [C] y el niimero
de vueltas de la curva f[C] es distinto de cero, entonces z € f[D], es decir,
existe un punto x € D tal que f (z) = z.

No realizaremos una demostracién de este resultado, sino que lo utilizare-
mos para deducir las aplicaciones que veremos en los ejemplos siguientes:

Ejemplo 14 (sobre el teorema del punto fijo). En el ejemplo 10 hemos
probado que una aplicacién continua de un segmento de recta en si mismo
tiene al menos un punto fijo, y para ello, hemos utilizado en cierta medida la
propiedad de conexién de los intervalos.

Utilizando la propiedad de conexién de un disco D C R?, reflejada median-
te el resultado enunciado en el ejemplo 13, se puede demostrar una proposicién
andloga para el disco. Antes de pasar a enunciar nuestro resultado funda-
menteal, veremos intuitivamente la formulaciéon de algunos resultados auxi-
liares. Consideremos el efecto de fijar un disco delgado de goma flexible por
su contorno al tablero de una mesa. Si queremos ver lo que estd bajo el disco,
no conseguiremos nada estirando o retorciendo la goma, en tanto su contorno
permanezca pegado. Esta idea podemos formularla formalmente de la manera
siguiente:

a) Sea D C R? un disco y f : D — R? una aplicacién continua que deja
fijo cada punto del circulo frontera C' de D; entonces la imagen f [D]
contiene a todo D.

En efecto, si f deja fijo cada punto de C, entonces la curva f [C] es el propio
circulo C recorrido una vez. Luego, el nimero de vueltas de la curva f[C]
alrededor de cualquier punto interior a D es igual a 1, y aplicando el resul-
tado principal del ejemplo 13, cada punto de D pertenece a f [D]. Como una
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consecuencia inmediata de este resultado tenemos el siguiente:

b) No existe ninguna aplicacién continua f de un disco D en su contorno C
que deje fijos todos los puntos de C.

Por supuesto, puede aplicarse un rectdngulo y su interior sobre uno de sus
lados de modo que quede fijo. Justamente esto es lo que se hace al enrollar
una persiana; mediante esta aplicacién f, se verifica que f (x) = x para todo
x que pertenece al palo en que se enrolla. El lado que representa dicho palo
se denomina la retraccion de la regién rectangular (persiana). El resultado b)
nos afirma que no se puede enrollar de manera continua (es decir, sin cortar
ni pegar) el interior de un circulo sobre su contorno; o sea, la circunferencia
no es la retraccion del circulo.

Con ayuda de la proposicién b) podemos enunciar el siguiente resultado
fundamenteal (Teorema del punto fijo en el disco):

Toda aplicacién continua f : D — D deja fijo al menos un punto de D,
es decir, f () = z para algin punto x € D.

En efecto, si suponemos que se cumple lo contrario, entonces para cada
x € D, los puntos f (z) y = son diferentes. De aqui concluimos que para cada
x € D se puede contruir una semirrecta L, con origen en f (x) y que pasa por
x. Sea g (z) el punto de C en el cual L, corta a C. En el caso de que f (x)
pertenezca C, g () es el otro punto en que L, cortaa C;ysiz € C,g(z) =z
. La figura 82 muestra varias de las posibilidades.

S(x)

Figura 82

Se deja al lector demostrar que la funcién g : D — C asi definida es
continua.

Como d deja fijos todos los puntos de C' su existencia estd en contracdiccién
con el resultado b) del ejemplo 14. Precisamente g pudimos definirla suponien-
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do que los puntos z y f () no coninciden para ningin z € C. Luego, nuestra
suposicién fue errénea.

Ejemplo 15 (existencia de puntos antipodales en la tierra con igual
presién y temperatura). El lector interesado en comprobar su capacidad de
creatividad puede demostrar el siguiente resultado que se deduce del teorema
del punto fijo expuesto en el ejemplo 14.

Cada aplicacién continua f : S — R? de una esfera S C R? en el plano,
aplica algin par de puntos antipodales de S en el mismo punto; es decir, para
al menos un par x,z’ de antipodas f (z) = f (2).

Como aplicacién, consideremos que la supeerficie de la tierra S es esférica,
y que en cualquier instante la presién del aire p (x) y la temperatura t (x) son
funciones continuas de = € S.

Para cada x € S definamos mediante f (z) el punto de R? cuyas coorde-
nadas son (p (z),t(x)). Puesto que p y ¢ son funciones continuas, se deduce
que f: S — R? es continua. Aplicando el resultado anterior a esta funcién
f, obtenemos el resultado siguiente:

En cada instante de tiempo existe un par de puntos antipodales en la
superficie de la tierra donde son iguales la temperatura y la presion.

Como vemos, las propiedades fisicas de la presién y temperatura no in-
fluyen en la conclusion; p y ¢t pueden ser dos funciones reales continuas cua-
lesquiera definidas sobre S.

Obsérvese también que si consideramos una sola funcién, por ejemplo la
temperatura, el resultado expuesto en el ejemplo 11 nos dice que en cada
circunferencia de perimetro maximo sobre la superficie terrestre existe un par
de antipodas donde las temperaturas son iguales.

Para terminar este epigrafe hablemos algo de la hereditabilidad de la nocién
de conexidad. Estd claro que la propiedad de ser conexo no se hereda a los
subespacios. Aclaremos ahora qué ocurre con los espacios producto.

Proposicién 5.1.19 (producto de conexos). Sea {(Xy,d,)},cy una fami-
lia a lo mas numerable de espacios métricos no vacios. Entonces, si proveemos

a HXn de la métrica producto se tiene:
neN

HXn es conexo si y solo si (X, d,) es conexo para todo n € N.
neN

Observacion: El caso en que haya solo un ntmero finito de X,, no vacios es
un caso particular de la proposiciéon anterior.

Demostracion: La implicacién = resulta del teorema 5.1.8, puesto que los
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X, son las imagenes continuas de HXn por las proyecciones m, (n € N).

«: Sean inversamente todos los )?:1\(171 € N) espacios conexos. Demostremos
primeramente que si el nimero de espacios es finito su producto es conexo.
Para ello solo tenemos que probar que si (X,d) y (Y,d’) son conexos, X XY
es conexo. Pero esto se deduce evidentemente de 5. 1. 7, puesto que

XxY = [ng (2} % Y] UX x {y0}]
para un elemento cualquiera yg € Y. Todos los subespacios {z} xY y X x {yo}
son conexos por ser homeomorfos a Y y X respectivamente que son conexos.
Ademas, por hipotesis, todos estos subespacios tienen una interseccién no vacia
con X x {yo}.

Consideremos ahora el caso general.

Sea z = {x,} € HXn un elemento fijo y C' la unién de todos los subcon-
neN

juntos conexos de HXn que contienen a x. C' es conexo segun el corolario
neN
1 de la proposicién 5.1.7 y contiene a todos los subconjuntos conexos de la

forma

L5 x I (o)
=1

MFENL .oy Ny

M
que son isomorfos a Han

j=1
luego, C es denso en HXn. De aqui concluimos segin 5.1.6 que C = HXn
neN neN

es conexo.ll
Ejercicios de Autocontrol

1. Pruebe el enunciado siguiente. Si C' C (X, d) es conexo y si C' contiene
puntos interiores y puntos exteriores de un conjunto A C X, entonces
también contiene puntos de la frontera de A.

2. Pruebe que en un espacio métrico conexo (X, d), cada subconjunto pro-
pio no vacio tiene una frontera no vacia.

3. Demuestre el enunciado b’) del ejemplo 12.
4. Demuestre que la funcién g definida en el ejemplo 14, es continua.

5. Demuestre el resultado enunciado en el ejemplo 15.

[¢]
6. Si C C (X,d) es conexo {Es necesariamente conexo el interior C'?
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7. Seax :t~ x(t) (0 <t <1)una curva cerrada. Demuestre que existe un
rectangulo circunscribiendo la curva z (Indicacién: considere a(p) —b(p)
en la fig. 83).

8. Sea A un subconjunto conexo en un espacio métrico conexo (X,d). Sea
B abierto y cerrado en X\ A. Pruebe que AU B es conexo.

(D)

a(t)

Figura 83

9. Sea C' un subconjunto del espacio métrico (X,d). Pruebe que C no es
conexo si y solo si existen conjuntos abiertos A, B C X tales que

i) ANB=10
ii) Cc AUB
iii) ANC#0yBnC#0.

10. Sea A C R™ numerable. Pruebe que R™\ A es conexo si n > 2

5.2 COMPONENTES CONEXAS. ESPACIOS LOCALMENTE CO-
NEXOS

Si un espacio métrico no es conexo, se plantea el problema de si puede descom-
ponerse en sus partes conexas de manera tal que el estudio de su extructura
topolodgica se reduzca al estudio de los abiertos en cada uno de estos subespa-
cios. Para investigar esta cuestién, parece natural considerar los subespacios
conexos maximales (Cq),c; de (X,d) y nos interesa analizar en qué caso U
es abierto en (X, d) si y solo si lo es en cada C,. Si C'y D son subconjuntos
conexos maximales en (X,d) y C N D # (), entonces C = D, porque C U D
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es conexo y contendria estrictamente a C'y a D si fuera C # D, con lo cual
apareceria una contradiccién por la maximalidad supuesta.

Esto nos muestra que diferentes conexos maximales en (X, d) son disjuntos.

Segun el corolario 1 de la proposicién 5.1.7 para todo = € X, la unién C,
de todos los subconjuntos conexos C' C X que contienen a x es conexa, luego
C, es el mayor conexo que contiene a x. Concluimos que para todo x € X
existe un subespacio conexo maximal que le contiene: los conexos maximales
en (X,d) forman una particién de X.

Definicion 5.2.1. Sea (X, d) un espacio métrico. El mayor subconjunto cone-
xo en (X, d) que contiene a x se llama componente coneza de x en (X, d) y se
denota por C,.

Puesto que las componentes forman una particién de X, pueden interpre-
tarse como clases de una relacién de equivalencia, a saber de la relacién:

xRy = existe un subconjunto conexo C' C (X, d) que “conecta” (contiene)

(7)

Evidentemente se tiene:

2Ry <= C, =Cy<=yecC, <=z, (8)

Tenemos ahora dos nuevos criterios sencillos de conexion:

(X,d) es conexo <= (X, d) tiene una tinica componente
conexa <> Para todos los puntos z,y € X existe un (9)
conexo C' que conecta x con y.

Proposicion 5.2.2. Sea (X, d) un espacio métrico; entonces:

i) Toda componente conexa en (X,d) es cerrada.
ii) Cada dos componentes conexas diferentes son separadas.
iii) Si U C X es abierto y cerrado, y contiene a z, entonces C,, C U.

Demostracion:

i) Si C, es un conexo maximal, entonces (', es conexo y contiene a C,
luego C, = C,.

ii) Dos cerrados disjuntos son siempre separados.
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iii) UNC, # & es abierto y cerrado en Cy, luego igual a C, segin 5.1.4 (iv).
|

Si f:(X,d) — (Y,d') es una aplicacién continua, entonces aplica toda com-
ponente conexa C de (X, d) en un subconjunto conexo de (Y, d’) porqué f [C]
es conexo. En particular, todo homeomorfismo h : (X,d) — (Y,d’) induce
una biyeccién entre las componentes conexas de (X, d) y de (Y,d'). Luego,
el cardinal de las componentes conexas de (X, d) es un invariante topolégico
de (X,d). Si aplicamos esta observacién a ciertos subespacios X\ A de (X, d)
segun el método explicado en el ejemplo 8, obtenemos criterios eficientes para
distinguir diferentes espacios topoldgicos. En el caso més sencillo se considera
el complemento de un conjunto unitario en (X,d).

Definicion 5.2.3. Sea (X, d) un espacio conexo, entonces z € X se llama
punto de interseccion de orden k € N si X\{z} tiene k componentes conexas.

Puesto que todo homeomorfismo h : (X,d) — (Y,d) aplica un punto de
interseccién de orden k en (X, d) a un punto de interseccién de orden k en
(Y,d'), el cardinal de los puntos de interseccién de orden k(k € N) es un
invariante topolégico de (X, d).

., Como puede reformularse el razonamiento del ejemplo 8, mediante el nue-
vo concepto?

Ejemplo 16. Los espacios “uno-dimensionales” de la figura 84 tienen diferen-
tes numeros de puntos de interseccién de orden 1, 2 y 3.

AN NI

Figura 84

Luego, no son homeomorfos. Este método de distinguir entre distintos es-
pacios topoldgicos ya lo hemos utilizado intuitivamente en el capitulo 2.

Ejemplo 17. El método de considerar el niimero de las componentes conexas
de X\ A para conjuntos unitarios A = {x} no permite distinguir entre los
espacios de la (fig. 85)
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Figura 85

En este ejemplo es suficiente considerar subconjuntos A de dos puntos.
Quitando dos puntos del primer espacio obtenemos siempre dos componentes
conexas, mientras no ocurre lo mismo para el segundo.

Pero atin no hemos resuelto el problema que planteamos inicialmente. Has-
ta ahora hemos obtenido una particién de todo espacio métrico formada por
cerrados conexos y mutuamente separados. Sin embargo, esto no permite en
general reconstruir los abiertos de (X, d) a partir de los abiertos de sus com-
ponentes conexas como nos muestra el ejemplo siguiente:

Ejemplo 18. Consideremos X = Q provisto de la topologia usual. Si A C X
tiene al menos dos puntos r, s(r # s), entonces A no es conexo,ya que existe
un numero irracional z tal que r < z < s y luego los dos conjuntos {z € Q :
x<zty{yeQ:y >z} forman una separacién de A. Concluimos que las
componentes conexas son los conjuntos unitarios. Por supuesto, los abiertos
de Q con respecto a la métrica usual no pueden reconstruirse partiendo de los
abiertos de sus subconjuntos unitarios.

Los abiertos que se obtienen mediante la unién de abiertos en las com-
ponentes conexas de @, son los que corresponden a la métrica discreta sobre
Q.

Los espacios métricos (X,d) con la propiedad de que para cada z € X,
la componente conexa C, se reduce al conjunto puntual x, se llaman total-
mente disconeros. Evidentemente todo espacio métrico discreto es totalmente
disconexo. A continuacién daremos otro ejemplo de un espacio totalmente
disconexo no discreto que ha jugado un papel importante en la historia del
analisis.

Ejemplo 19. En el capitulo 4 introdujimos el llamado conjunto de Cantor C'
constituido por todos los niimeros reales en [0, 1], que no requieren del uso de
“1” en su desarrollo triadico.

Recordemos que C' es homeomorfo al espacio producto {0, 2}N, donde en
cada componente {0, 2} se tiene la métrica discreta. Puesto que todo producto
de espacios totalmente disconexos es totalmente disconexo (verifiquelo), el
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discontinuo de Cantor también lo es.

Después de esta disgresion volvamos a analizar nuestro problema inicial.
Los espacios totalmente disconexos no discretos, como son Q y el discontinuo
de Cantor C, nos sirven como ejemplos extremos de espacios cuyos abiertos
no pueden reconstruirse a partir de los abiertos de sus componente conexas.

Definicion 5.2.4. Se dice que el espacio métrico (X, d) es suma topoldgica de
los espacios (subespacios) métricos ((Xa,da))aer si X = UaclX, y ademas,
U es abierto en (X, d) < Para todo o € I, U N X, es abierto en (X,,d,) .

Ejemplo 20. Evidentemente, si (X, d) es la suma topoldgica de ((Xq,da))qcr 5
entonces cada X, es abierto en (X, d) (X, € Og) . Reciprocamente, si (Ua),c;
es una particién arbitraria de (X, d) formada por subconjuntos abiertos, y si
denotamos por d, la restriccién de la métrica d a U,, entonces (X,d) es la
suma topoldgica de los subconjuntos (Uy,dy) , 0 € 1.

Del ejemplo 20 deducimos que un espacio métrico es la suma topoldgica de
sus componentes conexas si y solo si estas son todas abiertas. Introduciremos
ahora una condicién suficiente para eso.

Definicion 5.2.5. Un espacio métrico (X,d) se llama localmente conexo si
para x € X existe un sistema fundamental de vecindades conexas.

Proposicion 5.2.6. En un espacio métrico localmente conexo toda compo-
nente conexa es abierta.

Demostracién: Sea C' una componente conexa. Para todo y € C' existe una
vecindad conexa V', por lo que concluimos que V' C C, o sea, que C es vecindad
de cada uno de sus puntos. B

Corolario 1. Todo espacio localmente conexo es la suma de sus componentes
conexas.

La demostracién es consecuencia inmediata del ejemplo 20.

Si (X,d) es localmente conexo, evidentemente todo subconjunto abierto
U C X forma un subespacio localmente conexo. De aqui se concluye la siguien-
te ampliacién de la proposicién 5.2.6.

Corolario 2. Para un espacio métrico (X,d) las condiciones siguientes son
equivalentes:

(LC1) (X, D) es localmente conexo.
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(LC2) Las componentes conexas de todo subespacio abierto (A,d4) son
abiertas.

(LC3) Los subconjuntos abiertos conexos de (X, d) forman una base topo-
légica de (X, d) .

Demostracion: (LC1)=(LC2) segun el razonamiento anterior.

(LC2)=-(LC3): Todo abierto A C 6 es la unién de sus componentes conexas.ll

La demostracién de la implicacién (LC3)=-(LC2) es obvia.

Ejemplo 21. Los espacios euclideanos R™(n > 1) son localmente conexos,
puesto que las bolas B(z,p) C R™ son conexas como veremos en el epigrafe
siguiente: Q y R\Q no son localmente conexos.

Ejemplo 22. Todos los espacios discretos son localmente conexos. Todo espa-
cio discreto con més de un punto da un ejemplo para un espacio que es local-
mente conexo pero no conexo. El inverso es también posible como mostrardan
los ejemplos siguientes:

Ejemplo 23. Sea X C R? el grafo de la funcién

) sinl/z |, siz#0
g.azw{o ,siz=0

X es conexo segin el ejemplo 6, sin embargo, no es localmente conexo: (0,0) €
X no posee un sistema fundamental de vecindades conexas (fig. 86).



CONEXION EN ESPACIOS METRICOS 343

X
A

\ 4

©0) | / y

.4

Figura 86

La imagen de un espacio localmente conexo por una aplicacién continua
no es localmente conexa en general. Si esto fuese cierto, todo espacio métrico
(X, d) serfa localmente conexo, pues es imagen continua del espacio X provisto
de la métrica discreta (luego, localmente conexo).

Pasemos a analizar desde un punto de vista puramente métrico la relacién
entre conexién y conexion local de un espacio métrico. Para ello introduciremos
la siguiente definicién

Definicion 5.2.7. Sea (X, d) un espacio métrico, decimos que una sucesién
finita (Ao, ..., Ax) de subconjuntos A; C X es una e-cadena de longitud k(e >
0,k e N)si A;NA;j_1 # 0 paraj=1,..,kysiel didmetro §(4;) < e para
todo j = 0,...,k. Se dice que tal cadena conecta dos puntos z y y de X, si
x € Ayyye A (fig. 87).
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o
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Figura 87

Proposicion 5.2.8. Un espacio métrico localmente conexo (X, d) es conexo
si y sélo si dos puntos cualesquiera z,y € X pueden conectarse por una e-
cadena de conexos (de bolas, si las bolas en (X, d) son conexas).

Demostracion: Si (Ao, ..., Ai) es una e-cadena de conexos, entonces kjL:JOAj
es conexo segun el corolario 2 de la proposicién 5.1.7. Luego, la condicién es
suficiente.

Sea inversamente (X, d) conexo. 1573Consideremos la relaciéon de equiva-
lencia sobre X : x Ry = x y y pueden conectarse por una e-cadena de conexos
(de bolas).

Las clases de equivalencia correspondientes son abiertas, puesto que para
todo z € X existe una vecindad conexa V' (una bola de centro x) que tiene
un didmetro menor que €. Todos los puntos de V' pueden conectarse con x por
una e-cadena de conexos (de bolas) de longitud 1. Por lo tanto, sélo puede
existir una unica clase de equivalencia. Bl

Ejercicios de Autocontrol

1. Pruebe que el espacio producto nlgNX" de los espacios métricos:

(Xn, dn)nen, es localmente conexo si y solo si todos los (X,,d,) son
localmente conexos y casi todos excepto un numero finito son adema&s
CONEexos.

2. Sea A C (X, d) un subconjunto conexo que es a la vez abierto y cerrado.
Pruebe que A es una componente conexa.
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3. Pruebe que si un espacio métrico tiene sélo un ntmero finito de compo-
nentes conexas, entonces es la suma topoldgica de estas componentes.

4. Determinar cuéles de los espacios siguientes son homeomorfos (fig. 88)

y <

Figura 88

5. Sea (X,d) localmente conexo, A C X y sea C' una componente conexa
de A. Pruebe:

i) C=Cn A
ii) FrC Cc FrA
i) A= A= Fr C =CnNFrA

5.3 ESPACIOS METRICOS CONEXOS POR ARCOS

Tratemos, por un momento, de definir intuitivamente lo que es un conjunto
conexo C' C R? sin utilizar conceptos topoldgicos introducidos por la métrica.
Parece natural decir que C es conexo si dos puntos cualesquiera pueden conec-
tarse por una curva que no sale del conjunto. En efecto, esta fué la primera
definicién precisa de un conjunto conexo (C. Weierstrass). En la figura 89a) se
muestra un subconjunto no conexo y en la 89b) un subconjunto conexo segin

Weierstrass.
()

(a)
Figura 89
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De hecho, este concepto de conexién es mas exigente que el concepto intro-
ducido en los epigrafes anteriores. En efecto, exige que dos puntos cualesquiera
del espacio puedan conectarse por un conjunto conexo especial, a saber una
curva (vea (9)). Para precisar el nuevo concepto empezaremos por distinguir
entre unas nociones cercanas.

Definicion 5.3.1. Sea (X,d) un espacio métrico; entonces una aplicacién
continua f del intervalo [0, 1] en (X, d) se llama arco en (X,d). Si f(0) es el
origen del arco f y f(1) su extremo, se dice que f conecta los puntos f(0) y
f(1) en (X,d). C = f[[0,1]] C X se llama curva determinada por f; f se dice
una representacion paramétrica de esta curva.

Para una curva C' existen diferentes representaciones paramétricas (arcos),
por ejemplo, los dos arcos distintos ¢ ~ ¢ y ¢ ~ t2(0 < ¢t < 1) tiene la misma
curva.

Introduciremos dos operaciones para arcos.

Si f:1]0,1] — (X,d) es un arco, el arco inverso, denotado por f~, se define
por fT it~ f(1—1)
donde f~ define la misma curva que f, pero f(1) es su origen y f(0) su extremo
(fig. 90).

Si f:t~ a€ X esun arco constante, entonces f~ = f. Tales arcos se
llaman 0—arcos. La curva de un 0—arco se reduce a un punto en X, (notacién
para O—arcos: < a >

Q) ()

S0 ()
Figura 90

Si f,g son dos arcos en (X, d) tales que f(1) = g(0), entonces se define la
composicion fTg por:
. F2H si0<t<1/2
flg:t { g(2t—1) sil/2<t<1
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—

J(0) DgTr(0)

S Ug0)

g() OgTf ()
Figura 91

La operacién T no es conmutativa: en general, si el arco gT f estd definido,
fTg puede no estar definido.

Por medio de las operaciones introducidas es facil comprobar que la relacién
sobre X:

a ~ b = a puede conectarse con b por un arco en (X, d)

. . . (10)
es una relaciéon de equivalencia

En efecto, a € X se conecta consigo mismo por un 0—arco (reflexividad); si
a se conecta con b por el arco f, entonces el arco f~ conecta b con a (simetria)
y si f conecta a con b € X y si g conecta b con ¢ en (X,d), entonces fTg
conecta a con ¢ (transitividad).

Definicion 5.3.2. Las clases de equivalencia de un espacio topoldgico (X, d)
segin la relacién (10) se llaman componentes conexas por arcos de (X, d).
(X,d) se llama conexo por arcos, si tiene una tunica componente conexa
por arcos, o sea, si todo x € X puede conectarse con todo y € X por un arco.
Un subconjunto C' C X se dice conexo por arcos, si lo es el subespacio
(C7 dC) .
(X, d) se llama localmente conexo por arcos si todo punto x € X posee un
sistema fundamental de vecindades, formado por conjuntos conexos por arcos.
Puesto que toda curva es un subconjunto conexo segin 5.1.8, en particular,
toda componente conexa por arcos de (X, d) estd incluida en una componente
conexa de (X, d).

Proposicion 5.3.3. Todo espacio conexo por arcos es conexo.

Los ejemplos siguientes muestran que la conexiéon de muchos espacios
métricos se demuestra facilmente probando que dos puntos cualesquiera pueden
conectarse por un arco.

Ejemplo 24. Consideremos el espacio euclideano R” y sean z,y € R"™. El
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conjunto

[z,y] ==t +(1—t)y:0<t <1} (11)

se llama segmento (cerrado) entre x y y.
La aplicacién

[+ pyg— R" (12)
tstaz+(1—t)y
es un arco cuya curva asociada es el segmento [z, y], el cual estd completamente
contenido en R"™. Luego, R™ es conexo por arcos y por lo tanto conexo.

Ejemplo 25. Veamos cémo se puede generalizar la situacion del ejemplo 24.
En el capitulo 6 estudiaremos métricas definidas sobre espacios vectoriales X,
que hacen compatible la estructura topoldgica con la algebraica, en el sentido
de que la operacién de suma y producto por un escalar son continuas con
respecto a dicha métrica. En tales espacios, para cada par de puntos x, y puede
definirse el segmento [z,y] como en (11), el cual se encuentra completamente
contenido en X y ademas, la aplicacién (12) es continua por lo cual define
un arco en X que conecta los puntos = y y. Concluimos que tales espacios
métricos son conexos por arcos.

Si bien un espacio conexo por arcos es conexo (5.3.3), los espacios conexos
no son necesariamente conexos por arcos como nos muestra el ejemplo siguien-
te:

Ejemplo 26. Sea J := {0} x [~1,1] ¢ R? y X la clausura G = GU.J del grafo
G de la funcién x ~» senl/z sobre R*.

Segtin el ejemplo 5, sabemos que G es conexo; sin embargo, G no es conexo
por arcos. Supongamos por el absurdo que f = (f1, f2) : [ = [0,1] — G C R?
sea un arco que conecta (0,0) con (1/m,0). Sea Iy = {t € I | f1[[¢,1]] C]0,1/=[}
y to := inf Iy. El intervalo Iy es un intervalo abierto es I de la forma [tg, 1].
Necesariamente f(tg) = 0, luego fi[]to, 1]] =]0, 1/7[. Sea (¢,) una sucesién en
Jto, 1] tal que t,, —— to vy fi1(tn) = 2/n7 (tal sucesién existe segin el teorema
del valor medio). Entonces se tiene que fa(tg) = lim(sen(1/f1(t,))); pero la
sucesién oscila entre los valores +1, —1, luego no tiene limite. jContradiccién!

El lector puede probar ficilmente que X = G tiene exactamente tres com-
ponentes conexas por arcos, a saber

Gy = {(z,sinl/z)|z >0}, J,
G_ = {(z,sin1/z)|z < 0},

Una serie de propiedades de los espacios conexos por arcos se deducen de

manera analoga a las de los espacios conexos.
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Si f es un arco que conecta los puntos x,y en (X, d) ysi¢ : (X,d) — (Y, d)
es una aplicacién continua, podemos concluir que el arco ¢ o f conecta los

puntos f(x), f(y) en fIX].

Proposicion 5.3.4. La imagen continua de un espacio conexo por arcos es
conexo por arcos. En particular, la conexiéon por arcos es una propiedad
topoldgica.

La proposicion siguiente es trivial.

Proposicion 5.3.5. Sea (C,)qer una familia de subespacios conexos por arcos
de (X, d) tal que existe un Cg(8 € I) que tiene una interseccién no vacia con

todos los Cy (v € I). Entonces ag ;Ca es conexo por arcos.

Proposicion 5.3.6. Todo producto de espacios conexos por arcos es conexo
por arcos.

La demostracién se deja de ejercicio al lector. La proposiciéon andloga a la
5.1.6 no se cumple.

Como muestra el ejemplo anterior existen subconjuntos conexos por arcos
(G4 C R?) cuya clausura (G = G4 U J) no es conexo por arcos. El mis-
mo ejemplo muestra también que las componentes conexas por arcos no son
necesariamente cerradas: G4 no es cerrada en G4 U J.

Ejercicios de Autocontrol

1. Considere un subconjunto de puntos xg, ..., xx en el espacio euclideano
R™. La unién de segmentos igl [€;—1, ;] se llama poligono conectando xg
y Tk y se denota por (zo,...,x). Demuestre que todo poligono define
una curva en R" y que ademés, cada par de puntos de un abierto conexo
A en R™ pueden conectarse por un poligono formado por segmentos
paralelos a los ejes coordenados y completamente contenido en A.

2. Demuestre que para un espacio métrico (X, d)son equivalentes:

a) Todas las componentes conexas por arcos en (X, d)son abiertas.

b) Todo punto x € X posee una vecindad conexa por arcos en (X, d) .

3. Pruebe que un espacio métrico (X, d) es conexo por arcos si y sélo si es
conexo y todo punto x € X posee una vecindad conexa por arcos.



CAPITULO 6
ESPACIOS NORMADOS Y EUCLIDEANOS

En este capitulo nos dedicaremos fundamentalmente al estudio de las propieda-
des métricas y topoldgicas de los espacios normados y euclideanos, sin entrar,
salvo en casos en que el contexto lo requiera, en problemas mas relaciona-
dos con el Analisis Funcional, es decir, con el estudio de los operadores y
funcionales en espacios de funciones.

De acuerdo con el objetivo fundamental del texto que es el estudio de los
conceptos de convergencia y continuidad, asi como de otras nociones topologi-
cas, a través de la estructura métrica, hemos decidido dedicar el 6.1 a introducir
algunos resultados auxiliares sobre espacios vectoriales y el 6.2 al estudio de la
compatibilidad entre la estructura algebréica y la estructura métrica en ciertos
espacios vectoriales métricos que dan lugar a los espacios normados.

En 6.3 se analiza cémo se manifiestan ciertas propiedades topolégicas y
uniformes tales como la compacidad, la completitud y la conexién en los es-
pacios normados, asi como la relacién de estas propiedades con la estructura
algebraica de dichos espacios. En este epigrafe se intrduce la importante clase
de los espacios normados completos, espacios de Banach, y se estudian algunas
de sus propiedades.

El 6.4 se dedica al estudio de la convergencia de series en espacios norma-
dos.

En el 6.5 se estudian los espacios euclideanos que dan lugar a una clase im-
portante de espacios normados. El concepto fundamental que se introduce en
este epigrafe es el de ortogonalidad, mediante el cual se establece una estrecha
relacion entre la estructura métrica, la estructura algebraica y la estructura
geométrica de dichos espacios. Este epigrafe se complementa con el 6.6 donde
se introduce una clase importante de espacios euclideanos, los llamados espa-
ctos de Hilbert.

El 6.7 estd dedicado a estudiar los operadores y funcionales lineales en
espacios normados. Siendo consecuentes con nuestro planteamiento inicial, no
abordaremos con profundidad temas tan importantes como:

el Analisis Funcional,
la Teoria Espectral de operadores,
la Teoria de Optimizacion,
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a pesar de la relacién estrecha que tienen estos temas con el objeto de es-
tudio de este ultimo epigrafe. Sin embargo, en este epigrafe veremos algunos
resultados de gran utilidad en las ramas antes senaladas y que tienen afinidad
con el contenido estudiado en el resto del libro. Tales resultados se refieren al
limite puntual de suscesiones de operadores lineales continuos (consecuencia
del teorema de Banach Steinhauss) y a la separacién de conjuntos convexos
en espacios normados (teorema de Hahn—Banach).

El lector interesado en complementar su informacién acerca de algunos
de los teoremas mads importantes del Anélisis Funcional, puede consultar los
siguientes resultados fundamentales, que no seran tratados en este texto:

Teorema de Banach de la aplicacién abierta.
Teorema del grafo cerrado.

Teorema de Krein-Milman.

Teorema de Banach-Alouglou;

todos los cuales se encuentran desarrollados, por ejemplo, en el libro Andlisis
Funcional de Walter Rudin.

6.1 RESULTADOS AUXILIARES SOBRE ESPACIOS VECTORIA-
LES

Comenzaremos este epigrafe introduciendo algunas nociones algebraicas. Con-
sideremos un conjunto arbitrario sobre el cual hay definidas dos operaciones:
suma (S-ley interna) y producto por escalares (P—ley externa). Estas dos
operaciones se interpretan como aplicaciones

S:ExE—ZFEy (1)

P:KxFE—E, (2)

donde K sera eventualmente uno de los conjuntos numéricos R o C; en otras
palabras, a cada par de elementos x,y € F y cada nimero A\ € K se les
hace corresponder los elementos univocamente determinados de E,S(x,y) y
P(\z).

Para mayor comodidad denotaremos al elemento S(z,y) por = + y:

S(z,y)=x+y (3)

y le llamaremos suma de los elementos x y y de E. De la misma forma deno-
taremos al elemento P (A, z) por Ax:

P(\xz)=\z (4)
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y le llamaremos producto del elemento x por el niimero A.

A la suma (3) y el producto (4) le exigiremos determinadas relaciones
naturales de compatibilidad. Es decir, si x,y,z € E; A\, u € K, entonces debe
cumplir:

(EV 1) x4y =y+z (conmutatividad de la adicién);
(EV2) (x+y)+2z=z+ (y+ 2) (asociatividad de la adicién);

(E 'V 3) AMz+y) = Az+ Ay (distribuitividad del producto (A+p)z = Az +pz
con respecto a la suma);

(E V 4) Muz) = (Ap)z (asociatividad de la multiplicacion);

(E V 5) existe un elemento 6 € E, llamado elemento nulo, tal que 0z = 0

para cualquier x € E, donde 0 es el cero de K (el producto de
cualquier elemento de E por el nimero cero es el elemento nulo);

(E V 6) 1z = x para cualquier x € E (el producto de cualquier elemento de
E por el nimero 1 de K es igual al propio elemento).

De esta forma hemos incluido en las propiedades exigidas a la suma y el
producto por escalares en E, un grupo fundamental de leyes algebraicas que
son validas para las correspondientes operaciones en los espacios euclideanos
de dimension finita R"™.

Definicion 6.1.1. Un espacio vectorial sobre un cuerpo K, es un conjunto
E provisto de dos operaciones una interna llamada suma (3) y otra externa
llamada producto por escalares (4), las cuales satisfacen las propiedades (E V
1)-(E V 6).

El espacio vectorial se llama real si K = R y complejo si K = C. Los
elementos del espacio vectorial E se denominan vectores.

Un subconjunto F' del espacio vectorial E se llama un subespacio vectorial
de E, si es un espacio vectorial con respecto a las operaciones de suma y
producto por escalares de E restringidas a sus elementos.

No resulta dificil verificar que un subconjunto £’ del espacio vectorial E es
un subespacio vectorial de F, si para todos \,u € Ky z,y € F' se cumple

AT+ py € F (5)

Un mismo conjunto E puede ser provisto de diferentes estructuras vectoriales,
0 sea, sobre un mismo conjunto E se pueden definir distintas operaciones de
suma y producto que lo conviertan en un espacio vectorial. Por este motivo,
cuando digamos que el conjunto F es un espacio vectorial, se sobrentiende que
es con respecto a ciertas operaciones de suma y producto preestablecidas.



354 ANALISIS MATEMATICO AVANZADO

Veamos, de manera algo informal y sin entrar en detalles, algunas defini-
ciones y resultados relacionados con la estructura algebraica de los espacios
vectoriales.

Dados los vectores z1,...,z, del espacio vectorial F/ y los nimeros:

A,y ..., A\p de K, al vector

Mz, + ..+ Ay (6)

se le llama combinacion lineal de los vectores {x; :i=1,...,n} con coefi-
cientes
{)\Z'Z’L': 1,...,1’L}.

La familia de vectores F' = {x4},¢c; de E se llama linealmente dependiente
si es posible obtener una combinacién lineal nula de alguna subfamilia finita
de F' con coeficientes no necesariamente iguales a cero; en caso contrario, se
dice que la familia F' es linealmente independientemente. Luego, la familia F
de vectores de E es linealmente independiente si:

{I:xal7"'7xan EF]/\[)‘L"'?ATLEK]/\}
MM [MZay + Mooz + - - + AnTay, = 0]} = (7)
M=Xo=...= A =0]

Se dice que un subespacio vectorial F' del espacio vectorial E es suma de los
subespacios F y Fy (notacién: F' = Fy + F3), si todo elemento = € F' se puede
expresar de la forma x = x1 4+ x2, donde x; € F;, i = 1,2. Si la representacion
de x mediante la suma de elementos de £} y F5 es Unica, se dice que la suma de
Fy y F; es directa y se denota por F' = F| @ Fy(suma directa de los subespacios

F1 y Fg)
No resulta dificil comprobar que la suma F; y F5 es directa si y solo si
FFNFy,= {9}

En general, dados dos subconjuntos A y B de un espacio vectorial F, se
utiliza la notaciéon A + B y AA (A € K) para denotar los conjuntos suma y

producto por un escalar respectivamente donde:
A+B={z+y:x€ ANy € B} (sumade Ay B)

M ={Ax:xz € A} (producto de A por el escalar \)

Se puede demostrar (utilizando el axioma de eleccién) que toda familia F
de vectores de E contiene una subfamilia mazimal G' (no necesariamente tinica)
de vectores linealmente independientes, y que ademads, todas estas subfamilias
maximales tienen la misma potencia (vea el capitulo 1), o dicho en sentido
figurado: tienen la misma cantidad de elementos. Si en lugar de F' se considera
el propio espacio vectorial E, entonces a la potencia de cualquier subfamilia
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maximal de vectores linealmente independientes en E se le llama dimension
algebrdica de E o simplemente dimension de E. No es dificil probar que la
interseccién de cualquier familia {F,} .; de subespacios vectoriales de un
espacio vectorial F, es también un subespacio vectorial de E; luego, para toda
familia F' de vectores de E, existe un menor subespacio vectorial en E que
contiene a F'; a este menor subespacio vectorial se le llama generado por F'y se
denota por [F]. El lector puede comprobar que [F] coincide con el conjunto de
todas las combinaciones lineales de elementos de F. Toda subfamilia maximal
G de vectores linealmente independientes de F', constituye una base algebrdica
(o simplemente base) del subespacio vectorial [F], es decir todo z € F' puede
ser expresado de forma tnica como combinacién lineal de elementos de G.

De los resultados expuestos hasta ahora se deduce que todas las bases de un
subespacio vectorial F' tienen la misma potencia, la cual por definicién, es la
dimension de F. Més adelante definiremos un concepto dimension topoldgica
para espacios normados, veremos, por ejemplo, que el espacio C ([a,b] ,R) co-
mo espacio normado tiene dimension topolégica igual a la potencia de N (base
topoldgica numerable), mientras que su dimensién como espacio vectorial tiene
la potencia del continuo. En efecto, puede demostrarse que la dimensién alge-
braica de C ([a,b],R) no coincide con la potencia de N pues esto equivaldria a
decir que existe una sucesion ( f,,) de funciones reales y continuas sobre [a, b] tal
que cualquier otra funcién de C ([a, b] ,R) se puede escribir como combinacién
lineal de una familia finita de funciones (f,,)%_;.

Por otra parte C ([a,b],R) estd contenido en R cuya dimensién alge-
braica puede comprobarse que coincide con la del continuo; luego, si apli-
camos el axioma del continuo obtendremos que las dimensiones algebraicas de
C ([a,b] ,R) y RI*¥ coninciden.

Establezcamos algunas consecuencias inmediatas de los axiomas (EV1)-
(EV6) de espacio vectorial.

[a,b]

1) El elemento nulo de E es el cero para la adicién en E.

En efecto, para cualquier z € E por (EV5), (EV6) y (EV3) z +6 =
lz +0x = (14 0)z = la = x; luego, 6 es el cero para la adicién.

2) El elemento nulo de E es tnico.

Si 04 fuera cualquier otro cero para la adiciéon de E, entonces 8 + 61 = 0
pero de acuerdo con lo que hemos probado para 6, entonces ;1 + 6 = 6. De
aqui, por la conmutatividad de la adicién 8 = 6.

3) Para todo x de E se define el elemento —z mediante —z = (—1)z y se
llama elemento opuesto a .
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Entonces se tiene
x+ (—x)=0. (8)

Notemos que
—(-z)== (9)

Luego, para dos elementos z,y de E se puede definir su diferencia mediante
r—y=a+(-y) (10)
De la definicion de diferencia se deduce que

-y t+y== (11)
Esta notacion nos sugiere que la sustraccion es la operacién inversa a la adicion.

4) Para cualquier z,y € E, la ecuacién y + z = x con la incégnita z tiene
una unica solucién z = xz — y. En otras palabras, se pueden pasar los
sumandos de un miembro a otro de una igualdad, si los pasamos con el
signo opuesto. Para cerciorarnos de esto, notemos primeramente como
ya hemos visto, que z = = — y es solucién de la ecuacién dada. Por
otra parte, si un elemento z de E satisface dicha ecuacién, entonces
adicionando —y a ambos miembros, tendremos

—y+y+z=x—y, es decir,

0+ z=x—y, olo que es lo mismo
z=x—y.
Se prueba de 3) que y —y = 0.

Inversamente se tiene:

5) Six —y =0, entonces x = y. En efecto, la igualdad z — y = 0 significa

que x es una solucién de la ecuacién x + (—y) = 0. Luego, por 4)

r=0-(-y)=0+y=y
Examinemos ahora algunas consecuencias de los axiomas de un espacio
vectorial relacionados con la operaciéon de multiplicacion. Notemos que
las leyes de distributividad del producto (EV3) son ciertas también con
respecto a la sustracciéon. En efecto,

Mz —y)=Az+ (—y)] =z +A(-1)y =

A+ (=) Ay =z — Ny

A=z =+ (—p))z = X+ (—p)z = \x — ux.
Se cumplen ademsds, las siguientes propiedades cuya demostracion se deja
de ejercicio al lector.
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6) A0 = 60 para cualquier A;

8

)

7) Si Ax =6, entonces A =0 o0 z = 0;
) Si Az = Ay, entonces A =00 z =y;
)

9) Si Az = px, entonces A =p o x = 6;

De esta forma, podemos ver que las operaciones algebraicas definidas en los
espacios vectoriales, poseen muchas de las propiedades ordinarias de la adicion
y multiplicacién de niimeros.

Una gran cantidad de los espacios métricos considerados a través de este
libro son espacios vectoriales. Entre ellos podemos citar:
los espacios euclideanos R™ y C",
los espacios de funciones continuas,
los espacios de sucesiones I (N)1 < p < oo,
los espacios producto R!.

Se deja al lector comprobar que con respecto a las operaciones de suma y
producto para nimeros funciones y sucesiones introducidas de manera natural
en el texto, los conjuntos dados poseen una estructura de espacio vectorial.

Ejercicios de Autocontrol

1. Demuestre que (C'[a,b],R) provisto de la suma y el producto usual por
escalares es un espacio vectorial.

2. Demuestre que no existe ningin espacio vectorial sobre R o C con un
numero finito de elementos estrictamente mayor que uno.

3. Diga cudl es el subespacio vectorial de C ([a,b],R) generado por las
funciones

1 1 1
xr—2"z—-3"z+1

4. Demuestre que la interseccién de una cantidad arbitraria de subespa-
cios vectoriales de un espacio vectorial dado, es también un subespacio
vectorial.

5. Sean M y N subespacios de un espacio vectorial. Pruebe que [M U N| =
M + N.

6. Sea M un subespacio vectorial del espacio vectorial F. Definamos la
siguiente relacion en E:
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zRy=2rz—yeM

a) Pruebe que R es una relacién de equivalencia.

b) Pruebe que esta relaciéon de equivalencia es compatible con la es-
tructura vectorial de E}; es decir, si x1,z2,y1,y2 € B, \,u € K(K =

R o C), entonces
r1Ry

xﬂ@2}:%km+umﬂﬂMn+um)

c) Pruebe que en el conjunto cociente E/R = E/M, se puede intro-
ducir una estructura vectorial definiendo la suma y el producto por
escalares como sigue:

(2] + [y] = [z + ]
Alzr] = [Az]

d) Si E tiene dimensién n y M tiene dimensién m, demuestre que la

dimensién de E/M es n — m.

7. Sean E y I espacios vectoriales.

a) Demuestre que el conjunto producto E x F' provisto de la suma y
el producto por escalares siguiente:

(z1,y1) + (72,92) = (z1 + 22, 1 + ¥2)

AMz1,91) = (Az1, Ayn)
es un espacio vectorial.

b) Pruebe que si las dimensiones de F y F' son n y m respectivamente,
entonces dim(E x F) =n + m.

6.2 METRICAS COMPATIBLES CON LA ESTRUCTURA AL-
GEBRAICA DE UN ESPACIO VECTORIAL

En el capitulo 2 hemos demostrado que para las métricas usuales dq, do y
ds en los espacios euclideanos R, las operaciones de suma y producto por
escalares son continuas en estos espacios. Un resultado analogo lo probamos
también con respecto a las métricas integrales y la métrica uniforme en el
espacio de las funciones continuas. Sin embargo, un espacio vectorial puede
ser provisto de una métrica para la cual las aplicaciones de suma y producto
por escalares no sean continuas; tal es el caso de R? con la métrica del bosque
como se muestra en los ejercicios del capitulo 2.
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Al estudiar estructuras métricas sobre espacios vectoriales, resulta natural
excluir estos casos singulares de nuestra consideracion.

Definicion 6.1.2. Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo K, provisto de
una métrica d. Se dice que la métrica d es topoldgicamente compatible con
la estructura vectorial de E, si las aplicaciones de suma y de producto por
escalares son continuas con respecto a d.

Teniendo en cuenta que la continuidad en un espacio métrico se puede ca-
racterizar mediante la convergencia de sucesiones, y utilizando las propiedades
del limite de sucesiones en los espacios producto, la definicién 6.2.1 se expresa
también de la forma equivalente siguiente:

Para todo par de sucesiones (z,), (y,) en E y toda sucesién numérica (\,,)
de K tales que

xn — X
d

Yn — Y
d
An—A (convergencia usual en R o C, segtn el caso)
se tiene que
Tn + Yn - T4y

ATy — Ag- (12)
d

Veremos ahora que la estructura topolégica (abiertos y cerrados) de un espacio
vectorial E provisto de una métrica compatible, queda totalmente determina-
da si se conoce el comportamiento de dicha métrica en un entorno del elemento
nulo 6 de E. En efecto, de (12) se deduce que para toda métrica d topologica-
mente compatible con la estructura vectorial de E se cumple:

Ty — TS Ty —T — 0 (13)

d d

Luego, para el estudio de la convergencia con respecto a las métricas topoldgi-
camente compatibles con la estructura vectorial de F/, no es necesario conocer
la distancia entre dos elementos cualesquiera, sino basta con saber la distancia
de cada elemento x de E al elemento nulo 6, es decir, es suficiente conocer el
comportamiento de la funcién

N : E—0s R+ (14)
z~~»N(z)=d(z,0)
ya que
a:nfzx(:)N(:z:n—:z:)HO. (15)

(convergencia usual en R)

Mas aun, se tiene el resultado siguiente:
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Proposicion 6.2.2 (invarianza de los abiertos y cerrados por trasla-
ciones y homotecias). Sea F un espacio vectorial provisto de una métrica
d compatible con su estructura algebriica.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

i) A es abierto (cerrado) en E;
ii) Ya € E,a + A es abierto (cerrado) en E,

iii) YA € K, X # 0, \A es abierto (cerrado) en E.

Demostracion: De las propiedades 4) y 9) de la suma y el producto por
escalares expuestas en el 6.1, se deduce que para cada a € Ay A € K, las
aplicaciones

Se: E— E (16)
T~~>a+x

Py:g_, FE (17)
T~sAT

son biyectivas, y sus inversos son respectivamente las aplicaciones S_q y Py /.
Por la continuidad de la suma y el producto por escalares en E se tiene que
Sa, S—a, Px 'y P/ son continuas, y por lo tanto, definen homeomorfismos de F
(aplicaciones biyectivas y bicontinuas de E en si mismo). Como los conjuntos
abiertos (cerrados) se mantienen abiertos (cerrados) al ser transformados por
homeomorfismos y por ser

Sq(A) =a+ A, (18)
Py (A) =M, (19)
obtenemos el resultado deseado. B
De la proposicion 6.2.2 se deduce inmediatamente el corolario siguiente:

Corolario 1. Sea (F,d) un espacio métrico como en la proposicién 6.2.2 y
sea Iy = (Vo) ey un sistema fundamental de vecindades del elemento nulo ¢
de E. Entonces:

i) Para cada a € E,F, = (a+ Vy),e; €s un sistema fundamental de vecin-
dades de a.

ii) Si todos los V, € Fjy son abiertos, entonces cada U abierto en (FE,d)
(U € 64) se puede expresar como la unién de conjuntos del tipo
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a+Vycona€eFEyV,€Fy Lademostracién se deja de ejercicio al lector.

Introduzcamos un nuevo concepto de compatibilidad entre la métrica y la
estructura algebréica de un espacio vectorial, que incluye las métricas topoldgi-
camente compatibles y que permite describir la estructura topolégica de (E, d)
a partir de una sola vecindad del elemento nulo en lugar de un sistema fun-
damental de vecindades como nos muestra el corolario 1 de la proposicion
6.2.2.

Para ello notemos, que si bien la funcién N definida en (14) nos permite
obtener informacién sobre la estructura topoldgica de todo el espacio métrico
(E,d) a partir de su estructura topoldgica local en un entorno del elemento
nulo, esta no nos permite describir las propiedades de la métrica d en todo E
a partir de sus propiedades tomadas con respecto al 6. Dicho de otra forma:
si se conoce la distancia del cualquier elemento x € F al elemento nulo § € E
esto en general no es suficiente para conocer la distancia de x a otro punto
ye k.

Para poder obtener esta propiedad tan 1til e importante, es necesario im-
poner condiciones adicionales a la métrica d.

Definicion 6.2.3. Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo K, provisto de
una métrica d. Se dice que la métrica d es métricamente compatible con la
estructura vectorial de E, si para todos z,y,z2 € E'y A € K se cumple:

dx + z,y + z) = d(x,y), (20)
d(Az, Ay) = |Ald(z,y), (21)

donde |-| denota el médulo de un nimero (real o complejo).

Obviamente toda distancia d métricamente compatible con la estructura
vectorial de F, es también topoldgicamente compatible.

En efecto, si x, — Ty Yo — Y, An — A en K, entonces de (20) se tiene

<d(zn —2,0) +d(0,y —yn) <
< d(@n, ) + d(Yn, y)
y ademds, por (20) y (21)
d (Apxp, A\x) = d(Mzp — Apz, Az — Apx) <
<d(Myzyp — Az, 0) +d (0, \x — \pyz,) =

= [Anld(2n, ) + X = Ap| d(0, ),
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de donde obtenemos que x,, + Y — T+ Yy ¥ ATy — AT 0 sea, las operaciones
vectoriales de suma y producto por escalares son c((i)ntinuas con respecto a d.

El lector puede comprobar, buscando un ejemplo, que en un espacio vecto-
rial existen métricas topolégicamente compatibles con su estrutura algebraica
vy que no son métricamente compatible.

Consideremos ahora la funcién N (x) = d(«,0), definida en (14), corres-
pondiente a una distancia d definida sobre el espacio vectorial F y métrica-
mente compatible con su estructura algebraica.

Evidentemente,

Nz — y) = d(z, ). (22)

De (20), (21), (22) y las propiedades de una métrica, se obtienen inmediata-
mente las siguientes propiedades para la correspondiente funcién N:

(N1) N(z)=0<z =0,
(N2) N (Az) = [A| N (z);
(N3) N(z+y) < N(z)+ N(y),

donde z y y son elementos de E arbitrarios y A € K.
Por la analogia de las propiedades (N1)-(N3) con las propiedades usuales
del moédulo para los niimeros reales o complejos, se conviene utilizar la notaciéon

N (z) = [|=[, (23)

que utilizaremos a partir de ahora para denotar la funcién N correspondiente
a una distancia métricamente compatible con la estructura vectorial de E.

Con esta nueva notacién las propiedades (N1)-(N3) se expresan en la forma
siguiente:

(N1) ||lz|]| =0« x = 0;
(N2) [[Az| = [A][J=]];
(N3) lz +yll < [l=|l + [yl -

Notemos que de (N1) y (N3) se deduce que ||z|| > 0 para todo = € E.

Definicion 6.2.4. Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo K. Toda funcién
definida sobre E con valores en R, y que satisfaga las propiedades (N1)-(N3)
se denomina una norma sobre E. Se dice que el espacio métrico (E,d) es
normado, si la métrica d proviene de una norma, es decir, si existe una norma
||I|| sobre E tal que
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d(z,y) = [lz -yl
Se llama subespacio normado del espacio normado (E, d) a cualquier subes-
pacio vectorial de E provisto de la métrica inducida por d.
El espacio normado se llama real si K = R y complejo si K = C.

Observacion: Generalmente se conviene en llamar espacio normado al par (E, ||-||)
y a partir de la norma ||-||, se difine una distancia d en E mediante (24) para la cual se
demuestra posteriormente que satisface las propiedades (20) y (21). Nosotros utilizare-
mos esta notacién a pesar de que a lo largo del desarrollo del texto hemos seguido el
camino inverso y mas natural para nuestro objetivo, es decir, hallamos las propiedades
adicionales que se deben imponer a una métrica para que ella pueda ser descrita me-
diante una norma, y a partir de ellas, obtuvimos las propiedades caracteristicas de
la norma. Luego, cuando hagamos referencia a nociones métricas o topolégicas en un
espacio normado (E, ||-||), nos estaremos refiriendo a dichas nociones con respecto a
la métrica d asociada a ||-|| mediante (24).

Proposicion 6.2.5. Un espacio vectorial métrico (F,d) es normado si y solo
si la distancia d es métricamente compatible con la estructura algebraica de
E.

La demostracién se deja de ejercicio al lector.

Ejemplo 1. Las siguientes aplicaciones reales son normas

1/2

n
enR" 0 C": [laf| = | D |l (25)
=1
n
]l = ] (26)
=1
]l = méx ;| (27)

en ' (N) : [lz]l = ) || (28)
=1

n 1/2
en P (N): ||z = ( Y Jail® (29)
i=1
en I%(N) : |lzf| = jlelg\xil (30)
en C ([a,b] ,R) : ||z|| = méax |z (¢)| (31)

te[a,b]
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b
el = / o (1)) dt (32)

el = ( | 'l <t>|2)1/2 (33)

Ejemplo 2. El conjunto P de los polinomios algebraicos p (x) definidos sobre
un intervalo [a, b], constituye un subespacio normado del espacio normado:

E = ((Cla,b],R),|"[ls), que es ademas denso en E segin nos muestra el
teorema de Weierstrass expuesto en el capitulo 2. No resulta dificil comprobar
que las aplicaciones (31)-(33) definen normas sobre C ([a,b],R). Hemos de-
mostrado que si hacemos d(x,y) = ||x — y|| para cualquiera de las aplicaciones
|I|| del ejemplo 1, se obtiene una distancia que es métricamente compatible
con la estructura vectorial de los respectivos espacios. Cuando no hay lugar
a confusién, a las normas (26), (28) y (32) se les denota indistintamente por

Il ¥ a (27), (30) y (31) por ||-[l,.

Ejemplo 3 (continuidad de la norma). Supongamos que tenemos un

espacio vectorial métrico (E,d) cuya métrica proviene de una norma ||-|| me-
diante (24); entonces la aplicacién = ~ [|z|| es continua como aplicacién de
(E,d) en Ry.

En efecto, si aplicamos la desigualdad triangular a los vectores z,y — =,
tendremos
lyll < llz = yll + =] -
de donde
lyll = llzl| < llz = ylI-
Intercambiando = y y obtenemos

iyl = [l < = =yl (34)

No resulta dificil comprobar que la desigualdad (34) es equivalente a (N3). Si
ahora tomamos una sucesién convergente en E : x,, — x; entonces poniendo
d

Z, en lugar de y en (34) se tiene
Nzl = [zl < l|#n — =|| = d (2, z) .
Luego, ||z,| — ||z]|, es decir, la aplicacién z ~~ ||z|| es continua.
Veamos ahora que el corolario 1 de la proposicién 6.2.2 tiene una expresion
mas simple en los espacios normados.

Proposicién 6.2.6. Sea V una vecindad acotada del elemento nulo en un
espacio vectorial normado (E, ||-||) y sea (A,) una sucesién de elementos de K
que converge a cero. Entonces se tiene:
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i) La familia (A,V), oy es un sistema fundamental de vecindades del elemento
nulo de E.

ii) Todo abierto U en (E,||-||) se puede expresar como la unién de conjuntos
del tipo a + A\, V, donde a € Ey n € N.

Demostracion:

i) Por la proposicién 6.2.2 se tiene que para cada n € N, A,V es una vecindad
de 8 € E. Por ser V acotada existe un niimero M > 0 tal que

VCcBOM)={xecFE:|z|]|<M}.

Luego, aplicando las propiedades de la norma, se tiene que
MV CAB(O,M)={z € E:|z| < | \| M}
=B (0,|\| M).

Como A\, — 0 en K, la sucesién de bolas B (0, |\,| M) constituye un
sistema fundamental de vecindades de 6 en (E,||-||). Por lo tanto, de la in-
clusién A,V C B (6,|\,| M), concluimos que (A, V'), o s también un sistema
fundamental de vecindades de 6.

ii) Se deduce del corolario 1 de la proposicién 6.2.2 y de i).1

Observacion: De la proposicién 6.2.6 se deduce, en particular, que todo abierto
en un espacio normado (E, ||-]|) puede ser reconstruido a partir de la bola unidad
(r € E : ||z]| < 1). Como veremos en el préximo epigrafe, las propiedades de la bola
unidad no solo son determinantes en la estructura topolégica de los espacios normados,
sino ademds, tienen una estrecha relacién con su estructura algebrdica (vea teorema
6.3.6).

Estudiemos a continuacién algunas propiedades sobre la cerrabilidad de
los subespacios normados, las cuales son de gran utilidad en las aplicaciones,
fundamentalmente en la teoria de optimizacion.

Proposicion 6.2.7 (clausura de subespacios). Sean (E,||-||) un espacio
normado y F' un subespacio vectorial de F; entonces la clausura F' de E es
también un subespacio vectorial de E.

Demostracién: Sean z,y € F, y A\, M € K. Existen sucesiones (z,,) y (y»)
en F tales que (z,,) — 2y (yn) — y, donde d es la métrica asociada a ||-||. Por
d d

la continuidad de la suma y el producto por escalares se tiene que
ATy + (WYn — AT + py
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Por la definicién de clausura, como Az, + py, € F, entonces A\x + uy € F,
con lo cual queda probado que F' es también un subespacio vectorial de E (ver
(5)).1

Proposicién 6.2.8. Todo subespacio vectorial de dimensién finita de un es-
pacio normado, es cerrado.

Demostracion: Sea F un subespacio vectorial de dimensién N en (E,|-|)
y tomemos una sucesion (z,) en F tal que z,, — x (z € E). En el préximo
epigrafe se demuestra que todo subespacio vectorial de dimension finita de un
espacio normado, es completo (como subespacio métrico) (6.3.11). Apliquemos
este resultado a nuestro problema.

Por ser la sucesién (z,,) convergente en E, (z,,) serda de Cauchy en F'. Como
F es completo (como subespacio), la sucesién (z,,) tiene un limite 2’ en F. De
la unicidad del limite se obtiene que x = 2’ por lo tanto, z € F' de donde F es
cerrado.ll

Ejemplo 4 (subespacios vectoriales no cerrados). De la proposicién 6.2.8
se deduce que todo subespacio vectorial de un espacio normado de dimensién
finita es cerrado; esto no ocurre generalmente en los espacios normados de di-
mensién infinita. En efecto, la coleccién de todas las funciones continuamente
diferenciables del espacio normado (C ([a,b],R), |||, ) constituye obviamente
un subespacio vectorial que no es cerrado, ya que el limite de una sucesién
uniformemente convergente de funciones continuamente derivables no es nece-
sariamente una funcién continuamente derivable.

Proposicion 6.2.9 (suma de subespacios vectoriales cerrados). Sean
F y M subespacios vectoriales cerrados del espacio normado (E,||-||). Si F es
de dimension finita, entonces el subespacio vectorial suma F' + M es también
cerrado en E.

Demostracion:

Sea F' generado por los vectores linealmente independientes eq, ..., e (kK =
dim F'). Evidentemente basta considerar el caso en que la suma de F'y M es
directa ya que en caso contrario, existirdn r vectores e;; digamos {eq,..., e}
los cuales pertenecen a M y entonces

F+M=F,® M,

donde Fjy es el subespacio vectorial generado por {e,1,...,ex} . Supongamos
que F'y M estdn en suma directa; para obtener el resultado deseado, basta
utilizar el principio de induccién con respecto a la dimensién de F'. En efecto,
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si pudiéramos demostrar que para todo subespacio F' de dimensién 1 (F =
[e] = Ke con e € E) que estd en suma directa con M, Ke & M es cerrado,
entonces por la hipétesis de induccién, tendriamos que suponer que F* & M
es cerrado para todo suespacio de dimensién k, y demostrar que esto también
es valido al sustituir F*) por un subespacio F**1 de dimensién k + 1. Pero
esto es obvio, ya que F* 1) se puede expresar en la forma

Fl+D) = pk) g Kegi1,ex11 € E,
y por tanto

FED) @M = Kepyr @ FO @ M

= Kepy1 & My,
donde M, = F®) @ M serfa cerrado por la hipétesis de induccién, y aplicando
el resultado inicial para k = 1, se tendria que F**1) @ M es cerrado.

Pasemos entonces a demostrar que Ke® M es cerrado cuando M es cerrado
y e ¢ M. Para ello, consideremos una sucesién convergente

Anet+x, € Ke® M,
a un punto y € E'y probemos que y € Ke & M. Comprobemos primeramente
que la sucesién numérica (\,) estd acotada en K.

En efecto, si esto no ocurriera, existirfa una subsucesion (A, (,,)) de elemen-
tos no nulos de la sucesion () tal que ‘A¢(n)‘ — 00 en R. Como la sucesién
An€ + T, es convergente en F, su norma estd uniformemente acotada por una
constante A > 0 :

[Ane + @y < A. (35)

Sustituyendo n por ¢ (n) y dividiendo por |)\¢(n)‘ cada miembro de (35) llega-

mos a que
1
e+ —x
/\90(”) ®(n)

< (36)

90(”)‘

1
De (36) haciendo tender n a oo, se deduce que la sucesién < a:n> de
@(n)
elementos de M converge al elemento —e, y por tanto, e € M (por ser cerrado).

Pero esto es una contradicciéon con la suposicién de que e ¢ M, luego, la
sucesién (\,,) estd acotada en K. Por ser K igual a R o C, y por el teorema
de Bolzano Weierstrass (capitulo 4), cualquier sucesién acotada en K contiene
una subsucesion convergente. Sea (A, (,)) una subsucesién convergente a un
elemento A de K. Como toda subsucesion de una sucesion convergente converge
al mismo limite que la sucesion, se tiene que la sucesion
Apmye + To(m) — y-

Pero A,(,) converge en E al elemento Ae, y por lo tanto, de la continuidad

de la suma se deduce que
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Typn) — Y — Ae.
Denotemos © = y — Ae. Obviamente x € M por ser M cerrado, luego,
y=de+ze Ked M,
de donde conluimos que Ke & M es cerrado.ll

Observacion: Puede demostrarse, aunque no veremos aqui ningtin ejemplo para no
complicar la exposicién, que en general la suma de dos subespacio vectoriales cerrados
cualesquiera no es un subespacio vectorial cerrado.

Definicion 6.2.10. Sea F' una familia de vectores en el espacio normado
(E,[|-|D- Se llama envoltura lineal cerrada de la familia F, al conjunto de
todos los limites en E de combinaciones lineales de elementos de F'. La familia
F' se llama total si su envoltura lineal cerrada coincide con todo E.

Observacidon: Si denotamos por [F| al subespacio vectorial generado por F' (ver
6.1), entonces la envoltura lineal cerrada de F' coincide con la clausura de [F']; luego,
por la proposicién 6.2.7 [F| es el menor subespacio vectorial cerrado de F que contiene
a L.

Si la familia F' es total en F, entonces para cada r € F y todo nimero
real € > 0, se pueden encontrar vectores x1,...,x, € F' y nimeros Ai,..., A\,

n
tales que Zx\kxk —z|| <e.
k=1

Ejemplo 5. Del teorema de Weierstrass sobre la aproximacién de toda funcién
real continua uniformemente sobre [a, b] por polinomios algebréicos, se deduce
que la familia de funciones
{1,:1;,3:2,...,33",...}

es total en (C([a,b],R), ||, ). Luego este espacio tiene subfamilias totales
numerables.

Pasemos a estudiar las condiciones que deben cumplir dos normas definidas
sobre un espacio vectorial F para que definan la misma convergencia, es decir,

la misma estructura topolégica (abiertos y cerrados) en E.

Proposicién 6.2.11. Dos normas ||-||; y |||, definidas sobre el espacio vec-
torial E definen la misma convergencia en F si y solo si existen constantes cq
y c2 > 0 tales que

e [zfly < lzfly < erfllly (37)

para todo x € E.

Demostracion: . Evidentemente la condicién (37) es suficiente para que am-
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bas normas definan la misma convergencia de E. Demostremos que esta condi-
cién es también necesaria. En efecto, si las normas ||-||; y |||, definen la mis-
ma convergencia en E, entonces la identidad Ig : (E,|-||;) — (E,]-||5) es
un homeomorfismo (biyectiva y bicontinua). Analicemos cémo se manifiesta
la continuidad de Iz en el elemento nulo 6 de E y para ello, denotemos por d;
y da las respectivas métricas asociadas a ||-||; y ||-[|, - Por ser I continua en
para cada numero real € > 0, existe un nimero real § > 0 tal que:

x e Bd1 (9,(5) =g (a;) S Bd2 (HE (9) ,6) . (38)

Teniendo en cuenta que:
Ig (x) =« para todo x € E,
Bq, (0,0) ={z € E:[jzf|; <é} y
By, (0,¢) ={z € E: ||z||, < €}
la expresién (38) puede escribirse en la forma equivalente
zlly <6 = [lzll; <e

Luego, como para cada x € E el elemento y = x cumple que ||z||; =

2|zl
d/2 < 4, entonces por (38) se tendra, que ||y, < e.

De aqui se tiene que
o], -
— €
2|zl 1l

o de forma equivalente

2¢
lzlly < =il

X

con lo cual queda probada una de las desigualdades en (37) tomando ¢; = KE

La desigualdad en sentido opuesto se obtiene intercambiando ||z||; y ||z||,.H

Definicion 6.2.12. Dos normas ||-||; v |||, sobre un espacio vectorial £ son
equivalentes si satisfacen las desigualdades (37) para algun par de constantes
c1,c0 > 0.

Observacion: La proposicién 6.2.11 nos dice que las métricas d; y ds asocia-
das a las normas ||-||; y ||-||; son topolégicamente equivalentes si y solo si son
métricamente equivalentes, es decir, di y do definen la misma convergencia
en F <existen constantes c; v co tales que cod; < ds < c1d;.

Recordemos que en el capitulo 2 demostramos que la implicacién < se
cumple siempre, aunque no necesariamente se satisface la implicacién en sen-
tido opuesto.



370 ANALISIS MATEMATICO AVANZADO

Pasemos finalmente a demostrar una propiedad importante de los espacios
normados de dimensién finita.

Teorema 6.2.13 (equivalencia de las normas en los espacios nor-
mados de dimensién finita). Todas las normas definidas sobre un espacio

vectorial de dimensién finita son equivalentes.

Demostracion: Sea E un espacio vectorial de dimensién n sobre el cuerpo
K y sea {ey,...,e,} una base de E. Evidentemente la aplicacién
f:K"— FE,
(donde K™ es el producto cartesiano de n copias del cuerpo K), definida por
FAL, o An) = Ater + ..o+ Apen,
es una biyeccién de K™ sobre F.
Sabemos que mediante

1 [Aif = (Ml
donde A = (A1,...,A,) se define una norma en K™. Luego, la biyeccién f nos

permite definir una norma en E de la forma

Izl = f" (@), (39)

notando que si * = Ajey + ... + Apen, entonces f~! (z) = (A1,...,A,). De-
mostremos que cualquier otra norma ||-||, definida sobre E es equivalente a la
norma ||-|| definida en (39), y para ello, probemos primeramente que
fo (K™ o) — (B, 1110
es continua en (0,0,---,0) € K™ y que su inversa f~! es continua en 6 € E.
———

nuveces
Tengamos en cuenta que

£(0,0,...,0) =0y

f71(0) = (0,0,...,0).

Entonces, si A (k) = (A1 (k),..., A\n (k) — (0,0,...,0) en K", se obtiene
If (B A (R)) < (Z |6’z’\|1> A ()l

i=1
n

pero como Z |lei]]; es una constante y ||A (k)||,, — O
i=1
concluimos que f()\gk), cee )\,(f)) — 0= f(0,0,...,0) en (&, [-||,)-
Probemos ahora la continuidad de f~! en # € E. Siguiendo la idea de

la demostracién de la proposicién 6.2.9, obtenemos que si z*) = Aﬁk)el +

(k) (k)

...+ Ay’e, converge a 6 en E, entonces A; 'e; converge a ¢ en E para todo
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— Oparatodoi=1,...,nyporlo

R—o0

i =1,...,n. De aqui se deduce que ‘)\Z(.k)

tanto, la convergencia a 6 de la sucesién (z(*)) en E implica la convergencia a
cero de \#) = ()\gk), . ,A,gk)) = f~1(z®)) en K™, con lo cual queda probada la
continuidad de f~! en # € E. Notemos ahora que la propiedad de continuidad
de f en (0,0,...,0) € K" yde f~' en # € E es equivalente a decir que para
toda sucesién (z(*)) en E se tiene:

9] = 0= =], —o ()

Por las propiedades de la norma (40), se obtiene que

(@®) — z en (B, |]) & (@*)) — 2 en (B, ]],),
luego, las normas ||| y||-||; definen la misma convergencia en E y por la
proposicién 6.2.11 son equivalentes.ll

Si consideramos dos normas diferentes |||, y||-||, definidas sobre el espacio
de dimension finita F, por la demostracion del teorema 6.2.13 cada una de ellas
serd equivalente a la norma ||-|| definida en (39), y por lo tanto, equivalentes
entre si.

Observacion: Como podemos concluir del teorema 6.2.13 todas las normas
definidas sobre un espacio vectorial de dimensién finita, proveen a este de un
mismo concepto de convergencia, y por lo tanto, de una misma estructura
topoldgica.

El siguiente ejemplo nos muestra que este no es el caso cuando se trata de
espacios vectoriales de dimensién infinita.

Ejemplo 6. En el espacio vectorial C ([0, 1] ,R) las normas [|-|| v [|-||; defini-
das por (31) y (32) no son equivalentes ya que no definen la misma conver-
gencia. En efecto, la sucesién (2") converge a cero con respecto a ||-||; pero no
converge con respecto a ||-||

Ejercicios de Autocontrol

1. Pruebe que las aplicaciones (25)-(33) definidas en el ejemplo 1 son nor-
mas en los correspondientes espacios vectoriales alli senalados.

2. Una funcidn real |z| definida en un espacio vectorial E sobre K se llama
seminorma si cumple:

S N 1 |z| > 0 para todo = € E;
SN 2 |ax|=|a| - |z|,x € E,a € K;
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SN3 |jz+y|<|z|+|y|l,z,y € E.

Sea M = {z : |z| =0} . Pruebe que M es un subespacio vectorial de F
y que el espacio cociente E/M con

||| = inf |z +m]|
meM

es un espacio normado.

3. Sea E el espacio de todas las funciones reales x definidas sobre [0, 1]
que se anulan excepto en un conjunto numerable (¢,,) de puntos para los
cuales

(o9
[l = |z (ta)] < oo
n=1

Pruebe que E es un espacio normado no separable.
4. Pruebe el corolario 1 de la proposicién 6.2.2.
5. Pruebe la proposicion 6.2.5.

6. Demuestre que si U y A son subconjuntos de un espacio normado F, y
U es abierto, entonces U + A también es abierto.

6.3 CONEXION, COMPACIDAD Y COMPLETITUD EN ESPA-
CIOS NORMADOS

Veamos como se manifiestan en los espacios normados las propiedades topoldgi-
cas de conexién, compacidad y completitud.

Proposicion 6.1.3 (conexién en espacios normados). Todo espacio vec-
torial normado es conexo por arcos y localmente conexo por arcos.

Observacion: De este resultado se deduce que los espacios normados son
ademas conexos y localmente conexos.

Demostracion: Todo par de puntos z,y de (E,|-||) se pueden unir por el
arco continuo

[07 ”twy-l—Tf—t)x
llamado segmento con origen en x 'y extremo en y, luego, (E,||-||) es conexo
por arcos. Si x,y pertenecen a una bola B (a,€), entonces el segmento con
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origen en x y extremo en y estd completamente contenido en dicha bola, de
donde se deduce que (E, ||||) es ademés localmente conexo por arcos.ll

Definicion 6.3.2. Un subconjunto C' del espacio vectorial E se llama convezo
si para todo par de puntos x,y € C, el segmento con origen en x y extremo
en y estd completamente contenido en C'. El conjunto C se llama estrellado
con respecto al punto a € C, si para cada z € C el segmento con origen en a
y extremo en x estd completamente contenido en C (fig. 92)

a) b) c)
Figura 92

Ejemplo 7. Todo conjunto convexo es estrellado con respecto a cada uno de
sus puntos.

Ejemplo 8. Cualquier bola en un espacio normado es un conjunto convexo.
El siguiente resultado es elemental, por lo que se deja de ejercicio al lector.

Proposicion 6.3.3. Todo subconjunto convexo y todo subconjuto estrellado
en un espacio normado es conexo por arcos.

Obviamente ningin espacio normado (E, ||-||) puede ser compacto ya que
no es acotado. En efecto, si fuera acotado, se tendria que existe un nimeero
p > 0 tal que

|lz|| < p, para todo z € E,
pero esto no puede ocurrir ya que en un espacio normado se pueden encontrar
vectores con norma todo lo grande que se quiera, por ejemplo, si x # 0, el

x
elemento M W tiene norma igual a M.
x

Pasemos a demostrar un resultado no trivial con respecto a la compacidad
en los espacios normados y de gran importancia en las aplicaciones. Para ello,
es necesario primeramente el siguiente lema auxiliar.

Lema 6.3.4 (lema de Riesz). Sea (E, ||-||) un espacio vectorial normado y
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sea I’ un subespacio vectorial cerrado propio de E. Entonces para cada nimero
a, 0 < a < 1 existe un vector z, tal que ||zo]| =1y ||z — o] > asix € F.

Demostracion: Seleccionemos 1 € E/F, y sea
p= fnf [lz — a1
Como F' es cerrado, tenemos que d > 0 y ademas, existe o € F tal que
lzo — 21| < a~'p (porque a~'p > p). Pongamos x, = h(x; — x0), donde
h = ||z — xo|| " Es claro que ||z4|| = 1. Si 2 € F, entonces h 'z +zo € F, y
por lo tanto,
|z — 24|l = ||z — hayhao| = k|| (R 2 + 20) — 21| = hd.
Pero h, = |1 — xo|| ' p > a por la forma en que z( fué seleccionado. De
aqui que || — z4|| > a si z € F, lo cual completa la demostracion.ll

Observacion: El lema de Riesz puede ser enunciado de forma equivalente:
Si F' es un subespacio cerrado propio de F , entonces existen puntos sobre
la superficie de la esfera unidad en E cuya distancia a F' esta tan cerca de 1
como se quiera.

Teorema 6.3.5. En un espacio vectorial normado (E, ||-||) son equivalentes:

i) (E,|]]) es de dimensién finita.
ii) La bola unidad By = {z : ||z|| < 1} es compacta.

iii) (E,||-||) es localmente compacto.
Demostracion:

i) = iii) En la demostracién de 6.2.13 vimos que todo espacio normado de

dimension finita n sobre el cuerpo K es homeomorfo al espacio producto
K"(=R" o C").

Consideremos el homeomorfismo f : K™ — X definido en 6.2.13. La bola
unidad Bj de E es un subconjunto cerrado en E’, y por lo tanto, f~![B1] es
cerrado y acotado en K. Por la caracterizacién de los compactos en los espa-
cios euclideanos de dimensién finita, se tendra que f~1 [B;] es compacto en K.
Luego, la imagen por la aplicacién continua f del compacto f~1[B;] serd com-
pacto en E. De aqui se deduce ii) teniendo en cuenta que f [f_l [Bl]] =B

ii) =iii) Si a € E, entonces por 6.2.6 ii) y el resultado del ejercicio de auto-
control 3 del 6.3, se tiene que (a + A\, B1)nen €s un sistema fundamental
de vencindades compactas de a.
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iii) =ii) Sea V una vecindad compacta del elemento nulo # € E. Evidente-
mente V' contiene a una cierta bola B(0, p) = {z : ||z]| < p} que también
serd compacta, luego por el resultado del ejercicio de autocontrol 3 del

6.3, tendremos que —B(#, p) = B; es también compacta.
p

ii) =) Supongamos por el absurdo que F' no es de dimensién finita.

Seleccionemos z1 € S; = {x € E: ||z|| = 1} y sea F} el subespacio gene-
rado por z1. Entonces F} es un subespacio propio de £ y ademads es cerra-
do segin 6.2.8. Luego, por el lema de Riesz (6.3.4) existe xo € Si, tal que
|lze — x1|| > 1/2. Sea F; el subespacio cerrado propio de E generado por x;
y xg2; entonces, existe xz € S tal que ||zg —z| > 1/2 si x € F» (6.3.4).
Siguiendo el procedimiento de induccién, obtenemos una sucesién infinita de
elementos de Sy tal que ||z, — x| > 1/2 si m # n. Evidentemente esta suce-
sién no puede contener ninguna subsucesién convergente lo cual contradice la
compacidad de Si. Luego, E¥ debe ser de dimension finita. Il

Pasemos ahora a estudiar el problema de la mejor aproximacion en los
espacios normados. En muchos problemas de la matemaética se considera el
problema de la mejor (en cierto sentido) representaciéon aproximada de una
funciéon dada por medio de funciones de otra clase determinada. En ocasiones
es util conocer el menos si esa mejor aproximaciéon existe. Este problema de la
existencia de la mejor aproximacion fue ya considerado al estudiar los proble-
mas de distancia minima de un punto a un conjunto en un espacio métrico.

En el capitulo 4, se demostré que la distancia minima de un punto z a
un subconjunto compacto A de un espacio métrico (F,d) se alcanza en algin
punto xg € A;

d(xz,z9) =d(z,A).

El problema de existencia de la mejor aproximacién puede ser tratado
también en los espacios normados donde adquiere otras caracteristicas, ya que
aqui se nos plantea generalmente hallar la distancia minima de un punto a un
subespacio vectorial no trivial, que como ya sabemos no puede ser compacto.
Introduzcamos la definicién siguiente:

Definicion 6.3.6. Sea A un subconjunto del espacio normado (E, ||-||) v sea
x € E. Se llama desviacion minima del elemento x con respecto al conjunto
A al nimero

p=inflz—yl,y € A (41)

Si existe algiin elemento yy € A tal que

p=llz—uyoll, (42)



376 ANALISIS MATEMATICO AVANZADO

entonces a este yg se le llama un vector de la mejor aprorimacion en el con-
junto A al elemento x. Notemos que el elemento de la mejor aproximacién
no tiene que ser necesariamente Unico. Se tiene el siguiente resultado de gran
importancia en la teoria de aproximacion.

Teorema 6.3.7 (existencia del elemento de la mejor aproximacién).
Sea (E, ||||) un espacio vectorial normado y sea F' un subespacio vectorial de
dimensién finita de E. Entonces para todo z € F, existe en F' un vector de la
mejor aproximacién al elemento x.
Demostraciéon: Obviamente es suficiente considerar el caso cuando x ¢ F.
Sea y* un elemento fijo de F'y denotemos su desviacién de = por § = |ly* — z||.
Es claro que un elemento de F' de la mejor aproximacién a x debe encontrarse
entre aquellos « € F para los cuales ||z — y|| < J. Pero para estos elementos y
se tiene que
lyll < lly =zl + =]l < llz] + 6

Tomemos M = ||z|| + 6 y denotemos por B = {y € F : |y|| < M}. En
particular todo y € F' para el cual |ly —z| < & pertenece a B y por ello
es suficiente buscar un elemento de la mejor aproximacion en el conjunto B.
Este conjunto B, por ser una bola cerrada en F', es compacto segin 6.3.5.
Consideremos ahora la desviacién ||y — x|| como una funcién real de y definida
sobre el subconjunto compacto B de F'. Por la continuidad de la suma y de la
norma, esta funcién es continua, y por lo tanto, alcanza su valor minimo sobre
B en algin punto yo. Evidentemente yg serd un elemento en F' de la mejor
aproximacion a x, con lo cual queda probado el teorema. H

Supongamos que el subespacio vectorial F' de (E, ||-||) est4 generado por
n vectores linealmente independientes x1, zs, ..., z,. Entonces el problema de
la mejor aproximacion se reduce a hallar los coeficientes Ai, Ao, ..., A, en K
para los cuales

Z /\kazk =, (43)
k=1

tenga el menor valor. En otras palabras, se pide hallar una combinacién lineal
de los vectores z; (1 < i < n) cuya desviacién a x sea minima.

El teorema probado garantiza la existencia de una tal combinacion lineal.
Su unicidad puede ser probada solamente bajo algunas condiciones adicionales,
pero no entraremos aqui a discutir este problema.

Considerando espacios funcionales especificos con distintas normas, se pue-
de establecer la existencia de la mejor aproximacién a una funcién dada por
diferentes métodos al igual que la estimacién de la exactitud de la aproxi-
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macion.

Ejemplo 9 (sobre la mejor aproximacién polinominal a una funcién
continua). Los problemas clasicos de la teoria de aproximacién tratan so-
bre la mejor aproximacién uniforme de funciones continuaas mediante poli-
nomios. Este problema fue estudiado a mediados del siglo XIX por el famoso
matematico ruso P.L. Chebishev (1821-1894).

Si denotamos por P,, al subespacio vectorial de (C ([a,b] ,R,) ||-||o) consti-
tuido por los polinomios algebraicos de grado < n, no es dificil demostrar que
P,, esta generado por las funciones linealmente independientes 1,¢,¢2,...,t",
es decir, dimP, = n + 1.

Luego, aplicando el teorema 6.3.7 se deduce que para cada funcién real
continua f definida sobre (a,b) existe un polinomio P (t) € P,, cuya desviacién
uniforme a f es minima:

ndx |f () = P(t)] = Inf [If - Qll-

El propio Chebishev en sus trabajos, no considerd el problema de la exis-
tencia de la mejor aproximacion polinomial a una funcién continua y estu-
di6 las propiedades de este polinomio asumiendo que existia. Mas tarde, a
principios del siglo XX, fue demostrada la existencia del polinomio de la mejor
aproximacién uniforme por el matematico francés E. Bord (1871-1956). En es-
ta época el matematico belga De la Vallé-Poussin, una vez demostrada la
unicidad del polinomio de la mejor aproximacién, obtuvo toda una serie de
propiedades caracteristicas de este polinomio. Para tener una idea de la im-
portancia del estudio de los problemas sobre la mejor aproximacién citemos el
siguiente teorema de D. Jackson obtenido en 1915 el cual no demostraremos:

Sea 0 < a <1y f:R—R una funcién continua periédica de periodo
27. Entonces f pertenece a la clase de Lipschitz de orden a(ie.|f (z) — f(y)| <
M |z —y|®) siy solo si la mejor aproximacién uniforme de f por polinomios
trigonométricos de grado < n, es del orden de C'/n® para todo n € R, donde
C es una constante positiva que no depende de n.

Dicho de otra forma, si se denota

E, (f) =if{||f — Th|| : Tn es un polinomio trigonométrico
de grado < n},
donde,

n
T, (t) = ap+ Z oy, cos kt + by, sen kt,
k=1
entonces, f pertenece a la clase de Lipschitz de orden

al0<a<l)e E,(f) <C/n~.
Maés adelante en el 6.6 veremos como se resuelve el problema de la mejor
aproximacion en un espapcio de Hilbert, y como caso particular, la mejor



378 ANALISIS MATEMATICO AVANZADO

aproximacién cuadrética (con respecto a la norma (33)) de funciones.

Pasemos ahora al estudio de la completitud en los espacios normados.
Sabemos que el espacio euclideano finito dimensional K"(K = R o C) es
completo con cualquiera de las normas (25)-(27). Por otra parte, no es dificil
probar que si (E,||-||;) es un espacio vectorial normado de dimensién finita
n, entonces, al sustituir ||-||; por la norma equivalente |-|| definida en (39), la
aplicacion auxiliar f: (K™, |-||,.) — (E,||-||) del teorema 6.2.13 se convierte
en una isometria ya que

1fF I = 1M -

Pero como (K™, |||,,) es completo y la completitud es invariante ante
isometrias, se deduce que (E, ||-||) es completo. Finalmente por ser las normas
|I-Il ¥ ||-||; equivalentes sobre E, concluimos que (£, ||-||;) es completo.

El resultado obtenido puede enunciarse de la manera siguiente:

Proposiciéon 6.3.8. Todo espacio vectorial normado de dimensién finita es
completo. La demostracion se obtiene del razonamiento anterior.

Es conocido que en los espacios normados de dimensién infinita no se
cumple un resultado andlogo al 6.3.8. En efecto, en el capitulo 3 vimos que el
espacio normado ((C[a,b]R),||-||) donde [-||, viene definida por (33), no es
completo. La importancia del concepto de completitud en los espacios métricos
justifica la introduccién de la definicién siguiente:

Definicion 6.3.9. Se llama espacio de Banach a todo espacio normado com-
pleto.

Observacion: Evidentemente todo subespacio vectorial cerrado de un espacio
de Banach es también un espacio de Banach.

Ejemplo 10. De la proposicion 6.3.8 se deduce que todo espacio normado de
dimension finita es de Banach.

Ejemplo 11. Si (E, ||-||) es un espacio normado sobre el cuerpo K, entonces,

el espacio B (F,R) de las funciones acotadas de E en R es un espacio vectorial

para la suma usual de funciones y el producto usual por un escalar de K.

Ademas, no es dificil comprobar que para g € B (E,R): ||g||,, = sup|g ()]
z€E

define una norma en B (E,R) que provee a este conjunto de una estuctura de
espacio de Banach (comparar con los resultados obtenidos en el capitulo 3).

Proposicion 6.3.10. Cada espacio normado tiene un completamiento que es
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un espacio de Banach.

Observacion: Recordemos que en el capitulo 3 fue demostrado que todo
espacio métrico admite un completamiento. Como a todo espacio normado
(E,||"|]l) se le puede asociar una distancia métricamente compatible con su
estructura vectorial, mediante
d(z,y) = ||z = yll,

este espacio (F,d)admite un completamiento (E,d), es decir, existe una
isometria i de (E,d) en un subespacio denso de (E’,p ) v ademds el espacio
métrico completo

(E.p ) es tinico salvo isometrias.

La proposicién 6.3.10 nos dice que en la familia de todos los completamien-
tos de un espacio normado existe uno que es un espacio de Banach. Es decir,
el correspondiente E es un espacio vectorial y la distancia p asociada es métri-
camente compatible con la estructura algebraica de E, por lo cual pproviene
de la norma

lz||, = p(x,0),z € E.

Demostracion: de la proposicion 6.3.10. Siguiendo la demostracion del teo-
rema sobre completamiento expuesto en el capitulo 3 y considerando (E, |-||)
en lugar de (X,d) y zp = 6, tendremos que E se identifica con el subespacio
vectorial ¢ [E] de B (E,R) (funciones acotadas de E en R formado por las
funciones g, definidas por:

92(y) = lly — =l — llyll, = € E.

Es claro que g, € B (E,R), ya que

1921l oo = sup lga(y)] =[],
yerR

luego, la restriccién de la norma de i [E] = E a i [E] coincide con la norma de
E; pero ||| : i[E] — R es una aplicacién uniformemente continua y por el
teorema de prolongacién de funciones uniformemente continuas (ver capitulo
3), esta aplicacién tendra una prolongacién continua a E que por unicidad
tiene que coincidir con la norma ||-||. de dicho completamiento. H

Ejemplo 12. En el capitulo 3 hemos visto que el espacio C (E,R) no es de
Banach para ninguna de las normas |[|-||; y |||, definidas por (32) y (33). Los
espacios normados

(€ ([a, ], R), [I-[l1) ¥

(C ([a, 0], R), [|-[|)

admiten sendos completamientos que se denotan mediante Ly [a,b] y Lo [a, b]
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respectivamente y que son espacios de Banach.

Un resultado interesante, y al que ya hicimos referencia en el capitulo 3,
es que la norma en Ly [a,b] y Ls [a,b] puede expresarse mediante un concepto
de integral mas general llamada integral de Lebesgue, que coincide para las
funciones continuas con la integral de Cauchy, a partir de la cual se definen

IR aIRIPS

Proposicion 6.3.11 (criterio de Cauchy para la convergencia de suce-
siones en un espacio de Banach). Una sucesién (z,) de puntos de un
espacio de Banach (E,||-||) converge si y solo si

|lxn — zm|| — 0. (44)

n,Mm—00

La demostracion se obtiene inmediatamente de la definicion de sucesion de
Cauchy y de (24).

Ejercicios de Autocontrol
1. Demuestre las siguientes propiedades de los conjuntos convexos:

a) La interseccién de cualquier familia de conjuntos convexos en un
espacio vectorial es convexo.

b) C C E es convexo si y solo si se cumple:

n n
(21, n €CIA DAL, . A 20 AY Ni=1=> Ay €C.
i=1 i=1
c) Si A, B son convexos en E'y «, 3 € R, entonces,
aA+pB={ar+fy:x € ANy € B} es conexo.

d) C C FE se llama cono si cumple:

A>0=)CcCC.
Pruebe que un cono C C F es convexo si y solo si cumple C' + C C C.

2. Pruebe que el espacio normado E del ejercicio 3 de autocontrol del 6. 2,
es un espacio de Banach.

3. Sean K y K9 compactos en el espacio normado E y A un escalar. De-
muestre que Ky + Ko y AK; son también compactos.

4. Demuestre que el espacio cociente de un espacio de Banach por un subes-
pacio vectorial cerrado (ver ejercicio 2 de autocontrol 6. 2) es también
un espacio de Banach.
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6.4 SERIES EN ESPACIOS NORMADOS

Comencemos este epigrafe con el estudio de un tipo de sucesiones que apare-
cen en los espacios normados, las cuales son de gran importancia en las apli-
caciones, especialmente a los métodos numéricos.

Dada una sucesién (zy) de elementos de un espacio normado (E,|-]|) y
gracias a la estructura vectorial de FE, se puede construir la sucesién de sumas
parciales

n
Sn:x1+x2+...+a:n:z:1:k (45)
k=1

(suma parcial de orden n correspondiente a la sucesién (zy)).

Definicion 6.4.1. Se dice que la sucesién (xy) de elementos del espacio nor-
mado (E,||-]|) determina una serie convergente, si la correspondiente sucesién
(Syn) de sus sumas parciales converge.

Al limite S de la sucesién (S,,), cuando este existe, se le llama suma de la
serie correspondiente a la sucesién (xy), y se denota por

[e.e]
S =1m(S,) =)z (46)
k=1
o0
Se dice también que la serie Zxk es convergente si el limite de la sucesién
k=1

(Sp) existe, en cuyo caso se utiliza la notacién (46). En caso contrario se dice

[e.e]
que la serie Zxk es divergente.

k=1
0o

Si la serie Zajk es convergente, al elemento S — S, se le llama resto de

k=1
orden n de la serie y se denota por

rn=98—58,= Z Tk (47)
k=n+1

[e.e]
Diremos que la serie E x es absolutamente convergente si la serie de niimeros
k=1
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o0
reales positivos Z ||xk|| converge.
k=1

Proposicion 6.4.2. La serie g xy, es convergente si y solo si su resto tiende

k=1
a cero.

La demostracion se deduce obviamente de la definicién anterior. Los problemas
de convergencia de series en espacios funcionales de Banach, han dado lugar
a importantes ramas de la matematica y en particular del Andlisis funcional.
Baste citar la teoria de las series de Fourier que da lugar al Anélisis Arménico
con sus innumerables aplicaciones en la Fisica Matematica. Por este motivo
nos dedicaremos a continuacion al estudio de las series en espacios de Banach.

Proposicion 6.4.3 (criterio de Cauchy de convergencia de series en

o

un espacio de Banach). La serie Zxk converge en el espacio de Banach
k=1

(E,||-|) siy solo si satisface la condicion de Cauchy:

Para todo € > 0 existe N = N (¢) € R tal que si m > n > N, entonces

Z xE|| <e. (48)
k=n

Demostracion: El lector puede comprobar que la propiedad (48) es equiva-
lente a la condicién de Cauchy para la sucesién (S),), la cual es equivalente a
la convergencia de (S,) por la completitud de (E,|-||). B

Proposicion 6.4.4. Toda serie absolutamente convergente en un espacio de
Banach, es convergente.

Demostracién: En efecto, para cada par de ntimeros naturales m > n se
tiene
m m
Dok <D [l (49)
k=n k=n

o
Si la serie g xp converge absolutamente en (E,||-||), entonces la serie de

k=1
o0
numeros reales positivos E |xk|| converge en R.
k=1

Pero R es un espacio de Banach con respecto a la norma definida por el
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[e.e]
médulo. Luego, aplicando el criterio (48) a la serie Z lxk|| v teniendo en

k=1
cuenta (49), se obtiene el resultado deseado, gracias a 6.4.3. B

Ejemplo 13 (series convergentes y no absolutamente convergentes).
En los cursos de Analisis Clasico se demuestra que la serie de nimeros reales

0 n
-1
E ( es convergente pero no es absolutamente convergente.
n

n=1
[e.e]

Definicion 6.4.5. La serie Z:Ek en el espacio normado (E,|||) se llama
k=1

condicionalmente convergente si es convergente pero no absolutamente con-
vergente.

Ejemplo 14 (teorema de Riemann sobre el reordenamiento de se-
ries condicionalmente convergente). A continuacién enunciaremos sin
demostracién el siguiente resultado de Riemann que puede ser hallado en la
literatura sobre Analisis Matematico:

o0

Si la serie de nimeros reales E ay, es condicionalmente convergente, en-
k=1

tonces para cada nimero real a existe un reordenamiento (by) de los términos

de la sucesion (ay) (es decir, para cada aj hay un b; tal que aj, = b; y vicever-
sa), tal que Zbk = q.
k=1
El lector puede comprobar sin mucha dificultad que una serie absoluta-
0

mente convergente Zxk converge siempre al mismo valor para cualquier
k=1
reordenamiento de la sucesién (ay,).

La buisqueda de otros espacios normados diferentes de R, en los cuales se
cumpla un analogo del teorema de Rieman ha sido tema de investigaciéon para
matematicos ilustres como Stefan Banach y sobre esta tematica quedan aun
en la actualidad varios problemas abiertos.

Veamos algunos criterios para la convergencia absoluta de series cuya de-
mostracién se deja de ejercicio al lector.

Proposicion 6.4.6 (criterios de convergencia absoluta de series). Si
la sucesion (ay) del espacio normado (E, ||-||) satisface una de las propiedades
siguientes:
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n

i) Z |lag|| estd uniformemente acotada con respecto a n;
k=1

ii) ||lax|| < ax donde ay es el término general de una serie numérica conver-
[e.e]

gente; entonces la serie Z ay, es absolutamente convergente.
k=1

La nocién de base algebréica de un espacio vectorial introducida en el 6.1,
puede ser considerada en un sentido mas amplio en los espacios normados te-
niendo en cuenta la estructura topoldgica asociada a la norma. Para distinguir
esta nueva nocién del concepto de base algebriica de un espacio vectorial,
hablaremos también de base de un espacio normado. Nosotros consideramos
solamente aquellos espacios normados en que la base estd compuesta por una
cantidad de elementos a lo mas numerable.

Definicion 6.4.7 (base de un espacio normado). Una familia a lo mas
numerable de elementos (a:n)flvzl (N < c0) del espacio normado (E, ||||) se de-
nomina base de F, si cada x € E puede ser representado en la forma unica

N
= AnZn (50)
n=1

donde () es una sucesién numérica en K.

Si N < oo se dice que estamos en presencia de un espacio normado con
base finita y si N = oo, entonces a (E, ||-||) se le llama espacio normado con
base numerable.

Al nimero N se le llama dimensién topolégica de (E, ||-|).

La siguiente proposicién nos muestra algunas propiedades de las bases de
un espacio normado.

Proposicion 6.4.8. Sea (E, ||-||) un espacio normado, entonces se cumple:

i) Los elementos de cualquieer base de (F, ||-||) son vectores linealmente inde-
pendientes.

ii) Toda base de (E, ||-||) es una familia total (6.2.10) en (E, ||-||).

iii) Si {ex}n_, es una base de (E,|-||), para cada M (1 < M < N) se tiene
que
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E = [{ek}zje\il} ©® [{ek}iv:M—i—l] = E1® by,

donde por E; = [{ek}i\il} (B = {{ek}g:MH}) se denota la clausura del
espacio vectorial generado por los vectores
M N
{ekz}k:1 ({ek}k:M+1)'

Ademas, las familias de vectores {ek}kle y {ek}]kvz 141 Son bases de Ey y
FEs respectivamente.

iv) Si el espacio normado (E, ||-||) es de dimensién algebraica finita, toda base
de F es también una base algebraica y viceversa.

v) Todas las bases de (E, ||-||) tienen el mismo nimero de elementos.

Demostracion:

i) Sean {ek},]f:l una base de (E, ||-||) v

0= E”: An€n-
k=1

N
Como 6 = Z 0 e,, por la unicidad de la representacién se tiene que A\, =0
k=1
para todo k, de donde se deduce que los vectores {ek}ivzl son linealmente
independientes.

ii) Se deduce inmediatamente de la definicién de serie y de familia total.

iii) En efecto, todo x € E se escribe en la forma tnica

N M N
x = Zx\kek = Z)\kek + Z)\kek =21 + T2,
k=1 k=1 k=1

donde 1 < M < N. (En realidad estamos considerando el caso M < oo;
el caso M = N = oo es similar aunque debe ser analizado un poco més
cuidadosamente.)

Es claro que z1 € E1, x2 € E5. No resulta dificil probar que la suma de Ey
con Fy es directa.

iv) Se obtiene directamente de la definicién de base algebriica.

v) Sean {ex}r_, ¥ {bj}j]\il dos bases de (E, ||-||). Supongamos por comodi-

dad que ambas bases son a lo mas numerables. Entonces si M = N = oo
no hay contradiccion con lo que queremos probar.
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Supongamos por el absurdo que M < N, es decir M € N.

De aqui se deduce que E es un espacio vectorial de dimension algebraica
finita e igual a M. Por i) y la definicién de base en E, habrian N vectores
(N > M) linealmente independientes); contradiccién. B

Veamos que las propiedades expuestas en la proposicién no pueden ser
mejoradas. Para ello, analicemos los siguientes enunciados sin demostracion.
Un trabajo interesante para el lector es tratar de construir ejemplos que
muestren la veracidad de estos enunciados:

i) Existen conjuntos de vectores linealmente independientes en espacios
normados y que no son bases.

ii) Existen familias totales que no son bases.

En el préximo epigrafe veremos que en los espacios euclideanos existe una
equivalencia entre las bases y las familias totales formadas por vectores ortogo-
nales.

iii) Si F' es una familia total en (E,||-||) constituida por vectores linealmente
independientes y si {F1, F5} es una particién de F;

F=FNUFy FNNFy :(Z),
entonces, en general, no tiene que cumplirse que

E =[] & [F]
(Explique jpor qué?)

iv) En algunos espacios normados de dimensién infinita, existen bases que
no son bases algebraicas. Acerca de esto hablamos en el 6.1 cuando se
introdujo la definicién de base algebraica. Alli vimos que en el espacio
normado (C ([a,b] ,R), ||-||,,) cualquier base algebrdica tiene la potencia
del continuo. Ademsds, en el ejemplo 5 vimos que (C ([a,b],R), ||‘]l.)
tiene subfamilias totales numerables. Por el enenciado de ii) no podemos
asegurar de lo anterior que (C ([a,b],R), ||-||,,) tiene base numerable
como espacio normado. Este resultado, aunque cierto, es mucho mas
profundo y no entraremos aqui en su estudio.

Para culminar este epigrafe veamos la proposicién siguiente:

Proposicion 6.4.9. Todo espacio normado con base a lo mas numerable es
separable.

Demostracion: Probemos que en un espacio normado (E,||-|]]) con base a
lo més numerable {z,})_| (N < 00) existe un subconjunto finito o numerable
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denso. El caso N < oo es trivial ya que en ese caso (E,||-|]|) es un espacio nor-
mado de dimensién finita y por lo tanto es homeomorfo (6.2.13) a un espacio
euclideano del tipo K"(K = R o C) el cual sabemos que es separable. Con-
sideremos entonces que N = oo y definamos, a partir de la familia numerable
{xn}>2 |, el subconjunto A de E constituido por los elementos de la forma

P
Zrnajn, (51)
n=1

donde p es cualquier enetero positivo y los coeficientes r,, son niimeros raciona-
les.

Mostremos que el conjunto A es numerable. En efecto, si denotamos por
A, al conjunto de todos los elementos de la forma (51) para p fijo, entonces,
la potencia de A, coincide con la de QP, y por lo tanto, A, es numerable. Por

otra parte, no es dificil verificar que
o

A=Y A,
de donde se deduce que A es numerable por ser la unién numerable de con-

juntos numerables. Por la definicién de base (6.4.7), todo = € E puede ser
representado en la forma

o) p
T = E AnZyn = lim g AnLn-
p—00
n=1 n=1

(p)

Para cada p € N seleccionamos ntimeros racionales (ry’ (n=1),...,p)
tales que
1
rqu ) _ Al < T
p* [[n]|

y supongamos

p
2@ =3 "rPa,,
n=1

entonces,
2P e A, C Ay

P
2P _ Z P
n=1

Luego,

p
Z(rﬁf’) — An)Zn

n=1

E_Ir—‘

o1
<p-—==
p2
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P P
P — Z AnTn Z AnLp — X
n=1 n=1

o)~ < g <

P
Z AnLp — X

n=1n
de donde se tiene que z = lim(z®)), lo cual prueba que A es denso en E, y
por lo tanto, E es separable.ll

1
<>+ .0,
p

p— 00

Ejemplo 15 (espacios normados con base numerable). En los espacios
I' (N) y I? (N) una base numerable estd formada por una sucesién de vectores
unitarios. En efecto si x = (&1,&s,...,&,,,...) €I (N)ysie, (0,...,0,1,0...),
donde el 1 estd ubicado en el lugar n— ésimo, son los vectores unitarios, en-
tonces considerando

k
z®) = Zénen = (£1,€9, .-, &6, 0,...,0,...)
n=1

se tiene que
o0

lo® =all = > lel —o0.

n=k+1

o
Luego = = g &,en. Inversamente, si para x se tiene una representacion

n=1

[e.e]
del tipo x = Z Anén, €s facil ver que \,, = &,, para todo n. De aqui concluimos
n=1
que la coleccién de vectores unitarios {e,} es una base numerable de [! (N).
Un razonamiento similar es también vélido para [? (N). Sin embargo, estos
vectores unitarios no constituyen una base en el espacio {*° (N). En efecto, si
esto ocurriera, entonces cada x € [*° (N) podria escribirse en la forma

> &en. (52)
n=1

Definiendo z*) como en el caso anterior tendrfamos
|2 — || = suplé,|
n>k

pero esta tltima expresion no tiene necesariamente que tender a cero cuando
k — o0, es decir, la serie (52) no converge necesariamente con respecto a la
norma de [*° (N). En el capitulo 2 habiamos visto que [*° (N) no es separable,
luego por 6.4.9 no puede tener ninguna base numerable.

Nosotros no consideraremos en este epigrafe el problema de la construccién
de bases en (C ([a,b],R),||-||,,) pues este problema es mucho més complicado
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aunque ya hemos indicado que este espacio normado tiene base numerable. No
obstante, en los préximos epigrafes entraremos con mas detalle en el estudio de
las bases en el espacio C ([a,b] ,R) provisto de las normas ||-||; y |||, definidas
en (32) y (33).

Ejercicios de Autocontrol

1. Demuestre que en un espacio normado toda serie absolutamente conver-
gente converge siempre al mismo limite para cualquier reordenamiento
de sus términos.

2. Demuestre que un espacio normado es de Banach si y solo si, cuando
cada serie absolutamente convergente es también convergente.

6.5 ESPACIOS EUCLIDEANOS

En este epigrafe estudiaremos espacios normados en los cuales aparecen deter-
minados conceptos geométricos que al conjugarse con la estructura vectorial y
la estructura métrica, nos permiten obtener resultados mas fuertes que los en-
contrados en la teoria expuesta hasta el momento. Por ejemplo, en los espacios
euclideanos:

a) se mejoran los resultados sobre mejor aproximacion desarrollados en el
epigrafe anterior;

b) se establece una relacién entre las bases y las familias totales mediante
las llamadas series de Fourier.

El concepto adicional que introduciremos y que ademéas es compatible,
en un sentido que precisaremos mas adelante, con la estructura de espacio
normado es el de ortogonalidad.

Precisamente a partir de este nuevo concepto se puede generalizar a los
espacios euclideanos el conocido resultado de los cursos elementales de Geome-
tria que nos dice que la menor distancia de un punto a una recta o a un plano,
estd dada por la longitud del segmento que parte de dicho punto y corta
perpendicularmente a la recta o al plano. Veremos que este principio bésico
de la teoria geométrica de los espacios euclideanos, es la herramienta més
poderosa para el desarrollo de la teoria de optimizacién (mejor aproximacién)
en espacios euclideanos.

Definicion 6.5.1. Un espacio euclideano es un espacio vectorial H sobre el
cuerpo K (R o C) provisto de un producto escalar definido sobre H x H. Para
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cada par de vectores x,y € H el producto escalar de z por y es un escalar que
denotaremos mediante (x,y) :

() omxm — K (53)
(zy)~(z,y)

El producto escalar satisface los axiomas siguientes:

(PE1) (z,y) = (y,z)
(PE2) (z+y,2) = (z,2) + (y,2)

(PE3) (Az,y) = A(z,y)

(PE4) (z,z) >0y (z,z) =0siysolosiz=86.

La barra sobre el miembro derecho del axioma (PE1) denota el paso al
complejo conjugado. El espacio euclideano se llama real si K = R y complejo
si K =C.

Observacion: En la literatura matematica se llama también con frecuencia
a los espacios euclideanos espacios pre-hilbertianos. La justificacién de este
nombre quedara a-clarada maés adelante.
En los espacios euclideanos reales, el axioma (PE1) se reduce a:
(2,y) = (y,7),

ya que (z,y) es siempre un nimero real. En general para espacios euclideanos
complejos el axioma (PE1) nos garantiza que (x,z) es real para todo = € H.
De (PE2) y (PE3) se deduce la linealidad del producto escalar con respecto
al primer argumento. Si conjugamos estos dos axiomas con (PE1), tendremos
para el segundo argumento:

(. \y + pz) = X (a,y) + T, 2) (54)

A partir de ahora, al nimero \/(z, x) lo denotaremos por ||z||. Nuestro primer
objetivo es verificar que ||z|| define efectivamente una norma sobre H. Los
axiomas (PE1) y (PE3) nos dan (N2) mientras que de (PE4) se deduce
(N1).

La demostracién de la desigualdad triangular (N3) es un poco més com-
plicado. Para ello es necesario probar un importante lema que es fundamental
a lo largo de este epigrafe.

Lema 6.5.2 (desigualdad de Cuchy-Buniakowsky). Para todo par de
vectores x, %y en un espacio euclideano se cumple

[, )| < [l {lyll - (55)
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La igualdad ocurre si y solo si
r=Ayo6y=>0.

Demostracion: Si y = 6 la desigualdad ocurre trivialmente. Supongamos
entonces que y # 0. Para todo escalar A\ € K, se tiene
0 < (z—Xy,x—Ay) = (z,2) = Ay,@) = X(z,9) + |\* (4, )
En particular, para A = (z,z) / (y,y), tendremos
2
(2, )|
(y,y)

0<(z,z) —

lo que equivale a

(@, )| < V@, 2) (v, y) = [zl |yl

Se deja de ejercicio al lector comprobar la segunda parte del lema. B
Proposicion 6.5.3. En un espacio euclideano (H, (,)) la funcién:
|z|| = \/{(x,z) es una norma.

Demostracion: Queda solamente por establecer la desigualdad triangular
(N3). Para cualesquiera x,y € H, tenemos

|z +yl* = (@ +y.2+y) = (2,2) + (2,9) + (Y.2) + (y,9) =

2 2
< ]| + 2 [z, y)| + [[ylI”-
Por la desigualdad de Cauchy-Buniakovsky se deduce que
2 2 2
lz +ylI* < llzll” + 2| lyll + gl = =l + [ly])>.
Extrayendo la raiz cuadrada a ambos lados se obtiene el resultado deseado.
|

Observacion: De ahora en adelante llamremos también espacio euclideano
al espacio normado (E, ||||) donde la norma puede ser obtenida a partir de un
producto escalar (,) poniendo ||z|| = /(x, )

Si se introduce un producto escalar convenientemente puede mostrarse que
muchos de los espacios normados considerados hasta el momento son espacios
euclideanos en el sentido de la observacion anterior.

Ejemplo 16. El espacio R" de los n—uplos de niimero reales, provisto de la
norma ||-||, (29) es un espacio euclideano. Basta notar que para los vectores
x=(&,...&,), y=(ny,...n,) de R™, la aplicacién de R"xR"— R definida
por:

(w,y) =D &mi (56)
=1
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es un producto escalar real (compruébelo), y ademas, ||z2| = v/ (z, x).

Sabemos que las norams |||, , [|||; ¥ |||l definidas por (25)—(27), proveen
a R™ de la misma estructura topoldgica (los mismos abiertos) y por tanto,
de la misma convergencia y ademas por 6.2.13 ellas son también, en cierto
sentido, equivalentes desde el punto de vista métrico. Sin embargo, veremos
més adelante que de ellas solamente ||-||, provee a R™ de estructura de espacio
euclideano.

Esta observacion resulta fundamental para el estudio de la estructura geo-
métrica de los espacios R™.

Ejemplo 17. El espacio real Iy (N) se convierte en un espacio euclideano para
el producto escalar de los vectores

T = (glag%"'agn“‘)’ Yy = ("71’772a"'a77n"‘) deﬁnido por
(z.y)y = Y Emie (57)
=1

La desigualdad de Hélder para 12 (N) (ver capitulo2) que en este caso coincide
con la desigualdad de Cauchy-Schwartz correspondiente a (57), garantiza que
{z,y)| < ||z|l|lyll