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4�� ��� ��!��������	%�� ���"#��	��� ��� ����� �	����	%�� (:� ��	�	>����� ���
��6	�	�	%�� ��� �����	����� �����5#�� ���� �����!��� ���1���:� ���!����� ������	��
<��� ���� �����	����� ���5��������� ��� !����� � � ��� ;�� ���� ����� ���� ��� ����
"#��	���� � ���F � (� ���:� ���� ���� "	�"���� =����:� ����� ���� 	��	��� <��� 	� �
!�� �	4�����@�� �	� �#�-	&.	����� �	� �*�	��#�	��"*	�	�� �*����*�&�	� !��� �#!�� �
"#&� �#�?*��#�� $G�� .	�	&�!	�� ��	$"&	� B*	� 	��#�� �#��	�.��� �	�	&$������ �
�#!���

4� ��� G5��	� � � �H� /���G � �� H� ��� ��!��	��"#��	���(� �� � S��� � /�� �	���<���
E � $� � � ��� ���� -	������� �	� �� � � � <��� � � � ��� ��� "*��#� ���	&�#& � ��� E� � �	�
��	���� ��� �B"���� ����� 3� , � 2:� ����<��� E �4� >=� �# �3��

=��������	%���������������5��	������� ����!����� �� � ��� � �� �� � ����������

!���?�G�e�H8

/���	���<��� E ����5��	����� ���� ��1���������  � ��� � � �	� E �O�? MG	H�!����
����� � � O�  � � =�� ������	%�� ��� ������ ���� 5��	������� ���� ��1���������  � ���
� �� �� � ��� �������!��� E=� ��
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�# Capítulo 1.

.15	�"��������� ����������	��� A,� ���� A�(�6�� A�6��"�������!���	�	%�����
(E,d).

=���!����	%����������:� ��6	�	�����1������� ��1���������� ������ ��!��	��
"#��	��� ����<�	���:� ��"!��� ��� �	��	����� !��!	����� �5	�����C

A C B �RN�~A�$� � �

� � *�� G�� �� ��� � 	>� �	� � � � � � � � ��� ��� � �� ��H��  �� �����!��	�� "#��	���
(E. d)� ���� �<�	5�������C

	H�a E A,

		H�d(a,A) = � 2:

			H�  �	�������� �����	%�� (xn)� ��� ���"������ ��� A � ����<��� xn� V \� a.
d

4 �" � � �� � � 	%� �� /�� ����� ��� �����	�	�� ����������� `

 �� ��������� A � ��� ���"�� denso� ��� (E, d)� �	� A �R �E.

 �� " ! �� � ��� G��!��	������6���	���������	�����(����6���	�����������������
	������1��H�� 4�����"��� !��� C[a,b]� ��� ��������� ��� ������ ���� 6���	�����
������� ����	����� ��6	�	���� ��1��� ��� 	����5���� K�:�L:� (� !��� L� [a,b]� ��� ���&
��������� ����6���	������������ ��6	�	���� ��1���K�:� b)� ��(�� ������������	���&
���1������ ����	������=�1�������  �� �����	��� ��� teorema de aproximación�
de Weierstrass�<��� �	���<��������6���	%�����������	������6	�	�����1������
	����5���� K�:��L� !����� ���� ��	6��"�"����� �!���	"����!��� !��	��"	��� ��&
��1��	����G5#��������	1��� ��"������ ����������������6���	�����(������@�	�	��
6���	����� ��� ��+�� g��"�����5�K��LH�







�2 �������	� ��

/	� ��6	�	"��
P �C� 2 � �� 2

"��	����
4 � � � �R ��4� � � � . � � � � �

��� ��� �	6��	��5��	6	����<���P ���� ����	����!��� ������P �(� .� � (�<��� ���"@��

( � 	 � � �4 � � � � � �. � � �K� � � 4 L ! �C2�

�����:� �!�	��������� �������������� �����"���:� ��� ������(��<������ ���������
��� ���� !������ ��� ��	��	����	�� ���P �(� . � ��� ����������� G � � � �� � `

$�"��7�"��� 5	���� ��� ��� ��"������	%�� ���� �����"�� �����	��:� ��� !��&
!	����� �����!����	%��!����1	���������"�(�	"!�������������������	���������
6���	���������	������ ;����������"@��<������!��!	�����<����	������	������
��1�������������������!��	���"#��	���:����!����� ������!�������!����1	��&
���:� ���@� ���	"�"����� �����	������ ���� ��� !��	1	�	���� ��� !��������� ����
6���	%�� ����	���� �� ��� ��"	�	��"@�� �"!�	�� ������5������������	��	����

+�� ��� �	6��	�� ��"������� <��� ��� ��� ��!��	�� "#��	��:� ����<�	��� ���&
������ �������� !����� ���� ��!������ ��� ����� !�����<��� ��� !��������� �� #��
!���"��	�� ���5��	������� �1	������ �	���������  ����!��!	����� ��� ���"����
&	.*!�&����� �	� !#�� 	�"���#�� $%�&��#� � (� ��� ����� ��� ������(�� ��� �����"��
�	��	����

� � ��� G! � � �� � � � � 	%� � � � � 6� � �	� � � � � ��� �	� � � �� �� �� � ��� � � � ��H� /����
 � ��� ��1��������� ������ ���� ��!��	�� "#��	��� G � � � �� � � 4 � �� � ���U� � V\�
�2��" H� ���� �!�	���	%�� ����	�����  �������� ��	���� ����B�	��� !��������	%��
����	���

P �C�� �� �� �V\� �2�"� � G4 � � H�R �4 � � � � �!���� ����� � � O� �� � �

�	� (� �%����	:�!��������� � �S�� � ��	���� �	"�PG � H � ��� G�0:� "��
�) 

4 �" � � �� � � 	%� �� /��� P � C� G�:� �=� � 8b ��2��"� � ����	����(� ��!����"��







§ 1.1. 19

Del Teorema 6 se concluye que I  posee una prolongación continua 
I  : (R. dea) —► R. Se prueba sin dificultad que I  es lineal. Para cada

b
f  G R, se utiliza la notación I ( f ) =  f  f (x )dx  y se le llama integral de

a
Cauchy de la función / .  □

Dos sub conjuntos A  y B  de un conjunto E  se dice que son separados 
por la función f  : E  R, si existen a, (3 € R tales que a < ¡3 y

f ( x )  < a para todo i £  A, 

f ( x )  >  ¡3 para todo x G B.
(5)

Esto significa intuitivamente que A y  B  son separados por dos líneas (o 
superficies) de nivel de / ,  a saber { /  =  o }  y { /  =  /?}.

Si E  es un espacio métrico provisto de la métrica d y f  es continua, 
entonces la separación de los conjuntos A y  B  por /  implica la separación 
de A y  B  mediante vecindades abiertas disjuntas. En efecto basta notar 
que la condición (5) es equivalente a que

A  C { /  < a }  y B  C { /  > ¡3}.

Pero
{ / < « }  =  / - 1 ( - oo, g0 { /  >  0 }  =  / - 1 ( 0 ,+ o o )

y por el Teorema 2 estos conjuntos son abiertos en E  ya que /  es con­
tinua.

Llamaremos función de Urysohn para el par de subconjuntos A y  B  
del espacio métrico (E, d) a toda función real continua /  : E  —»■ [0,1] tal 
que

f[A] =  {0 } y f[B] =  {1 }.

Obviamente una función de Urysobn para el par (A, B)  separa a los 
conjuntos A y B  en (E,d).  Reciprocamente, si existe alguna función
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 �	��������������"�(�	"!�������� ��� ��!��	���"#��	����<����	�������&
���"���������������������������!��	������	������;o:�����������	�7�����!�&
�	��������!������	��������5��	�����<������@����������!������	��1	(���	5��
(� 1	����	���� ���� ;J � G���� ���"�����5��	������� ��!��%�	���H�� /�1��� ������
��!��	��� ��� ��� �	6��	�� ��6	�	�� ��� <��� ���� 6���	����� �	6�����	�1���:� !������
<�������	6�����	�1	�	������:� ���	�����<����������	��	���:� ���� noción local.�
 �� ��"1	�:� ��� 	�������� ��� ����6���	%�� ��!����� ���� ��"!����"	����� ���
���6���	%�� ��1��� ����� ��� ��!��	�:� ��� 	�������� ��� ���� noción global.� -����
	�������	�� �����!���� ���1����� ��1��� espacios localmente euclideanos� ���
�����	���� �#��	���� ��� 5	������� ���	����� (� !��!	������� ���1����� ���� ��&
�	����� (� !��!	������� ��������� F��� ��� ������ "#������ ���@�������7�"�����
5	�������� ���� ��� propiedad de normalidad� ��� ���� ��!��	��� "#��	���:� ���
���	�� ���� ���!��	1	�	���� ��� ��!����� ��1���������� ��������� �	�������� !���
5��	������� �1	������ �	��������

$�"����"��� !��� ����	>��� ���� ��1�	"	������ �1	������ ��� ��� ��!��	��
"#��	���� +�� �������� �	6��	�� 5��	6	���� <��� ��� !��!	����� ��� ���"��	���� ���
���� ��!��	���"#��	���� ��� �<�	5������� ��<���!����������������� C� ��� (E, dH�
(� V �5��	������1	�������� C,���	���������5��	������1	����� W � ��� C,�����<��

C� $� W � $� W�$� V � G)H

4�� G)H� ��� ������(�� <��� ��� !��!	����� ��� ���"��	���� !����� ���� 	����!��&
�������"�� ����!��!	����� <��� ��������<��� ��� ����� ��1�	"	�����G?�:�?p 2 H�
��� G E ,dH:� ���� ��� ���� ���"�����:� !��� ���"!��� V\� !����� ����	��	���� !���
��� �1	�����"@�� !�<��D�� W\� ����<��

Wi� $�?	

��� "������<��� ��� !��� G� 	:�? 2 H� ����	�B�� �	����� ��� ��1�	"	����� �1	�����
��� E.

 �� �6����� �	� Vi� F� V2 — E � (� ?�:� V2 £ 6¿,� ��������� C =  E \ V -2� $� ?	�
��� �������:� ������ ��	���:� ���B�� G)H� ��� �1	����� W\� ���� <��� C C W\� $�
C W i � $� V\.� .15	�"����� ����� W\� ��"!������� !��!	������� ��<���	����

�!�	������ ����� "#����� �����	5�"����� �� ������ ���� �1	������ ��� ���
��1�	"	����� �1	����� 6	�	��� G? �:��� .,V n)� ��� �1�	���� ����� ��1�	"	����� �8�
1	����� más fino� G� 	:� � � : � Wn)� ���"���� encogimiento� ��� G?MH:� ���� <��





#& �������	� ��

+�� �������� �	6��	�� ��"������� <��� ��� � 4 � ��	 ! � 	�� *��� 4�$�!��� �	�4*�/
��#�	��&	�!	�� �#����*��� �#�&	� �� ����� ��!�B*	� !��4�$�!��� �	� �*�� �#"#&�	�� 	� �
!#��!$	��	�4������� 	��#��	�� !��4*���@�� �*$�

4�R � c �4 �� C�G� :��� �V\� ;� ��� ����	�����
�)!

4 � � � �� G! � � �	� 	%� � � � � � � 	� � � :� ! � � �	� 	%� � � � � � � 	� � � � � �1 � � � 	&
��� �� �� ��� � �1 �	" 	� � ��H� F���6�"	�	�:� ��"� �� 	 ! � 6���	����� ����	�����
�"�� �� �� ����� �,V � K2:�L� ������"�� "�&����@�� �	� *����� � ��1��� �� ���� � �	� ��"!��C

	H� =��6�"	�	��G��!� �"��� 	 ! � ��� �����"�����6	�	��

		H� _A� ��,���� �� � � �� !���� ����� � �S��� �
� � �

���� ���"@�� �W��� 	? � ��� ��1�	"	����� ��� G � �� H��  �������� ��� !���	�	%��
��� ��	���� (�<���U! � ������"�� �*�#&������� �!��*�&�$�	��#� �W� ��U� � �	�!����
����� � � � � � � ��� �	���� ��!� �"� � $� W� � � �1����!���"��� �����	��� ��� �����"��
6����"������ �	��	����C

� � � �� G�� 	� �� � � 	� � � � � ! � � �	�	� � � � � � � � � � 	� � � � � �1�� � 	� � � � �H�  �� ���
��!��	�� "#��	��� ����� ��1�	"	����� �1	����:� �����"�����6	�	��:� !����� ����
!���	�	%�� ��� ��	���� ��1���	�����

4 �" � � �� � � 	%� �� /��� �W���U? � ��� ��1�	"	����� �1	����� �����"�����
6	�	��� ��� G � �� H��  �	���� ��� �����	"	����� Gh�H�]� : � ���� <��� ��"!��� G � H��
/�1�"��� ���"@�� !��� ��� �����"�� )�<��� ��	�����6���	����� ����	����� 4 �� ��
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que dos métricas son topológicamente equivalentes si y sólo si definen 
las mismas sucesiones convergentes. Luego, continuidad y convergencia 
dependen esencialmente de la colección de los abiertos pero no de la 
métrica específica que la define.

En toda estructura matemática; ya sea la estructura conjuntista, la 
estructura topológica, la estructura uniforme, la estructura geométrica, 
la estructura diferencial, la estructura algebraica, la estructura bornológi- 
ca, la estructura medible, etc; existe siempre un concepto de isomorfismo 
que conserva las propiedades que son intrínsecas a una estructura dada. 
De esta forma, dentro de una misma estructura, dos entes isomorfos son 
indistinguibles.

Por ejemplo, desde el punto de vista de la teoría de conjuntos, dos 
conjuntos son isomorfos si existe una biyección entre ellos. La estructura 
métrica, por ser una estructura adicional sobre los conjuntos, debe tener 
un concepto de isomorfismo tal que conserve el ya aceptado para los 
conjuntos. Se dice entonces que dos espacios métricos (E, d) y (E, p) son 
isomorfos si existe una biyección /  : E  —► E tal que

P(f (x ) , f (y ) )  - d(x,y),  para todos x ,y  € E (9)

Para la estructura topológica dos espacios métricos son isomorfos, si 
existe un homeomorfismo entre ellos. Es decir, si existe una aplicación 
biyectiva entre dichos espacios y tal que tanto ella como su inversa sean 
continuas.

Del Teorema 2 se concluye que si los espacios métricos (E, d) y (E, p) 
son homeomorfos, se tiene una correspondencia biunívoca no solamente 
entre los elementos de E  y F, sino también entre los elementos de y
V

Precisamente llamaremos propiedades y nociones topológicas en los 
espacios métricos a aquellas que se mantienen invariantes ante homeo- 
morfismos. En el próximo epígrafe (1.2) estudiaremos otras nociones 
topológicas importantes en los espacios métricos: compacidad y cone­
xión. También veremos en § 1.2 otras nociones no topológicas en los
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(E, d) se llama de Cauchy si para cada e > O es posible hallar un número 
natural no =  «o (£), tal que

m,n  > %  => d(xm, x n) < s.

D 2. (función uniform emente continua) Una función

f : ( E , d ) ^ ( F , p )

se llama uniformemente continua si para cada e > 0  es posible hallar un 
número real S — S(e, f )  >  0, tal que para todos x ,y  £ E:

d(x, y) < S =► p ( f (x ) , f ( y ) )  < e.

Notemos que, a diferencia de la definición de continuidad, el numero 6 
en la Definición 2 depende de e pero no de x £ E.

P 1 . (propiedades de las sucesiones de Cauchy) Sea (E,d ) un 
espacio métrico. Entonces:

i) Toda sucesión convergente en (E. d) es de Cauchy;

ii) Si la sucesión de Cauchy (xn) tiene una subsucesión convergente en 
(E, d)(xtp̂  —> x), entonces la propia sucesión [xn) es convergente 
y además (xn) —> x.

D em ostración. Se deja al lector. □

E jem plo 1 . (sucesión de Cauchy no convergente) La proposición an­
terior nos sugiere la existencia de sucesiones de Cauchy en un espacio 
métrico que no son convergentes. En efecto, consideremos el espacio 
C[0 , 1 ] provisto de la métrica

l

4

8�49







32 Capítulo 1.

inmediata de la continuidad uniforme de /  y del Teorema 1.1.19. La 
demostración de la continuidad uniforme de /  se deja al lector. □

T  2 . (del com pletam iento) Todo espacio métrico (E,d ) admite 
un completamiento, es decir existe un par (h , (F, p)) con las siguientes 
propiedades:

i) (F, p) es un espacio métrico completo,

ii) h : (E,d ) —► (F, p) cumple que p(h(x),h(y))  =  d(x ,y ) , (x ,y  G E), 
o sea h : (E, d) —»• (^[-E],/>&[£]) es una isometría,

iii) h[E] es denso en (F,p ).

Además, el completamiento de un espacio métrico es único salvo isome- 
trías.

D em ostración. Demostraremos primeramente la unicidad del com­
pletamiento. Sean (fij, (T i,p i)) y (/1 2 , (-£2 ,¿>2 )) dos completamientos de 
{E,d).  Evidentemente h = ho o h^1 : h\[E] —>• h� [E\ es una isometría 
y por tanto un isomorfismo uniforme. Según el Teorema 1 , h puede ex­
tenderse a un isomorfismo uniforme h : (-Fj,pi) —»• (F � ,P� ) el cual por 
continuidad es claramente una isometría.

Pasemos ahora a probar la existencia del completamiento. Sea ��  G 
E  fijo y definamos la aplicación

h : E B(E,R)

que asocia a todo x £ E la función gx definida por:

9x(y) =  d ( y , x ) - d ( y , x  0).

Es claro que gx G B(E,R)  pues sup^^ \gx(y)\ =  � � � � �� 	�
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orden j  en la dirección normal exterior u a díl, puede extenderse 
continuamente a una aplicación lineal

Nj : H k(ü) -+ # * - i - l /2 ( r )  (149)

de manera tal que la inmersión (149) es compacta y sobreyectiva. 
Existe una aplicación lineal y continua de levantamiento

Pj : H k- j - ^ 2{T) — H k(ü)  (150)

que es inversa de Nj a la derecha.
7 > 7

9 >

D em ostración. La demostración del inciso ii) puede encontrarse 
en el libro de J.L. Lions y E. Magenes: Problemas de contorno no ho­
mogéneos y sus aplicaciones. El inciso i) puede ser obtenido de manera 
similar, atendiendo a la definición de los espacios H S(T), y se deja de 
ejercicio al lector. □

D  7. (trazas en sentido de Soboliev) Sean Í1 y T como en el Teorema 
14. Si |a| < k — a la función Ta(u) E ,fir*Hal- - ¡£ (r )  se le llama 
traza en sentido de Soboliev de la derivada de orden a de la función 
u E Hk{Ü).

En particular, para a  =  0, la función T q(u ) =  cuando existe, se 
llama traza de la función u E H k(ti) a T.

Observación. Consideremos la variedad compacta suave T de dimen­
sión p < n contenida en ü  C Rn. Si u E H k(Q), se puede encontrar 
una sucesión un E tal que Daun Dau en ¿ 2 (^ ) Para f°d °
a  con |o| < k. Tiene sentido considerar las restricciones Daun\p. El 
Teorema 14 i), nos dice que si |a| <  k — entonces la sucesión de 
funciones es una sucesión de Cauchy en L2(T), por lo tanto,
converge a una función ga en ¿ 2 (T) a la cual se llama traza de Dau 
a T : Tau ü a u(p =  ga. Esta definición tiene sentido, ya que ga
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depende solamente de u y no de la elección de la sucesión un en C°°(íl). 
Resulta que si |a¡ > k — entonces la sucesión de funciones D aun |p 
ó en caso de que converja, su límite dependerá no sólo de u sino de la 
sucesión un escogida.

Consideremos de nuevo la región íí C Rn y la superficie T C como 
en el Teorema 14. Los espacios de Banach

H$(íl;T), (151)

definidos como la clausura de

C§°(íl \  T )  =
u 6  C°°(í}) : u se anula en alguna 

vecindad de T en Í1
(152)

en H k(íl), nos serán de gran utilidad en el estudio de los operadores 
diferenciales. En particular, si íl es acotado y T =  díl, denotaremos

H^{íl) =  H^{ü-dü) (153)

Para cualquier función u £ <7g°(íí \ T) se tiene que D au\p — 0, 
luego por el Teorema 14, para las trazas de las derivadas de orden a de 
funciones de se tendrá

Ta(u) =  Dau\T =  0; \a\ < k —

Más exactamente se tiene el teorema siguiente:

T  15. Sean íl y T como en el Teorema 14

i) Si k > ^2 ^, entonces

l í 0* ( í l ; r )  =  { u e H k( í l ) :T a(u) =  D au |r =  0}

0  < lal < k —
n — p 

2  ’ (154)
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es decir Pm (x ) =  % para todo x £ M. □

E jem plo 3. (operadores simétricos en espacios de Hilbert) Un operador 
A de un espacio de Hilbert (H, (-)) en sí mismo se llama simétrico si se 
cumple

(Ax,y) -  (x ,Ay), (4)

para todo par x, y de elementos de H.

No es difícil comprobar que todo operador simétrico es lineal (ejer­
cicio). Un resultado mucho más profundo y que se deriva del llamado 
teorema del grafo cerrado, cuya demostración veremos en el § 2.5, dice 
que todo operador simétrico definido sobre un espacio de Hilbert es con­
tinuo. Este ejemplo nos muestra una vez más la relación intrínseca que 
existe sobre conceptos de orígenes diferentes como son la continuidad 
(de carácter topológico) y la simetría (de carácter geométrico).

Si se consideran en calidad de espacio de Hilbert, los espacios eu- 
clideanos de dimensión finita C", no resulta difícil verificar que a los 
operadores simétricos de C”  en sí mismo, corresponden las matrices 
simétricas de orden n x n, es decir, aquellas tales que =  aj¡, para 
todo par i , j  con �  < i , j  <  n. □

E jem plo 4. (operadores unitarios) Son aquellos operadores definidos 
de un espacio normado (E, || • ||) sobre sí mismo y tales que

\\Ax\\ =  ||a;||, (5)

para todo x £ E. Si E  es además euclideano y A  lineal, no es difícil 
comprobar que la propiedad (5) implica

(Ax,Ay)  =  {x,y)  ( � )

para todos x ,y  £ E  (ejercicio),

El lector puede comprobar que en el caso en que E =  Cn, a los
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es decir,  � � ��  —*  � � � �  de donde concluimos la continuidad de   en un 
punto arbitrario �  £ O�

Sabemos que un conjunto >  de un espacio normado (� , || • ||j) está 
acotado si existe una constante D � ,  0 tal que ¡|a:||i < D  para todo 
�  £ >�

Para probar ii) iii), supongamos que   : �  —4- 2  es un operador 
lineal para el cual existe un conjunto acotado >  en �  tal que  �>�  no 
es un subconjunto acotado de 2�  Entonces para cada tí £ N, se puede 
encontrar un elemento � �� )� >  tal que

M0n)IÍ2 > �  (12)

Como >  es acotado, existe una constante D � ,  0 tal que

|[xn||i < D  para todo n £ N . (13)

De (13) se deduce obviamente que la sucesión (^ -)  converge a cero 
en ��  Pero de (12) se tiene que ||2l (^ L)|| >  1 y, por lo tanto,  �U ' �  no 
converge a 4 (0 )  =  0 , luego   no sería continuo, con lo cual llegamos a 
una contradicción.

iii) �JV  iv) es evidente.

iv) => v) Supongamos que no existe una constante D � ,  0, tal que 
se cumpla (10). Entonces, para cualquier entero positivo ra, existe un 
elemento � �  en ��  tal que

> »||®n||l (14)

Si ponemos
�[� �  -̀ �

Xn

llalli ’
entonces �[�  € >�g y, por lo tanto (14) contradice iv).
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Finalmente para probar que v) �,  i) basta notar que de (10) se deduce 
inmediatamente la continuidad de   en zq =  ©• O

Observación. Un operador lineal   : (JE, [[ • ¡ji) —> �2�  |¡ • H2 ) se llama 
�#$"���#  si transforma conjuntos acotados de �  en conjuntos relativa­
mente compactos de 2�  Como todo subconjunto relativamente compacto 
de un espacio normado es también acotado, del inciso iii) del Teorema 
2 , se deduce que todo operador compacto es continuo.

En el capítulo 4 nos dedicaremos al estudio de la teoría espectral de 
operadores compactos en espacios de Hilbert.

E jem plo 8 . Puede probarse sin dificultad que los operadores y fun­
cionales lineales definidos en los Ejemplos 2 y 4 -  7, son todos continuos. 
Para demostrarlo aplicaremos el criterio v) del Teorema 2. En efecto, 
como para todo �� )� e �  se tiene que �� ' � Pm ( � �  +  ��  — Pm (x ) ) i donde 
Pm ( � �  (x ~P m (x ) ) i entonces por el Teorema de Pitágoras obtenemos

11*112 =  llPJf (*)ll2 +  II* -  p m (� � II2

y, por lo tanto

||pM(*)ll <  IMÎ  para todo �� )� e�  (15)

Esta última desigualdad demuestra la continuidad del operador "J=  
del Ejemplo 2.

La propia definición (5) de los operadores unitarios nos muestra que 
todo operador unitario es continuo.

Para el operador integral (7), no es difícil comprobar la desigualdad

1
Hrízlloo < max {  4 |H:(s,í)<ft}|l*ll°o,

0 < s < l  5  
0

(16)
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En el caso particular en que F  — C, el espacio C(E, C) se llama dual 
topológico de E  y se denota por E*.

T 3. Para todo par de espacios normados (E, || • ¡|i) y (F, || • H� ) el 
espacio vectorial C (E ,F ) de los operadores linealles y continuos de E 
en F, provisto de la aplicación

&&&�&&&�:C (E ,F )  ~ ^ R + ,  A~\\\A\\\

definida en (19), es un espacio normado.

D em ostración. Se deja al lector verificar, en calidad de ejercicio, 
que la aplicación (19) satisface los requerimientos de una norma. □

E jem plo 9. Calculemos las normas de los operadores lineales continuos 
analizados en el Ejemplo � .

De (15) se deduce que |||p m III < 1� pero como para x  E M,  se tiene 
que ÜPjVfH =  ||� ;||, entonces tendremos

\\\p m \\\ =  � - (� � )

muestra que la norma de un operador uni-

dice que la norma del operador integral (7) 

�
< ^max J\K(s,t)\dt (23)

o

Podemos probar que la cantidad que se encuentra en la parte derecha 
de la desigualdad (23) es precisamente la norma de A. En efecto, sea so

La propia definición (5) 
tario es igual a � .

La desigualdad (16) nos 
es

M I
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lineal y continuo Á : E -»  F.

D em ostración. La existencia de la prolongación continua de A a 
todo E  se concluye del Teorema 1.1.6. En efecto, para cada x £ E y 
cada sucesión (xn) en M  tal que (xn) —*■ x, se tiene que

\\A(xn) -  A(xm)\\p <  |||A||||| x n -  x m\\E,

de donde se concluye que la sucesión (A (xn)) es de Cauchy y, por lo 
tanto, converge en F. Además, de la desigualdad

||A(z„) ~ A(yn)\\F < |||A||||| x n -  yn\\E,

válida para todo par de sucesiones (xn),(yn) en M  que converjan al 
mismo elemento x E E, se deduce que el límite de (A (xre)) en F  no 
depende de la elección de la sucesión (x n) en M,  siempre que (xn) — 
x. Del Teorema 1.1.6 concluimos que existe una prolongación continua 
única A : E  —*• F  de A  a todo E.

La linealidad A  así como la conservación de la norma se demuestra 
fácilmente utilizando argumentos de continuidad y por ello se dejan de 
ejercicio al lector. □

Pasemos ahora a estudiar la llamada forma algebraica del Teorema 
de Hahn-Banach del cual se deducen los teoremas de extensión de fun­
cionales lineales continuos, pero antes veamos la siguiente definición.

D 1 . (prolongación o extensión lineal) Sea /  un funcional lineal 
definido sobre un subespacio vectorial M  de un espacio vectorial E. Un 
funcional lineal g se llama una extensión lineal de / ,  si g está definido 
sobre un subespacio vectorial N  de E  que contiene a M  y además la 
restricción de g a M(g\]y; ) coincide con / .  En este caso se dice que g es 
una extensión de /  desde M  hasta N.

Dicho en forma simple, el Teorema de Hahn-Banach nos asegura que 
todo funcional lineal continuo /  definido sobre un subespacio vectorial
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resultado general es obtenido exactamente por el mismo método junto 
con una simple aplicación del Lema de Zorn. El lector familiarizado 
con el Lema de Zorn no debe tener mucha dificultad para generalizar 
la prueba. La idea básica es extender /  en una dimensión cada vez y 
aplicar la hipótesis de inducción.

Supongamos que y es un vector de E  que no está en M.  Considere­
mos todos los elementos del subespacio vectorial generado por M  y y, 
es decir [M +  y]. Un elemento x de [M +  y] tiene una representación 
única de la forma x — m +  Xy, donde m £ M  y A es un número real. 
Toda extensión /o de /  desde M  hasta [M +  y] tiene la forma

fo(x)  =  f (m)  +  Xfo(y)

y, por lo tanto, /o está totalmente determinada por la constante fo(y). 
Nosotros debemos probar que esta constante puede ser seleccionada de 
manera tal que fo(x)  < p(x) sobre [M +  y].

Para dos elementos cualesquiera m\ y m2 en M,  tenemos

f ( m i)  +  f ( m 2) =  f (m i  +  m2) < p(mi +  m2)
< p(mi -  y) + p (m 2 +  y),

de donde
/(m i)  -  p{m\ - y ) <  p(m2 +  y) -  f { m 2).

Luego

sup [ f(m) -  p(m -  y)] <  inf [p(m +  y) -  f (m)].  
meM

Por lo tanto, existe una constante C  tal que

sup [ f(m)  -  p(m - y ) ] < C  <  inf \p(m +  y) -  f (m)].  
meM meM

Entonces, para el vector x =  m +  Xy £ [M +  y], definiremos 

fo(x)  -  f (m )  +  XC.
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lineal complejo cuya parte real coincide con U. Por el razonamiento 
hecho más arriba, se tiene que g =  f  sobre M.  Además, para cada 
x G E,  existe a �  C con [ct| =  1 y, tal que ag(x)  =  |p(x)|. Por eso,

|íK»| =  g(ax) =  U(ax) < p(ax ) =  p(x). □

C � . (extensión de funcionales lineales continuos en espacios 
normados) Sea /  un funcional lineal continuo definido sobre un sub­
espacio vectorial M  de un espacio normado E. Entonces existe un fun­
cional lineal continuo g definido sobre todo E  que es una extensión de 
/  y cuya norma es igual a la norma de /  sobre M.

Demostración. Basta tomar p{x) � � �  +�+ /  � � Y aplicar el Teo­
rema de Hahn-Banach (T3). □

C � . (existencia de elementos no nulos en E*) Sea x un elemento 
de un espacio normado (E, || • ||). Entonces existe un funcional lineal 
continuo g sobre E  de norma 1 y tal que

g(x) =  ��* �� .

D em ostración. Supongamos que x ^  0 . Sobre el subespacio uni­
dimensional generado por el vector x, definamos el funcional lineal /  
mediante

/(A x) =  A||x||.

Entonces /  es un funcional lineal acotado con norma igual a uno. 
Por el Corolario � , /  puede ser extendido a un funcional lineal continuo 
g sobre E  con norma unidad. Este funcional satisface los requerimientos 
del corolario. Si x =  0 , nos sirve cualquier funcional lineal continuo 
sobre E  (cuya existencia acabamos de demostrar). O

Observación. El corolario anterior nos muestra la riqueza en elemen­
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tonces H  es cerrado por ser la preimagen mediante /  del sub conjunto 
cerrado unitario {c } .

Inversamente, supongamos que

M  =  {x  £ E  : f ( x )  =  0}

es cerrado. Sea E — [ x q  -f M] y supongamos que (xn) —> x en E. 
Entonces xn =  XnXQ+mn^x =  XxQ+m, y si denotamos por d la distancia 
de xo a M  (la cual es positiva ya que M  es cerrado), tendremos

|An — A|d < ||xTO — x|| —> 0,

y, por lo tanto, A„ —► A. Pero, por otra parte, f ( x n) =  \nf(xo )  +  
f ( m n) =  \nf (xo)  —> A /(»o) =  f ( x )- Luego, /  es continuo sobre E. □

Si /  es un funcional lineal no nulo sobre un espacio vectorial E, se 
pueden asociar al Mperplano H =  {x  £ E : f ( x )  =  c} los siguientes 
cuatro conjuntos

{x  £ E  : f ( x )  <  c}, {x  £ E : f ( x )  <  c},
{x  £ E : f ( x )  > c}, { x  £ E : f ( x )  >  c}

llamados semiespacios determinados por H . Los dos primeros se llaman 
semiespacios negativos determinados por /  y los otros dos semiespacios 
positivos. Si /  es continuo, entonces los semiespacios {x  £ E : f ( x )  < c} 
y {x  £ E : f ( x )  > c}  son abiertos mientras que {x  £ E : f ( x )  <  c} y 
{x  £ E : f ( x )  > c} son cerrados.

Como bemos visto basta el momento, existe una correspondencia entre 
los biperplanos cerrados en un espacio normado E  y los elementos de 
su espacio dual E*. Luego es de esperar que aquellos resultados en que 
juegue un papel fundamental el espacio dual E* puedan ser visualizados 
en términos de biperplanos cerrados. Por este motivo se puede demostrar 
una versión geométrica del Teorema de Hahn-Banacb la cual en su forma 
más simple nos dice que dado un conjunto convexo c con interior no 
vacío y un punto x q  que no pertenece a C°, existe un hiperplano cerrado 
que contiene a zq pero disjunto con C®.
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existe un hiperplano cerrado H  en E  que contiene a V  pero que no con­
tiene puntos interiores de C; es decir, existe un elemento /  1� E* y una 
constante k tales que

f (y )  =  k para todo v 1 V, 
f ( x )  < k para todo x 1� C.

D em ostración. Haciendo una traslación apropiada podemos supo­
ner que 0  1� C®. Sea M  el subespacio vectorial de E  generado por V. 
Entonces V  es un hiperplano en M  que no contiene al 0 ; luego existe 
un funcional lineal continuo /o sobre M  tal que

V =  {x  E M  : fo(x)  =  1}.

Sea p el funcional de Minkowsky de C. Como V  no contiene puntos 
interiores de C, tendremos que

fd(x) =  1 < p(x) para todo x E V.

Por homogeneidad, fo(Xx) =  A < p(Xx) para x 1 � V  y A > 0. 
Además, para X < 0,Jq(Xx) < 0 < p(Xx). Entonces

fo(x)  < p(x) para todo x 1 � M.

Por el Teorema de Hahn-Banach (T 2), existe una extensión /  de 
/o desde M  hasta E  que cumple f ( x )  <  p(x)  para todo x 1� E. Sea 
H  =  {x  1� E ; f ( x )  =  1}.

Como f ( x )  < p(x) sobre E  y ya que p es continuo por el Lema 1, 
tendremos que /  es continuo y además f ( x )  < �  para todo x 1� C°. 
Luego H  es el hiperplano cerrado buscado. □

Existen varios corolarios y modificaciones de este importante teorema 
de los cuales nosotros veremos el siguiente.

T  5. (teorem a de separación de Eidelheit) Sean C\ y C2 conjuntos
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II. La relación entre los funcionales bilineales continuos y los opera­
dores lineales continuos en un espacio de Hilbert.

III. La representación de los funcionales lineales continuos en espacios 
de funciones continuas (C ([a ,6],C), || • ||oo).

IV. La representación de los funcionales lineales continuos sobre
Lp(Q) (p > � � 	�

T  1 . (F- R iesz) Sea (E , ( , ) )  un espacio de Hilbert. Entonces para 
todo funcional lineal continuo /  € 17* existe un único vector a £ E  tal 
que

/ O )  =  fa(x) =  (x,a), ( x e H ) .  (31)

Más aún |||/|[¡ - ||a[¡ y todo a £ E  determina un único funcional 
lineal continuo mediante (31). En otras palabras, para todo espacio de 
Hilbert, la aplicación

E  E*,  o /a (32)

define una isometría de E  sobre E*.

D em ostración. La segunda parte del teorema es una consecuencia 
de los Ejemplos 2.1. (18) y 2.9 (26). Pasemos entonces a demostrar (31). 
Sea /  £ �O  y denotemos por E q al conjunto de todos los +�£ �  tales 
que f (y )  =  0 . Por la linealidad de / ,  Eq será un subespacio vectorial de 
� �  Además por ser /  continuo, E q es un subespacio vectorial cerrado; 
en efecto E q = / - 1 [{0}]. Si E q =  E, entonces /  =  0  y el teorema 
estaría probado tomando a =  0 .

Si E  > �  entonces, de acuerdo al Teorema 1.6.6, podemos escribir 
E  �� > �  ©  H q-. Como E  ^  > � � existe un vector no nulo z  £ > � � Como 
£ es no nido y z £ > � � necesariamente f { z )  /  0. Del fieclio que > �  es 
un subespacio vectorial de � "  podemos elegir z de manera conveniente 
de forma tal que f { z ) =  1 . Probaremos que z es un múltiplo escalar del 
vector buscado a.
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iv) si B  es la bola unidad en E (B =  { x  G E /lk ll < 1}), entonces h 
está acotada sobre B  x B;

v) existe una constante M  > 0 tal que para todo x ,y  £ E

\h(x,y)\ < M||x||1|y||.

D em ostración. Se deja de ejercicio al lector. Indicación: seguir la 
idea de las demostraciones dadas en el Teorema 2.1.2. O

Del punto v) de la proposición anterior se deduce que se puede definir 
la norma de un funcional bilineal h mediante

M = sup
x , y € E

1 K x,y)\

¡¿o

(36)

P  2 . Sea (íT, ( ,) )  un espacio euclideano y A  un operador lineal de H  en 
sí mismo. Entonces la aplicación

h: H X  H — > C ,

definida por
h(x,y ) =  {Ax,y), (37)

es un funcional bilineal. Además h es continuo si y sólo si A  es continuo
y  M =  I I I 4 I I -  (38)

D em ostración. La bilinealidad de h es una consecuencia directa 
de la linealidad de A y las propiedades del producto escalar. De (37) 
y la continuidad del producto escalar se prueba inmediatamente que h
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con respecto a Tí, si para todo z &TÍ se cumple que

(x,z)  +  (Ax,Az) =  {y, z). (43)

Demostremos la existencia de soluciones débiles para la ecuación 
(42). Para ello consideremos Tí provisto del nuevo producto escalar

[x, y] =  (x, y) +  (Ax, Ay) (44)

La comprobación de que (44) define un producto escalar en Tí se deja 
de ejercicio al lector. La norma asociada al producto escalar (44) es

IMIw = \ /W ]  = v^lMI2 + llA(x)ll2
luego, para cada y G E  fijo y todo z € Tí se tiene:

\ ( y , z ) \ < \ \ y \ \ \ \ 4 < \ \ y \ \ M n .

De esta desigualdad se tiene que para cada y fijo, la aplicación

{y,z)

es un funcional lineal y continuo en el espacio euclideano (Tí, [, ]). El 
lector puede comprobar sin muclia dificultad por la continuidad de A  y 
por ser Tí cerrado en H , que (Tí,[, ]) es también un espacio de Hilbert. 
Luego por el teorema de representación de Riesz ( 1 ), para cada y G H 
existe x £ Tí único tal que para todo z € Tí[x,z] =  (y,z).  Esto último 
es precisamente lo que queríamos demostrar: x es la solución débil de la 
ecuación (42) con respecto a Tí.

En la práctica, en ocasiones se trata de elegir el subespacio Tí con­
venientemente de manera que la solución débil (la cual siempre existe) 
coincida con la solución de (42) en sentido usual.

Esta técnica de encontrar soluciones de ecuaciones a partir de sus 
soluciones débiles es muy utilizada en la teoría de los problemas de con­
torno elípticos para ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. Para
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más información al respecto consulte el libro de V.P. Mijailov Ecuaciones 
diferenciales en derivadas parciales [6 ]. □

Pasemos ahora a estudiar el problema (III) enunciado en la intro­
ducción al § 2.3. Comencemos por las definiciones siguientes.

D  2 . (funciones de variación acotada, variación tota l) Una 
función compleja /  definida sobre el intervalo [a, h] se llama de variación 
acotada, si existe una constante C, tal que cualquiera que sea la partición

a =  a?o < x\ < . . .  < xn — b,

del intervalo [a, 6], se cumple la desigualdad

E  ! / (**) - / ( z * - l ) l < C .  (45)
k =  l

Se llama variación total en [a, 6] de la función de variación acotada 
/ ,  al número

Valf] = sup E  \f(xk) -  /(**-l)l> (46)
fc=l

donde el supremo se toma en todas las particiones finitas del intervalo 
[a,b\.

D 3. (integral de Riem ann—Stieltjes) Sea <j> una función continua a 
la izquierda y de variación acotada en [a, b\ y sea /  una función compleja 
arbitraria, definida sobre el intervalo [a, b}.

Para cualquier partición finita a =  xq < x\ < - • • < xn =  b del 
intervalo [a,b] en subintervalos elijamos £¡ € y con­
feccionemos la suma

n

1
(47)
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(por m,����  se entiende el límite por la izquierda �"��  — � )).

Si estas sumas (47) convergen a un cierto límite, cuando max(x¿ — 
x¿_l) -i- � , que no depende de la partición elegida ni del punto selec­
cionado en [x¿_i,£¿[, se dice que la función /  es ���	.&��!	� 	�� 	!��	����#  
�	� Z�	$���'6��	X?	�  en el intervalo ������  con respecto a la función de 
variación acotada @� Al valor del límite se le llama ���	.&�!��	�Z�	$���'  
6��	!�?	��  de la función /  en el intervalo [a, ��  con respecto a la función 
de variación acotada �?, y se denota

b
J  4�����"���  (48)
�

No es difícil comprobar que la integral (48) es un funcional lineal de 
/ ,  definido sobre el espacio vectorial de todas las funciones integrables 
en sentido de Riemann-Stieltjes con respecto a �?, en [a, � ].

Además, toda función continua sobre [a, ��  es obviamente integrable 
en sentido de Riemann-Stieltjes sobre [��� ] con respecto a cualquier 
función de variación acotada �"�  De la desigualdad evidente

�
I � �4�����?,��� | < E�$�4H##�  (49)

�

se concluye que 	!�4*���#��!� !��	�!  (48) �#�� �4,�4�?#�� 	�� �#����*#� 	�

�O�������  C),||.||oo)

���*� �#&$��	������#�����"#&� ;�4;�  Más exactamente se tiene el teorema 
siguiente:

T  3. (III) (F . R iesz) Todo funcional lineal continuo 2  definido en el 
espacio (C ([a, � ],C), || • ||oo) se representa de manera única en la forma

�

( 50)
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E, contiene una snbsncesión débilmente convergente.

D em ostración. Elijamos en E  un subconjunto numerable denso 
{ x\,X� , • •. ,x n, . . Si la sucesión ( f n) está acotada en norma, entonces 
la sucesión numérica

está acotada. Por ello se puede elegir una subsucesión

f(l) A 1 )j—i Al)J1 i J2 Jn j•••

de la sucesión (f n), de manera tal que la sucesión numérica

/l(1 ) (z i), Í2l\ x í)  ̂ f n \ x l) , • • •

converja. Con el mismo razonamiento se puede elegir una subsucesión 
/P ^ , / f , . . . ,  fn"\ ■. • de la sucesión ( f ^ ) ,  tal que converja la sucesión 
numérica

' - J n ’ ix2) , . . . .r(2) 829D

Continuando este proceso, obtendremos un sistema de sucesiones

A 1) Ai)
J1  h
A 2) f (2) 
Ji 1 2

Ai)• • ,/n
% 8#9

(cada una de las cuales es subsucesión de la anterior), tal que ( fn^)  
converge en los puntos x\, X� , ■ ■ ■ Entonces tomando la sucesión 
diagonal

A 2) An)J 2 I---5
obtendremos una subsucesión de la sucesión ( f n) tal que la sucesión 
numérica (fn J(x k) ) es convergente para todo k =  1 ,2 ,... Pero entonces,
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��� 5	����� ���� �����"�� �:� ��� �����	%�� (� ���5����� !���� ����<�	��
x e  e .� `

 �� " ! �� � ��� -��1��� <��� �	� E � ��� ��� ��!��	�� ���"���� ��!���1��� (�
B*� R � W P � O�E*� C� 3�P�3� ^� �X� ��� ��� 1���� ��	���� ��� ��� ��!��	�� ����� E*,�
��������� ���6�"	�	����� ���� ���������� �1	������ �#1	���� ��� B*� ��	��	��� ����
���6�"	�	�� ������� �1	������ ��6	�	���� ��� B*� !��� ���"#��	��

��

d ( f , g )  - � & . / � � � �0 �- ��+1��� � 2�
)�R2

������G x �H���������1�����������"���1���������������1������	������������
B� ��� E,

.15	�"��������������������!�������������������������1������������&
����� ���� �������� ��� ��!��	�����"������!���1���G�����	�	�H�� -�����������:�
��� ���5������	�� �#1	�� !���� �����	����� ��� 6���	������� �	������� ����	�����
��6	�	���� ��1��� ��� ��!��	�� ���"���� ��!���1��� ������!����� ����� ���5��&
����	�� ���� ���!����� �� ����"#��	��� ���� �	!�� G�,H� G�����	�	�H�

4������ ��"�����	��� �����	����� ��� ������� ��� �����"�� �	��	����C

� � 1 1 �� /��� E � ��� ��!��	�����"���� ��!���1���� ����� ��1�����������������
M � ��� E*� ��� �����	5�"����� ��"!����� ��� ��� ����	��� ��� ����<�	��� "#��	���
<��� �����	1��������5������	�� �#1	�� ��1��� M.

4 �" � � �� � � 	%� ��  ����	�	��� `

 �� �����"�� �	��	����� ��� ���� �!�	���	%�� 	"!�������� ������� �����������
5	����� ��� ������!����6��

� � 1 2 �� G�� � � � " � � � � � 9 � � � �7� � �1 �� � ���� 1����H� ����� �����	%�� 1	��8�
��������G f �H� ������1���� (en)� ��������!��	�� ���3	�1���� H � �����"1	#�� ���
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Í1 y con soporte compacto contenido en íl. En la teoría de funciones 
generalizadas con frecuencia se denota este espacio por V(íl)  y se llama 
espacio de funciones de prueba. Definamos una noción de convergencia 
para las sucesiones de funciones de 1>(íl) de la siguiente forma. Diremos 
que la sucesión (<pn) en D (íl), converge cuando n —»• oo a la función 
<p G D (íl) si:

(I) Para cualquier multi-índice a, la sucesión Vaipn converge uni­
formemente a V a <pn, cuando n —* cc;

(II) Existe un compacto K  C íl, tal que los soportes de todas las 
funciones ipn, salvo un número finito, están contenidos en K .

D 3. (funciones generalizadas o  distribuciones) Se llama función 
generalizada (distribución) en íl a todo funcional lineal y continuo sobre 
D (íl). El espacio de todas las funciones generalizadas en íl se denota 
por � >'(ÍI).

La continuidad de las funciones generalizadas u G V(£i)  se inter­
preta en el sentido de que u(ipn) —> u(ip) en C, para toda sucesión (tpn) 
que converge a <p en V(íl). La notación (u, <p) se usa para denotar la 
evaluación de la distribución u sobre la función de prueba <p.

Se dice que dos funciones generalizadas U\,U2 G 'D’(íli)  coinciden 
sobre el abierto ííj C íl), si para cualquier <p G D (íl), se cumple

=  ( « � ,V� - (67)

Se llama soporte de la función generalizada u G X>'(íl), y se denota 
por supp u, al complemento en fl del conjunto

{r  G íl : u se anula en una vecindad de x }  =
=  {x  G f l : 3 Vx vecindad abierta de x, (u, <p) =  0 G V(VX)}
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^P:7H� R �(   L! 4 �N� �R � G� 8 �P : c c H : �
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esencial, lo cual en general es mucho más simple que describir todo su 
dominio de definición. Es precisamente esto lo que se hace en la Física 
y en parte ello justifica la importancia de demostrar la autoadjuntici- 
dad esencial de los operadores que aparecen en muchos problemas de la 
Física.

Supongamos ahora que A es un operador autoadjunto y que existe 
x G T>(A*) =  V(Á),  tal que A*(x) =  ix (i — y/—í). Entonces A(x)  =  ix, 
de donde

i {x,x)  =  (i x ,x ) — (A(x) ,x)  =  {z,i4*(x))
=  {x,A(x))  =  —i(x,x)

y, por lo tanto, x =  0 . De manera análoga se prueba que la ecuación 
A*(x) — —ix no tiene soluciones diferentes de la trivial. La afirmación 
inversa: si A es un operador cerrado simétrico tal que las ecuaciones 
A*(x) =  ázix no tienen soluciones diferentes de la trivial, entonces A es 
autoadjunto, es el criterio fundamental de autoadjunticidad.

T  1 . (criterio fundam ental de autoadjunticidad) Sea A  un ope­
rador simétrico en el espacio de Hilbert H. Entonces las afirmaciones 
siguientes son equivalentes:

i) A  es autoadjunto,

ii) A  es cerrado y Ker(A* ±  ix) — { 0 } ,

iii) R(A  ±  U) -- H

D em ostración. Hemos acabado de ver que i) => ii). Supongamos 
ahora que ocurre ii) y demostremos iii). En efecto de P 3.3.3 se tiene 
que

R(A  ±  ii)  =  [Ker(A* ^  ¿/)]x =  H
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luego R(A  ±  i l ) es denso en H.  Queda por probar que R( A ±  i l ) es 
cerrado en H.  Pero para todo x E V(A),

\\(A-iI)x\\2 =  ||Ax||2 +  ||z||2.

Luego, si (xn) E V(Á)  y (A — i l ) (x n) —> yo, entonces (xn) converge 
a un cierto vector ��  £ H y A(xn) también converge. Por ser A  cerrado, 
xo € 2?(A) y (A — il) (x o) =  yo, con lo cual queda probado que R{A — 
i l)  es cerrado y con ello iii). Análogamente se tiene R(A  +  i l)  =  H. 
Mostremos finalmente que

iii) => i). Sea y G V(A*).  Por ser R{A — il)  =  H,  existe x E R(A),  tal 
que (A — il)(x ) =  (A* — il)(y)-

Pero V(A)  C V(A*),  luego y — x E V(A*),  y por tanto se sigue que 
(A* — i l ) (y — x) =  0. Por otra parte,

{ 0 }  =  H-1 =  R(A  +  i l )2- =  Ker{A* -  il),

de donde se concluye que y =  x E P(A). Esto muestra que V(A*)  =  
V(A),  o sea A es autoadjunto. □

C 1 . Sea A un operador simétrico en el espacio de Hilbert H. Entonces 
son equivalentes:

i) A es esencialmente autoadjunto,

ii) Ker(A* ±  i l )  =  { 0 }

iii) R(A* ±  i l)  son densos en H.

D em ostración. Ejercicio. □

Una condición suficiente para la autoadjunticidad nos la brinda la
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���"@�
X  =  I  -  Y, X 2 =  A.

4�"�����"��� �����	�	���� ��� ������>� ���������� /�!����"��� <��� X\�
��� ����� �!������� �	"#��	��:� ��������(� !��	�	5�:� ����<��� X 2 — A.� $�"��
X iA � R � Q 	GQ 	) 2� R � ( Xi )2Xi � R � A X i,� ��������� X\� ���"���� ���� A � (:�
!��� ��� �����:� ��"1	#�� ���"���� ���� X � !��� ���� ��� ��"	��� !������� ��� ����
�����	%�� ��� !��	��"	��� ���� �!������� A.� /���� Z � (� } �:� ������� ����������
��� Q � (� Q � : � �������	���� ��� ��� "	�"��6��"�� <��� 6��� �������	��� ��� ���>�
��������� X � ��� A.� -����"��� g�R � (X  — X\HGPH: � !���� ����<�	���P �O� H.�
 �������

l | z ( 5)i!2 +  | | z 1(p )||2 {Z2(g),g) +  (Zi(g),g)
(X(g) ,g)  +  ( X 1(g),g)

��� �� �� � � � � � � � 	 � ��
( (X2 - X ¡ ) ( f ) , g ) �

{ { A - A ) ( f ) , g ) = �0

��� ������ ����"��:� Z(g) — Z\ (g) = � 2� (:� !��� ����	��	����:� X(g)  = �
ZZ(g) —� 2 :Q 	G�H� V�Z\Z\(g) —�2�� 4�� �<��:� ������	"���<��

| | ( X  -  X i ) ( / ) | | 2 =  « X  -  X ! ) 2( / ) , / )  =  ( ( X  -  X i ) ( s ) ,  / )  =  o

��� ���	�:� GQ �8 � X zH G PH �R�2 :? P�O�H,�������Q �R �Q 	�� `

'�.� [���������� "� ��������

 �� ���	��������	%�� ��� '� *�,�� ��"��� (����1����� ��� ���	"!������	��!����
��� 0��	��� ���� �����	�� ���� ��!������ ��� �!��������� �	�������� /	� A � ��� ���
�!������� �	����� ��� Cn,� ��������� ��� ���"�� espectro de A al� ��������� ���
���� 5������� !��!	��:� ��� ���	�:� �<������� �B"����� ��"!������ �:� !���� ����
���������������	%�� Ax — Xx = �2��	���� �����	%�������	5	��� x�O�$�:� ��� ���	��
��� �!������� A — \I ���� ���	�(���	5��
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<��� ���	�6���� ��� ����	�	%�� ��� �����"�� G��H� (� ��� ���"@�� �1������"�����
����	����

+���"��� <��� ��� G��H� ��� ������:� <��� !���� ����� g� S� } 2 K0 :��L:� 1�����
��"����������!��������	�������������	%�� ip� �����!���G�2H���} 2 K0 :���L� !����
������	��<��� (p�S� -c.:���L�

4�� ��� �����	��� ������	"��� <��� G-��V� ��H� ��� ��� �!������� 	�(���	5��
!���� ����<�	��� �� S� $� (:� !��� ��������� �	���� ��� 	�5����

(Pc -  X I)-1 : R(PC�8 �XI)�V � V (PC) =  D(PC�8 �XI).

 �� �15	�� <��� R(PC — XI)� c �M2 K0 :��L� !���� ����<�	��� ��S�$:� �����

a(Pc) - � $�

���"@�

[ * *  -  -  �����  -  5 í > =  � � �  si > o.

=����� ��G-�H� R�^ 7$G-$H�F����G-�H:� �����

$(� �I �H� R� W��S� $�C�ImX < � 2X�

���G-�H� R � W��S�$�C�ImX�N�2X�

����	��"����7��������!���������@�������-�������������������GV��:���H��
+���"��� !�	"���"����� <��� !���� ����� 6���	%�� <p� S� �� 1 G;H:� ��� ��"!���
����"@�	��"����

�	"� <p(t) = � 0 �
� ������

-��� �����"��	5�� !���"��� ��6	�	�� ��� �!������� -�� ��� ;:� "��	����

Pc(<p) =  i<p'(t)� G��H

V(PC) = � -c ;L:� G��H
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6���	����� <p(t)� ]� L2 [a,b],� ������ <��

ñ S

.15	�"����� R(Q� V� XI)� ��� ������ ��� L2[a,b],� !���� ��� ��	��	��� ����
L2[a,b]� !������ <������ ����	���� ������6���	�����<��� ���� ����������� ��� ���
�������� ��� t�R � ��� `

 �� " ! �� � ,�� .1���5�"��� <��� ��� ������ ���� �!������� Q� ��� ��� ��!��	��
L2[a.b],� !�����"��� 7�1��� 	�������	��� ��� �!������� Q~¡� ��� "���	!�	���	%��
!������5��	�1���	���!���	�������� ��� ��!��	�� L2;y[a,b]� ��� ����6���	����� ���
���������	������1��������� ����	������=�1�����8/�	��������������!����������
6���	%�� 7 � ��� 5��	��	%�� ����������� [a.b]� G!������� ��6	�	�	%�� ��� ���	��������
��� =�1�����8/�	������� 5#���� ��� �	1��� ��� ��+�� g��"�����6�(� /�?�� 0�"	�C�
Fundamentos de la teoría de funciones y el análisis funcional� K�LH�

 �*� 4�"����������� ����������� �	��	�����C

1 ��8� Qy� ��� �����������:

2 ��8� =���5������� ������� ���� ��������������5����� p(Q-¡)� ��	��	���� ���� ���
!������ ��� K�:� 6L:� ��� ��� �������� ��� ���� ������� ���6���	%�� 7 � ��� ����&
�����

*��8� =��� 5������� !��!	��� ���� �!������� Qy� ���� !���	��"����� ���� !�����
��� �	�����	��	���� ������6���	%�� 7 �

,��8�  �� ��!������ ����	���� ���� �!������� Qy� ��	��	��� ���� ��� ��������� ��
!������ ��� �	������� ��� ���� ������� ���6���	%�� 7 � ��� ����	���� !���� ���
�����"����� ����������� `

 �� ��� $�!������ 6 �5���"���<������� �!��������� ���� �	!�� Qy� ������� ���
!�!���6����"������ ��� ������������� �!��������� �������������
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x� S� €�:� ����"��� B(X)(x) — AR\(Á){x)� (� A� 1 �G� HG�H� V�jR_\(A)(x) -�
X~1(B(X)�V� I)(x ). � 4�� �<��� ��� �	���

8 ��� (A -1� 8 � � - 1 ��H�lG�HG��H�R � ��� G)�H

 ���� !���1�� <��� ��� 	"����� ��� A - 1 � V� �8 � P � ��	��	��� ���� H.� -����
������!���������"1	#�����	�5���	1��:�(��<���G� - 1 �V��a 1 PHG( H� R �2�	"!�	���
y — X A~*y,� �� ���� A(y) —� �� y,� ��� ������ y�R �2�

4�� G)�H� ��� ������(�� <��� G� - 1 � V� � - 1 / ) - 1 � R �—XB(X)� ��� ��� �!�������
��������(�<��� � - 1 � S�p(A~l ).� /	� ��R �2�S� !G�H:���������� � - 1 � ��� ��������
(� . - 1 � R � ��� S� ct(A - �H� !��� ��6	�	�	%��� /	� �� R � ��� S� !G�H:� ��������� A�
��� �������� (:� !��� ��� ������ 2� R� �� - 1 � S� !G�a�H�� =����� !G�H� ��� �!�	���
"��	����� ��VN� � - 1 � ��� !G�8 � H�� =��"	�"�� !����� ���� !��1���� ��� "������
��@�����!�������� ���������� ��"!��"�����	��� .� �9 	 � (� o(A s�H�� `

-�����!��������� ��� ��!��	��� ���3	�1����������	%�� ��� ��������"#�	���
��� 	"!����������� �	5������ �!�	���	�����

4 � *�� G�� � � � � � � " #�	�� � � � � ��� � ! � � � � � �H� /��� A � ��� �!������� �	�����
��� H.�  �� ������ ��"#�	��� ��� A� ��� ��� ��������� ��� ������ ���� �B"�����
��"!�����

r(A) = �WG� G�H:�H� C� ��S�V (A ),�fK�ff� R � �X�� G)�H

 �� �������:� r(A)� ��� ��� �	� �1	����� �	� �������:� ���<��� A � ���� ��� �!�&
������ ���������  �� �����"�� �	��	����� ��� 	"!�������� !���� �"	�	��"��� ���
��"������	%��

� � ��� G� � � 3 � � � � � �66H� -���� ����<�	��� �!��������	����� A� ��� ��� ��!��	��
��� 3	�1���:� ��� ���������  �9 	 � ��� ���5����� `

4��������"�������	��� ��� ������(��<��������������� ��� r(Á)� ��� ��� ��1&
����������������� ���5���� ���$� (:� !�����������:� ��� ��"!��"�����$�z��G�H�
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|||Ea(A)!||� ^� �P� 	� �� G� :g �HH�� G)*H

4 �" � � �� � � 	%� �� ?#���� ��� �����"�� ��1��� 	�5��	��>�� ���� ���	��� ���
��6����� ��� ��� '� *�)�(� �� *������ `
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��������	���

� O K $ z g � H L � �"� � � G),H

��������� ��� ��"!������� ������� ��� $�z� &�� � � <��� ����	���� �� �� ���@� ���&
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� � � � $� c � H�� G)�H

 5	�����"����:� G),H� � ������ !���� ����<�	��� �!������� �������� ��� ��(��
����� ���"@�:� $�z��G�H� ��� �������� =����:� !�������� �!��������� ���������
��� ��"!��� G)�H�
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�������� !����� ���� �����"�� ��� ���� ����������	�� 	�"��	���� ��� �� *�,���
			H�� `

Para los operadores simétricos el rango numérico� �yG�H� G4*���*H� es�
siempre un intervalo real� <��:� ��� �������:� ���1�	���� 	�6��"��	%�� ��1���
��������	>��	%�� ���� ��!������� 4�� ��� ��6	�	�	%�� ��� r(Á),� !������� �!�������
�	"#��	��� ����"�����!���"��� �����	��<��

	�6� r(A)(u,u) < {Au,u) < � ��!� r(A )(u ,u).� G�2H

/	�� �"1����:� �	� ��1�"���<��� A� ��� �����������:� ��������� cr(AH� ��� ���
��1���������� �������� ��� ;� (� ��� ��� �	6��	�� 5��� <��� ��� ����� ����� ��� �	����
�	�"!��

<t(A H� $� �G�H�� G��H

 �� �6����:� G��H� ��� �15	�� �	� r(A) = � ;�� /	� r(A)� c � ;:� ��������� $�z� r(A)�
��� ��� ��1��������� ������� <��� �	���� 	��������	%�� ��� 5����� ���� p(AH:� (�
G)�H� ��� ������(�� �������1���5��	%�� ��������"��*�����

� � 2 �� /��� A� ��� �!������� ������������ ��� ��� ��!��	�� ��� 3	�1���� H.� /��
��"!���� ��������� ���� !��!	������� �	��	�����C

	H

		H

r{A)� ��� ��� 	����5���������(� ��� ��"!���� G)�H� (�G)�He

/	� ���� ����������� V��� < m < M  <� U��� ���� ������ <��� !���� �����
u� ]� D(A),

m{u,u) <  (Au,u) < M (u,u)� G��H

��������
a (A )c [m ,M ]; � G�*H

			H�  ����!������ ��� A� 	����(�� ������ �����"��� ��� r(a),� ��� ���	�:

	�6��[G�,H� O� �G� H:�

��!� r(A)� O� a(A).
G�,H

G��H
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/��B�� ��� �����"�� �:� ��� 	����������� G��H� ��� �����>�� �	�  � ��� ���"@��
�������������  �� ������� !����� 5��	6	���� <��� �	�  � ��� ������������ (� ���
�������	�"����� �������:� ��"1	#�� �����"!��

| p A | | |  R �[!�/�G�H� ( 9 0 )

!��������� �� )�"� �� � -���� ��"�����"@��G�����	�	�H

�"&Z� � � �R � c � �1� � �  � � � c

��������� ����"��

III^ a III <  l / | 7roA| ( 9 2 )

!���������  � �����������:� �� S� "� �� � `

-���"��� �7��������������	>��������	6��������!������������!��������� ���
�!������� ������������

� � *�� /����  � ��� �!������� ������������ ��� ��� ��!��	�� ��� 3	�1���� � � (�
��S� ;��  �������

	H� ��S� �"� ��P �Z ( �' �1���= �e�

		H� �� �� . $ �9 	  o  Z� �' �1���U �Z � �' �1��� � �e

			H� ��S� "� �� Z � ���1�� �R �e :

	5H�.� �9 	 �R ���,

4 �" � � �� � � 	%� :� 	H� -����  � ������������(� �� ����� ��� �	���

�Z� �' �1Q��l �R �T 	&( �' ���H: (93)

(���� ���������� ��� �1�	���� �������	��	������������ ��� �<�	5�����	��C

Z� �' 1 � � � = e P � �Z� �8 �1���M'� l � W 2 X �P �1 � ]� #'"�]��
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Hilbert separable le puede ser añadido un operador compacto, autoad- 
junto K , con norma arbitrariamente pequeña, de manera que ap(A +  K )  
sea un subconjunto numerable denso en o (A + K )  y además las funciones 
propias correspondientes a los valores propios A € <rp{A + K ) constituyan 
una familia total en H (ver D 1.3.5).

D em ostración. Vease el libro “Teoría de operadores lineales en 
espacios de Hilbert” de N.I. Akhiezer y I.M. Glazman. □

Este resultado nos muestra cuan bruscamente puede variar la natu­
raleza del espectro de un operador autoadjunto ante una “buena pertur­
bación” . Sería conveniente poder caracterizar ciertos subconjuntos del 
espectro de un operador autoadjunto que fueran “estables” ante tales 
perturbaciones. Este deseo motiva la siguiente definición.

D � . (espectro esencial de un operador autoadjunto) El punto A 
pertenece al espectro esencial del operador autoadjunto A(A �  cre(A)), 
si se satisface una de las dos condiciones siguientes:

i) A es un valor propio de A  de multiplicidad infinita.

ii) R{A -  XI) ¿  R(A  -  AI).

Observación. En algunas monografías, como por ejemplo en [10] se 
llama espectro continuo del operador autoadjunto A a lo que nosostros 
hemos definido como espectro esencial. Nuestra definición de espectro 
esencial coincide con la dada en [13]. □

De D 2 y T 3 se obtiene inmediatamente el teorema siguiente

T  5. Para el operador autoadjunto A  definido en H  se cumple:
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de elementos (x„)  para los cuales

lim (A xn — \xn) =  0.n—i-oo

Observación. Si para un operador cerrado cualquiera se define el es­
pectro esencial como el conjunto de los A G C para los cuales tiene lugar 
el enunciado de T 8 , entonces se puede probar que sigue siendo válido 
el teorema de perturbación de H. Weyl sin exigir la autoadjunticidad de 
los operadores A  y K. □

3.7 Teoría de extensión de operadores simé­
tricos y representación de formas sesqui- 
lineales

Las demostraciones no expuestas en el texto de este epígrafe pueden ser 
encontradas en [10], [11] , [12] y [13]. A lo largo de todo el epígrafe consi­
deraremos operadores A en H  con dominio D(A)  denso en H.  Comence­
mos con la siguiente definición:

D i .  Se dice que A G C es un punto regular del operador A  si existe una 
constante M  > 0 tal que ||Ax — Ax|| > M||x||, para todo x G D {Á). El 
conjunto de los puntos regulares de A  se llama dominio de regularidad 
de A y lo denotaremos mediante DR(A).

Obviamente, el dominio de regularidad del operador A  está com­
puesto por aquellos puntos A G C, tales que existe el operador {A —A/ ) - 1  
y es además acotado, pero a diferencia de la resolvente no tiene que estar 
definido en todo H. Por este motivo el conjunto resolvente de A  es, en 
general, un subconjunto de su dominio de regularidad:

p(A) C DR(A). (94)
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Si combinamos el resultado del Ejercicio 3 con el Teorema 1 , resalta 
que un operador simétrico A tiene a lo sumo dos índices de defecto que 
denotaremos m(A)  y n(Á):

dim (* [A  -  z / ] ) 1  =  {  ^  “ Imz ^ 0
d-77lZ 0 .

y al par (m(A),n(.4)) le llamaremos índices de defecto del operador 
simétrico A. Se cumplen las siguientes propiedades que dejamos de 
ejercicio al lector:

I. Si el operador simétrico A  tiene algún punto regular en el eje real, 
entonces m(A) =  n(Á).

II. Para un operador simétrico A , cualquier A £ C con ImX ^  0 es un 
valor propio de A* de multiplicidad m(Á) si ImX >  0 y n( A) si 
ImX < 0 .

III. Un operador simétrico A  es autoadjunto si y sólo si m(Á) =  n( A) =
0 .

IV. Un operador simétrico A tiene extensiones autoadjuntas, si y solo 
si m(A)  =  n(Á).

Más adelante veremos que un problema mixto (con condiciones ini­
ciales y condiciones de contorno) se reduce al estudio de una ecuación 
operacional

l t = A u  (96)

sujeta a la condición inicial

tt(0) =  n0 (97)

donde no pertenece a un cierto espacio de Hilbert H  cuyos elementos 
son funciones y u(t) £ H para todo t >  0. Como veremos próximamente 
al definir el operador A debemos dar su dominio de definición D (Á) y es 
precisamente en D(A)  donde se recogen las condiciones de contomo que
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deben satisfacer las soluciones del problema mixto. En general dentro 
de D(Á) están aquellas funciones de H que satisfacen las condiciones de 
contorno y a las que “tiene sentido aplicar” la expresión diferencial L 
(ver Cap. 5), dando lugar a una nueva función de H.

Pero como la solución del problema (96)-(97) debe cumplir que 
u(t) G D(A)  para todo t >  0, puede ocurrir que dicho problema no 
tenga solución y que haya necesidad de ampliar el dominio de definición 
del operador A, obteniéndose así una extensión de este operador.

Entonces, generalmente, en lugar de resolver el problema (96)-(97) 
se resuelve un problema modificado (98)-(97) donde:

y A  es una extensión conveniente del operador A.

La extensión del dominio de A está vinculada con la necesidad de 
añadir a D(A)  otras funciones a las que “tenga sentido aplicar” la ope­
ración diferencial L en algún sentido generalizado. En muchas ocasiones 
el operador A  en (96) es simétrico y las extensiones A  necesarias para 
poder darle sentido matemático a la solución del problema de Cauchy 
(96)—(97), son extensiones autoadjuntas de A.

Esta exigencia matemática de ampliar el campo de posible soluciones 
a veces no es muy comprensible por el físico o el ingeniero y conduce 
siempre a un análisis de lo que representa la “solución matemática” 
u(t) G D(A)  del problema (98)-(97) con respecto a la “solución física” 
que corresponde al problema (96)-(97). Resulta que es posible justificar 
la existencia de buenas extensiones autoadjuntas. En efecto, considere­
mos un ejemplo que se sale un tanto de la temática de este texto pero 
que es bastante ilustrativo: si Aq es el operador que representa la energía 
de una partícula libre en la mecánica cuántica, entonces A =  A q +  B 
representa la energía de la partícula sometida a un potencial externo 
que se relaciona con el operador B.  Este operador es tal, que A  es un 
operador simétrico pero no necesariamente autoadjunto. Sin embargo, si 
la partícula no está sumergida en un paso infinito de potencial, entonces
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y si f e  D(Á),  f  =  h + g z +  Vgj,  entonces

Á f  - A /o +  zgz +  zVgz.

La segunda parte de este teorema se obtiene de (99) y del hedió, que 
toda extensión autoadjunta A del operador simétrico A cumple

A C Á  C A*.

Este último teorema nos dice que hay una correspondencia biunívoca 
entre los operadores isométricos de N j  en Nz y las extensiones autoad- 
juntas de un operador simétrico A.

Como veremos más adelante, la diferencia fundamental entre la teoría 
de operadores diferenciales ordinarios y en derivadas parciales, radica en 
que, para los primeros dimNj <  + oo ,dimNz <  +oo, mientras que para 
los últimos, generalmente

dimNj-=  dimlV’j ■ +oo.

Luego, para los operadores diferenciales ordinarios simétricos A con 
m (A ) =  n(A), el estudio de las extensiones autoadjuntas se reduce a 
la caracterización del conjunto de los operadores isométricos de N-¡ en 
Nz, el cual coincide con el conjunto de las matrices unitarias en

E jem plo 1 . Hemos visto en los ejemplos 3.3.1 y 3.5.2 que si definimos 
el operador Pq en L2(a,b) con dominio de definición C^ia, b), mediante

entonces en los casos en que (a,b) es acotado, (a,b) =  (0 ,+oo) y (a, ó) =  
(—oo,+oo) se tiene que P q =  Pc donde Pc<p =  i*j¡§,<P € P (PC) donde

T>(Pc) =  {<P E H 1(a,b) : <p(a) =  <p(b) =  0 },
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manera que V e1 =  ■ye *, donde la constante 7  se define de la relación:
2 jt 2 x

� ��+,�� � � � � 7 � � �j  |+/,��� ��  (100)
o o

De (100) se deduce inmediatamente que

7  =  de2* donde |0 | =  1 .

Luego, si Pq es una extensión autoadjunta del operador Pq, podemos 
encontrar un número complejo 6 con |#| - 1, tal que toda p  € D(Pq) se 
expresa en forma única

p  =  po +  a(e* +  de2***), a € C,po € D(Pq),

y, además
PqP -  ip'0(t) +  ai(e* -  de2*-*) =  ip'(t).

Proponemos al lector, en calidad de ejercicio, probar que V(Pq) =  
{ p  G i f^ O ^ jr ) : p(2ir) =  0̂ ^(0 ) }  donde

d +  e2**  = l £ * í -  |9“' = L

Además calcule el espectro y la resolvente del operador Pq. □

Veamos alioia algunos resultados relativos a las extensiones autoad- 
juntas de operadores simétricos que son útiles en las aplicaciones a la 
teoría de operadores diferenciales.

Resulta que si A es un operador simétrico en H  con índice de defecto 
finito (m, m) entonces se puede dar una fórmula llamada fórmula de 
M. G. Krein para la resolvente de cualquier extensión autoadjunta A de 
A.

De esta fórmula se deduce que la diferencia entre los resolventes de 
dos extensiones autoadjuntas Ai y Á2 de A es un operador de rango 
finito < m.







0� /��� #35

�#� � ff�ff� R � Tf�ff� ^� � :� 	�� �	��&�6� �����4��	� !�� �#�!	� �	��.*�!��� �

6 $ � � � ^� � � � � � "��� G�5��� �����"�� � H� �

4�����"��� ���� ������	����� �������������  � ������!���	������ �� ����
�!��������� �����"��� /k"	�� (� �"��� "��	�����  $u � (� � "��C

8	"��

V� G��V�k/"	�H G � U �M"	�H� �

V� G�� ��6$�?�� � � �U �[l"��H

 �� �!������� �	"#��	��� (� !��	�	5��  � ���� ��"	�	�� ������ ��� e � �����@�
����B�	��� ������	%�� ������������!��	�	5�� �	� (� ����� �	� R � �"���

/	�� �"1����:� ��� �������� �"e�� c � �"��� (:� ��� ����� ����:� �"1��� �!�&
�������� �	����� !��!	������� ����#"����� <��� ��� ��������	>���� 4�� ������
���� ��� ������	%�� "@�� 	"!�������� ��� �"	�� <��� ��� ���"���� 	��	���@�� �	 �
2&�	�&��N� � ���� �!������� �	"#��	��� !��	�	5��  � (� ��� ������� ��"1	#�� "�&
�	�����  " g  " � CR� ��	���  ����6�#� �1���	��� !��� g�� 0�	���	�7�� ��� !��1���
���������������� ��� ?���+��"���� �����	������� ��� �����"����� F�	�	>�����
�����������	>��	%������"	�� ����������������"�� � ����!�������������	��	�����
��������	>��	%�� ���  "�

� � )��  ����� ������ ���� !��	1���� ������	����� ������������� ��������� 	�6�8�
�	��"����������� �!������� �	"#��	���!��	�	5��  � ������"	�	�� ��������� e� �
��	���� ����B�	��� ������	%��  � ���� <��� C(] � � $� E� �	L:� ������ E; ; � ��!��&
������ ��� ��"!����"	����� ��� C� � � ���� ���!����� �� ��� 	8� ��" � � ;;4;;;� � �
� � � � � � �U �G� P:�PH � �  ����������	%�����	��	�����������!�������  " � (�!���������
��� ��"!��� <��

C� "� �R �E� ��

 � ,8� $���	����� ����!�������  � ��6	�	��� ��� i � G2 :�H�"��	����

 * � R �

C� � � R

�i*
� U � � � � �

*
� H

(* �) �$ � K� : � L�C�Y G� H�R �*[�^� �R � � G�H�R �Y kG� H�R �� X�



#33 �������	� /�

4�"�������<���  � ��� �	"#��	���(�!��	�	5��!���� ��������	��"����� ������8�
������� M$�@����� ���������	%�� ��� 0�	���	�7�� ���� �!������� �l

3�"��� 5	���� <��� �� ����� �!������� �	"#��	��� (� !��	�	5��  � ���� ��&
"	�	�� ������ ��� e � ��� ��� ����	�� ��� ��!��	�� ���"���� �E� ]� � �ff� Z� " H� ��(��
��"!����"	����� ������"���"��	����� E�];�

.15	�"�����������"����� E�]; �!��5	����������!�������������������<���
��������"���"��	�����GZ:� �̀YP� � ;�������<������������	%�����0�	���	�7��  " �
��� ���B�	��� �!������� ���������������� E (  " � � $� )lK�L� (�����<��

G G P�U � " �* � - � � � � (*�-�  � � ?�� 	 E �  " � � � -� 	E �] ; � � G�2�H

������ G� :� H� ��� ����6��"�� ���<�	�	����:� ��� �������� ��� �������� ��� e� �  ��
���������� �����	��� ��� ��� "@�� <��� ���� �������	>��	%�� ���� �����"�� ���
=��8A	����"�G� ���*��H���1�����!��������	%�����6��"����	����������������
"��	����� �!��������� ��������:� ��� ����� ��� ��������

/	�� �"1����:� ���@� ������ ��� �����	�� <��� ����<�	��� 6��"�� ���<�	�	�����
�������������� e �!�����������!����������!������B���!�����������1������
!��!	�������� � � ����	����	%�� ����"��� ���� ��������	>��	%�� ��� �<�������
6��"��� ���<�	�	������� <��� !������ ���� ��!����������� !��� �!��������� ��8�
����������� ��� ��� ����	��� <��� ���@� !���	������  ���� ���������� ���@� ����
�������	>��	%������ �����"�����������	%�� )�(�����!��5���@���������#��	���
!������6	�	���!���������������������� ����	����� ����!���	����� �	6�����	�8�
1����� ?���"���������$�!�������:�<���������������������!���	�����"�����B�	��
��� �<������� ������ ���<��� ��� ��� !��	1����������� ��������	>��	%����"!�����
��� ������ ���� ������	����� ������������� ��� ��� �!������� �	"#��	��:� ���� (�
��"����������������"����� ���� ���� �!��������� �	6�����	����� ��� ���	5�����
!���	�����

 �� ��� "������6��� ��� ��� g���:� <	&�*&����#�� �N	#&��4#&� !��	�&�#"	&�' �
��#�� �K�*L����7������������	��"@���"!�	��������������������!��������	%�����
6��"��� ���<�	�	������� "��	����� �!��������� ���"����� ������	����� <��� ����
����	"!���������������	>��	%����������!����������������������� +�������





0� /��� #��

llamada parte real e imaginaria de r  respectivamente, las cuales son 
simétricas y cumplen que

t =  Rer +  ilm r.

Nótese que esta expresión no significa que Rer[u,v] ó Imr[u,v\ sean 
números reales para todos u, v £ 2 >(r), sino únicamente cuando u =  v.

La forma simétrica r  se llama acotada inferiormente si el conjunto 
numérico

0 (r )  =  {r[u] : u £ 2>(r), ||u|| = 1} (103)

está acotado inferiormente. Nótese que si 7  es una cota inferior del 
conjunto 0 (r), entonces

t [u] > 7 ||u||2, u £ T>(t) (104)

lo cual escribiremos simplemente r  > 7 . El ínfimo del conjunto 0 (r )  
coincide con el supremo de los 7  £ R paTa los cuales tiene lugar la 
propiedad (104) y se llama cota inferior de t : 7 r . Si r  >  0, diremos que 
r  es no negativa y de forma análoga definiremos la acotación superior, 
cota superior, no positividad, etc.

E 5. Demuestre que si r  es una forma simétrica acotada superior e 
inferiormente, entonces ella es acotada, es decir

G�j�6�oG� < Af||tt||||®||, u,v £ V( t)

donde M  es el valor máximo entre el módulo de la cota superior y el 
módulo de la cota inferior. Más generalmente, pruebe que si t\ y r2 son 
simétricas, �#� es no negativa y para todo u £ V  N�V (t{)�N�#̂ 85C#9�se 
cumple que

entonces

Id  M I  < M t2 [u], 

ki[«,w]| < ) 1 / 2 (d M )1/2-
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E 6 . Pruebe que si r  es una forma simétrica no negativa, se cumplen 
las desigualdades

kK «]|  < (r[u])1 / 2 (r[u] ) 1 / 2 <  i(r[u ] +  r[u]),

(rfu +  u])1/2 < (rfuD^ +  írH )1/ 2, 
r[u +  u] < 2 r[u] +  2 r[u],

para todos c � � � D X>(r).

Para una forma r no necesariamente simétrica se define el rango 
numérico de r  mediante la fórmula (103).

Al igual que en el caso de los operadores, 0 (r )  es un subconjunto 
convexo en C. Luego para una forma simétrica, la acotación inferior 
es equivalente a que 0 (r) sea un intervalo de R acotado inferiormente. 
Generalizando esta propiedad diremos que la forma r  es disipativa si

0 (r )  C {R eA > 0}

y más generalmente es sectorial si A � ( �� está contenido en un sector de 
la forma

|arg (A — 7 )| < d ,  0 < $ < 7r /2 , 7  6  R,

lo cual significa que

Rer >  7 , y (105)
|(Jmr)[«]| < (tan d)[(Rer) — 7 ][u], u� �� 'O� ( ��� �9Ad�

E 7. Pruebe que si r  es una forma sectorial se cumplen las desigualdades:

I(Rer -  7 ) [ t t , » ] ]  <  {{Rer -  ^[u}}1!2 {Rer -  7 ) f a ] } 1 / 2 ,

\Imr[u, u]| < (tan d){(ReT — 7 )[« ]}1/,2{ ( JRer — 7)|^]}1̂ 2,
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de representación ( T i l ) ,  concluimos que existe un operador autoadjunto 
y no negativo To en e  con � �K � 	  C � �  � 	  y que representa a la forma 
To definida en ( 1 1 0 ) en el sentido siguiente:

�K �# ��M	� �  t0[íi,u]

para todo u G V(Tq),v €

Como la sucesión (t i^ )  converge débilmente a #�  en eQ�  tendremos 
que para cualquier -  G KG�K� 	  se cumple

�*c�; �Q8�� � ��-K �  ? + l)[ti£^,t?]
( « n \ v ) o  - >  ( í i O , v ) o

(t0 +  l)[no,u]
(u0, (To +  I)v), (113)

donde ( , ) denota el producto escalar en e  y ( , )o el producto escalar 
asociado a la norma definida en ( 1 1 1 ).

Por otra parte como la sucesión (t4¿^) converge débilmente a ti en 
e�  tendremos que

�* �; �Q#�� � ��-�  -  �*��Q#�� ���-��  (114)

Comparando (113) con (114), obtendremos que

(n — tio, (To +  ��-�� �  0 para todo -  G E�Q#��  (115)

Pero el punto —1 pertenece al conjunto resolvente de To ya que To > 0 
y, por lo tanto, la imagen de To +  /  recorre todo el espacio e�  Entonces 
de (115) tendremos que

tí =  tío G � &  =  T (r ).

Por otra parte tenemos que ||ti||o =  ||tto||o < liminf ||tíî ||o, luego si 
tín —► u, se concluye inmediatamente que Z	&�* ] < lim inf Terftii1̂ ].
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idénticamente nula en £ � ( � , � ) sin que necesariamente (un( � )) converja 
a cero en C.

Si definiéramos la forma
�

ri[u,u] =  J  u'(x)v'(x)dx +  u( � )u(� ), (119)

o

en £ � ( � ? 1) con £>(rl)  =  C'� [0,1], residía que rj sí es cerrable. En efecto 
si un —f 0 en £ � ( � , � ) y T\[un — wm] —»■ 0 cuando n,m  —* �� �� entonces 
la sucesión (un) será una sucesión de Caucliy en £T� ( � , � ), luego es con­
vergente en -Srl( � , � ) y debe converger a la función idénticamente nula. 
Por otra parte, del teorema de inmersión de Soboliev (Corolario 1.7.1) 
se tiene la desigualdad

('(��� 4�56��7��89�9���9�:� �� � ; �< � 0�� � �

donde la constante C  no depende de u y || • ||oo denota la norma de la 
convergencia uniforme en C[0,1]. De esta desigualdad se obtiene que 
|íín( � )| —► �  y, por lo tanto, Ti[un] —>■ �  de donde concluimos que ri es 
cerrable. Dejamos de ejercicio al lector comprobar que

PV��H�5 �P���$�5 �I ) Y "�+  □

E 9. Demuestre que la forma definida en el Ejemplo 4 con q real y 
acotado inferiormente es cerrable y calcule £>[r].

E � � . Sea r  una forma sectorial cerrable. Demuestre que el rango 
numérico � (r) de r  es un subconjunto denso en el rango numérico � ( f ) 
de la clausura t de r.

E � � . Demuestre que toda forma sectorial cerrable cuyo dominio coin­
cide con todo el espacio H , es acotada.
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Cuando r  es una forma sectorial cerrada diremos que una subvarie­
dad E  de V { t ) constituye un �0�!	#  (en inglés, �#&	 ) de r  si la restricción 
t' de r  con dominio E  tiene como clausura a r : f '  =  r. Es claro que E  
es un núcleo de r  si lo es de r  +  �  para cualquier escalar ��  Además si 
r  es acotada, E  es denso en í?(r), que en este caso es una subvariedad 
cerrada en � �

E 1 2 . Sea r  una forma sectorial cerrada. Demuestre que la subvariedad 
lineal E  de V ( t ) es un núcleo para r, si y solo si E  es denso en el 
espacio de Hilbert e&  asociado a r.

Un #"	&��#&�Q  se llama �	��#&��!  si su rango numérico (ver D 3.5.3) 
es un subconjunto de algún sector de la forma

|arg (A — q)| < t?, 0 < ú <  7r/2 , 7  € R.

Dado el operador sectorial Q se puede definir la forma sesquilineal 

t[u, v\ =  (Q*��-�  con V(t ) =  T>(T) (120)

la cual obviamente es sectorial con vértice 7  y senúángulo P̀�

En el caso particular con que ��� �  0 sabemos que Q es cerrable, lo 
cual no tiene que ocurrir para ú /  0. Sin embargo, se tiene el siguiente 
resultado.

T  8 . Todo operador sectorial es cerrable en sentido de formas sesquili- 
neales (form-cerrable), es decir, la forma r definida en ( 1 2 0 ) es cerrable.

D em ostración. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que Q 
tiene su vértice en 0, de manera que Z	&  > 0. Sea �*��  € D (r) =  E�Q�  
una sucesión r-convergente a 0 : % - +  0 , &�*�  — �¿TO] —► 0 ; y debemos 
probar que r[un] —*• 0. Del resultado de E7 se obtiene

k M I  < ;&�*��* �� ' �*$�;  +  �&!*$W$H
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(resp. cerrable) si y solo si r  es cerrada (xesp. ceirable). En el caso en 
que r  +  t' es cerrable se cumple que E(& +  r ;) =  Q,�4).

T  10. Sea Q un operador autoadjunto, acotado inferiormente y sea 
  simétrico y Q'acotado con T-cota N� Entonces la forma �  *�*�  es 
relativamente acotada con respecto a la forma {Q*� �*�  con cota relativa 
< ��  y lo mismo es cierto para sus clausuras.

Nótese que hemos definido las nociones de acotación relativa para 
operadores y formas sesquilineales por separado. Sin embargo, ambas 
nociones pueden ser aplicadas a operadores sectoriales 6  y 6[�  Por ello 
puede ocurrir que 6M sea acotado con respecto a 6�#  que la forma sectorial 
�6[*�*�  sea relativamente acotada con respecto a la forma (6*�*��  El 
Teorema 9 nos dice que bajo determinadas condiciones de cerrabilidad y 
pequenez de la cota relativa, la clausura de la forma ((5  -f 6[�* �*K  tiene 
el mismo dominio que la clausura de la foTma (6*��*��

En general no está clara la relación entre los dos tipos de cota relativa 
asociada a un operador. El Teorema 10 nos muestra que la acotación 
relativa en sentido de formas es más débil que la acotación relativa en 
sentido de operadores. Ahora nos encontramos preparados para enunciar 
los teoremas de representación de formas sesquilineales no acotados a que 
hicimos referencia después del enunciado del teorema de representación 
de Friedrichs (T7).

T  11. (prim er teorem a de representación) Sea &�*�-�  una forma 
sesquilineal sectorial, densamente definida y cerrada en el espacio de 
Hilbert � �  Entonces existe un operador sectorial cerrado Q en e  con 
las propiedades siguientes:

i) 	 �Q �OQ�Q� �

ii) X>(T) C 2>(r) y t [u, v] =  (Q*�- ��  para todo *  G E�Q � � -  € 2?(r);

iii) E(Q�  es un núcleo para r;
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	5H� �	� u� O� � �  	 � Q � 6 � H � (�  &# �M&� R� {w,v) � !���� ����� v� !�������	�����
�� ��� �B����� ��� � :� ��������� u� O� 4G�H� (� Tu =  w.�  �� �!�������
������	��� T � ���@����5���"����� �����"	����� !��� ��� ����	�	%��	H�

4 �" � � �� � � 	%� �� /	�� !#��	��� ��� �������	���� !���"��� ���"	��<��� � �
�	����5#��	��� ����� (� !��� ��� �����:� Rer > � 2�� $���	����"��� ��� ��!��	�� ���
3	�1���� Hr� ��6	�	�����1��������������� � �  	�!��5	��������!���������������

(u,v)T =  (u,v)�U �GRer)[u,vL�

4��� ���������� ����  ����	�	�� )� ��� �1�	���

& �# ���Lf� ^� ( 1 �U ����BHG���HK�L 1 P2 	l��K� ;]1 / 2

^� ( 1 �U ����� �lHfAf�fAf�:

��� ��� ����� ������	"��� <��� � � ��� ���� 6��"�����<�	�	����� �������� ��� HT.�
.15	�"��������6��"�� ���<�	�	����� l[u. v] — (u,v)� ��� ��"1	#�� �����������
E r .� /	� ������"���"��	�����  &� C R � 6 � (� �!�	��"�����������"�����=��8�
A	����"� G� ���*��H:�������"��� <�����	���� ��� �!������� B � ����������� Hr�
����<��

�	K�:�L� R � (Bu,v)T, u,v E ;  � � �KG�  	�

$�"�� f�x ||2� V� (Rer �U � �HK	ML� V�{ReT{)[u}� R � Re(Bu,u)r < � ff��Tf� ff�ff� :�
��������� ff�f��� ^ � =����� B� �	���� ���� 	�5����� �������� B~l� ���
��"	�	�� �������� ��� Hr.� ?��"��� <��� V(B~1) =  Hr .� -���� 5��� ����� ���
��6	�	����� !��1��� <��� ��� u� S�Hr� <��� ���� ���������� ��� Hr� �� V (B ~1)� R �
R(B) � ��1�� ���� ����:� ��� ����� ��� �15	�� !��<��� ff� ||2� 88�Re{Bu,u)T —� 2��
-������������� O� B(H�H� ���� ff-a � ff�� ^ � ��� -��������<�	��� u�O� H �6	��
����	����"��� ��� 6���	����� ��"	�	����� v lu{v)� R � (u, v)� ��6	�	��� !����
v� O� Ht .� .15	�"����� lu� ��� ��� 6���	����� ��"	�	����� �������� ��� Hr� ����
���"�� ^ � ff�Mff:� (�� <��� fPAGYHf� ^� ffxffLf�ff� ^ � ff��ffff�ff� �� -��� ��� �����"�� ���
��!��������	%�� ��� ;	��>� ��� ��!��	��� ��� 3	�1���:� ��	���� ���B�	��� u'� O� Hr�
����<��� G u,vH� R �lu{v) — (u\ v)T,�3�kE�� ^� ||íí||.

4�6	��"����7��������!������� A �"��	����� Au�R �B~1u>.�  ���!�������
A � ��� �	����� ���� ��"	�	�� H � (���������� Hr .� $���	������� ��"���!������
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operador cerrado A, mediante la cual podremos construir familias de 
operadores acotados que podrán interpretarse como funciones de A.

Con este propósito, comencemos por denotar mediante 7íc[A ] la 
familia de todas las funciones complejas que son holomorfas en alguna 
vecindad, no necesariamente conexa, de una parte aislada C  del espectro 
cr(A) del operador cerrado A. En alguna ocasión C  puede coincidir con 
todo <r(A) en cuyo caso denotaremos esta familia de funciones por “H[Á\. 
La vecindad a que hacemos referencia puede depender de la función 
/  £ Tlc[A] considerada. Sea /  £ Hc[A] y U un subconjunto abierto de 
C, tal que C  C U, f  es bolomorfaen V y tFfl [<r( A)\C] =  <f>. Supongamos, 
para simplificar que la frontera dU consiste de un número finito de curvas 
de Jordán, orientadas en sentido positivo. Denotaremos mediante -Fe [A] 
la familia de todas las funciones /  £ ?ic[A], para las cuales puede ser 
bailado algún abierto U con las propiedades anteriormente expuestas y 
tal que

/ l /W I I K ^ - A i r ' l l d A l c o o .  (130)

dU

En el caso C  =  <r(A), pondremos

F[A] =  Fff[Á){A}. (131)

D  1. (integral de D unford) Sea C  una parte aislada dél espectro 
cr(Á) del operador cerrado A y /  £ Fq [Á\. Entonces el operador lineal 
acotado /[A ] definido mediante

m  =  ¿ T  /  /(A)(A -  A (132)
&u

donde U es un abierto del plano con las propiedades citadas más arriba, 
se llama integral de Dunford de A con respecto a la fundón / .

O bservación 1. Por el teorema integai de Cauchy, la definidón de
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340 Capítulo 3.

A. El subespacio P\[H] al cual denotaremos mediante £ x , se llama 
subespacio radical correspondiente al valor propio A. Los elementos de 
C\ se llaman vectores radicales correspondientes al valor propio A. El 
número dim£^ se llama multiplicidad algebraica del valor propio A y 
se denota por a(A). El valor propio aislado A se llama normal si su 
multiplicidad algebraica es finita.

Pasemos a estudiar la relación entre los subespacios radicales y el 
desarrollo analítico (184) obtenido para la resolvente. Comencemos por 
el lema siguiente:

L 1. Sean A un operador cerrado y A un valor propio aislado en a(A). 
Entonces,

Ker(A  -  AI )n =  K erD n,

para todo n E N, donde D es el operador definido en (180).

D em ostración. Consideremos la descomposición de H  en la suma 
directa

H =  £ X +  ( I - P X)[H] (189)

donde los subespacios coordenados son invariantes para el operador A. 
Con respecto a esta descomposición, todo x £ H  puede ser escrito de 
manera única en la forma x =  x\ +  X2-

Por ser D la restricción de {A — XI) a £ x es obvio que K erD n C 
Ker(A  — A /)71. La inclusión en sentido contrario se deduce del hecho 
que (A  — AI )n( I  — Px) es un operador inversible sobre el subespacio 
{ I -  Luego

(A — \I)n(x2) =  © X2 — 0 . O

T  2. Sean A y A como en el Lema 1. Se cumplen las propiedades 
siguientes:




























