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Introduccion

El presente material estd constituido por las notas del curso Teoria
Espectral de Operadores Diferenciales dirigido a los participantes del
VII Coloquio de Matematicas del Centro de Investigacion y de Estudios
Avanzados del IPN.

Este volumen corresponde a la parte bésica del curso dedicada a
introducir al lector en la tematica y abarca desde los conceptos primarios
de espacios métricos y euclideanos hasta resultados generales de la teorfa
de operadores en espacios de Hilbert pasando por los principales tépicos
relativos a operadores y funcionales lineales continuos.

En una segunda parte, de préxima aparicién, se desarrollan la Teoria
Espectral y sus aplicaciones a problemas de la Mecanica.

En el primer capitulo se estudian diferentes aspectos de la topologia
y de la estructura uniforme en los espacios métricos, en particular se
hace especial énfasis en el caso de espacios normados y euclideanos. En
el ultimo epigrafe de este capitulo se introducen los espacios de Soboliev,
una clase de espacios normados que juega un papel importante en el 4rea
de Ecuaciones Diferenciales y Fisica Matemdtica.

Fl siguiente capitulo contiene un estudio de los operadores y fun-
cionales lineales y continuos definidos en espacios de Banach que incluye
los teoremas principales del Anélisis Funcional lineal: Hahn-Banach-
Steinhaus, del grafo cerrado y de la aplicacién abierta.
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Para finalizar esta primera parte el tercer capitulo presenta de una
manera sistemdtica y accesible los principales conceptos y resultados
de la teorfa de operadores en espacios de Hilbert. Se presta especial
atencién a los operadores simétricos y autoconjugados asi como al estu-
dio de su espectro.

Por dltimo deseo agradecer la invitacién formulada por el Departa-
mento de Matemdticas del CINVESTAV-IPN a dictar este curso en el
marco del VII Coloquio de Matemadticas, asimismo testimonio mi re-
conocimiento a la Srita. Norma Acosta y al Dr. Ismael Mufioz por el
esfuerzo realizado en la edicién de estas notas.

Andrés Fraguela



1 Espacios métricos normados y
euclideanos

Este capitulo es de cardcter introductorio. En él se estudian diferentes
aspectos de la topologia y la estructura uniforme en los espacios métricos
y muy especialmente en el caso particular de los espacios normados y
euclideanos. En el caso de los espacios normados se hace énfasis en las
consecuencias de la compatibilidad entre su estructura topoldgica y la
estructura vectorial subyacente. Para los espacios euclideanos se incluye
en el andlisis ademas la compatibilidad con la estructura geométrica.

Una parte importante del capitulo estd dedicada al estudio de la
teoria geométrica de los espacios euclideanos y de Hilbert (espacios eu-
clideanos completos), es decir, al estudio de las propiedades derivadas
de la nocién de ortogonalidad.

A pesar de que en el resto del libro desarrollaremos la teoria de ope-
radores en espacios de Hilbert y no en espacios normados cualesquiera,
partiremos aqui de la introduccién de lgs espacios normados por dos
motivos:

1.- En primer lugar, porque muchos de los teoremas fundamentales
del Analisis Funcional relativos a funcionales lineales continuos y
operadores lineales continuos admiten un planteamiento mds ge-
neral en el contexto de los espacios normados, sin que esto implique
complicaciones auxiliares sustanciales durante su desarrollo.
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2.- En segundo lugar, en el estudio de los operadores diferenciales
aparecen de manera natural ciertos espacios funcionales normados
llamados espacios de Soboliev, los cuales serdn estudiados al fi-
nal de este capitulo, y resulta que al analizar la regularidad de la
solucién de los problemas de contorno, se hace necesaria la intro-
duccién de espacios de este tipo que no son euclideanos.

Muchos de los resultados expuestos en este capitulo serdn dados sin
demostracién con el objetivo de abreviar la exposicién. El lector in-
teresado en ampliar sobre estos temas puede consultar el libro “Andlisis
matemadtico en espacios métricos” de A. Fraguela [1].

§ 1.1 Espacios métricos. Conceptos topoldgi-
cos en los espacices métricos.

La introduccién de la estructura métrica en conjuntos arbitrarios per-
sigue como objetivo crear una base axiomdtica que permita la gene-
ralizacién més intuitiva posible, basdndose en la nocién de proximidad
entre puntos, de conceptos fundamentales del Anélisis Matemdtico tales
como convergencia y continuidad, a conjuntos no numéricos y muy en
particular a los espacios de funciones.

El concepto de convergencia es fundamental en el Andlisis Matemd-
tico. Lo empleamos al hablar de sucesiones convergentes de nimeros
reales y complejos, de sucesiones de puntos en un espacio euclideano de
dimensién finita, de sucesiones de funciones, etc. En este dltimo caso
incluso utilizamos diferentes tipos de convergencia, tales como: conver-
gencia puntual, convergencia uniforme, convergencia en media y en me-
dia cuadratica, etc. El concepto de convergencia no solo es fundamental
para los razonamientos tedricos del Andlisis y el Andlisis Funcional sino
también en la Matemadtica Aplicada. Basta mencionar los problemas de
aproximacién en el Analisis Numérico y en el Célculo Operacional. En la
teorfa de Optimizacion, por ejemplo, muchas veces no es posible deter-
minar explicitamente el valor 6ptimo buscado, en cuyo caso el problema
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consiste en hallar un algoritmo para construir una sucesién de valores
que “converja” al valor dptimo desconocido. Para funciones en lugar de
valores reales y vectoriales existen problemas andlogos: aproximacién de
controles optimales en la teoria del control, aproximacién de soluciones
de ecuaciones diferenciales en Andlisis Numérico, etc. .

En todos los casos anteriormente mencionados se utiliza el concepto
de “convergencia” basandose en una cierta nocién de distancia: distancia
entre dos nimeros reales, distancia euclideana entre dos vectores de R™,
distancia uniforme entre dos funciones continuas sobre [a,b], distancia
en media o en media cuadritica entre dos funciones integrables sobre
[a,b], etc. En otros casos, como por ejemplo la convergencia puntual
para funciones reales definidas sobre un intervalo [a,b], no tenemos una
sola medida de proximidad entre dos funciones, sino toda una familia
de ellas que miden la proximidad entre dos funciones en cada punto
z € [a,b] por separado.

Si excluimos conceptos como la convergencia puntual en una primera
fase de nuestra consideracién, entonces con respecto a las distancias
de que habldbamos mds arriba los conceptos de convergencia a ellas
asociadas admiten una formulacién general: una sucesién de elementos
(z;) (resp. (f;)) converge a un elemento z (resp. f), si las z; (resp. f;)
estdn tan cerca de z (resp. f) como se quiera, cuando los subindices 2
son suficientemente grandes.

Seleccionando las propiedades comunes més elementales de las dis-
tancias antes mencionadas podemos enunciar a manera de definicién la
caracterizacién axiomdtica de una distancia o métrica sobre un conjunto
arbitrario F.

D 1. (métrica, espacio métrico). Sea E un conjunto. Una aplicacién
d: EX E — Ry se lama métrica o distancia sobre E, si verifica los
siguientes axiomas:

(D1} d(z,y) = d(y,z) (z,y € E)

[
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(D2) d(z,y) =0 <= z=y (z,y€E)
(D3) d(z,z) < d(z,y) +d(y,2) (z,y,z € E) (desigualdad triangular).

Para z,y € E, el ntmero real positivo d(z,y) se llama distancia entre z
y y. Al par (E,d) se le llama espacio méirico.

Si A es un subconjunto de F, entonces a cada par z, y de elemen-
tos de A, le podemos asociar su distancia d(z,y). Estas distancias
d(z,y)z,y € A) verifican trivialmente los axiomas {D1)—(D3), luego
inducen una métrica sobre A:

dA tAXA— R+ dA($7y) = d(m7y) (37,:9 € A)

esta funcion d 4 se le llama méirica inducida por d sobre el subconjunto
A de E y (A,dy) se llama subespacio métrico de (E,d).

Ahora estd claro cémo generalizar las nociones de convergencia y
continuidad en espacios métricos cualesquiera.

D 2. (sucesién convergente). Sea (F,d) un espacio métrico y (z,)
una sucesion de elementos de E. Se dice que la sucesién (z,) converge
al punto z € E, si para todo € > 0 existe un nimero natural N = N(¢)
tal que d(z,2,) < € para todo n > N. Al punto z se le [lama limite de
la sucesién (zy), utilizindose la notacién {(zy) — & pata indicar que

(zn) converge a z con respecto a la métrica d.

Notemos que mediante la métrica d en E, la convergencia de suce-
siones en (E,d) se reduce a la convergencia a cero de las sucesiones de
numeros reales positivos d(zy, ).

Una propiedad importante de la convergencia de sucesiones en los
espacios métricos es que el limite, cuando eciste, es unico, lo cual se
deduce obviamente de la desigualdad triangular.

No es dificil cerciorarse de que el concepto de espacio métrico no
puede ser la estructura basica para la construccién axiomdtica de una
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teoria general de la convergencia, ya que la nocién de convergencia en
un espacio métrico (E,d) no estd biunivocamente determinada por la
métrica d. En efecto, si d es una métrica en £ también lo serdn ﬁ& y.
inf{1,d}. El lector puede verificar sin dificultad que para las sucesiones
de puntos de E se cumple:

(xn)7z<:>(zn)—d—>a;+——>xn

S — .z
oo inf{1,d}

Pasemos ahora a estudiar, el segundo concepto fundamental del Andlisis
Matem4atico: la continuidad de funciones.

D 3. (continuidad puntual de funciones). Se dice que la funcién
f:(E,d) — (F,p) es continua en zg € F si para cualquier ¢ > 0 es
posible hallar un ndmero real § = 6(g,z9) > 0 tal que d(z,z9) < 6

implique p(f(z), f(zg)) < €.

La continuidad puntual de funciones estd estrechamente vinculada a
la convergencia de sucesiones en un espacio métrico, lo cual nos muestra
el teorema siguiente: ‘

T 1. La funcién f : (E,d) — (F,p) es continua en el puntozg € Esiy
solo si, f transforma toda sucesién (z,) de E, convergente a zg, en una
sucesion (f(zy)) convergente en (F, p) a f(zo)-

Demostracion. Probemos primeramente la necesidad de esta con-
dicién. Sea f continua en g y () una sucesién en (E,d) convergente a
zg. Dado ¢ > 0, existe § = (¢, zg) > 0 tal que si d(z,zq) < § entonces
p(f(z), f(zg)) < €. Pero como (zp) — %o, se puede encontrar un
nimero natural N = N () tal que para n > N se tiene que d(z,,z0) < 6

¥, por lo tanto, p(f(zx), f(2o)) < €. Por la arbitrariedad de ¢ > 0 se
concluye la convergencia de f(zy) a f(zg) en (F, p).

Para demostrar que la condicidn del teorema es suficiente basta ver
que si f no es continua en zg, entonces se puede hallar una sucesién ()
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en (E,d) que converge a zg y tal que (f(zs)) no converge a f(zp) en
(F,p). En efecto, por ser f discontinua en zy, existe ¢ > 0 tal que para
cada

1 1
6= 50 posible hallar un elemento z, en F con d{zn,zg) < ~

y tal que p(f(zn), f(zo)) > €. Obviamente (z,) 20y sin embargo
(f(zn)) no converge a f(zg) en (F,p). O

Utilizando este resultado se obtienen inmediatamente las siguientes
- propiedades de las funciones continuas.

Cl. (continuidad de la compuesta). Sea (E,d),(F,p) v (G,6)
espacios métricos, f : (E,d) — (F,p) continua en el punto zq € E, y
g : (F,p) — (G,6) continua en el punto yg = f(zg) de F. Entonces la
funcién compuesta g o f(z) = g(f(z)) es continua en zg. O

C 2. (suma, producto y cociente de funciones reales conti-
nuas). Sean f,g : (F,d) — R funciones continuas en el punto 79 € F
(considerando sobre R la métrica usual definida por el médulo). Entonces
la suma f+g y el producto f-g son funciones continuas en zg. Si ademés
g(zg) # 0, entonces el cociente f/g también es una funcién continua en
.0

D 4. (continuidad global). Se dice quela funcién f: (E,d) — (F,p)
es continua en E si lo es en cada punto z € FE. No es dificil verificar
que si f:(E,d) — (F,p) es continuay A C E, entonces también serdn
continuas

fla:(A,dg) — (F,p)
f:(E.d) — (flELpfe)
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donde f|4 denota la restriccion de la funcién f al subespacio (4,d4) y
fIE] C F es la imagen de FE por f.

Tanto en la definicién de convergencia como en la de continuidad
puntual en los espacios métricos hemos utilizado implicitamente ciertos
conjuntos que permiten dar una expresién mas abreviada de esos con-
ceptos. Tales conjuntos son las lamadas bolas abiertas y bolas cerradas:

Bgy(a,6) := {z € Eld(a,z) < 5}
(bola abierta de centro a y radjé?é‘n (E,d))

Bj(a,6) := {z € E|d(a,z) < §}
(bola cerrada de centro a y radio § en (E, d)).

Con estas definiciones, la definicién de convergencia de sucesiones en
(E,d) puede escribirse de la manera equivalente:

La sucesién (z,) converge al punto zg en (E, d) si para todo ¢ > 0 existe
un ndmero natural N = N(¢) tal que

Ty € Bg(zg,e) paratodon > N.

De forma andloga se tiene la siguiente expresién equivalente para la
continuidad puntual:

La funcion f : (E,d) — (F,p) es continua en el punto zg € E si para
todo € > 0 existe un ndmero real § = §(¢,z9) > 0 tal que

f[Bd(:L'Oa 5)] C Bp(f($0),6)
(o también f~1[B,(f(z0),e)] D By(zo,06)).

Notemos que diferentes métricas sobre un mismo conjunto pueden
dar lugar a diferentes tipos de bolas y sin embargo, definir la misma
convergencia.
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Tal es el caso del plano R?, donde las métricas

di{z,y) = |21 —nl+lz2— w2l

1
d2($7y) = (|$1—?J112+l$2"y2l2)2a
doo(m7y) = max {|$1_yllle2_y2l}7

que satisfacen las desigualdades

doo(-'rv y) < d2('757 y) < dl(xv y) < 2doo(a7= y),

generan bolas que son rombos, circulos y cuadrados respectivamente.

De la representacién geométrica de esta situacién y, utilizando la
definicién de sucesiones a través del concepto de bela, se puede concluir
que las sucesiones convergentes al punto a en R? con cada una de las
métricas d1,da v des, son las mismas. Luego, esto nos indica que en
la definicion de convergencia de sucesiones pueden sustituirse las bolas
por conjuntos mds generales siempre que estos contengan determinadas
bolas.

D 5. (vecindad) Sea (E,d) un espacio métricoy zg € E. Se dice que
V C FE es una vecindad de xg o que zg es un punto interior de V, si
existe un nimero real § > 0, tal que V O Bg(zg, ).

La coleccién de todas las vecindades del punto zg en (£, d) se denota
por Vy(zo)-

Se dice que V es vecindad del subconjunto 4 de E si V € Vy(z) para
todo z € A. La coleccidn de todas las vecindades del subconjunto A en
(E,d) se denota por Vz{(A).

Observacién. Obviamente toda bola abierta en un espacio métrico es
vecindad de cada unoc de sus puntos.

Utilizando la nocién de vecindad pueden expresarse las definiciones
de convergencia y continuidad puntual de la manera siguiente:
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La sucesion (zy,) en (E,d) converge al punto zg € E, si para toda V €
Va(zo) existe un nimero natural N = N(V') tal que

zn €V paratodon > N.

La funcién f : (E,d) — (F,p) es continua en el punto z9 € E, si para
toda V € Vy( f(wo)jeziste W € Vy(zo) tal que

fIwjcv
(es decir, f—l[V] € Vg(=0))

Para caracterizar la continuidad global de una funcién el concepto
de vecindad no es suficiente, porque se refiere a un punto particular.

D 6. (interior de un conjunto, conjuntos abiertos). Para un sub-
conjunto A del espacio métrico (£, d) el conjunto de los puntos interiores

de A, es decir
{a € A|A € Vy(a)}

se denota por A 6 int A y se Hama interior de A.

El subconjunto A se llama abierto en (E,d) si es vecindad de cada
uno de sus puntos, oseasi A = A. A lafamilia de todos los subconjuntos
abiertos del espacio métrico (E,d) la denotaremos por #;. La familia
64 tiene las siguientes propiedades fundamentales y que el lector puede
verificar sin dificultad:

Al 0, F pertenecen a 6.

A2 si Ay, Ag, ..., Apn es una subfamilia finita de elementos de 64, en-
n

tonces () A4; € 6;.
1=1

‘A3 si {A;}ieg es una subfamilia arbitraria de 6,4, entonces |J 4; € 6.
‘ el
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De la definicién de punto interior de un conjunto en un espacio métrico se
deduce que los conjuntos abiertos son precisamente aquellos que pueden
ezpresarse como union de una coleccion cualquiera de bolas abiertas.
No resulta dificil demostrar la siguiente caracterizacién de las funciones
globalmente continuas.

T 2. (caracterizacién de la continuidad global) La funcién f :
(E,d) — (F,p) es continua en E, si y sblo si, la imagen reciproca de
cada abierto en (F, p) es un abierto en (E,d).

Demostracién. La suficiencia de la condicién es evidente. En
efecto, para cada a € F la bola B,(f(a),c) es un abierto en F y si
su imagen reciproca f~![B,(f(a),¢)] es un conjunto abierto en E esto
implica en particular que existe un nimero real § > 0, tal que

By(a,6) C F[Bo(f(a),e)l,
de donde se concluye la continuidad de f.

Reciprocamente, sea f continna y A abierto en (F,p). Para cada
punto a € A existe un nimero é, > 0 tal que

acA
y, por lo tanto

F YAl = | £ Bo(a,eq) == | J{F [By(a,ca)lla € FIF AL}

achA

Por ser f continua, para cada a € f[f~1[A]] existe b € f~1[A] y 6, > 0
tales que

f_l[Bp(a, €4)] D Bg(b,6a), f(b)=a.

Pero entonces

F7UAI 2 KBy, &a)lb € £ A
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y como la inclusién en sentido opuesto es evidente, se tendrd que
FHAT = U{Ba(b,6a)lb € fALL

de donde se concluye que f~1(A) es abierto en (E,d). O

Hasta ahora hemos desarrollado las nociones de convergencia y con-
tinuidad con el basamento operativo de los conceptos de vecindad y
conjunto abierto. Existen también otros conceptos de gran importancia
en el andlisis matematico y que pasaremos a definir a continuacién.

D 7. (punto adherente, clausura) Sea A un subconjunto del espacio
métrico (E,d). El punto a € F se Hama punto adherente del conjunto

A si toda vecindad V € V(a) tiene una interseccién no vacia con A.

El conjunto de todos los puntos adherentes de A se llama adherencia o

clausura de A v se denota por A.

Los puntos adherentes de un conjunto A en el espacio métrico (E, d)
se clasifican de manera natural en puntos de acumulacién y puntos ais-
lados. Los puntos de acumulacion de A son aquellos ¢ € E para los
cuales toda V € V(a) contiene algin punto (y de hecho una cantidad
infinita) de A diferente de a. En caso contrario, es decir cuando para
alguna V € V(a) se tiene que VN A = {a}, entonces se dice que a es un
punto aislado de A.

A partir de un subconjunto cualquiera A de (E,d), se pueden cons-
truir los siguientes:
int A, ext4A yfrA

donde ext A es el llamado exterior de A y se define como
ext A=int (E\ A4),

y fr A es la lamada frontera de A y se define mediante

frA=ANE\ A.
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Obviamente los conjuntos int A, ext Ay fr A forman una particién de
(E,d).

La operacién clausura, definida sobre los subconjuntos de un espacio
métrico cualquiera, cumple la siguiente propiedad evidente:

ACB= ACB.

T 3. (caracterizaciones de la clausura). En un espacio métrico
(E,d) son equivalentes:

i) a € 4,
ii) d(a,A) =0,

iii) Existe una sucesién (z) de elementos de A tal que z, —d—> a.

Demostracién. Se deja de ejercicio al lector. O

El conjunto A se llama denso en (E,d)si A = E.

Ejemplo 1. (espacios de funciones continuas y de funciones de cuadrado
integrable). Denotamos por Cla,b] al conjunto de todas las funciones
reales continuas definidas sobre el intervalo [a,b], y por L2[a,b] al con-
junto de las funciones reales definidas sobre [a,b] cuyo cuadrado es inte-
grable en sentido de Lebesgue. Es conocido el teorema de aprorimacion
de Weierstrass que dice que toda funcién real continua definida sobre el
intervalo [a,b] puede ser uniformemente aproximada por polinomios al-
gebraicos (véase el libro Elementos de la teoria de funciones y el Andlisis
funcional de A.N. Kolmogorov [12]).
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No es dificil comprobar que doo(f,g), definida como

deo(f,9) = sup |f(z) - g(=)], (1)

a<z<bh

es una métrica sobre CJa,b]. Utilizando las definiciones introducidas
anteriormente, el teorema de Weierstrass se expresa diciendo que el con-
junto Pla,b] de los polinomios algebraicos sobre [a,b] constituyen un
subconjunto denso en el espacio métrico (Cla,b],ds)-

Si para f,g € Ls[a,b] definimos

b
42(£,9) = ([ 1£(2) = g(e)?de)}, @)

donde la integral se interpreta en el sentido de Lebesgue, entonces se
prueba en cualquier curso de teoria de la medida, que Pla,b] es también
denso en (L2]a,b],ds).

No resulta dificil concluir que tanto (Cla,b],dw) como (Ls[a,b],d2)
tienen subconjuntos densos que son numerables; por ejemplo el subcon-
junto de Pla,b] constituido por los polinomios algebraicos cuyos coefi-
cientes son numeros racionales.

En general, sustituyendo el intervalo [a,b] por cualquier subconjunto
abierto (1 de R", puede probarse que C§°({2) es denso en L2({2), donde
L2(82) se define andlogamente a Lafa,b] y C5°(£2) estd constituido por
las funciones reales infinitamente diferenciables definidas sobre Q y con
soporte compacto (véase el libro Real and Complex Analysis de Walter

Rudin [3]). O

P 1. (coincidencia de funciones continuas). Sean f, g funciones
continuas definidas sobre el espacio métrico (E,d) y con valores en (F, p)
y sea A C F denso en (E,d). Si fy g coinciden sobre A, entonces
también coinciden sobre E.

Demostracidén. Se deja al lector. O
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Resulta natural pensar que para problemas de convergencia y con-
‘tinuidad, los conjuntos que contienen a todos sus puntos limites deben
tener una importancia fundamental.

D 8. (conjunto cerrado). Un subconjunto A del espacio métrico
(E,d) se llama cerrado si A = A.

Obviamente el conjunto A es cerrado en (E,d) cuando contiene a
todos sus puntos de acumulacion o cuando contiene a todos los limites
en E de sucesiones convergentes de elementos de A

T 4. (Caracterizacién de los cerrados). Un subconjunto A de
(E,d) es cerrado si y sélo si F \ A es abierto.

Demostracidn. Se deduce inmediatamente de la definicién O

El resultado anterior establece una dualidad entre las familias de los
conjuntos abiertos y la de los conjuntes cerrados en un espacio métrico.
En particular se concluyen las siguientes propiedades duales a (A1) —
—(A3), inherentes a la familia 73 de los subconjuntos cerrados en el
espacio métrico (F,d):

(Cl) o,E€Ty.

(C2) Si Cy,Ca,--+,Cp es una subfamilia finita de elementos de 73 en-
n
tonces |J C; € 6.
=1

(C 3) Si(C;)ier es una subfamilia arbitraria de 7y, entonces ) C; € 7.
i€l

Para cualquier subconjunto A de (E,d), se tiene que A=4 y, por lo
tanto, A es cerrado. Mds aiin, A es el menor conjunto cerrado en (E, d)
gue contiene a A.
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Debido a la dualidad entre las propiedades (A1)—(A3) delos abiertos
y (C1) ~ (C3) de los cerrados, tenemos la siguiente caracterizacion de
las funciones continuas (compdrese con el Teorema 2).

T 5. (caracterizacién de funciones continuas). Para una funcién
f:(E,d) — (F,p) son equivalentes:

i) f es continua,
it} f~YC) € 7y para todo C € 7,

iii) f[4] C')?[-_AT para todo A C E.

Demostracién. Se deja al lector. O

Un criterio muy utilizado en la practica para probar que un conjunto
es cerrado lo brinda la proposicidn siguiente:

P 2. Sean f,g:(E,d) — (F,p) funciones continuas. El conjunto de los
puntos de coincidencia de f y g es cerrado en E, es decir,

{z € E: f(z) = g(z)} € 74.

Demostracion. La propiedad de unicidad del limite en los espa-
cios métricos es una consecuencia inmediata del hecho que dos puntos
cualesquiera diferentes pueden ser separados por vecindades abiertas dis-
juntas. Es facil verificar que esta propiedad de separacién es equivalente
a que la diagonal Dy del espacio producto F' X F, provisto de la métrica

4 x d((21,31), (22, 92)) = (¢2(21,2) + d2(31, 1))},

es un subconjunto cerrado en (F x F,d x d).
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Si definimos }
f:E~FXxF

mediante 3
f(z) = (f(z),9()),

no es dificil verificar que f es continua por serlo f y g, ¥ que ademads

{z € E: f(z) = g(2)} = [ [Dy]

luego, aplicando el resultado del teorema 2, se concluye que el conjunto
de los puntos de coincidencia de f y g es cerrado en (E,d). O

Como hemos visto en la demostracion del teorema anterior, la pro-
piedad de separacién por abiertos es muy importante en el estudio de las
funciones continuas. Resulta ademds que la propiedad que tienen ciertos
subconjuntos en los espacios métricos, de poder ser separados por abier-
tos, estd intimamente relacionada con la posibilidad de prolongar una
funcién continua a un dominio més amplio conservando la continuidad.

No es dificil demostrar que en un espacio métrico, cualquier con-
junto cerrado puede ser separado de todo punto que no pertenece a él
por medio de vecindades abiertas disjuntas. Esta propiedad es llamada
reqularidad de los espacios métricos y de ella se concluye el teorema
siguiente

T 6. (prolongaciéon de funciones continuas a la clausura) Sean
A un subconjunto denso del espacio métrico (E,d) y f : (A,d4) —
(F, p) una aplicacién continua. Entonces existe una tdnica prolongacién
continua

f:(E,d)— (F,p) (f(z) = f(z),para todo z € E),

si y sélo si, para cada z € E existe lim f(z) en (F, p).
ZzEA

Demostracién. Sea f : (A,d4) — (F,p) continua y supongamos
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que existe una prolongacién continua f de f a todo E.

Consideremos el valor de f en un punto arbitrario z € E. Puesto que
A es denso en (E,d), existe una sucesién (z5,) en A tal que (z5) — e

(ver Teorema 3). Para la prolongacién continua f, tendremos necesaria-
mente

f(z) = lim f(zy)
y como este limite no depende de la eleccién de la sucesién (z5) en A
siempre que (zn) - pondremos

f(z) = lim f(z) ®3)

T—2z
TEA

Luego el valor de la prolongacién f en z € E puede calcularse por
medio de los valores de f en los punto de A que son cercanos a 2.

Veamos ahora que, inversamente, mediante (3) se define una prolon-

gacion continua de f a E si existe lim f(z) para todo z € E.
z€A

Sea W una vecindad de f(z) en (F,p. Por la propiedad de regulari-
dad de (F,p) existe una vecindad cerrada V de f(2) tal que V. C W
(i Por qué?). Segtin la suposicién de continuidad de f, hay una vecindad
abierta U € Uy(z) tal que fJUNA] CV. Esfacil verque UN A =T
(demuéstrelo). Por iii) del Teorema 5 se tiene que

fIUICFIUIC flUNA]CV,

con lo cual se prueba la continuidad de f en z. O

Ejemplo 2. (integral de Cauchy).

Consideremos sobre un intervalo [a,b] C R el espacio vectorial E de
todas las funciones escalonadas:

h:la,b] > R
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tales que hf[a,b]] = {h1,---,hn} es un conjunto finito y h~1[{h;}] es
para cada ¢ = 1,---,n una unién finita de subintervalos de {a,b].

A estas funciones se les asigna de manera natural una integral

/ ez = Y- hi(e: — 2ioa) con {hi} = hlaip, i)

=1

El problema de la construccién de las integrales de Cauchy, Riemann o
Lebesgue, consiste en generalizar esta integral natural a una clase mas
amplia de funciones. En el caso particular de la integral de Lebesgue,
que generaliza a las dos anteriores, los conjuntos A~1[{k;}] pueden tener
una estructura mds compleja (conjuntos medibles) y la posibilidad de
establecer un concepto de longitud para tales conjuntos se estudia en la
lamada teoria de medida.

Consideremos aqui solamente la integral de Cauchy, cuya construc-
cién es elemental. Sea R el espacio vectorial de todas las funciones
regladas sobre [a,b], o sea, el espacio de todas las funciones que pueden
aproximarse uniformemente sobre [a,b] por funciones escalonadas. El
conjunto provisto de la métrica uniforme (1), es un espacio métrico que
contiene a E como subespacio métrico. No es dificil verificar que CJa, 5]
es también un subespacio vectorial de R.

b
La aplicacién real I : b~ I(h) = [ h(z)dz definida sobre E satisface
a

la desigualdad
[I(R) — I(g)] < (b~ a)doos(h, g) (4)
para todos h,g € F, de donde se deduce la continuidad de

I:(F,dy)—R.

Para probar que lim bt I(h) existe para todo f € R, es suficiente de-

mostrar la existencia de lim I'(hy) para toda sucesién (hy) de funciones
escalonadas que converge a f en (R,dy). Pero, tomando h = h, y
g = hp, en (4), se comprueba que I(hy) es una sucesién de Cauchy, y
por tanto convergente, en R.
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Del Teorema 6 se concluye que I posee una prolongacién continua
T:(R,ds) — R. Se prueba sin dificultad que I es lineal. Para cada
_ b
f € R, se utiliza la notacién I(f) = [ f(z)dz y se le llama integral de
a
Cauchy de la funcién f. O

Dos subconjuntos A y B de un conjunto F se dice que son separados
por la funcion f: E — R, si existen o, € Rtalesque a < fy

f(z) < o paratodo zE€ A,

(3)

f(z) > B paratodo z € B.

Esto significa intuitivamente que A y B son separados por dos lineas (o
superficies) de nivel de f, a saber {f = a} y {f = 8}.

Si E es un espacio métrico provisto de la métrica d y f es continua,
entonces la separacién de los conjuntos A y B por f implica la separacién
de Ay B mediante vecindades abiertas disjuntas. En efecto basta notar
que la condicién (5) es equivalente a que

Ac{f<a}yBcC{f>p}

Pero
{f<a}=f-o0,0) {f>B}=F1(B,4x)

y por el Teorema 2 estos conjuntos son abiertos en F ya que f es con-
tinua.

Llamaremos funcion de Urysohn para el par de subconjuntos Ay B
del espacio métrico (E,d) a toda funcién real continua f : E — [0,1] tal
que

flAl= {0}y f[B] = {1}.

Obviamente una funcién de Urysohn para el par (A, B) separa a los
conjuntos A y B en (F,d). Reciprocamente, si existe alguna funcién
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real continua sobre (E,d) que separe a los conjuntos A y B, entonces
también hay una funcién de Urysohn para el par (4, B).

En efecto si f: (F,d) — R real continua es tal que

Aci{f<e}, BcC{f>5}

donde o, € R,a < 3, entonces la funcién f(z) = max(a, min(8, f(z)))
es una funcién real continua sobre (E,d) que toma el valor & sobre A y
el valor 3 sobre B. Luego la funcién f = (f —a)/(8 — @) es una funcién
de Urysohn para el par (A, B) en (F, d).

Hasta el momento hemos visto que dos subconjuntos A y B del es-
pacio métrico (E, d) pueden ser separados por una funcién real continua
si y sélo si existe una funcién de Urysohn para el par (4, B). Por otra
parte vimos que la separacién por funciones continuas implica la sepa-
racién por vecindades abiertas disjuntas. Utilizando este hecho veamos
que los subconjuntos cerrados disjuntos de un espacio mélrico pueden
ser separados por vecindades abiertas disjuntas. Esta propiedad de los
espacios métricos es llamada normalidad. Este hecho es evidente cuando
la distancia entre ambos conjuntos

d(A,B) = 31€1£ d(z,y)

yeB

es estrictamente positiva. Sin embargo, no resulta tan evidente cuando
d(A,B) = 0. Para cerciorarse de ello basta considerar en R2, los con-
juntos cerrados A = {(z,1):2 > 0}y

B = {(z,0): z > 0}.
Se tiene el teorema siguiente:

T 7. (existencia de funciones de Urysohn) Para cada par de
conjuntos cerrados disjuntos en un espacio métrico existe una funcién
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de Urysohn.

Demostracion. Sean A y B dos conjuntos cerrados disjuntos en

(E,d). Entonces a(z,4)
@)= 8 T d(z,B)

es una funcién de Urysohn para el par (4,B). O

No resulta dificil interpretar este teorema como un teorema de pro-
longacion continua para ciertas funciones reales continuas.

En efecto, si A y B son subconjuntos cerrados disjuntos en (F,d), la
funcién

f:AUB - 0,1],

definida, por

_f0si z€A,
f(x)‘{ni zeB ©

es continua, considerando A U B provisto de la métrica inducida por d.

Las funciones de Urysohn para el par (A, B) son precisamente las
prolongaciones reales continuas de f a todo E que conservan a [0,1]
como espacio de llegada. El Teorema 7 nos asegura que existen tales
prolongaciones.

Como hemos visto AU B es cerrado en (F,d) y f, definida en (6), es
una funcién real continua muy especial sobre el cerrado AU B. Luego el
Teorema 7 es un teorema de prolongacién para umna clase muy especial
de funciones sobre un cerrado en un espacio métrico. Sin embargo se
obtiene el resultado general siguiente.

T 8. (de Tietze) Sea C cerrado en el espacio métrico (E,d)y f:
(C,d¢g) — [a,b]. Entonces existe una prolongacién continua f : (E,d) —
[a,b], de f atodo E. O
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Existe una clase muy importante de espacios métricos que tienen lo-
calmente la estructura de un espacio euclideano R™, o sea en dichos espa-
cios cada punto tiene una vecindad que estd en correspondencia biyectiva
y bicontinua con R™ (las llamadas variedades topolégicas). Sobre tales
espacios no es dificil definir lo que son funciones diferenciables, puesto
que la diferenciabilidad es, al igual que la continuidad, una nocion lecal.
En cambio, la integral de una funcién depende del comportamiento de
la funcién sobre todo el espacio, la integral es una nocion global. Para
introducir conceptos globales sobre espacios localmente euclideanos se
necesitan técnicas de vincular nociones y propiedades globales con no-
ciones y propiedades locales. Uno de estos métodos estd estrechamente
vinculado con la propiedad de normalidad de los espacios métricos, es
decir con la posibilidad de separar subconjuntos cerrados disjuntos por
vecindades abiertas disjuntas.

Comencemos por analizar los cubrimientos abiertos de un espacio
métrico. No resulta dificil verificar que la propiedad de normalidad en
los espacios métricos es equivalente a que para cada cerrado C en (E,d)
y V vecindad abierta de C, existe otra vecindad abierta W de C, tal que

CcWcWcVv (7)

De (7) se concluye que la propiedad de normalidad puede ser interpre-
tada como una propiedad que asegura que en todo cubrimiento (V3,V53)
de (E,d), uno de sus elementos, por ejemplo V; puede sustituirse por
un abierto mis pequeiio W; tal que

Wl W

de manera que €] par (Wi, V2) continda siendo un cubrimiento abierto
de F.

En efectosi ViUVo = Ey V1,V € 8, entonces C = E\Vo, C W4
es cerrado, luego existe, segiin (7) un abierto W tal que C C Wy C
CW, C V;. Obviamente este Wy cumple las propiedades requeridas.

Aplicando este método sucesivamente a todos los abiertos de un
cubrimiento abierto finito (V3,...,V,) se obtiene otro cubrimiento a-
bierto mds fino (Wy,...,Wy) llamado encogimiento de (V;), tal que
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W; CV;,i=1,...,n. Esta propiedad de los espacios métricos es mucho
mas general y se cumple para todos los cubrimientos abiertos localmente
finitos.

D 9. (cubrimiento puntualmente y localmente finito). Sea
(Ua)aer un cubrimiento del espacio métrico (E,d). Se dice que (Uy)ger
es puntualmente finito si cada punto z € E estd contenido solamente
en un nimero finito de los conjuntos Uy. El cubrimiento (Ugy)ger €8
localmente finito si para cada z € E existe una vecindad V € V(z) que
intersecta solamente a un nimero finito de los conjuntos U,.

Como mencionamos anteriormente puede probarse que cade cubri-
miento abierto localmente finito de un espacio métrico admite un encogi-
miento. Es decir si (Uy)qer €s un cubrimiento de (E,d), puntualmente
finito, donde cada U, es abierto, entonces puede hallarse otro cubri-
miento abierto (Wy)aer de (E,d), tal que

Wo C Wy C Uy, para todo a € I. (8)

Sean ahora (Uq)ger un cubrimiento abierto localmente finito del
espacio métrico (E,d) y (Wa)ees un encogimiento de dicho cubrimien-
to. Segin el Teorema 7 existe para todo a € I una funcién continua
fa: E —[0,1] que es igual a 1 sobre W, y se anula fuera de Uy. Estas
funciones nos servirdn para descomponer toda funcién real continua so-
bre F en una familia de funciones que solo localmente son diferentes de
cero. Comencemos por ver algunas definiciones.

D 10. (soporte de una funcién). Sea (F,d) un espacio métrico y
f:(E,d) — R una aplicacién. Entonces el conjunto cerrado

sop (f)={z € E: f(z)#0}

se llama soporte de f. En otras palabras sop f es el cerrado mis pequeiio
fuera del cual f se anula.
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No resulta dificil demostrar que st (fo)aes €5 una familia de fun-
ciones reales continuas sobre (E,d) tal que la familia de sus soportes es
localmente finita, entonces la funcion suma

f= Z fa:(E,d) — R es continua.
cel

D 11. (particién de unidad, particién de unidad subordi-
nada a un cubrimiento) Una familia (¢4 )per de funciones continuas
wa : (E,d) — [0,1] se llama particién de unidad sobre (F,d) si cumple:

i) La familia (sop ¢a)aers es localmente finita

i) ¥ ¢a(z) =1 para todo z € E.
ael

sea ademds (Uy)qes un cubrimiento de (E,d). Entonces la particién
de unidad (¢a)aes se lama subordinada al cubrimiento (Ua)aeg si para
todo a € I se tiene sop ¢4 C Uy. Ahora podemos enunciar el teorema,
fundamental siguiente:

T 8. (existencia de particiones de unidad subordinadas) En un
espacio métrico todo cubrimiento abierto, localmente finito, posee una
particién de unidad subordinada.

Demostracién. Sea (Uy)yey un cubrimiento abierto localmente
finito de (F,d). Existe un encogimiento (Wy)qey, tal que cumple (8).
Sabemos ademés por el Teorema 7 que existen funciones continuas fq :

(E,d) — [0,1] tales que fo[W] = 1y fo se anula fuera de U,. Uti-
lizando la propiedad de normalidad de los espacics métricos no es dificil
comprobar que f, puede ser elegida de manera tal que sop (fy) C U,-

Como (Uq )neg es localmente finita,la familia (sop(fy))qes también

lo serd y por esta razén la funcién suma f = 3 fo : (F,d) — R es
acl
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continua. Para cada z € E se tiene que f(z) > 1 ya que z tiene que
estar en algin W,.

Definamos ahora ¢o = fo/f. Obviamente ¢, : (E,d) — [0,1] es
continua y cumple sop (¢ = s0p (fo) C Un(a € I). Por definicién,

tenemos Y. pa(z) = (1/f(z)) Z fa(z) = 1 para todo z € E. Luego
ael
(¥a)aer €s una particién de umdad subordinada a (Ug)aer- O

Si (E,d) es un espacio métrico y A, B dos cerrados disjuntos en E,
entonces (E \ 4,F \ B) es un cubrimiento abierto localmente finito de
(E,d). Supongamos que (¢1,¢2) es una particién de unidad subordi-
nada al cubrimiento abierto (E'\ A, E \ B). Entonces sop (1) C F\ 4
y sop (p2) C E\ B, o sea ¢1[A] = p2[B] = 0. Como ¢1(z) + ¢2(z) = 1
para todo z € E, concluimos que ¢1[B] = ¢9[4] = 1. Veamos que ¢ es
una funcién de Urysohn para el par (4, B) y 2 una funcién de Urysohn
para el par (B, A). Esto nos muestra que el enunciado del Teorema 8
para tedo cubrimiento de dos abiertos es una propiedad equivalente a la
normalidad en los espacios métricos.

Ea el transcurso de este epigrafe hemos podido constatar el papel
central que juegan los conjuntos abiertos de un espacio métrico en el es-
tudio de los problemas relacionados con convergencia y continuidad. La
teoria matemadtica dedicada al estudio de la convergencia y continuidad
en toda su amplitud se llama Topologia. Se dice que sobre un conjunto
E hay dada una estructura topologica si de alguna manera estd deter-
minada una familia de subconjuntos de F que reunan las propiedades
(A1) — (A3) que satisfacen los abiertos de un espacio métrico. O sea,
la métrica no es mas que una herramienta que permite definir una es-
tructura topoldgica sobre un conjunto de manera que los conceptos de
convergencia y continuidad a ella asociados tengan una expresién mdés
cercana a los ya conocides en los conjuntos numeéricos.

Dos métricas se llaman topolégicamente eguivalentes si definen las
mismas clases de conjuntos abiertos. No es dificil probar (jdemuéstrelo!)
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que dos métricas son topologicamente equivelentes si y solo si definen
las mismas sucesiones convergentes. Luego, continuidad y convergencia
dependen esencialmente de la coleccion de los abiertos pero no de la
métrica especifica que la define.

En toda estructura matemadtica; ya sea la estructura conjuntista, la
estructura topolégica, la estructura uniforme, la estructura geométrica,
la estructura diferencial, la estructura algebraica, la estructura bornoldgi-
ca, la estructura medible, etc; existe siempre un concepto de isomorfismo
que conserva las propiedades que son intrinsecas a una estructura dada.
De esta forma, dentro de una misma estructura, dos entes isomorfos son
indistinguibles.

Por ejemplo, desde el punto de vista de la teoria de conjuntos, dos
conjuntos son isomorfos si existe una biyeccién entre ellos. La estructura
métrica, por ser una estructura adicional sobre los conjuntos, debe tener
un concepto de isomorfismo tal que conserve el ya aceptado para los
conjuntos. Se dice entonces que dos espacios métricos (F,d) y (F, p) son
isomorfos si existe una biyeccién f : E — F tal que

p(f(z), f(3)) = d(z,y), para todos z,y € E ©)

Para la estructura topolégica dos espacios métricos son isomorfos, si
existe un homeomorfismo entre ellos. Es decir, si existe una aplicacién
biyectiva entre dichos espacios y tal que tanto ella como su inversa sean
continuas.

Del Teorema 2 se concluye que si los espacios métricos (E,d) y (F, p)
son homeomorfos, se tiene una correspondencia biunivoca no solamente

entre los elementos de £ y F', sino también entre los elementos de 6; y
6,.
p

Precisamente llamaremos propiedades y nociones topologicas en los
espacios métricos a aquellas que se mantienen invariantes ante homeo-
morfismos. En el préximo epigrafe (1.2) estudiaremos otras nociones
topoldgicas importantes en los espacios métricos: compacidad y cone-
zion. También veremos en § 1.2 otras nociones no topoldgicas en los
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espacios métricos: sucesién de Cauchy y completitud. Estas dos tltimas
nociones son propias de la lamada estructura uniforme. En este libro no
se estudiardn las particularidades de la estructura uniforme. El lector
interesado al respecto puede consultar el libro Topologia General de D.
Hinrichsen y otros [4].

En los epigrafes de este capitulo, posteriores al § 1.2, nos dedicare-
mos a estudiar cémo se enriquecen las propiedades métricas y topolégicas
de un espacio métrico cuando su estructura es compatible con otra cierta
estructura algebraica (espacios normados) o geométrica (espacios eu-
clideanos).

§ 1.2 Completitud, compacidad y conexidad
en los espacios métricos.

La veracidad de muchos teoremas importantes del Analisis matemadti-
co (encaje de intervalos, Bolzano, Weierstrass, Rolle, etc.) depende
en gran medida de propiedades de completitud, compacidad y conexi-
dad, inherentes a ciertos subconjuntos de los espacios métricos R®. En
este epigrafe veremos cémo se generalizan estos conceptos a los espacios
métricos. Ademds estudiaremos sus propiedades fundamentales y cémo
se relacionan entre si.

Algunos de los resultados serdn expuestos sin demostracién con el
objetivo de abreviar la exposicidn. El lector interesado puede hallar las
demostraciones en el libro Andlisis matemdtico en espacios métricos de
A. Fraguela [1].

Los dos conceptos fundamentales asociados a la estructura uniforme

de los espacios métricos son sucesion de Cauchy y funcion uniforme-
mente continua.

D 1. (sucesién de Cauchy) La sucesién (z,) del espacio métrico
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(E,d) se llama de Cauchy si para cada ¢ > 0 es posible hallar un ndmero
natural ng = ng(c), tal que

m,n > ng = d(Tm,2n) < €.

D 2. (funcién uniformemente continua) Una funcién
fi(E,d)— (F,p)

se llama uniformemente continua si para cada € > 0 es posible hallar un
ndmero real § = §(¢, f) > 0, tal que para todos z,y € E:

d(z,y) < 6§ = p(f(z), f(¥)) <e.

Notemos que, a diferencia de la definicidn de continuidad, el numero §
en la Definicién 2 depende de € perono de z € E.

P 1. (propiedades de las sucesiones de Cauchy) Sea (E,d) un
espacio métrico. Entonces:

i) Toda sucesién convergente en (E,d) es de Cauchy;

ii) Silasucesién de Cauchy (z) tiene una subsucesién convergente en
(E, d)(z,(z) — =), entonces la propia sucesién (z5) es convergente
y ademis (z,) — z.

Demostracion. Se deja al lector. O

Ejemplo 1. (sucesién de Cauchy no convergente) La proposicién an-
terior nos sugiere la existencia de sucesiones de Cauchy en un espacio
métrico que no son convergentes. En efecto, consideremos el espacio
CJ0,1] provisto de la métrica

1 .
41(£,9) = [ 1£() - g(a)lds, (10)
0
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de la convergencia en media.

Para cada n > 2, definamos

1, si zé[(),%— 1
fle)={-Fe+3+is sefi-13+d
0, si ze[t+1,1]

Un simple célculo nos muestra que

luego la sucesién (f,) es de Cauchy en (C[0,1],d;). Sin embargo, la
sucesién (fr) no es convergente en (C[0,1],d;. En efecto, si f € C[0,1}
fuera el limite de (fr ){((fr) - f), entonces para las restricciones

1

Vv #P de fral0,1/2]y [1/2,1]

respectivamente, se tendria que ( f,gl)) converge a f{1) en (Cfo, %],dl) y
(f1(7,2)) converge a f(2) en (C[%,l],dl). No es dificil verificar que (f,(ll))
converge a la funcién constante (1) en (C[0, 3], d;), mientras que ( f,(zz))
converge a la funcién constante (0) en (C[3,1],d1).

Por la unicidad del limite se tendria que:

1,si z€[0,3]
0si z€ld,1]

o=

1o cual es una contradiccién con la suposicién de que f es continua sobre
[0,1]. O

D 3. (espacio métrico completo). El espacio métrico (E,d) se llama
completo, si toda sucesién de Cauchy en (F,d) es convergente en (E,d).
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La mayoria de los espacios métricos compietos utilizados en la prae-
tica poseen generalmente una estructura vectorial.

Ejemplo 2. (espacios de funciones acotadas). Dado un conjunto A
y un espacio métrico (E,d), se dice que la funcién f : A — F estd
acotada si su imagen f[A] estd contenida en alguna bola de E. FEl
conjunto B(A,E) = {f : A — E acotada } provisto de la métrica
de la convergencia uniforme

doo(f,9) = sup d(f(z),9(z)) (11)
€A
es completo si (E,d) es completo.

En efecto, si (fr) es una sucesién de Cauchy en (B(4,X),dw), en-
tonces para cada r € A, la sucesién (fn(z)) serd de Cauchy en (FE,d).
Por ser (E,d) completo, para cada ¢ € A, existe lim fp(z), al cual de-
notaremos mediante f(z).

De esta forma hemos definido una funcién f : A — E. Demostremos
que (fn) converge a f uniformemente. Como (f,) es de Cauchy en
(B(A, E),ds), dado € > 0 es posible hallar un nimero natural ny =
ng(€), tal que si m,n > ng entonces

doo(fmafn) < 57

es decir
d(fm(z), fn(z)) < e para todo z € A (12)

Dejando m fijo y haciendo tender = a infinito en (12), se obtiene para
m > ng, que d( fm(z), f(z)) < € para todo z € A. Concluimos que (fr)
converge a f en (B(A, E),dw). O

Consideremos ahora al conjunto A provisto de una métrica y defi-
namos

Co(A,E)={f:(A,p) — (E,d) continua y acotada } (13)

y continuemos con la suposicién de que (E, d) es completo.
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Si (frn) es una sucesién de Cauchy en (Cq(A4, F),ds) también lo serd
en (B(A,E),d.). Luego, por lo demostrado en la primera parte del
ejemplo, se tendrd que (fp) converge a una funcién f en (B(A, E), ds)-
Pero no es dificil probar que el limite uniforme de una sucesion de fun-
ciones continuas es también continua (jdemuéstrelo!) de lo cual se con-
cluye que (Co(A, E),dy) es completo si (F,d) lo es. O

De los cursos de Andlisis Matemadtico es conocido que R es completo
(provisto de la métrica usual; médulo) y que toda funcién real continua
definida sobre un intervalo cerrado y acotado [a,b], es acotada. El re-
sultado anterior nos muestra que (Cl[a,b],ds) es completo.

El ejemplo 2 nos sugiere la proposicién siguiente:

P 2. (subespacios completos) Sea A subconjunto del espacio métrico
completo (E,d). El subespacio métrico (A,d 4) es completo, si y sélo si
A es cerrado en (F,d).

Demostracién. Se deja al lector. O

Hemos visto en el ejemplo 1 que el espacio métrico (Cla, b],d; ) no es com-
pleto. Sin embargo, todo espacio métrico admite un completamiento.
Este proceso de completamiento para espacios métricos cualesquiera es
andlogo al proceso mediante el cual se obtienen los niimeros reales a
partir de los nimeros racionales.

T 1. (prolongacién de funciones uniformemente continuas)
Sean A un subespacio del espacio métrico (F,d) y (F,p) un espacio
métrico completo. Entonces toda aplicacién uniformemente continua
f:(A,d4) — (F,p) tiene una tnica prolongacién f : (4,d%) — (F,p)
que es ademds uniformemente continua.

Demostracién. La primera parte del teorema es una consecuencia
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inmediata de la continuidad uniforme de f y del Teorema 1.1.19. La
demostracion de la continuidad uniforme de f se deja al lector. O

T 2. (del completamiento) Todo espacio métrico (F,d) admite
un completamiento, es decir existe un par (h,(F,p)) con las siguientes
propiedades:

i) (F,p) es un espacio métrico completo,

i) h:(E,d) — (F,p) cumple que p(h(z),h(y)) = d(z,y),(z,y € E),
o sea h: (E,d) — (R[E], pp[g)) es una isometria,

iii) h[E] es denso en (F,p).

Ademais, el completamiento de un espacio métrico es 1inico salvo isome-
trias.

Demostracién. Demostraremos primeramente la unicidad del com-
pletamiento. Sean (ky,(F1,p1)) ¥ (h2,(Fa,p2)) dos completamientos de
(E,d). Evidentemente h = hy o hl'1 : hi[E] — ho[E] es una isometria
y por tanto un isomorfismo uniforme. Segin el Teorema 1, h puede ex-
tenderse a un isomorfismo uniforme A : (Fy,p1) — (F3, p2) €l cual por
continuidad es claramente una isometria.

Pasemos ahora a probar la existencia del completamiento. Sea zg €
E fijo y definamos la aplicacién

h:E — B(E,R)
que asocia a todo z € E la funcién g, definida por:

9z(y) = d(y, z) — d(y, zo).

Es claro que g; € B(E,R) pues sup,cg |9:(y)| = d(z,z9).
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Ademds h es una isometria de E sobre h[E] ya que

doo(nggy) = d(.’l’, y)'
Por tanto el par (h,h{E]) es un completamiento de (E,d). O

Pasemos ahora a enunciar algunos teoremas importantes en los espacios
métricos completos. De ellos el resultado fundamental lo constituye el
teorema de categoria de Baire cuyas aplicaciones se ven fundamental-
mente en el estudio de los operadores en espacios de Banach y en la
demostracién de teoremas de existencia. Primeramente necesitamos la
caracterizacién siguiente de los espacios métricos completos.

T 3. (de Cantor) Un espacio métrico (E,d) es completo si y sélo
si toda sucesién decreciente (F,) de conjuntos cerrados no vacios con
didmetro (86(Fy)) que tiende a cero tiene interseccién no vacia, donde

§(Fn)= sup d(z,y) (14)
z,yctn

Maés exactamente, [| Fj, se reduce a un punto.
neN .

Demostracién. Véase el libro Andlisis matematico en espacios nor-
mados de A. Fraguela. O

T 4. (de categoria de Baire) En un espacio métrico completo la
interseccién de cualquier familia numerable de conjuntos abiertos densos
es densa.

Demostracion. Sea (F,d) un espacio métrico completo y (Dy) una
sucesién de conjuntos densos y abiertos en (E,d).

Probaremos que U N( () Dyp) # @ para todo abierto no vacfo U en

ne
(E,d). En efecto, por ser U N Dy # § existe una bola abierta B; tal
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que By C Un Dy y 6(B1) < 1. Procediendo por induccién se puede
construir una sucesién {By) de bolas abiertas tales que:

— —_ 1
BiCB,1nND,y 5(Bn) < 5

entonces:
(Y B=C(UN () Du))
nelN nelN
pero las B, satisfacen las condiciones del teorema de Cantor y por tanto
M B #0
nelN

con lo cual queda probado el teorema. O

D 4. (conjuntos de primera y segunda categoria) Sea (F,d) un
espacio métrico. El subconjunto A de F se llama nunca denso si su
clausura tiene interior vacio E = §). Un conjunto de primera categoria
en (E,d) es aquel que puede representarse mediante la unién de mna
familia numerable de conjuntos nunca densos. Todo subconjunto de £
que no sea de primera categoria se llama de segunda categoria.

El Teorema 4 admite una formulacién equivalente.

C 1. (Todo espacio métrico completo es de segunda categoria.)

Demostracidn. Se deja al lector. O

Finalmente, enunciamos un resultado, de gran importancia-en el estudio
de la existencia y los métodos numéricos de solucién de ecuaciones en
espacios métricos completos.

Una aplicacién f del espacio métrico (F,d) en si mismo se dice con-
tractante de razén k,sik <1y

d(f(z), f(y)) < kd(z,y) Vz,y€E.
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Claramente una tal aplicacién es uniformemente continua.

Dada una aplicacién g : (E,d) — (E,d), a cada punto z € F tal que
g(z) = z se le llama punto fijo de g.

T 5. (del punto fijo) Cada aplicacién contractante de razén k definida
en un espacio métrico completo (E,d), tiene un punto fijo dnico zg,
caracterizado por la propiedad siguiente:

Para cada punto z € F la sucesion de valores iterados

f(z)=fofo---0f(z)

n—veces

converge al punto zg con el error de aproximacion:

kn
1-k

d(fn(l‘),z;o) < d($07f($0))

Demostracién. Véase el libro Anélisis matemdtico en espacios
métricos de A. Fraguela. O

Los.subconjuntos cerrados y acotados C' de RY tienen dos propiedades
fundamentales en las cuales se basan algunos de los teoremas mas im-
portantes del Andlisis:

Propiedad I: Todo cubrimiento abierto (Uy)qer de C contiene un sub-
cubrimiento finito (Uay,Uay, -, Ua,) de C.

Propiedad II: Toda sucesién () de puntos de C tiene un punto
adherente en C (es decir, contiene una subsucesién (Zy(n)) convergente
a un punto de C.
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Los pioneros del Anélisis funcional como Ascoli y Volterra recono-
cieron la gran importancia que tienen estas propiedades para la investi-
gacion de conjuntos de funciones. En efecto, el descubrimiento de que
toda una serie de teoremas clisicos sobre subconjuntos de RY pueden
trasladarse a conjuntos de funciones que verifican estas propiedades fué
uno de los motivos centrales para el desarrollo del Analisis funcional.

Teniendo en cuenta la gran utilidad de estas propiedades I y I en el
Analisis matematico y el Anélisis funcional es natural que nos dedique-
mos a estudiar la clase de todos los espacios métricos que verifican
estas mismas condiciones. Resulta que para los espacios métricos las
propiedades I v II son equivalentes.

T 6. (criterios de compacidad) En cualquier espacio métrico (F,d)
son equivalentes las propiedades siguientes:
i) Todo cubrimiento abierto de E contiene un subcubrimiento finito,

ii) Toda familia de cerrados de E con interseccién vacia contiene una
subfamilia finita, también de interseccién vacia,

iii) Toda familia de cerrados de E en la que cualquier subfamilia finita
tiene interseccién no vacia, es a su vez de interseccién no vacia.

iv) Toda sucesién en F posee una subsucesién convergente.

(Notemos que los tres primeros enunciados que hablan de familias de
. subconjuntos constituyen un grupo de propiedades correspondientes a

1).

Demostracién. i) ¢ ii), ya que i) y ii) son enunciados duales. En
efecto, (Uq)qer es un cubrimiento abierto, si y sélo si (E \ Uy)ger €8
una familia de cerrados de interseccién vacia.

i) ¢ iii) ya que iii) no es mds que otra versién de ii).
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Queda por probar la equivalencia entre el grupo de propiedades i),
i), iii) y iv).
iii) = iv) Sea (zp) una sucesién en (E,d) y consideremos para cada n

la seccién final
Sp = {2m :m > n}.

Es claro que (gn)nel\l es una familia decreciente de cerrados y por lo
tanto cualquier subfamilia finita tiene interseccién no vacia. Luego por
iii) se tendrd que existe

z€ () Sa

neN

Para entonces el punto = es un punto adherente de la sucesién ()
¥, por lo tanto, existe una subsucesién (z,(,)) de la sucesién (z5) tal

que (:cga(n)) — .

Por la propiedad iv) puede demostrarse que:

iv—a) Para todo cubrimijento abierto U = {Ua)pey, de E existe un
nimero § > 0 (llamado ndimero de Lebesgue) tal que el cubri-
miento B = {B(z,68) : « € E} formado por todas las bolas de
radio § es mds fino que U (se dice que el cubrimiento B es mds
fino que U si para todo V € B existe W € U tal que V C W)

iv—b) Para cada ¢ > 0 existe un conjunto finito {z1,---,z,} tal que las
bolas {B(z;,€) : ¢ = 1,-+-,n} constituyen un cubrimiento de E.
(El conjunto finito z1,- -,z se llama &-red)

(Demuestre los enunciados iv—a) y iv-b)).

Demostremos ahora la implicacién iv) = i) del teorema. Sea U =
(Ua)ae un cubrimiento abierto de E. Seglin iv—a) existe un nimero de
Lebesgue § para Up. Segiin iv—b), existe un conjunto finito {zj,---,zZn}

n
tal que E = |J B(z;,9).
=1
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Para ¢ = 1,---,n existen abiertos Uy, € U que contienen a las res-
pectivas bolas B(z;,6). Concluimos que Uq,,--+,Uq, } e un subcubri-
miento finito de E, con lo cual se prueba i). O

D 5. (espacios y subconjuntos compactos y relativamente com-
pactos). El espacio métrico (E,d) se llama compacto si cumple alguna
de las propiedades equivalentes i) — iv) del Teorema 6. El subconjunto
C de (E,d) es compacto si lo es el subespacio métrico (C,dg). El sub-
conjunto C de (E, d) se lama relativamente compacto si su clausura C
es compacto.

Notemos que si d y p son métricas topolégicamente equivalentes sobre
el conjunto E entonces (E, d) es compacto si y sélo si (E, p) es compacto.

P 3. (propiedades de los espacios y subconjuntos compactos)

i) En un espacio métrico compacto un subconjunto es compacto si y
solo si es cerrado.

ii) Todo subconjunto compacto de un espacio métrico es cerrado y
acotado.

Demostracion. Se deja al lector. O

Ejemplo 3. (caracterizacién de los subconjuntos compactos de R)

No es dificil verificar que todo intervalo cerrado y acotado [e,b] de
R satisface la propiedad iv) del Teorema 6 luego es compacto. Por la
propiedad i) de la Proposicién 3 se tiene que todo subconjunto cerrado y
acotado C en R es compacto, puesto que es un subconjunto cerrado del
intervalo compacto [inf C,sup C]. Luego por P 3 ii} concluimos que los
compactos en R son los subconjuntos cerrados y acotados. Este impor-
tante resultado puede ser generalizado para los espacios R™. En efecto,
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si C C R™ es cerrado y acotado, entonces para un cierto par de niimeros
reales a,b se tiene que C es cerrado en el cubo n—dimensional [a,b]".
Utilizando el criterio iv) del Teorema 6 y el hecho de que la convergen-
cia en R™ es la convergencia por coordenadas, concluimos por P 3 i) que
C es compacto en R®. Luego hemos probado que un subconjunto de R™
es compacto si y solo si es cerrado y acotado.

Ejemplo 4. (conjunto no compacto en (C[0,1],dy)). La caracteri-
zacion obtenida en el ejemplo anterior para los subconjuntos compactos
de R" no puede ser trasladada a espacios de dimensién infinita. Con-
sideremos la bola cerrada B de centro cero y radio unidad en el espacio
métrico (C[0,1],dx ).

El conjunto B no es compacto ya que la sucesién fp(z) = z",n =
1,2,---, no tiene ninguna subsucesién convergente en (C[0,1],dw). En
efecto, para cualquier sucesién n; de nimeros naturales, la sucesién de
funciones fr,(z) = ™ converge puntualmente a cero si z € [0,1] y a
1 en el punto z = 1. Si (fr,) convergiera uniformemente a una cierta
funcién f también convergeria puntualmente a f, luego necesariamente

_fosi ze€l0,1],
f(w)_{lsi z=1,

¥, por lo tanto, f no es continua. O

El ejemplo anterior nos muestra que la funcién constante (0) no tiene
ninguna vecindad compacta en (C[0,1],dw ). Puede concluirse que nin-
guna f € C[0,1] tiene una vecindad compacta en (C[0,1],do) (jdemu-
éstrelo!). Este hecho motiva la definicién siguiente.

D 6. (espacios y subespacios localmente compactos). El espacio
métrico (E, d) se llama localmente compacto si cada punto z € -E tiene
una vecindad que es compacto como subconjunto de E. El subconjunto
A de F es localmente compacto si lo es el subespacio métrico (4, d4).
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Veremos, sin demostracién, un importante resultado, que caracte-
riza los subconjuntos relativamente compactos en espacios de funciones
continuas provistos de la métrica de la convergencia uniforme. Para
ello comencemos por estudiar las propiedades de las funciones continuas
definidas sobre conjuntos compactos.

T 7. (imagen de compactos por aplicaciones continnas) Sean f :
(E,d) — (F,p) continua y K un subconjunto compacto de E. Entonces
fIK] es compacto en (F,p).

Demostracién. Sea (Vy)aes un cubrimiento abierto de f[K]. Por
1.1.2, la coleccién (f71[Va])aes constituye un cubrimiento abierto de
K. Por el criterio i) de T 6, se puede extraer un subcubrimiento finito
(f™{[Ve,])i=; de K. Entonces (Va,)7_; s un subcubrimiento finito de
K], luego f]K] es compacto. O

Del teorema anterior se concluye el corolario siguiente:

C 2. (principio del miximo y el minimo para funciones reales
continuas) Toda funcidn real continua definida sobre un espacio métrico
compacto alcanza sus valores maximo y minimo. Es decir si (E,d) es
compacto y f : (E,d) — R es continua, entonces existen zg,yy € E,
tales que:
F(zo) = min f(z), f(yo) = max ().
z€FE zeF

Demostracion. Se deja al lector. O

Del Teorema 7 y la Proposicién 3 ii) se concluye que si (E,d) es
compacto, entonces toda funcién continua f definida sobre (E,d) y con
valores en otro espacio métrico (F, p) es acotada (véase ejemplo 2), luego
Co.(E,Fy=C(FE,F).
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Antes de enunciar el teorema sobre la caracterizacion de los subconjuntos
relativamente compactos en (C(E, F),ds,) con (E, d) compacto y (F, p)
arbitrario, veamos las definiciones siguientes:

D 7. (conjuntos equicontinuos y equiacotados en F(E, F)) Sean
(E,d) y (F,p) espacios métricos, F(E, F) el conjunto de todas las fun-
ciones definidas sobre F con valores en F y H un subconjunto de
F(E,F).

i) El conjunto H se llama equicontinuo en z € E si para cada ¢ > 0
puede hallarse un nimero real § > 0 tal que para todo f € H se
cumpla

d(z,y) < § = p(f(2), f(¥)) < ¢ (15)

Fl conjunto H se llama equicontinuo si es equicontinuo en todo
z€ FE.

ii) H se llama equiacotado en el punto z € E si

H(z)={f(z): fe H} (16)

es relativamente compacto en (F, p).

H se llama equiacotado si es equiacotado en todo punto z € F.

Notemos que los subconjuntos equicontinuos de F(E, F) estan formados
por funciones que son uniformemente continuas.

T 8. (de Arzeld—Ascoli sobre la caracterizacién de los sub-
conjuntos relativamente compactos en (C(E, F),dy)) Sean (E,d)
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compacto y (F,p) métrico. El subconjunto H C C(E,F) es relativa-
mente compacto en (C(E, F),ds) si y sblo si es equicontinuo y equia-
cotado.

Demostracion. Véase el libro Analisis matematico en espacios
métricos de A. Fraguela. O

El resultado siguiente nos muestra la relacidn existente entre con-
tinuidad uniforme para funciones definidas sobre un espacio métrico
compacto.

T 9. (relacién entre continuidad y continuidad uniforme) Sean
(E,d) compacto y (F,p) métrico. Entonces toda funcién continua f :
(E,d) — (F,p) es uniformemente continua.

Demostraciéon. Supongamos que f no es uniformemente continua.
Entonces, para cierto € positivo y cualquier nimero natural n existiran
elementos &,,Y, en F, tales que

d(Zn,yn) < % mientras que p(f(zn), f(yn)) > €.

De la sucesién (z) se puede extraer, debido a la compacidad de E,
una subsucesién (z,(,)) convergente a un punto z € E. En este caso la
subsucesién (z p(n)) también converge al punto z; pero para cada n debe
cumplirse al menos una de las desigualdades

P(F(), F(@pm) 2 €12, P(F(@), F(Gpm))) 2 /2

lo cual contradice la continuvidad de fen el puntoz € E. O

El teorema anterior nos sugiere la existencia de una relacidn en-
tre las propiedades topoldgicas y uniformes de un espacio métrico com-
pacto. En efecto, en un espacio métrico compacto toda sucesién de
Cauchy tiene una subsucesién convergente y por P 1 ii) concluimos que
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la propia sucesion es convergente. Luego, todo espacio métrico compacto
es completo. Sin embargo, la afirmacién inversa no se cumple como. nos
muestra el ejemplo 4.

Para estudiar mas exactamente la relacién entre compacidad y com-
pletitud se necesita la definicién siguiente:

D 8. (espacios y subconjuntos precompactos o totalmente aco-
tados) El espacio métrico (E,d) se llama totalmente acotado o pre-
compacto si para todo £ > 0 hay una £-red en E. Un subconjunte finito
{z1,...,2n} se llama e-red en E silas bolas B(z;,€);i = 1,...,n consti-
tuyen un cubrimiento de £. Fl subconjunto 4 de F se llama totalmente
acotado si lo es el subespacio métrico (4,d4).

T 10. (relacién entre compacidad y completitud) El espacio
métrico (E,d) es compacto si y sélo si es completo y precompacto.

Demostracion. Ya hemos visto que todo espacio métrico compacto
es completo. Si (E,d) es compacto basta tomar el cubrimiento abierto
{B(z,¢) : z € E} y utilizar el criterio i) del Teorema 6 para probar la
precompacidad de (F,d).

Demostremos ahora que todo espacio métrico completo y precom-
pacto es también compacto. Para ello es suficiente demostrar que toda
sucesion (z5) de puntos de FE tiene al menos un punto adherente. Sean
F; una 1-red en (£,d). Las bolas cerradas de radio 1 centradas en los
puntos de Fj constituyen un cubrimiento finito de E. Luego, al menos
una de estas bolas, llamémosla By, contiene una subsucesién infinita
zgl), ceny :1:‘511), --- de la sucesién (z,). Escojamos ahora en By una %—-red
Fy y construyamos alrededor de todo punto de esta red una bola cerrada
de radio % Al menos una de estas bolas, lamémoslo Bs, contiene una

(2) (2)
1

ss . .z 1 . .
subsucesion infinita z{",..., 25 /,... de la sucesién (:c£t )). Asi sucesi-
vamente, por induccién podemos encontrar para cada k& € N una bola
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cerrada de radio (-%—)k_l que contiene una subsucesién infirita (z%k)) de

y: k-1 s . e B ,
la sucesién (zg )). Es facil ver que la familia B}, es una sucesién de-
creciente de conjuntos cerrados con didmetro que tiende a cero y, por el

teorema de Cantor (T 3) su interseccién () Bpy consta de un solo punto
keN

zg. Este punto es un punto de adherencia de la sucesién inicial (z,), ya

que toda vecindad suya contiene a alguna bola B y, por consiguiente,

cs . . k <y
una subsucesién infinita (xg )) de la sucesién (z5). O

No es dificil concluir del teorema anterior que un subconjunto A de
un espacio métrico completo es relativamente compacto si y sélo si es
precompacto. (jDemuéstrelo!)

Como bemos podido apreciar, el trabajo sobre los espacios métricos
compactos es muy cémodo debido al gran ntimero de propiedades a las
cuales puede recurrirse. En el Teorema 2 del completamiento vimos
como todo espacio métrico puede ser sumergido mediante una isometria
en un subespacio denso de un espacio métrico. Sin embargo, no es posible
sumergir un espacio métrico cualquiera mediante un homeomorfismo en
un subespacio denso de un espacio métrico compacto.

D 9. (compactificacién) Sean (F,d) y (F, p) espacios métricos, (F, p)
compacto y f : (E,d) — (F,p). El par (f,(F,p)) se lama una compac-
tificacion de (E,d) si se cumple:

i) f:(E,d) — (f[E], ps(E]) es un homeomorfismo, es decir f es una
inmersién de (E,d) en el espacio métrico (F, p),

il) f[E] es denso en (F,p).

Ejemplo 5. (Proyeccién estereografica) Denotemos por E! la esfera de
radio 1 y centro en (0,1) de R? y sea S la proyecci6n estereogrifica de
dicha esfera sobre R. No es dificil verificar que el par (S7 1 El) es una
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compactificacién de R. Notemos que E! se obtiene encogiendo a R y
uniendo sus extremos. O

Tenemos el teorema siguiente sobre compactificacién:

T 11. (de Urysohn) Todo espacio métrico que tenga un subconjunto
denso numerable tiene una inmersidén en el espacio producto I N donde
I=1(g,1].

Demostracion. Véase el libro Anilisis matemdtico en espacios
métricos de A. Fraguela. O

Aclaremos que IN se considera provisto de la méirica producto con
respecto a la métrica usual sobre [0, 1]:

z:(zn)EIN, y:(yn)EIN,
OSIBn’ yﬂ§17
= 1 I‘En‘?/nl

n=0

No es dificil verificar que el espacio métrico (I, D) es compacto
(jdemuéstrelo!). Luego, si f : (E,d) — (IN,D) es una inmersin, el par
(f, fIE]) es una compactificacién de (E, d).

Pasemos finalmente al estudio de la propiedad de conezion en los
espacios métricos. Precisamente es la propiedad de conexién de los in-
tervalos en R la que permite demostrar un teorema tan importante para.
el Andlisis cldsico como en el Teorema de Rolle o Teorema del valor
medio. Algunos espacios métricos pueden dividirse de manera natural
mediante conjuntos abiertos disjuntos de manera que el andlisis de la
estructura topoldgica del espacio se reduzca al andlisis de cada una de
sus componentes. Los espacios métricos que no admiten una tal divisién
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se llaman conezos.

D 10. (espacios y subconjuntos conexos) El espacio métrico (E,d)
se llama conexo si no existe una particiéon de E formada por dos abiertos
no vacios. El subconjunto 4 de (F,d) se llama conexo si el subespacio
(A,d4) es conexo.

P 4. (caracterizaciones de los espacios métricos conexos) El
espacio métrico (F, d) es conexo si y s6lo si cumple una de las condiciones
equivalentes siguientes:

i) No existe una particién de E formada por subconjuntos no vacios
Ay Bde Ftalesque ANB=¢=ANB,

ii) No existe una particién (Uy)a € I de E formada por mis de un
abierto no vacio,

iii) No existe una particién de F formada por un nidmero finito > 2
de cerrados no vacios,

iv) Los dnicos subconjuntos que son a la vez abiertos y cerrados en F
son el propio F y €l ¢,

v) No existe una sobreyeccién continua de (E,d) sobre un espacio
discreto (F, p) con dos elementos (el espacio (F, p) es discreto si la
métrica cumple: p(z,y) = 0 para z = y,p(z,y) = 1 para z # y),

vi) Toda aplicacién continua de (E,d) en un espacio discreto es cons-
tante.

Demostracion. Se deja al lector. O

La caracterizacién iv) resulta muy itil para la demostracién de pro-
piedades sobre los espacios métricos conexos. En efecto, si se desea pro-
bar que todos los puntos de un espacio métrico conexo ( E, d) satisfacen
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una cierta propiedad P, hasta demostrar que el conjunto
U={z € E:z satisface P}

es no vacio y ademds abierto y cerrado en (E,d). Por la caracterizacién
iv) se concluye entonces que

O=~F

P 5. (propiedades de los conexos)

i) Sea A un subconjunto conexo del espacio métrico (E,d). Entonces
todo subconjunto B de FE, tal que A C B C A, es conexo. En
particular A es conexo.

ii) Si (Ca)acs es una familia de subconjuntos conexos de (E, d) tal
que para algin 5 € T fijo se cumple:

Ea ﬂCﬁ#(ﬁ 6Caﬂ€ﬁ¢¢,(-a€f)

entonces C = [} Cqy es conexo.
agel

Demostracion. i) Utilicemos el criterio v) de la proposicién ante-
rior. Sea f una aplicacién continua de B en el espacio discreto {1,2}.
Sabemos que f[A] es unitario, luego f[B] C f[4] C FIA] (T 1.1.5-iii)
también es unitario. Concluimos que f no es sobreyectiva y, por lo tanto,
B es conexo.

ii) Se deja de ejercicio al lector. O

Notemos que la interseccion de dos conjuntos conezos no siempre
es conero. Veamos que la conerion es una propiedad topoldgica. Més
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exactamente, se tiene:

T 12. (continuidad y conexién) Sea f : (E,d) — (F, p) continua. Si
(F,d) es conexo, entonces f[F] es conexo en (F, p).

Demostracion. Sea g una aplicacién continua del subespacio f[F]
en el espacio discreto {1,2}. Entonces g o f es una aplicacién continua
de E en {1,2}, luego g no puede ser sobreyectiva. O

Este teorema nos permite obtener una generalizacién del conocido
teorema del valor medio en el Andlisis matemadtico. Pero antes nece-
sitaremos el resultado signiente:

T 13. (caracterizacién de los subconjuntos conexos de R) Un
subconjunto C de R es conexo si y sélo si es un intervalo.

Demostraciéon. Recordemos que los intervalos C de R estdn carac-
terizados por la propiedad:

z2,y,z2€ERz,yeCiz<z<y=z¢eC.

Supongamos que el subconjunto C de R no es un intervalo. Entonces
existen z,y € C'y z € R\ C tales que z < z < y. Los subconjuntos no
vacios

A={ceC:¢c<z}, B={ceC:c>z}

constituyen una particién de C, luego C no es conexo.

Reciprocamente, consideremos un intervalo C' y demostremos que es
un subconjunto conexo de R. Para ello supongamos por el absurdo que
existen dos subconjuntos abiertos no vacios A y B del espacio C tales que
AUB =Cy AN B = ¢. Intercambiando A y B si es necesario, existen
a€ Aybe B tales que a < b. Sea z =sup{AN[ag,b]};2 €[a,b] C C es
punto adherente de A en C. Puesto que A es cerrado en C (por ser el
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complemento del abierto B) tenemos que z € A y, por lo tanto, z < b.
Por otra parte, A es también abierto en C. Por ello existe ¢ > 0 tal
que [z,2+¢] C Ay z+ ¢ < b. Pero esto contradice la definicién de z.
Concluimos que C es conexo. O

T 14. (del valor medio generalizado) Sean (£, d) un espacio métrico
conexo y f una funcién real continua definida sobre E. Siz,y € E. y
a € R son tales que

flz) < a < f(y),

entonces existe z € E con f(z) = a.

Demostracién. Por T 12, f[E] es conexo en R, luego un intervalo
(T 13), de donde se concluye la tesis del teorema. O

-

§ 1.3 Normas y espacios normados

En este epigrafe nos dedicaremos al estudio de las propiedades métricas
y topoldgicas de algunos espacios métricos cuya estructura métrica es
compatible, en un sentido que definiremos mds adelante, con alguna
estructura vectorial definida sobre dicho espacio.

Comenzaremos por .introducir algunas nociones algebraicas. Con-
sideremos un conjunto arbitrario F sobre el que hay definidas dos o-
peraciones: suma (ley interna) y producto por escalares (ley externa).
Denotaremos la operacién suma por la letra S y la de producto por es-
calares, por la letra P. Ambas operaciones se definen como aplicaciones

S:ExFE — FE,
{7
P:KxE — E,

donde K serd eventualmente uno de los conjuntos numéricos R 6 C.
En otras palabras, mediante las operaciones de suma y producto por
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escalares, hacemos corresponder a cada par de elementos z,y € £ y
cada nidmero A € K, los elementos univocamente determinados S(z,y)
y P()\,z) de E. En lo que sigue denotaremos al elemento S(z,y) por
T+ vy

S(z,y)=2+y (18)

y le Hamaremos suma de los elementos z € y de E. De la misma forma
denotaremos al elemento P(A,z) por Az:

P(Az)= Az (19)
y le lamaremos producto del elemento x por el nimero A.

A las operaciones (18) y (19) les exigiremos determinadas relaciones
naturales de compatibilidad. Para toda triada de elementos z,y,z € £
y todo par de ntimercs A, p € K se debe cumplir:

(EV1) z + y = y + 2 (conmutatividad de la suma)

(EV2) (z+y)+ 2z =2+ (y + z) (asociatividad de la suma)

(EV3) Az + y) = Az + Ay, (A + p)z = Az + Az (distributividad del
producto con respecto a la suma).

(EV4) A uz) = (Ap)z (asociatividad del producto)

(EV5) existe un elemento © € E llamado elemento nulo o neutro, tal que
0z = O para cualquier z € E, donde 0 es el cero de K.

(EV6) 1z = z para cualquier z € E.

De esta forma hemos incluido en las propiedades exigidas a la suma y el
producto por escalares en E, un grupo fundamental de leyes algebraicas
que son validas para las correspondientes operaciones en los espacios
euclideanos de dimensi6n finita R™.

D 1. (espacio vectorial y subespacio vectorial) Un espacio vecto-
rial sobre K es un conjunto £ provisto de dos operaciones, una interna



§ 1.3. 51

llamada suma (18) y otra externa llamada producto por escalares (19),
las cuales satisfacen las propiedades (EV1)-(EV6). El espacio vectorial
se llama real si K = R y complejo si K = C. Los elementos del espacio
vectorial E se denominan vectores.

Un subconjunto F del espacio vectorial F es un subespacio vectorial
de FE si es un espacic vectorial con respecto a las operaciones suma y
producto por escalares de F, restringidas a sus elementos.

No resulta dificil verificar que un subconjunto F del espacio vectorial

E es un subespacio vectorial de F, si para todos A,u € K y z,y € F se
cumple

Az 4+ py € F. (20)

Salvo en casos particulares, donde serd indicado, en lo que sigue estu-
diaremos espacios vectoriales complejos. Luego, cuando hablemos sim-
plemente de espacios vectoriales nos estaremos refiriendo a espacios vec-
toriales complejos.

Comencemos por enunciar algunas consecuencias de los axiomas
(EV1)-(EV6) que pueden ser rdpidamente verificadas por el lector:

a) En cada espacio vectorial existe un dnico elemento neutro,

b) El elemento neutro de F es el cero para la suma, es decir
®@+z=2, paratodoz € E.

¢) Para todo z € E puede definirse el elemento —z mediante —z =
(=1)z y se llama elemento opuesto a z. Entonces

g+ (-z) = O, (21)
~(-z) = =, (22)

Luego para dos elementos z,y € E se puede definir su diferencia

z-y=2z+(-y) (23)
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De la definicién (23) se deduce que

(z-y)t+ty==z.

Esta notacién nos permite hablar de una operacién de sustraccion
o resta, inversa a la suma o adicién. Para cualesquiera z,y € F, la
ecuacion y+ z = z, de la incognita z, tiene una dnica solucién z = z — y.

d) La propiedad (EV3) de distributividad del producto con respecto
a la suma se cumple también para la sustraccion.

e) AO = O para todo A € C.

f) De Az = O se deduce que A = 06z = ©. Luego si Az = Ay
entonces A=06z =y.

De la misma forma, si Az = uz, entonces

z=0 6 A=yp.

Veamos de manera algo informal, algunas definiciones y resultados rela-
cionadas con la estructura vectorial de los espacios vectoriales. Dados
los vectores z1,...,Z, del espacio vectorial F y los niimeros complejos
Aly---,An, al vector Ajz1+...4+ Apzy se le llama combinacion lineal de
los vectores z; 1t = 1,...,n con coeficientes {A\;:i=1,...,n}.

La familia F de vectores de E se llama linealmente independiente si
no es posible obtener una combinacién lineal nula de elementos de ¥ con
coeficientes diferentes de cero:

$1,...,.’En63:; Al,...,AnEC,
Al"""l +-...+}‘.nxn=()=>A1:---:An=0.

En caso contrario se dice que la familia F es linealmente dependiente.
Se puede demostrar que toda familia F de vectores de E contiene una
subfamilia mazimal, no necesariamente unica, de vectores linealmente
mndependientes y que, ademas, todas estas subfamilias maximales tienen
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la misma potencia. Si en lugar de F consideramos al propio espacio
vectorial F, estas subfamilias maximales son llamadas bases algebraicas
de FE y la potencia de cada una de ellas se llama dimension algebraica
de E.

No es dificil probar que la interseccion de cualquier familia de sub-
espacios vectoriales de un espacio vectorial E, es también un subespacio
vectorial de E. Luego, para toda familia ¥ de vectores de F existe un
menor subespacio vectorial en E que contiene a F y que coincide con
la interseccién de todos los subespacios vectoriales de E que contienen
a F. A este menor subespacio vectorial se le llama subespacio vectorial
generado por F y se denota por [F]. El lector puede comprobar que
[F] coincide con el conjunto de todas la combinaciones lineales de ele-
mentos de F. Luego, toda subfamilia maximal de vectores linealmente
independientes de F constituye una base algebraica de [F).

Se dice que el subconjunto F del espacio vectorial F es suma de los
subconjuntos F1 y F3 vy se denota F = Fj + F3, si todo elemento z € F
puede expresarse de la forma z = 27 + 24 con z; € Fj;i = 1,2. La
suma F = Fy + F5 se llama directa y se denota F' = F| @ F», cuando la
expresion de cada z € F', como suma de elementos de F; y F3, es tnica.

Si Fy y F> son subespacios vectoriales de F, su suma F’ es un subes-
pacio vectorial de E. Ademds, en este caso, la suma es directa cuando,
y solamente cuando, 7 N F = {©}.

En lo que sigue utilizaremos las notaciones A\ Ay AAcon A € C,ACC
y A C FE para denotar los subconjuntos de E

AA = {dz:z€ A} ~ (24)
AN = {uz:p€ Nz e A} (25)

No es dificil verificar que, para las operaciones usuales de suma de
ndmeros, vectores y funciones, asi como el producto usual por escalares,
los espacios euclideanos R™ y los espacios C(E,R) de funciones reales
continuas definidas sobre un espacio métrico (¥,d) son espacios vecto-
riales reales. De la misma forma puede comprobarse que son espacios
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vectoriales complejos los espacios euclideanos C” y los espacios de fun-
ciones complejas continuos C(E,C).

El lector puede ficilmente verificar que para las métricas dy,dy y d
definidas en los espacios vectoriales R", C",C([a,b],R) v C([a,d],C), las
operaciones suma y producto por escalares (17) son continuas. Sin em-
bargo, un espacio vectorial puede ser provisto de una estructura métrica
para la cual las aplicaciones de suma y producto por escalares no sean
continuas. Al estudiar estructuras métricas sobre espacios vectoriales
resulta natural excluir estos casos singulares de nuestra consideracion.

D 2. (métrica topolégicamente compatible con la estructura
vectorial) Sea F un espacio vectorial provisto de una métrica d. Se
dice que la métrica d es topologicamente compatible con la estructura
vectorial de E si las aplicaciones de suma y producto por escalares (17),
son continuas con respecto a d.

En un espacio vectorial métrico (E,d) donde la métrica sea compa-
tible con la estructura vectorial, se cumple que si

(za) - % (¥n) - Y An — A (convergencia en C),

entonces
Tn + Yn 7 T+ Y, AnTn 7 Az. (26)

La estructura topolégica de un espacio vectorial E provisto de una
métrica topologicamente compatible d queda totalmente determinada si
se conoce ¢l comportamiento de dicha métrica en un entorno del elemento
nulo ©. En efecto, de (26) se deduce, que en el espacio métrico (E,d)
se cumple:

$nT$<=?$n—fCT@~ (27)

Luego, para el estudio de la convergencia en (E,d), no es necesario
conocer la distancia entre dos elementos cualesquiera, sino basta con
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saber la distancia de cada elemento z € E al elemento nulo © de E. Es
decir, es suficiente conocer el comportamiento de la funcién

N:EF — Ry (28)
z ~ N(z)=d(z,0),

ya que
znTz:}N(xn—m)—HO (29)

(convergencia usual en R)

Mas ain, se tiene el resultado siguiente:

P 1. (invarianza de los abiertos y cerrados por traslaciones
y homotecias) Sea F un espacio vectorial provisto de una métrica d
topolégicamente compatible con su estructura algebraica. Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes:

i) A es abierto (resp. cerrado) en E;
ii) Ya € E,a + A es abierto (resp. cerrado) en E;

iii) YA € C, X # 0, AA es abierto (resp. cerrado) en E.

Demostracion. Se concluye inmediatamente del hecho que para
cada g € Ay A € C,\ # 0; las aplicaciones:

Seg:F—FE, z~a+z, Py:E—E, -~ Az,
son homeomorfismos de (£, d) en s{ mismo. O
De la Proposicién anterior se concluye que todo abierto en (E,d) se

puede expresar como la unién de conjuntos de la forma a + V, donde
a € E'y V es una vecindad abierta del elemento neutro ©.
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Hasta el momento hemos visto como la funcién N, definida en (28),
nos permite obtener informacién sobre la estructura topolégica de todo
el espacio métrico (F, d) a partir de su estructura topoldgica local, cnando
la métrica d es topolégicamente compatible con la estructura vectorial
de E. Sin embargo, no es posible describir las propiedades métricas de d
en todo E a partir de sus propiedades tomadas con respecto al elemento
neutro ©. En efecto, si se conoce la distancia de cualquier elemento z €
E al elementonulo ©® € E, esto en general no es suficiente para conocer la
distancia de z a otro punto y € E. Para poder obtener esta importante y

4ltil propiedad es necesario imponer condiciones adicionales a la métrica
d.

D 3. (distancias métricamente compatibles con la estructura
algebraica) Sea F un espacic vectorial provisto de una métrica d. Se
dice que la métrica d es métricamente compatible con la estructura vec-
torial de F si para todos z,y,2 € E y A € C, se cumple:

dz+2z,y+2z) = dz,y), (30)
d(Az,Ay) = |Md(z,y), (31)

donde | - | denota el médulo de un ndmero complejo.

Obviamente para toda distancia métricamente compatible con la estruc-
tura algebraica de E se tiene que la funcién N definida en (28) cumple

N(z —y) = d(z,9) (32)

De (30), (31), (32) y las propiedades de una métrica se obtienen in-
mediatamente las propiedades siguientes para la correspondiente funcién

N:

(N1) N(z)>0,y Nz)=0<=z=0,
(N2) N(Az) = |A|N(z),
(N3) N(z+y)< N(z)+ N(y).
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Por la analogia entre las propiedades (N1) — (N3) con las propiedades
caracteristicas del médulo para los niimeros complejos, se conviene en
utilizar la notacién

N(z)=| =z || (33)
que utilizaremos a partir de ahora para denotar la funcién N corres-

pondiente a una distancia métricamente compatible con la estructura
algebraica de E.

D 4. (norma, espacio normado y subespacio normado) Sea F
un espacio vectorial. Toda funcién definida sobre E con valores en R
y que satisfaga las propiedades (N1) — (N3) se llama una norma sobre
E. Se dice que el espacio métrico (E,d) es normado si la distancia d es
métricamente compatible con la estructura algebraica de F (en este caso
la métrica d se expresa mediante (32) utilizando la norma N definida en

(28): d(z,y) =l — w |D)-

Se llama subespacio normado del espacio normado (F,d) a cualquier
subespacio vectorial de E provisto de la métrica inducida por d. En lo
sucesivo convendremos en denotar a los espacios normados por un par
del tipo (E,|| - ||) ¥ cuando hablemos de sus propiedades métricas o
topoldgicas nos estaremos refiriendo a las propiedades correspondientes
a la métrica d(z,y) =||z -y ||

No es dificil verificar que las aplicaciones

ol = 3 Iz, (34)

Izl = (=3, (35)
=1

[zl = lnsagéxnlwil, (36)

son normas en C® que corresponden a las métricas dy,d2 y do. Ademés

b
17l = [ir@ia (37)
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b
il = (f1FoiRant, (38)
Iflee = max |70, (39)

a<t<bh
son normas en C([a,b],C) que corresponden a las metricas di,d2 ¥ doo-
Luego, todas las métricas importantes vistas hasta el momento provienen
de una norma.

Del hecho que se cumple la desigualdad
(V') llell = lisll < ll= = gl
(demuéstre esta desigualdad) se deduce que la aplicacién
BN — Ry, 2z,

es continua.

Para un espacio normado (E, || - ||) no es dificil verificar que si V es
una vecindad abierta y acotada del elemento neutro © (en calidad de V
puede tomarse la bola abierta B(0©, 1)) y An es una sucesion de nimeros
reales que tiende a cero, entonces todo abierto en E puede erpresarse
como la unién de conjuntos del tipo a+X,V donde a € F (jdemuéstrelo!).

Veamos, sin demostracién, algunos resultados concernientes a la ce-
rrabilidad de subespacios vectoriales de un espacio normado (E,|| - ||).
El lector interesado puede hallar las demostraciones en el libro Andlisis
matemdtico en espacios normados de A. Fraguela:

a) Si F es un subespacio vectorial de E, entonces F también es un
subespacio vectorial de E,

b) Todo subespacio vectorial en (E, | - ||) de dimensién finita, es ce-
rrado.

c) Si F y M son subespacios vectoriales cerrados de (E,||-||) v F es
ademds de dimension finita, entonces el subespacio vectorial suma
F + M también es cerrado.
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D 5. (envoltura lineal cerrada de una familia de vectores, fa-
milias totales) Sea F una familia de vectores en el espacio normado
(E,|| - ). Se llama envoltura lineal cerrada de F a la clausura del espa-
cio vectorial [F] generado por F. La familia F se llama total en E, si su
envoltura lineal cerrada coincide con E:

[9] = E.

Ejemplo 1. El teorema de aproximacién de Weierstrass expuesto en el
ejemplo 1.1.1 puede ser expresado de la manera equivalente siguiente:

La familia de funciones {1,z,2?,...,2%,...} es total en (C[a,b], || -
lleo). T

Veamos ahora c6mo se expresa en términos de las normas, la equiva-
lencia topoldgica entre sus métricas asociadas. Ya hemos visto que dos
métricas dy y dy definen los mismos abiertos sobre un conjunto F si y
sélo si ambos definen la misma convergencia. Silas métricas dy y do son
generadas por normas entonces se tiene el teorema siguiente:

T 1. (normas topolégicamente equivalentes) Dos normas || - [[;
y || - ll2 definidas sobre el espacio vectorial E, dan lugar a la misma
convergencia, si y solo si existen constantes estrictamente positivas Cq
y C9, tales que

Callzlls < llzllz < Call2]ls, (40)

para todoz € F.

Demostracion. Evidentemente la condicién (40) es suficientemente
para que ambas normas definan la misma convergencia sobre F. De-
mostremos que la condicién (40) es también necesaria. En efecto, si las
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normas || - |l1 ¥ || - ||z defiren la misma convergencia en E, entonces la
identidad

1g: (B, -{h) — (& -1l2)
es un homeomorfismo. Analicemos cémo se manifiesta la continnidad de

1z en el elemento nulo © € E, y para ello denotemos por d; y da las
respectivas métricas asociadas a || - ||1 ¥ || - ||2-

Por ser 1 continua en ©, para cada nimero real ¢ > 0 existe un
ndmero real § > 0, tal que:

z € By,(0,68) = 1p(z) € By,(1E(0),¢) (41)
Pero teniendo en cuenta que

1g(z) = =z, paratodoz€ E,
By(©,r) = {zeE:|z||l<r},

la expresién (41) puede escribirse en la forma equivalente

el < &= llzfla <e (42)

Luego, como para cada z € F el elemento y = Wﬁmz, cumple que
llyll1 < 8, entonces, por (41)

llyllz <€ (43)
Pero de (43) se tiene que

lzll2 < =lielh

y queda probada una de las desiguladades en (40), poniendo Cy = 2¢/8.
La desigualdad en sentido opuesto se obtiene intercambiando los papeles

de|l-fliyll-llz- O

El resultado anterior motiva la definicién siguiente:

D 6. (normas equivalentes) Dos normas || - ||; y || - [|2 sobre un
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espacio vectorial E son equivalentes si satisfacen las desigualdades (40)
para algin par de constantes estrictamente positivas C; y Cs.

Pasemos a ver una importante propiedad de los espacios normados
de dimensién finita.

T 2. (equivalencias de las normas en los espacios normados
de dimensién finita) Todas las normas definidas sobre un espacio
vectorial de dimensién finita son equivalentes.

Demostracién. Sea E un espacio vectorial de dimensién n y sea
| - || una norma sobre E. Basta demostrar que || - || es equivalente a la
norma [| - || definida de la manera signiente: si {e;,...,e,} es una suma
de Fyz € E,z= Aejy+ ...+ Ane, entonces

llzllo = [Dax | Aql- (44)

Se verifica ficilmente que la aplicacion f : (C”,|| - ||cc) — (E, 1 |l0)
definida mediante

FA1, .-, 20) = Aser + - -+ Aneg

es un homeomorfismo. Por otra parte, si consideramos sobre F la norma
[| - ||, entonces para

A= (Ah-“a)‘n)a/‘ = (#17"'5/1'71)7
se tiene que

IF) = Fllo < D lleall 1A= alloo
=1

de donde se concluye la continnidad de f. La continuidad de f~! :
(E,lI-lI) — (€™ ||*|loc) se demuestra sin dificultad. Luego f es también
un homeomorfismo entre (E,]| - ||) y (C*, || - |lo).- Pero entonces 1g :
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(BN 1D = (E, |l - |lo) es un homeomorfismo y por lo tanto, || -|| v || - llo
son normas equivalentes. O

El ejemplo siguiente nos muestra que este no es el caso cuando se
trata de espacios vectoriales de dimensién infinita.

Ejemplo 2. En el espacio vectorial C[0,1] las normas || - |l ¥ || - {lcos
definidas en (37) y (39), no son equivalentes ya que no defiren la misma
convergencia. En efecto, la sucesién (z™) converge a (8) con respecto a
Il - |l1 pero no es convergente con respecto a la norma ||+ |lec. O

El Teorema 2 nos muestra la relacién intrinseca entre las propiedades
topolégicas y algebraicas de un espacio normado. Esta relacién se ob-
serva también si analizamos la compacidad en los espacios normados.
Obviamente ningtn espacio normado puede ser compacto ya que no es
acotado.

L 1. (de Riesz) Sean (E,||-||) y F un subespacio vectorial cerrado
propio de E. Entonces para cada nimero real § < a < 1, existe un
vector 2o tal que |[zofl =1y llz —2o|| > @ (z € F).

Demostracién. Seleccionemos 27 € E\ F' y sea
= inf |lz — z4]|.
p=int Jlo - a1
Como F es cerrado, tenemos que p > 0 y ademas existe zg € F tal que
lzo — z1]| < p/a. Pongamos z, = h(z1 — 7o) donde h = ||zg — z1|| 7.

Es claro que ||zq|| = 1. Siz € F, entonces h~1z 429 € F y, por lo tanto

e —2all = llz - hz1 + haol| = hll(R7 e + 20) — 7|
> hp=lzy -zl o>«
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con lo cual se completa la demostracién. O

T 3. En un espacio vectorial normado (E,||-||) son equivalentes:

i) (E,|l-]|) es de dimensidén finita,
ii) La bola unidad By = {z : ||z|| < 1} es compacta,

iii) (E,|| -} es localmente compacto.

Demostracién. Las implicaciones i) = ii) = iii) = ii) son evidentes
v se dejan de ejercicio al lector.

ii) = 1) Supongamos por el absurdo que F no es de dimensién finita.
Seleccionemos z1 € S1 = {z € E : ||z|l = 1} v sea F} el subespacio
generado por 1. Obviamente Fy es un subespacio cerrado propio de F.
Luego, por el lema de Riesz (L 1) existe zg € 57 tal que ||z —z1|| > 1/2.
Sea F5 el subespacio cerrado propio de E generado por z1 y z9, entonces
existe (L 1) z3 € S tal que ||lz3 — z|| > 1/2 si ¢ € F,. Procediente
por induccién encontramos una sucesién infinita de elementos de §
tal que ||zn — Tm|| > 1/2 si n # m. Evidentemente esta sucesién no
puede contener ninguna subsucesién convergente, lo cual contradice la
compacidad de S;. Luego E debe ser de dimensién finita. O

Para los espacios normado de dimensidn finita se tiene también el
teorema siguiente:

T 4. (completitud en los espacios normados de dimensién
finita) Todo espacio normado de dimensién finita es completo.

Demostracién. La norma || - || es equivalente a || - ||g definida en
(44), luego basta probar que (E, ||-||o) es completo. Pero esto es evidente
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va que la aplicacién f: (C",|| - ||lc) = (E,|| - ||o) definida en el Teorema
2 es una isometria, es decir || Ao = [|F(A)]l0s ¥ (€%, ||co) €5 completo.
O

La importancia de la nocién de completitud en los espacios métricos
justifica la definicion siguiente:

D 7. (espacio de Banach) Se llama espacio de Banach a todo espacio
normado completo.

Por el Teorema 1.2.2, todo espacio normado, considerado como es-
pacio métrico, admite un completamiento. Puede probarse que el com-
pletamiento de un espacio normado es un espacio de Banach. En un
espacio normado, todo par de puntos z,y pueden ser unidos por un seg-
mento {Az+(1—A) y: A€ [0,1]}. En particular todo punto puede ser
unido al elemento nulo por un segmento, que es un subconjunto conexo.
Luego, tode espacio normado es conezo.

La estructura vectorial de los espacios normados permite introducir
el importante concepto de serie convergente ya conocido en los espacios
numéricos.

Dada una sucesién () de elementos del espacio normado (E,|i-||),
se puede construir la sucesién de sumas parciales

n
Sn=z1++In= Y 2 (45)
k=1

Se dice que la sucesién (z;) determina una serie convergente en
(E,}] - ||) si la sucesién de sumas parciales Sp converge. Al limite S
de la sucesién (Sg), cuando éste existe, se le llama suma de la serie
correspondiente a la sucesién (z1), y se denota por

S =lim(Sy) = 3 7. (46)
k=1
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o0
Diremos también que la serie } z es convergente si el limite de la
k=1
. - - . w
sucesién (Sn) existe. En caso contrario, se dice que la serie ) zj es
k=1
. - m - -
divergente. La serie Y z} sellama absolutamente convergente si la serie
k=1

cO
de nimeros reales positivos Y. [|z3|| converge.
k=

oo
Si la serie 3 z; es convergente, al elemento S — 5y, se le Hama resto
k=1
de orden n de la serie y se denota por

rp=.9— S8, = E zp (47)
k=n-+1

Obviamente, el resto de una serie convergente tiende a cero. Uti-
lizando la equivalencia entre la condicién de Cauchy y la convergencia
de sucesiones en un espacio de Banach, aplicada a la sucesién (Sy), no
es dificil ver que:

o0
La serie ) xy converge en el espacio de Banach (E,||-||) si para todo
k=1

m
€> 0 existe N=N(e)EN tal que || 3 zi|| < e cuando m >n > N.
k=n

Obviamente, de este criterio de convergencia de series, se concluye que en
un espacio de Banach toda serie absolutamente convergente es también
convergente.

Anteriormente hemos introducido el concepto de base algebraica de
un espacio vectorial. Teniendo en cuenta la estructura topolégica de los
espacios normados podemos dar la definicién siguiente:

D 8. (base de un espacio normado) Una familia de elementos
(zn)Y_1 (N < o) del espacio normado (E, || - ||) es lamada una base de
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(E,|| - |, si cada z € E puede ser representado en la forma tnica:

N
r = Z }\nxn, A-n € C. (48)

n=1

Si N = oo la sumatoria se interpreta en el sentido de las series conver-
gentes.

No es dificil verificar las siguientes propiedades de las bases que se dejan
de ejercicio al lector:

1) Los elementos de una base cualquiera son vectores linealmente
independientes;

2) Toda base de un espacio normado es también una familia total;

3) Toda base de un espacio normado tiene el mismo nimero de ele-
mentos,

4) En un espacio normado de dimensién algebraica finita toda base
algebraica es también una base en el sentido de la Definicién 8.

Sin embargo, pueden encontrarse familias totales constituidas por vec-
tores linealmente independientes en espacios normados y que no son
bases en el sentido de la Definicién 8.

Ejemplo 3. (familias totales que no son bases) Hemos visto que la
familia de funciones fi(t) = t*,0 < k < o0, es total en el espacio
normado (C[0,1],||||es)- Sin embargo (¥) no es una base en este espacio,
va que de la representacion

i)=Y it (49)
k=0
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en la norma || - || se deduce la analiticidad de f para |t| < 1. La misma
conclusién se obtiene si suponemos que la serie (49) converge en media
cuadritica; luego (#¥) tampoco es una base en (C[0,1],]| - ]2). ©

El problema sobre la existencia de bases en espacios de Banach es
ain un problema abierto en la actualidad. El concepto de base de un
espacio normado fue introducideo por J. Schauder en 1927, quien encontré
el primer ejemplo de base en el espacio (Cla,bl,|| - ||o): las funciones
continuas y lineales a trozos.

En los préximos epigrafes estudiaremos la relacion entre las familias
totales y las bases en un tipo particular de espacios normados, lamados
espacios euclideanos, a través de las lamadas series de Fourier.

§ 1.4 Producto escalar y espacios euclideanos.
Ortogonalidad.

Pasaremos ahora al estudio de ciertos espacios normados con una es-
tructura geométrica adicional que es compatible, en un sentido que pre-
cisaremos posteriormente, con la estructura vectorial y la estructura
topolégica. Esta estructura geométrica adicional se introduce mediante
la nocién de ortogonalidad. Es precisamente a partir de este nuevo
concepto que se puede generalizar el conocido resultado de los cursos e-
lementales de geometria que nos dice que la menor distancia de un punto
a una recta o a un plano es la longitud del segmento que parte de dicho
punto y corta perpendicularmente a la recta o el plano.

D i. (producto escalar, espacio euclideano). Un producto escalar
en el espacio vectorial real (complejo) H es una aplicacién de H x H
en R(C) que a cada par de puntos z,y € H les hace corresponder el
elemento (z,y) € R(C) y satisface las propiedades siguientes:
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(PE 1) (z,9) = (y,2)
(PE 2) (z+ y,2) = (z,2) + (9, 2)
(PE 3) (Az,y) = Mz, y)

(PE 4) {z,z) > 0y ademds (z,2) = 0siysblosiz = 0.

Al par (H,< . >) se le llama espacio euclideano. El espacio eu-
clideano es real (complejo) si H es un espacio vectorial real (complejo).
La barra sobre el miembro derecho del axioma (PE 1) denota el paso
al complejo conjugado. Para productos escalares reales este axioma se
expresa en la forma

(PE1)  (z,y) = (y,7)

ya que (z,y) es siempre un nimero real.

Mientras no se diga lo contrario nosotros nos referiremos en el tezto
a espacios euclideanos complejos. Sin embargo la mayoria de los resul-
tados que obtendremos son también vilidos para espacios euclideanos
reales.

De (PE 2) y (PE 3) se deduce la linealidad del producto escalar con
respecto al primer argumento. Si conjugamos estos dos axiomas con (PE
1), tendremos para el segundo argumento:

(2, My + pz) = Mz, ) + Bz, 2),
Ap€eCz,y,z€ H.

A partir de ahora, al nimero 1/{z,z) lo denotaremos por ||z||. Nues-
tro primer objetivo es verificar que ||z|| define efectivamente una norma
sobre H. Obviamente, los axiomas (PE 1) y (PE 3) nos dan (N 2)
mientras que de (PE 4) se deduce (N1).
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La demostracion de la desiguladad triangular (N3) es mds compleja
y requiere la demostracién de un importante lema auxiliar.

L 1. (desigualdad de Cauchy—Buniakovsky) Para todo par de
vectores (z,y) en un espacio euclideano se cumple :

Kz, )i < l=llllvll- (50)
La igualdad en (50) ocurre siy sélosiz = Ay 6 y = O.
Demostracién. Si y = O la desigualdad ocurre trivialmente. Su-
pongamos entonces que y # ©. Para todo escalar A € C, se tiene
0< (z - Ay,x - /‘\y) = (:571") - A(y,:c) ——X(x,y)
+HAX(y, y)-

En particular, para A = {z,y)/(y, y), tendremos:

[(z,3)|2
(v,9) ’

0 < {z,z) -

de donde se concluye (50).

Se deja de ejercicio al lector comprobar la segunda parte del lema. D

P 1. En un espacio euclideano (H, <,>) la funcién |jz|| = \/(z,z) es
una norma.

Demostracién. Queda solamente por establecer la desigualdad tri-
angular (N3). Para cualesquiera z,y € H, tenemos

lz+9l> = (z,2)+ (z,9) + (3, 2) + (3 9)

= |lz|l® + 2Re(z,y) + ||y||®
< el + 20, )] + [yl

A
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Pero de (50) se deduce que
Iz +1* < el + 2llzllllgl + lvl® = (el + ligl)?.

Extrayendo raiz cuadrada a ambos lados de esta desigualdad se obtiene
el resultado deseado. O

De ahora en adelante llamaremos también espacio euclideano a todo
espacio normado (E,|| - ||) cuya norma pueda ser obtenida a partir de
un producto escalar {,) mediante ||z|| = v/(z,z). Introduciendo un pro-
ducto escalar conveniente se puede mostrar que algunos de los espacios
normados considerados hasta €l momento son euclideanos.

Ejemplo 1. (espacios euclideanos) El espacio normado C" provisto
de la norma (35) es euclideano. En efecto, (35) es la norma correspon-
diente al producto escalar

(2,9) = D _ =¥ (51)

=1

Similarmente, puede verse que la norma (38) en C([a,b],C) proviene
del producto escalar

b
(f.9)= [ F(0igtoyar.0 (52)

El siguiente teorema nos brinda una caracterizacién de los espacios
normados que son euclideanos.

T 1. (identidad del paralelogramo) El espacio normado (E,|| - |])
es euclideano si y sélo si, para cada z,y € E se cumple la identidad del
paralelogramo

llz + 9l + lle = 9I* = 20j=* + 2{jgll? (33)



§ 1.4. 71

Demostracién. Si (E, || -||) es euclideano, (53) se demuestra desa-
rrollando las normas a partir de las propiedades del producto escalar.

Inversamente, si se cumple (53), basta poner
4(z,9) = [lz + yI* = lle — ylI* + illz + iy|l* - ille — iy||?
en €l caso complejo, y
4a,5) = lla + 9l ~ llo - ol
en el caso real, y comprobar que (,) asi definido es un producto escalar

en F tal que ||z|| = \/{z,z). O

Ejemplo 2. (espacio normado no euclideano) El espacio normado
C[0,27] provisto de la norma || - || (39) no es euclideano. En efecto,
tomando f(z) = sen 2z, g(z) = cos 2z, se tiene que

1F + 9lloo = [I1f = gllco = [[flleo = llgllec =1,

luego, no se satisface la identidad del paralelogramo. O

Veamos la siguiente propiedad del producto escalar.
P 2. (continuidad del producto escalar) Supongamos que z, —
T,Yn — y en el espacio euclideano (H, || - ||), entonces
(2n, yn) — (z,7)
Demostracion. Por las propiedades del producto escalar y uti-
lizando la desigualdad de Cauchy-Buniakovsky, se concluye que:

[(2n, 9 ) — (2, 9)] < llznllllyn — yll + llzn — zllligl],
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de donde se obtiene el resultado deseado, ya que la sucesién de las normas
||zn]| estd acotada debido a que (z5) es una sucesion convergente. O

D 2. (convergencia débil en espacios euclideanos) La sucesién
(zy) converge débilmente al elemento z en el espacio euclideano (H, (,))
si

Vy € H,{za,y) — (z,7)

Para la convergencia débil se utiliza la notacién (z,,) — z.

De acuerdo a esta definicién a veces se conviene en llamar conver-
gencia fuerte en un espacio euclideano a la convergencia con respecto
a la norma asociada al producto escalar. Obviamente, si (z,) converge
fuertemente al elemento z, también convergerd débilmente, debido a la
continuidad del producto escalar.

Inversamente se tiene:

P 3. Sea (z,) una sucesién débilmente convergente al elemento z en
el espacio euclideano (H, (,)) entonces

lzall = llzl]l = (za) — = (fuertemente).

Demostracién. Basta notar que
Ize = 2l* = ||2a]l? = (n,2) = (z,2a) + |l2]|?
y utilizar el hecho que {zn,z) — ||z||>. D

Definiremos a continuacién la nocién de ortogonalidad y veremos
algunas de sus propiedades.

D 3. (vectores ortogonales, complemento ortogonal) Dos vec-
tores z,y del espacio euclideano (H, (,)) se laman ortogonales si {z,y) =
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0 y se denota z L y. Dado un subconjunto 5 de H, el conjunto de todos
los vectores en H que son ortogonales a cada uno de los vectores de S
es llamado complemento ortogonal de S y se denota por S+

St={zeH:VyeS,{z,y) =0} (54)

Obviamente para dos vectores ortogonales z 1 y se cumple que

Iz + 9> = lllf? + Iyl (33)

P 4. (propiedades del complemento ortogonal) Sean S y T sub-
conjuntos de un espacio euclideano (H, (,)):
i)S=0«< S5t=4H,
ii) §* es un subespacio vectorial cerrado de H,
i) §+ =735,
iv) 5t =[S},
v) §N S+ es vacio o igual al elemento nulo de H,
vi) § C §+,
vii) Si § C T, entonces T+ C §+,
viii) §+ =gt

ix) Si S es una familia total en H, entonces S+ = {0}

Demaostracion. Se deja de ejercicio al lector. O

Veamos cémo se relaciona la ortogonalidad con la convergencia de
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series en espacios euclideanos.

CO
P 5. Siz = Y =z, es una serie convergente de vectores ortogonales

n=1
dos a dos en el espacio euclideano (H, (,)), entonces
2 ™ 2
Izll* = 3 llzall (56)
n=1

Luego, una condicidn necesaria para la convergencia de una serie de
vectores ortogonales es la convergencia de la serie numérica (56).

Demostraciéon. Por la distributividad y continuidad del producto
escalar, tenemos

oo

Il = (z, Y zn) = D _(z.2a) = 3 _(Tm, Tn)-
n=1

n=1 n,m
Pero (zm,2n) = 0 para m # n, y por lo tanto

oo
2
l=l> = 3" lzal*. D
n=1

D 4. (familias ortogonales, ortonormales y biortogonales) Una

familia de vectores § = {Zq}qes €n un espacio euclideano se llama
ortogonal si cada par de vectores diferentes en S son ortogonales:
a# B=(Ta,z8) =0 (57

La familia S se llama orfonormal si es ortogonal y ademads
Vo € I,(za,2a) = |lzal® = 1; (58)
es decir (zq,2g) = 644, donde &, es la delta de Kronecker:

P 0 si a#8,
=11 s a=8
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La familia S se dice que es biortogonal a la familia T = (yqo)aer, si

Vo, B €1, (2a,yg) = bup (59)

La ezistencia de un sistema biortogonal permite determinar los coe-
ficientes del desarrollo de un elemento con respecto a una base. En

o0
efecto, si f = 3 cxfr v (g9k) es un sistema biortogonal a ( fi), entonces
k=1
<f7 gk) = Ck.

Sin embargo el siguiente ejemplo nos muestra que una sucesién arbi-
traria de vectores linealmente independientes de un espacio euclideano
no tiene necesariamente alguna sucesién biortogonal.

Ejemplo 3. Consideremos el espacio euclideano C[—1,1] con el pro-
ducto escalar

1
(fo9)2 = [ f0a@
-1

La sucesién de funciones 1,%,#2,...,t",... no posee ninguna sucesién
biortogonal. En efecto, si una tal sucesién (g, ) existiera, entonces se
tendria

1

/ gm{)t™"dt = 1, (60)
_11 |

/ gt = 0 (k£ m) (61)
~1 .

Pero de (61), en particular, se deduce que

1

] {gm(t)tm+1}tjdt =0 (j=0,1,2,...)
-1
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y como la sucesién (tk)(;;o_—.o es una familia total en C[~1, 1], entonces por

P 4 (ix) se tendria que gm(t)t™ ! = 0, lo cual es una contradiccién con
(60). O

En el § 1.6 veremos una condicién necesaria y suficiente para que
una sucesién de vectores en un espacic euclideano completo tenga una
sucesién biortogonal.

Analicemos las siguientes nociones de numerabilidad en un espacio
métrico:

I) (E,d) tiene base topoldgica numerable, es decir existe una familia
numerable & = (Uy,) de abiertos en (F,d) tal que cualquier otro

abierto V € O, se puede expresar como unién de abiertos de la
familia.

IT) (E,d) es separable, es decir tiene un subconjunto denso numerable.

Puede demostrarse (véase el libro Andlisis Matemdtico en espacios
métricos de A. Fraguela) que las propiedades I y II son equivaientes
en cualquier espacio métrico. Si la métrica d proviene de una norma,
entonces de la propiedad

IIT) (E,||-|]) tiene base numerable (en el sentido de la definicién 1.3.8);

se concluye cualquiera de las propiedades I y II. Para los espacios eu-
clideanos, de las propiedades equivalentes I, II se deduce la propiedad
siguiente:

IV) Todo sistema ortogonal de puntos en (H,{,)) es a lo sumo nume-
rable.

Demostracién. Supongamos que (H, (,)) es separable y considere-
mos, sin perder generalidad, que el sistema {zq }4¢7 €s ortonormal. En
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caso contrario, podemos tomar {zq/||zo||} en lugar de {zo}. En este
caso ||zo — zgl| = V2 para a # . Consideremos la familia de las bolas
B(z4,1/2). Evidentemente estas bolas no se intersectan. Por ser H
separable existe un subconjunto denso numerable {y,} en H. Luego,
cada bola B(zqa,1/2) debe contener al menos un elemento y,. Por lo
tanto, el nimero de elementos {z4} es a lo sumo numerable. O

Mids adelante veremos que en los espacios euclideanos completos,
también llamados espacios de Hilbert, estas cuatro propiedades (I-IV)
son equivalentes.

A continuacién mostraremos cémo pueden ser construidas familias
ortonormales numerables en espacios euclideanos separables a partir de
sistemas numerables de vectores linealmente independientes.

T 2. (proceso de ortonormalizacién de Gram—Schmidt) Sea
(H,{,)) un espacio euclideano complejo separable y {z,} un sistema de
vectores linealmente independientes y a lo sumo numerable, de vectores
de H. Entonces existe en H un sistema de vectores {¢n} que satisface
las siguientes condiciones:

i) Los sistemas {¢n} y {zx} tienen la misma cantidad de elementos;

ii) El sistema ¢, es ortonormal;

iii) Todo elemento ¢, es una combinacién lineal de los elementos {z,}
de la forma:
Pn = Gn1%1 + *** + ApaZa,

con gy # 0;
iv) Todo elemento z, se representa en la forma
Tn = bp11 + - - + bann;

donde byy, # 0.
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Ademds todo elemento del sistema {¢n} queda determinado univo-
camente por las condiciones ii), iii) y iv), salvo un factor de médulo
1.

Demostracién. Obviamente cualquiera de las condiciones iii) o iv)

implica que

[{2a}] = {#all
y ademas la propiedad i) se deduce de iii) y iv). Representemos el
elemento 7 en la forma

¢1 = |ay[Pes;

entonces, a1; se determina por la condicién

{p1,91) = a11{z1,21) =1,

de donde
+1

1
a - ==
U7y Vi{z1,z1)

Es claro que ¢ estd univocamente determinado (salvo un factor de
médulo 1). Supongamos que ya han sido construidos los elementos ¢
con k < n que verifican las condiciones ii), iii) y iv). En este caso, se
puede representar z, en la forma

Tp = bp1p1 +---+ bn,n—l()on—l + b,

donde (hy, ) = 0 para k < n.

En efecto, los coeficientes correspondientes b,; y, por consiguiente,
el elemento h, quedan univocamente determinados por las condiciones
(hn, k) = (Tn —bn191— "= bnn10Pn-1,9%)
= (Zn, k) — buk(or, k) = 0.

Es evidente que (A, hs) # 0, ya que la suposicién (hy, hn) = 0 estard en
contradiccién con la independencia lineal del sistema {z,}. Pongamos
b

LY/
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De esta construccién inductiva se desprende que h, y, por consi-
guiente, también ¢, se expresan mediante z1,...,Zy, es decir,

©n = Gp1Z]1 + -+ Gpnln,

donde 1
= ——— .
= i) T
Ademis

(nson) =1, (on, k) =0 (k<n),
Y Zn = bp11 + -+ + bunton, siendo

bnn = V (hnahn) # ‘03

es decir {¢p} verifica las condiciones del teorema. O

Ejemplo 4. (polinomios ortogonales) Consideremos de nuevo el espacio
euclideano C[—1,1] con el producto escalar

1
(f,9)2 = / f(t)g(t)dt.
-1

Las funciones linealmente independientes 1,1, 2,... ,t", ..., generan
el subespacio de los polinomios. El procedimiento de Gram—Schmidt
puede ser aplicado a la sucesién 1,%,12, ..., y obtendremos una sucesién
ortonormal {e,}32 ;. Obviamente los e, son polinomios por ser combi-
naciones lineales de polinomios. Puede demostrarse que

2~ 3
en(t) = 1/ ";rlpn(t),nz 0,1,2,.

donde los P, (t) son los bien conocidos polinomios de Legendre

Paty= I (1 -2y,
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Al ortonormalizar el sistema {1,¢,22,...,%",...} con respecto a otros
productos escalares definidos sobre C[—1,1]; por ejemplo:

1
(f.9) = [ Fe0a -0+ 0t
-1

con a, 3 > —1, se obtienen nuevos sistemas de polinomios ortonormales
clasicos conocidos con el nombre de polinomiocs de Jacobi de tipo a, 5.
En este caso para definir el producto escalar se ha utilizado una funcion
de peso de tipo (1—1)¥(1 +t)ﬂ . Utilizando otras funciones de peso, como
por ejemplo e~ en el intervalo [0, 0] en lugar de [—1,1], se obtienen los
llamados polinomios de Legendre-Hermite. Los polinomios ortogonales
han sido objeto de investigacion de la teoria clasica de aproximacién. O

& 1.5 Series de Fourier y bases en espacios eu-
clideanos.

En este epigrafe estudiaremos la relacién entre las bases y las familias
totales en un espacio euclideano, compuestas por vectores ortonormales.
Para ello se hace necesario introducir la definicidén siguiente:

D 1. (coeficiente de Fourier, serie de Fourier con respecto a
un sistema ortonormal) Sea (H,(,)) un espacio euclideano separable
y {en} un sistema ortonormal de vectores en H. Para cada z € H, se
llama n—esimo coeficiente de Fourier de  con respecto al sistema {ey},
al nimero

an = (x,en>’ n:O’l,--- (62)

y a la serie (por ahora formal)

E Gn€n
n
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se le llama serie de Fourier del elemento 2 con respecto al sistema
ortonormal {ey}.

Ejemplo 1. (sistema trigonométrico) En el espacio euclideano C[—n, 7]
con el producto escalar integral

Uwh:/ﬂﬁma

las funciones

cos kt, k=-1,-2,...

er(t) = % sen kt, k=1,2,... (63)
1
VT

constituyen un sistema ortonormal en (C{—7,7](,)2), lo cual puede ve-
rificar el lector mediante un cdlculo directo. Del teorema de aproxi-
macién de Weierstrass puede concluirse que los polinomios trigonométri-
cos {ex(t)} constituyen un sistema ortonormal tetal en (C[—x, 7], {,)2).

El sistema (63) aparece en la teorfa clisica de las series de Fourier.
Comc consecuencia de los resultados que veremos a continuacién se tiene
que cada f € C[—n, 7] admite un desarrollo en serie de Fourier del tipo

f(t) = a_20 + f:(a_ncos nt + bpsen nt) (64)

n=1

donde

T

w = - [ s (65)

an = %/f(t)cos ntdt (66)

kg
T

1
b, = p /f(t)sen ntdt,n = 1,2,... (67)
-7
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donde la serie (64) converge en el sentido de la norma || - ||2 definida en
(38) con @ = —7,b = 7. El estudio de las propiedades de la serie de
Fourier y de su convergencia a f en diferentes sentidos (puntualmente,
uniformemente, etc.) constituye uno de los objetivos de la teoria cldsica
de las series de Fourier.

Puede demostrarse que si denotamos por Si() a la suma parcial de
orden n de la serie (64) correspondiente a una funcién periédica f de
periodo 27 y definimos las sumas de Cesaro como

_ So(t) + 851(t) + --- + Sa(?)
- n4+1 ’

on(?) (68)
entonces o, (t) converge uniformemente a f(f) en [—7, 7] (véase el libro
de A. Fraguela Andlisis Matemdtico en espacios normados). O

Légicamente, después de la Definicién 1.5.1, nos surgen las preguntas
siguientes: jEs convergente la serie (64)7, es decir jconverge a algin
limite la sucesién de sus sumas parciales en el sentido de la métrica del
espacio H?, y si converge jcoincide su suma con el elemento inicial z?

Para responder a estas preguntas veamos las dos proposiciones si-
guientes y el Teorema 1.

P 1. Sea (H,(,)) un espacio euclideano separable, {e;} un sistema
ortonormal en H y z € H. Entonces para cada n € N, el elemento de la
forma

n
Sn = Z arer (op € R)
k=1
que se encuentra a menor distancia de z, coincide con la suma parcial

de orden n de la serie de Fourier de z (es decir, la distancia minima de
z a [{ex}7] se alcanza tomando a; = (z,eg).
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De la proposicién anterior se deduce que si ponemos

n n
Su=Y _(frexder = ) agex
k=1 k=1
entonces

0 = Sl = 12 = 3" 2 (69)
k=1

P 2. (desigualdad de Bessel) Sean (H,(,)) y {e;} como en la
proposicién anterior. Entonces para toda z € H se cumple

>_ai < l=? (70)
k

donde ap = {z,ex)k = 1,2,..., son los coeficientes de Fourier de f con
respecto al sistema {eg}.

Demostracién. De (69) se deduce que para todon € N
n 9 5
> e <A
k=1

Iuego (70) se satisface inmediatamente si {eg} es una familia finita y por
paso al limite si es numerable. O

Podemos ahora enunciar un teorema que nos explica la relacién e-
xistente entre las bases y las familias totales compuestas por vectores
ortonormales.

T 1. Sean (H,(,)),{ex} como en la Proposicién 1. Entonces son
equivalentes:

i) Para todo z € H se cumple la identidad de Parseval
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> ag = |lz® (71)
k

donde aj son los coeficientes de Fourier de z con respecto al sistema

{ex};

ii) Toda z € H se puede representar mediante su serie de Fourier. Es
decir, para cada z € H, la serie de Fourier correspondiente a z
converge precisamente a z;

iii) El sistema {er} es una base en H;

iv) El sistema {e;} es total en H.

Demostracién. i) = ii) se deduce inmediatamente de (69);
ii) = iii) evidente;
iii) = iv) pues toda base es siempre una familia total;

iv) = i) supongamos que el sistema {e, } es total, es decir todo elemento
z € H se puede aproximar con precisién arbitraria mediante combina-
ciones lineales del tipo
n
E opeg.
k=1

De P 1 sabemos que la suma parcial S, de la serie de Fourier de z
nos da una aproximaciéon mejor a f.

Por consiguiente, la serie de Fourier de z converge a z y de (69) se
deduce que tiene lugar la identidad de Parseval. O

Como consecuencia de T 1.4.2y T 1, obtenemos el corolario siguiente.

C 1. (existencia de bases ortonormales) En todo espacio euclideano
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separable existe siempre una base ortonormal.

Demostracion. En efecto, si {¢n} es un conjunto numerable denso
en H, de él se puede extraer un sistema total constituido por vectores
linealmente independientes. Para ello basta con omitir de la sucesién
{¢n} todos aquellos elementos ¢ que pueden representarse como com-
binacién lineal de ¢; con ¢ < k.

Aplicando el proceso de ortonormalizacién de Gram—Schmidt (T
1.4.2) encontramos un sistema ortonormal total en H, que segin T1
serd una base ortonormal de H. O

Observacién. La existencia de bases ortonormales constituye un factor
importante para la aplicacién de los métodos numéricos a la solucién de
ecuaciones en espacios normados. Para tener una idea de la importancia
del corolario anterior, aunque no veremos aqui la demostracién por ser
un resultado bastante mas profundo, debemos sefialar que hay espacios
de Banach en los cuales no se puede demostrar la existencia de bases.

Veamos otra propiedad importante de las bases ortonormales.

P 3. En un espacio euclideano separable toda base ortonormal es un
conjunto ortonormal maximal.

Demostracion. Sea {e;} una base ortonormal en H. Si suponemos
que dicha base no constituye un conjunto ortonormal maximal, entonces
existird z € H no nulo, ortogonal a todos los e;. Por el Teorema 1, z
puede expresarse mediante su serie de Fourier con respecto al sistema

{ex}
z =" (z,et)ex
%
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pero como (z,e;) = 0 para todo k, entonces z = 0; contradiccién. O

Observacidon. En el préximo epigrafe veremos que en los espacios de
Hilbert también se cumple el inverso de la proposicién anterior y por
lo tanto la maximalidad es también otra propiedad en los espacios de
Hilbert separables, que junto a las expuestas en el Teorema 1, carac-
teriza a los conjuntos ortonormales que son bases. Notemos que en la
proposicién anterior nos referimos al concepto usual de maximalidad: un
sistema ortonormal se llama maximal en A si deja de ser ortonormal al
afiadirle cualquier otro elemento de H no perteneciente a dicho sistema.

Pasemos finalmente a estudiar el segundo problema relacionado con
el concepto de ortogonalidad en los espacios euclideanos, es decir el pro-
blema de la mejor aproximacion, que hemos ya tratado en la Proposicién
1. Notemos que el resultado obtenido en P1 puede ser interpretado

¥

geométricamente del siguiente modo: el elemento z — Y ajer es or-
=1

13
togonal a todas las combinaciones lineales del tipo }_ [ipe; es decir,
k=1

es ortogonal al subespacio generado por los elementos {ej,e2,...,en}
cuando, y solamente cuando, se cumple la condicién o = (z,e;) (com-
pruébese esta afirmacién). Por consiguiente, el resultado obtenido en P1
representa una generalizacién del conocido teorema de la Geometria El-
emental: la longitud de la perpendicular bajada de un punto dado a una
recta 0 a un plano es menor que la longitud de cualquier oblicua trazada
por el mismo punto. Precisamente, la expresién abstracta de este re-
sultado es la primera version del teorema general de optimizacién que
expondremos a continuacién en los espacios euclideanos. Fn el préximo
epigrafe veremos otras versiones, con conclusiones mds fuertes para los
espacios de Hilbert.

T 2. Sea (H,(,)) un espacio euclideano, M un subespacio vectorial
de H y = un vector arbitrario de H. Si existe un vector mg € M tal
que ||z — mgl] < |lz — m|| para todo m € M, entonces mgy es dnico.
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Una condicién necesaria y suficiente para que mg € M sea el vector
minimizante (dnico) en M es que el vector error z — my sea ortogonal a
M(z —mg € M*).

Demostracion. Probaremos primero que si mg és un vector mini-
mizante, entonces £ —myg es ortogonal a M. Supongamos por el contrario
que existe un m € M que no es ortogonal a z — my. Sin pérdida de gen-
eralidad, podemos asumir que ||m| = 1 y que (z — mg,m) = § > 0.
Definamos el vector m; en M como my = mg 4 ém.

Entonces

o —mil|2 = |lz—mg—ém|® = ||z — mg||* — (z — mg, m)
—(6m,z — mq) + |6]*
|z — molf? — 61 < [}z — mq||?

Luego, si z—mg no es ortogonal a M, mg no es un vector minimizante.

Probemos ahora que si z — my € M=, entonces mq es el dnico vec-
tor minimizante. Para cualquier m € M, por el teorema de Pitigoras
generalizado (P 1.4.5), tenemos

llz = m|]? = ||z — mg + mg — m||* = |l& — mo|?* + ||mo — m||?
y por lo tanto

llz — m|| > |l — mgy]| paratodo m # my. O

Observacién. Notemos que en el teorema anterior (T2) no hemos es-
tablecido la existencia del vector minimizante, lo cual solo podemos
asegurar hasta el momento si M es de dimensién finita (P1). Hemos
probado que si dicho vector mg existe, entonces el mismo es dnico y
z—my es ortogonal al subespacio M. En el préximo epigrafe introducire-
mos una clase de espacios euclideanos, llamados espacios de Hilbert,
donde se garantiza la existencia del vector minimizante.
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§ 1.6 Espacios de Hilbert

Introduzcamos ahora una de las definiciones més importantes en el de-
sarrollo de la matemadtica actual.

D 1. (espacio de Hilbert) Se llama espacio de Hilbert a todo espa-
cio euclideano completo con respecto a la norma asociada al producto
escalar.

Ejemplo 1. Sabemos que €l espacio euclideano R™ (resp. C") con el
producto escalar

(z,y) = D zxm (72)
=1

(@y) = 3 om)
k=1

es un espacio de Hilbert, por ser de dimension finita. Consideremos
el espacio lo(N) de las sucesiones z = (zp) de niimeros complejos con
cuadrado sumable

i |$n|2 < o0 (73)

n=0

Este espacio es un espacio euclideano con el producto escalar
e o]
(z,9) = D znTn (74)
n=0

Demostremos que [o(N) es también completo. En efecto, sea (z(™)) =

(zgm)) una sucesién de Caunchy en [3(N). Esto significa que para cada
€ > 0 existe un myg tal que

[e o]
pazmo= Y JaP — 2P <.
n=0
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Para cada n fijo, esto implica en primer lugar que la sucesion (zgm))
es de Cauchy en R y, por tanto, converge hacia un limite z,.

En segundo lugar, dejando p > myg fijo y haciendo tender ¢ a 0o en

X0 _ @ - .
3> |zn =z’ |*(N € N), obtenemos por la continuidad del médulo, que
n=0

N
Z Iz'z(zp) - fl:nlz <e¢ VNEeN,

n=0
luego
S 1) _ g2
Solzd) —zal* <e
n=0
para p > mgy. Esto demuestra que la sucesién (z%” ) _ Zy) pertenece a

[2(N); por lo tanto ¢ = (z,) pertenece también a l3(N) y se tiene que
2(™) — ¢ en IH(N). O

Ma4s adelante veremos que, en cierto modo, los espacios R™ y [3(N)
son modelos de espacios de Hilbert separables. Hemos visto que hay
espacios euclideanos que no son de Hilbert. Sin embargo, a todo espacio
euclideano se le asocia una norma y, por tanto, una métrica. El espacio
métrico asociado a un espacio euclideano admite siempre un comple-
tamiento (T 1.2.2). Resulta que puede probarse que el completamiento
de un espacio euclideano es un espacio de Hilbert (jdemuéstrelo!). Por
este motivo en ocasiones se conviene en llamar espacios prehilbertianos
a los espacios euclideanos.

Ejemplo 2. Consideremos de nuevo el espacio C[a, b] provisto del pro-
ducto escalar

b
()2 = / F(Og)d.

Sabemos que (Cla,b],(,)2) es un espacio euclideano. Desarrollando
los célculos para la métrica dy asociada al producto escalar {,)s, en
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el Ejemplo 1.2.1, puede comprobarse que este espacio euclideano no es
completo. Sin embargo (Cla,bd],(,)2) admite un completamiento que
denotaremos por Lsyfa,b], el cual es un espacio de Hilbert.

Un resultado importante es que Laa,bd] puede realizarse en un es-
pacio de clases de funciones complejas definidas sobre [a,b] y que el
producto escalar en Lj[a,b] puede espresarse mediante una nocién de
integral mas general llamada integral de Lebesgue, la cual coincide para

las funciones continuas con la integral de Cauchy, a partir de la cual se
define (, 9.

La teoria de la integral de Lebesgue se desarrolla también para fun-

ciones definidas sobre conjuntos abiertos acotados ) de R™, pudiéndose

" asi introducir los espacios de Hilbert Ly(S1) compuestos por funciones

de cuadrado integrable en sentido de Lebesgue y que de tanta utilidad
resultan en el estudio de los operadores diferenciales.

Los resultados fundamentales sobre la teoria de integracién segin
Lebesgue pueden ser hallados por el lector en el libro de A.N. Kol-
mogorov vy S.V. Fomin, Elementos de la teoria de funciones y del andlisis
funcional [2], y en el libro de W. Rudin, Real and complez analysis [3].
0

Veamos ahora algunas propiedades de los espacios de Hilbert que
mejoran las correspondientes en los espacios euclideanos. La obtencién
de este primer grupo de propiedades en los espacios de Hilbert se debe
fundamentalmente a que hemos afadido la propiedad de completitud.

P 1. Es un espacio de Hilbert (H,(,)) para una sucesién (z5) de ele-
mentos dos a dos ortogonales, son equivalentes:

o0
i) 21 T, es convergente;
n=

(o)
ii) 3 |[za]]® es convergente.
n=
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Demostracién. La implicacién i) = ii) se cumple en cualquier
espacio euclideano por la Proposicién 1.4.5. Inversamente, supongamos

o0
que la serie Y [[za]|? converge y pongamos

n=1
m
Sm= 320
n=1
para m > p se tiene
m
Sm —_ Sp = Z Tn

n=p+1
y por 14.5

m

I15m = Spl* = 32 lleal®

n=p-+1

o0

De la convergencia de la serie 3. ||za]|? se deduce que la sucesién
n=1

(Sn) es de Cauchy en H, luego es convergente con lo cual probamos que

(%4
la serie ) z, converge. D
n=l

De la desigualdad de Bessel (70) se deduce que para que los niimeros
@1,02,---,Qg,-.. representen los coeficientes de Fourier de un elemento
en un espacio euclideano H es necesario que la serie

pBL-
n

converja. Resulta, que en un espacio de Hilbert esta condicién no sélo
es necesaria, sino también suficiente. Tiene lugar el teorema siguiente.

T 1. (Riesz-Fischer) Sea {e,} un sistema ortonormal arbitrario en
un espacio de Hilbert H y sean los ndmeros

a1,825---50n,-..
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tales que la serie
— 2
D 9k
k=1
converge. Entonces existe un elemento z € H tal que a; = (z,er) ¥

o0 2 5
L a; = (z,z) = ||z|I”
k=1
Demostracién. Pongamos

n
Ty = Z ar€er
k=1

Entonces por la Proposicién 1.4.5

n+p

lznt+p — xnllz = Z a%.
k=n41

(o]
Como la serie a? converge, de aqui se deduce, en virtud de la com-
= g q
pletitud de H, la convergencia de la sucesién {z,} a un elemento z € H.

Ademas

(z,€;) = (Tn,€;) + (T — Tn,€;) (75)
donde €l primer sumando del miembro derecho es igual a a; para n > i,
mientras que el segundo sumando tiende a cero cuando n — oc debido
a la continuidad del producto escalar (P 1.4.2). El miembro izquierdo

de la igualdad (75) no depende de n; por eso, pasando al limite cuando
n — 0o a ambos lados, obtenemos (z,¢;) = a;.

De acuerdo con la definicién de z,||z — zp]| — 0, cuando n — 0 ¥
por €so

(oo}
Z @i = (z,z).
k=1

En efecto,

n n n
(z — Z apep,T — Z aper) = (z,z) — Z a% v 0
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con lo cual el teorema queda demostrado. O

Del teorema de Riesz—Fischer se deduce el importante resultado si-
guiente:

T 2.  Para un sistema ortonormal {e,} en un espacio de Hilbert
separable (H,{(,)), son equivalentes:

i) {en} es un sistema ortonormal maximal en H.

v

ii) {en} es una familia total en H,;

iii) No existe ningin elemento diferente de © en H que sea ortogonal
a todos los elementos del sistema {e,}.

(compérese con P 1.4.4 ix) y con P 1.5.3).

Demostracidn. i) = ii) Supongamos que la familia {e, } no es total.
Entonces por T 1.5.1 (ii) existe z € H que no puede ser representado
por sa serie de Fourier con respecto a {e,}:

‘00
z# z anén
n=]1

donde a, = (z,ey). Por el Teorema de Riesz—Fischer (T1) sabemos

que la serie de Fourier de z converge a un cierto elemento de H que en
o0

nuestro caso es diferente de z. Pero entonces €l elemento z — ). ape,

n=1
es un vector no nulo de H, ortogonal a todos los ep; luego el sistema

{er} no es maximal.

ii) = iii) es consecuencia inmediata de P 1.4.4. ix) y se cumple
en todo espacio euclideano. Esto puede verse también de la siguiente
forma: si {e, } es total, por la equivalenciai) = iv) de T 1.5.1, se cumple
la identidad de Parseval para todo z € H. Luego, si z es ortogonal a
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todos los elementos del sistema {e;}, entonces todos sus coeficientes de
Fourier a; se anulan, y por la identidad de Parseval obtenemos

(z,2)= > e} =0, dedondez=6.
k=1
iii) = i) se deduce de la definicién de maximalidad. O

En los espacios de Hilbert se cumple el teorema siguiente sobre la
estabilidad de las bases ortonormales.

T 3. Si (ez) es una base ortonormal en el espacio de Hilbert H, y (f5)
es un sistema ortonormal de vectores cuadrdticamente cerca a la base
(en), es decir

o]
ST — exll? < oo,

k=1

entonces ( fp) es también una base ortonormal de H.

Demostracién. Probemos que si fy L fi, para cualquier & =
1,2,..., entonces fy = O. Entonces por el Teorema 2 tendremos que el
sistema (fn) es total en H y de T 1.5.1 podremos concluir que (f) es
una base ortonormal.

Supongamos que de la relacién fy L fi paratodo k¥ = 1,2,...,no se
tiene que fy = O, es decir fy # O©. Entonces fy, f1, f2,-. ., es una familia
ortogonal y, por lo tanto, estd constituida por vectores linealmente in-
dependientes. Mostremos que esto no puede ocurrir. Tomemos M € N,
tal que 3 |lex — fil]?> < 1, y mostremos que los vectores fy, fi,. .. ST

k>M

son linealmente dependientes. Para ello pongamos

M
gk = Y {fr.ej)ej, k=0,1,... M.

=1
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Los M 41 vectores g,k = 0,1,..., M, pertenecen al espacio vectorial
generado por los M vectores e;,j = 1,...,M y por ello los vectores
gr.k = 0,1,..., M son linealmente dependientes. Consideremos una

combinacién lineal nula M
> Crgr =0
k=0

Sustituyendo en esta igualdad por la expresién de g;, llegamos a

M M
Z Ci Z frresde; = > (Y Crfrrexye; = O.
k=0 j=1 7=1 k=0
Por la independencia lineal de los vectores e;,j = 1,..., M, tenemos

que

M
(> Crfrrej)=0, j=1,...,M.
=0

El vector h = Z CLfi, es ortogonal a e;,...,ep. Calculemos la norma
lv_

del vector A. Se tiene

oo

12> = ZI(h e’ = Y Kher).

k=M+1

Por otra parte, h pertenece al espacio vectorial gemerado por
fo,---5 M ¥, por lo tanto, es ortegonal a fari1, far—g,.-.. Luego

o0

Z l<h16k> - (h» koz
E=M+1

oo

< 3T RIPHer — £l < Al

k=M1

124

Il
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De aqui se deduce que ~ = 0, es decir, los vectores fy, f1,..., i son
linealmente dependientes. O

Veamos otra consecuencia importante del Teorema de Riesz—Fischer
que nos dice que desde el punto de vista de la estructura introducida
por el producto escalar todos los espacios de Hilbert son equivalentes.
El concepto de equivalencia entre espacios de Hilbert debe conservar:

- la estructura conjuntista,

— la estructura vectorial,

— la estructura métrica,

— la estructura geométrica asociada al producto escalar

y ademas debe mantener la compatibilidad entre estas estructuras.

A este efecto se introduce la definicién siguiente:

D 2. (espacios de Hilbert isomorfos) Dos espacios de Hilbert
(H1,{,)1) ¥y (Ha2,(,)2) son isomorfos si existe una aplicacién biyectiva

1: Hy — Hy

tal que
(z,9)1 = (i(z),i(9))2 (76)

para todos z,y € H;.
Observacién. Notemos que de la propiedad (76) se deduce que para
todos z1,z9,z € Hi,A € R(C) se tiene

iz +22) = i(z1) +i(z2); (77)
i(Az) = Ai(z). (78)
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En efecto, para cada y € Hj

(i(z1+22),8(y))2 = (z1+2z2,9)1 = (21,¥)1 + (Z2,9N1
' = (i(z1), ()2 + (i(22),(y))2,

de donde, agrupando convenientemente,

(i(21 + 22) — i(21) - i(22), i(y)) = 0.

Por la éobreyectivida,d de la aplicacion 7, la arbitrariedad de y, y
utilizando el hecho que Hy = {0}, concluimos que

i(z1 + 22) — iz1) — i(z2) = 0,
o sea se cumple (77). No resulta dificil verificar (78).

Por otra parte de (76) se deduce que para las normas asociadas a los
respectivos productos escalares, se tiene ‘

llzllx = [l(2)llz2,

es decir 7 determina una isometria con respecto a las estructuras métricas
subyacentes.

T 4. (isomorfismos entre espacios de Hilbert) Todos los espacios
de Hilbert separables son isomorfos entre si.

Demostracién. En el caso de espacios de dimensién finita la de-
mostracion es evidente y por ello se deja al lector. Pasemos a analizar
el caso de dimensién infinita. El lector puede verificar sin dificultad que
la relacidn de isomorfia es una relacién de equivalencia entre espacios de
Hilbert. Luego basta demostrar que todo espacio de Hilbert separable
H es isomorfo a un espacio modelo.

Como espacio modelo tomaremos el espacio /2(N) introducido en
el Ejemplo 1. Por ser H un espacio de Hilbert separable, de C 1.5.1
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concluimos que existe una base ortonormal numerable {e,} en H. De-
finamos la aplicacién
i: H — I5(N)

de la siguiente manera:

i(z) = (a1,a2,---,an,-.-) (79)

donde a; = (z,¢;) es el i~ésimo coeficiente de Fourier de z con respecto
a la base ortonormal {e,}. La aplicacién i esta bien definida ya que por
la desigualdad de Bessel

o0

> a2 < oo.

n=1

Mostremos que ¢, definida mediante (79) establece una correspon-
dencia biunivoca entre H y I3(N). La inyectividad de 7 se deduce del
Teorema 2 y la sobreyectividad del Teorema de Riesz—Fischer (T1). En
efecto, si z,y € H con z # y, entonces z — y # ©. Por T2 y por ser
{en} una base de H,z — y no puede ser ortogonal a todos los elementos
en. Luego, para algin n € N se tendra

(:L” - y7en> 56 Oa

es decir
(x,en) ;é <y7 €n>,

y por lo tanto i(2) # i(y), con lo cual queda probada la inyectividad.

El lector puede verificar que la sobreyectividad de ¢ es precisamente
la tesis del Teorema de Riesz—Fischer.

Nos queda por probar que
(:Z:, y) = (Z(:E), i(y))2 = E ang; (80)
n=]

donde {an} y {bn} son los coeficientes de Fourier de z € y respectiva-
mente y ademds hemos denotado por {, )2 al producto escalar definido
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en I9(N). Notemos que la identidad de Parseval (la cual se cumple en
este caso segtin T 1.5.1) puede ser escrita también en la forma

{z,2) = (i(2),2))2 (81)

Sean ahora z,y € H. De (81) tenemos que se cumple
(z + Ay, 2 + Ay) = (i(2) + Xi(y), i(z) + Ai(y))2

para todo escalar A. De aqui, por las propiedades del producto escalar

Mz,9) + My, z) = Mi(2), i(m)h2 + Mi(y), i(z))2 (82)

Tomemos A = 1y A = ¢ en (82). Entonces de (82) se deduce que {z,y)
y {i(z),(y))2 tienen la misma parte real e imaginaria y por tanto son
iguales, con lo cual queda probado (80) y de hecho el teorema. O

Pasemos ahora a ver otras propiedades de los espacios de Hilbert més
vinculadas al concepto de ortogonalidad y los problemas de distancia
minima. Comencemos por el siguiente teorema que mejora al T 1.5.2 en
el sentido de que garantiza la existencia del vector minimizante.

T 5. (teorema clésico sobre la proyeccién) Sea H un espacio de
Hilbert y M un subespacio vectorial de H. Entonces para cada vector
z € H, existe un tinico vector my € M tal que

llz — mg|| < |lz — m|| paratodo m € M.

Una condicién necesaria y suficiente para que mg € M sea el vector
minimizante es que = — mg sea ortogonal a M.

Demostracién. La unicidad y la ortogonalidad han sido ya es-
tablecidas en el Teorema 1.5.2. Luego, se necesita solamente establecer
la existencia del vector minimizaute.
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Si £ € M, entonces mg = z y se obtiene el resultado deseado.
Supongamos que ¢ ¢ M y sea § = inf,,¢cps|lz — m||. Debemos ha-
llar un elemento mg € M tal que [jz — my|| = §. Con este propésito,
tomemos una sucesién (my) de vectores de M tal que ||z — my]] P é.

-+00

Por la ley del paralelogramo

lmj=2) + (z=m)l?+[l(m; —2) — (= — m)||? =
= 2lm; — 2[* + 2flc — my®

Reordenando convenientemente, obtenemos

m,-—i—mj

e,

lm; = mil? = 2l|mj — 2* + 2llz — m;f|* — 4l ~

Para todo par i,j de indices, €l vector (m; + m;)/2 pertenece a M
yva que M es un subespacio vectorial. Entonces, por la definicién de
4, ||z — (m; + m;)/2|| > é y obtenemos

I — mil|? < 2f|my; ~ 2|? + 2|z — mj||* — 48%.
Como ||m; — z||> — §% cuando i — oo, concluimos que

lm; — mgl|2 — 0 cuando ,j — oo.

Luego, la sucesién (myg) es de Cauchy en M y como M es un subes-
pacio cerrado del espacio completo H, de aqui se obtendri la existencia
de un limite mgy en M. Por continuidad de la norma se prueba que
le = mol| = 5. D

Observacion. Notemos que durante la demostracién de la existencia
del vector minimizante en el teorema anterior no hemos hecho referencia
explicita al producto escalar, sino solamente se utiliza la norma asociada.
Sin embargo, implicitamente hemos utilizado el producto escalar al hacer
uso de la ley del paralelogramo.
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Existe una amplia clase de espacios de Banach, donde también tiene
sentido el teorema anterior, aunque el mismo no puede ser extendido a
cualquier espacio de Banach.

Como consecuencia del teorema anterior veremos ahora un resultado
que justifica el nombre de complemento ortogonal para denotar al con-
junto de los vectores ortogonales a un conjunto dado. Si el conjunto dado
es un subespacio vectorial cerrado de un espacio de Hilbert, entonces su
complemento ortogonal contiene suficientes vectores adicionales como
para generar a todo el espacio.

T 6. Si M es un subespacio vectorial cerrado de un espacio de Hilbert
H, entonces H = M @ M+ y ademds M = ML,

Demostracién. Sea z € H. Por el teorema de la proyeccién (T5),

" existe un tnico vector mg € M tal que ||z — my|| < ||z — m]| para todo

meMyny=z—mg € Mt. Luegoz = mg+ng con mg € M y
ng € Mt

Para probar que esta representacién es dnica basta probar que M N
M+ = {0} lo cual fue probado en P 1.44 v).

Para probar que M = M*! es solamente necesario probar que
M1t C M ya que por P 1.4.4 vi) se tiene la inclusién en sentido con-
trario. Sea z € M1+, Por la primera parte de este teorema 2 = m+ n
donde m € M y n € M+t. Como ambos z y m pertenecen a ML,
tendremos que z — m € ML y por lo tanto n € M++. Pero n € M+
y por ello n L n lo cual implica que n = ©. Luegoz = m e M y
MitcM O

Teniendo en cuenta el resultado anterior se introduce la definicién
siguiente:

D 3. (proyeccién ortogonal) Sea M un subespacio cerrado de un
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espacio de Hilbert y z € M. El vector tnico mg € M tal que z — mqg €
M+ se llama proyeccién ortogonal de z sobre M.

Del Teorema 6 se desprende el signiente corolario que completa la
Proposicién 1.4.4 para los espacios de Hilbert.

C 1. Sea S un subconjunto arbitrario de un espacio de Hilbert. Entonces
se cumple:

i) §++ = [S] (donde por [5] se denota la clansura del subespacio
vectorial generado por S);

ii) St = {0} & S es una familia total en H.

Demostracidén. i) Por P 1.4.4 iii) y iv) se tiene que

SHL =[]+ = E]'J-l
y por T 6:
BT =01
de donde
st =3

il) La implicacién <« fué ya obtenida en P 1.4.4 ix) para un espa-
cio euclideano cualquiera. Para probar la implicacién en sentido
contrario notemos que si S+ = {0}, entonces

§tt={6} =H.

Pero por T 6, §*+ = [5], luego [$] = H, y por lo tanto S es una
familia totalen H. O

En el Ejemplo 1.4.3 vimos una familia total de vectores en un espacio
de Hilbert separable que no admite una sucesién biortogonal. Como una



- § 1.6 103

consecuencia de T6 veremos una caracterizacion de las sucesiones que
admiten sucesiones biortogonales.

T 7. La sucesién (fp) de vectores del espacio de Hilbert H, tiene una
sucesion biortogonal si y sdlo si
fj € M;, paracadaj €N,

donde M; es el espacio vectorial cerrado generado por los vectores

f17f27'-'>fj-17fj+17-'-'

Demostracién. Denotemos por M al espacio vectorial cerrado ge-
nerado por la sucesién (fr). Si para cualquier nimero natural j, se tiene
que

M; +# M,
entonces, tomando en el complemento ortogonal de M; en M, un vector
g; normado por la condicién

(f]ag]> =1,
llegamos a que |

(fj>9k) = 6§; delta de Kronecker) .

De esta forma obtenemos una sucesion (g ) biortogonal a la sucesién

(fa)-

Inversamente, si existe una sucesién (g5 ) biortogonal a ( f ), entonces
fj no puede pertenecer a M; para ningén j, ya que en este caso él serfa
ortogonal al vector g; el cual es ortogonal a todos los vectores fi con

k#£35. O

Veamos finalmente cémo los resultados sobre distancia minima pue-
den ser también obtenidos sustituyendo las variedades lineales por con-
juntos cerrados convexos. Se dice que un subconjunto K de un espacio
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vectorial es convezo si para cada par de elementos z,y en K, el segmento
[z,9]={dz+ (1~ Ny0< A< 1}

que une a z con ¥, estd totalmente contenido en K. El teorema que
presentaremos a continuacién es una generalizacion del teorema de la
proyeccion.

T 8. (distancia minima a un cerrado convexo) Sea z un vector
en un espacio de Hilbert H y sea K un subconjunto cerrado convexo de
H. Entonces existe un tunico vector kg € K tal que

llz — kol < ll= — k|
para todo £ € K. Mds alin, una condicién necesaria y suficiente para

que kg sea el Gnico vector minimizante es que (z — kg, k — kg) < 0 para
todo k € K.

Demostracién. Para probar la existencia, sea {k;} una sucesién en
K tal que
—k; 6 = inf ||z — K.
Iz = kill = 8 = jnf o k|

Por la ley del paralelogramo.

ki + &
Ikt = k5112 = 2llki ~ 22+ 20k — = ~ lle - “ =2,

Por la convexidad de K, (k; + k;)/2 estd en K; de aqui que

_kith

o~ =22 >

y por lo tanto

1k = k511% < 2k — 2ll? + 2{k; — o — 46 — 0.
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Como la sucesién (k;) es de Cauchy y K es cerrado, convergera a un
elemento kg € K. Por continuidad de la norma, ||z — ko) = 6.

Para probar la unicidad, supongamos que existe otro k; € K tal que
|[k1 — z|| = 6. La sucesién

b = kg, m par,
"~ 1ky, » impar,

cumple que ||z — ky|| — &, luego por el argumento anterior {k,} es de
Cauchy y por lo tanto converge. Obviamente esto puede ocurrir en este
caso tan sélo si ky = kg.

Probaremos ahora que si kg es el dnico vector minimizante, entonces
(& — ko, k — ko) <0

para todo k¥ € K. Supongamos por el contrario que existe un vector
k1 € K tal que (z — kg, k1 — kp) = ¢ > 0. Consideremos los vectores
ko = (1—a)kp+aky;con 0 < o <1. Como K es convexo, cada ky € K.
Ademais

o — kall® = [[(1— o)z ~ ko) + oz —k)|®>=
=(1-a)fle—kol®> + 20(1-a)(z— ko, — ki)
+ oz — ky?

La expresi6n ||z —kq||? es una funcién diferenciable de o con derivada
en oo = 0 igual a

d
i — kallYlamo = ~2llz = ko> + 2z ~ ko, z ~ k1)

= —2(z — ko, k1 — ko) = —2e < 0.

Luego para algin o positivo suﬁéient;emente pequeiio, ||z — kqf| <
llz — kol| lo cual contradice la propiedad minimizante de ky. De aqui
concluimos que no puede existir un tal k.
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Inversamente, supongamos que kg € K es tal que (x — ko, k—kg) <0
para todo k € K. Entonces para cualquier k¥ € K,k # kg, tendremos

e — k> = |lz—ko+ko — El|* = ||z — ko|®
+2(z — ko, ko — &) + [|ko — EII* > [le — kol[?

y por lo tanto, kg es el dnico vector minimizante. O

§ 1.7 Derivadas en sentido de Soboliev y es-
pacios de Sobaoliev.

Dedicaremos este epigrafe al estudio de los fundamentos de la teoria
de las funciones generalizadas y de los espacios de Soboliev, que serdn
utilizadas en el resto del texto para el desarrollo de la teoria de los
operadores diferenciales.

Comencemos por introducir algunas notaciones que seran utilizadas
en lo sucesivo.

‘Para cada subconjunto Q abierto y acotado del espacio euclideano
R™, consideraremos las siguiente clases de funciones.
C(Q) - funciones complejas y continuas definidas sobre Q

C™(Q) - funciones complejas, con derivadas continuas en Q hasta el orden
m inclusive, todas las cuales pueden ser prolongadas continua-
mente a (1 < m < 00).

Notemos que C*®(Q) = cﬁ Cc™(9Q).
m=1

Recordemos que el soporte de una funcion f definida sobre Q2 y con
valores en C es el complemento en £ del mayor subconjunto abierto de
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C donde f se anula. Denotaremos al soporte de la funcién f mediante
supp f.

CP(Q) = {f € C®(Q): supp f es compacto y estd contenido en Q}.

Mediante L,({2) denotaremos la clase de todas las funciones comple-
jas medibles u(z) definidas sobre  y tales que

/Iu(z)lpdw < 0. / ,,
Q

Es conocido que la aplicacién
lully = ([ u(e)Pdz) 7 (33)
Q

es una norma en L,(£2) que provee a este conjunto de funciones de una
estructura de espacio de Banach. Utilizaremos la notacién | - ||, sin
hacer referencia al conjunto  cuando no haya lugar a confusién. La
desigualdad triangular para || - ||, es decir

lu + ollp < llullp + llvllp, (84)
es la llamada desigualded de Minkowsky.

Para || - ||p se cumple también otra desigualdad muy importante lla-
mada desigualdad de Hélder.

Sip,q > 1 son tales que %-I-% =1,y u € Lp(2),v € Ly(R), entonces:

[ u@(z)idz < it (85)
Q Nty

N ; iOF
Pl P L o G
. i 200
——~

Una funcién medible u(z) definida sobre § se lama localmente su-
mable en () si para cualquier abierto 3 tal que Q; C €, se cumple
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que

/ |u(z)]dz < co.
2

En general se dice que u(z) est localmente en Lp(2)(en simbolos,
w(z) € Ly 1o.(R)), si para cualquier abierto Q; tal que Q3 C {2, se cumple
que la restriccién de u a Q; pertenece a Ly(y).

Diremos que la regién Q pertenece a la clase C* (k > 1), si para
cualquier punto zg € 9 existe una vecindad V(z¢) de z¢ y un homeo-
morfismo

f:R" — V(zg) N OO (86)

tal que f € C*¥(R™1).

Diremos que 2 C R” es un abierto con frontera suave o regular, si-9%)
es una variedad de clase C*° y dimensién n — 1, y ademads 2 localmente
‘se encuentra siempre a un mismo lado de 9.

Para los abiertos {2 de clase C’k, se cumple la formula de Ostro-
gradski-Gauss, que se demuestra en los cursos bésicos de Anélisis Ma-
temdtico y que formularemos de la forma siguiente. Sean u;(z),j =
1,2,...,n, funciones pertenecientes a la clase C1(Q),Q € Ck(k >y
v=(11,...,vn) €l vector normal ezterior unitario a 9. Entonces

Y=, R 1 )
T 5 155 e
8503 = o

donde ds — denota el elemenio de drea en Q. Esta férmula también se
escribe en la forma reducida

/de udz = /'g vds (88)
on

:” ]
donde © = (uy,...,up) y €l simbolo u - v representa el producto escalar

de vectores en R".
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J
Poniendo u; = 0 paraj#ryur =uvenla formula de Ostrogradski—
Gauss, se obtlene la siguiente formula de integracion por partes

T
/ U Ov dz = “ dz + / Q%wz/:ds (89)

Ty 8:1:7-

Introduzcamos las siguientes notaciones que serdn utilizadas en lo

sucesivo. Sea a = (ay,...,0y) — un multindice, donde a;,57 = 1,...,n,
son nimeros enteros no negativos, |¢| = a3 + - - - + ap. Denotaremos
0 glel
Dzj=z—,j=1,...,n; D = D§} ---Dgn = ——————
7 8z’ T ! ozt .- dzgn

donde |a| es el orden de la derivada D.

Para obtener algunos teoremas importantes sobre separacion de con-
juntos y aproximacién de funciones, por funciones diferenciables en lugar
de continuas, es necesario introducir la definicién siguiente:

D 1. (nficleo de promediacién, promedio de una funcién) Se
llama nicleo de promediacién a toda funcién wp(z), definida para z €
R”, h € R,h > 0 y que satisfaga las condiciones:

i) wp(z) € C*°(R™) para cualquier h > 0;
ii) wp(z) = 0 para |z| > A;
iii) wp(z) > 0 en R™, para todo h > 0;

iv) [ wy(z)dz =1, para todo h > 0.
Rn

Para toda funcién u(z) localmente sumable en R”, la funcién

u(e) = [ walz —)u(w)dy (90)
Rn
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se llama promedio de la funcion u(z) con radio de promediacién h.

Ejemplo 1. El ejemplo cldsico de niicleo de promediacién es la funcién

wi(z) = C exp {El'z%}a , lz| < h
0, 2 >

donde

c=w [ ew (o —idl™
|z|<1 Iyl -1

El lector puede verificar sin dificultad que wj, satisface las propieda-

des i) — iv) de la Definicién 1.

T 1. Sean () una regién acotada de R® y ; un abierto tal que Q; C Q.

i) Si w(z) € Lp(Q),p > 1, se anula fuera de £, entonces up(z) €
C§°(9) para todo h < §, donde § es la distancia de £; a 9Q.

ii) Si u(z) € C(Q) y se anula sobre 8Q, entonces uz(z) converge
uniformemente a u(z) sobre , cuando A — 0.

iii) Siu(z) € Lp(Q),p > 1, entonces

lually < llullp ¥ llup — ullp = 0 cuando A — 0.

Demostracién. i) Por las propiedades de wy, se tiene que

w()= [ ol -y,

Pero si z € Q es tal que su distancia a 92 es menor que § — A,
entonces u(y) = 0 para |z — y| < h y, por consiguiente, la expresién
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subintegral se anula. Por ello para tales puntos z y h < § se cumple
que up(z) = 0. La diferenciabilidad de u;, se deduce inmediatamente de
los teoremas sobre diferenciacién bajo el signo integral y del hecho que
wp, € C®(R™).

ii) Sea u(z) € C(Q),u = 0 en R®\Q entonces
ualeVi(e) = 1 [ wate - v)uty) - u(z)dy
Rn
< sup Ju(y) - u(e)|
lz~y{<h

y la parte derecha de esta dltima desigualdad tiende a cero cuando
h — 0, uniformemente en z, en virtud de la continuidad uniforme de la
funcién u en Q.

iii) Sea u(z) € Lp(R?). Pongamos u(z) = 0 fuera de ). Entonces
para p > 1,

@) < [ luate - puls)dy
Rn

IN

141 1 1
[ et = uwlay, 42 =1
Rﬂ,

Aplicando la desigualdad de Holder (85) a esta dltima integral, ob-
tendremos

1/q 1/p

(
@)l < | [ose-vdy| | [wnte - plury
mﬂ q n

1/p

(
- /wh(w—y)IU(y)I"’dy :
\R"
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ya que
/wh(x —y)dy = /w(e)dﬁ =1
R” R™
Por eso
I /p
laly < | ([ wnta - nlu@)Pdy)dz
R” R"
r 1/p
= | [1uw?l [ wite - yydsdy| = Jjul-
Rﬂ RTL
Si p =1, entonces
@) < [ wale - wiuidy
Rﬂ
faln = [ lua@)dz < [ 1ol [ wnie - v)dady
R" R” R™
= ulh.

Es conocido que para cada funcién u(z) € Lp(Q) y cualquier ¢ > 0, se
puede hallar una funcién continua v(z), en Q tal que {ju—v||, < £ y v(z)
igual a cero en cierta vecindad de 9€2. Pero como ||u — v|[, < € ¥, de
acuerdo a lo demostrado mds arriba ||up —v]lp = ||[(u—v)pllp < ||Ju—2vljp,
entonces si tomamos hg suficientemente pequeiio de manera que

l[o = wallp < (mes Q)VP|jv — vpllee < €

para h < hg, tendremos que |lup — ullp < 3e.

La existencia de hg estd asegurada por la afirmacién ii) del teorema.
O

Introduzcamos ahora la nocién de transformada de Fourier para fun-
ciones de Li(R™) y L2(R™), la cual juega un papel fundamental en la
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teoria de ecuaciones en derivadas parciales y es ampliamente utilizada
en las aplicaciones. Para estudiar las propiedades de la transformada de
Fourier, definiremos el siguiente subconjunto denso en Ly(R"),p > 1:

S®™) = { ¢ € C=(R™) : sup, {(1 + [lall?)|D¥e(=)| < oo} }

para todo multindice @, y todo nimero entero p > 0, es decir, existe
una constante Cq p tal que (14 |z[P)|D%p(z)| < Ca,p

D 2. (transformada de Fourier en L;(R")) Se llama transformada
de Fourier de la funcién f € L1(R™) a la funcién

SO = f©) = [ flo)edo (91)
J ,‘

donde f: (51"“3611)33: = (xlv""x’n)7 Yy
§-z=6214 -+ lnTn.

T 2. Sip(x) € S(R™), entonces () € S(R™). Ademds para ¢ € S(R")
se tiene

Doy = (~i)*¢(¢) (92)
2% = (-)lD*p(g),

donde z = 271 ...2§".

Demostracién: Diferenciando bajo el signo de integral en (91),
obtenemos

Dp(e) = [ (i) p(a)et7da (93)
Rn

Esta diferenciacion es posible ya que la integral (93) converge uni-
formemente por ser ¢ € S(R"). De aqui, se tienie que ¢(§) € C®(R™) y
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ademis, o
2%p(z) = (=" D" (€).

Integrando por partes tenemos
£0°9(6) = [(in)€Pp(o)eda (94)
Rfl
= /Dg((ix)ago)ilﬁleiz’gdx.

Rn

Como DP((iz)*¢) € L;i(R™), entonces ||| D¥@(£)| ests acotada en
R™, cualesquiera sean los multindices a y 3.

Por consiguiente ¢ € S(R™). Poniendo @ = 0 en (94), obtenemos
Dfp = (-)eP ()

con lo cual culmina la demostracién del teorema. O

D 3. (transformada de Fourier inversa) Se llama transformada
de Fourier inversa de la funcién f(£) € L1(R™) a la funcién F~1[f](z)
definida por la igualdad

FUA@) = oy [ fee = (95)
Rn

T 3. (férmula de inversién en S(R™)) Si ¢ € S(R"), entonces tiene
lugar la siguiente férmula de inversién de la transformada de Fourier:

ola)= (20" [ pOEwde, (96)
Rn
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es decir,

o(z) = FHFlell.
Demostracién. Calculemos la integral iterada

/ e {Hf e€Yo(y)dy b dE = (2r)" F [ F[o]].
R" n

Para ello examinemos la integral

JAZG {R/ € Vp(y)dy b dt
o A

[v©p©®ae (o7)
Rn

donde ¢ = const > 0,¥.(§) = ¥(c §) € S(R™). Del hecho que la
integral doble, correspondiente a la integral iterada (97), converge ab-

solutamente, se tiene por el Teorema de Fubini que en (97) se puede
cambiar el orden de integracion.

~
It

i

Entonces tenemos

1= [ew] [vaeeC2atay
Rﬂ 7

[ewtely-ity= [ ela+0)d.(0)a0.
RrR” R

Es fécil ver, que \i’e(z) = 5‘"@(5), pues

.(8) = /‘Ile(x)eiz'gdzz /‘If(ez)ei‘""gdz
R™ R”
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= / U(y)et¥ e dy = e*n@(g).
Rn
Por eso

I= / e(0 + z)e””ﬁl(g)d{) = / ¥ (s)p(es + z)ds.
R" R"

De esta forma, tenemos

I= [w©p© =t = [ #(s)pes+a)ds (98)
R™ R”

Pasando al limite en la igualdad (98), cuando £ — 0, obtendremos

ola) [ B(sds = w(0) [ e p(e)ie (99)
R" R”

Pero el lector puede encontrag en cualquier tabla de transformadas
de Fourier, que para ¥(z) = e~ I%I° se tiene

k()= [ = (/e T
Rn
como

/ v(g)de = (V)" / % e = Vol / e-'ﬁi'—dgj
R" R" j=1
= (2m)%

entonces de la relacién (99) obtenemos la igualdad (96). O

Enunciaremos a continuacién un importante resultado sobre la trans-
formada de Fourier en L;{R"™) cuya demostracién puede hallarse en el
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ligro de A.N. Kolmogorov y S.V. Fomin, Elementos de la teoria de fun-
ciones y el andlisis funcional [2].

T 4. La transformada de Fourier es una aplicacién inyectiva y continua
de L1(R™) en el espacio Cy(R"), de las funciones complejas y continuas
f(z), definidas sobre R? y que tienden a cero cuando |z| — oo, provisto
de la norma de la convergencia uniforme.O)

D 4. (producto convolucién en L;(R")) Se llama convolucidn de
las funciones f y g de L1(R™) a la funcién f * g, definida por la férmula:

frg(z)= / f(z — y)9(y)dy. (100)
Rn

Notemos que f * g(x) es también una funcién de L;(R"), ya que por
el Teorema de Fubini

If gl = [1 ] 5z - wewayida
R® R

IA

[ [ 116 = ldslo(a)idy < 7l ol
R™R"

Ademis si f y g pertenecen al espacio S(R"), entonces f*g € S(R").
En efecto, en ese caso f* g € C°(R"), ya que la expresién (100) puede
ser diferenciada tanto como se quiera bajo el signo integral:

D°(frg)= [ DEf(z - volw)dy.
4

Por otra parte

#D(f +9) =1 [ s(w)l(=~ v)+ 9P DEf(z - v)dy| < Cup,
Rﬂ
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ya que f,g € S(R™).

T 5. Sean ¢(z) y ¥(z) funciones en S(R™). Entonces:

/(,”o‘Ildz = o¥dz; (101)
R® R™

/goTII—dx = (2m)™" [956; (102)
R" R"

(identidad de Parseval)

GFU = b, (103)

¥ = (@) "px¥ (104)

Demostracidn. Demostremos la igualdad (101). Por el Teorema
de Fubini tenemos

[e@u@is = [([ewe=rayw@ya
R R"” R"

/ (¢(v) / ¥(z)e"Ydz)dy = / 2(y)¥(y)dy.
R R"

RTL

Para la demostracién de (102) pongamos en la igualdad (101) la
funcién h = (27)""¥ en lugar de ¥. Entonces tenemos
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Utilizando la férmula de inversion de la transformada de Fourier,
obtenemos

h(z) = (2m) ™" / G(e)eimtde = (2n)" / F(£)e-iz€de
R A

= T(z)

Veamos la demostracién de (103). Cambiando el orden de integracién
de acuerdo al Teorema de Fubini, se tiene

¥ = / / o()¥(z — y)dy | €7 4da
Rn 7

= [ewe | [we-pets | ay= o8
Rn n
Para la demostracién de (104) observemos que
F[Flell = (27)" ¢(-2) (105)

Por eso

FIFle¥]] = (2m)" p(—2z)¥(-z) (106)
Pero por la férmula (103)

Fl2m)™(@+¥)] = (20) " FIFlRlFIFY]
= (27)"p(-2)¥(-2) (107)

Las igualdades (106) y (107) muestran que
Flo¥] = Fl(2m) "¢+ §]

¥, por consiguiente, se cumple la igualdad (104). O

Observacién. Sabemos que S(R™) es un subconjunto denso en Ly(R™).
Si consideramos S(R"™) como subespacio normado de Ly(R®), entonces
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poniendo ¢ = ¥ en (102) tendremos que (27)"™/2F es una isometria
en S(R™). Luego, la transformada de Fourier puede ser ertendida de
manerae unica a todo Ly(R™), conservdndose las formulas (101) y (102).
Es decir, si f € Ly(R™) y (¢ ) es una sucesién de funciones de S(R™) que
converge a f en la norma de Ly(R™), entonces la sucesién () converge
a una cierta funcién g que no depende de la eleccién de la sucesién (¢p)
y ala que llamaremos transformada de Fourier en Lo(R") de la funcién
f: f = g. Puede probarse que g se obtiene también como el limite en
Ly(R™) de la sucesion de funciones

a(@) = [ fwe=ray,
By

donde By es la bola en R™ con centro en cero y radio k. Debido a la
continuidad de la transformada de Fourier en Ly(R™), es obvio que se
cumplen las férmulas (101) y (102).

Introduciremos unos subespacios de L3(£2) que juegan un papel fun-
damental en la teoria de ecuaciones en derivadas parciales; los llamados
espacios de Soboliev.

D 5. (espacios de Sogoliev) Se llama espacio de Soboliev de orden
kE (k € N*), y se denota por H*(Q), al completamiento del conjunto
c®)(Q), provisto de la norma

lellor = (32 IID*0|B)H? (108)

la|<k
Utilizaremos las notaciones

Dlo=¢, HYQ)=LyQ).

Si una funcién u(z) pertenece a la clase C1(Q), entonces por la
férmula de integracién por partes (89), tenemos

ou(z) , Op(z)
J(p(z)—a—;dx = —g}/u(z)a—zj—dw (109)
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para cualquier funcién ¢ € C(9). Si u(z) € C¥(Q), entonces aplicando
la férmula de integracion por partes & veces obtendremos

/c,o(a:)D“u(z)da: = (—l)lal/u(x) D% p(z)dz
R® Q

para cualquier funcién ¢ € C§(Q),la| < k. Es natural utilizar esta
dltima igualdad como base para la definicién de la derivada en sentido
de Soboliev D%y de la funcién u, atin cuando la derivada D%y pueda no
existir en sentido usual.

D 6. (derivada en sentido de Soboliev de funciones localmente
sumables) La funcién v(z) localmente sumable en § se llama derivada
en sentido de Soboliev de la funcién localmente sumable u(z) en Q, y

se denota v = D%u, si para cualquier funcién ¢ € C§°(2) se satisface la
ignaldad

/v(a;)cp(a:)dx = (—1)‘“|/u(:v)D“go(z)dx. (110)
Q

Q

Mostremos que la funcién v(z) que satisface la relacién (110) es
tinica. En efecto, si suponemos que existen dos funciones v1(z) y va(z),
las cuales satisfacen (110) para cualquier ¢ € C§°({2), entonces, restando
las igualdades correspondientes a vy ¥ v9, obtendremos para V = vy —vs,
la igualdad

/ V(2)p(z)de = 0 (111)
Q

para cualquier ¢ € C§°(Q). Pero no es dificil concluir de los puntosi) y
iii) del Teorema 1 que C§°(R2) es denso en Ly(2).

Notemos que (111) significa que V pertenece al complemento or-
togonal de C§°(2) en Ly(Q2) y por ser Lg(Q) un espacio de Hilbert,
concluimos que V = 0 en Lo(Q2).
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De la definicién dada vemos que si u(z) € C¥(Q), entonces u(z)
posee en ) derivadas en sentido de Soboliev hasta el orden & que coin-
ciden con sus derivadas en sentido usual. Sin embargo, hay funciones
para las cuales existe la derivada en sentido de Soboliev sin ser derivables
en sentido usual. Observemos ademads, que a diferencia de la definicion
clasica de derivada, la derivada en sentido de Soboliev D%u de orden
|@| se define por la igualdad (110) independientemente de las derivadas
generalizadas de orden inferior. Veamos algunas otras propiedades ele-
mentales de la derivada en sentido de Soboliev.

P 1. Sea u(z) € Lo () y supongamos que existe la derivada en
sentido de Soboliev D%u € Ly jo¢ (£2). Entonces para cualquier abierto

Q0 tal que Q; C Q y cualquier h < §, donde § es la distancia entre €
y 0Q, se tiene la igualdad

D%up(z) = (D%u)p(z), €y (112)

Demostracién. Por la definicién de uj, tenemos

Doup(e) = [ DEwi(a - y)u(y)dy.
Rn

Pero como DZwy(z — y)u(y) = (~1)IDgwy(z - y) y wp(e - y) €
C§°(Q) para z € @ y h < 6, entonces de acuerdo a la definicién de
derivada en sentido de Soboliev obtenemos:

pou(e) = [(~)FIDgwy(z - y)u(y)dy
A

- / wp(z — y)Dyu(y)dy = (D%u)p(z). O
Rn
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P 2. Seau(z) € Ly, () y supongamos que las derivadas en sentido
de Soboliev Dg;u=0en Q,7=1,2,...,n. Entonces u = cte en (.

Demostracion. Por la Proposicién 1 tenemos que en cualquier
regién 9y, tal que Q) C Q se cumple Dg;up = (Dzju)h parah < 6,5 =
1,...,n. Por eso para h < §,up, = Cj, = cte en ;. Por el Teorema 1 iii)
se tiene que up — u en L1(€;). Pero las constantes C}, deben converger
a una constante C cuando h — 0, luego u = C en ; y como ; es una
subregion arbitraria de () se tendrd que u = cteen Q2. O

A continuacién veremos cémo pueden ser trasladados los resultados
expuestos en el Teorema 2 a funciones de Lo(R™).

T 6. Sea u(z) € L2(R™).

i) Si existe la derivada en sentido de Soboliev D®u y pertenece a
Ly(R™), entonces

Doy = (—i6)*u(€) (113)

ii) Si existe la derivada en sentido de Soboliev D¥% y pertenece a
Lo(R™), entonces

2%y = (—i)l*lD¥a(¢) (114)

Demostracién. Probaremos i) y dejaremos ii) de ejercicio al lector.
Aplicando el Teorema de Fubini no resulta dificil verificar que

(Dr=ra (115)
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para toda f € Lo(R"™). Para probar i) supondremos primeramente que
u € Lo(R™) tiene soporte compacto. Entonces por (115) y P 1 se tiene
que L
(D%u)p = D%(us) (116)
»
Pero de T1 i) se tiene que up € C§°(R") y aplicando la férmula (92)
en (116), obtendremos

(D¥u)y, = D¥%uy, = (—i)*ay(€) = (—i)* (@)

De donde, la veracidad de (113) se concluye de la siguiente

(D%u ~ (—i&)* @)y = 0.

Tomemos ahora u € Lo(R"), no necesariamente de soporte compacto
para la cual existe la derivada D%u en sentido de Soboliev. Obviamente
también existird la derivada en sentido de Soboliev D*(u¢) para todo
¢ € C§°(R™). Consideremos una sucesién de funciones (¢,) de C§°(R™),

1si jz|<N
talesque0_<_90N(93)S1Y99N($)={0 si {z{;N—}—l )

Si Ponemos uy(z) = u(z)ey(z) entonces no es dificil verificar que
D%*up converge débilmente a D%u, es decir para toda ¢ € C§°(R")

/DauNcpdw — /Daugodz. (117)
R” Rr"

Pero de (117) se concluye que

/ Douypdt — / D¥upd, (118)

[igraneds [ (-igfapde (119)
R" RrR?
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para toda ¢ € C°(R™).
De la primera parte de la demostracién se tiene que
Deuy = (~if) iy a (120)

para todo nidmero natural N. Luego multiplicando escalarmente por
¢ € Cg°(R™) y haciendo tender N — oo, tendremos de (118) y (119)
que

[ @ - (=ig)uypde =0
Rn
para toda ¢ € C§°(R™), de donde se concluye (113). O

Observacion. Notemos que si se cumple la hipétesis i) del Teorema 6,
entonces de (113) se concluye que no sélo 4(¢) pertenece a L2(R™) sino
también la funcién (—i€)®a(€). Reciprocamente, de (113) se deduce
que si u € L2(R") es tal que (—i§)*a(€) € L2(R™), entonces existe la
derivada en sentido de Soboliev de orden a de u y D*u € Ly(R™). Un
andlisis similar puede realizarse con la férmula (114).

Puede ser probado el resultado siguiente que se deja de ejercicio al
lector.

T 7. Sean u,v € L1(R"™). Si existe derivada en sentido de Soboliev
D%u y pertenece a Lj(R™), entonces también existird la derivada en
sentido de Soboliev de orden a del producto convolucién u * v, la cual
pertenecerd a Lij(R"™). En este caso, se cumple la igualdad

D*(ux*v) = (D%) * v. (121)

Demostracién. Ejercicio. O
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El teorema siguiente nos muestra una itil caracterizacién de los es-
pacios H*(Q) mediante la nocién de derivada en sentido de Soboliev.

T 8. Para todo k € N se tiene que

u € Lo(f2) : existe la derivada en
sentido de Soboliev
D%, |a| <k
y pertenece a Ly(§).

HE(Q) = (122)

Demostracién. Denotemos por Wzk(Q) al conjunto descrito entre
corchetes. Veamos primeramente que H*(Q) Cc WF¥(Q).

En efecto, si f € H¥(£), entonces existe una sucesién {n) en C¥(Q)
que es de Cauchy en la norma (108) y cuyo limite en la norma de Ly(2)
coincide con f. Para cada n € Ny ¢ € C§°(Q), se tiene:

/(Dagon)@dx =(-1)* /ganDagadz (123)
Q Q '

Pero por ser (pr) una sucesién de Cauchy en la norma (107) tenemos
que las sucesiones (D%pp)(Ja| < k) son de Cauchy en Ly(R) y, por lo
tanto, convergen a ciertas funciones go € L2(Q2);(|a| < k). Luego,
pasando al limite en (123) cuando n — o0, se tiene que

/gacpda: = (—I)Q/fD"cpdz, ‘ (124)
Q Q

de donde se deduce que existe la derivada en sentido de Soboliev D% f =
Jo € LZ(Q).

Para demostrar la inclusién inversa W§(Q) ¢ H*(Q), basta notar
que por (111), para cada u € Wf(ﬂ) la sucesién (D%u) = D%y €
C>(Q) y, por T1 iii), ||D%up — D%ulls — 0;(|e} < k), cuando A — 0.
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De aqui se deduce que la sucesién (up) converge a u en la norma (107).
0

Cuando la regién Q C R™ no es acotada, se puede definir el espacio
H*(Q), como el completamiento de C¥(Q) N Ly(Q) con respecto a la
norma (108). El lector puede verificar que, en el caso (! = R” se obtiene
el mismo espacio H¥(R™) haciendo el completamiento de C§°(R™) o de
S(R™) con respecto a la norma (108).

Utilizando T 8 y T 6 i) se obtiene sin dificultad la caracterizacién
siguiente de los espacios H¥(R™).

T 9. Para todo k € N, se tiene
HE®R™) = {u € Ly(R™) : (1 + [¢)¥/%4(¢) € Lo(R™)} (125)

Ademés la norma || || 1 definida por (108) es topolégicamente equi-
valente (40) a la norma

[ll$® = 111+ [£2)¥ 2, (126)

Demostracién. Ejercicio. O

Este teorema nos sugiere c6mo definir los espacios H* (R™), para todo
k > 0. En efecto se puede definir H*(R") (k > 0) como el subespacio
de Ly(R™) definido por (125) y provisto de la norma (126).

En el libro de J.L. Lions y E. Magenes, Problemas de contorno no
homogéneos y sus aplicaciones (vol. I) [5] se puede hallar el resultado
siguiente que expondremos sin demostracion.

T 10. Si Q es una regién acotada con frontera regular, entonces para
cada k € N, el espacio HF () coincide con el espacio de las restricciones
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a Q de funciones de H*(R®). Ademés la norma en H¥(Q) definida por
la férmula (108) es equivalente a la norma

lullloe = eIl gegey  U(@) = u(e)w €9} (127)
y se puede definir una aplicacién llamada prolongacion
P:H*Q) - HFRY) (128)

que es continua y cumple:

(pu)(z) = u(z), paratodo z € (.

El Teorema 10 y la definicién de los espacios H*(R™) para todo k > 0,
nos permite definir H¥(Q) para cualquier regién acotada con frontera
regular y cualquier £ > 0. En efecto, se puede definir H¥(Q)(k > 0)
como el subespacio de Lo(S2) compuesto por las restricciones a Q de
funciones de H¥(R™) provisto de la norma (127).

Observacién. Obviamente, con la definicién que hemos dado para los
espacios H¥(Q) (k > 0) se sigue cumpliendo el enunciado del Teorema,
10 para todo k£ > 0.

De la definicién dada de los espacios H¥ (Q)(k > 0), se deduce que
H*(Q) c H*2(Q) (k1 > k2 > 0) (129

Ademais de la desigualdad evidente entre las normas
lellz 8y < Nullzp,>w € H(Q) (130)

para k1 > kg > 0 se tiene que la inmersion (128) es continua, es decir
la aplicacién i : H*1(Q) — H*2(Q);i(u) = u, es continua. El resultado
siguiente es muy utilizado en la teoria de operadores diferenciales.

T 11. (compacidad de la inmersién entre espacios de Soboliev)
Sea () una regién acotada de R® con frontera regular y sean ky > ko >
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0. Entonces la inmersién H*1(Q) — H*2(Q), es compacta, es decir
todo conjunto acotado en H¥1(Q) es relativamente compacto (D1.2.5)
en H*2(Q).

Demostracion. No es dificil verificar que la compacidad de la in-
mersion es equivalente a proba,r que si la sucesién (uy) de H*1(Q) con-
verge débilmente a cero en H¥1 (£2) entonces ella también converge a cero
en la norma de H*2(Q) (jdemuéstrelo!). Pero la sucesién (u,) converge
débilmente a cero en HF1(Q), si ella est4 acotada:

lunllzk, <C

y ademds, para toda ¢ € ch (Q), [unpdz i 0
Q —

Por el Teorema 10, la sucesién v, = pu,, converge débilmente a cero
en H*1(R™) y ademis los soportes de las funciones v, puede suponerse
que estdn contenidos dentro de un compacto K D Q. Pero obv1amente
el operador restriccidn

r: H*R™) - B* (@) (131)

es continuo para todo £ > 0 y, por ello, es suficiente mostrar que la
convergencia débil de la sucesién (vp) a cero en H*1(R®), implica la
convergencia de la sucesién (v,) en la norma de H*2(R™). Luego, debe-
mos probar que para cualquier £ > 0 existe un nimero natural n(e), tal
que para n > n(g)

An= [+ 1P eln©)Rds <, (12)
Rﬂ

donde vy, es la transformada de Fourier de la funcién v,. Pero

A = [ QIR o)
1€1>M

JACEN SR TAGIRY:

lEl<M
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de donde

A < (U4 MO [ Mo (0Pt
RTL

s+ M [ ()P (133)
1§1>M

Ny . k .
Por la acotacién uniforme ||vn||g 1) < Cq, se tiene que

An< o+ M p eyl [ oo (139
i€1>M

Tomemos M tal que Cy(1 + M2)*2~F1 < £/2. Entonces tendremos
la desigualdad (132), si mostramos que

| @l < st nzae) (139
KEi>M

Pero como el soporte de todas las funciones v, estd incluido en un
compacto K, entonces si tomamos una funcién © € C§°(R™) que sea
igual a 1 sobre K, podemos escribir

Ba(€) = / vn{@e 7€) da. (136)
Rn

Por la convergencia débil de (v,) a cero en HF1(R®) y por ser [£] <
M, se tiene que (136) converge uniformemente a cero en |£] < M. Luego

|8a(6)1?d€ — 0
11> M
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Io cual prueba (135) y con ello, €l teorema. O

Demostremos un lema auxiliar que nos permitird obtener una im-
portante desigualdad de interpolacién entre espacios de Soboliev.

L 1. Sean E,F y G, espacios de Banach, que satisfacen la condicién
ECFcCG

y ademads que la inmersién £ — F es compacta. Entonces para cualquier
ndmero real 8 > 0, existe una constante C(6) > 0, tal que

llullr < bllelle + CO)llullg, Vue E. (137)

.Demostracién. Supongamos que (137) no es cierta. Entonces, para
algin @ > 0, existen vectores uy, € F y ndmeros Cp — 0, tales que

llunllr > Ol[ealle + Callunllg-

Poniendo vn = un/||un|l g, obtenemos

lleallp > 6 4 Callvallc- (138)

Pero como ||vn||p < Cllvs||g = C, una constante, entonces de (138)
se deduce que
lonllc — 0. (139)

Finalmente, del hecho que [|vp]|g = 1 ¥ que la inmersién £ — F es
compacta, se puede elegir una subsucesién (Vy(n)) de la sucesién (vy),
que converge en la norma de F. Obviamente, de (139) se tendrd que
H%(n)” F — 0, lo cual estd en contradiccién con (138) y, por lo tanto,
el lema queda demostrado. O

T 12. (desigualdad de interpolacién) Sea {2 una regién acotada de
R™ con frontera regular y sean k;,i = 1,2,3, nimeros reales tales que
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k1 > k3 > k3 > 0. Entonces para cualquier § > 0, existe una constante
C(6) > 0, tal que para toda u € H*1(Q)

lulllz,z, < Olllulllz,e, + C(O)llulliz ks (140)

Demostracién. Es consecuencia del Teorema 11 y del Lema 1. O

Pasemos ahora a estudiar algunas propiedades de regularidad de las
funciones de H*(Q). Para ello compararemos los espacios H*(Q) con
otros espacios frecuentemente utilizados, entre los cuales se encuentran
los espacios de funciones continuamente diferenciables en sentido usual.
Comencemos por un resultado simple.

T 13. (regularidad de las funciones de H*(Q)) Supongamos que
Q es una regién acotada de R™ con frontera regular. Entonces para
k > n/2, tiene lugar la inclusién

HY Q) cCc(@) - (141)

_Ademds la inmersién H k(Q) — C(Q) es compacta si se considera en
C(Q) la norma || « [oo-

Demostracién. Sea u € H*(Q). Pondremos v = pu € H k(Rn),
donde p es el operador de prolongacién (128). Por definicién v = u casi
dondequiera en ). Sea 7 la transformada de Fourier de la funcién w».
Entonces

5= (14 1€ 21+ |¢2)¥/?5 € Ly(R™) (142)

de donde ®
llolls < Cljolls -

De aqui, se deduce que v como tranformada inversa de Fourier de
una funcién de L;(R™) es una funcién continua en R®, la cual tiende
a cero cuando [£| — oo (T4). Por consiguiente, tomando la restriccién
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a Q obtenemos la inclusién (141). Para probar la compacidad de la
inmersién utilizaremos el Teorema de Arzela — Ascoli (T1.2.8). Sea un
subconjunto acotado en H*(). Probaremos que B es relativamente
compacto en C(Q) provisto de la norma || -||oo. El conjunto p[B] = {pu :
u € B}, continuaré siendo acotado en H¥(R®). Por (142), para toda
v = pu,u € B se tendra:

o(e) —o(g) = 2 [L+1ER7H+ 167 a(E)(e - eEv)de.
A

Luego
1/2
o@) — o) < (20" | [ 4+ 16 Fsen 8 E-De | oy

7

(143)

Pero, por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, la
integral en el miembro derecho de (143) converge a cero cuando |z —y| —
0, de donde se concluye la equicontinuidad de la familia B en Q. La
equiacotacién de B es evidente. Luego, aplicando el Teorema de Arzela
— Ascoli (T1.2.8) se tiene que B es una familia relativamente compacta
en C(Q). Asi obtenemos la compacidad de la inmersién, con lo cual
queda probado el teorema. O

Del Teorema 13 se obtiene inmediatamente el corolario siguiente:

C 1. Supongamos que (2 satisface las condiciones del Teorema 13 y que
k > 3 4+ m,m entero, m > 0. Entonces tiene lugar la inclusién

H¥Q) c c™(@) (144)

Ademds, la inmersién H¥(Q) — C™(Q) es compacta, si se provee a
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C™(Q) delanorma 3 ||D%||co-

aj<m

Demostracién. Ejercicio. O

Observacién. Notemos que las inclusiones (141) y (144) se interpretan

como que toda funcién de H k(Q) coincide casi dondequiera en ) con
una funcién de C(§2) (resp. de C™(Q)).

C 2. Supongamos, que ) satisface las condiciones del Teorema 13.
Entonces -
N B¥(Q) = c=@@) (145)
k=0

Demostracién. Ejercicio. O

Para obtener los llamados teoremas de inmersion de espacios de
Soboliev en diferentes dimensiones, pasaremos a definir los espacios
H¥*(T), para cualquier variedad compacta I' de clase C* y de dimensién
p en R®. Para mayor comodidad supondremos que p = n — 1 y que
T' es la frontera de una region acotada €} con frontera regular. Sea
Uj,j =1,2,...,v, un cubrimiento abierto en R", de la variedad I'. Sea,
para cada j, una aplicacién infinitamente diferenciable

;U —=U={yeR":y=(7,m)l¥|<1,-1<ys <1}
la cual posee un inverso infinitamente diferenciable

¢;1:U—>Uj.

Supondremos que la aplicacién ¢; aplica U; N sobre Uy = {y:y €
U,yn > 0} y alavez, aplica Up,N(R™\Q) sobre U_ = {y : y € U, yn < 0}.
Por consiguiente, ¢; aplica U; N T sobre U N {y, = 0}.
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Ademds, deben cumplirse las siguientes condiciones de compatibili-
dad: si U; NU; # 0, entonces existe un homeomorfismo infinitamente
diferenciable J;; de o;(U; N U;) en ¢;(U; N Uj), con jacobiano positivo
y tal que

vj(z) = Jij(ei(z)) Vz e U;nUj.

Sea {aj} una particién de unidad sobre T' con las propiedades si-
guientes:

espacio de las funciones infinitamente |-
diferenciable sobre T ’

a; € C°°(I‘) = {

a; tiene soporte compactoen U; NI,y
v
Z aj=1 en T.
=1

Para cualquier funcién u, definida sobre I', se tiene el desarrollo

v
U=> o;U.
7=1

Definamos

Hagu)(¥,0) = (aju) (@ (W, 0)), ¥ € UN {yn = 0.

Como las funciones a; tienen soporte compacto en I' N U}, las fun-
ciones ¢j(aju) tienen también soporte compacto en U N {y, = 0} y,

por consiguiente cp;f(aju) puede ser prolongada a todo Rg"l, haciéndola
igual a cero fuera de U N {y, = 0}.

Para cualquier niimero real £ > 0, daremos la definicién siguiente:

HYT) = {u: gj(eju) € B¥RT),5=1,...,0}  (146)
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No es dificil demostrar que la definicién algebraica (146) no depende
de la eleccién del sistema de cartas locales {Uj,¢;} y de la particién de

unidad {a;}. En H¥(T), se puede introducir la norma siguiente:

v

1/2
101 ey = ( 1||«,a;<aju>n§km3,.l)) (147)

J=

que depende, claramente, del sistema {U}, ¢;,;}. Es ficil probar, que

H¥(T) con la norma (147) es un espacio de Hilbert, y que diferentes
normas (147)son equivalentes enire si.

Notemos que C®(T) es denso en H¥(T). En particular, para k = 0,
hemos dado implicitamente la definicién del espacio L2(T') con respecto

a la medida do, generada sobre la superficie T por la medida de Lebesgue
dz.

Con un ligero aumento de complejidad tedrica puede eztenderse la
definicion de H k(][‘) a cualquier superficie compacta I' en R™, de clase
C* y de dimension p < n -arbitraria.

T 4. (trazas de las funciones de H*(Q).) Sean Q una regién
arbitraria de R con frontera regular I' y una superficie compacta de

clase:-C*® y de dimensién p < n contenida en Q. En particular puede ser
Q=R"

i) Sijo| < k- "—52, la aplicacién u — D%u|p, definida de C°(Q) —
C>(T), se extiende continuamente a una aplicacién lineal

T, : H¥(Q) — HF-1el="22 (1) (148)

de manera tal que la inmersién (148) es compacta.

ii) Si esademdsacotadal’ =0y j < k— %, la aplicacién v — %}-‘-,

definida de C®(Q) — C>(Q), donde é‘%— denota la derivada de
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orden j en la direccién normal exterior v a 012, puede extenderse
continuamente a una aplicacién lineal

N;: H*(Q) — B*3-1/(1) (149)

de manera tal que la inmersién (149) es compacta y sobreyectiva.
Existe una aplicacion lineal y continua de levantamiento

P; - H*I-1X(T) & gRQ) (150)
i de N; a la derecha. , 24
que es Inversa de j a la derecha E,‘,/ Oofé; .
Teo « £

Demostracién. La demostracion del inciso ii) puede encontrarse
en el libro de J.L. Lions y E. Magenes: Problemas de contorno no ho-
mogéneos y sus aplicaciones. El inciso i) puede ser obtenido de manera
similar, atendiendo a la definicién de los espacios H*(T'), y se deja de
ejercicio al lector. O

D 7. (trazas en sentido de Soboliev) Sean 2 y I como en el Teorema

14. Si |a] < £~ 52, a la funcién Te(u) € HF-lel-%5" z (I') se le lama
traza en sentido de Soboliev de la derivada de orden a de la funcién

v € H¥(Q).

En particular, para a = 0, la, funcién Tp(u) = u|r cuando existe, se
llama traza de la funcién u € H*(Q) a T.

Observacion. Consideremos la variedad compacta suave I' de dimen-
sién p < n contenida en Q@ C R™ Si u € H*(Q), se puede encontrar
una sucesién u, € C*°(Q) tal que D%u, — D% en Lo(Q) para todo
a con |a] £ k. Tiene sentido considerar las restricciones D%uy,|p. El
Teorema 14 i), nos dice que si |a| < k¥ — %52, entonces la sucesién de

funciones D%uy|r es una sucesién de Cauchy en Ly(T), por lo tanto, .

converge a una funcién go en Lo(T) a la cual se llama traza de D%u
al :Tyu := DY%|r = go. Esta definicién tiene sentido, ya que gqo
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depende solamente de u y no de la eleccién de la sucesién u, en C®(Q).
Resulta que si |a] > k — 252 entonces la sucesién de funciones D*uy|r
6 en caso de que converja, su limite dependerd no sélo de u sino de la
sucesion uy escogida.

Consideremos de nuevo la regién Q C R y la superficie T' C Q, como
en el Teorema 14. Los espacios de Banach

HE(Q;T), (151)
definidos como la clausura de
R _J ueC*®(Q): u seanulaen alguna
Ce(@\T) = { vecindad de T en Q (152)

en H k(Q), nos seran de gran utilidad en el estudio de los operadores
diferenciales. En particular, si 2 es acotado y I' = 92, denotaremos

HE(Q) = HE(9;09) (153)

Para cualquier funcién v € CP(Q2 \ T') se tiene que D%u|p = 0,
lIuego por el Teorema 14, para las trazas de las derivadas de orden « de
funciones de H*(Q2), se tendrs

Ta(w) = D*ulp = 0; |of <k — =2

Mds exactamente se tiene el teorema siguiente:

T 15. Sean  y I como en el Teorema 14

i) Si k> %52, entonces

HEQ:T) = {ue H¥Q): To(u) = D*ulr = 0}

0< o] <k-"—2,

(154)
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ii) Sik < 252, CE(Q\T) es denso en H*(Q).

iii) Si Q es acotado, ' =Ry k> %, entonces

k Ek du —
H§(Q) = {ue H¥Q): Nj(u) =77 =0}
0<j<k-—1/2 (155)

Demostracidén. La inclusién
HET) C {ue H¥Q): Ta(u) = D%lr = 0}

0< o] <k~ 4

2

en (i) se obtiene, segin el razonamiento previo al enunciado del Teorema
15, como una consecuencia inmediata del Teorema 14. La inclusién in-
versa se demuestra para iii) en el libro de J.L. Lions y E. Magenes:
Problemas de contorno no homogéneos y sus aplicaciones [5]. La ex-
tensién de este resultado a i) se lleva a cabo sin dificultad haciendo uso
de cartas locales, teniendo en cuenta la definicién de T,.

La demostracidn de ii) requiere del desarrollo de una técnica algo
compleja y que nos aparta de la linea central del libro. Por ello no la
citaremos aqui. O

A continuacién propondremos, en calidad de ejercicio, algunas pro-
piedades de los espacios de Soboliev que serdn 1itiles en el estudio de los
operadores diferenciales.

E 1. Denotemos mediante || - || o la norma usual de una funcién en

Ly(9).
a) Demuestre que para cada u € C§°(a,b) se cumple la desigualdad

du
llllz2,(@8) < CllZ M2, a)
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donde la constante C sdlo depende de a y de b.

b) Si K es el cubo n-dimensional K = H (a;, b;), demuestre que para
cada u € C§°(K) tiene lugar la des1gua.1dad

lulls,x < CklIVullo,x
donde la constante Cg sélo depende de a; y b;,i=1,---,7n

¢) Obtenga la desigualdad del inciso b) cuando en lugar de K tiene
un subconjunto abierto arbitrario 2 C R™ con frontera suave y que
tiene lugar la llamada desigualdad de Friedrichs:

lullza < CallVullaq, Vu € H3(Q).

d) Concluya del inciso anterior que mediante || Vul|s q se puede definir
en Hi(Q) una norma equivalente a la norma usual de Soboliev.

El siguiente ejercicio permite obtener una caracterizacién importante
de los espacios de Soboliev definidos sobre intervalos de R:

E 2. a) Demuestre que si una funcién compleja u definida sobre el
intervalo acotado [a,b] satisface las propiedades: u € Ly(a,b); u, o/,...,

u(*=1) son absolutamente continuos y u(¥) € Ls(a,b); entonces ul) e
LZ(G’ b)7
7=1,...,k — 1y ademds se tiene la desigualdad

PNz < Clllullz + 1Mz}, 5=1,....k-1.

b) Demuestre la igualdad:

' i) u, o, ..., ul* 1) absolutamente continuas
Hk(a,b) = {’U. € Ly(a,b)| 13) u® € Ls(a,b) }

y utilizando el inciso a) pruebe que mediante (J|ullz + ||u{®]]2)}/? se
define una norma en H¥(a,b) equivalente a la norma usual [lull2,&-
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c) Concluir la igualdad

u € H*(a,b)] u(a)=u(a)=...= v VD(a)=0
Hé‘(a,b):{ € )ll u%b))zu'((b :...:u(k‘l)((b))zﬂ }
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2 Operadores y funcionales
lineales continuos

El estudio de los operadores y funcionales lineales es fundamental en
el tratamiento de innumerables problemas dentro de los espacios vec-
toriales. Cuando se combinan la estructura vectorial de los espacios
normados con la estructura métrica, aparece la necesidad de introducir
un tipo particular de aplicaciones continuas, que tienen la propiedad de
conservar la estructura vectorial; tales aplicaciones son los operadores
lineales continuocs y los funcionales lineales continuos. El objetivo fun-
damental del Analisis Funcional Lineal es precisamente ¢l estudio de las
propiedades de los operadores y funcionales lineales definidos en espacios
de funciones.

En este capitulo, estudiaremos un grupo importante de propiedades
que tienen los operadores funcionales y lineales continuos, actuando so-
bre espacios de Banach. El § 2.1 se dedica al estudio de algunas de sus
propiedades generales y se hace énfasis en la relacién entre continuidad
y acotacion de ellos.

En el § 2.2 se estudia el problema de la prolongacién continua de
operadores y funcionales lineales. En este epigrafe se estudia el Teorema
de Hahn-Banach y se dan algunas de sus consecuencias.

En el § 2.3 se estudian algunos teoremas de representacién para fun-
cionales lineales continuos definidos sobre espacios de Hilbert y espacios

143
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de funciones continuas, los cuales son de gran utilidad en las aplicaciones.

En el § 2.4 se examinan diferentes tipos de convergencia para suce-
siones de operadores lineales continuos, obteniendose algunos resultados
importantes del Analisis Funcional, como son los teoremas de Banach—
Steinhauss y Banach—Alaoglu. Al final de este epigrafe se introducen
los espacios de funciones generalizadas. El capitulo termina con el §
2.5 donde se estudian otros teoremas importantes relacionados con los
operadores lineales continuos en los espacios de Banach: el teorema de
la aplicacién abierta y el teorema del grafo cerrado.

§ 2.1 Algunos resultados generales de la teoria
de operadores y funcionales lineales con-
tinuos en espacios normados

En todo este epigrafe consideraremos generalmente espacios vectoriales
sobre C. No obstante todos los resultados que obtendremos serdn vilidos
para espacios vectoriales sobre R.

D 1. (operador lineal y funcional lineal) Sean F y F espacios
vectoriales. Llamaremos operador lineal de F en F a toda aplicacién

A:E— F
que cumpla la propiedad siguiente:
A(Az + py) = AA(z) + pA(y) (1)
para todos z,y € F; A, u € C. Si F = C a A se le lama funcional lineal.
Observacion. Para no complicar la notacién, en la definicién anterior

hemos denotado de la misma forma las operaciones de suma y producto
por escalares en £y en F. A partir de este momento adoptaremos esta
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notacién salvo si se sefiala lo contrario. También denotaremos por © al
elemento neutro en todos los espacios vectoriales citados.

De la propiedad (1) de los operadores lineales se deduce que para
cualesquiera elementos z1, 29,...,2, € F y nimeros complejos A,

A%y ey Ans
A(Z ARTi) = Z ApA(zg)- (2)

k=1

De (2) se tiene que para cualquier subespacio vectorial M de E,
A[M] es un subespacio vectorial de F'.

No es dificil verificar que la compuesta B o A de dos operadores
lineales
A:FE— F, B:F—=G

es también un operador lineal de £ en G. Luegosi A: £ — F es un
operador lineal, cualquier potencia de A: A¥* = Ao Adc---04 (k veces;
k € N), es también un operador lineal de F en si mismo.

Ejemplo 1. (matrices) Sea A una aplicacién lineal de R" en R™. Una
base de R™ estd constituida por los vectores coordenados

Q‘Qk:(0"--70’1707-"70)€Rn7 k=1727"->n

donde para cada % el nidmero 1 ocupa el késimo lugar en el n-uplo ¢y.
Esta es la lamada base canénica de R". De manera similar se construye
la base canénica (¥;)2; de R™.

Por la propiedad 2, A estd completamente determinado si se da la
expresién de A(py) en términos de ("Ifj);"zl, para cada k=1,...,n.
Si ponemos

n
Aler) = D ¥y,
=1
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entonces la matriz

a;1 a1z -t dy

azy azz - Q2
(A)=1| . )

Aml Om2 " Omn

describe completamente al operador A.

En efecto, el producto de una matriz de orden » X m por un vector

1 X n se define de manera tal que si para los elementos de R",z =
191+ -+ + Tp@n, resp. R™, y = y1¥1 + --- + ym ¥4y, utilizamos la
notacién

T 1

=1 |y=

Iy Un
entonces se obtenga el mismo resultado al multiplicar (A) por el vector
z que al evaluar el operador A en el vector z. La teoria de matrices, es
pues, la teoria de operadores en espacios vectoriales de dimensién finita.
i}

Ejemplo 2. (operadores de proyeccién ortogonal). A partir de la
definicién de proyeccidn ortogonal de un vector sobre un subespacio
cerrado de un espacio de Hilbert, se introducen los lamados operadores
de proyeccién ortogonal. Si M es un subespacio vectorial cerrado del
espacio de Hilbert H, se llama proyector ortogonal asociado a M, y se
denota por pjs, al operador

py:H— H,

donde pps(z) es la proyeccién ortogonal de z sobre M, es decir pys(z)
es la componente de = en M para la descomposicién H = M & M+. No
es dificil comprobar que pjs es lineal y por ello se deja de ejercicio al
lector.

Ademais .
Py =Py 0Py = P (3)
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es decir pys(z) = z paratodoz € M. O

Ejemplo 3. (operadores simétricos en espacios de Hilbert) Un operador
A de un espacio de Hilbert (H,(-)) en si mismo se llama simétrico si se
cumple

(Az,y) = (z, Ay), (4)

para todo par z, y de elementos de H.

No es dificil comprobar que todo operador simétrico es lineal (ejer-
cicio). Un resultado mucho mdas profundo y que se deriva del llamado
teorema del grafo cerrado, cuya demostracion veremos en el § 2.5, dice
que todo operador simétrico definido sobre un espacio de Hilbert es con-
tinuo. Este ejemplo nos muestra una vez mas la relacién intrinseca que
existe sobre conceptos de origenes diferentes como son la continuidad
(de caracter topoldgico) y la simetria (de cardcter geométrico).

Si se consideran en calidad de espacio de Hilbert, los espacios eu-
clideanos de dimensién finita C", no resulta dificil verificar que a los
operadores simétricos de C® en si mismo, corresponden las matrices
simétricas de orden n X n, es decir, aquellas tales que a;; = @j;, para
todo pari,7con 1< é,5<n. O

Ejemplo 4. (operadores unitarios) Son aquellos operadores definidos
de un espacio normado (E, || - ||) sobre si mismo y tales que

l|Az]| = ll=|l, (5)

para todo ¢ € E. Si F es ademds euclideano y A lineal, no es dificil
comprobar que la propiedad (5) implica

(Az, Ay) = (z,7) (6)
para todos z,y € F (ejercicio),

El lector puede comprobar que en el caso en que £ = C", a los
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operadores lineales unitarios corresponden las matrices de orden n X n
que tienen determinante igual a 1. O

Ejemplo 5. (operadores integrales) Sea E = C([0,1],C) y definamos el
operador A : F — F mediante

1
Az = / Kz, D)z (t)dt, ()
1]
donde la funcién k es continua en el cuadrado unidad 0 < z < 1,0 <
t< 1.

El lector puede verificar, a partir de las propiedades de la integral de
Cauchy para funciones continuas, que el operador A es lineal. O

Ejemplo 6. (funcional lineal de evaluacién puntual) Sea E el espacio
vectorial del Ejemplo 5. Un simple célculo nos muestra que para cada
to € [0,1] fijo, la aplicacién

64, : E — C,

definida por
8t(2) = 2(to), (8)

es un funcional lineal, llamado evaluacién puntual en el punto #y.0

Ejemplo 7. (funcional lineal en un espacio de Hilbert) Sea H un espacio
de Hilbert y @ € H un elemento fijo. Utilizando las propiedades del
producto escalar se puede probar que la aplicacién

eg: H —C, ea(x) = (:L‘,a) (9)

es un funcional lineal sobre H. O

Para los operadores lineales en espacios vectoriales de dimensién
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finita se tiene el importante resultado siguiente:

T 1. Todo operador lineal que actia entre dos espacios normados de
dimensién finita es continuo.

Demostracién. Sabemos que en un espacio vectorial de dimensién
finita todas las normas son equivalentes. Por ello, para analizar la con-
tinuidad del operador lineal A : ¥ — F dim F = m, dim F = n,
podemos considerar la norma euclideana en E. Sea {ej,...,en} una
base ortonormal en . Entonces, cada z € F tiene una expresién dnica
del tipo ‘

m
Tr = Z /\kek
k=1

y, por lo tanto

A(.’l?) = Z )\kA(:ck).

k=1

Si ahora la sucesién (z(?)) ot en E, donde

.’L‘(p) = Z /\ip)ek
k=1

se tiene Agcp) = (z(?), ) = (z,er) = Ag.

Pero entonces
m
AP = AP A(r) = 3 MeAler) = A(2)
k=1
lo cual prueba la continuidad de A. O

Cuando introdujimos la nocién de continuidad en espacios métricos
cualesquiera comenzamos por dar la definicién de continuidad puntual
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y posteriormente la de continuidad global. Resulta que para operadores
lineales definidos sobre espacios normados ambas nociones son equiva-
lentes. Mas exactamente se tiene el teorema siguiente:

T 2. (relacidén entre continuidad global, continuidad puntual
y acotacidn, para operadores lineales) Para un operador lineal 4 :
(E,ll - ll1) = (F,]] - l|2) son equivalentes las propiedades siguientes:

i) A es continuo en algin elemento zg de E,

ii) A es continuo,

iii) A transforma conjuntos acotados de E en conjuntos acotados de

F,
iv) A[BE] es un conjunto acotado de F, donde

Brp={z€ E:|z|l1 <1} eslabola unidad en E,

v) Existe una constante M > 0, tal que

|Azl2 < M|z||;, (10)
para todo = € F.

Demostracién. Probemos que i) = ii). Sea z otro punto arbitrario
de E y (z(™)) una sucesién en E que converge a z, es decir (z(™) - 2.
Por la continuidad de la suma, se tiene que z, — ¢ + 9 — z¢. Por otra
parte, como hemos supuesto la continuidad de A en zg, tendremos que

A(zq —z+ zq) = A(zn) — A(z) + A(zg) — A(zg) (11)

Pero de nuevo basandonos en la continuidad de la suma, de (11) se
deduce que

Alzn) — A(z) — 0,
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es decir, A(z,) — A(z), de donde concluimos la continuidad de A en un
punto arbitrario z € C.

Sabemos que un conjunto B de un espacio normado (E,|| - [|;) estd
acotado si existe una constante A/ > 0 tal que ||z|l; < M para todo
z € B.

Para probar ii) = iii), supongamos que A : E —> F es un operador
lineal para el cual existe un conjunto acotado B en E tal que A[B] no
es un subconjunto acotado de F. Entonces para cada n € N, se puede
encontrar un elemento z, € B tal que

[A(zn)ll2 2 = (12)

Como B es acotado, existe una constante M > 0 tal que

lzall1 £ M paratodo =€ N. (13)

De (13) se deduce obviamente que la sucesién (£2) converge a cero
en E. Pero de (12) se tiene que [|A(Z2)|| > 1 ¥, por lo tanto, A(%2) no
converge a A(0©) = ©, luego A no seria continuo, con lo cual llegamos a
una contradiccién.

iii) = iv) es evidente.

iv) = v) Supongamos que no existe una constante M > 0, tal que
se cumpla (10). Entonces, para cualquier entero positivo =, existe un
elemento z, en F, tal que

lA(za)ll2 > nllzally (14)
Si ponemos .
7 Teall”

entonces z, € B y, por lo tanto (14) contradice iv).
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Finalmente para probar que v) = i) basta notar que de (10) se deduce
inmediatamente la continuidad de Aen zp = ©. O

Observacién. Un operador lineal A : (E, || - ||1) — (F ] - ll2) se lama
compacto si transforma conjuntos acotados de F en conjuntos relativa-
mente compactos de F'. Como todo subconjunto relativamente compacto
de un espacio normado es también acotado, del inciso iii) del Teorema
2, se deduce que todo operador compacto es continuo.

En el capitulo 4 nos dedicaremos al estudio de la teoria espectral de
operadores compactos en espacios de Hilbert.

Ejemplo 8. Puede probarse sin dificultad que los operadores y fun-
cionales lineales definidos en los Ejemplos 2 y 4 — 7, son todos continuos.
Para demostrarlo aplicaremos el criterio v) del Teorema 2. En efecto,
como para todo ¢ € H, se tiene que z = py(z) + (z — pp(z)), donde
pp(z) L (2 —pa(z)), entonces por el Teorema de Pitdgoras obtenemos

211 = lpar(@I* + llz ~ par(2)|1®

¥, por lo tanto
llpp(@)ll < llell, paratodo z € H. (15)
Esta dltima desigualdad demuestra la continuidad del operador pjs
del Ejemplo 2.

La propia definicién (5) de los operadores unitarios nos muestra que
‘todo operador unitario es continuo.

Para el operador integral (7), no es dificil comprobar la designaldad

1
il < gmax { 0/ K (5,1t} o (16)
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para toda z € C([0,1],C) lo cual prueba su continuidad.

Para el funcional de evaluacién puntual §;p definido en (8) se tiene

1820(2)] < llz]loo (17)
para toda z € C([0,1],C) lo cual nos muestra que es continuo.

De la desigualdad de Cauchy-Buniakovsky se concluye que
lea(z)| < llallll=ll (18)

de donde se obtiene la continuidad de (9). O

Notemos que del Teorema 2 se deduce que para todo operador lineal
¥y continuo

A (B -l = (&1 -H2),

la cantidad

Az 2

A= sp 1A2l2 (19)
zeEzz0 |1l

es un nimero positivo. Precisamente [||Al]l| coincide con el {nfinimo de

todas las constantes M > 0 para las cuales tiene lugar el punto v) del

Teorema 2.

El lector puede comprobar sin dificultad que

4= sup 4@ = sz @2 (20)
l=ll1 <1 izl =1

Consideremos ahora el espacio L(E, F) de todos los operadores li-
neales y continuos (acotados) de E en F. Este espacio puede proveerse
de una estructura natural de espacio vectorial mediante la suma y €l
producto por escalares usual de operadores: Si A,B € L(E,F);\ € C,

entonces
(A+B)(z) = A(z) + B(z),

(AA)(z) := AA(=) (21)
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En el caso particular en que F = C, el espacio L{E,C) se llama dual
topolégico de E y se denocta por E™.

T 3. Para todo par de espacios normados {E,{| - |l1) v (F || - ||2) €l
espacio vectorial L(E, F) de los operadores linealles y continuos de E
en F, provisto de la aplicacién

-1 £(B, F) — Ry, A~ [lJA]]

definida en (19), es un espacio normado.

Demostracién. Se deja al lector verificar, en calidad de ejercicio,
que la aplicacién (19) satisface los requerimientos de una norma. O

Ejemplo 9. Calculemos las normas de los operadores lineales continuos
analizados en el Ejemplo 8.

De (15) se deduce que |||pp|l| < 1, pero como para z € M, se tiene
que |lpp|l = |lz]|, entonces tendremos

lparlll = 1. (22)
La propia definicién (5) muestra que la norma de un operador uni-
tario es igual a 1.

La desigualdad (16) nos dice que la norma del operador integral (7)
es

A1 < gmax / 1K (s, )t (23)

Podemos probar que la cantidad que se encuentra en la parte derecha
de la desigualdad (23) es precisamente la norma de A. En efecto, sea sg
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el punto del intervalo [0,1] en el cual la funcién continua

1
/ K (s,1)|dt
0

alcanza su mdximo. Dado ¢ > 0, sea p un polinomio que aproxima
uniformemente a la funcién K(sg,-) con un orden menor que €.

K(sg,t) — p(t
Olg%l (s0,8) —p(t)| < e

y sea z una funcién en C([0,1],R) con ||z|lc < 1y que aproxima a la
funcién discontinua

_[f1si p(t)>0,
sgn p(t) = {—1 si p(t) <0

en el sentido que

1 1
| [peat— [ 1piati <.
0 0

Esta 1ltima aproximacién se construye ficilmente ya que p tiene
solamente un nimero finito de cambios de signo (los detalles se dejan al
lector).

Para este z tenemos

1 1 1
| [Esoemat > | [0t~ | [1K(s,1)~ pe)a
0 0 0

1 1
> | [pea —e > [Ip(o)ds -2
f -
> [1KGs0.0lat =1 [1K(so,1)] - lp(0)de] - 2¢
0 ¢

1
> / K (s0,)|dt — 3¢.
0
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De aqui, como ||z|]cc < 1, tenemos que

1
Al > /lK(So,t)[dt—3a.
0

Pero como ¢ > 0 es arbitrario y la desigualdad en sentido inverso fue
establecida mds arriba, tenemos que

1

= K dt.
411 = gmax g/ K (s0,) (24)

De la desigualdad (17) se tiene que la norma del funcional lineal de
evaluacién puntual é; es
162l < 1.

Si consideramos la funcién constante z(t) = (1), entonces

162 (2)| = 1 = [|2]|e0,

y, por lo tanto,

bslll =1 (25)

Finalmente, de (18) se deduce que |||eq]|] < ||@}|, pero tomando z = a,
se tiene que

lea(z)| = llallll=ll,
de donde obtenemos

Illealll = llall (26)

Se propone al lector probar que el funcional 6, definido sobre el
espacio C([0,1],C) provisto de la norma (38) (Capitulo 1) de la conver-
gencia en media cuadrética, no es continuo. O
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§ 2.2 Extension de operadores y funcionales
lineales continuos. Principio de prolon-
gaciéon de Hahn—-Banach

Si en un espacio vectorial F estd dado un operador lineal o un funcional
lineal definido sobre un subespacio M C F, entonces, de manera natural
podemos preguntarnos sobre la posibilidad de su prolongacién a E con-
servando ciertas propiedades. En otras palabras, se trata de construir
un nuevo operador o funcional, definido en todo el espacio E, el cual
posee determinadas propiedades y que ademds coincide sobre M con el
operador o funcional inicial.

Este problema de prolongacién ha sido ya estudiado para funciones
continuas en el Capitulo 1, (P1.1.1), (T1.1.6). En el Capitulo 1 vimos
también la relacién entre los problemas de prolongacién de funciones
continuas definidas sobre subconjuntos cerrados de un espacio métrico
y la separacidn de cerrados por vecindades abiertas o por funciones con-
tinuas (T1.1.7).

En este epigrafe veremos una aplicacién del Teorema 1.1.6 a la pro-
longacion lineal continua de operadores lineales continuos y funcionales
lineales continuos, definidos sobre un subespacio normado, a su clausura.
En segundo lugar estudiaremos la relacién entre los problemas de prolon-
gacién lineal continua y separacién de conjuntos convexos-en un espacio
. normado, por funcionales lineales continuos. El teorema fundamental
que enunciaremos es €l lamado Teorema de Hahn—Banach, una de las
herramientas fundamentales del Andlisis Funcional Lineal y que juega
un papel muy importante en el estudio de los problemas de optimizacién
en espacios vectoriales.

T 1. (prolongacién lineal continua a la clausura) Sean E un
espacio normado, M un subespacio vectorial denso en F, F un espacio de
Banach,y A: M — F un operador lineal y continuo. Entonces A puede
prolongarse de manera unica, conservando su norma, a un operador
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lineal y continuo A: E — F.

Demostracién. La existencia de la prolongacién continua de 4 a
tode F se concluye del Teorema 1.1.6. En efecto, paracadaz € E y
cada sucesién (zp) en M tal que (z5) — z, se tiene que

lA(za) — Alem)llr <Al 2n — 2ml B,

de donde se concluye que la sucesién (A(zz)) es de Cauchy y, por lo
tanto, converge en F. Ademds, de la desigualdad

1A(ez) — A(ya)llF <M 20 = ynliz;

valida para todo par de sucesiones (2,),(yn) en M que converjan al
mismo elemento z € E, se deduce que el limite de (A(zy)) en F no
depende de la eleccién de la sucesién (z5) en M, siempre que {z,) —
z. Del Teorema 1.1.6 concluimos que existe una prolongacién continua

dnica A : E — F de A a todo E.

La linealidad A as{ como la conservacion de la norma se demuestra
facilmente utilizando argumentos de continuidad y por ello se dejan de
ejercicio al lector. O

Pasemos ahora a estudiar la llamada forma algebraica del Teorema
de Hahn-Banach del cual se deducen los teoremas de extensién de fun-
cionales lineales continuos, pero antes veamos la siguiente definicion.

D 1. (prolongacién o extensién lineal) Sea f un funcional lineal
definido sobre un subespacio vectorial M de un espacio vectorial £. Un
funcional lineal g se llama una extensién lineal de f, si g estd definido
sobre un subespacio vectorial N de E que contiene a M y ademas la
restriccién de g a M(g|js) coincide con f. En este caso se dice que g es
una extensiéon de f desde M hasta N.

Dicho en forma simple, el Teorema de Hahn—Banach nos asegura que
todo funcional lineal continuo f definido sobre un subespacio vectorial
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M de un espacio normado E puede ser extendido a un funcional lineal
continuo g definido sobre el espacio £ y con la misma norma que la
norma de f sobre M; es decir,

TV (0]
Molli = 1 Slar = smp 7

me

Nosostros veremos una versién mas general de este resultado en el
cual se reeinplazan las normas por funcionales sublineales. Esta genera-
lizacidén no'(si‘serviré mis adelante para probar la versién geométrica del
Teorema de‘::fHa,hn—Banach.

D 2. (funcfglfgal sublineal) Una funcién real p definida sobre un
espacio vectorial real E se llama funcional sublineal si satisface:

p(z +y) "< p(z)+p(y) paratodos z,y€ E; (27)
p(Az) = Ap(z) paratodo A >0,z € E. (28)

Evidentemente, cualquier norma es un fancional sublineal.

T 2. (Hahn-Banach para espacios normados reales) Sea E un
espacio vectorial normado real y p un funcional sublineal continuo sobre
E. Sea f un funcional lineal definido sobre un subespacio vectorial M
de F y que satisface

f(m) < p(m),
para todo m € M. Entonces existe una extensién g de f a todo E tal
que
g(z) < p()
sobre E.

Demostracion. Aunque el teorema es vilido en cualquier espacio
normado, en nuestra demostracién asumiremos que E es separable. El
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resultado general es obtenido exactamente por el mismo método junto
con una simple aplicacién del Lema de Zorn. El lector familiarizado
con el Lema de Zorn no debe tener mucha dificultad para generalizar
la prueba. La idea basica es extender f en una dimensién cada vez y
aplicar la hipdtesis de induccidn.

Supongamos que y es un vector de E que no estd en M. Considere-
mos todos los elementos del subespacio vectorial generado por M y v,
es decir [M + y|. Un elemento z de [M + y] tiene una representacién
tnica de la forma z = m + Ay, donde m € M y A es un ntéimero real.
Toda extensién fy de f desde M hasta [M + y] tiene la forma

fo(z) = f(m) + Afo(y)

¥, por lo tanto, fy estd totalmente determinada por la constante fy(y).
Nosotros debemos probar que esta constante puede ser seleccionada de
manera tal que fy(z) < p(z) sobre [M + y].

Para dos elementos cualesquiera mj y ms en M, tenemos

f(m1) + f(m2) = f(my+ mg) < p(my 4 my)
< p(ma = y) + p(m2 + y),

de donde
f(m1) = p(my — y) < p(ma+ ) — f(ma).

Luego

Sup [f(m) = p(m —y)] < inf [p(m +y) ~ f(m)].

Por lo tanto, existe una constante C tal que

sup [f(m)—p(m—-9)]<C< nggu[p(m +y) — f(m)].

Entonces, para el vector £ = m + Ay € [M + y|, definiremos
fo(z) = f(m) + AC.
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Ahora debemos probar que fo(m + Ay) < p(m + Ay). Si A > 0,
entonces

AC+ f(m) = ANC+ I
< Mp(5 +y) - S+ A
= /\p(? +9)
= p(m+Ay)
Si A= —pu < 0, entonces
~HC + f(m) = p=C+ FCOI< ulp(S +9) = () + 1)

m
= pp(—+y
#(M )

p(m — py)

Luego fo(m+Ay) < p(m+Ay) paratodo A € Ry fy es una extensién
de f desde M hasta [M + y].

Ahora sea {z1,22,...,%n,...} un conjunto numerable denso en E.
De este conjunto de vectores seleccionaremos wun subconjunto
{v1,¥25---,Yn,- ..} formado por vectores linealmente independientes y
que no pertenecen a M. El conjunto {y1,¥2,--->Yn,--.} junto con el
subespacio M generan un subespacio vectorial S denso en E.

El funcional f puede ser extendido a un funcional gg sobre el subes-
pacio S de manera que '

g0(z) < p(=)

para todo x € §. Para ello basta con extender f desde M hasta [M 4],
después hasta [[M + y;] + y2] v asi sucesivamente aplicando la hipétesis
de induccién. Finalmente, el funcional lineal gg (el cual es continuo ya
que p lo es) puede ser extendido por continuidad desde el subespacio
denso § a todo el espacio E. Para cada = € E, existe una sucesién (zy)
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en S que converge a z. La extensién g buscada viene dada por

g(z) = lim go(zx)-

Obviamente g es lineal y por la continuidad de p se tendrd que

g(z) < p(z)

para todo z € E, con lo cual queda demostrado el teorema. O

T 3. (Hahn—Banach para espacios normados complejos) Sea M
un subespacio vectorial del espacio normado complejo E,p un funcional
sublineal continuo sobre F y f un funcional lineal definido sobre M, tal
que

|f(m)] < p(m),¥m € M.

Entonces sobre E existe un funcional lineal que extiende a f, tal que

lg(z)| £ p(z),Vz € M.

Demostracion. Notemos que la afirmacién de este teorema se de-
duce inmediatamente para espacios normados reales del Teorema 2 ya
que p(z) = p(—z) para toda z € E. No es dificil comprobar que la parte
real u del funcional lineal complejo f, es un funcional lineal real, y del
hecho que z = Rez — i Re(iz) para cada z € C, se cumple que

f(m) = u(m) — iu(im), Vm e M. (29)
Inversamente, si u : M — R es un funcional lineal real, entonces

un simple célculo muestra que el funcional f, definido por (29) es un
funcional lineal complejo cuya parte real coincide con u.

Sea pues u = Re f. Por el Teorema 2, existe un funcional lineal U
sobre E, tal que U = u sobre M y U < p sobre E. Sea g el funcional
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lineal complejo cuya parte real coincide con U. Por el razonamiento
hecho mis arriba, se tiene que ¢ = f sobre M. Adema4s, para cada
z € E, existe o € C con [a] =1y, tal que ag(z) = |g(x)|. Por eso,

l9(z)| = g(az) = U(az) < plaz) =p(z). O

C 1. (extensién de funcionales lineales continuos en espacios
normados) Sea f un funcional lineal continuo definido sobre un sub-
espacio vectorial M de un espacio normado E. Entonces existe un fun-
cional lineal continuo ¢ definido sobre todo E que es una extensién de
f v cuya norma es igual a la norma de f sobre M.

Demostracién. Basta tomar p(z) = ||| f[|lsllz]| v aplicar el Teo-
rema de Hahn-Banach (T3). O

C 2. (existencia de elementos no nulos en E*) Sea z un elemento
de un espacio normado (E,| - ||). Entonces existe un funcional lineal
continuo g sobre £ de norma 1 y tal que

g(z) = l=l-

Demostracién. Supongamos que z # ©. Sobre el subespacio uni-
dimensional generado por el vector z, definamos el funcional lineal f
mediante

FOz) = Ajz|].

Entonces f es un funcional lineal acotado con norma igual a uno.
Por el Corolario 1, f puede ser extendido a un funcional lineal continuo
g sobre E con norma unidad. Este funcional satisface los requerimientos
del corolario. Si z = ©, nos sirve cualquier funcional lineal continuo
sobre E (cuya existencia acabamos de demostrar). m]

Observacion. El corolario anterior nos muestra la riqueza en elemen-
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tos del espacio dual correspondiente a cualquier espacio normado. Este
resultado es importante ya que muchos problemas en los espacios nor-
mados se pueden plantear de manera equivalente en los correspondientes
duales. Precisamente gracias a la riqueza del espacio dual a veces resulta
més facil resolver el problema dual y después de obtenida la solucién
pasar de nuevo al espacio original.

Para finalizar este epigrafe veremos el problema de separacién de
conjuntos convexos en espacios normados mediante funcionales lineales
continuos. La base de este tipo de resultado se encuentra también en el
Teorema de Hahn-Banach pero en su forma geométrica.

Existe una diferencia conceptual entre los funcionales lineales vistos
como elementos de un espacio dual o vistos como hiperplanos generados
en el espacio primario. Estos diferentes puntos de vista nos permiten
relacionar los aspectos mas relevantes de un espacio y su dual a través
de una interpretacién geométrica de los mismos.

D 3. (Hiperplanos) Un hiperplano H en un espacio vectorial F es un
conjunto de la forma H = z¢y + M, donde M es un subespacio vectorial
propio maximal en F, es decir M es un subespacio vectorial diferente
de H y tal que si NV es cualquier otro subespacio vectorial conteniendo
aM,entonces M =NoN=EFE.

Esta definicién de hiperplano estd enunciada sin hacer referencia
explicita a los funcionales lineales ya que la misma refleja la inter-
pretacién geométrica de un hiperplano. Sin embargo los hiperplanos
y los funcionales lineales estdn intimamente relacionados, como lo mues-
tran las dos proposiciones siguientes:

P 1. Sea H un hiperplano en el espacio vectorial E. Entonces existe un
funcional lineal f sobre F y una constante c tales que

H={z€E: f(z)=c}.
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Inversamente, si f es un funcional lineal no nulo sobre E, el conjunto
{z € E: f(z) = ¢} es un hiperplano en F.

Demostracién. Sea H un hiperplano en E. Entonces H es la
traslacién de un subespacio vectorial M de E:

H=2z7+ M.

Sizg & M, entonces [zg+ M]=FE,yparaz = AXzg+mconm € M,
definimos f(z) = A. Entonces

H={z€FE: f(z)=1}.

Inversamente sea f un funcional no nulosobre Eysea M = {z € E :
f(z) = 0}. Obviamente M es un subespacio vectorial de E. Sea zg € E
tal que f(zg) = 1. Entonces para cualquier z € E, flz — f(z)z¢] =0y,
por lo tanto z — f(z)zg € M. Luego, E = [zg+ M), de donde se deduce
que M es un subespacio vectorial propio maximal en E. Para cualquier
nimero real ¢, sea £ algin elemento para el cual f(z1) = ¢. Entonces
{zeFE:fle)y=ci={z€E:flz—27)=0} =M+ z1, que es un
hiperplano. |

La proposicién anterior es de caracter general y es aplicable a hiper-
planos en un espacio vectorial arbitrario. Un hiperplano H en un es-
pacio normado F debe ser cerrado o denso en E ya que como H es
una variedad lineal maximal y por ser H también una variedad lineal,
entonces H = H o H = E. Para nuestro propésito nos interesan funda-
mentalmente los hiperplanos cerrados en un espacio normado F. Estos
hiperplanos corresponden a los funcionales lineales continuos sobre F.

P 2. Sea f un funcional lineal no nulo sobre el espacio normado FE.
Entonces el hiperplano H = {z € E : f(z) = ¢} es cerrado para cada
constante ¢ si y s6lo si f es continuo.

Demostracién. Supongamos primeramente que f es continuo. En-
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tonces H es cerrado por ser la preimagen mediante f del subconjunto
cerrado unitario {c}.

Inversamente, supongamos que
M={z€eFE: f(z)=0}

es cerrado. Sea E = [zg + M] y supongamos que (z) — z en E.
Entonces z, = Apzg+my,z = Azg+m, ¥y si denotamos por d la distancia
de zg a M (la cual es positiva ya que M es cerrado), tendremos

y, por lo tanto, A, — A. Pero, por otra parte, f(zn) = Anf(zo) +
f(mp) = A f(zg) — Af(zg) = f(z). Luego, f es continuo sobre E. O

Si f es un funcional lineal no nulo sobre un espacio vectorial E, se
pueden asociar al hiperplano H = {z € E : f(z) = c} los siguientes
cuatro conjuntos

{zeE:f(z)<c}, {z€FE:flz)<c}
{z€E:f(z)2¢}, {z€E:f(z)>c}

llamados semiespacios determinados por H. Los dos primeros se Haman
semiespacios negativos determinados por f y los otros dos semiespacios
positivos. Si f es continuo, entonces los semiespacios {z € E : f(z) < ¢}
y {z € E : f(z) > ¢} son abiertos mientras que {z € £ : f(z) < ¢}y
{z € E: f(z) > c} son cerrados.

Como hemos visto hasta el momento, existe una correspondencia entre
los hiperplanos cerrados en un espacio normado F y los elementos de
su espacio dual E*. Luego es de esperar que aquellos resultados en que
juegue un papel fundamental el espacio dual E* puedan ser visualizados
en términos de hiperplanos cerrados. Por este motivo se puede demostrar
una versién geométrica del Teorema de Hahn—Banach la cual en su forma
mas simple nos dice que dado un conjunto convezo ¢ con interior no
vacio y un punto o que no pertenece a CO, existe un hiperplano cerrado
que contiene a zq pero disjunto con CV.
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Antes de demostrar este importante teorema de separacién veamos
la siguiente definicidén auxiliar.

D 4. (funcional de Minkowsky) Sea C un conjunto convexo en un
espacio vectorial normado E y supongamos que el elemento nulo O es
un punto interior de C. Entonces el funcional de Minkowsky p de C es
una funcién real definido sobre F mediante

p(z) = inf{r €R: % €C,r>0} (30)

Notemos que para C igual a la bola unidad de F, el correspondiente
funcional de Minkowsky es p(z) = ||z||. En el caso general, p(z) define
una especie de distancia desde el origen a  medida con respecto a C; p(z)
es el factor por el cual debe ser multiplicado C hasta incluir a z.

L 1. Sea C un conjunto convexo que contiene al elemento nulo O en su
interior. Entonces el funcional de Minkowsky p de C satisface:
i) oo > p(z) > 0 para todo z € E,
ii) p(Az) = Ap(z) para A > 0,
iii) p(z +y) < p(z) + p(y)
iv) p es continuo

v) C={z€E:p(x)<1},C={z € E:p(z) < 1}

Demostracién. i) Como C contiene a una bola de centro en 0,
entonces dado z € E existe un v > 0 tal que z/, € C. Luego p(z) es
finito para todo z. Obviamente p(z) > 0.

ii) Para A > 0,

by
p(Az) = inf{reR: Tx €C,r>0}
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= inf{Ar'ER:%EC’,T' > 0}

= Ainf{r' eR: % € C,r’" >0} = Ap(2)
iii) Dados z,y € E y € > 0, seleccionemos t,s € R tales que

p(z) < t<p(z)+e,
p(y) < s<py)+e

Por ii) p(%) < 1y p(¥) < 1y por lo tanto £, € C. Sea r =
t + 5. Por la convexidad de C,(1)(%) + (£)(¥) = g'z:_-;-yl € C. Entonces,
p(z + y)/r < 1. Por ii) tendremos que p(z +y) < r < p(z) + p(y) + 2¢.

De la arbitrariedad de ¢ se deduce la subaditividad de p.

iv) Sea ¢ el radio de una bola cerrada centrada en © y contenida en C.
Entonces para cualquier z € E,ez/||z|j € C y, por lo tanto, p(ez/||z||) <
1. De aqui, por ii) se tiene que p(z) < (1/¢)||z||- Esto prueba que p es
continuo en ©. Sin embargo, por iii), tenemos que

p(z)=plz—y+y) <p(z-y)+py)

p(y) =ply—z+12) < p(y—z) + p(z).
De aqui concluimos que
-p(y — =) < p(z) — p(y) < p(z — ),
de donde se deduce la continuidad sobre E de la continuidad en ©.

v) Se obtiene inmediatamente de iv). O

T 4. (Teorema de Mazur; forma geométrica del Teorema de
Hahn-Banach) Sea E un espacio vectorial normado real y C un con-
junto convexo en E con interior no vacio. Supongamos que V es una
variedad lineal en F que no contiene puntos interiores de C. Entonces
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existe un hiperplano cerrado H en E que contiene a V pero que no con-
tiene puntos interiores de C'; es decir, existe un elemento f € F* y una
constante k tales que

f(v) = k paratodo veYV,

f(z) < k paratodo z € C.

Demostracién. Haciendo una traslacién apropiada podemos supo-
ner que © € CV. Sea M el subespacio vectorial de E generado por V.
Entonces V' es un hiperplano en M que no contiene al O; luego existe
un funcional lineal continuo fy sobre M tal que

V={zeM: fy(z)=1}.

Sea p el funcional de Minkowsky de C. Como V no contiene puntos
interiores de C, tendremos que

fo(z) =1 < p(z) para todo z € V.

Por homogeneidad, fy(Az) = A < p(Az) paraz € V y A > 0.
Ademas, para A < 0, fy(iz) < 0 < p(Az). Entonces

fo(z) < p(z) para todo z € M.

Por el Teorema de Hahn-Banach (T 2), existe una extensién f de
fo desde M hasta E que cumple f(z) < p(z) paratodo z € F. Sea
H={zcFE;f(z)=1}.

Como f(z) < p(z) sobre E y ya que p es continuo por el Lema 1,

tendremos que f es continuo y ademds f(z) < 1 para todo z € C°.
Luego H es el hiperplano cerrado buscado. : a

Existen varios corolarios y modificaciones de este importante teorema
de los cuales nosotros veremos el siguiente.

T 5. (teorema de separacién de Eidelheit) Sean C; y Cy conjuntos
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convexos en el espacio vectorial normado F, tales que C; tiene interior
no vacio y C9 no contiene puntos interiores de C;j. Entonces existe un
hiperplano cerrado H separando C7 y (2, es decir, existe f € E* tal que

zsél(% flz) < aﬂienéf‘2 f(z).

En otras palabras, C; y C5 estdn en semiespacios opuestos determi-
nados por el hiperplano H.

Demostracion. Sea C = C; — Cy; entonces C contiene un punto
interior y @ ¢ C?. Del Teorema 4 no resulta dificil concluir que existe
un f € E* no nulo, tal que f(z) < 0 para todo z € C (jverifiquelo!).
Entonces para z; € Cy,z9 € Co,

f(z1) < f(z2).
Consecuentemente, existe un ndmero real tal que
sup f(z1) £ C < inf f(z2).
5,€Cy z2€C
Luego, el hiperplano deseado serd H = {z € E : f(z) = C}. O

§ 2.3 Algunos teoremas de representacién de
funcionales lineales y bilineales continuos.

En este epigrafe estudiaremos cuatro resultados que son de utilidad en
las aplicaciones:

1. La representacién de los funcionales lineales continuos en un espa-
cio de Hilbert.
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II. La relacién entre los funcionales bilineales continuos y los opera-
dores lineales continuos en un espacio de Hilbert.

III. La representacion de los funcionales lineales continuos en espacios
de funciones continuas (C([a,d],C), || - |loc)-

IV. La representacién de los funcionales lineales continuos sobre
Lp(Q) (p > 1).

T 1. (F. Riesz) Sea (H,(,)) un espacio de Hilbert. Entonces para
todo funcional lineal continuo f € H™ existe un dnico vector a € H tal
que

f(z) = fol2) = (z,0), (2 € H). (31)

Mis aidn |||f|ll = ||la|| y todo @ € H determina un dnico funcional
lineal continuo mediante (31). En otras palabras, para todo espacio de
Hilbert, la aplicacién

H~ H*, a~f, (32)

define una isometria de H sobre H*.

Demostracion. La segunda parte del teorema es una consecuencia
de los Ejemplos 2.1. (18) y 2.9 (26). Pasemos entonces a demostrar (31).
Sea f € H* y denotemos por Hy al conjunto de todos losy € H tales
que f(y) = ©. Por la linealidad de f, Hy serd un subespacio vectorial de
H. Ademads por ser f continuo, Hy es un subespacio vectorial cerrado;
en efecto Hy = f1[{0}]. Si Hy = E, entonces f = O y el teorema
estaria probado tomando a = .

Si H # H entonces, de acuerdo al Teorema 1.6.6, podemos escribir
H = Hy @Hﬁ". Como H # Hy, existe un vector no nulo z € Hd‘. Como
z es no nulo y z € Hy, necesariamente f(z) # 0. Del hecho que Hy es
un subespacio vectorial de H, podemos elegir z de manera conveniente
de forma tal que f(z) = 1. Probaremos que z es un miltiplo escalar del
vector buscado a.
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Dado cualquier z € H, tenemos que z— f(z)z € Hg, y como z € Hy,
tendremos que {z — f(z)z,s) = 0, es decir {z,2) = f(z)|2|%, de donde
f(z) = (z,2/)z2)- Luego, definiendo a = z/,2 se tiene que f(z) =
(z,a). Con esto demostramos la existencia de a que cumple (32)

El vector a es claramente tinico, ya que si b es otro vector tal que
f(z) = (z,b) para todo z € H, entonces (z,b) = f(z) = (z,a), y por
lo tanto {z,b — a) = 0 para tode z € H. De aqui que b—a € HL, de
donde b — a = O, lo cual implica que b = a. a

Utilizando el teorema anterior se puede establecer una relacién entre
operadores y funcionales bilineales continuos en un espacio de Hilbert.
Comencemos por la siguiente definicién.

D 1. (funcional bilineal) Un funcional bilineal sobre el espacio vec-
torial £ es una aplicacién % : £ X F — C que cumple:

h(z+y,z) = h(z,z)+ h(y,z) (33)
h(Az,y) = Ah(z,y); (34)
h(z,y) = h(y,z) (35)

para todos z,y,2 € £y A € C, donde la raya sobre 4 en (35) denota el
paso al nimero complejo conjugado.

La siguiente proposicién es andloga a 2.1.2.

P 1. Sea (E,]]-||) un espacio vectorial normado y h un funcional bilineal
sobre E. Entonces son equivalentes:

i) h es continuo (globalmente);

ii) A es continuo en un punto (a,b) € E x E;

iii) para todo conjunto acotado C en EX E existe una constante M > 0
tal que si (z,y) € C
Wz, 9)| < M;
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iv) si B es la bola unidad en E (B = {z € E/||z|| £ 1}), entonces A
estd acotada sobre B X B;

v) existe una constante M > 0 tal que para todo z,y € E

|h(z, )| < Mlz|jliyll-

Demostracion. Se deja de ejercicio al lector. Indicacién: seguir la
idea de las demostraciones dadas en el Teorema 2.1.2. O

Del punto v) de la proposicién anterior se deduce que se puede definir
la norma de un funcional bilineal h mediante

= 5 I'h(zvy)l
I S Telll )
¥£0

P 2. Sea (H,(,)) un espacio euclideano y A un operador lineal de H en
si mismo. Entonces la aplicacién

h:Hx H—C,

definida por
h(z,y) = (Az,y), (37)

es un funcional bilineal. Ademads h es continuo si y sélo si A es continuo

y
1IA{[= 11IA[l- (38)

Demostracién. La bilinealidad de h es una consecuencia directa
de la linealidad de A y las propiedades del producto escalar. De (37)
y la continuidad del producto escalar se prueba inmediatamente que h
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es continuo si A lo es. Reciprocamente si & es continuo, por (P 1 - v)
existe una constante M > 0 tal que para todos z,y € H

\h(z,y)l = [{Az,y)| < Mllz|llly]l.

Tomando y = Az, tendremos
| Az]f? < M]|=|| A=),

de donde
|Az]| < Mlz]],

y de aqui concluimos la continuidad de A. La demostracién de (38) se
deduce inmediatamente de la definicidén y se deja de ejercicio al lector.
O

El siguiente teorema de representacidn es muy importante para la
solucién de ecuaciones lineales en espacios de Hilbert.

T 2 (II) (Lax—Milgram) Para cada funcional bilineal continue A
definido sobre un espacio de Hilbert existe un finico operador lineal y
continuo A : H — H que representa a h en el sentido de (37) y ademds
se cumple (38).

Demostracion. Para cada y € H fijo, la aplicacién

z ~ h{z,y)

es un funcional lineal continuo sobre H. Por el teorema de representacién
de F. Riesz (T 1), existe un vector a € H tal que para todo z € H,

hz,y) = (z,a).

Como el vector a estd univocamente determinade por y, podemos
establecer la correspondencia

Y~ a.
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Denotado al vector a correspondiente a y, por A(y), demostremos
que la aplicacién asi definida A : H — H es un operador lineal. En
efecto,

hz,y) = (2, A(y))
para todos z,y € H. Luego
h(z, Ay + pz) = (z, A(Ay + pz)) (39)

para todos z,y,z € H;A\,p € K(K = R 6 C). Por otra parte de la
bilinealidad de A se tiene que

h(z, Ay + pz) = Ah(z,y)+7h(z,2) (40)
= Mz, A(y)) + Bz, A(2))
= (2, AA(y) + pA(z)). (41)

De (39) y (41) se deduce que
(z, A(Ay + pz) + AA(y) + pA(2)) = 0
para todo z € H, de donde se concluye que
A(Ay + pz) = AA(y) + pA(2),

o sea A es lineal. La tesis del teorema se obtiene ahora aplicando el
resultado de la Proposicién 2. O

Veamos cémo se aplican los resultados sobre representacién de fun-
cionales lineales continuos a la solucién de ecuaciones en espacios de

Hilbert.

Ejemplo 1. (soluciones débiles de ecuaciones operacionales en espacios
de Hilbert) Sea A un operador acotado en el espacio de Hilbert (H,(,))
y sea H un subespacio vectorial cerrado de H. Diremos que z € H es
una solucion débil de la ecuacién

s+ A%z =y, (yeH) (42)
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con respecto a H, si para todo z € H se cumple que

(2,2) + (A2, A2) = (3, 2). (43)

Demostremos la existencia de soluciones débiles para la ecuacién
(42). Para ello consideremos H provisto del nuevo producto escalar

[z,9] = (z,7) + (4z, Ay) (44)

La comprobacién de que (44) define un producto escalar en H se deja
de ejercicio al lector. La norma asociada al producto escalar (44) es

lell = y/[z,2] = /llzl|? + [ A(z)]2

luego, para cada y € H fijo y todo z € H se tiene:

(g: 2 < Mlyllll=l < [lgllliz]lx-

De esta desigualdad se tiene que para cada y fijo, la aplicacién

z~ (Y, 2)

es un funcional lineal y continuo en el espacio euclideano (H,[, ]). El
lector puede comprobar sin mucha dificultad por la continuidad de A y
por ser H cerrado en H, que (H,[, ]) es también un espacio de Hilbert.
Luego por el teorema de representacién de Riesz (1), para cada y € H
existe z € H tnico tal que para todo z € H[z, z] = (y,2). Esto iltimo
es precisamente lo que queriamos demostrar: z es la solucién débil de la
ecuacién (42) con respecto a H.

En la préctica, en ocasiones se trata de elegir el subespacio H con-
venientemente de manera que la solucién débil (la cual siempre existe)
coincida con la solucién de (42) en sentido usual.

Esta técnica de encontrar scluciones de ecuaciones a partir de sus
soluciones débiles es muy utilizada en la teoria de los problemas de con-
torno elipticos para ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. Para
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mas informacién al respecto consulte el libro de V.P. Mijailov Ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales [6]. ]

Pasemos ahora a estudiar el problema (III) enunciado en la intro-
duccién al § 2.3. Comencemos por las definiciones siguientes.

D 2. (funciones de variacidn acotada, variacién total) Una
funcién compleja f definida sobre el intervalo [a, b] se llama de variacién
acotada, si existe una constante C, tal que cualguiera que sea la particién

a=20<21<...<2Zp =0,

del intervalo [a, b], se cumple la desigualdad

S |f(ex) - flera)l < C. (45)

k=1

Se Hama variacion total en [a,b] de la funcién de variacién acotada
f, al ndmero

Vi =sup 3 [f(ak) = flzro1)l, (46)
k=1

donde el supremo se toma en todas las particiones finitas del intervalo
[a,0].

D 3. (integral de Riemann—Stieltjes) Sea ¢ una funcién continua a
la izquierda y de variacion acotada en [a,b] y sea f una funcién compleja
arbitraria, definida sobre el intervalo [a, b].

Para cualquier particién finita ¢ = 29 < 77 < -+ < zy, = b del
intervalo [a,b] en subintervalos [z;_;,%;], elijamos & € [z;_1,%;] y con-
feccionemos la suma

> FE)H(zs) — dzia)] - (47)

k=1
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(por ¢(z,) se entiende el limite por la izquierda ¢(b— 0)).

Si estas sumas (47) convergen a un cierto limite, cuando max(z; —
z;_1) — 0, que no depende de la particién elegida ni del punto &; selec-
cionado en [z;_1,z;[, se dice que la funcién f es integrable en el sentido
de Riemann—Stieltjes en el intervalo [a,b] con respecto a la funcién de
variacién acotada ¢. Al valor del limite se le llama integral de Riemann—
Stieltjes. de la funcién f en el intervalo [a,b] con respecto a la funcién
de variacién acotada ¢ y se denota

b
[ #()do(a) (48)

No es dificil comprobar que la integral (48) es un funcional lineal de
f, definido sobre el espacio vectorial de todas las funciones integrables
en sentido de Riemann-Stieltjes con respecto a ¢ en [a,d].

Ademds, toda funcién continua sobre [a,b] es obviamente integrable
en sentido de Riemann-Stieltjes sobre [a,b] con respecto a cualquier
funcién de variacién acotada ¢. De la desigualdad evidente

b
| [ #(2)d6(2)| < VLBl flo (49)

se concluye que el funcional lineal (48) con ¢ fijo, es continuo en

(C([a’ b]v C)?” : ”00)

y su norma esta acotada por V[¢]. Més exactamente se tiene el teorema
siguiente:

T 3. (III) (F. Riesz) Todo funcional lineal continuo ¥ definido en el
espacio (C([a,b],C), || - |lcc) se representa de manera dnica en la forma

b
F(f) = [ f(2)do(), (50)
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donde ¢(z) es una cierta funcién continua a la izquierda y de variacién
acotada sobre [a,b]. Ademds se cumple que

I = V28l (51)

Demostracion. Sea F un funcional lineal y continuo definido sobre
(C(la,b],€), || - || )- Por el Teorema de Hahn-Banach (Corolario 2.2.1),
F puede ser prolongado conservando su norma, al espacio (K ({a,b],C), ||-
lloo) de las funciones complejas definidas sobre [a,b] y con un ndmero
finito de discontinuidades de primer orden. En particular, esa extensién
de F (que también denotaremos por F) estard definida sobre todas las
funciones del tipo

1si z<,
ha(z) =0, hr(z)= {0 si z>7, cuando T > a. (52)
Pongameos
#(7) = F(hr), (53)

y mostremos que ¢ es una funcién de variacién acotada en el intervalo
[a,b]. En efecto, tomemos una particién arbitraria

a=2)<T3<--<Tp=0b
del intervalo [a,b] y designemos

ap = sgn (#(zr) — #(zg-1)), k=1,---,n.

Entonces

n

Do) — d(zr-1)l = D ap(d(zr) — d(zp-1))

k=1 k=1

”
= 2 oxF(hsy — hay )
k=1
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n
= F(Z ak(hzk _hzk—l)
k=1

n
< NFN-E Y2 erlhay, = hay )l
k=1

A

n
Pero la funcién 37 (kg — hs,_,), pertenece a K([a,b],C) y toma

h
solamente los valores 0 y 1. Luego:

> le(zr) = d(zr_1)l < Il (54)

k=1

De la validez de (54) para cualquier particién del intervalo [a,d], se tiene
que .
Valgl < IFI (55)

Asi pues, hemos construido una funcién de variacién acotada ¢ a
partir del funcional F. Mostremos que precisamente con ayuda de ¢, se
puede expresar F en la forma de una integral de Riemann—Stieltjes (50).
Sea f una funcién continua arbitraria definida sobre [a,b]. Sabemos que
f es uniformemente continua y por lo tanto, dado € > 0, se puede elegir
8 > 0, tal que |f(2") — f(2’)| < € cuando |z’ — 2"| < 6.

Elijamos ahora la particién de [a,b] de manera tal, que la longitud
de cada subintervalo [z;_,z;] sea menor que §, y examinemos la funcién
escalonada f.:

fe(z) = f(zp) para zp_1 <z <zp,k=1,2,...,n,
fe(a) = f(a).

Esta funcién puede ser escrita en la forma

@)= 3 Fan)lhey(2) - hey_ (=)
k=1
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donde h; es la funcién descrita en (52). Es claro que || f(z) = fe(2)[|c0 <
€. Calculemos el valor de F(f.). En virtud de la linealidad del funcional

F y la definicién de hr, se tiene
n
F(fe) = Z f(xk)[F(hxk) - F(hzk_1)
k=1

3 Fen)d(er) - era)l

k=1

es decir, F'( f¢) es una suma integral para la integral de Riemann Stieltjes

/a f(z)dé(z).
b

Por ello, para una particién suficientemente pequefia del intervalo
[a,b] se tendrd que

b
IF(f) - [ H@)dsz)i <.

Pero, a la vez

|F(f) = F(f)l < WFNNS = Felloo < HIF e

Por lo tanto

b
B - [ £(2)ds@)] < et + 117D,

de donde en virtud de la arbitrariedad de ¢, se tiene la igualdad

b
F(f) = [ f(z)ig(a)
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que queriamos probar. La igualdad (51) se obtiene de (49) y (55), v la
unicidad de la representacién (50) se deja de ejercicio al lector. |

Observacién. Del teorema anterior se concluye inmediatamente que el
espacio V([a,b,],C) de las funciones complejas de variacién acotada y
continuas a la izquierda es un espacio de Banach provisto de la norma

V2[4l

La desigualdad de Holder (84) (Capmﬂo 1), nos muestraquesip > 1,
entonces toda funcién g € Ly(Q), donde 5t3 1 =1, define un f[mcmnal
lineal y continuo

Fy(f) = [ foda
Q

sobre L,(Q), a través de laintegral de Lebesgue. Mas afin, la desigualdad

de Holder nos muestra que

I Flll = llgllg-

Se tiene el teorema siguiente:

T 4. (IV) (dual de Ly(Q)) Para cada p > 1y F € (Lp(9))* existe

una tdnica funcién g € Lg(Q2) (con % + % = 1), tal que

F(f) = / fodz, paratoda f € Ly(Q).
Q

Ademds |[|Fll] = |lgllg- En otras palabras, se tiene la identificacién:
(Lp(R))* = Lg(Q) en donde (% + % =1).

Demostracién. Véase el libro de Walter Rudin Real and Complez
Analysis [3]. O
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§ 2.4 Diferentes tipos de convergencia para o-
peradores y funcionales lineales conti-
nuos

Para sucesiones de operadores lineales continuos no resulta interesante
estudiar la convergencia uniforme sobre todo el espacio de partida. En
efecto, si la sucesién A, : £ — F de operadores lineales continuos, con-
verge uniformemente sobre E al operador lineal continuo identicamente
nulo: A(z) = ‘© para todo z € E; entonces para n suficientemente
grande los conjuntos Ap[F] estén acotados en F. Pero, por ser Ay line-
al, Ap[E] es un subespacio vectorial de F, por lo tanto:

Ag[E] = {©}, para n > nyg.

Luego, de la convergencia a (O) uniformemente sobre todo E de la
sucesién (Ag), se concluye que A, = (O) a partir de cierto ng. Es-
tudiemos entonces tres tipos de convergencia para sucesiones de opera-
dores lineales continuos y funcionales lineales continuos: la convergencia
uniforme sobre la bola unidad del espacio de partide, la convergencia
puntual y la convergencia débil. Las dos primeras se definen de una
manera bastante natural y la tercera es de gran importancia en las apli-
caciones al Andlisis Funcional. A diferencia de la convergencia débil y
la puntual, veremos que la convergencia uniforme sobre la bola unidad
puede ser definida por una norma.

T 1. (convergencia uniforme sobre la bola unidad) Sean E y F
espacios normados y (Ay) una sucesién de operadores lineales continuos
de E en F. Si la sucesién (Ay) converge uniformemente sobre la bola
Bg ={z € E: |jz||g £ 1} a una aplicacién A : By — F, entonces A
puede ser prolongado de manera tnica, de By a todo F, a un operador
lineal y continuo. Luego la convergencia uniforme sobre Bp, coincide
con la convergencia definida en £(E, F') por la norma ||| - ||| (19 ).

Demostracion. Sean A, : F — F como en el enunciado del teo-
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rema, y supongamos qae (Ay) converge a la aplicacién A : Bp — F.
Para cada z € E,z /|3, € Bg y, por lo tanto,
An(@/allp) —5> A/ jallp)-
De la linealidad de A, se tiene que
Ap(z) - llz|| g A(z/ ||z ), Para todo z € E.
Definamos

A(z) = |lz|| pA(z/ |jz)1)» PaTa todo z € E.

Entonces, para todos A\,u € C,z,y € E, se tiene:

_ Az + py
An(Az + py) T || Az + pyl| pA( T 3

m), (56)

An(Az+py) =  An(z)+ pAa(y)
/\”-"’||EA(WBTI_E)+ILI|Z/||EA(H§T!—E)7 (57)

De (56) vy (57) se tiene que
AQz + py) = A(2) + 1A(y)

de donde se concluye la linealidad de A. Para probar la continuidad de
A, notemos que, para todo z € Bg:

1A@)IF = HA@IF < A(z) ~ An(z)l|F + 1 An(2)l F-

Seleccionemos ng suficientemente grande, para que [|A(z)— Ay (2)||F <
1. Entonces, para todo z € Bg:

4@l F < 1+ [l Anlll;
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de donde, por T2.1.2 iv) se concluye la continuidad de A O

Pasemos ahora a estudiar las propiedades de la convergencia pun-
tual para sucesiones de operadores lineales continuos. El resultado fun-
damental que enunciaremos es el llamado Teorema de S. Banach y H.
Steinhauss. Comencemos por el lema auxiliar siguiente:

L 1. Sean F y F espacios normados y Ay : £ — F una sucesién de o-
peradores lineales continuos. Sila sucesién (Ay) converge puntualmente
en F a alguna aplicacién A : E — F, entonces A es lineal. Si ademads
las normas |[|Ag|||, estdn uniformemente acotadas, entonces el operador
limite también es continuo.

Demostracién. La linealidad de A se demuestra ficilmente y por
ello se deja de ejercicio. Ahora, teniendo en cuenta que |||4s|]| < M
para todo n, donde M es una constante positiva, y pasando al limite en
la desigualdad

|l 4n()llF < Mljz|E,

Hegamos a que
NA@)F < M|z|g,
de donde, por T2.1.2 (v), se tiene la continuidad de A. O

Veamos ahora bajo qué condiciones se puede asegurar la acotacién
uniforme de las normas de una sucesién de operadores lineales continuos.

T 2. (principio de acotacién uniforme) Sean F un espacio de
Banach, F' un espacio normado y A, : E — F (o € I) una familia de
operadores lineales y continuos. Si los conjuntos

{Aa(z): 2 € I} (58)

son acotados en F para cada z € FE, entonces es también acotado el
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conjunto {|||4el|l : @ € I}.

Demostracidn. Sea £ > 0, y para cada entero positivo £ pongamos

By={z € E:sup| Aa(@)llF < c}.
acl

Por la continuidad de Ay, cada conjunto F es cerrado. Del hecho
que cada conjunto (58) es acotado, se deduce que

Por ser E completo, es de segunda categoria, por lo tanto, para algiin
natural kg, el conjunto Et, debe contener una vecindad U = z¢ + 6B
de cierto punto zg € E, donde B es la bola de radio 1 centradaen O y
6 > 0. Pero para z € B tendremos que

1
sup [|--Aa(zo + 82)[1F < <.
acl R0

Luego
la(Ge/sollr = [Aalolzo+ 62— z0))lr
< nﬁ;Aa(zo +62)llp + nk—lﬂAa(xo)uF <2,

para todo ¢ € B,a € I. De aqui se concluye finalmente que para todo
a €1, [|Aq|l| £ 2¢ky /s, paratodoa € I. O

T 3. (Banach-Steinhauss) Sean (A,) una sucesién de operadores
lineales continuos definidos sobre un espacio de Banach £ y con valores
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en un espacio normado F. Si (Ay) converge puntualmente en £ a una
aplicacién A : F — F, entonces A es lineal y continuo.

Demostracién. Por L1 basta probar la acotacién uniforme de las
normas |||4z]||, la cual se tiene aplicando T2, ya que las sucesiones
convergentes {An(z)}(z € E) son acotadasen F. O

C 1. Para que una sucesién (A,) de operadores lineales continuos
definidos sobre un espacio de Banach F y con valores en un espacio
normado F, converja puntualmente al operador lineal y continuo A, es
necesario y suficiente que:

i) La sucesién {|||Axn]||} sea acotada;

il) An(z) — A(z) en F, para cualquier z en un subconjunto total en
E.

Demostracidén. Ejercicio. O

E! ejemplo siguiente es una aplicacién importante del principio de
acotacién uniforme.

Ejemplo 1. Sea f una funcién compleja medible en el abierto acotado
Q C R™. Sila integral [gfdz existe para cada g € Ly(Q2), entonces
Q

f € Ly(R2). En efecto para cada n € N, definamos

_[f(z)si |f(z)<|n
fal@) = {0 si |f(z) > |n.

Las funciones f, € L2(Q), definen una sucesién de funcionales line-
ales continuos sobre L3(2), mediante

Ln(g) = /gfnd:c.
Q
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La sucesién (fy) converge puntualmente casi dondequiera sobre 2
a la funcién medible f. Por la convergencia de la integral [gfdz y

aplicando el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, se tiene
que Ly(g) converge a [ fdz para cada g € Lo(f2). Aplicando el prin-
Q

cipio de acotacién uniforme (T2) concluimos que ||| Ly]|| = || fa]l2 estdn
uniformemente acotados. Pero de aqui se concluye que f € Lo(Q) y

| fallz = [l fll2- O

T 4. Sea E y F espacios normados. Si F es de Banach, entonces
también lo es (L(E, F),l] - |I])-

Demostracién. Sea (Ap) una sucesién de Cauchy en L(E,F).
Como para cualquier z € E se tiene

[4n(2) = Am(2)llr = [I(4n — Am)(z)llF
< Il An = Amll] ll=]l 2,

y como ademds |||An— Am/||| — 0 cuando n,m — oo, entonces la sucesién
(An(z)) es una sucesién de Cauchy en F. Por ser F un espacio de
Banach, existe el limite im A,(z), para todo z € E.

Como toda sucesién de Cauchy es acotada, entonces |||Ay||| esta
acotada uniformemente por una constante M > 0. De acuerdo al Lema
1 el operador A definido por la férmula

A(z) = lim Ay (z),
pertenece a L(E, F').

Probemos que (An) converge a A con respecto a la norma ||| -[||. Para
un € > 0 arbitrario, podemos seleccionar N € N tal que |[|4n,— Anf]| < €
para n,m > N. Esta desigualdad significa que

[ 4n(2) — Am(2)l|F < ellz]lE (59)
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para todo z € E. Pasando al limite en (59) cuando m — oo, tendremos
que
| 4n(z) — A(z)llF < € < liz]le

de donde se deduce que

1A= — Alll <,
o lo que es lo mismo: A, converge a A en (L(E,F),]||-|l|]). Con esto
queda probado que (L(E, F),]||-|l]) es completo. O

Utilizando el Teorema 4 se obtiene el siguiente resultado que es muy
utilizado en la resolucién de ecuaciones operacionales.

T 5. Sean F un espacio de Banach, I el operador identidad de Ey A
un operador lineal continuo que aplica E en si mismo tal que [[|4]]] < 1.
Entonces existe el operador inverso (I—A)~!, el cual es lineal y continuo
y se representa en la forma

(I-A)1= i AF (60)
k=0

donde por A* se denota la composicién de A consigo mismo £ veces y
la serie converge en la norma ||| - ||| del espacio de Banach £L(E, F).

Demostracidon. Demostraremos la existencia y acotacién del op-
erador (I — A)~! con lo cual quedara probada su linealidad ya que el
inverso de cualquier operador lineal es también un operador lineal (jcom-
pruébelo!).

Como |||All} < 1, tenemos que

ST AR < ST I1ANF < 0.
k=0 k=0 .
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Por la completitud de F, aplicando el Teorema 4, tenemos que la serie

o0

S~ AF converge en (L(E, E),||| - ||) ¥ por lo tanto su suma representa
k=0

un operador lineal acotado. Para n € N cualquiera tenemos

n n
(I-A4)Y Ak =3 Aba - 4)=1- A"
k=0 k=0

Pasando al limite cuando n — tomando en consideracién que
y q
IJA™ i < IJAJ® T = 0, encontramos

[e o}

(I-A) iAk: ST AFI-A) =1,
k=0 k=0

o0
de donde (I — Al=% AF, que es lo que queriamos demostrar. O
k=0

Pasemos ahora a estudiar el tercer tipo de convergencia de que
hablibamos en la introduccién de este epigrafe: la convergencia débil.
Sean F un espacio normado y E* su dual. Definamos ciertos subcon-
juntos de F a los que lamaremos vecindades débiles de los elementos de

E.

D 1. (vecindad débil y abierto débil en E) Sean fi,...,f, una
cantidad finita arbitraria de elementos de E*, y € un ndmero real po-
sitivo. Cualquier subconjunto de F que contenga a un conjunto de la
forma

zo+{z:|fi(z)| <&i=1,...,n}, (61)

se llama una vecindad débil de zqy € E.

A todo subconjunto de E que sea vecindad débil de todos sus puntos
en el sentido de la definicién anterior se le lama un abierto debil en E.
No resulta dificil demostrar (ejercicio) que la familia de todos los con-
juntos abiertos débiles de un espacio normado satisface las propiedades
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(A1)-(A3) de la familia ©; de los conjuntos abiertos en un espacio
métrico (E,d) (ver Capitulo 1).

La familia de los abiertos débiles en el espacio normado F, constituye
la Hamada topologia débil en E. Esta topologia permite definir una
nocion de convergencia er E a la que llamaremos convergencia débil.

D 2. (convergencia débil en E) Se dice que la sucesién (z,) del
espacio normado FE converge débilmente al elemento zg € F, si para
cada vecindad débil V = V(z() de z¢ en F, se puede hallar un nimero
natural N = N(V), tal que z, € V(zg)para todo n > N. (Compdrese
con la observacion a la Definicién 1.1).

P 1. (caracterizacién de la convergencia débil) La sucesién (z,)
converge débilmente en el espacio normado F al elemento zq, si para
cualquier f € E~, la sucesién numérica {f(zy)} converge a f(zq).

Demostraciéon. En efecto, considerando por simplicidad z¢ = O,
supongamos que f(z,) — 0 en C. Entonces para cada vecindad débil

U={z:|filz)l <&i=1,---,n}

del punto ©, se puede hallar N € N, tal que 2, € U si n > N (para
ello es suficientemente elegir V;, tal que |f;(zp)| < € cnando n > N; y
después poner N = max NV;).

Inversamente, si para cada vecindad débil U de O, existe N, tal que
Ty € U cuando n > N, entonces la condicién f(z,) — 0 se satisface
obviamente, para cualquier f € E*. O

Observacién. La proposicién anterior nos muestra que toda sucesidn
convergente con respecto a la norma de F es también débilmente con-
vergente al mismo limite.
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Sin embargo, solamente en los espacios normados de dimension finita
coinciden ambos tipos de convergencia (ejercicio). En efecto el lector
puede tratar de probar (ejercicio) que en los espacios normados de di-
mensién infinita hay sucesiones débilmente convergentes que no son con-
vergentes en el sentido de la norma. Por este motivo se acostumbra a
llamar convergencia fuerte a la convergencia con respecto a la norma en
un espacio normado.

T 6. Si (zn) es una sucesién débilmente convergente en el espacio
normado F, entonces existe una constante ', tal que

lzall £ C,n=1,2,---.

En otras palabras, toda sucesién débilmente convergente en un es-
pacio normado es acotada.

Demostracién. Por la Proposicién 1, si (zr) converge débilmente
a zg € E, entonces f(zn) — f(z¢) para todo f € E*. Definamos para
cada n, el funcional lineal L, sobre E*, mediante

Ln(f) = f(za) (62)
De la desigualdad
| Lo ()] < flz=ll LA
se tiene que Ly es centinuo y ||| Lr||| £ l|z=]|-
Del Corolario 2.2.2, tenemos que existe g € E* con lliglll = 1, tal
que Ln(g) = ||zx]|, luego ||| Lxl|| = l|zx|]. Pero por T4, E* es un espacio

de Banach y del principio de acotacién uniforme (T2), concluimos que
existe una constante C' > 0, tal que:

lzall = lllZlll <C. DO
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El teorema siguiente resulta 1dtil para comprobar la convergencia
débil de una sucesién.

T 7. La sucesién (z,) del espacio normado F converge débilmente a
z € E,si:
i) ||zn|| estd uniformemente acotada por una constante C;

ii) f(zn) — f(z) para todo f perteneciente a un subconjunto total
en E*.

Demostracién. Ejercicio. O

De manera andloga puede definirse la topologia débil en el espacio
dual E*. Para ello observemos primeramente, que las vecindades de

f € E*, con respecto a la norma ||| - ||| coinciden precisamente con
agquellos subconjuntos de E* que contienen a algin conjunto de la forma
Uea(£) =F+{p € E :|p(z)| <&,z € A} (63)

donde A es un subconjunto acotado arbitrario en E y € un nimero po-
sitivo cualquiera (ejercicio).

Si en lugar de considerar en (63) todes los conjuntos acotados de
E, consideramos solamente los subconjuntos finitos A C F, entonces
obtenemos las lamadas vecindades débiles en el espacio dual de E*.

Se llama abierto débil en E* a todo subeonjunto de E* que sea vecin-
dad débil de todos sus puntos. La familia de todos los abiertos débiles
de E* también satisface las propiedades (A1)-(A3) de la familia de los
abiertos en un espacio métrico y constituye la llamada topologia débil
en el espacio dual. Al igual que en D2 se puede definir la convergencia
débil de funcionales en el espacio dual F*.
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Siguiendo la idea de la demostracién de T6 y T7 se pueden probar
los teoremas siguientes:

T 8. Si (fn) es una sucesién débilmente convergente de funcionales
lineales continuos sobre un espacio de Banach, entonces existe una cons-
tante C, tal que

flll <C, n=1,2,....

En otras palabras, toda sucesién débilmente convergente de fun-
cionales lineales continuos sobre un espacio de Banach, es acotada en
norma.

Demostracién. Ejercicio. O

T 9. La sucesién de funcionales lineales (f,) de E*, converge débilmente
a f e L~ si:

i) la sucesidn (f,) estd acotada en E*, es decir ||falll < C, n =
1,2,---

ii) se cumple que fp{z) — f(z), para todo z € E perteneciente a un
subconjunto total de F.

Demostracién. Ejercicio. O

En las aplicaciones del concepto de convergencia débil de funcionales
lineales continuos, juega un importante papel el teorema siguiente:

T 10. (Banach-Alauglu) Si E es un espacio normado separable,
entonces toda sucesién acotada de funcionales lineales continuas sobre
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E, contiene una subsucesiéon débilmente convergente.

Demostracién. Elijamos en F un subconjunto numerable denso
{r1,22,...,Zn,...}. Sila sucesién ( f) estd acotada en norma, entonces
la sucesién numérica

fi(z1), fa(z1)s - -+, fulz1), - -

estd acotada. Por ello se puede elegir una subsucesién

[ Rl S

de la sucesion (f,), de manera tal que la sucesién numérica

V@), 5@, S (@), ..

converja. Con el mismo razonamiento se puede elegir una subsucesién

2 2 2 .z 1 . sy
fl( )’fz( ), ... ,f,(z ), ... de la sucesién (f,(, )), tal que converja la sucesién
numeérica

2 2 2
@), D@2, 1), ..
Continuando este proceso, obtendremos un sistema de sucesiones

FI R S
[N

(cada una de las cuales es subsucesién de la anterior), tal que ( f,gk))
converge en los puntos z1,Z2,...,2;. Entonces tomando la sucesién
diagonal
1 2 n
R CONY: SR
obtendremos una subsucesién de la sucesién (f,) tal que la sucesién

numérica ( f,(zn)(z &)) es convergente para todo £ = 1,2, ... Pero entonces,
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en virtud del Teorema 9, la sucesién ( f,,(l")(a:)) converge para cualquier
ze k. O

Ejemplo 1. Probar que si E es un espacio normado separable y
B* = {f € E* : |||flll £ 1} es la bola unidad en el espacio dual E*,
entonces la familia de los conjuntos abiertos débiles en B* coincide con
la familia de los abiertos definidos en B* por la métrica

df9) = 3 277I(f - g)(en)| (64)
n=0

donde (zy,) es un subconjunto numerable denso en la bola unidad cerrada
B de E,

Obviamente este resultado puede extenderse a todo subconjunto aco-
tado del dual de un espacio normado separable (ejercicio). Por lo tanto,
la convergencia débil para sucesiones de funcionales lineales continuos
definidos sobre un espacio normado separable corresponde a la conver-
gencia con respecto a una métrica del tipo (64) (ejercicio).

De los comentarios anteriores se deduce el teorema siguiente:

T 11. Sea E un espacio normado separable. Todo subconjunto acotado
M de E* es relativamente compacto en el sentido de cualquier métrica
que describa la convergencia débil sobre M.

Demostracion. Ejercicio. O

El teorema siguiente es una aplicacién importante de los resultados
vistos en este epigrafe.

T 12. (teorema de Banach sobre las bases) Toda sucesién bior-
togonal (fr) a una base (e, ) de un espacio de Hilbert H es también una
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base de H.

Demostracién. Todo vector f € H admite un desarrollo en serie
convergente del tipo

(o9}
f = Z(f7fk>ek7
k=1
luego, la serie numérica

o0

(fihY =" _(f: fi)lex, B)

k=1

es convergente para todo h € H. Pero entonces
n
(f,hy= lim (£, {h,ex)fz)
k=1

para cualquier A € H, lo cual significa que la sucesién

n

hn = Qu(h) =Y (h,ex)fs, n=1,2,...; h€H,
k=1

converge débilmente al vector i (T 2.3.1). Pero por T6, tenemos que la
sucesién (hy) estd acotada en H. Aplicando el principio de acotacién
uniforme (T2) a la sucesién de operadores ¢y, tendremos que

1@=lll £ M, n=1,2,....

Por ser (fy) una sucesién biortogenal a la base (e,) se tiene que
(fn) es una familia total en H (ejercicio). Entonces, para cada e >0y
cualquier h € H, se pueden encontrar nimeros c;f; €C(3=1,2,...,N¢),
tales que

N,
=3 hll <e (65)
=1
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Lacgo N, N,
Qu(b— D f))=Qn(R) - ) _cfj;, n>Ne
J=1 =1

y de aqui obtenemos
N,
1Qn(k) = > fjll < Me,  n> Ne. (66)
j=1

De (65) y (66), se tiene que
1@n(h) — Rl < (1+ M)e,

de donde concluimos que cualquier h € H puede ser desarrollado en una
serie convergente del tipo

h=3cifi
=1

cuyos coeficientes c; se determinan univocamente por las igualdades c; =
(h, €5 ). O

Para finalizar este epigrafe veremos una especie de generalizacién de
la nocién de convergencia débil para un tipo particular de funcionales
lineales: las funciones generalizadas, también llamadas distribuciones.
La teoria de distribuciones juega un papel fundamental en la teoria de las
ecuaciones diferenciales y en el anilisis moderno de muchos problemas
de la fisica matematica.

No pretendemos dar aqui una aplicacién detallada de esta teoria
sino solamente enunciaremos algunos resultados relevantes de la misma.
Para las demostraciones y un estudio mas profundo de la teoria de dis-
tribuciones remitimos al lector al megnifico libro de V.S. Vladimirov,
FEcuaciones de la fisica matemdtica [7].

Para cualquier abierto  de R” introdujimos en el Capitulo 1, el espa-
cio C§°(Q) de las funciones complejas infinitamente diferenciables sobre
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{2 y con soporte compacto contenido en 2. En la teoria de funciones
generalizadas con frecuencia se denota este espacio por D(£2) y se llama
espacio de funciones de prueba. Definamos una nocién de convergencia
para las sucesiones de funciones de D(£2) de la siguiente forma. Diremos
que la sucesién (¢n) en D(§1), converge cuando n —.oco a la funcién

@ € D(Q) si:

(I) Para cualquier multi-indice a, la sucesién D%y, converge uni-
formemente a D% p,, cuando n — oo}
? 7

(II) Existe un compacto K C {2, tal que los soportes de todas las
funciones ¢, salvo un nimero finito, estan contenidos en K.

D 3. (funciones generalizadas o distribuciones) Se llama funcién
generalizada (distribucién) en § a todo funcional lineal y continuo sobre
D(). El espacio de todas las funciones generalizadas en (2 se denota
por D'(Q).

La continuidad de las funciones generalizadas u € D'(Q) se inter-
preta en el sentido de que u(pn) — u{p) en C, para toda sucesién (p,)
que converge a @ en D(Q). La notacién (u, ) se usa para denotar la
evaluacién de la distribucién u sobre la funcién de prueba ¢.

Se dice que dos funciones generalizadas u3,us € D'(;) coinciden
sobre el abierto 1 C Q), si para cualquier ¢ € D(Q2), se cumple

(u1, ) = (u2,9). (67)
Se llama soporte de la funcion generalizada u € D'(2), y se denota
por supp u, al complemento en Q del conjunto

{z € Q : u se anula en una vecindad de z} =
= {z € Q:3V; vecindad abierta de z,(u,)=0Vp € D(V;)} "
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En el espacio D(2) se define una convergencia de tipo débil para
funcionales lineales: la sucesién (uy) en D’'(2) converge a u € D'(Q) si

ua(9) = (un, ) = u(p) = (%, ¢) (68)

para toda ¢ € D(Q).

Ejemplo 2. (delta de Dirac). Un ejemplo importante de funcién ge-
neralizada en D'(R™) lo constituye la llamada funcion delta (6(z)) de
Dirac, la cual se define de la manera siguiente:

(8,¢) = ¢(0), Vi € D(R™).

Es facil ver que si wp, es un nicleo de promediacién (D1.7.1), entonces
wy, converge a la §-funcién en el sentido definido en (68). En efecto

(wh,¢) = / whpdzs = pp(0) = ¢(0) = (6,¢),
RN
donde la convergencia ¢p(0) — ¢(0) se deduce de T1.7.1ii).

Toda sucesién de funciones definidas en R™ y convergente a la é-
funcién en el sentido de la convergencia en D'(R™), se llama sucesion de
unidades aproximativas. O

Siguiendo el mismo razonamiento que nos condujo en el § 1.7 a la
definicién de la derivada en sentido de Soboliev de funciones localmente
integrables, vemos que para toda distribucién u € D’(Q) se puede definir
su derivada generalizada de cualquier orden o mediante la igualdad

(D%u,¢) = (~1)I(u, D%¢) (69)

(ejercicio) No es dificil demostrar que D%y € D'(Q) para toda u €
D'(Q) y todo multindice c.



§ 24. 201

Para u € D'(Q) y a(z) € C*°(Q) se puede definir también la funcién
generalizada au mediante

(au, @) = (u,ap). (70)

Proponemos al lector probar que au € D'(Q) para toda v € D'(Q) y
a € C*(Q).

Toda funcién localmente integrable f en (2, define una distribucién
Ty por la férmula (ejercicio)

(Tr,0) = /ﬁpdz (71)
Q

Hemos visto en el § 1.7 que no toda funcion de Ly 1,.(S2) tiene una
derivada en sentido de Soboliev, aunque siempre tiene una derivada ge-
neralizada, la cual no necesariamente coincide con una funcion en sen-
tido usual. Sin embargo, es obvio que para las funciones derivables en
sentido de Soboliev ambos conceptos coinciden.

Uno de los aspectos mds relevantes de la teoria de distribuciones
lo constituye la posibilidad de definir el producto de convolucién para
cualquier par de funciones generalizadas siempre que una de ellas tenga
soporte compacto. En efecto, no resulta muy dificil probar que si v(y) €
D'(Ry) y ¢(z,y) € DRTE™), entonces ¥(z) = (v(y), p(z,y)) pertenece
al espacio D(RY). Luego, st u(z) € D'(RP) tiene soporte compacto,
entonces puede definirse el producto convolucion u * v como la funcion
generalizada en D'(R"):

(uv,¢) = (u(2),(v(y), 0()p(z + 9))) (72)

donde 6(z) € D(RE) y 6(z) = 1 en una vecindad de supp u. El lector
puede verificar (ejercicio) que la definicién (72) no depende de la eleccién
de #(z) siempre que satisfaga las propiedades anteriores mencionadas.

Pondremos, por definicién,

VEU= UK. (73)
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Se puede probar que la convolucion de dos funciones generalizadas,
una de las cuales tiene soporte compacto, es conlinue con respeclo a
la convergencia débil de D'({2), en cada uno de sus factores. Es decir,
si vi(y) — v(y) en D'(Ry) vy u(z) € D'(RZ) tiene soporte compacto,
entonces u * vp — u * v en D'(R}).

An3logamente, si up — u en D(R}) y existe un compacto K C RZ,
tal que supp up C K paratodo k, y supp u C K, entonces ug v — u*v
en D'(R}) cuando k — oo.

Obviamente D(R?) C D'(RZ) y para cualquier funcion generalizada
v € D(RY) se tiene que pxv = (v(y), p(z—y)) y ademds pxv € CP(Ry).

Por este motivo, podemos definir el promedio de orden h de una
funcién generalizada v € D'(R}), como la funcidn up(z) € C(Ry)
dada por la férmula

up(2) = (u(y), wa(z — 9)), (74)
donde wy, es un nicleo de promediacion.

De la propiedad de continuidad del producto convolucién de distribu-
ciones y del hecho que w; — é(z) en D'(RY), vemos que uj converge a
% * 0 cuando h — 0. Pero

(u*6,0) = (6(z), (u(y),8(z)e(z + ¥))) = (w(y), (¥)),

y, por lo tanto
uU*xd=u. (75)

Luego, toda distribucién u € D’'(R}) puede ser aproximada, en el
sentido de (68), por funciones up € C®°(R?). Obviamente de aquf se
deduce que u también puede ser aproximada, en el sentido de (68) por
funciones de D(R%). En efecto, basta tomar a; € D(R}),|ap(z)] <
l,ap(z) = 1 si |z|] < 1/h, y notar que v = apu, € D(RY) y ademds

lim v, = lim u;, en D/(R") (ejercicio).
Lim v, = lim up (RZ) (e )
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Otra propiedad importante del producto convolucién es:

D*(uxv)=(D%u)*v=u+*D%. (76)

Para generalizar a las distribuciones algunas propiedades como las
enunciadas en T 1.7.5iii}-iv) y T1.7.6, es necesario introducir la nocién
de transformada de Fourier para distribuciones. Resulta que no es posi-
ble dar una definicién general de transformada de Fourier para toda
u € D'(R™). Por este motivo se define el espacio S(R") de las funciones
de prueba de decrecimiento lento que ya vimos en el § 1.7. En S(R")
se puede definir una nocién de convergencia de la manera siguiente: la
sucesion @ € S(R™) converge a ¢ € S(R™) cuando k — oo, si para
cualquier multindice a y cualquier nimero p > 0, la sucesion

(1+|2/)D%pp(z) — (14 |2|P)D%¢(x) (77)
uniformemente en R™®, cuando k — oo.

Se llama espacio de funciones generalizadas de decrecimiento lento y
se denota por S'(R™) al conjunto de todos los funcionales lineales sobre
S(R™), que son continuos con respecto a la nocién de limite definida en
(77). No es dificil demostrar (ejercicio) que

S'(R™) C D'(R). (78)

Para las distribuciones v € S/(R™), se puede definir la transformada
de Fourier mediante la férmula:

(8, ¢) = (u,8), Vo € S(R"). (79)

Remitimos al lector a la bibliografia sefialada anteriormente, donde
se demuestra que la transformada de Fourier en S'(R™) es una eplicacién
lineal continua y biyectiva. Mis exactamente, se cumple la formula de
inversion :
w(—z) = (27)™™4,  VYu € S'(R). (80)
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Finalmente, podemos decir que la transformada de Fourier en S'(R™)
satisface las propiedades enunciadas en 1.7.2 y T1.7.5 iii)-iv) para la
transformada de Fourier en S(R™).

§ 2.5 Teoremas de la aplicaciéon abierta y del
grafo cerrado

En este epigrafe veremos dos teoremas, que junto con los Teoremas
de Hahn—Banach, Banach—Steinhauss y Banach—Alauglou, constituyen
una de las herramientas mas potentes del Andlisis Funcional. La de-
mostracién de estos teoremas depende fuertemente de la propiedad de
completitud en los espacios de Banach.

Durante todo este epigrafe consideraremos espacios de Banach E y
F y A un operador lineal de E en F. Mediante un desarrollo elemental
se puede verificar que si el operador inverso A~! : A[E] — FE existe,
entonces él también es lineal.

T 1. (aplicacién abierta) Sea A un operador lineal continuo que
aplica de manera sobreyectiva el espacio de Banach F sobre €l espacio de
Banach F. Entonces A es una aplicacién abierta, es decir A transforma
subconjuntos abiertos de F en subconjuntos abiertos de F'.

Demostracion. Desarrollemos la demostracién en tres etapas:

i) Comenzaremos por probar que para cualquier vecindad V' de © en

E, existe una vecindad W de © en F, tal que A[V]D W.

Escojamos una vecindad V de © en F tal que Vg — Vp C V. En
efecto, si la bola B(0,¢) C V, basta tomar Vy = B(0,£/2). Para todo
z € FE, es posible seleccionar n € N suficientemente grande, tal que
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z/n € Vy, es decir z € n V. En otras palabras

E= [ W,
n=1
y, por lo tanto
o0
F = A[E] = | nAlVy].
n=1

[e o]
Pero también F' = |J nA[Vy]. Por el teorema de categoria de Baire,
n=1
alguno de los conjuntos nA[Vp] debe contener a un conjunto abierto.
Luego A[Vp] también debe contener a algiin subconjunto abierto Wy.

Entonces

AlV] o A[Vo] — A[Vh] D A[W] — A[Vp] D Wy — Wh.

El conjunto W = Wy — Wy es abierto ya que cada conjunto de la
forma {a} ~ Wy = {a — y : y € W} es abierto, y

W= |J {a} - Wo.
aeWy

Ademas W es una vecindad de © en F puesto que ® € Wy—-Wy = W.

ii) Probemos ahora que la imagen por A de cualquier vecindad de ©
en E es una vecindad de © en F'. Es ficil ver que es suficiente demostrar
que la imagen por A de toda bola

Vie)={z € E:|zllp <e},
contiene a alguna bola

W) ={yeF:|ylr <6}



206 Capitulo 2.

Sea g9 > 0 y sea (en)je; una sucesion arbitraria de ndmeros po-

o0

sitivos, tal que Y ep < 2¢q9. Por lo demostrado en la parte i), existe
n=1

una sucesién decreciente de ndmeros positivos (8,),6n — 0, tal que

A[V(en)] D W(éy), para todo n = 0,1,2,....

Siy € W(6p), entonces se puede hallar z € V(2¢), tal que A(z) = y.
Como A[V(g9)] D W (), existe zg € V(eg), tal que ||y — A(zo)||F < 6.
De la misma forma, como y—A(z¢) € W(61), se puede hallarzy € V(e1),

tal que [jy — A(zo) — A(z1)||F < 62-

Continuando este proceso, se encuentra una sucesién (zn),Zn €
V(en), tal que

n
”y—A(Zl‘i)“F < bpy1,n=0,1,2,3,....

=1
Pongamos
k
2 = Z Tiy
=0
entonces
k+p k+p
lzkep —zulle =1l D mille< D, & p>0.
1=k+1 =k+1

Luego, la sucesién (2;) es de Cauchy en E. Por la completitud de E
concluimos que (2;) converge a algin elemento z € E. Ademis

k
lolls = Jim Izl < lim Y- < 260

=0
Por ser A un operador continuo, tendremos que

n
Jim |ly — A3 zi)llF < lim 6,41 =0,
i=0
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es decir,

n
y=A(lim Y ;)= A(z).
1=0

Con esto hemos probado que la imagen por A de la bola V(2eq) de
E contiene a la bola W (ép) de F. Por la arbitrariedad de ¢y se obtiene
el resultado deseado.

iii) Finalmente notemos que si U es un subconjunto abierto no vacio
de F y z € FE, entonces existe una bola V(¢g) de centro © en E, tal que
{z} + V(e) C U. Sea W(é) una bola de centro © en F contenida en
A[V(¢€)]. La existencia de W(§) estd asegurada por la demostracién de
la parte ii). Entonces

A[U] S Al{z} + V(e)] = {A(2)} + A[V(e)] D {A(z)} + W(4).

Pero observemos que el conjunto {A(z)} + W(§) es una vecindad de
A(z) en F y, por lo tanto, hemos demostrado que A[U] es vecindad de
cada uno de sus puntos A(z); luego A[U] es abierto. O

Fl teorema siguiente es un corolario del teorema anterior.

T 2. (de Banach sobre el operador inverso) Sean E y F espacios
de Banach y A un operador lineal y continuo que transforma E en F
de manera biunivoca. Entonces el operador inverso A”! : F — E es
también lineal y continuo.

Demostracién. La linealidad de A™1 es evidente. Para probar la
continuidad de A~! basta notar que si U es un abierto en F, la preimagen
por A™! de U : [A~1]"1[U] = A[U], es abierto en E, como consecuencia
del Teorema 1. O '

Ejemplo 1. (Bases de Riesz en un espacio de Hilbert) Si A : H — H es
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un operador lineal continuo e inversible y (e,) es una base ortonormal
en H, entonces (A(es)) es también una base en H que se llama base de

Riesz. En efecto, todo y € H se escribe de manera tnica y = A(z),z €
H. Por ser (ep) una base

o)
T = E Cnén
n=1

¥, por la continuidad de A,

y= A(z) = Z cnA(en).
n=1

Si ponemos A(en) = ¢n, obviamente

o0
I Z Cn‘Pnllz

n=1

A@IZ < AP

- 2
= (1Al Y lenl
n=1
Pero, por T2, A~ es también continuo y, por lo tanto
Yleal? =zl = |47 (A@)IP
n=1

AT IPHAGI < A=) i cnnll®.

n=1

IA

En fin, para toda base de Riesz (¢y,), existen constantes positivas aq
y a9, tales que

oo o )
a1 Y leal? S D canll® < az Y leal?,
n=1 n=1

n=1

(o]
para toda sucesién (c,, ) de nimeros complejos tal que 3 |ep)?> < c0. O
n=1
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Pasemos ahora a demostrar el segundo resultado importante de este
epigrafe.

T 3. (del grafo cerrado) Sean F y F espacios de Banach y A un
operador lineal de F en F'. Entonces A es continuo si y sélo si, el grafo
de F es cerrado en el espacio producto £ X F.

Demostracién. Obviamente, el grafo de cualquier aplicacién con-
tinwa f: F — F
G(f)={(z,f(z)):z € E}
es un subconjunto cerrado en E X F, ya que si la sucesién (24, f(zn))
converge a un elemento (z,y) en E X F, se tendrd que z, — z, f(z5) —
y. Pero como ademds f es comtinua f(zn,) — f(z) y, por lo tanto,

(2,9) = (=, f(2)) € G(f).

Supongamos inversamente que A : £ — F es lineal y tiene grafo
cerrado. Por ser A lineal, G(A) es un subespacio vectorial cerrado en
E x F. Pero E X F es un espacio de Banach y, por lo tanto, G(4) es
también un espacio de Banach, provisto de la norma

l|(z, A=)l = ll=ll + | A=)l p-

Los operadores proyeccion:

g :G(A)— E, (z2,4(2))~ =z,
tp:G(A)— F, (z,A(z))~ A(z),

son lineales y continuas. Ademdas 7g es biyectivo y por el Teorema de
Banach sobre €l operador inverso se concluye que existe 7@1 el cual es
también lineal y continuo. Pero A = np O'WEI, luego A es continuo. O

La consecuencia siguiente del Teorema 3 fué ya anunciada en el Ejem-
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plo 2.1.3.

C 1. Todo operador simétrico en un espacio de Hilbert es continuo.

Demostracién. Segin el Teorema 3, es suficiente probar que todo
operador simétrico A : H — H (H espacio de Hilbert) tiene grafo cerra-
do. En efecto, supongamos que z, — z y A(zn) — y en H. Entonces,
por la continuidad del producto escalar

(A((L'n),z) - (ya Z)v
para todo z € H. Pero por ser A simétrico,
(A(2r),2) = (20, A(2)) — (2, A(2)) = (A(z), 2);
luego, por la unicidad del limite, tendremos que

(A(z),2) = {y,z), paratodo z¢& H.

De esto iltimo, se deduce que y = A(z) y, por lo tanto, el grafo de
A es cerradoen H x H. O



3 Conceptos y resultados
generales de la teoria de
operadores en los espacios de

Hilbert

En este capitulo nos dedicaremos a estudiar algunos conceptos y resul-
tados generales de la teoria de operadores lineales en los espacios de
Hilbert.

.En los tres primeros epigrafes 3.1, 3.2 y 3.3, se introduce el concepto
general de operador lineal; y se estudian las propiedades fundamentales
de la clausura y el adjunto de un operador lineal. El § 3.4 estd dedicado
a estudiar un caso particular de mucha importancia para la Fisica: los
operadores simétricos y los operadores autoadjuntos, también llamados
autoconjugados.

En el § 3.5 se estudian las nociones de resolvente y espectro de un
operador lineal, que resultan de gran utilidad en la Fisica—Matem4tica.
Se hace especial énfasis en el estudio del espectro de los operadores
simétricos y autoconjugados, a cuyo andlisis se dedica el § 3.6. En el
§ 3.7 se introduce la integral de Dunford que juega un importante papel
en el desarrollo de un calculo operacional con operadores cerrados. En
el epigrafe § 3.8 se ven dos importantes aplicaciones: la existencia de
raiz cuadrada de operadores autoadjuntos positivos y la descomposicién

211
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polar de operadores cerrados. La relacién entre los subespacios inva-
riantes de operadores cerrados y la separacién de diferentes partes de su
espectro se estudia en el § 3.9, aplicindose en el § 3.10 al desarrollo de
la resolvente en un entorno de los valores propios aislados. El Capitulo
termina con el § 3.11 donde se introducen las primeras nociones y resul-
tados para el estudio de los operadores J autoadjuntos en espacms con
métrica indefinida.

A lo largo del capitulo hemos tratado de ejemplificar las nuevas no-
ciones introducidas utilizando el operador de diferenciacién —i-ddz— en un

intervalo y el operador de multiplicacién por una funcién en Ls[a,b].

Utilizaremos las notaciones G(A), D(A), Ker Ay R(A) para denotar
el grafo, el dominio, el nicleo y el rango respectivamente del operador
A.

§ 3.1 Algunos conceptos generales de la teoria
de operadores lineales

En el capitulo anterior nos hemos dedicado al estudio de los operadores
lineales continuos actuando sobre espacios normados. A partir de este
momento comenzaremos a preparar las condiciones para estudiar los
operadores diferenciales lineales, es decir operadores lineales definidos
sobre ciertos espacios funcionales y que actdan mediante la aplicacién
de algin concepto de diferenciacién ya sea clasico o generalizado.

Resulta que en los espacios funcionales donde se estudian los opera-
dores diferenciales, ellos no son continuos.

Ejemplo 1. Consideremos el operador de diferenciacién

d(f) = 2— (D

definido en el espacio normado (C*°[0, 27, ||-||2) ¥ con valores en L,[0, ],
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donde i = v/=1y || - |l2 es la norma en L3[0,27]. Obviamente este
operador lineal no es continuo puesto que transforma la sucesion acotada
(sen nz) cuya norma es

[[sen nzls =

Sl

en la sucesién no acotada (n cos nz).

|7 cos nz|| i O
nz|z = —=.
2 \/5

Muchas de las propiedades de los operadores lineales no acotados
dependen, no solamente de la forma en que ellos actdan sobre los ele-
mentos de su dominio de definicién, sino también de las propiedades
de dicho dominio de definicién en si. En efecto, a la misma expresién
diferencial (1) se le pueden asociar diferentes operadores variando el
dominio de definicién, conservando como espacio de llegada al propio
espacio L;[0,27]. Asi podriamos definir operadores Py, P, P, y P con
dominios de definicién

D(Ry) = C§°(0,27), (2)
D(P;) = {p€H'[0,27]: ¢(0) = ¢(2r) = 0}, 3)
D(P;) = {p€ H'0,27]: ¢(27) = 2p(0)} (4)
D(P) = H0,2x]. (5)

todos ellos provistos de la norma || - |jo. Aqui H'[0,27] es un espacio de
Soboliev gue ya ha sido definido en el Capitulo 1.

No es dificil comprobar (ver E1.7.2) que, en el caso unidimensional,
H 1[0,27i'] coincide con el conjunto de las funciones absolutamente con-
tinuas en [0,27] y que pertenecen a L3[0,27] junto con su derivada,
la cual existe casi dondequiera. Por el Teorema 1.7.13, tenemos que
H1[0,27] C C[0,27], por lo cual tienen sentido las condiciones de con-

torno impuestas a ¢(0) y ¢(27) en la expresién de los dominios de
definicién de D¢ v D..
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Conjugando T 1.7.15 con el teorema de inmersién 1.7.13 para el caso
Q = (0,27), se concluye ademds, que

D(P) = H}[0,2x]. (6)

Obviamente, para los operadores D, D, y D, la operacién de di-
ferenciacién corresponde a la derivacién de una funcién absolutamente
continua. Veremos en los préximos epigrafes algunas propiedades de los
operadores (2)—(5). En particular veremos algunas ventajas que presen-

tan los operadores D, con respecto a los restantes operadores Dy, D, y
D.

D 1. (operador lineal) Un operador lineal en un espacio de Hilbert
H es un par (4,D(A)), donde D(A) es un subespacio vectorial de H
Hamado dominio de Ay A : D(A) — H es una aplicacién lineal. Cuando
no haya lugar a dudas acerca del dominio de definicién denotaremos al
operador simplemente por A.

En el conjunto de los operadores lineales sobre un espacio de Hilbert
H se define una relacion de orden mediante

ACB<«<=D(A)CD(B)y A(z)= B(z) para todo z € D(A).

La demostracion de que esta relacién es de orden se deja de ejercicio
al lector. Obviamente A C B <= G(A) C G(B). Si A C B, se dice que
B es una extension de A o que A es una restriccién de B.

Obviamente para los operadores introducidos en (2)—(5) se tienen las
inclusiones

DyC D.CD.CD. (7)

La suma y la composicion de operadores lineales, se define, al menos
formalmente, de la misma forma que para operadores definidos sobre
todo el espacio de partida:

(A+ B)(=z) = A(z)+ B(z),
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(M)(@) = M(z),
(AB)(z) = A(B(z)).

La dificultad aqui aparece en relacién con el hecho de que los domi-
nios de definicién de los operadores en general no coinciden con todo el
espacio de partida.

Por este motivo se define

D(A+B) = D(4)ND(B),
D(AB) {z € D(B) : B(z) € D(A)}.

Puede ocurrir que D(A + B) o D(AB) se reduzca al espacio trivial
{©}. De manera evidente se generaliza el concepto de operador inverso
para cualquier operador A con la propiedad de que tome valores dife-
rentes en puntos diferentes de su dominio. Si esta condicién se cumple,
entonces, por definiciéon

A Y9 = f, s A(f)=ug,
D(A™Y) = R(4).

Obviamente A~! es lineal si A lo es y puede ocurrir que A~! sea
acotado sin serlo A.

§ 3.2 Operadores cerrados y cerrables

Sabemos que en un espacio de Banach los operadores lineales y continuos
coinciden con los que tienen grafo cerrado (T 2.5.3). Para operadores
lineales no continuos definidos en un espacio de Hilbert H y cuyo dominio
de definicién no coincide con todo H, parece natural estudiar, en primer
lugar, aquellos que tienen grafo cerrado. Tales operadores se llaman
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cerrados. Mas exactamente el operador A en H se llama cerrado si del
hecho que:

se tiene
FE€D(A), g=A(f).

Ejemplo 1. El operador P, definido en (3) es cerrado. En efecto, si
fn € D(P.) es tal que

fom £y 2 g, en Lyf0,24 ®)

entonces la sucesién (fy) es de Cauchy en H 10,27]. Pero entonces, la
sucesién (f,) converge a una cierta funcién A en H1[0,27]. Como la
norma en H1[0,27] se define mediante

' dh
llz.1 = (I1RI3 + 1 -13)'/2,
entonces de (8) se tiene que

df
h: - 11—
f’ g zdz

donde la derivada a f se aplica en sentido de Soboliev. Para ver que
g = Pc(f) basta probar que f(0) = f(27) = 0. Pero por el teorema de
inmersién 1.7.13 tenemos la desigualdad

lelleo < Kllepll2,1 (9)

donde la constante K es la misma para toda ¢ € H[0,27].

De (9) se concluye que ||fr — flloo — 0, ¥y como fn(0) = fr(27) = 0,
entonces f(0) = f(2r) =0. O

P 1. El operador A es cerrado si y sélo si el grafo G(A), provisto de la

Iz, A@)llg = (=l + 1 4(=)][*)'/? (10)
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es un espacio de Hilbert.

Demostracién. Del hecho que || - || es 1a norma en el espacio de
Hilbert donde est3 definido A se tiene que ||-||g proviene de un producto
escalar.

La completitud del espacio (G(A4),|| - |lg) es obviamente equivalente
al hecho que A es cerrado. O

Para un operador lineal cerrado A en un espacio de Hilbert, a dife-
rencia de los operadores lineales continuos, la existencia de nl}_g)lo fa(fa €
D(A)) no asegura la existencia de Lm A(fn)- De la definicién de ope-
rador lineal cerrado, solamente podemos asegurar que si dos sucesiones
( f1(,,1)) y( f1(12) ) en D(A) convergen al mismo elemento f € H, y si exis-
ten nlirgo A( f,(,l)) y nlgrolo A( f,(Lz)), entonces ambos limites coinciden, ya
que en este caso f € D(A) y

Jim A(AY) = Tim (£87) = A(f).

Sin embargo, la propiedad subrayada no caracteriza a los operadores
cerrados como nos muestra el ejemplo siguiente.

Ejemplo 2. El operador P definido en (2) no es cerrado. En efecto,
para toda
f € H[0,27)\ C§°(0,2m),

existe una sucesién (fn) en C$°(0,27) que converge a f en la norma de
H[0,27]. (Véase (153) en el Capitulo 1). La sucesién fn € D(Dyg),
lim fp, = f en Ly[0,27] y nlgrgo Py(fn) existe en Ly[0,27] y coincide

n—oo
con z% (derivada en sentido de Soboliev). Pero hemos tomado f pre-
cisamente de manera tal que f ¢ D(Fp), luego Py no es cerrado. Sin

embargo, si ( ff(bl)) v ( ff(tz)) son sucesiones de D(Fy) que cbnvergen en
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L,[0,27] a la misma funcidén f y tales que existen nlgglo Dy( f,(zl)) y
nlingo Dy( fv(zz)) en L3[0,27], entonces ambas sucesiones son de Cauchy

en H1[0,27] y, por lo tanto

,
Jm Ao = Jim Ry =i o

D 1. (operador lineal cerrable) Un operador lineal se lama
cerrable si admite alguna extensién que sea cerrado.

Si el operador lineal A es cerrable entonces eziste una extension lineal
cerrada minimal de A, la C}_l_ﬁl se denota por A y se llama clausura de
A. En efecto, basta definir A mediante

D(A) = [HD(B):B cerradoy B D A}
A(f) = B(f),¥f € D(4), (11)

donde B es cualguier extensién cerrada de A. El lector puede verificar
en calidad de ejercicio que el operador lineal A es la extensién cerrada
minimal del operador cerrable A.

P 2. Un operador lineal A es cerrable si y sélo si se cumple la condicién
siguiente: para toda sucesién (f,) en D(A) tal que nlingo fn =0y

Jim A( fn) existe, se tiene que Jim A(fn)=0.
Cuando se cumple esta condicién, D(A) se obtiene uniendo a D(A)

todos los elementos f € D(A), para los cuales es posible hallar al menos
una sucesion (f) € D(A), tal que

nlggo fa=fy n]__l_)I%ﬁ A( fr) existe .

Para tales f se pone

Af) = Jim A(fa).
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Demostracion. La condicién enunciada es obviamente necesaria.
Si ahora suponemos que se cumple dicha condicion, entonces también
se cumplird la propiedad subrayada antes del enunciado del Ejemplo
1. De aquf se concluye que tiene sentido la definicién del operador A
dada en la formulacién de la proposicién. Se deja al lector probar que
A asf definido es una extensién cerrada de A y més adn, coincide con la
clausurade 4. O

Para un operador arbitrario A, el conjunto G(A4) no es necesaria-
mente el grafo de algin operador lineal. Sin embargo se tiene la propo-
sicion siguiente:

P 3. Si el operador A es cerrable entonces G(A) = G(A).

Demostracién. En efecto, si A es cerrable su clausura viene dada
por (11), de cuya expresién se concluye sin dificultad el resultado de-
seado. O

Ejemplo 3. El operador A definido en L3[0,1] por la férmula
A(f)(=z) = f(1)=z

y con dominio

D(4) =C[0,1],
no es cerrable. En efecto, se pueden construir dos sucesiones de funciones
continuas (fn) ¥ (gn), que converjan en Ls[0,1] a un limite comin, pero
tales que fp(1) — 1y gn(1) — 0. Entonces n]i)n(:)lo A(fn) = z, mientras

que nh—fgo A(gn) = 0, lo cual muestra que ambos limites existen pero son
diferentes. O

Ejemplo 4. Tomando f,(ll) = fa con nlingo fn=0y f,(lz) = 0, en
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el Ejemplo 2, podemos concluir utilizando P 2, que el operador Py es
cerrable. Ademis, de la segunda parte de P2 se concluye que D(Fy)
coincide con la clausura de C(0,27) en H'[0,27]; luego

D(Po) = Hy[0,27) = D(F.). (12)

De (12) se concluye que
Py=P.. (13)

§ 3.3 Conjugado de un operador lineal

Para todo operador lineal continuo A definido sobre un espacio de Hil-
bert H, el funcional bilineal

Ly(z) = (A(z),)
con y € H fijo, es continuo. Por el teorema de representacion de los fun-
cionales lineales continuos sobre un espacio de Hilbert, 2.3.1), concluimos
que existe un elemento en H, al que denotaremos mediante A*(y), tal
que

(A(x)’y) = <$’A*(y))7 Vz,y € H.
No es dificil verificar que la aplicacién
A":H—H
define un operador sobre H que es también lineal y continuo y ademds

Al = 1A}

El operador A* se llama conjugado del operador lineal acotado A.
Resulta que el concepto de operador conjugado puede extenderse tam-
bién a muchos operadores no acotados.

D 1. (operador adjunto o conjugadc) Sea A un operador line-
al definido sobre un subespacio vectorial D(A) denso en el espacio de
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Hilbert H. Sea D(A*) el conjunto de los y € H, para los cuales existen
z € H, que cumplen

(A(z),y) = (z,2), Vz € D(A). (14)

Para cada y € D(A*), pongamos

A*(y) = 2. (15)
A* se llama el operador conjugado (adjunto) del operador A.

Observacion. La condicién D(A) denso en H es fundamental, para que
tenga sentido definir la aplicacién (15), En efecto, de no cumplirse esa
condicién podrian existir mas de un elemento z en H correspondiente
al mismo y € D(A*), en cuyo caso no tendria sentido la aplicacién (15).
Es obvio que todo operador lineal A con dominio denso en H admite un
operador conjugado cuyo dominio puede ser no denso. Por el Teorema
de Riesz sobre representacién de funcionales lineales continuos en un
espacio de Hilbert, D(A*) estd compuesto por aquellos y € H, tales que

Az, )| < Cllzl|, Ve € D(4)
donde la constante C no depende de z.

Un operador A con dominio denso en H, se dice que esta densamente
definido en H.

Ejemplo 1. Calculemos el conjugado del operador Py definido en (2).
Segin la Definicién 1, D(F§) consiste de las funciones f € Lg[0,2x],
para las cuales existe g € Lo[0,27], que cumple

27

2%
deo
/i;;ffdz = /c,o‘g‘dx, Ve € C5°(0,27).
0 1]
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Por la definicién de derivada en sentido de Soboliev, tenemos que

o df
y, como f,g € L2[0,27], entonces

f € H0,27].

En fin, hemos probado que
Py =P, (16)

donde P es el operador definido en (5). O

El lector puede verificar en calidad de ejercicio que también
P =P (17)

Las proposiciones siguientes nos muestran algunas propiedades de la
operacién de conjugacion.

P 1. Sean A y B operadores lineales con dominios densos en un espacio
de Hilbert H. Entonces
i) A* es lineal,
iil) AC B= B*C A*,
iii) A* es siempre cerrado, aunque A no lo sea,

iv) A cerrable = A* = (A)*.
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Demostracién. Se deduce inmediatamente de la definicién de con-
Jjugado y por ello se deja de ejercicio al lector. O

Veamos como actia la conjugacion ante las operaciones elementales
definidas con operadores.

P 2. Sean Ay B como en la proposicién y A € C. Entonces

i) (AA)* = AA* (A £ 0);
ii) (A+ B)* D A* + B™;
iii) (AB)* D B*A*;

iv) Si uno de los dos operadores es acotado entonces se cumple la
inclusién inversa en ii) y iii).

v) Si existe A~! y ademds D(A™!) = R(A) es denso en H, entonces
existe (4*)~ 1y
(A*)—l — (A—l)*.

Demostracidn. i) - iii) Ejercicio.

iv) Supongamos que A es acotado y apliquemos ii) a la suma (A4 +
B)+(—A), la cual coincide con B por el hecho que A estd definido
en todo H. Entonces obtendremos

B*> (A+ B)” — A™.

Si sumamos A* a ambos lados de esta idltima inclusién, llegamos
a la relacién

A*+B*D(A+ By - A"+ A" =(A+ B)*
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para lo cual hemos utilizado el hecho que A* también estd definido
en todo H. Ahora tomemos f € D((AB)*), entonces para cual-

quier g € D(B) se tiene
(-Bg7A*f) = (ABgv f) = (g’ (AB)*f>’

luego A*f € D(B*)y B*A*f = (AB)*f. Con esto se prueba la

afirmacién iv).
Sean f € D(A) y g € D((A™1)*). En este caso
(f,9) = (47" 4f,9) = (Af,(A7)g).
Pero esta dltima igualdad nos muestra que
(A™)7g € D(47)
AAg =g

- Por otra parte, si f € D(A™1) y h € D(A*), entonces

(f,h) = (AAT f, ) = (A7 £, A°R),
de donde se deduce que
A*h e D((A7H)
(A1 AR = h.
Las relaciones (18) y (19) muestran que

(A*)—l — (A_l)*. O

No es dificil probar (ejercicio), que si el operador A*™* =
entonces A C A™*. Este simple resultado nos muestra que una condicién
necesaria para la existencia de A™ es la cerrabilidad del operador A.
Veamos que esta condicién es también suficiente.

(18)

(19)

(A*)* existe

T 1. El operador lineal A, densamente definido en el espacio de Hilbert
H, es cerrable si y sélo si D(A*) es también denso en H. En este caso
se tiene que

A=A

(20)
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Demostracién. Por el comentario previo al enunciado del teorema
basta probar que la cerrabilidad de A es una condicién suficiente para
que D(A*) sea denso en H. Consideremos el operador unitario V' defi-
nido en H x H mediante

V(fag) = (—ga f)' (21)

Obviamente, V2 = —I, y en virtud de la unitariedad de V se tiene
que, para cualquier subespacioc F de H X H,
VIE'] = (VIED™ (22)
Si A es un operador lineal en H y (f,g) € H x H, entonces (f,g) €
(VIG(AD* siy sélo si
< (f,9),(-A¥,¥) >=0, V¥ e D(A4) (23)

donde < , > denota el producto escalar en el espacio producto A x H.
Pero (23) se cumple si y sélo si,

(f,A¥) =(g,¥), V¥ € D(A),
es decir, solamente cuando (f,g) € G(4*). En fin, hemos probado que
G(A7) = (VIG(A)™ (24)

Por ser G(A) un subespacio vectorial del espacio de Hilbert H x H,
se tiene que

G(4) = (GHeant
= (VIVIGOI) ™ = (VIGA]), (25)

donde la segunda igualdad se debe a (21) y la cuarta a (22) y (24).
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Obviamente, si D(A*) es denso en H, entonces existe A** y aplicando
(24) y (25) a A* en lugar de A, llegamos a que

GUA) = 6(4™). (26)

Pero de (26) se desprende que A es cerrable y A = A*™.

Reciprocamente, supongamos que D(A*) no es denso en H. Entonces
existe 0 # ¥ € D(A*)* y, por lo tanto (¥,0) € (G(A*))L. Pero de aquf
se tiene que (0,¥) € V[G(4A*)]*, y de (25) concluimos que G(A) no es
el grafo de ningin operador, o sea A no es cerrable. O

P 3. Para todo operador A densamente definido en un espacio de Hilbert
se cumple
R(A) = KerA*. (27)

Demostracién. La inclusién ¢ € KerA* es equivalente a que
(f,A"g) =0

para todo f € D(A). Pero g € R(A) significa, que (Af,g) = 0 para
todo f € D(A). Entonces (27) se desprende de la definicién de operador
conjugado. O

§ 3.4 Operadores autoadjuntos, simétricos y
esencialmente autoadjuntos

Para la fisica resultan de gran importancia los llamados operadores au-
toadjuntos. Ciertas magnitudes fisicas como, por ejemplo, la energia,
pueden ser representadas mediante operadores. A esos operadores se les
asocian determinados conjuntos de escalares (espectro), que correspon-
den a aquellos valores de la magnitud fisica representada por el opera-
dor, para los cuales el sistema fisico es observable en el experimento.
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Las magnitudes fisicas deben estar expresadas por valores que puedan
ser medibles en el experimento y, por lo tanto, deben estar dadas en
nuimeros reales. Resulta que precisamente son los operadores autoad-
juntos los que tienen su espectro constituido por nimeros reales.

D 1. (operador autoadjunto, extensién autoadjunta) Un opera-
dor lineal A densamente definido en un espacio de Hilbert H se llama
autoadjunto si

A=A (28)

Se dice que el operador B, densamente definido en H, es una ez-
tension autoadjunta de A, si B es autoadjuntoy A C B.

Ejemplo 1. Calculemos todas las posibles extenciones autoadjuntas del
operador Py definido en (2). Sea P una tal extensién, entonces

PPbCP=PCP
donde la segunda inclusién sale del hecho que

PhbCP=>P=P"CP;=P

Ademis, P es cerrado por ser autoadjunto y, por lo tanto

_Pc:]SOCP*.

En fin, llegamos a la cadena de inclusiones

PhCP.CPCP

Por los teoremas de inmersién de espacios de Soboliev, tenemos que
para cualquier par de funciones ¢, ¥ € D(P) se puede aplicar la férmula
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de integracién por partes:
27

(o) = [i0T@ar
0

27

= ifp(2n) D - (OFO) + [ Tt
0

= i[p(2r)¥(2r) — p(0)T(0)] + (p, PT).

Por ser P autoadjunto, debe cumplirse la relacién

o(2m)¥(27) — (0)¥(0) = 0. (29)

El lector puede verificar sin djﬁculta,§ que P no es autoadjunto (ejer-
cicio) y, por lo tanto, existe ¥g(t) € D(P) tal que ¥4(27) # 0. Poniendo
U(t) = Pg(t) en (29), obtenemos la relacién

p(27) = z¢(0) (30)
para toda ¢ € D(P), donde la constante
¥
Yo(27)

Como la condicién (30) debe cumplirse también para ¥(t) = ¥y(¢),

concluimos que
lz| = 1. (32)
Hemos probado que
D(P) C {p € H'[0,27] : (27) = 2p(0)}; 2| = 1.

Demostremos que es valida la inclusién en sentido contrario. Sean

¥ € H'[0,27], ¥(27) = 2¥(0) y @ una constante tal que
U(0) — a¥y(0) = 0.
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Pongamos ¢(t) = ¥(¢) — a¥o(t). Entonces es ficil ver que ¢(t) €
H[0,27] v que ¢(0) = ¢(27) =0, luego ¢ € D(P.) C D(P). De aqui se
sigue que ¥(t) = ¢(t) + a¥o(t) € D(P). En fin, se tiene que

D(P) = {p € H'[0,2x] : ¢(27) = z5p(0)}. (33)

No es dificil verificar que, para cada z con |z| = 1, el operador z%

con un dominio del tipo (33) es autoadjunto. Luego, toda eztension
autoadjunta de Py es del tipo P, (4). O

Observacién. No todo operador tiene necesariamente extensiones au-
toadjuntas. Por ejemplo, el operador P definido en (5) no las tiene (ejer-
cicio). El problema de la existencia y caracterizacién de las extensiones
autoconjugadas de cierta clase de operadores, llamados simétricos, serd
estudiado en el Capitulo 4.

D 2. (operadores simétricos y esencialmente autoadjuntos, do-
minio esencial) Sea A un operador lineal densamente definido en el
espacio de Hilbert H. Entonces

i) El operador A se llama simétrico si
(Az,y) = (z,Ay), Vz,y € D(A) (34)
ii) El operador A se llama esencialmente autoadjunto, si A es autoad-
junto.

iii) Si A es cerrado, se llama dominio esencial del operador A, a
cualquier subconjunto D C D(A), tal que la clausura de la res-
triccién de A a D coincide con 4

Ap = A. (35)
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Observacién. No deben confundirse las definiciones de operador simé-
trico y autoadjunto. Ambas definiciones coinciden para los operadores
lineales acotados, no siendo asi para los no acotados. En efecto, no
resulta dificil comprobar que el operador Py definido en (2) es simétrico
pero no autoadjunto, ya que como mostramos en el Ejemplo 3.3.1, Py =
P. De ambas definiciones se concluye inmediatamente que el operador
A es stmétrico si y solo st A C A™.

St el Operador A es esencialmente autoadjunto, entonces posee una
y solo una extension autoadjunta.

En efecto, supongamos que B es una extensién autoadjunta de A.
Entonces B es cerrado y, por counsiguiente, de B D A se tiene que B D
A*™ = A. Por eso B = B* C (A™)" = A™, de donde concluimos que

B=A"=A.

Puede probarse, aunque no lo veremos aqui, que se cumple también
la afirmacién inversa, o sea si A posee una unica eztension autoadjunta,
entonces €l es esencialmente autoadjunto.

Para A esencialmente autoadjunto, se tiene
A*:Z_"::A***:A**:ZCA*.

Luego, podemos concluir que A es esencialmente autoadjunta si y sélo
st

A=A (36)

La autoadjunticidad esencial representa una gran ayuda cuando se
trabaja con un operador simétrico no cerrado A. Si se logra demostrar
que A es esencialmente autoadjunto, entonces a él le corresponde de
manera inica el operador autoadjunto A = A**. Pero un operador
autoadjunto puede ser definido totalmente describiendo algiin dominio
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esencial, lo cual en general es mucho mds simple que describir todo su
dominio de definicién. Es precisamente esto lo que se hace en la Fisica
y en parte ello justifica la importancia de demostrar la autoadjuntici-
dad esencial de los operadores que aparecen en muchos problemas de la
Fisica.

Supongamos ahora que A es un operador autoadjunto y que existe
z € D(A*) = D(A), tal que A*(z) = iz (i = v/—1). Entonces A(z) = iz,
de donde

z,2) = (iz,2) = (A(2),2) = (z,A%(2))
= (2,A(2)) = —i(z,2)

y, por lo tanto, z = ©. De manera aniloga se prueba que la ecuacién
A*(z) = —iz no tiene soluciones diferentes de la trivial. La afirmacién
inversa: si A es un operador cerrado simétrico tal que las ecuaciones
A*(z) = Liz no tienen soluciones diferentes de la trivial, entonces A es
autoadjunto, es el criterio fundamental de autoadjunticidad.

T 1. (criterio fundamental de autoadjunticidad) Sea A un ope-
rador simétrico en el espacio de Hilbert H. Entonces las afirmaciones
siguientes son equivalentes:

i) A es autoadjunto,

ii) A es cerrado y Ker(A* +iz) = {0},
iii) R(A+il)= H

Demostracién. Hemos acabado de ver que i) = ii). Supongamos
ahora que ocurre ii) y demostremos iii). En efecto de P 3.3.3 se tiene
que

R(ALil)=[Ker(A*FiD)l* = H
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luego R(A = iI) es denso en H. Queda por probar que R(A =% i) es
cerrado en H. Pero para todo = € D(A4),

I(A = iD)a|l? = || Az|® + [|=||*.

Luego, si (zn) € D(A) y (A — iI)(zs) — Yo, entonces (z,) converge
a un cierto vector zg € H y A(z,) también converge. Por ser A cerrado,
zo € D(A) y (A - iI)(zg) = yo, con lo cual queda probado que R(A4 —
iI) es cerrado y con ello iii). Andlogamente se tiene R(A + ¢I) = H.
Mostremos finalmente que

iii) = i). Sea y € D(A*). Por ser R(A —iI) = H, existe z € D(A4), tal
que (A — il)(z) = (A" - I)(y)-

Pero D(A) C D(A*), luego y — z € D(A*), y por tanto se sigue que
(A* —iI)(y — =) = 0. Por otra parte,

{0} = At = R(A +iD)! = Ker(A* — i),

de donde se concluye que y = z € D(A). Esto muestra que D(4*) =
D(A), o sea A es autoadjunto. O

C 1. Sea A un operador simétrico en el espacio de Hilbert H. Entonces
son equivalentes:

i) A es esencialmente autoadjunto,

ii) Ker(A* +il) = {0}
iii) R(A* & iI) son densos en H.

Demostracién. Ejercicio. O

Una condicién suficiente para la autoadjunticidad nos la brinda la
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proposicién siguiente:

P 1. Un operador simétrico A definido en un espacio de Hilbert H, y
tal que R(A) = H, es autoadjunto.

Demostracién. Obviamente A C A*. Probemos la inclusién in-
versa. Tomemos y € D(A*) y A*(y) = g. Como R(A) = H, entonces
existe z € D(A), tal que A(z) = g. Entonces para cualquier f € D(4),

Por ser R(A) = H, se sigue que y = z, es decir, y € D(4). O

E 1. Demuestre que una variedad lineal D, con D(A4) C D C D(A*) es
el dominio de alguna extension autoadjunta para el operador simétrico
A si y solo si el conjunto de todos los elementos f € D(A*) tales que

(A*f,9) = (f,A™g) Vg €D, coincide con D.

Consideremos un operador simétrico cerrado A en un espacio de
Hilbert H. Sea z € D(A) y pongamos

(A+il)(z) = f (37)
(A—il)) = g. (38)

Repitiendo la demostracién de la implicacién ii) = iii) del Teorema
1,se ve que R(A+il)y R(A—:I) son subespacios vectoriales cerrados de
H y, por lo tanto, son subespacios de Hilbert. Ademas, los operadores

A+1il:D(A) — R(A+1])
A—il:D(A) — R(A—il) (39)

establecen correspondencias biyectivas ya que

(4 £ D)@ = AN + 1=



234 Capitulo 3.

ysi (Axil)(z) = O, entonces z = O.

Por este motivo, para cada f € R(A + il), se puede hallar un dnico
elemento z € D(A) tal que se cumple (37). Una vez hallado este elemen-
to z, definamos g € H mediante la férmula (38). De esta forma hemos
definido un operador

V:R(A+il) — R(A—1I) (40)
con V(f) = g. Obviamente

V(f) = (A= iD)(A+iD)7H(f). (41)

El operador V definido de esta forma mediante (41) se llama trans-
formada de Cayley del operador simétrico cerrado A.

Es facil ver que V es un operador isométrico. En efecto, V es lineal
y ademads

1A% = IA@I + 121 = llgll?.

Utilizando V se puede expresar el operador A por la férmula

A(z) = i(I + V)T - V) Ya). (42)

En fin, a todo operador isométrico A se le puede asociar un ope-
rador isométrico V, tal que se cumple (42). Reciprocamente se cumple
el teorema siguiente:

T 2. Sean F y G subespacios vectoriales cerrados del espacio de Hilbert
H,yV : F — G un operador isométrico. Si R(V — I) es denso en H,
entonces el operador definido por la férmula (42) es simétrico y V' es su
transformada de Cayley.

Demostracién. Por ser R(V — I) denso en H, existe el operador
inverso (V —I)~!. En efecto, si V — I no fuera inversible, existiria f € F,
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tal que V(f) = f. Pero entonces, para cualquier g € F, se tendria

(V(g)_g7f) = (V(g)vf)-(.q’f)
= {&V()) - (9 f)=0

es decir g L R(V —I).
Por existir el operador (V — I)~!, tiene sentido definir
A=iI+V)(I-V)1

cuyo dominio de definicién es denso en H. Demostremos que este ope-
rador es simétrico.

Sean f,g € D(A) = R(V — I) y escribamos —f = V(z) -z, y
—g=V(y)—y,con z,y € D(V) = F. Entonces,
AN =T +V)(E) = izt iV(2),
Alg)=iI+V)(y) = wy+iV(y).

Por lo tanto

(A(S),9) = {(V(z),9) = (=, V()] = (£, Al9))
lo cual prueba que A es simétrico.

La demostracién de la relacién (41) no presenta ninguna dificultad,
luego el operador V es la transformada de Cayley de A. O

T 3. Un operador simétrico y cerrado, definido en un espacio de Hilbert,
es autoadjunto si y sélo si su transformada de Cayley es un operador
unitario.

Deméstracion. Sean A un operador cerrado y simétrico definido
en el espacio de Hilbert H, y V su transformada de Cayley. Por ser V
isométrico, la unitariedad de V es equivalente a que

R(A+il) = R(A—il). (43)
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Si suponemos que A es autoadjunto, entonces (43) es una consecuen-
cia de T 1iii). Inversamente, supongamos que V' es isométrico. Sabemos
que R(A % iI') son subespacios vectoriales cerrados en H. Pero de (27)
y (43) se tiene que

Ker(A®+14) = R(A~il)* = R(A+il)* = Ker(A* —iI)  (44)

y como

Ker(A* +iI)N Ker(A™ —il) = {0}
entonces de (44) obtenemos R(A+iI)L = {©} y, por lo tanto R(A+il) =
H, de donde se concluye (T1) que A es autoadjunto. O

Para todo operador simétrico A (en particular autoadjunto), se tiene
que

{{A(z),z) : z € D(A)} CR. (45)

Debido a (45), podemos comparar dos operadores simétricos ponien-
do:

A< B <= D(A) C D(B),(A(z),2) < (B(z),z), VzeD(A). (46)

Diremos que A > Bsi —A < —-B.

No es dificil probar que < es una relacion de orden en el conjunto
de todos los operadores simétricos definidos en un espacio de Hilbert H.
Para demostrar esto es suficiente ver que

(A(z),z) =0 VzeD(4)=>A=0.

Pero esto dltimo se cumple puesto que
0 = (A(z + ty),z + iy) = «{A(y),z) — i{A(z),y) ~
para todos z,y € D(A). De aqui se tiene

Im (A(z),y) =0, Vz,y € D(4).
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Sustituyendo en la dltima expresién iy en lugar de y, llegamos a que
(A(z),y) =0 Vz,y € D(A)

de donde A(z) = 0,Vz € D(A).

D 3. Se dice que el operador simétrico A estd acotado inferiormente si
existe una constante m € R tal que A > mI; es decir

m(z,z) < (Az,z), Vz € D(A). -(47)

La constante m es una cota inferior para el operador A. El operador A
esta acotado superiormente si —A estd acotado inferiormente.

El operador A se llama positivo (estrictamente positivo) si A > 0
(si A > 0) y se llama negativo (estrictamente negativo) si —A > 0 (si
—A>0).

Observacidén 1. Si A estd acotado superiormente, entonces existe una
constante M (cota superior), tal que

(A(z),z) < M(z,z), Vz € D(A). (48)

Observacion 2. Para todo operador A simétrico y positivo, la apli-
cacién h(z,y) = (A(z),y) define un producto escalar en D(A) que
aunque no cumpla que h(z,z) = 0 = = = O, si satisface la desigualdad
de Cauchy-Buniakovsky y, por lo tanto, se tiene que

(A(2),9)] < /(A),2)1/(A(),0), Yo,y €D(A).  (49)

T 4. Si A es un operador lineal cerrado y densamente definido en el
espacio de Hilbert H, entonces la composicién A*A, es un operador
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autoadjunto positivo.

Demostracién. Ante todo notemos, que para cualesquiera z,y €
D(A*A), se tiene

(A7A(z),y) = (A(z), A(y)) = (z, A"A(y))

y, en particular
(A"A(z),z) = (A(z), A(2)) 2 0

lo cual prueba la positividad de A*A.

Para ver que A*A es simétrico, probemos que D(A*A4) es denso en
H. Por ser A cerrado, de (25) tendremos

Hx H=G(4A)® G(A)* = G(4)® V[G(4Y)],

donde V es el operador unitario defirido en (21). Luego, para todo
h € H, el elemento (h,0) de H x H, se representa de manera dnica

(h,@) = ((L‘,A(III))-{—V(—:I/,A*(—y))
= (z,4(2)) + (A%(y),—v)-

Por lo tanto

ho= o4 A%(y)
0 = A(z)_:%

de donde
h= I+ A"A)(z).

Luego hemos probado que, para cualquier h € H, la ecunacién
(I+ A*A)(f)=h, (50)
tiene solucién tnica y, por lo tanto

R(I+ A*A) = H. (51)
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Veamos que de este hecho se concluye que D(A*A) es denso en H.
En efecto, supongamos que existe un vector h # © en H, tal que h €
D(A*A)*. Pero h se puede representar en la forma (50). Luego, para
todo g € D(A*A)

0= (h,g) = (I + A"A)(f),9) = (f,(I + A*A)(g))

y, tomando g = f, obtendremos

0 ={f, ) +(f, A"A(N)) = (f, ) + (A(f), A(F))

de donde concluimos, que f = O, es decir o = O, lo cual es una
contradiccién. Entonces, por P1, tendremos que I + A*A es autoad-
junto, de donde se deduce la autoadjunticidad de A*A ya que A*A =
(I+A4*A)—-1. O

T 5. Toda sucesion monétona (con respecto al orden <), acotada supe-
rior e inferiormente, de operadores simétricos y acotados, definidos en un
espacio de Hilbert, converge puntualmente a alglin operador simétrico y
acotado.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad se puede suponer que

0<A;1 <Ay <L---< 1.

Sean m < n, entonces Amp = An — Am > 0. Por (49) tendremos
que, para todo z € H,

”Amn(@”)”4 (Amn(z),Amn(z)>2

< (Amn(z)aw)<A?nn(m),Amn(:v))~

Del hecho que, 0 < Amn < I, se tiene que ||| Amnll] < 1y

[[An(2) ~ Am(2)[I* < [(An(2), 2) = (Am(2), 2)]l|z]>
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La sucesién numérica (Anp(z),z) es creciente y acotada superior-
mente, luego converge. Pero entonces la sucesién (Agp(z)) es de Cauchy
¥, por lo tanto, convergente en H. Obviamente el operador A, definido
mediante la igualdad A(z) = nlego Ap(z) es lineal y simétrico. La con-
tinuidad de A se desprende entonces del Corolario 2.5.1. O

Es facil ver que el cuadrado de todo operador simétrico es también
un operador simétrico y ademds positivo, ya que

(4%(2),2) = (A(2), A(z)) > 0.

Mds adelante veremos un cierto reciproco de este resultado: fodo
operador autoadjunto y positivo admite una raiz cuadrada. Por ahora
demostraremos este enunciado para operadores acotados.

T 6. (raiz cuadrada de operadores simétricos acotados) A cada
operador simétrico, acotado y positivo A, definido en un espacio de
Hilbert, le corresponde un tnico operador simétrico, acotado y positivo,
llamado raiz cuadrada del operador A, que se denota mediante A1/2 y
que cumple

(412 = A (52)

El operador A2 es el limite puntual de una sucesién de polinomios
en A con coeficientes reales y por ello A1/2 conmuta con todo operador
que conmute con A.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad supondremos que 0 <
A< I Pongamos A=I-B(0< B<I)yX=AY2=]-Y. Entonces
la solucién de la ecuacién X? = (Al/ )2 = A se obtiene resolviendo la
ecuacién equivalente

Y =1/2(B+Y?). (53)

Resolvamos esta dltima ecuaciéon por el método de las aproxima-
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ciones sucesivas:

Yo =0,Y; = 1/2B,---,Yps1 = 1/2(B+Y2), n>0.

Mostremos que la sucesién (Y5) converge y su limite serd la solucién
de la ecuacién (53). Veamos ante todo, que Y, y Y — Y51 son poli-
nomios con respecto a B con coeficientes reales no negativos. En efecto,
esta afirmacién es cierta para n = 1. Supongamos que también es cierta
para n = m y demostremos su validez para n = m+ 1. Para el operador
Ym+1 la afirmacién es obvia, pues se deduce de su expresién en funcién
de Y.

Para Y, 41 — Yo, se tiene

Ym41—Ym = 1/2(B+Y2)—-1/2(B+Y2_;)
= 1/2Y2 -Y2 1) =1/2(Ym + Yi-1)(¥Ym — Y1)

Aqui hemos utilizado la conmutatividad de Yo, ¥ Yy,—1, Y& que ambos
son polinomios de B. En la parte derecha de la igualdad tenemos el
producto de dos polinomios de B con coeficientes reales no negativos.
Por la hipétesis de induccién tenemos el resultado para todo n. ’

Por otra parte, si B > 0, entonces B™ > 0,n = 2,3,..., ya que para
n = 2k, (sz(:c),:v) = ]]Bk(:z:)“z, y para n = 2k + 1,(B2k+1(x),z) =
(BBF(z), B¥(z)).

-Luego Y, > 0y Y, —Y,_;1 > 0. Probemos finalmente que |||Y5]|| < 1
para todo n. Para n = 0 esto es cierto, y para los restanteés valores de
n, el resultado se demuestra por induccién con ayuda de la igualdad

Ypi1 =1/2(B+Y2), n>0.

Si aplicamos el Teorema 5 a la sucesién (Yy), tendremos que (Yy)
converge puntualmente a un operador simétrico, acotado y positivo, que
satisface la ecuacién

Y =1/2(B+Y?).
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Ademids
X=I-Y, X2 = A.

Demostremos la unicidad de la raiz cuadrada. Supongamos que X3
es otro operador simétrico, acotado y positivo, tal que X% = A. Como
X1A = X1(X;)? = (X1)?X; = AX,, entonces X; conmuta con A y,
por lo tanto, también conmuta con X por ser el limite puntual de una
sucesién de polinomios del operador A. Sean Z y Zj, raices cuadradas
de X y X;, construidas de la misma forma que fué construida la raiz
cuadrada X de A. Pongamos g = (X — X3)(f), para cualquier f € H.
Entonces

(Z%(g),9) +(Z(9), 9)
(X(9),9) + (X1(9).9)

= (X + X)X - X1)(f),9)
= ((X*- X)), 9)

= {(A-4)f)9 =0

de donde tenemos, Z(g) = Zi(g) = 0 y, por consiguiente, X(g) =
ZZ(g) = 0,X1(g9) = Z1Z1(g) = 0. De aqui, concluimos que

(X = XN = (X = X1)*(£), £) = {(X = X1)(g), ) = 0
es decir, (X — X3)(f)=0,Vf€ H,luego X = X3. O

IZ@I? + 1 Z1(I?

§ 3.5 Resolvente y espectro

En la introduccién al § 3.4. hemos ya hablado de la importancia para
la Fisica del estudio del espectro de operadores lineales. Si A es un
operador lineal en C®, entonces se llama espectro de A al conjunto de
sus valores propios, es decir, aquellos nimeros complejos A, para los
cuales la ecuaciéon Az — Az = 0 tiene solucién no trivial z € C”, es decir
el operador A — A no es inyectivo.
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Pero se sabe que para una matriz A = (a;;); ;~;, la inversibilidad de
A — Al es equivalente a su inyectividad, lo cual a su vez es equivalente
a que el determinante det (A — AI) sea diferente de cero. Notemos que
esto, que hemos expresado en unas pocas palabras, es gran parte de los
contenidos de cualquier curso de Algebra Lineal. Es precisamente, este
resultado el que nos permite afirmar que para una matriz A se cumple:

o(A)={r e C:det (A-AI)=0}.

Pero det (A— AI) = 0 es una ecuacién polinomial de orden =, y de ahi la
“sencillez” de la estructura del espectro de los operadores en dimensién
finita.

Recordemos que a la nocién de espectro de una matriz estdn vincu-
lados resultados fundamentales del Algebra Lineal:

1° El teorema sobre la posibilidad de diagonalizar cualquier ma-
triz simétrica, es decir cualquier matriz cuyos coeficientes satisfagan la
relacién a;; = aj;4,5 = 1,...,n,

Este teorema nos dice que para tales matrices puede encontrarse
una base de de C” en la que ia matriz A se puede expresar en la forma
diagonal:

A 0
Ag = .l ’
0 An

donde (A;)7 son las raices de la ecuacién det (4 — AI) = 0. Dicho de
otra forma se puede encontrar una matriz inversible B, también llamada
mairiz de cambio de base tal que se tiene la relacién:

A= BAyB™L.

2° Fl teorema de descomposicion de Jorddn sobre la posibilidad de
encontrar una base en la cual la matriz A (no necesariamente simétrica)
adquiera una expresién triangular donde debajo de la diagonal sélo
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aparecen ceros, mientras que encima pueden aparecer ceros y unos, y en
la diagonal aparecen de nuevo las raices de la ecuacién det (A— AI) = 0.

Recomendamos al lector revisar la teoria de operadores en espacios
de dimensién finita en el libro de I. M. Guelfand; Lecciones de 4lgebra
lineal [8].

Precisamente la generalizacién de estos resultados a operadores en
espacios de dimensién infinita va a ser objeto de estudio de los capitulos
siguientes. Podremos cerciorarnos de la incidencia tan grande que tienen
estas generalizaciones en los problemas de dindmica y estabilidad de
sistemas mecanicos.

La teoria espectral de operadores en espacios normados de dimensién
infinita es mucho mds compleja e interesante, y a su vez de gran utili-
dad para el estudio de las propiedades fundamentales de los propios
operadores.

En este epigrafe desarrollaremos la teoria espectral para operadores
en espacios de Hilbert, aunque muchos de los resultados que obtendremos
seran validos en espacios de Banach cualesquiera.

D. 1. (resolvente y espectro) Sea A un operador lineal con dominio
denso en el espacio de Hilbert H. Diremos que el ndmero complejo A
pertenece al conjunto resolvente p(A) del operador A, si A — Al es una
biyeccién de D(A) sobre H = R(A), con inverso (A — AI)™1 = R,(A)
acotado. El operador R)(A) se llama resolvente de A en el punto A €
p(A). Llamaremos espectro de A al complemento de p(A) en C

o(4) = €\ p(A). (54)

Observacién. Si el operador A es cerrado, entonces

p(A) ={A € C|A—- A :D(A) — H es una biyeccién }
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ya que, si A — Al es una biyeccién, (4 — AI)™! es un operador cerrado
definido en todo H y por el teorema del grafo cerrado es acotado.

Veremos mas adelante que desde el punto de vista conjuatista la
estructura del espectro de un operador no acotado puede ser muy com-
pleja. Desgraciadamente esto no es todo el problema, pues para las
aplicaciones de la teoria espectral a distintas ramas de la Fisica y de la
propia Matemdtica se hace necesario distinguir, clasificar y hasta carac-
terizar ciertos subconjuntos del espectro cuya estructura puede ser atn
mas compleja.

Comenzaremos dando la siguiente clasificacion para el espectro de
un operador cerrado arbitrario.

D 2. (clasificacién del espectro) El nimero complejo A pertenece al
espectro puntual de A (A € op(A)) si A— Al no es inyectivo. Los elemen-
tos de op(A) se llaman valores propios de A. Si A € 0,(A), al subespacio
Ny(A) = Ker (A — M) se le llama subespacio propio correspondiente al
valor propio A y la dimensién algebraica del subespacio propio es la
multiplicidad de A. Los elementos de Ny(A) se llaman vectores propios
correspondientes al valor propio A.

Si el operador A — Al tiene un inverso no acotado con dominio denso
en H, diremos que A pertenece al espectro continuo de A (A € o.(A)).

Llamaremos espectro residual de A al conjunto de los nimeros com-
plejos A para los cuales el operador A— Al tiene un inverso cuyo dominio
no es denso en H y lo denotaremos mediante o7(4).

Al conjunto de los puntos aislados en el espectro se conviene en
Damar espectro directo y se denota mediante oj(A).

Observacién. Nétese que las diferentes partes del espectro introducidas
en la definicidn anterior constituyen una particién del espectro de A:

o(A) = op(A) U oc(A) U or(A4)
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donde la interseccién entre dos cualesquiera de las componentes es vacia.
[}

Una nocién importante para nuestro objetivo y vinculada a la de
vector propio es la de vector radical. Si A es un valor propio de Ay ¢
un vector propio correspondiente a A, entonces toda solucién e; de la
ecuacién

Aey — dey = ¢y, €1 € D(A), etc.

es un vector radical asociado al vector propio eg. A partir de cada vector
radical e; se pueden construir otros vectores radicales resolviendo la
ecuacion

Aey — deg = €1, ey € D(A).

De esta forma se construyen cadenas de vectores radicales, partiendo
de los vectores propios. Estas cadenas pueden ser infinitas. El espacio
vectorial generado por todos los vectores propios y radicales correspon-
dientes a un valor propio A se llama subespacio radical y se denota me-
diante Ly(A). A la dimensién algebraica de Ly(A) se le llama rango del
valor propio A.

E 2. Demuestre que: Ly(4) = oLj Ker(A — A,
k=1

Recuerde que el punto clave en la demostracién del teorema de des-
composicién de Jordin para endomorfismos A en espacios de dimensién
finita, es precisamente la demostracién de que la sucesion de los nicleos
Ker(A - N1 )k,k = 1,...,00, se mantiene estacionaria a partir de un
cierto k; para cada A; solucién de la ecuacién det(A — AJ) = 0. Si se
denota mediante

L; = Ker(A - /\iI)ki

resulta que se puede probar que

m
H= EBL,- (se supone que dim H = n),

=1
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donde m < n es el niamero de raices diferentes de la ecuacién det (A —
Al)=0.

Escogiendo en cada IL; una base de vectores propios y radicales con-
veniente se puede dar una expresion matricial del endomorfismo A que
adquiere la forma sefialada en el punto 2°. Después de esta disgresion
“finito dimensional” pasaremos a ver algunos ejemplos.

Ejemplo 1. Consideremos el operador P, definido en (4) para z=1y
calculemos su espectro. La igualdad

Pro=Ap
significa que

i@'(t) = Ap(t), con ¢(27) = p(0)y € H'[0,2n].
De aqui se tiene que
A=X =k () =gp(t)= e (2k=0,1,2,...).

No resulta dificil verificar que para A # A, la ecuacién (P —AI)f =
g, g € L3[0,27], o equivalentemente,

if'(t) = Af(t) = g(t), con g € Ly[0,2x], f(27) = f(0), f € H?[0,2n]

tiene solucién tnica para cualquier g € L2[0,27]. Luego, todo A # Ag
pertenece al conjunto p(P;) vy, por lo tanto,

o(P)=04(P)={M\:2k=0,1,...}. O

Ejemplo 2. Definamos ahora un operador andlogo a P; en los intervalos
[0,00[ y ] — 00, 0[ y analicemos su espectro. Notemos primeramente que
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para toda funcién ¢ € H![0,00] se tiene que el producto ¢(t)¢/(t) es
integrable en el intervalo [0, 0. Integrando por partes, tendremos

1 t
[ os3e@ds = 1) - 1O - [ &()ele)ds
0 0

lo cual nos muestra que |¢(t)| tiene un limite cuando ¢ — co. Pero como
@(t) € Ls[0, 0], entonces

tlim e(t) = 0.

Asi vemos, que en infinito, se satisface automdticamente una con-
dicién de contorno, como condicién de contorno en el otro extremo del
intervalo [0, o0], tomaremos de manera natural

©(0) = 0. (55)

De esta forma hemos definido un operador P, anilogo al definido en
(3), mediante

Pe(p) = (1), (56)
D(P) = {pe€ H'[0,00];(0) = 0}. (57)

No es dificil verificar (ejercicio) que P, es un operador cerrado y més
atin, P; es la clausura del operador Py definido por (56), con dominio
de definicion

D(Py) = C5°(0, 0). (58)

El operador P, es ademas simétrico, ya que la relacién

(Pc(p, ‘I,)

il

i [ 0¥t = [T ®
0 0

= (¢, P:¥)
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se cumple para todo par ¢, ¥ € D(F,).

Al igual que en el caso del intervalo finito [0,27], no es dificil de-
mostrar que D(P?) = HY0,00] y que P*¥ = {¥ (ejercicio). Luego
Pe no es autoadjunto, ya que P, # P;. Pero resulta, que en el caso
del intervalo [0,00[, el operador P, no tiene extensiones autoadjuntas.
En efecto, si existiera una tal extensién autoadjunta P de P, entonces
D(P) deberia contener alguna funcién ¢o(t) diferente de cero en ¢ = 0.
En este caso tendriamos

o0

(Pog,0) = i / O (t)po(t)dt
8

ila(O) + [ euih@dt # (o, Pioo)
0

lo cual no es posible.

Calculemos ahora el espectro del operador P,. Notemos primera-
mente que P, no tiene valores propios, ya que para cualquier A € C, las
dnicas soluciones de la ecuacién :

i0'(t) — Ap(t) = 0

son de la forma )
@x(t) = const e

que, aunque pertenecen a L3[0,00] para Im A < 0, no satisfacen la
condicién de conterno (55), salvo en el caso const = 0.

Por otra parte, para cualquier funcién ¢(t), localmente integrable en
[0, [, la ecuacién

i0'(t) — Ap(t) = g(t) (59)

tiene la dnica solucién

o(z) = —ie~™® /g(t)eutdt, (60)
0
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que satisface la condicién de contorno (55) y es ademds absolutamente
continua.

Notemos que de (59) se deduce, que para cada g € L3[0,00], basta
demostrar la pertenencia de la solucién ¢ dada por (60) a L3[0,00] para
concluir que ¢ € H[0, 00].

De lo anterior concluimos que (P; — AI) es un operador inyectivo
para cualquier A € C y, por lo tanto tiene un inverso

(Pe— M) : R(P: — A\I) — D(P;) = D(P. - ).

Es obvio que R(P, — AI) # L3[0,00] para cualquier A € C, luego

o(P.) = C.

Ademds

[R(P. — AD)* = Ker(P; — M) = {;9{}@? si j‘—Zi f g.

Luego o(P;) = o¢(P.) U or(F;), donde

o(P:) = {AeC:ImA<0}
or(P;) = {Ae€C:Imi>0}.

Analicemos ahora un operador analogo a P en larecta real (—oo, o).
Notemos primeramente que para toda funcién ¢ € H! (R), se cumple
automdticamente

tllinoo go(t) =0

Por este motivo podemos definir el operador P, en R, mediante

Pe(o) = i¢'(?) (61)
D(P,) = H'R]. (62)
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Obviamente, el operador P, asi definido es autoadjunto. Este ope-
rador no tiene valores propios, ya que la ecuacién

/(1) = Ap(t)

no posee soluciones no triviales en Ly(R). El lector puede verificar sin
dificultad que
O'(Pc) = ac(Pc) = R. O (63)

Ejemplo 3. A continuacién introduciremos el llamado operador de mul-
tiplicacién por la variable independiente, al cual denotaremos mediante
@. Si [a,b] es un intervalo finito, entonces el operador ) se define sobre
todo ¢ € La[a,b], mediante la igualdad

Q(p) = t(t). (64)

En este caso ¢ es un operador lineal acotado y autoadjunto en
Lo[a,b] cuya norma es igual a max {|al,|b|}. En el caso de un intervalo
(a,b) infinito consideraremos el operador ¢ actuando segin la férmula
(64), y con dominio D(Q) constituido por las funciones ¢ € Lj[a,b],
tales que tp(t) € Lo[a,b).

Obviamente D(Q) es denso en Lz[a,b] y Q es simétrico. El lector
puede verificar en calidad de ejercicio que el operador () es autoadjunto.
El operador ¢ no posee valores propios, ya que la ecuacién

Q(p) = e

significa que
b
[r=APlgea =0
a

de donde se concluye que ¢(t) = 0 en Lofa,b].

Todos los puntos del intervalo [a,b] pertenecen al espectro continuo
del operador @, ya que R(Q — Al),a < A < b, estd constituido por las
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funciones ¢(t) € Lafa,b], tales que

;(P—_(‘t)x € Ls[a.b).

Obviamente R(Q — AI) es denso en Lg[a,b], pero no coincide con
Ls[a,b] puesto que no contiene a las funciones que son constantes en un
entorno det = A. O

Ejemplo 4. Observemos que en lugar del operador @ en el espacio
L[a.b], podriamos haber introducido el operador @, de multiplicacién
por la variable independiente en el espacio L3 y[a,b] de las funciones de
cuadrado integrable en el sentido de Lebesgue—Stieltjes con respecto a la
funcién v de variacién acotada en [a.b] (para la definicién de la integral
de Lebesgue-Stieltjes véase el libro de A.N. Kolmogorof y S.V. Fomin:
Fundamentos de la teoria de funciones y el andlisis funcional [2]).

E.3 Demostrar los resultados siguientes:

1.- @ es autoadjunto,

2.- Los valores reales del conjunto resolvente p(Q+) coinciden con los
puntos de [a,b], en un entorno de los cuales la funcién v es cons-
tante

3.- Los valores propios del operador ¢ son precisamente los puntos
de discontinuidad de la funcién ~.

4.- El espectro continuo del operador ¢} coincide con el conjunto de
puntos no aislados en los cuales la funcién ¥ es continua pero no
localmente constante. O

En el Capitulo 6 veremos que los operadores del tipo Q- juegan un
papel fundamental en la teoria de operadores autoadjuntos.
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Deciamos anteriormente que la estructura del espectro:de un opera-
dor arbitrario ya no resulta tan simple al encontrarnos en espacios de
dimensién infinita. Para cerciorarnos de ello, proponemos al lector el
siguiente ejercicio:

E 4. Sea f(z) una funcién compleja medible definida en un intervalo
[a,b] con la propiedad de que el conjunto

Df = {‘ID € L?[aa b] 1 fo € LZ[a’b]}‘

es denso en Lgla,b]. Demostrar que el operador Ty de multiplicacién
por la funcién f en Lsfa,b] : Typ = fo, con dominio D(Ty) = Dy, tiene
como espectro

o(Ty) = {f(z) : = € [a,B]}

donde la barra horizontal denota clausura en C del conjunto. O

Pasemos ahora a estudiar algunas propiedades de la resolvente y el
espectro de operadores cerrados.

P 1. Para que el operador lineal continuo 7' conmute con A es necesario
que .
R \T =TR, (65)

para todo A € p(A), y es suficiente que (65) ocurra para algin p € p(A).
Demostracién. Supongamos que los operadores A y T conmutan,

es decir que
TA(z) = AT (=)

para cualquier z € D(A).

Si A € p(A),z = R)(y), entonces = recorre todo D(A) cuando y
recorre H. Pero de la conmutatividad de A y T se tiene

(A - ADT(z) = T(A - M)(z), V€ D(A)
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es decir,
Ry(A—- AT (z) = R\T(A — AI)(z),

de donde
TRy(y) = R\T(y)-

La demostracidn de la segunda parte del teorema es sencilla y se deja
de ejercicio al lector. O

Existe una relacién muy simple entre la resolvente de un operador
cerrado densamente definido y la de su adjunto. Notemos, que si T es
un operador cerrado inversible con R(T) = H, entonces, por el teorema
del grafo cerrado, T~1 es acotado. Luego, por P 3.3.2 v), en este caso
existe (T*)~! el cual es un operador acotado y

(T =T (66)
Reciprocamente, si (‘T*)‘1 existe y es acotado, entonces también
existe el operador acotado T~ y se cumple (66). O

De este razonamiento se concluye inmediatamente el resultado si-
guiente:

P 2. (resolvente del adjunto) Sea A un operador cerrado en H. En-
tonces los conjuntos p(A*) y 0(A*) se obtienen de p(A) y o(A4) mediante
reflexién con respecto al eje real, y

R)\(A) = Rx(A)", Xep(A) (67)
Demostraciéon. Ejercicio. O

T 1. (analiticidad de la resolvente) Sea A un operador cerrado en
H. Entonces p(A) es un conjunto abierto del plano complejo y R)(A4)
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es analitica en A € p(4).

Demostraciéon. Sea A € p(A). Entonces para todo y € C con
[ =A< 1/ R (68)
se tiene que
Ry(4) = (A-pD)' =[(A-AD)-(u-N]!
= Ra(I-(p—-NR\)!
i(/‘ — A)"R™IA (69)

n=0

La existencia de R, para todo p que satisface (68) nos muestra que
p(A) es un conjunto abierto. La expresién (69) para Ry(A) muestra la
analiticidad de R, en p(4). O

Observacion. Del teorema anterior se concluye que el espectro de
cualquier operador cerrado es un subconjunto cerrado de C. Sin embargo
o(A) puede ser vacio (trate de encontrar un ejemplo en que o(4) = ¢).

T 2. (espectro de operadores acotados) El espectro de cualquier
operador acotado A es un subconjunto compacto no vacio de C, con-
tenido en el circulo de radio

spr A= Tim |[|4"]||'/" (70)
donde spr A = sup |A| es el llamado radio espectral de A. Ademis

A€a(A)
R)(A) es holomorfa en infinito y Roo(A) = 0.

Demostracién. Por el criterio de Cauchy para convergencia de
series en espacios de Banach, se tiene que si

. n(l/n
Al > lim {||A™]]
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entonces existe Ry(A) y tiene un desarrollo en un entorno de A = oo, de
la forma

RA(A) "—(I_ By Z An+1

luego Roo(A) = 0. Pero entonces no puede ocurrir, que ¢(4) = ¢, ya
que en este caso R)(A) seria una funcién entera que se anula en infinito
y por el Teorema de Liouville, tendriamos que

Ry(A)=0, VA e c
lo cual es imposible. La demostracién de la desigualdad

sup > lim [[|A™]|M/"

Aea(A) n—00

se deja de ejercicio al lector. O

Hemos visto que todo operador A determina una particién del plano
complejo en los conjuntos p(A) y o(A). Para algunos propésitos es ttil
considerar el papel del punto infinito en esta particién.

T 3. Sea A un operador cerrado en H y supongamos que p(A) contiene
al exterior de un circulo. Entonces hay dos posibilidades:
i) A es acotado; R)(A) es holomorfa en infinito y Ro(4) = 0.

ii) Ry(A) tiene una singularidad esencial en A = co.

Demostracién. El Teorema 2 nos muestra que en el caso en que 4
es acotado se cumple i). Supongamos que A = oo no es una singularidad
esencial de A y veremos que estamos en el caso i). En efecto, como
R)(A) no es idénticamente nulo, tendremos el desarrollo

Ry(A) = )\kA() + Ak—lAl +...,
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donde Ag,Ajp,... son operadores acotados y Ag # 0,|A] es suficiente-
mente grande y k£ es un entero. Entonces

ARy (A) = (A= AT+ AD)R)(A) = T+AR\(A) = T+AF 4o 4054+ ..

Probemos primeramente que £ < —1. Si fuera £ > 0, entonces
tendriamos que

A 1R (A) =0, ANTFIRy(A) - 4

cuando |A| — o0, lo cual implica que Ag = 0 por ser A cerrado. Esto
contradice la suposicién Ay # 0. Pero entonces k < —1 y por lo tanto

Ry(4) =0,  ARy(A)—I+(]im A1y 40

cuando A — oo. De aquif concluimos que I+ (limy_,, A¥+1)A4g = 0, por
ser A cerrado, lo cual es posible solamente si k = -1y Ag = —I. Luego
ARy (A)z) — —z (A — 0),y A[AR)(A)(z)] — Aj(z) paratodo z € H.
De nuevo, el ser A cerrado implica que z € D(A4) y A(z) = —4;(x).
En fin, hemos probado que A = —A; y, por lo tanto, A es un operador
acotado. O

Observacion. Como consecuencia del teorema anterior es natural in-
cluir el punto A = oo en el conjunto resolvente p(A) si A es acotadoy en
el espectro o(A) si no lo es. De esta manera llegamos a una nocidn am-
pliada de resolvente y espectro, a la cual nos referiremos implicitamente
en todo lo que sigue. De paso hemos demostrado que el espectro de un
operador cerrado es un conjunto compacto de C si y sélo si el operador
es acotado.

T 4. Sea A un operador cerrado e inversible en H. Entonces o(A4)
y o(A~1) se aplican uno en el otro mediante la aplicacién A — A~1
definida sobre el plano complejo ampliado.

Demostracién. Sea A € p(4),A # 0. Entonces existe Ry(A4). Con-
sideremos el operador acotado B(A) = AR)(A) = I+AR)(A). Paratodo
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z € H, tenemos B(A)(z) = AR)(A)(z) y A71B(\)(z) = Ry(A)(z) =
A"Y(B(X) — I)(z). De aqui se tiene

- AAP = AIDBO)(2) = . (71)

Esto prueba que la imagen de A~1 — A~1T coincide con H. Pero
este operador también es inversible, ya que (A~ — A~1I)(y) = 0 implica
y=AA"ly, o sea A(y) = Ay, de donde y = 0.

De (71) se concluye que (A~ — A™1I)~! = —AB(}) es un operador
acotado y que A~1 € p(4~1). Si A = 0 € p(A), entonces A~! es acotado
y 071 = 0o € o(47!) por definicién. Si A = co € p(A), entonces A
es acotado y, por lo tanto 0 = oo™ ! € p(A~1). Luego p(A) se aplica
mediante A — A~1 en p(A‘l). Lo mismo puede ser probado de manera
anéloga para los conjuntos complementarios o(A) y o(A™1). O

Para operadores en espacios de Hilbert la nocién de rango numérico
es importante en diversas aplicaciones.

D 3. (rango numérico de un operador) Sea A un operador lineal
en H. El rango numérico de A es el conjunto de todos los ndmeros
complejos

r(4) = {(A(z),z) : ¢ € D(A), ||=]| = 1} (72)

En general, 7(4) no es ni abierto ni cerrado, aunque A sea un ope-
rador cerrado. El teorema siguiente es importante pero omitiremos su
demostracion.

T 5. (de Hausdorff) Para cualquier operador lineal A en un espacio
de Hilbert, el conjunto r(A) es convexo. O

Del teorema anterior se concluye que la clausura de r(A) es un sub-
conjunto cerrado convexo de C y, por lo tanto, su complemento C\ r(4)
es un abierto conexo, salvo en el caso especial en que 7( A) sea una banda
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limitada por dos rectas paralelas, incluyendo el caso limite cuando am-
bas rectas coinciden. En este caso excepcional C\r(A) estard compuesto
por dos semiplanos 51 y S3.

T 6. Sea A un operador cerrado en H. Para cualquier A € C\ 7(4), el
conjunto R(A— AI) es cerrado en H,Ker (A—Al)= {0} y dim [R(A -
AD]* es constante en todo € \ 7{A), salvo en la situacién excepcional
sefalada més arriba, en cuyo caso dim [R(A— AI)]* es contante en cada
uno de los semiplanos 57 y S2. Ademds, si dim[R(4 — AI)}* = 0 para
algin A € C\r(A)(A € S1 0 A€ 52), entonces C\7(4)(S1 6 S2)es un
subconjunto de p(4) y

IBA(AN] < 1/dist (A, r(A)). (73)

Demostracidon. Véase el teorema sobre invarianza del indice de
defectoen el § 3.7y T 3.6.1. O

Observacién. Del Teorema 6 concluimos que si para un operador ce-
rrado existe

X € [E\T(A)] N p(4) (14)

entonces la componente conexa de C \ r(A) que contiene a A estd con-
tenida en p(A) y, por lo tanto, si C \ »(4) es conexo, tendremos que

o(4) C 7(A). (75)

Evidentemente, (74) ocurre para cualquier operador acotado en cuyo
caso ademds, C \ 7(A) es conexo. Luego, para los operadores acotados
se cumple (75).

En el proximo epigrafe veremos que (75) también es vilido para
cualquier operador autoadjunto.
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§ 3.6 Espectro de operadores simétricos y au-
toadjuntos

Dos operadores autoadjuntos A; y A2 definidos en un espacio de Hilbert
H de dimensién n, se llaman wunitariamente equivalentes, si existe una
matriz unitaria U en H, tal que

A = UA UL,

Es bien conocido que dos operadores A1 y A3 en el caso de dimensién
finita, son unitariamente equivalentes, si ambos tienen los mismos valores
propios con la misma multiplicidad algebraica. Luego, el conjunto de los
valores propios junto con sus respectivas multiplicidades, constituyen los
invariantes unitarios de las matrices autoadjuntas.

D 1. (operadores autoadjuntos unitariamente equivalentes)
Sean A; y As operadores autoconjugados en los espacios de Hilbert Hy
y Hy respectivamente. Diremos, que A3 y Az son unitariamente equiva-
lentes, si existe un operador isométrico V' que transforma H; sobre Ho,
(en particular puede ocurrir que Hy = Hy), tal que

D(A2) = V[D(41)]
A = VgV

Se llama invariante unitario de un operador autoadjunto A a cual-
quier propiedad de A que se conserva para todo operador unitariamente
equivalente a él, es decir que se conserva para todo operador del tipo
UAU-! donde U es un operador unitario en H. Luego, los invariantes
unitarios son aquellas propiedades de los operadores autoadjuntos que
no dependen de. su representacion.

Segiin vimos anteriormente, para los operadores autoadjuntos en di-
mensioén finita, toda la informacién sobre los invariantes unitarios se
encuentra en el espectro. En el caso de dimensién infinita el espectro es



§ 3.6. 261

también -un invariante unitario de cualquier operador autoadjunto. En
otras palabras, si A es autoadjunte

o(A) = o(UAU™Y). (76)

para cualquier operador U (ejercicio).

Ejemplo 1. El operador de diferenciacién P, definido sobre toda la
recta real mediante (61), (62), es unitariamente equivalente al operador
Q) de multiplicacién por la variable independiente (64) en Lo(R). En
efecto, en el § 1.7, vimos que se cumple la identidad de Parseval en
L2(R) para la transformada de Fourier; es decir \/%3-' es un operador
unitario en Ly(R), donde F denota la transformada de Fourier. Ademas,
por el Teorema 1.7.6, tenemos que

Pe(u) = FH(QF(u))
para todo u € H1(R)

En el Ejemplo 3.5.3 vimos que el espectro de () es continuo y coincide
con todo el intervalo (—oco,00). Luego, lo mismo puede decirse para
o(P.), debido a la equivalencia unitaria entre P, y @. Hemos obtenido
una demostracién de (63). O

Ejemplo 2. En el caso de dimensién infinita, el espectro es un invariante
unitario bastante pobre para los operadores autoadjuntos, ya que no
brinda mucha informacién acerca de la naturaleza del propio operador.
Por ejemplo, el operador de multiplicacién por la variable independiente
en L[0,1] tiene el mismo espectro que cualquier operador autoadjunto
en L3[0,1] que tenga como espectro puntual un subconjunto numerable
denso en [0,1] y las funciones propias asociadas constituyan una familia
total en L2[0,1]. En ambos casos el espectro coincide con el intervalo
[0,1], a pesar de que los dos operadores pueden ser totalmente diferentes.

El lector interesado puede encontrar en el libro de M. Reed y B.
Simon: Meétodos de la Fisica Matemdtica moderna (T-1) [9], la expli-
cacion detallada de porqué o(A) es, en general, un mal invariante. En el
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libro citado, el lector podra ver que los invariantes unitarios dependen
de las propiedades de cierta familia de medidas espectrales con soporte
en o(A) y no precisamente de o(A). O

En el Ejemplo 3.5.2 definimos el operador P, mediante (56), (57) y
vimos que es simétrico pero no autoadjunto y que su espectro coincide
con todo C. El teorema siguiente nos muestra que esta situacidn es
caracteristica de una amplia clase de operadores simétricos.

T 1. Sea A un operador simétrico y cerrado en el espacio de Hilbert H.
Entonces el espectro de A coincide con uno de los conjuntos siguientes:
i) el semiplano cerrado I'mz > 0,
ii) el semiplano cerrado Imz <0,
iii) todo el plano,

iv) un subconjunto del eje real.
El operador A es autoadjunto, si y sélo si se tiene el caso iv).

Demostracién. Sea A = a+1tb,b # 0. Como A es simétrico, entonces
I(A = AD(@)]? > 8?|=||?, (77)

para todo z € D(A). De esta desigualdad y el hecho que A es cerrado,
se concluye que R(A — AI) es un subespacio cerrado en H. Ademas,

Ker (A* — M) = [R(4 - AD)]*. (78)

Probemos ahora que la cantidad dim Ker (A* — AI) permanece cons-
tante cuando A varia en cada semiplano abierto ImA > 0, ImA < 0.
En efecto, sea y € C con médulo suficientemente pequefio y tomemos
u € D(A*), tal que v € Ker((A* — (A + p)I),||u|| = 1. Supongamos que
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(u,v) = 0 para todo v € Ker(A*—AI). Entonces por (78), u € R(A-XI)
¥, por lo tanto, existe £ € D(A) con la propiedad (A — A)z = u.

Tendremos que

0 = (A +m - AY,2) = (u, (R - A)z) + p{u, 2)
= [l + p(u,2),

lo cual nos conduce a una contradiccién para |g| < |b], ya que por (77),

llzll < Null/ -

Luego, si |u| < ||

Ker(A* — (A + p)I) N [Ker(A* = AD}* = 0.

Pero entonces un breve razonamiento, utilizando las propiedades de
los proyectores ortogonales, (ejercicio) nos muestra que

dim Ker(A* — (A + p)I) < dim Ker(A* — Al). (79)

Un razonamiento andlogo nos muestra que si |p| < |b]/2, se cumple
también la desigualdad en sentido contrario. En fin hemos probado que
la funcidén dim Ker(Al — A*) es localmente constante en los semiplanos
superior e inferior de donde se concluye que es constante en cada uno
de estos semiplanos abiertos.

De (77) tenemos que para ImX # 0 el operador A — AI siempre
posee un inverso, definido sobre R(A — AI) que es acotado. De (78)
se deduce que el operador inverso esta definido en tode H, si y sélo si
dim Ker(A* — XI) = 0. Del hecho que dim Ker(A* — AI) es constante
en cada semiplano ImA > 0 y ImA < 0, se tiene que cada uno de
esos semiplanos pertenece completamente a o(A4) o a p(A4). Entonces
la primera afirmacién del teorema se tiene por ser o(A) cerrado. La
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segunda parte del teorema es una consecuencia inmediata de T 3.4.1.
iif). O

Para los operadores siméiricos el rango numérico r(A) (D3.5.3) es
stempre un intervalo real que, en general, no brinda informacién sobre
la localizacién del espectro. De la definicién de r(A4), para un operador
simétrico solamente podemos conluir que

inf r(A){(u,u) < {Au,u) < supr(A){u,u). (80)

Sin embargo, si sabemos que A es autoadjunto, entonces o(A) es un
subconjunto cerrado de R y no es dificil ver que en este caso se tiene
siempre

o(A) c 7(A). (81)

En efecto, (81) es obvia si 7(A) = R. Si r(A) # R, entonces C\ r(A)
es un subconjunto conexo que tiene interseccidn no vacia con p(4), y
(79) se concluye de la observacién al Teorema 3.5.6.

T 2. Sea A un operador autoadjunto en el espacio de Hilbert H. Se
cumplen entonces las propiedades siguientes:

i) 7(A) es un intervalo real y se cumplen (78) y (79);

ii) Si las constantes —oc0 < m < M < +oo son tales que para todo
u € D(A),
m{u,u) < (Au,u) < M{u,u) (82)

entonces

o(A) C [m, M]; (83)

iii) El espectro de A incluye a los extremos de 7(a), es decir,

infr(A4) € o(4), (84)
supr(4) € a(4). (85)
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iv) Si A es ademds acotado, entonces

sup  |(Au,v)| = sup [(Au,u)| =sup{|A|: X € r(A)} (86)
fluli=lloli=1 [fulj=1

En otras palabras,

Al = max{|inf r(A)|, | sup r(A)]}. (87)

Demostracién. i) ha sido demostrado previamente al enunciado
del teorema. La propiedad ii) se deduce inmediatamente de i), ya que
de (82) se tiene que r(4) C [m, M].

Demostremos iii). Notemos que es suficiente probar (84), ya que (85)
se deduce de (84) por la igualdad evidente

sup r(A) = inf r(—A). (88)

El caso infr(A) = —oo puede darse solamente si A es no acotado,
pero en este caso (84) es una consecuencia de la observacién al Teorema
3.5.3. Supongamos que infr(A4) = mg € R. Si my ¢ o(A4), entonces
mgy € p(A) y por ser p(A) abierto existird un ndmero real m > myg,
tal que m € p(A). Por ser r(A) un intervalo, m podria también ser
elegido de manera que m € r(A). Pero esto es una contradiccion cor la
suposicién m € p(A), pues en este caso, existiria v € D(A) con ||u|| = 1,
tal que (Au,u) = m y, por lo tanto

(Au — mu,u) =0,
es decir u € [R(A — mI)]* = Ker(A — mlI).

La propiedad iv) se demuestra ficilmente y por ello se deja de ejer-
cicio al lector. O

Observacion. En general sabemos de (70), que para un operador aco-
tado A
sprA < [[|A]]l- (89)
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Segin el Teorema 2, la igualdad en (89) se alcanza si A es ademads
autoadjunto. El lector puede verificar que si A es autoadjunto y no
necesariamente acotado, también se cumple '

IBAlll = sprRx(A) (90)
para todo A € p(A). Pero como ademads (ejercicio)

1

sprRy(4) = Fst (1, 0(A)’ (91)

entonces tenemos
HIRAN £ 1/ 7ma (92)
para todo A autoadjunto, A € p(4). O

Pasemos ahora a caracterizar las diferentes partes del espectro de un
operador autoadjunto.

T 3. Sean A un operador autoadjunto en el espacio de Hilbert H y
A € R. Entonces

i) Aeoy(4) & R(A-X) # H,

i) Aeo(A) e RA-M)#R(A-X)=H
iii) A€ p(4) & R(A-A)=H,
iv) or(4)=¢

Demostracién. i) Para A autoadjunto y A real se tiene
[R(A— AD} = Ker(A - \I), (93)
y el resultado se obtiene de la siguiente cadena de equivalencias:

R(A-X) # H & [R(A- M) # {0} & X € 0,(4),
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donde la dltima equivalencia es una consecuencia de (93).

ii) Por definicién se tiene
A€o (A) & Ker(A-—X)={O}y
R(A- X)) # R(A-Al)=H.

Pero de (93) se desprende que
Ker(A-M)={0} & RA- ) =H

¥, por lo tanto, de la definicién de o.(A) puede eliminarse el enunciado

Ker(A - X)) = {6}.

iii) La implicacién = es evidente. Para probar la implicacién en
sentido opuesto, notemos que de (93) se deduce que Ker(A—AI) = {0},
luego (A — AI)~! existe y es un operador cerrado definido sobre todo
H. Por el teorema del grafo cerrado se tiene que (A — AT )‘1 es continuo
¥, por lo tanto A € p(A). iv) Los enunciados i) - iii) son excluyentes y
agotan todos los casos posibles. Como o,(A) es disjunto con g.(4) vy
op(A), entonces or-(A) =¢. O

Observacion. Noétese que el espectro residual estd constituido por aque-
llos valores complejos A, tales que R(A — AI) # H pero A no es un valor
propic. El teorema anterior nos muestra que si A es autoadjunto no es
posible la existencia de tales puntos. Sin embargo ¢,(A) puede ser no
vacio para un operador cerrado no autoadjunto (jencuentre un ejemplo!).
O

En el Ejemplo 2 vimos que para operadores autoadjuntos definidos en
espacios de dimensién infinita el espectro es un invariante unitario muy
pobre. Esta pobreza se manifiesta también en el hecho de que sus com-
ponentes 0p(A) y 0c(A) son muy inestables ante perturbaciones. Una
muestra de este hecho la brinda el teorema siguiente de Von Neumann.

T 4. A cualquier operador autoadjunto A actuando en un espacio de
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Hilbert separable le puede ser afiadido un operador compacto, autoad-
junto K, con norma arbitrariamente pequefia, de manera que o,(A+ K)
sea un subconjunto numerable denso en o( A+ K') y ademads las funciones
propias correspondientes a los valores propios A € 6,( A+ K) constituyan
una familia total en H (ver D 1.3.5).

Demostracién. Vease el libro “Teoria de operadores lineales en
espacios de Hilbert” de N.I. Akhiezer y I.M. Glazman. O

Este resultado nos muestra cuan bruscamente puede variar la natu-
raleza del espectro de un operador autoadjunto ante una “buena pertur-
bacién”. Seria conveniente poder caracterizar ciertos subconjuntos del
espectro de un cperador autoadjunto que fueran “estables” ante tales
perturbaciones. Este deseo motiva la siguiente definicién.

D 2. (espectro esencial de un operador autoadjunto) El punto A
pertenece al espectro esencial del operador autoadjunto A(XA € g.(4)),
si se satisface una de las dos condiciones siguientes:

i)} A es'un valor propio de A de multiplicidad infinita.
ii) R(A—- AI)# R(A - AD.

Observacién. En algunas monografias, como por ejemplo en [10] se
llama espectro continuo del operador autoadjunto A a lo que nosostros
hemos definido como espectro esencial. Nuestra definicién de espectro
esencial coincide con la dada en [13]. O

De D 2y T 3 se obtiene inmediatamente el teorema siguiente

T 5. Para el operador autoadjunto A definido en H se cumple:
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i) Ae p(A) e R(A- )= H,
i) A€ o(A) & R(A— ) # H,
iii) a(A) = op(A4) U oe(4),
iv) A € op(4) & R(A—- ) # H,

v) A€ 0e(A) & R(A— AI)# R(A— Al) o bien A es un valor propio
de A de multiplicidad infinita. O

Observacion. A diferencia de la clasificacién del espectro establecida
en la Definicién 2, la descomposicién de o(A) obtenida en T 5 iii) no
constituye una particién. Luego, pueden haber valores propios de mul-
tiplicidad finita de A contenidos en oe(A) (jbusque un ejemplo de tal
situacién!).

Por otra parte veremos en el § 3.11 que para un operador autoad-
junto se cample que todo punto aislado de su espectro es un valor propio
para el cual R[A— A es cerrado y una de estas dos afirmaciones ocurre
necesariamente para un operador cerrado arbitrario. En este caso la
codimensi6én de R[A— AI] corresponde ala multiplicidad del valor propio
A y por ello es posible encontrar valores propios aislados de multiplicidad
infinita.

De la propiedad enunciada se concluye que, todo valor propio de
multiplicidad finita conienido en el espectro esencial, es necesariamente
un punto no aislado del espectro y se caracteriza por las propiedades

R(A—X) # RA- )#H
codim [R(A—AI)] < +oo.

Luego, si para un valor propio A contenido en el espectro esencial
se cumple que R(A — M) es cerrado, entonces o bien A es un elemento
aislado del espectro o es de multiplicidad infinita.
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Del hecho que o(A) es cerrado y sus dinicos posibles puntos aislados
pueden ser valores propios se concluye que o.(A) también es cerrado, no
ocurriendo lo mismo en general para o.(A4). -

Nétese que oc(A) se obiiene agregando a o.(A) todos los valores
propios de A de multiplicidad infinita, asi como todos los valores propios
A de multiplicidad finita para los cuales R(A — AI) no es cerrado, los
cuales son puntos de acumulacion en o.(A). 0O

El siguiente Teorema de H. Weyl nos muestra que el espectro esencial
de cualquier operador autoadjunto es “estable” ante “perturbaciones”
compactas autoadjuntas.

T 6. (H. Weyl) Sean A y K operadores autoadjuntos definidos en H
y K compacto. Entonces

ge(A+ K) = o.(A).

Demostracién. Veremos en el Capitulo 4 que todo operador com-
pacto se puede expresar como el limite (con respecto a la norma en el
espacio de los operadores acotados en H) de una sucesién de operadores
de rango finito. Demostremos entonces primeramente que para cualquier
operador K, de rango finito < n se cumple el enunciado del teorema.

Haremos la demostracién por induccién en n. El operador K se
escribe en la forma

Ky ={,¥)¢
con V,00 € H.

Sea A € g.(A). Si A es un valor propio de multiplicidad infinita de A,
entonces en el subespacio propio Ny = Ker(A — Ai) se puede encontrar
un subespacio de dimensién infinita N g constituido por vectores que son
ortogonales a ¥. Obviamente

N) C Ker(A 4 Ky — M),
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luego )\ es también un valor propio de multiplicidad infinita para A+ Kj.
Si suponemos que R(A — AI) no es cerrado, entonces del hecho que
R(A+ K1 —Xi)=R(A- )+ [4],

donde [@] es el espacio vectorial generado por ¢ y la suma es directa si
¢ & R(A—AI), se tendrd que R(A+ K1 — AI) tampoco es cerrado, luego
A € 0¢(A+ K;). En fin hemos probado que 0.(4) C 0e(A + K7). La
inclusién en sentido contrario se obtiene intercambiando los papeles de
Ay A+ K;.

Ahora la hipétesis de induccién en n se aplica de manera trivial, y
con esto hemos probado la tesis del teorema para operadores compactos
de rango finito.

Demostremos ahora que si B es un operador acotado autoadjunto,
entonces g¢(A + B) estd contenido en una ||| B|||-vecindad de o¢(A).

Observemos primeramente que en este enunciado pueden ser inter-
cambiados los operadores A y A + B. Entonces es suficiente probar que
una ||| B|||-vecindad cerrada de cada punto del conjunto g¢(A) contiene
al menos un punto del conjunto o.(A + B). Consideremos lo contrario
y llegaremos a una contradiccién.

Supongamos que en una ||| B|||-vecindad cerrada de algin punto A €
0¢(A) no hay puntos de o¢(A + B). Pero entonces por los comentarios
hechos en la observacién al Teorema 5, tendremos que en esa vecindad
cerrada existen a lo sumo valores propios aislados de multiplicidad finita
del operador A + B. Sean (;)] sus valores propios y P; los proyectores
sobre los respectivos subespacios propios. Por ser A; valores propios
aislados en o( A+ B), se puede encontrar € > 0, tal que todos los puntos
del intervalo |z — A| < ||| B|l| + € pertenecen al conjunto resolvente del
operador T= A+ B — i AP

=1
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Pero entonces obviamente

—_ -1 __--—1
T - AN~ < B+ e

n

Si utilizamos la notacién § = A — 5 A;FP;, entonces de la acotacién
i=1

anterior obtendremos para cualquier f € D(A4)

IS = ADSI 2 I(S + B = ADfI| - |BS|| > €l f]]

de lo cual concluimos que A € p(5). Luego no puede ocurrir que A €
oe(A) ya que Ay S se diferencian en un operador de rango finito y por
lo demostrado en la primera parte tendriamos que A € 0¢(S). Hemos
llegado a una contradiccién con lo cual se obtiene el resultado deseado.

Para concluir la demostracién del teorema basta combinar los dos
resultados parciales obtenidos con la afirmacién hecha al inicio de la
demostracion sobre la caracterizacién de los operadores compactos. O

Observacién. Nétese que si en el teorema anterior hubiéramos definido
el espectro esencial de un operador cerrado arbitrario A como el con-
junto de puntos de o(A) que satisfacen las condiciones exigidas en la
Definicién 2, hubiéramos podido obtener el mismo resultado sin exigir
la autoadjunticidad de la perturbacién compacta K. O

Observacién. Mais adelante estudiaremos una clasificacién més de-
tallada de diferentes partes del espectro de un operador autoadjunto y
veremos un teorema muy importante sobre la estabilidad de la llamada
parte absolutamente continua del espectro ante perturbaciones nucleares
(véase el Teorema de Kato—Rosenblum).

El lector interesado en la teoria de perturbacién del espectro para
operadores cerrados, asi como su relacién con la teoria del indice para
operadores de tipo Fredholm o semi—Fredholm puede consultar la mono-
grafia de T. Kato “Perturbation Theory for Linear Operators” [13].
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Es importante destacar que las diferentes clasificaciones de partes
del especiro de un operador A tienen un significado fisico concreto. Por
ejemplo si el operador A describe la dinamica de un sistema mecanico
en un entorno de cierta posicién de equilibrio de dicho sistema, entonces
el espectro de A estd asociado a las oscilaciones del sistema alrededor
de esa posicién de equilibrio. Generalmente el espectro esencial corres-
ponde a “ondas interiores” en el sistema y el espectro discreto a “ondas
superficiales”. Los valores propios contenidos en el espectro esencial
corresponden a ondas producidas por “estratificacién” o la presencia
de “inhomogeneidades” en el medio. La parte absolutamente continua
del espectro estd asociada con la “dispersion” de las ondas interiores al
“chocar” con una inhomogeneidad u obstaculo. O

Veamos sin demostracién el resultado siguiente, que en cierta medida
es el reciproco del T 6 de H. Weyl:

T 7. Sean A y B operadores autoadjuntos y acotados definidos en el
espacio de Hilbert separable H. Si o(4) = o(B), entonces se puede
hallar un operador unitario U, tal que el operador

K=B-UAU,

es compacto.

Demostraciéon. Véase el libro N.I. Ajiezer y .M. Glazman: Teoria
de operadores lineales en espacios de Hilbert [10]. O

Concluiremos el presente epigrafe con el siguiente teorema cuya de-
mostracién serd dada en el Capitulo 6.

T 8. El punto X € R pertenece al espectro esencial del operador autoad-
junto A, si y sélo si en D(A) existe una sucesién ortonormada e infinita
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de elementos (z,) para los cuales

nlingo(Aa:n — Azp) = 0.

Observacidon. Si para un operador cerrado cualquiera se define el es-
pectro esencial como el conjunto de los A € C para los cuales tiene lugar
el enunciado de T 8, entonces se puede probar que sigue siéndo vilido
el teorema de perturbacién de H. Weyl sin exigir la autoadjunticidad de
los operadores Ay K. O

§ 3.7 Teoria de extension de operadores simé-
tricos y representacion de formas sesqui-
lineales

Las demostraciones no expuestas en el texto de este epigrafe pueden ser
encontradas en [10], {11], [12] y [13]. A lo largo de todo el epigrafe consi-
deraremos operadores A en H con dominio D(A) denso en H. Comence-
mos con la siguiente definicién:

D1. Se dice que A € C es un punto regular del operador A si existe una
constante M > 0 tal que ||Az — Az|| > M||z||, para todo z € D(A4). El
conjunto de los puntos regulares de A se llama dominio de regularidad
de Ay lo denotaremos mediante DR(A).

Obviamente, el dominio de regularidad del operador A estd com-
puesto por aquellos puntos A € C, tales que existe el operador (4 —AI)™!
y es ademas acotado, pero a diferencia de la resolvente no tiene que estar
definido en todo H. Por este motivo el conjunto resolvente de A es, en
general, un subconjunto de su dominio de regularidad:

p(A) C DR(A). (94)
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E 1. Demostrar que para un operador autoadjunto A se cumple la
igualdad en (94).

E 2. Demostrar que el dominio de regularidad de un operador es un
subconjunto abierto de C.

E 3. Demostrar que para un operador simétrico Ay z € C con Imz =
y # 0 se cumple que

(A ==zD7ll 2 1slllfll, feD(4),
y concluir que para un operador simétrico A: C\ R C DR(A)

El siguiente teorema, no trivial, es fundamental en lo que sigue:

T 1. En cada componente conexa del dominio de regularidad de un
operador A, la dimensién del subespacio (R[4 — AI])* permanece cons-
tante.

En fin, si DR(A) = oLj Ui, donde Ug es una componente conexa de
DR(A), entonces =
dim (R[A- M)t =6, Ael;
donde el entero 85 no depende de A € U;.

De esta forma podemos asociar a cada operador A una sucesién de
nimeros () lamados indices de defecto de A. Al subespacio Ny :=
(R[A — M)t se le llama subespacio de defecto de A con respecto a .

Sabemos que
Ny = (R[A - M)t = Ker(4* - ) (95)

¥, por lo tanto, si 8 # 0, entonces todo nimero complejo X tal que
A € Ug, es un valor propio de A* con multiplicidad 0.
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Si combinamos el resultado del Ejercicio 3 con el Teorema 1, resulta
que un operador simétrico A tiene a lo sumo dos indices de defecto que
denotaremos m(A) y n(A):

m(A) si I;pz<0

dim (R[A - zI)* = {n(A) si Ipz > 0.

y al par (m(A),n(A)) le lamaremos indices de defecto del operador
simétrico A. Se cumplen las siguientes propiedades que dejamos de
ejercicio al lector:

1. Si el operador simétrico A tiene algin punto regular en el eje real,
entonces m(A4) = n(A).

II. Para un operador simétrico A, cualquier A € C con I;z A # 0 es un
valor propio de A* de multiplicidad m(A) si ImA > 0 y n(4A) si
IpA < 0.

1. Un operador simétrico A es autoadjunto si y sélosi m(A) = n(4) =
0.

IV. Un operador simétrico A tiene extensiones antoadjuntas, si y solo

si m(A) = n(4).

M4ds adelante veremos que un problema mixto (con condiciones ini-
ciales y condiciones de contorno) se reduce al estudio de una ecuacién
operacional

du

Z = A

5 u (96)
sujeta a la condicién inicial

u(0) = g (97)

donde ug pertenece a un cierto espacio de Hilbert H cuyos elementos
son funciones y u(t) € H para todo ¢ > 0. Como veremos préximamente
al definir el operador 4 debemos dar su dominio de definicién D(A4) y es
precisamente en D(A) donde se recogen las condiciones de contorno que
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deben satisfacer las soluciones del problema mixto. En general dentro
de D(A) estin aquellas funciones de H que satisfacen las condiciones de
contorno y a las que “tiene sentido aplicar” la expresién diferencial L
(ver Cap. 5), dando lugar a una nueva funcién de H.

Pero como la solucién del problema (96)-(97) debe cumplir que
u(t) € D(A) para todo t > 0, puede ocurrir que dicho problema no
tenga solucién y que haya necesidad de ampliar el dominio de definicién
del operador A, obteniéndose asi una extensién de este operador.

Entonces, generalmente, en lugar de resolver el problema (96)—(97)
se resuelve un problema modificado (98)—(97) donde:

du <

v A es una extensién conveniente del operador A.

La extensién del domirio de A estd vinculada con la necesidad de
aftadir a D(A) otras funciones a las que “tenga sentido aplicar” la ope-
racién diferencial L en algin sentido generalizado. En muchas ocasiones
el operador A en (96) es simétrico y las extensiones A necesarias para
poder darle sentido matemadtico a la solucién del problema de Cauchy
(96)—97), son extensiones autoadjuntas de A.

Esta exigencia matemdtica de ampliar el campo de posible soluciones
a veces no es muy comprensible por el fisico o el ingeniero y conduce
siempre a un analisis de lo que representa la “solucién matemdtica”
u(t) € D(A) del problema (98)~(97) con respecto a la “solucién fisica”
que corresponde al problema (96)-(97). Resulta que es posible justificar
la existencia de buenas extensiones autoadjuntas. En efecto, considere-
mos un ejemplo que se sale un tanto de la temdtica de este texto pero
que es bastante ilustrativo: si Ay es el operador que representa la energia
de una particula libre en la mecénica cudntica, entonces 4 = Ag + B
representa la energia de la particula sometida a un potencial externo
que se relaciona con el operador B. Este operador es tal, que A es un
operador simétrico pero no necesariamente autoadjunto. Sin embargo, si
la particula no estd sumergida en un paso infinito de potencial, entonces
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el operador Ag+ B estd acotado inferiormente con respecto a la relacién
de orden <, introducida en el § 3.4 (ver (46)), es decir:

((A4p + B)z,z) > a(z,z),a € R,a = const, = € D(Ay + B).

Pero para un operador simétrico A acotado inferiormente por al, se
tiene que todo 3 € R con 3 < o es un punto reqular de A (jdemuéstrelo!),
¥, por lo tanto, para estos operadores sus indices de defecto coinciden
(véase propiedad I) de donde se concluye que admiten extensiones au-
toadjuntas (véase propiedad IV).

El andlisis realizado nos habla, no tan sélo de la importancia de las
extensiones autoadjuntas de un operador simétrico, sino también de su
existencia en situaciones concretas. Los siguientes teoremas de Von—
Neumann permiten caracterizar todas las extensiones autoadjuntas de
operadores simétricos, en caso de que éstas existan.

T 2. Sea A simétrico en H y N, N7 cualquier par de subespacios de
defecto de A con I,z > 0. Entonces

D(A*)=D(A)® Nz N,
(donde la suma directa no es necesariamente ortogonal).

Del Teorema 2 y de (95) se concluye que si ¢ € D(A*) entonces ¢ se
expresa de manera 1nica en la forma

»=90+9z1 9z
donde @9 € D(A),g9, € N5,95 € N,, ¥
Ao = Apo + 295 + Zgz- (99)

T 3. Sea A simétrico y supongamos» que m(4) = n(4). Para cada
extension autoadjunta A del operador A, existe un operador isométrico
V : Ny — N,, tal que:

D(A) = D(A)® (I+V)Nz
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y si f € D(A), f = fo + gz + Vg5, entonces

Af = Afo+ 29: +3V g,

La segunda parte de este teorema se obtiene de (99) y del hecho, que
toda extensién autoadjunta A del operador simétrico A cumple

ACAC A~

Este dltimo teorema nos dice que hay una correspondencia biunivoca
entre los operadores isométricos de Nz en N, y las extensiones autoad-
juntas de un operador simétrico A.

Como veremos més adelante, la diferencia fundamental entre la teoria
de operadores diferenciales ordinarios y en derivadas parciales, radica en
que, para los primeros dim N3 < +o00,dimN,; < +00, mientras que para
los dltimos, generalmente

dim Nz =dim N, = +co.

Luego, para los operadores diferenciales ordinarios simétricos A con
m(A) = n(4), el estudio de las extensiones autoadjuntas se reduce a
la caracterizacion del conjunto de los operadores isométricos de N5 en
N, el cual coincide con el conjunto de las matrices unitarias en C™4).

Ejemplo 1. Hemos visto en los ejemplos 3.3.1 y 3.5.2 que si definimos
el operador Py en Lo(a,b) con dominio de definicién C§°(a,b), mediante

.dp
Pyp = 7’?7 pe Cgo(av b)7

entonces en los casos en que (a,b) es acotado, (a, b) (0,4+00) y(a,b) =

(—00,+00) se tiene que Py = P, donde Pyp = z—‘e , € D(F) donde

D(P:) = {¢ € H'(a,b) : p(a) = 0(b) = 0},
)
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entendiéndose por ¢(a) = zhEl p(z)sia= -0y @(b) = zlig} @(b)

si b= +o00.

Ademis, en los tres casos se cumple que Fy = P; = P, donde
Py =i%, o € D(P) = H(a,b).

De aqui podemos concluir que los indices de defecto de Py y P
coinciden y son iguales a

1si (a,b)es acotado
m(Py) = m(P;) = dim Ker(P — i) = {O si (a,b) =(0,400)
0si (a,b)=(—00,+00)

1si (a,b) es acotado
n(Py) = n(P;) = dim Ker(P + i) = { 1si {a,b) =(0,40)
0si (a,b)=(—00,+0c0)

va que toda solucién de la ecuacion

do .
" Fip=0
es proporcional a ¢=(z) = e*? y obviamente ¢_(z) y ¢+(z) pertenecen
a La(a,b) cuando el intervalo (a, b) es acotado, perosi (a,b) = (0,400) se
tiene que solamente ¢ (z) € L2(0,+0), en el caso (a,b) = (—o0,+00)
ninguna de las dos funciones pertenece a Lo(—00,+00).

Luego, de las propiedades III y IV de los indices de defecto obte-
nemos inmediatamente que en el caso (a,b) = (—o0,+) el operador
P, es autoadjunto, en el caso (a,b) = (0,400), P; no tiene extensiones
autoadjuntas y en el caso (a,b) acotado si las tiene.

Veremos ahora c6mo se pueden obtener todas las extensiones autoad-
juntas del operador Py en el caso (a,b) = (0,27) acotado utilizando los
teoremas de representaciéon de Von—Neumann (compérese con Ejemplo
3.4.1). Para ello veremos quiénes son las isometrias V de N_; en N,
donde en este caso Ny = Ker(P F iI) coincide con el espacio vectorial
generado por la funcién ¢z(t) = e**. Una tal isometria debe actuar de
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manera que Vel = ye~%, donde la constante v se define de la relacién:
2w 27
[1etae =1 [ 1t Par. (100)
0 0

De (100) se deduce inmediatamente que
v = 8e*™ donde 6] = 1.

Luego, si Py es una extensién autoadjunta del operador Py, podemos
encontrar un némero complejo 8 con 6] = 1, tal que toda ¢ € D(Py) se
expresa en forma tdnica

¢ =g+ ale +621), € C o€ D(P),

y, ademas _
Pop = igh(2) + (e — 9e2™*) = ig(2).

Proponemos al lector, en calidad de ejercicio, probar que D(Po) =
{p € H'(0,27) : ¢(27) = y(0)} donde

9+ 27

=T

6ol = 1.

Ademas calcule el espectro y la resolvente del operador B. O

Veamos ahora algunos resultados relativos a las extensiones autoad-
juntas de operadores simétricos que son itiles en las aplicaciones a la
teoria de operadores diferenciales.

Resulta que si A es un operador simétrico en H con indice de defecto
finito (m,m) entonces se puede dar una férmula llamada formula de

M.G. Krein para la resolvente de cualquier extension autoadjunta A de
A.

De esta férmula se deduce que la diferencia entre los resolventes de
dos eztensiones autoadjuntas A1 y Ay de A es un operador de rango
finito < m.



282 Capitulo 3.

A partir de este resultado se prueba el teorema siguiente:

T 4. Todas las extensiones autoadjuntas de un operador simétrico A
con dominio denso en H y con {ndice de defecto finito (m,m) tienen el
mismo espectro continuo.

Ademds, si A es acotado inferiormente: A > af (a € R), entonces
la parte del espectro de cualquier extensién autoadjunta A de A que
se encuentra en el semieje (—oco,a) puede consistir a lo sumo de una
cantidad finita de valores propios, la suma de cuyas multiplicidades no
excede a m. En general cualquier valor propio de A continia siendo un
valor propio de A cuya multiplicidad puede aumentar a lo sumo en una
cantidad que no exceda a m.

Ya hemos visto que si el operador autoadjunto A est4 acotado infe-
riormente: A > 8I , entonces todo el espectro de A se encuentra con-
tenido en el intervalo [3, +00]. Reciprocamente en virtud de (83), (86)
y (87), si para el operador autoadjunto Ase cumple

—00 < B = inf{A: A € o(4)}

o bien :
+00 > By =sup{i: X € o(A)},

entonces, en el primer caso se tendrd que A>pB_I, yenel segundo,
AL Byl

De este resultado y el teorema anterior se concluye que toda extension
autoadjunta de un operador simétrico acotado inferiormente y con indice
de defecto finito, es también acotada inferiormente.

Utilizando los teoremas de representacion de Von—Neumann se puede
probar que si A es un operador simétrico acotado inferiormente por un
ndimero o € R (no necesariamente de indice finito), entonces para cada
u < a se puede encontrar una extension autoadjunta A de A acotada
inferiormente por p.
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Este resultado nos hace pensar en la existencia de extensiones au-
toadjuntas de A que preserven su cota inferier a. En efecto, se tiene
el teorema siguiente que fué formulado como conjetura por J. Von Neu-
mann:

T 5. Sea A un operador simétrico acotado inferiormente con dominio
denso en H y a¢ = sup{ea : A > al}. Entonces existe al menos una
extensién autoadjunta de A que conserva la misma cota inferior aq.

Pasemos a explicar el contenido de este importante teorema, para lo
cual basta considerar el caso ag = 0 ya que en caso contrario aplicamos
nuestro razonamiento al operador A — agl en lugar de A. Obviamente
el supremo de las cotas inferiores de A es eg si y solo si el supremo de
las cotas inferiores de A — agf es cero.

Si suponemos que el operador simétrico es positivo, entonces el punto
A = —1 pertenece a su dominio de regularidad y, por lo tanto, tiene
sentido definir el operador

§=(I-A)I+4)L

Obviamente el operador S cuyo dominio de definicién es D(S5) =
(I+A)D(A), satisface la condicién de simetria a pesar de que su dominio
no tiene que ser denso en H. Adem3s es ficil probar que §: D(S) — H
es acotado y su norma no excede a 1.

M.G. Krein desarrollé una teoria constructiva a partir de la cual se
puede probar que cualquier operador simétrico acotado S cuyo dominio
D(S) C H no es denso en H, puede ser extendido a un operador autoad-
junto § con D(8) = H preservando la norma, es decir con ||| = ||S]|.

Para describir todas las extensiones autoadjuntas del operador simé-
trico acotado S que preservan su norma se necesita un resultado de I.M.
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Guelfand y M.G. Krein:

L 1. Sea B un operador acotado y positivo en H, sea G un subespacio
de H. Denotaremos mediante 0(G) el conjunto de todos los operadores
autoadjuntos C tales que

C<By Cg=0 (gei).

Entonces existe un operador maximal en 0(G), es decir un operador que
es > que cualquier otro operador en el conjunto 0(G) y este operador
maximal C puede ser expresado en la forma

C= BI/ZQB1/2’
donde @ es el proyector ortogonal sobre F+, donde
F={BY%g:9€G}.
Supongamos ahora, que 5'0 es una extension autoadjunta fija del

operador § y S otra extensién arbitraria, ambas preservando su norma
(IlS]| = 1). Entonces €l operador C definido mediante

S = 5'0 +C
satisface las propiedades

~(I+5)<C<(I-8) Cf=u, fe D(S).

Inversamente, si un operador autoadjunto C tiene estas dos iltimas
propiedades, entonces el operador § definido por § = Sy+C serd una ex-
tension autoadjunta de S preservando su norma. Luego, usando el Lema
1, obtenemos una descripcién de todas las extensiones autoadjuntas del
operador S que preservan su norma.

En efecto, si denotamos mediante ¢1 y @2 los proyectores ortogo-
nales sobre [(I+ 59)1/2D(8)I* y [(I — 50)/2D(S)} respectivamente, y
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construimos los operadores

Cy = I+ 50)Y2Qi(1 + 5p)'/?,
Cy = (I-50)2Qa(I - 50)'/2,

se tiene el teorema siguiente:

T 6. El operador autoadjunto T es una extensién del operador S que
preserva la norma de S(||S|| = 1) si y solo si satisface la doble desigual-
dad

Smin < T < Smax,

donde _ 3 ; _ _ _
Smin‘:So—Cl, Smax=SO+CZ
siendo C; y Cy los operadores definidos mas arriba. Ademés T coincide

con Spin si y solo si D(S) es denso en H con respecto a la norma
generada por el producto escalar

(fr9)T = (f,9)+ (Tf,9)

Volvamos de nuevo a considerar el operador acotado y simétrico S
construido a partir del operador cerrado, simétrico y positivo A segin
la férmula

S =(I-A)T+A)"1
con D(S) = (I+ A)D(A). Para cada g € D(S) de la forma g = f+ Af,
se tiene S5g = f — Af.

Las tres propiedades fundamentales de S son su simetria, €l hecho
que ||S]] < 1y que A = —1 no es valor propio de S. Esta tltima
propiedad se deriva del hecho que

Sg+g9g=2f#0si g#0.

Notemos que para obtener estas tres propiedades de S no se necesita
que D(A) sea denso en H. Reciprocamente, a cada operador simétrico
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en H teniendo las propiedades anteriores se le puede hacer corresponder
un operador simétrico y positivo 4, cuyo dominio no necesariamente
sera denso en H, mediante

D(4) = (I + 5)D(8) 3 f = 5(9+ S9) ~ Af = 5(s - 59).

En fin, hemos visto que: la transformacion definida por las férmulas
S=T-AIT+A)7', A=T~8)I+S), establece una correspon-
dencia biunivoca entre el conjunto de todos los operadores simétricos
acotados S con ||S|| < 1 y que no tienen a A = —1 como valor propio y
el conjunto de todos los operadores simétricos y positivos A.

Veamos ahora cémo se obtiene la importante conclusién del Teorema
5. Consideremos que ag = 0 en el Teorema 5 y sea 5 el operador definido
por la férmula § = (I—A)(I+A)~!. Sabemos que S tiene una extensién
autoadjunta § definida en todo H con ||S|| = ||S]| < 1. El operador §
satisface la condicidn de que A = —1 no es un valor propio.

En efecto, si para algin g # 0 ocurriera que Sg + g = 0, entonces se
tendria

(9, f+S5f)=(9+89.f)=0, fe€H,

de donde en particular (g, f + Sf) = 0, para cualquier f € D(S) y esto
no podria ocurrir ya que (I 4 5)D(S) = D(A) es denso en H. Luego, el
operador S cumple las tres condiciones que permiten definir el operador
A = (I-5)(I+5)! que es una extensién simétrica positiva de A. Como
S es autoadjunto entonces también A es autoadjunto lo cual finalmente
prueba el enunciado del Teorema 5. O

Uniendo el enunciado del Teorema 5 con el del Teorma 6 concluimos
que todas las extensiones autoadjuntas positivas A de un operador si
métrico positivo A con dominio denso en H se ezpresan en la forma

A=(I-5T+ 5')—1,

donde S es cualquier extension autoadjunta de § = (I — A)Y(I + A)~1
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con ||S]| = ||S|| < 1, es decir S satisface la doble desigualdad
Spin £ 8 < Smax (ver Teorema 6) .

Denotemos las extensiones autoadjuntas A corrgspondientes a los
operadores extremos Spin ¥ Smax mediante Apin ¥ Amax:

Am.in = (I- gmin)(I+ gmin)-1
El operador simétrico y positivo A con dominio denso en H tendrd
una unica extensién autoadjunta positiva si y solo si Apin = Amax-

Sin embargo, en general Amin # Amax ¥, en este caso, ambos ope-
radores tienen propiedades extremales que lo caracterizan. De ellos
dos la extensién mds importante es Apmi, que es llamada eztension de
Friedrichs del operador simétrico positivo A y se denota también me-
diante Ap;Ap := Amin. Esta fué obtenida por K. Friedrichs al probar
la conjetura de J. Von Neumann enunciada en el Teorema 5. Utilizando
la caracterizacién de Spi, dada en el Teorema 6 se puede dar la siguiente
caracterizacion de Ap:

T 7. Entre todas las posibles extensiones autoadjuntas acotadas infe-
riormente de un operador simétrico positivo A con dominio denso en H,
existe una tdnica extensién A tal que D(A) C D[A], donde D[A] repre-
senta el completamiento de D(A) con respecto a la A-norma [|f||% =
12+ (Af, f). Esta extensi6n conincide con el operador Ap y para ella
se cumple que

D[Ar] = DIA].

E 4. Considere el operador A definido en Ly(0,1) mediante

2
Au = M——u"(z)

dz?
D(4) = {u€C?o,1]:u(0) = w(0) = u(1) = w(1) = 0}.
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Demuestre que A es simétrico y positivo pero no esencialmente autoad-
junto. ;Cuél es la extensién de Friedrichs del operador A?

Hemos visto que a cada operador simétrico y positivo A con do-
minio denso en H se le asocia un espacio normado (D(A),[| - ||4) cuyo
completamiento denotamos mediante D[A].

Obviamente la norma en D[A] proviene de un producto escalar al que
denotaremos mediante {-,-) 4. Resulta que la extensién de Friedrichs Ap
es el dnico operador autoadjunto con D(Afr) C D[4] y tal que

(I + Ap)u,v) = (u,v)4, Yu € D(AF), v € D[4], (101)

donde ( , ) es una forma sesquilineal, en general no acotada en H. El
resultado anterior no es mds que una generalizacién del Teorema de
Lax-Milgram (T 2.3.2) sobre representacién de formas lineales acotadas
mediante operadores acotados, al caso no acotado.

Sin embargo, estd lejos de ocurrir que cualquier forma sesquilineal
no acotada en H pueda ser representada por algin operador con buenas
propiedades. A continuacién daremos una caracterizacion de aquellas
formas sesquilineales que pueden ser representadas por operadores au-
toadjuntos en un sentido que serd precisado. Este resultado serd una
generalizacion del teorema de extensién 7 y nos proveerd de una técnica
para definir operadores autoadjuntos asociados a expresiones diferencia-
bles. Veremos en el Capitulo 5, que este resultado es particularmente 1itil
en aquellas cosas en que no es posible dar una caracterizacién completa
de todas las extensiones autoadjuntas de un operador simétrico, tal y
como ocurre generalmente con los operadores diferenciales en derivadas
parciales.

En la monografia de T. Kato, Perturbation theory for linear opera-
tions [13] se hace un estudio mds amplio de la teoria de representacién de
formas sesquilineales mediante operadores llamados sectoriales que son
una importante generalizacién de los operadores autoadjuntos. Nosotros
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seguiremos en lo fundamental al estilo de exposicién de [13].

D 2. (Formas sesquilineales y cuadraticas) Una forma sesquilineal
7 en H es una aplicacidén 7 : D X D — C, donde D es un subespacio
vectorial de H llamado dominio de 7 : D = D(7). Ademads 7 es lineal
con respecto a u € D para cada v € D fijo y semilineal en v € D para
cada u € D fijo, es decir

rlu, Aoy + pvg] = Xrfu, o] + Fru, vo)

donde A\, € C;u,v1,v9 € D y A\, denotan los respectivos complejos
conjugados.

Se dice que T estd densamente definida si D(7) es denso en H. Se
llama forma cuadréitica asociada con 7 a la expresién

Tlu,u] := T[u],u € D(7).

Obviamente T estd univocamente determinada por su forma cuadra-
tica asociada ya que se tiene la identidad:

T[u,v] = i(r[u + v} — 7[u — v] + it{u + v] — ir[u — iv]). (102)

Diremos que dos formas 7 y 7y son iguales si D(13) = D(12) =Dy
ademds '
1[4, v] = T2y, v], VYu,v € D.

Notemos, que de (102) se concluye que para la igualdad de las formas
Ty y T2 es necesario y suficiente la igualdad de las formas cuadriticas
asociadas. El concepto de extensién o restriccién de formas (r; C 7 6
Ty C 71) se define de manera obvia como en el caso de los operadores.

El hecho de que el dominio de una forma no tiene que coincidir con
todo H, dificulta la definicion de operaciones algebraicas con formas tal
¥ como ocurre para los operadores no acotados.
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La suma T = 11 + T de dos formas se define como

T[u,v] = n[u,v] + mu,v], D(r) = D(r1) N D(72).

El producto at de la forma 7 por el escalar «, se define como
(at)u,v] = atlu,v], D(ar)=D(7).
Por definicién la forma unidad es igual al producto escalar en H:
1[u,v]) = (u,v),D(1) = H,
v la forma 0 es la que toma el valor cero para todos u,v € H:
0[u,v] =0, D(0)= H.

De estas definiciones se concluye que para cualquier forma 7,07 C 0

y ademads tiene sentido definir 7 + a := 7 4 o, mediante

(7 + a)[u,v] = [y, v] + {u,v), D(t+ a)=D(7).

La forma 7 se lama siméirica, si
T[u,v] = r[v,u], u,v € D(7).
Obviamente 7 es una forma simétrica si y solo si r[u] € R, Vu € D(7)

(jdemuéstrelo!). A cada forma 7 se le asocia la llamada forma adjunta
mediante

?
™ [u,v] = t[v,u], D(r*) = D(7).
Luego T es simétrica si y solo si 7 = 7*. Se cumple la identidad
(111 + eqma)" =oq7] + @375
A cada forma T se le asocian dos formas

1 . 1 *
Rer = 5(7’-}—1‘ ), Iﬁzr— 21_('1'—7' )
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llamada parte real e imaginaria de Tt respectivamente, las cuales son
simétricas y cumplen que

7 = Rer 4+ iImr.

Nétese que esta expresién no significa que Rer[u,v] 6 Imtu,v] sean
nimeros reales para todos %,v € D(7), sino dnicamente cuando u = v.

La forma simétrica 7 se llama acoteda inferiormente si el conjunto
numérico

O(r) = {r[u] : w € D(7), [luf| = 1} (103)

estd acotado inferiormente. Nétese que si v es una cota inferior del
conjunto ©(7), entonces

Tlu] > yl[ul®, weD(r) (104)

lo cual escribiremos simplemente 7 > 5. El infimo del conjunto O(7)
coincide con el supremo de los ¥ € R para los cuales tiene lugar la
propiedad (104) y se llama cota inferior de 7 : vr. Si 7 > 0, diremos que
7 es no negativa y de forma andloga definiremos la acotacién superior,
cota superior, no positividad, etc.

E 5. Demuestre que si 7 es una forma simétrica acotada superior e
inferiormente, entonces ella es acotada, es decir

[7[u, o]l < Mijull]]oll, u,»eD(r)

donde M es el valor mdximo entre el médulo de la cota superior y el
médulo de la cota inferior. Mds generalmente, pruebe que si 7 y 75 son
simétricas, 7o es no negativa y para todo u € D = D(r1) = D(72) se
cumple que

Ira[u]] < Mro[u],

entonces
[malu, o]l < M (rofu])/?(rolu]) /2.
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E 6. Pruebe que si 7 es una forma simétrica no negativa, se cumplen
las desigualdades

ol < GR)M2(r{a)2 < 2(rfal + 7lel),

(flu+o)? < (ru))/2 + (+[o])*/2,
rlu+v] < 27[u] + 27[v],

para todos u,v € D(7).

Para una forma 7T no necesariamente simétrica se define el rango
numérico de T mediante la f6rmula (103).

Al igual que en el caso de los operadores, O(71) es un subconjunto
convero en C. Luego para una forma simétrica, la acotacién inferior
es equivalente a que O(7) sea un intervalo de R acotado inferiormente.
Generalizando esta propiedad diremos que la forma 7 es disipativa si

O(r) C {ReX > 0}

y mds generalmente es sectorial si ©(7) estd contenido en un sector de
la forma
larg (A—7)| <P, 0<d<7n/2, 7ER,

lo cual significa que

Rer
|(Im)[u]|

T, ¥ (105)
(tan 9)[(Rer) — v][u], u € D(7). (106)

IN 1V

E 7. Pruebe que si 7 es una forma sectorial se camplen las desigualdades:

|(Rer — Mu,v}] < {(Rer — M[u]}/2{Rer — 7)[e]}*/2,
< (tan9){(Rer — 7)[u]}/2{(Rer - 7)o}/,

|Imr(u, v]|
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(T = Nlw,o] < (1+ tan9){(Rer — 1)[ul}/{(Rer — y)[o]}/2,
(Rer —)[u] < |(r—7)[u]l < (sec#)(Rer - 7)[u],
(7= Dlu+ o) < (see®)2{(r — N[l + |(r = VN2,
I(r=Pu+o)l < 2secd){|(r — Nl + |(r - NI}

Ejemplo 2. Sea T un operador en H y definamos

T[u,v] = (Tu,v), D(r)=D(T).

Obviamente T y T tienen el mismo rango numérico. En particular T
es simétrico, acotado inferiormente o acotado superiormente, si y solo si
Tloes. O

Ejemplo 3. Sea S un operador definido en H; con imagen en Hy y
pongamos

T[u,v] = (Su,Sv)y, D(1)=D(S). (107)

La forma 7 es simétrica y no negativa en H;. En particular, si tomamos
H; = Ly(0,1),Hy = C con

Sou = u(0), D($) = C[0,1], (108)

entonces
TO[“?”] = ’U,(O)’U_(b—), D(TO) = C[Oa 1]’ (109)

es la forma asociada al operador Sy segin la definicién (107). Obvia-
mente 7y es simétrica, no negativa y densamente definida. O

Ejemplo 4. Sea H = Ly(R%) y definamos

lu,0] = [ [grad u(z)erad o(z) + g(o)u(z)o@ldz,
R '
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donde g es una funcién compleja localmente integrable. Definiendo
D(r) = C}(R3) 6 D(r) = CF(R3), en cualquier caso tendremos una
forma densamente definida que serd simétrica si ¢ es real y sectorial si la
imagen de ¢ se encuentra contenida en algin sector. Estas propiedades
de 7 pueden conservarse extendiendo su dominio a algin conjunto de
funciones con soporte no compacto. I

Consideremos ahora que 7 es una forma sectorial. Entonces diremos
que la sucesién de vectores (ug) es 7-convergente al elemento u € H,y
lo denotaremos mediante el simbolo

Un '_T_’a (n - 00),

siup € D(7), up — uen H,y T[tup—um] — 0 cuando n,m — co. Nbtese
que no necesariamente u € D(7) y comparese esta nocién de convergen-
cia con la nocién de convergencia respecto a la A-norma introducida en
el Teorema 7. En efecto, la sucesion (un) es de Cauchy con respecto a la
A-norma, si y solo si, es T-convergente en H pare la forma 7 definida a
partir del operador A como en el Ejemplo 2. Luego D[A] en el Teorema
7 no es mas que el conjunto de los limites de las respectivas sucesiones
T-convergentes.

Es inmediato comprobar que la 7-convergencia es equivalente a la T+
a-convergencia pare cualquier escalar a y a la Rer-convergencia. Esta
dltima afirmacién se concluye de la cuarta desigualdad en el Ejercicio
7. De este resultado obtenemos que la 7-convergencia para cualquier
forma sectorial T es equivalente a la Tg-convergencia para alguna forma
simétrica y no negativa 7g. NOtese que basta tomar

9 = Rer — 7. (110)

Luego, segin el resultado del Ejercicio 6, el conjunto en H de los limites
de sucesiones T-convergentes para una forma sectorial T constituye un
espacio vectorial.

En fin, hemos visto que la sucesién (uy) es T-convergente en H,siy
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sélo si es una sucesién de Cauchy con respecto a la norma
llullo = (lull® + ro[u])*/? (111)

donde || - || denota la norma asociada al producto escalar en H y 79 es
la forma simétrica no negativa definida en (110).

Si denotamos mediante D[7] al conjunto de los limites de sucesiones
T-convergentes en H, entonces obviamente D[] es el completamiento de
D(T) con respecto a la norma (111).

D 3. Diremos que la forma sectorial T es cerrada si u, — U implica
que
w€D(T)y Tlup—u] = 0.

La forma sectorial 7 se llama cerrable si tiene una extensién cerrada.

De los comentarios anteriores se concluye inmediatamente las pro-
piedades siguientes:

P 1. Sea 7 una forma sectorial en H. Entonces se cumple:

i) T es cerrada si y solo si Rer es cerrada.

ii) Si 7 es cerrada entonces 7 + «a es cerrada para cualquier a € C.
Reciprocamente, si 7 + o es cerrada para algin a € C, entonces 7
es cerrada.

iii) T es cerrada si y solo si el espacio prehilbertiano D(7) provisto de
la norma (111), es completo

iv) 7 es cerrada si y solo si D(71) = D[r].

v) Si 7 es ademds acotada, entonces serd cerrada, si y solo si D(1) es
un subespacio vectorial cerrado en H.
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vi) La forma 7 es cerrable si y solo si uy, - 0 implica que T[up] — 0.

Cuando esta condicién es satisfecha, T tiene una clausura (menor
extensién cerrada) ¥ cuyo dominio coincide con D[r] : D(7) =
D[r]. Mis exactamente 7 estd definida de la manera siguiente:
D(7) es el conjunto de aquellos u € H tales que existe una sucesién

(ugn) con ug, — U,y se define, para cualesquiera up T u,vp T 7,
Tlu,v] = Jim T[tp, vg)- (112)

Cualquier extension cerrada de T es también una extensién de 7.

vii) Sea 7 una forma sectorial cerrada, u, € D(7),un, — u (donde
— denota la convergencia débil en H) y (7[uy]) acotada. En-
tonces © € D(7) y si ademas u, — u en H, entonces Rerfu] <
liminf ReT{ug].

Demostracién. i) y ii) se dejan de ejercicio al lector. Para la
demostracién de iii) notemos primeramente que 7 es cerrada si y sélo
si es cerrada la forma simétrica no negativa 7y definida en (110). Pero
obviamente T( es cerrada si y s6lo si D(rp) = D(7) es completo con
respecto a la norma (111). El punto iv) es otra versién de iii).

Para probar v), notemos que si 7 es acotada entonces se puede elegir
v en (110) de manera que la norma (111) sea equivalente a la norma
usual en H. Luego, de iii) se concluye inmediatamente el resultado de

v).

Pasemos a demostrar €l punto vi). Obviamente la condicién enun-
ciada es necesaria ya que si 7 es una extensién cerrada de 7, entonces
de ug — 0 se obtiene que

T{un] = 71[tun] = 7 [un — 0] — 0.

Para demostrar la suficiencia consideremos D(7) definido como en el
enunciado del punto vi). El lector puede verificar en calidad de ejercicio,
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que para cualquier forma sectorial T se cumple, que si u, — Uy Un —> 0
entonces im T[uy, vy eziste y que ademds si T es cerrada entonces este
limite coincide con T[u,v]. Luego el limite en el miembro derecho de
(112) existe para todo u,v € D(7). Demostremos que si se satisface
la condicién impuesta a 7 en el punto vi) entonces el limite en (112)
depende solamente de z y v ¥ no de la eleccién de la sucesién (uy) en
D(7) tales que u;, — 1, v, — v. Entonces Uy — Un — 0, v, —v — 0,
y por lo tanto, T[u), — un] — 0, T[v), — v] — 0 debido a la suposicién
hecha sobre 7.

Pero notemos que
gy, V] — T[un, vn] = T[ug, — un,v] + T[un, v, — vp]

el miembro derecho en esta igualdad tiende a cero, de donde concluimos
que el limite en (112) no depende de la eleccién de las sucesiones (uy) y
(vn)- En fin, hemos podido definir una forma sectorial 7 univocamente
determinada por T y que obviamente es una extensién de T.

Si ahora denotamos mediante Hr (resp. H;) al espacio normado
definido sobre el espacio vectorial D(7) (resp. D(7)) provisto de la norma
(111) correspondiente al operador 7 (resp. 7),-entonces claramente se ve
que H; es el completamiento de Hr. Pero por el punto iii) concluimos
que 7 es cerrada.

Demestremos finalmente el punto vii). Notemos que por ser 7 cerra-
da,
D(r) =D[rl,

y sea Hr el correspondiente espacio de Hilbert definido més arriba.

Por ser (7[un])) ¥ (J|un]|) sucesiones numéricas acotadas (ver T 2.4.8),
tendremos que la sucesién (un) estd acotada con respecto a la norma
(111) del espacio H-. Pero H; es un espacio de Hilbert por ser  cerrada,
y del teorema de Banach—Alaoglou (T 2.4.10) concluimos la existencia de
una subsucesién (ug)) de la sucesién (ug ), que converge a wn elemento ug
en Hy. Si aplicamos el resultado que obtendremos en el primer teorema
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de representacién (T 11), concluimos que existe un operador autoadjunto
v no negativo Ty en H con D(Ty) C D(7g) y que representa a la forma
7o definida en (110) en el sentido siguiente:

(Tou,v) = To[u,]
para todo u € D(Ty),v € D(7p).

Como la sucesién (ugll)) converge débilmente a uy en Hr, tendremos
que para cualquier v € D(Tp) se cumple

@ (To+ 1) = (ro+ 1)l ]
= (uszl),v)o — {ug, VYo
(70 + 1)[ug, ]
= (ug,(To + I)v), (113)

I

donde { , ) denota el producto escalar en H y ( , ) el producto escalar
asociado a la norma definida en (111).

Por otra parte como la sucesién (ug)) converge débilmente a u en
H, tendremos que

(wl), (To + I)v) = (u, (To + D). (114)

Comparando (113) con (114), obtendremos que
(v — ug,(To + I)v) = 0 para todo v € D(Tp). (115)

Pero el punto —1 pertenece al conjunto resolvente de Ty ya que Ty > 0
y, por lo tanto, la imagen de Ty + I recorre todo el espacio H. Entonces
de (115) tendremos que

u=ug € Hr = D(7).

Por otra parte tenemos que ||ullp = ||lugllo < liminfllug)ng, luego si

Up — U, se concluye inmediatamente que Rer|u] < lim inf Rer[u,(zl)].
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Como esta desigualdad es vilida para cualquier subsucesién de (uy)
siempre que converge débilmente a u en H., de esta desigualdad se
deduce la desigualdad requerida en el punto vii), con lo cual se culmina
la demostracién. O

Observacién. El punto vii) de la proposicién anterior resulta muy itil
para probar que un elemento u € H pertenece al dominio de alguna
forma sectorial cerrada. Sin embargo de este resultado no podemos
concluir que la sucesién (uy) (ni tan siquiera una subsucesién de ella)
converjaauen Hr. O

Ejemplo 5. Mostremos a continuacién una aplicacién del punto vii) de
la Proposicidn 1 a la caracterizacion de funciones del espacio de Soboliev
H'(Q), donde Q es un abierto acotado de R®. Consideremos la forma
definida en Ly(Q) teniendo D(r) = C1(Q), mediante

Tlu,v] = /VuVEda:. (116)
Q

La forma T es simétrica, no negativa y densamente definida, pero no
es cerrada como facilmente puede comprobar el lector.

Si la sucesién (ug) en C1(Q) cumple que uy, - 0, entonces (uy) es
una sucesién de Cauchy en H(Q) y, por lo tanto, converge a la funcién
idénticamente nula en H!({), de donde se concluye que 7up] — 0.
Pero entonces aplicando el punto vi) de la Proposicién 1, tendremos

que 7 es cerrable y su clausura T tiene como dominio precisamente a
HY(Q) : D(F) = D[r] = HY(Q).

Supongamos ahora que tenemos una sucesién (fz) en CYQ) que
converge 2 la funcién f € Ly(£2) en sentido de funciones generalizadas,
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es decir:

[fupds = [ fode, (n— o) Vo e CR(@), (D)
Q Q

y ademas, que se cumple
| fallz +|Vfallz2 < M, n=1,2,... (118)

donde la constante M no depende de n y || - ||2 denota la norma usual
en Ly(). Si aplicamos el Teorema 2.4.9, entonces de (117), (118) y
teniendo en cuenta que C§°({2) es un subconjunto denso en Ly(Q2), con-
cluimos que la sucesién (fr) converge débilmente a f en Ly(Q). Por
otra parte de (118) se tiene que la sucesién numérica 7[f,] = ||V fall
estd acotada. Aplicando el punto vii) de la Proposicién 1, obtenemos
que f € HY(Q).

En fin hemos obtenido el enunciado siguiente: la funcidn f € H 1(Q)
si y solo si eziste una sucesion (f,) en C1(Q) con las propiedades (117)
y (118). O

E 8. a) Demuestre una caracterizacién similar ala obtenida en la obser-
vacién anterior, para las funciones de (H%)1(), sustituyendo C1(Q) por
C2(Q) (funciones continuamente derivables en {2 con soporte compacto).

b) ;Como se enunciaria esta caracterizacién en el caso @ = R"?

Ejemplo 6. La forma simétrica no negativa 7 definida en el Ejemplo
3 es cerrada (resp. cerrable) si y solo si el operador S es cerrado (resp.
cerrable).

Para comprobar esto es suficiente notar que up —ues equivalente a
Up — u,(Sun) es de Cauchy, y la propiedad 7[u,—u] — 0 es equivalente
a Sup, — Su. La forma (109) asociada al operador Spu = u(0) no
es cerrable en L3(0,1) por no serlo el operador Sy. En efecto, puede
ocurrir que la sucesién de funciones continuas (un) converja a la funcién
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idénticamente nula en L3(0,1) sin que necesariamente (u,(0)) converja
a ceroen C.

Si definiéramos la forma
1
[, v] = / o (2)0'(@)dz + u(0)o(0), (119)
0

en L5(0,1) con D(ry) = C1[0,1], resulta que 7y si es cerrable. En efecto
si up — 0en L2(0,1) y T1[un — um] — 0 cuando n,m — oo, entonces
la sucesién (u,) serd una sucesién de Cauchy en H1(0,1), luego es con-
vergente en H1(0,1) y debe converger a la funcién idénticamente nula.
Por otra parte, del teorema de inmersién de Soboliev (Corolario 1.7.1)
se tiene la desigualdad

lulloo < Cllull o1y, Vu € H(0,1),

donde la constante C no depende de u y || - ||co denota la norma de la
convergencia uniforme en C[0,1]. De esta desigualdad se obtiene que
|un(0)] — 0 ¥, por lo tanto, 71[up] — 0 de donde concluimos que 7 es
cerrable. Dejamos de ejercicio al lector comprobar que '

D[n]=D(7)=HE'(0,1). ©

E 9. Demuestre que la forma definida en el Ejemplo 4 con ¢ real y
acotado inferiormente es cerrable y calcule D[r].

E 10. Sea 7 una forma sectorial cerrable. Demuestre que el rango
numérico ©(7) de 7 es.un subconjunto denso en el rango numérico O(F)
de la clausura 7 de 7.

E 11. Demuestre que toda forma sectorial cerrable cuyo dominio coin-
cide con todo el espacio H, es acotada.
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Cuando T es una forma sectorial cerrada diremos que una subvarie-
dad D’ de D(7) constituye un nicleo (en inglés, core) de 7 si la restriccién
7’ de T con dominio D’ tiene como clausura a 7 : ¥ = 7. Es claro que D’
es un nicleo de 7 si lo es de 7 + a para cualquier escalar a. Ademés si
7 es acotada, D' es denso en D(7), que en este caso es una subvariedad
cerrada en H.

E 12. Sea 7 una forma sectorial cerrada. Demuestre que la subvariedad
lineal D’ de D(7) es un nicleo para 7, si y solo si D’ es denso en el
espacio de Hilbert H, asociado a 7.

Un operador T se llama sectorial si su rango numérico (ver D 3.5.3)
es un subconjunto de algin sector de la forma

larg(A=7)|<¥, 0<P¥<7/2, vER

Dado el operador sectorial T se puede definir la forma sesquilineal
r{u,v] = (Tw,v) con D(r)=D(T) (120)
la cual obviamente es sectorial con vértice v y semidngulo 9.

En el caso particular con que ¥ = 0 sabemos que T es cerrable, lo
cual no tiene que ocurrir para ¥ # 0. Sin embargo, se tiene el siguiente
resultado.

T 8. Todo operador sectorial es cerrable en sentido de formas sesquili-
neales (form—cerrable), es decir, la forma 7 definida en (120) es cerrable.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que T’
tiene su vértice en 0, de manera que Ret > 0. Sea (uy) € D(7) = D(T)
una sucesién 7T-convergente a 0 : up — 0,7{un — um] — 0; y debemos
probar que T[uyp] — 0. Del resultado de E7 se obtiene

IT[un]l < |7[ue, un — um]| + |T[un, um]]
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< (1+tan 19)(Rer)[un]1/2(Re1')[un - um]1/2
+|<Tun7um)|-

Para cualquier ¢ > 0 existe un entero N tal que (ReT)[un — um] < £
para n,m > N. Como (Rer)[us] es una sucesién acotada entonces de la
desigualdad anterior concluimos que

|7[un]] < Me + |(Tun,um)|, n,m>N

donde M es una constante. Haciendo tender m a infinito, obtenemos
|7[un]| < Me lo cual prueba que T[up] — 0. O

Ejemplo 7. Segin el teorema anterior todo operador simétrico T' aco-
tado inferiormente es form—cerrable ademads de ser cerrable.

Sin embargo el dominio de su clausura D(T’) no tiene que coincidir
con el dominio D[r] de la clausura de la forma 7 definida en (120). Pro-
ponemos al lector demostrar esto para el operador diferencial T = —%
definido en L3(0,1) con D(T) = C§°(0,1). Repitiendo el razonamiento
del Ejemplo 6 se puede comprobar que D(T) = Hg (0,1) mientras que
D[r]= HE(0,1). O

E 13. A partir de una familia de formas sesquilineales se define su suma
mediante
T=T1+72+--+7

con D(1) =D(r)N---ND(my).
a) Demuestre que si 7; es sectorial ¢ = 1,...,n, entonces también lo
es T.

b) Si todas las formas 7; son sectoriales y cerradas entonces T es
cerrada.
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c) Sitodas las formas 7; son sectoriales y cerrables entonces 7 también
es cerrable y se cumple que

FCA+ -+

donde la inclusién no puede ser reemplazada por igualdad ni tan
siquiera cuando todas las formas 7; son simétricas. Busque un
ejemplo que confirme esta afirmacién. O

En muchos problemas de la Fisica resulta que el estudio de la di-
namica y estabilidad de una magnitud o sistema fisico estd asociado a
las propiedades espectrales de algin operador T definido en un espacio
de Hilbert (o generalmente de Banach) conveniente y no necesariamente
acotado. Es importante conocer qué ocurre cuando en e} sistema se in-
troduce alguna perturbacion. En ese caso el operador asociado ya no serd
el mismo T sino una cierta perturbacién de T que en general se expresa
en la forma 7 + A, donde A es otro operador que corresponde a la per-
turbacién. Entonces, interesa saber cémo se comportan las propiedades
espectrales de 1"+ A con respecto a las del operador T.

Es bastante frecuente encontrarse con la situacién en que A es de
la forma £V donde V es otro operador y € un parametro pequeiio. El
estudio del comportamiento del espectro de T + £V cuando ¢ es sufi-
cientemente pequefio es a lo que se conoce en la Fisica como Teoria de
Perturbaciones. También puede considerarse el caso en que A = V(¢)
siendo mas compleja la dependencia del pardmetro pequeio €. Sin em-
bargo, en muchos problemas importantes de perturbaciones no aparece
un pardmetro pequeno. Con vistas a estudiar este tipo general de per-
turbaciones introduciremos la siguiente definicién:

D 3. (acotacién relativa de operadores y formas sesquilineales)
Sean T y A operadores con el mismo espacio dominio H (pero no nece-
sariamente el mismo espacio imagen) tales que D(T) C D(4) y

| Aully < alluflo + B]|Tull2, =€ D(T) (121)



§ 3.7. 305

donde @ y b son constantes no negativas. Entonces diremos que A es
relativamente acotado con respecto a T, o simplemente T-acotado. El
infimo by de todas las posibles constantes b en (121) es llamada la cota
relativa de A con respecto a T o simplemente la T-cota de A.

Sea 7 una forma sectorial en H y 7’ otra forma sesquilineal en H no
necesariamente sectorial. Diremos que 7’ es relativamente acotada con
respecto a 7, o simplemente T-acotada, si D(7') D D(r) y

7'lull < allull® +0lr[ull, u e D(r) (122)

donde @ y b son constantes no negativas. El infimo by de todos los
posibles valores b en (122) se llama 7-cota de 7'.

Nétese que si b es seleccionado suficientemente cerca de by en (121)
o (122), entonces en general la constante a puede ser muy grande y por
ello no siempre es posible tomar b = bg.

Obviamente 7-acotacién (T-acotacidn) es equivalente a (7 + a)-
acotacién (T + a-acotacién) para cualquier escalar a. También 7-a-
cotacién es equivalente a Rer-acotacidn, ya que (122) es equivalente a

|7[w]] < o||ul* + ' Rer|u], (123)

u € D(r) = D(Rer), con constantes a’ y b’ que no coinciden necesa-
riamente con las constantes a y b en (122). Si ambas formas 7 y 7/
son sectoriales y cerrables, entonces (122) se extiende a todo u € D(F)
con las mismas constantes a y b y con 7 y 7’ reemplazadas por sus
respectivas clausuras 7 y 7. (jdemuestre en calidad de ejercicio todas
las afirmaciones arriba sefialadas!)

La demostracién de los teoremas siguientes puede ser hallada en la
monografia [13] de T. Kato.

T 9. Sea 7 una forma sectorial y supongamos que 7/ es T-acotada con
b’ < 1 en (123). Entonces 7 + 7' es sectorial. Ademds 7 + 7’ es cerrada



306 Capitulo 3.

(resp. cerrable) si y solo si 7 es cerrada (resp. cerrable). En el caso en
que T + 7' es cerrable se cample que D(7 + 7') = D(F).

T 10. Sea T un operador autoadjunto, acotado inferiormente y sea
A simétrico y T-acotado con T-cota b. Entonces la forma (Au,u) es
relativamente acotada con respecto a la forma (T'u,u) con cota relativa
< b, y lo mismo es cierto para sus clausuras.

Nétese que hemos definido las nociones de acotacién relativa para
operadores y formas sesquilineales por separado. Sin embargo, ambas
nociones pueden ser aplicadas a operadores sectoriales S y S’. Por ello
puede ocurrir que S’ sea acotado con respecto a .S o que la forma sectorial
(S'u,u) sea relativamente acotada con respecto a la forma (Su,u). El
Teorema 9 nos dice que bajo determinadas condiciones de cerrabilidad y
pequefiez de la cota relativa, la clausura de la forma {(:S + 5")u, u) tiene
el mismo dominio que la clausura de la forma (Swu,u).

En general no esté clarala relacién entre los dos tipos de cota relativa
asociada a un operador. El Teorema 10 nos muestra que la acotacién
relativa en sentido de formas es mas débil que la acotacién relativa en
sentido de operadores. Ahora nos encontramos preparados para enunciar
los teoremas de representacidn de formas sesquilineales no acotados a que
hicimos referencia después del enunciado del teorema de representacion
de Friedrichs (T7).

T 11. (primer teorema de representacién) Sea 7]u,v] una forma
sesquilineal sectorial, densamente definida y cerrada en el espacio de
Hilbert H. Entonces existe un operador sectorial cerrado T en H con
las propiedades siguientes:

i) o(T) C(T);

i) D(T) C D(7) y r{u,v] = {Tu,v), para todo u € D(T),v € D(1);

i) D(T') es un niicleo para T;
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iv) siu € D(7),w € H y 7[u.v] = (w,v) para todo v perteneciente
a un nicleo de 7, entonces v € D(T) y Tu = w. El operador
sectorial T estd univocamente determinado por la condicién i).

Demostracién. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que 7
tiene vértice cero y por lo tanto, Rer > 0. Consideremos el espacio de
Hilbert H, definido sobre el conjunto D(7) provisto del producto escalar

(u,v)r = (u,v) + (Ret)[u,v].
Del resultado del Ejercicio 7 se obtiene

1+ tan 9)(Rer)[u]'/2Rer[v]'/2
1+ tan J)|ull-|v]}-,

I, 0]] <
<

e S

de lo cual concluimos que 7 es una forma sesquilineal acotada en H-.
Obviamente la forma sesquilineal 1[u,v} = (u,v) es también acotada en
H. Si denotamos mediante 71 := 7+ 1 y aplicamos el teorema de Lax—
Milgram (T 2.3.2), tendremos que existe un operador B acotado en H,
tal que

ri[u,v] = (Bu,v)r, u,v € Hr =D(7).

Como [Julf2 = (Rer + 1)[u] = (Rery)[u] = Re(Bu,u)r < ||Bull[[ulr,
entonces ||ulj; < ||Buj|;. Luego B tiene una inversa acotada B~! con
dominio cerrado en Hy. Veamos que D(B~1) = H,. Para ver esto es
suficiente probar que un u € Hr que sea ortogonal en H; a D(B™!) =
R(B) debe ser nulo, lo cual es obvio porque [Ju||2 = Re(Bu,u)r = 0.
Pero entonces B~! € B(H,) con ||B~1}| < 1. Para cualquier » € H fijo
consideremos el funcional semilineal v ~» I,(v) = (u,v) definido para
v € Hr. Obviamente [, es un funcional semilineal acotado en Hr con
norma < ||u||, ya que |lu(v)| < Jlu|ll|lv|l < ||u|l||v]lr- Por el teorema de
representacion de Riesz en espacios de Hilbert, existe un dnico «’ € Hr
tal que (u,v) = ly(v) = (&, 0)r, [|o/[}r < [Ju]|.

Definamos ahora un operador A mediante Au = B~14/. El operador
A es lineal con dominio H y rango en H,. Considerado como operador
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en H,A pertenece a B(H) con ||A|| < 1, ya que ||4u|| = [|[B~ 1| <
|1B=1u'li- < ||u'||r < J|u||- De la definicién de A se sigue que

(u,v) = (¢, 0)r = (BAu,v)r = 1[Au,v] = (7 + 1)[Au,v].  (124)

Luego
T[Au,v] = {u — Au,v), u € H,v € Hy =D(1). (125)

El operador A es inversible, ya que por (124) la condicién Au = 0 implica
que (u,v) = 0 para todo v € D(7) y D(7) es denso en H. Escribiendo
w= Au, u = A"lw en (125), llegamos a que

rlw,v] = (47! = Dw,v) = (Tw,v) (126)

donde T := A~! — I, para todo w € D(T) = R(A) C D(1) y v € D(7).
Esto prueba el inciso ii) del teorema. El operador T es cerrado en H
por ser A € B(H). T es sectorial y 7(T) C O(7) pues (Tu,u) = 7[u]
por (126). Adem4s del hecho que R(T + I) = R(A™1) = D(4) = H se
concluye que —1 € p(T), y del Teorema 3.5.6 concluimos que o(T) C
7(T"), lo cual prueba i).

Para demostrar el inciso iii) del teorema es suficiente probar que
D(T) = R(A) es denso en H, (ver E12). Pero como B aplica Hr sobre -
s{ mismo de manera bicontinua, basta con probar que BR(A) = R(BA)
es denso en H,. Sea v € H; ortogonal en H, a R(BA). Entonces de
(126) se tiene que (u,v) = 0 para todo u € H y por tanto v = 0, por lo
cual R(BA) es denso en Hr.

Para probar el inciso iv) del teorema resulta conveniente considerar
7* la forma adjunta a 7. Como 7* es también densamente definida,
sectorial, con vértice cero y cerrada, podemos construir un operador
sectorial T” asociado a 7* de la misma forma que construimos 7" para 7.
Entonces para cualesquiera u € D(7*) = D(7) y v € D(T"), tendremos

*[u,v] = (T"u, ),

o lo que es lo mismo
T[u,v] = {u,T'v). (127)
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Si en particular en (127) tomamos v € D(T) C D(r) y v € D(T") C
D(1), entonces de ii) y (127) tendremos que (T'u,v) = {(u,T'v), lo cual
implica que 7" C T*. Pero como T y T’ son ambos sectoriales, cerrados
y cumplen que o(T) C O(T), o(T’) C ©(T"), entonces se cumple que
T’ = T* o también (T")* = T (jejercicio!)

Supongamos ahora que tiene lugar la relacién 7[u,v] = (w,v) para
todo v perteneciente a un nicleo de 7, donde v € D(r) y w € H.
Obviamente esta relacién puede ser extendida por continuidad a todo
v € D(7). Si en particular tomamos v € D(T') C D(r*) = D(7),
entonces tendremos que {(u,T*v) = 7[u,v] = (w, v). De aqui se concluye
que u € D(T™*)=D(T) y w=T"u = Tu por la definicién de 7. Con
esto queda probrada la primera parte de iv). La unicidad del operador
T satisfaciendo ii) es trivial y se deja al lector. O

En lo sucesivo denotaremos mediante T = T+ al operador asociado
a la forma sectorial 7 segiin el teorema anterior.

Segin T 3.5.6 la condicion necesaria y suficiente para que se satisfaga
la condicién i) de este teorema es que p(T) N {C\ r(T)} # ¢.

E 14. Definamos una forma 7y a partir del operador T obtenido en el
Teorema 11 de representacién, mediante

o[y, v] = (Tu,v), D(r0) = D(T).
Demostrar que T = 7.

E 15. Demostrar que el rango numérico 7(7) de T en el Teorema 11 es
un subconjunto denso del rango numérico O(7) de 7.

E 16. Demuestre que si 7' = 7 entonces T* = T«. Note que si T es
una forma densamente definida, sectorial y cerrada también lo serd la
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forma adjunta 7*.

E 17. Sea T una forma cerrada, densamente definida, simétrica y aco-
tada inferiormente. Demuestre que el operador T' = T asociado con 7
segin el Teorema 11 es un operador autoadjunto y acotado inferiormen-
te. Del Teorema 11 y los Ejercicios E 14 y E17 se concluye el resultado
siguiente:

T 12. La correspondencia 7 — T = T, es una biyeccién entre el
conjunto de las formas sectoriales cerradas densamente definidas y el
conjunto de los operadores sectoriales cerrados T para los cuales o(T') C
r(T). Mias exactamente, T es acotada si y solo si 77 es acotado y 7 es
simétrica si y solo si Tr es autoadjunto.

Este resultado muestra que las formas sectoriales cerradas densa-
mente definidas son un instrumento conveniente para construir opera-
dores sectoriales cerrados tales que o(T) C r(T) (en particular para
construir operadores autoadjuntos acotados inferiormente). Una im-
portante aplicacién de este método la veremos al estudiar operadores
diferenciales en derivadas parciales.

Ejemplo 8. Supongamos que 7y y 7 son formas sectoriales cerradas.
Segtin el resultado del Ejercicio 13 tenemos que 7 = 11 + 79 también es
sectorial y cerrada. Si suponemos que 7 es densamente definida, también
lo seran 71 y 79 ¥, por lo tanto, existen operadores sectoriales, cerrados
T, Ty y Ty con o(T) C r(T), o(T;) C 7(T;) ¢ = 1,2, que representan a
las formas 7,71 y 72 en el sentido del Teorema 11. El operador T' puede
ser considerado como una suma en sentido generalizado de 17 y T5:

T=T+T>. (128)

Notemeos, sin embargo, que la suma en sentido usual 5 = T3 + T
no tiene porqué ser densamente definida ni mucho menos autoadjunta



§ 3.7 311

aiin siendo densamente definida. El operador 7" definido en (128) es una
extensidn autoadjunta de § y ademds es su tnica extensién autoadjunta
cuando Ty + T» es esencialmente antoadjunto.

Luego, el proceso para calcular T' a partir del teorema de repre-
sentacién nos brinda una forma de calcular la extensién autoadjunta de
un operador esencialmente autoadjunto de la forma 77 4+ 72 con 17 y
Ty autoadjuntos. Proponemos al lector en calidad de ejercicio probar
que si T3 y T» son autoadjuntos, acotados inferiormente y 77 + T estd
densamente definido, entonces la extensién de Friedrichs Tp de T7 + T
satisface la inclusién Tp C T y en general T no tiene que coincidir con
el operador T definido en (128).

Supongamos reciprocamente que se tienen dos operadores autoadjun-
tos 71 y T acotados inferiormente y sean 7yg, 7o las formas simétricas
definidas mediante:

Tiolu,v] = (Tiu,v), D(r) = D(T;),i=1,2.

Las formas ;9 son cerrables. Denotemos por 7; = ;9 sus clausuras.
Segiin el resultado del Ejercicio 14, el operador que representa a la forma
T; es precisamente 7;. Hemos visio que resulta comin que el operador
suma 17 + T no sea autoadjunto. Sin embargo, si ocurre que la forma
simétrica y acotada inferiormente 7 = 11 + 79 es densamente definida (lo
cual es un requerimiento mds débil que la exigencia de que sea densa-
mente definido el operador 77 + T3), entonces existe la suma en sentido
generalizado de Ty y T3 : T = T; + T y es una extensién autoadjunta
de Ti+1>. O

Consideremos ahora que tenemos una forma 7 cerrada, densamente
definida, simétrica y acotada inferiormente. Segin el resultado del Ejer-
cicio 17 el operador 7" que representa a la forma 7 en el sentido del Teo-
rema 11, es un operador autoadjunto. El siguiente teorema nos brinda
una descripcién mas completa de T en este caso; para una demostracién
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véase la monografia de Kato [13].

T 13. (segundo teorema de representacién) Sea 7 una forma
cerrada, densamente definida, simétrica y positiva (1 > 0) ysea T = T
el operador autoadjunto asociado a 7. Entonces se tiene que D(Tl/ =
D(r)y

fu, v] = (TY204,TY2v), u,v € D(7). (129)

Ademds, un subconjunto D' de D(7) es un nicleo para 7 si y solo si
es un nucleo para T Y 2. en el sentido de que

T1/2|’D' = T1/2, O

Ejemplo 9. Sea A un operador simétrico, positivo y densamente defimni-
do. Si definimos la forma 7o[u,v] = (Au,v),D(10) = D(A), entonces 1
es cerrable y su clausura 7 = % es una forma que satisface los requeri-
mientos del Teorema 13. El operador autoadjunto asociado a la forma 7
es precisamente la extensién de Friedrichs del operador A : T = Ap. O

g 3.8 La\imtegral de Dunford

Hasta ahora hemos visto c6mo definir una importante funcién de un
operador cerrado. En efecto, si A € p(A), entonces la resolvente (A4 —
M)~! puede interpretarse de manera informal, como la evaluacién de
la funcién t ~+ (£ — A)~1 en el operador A. Notemos gme la relacién de
Hilbert (65) no es mas que la evaluacién en A de la relacién

Es deseable contar con una definicién general de funcién de un opera-
dor cerrado que permita desarrollar un cdlculo operacional mas amplio.
En este epigrafe introduciremos la nocién de integral de Dunford de un
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operador cerrado A, mediante la cual podremos construir familias de
operadores acotados que podrdn interpretarse como funciones de A.

Con este propésito, comencemos por denotar mediante H¢[A] la
familia de todas las funciones complejas que son holomorfas en alguna
vecindad, no necesariamente conexa, de una parte aislada C del espectro
o(A) del operador cerrado A. En alguna ocasién C puede coincidir con
todo o(A) en cuyo caso denotaremos esta familia de funciones por H[A].
La vecindad a que hacemos referencia puede depender de la funcién
f € HclA] considerada. Sea f € He[A] y U un subconjunto abierto de
C, tal que C C U, f es holomorfaen U y UN[o(A)\C] = ¢. Supongamos,
para simplificar que la frontera U consiste de un nimero finito de curvas
de Jordan, orientadas en sentido positivo. Denotaremos mediante F[A]
la familia de todas las funciones f € Hc[A], para las cuales puede ser
hallado algin abierto U con las propiedades anteriormente expuestas'y
tal que '

J 1A A= AD A < o. (130)
au

En €l caso C = o(A), pondremos
| FA] = Fy)[4]. (131)

D 1. (integral de Dunford) Sea C una parte aistada del espectro
o(A) del operador cerrado Ay f € Fo[A]. Entonces el eperador lineal
acotado f[A] definido mediante

_-1

fT4]

T 2w

/ FOYA - AD1d), (132)
U

donde U es un abierto del plano con las propiedades citadas mas arriba,
se llama integral de Dunford de A con respecto a la funcién f.

Observacion 1. Por €l teorema integal de Caachy, la definicién de
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Sf[A] depende solamente de la funcién f y del operador A, pero no de la
seleccion del abierto U, siempre que se satisfaga (130).

Observacién 2. Notemos que si C es una parte aislada y acotada de
o(A), entonces

HclA] = FelA] (133)

En este caso las funciones constantes pertenecen a Fz[A]. En particular,
si A es acotado, siempre se cumple (133).

El teorema siguiente nos muestra como desarrollar un célculo opera-
cional con funciones de operadores cerrados.

T 1. (N. Dunford) Sean A un operador cerrado y C una parte aislada
de o(A). Si f,g € Fc{A}y a,8 € C, entonces:
1) af + Bg € Fc[Aly af[A] + Bg[A] = (af + Bg)[A];
i) f-g€FolAly flA]og[A] = (f- 9)[A];
iii) f*(2) € Fg+[A*],donde C* = {A: X € C}, FF(2)=f(D) y
(f14D* = 147

iv) Si ademds suponemos que las funciones constantes pertenecen a
Fc[A], entonces para toda sucesién (f,) € F¢[A], holomorfas en
una misma vecindad U de C'y tal que ( fy ) converge uniformemente
a fen U, se tiene que f € Fo[A] y

| fa[A] = FLA]lIl = 0,  (n — o0).

Demostracidn. i) es evidente.

ii) Sean U; y Uy vecindades abiertas de € C o(4), cuyas fronteras
0Uy, y 0U; estan formadas por un ndmero finito de curvas de Jordédn y
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asumamos que 0U7 C Uz y que Uy U U, estd contenido en el dominio de
analiticidad de f y g. Entonces, utilizando la relacién de Hilbert para
la resolvente y el teorema integral de Cauchy para funciones analiticas,
tendremos

464 = —o7 [ TR [ o) Ru(A)ds

U, U,

= 7 [ [ S0 - w7 RA(A) - Ru(4))drdn
aU, U, |

= 5 [ IR [ (=N gwdnar
al; U,

5 [ 0RO [ (=N )N an

8, o,

= 57 [ FNsRAA)A
aU]_

= (f-9)l4]

iii) Se concluye de P3.5.2 y la definicién de f[A4].

iv) Es consecuencia inmediata de (i) y de la desigualdad evidente

14N S sup 15 [IRAAIEN. D
zedU 517

Observacién. Se puede dar una definicién mds general de la integral
de Dunford de un operador cerrado que permite ampliar la clase de
funciones F[A] a otro espacio vectorial Fo[A]. El teorema anterior nos
asegura que la integral (132) induce un homomorfismo entre el dlgebra
Fcl[A] y el dlgebra B(H) de los operadores acotades en H. Es posible
ampliar la clase Fo[A] de manera que la integral (132) defina un ope-
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rador lineal del espacio vectorial Fz[A] en el espacio vectorial C(H) de
los operadores cerrados sobre H. O

Para los operadores acotados se tienen los importantes corolarios
siguientes:

C 1. (teorema de la aplicacién espectral) Sea A acotadoy f €
H[A]. Entonces

o(fA]) = flo(A)]. (134)

Demostracién. Sea A € 0(A) y definamos la funcién g mediante
g(p) = (f(A)— f(p)/(A— p). Por el teorema anterior,

FOI = flA] = (AT — A)g[A].

De aqui se deduce que, si (f(A)I — f[A]) tuviera inverso acotado
B, entonces g[A]B serfa el inverso acotado de (A] — A). Luego, A €
o(A) implica que f(A) € o(f[A]). Inversamente, sea A € o(f[4]) v
supongamos que A ¢ f[o(A)]. Entonces la funcién g(u) = (f)(p — A)~1
deberia pertenecer a H[A], y por el teorema anterior, g[4]( f[A]-AI) = I,
lo cual contradice la suposicién de que A € o(f[A4]). O

Ejemplo 1.6 (funcién exponencial de un operador acotado) En
la teorfa de las ecuaciones diferenciales juega un papel muy importante
la funcién operacional e4? (A acotado en H), la cual puede ser definida
de cualquiera de las dos formas siguientes:

1
At _ 1 [
M= / MRy (A)dA (135)
Ta
eAt = _k!—— (136)

k=0
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(Demuestre la equivalencia entre las definiciones (135) y (136)).

De la propiedad multiplicativa enunciada en T1 ii) se obtiene que los
operadores e forman un grupo uniparamétrico:

EAtﬁAT = eA(H'T) Vt, T E (_00-700)€Atlt=0 =T

Observemos, sin embargo, que en general eAtB £ eAeP salvo en el caso
cuando A y B conmutan (jdemuéstrelo!).

Obviamente la serie (136) converge uniformemente y para ella se
obtiene el estimado

el < i AR e (137)
= 1 — °
P

Ademis la serie (136) puede ser derivada término a término con respecto
a t, de donde se obtiene la formula

deAt At
- = Aet. | (138)
Esta férmula nos dice que u(t) = e4uq es la solucién del problema de
Cauchy
du
i Aw, u(0) = up € H. - (139)

En el Capitulo 7 nos dedicaremos a estudiar las propiedades espec-
trales de A que implican la acotacién respecto a t de las soluciones del
problema de Cauchy (139). O

C 2. Sean A acotado, f € H[A] y g € H[f[A]]. Si ponemos h()\) =
9(f(X)), entonces h € H[A] y h[A] = g[f[A]]-

Demostracién. El hecho que i € H[A] se concluye del Corolario 1.
Sea U3 una vecindad abierta de o(f[A4]) cuya frontera estd constituida
por un nimero finito de curvas rectificables de Jorddn tales que U; U
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0U; estd contenido en el dominio de analiticidad de g. Anélogamente
consideremos una vecindad abierta Us de o(A) cuya frontera también
estd formada por un nimero finito de curvas rectificables de Jordéan tales
que Us U 38U, estd contenido en el dominio de analiticidad de f y

flU2 U 8U;] C Us.
Entonces, para todo A € 9U7, tendremos
1 — 4
RAAD = 5= [ (1) = M) Ru(A)d (140)
aU,

ya que segin T 1 ii), el operador S en el miembro derecho de (140)
satisface la ecuacién operacional

(fIA] = AD)S = S(flA] - AI) = 1.

Luego, por el teorema integral de Cauchy, se tiene que

1A = 5= [ dNEA(TADA
U,
= 13 [ [ 00 - N R A)dpdr
U, U4
= 5 [ Ru(e(s(w)du=hla). ©
U,

Veamos una propiedad importante de la integral (132) en el caso en
que C es acotado.

C 3. Sea C una parte aislada y acotada del espectro de un operador
cerrado A. Entonces el operador P correspondiente a la integral de
Dunford de A con respecto a la funcién f(z) =1,

1
P=— / Ry(A)dA, (141)
oU
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es un operador de proyeccién, es decir P2 = P. Si A es autoadjunto,
P = P*, y por lo tanto, P es un proyector ortogonal.

Demeostracién. La primera parte del enunciado se verifica direc-
tamente de manera andloga a T 1ii) y por ello se deja de ejercicio al
lector. Para probar la segunda parte notemos primeramente que por
ser A autoadjunto, C es un subconjunto compacto de R. Tomando el
abierto U D C, simétrico con respecto al eje real y aplicando T 1 iii) se
obtiene que P = P*. O

En los dos epigrafes siguientes veremos algunas aplicaciones impor-
tantes de la integral de Dunford.

§ 3.9 Raiz cuadrada de operadores autoadjun-
tos positivos y representacion polar de
operadores cerrados.

En este epigrafe estudiaremos dos importantes teoremas. El primer re-
sultado ha sido ya obtenido en T 3.4.6 para el caso de operadores aco-
tados.

T 1. (raiz cuadrada de operadores autoadjuntes positives) Sea
A autoadjunto y positivo, (A(z),z) > 0,Vz € D(A). Entonces existe
ana tnica rafz cuadrada Al/? de A, autoadjunta y positiva, tal que
(Al/ 2)2 = Ay ademds satisface las propiedades siguientes:

1) o(A2) = \/o(A) = {N72: X e o(A)};
i) Al/2 conmuta con cada operador acotado que conmute con A;
iii) D(A) es un dominio esencial de A1/2;

iv) Kerd = KerAl/2,
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Demostracion. Haremos primeramente la demostracién cuando
0 € p(A), que en el caso de un operador autoadjunto positivo es equiva-
lente a decir que sea estrictamente positivo, es decir para algin § > 0

(A(z),z) > é{z,z), Vz € D(A).

En este caso, el operador T = A~! es también autoadjunto y acotado.
Ademis por T 3.54, o(A™1) = {1/X: XA € 0(A)} C Ry y, por lo tanto
de T 3.6.2 se tiene que A~! es positivo. Por T 3.4.6 concluimos entonces
que existe el operador TY? = B. Pongamos por definicién AY2 = p-1
y A=Y2 = (AY2)~1; entonces A~1/2 = B.

Obviamente se cumple la siguiente cadena de igualdades:
(A1/2A1/2)—1 — (Al/Z)—l(Al/Z)—l — (A—l)l/Z(A—1)1/2 —B-B=A"1
y, por lo tanto

A= (AP,

luego AY/2 s una rafz cuadrada de A. La autoadjunticidad de A/2 se
deduce inmediatamente de P 3.3.2 v), por ser el inverso del operador
autoadjunto B. La unicidad de A'/2 se desprende de la unicidad de B,
demostrada en T 3.4.5.

De la unicidad de B aplicando €l Corolario 3.8.2 del Teorema 3.8.1
a las funciones g(A) = VA y f(A) = A2, analiticas en ReX > §, y al
operador T, se tiene que B es precisamente el operador defirido por la
integral de Dunford siguiente:

B= % / 7 12R,(A)dz, (142)
T

donde T es cualquier arco de Jordan contenido en p(A4) y que encierra
a o(A). Los valores de z~1/2 deben ser seleccionados de forma tal que
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212 > 0, en los puntos donde I' corta al eje real positivo. Pero en-
tonces, por el teorema de la aplicacién espectral,

1

BN
Vo(4) T A

o(B) = : A€ o(A)}. | (143)

De (143) y T3.5.4 concluimos la veracidad de i) y por ende, la po-
sitividad de A/2. Del hecho que B conmuta con cualquier operador
acotado que conmute con A~! se obtiene la afirmacién ii).

Para probar iii) es necesario demostrar que para todo z € D(A41/2)
existe una sucesién (z,) en D(A), tal que z, >z y Al/z(a:n —z)— 0.
Una sucesién (zy) con estas propiedades puede ser construida poniendo

zn = (T4 A7 (2) = n(4 + D)\ (2).

En efecto, es obvio que z,, € D(A). Pongamos y = A/2(z), entonces
z = B(y), luego z, = n(4 + nI)~1B(y) = nB(A + nI)~1(y), donde la
conmutacién de B con la resolvente de A se deduce de la expresion (142).
Pero entonces

AV (z,) = n(A+nI)ly — y= AY2(2)
(ejercicio), de donde se concluye la demostracién de iii).

Pasemos ahora a probar que en la demostracion realizada anterior-
mente puede ser eliminada la suposicion 0 € p(A) y que la misma es
vilida siempre que:

(A(z),z) > 0, Vz € D(A). (144)

En efecto, si se cumple (144), entonces para cualquier ¢ > 0,4, =
A+ €1 es estrictamente positivo, luego puede ser construido el operador

Ai/ 2 que satisface las propiedades i) — iii). Probaremos que Lir% A};/ 2
£t

existe en un cierto sentido y coincide con un operador que satisface las
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condiciones exigidas en el teorema Para ello notemos primeramente que

la integral (142) ofrece una expresién mds conveniente para B, = A—l/ 2 ,

si se toma en lugar de I' el arco obtenido al recorrer el semieje real
negativo desde 0 a —0o0 y desde —oo hasta 0. Poniendo z = —A en (148)
y observando que 712 = :FiA‘l/ 2, obtenemos la expresién:

-1/2

o0
AZY? % / A"Y2(4, + AD)"1dA (145)

Aplicando (145) al elemento A.(z) en lugar de z, y notando que
_1/2A e(z) = AE/ (z), se tiene:

V2, //\ 12( A, + AL Ac(z)dA, (146)

para todo z € D(A,) = D(A). Pero como

(Ae + AD)YAc(z) = (Ae+ M)A 4+ M — M)(2)
= z—-MAc+ M) (x)
z— MA+el + A z),

‘tenemos entonces

diE(Ae +ADT Ae(2) = adg[x — MA+ el + A1) (2)]

= MA+el+ M) %z)
= MAec + M) %(z)

d - _
= A (4 + M) N(a). (147)

Por lo tanto,

d 2,y _ loo 172 4 n—1
@) = -7{0/,\ = (Ac + A7 (z)a
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_ 1 T ~1/2 -1
= o 0/ A2 4, 4 AD) "N (z)dA

- %A;l/ 2(z) (148)

donde para obtener (148) hemos integrado por partes y utilizado la ex-

presién (145) para A;l/ 2, Integrando (148) entre § y ¢, con 0 < 8 < ¢,
obtendremos

A2 (z) - 4 (2) = % / A7 (2)de. (149)
@

Pero notemos que de la expresién (145) y el hecho que
14 + ADHI < (A + )7

se tiene

1A < 12, | (150)

De (149) y (150) obtenemos
17,
142%@) - 457 @I < 5 [145 @)l
¢
< (2 - 62)jel. (151)

Esto prueba que lim Ai/ % — A’ existe y que el operador A’ — 3,./ 2 es

acotado sobre D(A) con norma < £1/2, Del hecho que D(A) = D(Ae)

es un dominio esencial de Ai/ 2 segln iii), y por ser §; = A’ — Aé/ 2

acotado, se puede probar (ejercicio) que A’ = S¢ + Ay 2 con dominio

D(A) es cerrable y su clausura A’ tiene el mismo dominio que A};/ 2,

lo cual de hecho implica que D(Aé/ 2) no depende de . Pero entonces

podemos poner

A =S, + AL? (152)
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donde A};/ 2 es autoadjunto y S simétrico y acotado con

1Selll < €1/2.

De (152) se deduce que A’ es una raiz cuadrada autoadjunta y posi-
tiva de A que satisface las propiedades i) — iii):

A= A2, (153)

Finalmente probemos la unicidad de la raiz cuadrada autoadjunta
y positiva en el caso general cuando A satisface la propiedad (144).
Para ello denotemos mediante R cualquier raiz cuadrada autoadjunta y
positiva de A. Entonces R + €] es estrictamente positivo para cualquier
e>0,y

(R+el)? =R*+2eR+ e’ I = A+ 2R+ %I = Qe

es también autoadjunto y estrictamente positivo con dominio D(A) (ejer-
cicio). Por la unicidad de la raiz cuadrada demostrada en la primera
parte del teorema para operadores estrictamente positivos, se tiene que
R + €1 es la tdnica raiz cuadrada autoadjunta y positiva de Q¢, o sea

R+el=QY% (154)

Sea z € D(A). Entonces ¢ € D(R)y (R+el)(z) — R(z) cuando ¢ — 0.
Si probamos que

Q/*(2) - 42z (155)
entonces de (154) y (155) tendremos que

R(z)= AY%(z), Vz e D(A). (156)

Pero como D(A) es un dominio esencial para cualquier raiz cuadrada
autoadjunta positiva de A, entonces de (156) se tendrd

R=AYZ
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Pasemos a probar (155). Para ello haremos uso de una expresién
similar a (146) para Qyz(z) y AY2(z) con z € D(A).

Notemos que

- _ Qe+ AD) [z — (Qe + AD(A + A1) 1(z
Qe+ )= (A+AD e = { R SR o )

luego

Q@) - 4(@) = -1

o\g

M(Qe + A1) (z) — (A+ AI) ™ ()]dA57)

(158)

o

= £ W@ AT @R DA+ AD T @)
0

Para hallar un estimado de esta tltima integral es conveniente sepa-
(e o]

€
rarla en dos partes [y [ v usar el integrando en la forma del término
0 £

de (158) para la primera parte y en la otra forma para la segunda parte.
Entonces por la conmutatividad de R con (A + AI)~!, obtenemos

&€

Q% (2) — A=)l < /Al/z[ll(Qs+/\1)'1H+H(A+>\I)'1H]Hxlld)\

0

+ 6//\1’2II(Q5+/\I)'1IHI(A+ AR+ eD)(z)lldA

IA

( / A2 |z} + e( / A~ 2aN)||(2R + eI)(2) |
0 €
= 4s'P||z|| +2"*|(2R + eI)(2)[| — O,

cuando £ — 0, como desedbamos probar. O

Observacion. De manera general se pueden definir las potencias frac-
cionarias 49,0 < a < 1, de un operador autoadjunto positivo mediante
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una construccién similar a la dada en el teorema anterior para Al/2 si
A es estrictamente positivo, entonces es suficiente reemplazar 21/2 por
27 en (142) para obtener A™%. La férmula correspondiente a (145)
serd entonces

y-o _ Sn T

T

/ A" (A 4+ M) 1dA (159)
0

Ademds las potencias fraccionarias de operadores cerrados pueden
ser definidas para una clase mucho mas amplia que la de los operadores
autoadjuntos positivos. El lector interesado puede consultar el libro de
T. Kato: Perturbation theory for linear operators [13].

Antes de enunciar el préximo teorema, que es una consecuencia de
T 1y T 3.4.4, daremos la definicién siguiente:

D 1. (operador parcialmente isométrico) Un operador lineal W
definido sobre el espacio de Hilbert Hy y con valores en el espacio de
Hilbert Hs, se llama parcialmente isométrico, si existe un subespacio
vectorial cerrado M en Hjy, tal que

[W(z)]l2 lzll1, Vz € M,
W(z) = O, Voe Mt

T 2. (representacién polar de operadores cerrados) Sea A un
operador cerrado y densamente definido en H. Entonces A puede ser
representado en la forma

A=W|A] (160)

donde mediante |[A]| se representa al operador autoadjunto positivo

4] = (474)1?, (161)
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y W : H — H es un operador parcialmente isométrico.

Demostracién. De T 3.4.4 y T 1 se deduce la existencia del o-
perador autoadjunto positivo |A]. Para cada par de elementos z, y en
D(A*A) se tiene

(A(z), A(y)) = (A%A(z), y) = {|Al(=), |Al(9))- (162)
Pero de la demostracién del Teorema 3.4.4 se obtiene sin dificultad que

D(A*A) es un dominio esencial de A y en T 1 vimos que D(A*A) es
también un dominio esencial de |A|. Luego

D(A) = D(|4]), (163)
y la igualdad (160) se cumple para todos z,y € D(A). De la igualdad
lA(@)] = [l14l(=)ll, Ve € D(4), (164)
se concluye que la aplicacién
|4l(z) — A(z), (165)
define una isometria W de R(|A|) C H sobre R(A) C H tal que
A(z) = W|A|(z), =z € D(A). (166)

Por continuidad W puede ser extendida a una isometria de R(]A|) so-
bre R(A), a la cual denotaremos también por W. Si ponemos W(z) =0
para todo z € R(]A|)*, entonces obtendremos un operador parcialmente
isométrico W para el cual se cumple la relacién (166), lamada repre-
sentacion polar del operador A. O

Observacién 1. La representacién polar de un operador cerrado es, en
cierto sentido, andloga a la representacién polar de nimeros complejos
en la forma z = pe? con p = |z|, 9 =argz. O

Observacion 2. En la demostracion del Teorema 3 se ve que la repre-
sentacién polar no es tnica salvo en el caso cuando R(A4) y R(]4]) son
densos en H, lo cual ocurre si KerA = Ker4* = {0} (ejercicio).
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Se deja al lector, en calidad de ejercicio la demostracién de las
propiedades siguientes:

KerA = Ker|A|, (167)
R(A) = R(|A7), (168)
A = WA, (169)

donde W es el operador parcialmente isométrico que aparece en (166).
g

§ 3.10 Separacion del espectro, subespacios in-
variantes y reduccion de operadores ce-
rrados

Los subespacios propios Ny = Ker(A—AI) correspondientes a los valores
propios A de un operador cerrado A, tienen una importante propiedad:
A(z) € Ny para todo z € N). Una nocién mds general que la de
subespacio propio es la de subespacios invariantes:

D 1. (subespacio invariante) El subespacio vectorial M del espacio
de Hilbert H, es un subespacio invariante del operador A si

ze€D(ANM = A(z) e M.
Se puede decir que A genera un cierto operador A; en el subespacio
invariante M, para el cual
D(A;))=D(ANM, A;CA.

Notemos que todo subespacio invariante de dimensién finita de un

operador A, contiene al menos un valor propio de A como es conocido
del 4lgebra lineal.
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Si M es un subespacio invariante del operador A, entonces el com-
plemento ortogonal M+ puede no ser un subespacio invariante para A.
Supongamos, que ambos subespacios M y M~ son invariantes para el
operador A y sean A7 y As las restricciones de A a M y M+ respec-
tivamente. Nos preguntamos, si en este caso el estudio de A se reduce
al estudio de los operadores A; y As. La respuesta a esta pregunta es
positiva si el operador A esta definido en todo H. En efecto, en este
caso si ¢ € H, podemos expresar z en la forma tnica z = z1 + z2 con
z1 € M,z9 € M1, y obtenemos

A(z) = Ar(z1) + Az(z2)-

Si D(A) # H, la afirmacién anterior se mantiene, con una condicién
auxiliar, como vemos en la siguiente proposicién, cuya ficil demostracion
queda como un ejercicio.

P 1. Si el subespacio cerrado M de H y su complemento ortogonal
M+, son subespacios invariantes del operador A, y si la proyeccién sobre
M transforma elementos de D(A) en elementos de D(A), entonces para
cualquier z € D(4)

A(z) = A1(z1) + A2(z2)

donde A; y A, son las restricciones de 4 a M y M~ respectivamente,
y 21,29 son las proyecciones de x sobre M y M*. O

D2. Si el subespacio cerrado M de H satisface las condiciones de la
Proposicién 1, diremos que M reduce al operador A.

Es facil ver que si el subespacio M reduce al operador A, entonces
M+ también reduce a A. Los subespacios triviales que reducen a cual-
quier operador A son el subespacio nulo y el propio espacio H. Si el

operador A no admite una reduccidn, entonces diremos que A es irre-
ducible. ‘

T 1. Sea P el operador de proyeccién ortogonal sobre el subespacio
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cerrado M de H. Para que el subespacio M reduzca al operador A es
necesario y suficiente que P conmute con A, es decir:

i) P(z) € D(A), Vz € D(A),
ii) PA(z)= AP(z), Vz e D(A).

Demostracién. Comencemos por probar la necesidad de las condi-
ciones i) y ii). Si el subespacio M reduce a A, entonces de ¢ € D(A) se
deduce que P(z) € D(A), lo cual prueba la condicién i). Para demostrar
ii), pongamos

r=y+z
donde y = P(z). Como M reduce a A, entonces A(z) = A(y) + A(2),
donde A(y) € M, A(z) € M. Por eso

PA(z) = PA(y) = A(y),
es decir, PA(z) = AP(z).

La suficiencia de las condiciones i) y ii) se demuestra muy simple-
mente y se deja de ejercicio al lector. O

Observacién. Si P es un operador de proyeccién (P2 = P) pero no
ortogonal P* # P), entonces la demostracién anterior puede ser ligera-
mente adaptada para obtener el resultado siguiente:

El espacio H se descompone en la suma directa H = My + M>, no
necesariamente ortogonal, donde

M, = P[H], M;=(I- P)H]

Si P conmuta con el operador A, entonces ambos subespacios M7 y M>
son invariantes para el operador A y se cumple

A(z) = Ay(z1) + Az(z2)
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donde z = z71 + z2,21 € My,72 € My y Ay, A2 son las restricciones de
A a My y M, respectivamente. O

Diremos que el operador de proyeccion ortogonal P reduce al operador
A, si A es reducible por el subespacio sobre el cual P proyecta. El estudio
de la estructura de cualquier operador A es equivalente al estudio de
los subespacios que reducen a A y de las restricciones de A a dichos
subespacios, segin nos muestra el teorema siguiente.

T 2. Sean Myi(k = 1,2,...,n;n < o) subespacios cerrados y mutua-
mente ortogonales en H, tales que

Sea A un operador, que es reducido por cada uno de los subespacios M},
y que supondremos cerrado si n = co. Finalmente, denotemos mediante
Py, el operador de proyeccién ortogonal sobre My, y Ag la restriccién de
A a Mj. Entonces se cumple:

i) z € D(A) < P (z) € D(AL) y

n
> 4 Pe(2)||* < oo,
k=1

i) A(z)= 3 ApPy(z), ¥z € D(A),
k=1

i) o(4) = U o(4).
k=1

Demostracidn. i) Sea z € D(A). Como M} reduce a A, entonces
Pir(z) € D(A) y, por lo tanto Pi(z) € D(A) N My = D(Ag). Ademis,



332 Capitulo 3.

PrA(z) = APy(z). Luego

Az) =Y P A(z) = Y AP(z) = ) ApPi(a).
k=1 k=1 k=1

De aqui, en el caso n = 00, se deduce la convergencia de la serie

S A Pa(@)I

k=1
Probemos simultanéamente la implicacién en sentido inverso y ii).
Supongamos primeramente que n < oco. En este caso la pertenencia

de z a D(A) y la veracidad de ii) son consecuencia de que D(A) es un
subespacio vectorial. Si n = oo, todas las sumas parciales

ZPk(a:),(r =1,2,...,)

k=1

pertenecen a D(A). Pero de la convergencia de la serie 3 ||AxPy(z)]|?
k=1

se tiene la convergencia de la serie

fee) T )

k§1 ApFy(c) = lim A(}; Pi(z)),
de donde, en virtud de ser A cerrado se concluye que

z€D(A)y A(z)= io: A Py(z).
k=1

En lugar de iii) probaremos el enunciado equivalente
n
p(A) = [ p(4r)
k=1

donde p(A;) denota el conjunto resolvente de Ag, comsiderado como
operador definido sobre el subespacio Mj. De i) y ii) se deduce que la
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solucién de la ecuacién A(z) — Az = y (con A € C,z € D(A),y € H)
existe si y solo si para cada k£ = 1,2,...,n, existe la solucién de la
ecuacion Ar(zp) — Azg = yi, (21 € D(Ar),yr € M}). En este caso se
tiene z; = Pi(z) y, por lo tanto,

n
T = Z Zl.
k=1

Pero entonces A es inyectivo si y solo si cada A es inyectivo y tendremos

(A=D1 = i(Ak — AP, (170)
k=1

donde I denota la identidad en My. De (170) se deduce
2 = 2
A= AD @I = S (A - M) B@P (171)
k=1
para cada z € R(A — AI). Si A € p(A4), entonces de (171) se tiene

> (A = M) Py(2)|? < Mjz|® (172)
k=1

para todo z € H. Tomando z = z; € My en (172), Hegamos a que
1(Ax = M) (zp)lI? < Ml
¥, por lo tanto, A € p(A) para todo k = 1,2,...,n.

™
Supongamos ahora que A € [ p(Ax) y consideremos primeramente
k_

que 7 es finito. Entonces, para todo z; € M},
I(Ar = M) 7 (@R)l* < Milleel)®. (173)
Tomando M = max M, de (171) se deduce que

(A= AD"H2)|? < M|jz))?
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luego A € p(A).

Analicemos ahora el caso n = co. Por ser A cerrado, A € p(A) si
y solo si la aplicacién A — AJ es una biyeccién de D(A) sobre H. Pero
del comentario hecho al inicio de la demostracién de iii) se concluye que
la biyectividad de Ax — Al : D(Ar) — M} implica la biyectividad de
A — Al, de donde se obtiene la inclusién para el caso n = 0o

N oA o). ©
k=1

Observacion. Notemos que en las condiciones del Teorema 2 puede
ocurrir que

o(Ap)Na(4;) # 6, J#k

Para ello es suficiente con que los subespacios M} y M; sean isomorfos
y las restricciones A y A; de A, tengan una estructura andloga. O

A continuacién veremos un teorema que nos muestra cémo puede
ser reducido un operador cerrado mediante subespacios ortogonales, de
manera tal que los espectros de las restricciones a diferentes subespacios
sean disjuntos.

T 3. Sea o; una parte acotada del espectro del operador cerrado A.
Supondremos que o7 estd aislada del resto del espectro de A, de tal
forma que puede ser hallada una curva simple cerrada y rectificable T,
que encierra a ¢y separandolo de o = o(A) \ 07. Entonces se puede
encontrar una descomposicion en suma directa del espacio H = M1+M>,
donde M; y My son subespacios vectoriales cerrados que reducen a A
en el sentido de la observacién al Teorema 1, y para las restricciones A;
vy Az de A a My y M> respectivamente, se cumple

o(A1) =01, o0(A2)=o09.
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- g .‘ ‘. . g
= —_— . ) .

Por el Corolario 3.7.3 al Teorema 3.7.1, tenemos que P es un operador
de proyeccién. No es dificil probar que P conmuta con Ry(A) y segin P
3.5.1, P conmuta con A. Entonces de la observacién hecha al Teorema
1 se deduce la existencia de una descomposicién del tipo H = M; + M
con las propiedades anteriormente enunciadas.

Queda por probar que o(A4;) = 01 ¥y 0(A2) = 09. Para ello notemos
primeramente que las restricciones de R)(A) a My y M> coinciden con
R)(A1) v R)(A2) respectivamente. Esto prueba que p(A;) v p(4s2)
contienen a p(A). Veremos ademds que p(Aj) también contiene a o3.
En efecto, se tiene que

Ri(41)(z) = BA\(A)(z) = RA(A)P(z),

para todo z € M7 y A € p(A). Pero para cualquier A € p(A) tal que
A ¢ T, tenemos

B\(A)P = -2—% r/ Ra(A)R(A)d=

d

4
LY
-z

- _% / (BA(4) = R:(A))5 (174)
T

donde (174) se obtiene de la expresién de P y la relacién de Hilbert para
la resolvente. Si A estd fuera de la regién encerrada por T', de (174) se
obtiene

1 . z

AP =— | . 17
BA(A)P =5 r/ RoA)— (175)
Como el miembro derecho de (175) es una funcién analitica fuera de
la regién encerrada por I', entonces Ry(A)P y, por lo tanto, también
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Ry (A1), tienen una prolongacién analitica a esa regién. Del hecho que
p(A) es el dominio natural de analiticidad de Ry(A;), se concluye que la
prolongacién analitica a que haciamos referencia anteriormente es pre-
cisamente la resolvente de A;. Pero entonces p(A;) contiene al exterior
de Ty, por lo tanto o(4;) C o3.

De manera similar, de (174) se obtiene que

dz
A=2’

RA(A)P = Br(4) + 5= [ Ba(4) (176)
T

si A pertenece a la regién encerrada por I'. Esto prueba que Ry(A)}(I-P)
tiene una prolongacién analitica al interior de I'. Al igual que antes
llegamos a la conclusién de que o(A3) C o3.

Por otra parte, un punto A € o(A) no puede pertenecer simulta-
néamente a p(A1) y p(A42). En efecto, si A € p(A1) N p(As), entonces
R)(A1)P+ Ry(A2)(I— P) seria el inverso de A— A, de donde se tendria
que A € p(A). En fin, concluimos que

o(41)=01y o(Ad3)=02. O

Observacion. De la observacién hecha al Teorema 3.5.3 podemos con-
cluir que si o7 es acotado, entonces el operador A; obtenido en el teorema
anterior, es también acotado por ser

O'(Al):Ul. ]

Observacidn. Se tienen algunos resultados acerca de la “continuidad”
de la descomposicién de un operador cerrado con respecto a partes se-
paradas de su espectro. Para las demostraciones puede consultarse el §
del Capitulo 4 de la monografia [13].

La descompesicion H = M; + My del Teorema 3, donde M; =
M;(A),i = 1,2, es continua con respecto al operador A en el sentido
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siguiente: si (By,) es una sucesién de operadores acotados con || By|| — 0,
entonces ||P(A + By) — P(A)|| — 0 donde P(A + By) y P(A) son los
proyectores correspondientes a los subespacios M1(A + By) y M1(A),
descritos en el Teorema 3.

Por otra parte, si I' es un subconjunto compacto del conjunto re-
solvente p(A) del operador cerrado A, entonces existe ¢ > 0 tal que
I' C p(T) para todo T = A+ B con B acotado y ||B|| < €. Este
resultado nos indica que el espectro de un operador cerrado no puede
“crecer bruscamente” ante “pequefias perturbaciones”. Esta propiedad
es conocida como semicontinuidad superior del espectro. Sin embargo, se
pueden dar ejemplos en los que aln ante muy pequehias perturbaciones
el espectro puede “reducirse bruscamente”. 0O

§ 3.11 Valores propios aislados en el espectro

Supongamos que el espectro o(A) de un operador cerrado A tiene un
punto aislado A. Obviamente, o(A) se divide en dos partes aisladas entre
si, si tomamos o7 = {A} y o2 = o(4) \ {A}.

Tomemos como I' cualquier curva cerrada que encierre a A y no
encierre a ningun otro punto de o(A). Entonces para el operador A;,
descrito en el Teorema 3.10.3, y correspondiente a o7 = {\A}, su espectro
esta constituido unicamente por el punto A. Si denotamos por I, la
identidad en el subespacio invariante M; de A;¢ = 1,2, entonces (72):

spr (A; — A1) = 0.

Por el T 3.5.2, se tiene que R;(41) = (A3 — 2J7)~! admite un desarrollo
en serie del tipo

RolA) = = 32(z = XAy = ALy)" (ar7)
n=0

que converge excepto para z = A.
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Notemos que (177) es equivalente a

Ro(d) = BB = -5 - Y e (178)

n=1

donde
B o= -5 [Ru(A)ip, (179)
D" = [(A- 1:\I)P,\]” — (A= AI)"Py
_ _2_715 / (4 = )" Ru(A)dp. (180)
T

Por otra parte, R,(A2) es holomorfa en z = A y admite un desarrollo
de Taylor en un entorno de este punto. Entonces nos queda

R.(A2) = R(A)I - Py) = i(z — A5t (181)
n=0
donde
§ = Ro(42)(I = By) = lim Ro(A)(I — Py)- (182)

No es dificil verificar que

n_ 1 dp
= s P/ R A) (183)

Notemos que R)(A) no existe y por eso a Ry(43) se le Hama resol-
vente reducida de A para el valor propio A.

Uniendo (178) y (181) obtenemos rl teorema siguiente:

T 1. Sean A un operador cerrado y A un punto aislado en o(A). En-
tonces la resolvente R,(A) admite un desarrollo en serie en un entorno
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del punto z = A, del tipo

R0 = =25 - Xt DG 8

n=0

donde los operadores acotados D y § estdn definidos en (180) y (182)
respectivamente. Ademés se cumplen las relaciones

D = DPy=P\D, (185)
(A-XDNS = I-P, (186)
SP, = PS§=0, (187)
SA C AS, (188)

siendo AS un operador acotado.

Demostracién. Se deja de ejercicio al lector. O

Observacién. El desarrollo de Laurent (184) es similar al que se obtiene
para operadores en espacios de dimension finita, con la inica diferencia
de que en el caso infinito dimensional, la parte principal de (184) (la
correspondiente a las potencias negativas de (z— X)) puede ser una serie
infinita. O

Observacién. Notemos, que si Py\[H] = M; es dimensién finita, en-
tonces A es un valor propio de A. En efecto, como A € 0(A;), entonces
A serfa un valor propio de A; y, por lo tanto, un valor propio de A. Sin
embargo, si dim Py[H] = oo, puede ocurrir que A no sea un valor propio
de A. Sugerimos al lector buscar un ejemplo de esta situacién. O

Introduzcamos la definicién siguiente que serd muy importante en lo
sucesivo.

D 1. (multiplicidad algebraica de un valor propio, subespacio
radical) Sean A un operador cerrado y A un valor propio aislado de
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A. El subespacio Py[H] al cual denotaremos mediante £y, se llama
subespacio radical correspondiente al valor propio A. Los elementos de
L) se llaman vectores radicales correspondientes al valor propio A. El
nimero dim L) se llama multiplicidad algebraica del valor propio A y
se denota por a(A). El valor propio aislado A se llama normal si su
multiplicidad algebraica es finita.

Pasemos a estudiar la relacién entre los subespacios radicales y el
desarrollo analitico (184) obtenido para la resolvente. Comencemos por
el lema siguiente:

L 1. Sean A un operador cerrado y A un valor propio aislado en o(A4).
Entonces,
Ker(A—- A" = KerD",

para todo n € N, donde D es el operador definido en (180).

Demostracién. Consideremos la descomposicién de H en la suma
directa

H =L+ (- P)H] (189)

donde los subespacios coordenados son invariantes para el operador A.
Con respecto a esta descomposicidn, todo z € H puede ser escrito de
manera unica en la forma z = 21 + z9.

Por ser D la restriccion de (A — AI) a £ es obvio que KerD™ C
Ker(A — AI)™. La inclusién en sentido contrario se deduce del hecho

que (A — M)*(I'— Py) es un operador inversible sobre el subespacio
(I — Py)[H]. Luego

(A= AD™(z9) =0 =>23=0. a

T 2. Sean Ay A como en el Lema 1. Se cumplen las propiedades
siguientes:
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i) Si A es un valor propio normal, entonces

{z € H : D"(z) =0, para algin n € N}
{z € H:(A-A)"(z) =0, para algin n € N}
= Ker(A— AI)*™). (190)

Ly

ii) El valor propio A es normal si y solo si, la parte principal del
desarrollo (184) es finita y ademas, dim Ker(A — AI)® < oo para
todo n € N,

iii) Si A es un valor propio normal, entonces:
aAN)=inf{n eN: D" =0} =
= multiplicidad de A como polo de la resolvente R,(A).
iv) Si A es un valor propio normal, entonces
Ker(A-M)cC L, (191)

y la igualdad en (191) ocurre si A es autoadjunto.

Demostracién. i) Consideremos la descomposicién (189) de H y
sean Ay y Ajg las restricciones de A a £), y (I — Py)[H] respectivamente.
Para A; se tiene que 0(A1) = {A}. Luego, si consideramos que L) es de
dimensién finita, entonces de la teoria de operadores lineales en espacios
vectoriales de dimensidn finita, concluimos que

D*NLy] = (41 - AL)*V[L,] = {0} (192)

y ademas

DLy = (A1 = AL)[L)]# 0
si r < a(A). De (191) y el Lema 1 concluimos que

Ly = Ker(A — AD)*™M,
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La primera igualdad en (190) se deduce inmediatamente del hecho
que la sucesién KerD¥ es una sucesién creciente de subespacios de £;.
La segunda igualdad en (190) es consecuencia inmediata del Lema 1.

Del hecho que K erD¥ es una sucesién creciente de subespacios se
obtiene la necesidad de la Proposicién ii). Para probar la suficiencia
basta notar que si tomamos n, tal que D® = 0, entonces KerD™ = Ly
y como dim KerD® < oo, tendremos que a()) < oo.

La primera igualdad en iii) se obtiene de ii) teniendo en cuenta (192)
y el hecho que KerD™ es una sucesién creciente. La segunda igualdad
de iii) es consecuencia directa de la primera y del desarrollo en serie de
Laurent (184) para la resolvente.

La inclusién (191) es una consecuencia trivial de (190) lo cual prueba
la primera parte de iv). Supongamos que A es autoadjunto y probemos
que se tiene la igualdad en (191). En efecto, si A es autoadjunto, en-
tonces A € Ry P es autoadjunto. Por este motivo D serd un operador
autoadjunto en el espacio de dimensién finita £y y cuyo dnico valor pro-
pio es el cero. Del algebra lineal concluimos entonces que D = 0. Pero
por iii) tendremos que a(A) = 1y pori), Ly = Ker(A— AI). O

Observacién. A continuacién pasaremos a demostrar la propiedad
enunciada en la observacién al Teorema 3.6.5: todo punto aislado A

del espectro de un operador autoadjunto es un valor propio para el cual
R(A — AI) es cerrado.

En efecto, sean My y M, los subespacios definidos en el Teorema
3.10.3 y correspondientes a las partes o7 = {A} y 02 = 0(A) \ {A} del
espectro del operador A. Obviamente la suma directa H = M; & M,
es ortogonal ya que por ser A autoadjunto el proyector P definido en T
3.10.3 es un proyector ortogonal. Perc para un operador autoadjunto se
tiene que £y = M; = Ker(A — AI) y, por lo tanto (A — AI)P = 0. Por
otra parte (A — AI}(I — P) tiene un inverso acotado en M;. Entonces
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se cumple que

(A-AD[H] = (A— M) - P)[Ms] = M>

y AP = AP, de donde se concluye que R(A — AI) = M3 es cerrado y
que A es un valor propio cuyo subespacio propio coincide con M;. O

Notemos que los resultados obtenidos en este epigrafe pueden ser ex-
tendidos al caso en que se consideren varios puntos aislados del espectro

Al,-..,A%. En este caso obtendremos el desarrollo
S IR N
R.(A) = —;[z_ ¥ +nz=:lmn—ﬂ]+Ro(z) (193)

donde los P; son proyectores y los D; son operadores con radio espectral
nulo definidos mediante

(A- /\jI)Pj =D, (194)
y tales que
P;Dj = DjP; = Dy; (195)
La funci6n operacional Ro(z) es holomorfa en A;; i =1,...,ky
RO(Z) = PyR.(A)= R.(A)F, (196)
P = I-(Pi+ -+ FP) (197)

De nuevo tenemos que A es un valor propio de 4 si £ = Pi[H] es
de dimensién finita. Ademds se cumple una especie de representacion
espectral del operador A en un sentido restringido

k
AP =Y (\jP;+D;), P=Pi+--+ P (198)
=1



344 Capitulo 3.

La representacién (198) no es tan completa como en el caso de di-
mensién finita, donde corresponde a la llamada descomposicion de Jor-
dan de una matriz, ya, que en dimensién infinita el espectro no tiene
que estar constituido dnicamente por puntos aislados. Sin embargo, la
representacién (198) ofrece una descripcién bastante completa de la res-
triccién de A a P[H], cuando Ay,..., At son un ntmero finito de valores
propios aislados de A con multiplicidad algebraica finita.

No es dificil concluir de (198) que la correspondiente expresién para
la resolvente del operador adjunto A* en un entorno de los puntos ais-
lados de su especto A1,...,Ag, es:

k * oo *7
R.(A") = - Z[z —]X- +) m] + Bp(2) (199)
7=1 J  n=1 J

donde los operadores P; siguen siendo proyectores y Rj(z) = Ro(Z)* es

holomorfaen z = A;,j = 1,...,k. Si L) = Pj[H] es de dimensi6n finita,
lo mismo serd cierto para £} = P;[H] y ademis

dim £; = dim £J. (200)

Luego, si A; es un valor propio normal de A con multiplicidad alge-
braica m, entonces A; serd un valor propio normal de A* con multiplici-
dad algebraica m. Los valores propios normales de un operador cerrado
tienen propiedades muy similares a los valores propios de operadores en
espacios de dimensién finita. El lector puede verificar sin dificultad que
para los valores propios normales también se cumple que la multiplicidad
geométrica de A respecto a A coincide con la multiplicidad geométrica
de X respecto a A* (ejercicio).

Un estudio detallado de la teoria de perturbacién para valores propios
normales puede ser encontrado en la monografia [14].
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§ 3.12 Operadores J-autoadjuntos y espacios
con meétrica indefinida

En este epigrafe introduciremos las nociones primarias con respecto a
una importante clase de operadores que aparecen con frecuencia en el
estudio de la estabilidad de sistemas mecdnicos. La mayor parte de
los resultados aqui expuestos pueden ser hallados en el trabajo de M.G.
Krein: Introduccion a la geometria de J-espacios indefinidos y a la teoria
de operadores en estos espacios [15].

D 1. (producto escalar indefinido y métrica indefinida) Un
funcional bilineal [ , | en el espacio de Hilbert (H, (,)) se llama producto
escalar indefinido, si es continuo con respecto a la métrica determinada
por {,) y ademds [z,z] € R para todo z € H, pudiendo alcanzar valores
con signos opuestos. La aplicacion

H—R z~[z,z] (201)
se lama una métrica indefinida en H.

Por el Teorema de Lax—Milgram sobre la representacién de fun-
cionales bilineales continuos en espacios de Hilbert, se tiene que existe un
operador acotado autoadjunto e indefinido (es decir, no necesariamente
positivo o negativo) tal que para todos z,y € H,

[z,3] = (G(2),9)- (202)

La teoria que expondremos a continuacién adquiere una forma mas
simple cuando G = J es un operador de involucion, o sea, un operador
con las propiedades siguientes:

J=J*, J=L (203)

Notemos que el producto escalar (,) se da solamente para introducir
en H una topologia. Sin embargo, lo que en esencia nos interesa es
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el producto escalar indefinido |, ], con ayuda del cual se definen los
conceptos fundamentales de esta teoria, clasificindose los operadores de |
manera aniloga a como se hace en los espacios de Hilbert con respecto
al producto escalar.

D 2. (operadores J-simétricos y J-unitarios) El operador A,
definido en H, se llama .J-simétrico, si

[A(z),y] = [z, A(y)] (204)

para todos z,y € D(A). Diremos que el operador U, definido en todo
H, es J-unitario, si
[U(z),U(y)] = [=,9] (205)

para todos z,y € H.

Observacién. Si el producto escalar indefinido [, ] puede ser repre-
sentado mediante (202) por un operador de involucién J (203), entonces
para los operadores acotados tendremos que:

A es J —simétrico <& JA es autoadjunto .

U es J — unitario <« JU es unitario. O

Podemos ahora plantearnos el problema de si puede ser cambiado el pro-
ducto escalar {,) en H por otro que defina una métrica topolégicamente
equivalente a la definida por (,) y con relacién al cual el producto escalar
indefinido pueda ser representado mediante (202) con G = J (203). La
respuesta a esta pregunta viene dada en el teorema siguiente que veremos
sin demostracién.

T 1. Para que el producto escalar {,) pueda ser sustituido por otro
producto escalar (,); topolégicamente equivalente, tal que

[z,9] = (G(2),y) = (I (), ¥)1, (206)
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(z,y € H), es necesario y suficiente, que el operador G tenga inverso
acotado.

Nosotros consideraremos precisamente el caso cnando G~1 existe y
es un operador acotado definido en todo H. Por este motivo, podemos
suponer que H es un espacio de Hilbert con una J-métrica, es decir

[z,9] = (J(z),y), J=J", J?=1L

No resulta dificil describir la estructura del operador J. Si ponemos

_I4J

Py=—

(207)
entonces P} = Py y P_%_ = P,, luego P es un proyector ortogonal.
Poniendo -7

P.=1-Py=—", (208)

tendremeos que
J=Py—-P_, I=Py+P_. (209)

La igualdad J2 = I nos muestra, que el espectro del operador J
estd formado por los dos puntos £1. Denotemos mediante Ny y N_ a
los subespacios propios del operador indefinido J correspondientes a los
valores propios 1 y —1 respectivamente. Obviamente Py y P_ son los
operadores de proyeccién ortogonal sobre N y N_. Cada vector z € H
se escribe en forma unica

z=Pi(z)+ P (z)=24+2_, (210)
donde Py(z) =24 y P_(z) = 2_. Ademss
J(z) = Pi(z)— P_(z) =24 — 2_, . (211)
y también

(z,2) = (z4,24) +(z-,2-), [2,2] = (24,24) — (z-,2-). (212)
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Los primeros resultados importantes de la teoria de operadores en
espacios de dimensién infinita con métrica indefinida fueron obtenidos
en trabajos de matematicos soviéticos. Fue precisamente L.S. Soboliev
guien primero tuvo que ver con una J-métrica con dimN_ = 1, en
relacién con algunos problemas de balistica. Sin embargo sus resulta-
dos no fueron publicados. En 1944 apareci6 un trabajo de L.S. Pon-
triaguin dedicado a los operadores J-simétricos para el caso, cuando
mindim N3 < oo. En este trabajo fue demostrado un importante teo-
rema que resulté ser la base para muchas investigaciones posteriores
relacionadas con métricas indefinidas. Diferentes generalizaciones de
estos resultados fueron obtenidos por M.G. Krein, utilizando métodos
topoldgicos. El desarrollo ulterior de esta teoria se ha debido al trabajo
de un gran ndmero de matematicos soviéticos y de otros paises.

En lo que sigue necesitaremos algunos resultados de la geometria de
los espacios con J-métrica y de la teoria de operadores en esos espacios.
Comencemos por las definiciones siguientes:

D 3. Un elemento z € H se llama J-positivo, si [z,z] = ||z4]? -
llz—]|? > 0, J-negativo, si [z,z] < 0 y neutral, si [z, z] = 0. Denotaremos
mediante H(H_) al conjunto de todos los elementos J-no negativos (J-
no positivos) de H:

Hi={z€H:[z,2] >0}, H_-={z€ H :[z,z] <0}. (213)

D 4. Un subespacio vectorial £ C H se llama:

i) J-no negativo, si L C Hy;
ii) J-positivo, si para cualquier z € £,z # 0,[z.z] > 0;

iii) J-no negativo mazimal, si es J-no negativo y no estd estrictamente
contenido en ningin otro subespacio J-no negativo.
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Anilogamente se introducen los conceptos J-no positivo, J-negativo
y J-no positivo mazimal. En lo sucesivo denotaremos mediante £ al
conjunto:

Ly = {Py(z)}zec-

L 1. Sea el subespacio £ C Hy. Entonces la aplicacién Py : L — Lt
es lineal, biyectiva y bicontinua.

Demostracién. Como £ C Hy, entonces para cualquier z € £, se
tiene [jz4[|* > [le—||%. Por otra parte ||z = [lz4 || +[lz—|I* < 2[|z+|1*.

De aqui se concluye que
Lo 2 2 2
Sllall® < o+l < lial

de donde se deduce la tesis del Lema. O

T 1. Para que un subespacio £L C Hy sea maximal, es necesario y
suficiente que Py L = N4.

Demostracién. Suficiencia: Supongamos que £ C £; C H4. En-
tonces Ny D P4Ly D PyL = N4. Luego Py L; = PyL, y por el Lema
1 concluimos que £ = £;.

Necesidad: Supongamos que L4 = PL # N4. Por ser £ cerrado
y del Lema 1 se tiene que L4 también es cerrado. Como L4 # N,
entonces existe un vector y € N4 ortogonal a £4. Consideremos el
subespacio £1 = £ @ [y]. Obviamente £; D L. Queda por probar que
L, es J-no negativo. Pero para un elemento arbitrario 2 = Ay 4+ z(z €
L, X € C) tenemos:

Py+z,2 = (Aytzy,dy+aq)—(z-,2_)
= Mlz(ya y) +{(z4,24) = (z-,2-) 2 0,
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lo cual se exigia demostrar. O

Del Lema 1 y el Teorema 1 se deduce inmediatamente la siguiente
ley de inercia.

T 2 (ley de inercia) La dimensién de cualquier subespacio no nega-
tivo (no positivo) maximal de H coincide con la dimensién de N4 (N_).
Luego la dimensién de cualquier subespacio no negativo (no positivo) de
H no puede ser superior que la dimensién de N4 (N_). o

Consideremos todos los subespacios £ C H, que se proyectan sobre
N4 de manera continua y biunivoca: PyL = N4. Por el Teorema
de Banach la restriccién de Py a L tiene un inverso acotado, al cual
denotaremos por F:z = F(zy),2 € L,24 € Ny. Poresoz_=P_z =
P_Fzy = Kz, donde K = P_F es un operador continuo. El operador
K se llama operador angular del subespacio L con respecto a N4. Es
natural denotar al operador K mediante K = tan(£, N4). Entonces se
puede representar al subespacio £ como el conjunto de los elementos del
tipo z4 + Kz4, donde z4 recorre todo N4. El operador K actiia, de
- manera continua, de Ny en N_. En fin, tenemos que

L={z=24+ Kzq :24 € N1} (214)

~ Inversamente, si un subespacio £ C H se escribe en la forma (214)
con un operador continuo K de N4 en N_, es ficil ver que puede ser
aplicado de manera continua y biunivoca sobre N;. Por lo tanto, la
férmula (214) describe todos los subespacios £ de H, que se proyectan
ortogonalmente de manera continua y biunivoca sobre todo N;. Con-
sideremos £ C Hy maximal. Por el Teorema 1, L se proyecta de manera
continua y biunivoca sobre N4. Luego £ se puede expresar en la forma
(214) con un operador K, el cual en virtud de la J-no negatividad de £
cumple: ||K|| < 1. Inversamente, la férmula {214) con ||K|] <1, nos da
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un subespacio no negativo maximal. Asi llegamos al teorema siguiente:

T 3. Para que el subespacio £ sea no negativo y maximal en H, es
necesario y suficiente que £ admita una representacion del tipo

£={$EH:$=$++IX':II+, .’1:+€N+},
donde K es un operador contractante (||| < 1) de Ny en N_. O

En lo sucesivo denotaremos mediante M4 (resp. M_) a la familia
de todos los subespacios mazimales de H4 (resp. H_).

El Teorema 3 se puede generalizar para cualquier subespacio no nega-
tivo. En efecto: si £L C Hy entonces L ={y€ H:y=z+Kz,2 € L1}
donde L4 es un cierto subespacio de Ny y K es un operador contractante
de L4 en N_. De aqui se concluye el importante teorema siguniente:

T 4. Cualquier subespacio £ de H admite una extensién no negativa
maximal. Existe una correspondencia biunivoca entre las extensiones no
negativas maximales de £ y las extensiones contractantes de su operador
angular K a todo NV,4.

Observacién. Utilizando el concepto de operador angular, la positivi-
dad de un subespacio L significa que ||[Kz4|| < |lz+]|],z+ # 0,24+ €
£+. a

Finalmente enunciaremos en forma de teorema una serie de resulta-
dos cuya demostracién puede ser hallada en [15].

T Sean H autoadjunto y U J-unitario. Entonces tienen lugar las
propiedades siguientes:

i) El espectro de H (resp. de U) es simétrico con respecto al eje real
(resp. con. respecto al circulo unidad).
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it)

iii)

iv)

vi)
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Si A es un valor propio normal de H (resp. de U) entonces X (resp
1/X) es también un valor propio normal de H (resp. de U).

Si A # T (resp. Mg # 1 entonces [Ly(H),Lu(H)] = 0 (resp.
[LA(U),Lu(U)] = 0 y en particular [Ly(H),Lx(H)]=0si A ¢R
(resp. [LA(U),Lx(U)] = 0 si [A| # 1). Aqui hemos denotado
mediante £y al subespacio radical correspondiente al valor propio

A.

Si PyHP_ (resp. PLUP_) es un operador compacto (ver defini-
¢ién en Capitulo 4), entonces la parte no real del espectro de H
(resp. la parte del espectro de U que estd fuera del circulo unidad)
es simétrica con respecto al eje real (resp. con respecto al circulo
unidad) y consiste de valores propios normales.

Si PLHP_ (resp. PyUP_) es un operador compacto, entonces
para cualquier descomposicién AUA (resp. AU1/A) de la parte no
real del espectro de H (resp. de la parte del espectro de U que estd
fuera del circulo unidad), tal que ANA = ¢ (resp. ANL/A = @), se
pueden encontrar subespacios £L* € M invariantes para H (resp.
para U) y que satisfacen la propiedad siguiente:

c(HIL)N{ImA#0} = A, (215)
o(HILT)Nn{ImA#0} = A (216)
(resp. o(UILT)N{Al#1} = A, (217)
o(UILT)N{]Al#1} = 1/A). (218)

Si min{dim N4,dim N_} = H < 400 y denotamos mediante p(}),
la dimension del subespacio radical £y con A € A, donde A viene
definido en el punto anterior, entonces se cumple que

()< H. (219)

AEA

Observacion. Si A satisface las propiedades exigidas en el punto v) del
teorema anterior, entonces segin iii) tendremos que [£)(H), Ly (H)] =0
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para cualesquiera A, € A con A # p. Pero entonces el subespacio

L= Z Ly C Hy. (220)
AeA

De la misma forma se obtiene que

Lr=Y LyCH_. (221)
AEA

La suma en las expresiones (220) y (221) es directa pero no ne-
cesariamente ortogonal con respecto al producto escalar definido ( , ).
Por el Teorema 4 se tiene que LA y Lx tienen extensiones maximales

L* € M.

Lo importante del punto v) del Teorema 5 es que nos asegura que
pueden ser halladas extensiones maximales de los subespacios LA ¥y Lx
que contindan siendo invariantes para el operador H y ademads satisfacen
las importantes propiedades (215) y (216). O

Observacion. Del punto vi) del Teorema 5 se concluye una propiedad,
que seglin veremos mas adelante, es fundamental en €l estudio de la
estabilidad de sistemas mecénicos:

Si H es un operador J-autoadjunto (resp. U es J-unitario) y
min{dim N4,dim N_} =H < 4+ (222)

entonces H (resp. U) tiene a lo sumo 2H wvalores propios no reales
(resp. con médulo diferente de 1) teniendo en cuenta la multiplicidad
algebraica.

Si un espacio con métrica indefinida satisface la propiedad (220), se
dice que es un espacio de Pontryaguin de orden H, o también un espacio
con ‘H cuadrados negativos y se denota mediante mg;. O
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