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1 Espacios métricos normados y
euclideanos

Este capitulo es de cardcter introductorio. En él se estudian diferentes
aspectos de la topologia y la estructura uniforme en los espacios métricos
y muy especialmente en el caso particular de los espacios normados y
euclideanos. En el caso de los espacios normados se hace énfasis en las
consecuencias de la compatibilidad entre su estructura topoldgica y la
estructura vectorial subyacente. Para los espacios euclideanos se incluye
en el andlisis ademas la compatibilidad con la estructura geométrica.

Una parte importante del capitulo estd dedicada al estudio de la
teoria geométrica de los espacios euclideanos y de Hilbert (espacios eu-
clideanos completos), es decir, al estudio de las propiedades derivadas
de la nocién de ortogonalidad.

A pesar de que en el resto del libro desarrollaremos la teoria de ope-
radores en espacios de Hilbert y no en espacios normados cualesquiera,
partiremos aqui de la introduccién de los espacios normados por dos
motivos:

1.- En primer lugar, porque muchos de los teoremas fundamentales
del Analisis Funcional relativos a funcionales lineales continuos y
operadores lineales continuos admiten un planteamiento mds ge-
neral en el contexto de los espacios normados, sin que esto implique
complicaciones auxiliares sustanciales durante su desarrollo.












8 Capitulo 1.

Tal es el caso del plano R?, donde las métricas

di{z,y) = |21 —nl+lz2— w2l

1
d2($7y) = (|$1—?J112+l$2"y2l2)2a
doo(m7y) = max {|$1_yllle2_y2l}7

que satisfacen las desigualdades

doo(-'rv y) < d2('757 y) < dl(xv y) < 2doo(a7= y),

generan bolas que son rombos, circulos y cuadrados respectivamente.

De la representacién geométrica de esta situacién y, utilizando la
definicién de sucesiones a través del concepto de bela, se puede concluir
que las sucesiones convergentes al punto a en R? con cada una de las
métricas d1,da v des, son las mismas. Luego, esto nos indica que en
la definicion de convergencia de sucesiones pueden sustituirse las bolas
por conjuntos mds generales siempre que estos contengan determinadas
bolas.

D 5. (vecindad) Sea (E,d) un espacio métricoy zg € E. Se dice que
V C FE es una vecindad de xg o que zg es un punto interior de V, si
existe un nimero real § > 0, tal que V O Bg(zg, ).

La coleccién de todas las vecindades del punto zg en (£, d) se denota
por Vy(zo)-

Se dice que V es vecindad del subconjunto 4 de E si V € Vy(z) para
todo z € A. La coleccidn de todas las vecindades del subconjunto A en
(E,d) se denota por Vz{(A).

Observacién. Obviamente toda bola abierta en un espacio métrico es
vecindad de cada unoc de sus puntos.

Utilizando la nocién de vecindad pueden expresarse las definiciones
de convergencia y continuidad puntual de la manera siguiente:
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Obviamente los conjuntos int A, ext Ay fr A forman una particién de
(E,d).

La operacién clausura, definida sobre los subconjuntos de un espacio
métrico cualquiera, cumple la siguiente propiedad evidente:

ACB= ACB.

T 3. (caracterizaciones de la clausura). En un espacio métrico
(E,d) son equivalentes:

i) a € 4,
ii) d(a,A) =0,

iii) Existe una sucesién (z) de elementos de A tal que z, —d—> a.

Demostracién. Se deja de ejercicio al lector. O

El conjunto A se llama denso en (E,d)si A = E.

Ejemplo 1. (espacios de funciones continuas y de funciones de cuadrado
integrable). Denotamos por Cla,b] al conjunto de todas las funciones
reales continuas definidas sobre el intervalo [a,b], y por L2[a,b] al con-
junto de las funciones reales definidas sobre [a,b] cuyo cuadrado es inte-
grable en sentido de Lebesgue. Es conocido el teorema de aprorimacion
de Weierstrass que dice que toda funcién real continua definida sobre el
intervalo [a,b] puede ser uniformemente aproximada por polinomios al-
gebraicos (véase el libro Elementos de la teoria de funciones y el Andlisis
funcional de A.N. Kolmogorov [12]).
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Existe una clase muy importante de espacios métricos que tienen lo-
calmente la estructura de un espacio euclideano R™, o sea en dichos espa-
cios cada punto tiene una vecindad que estd en correspondencia biyectiva
y bicontinua con R™ (las llamadas variedades topolégicas). Sobre tales
espacios no es dificil definir lo que son funciones diferenciables, puesto
que la diferenciabilidad es, al igual que la continuidad, una nocion lecal.
En cambio, la integral de una funcién depende del comportamiento de
la funcién sobre todo el espacio, la integral es una nocion global. Para
introducir conceptos globales sobre espacios localmente euclideanos se
necesitan técnicas de vincular nociones y propiedades globales con no-
ciones y propiedades locales. Uno de estos métodos estd estrechamente
vinculado con la propiedad de normalidad de los espacios métricos, es
decir con la posibilidad de separar subconjuntos cerrados disjuntos por
vecindades abiertas disjuntas.

Comencemos por analizar los cubrimientos abiertos de un espacio
métrico. No resulta dificil verificar que la propiedad de normalidad en
los espacios métricos es equivalente a que para cada cerrado C en (E,d)
y V vecindad abierta de C, existe otra vecindad abierta W de C, tal que

CcWcWcVv (7)

De (7) se concluye que la propiedad de normalidad puede ser interpre-
tada como una propiedad que asegura que en todo cubrimiento (V3,V53)
de (E,d), uno de sus elementos, por ejemplo V; puede sustituirse por
un abierto mis pequeiio W; tal que

Wl W

de manera que €] par (Wi, V2) continda siendo un cubrimiento abierto
de F.

En efectosi ViUVo = Ey V1,V € 8, entonces C = E\Vo, C W4
es cerrado, luego existe, segiin (7) un abierto W tal que C C Wy C
CW, C V;. Obviamente este Wy cumple las propiedades requeridas.

Aplicando este método sucesivamente a todos los abiertos de un
cubrimiento abierto finito (V3,...,V,) se obtiene otro cubrimiento a-
bierto mds fino (Wy,...,Wy) llamado encogimiento de (V;), tal que
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que dos métricas son topologicamente equivelentes si y solo si definen
las mismas sucesiones convergentes. Luego, continuidad y convergencia
dependen esencialmente de la coleccion de los abiertos pero no de la
métrica especifica que la define.

En toda estructura matemadtica; ya sea la estructura conjuntista, la
estructura topolégica, la estructura uniforme, la estructura geométrica,
la estructura diferencial, la estructura algebraica, la estructura bornoldgi-
ca, la estructura medible, etc; existe siempre un concepto de isomorfismo
que conserva las propiedades que son intrinsecas a una estructura dada.
De esta forma, dentro de una misma estructura, dos entes isomorfos son
indistinguibles.

Por ejemplo, desde el punto de vista de la teoria de conjuntos, dos
conjuntos son isomorfos si existe una biyeccién entre ellos. La estructura
métrica, por ser una estructura adicional sobre los conjuntos, debe tener
un concepto de isomorfismo tal que conserve el ya aceptado para los
conjuntos. Se dice entonces que dos espacios métricos (F,d) y (F, p) son
isomorfos si existe una biyeccién f : E — F tal que

p(f(z), f(3)) = d(z,y), para todos z,y € E ©)

Para la estructura topolégica dos espacios métricos son isomorfos, si
existe un homeomorfismo entre ellos. Es decir, si existe una aplicacién
biyectiva entre dichos espacios y tal que tanto ella como su inversa sean
continuas.

Del Teorema 2 se concluye que si los espacios métricos (E,d) y (F, p)
son homeomorfos, se tiene una correspondencia biunivoca no solamente

entre los elementos de £ y F', sino también entre los elementos de 6; y
6,.
p

Precisamente llamaremos propiedades y nociones topologicas en los
espacios métricos a aquellas que se mantienen invariantes ante homeo-
morfismos. En el préximo epigrafe (1.2) estudiaremos otras nociones
topoldgicas importantes en los espacios métricos: compacidad y cone-
zion. También veremos en § 1.2 otras nociones no topoldgicas en los


















§ 1.2. 33

Ademds h es una isometria de E sobre h[E] ya que

doo(nggy) = d(.’l’, y)'
Por tanto el par (h,h{E]) es un completamiento de (E,d). O

Pasemos ahora a enunciar algunos teoremas importantes en los espacios
métricos completos. De ellos el resultado fundamental lo constituye el
teorema de categoria de Baire cuyas aplicaciones se ven fundamental-
mente en el estudio de los operadores en espacios de Banach y en la
demostracién de teoremas de existencia. Primeramente necesitamos la
caracterizacién siguiente de los espacios métricos completos.

T 3. (de Cantor) Un espacio métrico (E,d) es completo si y sélo
si toda sucesién decreciente (F,) de conjuntos cerrados no vacios con
didmetro (86(Fy)) que tiende a cero tiene interseccién no vacia, donde

§(Fn)= sup d(z,y) (14)
z,yctn

Maés exactamente, [| Fj, se reduce a un punto.
neN .

Demostracién. Véase el libro Andlisis matematico en espacios nor-
mados de A. Fraguela. O

T 4. (de categoria de Baire) En un espacio métrico completo la
interseccién de cualquier familia numerable de conjuntos abiertos densos
es densa.

Demostracion. Sea (F,d) un espacio métrico completo y (Dy) una
sucesién de conjuntos densos y abiertos en (E,d).

Probaremos que U N( () Dyp) # @ para todo abierto no vacfo U en

ne
(E,d). En efecto, por ser U N Dy # § existe una bola abierta B; tal
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Claramente una tal aplicacién es uniformemente continua.

Dada una aplicacién g : (E,d) — (E,d), a cada punto z € F tal que
g(z) = z se le llama punto fijo de g.

T 5. (del punto fijo) Cada aplicacién contractante de razén k definida
en un espacio métrico completo (E,d), tiene un punto fijo dnico zg,
caracterizado por la propiedad siguiente:

Para cada punto z € F la sucesion de valores iterados

f(z)=fofo---0f(z)

n—veces

converge al punto zg con el error de aproximacion:

kn
1-k

d(fn(l‘),z;o) < d($07f($0))

Demostracién. Véase el libro Anélisis matemdtico en espacios
métricos de A. Fraguela. O

Los.subconjuntos cerrados y acotados C' de RY tienen dos propiedades
fundamentales en las cuales se basan algunos de los teoremas mas im-
portantes del Andlisis:

Propiedad I: Todo cubrimiento abierto (Uy)qer de C contiene un sub-
cubrimiento finito (Uay,Uay, -, Ua,) de C.

Propiedad II: Toda sucesién () de puntos de C tiene un punto
adherente en C (es decir, contiene una subsucesién (Zy(n)) convergente
a un punto de C.
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Veremos, sin demostracién, un importante resultado, que caracte-
riza los subconjuntos relativamente compactos en espacios de funciones
continuas provistos de la métrica de la convergencia uniforme. Para
ello comencemos por estudiar las propiedades de las funciones continuas
definidas sobre conjuntos compactos.

T 7. (imagen de compactos por aplicaciones continnas) Sean f :
(E,d) — (F,p) continua y K un subconjunto compacto de E. Entonces
fIK] es compacto en (F,p).

Demostracién. Sea (Vy)aes un cubrimiento abierto de f[K]. Por
1.1.2, la coleccién (f71[Va])aes constituye un cubrimiento abierto de
K. Por el criterio i) de T 6, se puede extraer un subcubrimiento finito
(f™{[Ve,])i=; de K. Entonces (Va,)7_; s un subcubrimiento finito de
K], luego f]K] es compacto. O

Del teorema anterior se concluye el corolario siguiente:

C 2. (principio del miximo y el minimo para funciones reales
continuas) Toda funcidn real continua definida sobre un espacio métrico
compacto alcanza sus valores maximo y minimo. Es decir si (E,d) es
compacto y f : (E,d) — R es continua, entonces existen zg,yy € E,
tales que:
F(zo) = min f(z), f(yo) = max ().
z€FE zeF

Demostracion. Se deja al lector. O

Del Teorema 7 y la Proposicién 3 ii) se concluye que si (E,d) es
compacto, entonces toda funcién continua f definida sobre (E,d) y con
valores en otro espacio métrico (F, p) es acotada (véase ejemplo 2), luego
Co.(E,Fy=C(FE,F).
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la propia sucesion es convergente. Luego, todo espacio métrico compacto
es completo. Sin embargo, la afirmacién inversa no se cumple como. nos
muestra el ejemplo 4.

Para estudiar mas exactamente la relacién entre compacidad y com-
pletitud se necesita la definicién siguiente:

D 8. (espacios y subconjuntos precompactos o totalmente aco-
tados) El espacio métrico (E,d) se llama totalmente acotado o pre-
compacto si para todo £ > 0 hay una £-red en E. Un subconjunte finito
{z1,...,2n} se llama e-red en E silas bolas B(z;,€);i = 1,...,n consti-
tuyen un cubrimiento de £. Fl subconjunto 4 de F se llama totalmente
acotado si lo es el subespacio métrico (4,d4).

T 10. (relacién entre compacidad y completitud) El espacio
métrico (E,d) es compacto si y sélo si es completo y precompacto.

Demostracion. Ya hemos visto que todo espacio métrico compacto
es completo. Si (E,d) es compacto basta tomar el cubrimiento abierto
{B(z,¢) : z € E} y utilizar el criterio i) del Teorema 6 para probar la
precompacidad de (F,d).

Demostremos ahora que todo espacio métrico completo y precom-
pacto es también compacto. Para ello es suficiente demostrar que toda
sucesion (z5) de puntos de FE tiene al menos un punto adherente. Sean
F; una 1-red en (£,d). Las bolas cerradas de radio 1 centradas en los
puntos de Fj constituyen un cubrimiento finito de E. Luego, al menos
una de estas bolas, llamémosla By, contiene una subsucesién infinita
zgl), ceny :1:‘511), --- de la sucesién (z,). Escojamos ahora en By una %—-red
Fy y construyamos alrededor de todo punto de esta red una bola cerrada
de radio % Al menos una de estas bolas, lamémoslo Bs, contiene una

(2) (2)
1

ss . .z 1 . .
subsucesion infinita z{",..., 25 /,... de la sucesién (:c£t )). Asi sucesi-
vamente, por induccién podemos encontrar para cada k& € N una bola
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se llaman conezos.

D 10. (espacios y subconjuntos conexos) El espacio métrico (E,d)
se llama conexo si no existe una particiéon de E formada por dos abiertos
no vacios. El subconjunto 4 de (F,d) se llama conexo si el subespacio
(A,d4) es conexo.

P 4. (caracterizaciones de los espacios métricos conexos) El
espacio métrico (F, d) es conexo si y s6lo si cumple una de las condiciones
equivalentes siguientes:

i) No existe una particién de E formada por subconjuntos no vacios
Ay Bde Ftalesque ANB=¢=ANB,

ii) No existe una particién (Uy)a € I de E formada por mis de un
abierto no vacio,

iii) No existe una particién de F formada por un nidmero finito > 2
de cerrados no vacios,

iv) Los dnicos subconjuntos que son a la vez abiertos y cerrados en F
son el propio F y €l ¢,

v) No existe una sobreyeccién continua de (E,d) sobre un espacio
discreto (F, p) con dos elementos (el espacio (F, p) es discreto si la
métrica cumple: p(z,y) = 0 para z = y,p(z,y) = 1 para z # y),

vi) Toda aplicacién continua de (E,d) en un espacio discreto es cons-
tante.

Demostracion. Se deja al lector. O

La caracterizacién iv) resulta muy itil para la demostracién de pro-
piedades sobre los espacios métricos conexos. En efecto, si se desea pro-
bar que todos los puntos de un espacio métrico conexo ( E, d) satisfacen
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exactamente, se tiene:

T 12. (continuidad y conexién) Sea f : (E,d) — (F, p) continua. Si
(F,d) es conexo, entonces f[F] es conexo en (F, p).

Demostracion. Sea g una aplicacién continua del subespacio f[F]
en el espacio discreto {1,2}. Entonces g o f es una aplicacién continua
de E en {1,2}, luego g no puede ser sobreyectiva. O

Este teorema nos permite obtener una generalizacién del conocido
teorema del valor medio en el Andlisis matemadtico. Pero antes nece-
sitaremos el resultado signiente:

T 13. (caracterizacién de los subconjuntos conexos de R) Un
subconjunto C de R es conexo si y sélo si es un intervalo.

Demostraciéon. Recordemos que los intervalos C de R estdn carac-
terizados por la propiedad:

z2,y,z2€ERz,yeCiz<z<y=z¢eC.

Supongamos que el subconjunto C de R no es un intervalo. Entonces
existen z,y € C'y z € R\ C tales que z < z < y. Los subconjuntos no
vacios

A={ceC:¢c<z}, B={ceC:c>z}

constituyen una particién de C, luego C no es conexo.

Reciprocamente, consideremos un intervalo C' y demostremos que es
un subconjunto conexo de R. Para ello supongamos por el absurdo que
existen dos subconjuntos abiertos no vacios A y B del espacio C tales que
AUB =Cy AN B = ¢. Intercambiando A y B si es necesario, existen
a€ Aybe B tales que a < b. Sea z =sup{AN[ag,b]};2 €[a,b] C C es
punto adherente de A en C. Puesto que A es cerrado en C (por ser el
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De la definicién (23) se deduce que

(z-y)t+ty==z.

Esta notacién nos permite hablar de una operacién de sustraccion
o resta, inversa a la suma o adicién. Para cualesquiera z,y € F, la
ecuacion y+ z = z, de la incognita z, tiene una dnica solucién z = z — y.

d) La propiedad (EV3) de distributividad del producto con respecto
a la suma se cumple también para la sustraccion.

e) AO = O para todo A € C.

f) De Az = O se deduce que A = 06z = ©. Luego si Az = Ay
entonces A=06z =y.

De la misma forma, si Az = uz, entonces

z=0 6 A=yp.

Veamos de manera algo informal, algunas definiciones y resultados rela-
cionadas con la estructura vectorial de los espacios vectoriales. Dados
los vectores z1,...,Z, del espacio vectorial F y los niimeros complejos
Aly---,An, al vector Ajz1+...4+ Apzy se le llama combinacion lineal de
los vectores z; 1t = 1,...,n con coeficientes {A\;:i=1,...,n}.

La familia F de vectores de E se llama linealmente independiente si
no es posible obtener una combinacién lineal nula de elementos de ¥ con
coeficientes diferentes de cero:

$1,...,.’En63:; Al,...,AnEC,
Al"""l +-...+}‘.nxn=()=>A1:---:An=0.

En caso contrario se dice que la familia F es linealmente dependiente.
Se puede demostrar que toda familia F de vectores de E contiene una
subfamilia mazimal, no necesariamente unica, de vectores linealmente
mndependientes y que, ademas, todas estas subfamilias maximales tienen












































































































































































































§ 1.7. 137

orden j en la direccién normal exterior v a 012, puede extenderse
continuamente a una aplicacién lineal

N;: H*(Q) — B*3-1/(1) (149)

de manera tal que la inmersién (149) es compacta y sobreyectiva.
Existe una aplicacion lineal y continua de levantamiento

P; - H*I-1X(T) & gRQ) (150)
i de N; a la derecha. , 24
que es Inversa de j a la derecha E,‘,/ Oofé; .
Teo « £

Demostracién. La demostracion del inciso ii) puede encontrarse
en el libro de J.L. Lions y E. Magenes: Problemas de contorno no ho-
mogéneos y sus aplicaciones. El inciso i) puede ser obtenido de manera
similar, atendiendo a la definicién de los espacios H*(T'), y se deja de
ejercicio al lector. O

D 7. (trazas en sentido de Soboliev) Sean 2 y I como en el Teorema

14. Si |a] < £~ 52, a la funcién Te(u) € HF-lel-%5" z (I') se le lama
traza en sentido de Soboliev de la derivada de orden a de la funcién

v € H¥(Q).

En particular, para a = 0, la, funcién Tp(u) = u|r cuando existe, se
llama traza de la funcién u € H*(Q) a T.

Observacion. Consideremos la variedad compacta suave I' de dimen-
sién p < n contenida en Q@ C R™ Si u € H*(Q), se puede encontrar
una sucesién u, € C*°(Q) tal que D%u, — D% en Lo(Q) para todo
a con |a] £ k. Tiene sentido considerar las restricciones D%uy,|p. El
Teorema 14 i), nos dice que si |a| < k¥ — %52, entonces la sucesién de

funciones D%uy|r es una sucesién de Cauchy en Ly(T), por lo tanto, .

converge a una funcién go en Lo(T) a la cual se llama traza de D%u
al :Tyu := DY%|r = go. Esta definicién tiene sentido, ya que gqo
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depende solamente de u y no de la eleccién de la sucesién u, en C®(Q).
Resulta que si |a] > k — 252 entonces la sucesién de funciones D*uy|r
6 en caso de que converja, su limite dependerd no sélo de u sino de la
sucesion uy escogida.

Consideremos de nuevo la regién Q C R y la superficie T' C Q, como
en el Teorema 14. Los espacios de Banach

HE(Q;T), (151)
definidos como la clausura de
R _J ueC*®(Q): u seanulaen alguna
Ce(@\T) = { vecindad de T en Q (152)

en H k(Q), nos seran de gran utilidad en el estudio de los operadores
diferenciales. En particular, si 2 es acotado y I' = 92, denotaremos

HE(Q) = HE(9;09) (153)

Para cualquier funcién v € CP(Q2 \ T') se tiene que D%u|p = 0,
lIuego por el Teorema 14, para las trazas de las derivadas de orden « de
funciones de H*(Q2), se tendrs

Ta(w) = D*ulp = 0; |of <k — =2

Mds exactamente se tiene el teorema siguiente:

T 15. Sean  y I como en el Teorema 14

i) Si k> %52, entonces

HEQ:T) = {ue H¥Q): To(u) = D*ulr = 0}

0< o] <k-"—2,

(154)
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§ 2.1. 147

es decir pys(z) = z paratodoz € M. O

Ejemplo 3. (operadores simétricos en espacios de Hilbert) Un operador
A de un espacio de Hilbert (H,(-)) en si mismo se llama simétrico si se
cumple

(Az,y) = (z, Ay), (4)

para todo par z, y de elementos de H.

No es dificil comprobar que todo operador simétrico es lineal (ejer-
cicio). Un resultado mucho mdas profundo y que se deriva del llamado
teorema del grafo cerrado, cuya demostracion veremos en el § 2.5, dice
que todo operador simétrico definido sobre un espacio de Hilbert es con-
tinuo. Este ejemplo nos muestra una vez mas la relacién intrinseca que
existe sobre conceptos de origenes diferentes como son la continuidad
(de caracter topoldgico) y la simetria (de cardcter geométrico).

Si se consideran en calidad de espacio de Hilbert, los espacios eu-
clideanos de dimensién finita C", no resulta dificil verificar que a los
operadores simétricos de C® en si mismo, corresponden las matrices
simétricas de orden n X n, es decir, aquellas tales que a;; = @j;, para
todo pari,7con 1< é,5<n. O

Ejemplo 4. (operadores unitarios) Son aquellos operadores definidos
de un espacio normado (E, || - ||) sobre si mismo y tales que

l|Az]| = ll=|l, (5)

para todo ¢ € E. Si F es ademds euclideano y A lineal, no es dificil
comprobar que la propiedad (5) implica

(Az, Ay) = (z,7) (6)
para todos z,y € F (ejercicio),

El lector puede comprobar que en el caso en que £ = C", a los
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es decir, A(z,) — A(z), de donde concluimos la continuidad de A en un
punto arbitrario z € C.

Sabemos que un conjunto B de un espacio normado (E,|| - [|;) estd
acotado si existe una constante A/ > 0 tal que ||z|l; < M para todo
z € B.

Para probar ii) = iii), supongamos que A : E —> F es un operador
lineal para el cual existe un conjunto acotado B en E tal que A[B] no
es un subconjunto acotado de F. Entonces para cada n € N, se puede
encontrar un elemento z, € B tal que

[A(zn)ll2 2 = (12)

Como B es acotado, existe una constante M > 0 tal que

lzall1 £ M paratodo =€ N. (13)

De (13) se deduce obviamente que la sucesién (£2) converge a cero
en E. Pero de (12) se tiene que [|A(Z2)|| > 1 ¥, por lo tanto, A(%2) no
converge a A(0©) = ©, luego A no seria continuo, con lo cual llegamos a
una contradiccién.

iii) = iv) es evidente.

iv) = v) Supongamos que no existe una constante M > 0, tal que
se cumpla (10). Entonces, para cualquier entero positivo =, existe un
elemento z, en F, tal que

lA(za)ll2 > nllzally (14)
Si ponemos .
7 Teall”

entonces z, € B y, por lo tanto (14) contradice iv).
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En el caso particular en que F = C, el espacio L{E,C) se llama dual
topolégico de E y se denocta por E™.

T 3. Para todo par de espacios normados {E,{| - |l1) v (F || - ||2) €l
espacio vectorial L(E, F) de los operadores linealles y continuos de E
en F, provisto de la aplicacién

-1 £(B, F) — Ry, A~ [lJA]]

definida en (19), es un espacio normado.

Demostracién. Se deja al lector verificar, en calidad de ejercicio,
que la aplicacién (19) satisface los requerimientos de una norma. O

Ejemplo 9. Calculemos las normas de los operadores lineales continuos
analizados en el Ejemplo 8.

De (15) se deduce que |||pp|l| < 1, pero como para z € M, se tiene
que |lpp|l = |lz]|, entonces tendremos

lparlll = 1. (22)
La propia definicién (5) muestra que la norma de un operador uni-
tario es igual a 1.

La desigualdad (16) nos dice que la norma del operador integral (7)
es

A1 < gmax / 1K (s, )t (23)

Podemos probar que la cantidad que se encuentra en la parte derecha
de la desigualdad (23) es precisamente la norma de A. En efecto, sea sg
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lineal y continuo A: E — F.

Demostracién. La existencia de la prolongacién continua de 4 a
tode F se concluye del Teorema 1.1.6. En efecto, paracadaz € E y
cada sucesién (zp) en M tal que (z5) — z, se tiene que

lA(za) — Alem)llr <Al 2n — 2ml B,

de donde se concluye que la sucesién (A(zz)) es de Cauchy y, por lo
tanto, converge en F. Ademds, de la desigualdad

1A(ez) — A(ya)llF <M 20 = ynliz;

valida para todo par de sucesiones (2,),(yn) en M que converjan al
mismo elemento z € E, se deduce que el limite de (A(zy)) en F no
depende de la eleccién de la sucesién (z5) en M, siempre que {z,) —
z. Del Teorema 1.1.6 concluimos que existe una prolongacién continua

dnica A : E — F de A a todo E.

La linealidad A as{ como la conservacion de la norma se demuestra
facilmente utilizando argumentos de continuidad y por ello se dejan de
ejercicio al lector. O

Pasemos ahora a estudiar la llamada forma algebraica del Teorema
de Hahn-Banach del cual se deducen los teoremas de extensién de fun-
cionales lineales continuos, pero antes veamos la siguiente definicion.

D 1. (prolongacién o extensién lineal) Sea f un funcional lineal
definido sobre un subespacio vectorial M de un espacio vectorial £. Un
funcional lineal g se llama una extensién lineal de f, si g estd definido
sobre un subespacio vectorial N de E que contiene a M y ademas la
restriccién de g a M(g|js) coincide con f. En este caso se dice que g es
una extensiéon de f desde M hasta N.

Dicho en forma simple, el Teorema de Hahn—Banach nos asegura que
todo funcional lineal continuo f definido sobre un subespacio vectorial
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resultado general es obtenido exactamente por el mismo método junto
con una simple aplicacién del Lema de Zorn. El lector familiarizado
con el Lema de Zorn no debe tener mucha dificultad para generalizar
la prueba. La idea basica es extender f en una dimensién cada vez y
aplicar la hipdtesis de induccidn.

Supongamos que y es un vector de E que no estd en M. Considere-
mos todos los elementos del subespacio vectorial generado por M y v,
es decir [M + y|. Un elemento z de [M + y] tiene una representacién
tnica de la forma z = m + Ay, donde m € M y A es un ntéimero real.
Toda extensién fy de f desde M hasta [M + y] tiene la forma

fo(z) = f(m) + Afo(y)

¥, por lo tanto, fy estd totalmente determinada por la constante fy(y).
Nosotros debemos probar que esta constante puede ser seleccionada de
manera tal que fy(z) < p(z) sobre [M + y].

Para dos elementos cualesquiera mj y ms en M, tenemos

f(m1) + f(m2) = f(my+ mg) < p(my 4 my)
< p(ma = y) + p(m2 + y),

de donde
f(m1) = p(my — y) < p(ma+ ) — f(ma).

Luego

Sup [f(m) = p(m —y)] < inf [p(m +y) ~ f(m)].

Por lo tanto, existe una constante C tal que

sup [f(m)—p(m—-9)]<C< nggu[p(m +y) — f(m)].

Entonces, para el vector £ = m + Ay € [M + y|, definiremos
fo(z) = f(m) + AC.
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II. La relacién entre los funcionales bilineales continuos y los opera-
dores lineales continuos en un espacio de Hilbert.

III. La representacion de los funcionales lineales continuos en espacios
de funciones continuas (C([a,d],C), || - |loc)-

IV. La representacién de los funcionales lineales continuos sobre
Lp(Q) (p > 1).

T 1. (F. Riesz) Sea (H,(,)) un espacio de Hilbert. Entonces para
todo funcional lineal continuo f € H™ existe un dnico vector a € H tal
que

f(z) = fol2) = (z,0), (2 € H). (31)

Mis aidn |||f|ll = ||la|| y todo @ € H determina un dnico funcional
lineal continuo mediante (31). En otras palabras, para todo espacio de
Hilbert, la aplicacién

H~ H*, a~f, (32)

define una isometria de H sobre H*.

Demostracion. La segunda parte del teorema es una consecuencia
de los Ejemplos 2.1. (18) y 2.9 (26). Pasemos entonces a demostrar (31).
Sea f € H* y denotemos por Hy al conjunto de todos losy € H tales
que f(y) = ©. Por la linealidad de f, Hy serd un subespacio vectorial de
H. Ademads por ser f continuo, Hy es un subespacio vectorial cerrado;
en efecto Hy = f1[{0}]. Si Hy = E, entonces f = O y el teorema
estaria probado tomando a = .

Si H # H entonces, de acuerdo al Teorema 1.6.6, podemos escribir
H = Hy @Hﬁ". Como H # Hy, existe un vector no nulo z € Hd‘. Como
z es no nulo y z € Hy, necesariamente f(z) # 0. Del hecho que Hy es
un subespacio vectorial de H, podemos elegir z de manera conveniente
de forma tal que f(z) = 1. Probaremos que z es un miltiplo escalar del
vector buscado a.
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iv) si B es la bola unidad en E (B = {z € E/||z|| £ 1}), entonces A
estd acotada sobre B X B;

v) existe una constante M > 0 tal que para todo z,y € E

|h(z, )| < Mlz|jliyll-

Demostracion. Se deja de ejercicio al lector. Indicacién: seguir la
idea de las demostraciones dadas en el Teorema 2.1.2. O

Del punto v) de la proposicién anterior se deduce que se puede definir
la norma de un funcional bilineal h mediante

= 5 I'h(zvy)l
I S Telll )
¥£0

P 2. Sea (H,(,)) un espacio euclideano y A un operador lineal de H en
si mismo. Entonces la aplicacién

h:Hx H—C,

definida por
h(z,y) = (Az,y), (37)

es un funcional bilineal. Ademads h es continuo si y sélo si A es continuo

y
1IA{[= 11IA[l- (38)

Demostracién. La bilinealidad de h es una consecuencia directa
de la linealidad de A y las propiedades del producto escalar. De (37)
y la continuidad del producto escalar se prueba inmediatamente que h
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con respecto a H, si para todo z € H se cumple que

(2,2) + (A2, A2) = (3, 2). (43)

Demostremos la existencia de soluciones débiles para la ecuacién
(42). Para ello consideremos H provisto del nuevo producto escalar

[z,9] = (z,7) + (4z, Ay) (44)

La comprobacién de que (44) define un producto escalar en H se deja
de ejercicio al lector. La norma asociada al producto escalar (44) es

lell = y/[z,2] = /llzl|? + [ A(z)]2

luego, para cada y € H fijo y todo z € H se tiene:

(g: 2 < Mlyllll=l < [lgllliz]lx-

De esta desigualdad se tiene que para cada y fijo, la aplicacién

z~ (Y, 2)

es un funcional lineal y continuo en el espacio euclideano (H,[, ]). El
lector puede comprobar sin mucha dificultad por la continuidad de A y
por ser H cerrado en H, que (H,[, ]) es también un espacio de Hilbert.
Luego por el teorema de representacién de Riesz (1), para cada y € H
existe z € H tnico tal que para todo z € H[z, z] = (y,2). Esto iltimo
es precisamente lo que queriamos demostrar: z es la solucién débil de la
ecuacién (42) con respecto a H.

En la préctica, en ocasiones se trata de elegir el subespacio H con-
venientemente de manera que la solucién débil (la cual siempre existe)
coincida con la solucién de (42) en sentido usual.

Esta técnica de encontrar scluciones de ecuaciones a partir de sus
soluciones débiles es muy utilizada en la teoria de los problemas de con-
torno elipticos para ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. Para
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mas informacién al respecto consulte el libro de V.P. Mijailov Ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales [6]. ]

Pasemos ahora a estudiar el problema (III) enunciado en la intro-
duccién al § 2.3. Comencemos por las definiciones siguientes.

D 2. (funciones de variacidn acotada, variacién total) Una
funcién compleja f definida sobre el intervalo [a, b] se llama de variacién
acotada, si existe una constante C, tal que cualguiera que sea la particién

a=20<21<...<2Zp =0,

del intervalo [a, b], se cumple la desigualdad

S |f(ex) - flera)l < C. (45)

k=1

Se Hama variacion total en [a,b] de la funcién de variacién acotada
f, al ndmero

Vi =sup 3 [f(ak) = flzro1)l, (46)
k=1

donde el supremo se toma en todas las particiones finitas del intervalo
[a,0].

D 3. (integral de Riemann—Stieltjes) Sea ¢ una funcién continua a
la izquierda y de variacion acotada en [a,b] y sea f una funcién compleja
arbitraria, definida sobre el intervalo [a, b].

Para cualquier particién finita ¢ = 29 < 77 < -+ < zy, = b del
intervalo [a,b] en subintervalos [z;_;,%;], elijamos & € [z;_1,%;] y con-
feccionemos la suma

> FE)H(zs) — dzia)] - (47)

k=1
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donde h; es la funcién descrita en (52). Es claro que || f(z) = fe(2)[|c0 <
€. Calculemos el valor de F(f.). En virtud de la linealidad del funcional

F y la definicién de hr, se tiene
n
F(fe) = Z f(xk)[F(hxk) - F(hzk_1)
k=1

3 Fen)d(er) - era)l

k=1

es decir, F'( f¢) es una suma integral para la integral de Riemann Stieltjes

/a f(z)dé(z).
b

Por ello, para una particién suficientemente pequefia del intervalo
[a,b] se tendrd que

b
IF(f) - [ H@)dsz)i <.

Pero, a la vez

|F(f) = F(f)l < WFNNS = Felloo < HIF e

Por lo tanto

b
B - [ £(2)ds@)] < et + 117D,

de donde en virtud de la arbitrariedad de ¢, se tiene la igualdad

b
F(f) = [ f(z)ig(a)
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en un espacio normado F. Si (Ay) converge puntualmente en £ a una
aplicacién A : F — F, entonces A es lineal y continuo.

Demostracién. Por L1 basta probar la acotacién uniforme de las
normas |||4z]||, la cual se tiene aplicando T2, ya que las sucesiones
convergentes {An(z)}(z € E) son acotadasen F. O

C 1. Para que una sucesién (A,) de operadores lineales continuos
definidos sobre un espacio de Banach F y con valores en un espacio
normado F, converja puntualmente al operador lineal y continuo A, es
necesario y suficiente que:

i) La sucesién {|||Axn]||} sea acotada;

il) An(z) — A(z) en F, para cualquier z en un subconjunto total en
E.

Demostracidén. Ejercicio. O

E! ejemplo siguiente es una aplicacién importante del principio de
acotacién uniforme.

Ejemplo 1. Sea f una funcién compleja medible en el abierto acotado
Q C R™. Sila integral [gfdz existe para cada g € Ly(Q2), entonces
Q

f € Ly(R2). En efecto para cada n € N, definamos

_[f(z)si |f(z)<|n
fal@) = {0 si |f(z) > |n.

Las funciones f, € L2(Q), definen una sucesién de funcionales line-
ales continuos sobre L3(2), mediante

Ln(g) = /gfnd:c.
Q
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E, contiene una subsucesiéon débilmente convergente.

Demostracién. Elijamos en F un subconjunto numerable denso
{r1,22,...,Zn,...}. Sila sucesién ( f) estd acotada en norma, entonces
la sucesién numérica

fi(z1), fa(z1)s - -+, fulz1), - -

estd acotada. Por ello se puede elegir una subsucesién

[ Rl S

de la sucesion (f,), de manera tal que la sucesién numérica

V@), 5@, S (@), ..

converja. Con el mismo razonamiento se puede elegir una subsucesién

2 2 2 .z 1 . sy
fl( )’fz( ), ... ,f,(z ), ... de la sucesién (f,(, )), tal que converja la sucesién
numeérica

2 2 2
@), D@2, 1), ..
Continuando este proceso, obtendremos un sistema de sucesiones

FI R S
[N

(cada una de las cuales es subsucesién de la anterior), tal que ( f,gk))
converge en los puntos z1,Z2,...,2;. Entonces tomando la sucesién
diagonal
1 2 n
R CONY: SR
obtendremos una subsucesién de la sucesién (f,) tal que la sucesién

numérica ( f,(zn)(z &)) es convergente para todo £ = 1,2, ... Pero entonces,
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en virtud del Teorema 9, la sucesién ( f,,(l")(a:)) converge para cualquier
ze k. O

Ejemplo 1. Probar que si E es un espacio normado separable y
B* = {f € E* : |||flll £ 1} es la bola unidad en el espacio dual E*,
entonces la familia de los conjuntos abiertos débiles en B* coincide con
la familia de los abiertos definidos en B* por la métrica

df9) = 3 277I(f - g)(en)| (64)
n=0

donde (zy,) es un subconjunto numerable denso en la bola unidad cerrada
B de E,

Obviamente este resultado puede extenderse a todo subconjunto aco-
tado del dual de un espacio normado separable (ejercicio). Por lo tanto,
la convergencia débil para sucesiones de funcionales lineales continuos
definidos sobre un espacio normado separable corresponde a la conver-
gencia con respecto a una métrica del tipo (64) (ejercicio).

De los comentarios anteriores se deduce el teorema siguiente:

T 11. Sea E un espacio normado separable. Todo subconjunto acotado
M de E* es relativamente compacto en el sentido de cualquier métrica
que describa la convergencia débil sobre M.

Demostracion. Ejercicio. O

El teorema siguiente es una aplicacién importante de los resultados
vistos en este epigrafe.

T 12. (teorema de Banach sobre las bases) Toda sucesién bior-
togonal (fr) a una base (e, ) de un espacio de Hilbert H es también una
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En el espacio D(2) se define una convergencia de tipo débil para
funcionales lineales: la sucesién (uy) en D’'(2) converge a u € D'(Q) si

ua(9) = (un, ) = u(p) = (%, ¢) (68)

para toda ¢ € D(Q).

Ejemplo 2. (delta de Dirac). Un ejemplo importante de funcién ge-
neralizada en D'(R™) lo constituye la llamada funcion delta (6(z)) de
Dirac, la cual se define de la manera siguiente:

(8,¢) = ¢(0), Vi € D(R™).

Es facil ver que si wp, es un nicleo de promediacién (D1.7.1), entonces
wy, converge a la §-funcién en el sentido definido en (68). En efecto

(wh,¢) = / whpdzs = pp(0) = ¢(0) = (6,¢),
RN
donde la convergencia ¢p(0) — ¢(0) se deduce de T1.7.1ii).

Toda sucesién de funciones definidas en R™ y convergente a la é-
funcién en el sentido de la convergencia en D'(R™), se llama sucesion de
unidades aproximativas. O

Siguiendo el mismo razonamiento que nos condujo en el § 1.7 a la
definicién de la derivada en sentido de Soboliev de funciones localmente
integrables, vemos que para toda distribucién u € D’(Q) se puede definir
su derivada generalizada de cualquier orden o mediante la igualdad

(D%u,¢) = (~1)I(u, D%¢) (69)

(ejercicio) No es dificil demostrar que D%y € D'(Q) para toda u €
D'(Q) y todo multindice c.
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para lo cual hemos utilizado el hecho que A* también estd definido
en todo H. Ahora tomemos f € D((AB)*), entonces para cual-

quier g € D(B) se tiene
(-Bg7A*f) = (ABgv f) = (g’ (AB)*f>’

luego A*f € D(B*)y B*A*f = (AB)*f. Con esto se prueba la

afirmacién iv).
Sean f € D(A) y g € D((A™1)*). En este caso
(f,9) = (47" 4f,9) = (Af,(A7)g).
Pero esta dltima igualdad nos muestra que
(A™)7g € D(47)
AAg =g

- Por otra parte, si f € D(A™1) y h € D(A*), entonces

(f,h) = (AAT f, ) = (A7 £, A°R),
de donde se deduce que
A*h e D((A7H)
(A1 AR = h.
Las relaciones (18) y (19) muestran que

(A*)—l — (A_l)*. O

No es dificil probar (ejercicio), que si el operador A*™* =
entonces A C A™*. Este simple resultado nos muestra que una condicién
necesaria para la existencia de A™ es la cerrabilidad del operador A.
Veamos que esta condicién es también suficiente.

(18)

(19)

(A*)* existe

T 1. El operador lineal A, densamente definido en el espacio de Hilbert
H, es cerrable si y sélo si D(A*) es también denso en H. En este caso
se tiene que

A=A

(20)
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Ademids
X=I-Y, X2 = A.

Demostremos la unicidad de la raiz cuadrada. Supongamos que X3
es otro operador simétrico, acotado y positivo, tal que X% = A. Como
X1A = X1(X;)? = (X1)?X; = AX,, entonces X; conmuta con A y,
por lo tanto, también conmuta con X por ser el limite puntual de una
sucesién de polinomios del operador A. Sean Z y Zj, raices cuadradas
de X y X;, construidas de la misma forma que fué construida la raiz
cuadrada X de A. Pongamos g = (X — X3)(f), para cualquier f € H.
Entonces

(Z%(g),9) +(Z(9), 9)
(X(9),9) + (X1(9).9)

= (X + X)X - X1)(f),9)
= ((X*- X)), 9)

= {(A-4)f)9 =0

de donde tenemos, Z(g) = Zi(g) = 0 y, por consiguiente, X(g) =
ZZ(g) = 0,X1(g9) = Z1Z1(g) = 0. De aqui, concluimos que

(X = XN = (X = X1)*(£), £) = {(X = X1)(g), ) = 0
es decir, (X — X3)(f)=0,Vf€ H,luego X = X3. O

IZ@I? + 1 Z1(I?

§ 3.5 Resolvente y espectro

En la introduccién al § 3.4. hemos ya hablado de la importancia para
la Fisica del estudio del espectro de operadores lineales. Si A es un
operador lineal en C®, entonces se llama espectro de A al conjunto de
sus valores propios, es decir, aquellos nimeros complejos A, para los
cuales la ecuaciéon Az — Az = 0 tiene solucién no trivial z € C”, es decir
el operador A — A no es inyectivo.
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aparecen ceros, mientras que encima pueden aparecer ceros y unos, y en
la diagonal aparecen de nuevo las raices de la ecuacién det (A— AI) = 0.

Recomendamos al lector revisar la teoria de operadores en espacios
de dimensién finita en el libro de I. M. Guelfand; Lecciones de 4lgebra
lineal [8].

Precisamente la generalizacién de estos resultados a operadores en
espacios de dimensién infinita va a ser objeto de estudio de los capitulos
siguientes. Podremos cerciorarnos de la incidencia tan grande que tienen
estas generalizaciones en los problemas de dindmica y estabilidad de
sistemas mecanicos.

La teoria espectral de operadores en espacios normados de dimensién
infinita es mucho mds compleja e interesante, y a su vez de gran utili-
dad para el estudio de las propiedades fundamentales de los propios
operadores.

En este epigrafe desarrollaremos la teoria espectral para operadores
en espacios de Hilbert, aunque muchos de los resultados que obtendremos
seran validos en espacios de Banach cualesquiera.

D. 1. (resolvente y espectro) Sea A un operador lineal con dominio
denso en el espacio de Hilbert H. Diremos que el ndmero complejo A
pertenece al conjunto resolvente p(A) del operador A, si A — Al es una
biyeccién de D(A) sobre H = R(A), con inverso (A — AI)™1 = R,(A)
acotado. El operador R)(A) se llama resolvente de A en el punto A €
p(A). Llamaremos espectro de A al complemento de p(A) en C

o(4) = €\ p(A). (54)

Observacién. Si el operador A es cerrado, entonces

p(A) ={A € C|A—- A :D(A) — H es una biyeccién }
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ya que, si A — Al es una biyeccién, (4 — AI)™! es un operador cerrado
definido en todo H y por el teorema del grafo cerrado es acotado.

Veremos mas adelante que desde el punto de vista conjuatista la
estructura del espectro de un operador no acotado puede ser muy com-
pleja. Desgraciadamente esto no es todo el problema, pues para las
aplicaciones de la teoria espectral a distintas ramas de la Fisica y de la
propia Matemdtica se hace necesario distinguir, clasificar y hasta carac-
terizar ciertos subconjuntos del espectro cuya estructura puede ser atn
mas compleja.

Comenzaremos dando la siguiente clasificacion para el espectro de
un operador cerrado arbitrario.

D 2. (clasificacién del espectro) El nimero complejo A pertenece al
espectro puntual de A (A € op(A)) si A— Al no es inyectivo. Los elemen-
tos de op(A) se llaman valores propios de A. Si A € 0,(A), al subespacio
Ny(A) = Ker (A — M) se le llama subespacio propio correspondiente al
valor propio A y la dimensién algebraica del subespacio propio es la
multiplicidad de A. Los elementos de Ny(A) se llaman vectores propios
correspondientes al valor propio A.

Si el operador A — Al tiene un inverso no acotado con dominio denso
en H, diremos que A pertenece al espectro continuo de A (A € o.(A)).

Llamaremos espectro residual de A al conjunto de los nimeros com-
plejos A para los cuales el operador A— Al tiene un inverso cuyo dominio
no es denso en H y lo denotaremos mediante o7(4).

Al conjunto de los puntos aislados en el espectro se conviene en
Damar espectro directo y se denota mediante oj(A).

Observacién. Nétese que las diferentes partes del espectro introducidas
en la definicidn anterior constituyen una particién del espectro de A:

o(A) = op(A) U oc(A) U or(A4)
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funciones ¢(t) € Lafa,b], tales que

;(P—_(‘t)x € Ls[a.b).

Obviamente R(Q — AI) es denso en Lg[a,b], pero no coincide con
Ls[a,b] puesto que no contiene a las funciones que son constantes en un
entorno det = A. O

Ejemplo 4. Observemos que en lugar del operador @ en el espacio
L[a.b], podriamos haber introducido el operador @, de multiplicacién
por la variable independiente en el espacio L3 y[a,b] de las funciones de
cuadrado integrable en el sentido de Lebesgue—Stieltjes con respecto a la
funcién v de variacién acotada en [a.b] (para la definicién de la integral
de Lebesgue-Stieltjes véase el libro de A.N. Kolmogorof y S.V. Fomin:
Fundamentos de la teoria de funciones y el andlisis funcional [2]).

E.3 Demostrar los resultados siguientes:

1.- @ es autoadjunto,

2.- Los valores reales del conjunto resolvente p(Q+) coinciden con los
puntos de [a,b], en un entorno de los cuales la funcién v es cons-
tante

3.- Los valores propios del operador ¢ son precisamente los puntos
de discontinuidad de la funcién ~.

4.- El espectro continuo del operador ¢} coincide con el conjunto de
puntos no aislados en los cuales la funcién ¥ es continua pero no
localmente constante. O

En el Capitulo 6 veremos que los operadores del tipo Q- juegan un
papel fundamental en la teoria de operadores autoadjuntos.
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Deciamos anteriormente que la estructura del espectro:de un opera-
dor arbitrario ya no resulta tan simple al encontrarnos en espacios de
dimensién infinita. Para cerciorarnos de ello, proponemos al lector el
siguiente ejercicio:

E 4. Sea f(z) una funcién compleja medible definida en un intervalo
[a,b] con la propiedad de que el conjunto

Df = {‘ID € L?[aa b] 1 fo € LZ[a’b]}‘

es denso en Lgla,b]. Demostrar que el operador Ty de multiplicacién
por la funcién f en Lsfa,b] : Typ = fo, con dominio D(Ty) = Dy, tiene
como espectro

o(Ty) = {f(z) : = € [a,B]}

donde la barra horizontal denota clausura en C del conjunto. O

Pasemos ahora a estudiar algunas propiedades de la resolvente y el
espectro de operadores cerrados.

P 1. Para que el operador lineal continuo 7' conmute con A es necesario
que .
R \T =TR, (65)

para todo A € p(A), y es suficiente que (65) ocurra para algin p € p(A).
Demostracién. Supongamos que los operadores A y T conmutan,

es decir que
TA(z) = AT (=)

para cualquier z € D(A).

Si A € p(A),z = R)(y), entonces = recorre todo D(A) cuando y
recorre H. Pero de la conmutatividad de A y T se tiene

(A - ADT(z) = T(A - M)(z), V€ D(A)
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entonces existe Ry(A) y tiene un desarrollo en un entorno de A = oo, de
la forma

RA(A) "—(I_ By Z An+1

luego Roo(A) = 0. Pero entonces no puede ocurrir, que ¢(4) = ¢, ya
que en este caso R)(A) seria una funcién entera que se anula en infinito
y por el Teorema de Liouville, tendriamos que

Ry(A)=0, VA e c
lo cual es imposible. La demostracién de la desigualdad

sup > lim [[|A™]|M/"

Aea(A) n—00

se deja de ejercicio al lector. O

Hemos visto que todo operador A determina una particién del plano
complejo en los conjuntos p(A) y o(A). Para algunos propésitos es ttil
considerar el papel del punto infinito en esta particién.

T 3. Sea A un operador cerrado en H y supongamos que p(A) contiene
al exterior de un circulo. Entonces hay dos posibilidades:
i) A es acotado; R)(A) es holomorfa en infinito y Ro(4) = 0.

ii) Ry(A) tiene una singularidad esencial en A = co.

Demostracién. El Teorema 2 nos muestra que en el caso en que 4
es acotado se cumple i). Supongamos que A = oo no es una singularidad
esencial de A y veremos que estamos en el caso i). En efecto, como
R)(A) no es idénticamente nulo, tendremos el desarrollo

Ry(A) = )\kA() + Ak—lAl +...,
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z € H, tenemos B(A)(z) = AR)(A)(z) y A71B(\)(z) = Ry(A)(z) =
A"Y(B(X) — I)(z). De aqui se tiene

- AAP = AIDBO)(2) = . (71)

Esto prueba que la imagen de A~1 — A~1T coincide con H. Pero
este operador también es inversible, ya que (A~ — A~1I)(y) = 0 implica
y=AA"ly, o sea A(y) = Ay, de donde y = 0.

De (71) se concluye que (A~ — A™1I)~! = —AB(}) es un operador
acotado y que A~1 € p(4~1). Si A = 0 € p(A), entonces A~! es acotado
y 071 = 0o € o(47!) por definicién. Si A = co € p(A), entonces A
es acotado y, por lo tanto 0 = oo™ ! € p(A~1). Luego p(A) se aplica
mediante A — A~1 en p(A‘l). Lo mismo puede ser probado de manera
anéloga para los conjuntos complementarios o(A) y o(A™1). O

Para operadores en espacios de Hilbert la nocién de rango numérico
es importante en diversas aplicaciones.

D 3. (rango numérico de un operador) Sea A un operador lineal
en H. El rango numérico de A es el conjunto de todos los ndmeros
complejos

r(4) = {(A(z),z) : ¢ € D(A), ||=]| = 1} (72)

En general, 7(4) no es ni abierto ni cerrado, aunque A sea un ope-
rador cerrado. El teorema siguiente es importante pero omitiremos su
demostracion.

T 5. (de Hausdorff) Para cualquier operador lineal A en un espacio
de Hilbert, el conjunto r(A) es convexo. O

Del teorema anterior se concluye que la clausura de r(A) es un sub-
conjunto cerrado convexo de C y, por lo tanto, su complemento C\ r(4)
es un abierto conexo, salvo en el caso especial en que 7( A) sea una banda
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limitada por dos rectas paralelas, incluyendo el caso limite cuando am-
bas rectas coinciden. En este caso excepcional C\r(A) estard compuesto
por dos semiplanos 51 y S3.

T 6. Sea A un operador cerrado en H. Para cualquier A € C\ 7(4), el
conjunto R(A— AI) es cerrado en H,Ker (A—Al)= {0} y dim [R(A -
AD]* es constante en todo € \ 7{A), salvo en la situacién excepcional
sefalada més arriba, en cuyo caso dim [R(A— AI)]* es contante en cada
uno de los semiplanos 57 y S2. Ademds, si dim[R(4 — AI)}* = 0 para
algin A € C\r(A)(A € S1 0 A€ 52), entonces C\7(4)(S1 6 S2)es un
subconjunto de p(4) y

IBA(AN] < 1/dist (A, r(A)). (73)

Demostracidon. Véase el teorema sobre invarianza del indice de
defectoen el § 3.7y T 3.6.1. O

Observacién. Del Teorema 6 concluimos que si para un operador ce-
rrado existe

X € [E\T(A)] N p(4) (14)

entonces la componente conexa de C \ r(A) que contiene a A estd con-
tenida en p(A) y, por lo tanto, si C \ »(4) es conexo, tendremos que

o(4) C 7(A). (75)

Evidentemente, (74) ocurre para cualquier operador acotado en cuyo
caso ademds, C \ 7(A) es conexo. Luego, para los operadores acotados
se cumple (75).

En el proximo epigrafe veremos que (75) también es vilido para
cualquier operador autoadjunto.
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Segin el Teorema 2, la igualdad en (89) se alcanza si A es ademads
autoadjunto. El lector puede verificar que si A es autoadjunto y no
necesariamente acotado, también se cumple '

IBAlll = sprRx(A) (90)
para todo A € p(A). Pero como ademads (ejercicio)

1

sprRy(4) = Fst (1, 0(A)’ (91)

entonces tenemos
HIRAN £ 1/ 7ma (92)
para todo A autoadjunto, A € p(4). O

Pasemos ahora a caracterizar las diferentes partes del espectro de un
operador autoadjunto.

T 3. Sean A un operador autoadjunto en el espacio de Hilbert H y
A € R. Entonces

i) Aeoy(4) & R(A-X) # H,

i) Aeo(A) e RA-M)#R(A-X)=H
iii) A€ p(4) & R(A-A)=H,
iv) or(4)=¢

Demostracién. i) Para A autoadjunto y A real se tiene
[R(A— AD} = Ker(A - \I), (93)
y el resultado se obtiene de la siguiente cadena de equivalencias:

R(A-X) # H & [R(A- M) # {0} & X € 0,(4),
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de elementos (z,) para los cuales

nlingo(Aa:n — Azp) = 0.

Observacidon. Si para un operador cerrado cualquiera se define el es-
pectro esencial como el conjunto de los A € C para los cuales tiene lugar
el enunciado de T 8, entonces se puede probar que sigue siéndo vilido
el teorema de perturbacién de H. Weyl sin exigir la autoadjunticidad de
los operadores Ay K. O

§ 3.7 Teoria de extension de operadores simé-
tricos y representacion de formas sesqui-
lineales

Las demostraciones no expuestas en el texto de este epigrafe pueden ser
encontradas en [10], {11], [12] y [13]. A lo largo de todo el epigrafe consi-
deraremos operadores A en H con dominio D(A) denso en H. Comence-
mos con la siguiente definicién:

D1. Se dice que A € C es un punto regular del operador A si existe una
constante M > 0 tal que ||Az — Az|| > M||z||, para todo z € D(A4). El
conjunto de los puntos regulares de A se llama dominio de regularidad
de Ay lo denotaremos mediante DR(A).

Obviamente, el dominio de regularidad del operador A estd com-
puesto por aquellos puntos A € C, tales que existe el operador (4 —AI)™!
y es ademas acotado, pero a diferencia de la resolvente no tiene que estar
definido en todo H. Por este motivo el conjunto resolvente de A es, en
general, un subconjunto de su dominio de regularidad:

p(A) C DR(A). (94)
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Si combinamos el resultado del Ejercicio 3 con el Teorema 1, resulta
que un operador simétrico A tiene a lo sumo dos indices de defecto que
denotaremos m(A) y n(A):

m(A) si I;pz<0

dim (R[A - zI)* = {n(A) si Ipz > 0.

y al par (m(A),n(A)) le lamaremos indices de defecto del operador
simétrico A. Se cumplen las siguientes propiedades que dejamos de
ejercicio al lector:

1. Si el operador simétrico A tiene algin punto regular en el eje real,
entonces m(A4) = n(A).

II. Para un operador simétrico A, cualquier A € C con I;z A # 0 es un
valor propio de A* de multiplicidad m(A) si ImA > 0 y n(4A) si
IpA < 0.

1. Un operador simétrico A es autoadjunto si y sélosi m(A) = n(4) =
0.

IV. Un operador simétrico A tiene extensiones antoadjuntas, si y solo

si m(A) = n(4).

M4ds adelante veremos que un problema mixto (con condiciones ini-
ciales y condiciones de contorno) se reduce al estudio de una ecuacién
operacional

du

Z = A

5 u (96)
sujeta a la condicién inicial

u(0) = g (97)

donde ug pertenece a un cierto espacio de Hilbert H cuyos elementos
son funciones y u(t) € H para todo ¢ > 0. Como veremos préximamente
al definir el operador 4 debemos dar su dominio de definicién D(A4) y es
precisamente en D(A) donde se recogen las condiciones de contorno que
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deben satisfacer las soluciones del problema mixto. En general dentro
de D(A) estin aquellas funciones de H que satisfacen las condiciones de
contorno y a las que “tiene sentido aplicar” la expresién diferencial L
(ver Cap. 5), dando lugar a una nueva funcién de H.

Pero como la solucién del problema (96)-(97) debe cumplir que
u(t) € D(A) para todo t > 0, puede ocurrir que dicho problema no
tenga solucién y que haya necesidad de ampliar el dominio de definicién
del operador A, obteniéndose asi una extensién de este operador.

Entonces, generalmente, en lugar de resolver el problema (96)—(97)
se resuelve un problema modificado (98)—(97) donde:

du <

v A es una extensién conveniente del operador A.

La extensién del domirio de A estd vinculada con la necesidad de
aftadir a D(A) otras funciones a las que “tenga sentido aplicar” la ope-
racién diferencial L en algin sentido generalizado. En muchas ocasiones
el operador A en (96) es simétrico y las extensiones A necesarias para
poder darle sentido matemadtico a la solucién del problema de Cauchy
(96)—97), son extensiones autoadjuntas de A.

Esta exigencia matemdtica de ampliar el campo de posible soluciones
a veces no es muy comprensible por el fisico o el ingeniero y conduce
siempre a un analisis de lo que representa la “solucién matemdtica”
u(t) € D(A) del problema (98)~(97) con respecto a la “solucién fisica”
que corresponde al problema (96)-(97). Resulta que es posible justificar
la existencia de buenas extensiones autoadjuntas. En efecto, considere-
mos un ejemplo que se sale un tanto de la temdtica de este texto pero
que es bastante ilustrativo: si Ay es el operador que representa la energia
de una particula libre en la mecénica cudntica, entonces 4 = Ag + B
representa la energia de la particula sometida a un potencial externo
que se relaciona con el operador B. Este operador es tal, que A es un
operador simétrico pero no necesariamente autoadjunto. Sin embargo, si
la particula no estd sumergida en un paso infinito de potencial, entonces
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y si f € D(A), f = fo + gz + Vg5, entonces

Af = Afo+ 29: +3V g,

La segunda parte de este teorema se obtiene de (99) y del hecho, que
toda extensién autoadjunta A del operador simétrico A cumple

ACAC A~

Este dltimo teorema nos dice que hay una correspondencia biunivoca
entre los operadores isométricos de Nz en N, y las extensiones autoad-
juntas de un operador simétrico A.

Como veremos més adelante, la diferencia fundamental entre la teoria
de operadores diferenciales ordinarios y en derivadas parciales, radica en
que, para los primeros dim N3 < +o00,dimN,; < +00, mientras que para
los dltimos, generalmente

dim Nz =dim N, = +co.

Luego, para los operadores diferenciales ordinarios simétricos A con
m(A) = n(4), el estudio de las extensiones autoadjuntas se reduce a
la caracterizacion del conjunto de los operadores isométricos de N5 en
N, el cual coincide con el conjunto de las matrices unitarias en C™4).

Ejemplo 1. Hemos visto en los ejemplos 3.3.1 y 3.5.2 que si definimos
el operador Py en Lo(a,b) con dominio de definicién C§°(a,b), mediante

.dp
Pyp = 7’?7 pe Cgo(av b)7

entonces en los casos en que (a,b) es acotado, (a, b) (0,4+00) y(a,b) =

(—00,+00) se tiene que Py = P, donde Pyp = z—‘e , € D(F) donde

D(P:) = {¢ € H'(a,b) : p(a) = 0(b) = 0},
)
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manera que Vel = ye~%, donde la constante v se define de la relacién:
2w 27
[1etae =1 [ 1t Par. (100)
0 0

De (100) se deduce inmediatamente que
v = 8e*™ donde 6] = 1.

Luego, si Py es una extensién autoadjunta del operador Py, podemos
encontrar un némero complejo 8 con 6] = 1, tal que toda ¢ € D(Py) se
expresa en forma tdnica

¢ =g+ ale +621), € C o€ D(P),

y, ademas _
Pop = igh(2) + (e — 9e2™*) = ig(2).

Proponemos al lector, en calidad de ejercicio, probar que D(Po) =
{p € H'(0,27) : ¢(27) = y(0)} donde

9+ 27

=T

6ol = 1.

Ademas calcule el espectro y la resolvente del operador B. O

Veamos ahora algunos resultados relativos a las extensiones autoad-
juntas de operadores simétricos que son itiles en las aplicaciones a la
teoria de operadores diferenciales.

Resulta que si A es un operador simétrico en H con indice de defecto
finito (m,m) entonces se puede dar una férmula llamada formula de

M.G. Krein para la resolvente de cualquier extension autoadjunta A de
A.

De esta férmula se deduce que la diferencia entre los resolventes de
dos eztensiones autoadjuntas A1 y Ay de A es un operador de rango
finito < m.
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Demuestre que A es simétrico y positivo pero no esencialmente autoad-
junto. ;Cuél es la extensién de Friedrichs del operador A?

Hemos visto que a cada operador simétrico y positivo A con do-
minio denso en H se le asocia un espacio normado (D(A),[| - ||4) cuyo
completamiento denotamos mediante D[A].

Obviamente la norma en D[A] proviene de un producto escalar al que
denotaremos mediante {-,-) 4. Resulta que la extensién de Friedrichs Ap
es el dnico operador autoadjunto con D(Afr) C D[4] y tal que

(I + Ap)u,v) = (u,v)4, Yu € D(AF), v € D[4], (101)

donde ( , ) es una forma sesquilineal, en general no acotada en H. El
resultado anterior no es mds que una generalizacién del Teorema de
Lax-Milgram (T 2.3.2) sobre representacién de formas lineales acotadas
mediante operadores acotados, al caso no acotado.

Sin embargo, estd lejos de ocurrir que cualquier forma sesquilineal
no acotada en H pueda ser representada por algin operador con buenas
propiedades. A continuacién daremos una caracterizacion de aquellas
formas sesquilineales que pueden ser representadas por operadores au-
toadjuntos en un sentido que serd precisado. Este resultado serd una
generalizacion del teorema de extensién 7 y nos proveerd de una técnica
para definir operadores autoadjuntos asociados a expresiones diferencia-
bles. Veremos en el Capitulo 5, que este resultado es particularmente 1itil
en aquellas cosas en que no es posible dar una caracterizacién completa
de todas las extensiones autoadjuntas de un operador simétrico, tal y
como ocurre generalmente con los operadores diferenciales en derivadas
parciales.

En la monografia de T. Kato, Perturbation theory for linear opera-
tions [13] se hace un estudio mds amplio de la teoria de representacién de
formas sesquilineales mediante operadores llamados sectoriales que son
una importante generalizacién de los operadores autoadjuntos. Nosotros
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sélo si es una sucesién de Cauchy con respecto a la norma
llullo = (lull® + ro[u])*/? (111)

donde || - || denota la norma asociada al producto escalar en H y 79 es
la forma simétrica no negativa definida en (110).

Si denotamos mediante D[7] al conjunto de los limites de sucesiones
T-convergentes en H, entonces obviamente D[] es el completamiento de
D(T) con respecto a la norma (111).

D 3. Diremos que la forma sectorial T es cerrada si u, — U implica
que
w€D(T)y Tlup—u] = 0.

La forma sectorial 7 se llama cerrable si tiene una extensién cerrada.

De los comentarios anteriores se concluye inmediatamente las pro-
piedades siguientes:

P 1. Sea 7 una forma sectorial en H. Entonces se cumple:

i) T es cerrada si y solo si Rer es cerrada.

ii) Si 7 es cerrada entonces 7 + «a es cerrada para cualquier a € C.
Reciprocamente, si 7 + o es cerrada para algin a € C, entonces 7
es cerrada.

iii) T es cerrada si y solo si el espacio prehilbertiano D(7) provisto de
la norma (111), es completo

iv) 7 es cerrada si y solo si D(71) = D[r].

v) Si 7 es ademds acotada, entonces serd cerrada, si y solo si D(1) es
un subespacio vectorial cerrado en H.
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iv) siu € D(7),w € H y 7[u.v] = (w,v) para todo v perteneciente
a un nicleo de 7, entonces v € D(T) y Tu = w. El operador
sectorial T estd univocamente determinado por la condicién i).

Demostracién. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que 7
tiene vértice cero y por lo tanto, Rer > 0. Consideremos el espacio de
Hilbert H, definido sobre el conjunto D(7) provisto del producto escalar

(u,v)r = (u,v) + (Ret)[u,v].
Del resultado del Ejercicio 7 se obtiene

1+ tan 9)(Rer)[u]'/2Rer[v]'/2
1+ tan J)|ull-|v]}-,

I, 0]] <
<

e S

de lo cual concluimos que 7 es una forma sesquilineal acotada en H-.
Obviamente la forma sesquilineal 1[u,v} = (u,v) es también acotada en
H. Si denotamos mediante 71 := 7+ 1 y aplicamos el teorema de Lax—
Milgram (T 2.3.2), tendremos que existe un operador B acotado en H,
tal que

ri[u,v] = (Bu,v)r, u,v € Hr =D(7).

Como [Julf2 = (Rer + 1)[u] = (Rery)[u] = Re(Bu,u)r < ||Bull[[ulr,
entonces ||ulj; < ||Buj|;. Luego B tiene una inversa acotada B~! con
dominio cerrado en Hy. Veamos que D(B~1) = H,. Para ver esto es
suficiente probar que un u € Hr que sea ortogonal en H; a D(B™!) =
R(B) debe ser nulo, lo cual es obvio porque [Ju||2 = Re(Bu,u)r = 0.
Pero entonces B~! € B(H,) con ||B~1}| < 1. Para cualquier » € H fijo
consideremos el funcional semilineal v ~» I,(v) = (u,v) definido para
v € Hr. Obviamente [, es un funcional semilineal acotado en Hr con
norma < ||u||, ya que |lu(v)| < Jlu|ll|lv|l < ||u|l||v]lr- Por el teorema de
representacion de Riesz en espacios de Hilbert, existe un dnico «’ € Hr
tal que (u,v) = ly(v) = (&, 0)r, [|o/[}r < [Ju]|.

Definamos ahora un operador A mediante Au = B~14/. El operador
A es lineal con dominio H y rango en H,. Considerado como operador
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operador cerrado A, mediante la cual podremos construir familias de
operadores acotados que podrdn interpretarse como funciones de A.

Con este propésito, comencemos por denotar mediante H¢[A] la
familia de todas las funciones complejas que son holomorfas en alguna
vecindad, no necesariamente conexa, de una parte aislada C del espectro
o(A) del operador cerrado A. En alguna ocasién C puede coincidir con
todo o(A) en cuyo caso denotaremos esta familia de funciones por H[A].
La vecindad a que hacemos referencia puede depender de la funcién
f € HclA] considerada. Sea f € He[A] y U un subconjunto abierto de
C, tal que C C U, f es holomorfaen U y UN[o(A)\C] = ¢. Supongamos,
para simplificar que la frontera U consiste de un nimero finito de curvas
de Jordan, orientadas en sentido positivo. Denotaremos mediante F[A]
la familia de todas las funciones f € Hc[A], para las cuales puede ser
hallado algin abierto U con las propiedades anteriormente expuestas'y
tal que '

J 1A A= AD A < o. (130)
au

En €l caso C = o(A), pondremos
| FA] = Fy)[4]. (131)

D 1. (integral de Dunford) Sea C una parte aistada del espectro
o(A) del operador cerrado Ay f € Fo[A]. Entonces el eperador lineal
acotado f[A] definido mediante

_-1

fT4]

T 2w

/ FOYA - AD1d), (132)
U

donde U es un abierto del plano con las propiedades citadas mas arriba,
se llama integral de Dunford de A con respecto a la funcién f.

Observacion 1. Por €l teorema integal de Caachy, la definicién de





















§ 3.9 321

212 > 0, en los puntos donde I' corta al eje real positivo. Pero en-
tonces, por el teorema de la aplicacién espectral,

1

BN
Vo(4) T A

o(B) = : A€ o(A)}. | (143)

De (143) y T3.5.4 concluimos la veracidad de i) y por ende, la po-
sitividad de A/2. Del hecho que B conmuta con cualquier operador
acotado que conmute con A~! se obtiene la afirmacién ii).

Para probar iii) es necesario demostrar que para todo z € D(A41/2)
existe una sucesién (z,) en D(A), tal que z, >z y Al/z(a:n —z)— 0.
Una sucesién (zy) con estas propiedades puede ser construida poniendo

zn = (T4 A7 (2) = n(4 + D)\ (2).

En efecto, es obvio que z,, € D(A). Pongamos y = A/2(z), entonces
z = B(y), luego z, = n(4 + nI)~1B(y) = nB(A + nI)~1(y), donde la
conmutacién de B con la resolvente de A se deduce de la expresion (142).
Pero entonces

AV (z,) = n(A+nI)ly — y= AY2(2)
(ejercicio), de donde se concluye la demostracién de iii).

Pasemos ahora a probar que en la demostracion realizada anterior-
mente puede ser eliminada la suposicion 0 € p(A) y que la misma es
vilida siempre que:

(A(z),z) > 0, Vz € D(A). (144)

En efecto, si se cumple (144), entonces para cualquier ¢ > 0,4, =
A+ €1 es estrictamente positivo, luego puede ser construido el operador

Ai/ 2 que satisface las propiedades i) — iii). Probaremos que Lir% A};/ 2
£t

existe en un cierto sentido y coincide con un operador que satisface las




































340 Capitulo 3.

A. El subespacio Py[H] al cual denotaremos mediante £y, se llama
subespacio radical correspondiente al valor propio A. Los elementos de
L) se llaman vectores radicales correspondientes al valor propio A. El
nimero dim L) se llama multiplicidad algebraica del valor propio A y
se denota por a(A). El valor propio aislado A se llama normal si su
multiplicidad algebraica es finita.

Pasemos a estudiar la relacién entre los subespacios radicales y el
desarrollo analitico (184) obtenido para la resolvente. Comencemos por
el lema siguiente:

L 1. Sean A un operador cerrado y A un valor propio aislado en o(A4).
Entonces,
Ker(A—- A" = KerD",

para todo n € N, donde D es el operador definido en (180).

Demostracién. Consideremos la descomposicién de H en la suma
directa

H =L+ (- P)H] (189)

donde los subespacios coordenados son invariantes para el operador A.
Con respecto a esta descomposicidn, todo z € H puede ser escrito de
manera unica en la forma z = 21 + z9.

Por ser D la restriccion de (A — AI) a £ es obvio que KerD™ C
Ker(A — AI)™. La inclusién en sentido contrario se deduce del hecho

que (A — M)*(I'— Py) es un operador inversible sobre el subespacio
(I — Py)[H]. Luego

(A= AD™(z9) =0 =>23=0. a

T 2. Sean Ay A como en el Lema 1. Se cumplen las propiedades
siguientes:










































