Este libro contiene resultados recientes de la investiga-
cién en Educacion Matematica, los cuales tienen la inten-
cién de ser Utiles tanto para los docentes de matematicas
de todos los niveles como para todos los interesados en
esta area. Los autores que participaron en cada uno de los
capitulos nos plantean propuestas y reflexiones que bus-
can mejorar el aprendizaje y la ensefianza de las matema-
ticas todas ellas apoyadas en una metodologia rigurosa o
en ideas bien fundamentadas. El contenido de este libro
muestra algunos de los aportes a la Educacion Matema-
tica basados en la investigacion.
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Presentacion

Es un gran gusto para nosotros ofrecer a usted el tercer libro emanado del
IV Taller Internacional Tendencias en la Educacién Matemdtica Basada en
la Investigacién. Cada uno de los capitulos fue presentado en el Taller y
sometido a un proceso de arbitraje doble ciego por parte de especialistas en
la educacién matemdtica; a todos ellos extendemos nuestra gratitud.

Este libro contiene propuestas fundamentadas en investigaciones tedri-
cas o del aula, las cuales hemos dividido en cuatro secciones; cada seccién
tiene dos capitulos. La primera seccién contiene reflexiones tedricas; en su
capitulo uno se aborda el concepto creatividad matemdtica con ejemplos
que ilustran como “el andlisis diddctico permite detectar aspectos propios
de la creatividad, que tienen potencial para la mejora de la actuacién del
maestro de matemadticas”. En el capitulo dos las reflexiones son acerca de
los hallazgos sélidos de la investigacién en educacién matemdtica. La sec-
cién 2 estd dedicada al uso de la tecnologia para la mejora de la educa-
cién matemdtica que contiene a los capitulos 3 y 4. En el capitulo 3 los
autores reportan una experiencia con el uso de GeoGebra en profesoras
de telesecundaria, y en el ndmero 4 el autor reporta varios ejemplos del
uso de las TIC en la educacién matemitica, asi como algunas reflexiones
sobre los procesos cognitivos instrumentados. La tercera seccién es sobre
las emociones de los profesores de matemdticas, y contiene a los capitulos
5y 6. En el primero de ellos los autores reflexionan sobre la relacién entre
el conocimiento especializado del profesor y sus emociones; en el segundo,
los avances de una propuesta de acompafiamiento docente para regular las
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emociones de profesores de matemadticas. Finalmente, la cuarta seccién nos
ofrece, en el capitulo 7, una experiencia diddctica en el nivel superior que
buscé favorecer la metacognicién en la actividad de resolucién de proble-
mas, y, en el capitulo 8, una propuesta para el diseno de actividades para el
estudio de las fracciones en primaria.

Por lo que se refiere a las cuatro secciones que conforman este libro
cubrimos cuatro lineas sobresalientes de la investigacién en la educacién
matemdtica: la teoria, la tecnologfa, las emociones y el trabajo en el aula.
Con estas aportaciones deseamos contribuir al conocimiento del profesor
de matemdticas de los niveles bdsico y medio superior, principalmente,
pero también podrian ser utiles para los del nivel superior.

Asimismo, como en los dos libros anteriores, en este trabajo contamos
con la participacién tanto de investigadores de una larga y reconocida tra-
yectoria como de algunos que se inician en este campo. Todos ellos nos
aportan valiosas e interesantes reflexiones sobre la ensefianza y el aprendi-
zaje de la matemdtica. Esperamos que usted como lector comparta nuestra
opinién sobre estos trabajos y se interese por experimentar con ellos en sus
grupos. Agradeceremos nos comparta su impresion.

Los investigadores que nos acompanaron en el arbitraje de los trabajos
que aqui se presentan son Gabriela Buendia Abalos, Gisela Camacho Espi-
noza, Erika Canché Géngora, Maria Teresa Ddvila Araiza, Judith Alejan-
dra Herndndez Sdnchez, José Marcos Lépez Mojica, Nielka Rojas Gonzd-
lez, César Romero Félix, Patricia Rosas Colin, José Trinidad Ulloa Ibarra,
Diana Vasco Mora y Santiago Ramiro Veldzquez Bustamante.

A todos ellos nuestro reconocimiento y gratitud.

Atentamente
Lidia Aurora Herniandez Rebollar
Ileana Borja Tecuatl

Josip Slisko Ignjatov
José Antonio Judrez Lopez

H. Puebla de Z., a 15 de octubre de 2018
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de la educacién matematica






CAPITULO I
Promoviendo el didlogo y la creatividad
en el aula de matematicas

Javier Diez-Palomar
Universidad de Barcelona

Resumen

Muchas veces, a las personas que nos dedicamos a la investigacidn, las
autoridades educativas nos demandan aportar evidencias cientificas con-
trastadas sobre las que puedan fundamentarse las decisiones que se toman.
Actualmente, el debate cientifico internacional esta haciendo una llamada
hacia la investigacién responsable y con impacto social, que realmente sirva
para ofrecer conocimiento contrastado vélido y que contribuya a resolver
las demandas sociales en dmbitos como la educacidn, la sanidad, el empleo,
etcétera. En nuestro caso, el reto es mejorar la ensefianza y el aprendizaje
de las matemdticas. Para ello, un aspecto clave senalado desde hace ya va-
rias décadas (Shulman, 1987) es el desarrollo profesional del profesorado.

En este capitulo se exponen algunas reflexiones en torno al concepto
de creatividad matemdtica, en el marco de una investigacién I+D+i. Los
ejemplos que se muestran ilustran cémo el andlisis diddctico (que es una
de las competencias profesionales clave del maestro) permite detectar as-
pectos propios de la creatividad, que tienen potencial para la mejora de la
actuacion del maestro de matematicas.

Palabras clave (3-5): creatividad matemdtica, idoneidad diddctica, de-
sarrollo profesional del docente de matemadticas.
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Este capitulo es resultado de una charla en el TEmBI (Taller Internacional
Tendencias en la Educacién Matemdtica Basada en la Investigacién) al que
fui invitado por el profesor Josip Slisko de la Benemérita Universidad Au-
ténoma de Puebla, en México, el cual se enmarca dentro de una investiga-
cién financiada por el Ministerio de Economia, Industria y Competitividad
dentro del Programa Nacional de I+D+i de Espana, titulada Desarrollo y
Evaluacion de la Competencia en el Andlisis Diddctico en la Formacion Do-
cente Previa al Servicio en Educacion Matemdtica Elemental y Secundaria (ref.
EDU201 5-64646-P), dirigida por mi mismo y por el profesor Viceng Font.

El objeto de este estudio es encontrar formas de ayudar a los maestros
y a las maestras de matemdticas a fomentar el pensamiento creativo de sus
estudiantes, de ayudarles a incentivar la creatividad, la curiosidad de hacer
preguntas, identificar diferentes respuestas adecuadas a un problema, utili-
zar diferentes estrategias para resolverlo. Eso se hace a través del desarrollo
de la competencia de andlisis diddctico, dentro del marco del desarrollo
profesional del docente de matemdticas.

A lo largo de las pdginas siguientes se discute el tema de la creatividad
en el contexto de diversas investigaciones desarrolladas en el dmbito de la
didictica de las matemdticas. La creatividad matemdtica no es un cons-
tructo fécil de aprehender. Intuimos cudndo una respuesta, o un trabajo
matemdtico, es o no creativa. Sin embargo, hay tantas y tantas definiciones
diferentes de creatividad, que resulta complicado referirse a este concep-
to (Mallart, Font, & Diez, 2018). En este capitulo se ofrece una posible
aproximacién a este tema tan importante, tanto en la aplicacién de las ma-
temadticas a nuestra vida cotidiana, como en su aprendizaje. Curriculos de
todo el mundo destacan la nocién de conexiones, como un aspecto central
del desarrollo de una cierta idea de comprensién matemdtica. Parece que,
para ser competente matemdticamente hablando, es preciso ser capaz de
utilizar las matemadticas (los objetos matemdticos) en diversos contextos,
situaciones, de manera 4gil, pero también critica, sin precipitarse ya que
muchas veces la premura en la respuesta puede conducir a conclusiones
erroneas. Buscar “caminos alternativos” no hollados puede ser una forma
de expresién de esa competencia matemdtica, de manera que las conexio-
nes se convierten en una especie de “indicador” que nos avisa cuando se
estan dando las condiciones para que la creatividad haga acto de presencia.

14
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Este capitulo, ademds, también pretende ser una aportacién a la for-
macién del profesorado de matemdticas. Por ese motivo, el debate men-
cionado se va a situar dentro de la linea de la formacién del profesorado.
Los futuros maestros y maestras de matemdticas tienen en sus manos la
responsabilidad y la oportunidad de ayudar a nifios y nifias a desarrollar su
capacidad matemdtica. Es preciso que sean capaces de identificar la creati-
vidad y potenciarla para que los nifios y las nifas puedan llegar a desarro-
llar todo el potencial que tienen para las matemdticas. Por eso, un capitulo
como este es una tremenda ocasién para ejercer esa responsabilidad que
tenemos como investigadores y como formadores de futuros maestros y
de futuras maestras, de darles contribuciones validadas por la comunidad
cientifica internacional.

Paso pues a desarrollar las diferentes secciones de este capitulo. En pri-
mer lugar, se hace una exposicién de algunos antecedentes sobre el tema
que aqui se toman como referente. Después, se argumenta sobre la nece-
sidad de basar cualquier iniciativa de formacién del profesorado en una
educacién con bases cientificas, basada en actuaciones educativas de éxito
(Flecha, 2014). Después se habla sobre la importancia que tienen las in-
teracciones como herramienta fundamental para el aprendizaje, que para
ilustrar este tipo de enfoque se usan algunos ejemplos en el caso de la
diddctica de las matemdticas. Después se destacan contribuciones o re-
flexiones esenciales para la orientacién del desarrollo profesional docente
de matemdticas. Finalmente, se cierra el capitulo con algunas considera-
ciones finales.

Introduccién: El desarrollo profesional
del profesorado de matematicas

El desarrollo profesional del profesorado de matemadticas hunde sus raices
en el conocido trabajo que Lee Shulman realizé a comienzos de la década
de los ochenta. En 7hose Who Understand: Knowledge Growth in Teaching,
Shulman se hace preguntas fundamentales para una persona que quiere
aprender a ser maestro: ;De dénde salen las explicaciones que da el maestro
o la maestra en clase? ;Cémo deciden qué ensenar, cémo representarlo,
cémo plantear ese contenido a los estudiantes, y hacerles preguntas sobre
él? ;Cémo hacer frente a las concepciones erréneas que puedan tener los
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y las estudiantes? Todas éstas son preguntas esenciales que, cualquiera que
quiera convertirse en maestro o en maestra de matemdticas seguramente,
se hard cuando se vea en la situacién de tener que impartir clases. Shulman,
en su articulo, se quejaba de que la investigacion se habfa ocupado mu-
cho de cémo los y las estudiantes aprenden, pero poco del conocimiento
profesional del docente. Por eso, su trabajo, el programa de investigacién
Knowledge Growth in Teaching, fue pionero en ese sentido.

El concepto mds conocido que nos ha dejado el pedagogical content
knowledge (conocimiento pedagégico del contendido), Pck en sus siglas
en inglés, fue revolucionario en su momento, porque hizo evidente que
los profesionales de la educacién no solo tienen que conocer la materia
que estdn ensenando, sino que también tienen que tener conocimiento de
un cierto saber, propio de la tarea de ensenzar, y que diferencia la profesién
docente de cualquier otra profesién del mundo. ;Qué es lo que un maestro
hace especifico, y que le distingue de aquello que define a un carpintero,
y que podemos reconocer con solo una mirada? En palabras del propio
Shulman, el pcx es aquello que es Ginico para los maestros, es la base de su
conocimiento.

Pero, ;qué es conocimiento? Shulman (1986) distinguié de manera
muy precisa entre diferentes tipos de conocimiento. Por un lado, tene-
mos aquello que los maestros y las maestras hacen y usan para ensefiar
(las ilustraciones, las analogias, las metaforas, las explicaciones, las demos-
traciones, etcétera). Por otro lado, también son “conocimiento” las ideas,
preconcepciones, incluso a veces errores conceptuales, que tienen los y las
estudiantes. Y, ademds, también es conocimiento el propio contenido a ser
ensefiado. En una mirada mds detallada, el conocimiento del maestro y de
la maestra de matemdticas incluye:

a) Conocimiento pedagdgico general

b) Conocimiento del contenido

¢) Conocimiento pedagdgico del contenido

La influencia que ha tenido el trabajo de Shulman es incontestable. Des-
pués de él, cada grupo de investigacién posterior ha continuado detallando
mds y mds la idea de conocimiento del profesor, dando lugar a multiples
categorias y subcategorias del content knowledge (ck) y del pck, asi como de
las relaciones que se establecen entre los diferentes “conocimientos” (Ball,
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Thames, & Phelps, 2008; Hill, Ball, & Schilling, 2008). En 1992, Fen-
nema y Franke, también preocupadas por clarificar cudles son los compo-
nentes del conocimiento de los maestros y de las maestras de matemdticas,
distinguieron entre:
a) Conocimiento de matemdticas
a. Content knowledge
i. La naturaleza de las matemadticas
ii. La organizacién mental del conocimiento del maestro
b) Conocimiento de las representaciones matemdticas
¢) Conocimiento de los estudiantes
a. Conocimiento de las cogniciones de los estudiantes
d) Conocimiento de la ensenanza y de la toma de decisiones

Una de las principales ideas de las dos investigadoras fue mostrar que si
un/a maestro/a de matemadticas no es capaz de “traducir” las abstracciones
de la matemadtica formal a una forma que los estudiantes puedan enten-
der, entonces no logrardn nunca que puedan aprender con comprensién.
Para Fennema y Franke lo crucial es el conocimiento que puedan tener
los maestros y las maestras para tomar la decisién “correcta.” En cualquier
caso, para tomar la decisién “correcta” hay que tener en cuenta tanto el
conocimiento del contenido matemdtico, como el conocimiento de los
estudiantes y la manera de ensenar, tal y como Shulman ya habia dicho con
su propuesta, unos afos antes. Los trabajos posteriores no han hecho sino
confirmar y consolidar ambos componentes, como aspectos fundamenta-
les que explican el “buen hacer” de los buenos docentes de matemadticas
(An, Kulm, & Wu, 2004; Grouws & Schultz, 1996; Kahan, Cooper, &
Bethea, 2003; Parker & Heywood, 2000).

En 2004, el trabajo que publicaron Hill, Schilling y Ball dio por prime-
ra vez resultados empiricos sélidos que permitian afirmar claramente que
es posible separar las diferentes formas de conocimiento (ck vs pck) de los
maestros y maestras de primaria. Algo que, en secundaria, segin Matthews
(2013), ocurrirfa en 2008 gracias al trabajo de Krauss, y sus colaboradores.
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Figura 1. Componentes del pck, de acuerdo con Turnuklu y Yesildere
(2007, p. 3), adaptado por An, Kulm y Wu 2004, p. 147.

Estudios posteriores han ido anadiendo o detallando mds el modelo ori-
ginal de Shulman (véase fig. 1), comparando el ck y el pck a través de los
curriculos de diferentes paises (An, Kulm & Wu, 2004).

Frente a este enfoque, en los tltimos anos, han surgido otras propues-
tas interesantes que estdn ganando terreno. Es el caso del llamado no#i-
cing (Mason, 2002). Este concepto se refiere a una manera de hacer del
docente, cuando estd atento/a a qué hace el estudiante, cémo responde,
qué escribe en su cuaderno, qué regularidades se pueden observar en sus
respuestas. Todo ello ofrece informacién valiosa al docente para “notar”
(percatarse) de cémo estd aprendiendo y comprendiendo las matemdticas
el estudiante. En libros como Researching your own practice: The discipline
of noticing (Mason, 2002) o Mathematics teacher noticing: Seeing through
teachers’ eyes (Sherin, Jacobs, & Philipp, 2011) podemos encontrar indica-
ciones valiosas de cémo orientar al profesorado en el ejercicio del noticing,
puesto que para percibir detalles sobre cémo el estudiante estd (o no) com-
prendiendo los conceptos matemdticos que se le presentan en el aula, es
necesario que tenga tanto una base de conocimiento matemdtico, como
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la capacidad de reconocer las conexiones entre los diferentes conceptos y
cémo las diferentes “piezas” o “trozos” de un concepto matemdtico que
aparecen en el trabajo o en el discurso del estudiante sugieren si es, o no,
capaz de reconocer el conjunto y cémo estd interrelacionado.

Otro enfoque conocido es el Lesson Study. Desarrollado por Yoshida
(1999), se ha ido implantando en diversos lugares del mundo (Anhalt,
Ward, & Vinson, 2006; Ferndndez & Yoshida, 2012). Se trata de un enfo-
que reflexivo, en el que los maestros y las maestras de matemdticas graban
sus clases de matemdticas, y luego las visualizan en grupos de trabajo con
otros maestros y maestras, para discutir cémo mejorar sus précticas, a fin
de mejorar el diseno y la planificaciéon de las tareas en el aula.

En el caso que aqui voy a exponer, el camino que tomo es el desarrolla-
do por Juan D. Godino y sus colaboradores, denominado Enfoque Ontose-
midtico (E0S), desde mi mirada personal basada en el Aprendizaje Dialdgico
y el trabajo desarrollado por crea (Community of Research on Excellence
for All), de la Universidad de Barcelona.

Este enfoque es integrador porque toma elementos de diferentes teorfas
de la diddctica de las matemadticas, asi como de otras disciplinas como la
sociologia, la psicologia del aprendizaje, etcétera. El punto de partida del
EOs es la formulacién de una ontologia de objetos matemiticos, tal y como
afirman sus principales creadores (Godino, Batanero, & Font, 2007). A
partir de situaciones-problema, los autores definen una serie de conceptos
tedricos de prictica, objeto (personal e institucional) y significado, con la
finalidad de realizar el andlisis tanto del contenido matemadtico, como de
su conocimiento y la interdependencia que se establece entre ambos aspec-
tos. Se trata de un enfoque amplio, que dispone de diversas herramientas
que resultan de utilidad al maestro para analizar y comprender lo que su-
cede en el aula cuando los estudiantes trabajan en la prictica matemdtica
(definida como toda actuacién o expresion realizada por una persona para
resolver problemas matemadticos, comunicar la solucién obtenida, validarla
y/o generalizar a otros contextos o problemas), tal y como escriben Go-
dino, Batanero y Font (2007). En este enfoque se distingue por un lado
entre los significados personales que atribuyen los estudiantes a los objetos
matemadticos que aparecen en la practica de la matemdtica, y por otro los
significados institucionales, que estdn impregnados en dichas précticas. El
aprendizaje se define como una especie de dialéctica entre ambos tipos de
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significados (como una suerte de lucha entre lo que entiende el estudiante,
y lo que la institucién, la escuela, quiere transmitir y que aprendan).

Una de las propuestas centrales del EOs, y que nos resulta de especial
interés, es la categorizacién en seis facetas de lo que los creadores del en-
foque denominan Idoneidad Diddctica. Se trata de un constructo muy atil
para ayudar a los maestros y a las maestras a desarrollar su competencia de
andlisis did4ctico. La idoneidad diddctica se representa como un hexdgo-
no irregular, en cuyos vértices encontramos seis componentes (o facetas):
interaccional, ecolégica, mediacional, epistémica, cognitiva, y emocional.
Todas ellas se refieren a un aspecto caracteristico que afecta al proceso de
aprendizaje (véase fig. 2). Cada componente se encuentra sobre un eje,
donde pueden ubicarse tres “estados” o “medidas” (alta, media o baja),
de acuerdo a si se detecta un grado bajo, medio o alto de idoneidad en la
préctica matemdtica que se estd analizando. El resultado es un hexdgono
irregular, que es la “huella” del fenémeno que estemos analizando en ese
momento (la trayectoria de aprendizaje, la prictica matematica, la secuen-
cia did4ctica, etcétera).

Figura 2. Componentes del constructo de idoneidad didéctica
desarrollado por Godino, Bencomo, Font, & Wilhelmi, 2006, p. 6.
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La creatividad matemadtica

La creatividad matemidtica es un concepto dificil de definir. Seguramente
somos capaces de percibir cudndo un estudiante es o no es creativo en sus
respuestas a un problema matemdtico, o a una tarea concreta. Pero lo cierto
es que existen tantas definiciones sobre la idea de creatividad matemitica,
que es imposible encontrar una que esté aceptada como tnica de manera
undnime (Mann, 2006; Mallart, Font, & Diez, 2018). En el estudio sobre
el que baso este escrito decidimos utilizar una definicién fundamentada en
la idea que usaba Henry Poincaré, uno de los matemadticos cldsicos acepta-
do como uno de los mdximos representantes de esa idea de “creatividad”.
El matemitico francés es, quizds, uno de los que mejor ha sabido hacernos
comprender lo que quiere decir “ser creativo en matemdticas”. No solo por
la genialidad de sus trabajos, sino también por cémo los presentaba. En
uno de sus libros mds conocidos, 7he Foundations of Science. Science and
Hypothesis, Poincaré (1921) escribié:

In fact, what is mathematical creation? It does not consist in making new
combinations with mathematical entities already known. Anyone could do
that, but the combinations so made would be infinite in number and most of
them absolutely without interest. To create consists precisely in not making
useless combinations and in making those which are useful and which are only

a small minority. Invention is discernment, choice.

De acuerdo con el matemdtico francés, la creatividad es algo nuevo, una
nueva forma de usar objetos matemdticos que ya se conocian, pero que dan
lugar a algo que antes no se habia visto, o no se habia hecho. Por ejemplo,
la demostracién “sin palabras” de Claudi Alsina ilustra esta idea de com-
binar elementos conocidos, pero desde un enfoque original (nuevo). En
la conferencia Imatges per entendre millor les matematiques. Demostracions
visuals sense paraules, Alsina explora diferentes posibilidades que ofrece la
visualizacién para demostrar y explicar diferentes teoremas cldsicos de las
matemdticas, como es el caso de la suma de los # primeros enteros positivos:

(1) 1+2+...4n= n(n+1)
2
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De acuerdo con una conocida anécdota, el descubrimiento de esta férmula
la debemos a Carl E Gauss. Siendo todavia un nifio, Gauss sorprendié a
su maestro al resolver de manera inesperada la suma de los primeros cien
nameros enteros. El joven Gauss razoné que si sumaba pares de ntime-
ros comenzando por los dos extremos de la serie (1+100, 2+99, 3+98...)
siempre obtenfa el mismo resultado (101). Como la serie tenia un total de
cien niimeros, eso queria decir que, si los tomaba a pares iba a realizar un
total de cincuenta sumas. Por tanto, si multiplicaba 101 por 50 (que sale
de 100 entre 2), obtenfa de manera rdpida y eficaz el resultado que estaba
buscando el maestro. Existen diferentes demostraciones de este razona-
miento. Pero Alsina recurre a una demostracién “sin palabras” utilizando
una representacion visual para el caso de n=7 (véase Figura 3).

Figura 3. Demostracién “sin palabras” de Claudi Alsina

de la suma de los primeros siete ntimeros naturales.

Al sumar los primeros 7 nimeros, siguiendo el método de Gauss, obtenemos:
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Es decir: (1+7)+(2+6)+(3+5)+4, que nos da como resultado 28. Si aplica-

mos la férmula general (1) al caso particular de n=7, entonces:

Sobre el rectdngulo representado en dos colores en la Figura 3, 7 (7) co-
rresponde con los siete cuadrados verdes del lado izquierdo del rectdngulo;
n+1 (7+1) aparece representado en los siete cuadrados de color ptrpura del
lado superior del rectingulo, mds el cuadrado verde que completa dicho
lado. La division entre dos queda marcada por la diagonal que establece la
frontera entre ambos colores. Al contar los cuadrados verdes, o los cuadra-
dos ptrpuras, el niimero total obtenido (en ambos casos) es 28. No solo
demuestra la fé6rmula, sino que aparece el principio de simetria implicito
en la misma, de manera natural.

Figura 4. Explicacién de la demostracién “sin palabras” de Claudi Alsina.

Tal y como decia Poincaré, la creatividad a veces puede parecer que acttie
de manera “inconsciente”, pero siempre es resultado de un trabajo intenso
marcado por el esfuerzo. Es necesario que existan los objetos matemdticos
que el estudiante va a ser capaz de conectar de manera original. Pero sin
dichos objetos, y sin un trabajo previo, es muy dificil que se creen las con-
diciones para que la creatividad “emerja.”
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There is another remark to be made about the conditions of this unconscious
work: it is possible, and of a certainty it is only fruitful, if it is on the one hand
preceded and on the other hand followed by a period of conscious work. These
sudden inspirations (and the examples already cited sufficiently prove this)
never happen except after some days of voluntary effort which has appeared
absolutely fruitless and whence nothing good seems to have come, where the
way taken seems totally astray. These efforts then have not been as sterile as
one thinks; they have set agoing the unconscious machine and without them
it would not have moved and would have produced nothing (Poincaré, 1921).

Nadjafikhah, Yaftian y Bakhshalizadeh resumen varias definiciones de
creatividad matemadtica en cuatro conceptos principales:

a) La habilidad de producir trabajo original que extiende de manera
significativa el conocimiento (que también incluye sintesis significa-
tivas del conocimiento ya conocido, asi como la extensién de nuevas
ideas).

b) La habilidad de abrir nuevos enfoques a nuevas preguntas.

c) El proceso que da como resultado respuestas novedosas, originales,
a un problema dado.

d) La formulacién de nuevas preguntas y/o posibilidades que permiten
que un problema ya conocido sea observado/estudiado desde dngu-
los nuevos.

Por otro lado, Mallart, Font y Diez (2018) distinguen diferentes definicio-
nes segun se refieran al resultado final o bien segun si se enfocan sobre el
proceso de resolucién. Asi, entre las primeras cabe destacar:
a) La capacidad para crear un procedimiento inesperado (Sternberg &
Lubart, 2000)
b) La capacidad excepcional para crear soluciones dtiles y originales a
un problema (Chamberlin, 2005)
¢) La originalidad del resultado (Sriraman, 2009)

En cambio, si el punto de mira se sittia mds sobre el proceso que conduce
a la respuesta, entonces la creatividad matemidtica se puede definir como:
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d) Habilidad para pensar basindose en conceptos, incluyendo: origi-
nalidad, flexibilidad, elaboracién, anilisis, sintesis, comunicacién y

redefinicién (Mallart & Deulofeu, 2017).

Desde la diddctica de la matemdtica la creatividad se ha asociado con mu-
cha frecuencia al enfoque del problem solving. Los estudiantes, cuando re-
suelven problemas, pueden ser creativos o bien en sus respuestas, o bien (y
con mds frecuencia) en cémo llegan a ellas. Chamberlain y Moon (2005)
afirman que la creatividad surge cuando alguien soluciona un problema
de una manera inesperada (no estdndar). No se trata de un tema nuevo.
Maier (1970) ya realizé estudios para identificar elementos de creatividad
en las soluciones que varios estudiantes hacian sobre baterias de problemas.
Silver (1997) apunt6 que la creatividad podria ser un componente que
asocidramos no solo al “genio”, sino un aspecto deseable que podria llegar a
ser usado por el profesorado de matemdticas para ayudar a sus estudiantes
a desarrollar su competencia matemdtica. Usando tareas “enriquecidas” los
maestros y las maestras pueden incrementar la capacidad de sus estudiantes
para usar las matemadticas de manera fluida, flexible, e innovadora.

El investigador estadounidense sugiere que el problem posing es también
un enfoque particularmente provechoso para incentivar el desarrollo de la
creatividad de los y las estudiantes (Silver, 2013). Trabajos posteriores han
ahondado mis en esta idea (DeHaan, 2009; Yuan & Sriraman, 2011) su-
giriendo que el hecho de “inventar problemas” supone un reto incluso mds
desafiante para los y las estudiantes, que tienen que poner en juego una
comprensién mds profunda de los objetos matemadticos, de sus propiedades
y de cdmo se conectan unos a otros. De acuerdo con Silver y Cai (1996),
la presentacién de problemas implica la formulacién de nuevos problemas
y la reformulacién de situaciones dadas. Para ello es necesario una cierta
dosis de originalidad (creatividad). En el caso que hemos visto antes sobre
demostraciones “sin palabras”, de Alsina, preguntas tales como “;se puede
aplicar el método de resolucién igual si la serie contiene un nimero par que
un ndmero impar de miembros?” puede abrir la puerta a nuevas formula-
ciones, que tienen el potencial de poner en situacién al estudiante a pasar al
término general de la suma de una serie aritmética de » miembros.
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O lo que es lo mismo:

En cualquier caso, la creatividad matemdtica tiene que ver con el razonamien-
to y con cémo las personas realizamos conexiones entre diferentes objetos
matemdticos (conceptos, proposiciones, propiedades, etcétera) expresados
a través de formas de representacion (aritméticas, algebraicas, geométricas,
analiticas, etcétera). Desde el punto de vista educativo, poner el énfasis en la
creatividad matemdtica nos ofrece una oportunidad de animar a los estudian-
tes a que establezcan dichas conexiones, y que las usen de manera competen-
te para resolver problemas y encontrar soluciones a preguntas.

Discusién de un ejemplo didéctico

Existe una extensa literatura sobre el razonamiento (Chalmers, 2000) y
la necesidad de atender a las formas de argumentacién que realizamos las
personas como via privilegiada para comprender c6mo se producen dichos
procesos de razonamiento a nivel cognitivo. Tal y como afirma Harada
(2009), un razonamiento es bdsicamente una relacién de consecuencia en-
tre portadores de verdad (juicios, proposiciones, oraciones o enunciados)
tal que unos (premisas) apoyan la verdad de otro (conclusién). Los argu-
mentos son los conjuntos de actos lingiiisticos y no lingiiisticos por medio
de los que se busca persuadir, convencer o resolver desacuerdos entre las
personas. Los actos comunicativos (por ejemplo, el habla) son los indi-
cadores que podemos usar para tratar de comprender los razonamientos
(Diez-Palomar & Cabré, 2015; Garcfa-Carrién & Diez-Palomar, 2015),
puesto que integran diferentes argumentos (ya sea de manera que se pue-
dan verificar, o bien atendiendo a un principio de legitimidad basado en la
posicién de “poder” de quien emite el argumento).

El caso del problem solving: Los mensajes de WhatsApp
Este tipo de argumentaciones se pone en juego cuando resolvemos proble-

mas, y el maestro o la maestra tendrian que ser capaces de identificar las
diferentes facetas de la préctica (tal y como se explicitan en la herramienta
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de la idoneidad did4ctica a la que me he referido mds arriba), para estar en
condiciones de acompanar a los y las estudiantes en su aprendizaje de las
matemadticas.

Durante la ponencia presentada en la Buap, se recurrié al estudio de
casos para ilustrar diferentes tipos de argumentaciones.

En el ejemplo que voy a usar aqui para ilustrar mi discusién, la pre-
gunta generadora de la actividad fue “;cudntos mensajes de WhatsApp
se han enviado el dia de hoy en Puebla?”. Los datos que se usaron para
ejemplificar el tipo de argumentaciones que suelen utilizar los estudian-
tes corresponden a una actividad similar, realizada en una ciudad del 4rea
metropolitana de Barcelona, con estudiantes para maestros y maestras a
quienes se les hizo la misma pregunta (inicamente cambiando el nombre
de la ciudad, de Puebla a Barcelona, para situar la actividad en su contexto
cotidiano). Los y las estudiantes trabajaban en grupos reducidos (4 o 5
personas). La siguiente figura muestra la respuesta de uno de los grupos:

Figura 5. Respuesta de un grupo de estudiantes para maestro/a
en relacién a la pregunta generadora de la actividad.

En la imagen mostrada en la Figura 5 se puede apreciar, en el extremo
superior izquierdo, que los y las estudiantes primero realizaron una esti-
macién del nimero aproximado de mensajes por WhatsApp que creen
que envian cada uno de ellos. Una vez que han establecido un niimero
subjetivo aproximado (una estimacién), lo que hacen es sumar el total de
mensajes que envian entre todos/as. Con ese nimero deciden aplicar lo
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que en Espana se conoce como “regla de tres”, que es un algoritmo muy
popular que se usa para resolver problemas de proporcionalidad entre tres
valores conocidos y uno que no lo es (la incégnita). La regla de tres se basa
sobre la hipétesis de linealidad de la relacién entre los valores implicados.
En este caso, la relacién proporcional lineal se establece entre el nimero
de mensajes de WhatsApp que envian los cuatro integrantes del grupo, y
los mensajes que supuestamente enviardn las personas que viven en Bar-
celona. Para averiguar la poblacién residente en Barcelona, los futuros/
as maestros/as utilizaron diferentes estrategias: hubo quien directamente
us6 Internet para averiguar la cantidad de personas; en otros casos se hizo
una estimacion basada en el conocimiento personal del contexto; se realizd
estimacién tomando puntos de referencia (la poblacién de otras ciudades
conocidas). En cualquier caso, en el resultado que este grupo ofrece destaca
por un lado que se da un nimero absoluto (144 millones de mensajes),
pero también se da otro niimero, 90 mensajes por persona (resultado de
la divisién de 144 millones entre 1.6 millones de personas). Sin decirlo,
pero de manera implicita también se estd usando el concepto de promedio.

Figura 6. Respuesta de otro grupo de estudiantes para maestro/a
en relacién a la pregunta generadora de la actividad.
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El uso del promedio (como media aritmética) aparece de manera explicita
en la respuesta que elabora otro de los grupos que participaron en la ac-
tividad. En este caso, el recurso de la estadistica es la via de entrada para
resolver el problema. Se propone la recopilacién de datos de grupos de
personas de edades diferentes, puesto que se parte de la hipdtesis de que el
namero de mensajes de WhatsApp va a depender en cierta manera de la
edad de la persona. En una anotacién al margen se puede leer “hemos con-
siderado que los nifios hasta primaria no tienen mévil —celular— y que
los jubilados envian una cantidad muy diferente [de mensajes]”. Teniendo
eso en cuenta, establecen tres intervalos de edad (de 0 a 13 afos, de 14 a
65 afos y de 66 anos en adelante). Entonces, proponen seleccionar una
muestra representativa (hay un error y usan la palabra “significativa’, que
estadisticamente se refiere a otro tipo de concepto, mds relacionado con las
pruebas estadisticas) que dicen que “en este caso tienen que ser mds de 384
personas.” Utilizar el niimero 384 indica que estdn familiarizados con este
tipo de lenguaje y de procedimientos, puesto que 384 es el nimero habi-
tual de encuestas que se hacen cuando se aplica la férmula convencional
para cdlculo del tamano de la muestra de poblaciones infinitas o descono-
cidas (mayores de 10.000 individuos), utilizando una z = 1.96 para una
confianza del 95%.

Por otro lado, también indican que van a calcular la media [aritméti-
ca] de las personas entrevistadas. Sin embargo, ni se indica c6mo se van a
entrevistar, ni como se van a seleccionar, ni qué tipo de técnica de mues-
treo van a usar para garantizar el criterio de aleatoriedad. Pero introducen
otro aspecto relevante: dicen que aparte de las personas que residen en
Barcelona, también hay que considerar que a lo largo de un dia por Bar-
celona pasan muchas personas que estdn de visita, por turismo, personas
de otras ciudades que van a Barcelona (y afiaden unos puntos suspensivos
cosa que indica que estdn teniendo en cuenta cualquier tipo de motivo
que implique que una persona que no reside en Barcelona —es decir, que
no estd empadronada en Barcelona—, puede estar presente en la ciudad
(enviando mensajes por el teléfono mévil). Como se puede apreciar, el
resultado es mucho mds ajustado a la realidad de una ciudad como Bar-
celona (aunque también es més dificil de aplicar que la primera estrategia
que he comentado antes). Hay un intento de modelizacién de la situacion,
teniendo en cuenta variables tales como la edad, el comportamiento en el
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uso del mévil, las personas reales presentes en la ciudad en un dia dado. El
final de la estrategia termina con la siguiente propuesta: se usa la media de
mensajes por persona (calculada segtin parece a partir una distribucién por
grupos de edad), con el niimero de personas que se mueven por Barcelona.
Este grupo ha estimado un nimero medio de mensajes por persona, y en-
tonces aplica ese referente al niimero de personas que creen que estardn en
Barcelona en el dia de hoy.

Esta tltima fue la respuesta més elaborada de todas las que se reco-
gieron. La gran mayoria (con pequenas variaciones) fueron similares a la
primera estrategia explicada mds arriba. En el caso de Puebla, cuando se
presentd la pregunta ante el publico asistente a la ponencia, el resultado
fue también similar: generalizar el comportamiento de los miembros del
grupo al total de la poblacién, y usar el nimero de mensajes enviados por
los miembros del grupo para extrapolar la situacién al total de la poblacién

de Puebla.
El caso del problem posing: El panal de miel y las abejas

El segundo de los ejemplos que se discuti6 en la ponencia fue el enfoque
del problem posing (Silver, 1997). En este caso, la pregunta generadora de
la actividad era un ejemplo de problema que los estudiantes para maestro
tenian que enriquecer; es decir, construir un nuevo problema, mads rico en
términos matemdticos (desde el punto de vista del contenido epistemo-
16gico de la matemdtica, sobre todo). El problema era el siguiente: En un
patio de la escuela encontramos un panal. Notamos que las formas geomé-
tricas dentro del panal son hexdgonos. Dibuja esa forma y calcula el drea,
sabiendo que un lado mide 4 cm. La instruccién que acompanaba a este
problema generador era: Tomando como punto de partida este problema,
cread otro que lo enriquezca. La primera respuesta que se obtuvo fue la de
este estudiante, que escribié el siguiente problema:

En el patio del recreo encontré un panal. Notamos que las formas geométricas
dentro del panal son hexdgonos. Por favor, dibuja esta forma en tu cuaderno
y descubre el 4rea considerando que un lado mide 4 cm. ;Cudl serfa el drea
si cada lado midiera 5 cm? Calcula la diferencia en ambos casos, en términos

del 4rea.
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El anlisis del texto revela que el estudiante no es capaz de introducir mds
elementos de matemadticas, més alld de los que ya tiene el problema origi-
nal. Simplemente anade una nueva pregunta (;cudl serfa el drea si cada lado
midiera 5 cm?), que se refiere al mismo objeto matemadtico que aparece en
el problema original. La segunda pregunta que hace (el cdlculo de la dife-
rencia entre ambas 4reas) no supone ningin reto adicional, como podria
haber sido el preguntar por la diferente capacidad de almacenaje de miel
en ambos casos, por ejemplo. Aqui, en cambio, el razonamiento implicito
en la pregunta es bastante lineal.

En otra respuesta encontramos quizds el caso contrario: la dificultad de
la nueva tarea no estd alineada con el nivel de los estudiantes objetivo de
este tipo de problema. El nuevo problema que se construye es el siguiente:

El panal en el patio de recreo tiene la forma de un hexdgono regular con 4 cm
en cada lado. Inscribimos una circunferencia dentro de este hexdgono, y luego
otra. ;Cudl es el drea de la corona circular que hemos creado?

El problema se acompana de la siguiente figura:

Figura 7. Imagen de apoyo a la nueva tarea enriquecida del panal de miel.

También se anade 7 = Apothem® = 4°— 2*= 12; luego A= n- (4-12) =4 - = =
12,567 cm.

Ahora el problema nuevo implica conocer el célculo del drea de la circun-
ferencia, y usar ese conocimiento encontrar el drea de la superficie que
se encuentra entre ambas circunferencias (la corona circular). Desde un
punto de vista matemdtico, el problema es diferente al original. Pero la
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dificultad es discutible que corresponda a lo que establece el curriculum (el
significado institucional de esta actividad).

Esta dificultad a la hora de crear nuevos problemas aparece mds veces.
Pero también sucede que el nuevo problema contiene alguna incorreccién
en si mismo. A continuacién, adjunto otro ejemplo (diferente) que ilustra
este caso. El estudiante escribe:

Hemos encontrado un panal en el patio de recreo. Notamos que las formas
geométricas dentro del panal son hexdgonos. Por favor, dibuja esta figura y
calcula el drea considerando que un lado mide 4 cm. Sabiendo que hay 20
hexdgonos dentro del panal y la distancia entre ellos es de 1cm, calcula el 4rea

total del panal.

En este problema también se usan representaciones visuales como soporte
a la presentacién de la actividad.

Figura 8. Imagen de apoyo a la nueva tarea enriquecida del panal de miel.
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La nueva tarea es realista puesto que trata de modelizar un panal que po-
dria ser considerado como “auténtico”, puesto que en la vida cotidiana
los panales suelen tener varias celdillas hexagonales (no unicamente una).
Quizds serfa discutible considerar que un panal estd formado por solo 20
hexdgonos. Sin embargo, llama la atencién que también se estd diciendo
que entre un hexdgono y otro hay que considerar la superficie que ocupa la
cera, que separa en 1 cm una celdilla de la celdilla vecina. Este elemento es
real. Pero introduce la dificultad de cémo considerar esa informacién en la
estrategia de cdlculo. Ahora bien, aunque sea una dificultad “inesperada”,
es interesante observar cémo este estudiante busca una forma creativa de
resolver la situacién.

En la imagen vemos que el estudiante primero opta por averiguar el
drea del hexdgono. Para ello recurre a la férmula, pero sin explicar de d6n-
de la obtiene (aunque se intuye que la usa de manera mecdnica o memo-
ristica, puesto que no hay indicio de que se haya desagregado el hexdgono
en tridngulos, ni que la apotema se haya relacionado con el objeto “altura
del tridngulo”). Tampoco podemos afirmar con la informacién que aparece
en esta imagen que el estudiante esté siendo capaz de conectar las dreas del
tridngulo y del hexdgono (que indudablemente ofreceria un nuevo escena-
rio para enriquecer aiin mds el problema generador).

Sin embargo, y esto es interesante, para afrontar que entre hexdgono y
hexdgono hay 1 cm de cera, lo que hace es pensar que divide esa distancia
entre 2 (0,5) y “da” el medio centimetro a cada uno de los hexdgonos,
entendiendo ahora que en vez de medir los lados 4 cm, miden 4,5 cm. En
el dibujo de la izquierda, donde aparecen los siete hexdgonos, vemos que
en un lugar se escribe 1 cm, y mds abajo, 0,5 y 0,5, entre una linea divi-
soria que representa “la mitad” entre el espacio que separa los hexdgonos.
Llama la atencién que el estudiante asuma que, al dividir el espacio de esa
manera, pueda (de manera directa) pasar el 0,5 cm a la longitud del lado
del hexdgono (resultando 4,5 cm). El nuevo problema creado contiene una
incorreccién de concepto.

Reflexiones finales

Este capitulo comenzaba con la reflexién sobre la importancia de las evi-
dencias cientificas para orientar el trabajo profesional del maestro. Hemos
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discutido dos ejemplos (desde el problem solving, y desde el problem posing)
sobre cémo actividades “abiertas” pueden fomentar a través de la creativi-
dad el aprendizaje de las matemdticas. En ambos casos la herramienta de la
idoneidad diddctica (1D) nos sirve para orientar nuestra mirada en el ani-
lisis did4ctico de la prictica matemdtica, que es una de las competencias
clave del profesorado.

En los casos que hemos estudiado sobresale la faceta “epistémica” del
conocimiento matemdtico. Tanto en los ejemplos de cdmo las y los futu-
ros/as estudiantes de maestro responden a la pregunta sobre el nimero
de mensajes de WhatsApp, como en el caso de trasformar el problema
del panal de miel en otro problema mds rico matemdticamente hablando,
el conocimiento sobre objetos matemdticos y sus conexiones (asi como
sus diferentes representaciones) surge como un aspecto central relacionado
con la creatividad que muestran los participantes en sus respuestas.

Para que surja esa creatividad matemdtica, tal y como ya decia Poincaré,
es preciso que los y las estudiantes para maestro partan de una compren-
sién personal de las matemadticas con cierto grado de sofisticacién. Es di-
ficil que, sin conocer los objetos matemadticos, ni las conexiones entre sus
diferentes componentes (asi como las relaciones con otros objetos mate-
madticos), las personas seamos capaces tanto de disefiar tareas matemadticas
ricas, como realizar andlisis pormenorizados que destaquen los elementos
matemdticos principales. Usar problemas de Fermi (como el del envio de
mensajes de WhatsApp) o redisenar problemas que ya existen (como el del
panal de miel de las abejas) implica tanto conocer los fundamentos de la
matemdtica (faceta epistemoldgica), como la capacidad de andlisis diddcti-
co (por ejemplo, usando la herramienta de la idoneidad diddctica).

De acuerdo con la investigacién previa, la formacién profesional del
profesorado tiene un impacto muy relevante tanto sobre la actuaciéon de
esos maestros y maestras en el aula, como sobre su capacidad de notar (70-
ticing) el talento matemdtico de sus estudiantes, para poder potenciarlo.
Ejemplos como los que hemos discutido aqui ilustran este aspecto funda-
mental de la formacién del profesorado de matemdticas.

Es importante senalar que esta formacién tiene que estar basada en
evidencias cientificas. Para lograr buenos maestros y maestras de matemd-
ticas, tenemos que ofrecerles las mejores pricticas y actuaciones educativas,
contrastadas y refrendadas por la investigacién. No podemos esperar que
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nuestras y nuestros estudiantes para maestro de matemdticas de hoy, ten-
gan que aguardar treinta afos a acumular experiencia suficiente para saber
con certeza qué précticas les van a dar éxito, y qué otras no lo van a hacer.
La investigacién tiene que ser acumulativa, abriendo siempre nuevos hori-
zontes, pero también estableciendo un didlogo fluido con la prictica, con
las personas que o se estdn formando, o ya se encuentran ejerciendo en su
lugar de trabajo. No podemos investigar una y otra vez lo mismo.

De la misma manera, tampoco es adecuado que aquello que ya sabemos,
se olvide de manera que otros luego tengan que volver a destinar tiempo y
recursos a realizar las mismas investigaciones que ya estdn hechas. Herra-
mientas como los grupos interactivos (Valls & Kyriakides, 2013), la zona
de desarrollo préximo (Vygotski, 1978), el andamiaje o scaffolding (Wood,
Bruner & Ross, 1976), el habla exploratoria (Mercer, 2002), el aprendizaje
dialégico (Flecha, 2000), las interacciones dialégicas (Garcia-Carrién &
Diez-Palomar, 2015), las trayectorias de aprendizaje (Simon, 1995; Cle-
ments & Sarama, 2004), la idoneidad did4ctica (Godino, Bencomo, Font,
& Wilhelmi, 2006), entre otros muchos, son constructos que ya han sido
contrastados por multiples investigaciones, y que constituyen un conjunto
de herramientas que todo maestro tiene que conocer. Espacios como este
congreso, el TEMBI (Tendencias en la Educacién Matemadtica Basada en la
Investigacién) son inmejorables para generar espacios de discusién riguro-
sa sobre las tltimas contribuciones que la investigacién estd haciendo en el
dmbito de la did4ctica de las matemadticas, para mejorar atin mds nuestro
conocimiento de c6mo ensenar matemadticas.
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Resumen

Este es un escrito de divulgacién cuyo propésito principal es difundir la
iniciativa denominada Solid Findings in Mathematics Education, la cual tie-
ne la intencién de identificar y comunicar hallazgos sélidos de investiga-
cién que provienen de investigaciones confiables y rigurosas, y que pueden
ser aplicados a circunstancias o dominios distintos de aquellos en los que
se encontraron. En el escrito se ilustran tres de esos hallazgos sélidos: (1)
razonamiento matemdtico e imagen del concepto, (2) esquemas empiricos
de demostracién, y (3) el contrato diddctico en matemdticas. El escrito
finaliza con una reflexién sobre la implementacién de resultados de inves-
tigacién en educacién matemadtica.

Palabras clave: hallazgos sélidos de investigacién; generalizacién de re-
sultados de investigacién; implementacién de resultados de investigacién.

Introduccién
Hay una frase atribuida a Henry Pollak, “no existen los teoremas en edu-
cacién matemdtica”. Esa frase captura una de las caracteristicas de muchos

resultados de investigacién producidos en el campo de la educacién mate-
mitica: dependen mucho del contexto donde se obtienen, y por lo tanto

! Correo-e: masanchez@ipn.mx
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su generalizacién es limitada. En el campo de la educacién matemdtica no
se tiene la certeza que se obtiene en el campo de las matemdticas cuando
un resultado o una afirmacién es formalmente demostrada. El “2 + 2 = 4
aqui y en China” no se cumple para la educacién matemdtica: una aproxi-
macién diddctica que es exitosa en la capital de Japdn, puede no serlo en
la Sierra Norte de Puebla en México. Sin embargo, existen resultados de
investigacion que han sido obtenidos de manera sistemdtica y que se han
identificado o se cumplen mis alld de los contextos en los que originalmen-
te fueron reconocidos, es decir, gozan de cierto grado de generalizacién.
El presente es un escrito de divulgacién, y uno de sus propdsitos es
difundir una iniciativa educativa enfocada en identificar y dar a conocer re-
sultados de investigacién calificados como “sélidos” por ser generalizables
hasta cierto punto, pero también por poseer otras caracteristicas —las cua-
les se verdn mds adelante— que incrementan su validez y confiabilidad. Se
comienza describiendo la iniciativa educativa antes mencionada y lo que se
entiende dentro de ella como un hallazgo sélido en educacion matemitica;
posteriormente se proporcionan algunos ejemplos de hallazgos sélidos, y se
concluye con una reflexién sobre el futuro del campo educacién matemadti-
ca con respecto a la implementacién de resultados de investigacién sélidos.

La iniciativa “hallazgos sélidos en educacién matem4tica”

En el ano 2011 el Comité Educativo de la Sociedad Matemdtica Europea ini-
ci6 la publicacién de una coleccién de articulos denominada So/id Findings
in Mathematics Education. Estos articulos —once hasta el momento— han
sido publicados en el Boletin de la Sociedad Matemadtica Europea y en la
pagina web del Comité Educativo de la Sociedad Matemitica Europea. El
propdsito de esta coleccidon de articulos es divulgar, entre matemadticos y
otros académicos interesados en la investigacién en educacién matemitica,
sintesis de investigaciones sobre distintos tépicos de importancia. Cada
articulo —excepto el primero— resume algtn hallazgo sélido que la inves-
tigacién en educacién matemdtica ha producido sobre el tépico tratado.
Hasta el momento se han publicado un documento introductorio a la co-
leccién, y diez articulos con hallazgos sélidos sobre los siguientes topicos:
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Demostraciones matemdticas.

Conocimiento y desarrollo de los profesores de matemdticas.

El contrato did4ctico entre estudiantes y profesores de matemdticas.
Modelos y modelacién matemdtica.

Creencias y orientaciones.

Normas sociomatematicas.

Actitudes de los estudiantes hacia las matemadticas.

La transicién de la educacién matemdtica secundaria a la terciaria.

OO N AN RN =

Uso de la tecnologia digital en la ensenanza y el aprendizaje de las
matematicas.

—
=

. Imdgenes conceptuales en el razonamiento matemdtico de los
estudiantes.

En este capitulo se ilustran algunos de los hallazgos sélidos que han sido
publicados hasta el momento, sin embargo, se recomienda al lector que
recurra a leer los articulos originales, los cuales son de libre acceso, y ade-
mids algunos de ellos son muy interesantes e instructivos. Una manera de
acceder a ellos es a través de la pdgina web del Comité Educativo de la
Sociedad Matemdtica Europea:

http://www.euro-math-soc.eu/ems_education/education_homepage.html

:Qué es un hallazgo sélido?

En el primer articulo de la coleccién (Education Committee of the Eu-
ropean Mathematics Society, 2011a) se discute qué se entiende por un
hallazgo sélido. Ahi se declara que para determinar lo que es un hallazgo
solido, se adoptaron los criterios propuestos por Schoenfeld (2007) para
analizar la calidad de una investigacién. Segtin Schoenfeld, una investiga-
cién debe ser juzgada por la confiabilidad de sus resultados, su generalidad,
y la importancia de su contribucién a la teoria y la prictica de la educacién
matemdtica. Con base en lo anterior, en esta coleccion de articulos un ha-
llazgo sélido se refiere a resultados de investigacion que:
1. Provienen de una investigacion confiable y disciplinada; una inves-
tigacién que es fuerte y convincente al momento de clarificar las
preguntas que se plantea.

43



Aportes a la educacion matematica basados en la investigacion

2. Son generalmente reconocidos como contribuciones importantes
que han influenciado o pueden influir de manera significativa el
campo de investigacion.

3. Pueden ser aplicados a circunstancias o dominios distintos de aque-
llos en los que se desarrollé la investigacién.

4. Pueden ser resumidos de una manera breve y comprensiva para las
personas no especialistas, pero interesadas en el tema.

Como se menciona en este primer articulo de la coleccién, el mensaje
general de los hallazgos sélidos no es que la investigacién en educacién
matemdtica ha producido explicaciones incuestionables y soluciones direc-
tas a los fenémenos educativos. Mds bien, el mensaje es que la educacién
matemdtica es compleja, y que la comunidad de educadores y educadoras
matemdticas ha hecho un esfuerzo serio por identificar esta complejidad,
entender su impacto, y sugerir soluciones potenciales (Education Commi-
ttee of the European Mathematics Society, 2011a, p. 46).

Enseguida se ilustran algunos de los hallazgos sélidos que han sido in-
cluidos en la coleccién de articulos antes mencionada.

Hallazgo sélido 1: Razonamiento matemadtico e imagen del concepto

El primer hallazgo sélido al que se hard referencia en este capitulo se en-
cuentra publicado en Education Committee of the European Mathematics
Society (2014), y puede ser resumido como: “El razonamiento matemdtico
de los estudiantes frecuentemente estd basado en sus imdgenes del concep-
to més que en la definicién matemadtica del concepto”.

Lo anterior quiere decir que un estudiante puede conocer la definicién
formal de un concepto matemdtico, sin embargo, es muy probable que
en situaciones en las que tenga que razonar acerca de dicho concepto no
utilice la definicién que conoce, sino la imagen del concepto que €l tenga.

Vinner & Herschkowitz (1980) fueron de las primeras personas en
notar que el pensamiento geométrico de los estudiantes estd basado en
prototipos o imdgenes, mds que en definiciones. Ellos desarrollaron un
estudio con 550 ninos de secundaria, en el que a través de un cuestionario
se exploraba su entendimiento de distintos conceptos geométricos, entre
ellos el de tridngulo rectingulo. En uno de los reactivos del cuestionario
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(véase Figura 1) se les muestra a los estudiantes un grupo de tridngulos, y
se les pide que senalen los tridngulos rectangulos.

Figura 1. Uno de los reactivos incluidos en el cuestionario

de Vinner & Herschkowitz (1980).

A pesar de que los estudiantes entrevistados ya conocian el concepto de
tridngulo rectdngulo, solo 68% de ellos reconocen al tridngulo B como
rectédngulo —en la Figura 1, el segundo de izquierda a derecha—, y 59%
de ellos no identifica como recténgulo al tridngulo D —el tercero de de-
recha a izquierda—. Sin embargo, la mayoria de los estudiantes (76%) si
identifica como tridngulo rectdngulo a la figura F localizada en el extremo
derecho de la Figura 1, la cual es una representacion prototipica de tridn-
gulo rectdngulo.

En un experimento relacionado, Tsamir, Tirosh & Levenson (2008)
exploraron el entendimiento que nifos y nifias de nivel preescolar tienen
sobre el concepto de tridngulo. Siguiendo un procedimiento similar al de
Vinner & Herschkowitz (1980), a los infantes se les presentaron distintas
representaciones de tridngulos (véase Figura 2), y ellos tenian que indicar
cudles consideraban que eran tridngulos, y cudles crefan que no lo eran.

Figura 2. Representaciones de tridngulos presentadas a los infantes
g p g p
participantes en el estudio de Tsamir, Tirosh, & Levenson (2008).
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Los resultados reportados por Tsamir, Tirosh, & Levenson (2008) mues-
tran que mds de 90% de los nifios identifican correctamente como tridn-
gulos a las representaciones 1 y 4 de la figura 2, mientras que no més de
la mitad de los nifos identifican como tridngulos a las representaciones 2,
5,6, 8y 13.

Los resultados de Vinner & Herschkowitz (1980), asi como los de Tsa-
mir, Tirosh, & Levenson, (2008), muestran que el razonamiento de los
nifios sobre los tridngulos se basa mds en las imdgenes o representaciones
que ellos poseen sobre esas figuras geométricas que en su definiciéon formal;
esto sucede incluso en los casos en que los estudiantes conocen y pueden
repetir la definicién. Es evidente a partir de estas investigaciones, que las
representaciones de tridngulos que los estudiantes mds fécilmente recono-
cen como tal, son aquellas que corresponden a ejemplos prototipicos de
tridngulos; es decir, representaciones de tridngulos —usualmente is6sceles
o equildteros— con una base horizontal.

Esta tltima observacién cobra sentido si se considera que muchos de
los ejemplos y ejercicios sobre tridngulos a los que los estudiantes estdn
regularmente expuestos utilizan representaciones prototipicas. Basta con
hojear un libro de texto de matemiticas elemental, o revisar los ejemplos,
ejercicios y tareas sobre tridngulos que los profesores utilizamos, para
constatar que una mayoria corresponde a representaciones prototipicas de
tridngulos. Una recomendacién diddctica que se desprende de esta obser-
vacién, es que los profesores de matemdticas debemos procurar propor-
cionar a nuestros estudiantes ejemplos, tareas y ejercicios sobre tridngulos
que sean variados y no Unicamente prototipicos, esto para favorecer que
la imagen que los estudiantes se formen sobre el concepto de tridngulo sea
una imagen mds rica y robusta.

Hallazgo sélido 2: Esquemas empiricos de demostracién

La demostracién matemdtica es uno de los elementos mds importantes
en el quehacer matemdtico. Esta nos sirve, entre otras cosas, para verifi-
car y explicar resultados, asi como para organizarlos dentro de un siste-
ma axiomdtico. Sin embargo, es sabido que usualmente los estudiantes de
matemdticas no asignan una importancia mayor a la demostracién, y su
entendimiento sobre ella suele ser limitado. Mds particularmente, en Edu-
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cation Committee of the European Mathematics Society (2011b) se discute
el siguiente hallazgo sélido relacionado con la demostracién matemadtica:
“Muchos estudiantes proveen ejemplos particulares cuando se les pide de-
mostrar una afirmacién universal”.

Para ilustrar este hallazgo sélido, consideremos el siguiente teorema:

Teorema: si 7 es la suma de cinco niimeros enteros consecutivos, entonces
n es divisible por 5.

Una manera de demostrar este teorema es suponer que 7 es la suma de
cinco numeros enteros consecutivos. Entonces existe un niimero entero
tal que 7 es la suma de los enteros 72, m +1, m + 2, m + 3,y m + 4, esto es:

n=m+m+1)+m+2)+(m+3)+(m+4)=5m+10=5(m+2)

Dado que 7 = 5(m + 2), y debido a que m + 2 es un niimero entero, se
demuestra que 7 es divisible por 5. No obstante, es sabido que varios es-
tudiantes pueden «demostrar» este tipo de enunciados siguiendo procedi-
mientos que, aunque son incompletos o incorrectos, hacen mucho sentido
al estudiante.

Un modo de pensamiento utilizado por estudiantes en contextos de de-
mostracién es el llamado esquema empirico de demostracién. En este modo
de pensamiento los estudiantes muestran que la afirmacién o teorema se
cumple en algunos casos, y a través de ese proceso se convencen ellos mis-
mos de su validez general. Para el caso del teorema anterior, un estudiante
podria tomar el caso de 3, 4, 5, 6 y 7 y comprobar que su suma, que es
igual a 25, es divisible por 5; enseguida podria tomar el caso de 8, 9, 10,
11y 12 cuya suma también es divisible por 5. Estos dos casos particulares
podrian ser suficientes para que el estudiante esté convencido de la validez
del teorema, sin siquiera sentir la necesidad de demostrar que la afirmacién
es vélida para todos los casos posibles de nimeros enteros consecutivos.

Nicolas Balacheff (1987) identificé subcategorias del esquema empirico
de demostracién. La primera de ellas, llamada empirismo ingenuo, se refiere
al tipo de situacién anteriormente expuesto en el que el estudiante verifica
algunos casos particulares y si el teorema o afirmacién se cumple para esos
casos, entonces asume que el teorema o afirmacién se cumple de manera
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general. La segunda subcategoria se denomina experimento crucial, y hace
referencia a situaciones en las que el estudiante utiliza un solo caso supues-
tamente “general” —en el caso del teorema antes enunciado, podria ser
por ejemplo una quintupla de nimeros grandes como 9342, 9343, 9344,
9345 y 9346—, suponiendo que, si se cumple para ese caso, se cumplird
para el resto.

Pero, ;por qué los estudiantes no sienten necesidad de la demostracién
y su principal aproximacién a ella es a través de esquemas empiricos? Una
posible respuesta a esta pregunta es que este fendmeno forma parte de un
reto mds general que se refiere a la distincién entre el razonamiento en
matemdticas y el razonamiento en la vida diaria. El razonamiento en mate-
miticas puede ir en contra de la intuicién y ser incluso contradictorio con
nuestras experiencias diarias; por ejemplo, en la vida diaria, si caminamos
hacia una pared y nos acercamos mds y mds a ella, aunque demos pasos
muy pequefos, habrd un momento en que llegaremos a tocarla. Pero en un
plano cartesiano, la grafica de una funcién fx) puede acercarse mds y mds
—de manera asint6tica— a alguno de los ejes del plano y nunca tocarlo.
Algo similar pasa con la demostracién. Un ejemplo extremo serfa que a
una persona la mordiera un perro pitbull que anda libre por la calle, y que
meses después reciba una nueva mordedura de otro pitbull que también
andaba libre por la calle. Es improbable que la persona sienta la necesidad
de probar con mds perros pitbull antes de convencerse de que es importan-
te que no deambulen solos y sin cadena por la calle. En la vida diaria no
requerimos de demostraciones rigurosas: tendemos a generalizar a partir de
experiencias particulares.

Se han propuesto distintas aproximaciones diddcticas para cultivar la
necesidad de la demostracién entre los estudiantes y para favorecer su
transicién de los esquemas empiricos a esquemas mds formales de demos-
tracién. Se ha propuesto por ejemplo promover una cultura del debate
cientifico en el salén de clases, en la que los estudiantes expongan sus ideas
y conjeturas, y los argumentos por los que creen que son correctas, para
posteriormente someterlas al andlisis y debate con el propésito de construir
colectivamente una demostracién (Legrand, 2001).
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Hallazgo sé6lido 3: El contrato diddctico en matematicas

Este hallazgo sélido es de una naturaleza distinta a los dos mostrados
previamente. Este hallazgo ayuda a ilustrar el hecho de que no todas las
dificultades de aprendizaje en matemdticas son de origen cognitivo. En
este caso nos referiremos a un fenémeno diddctico que tiene su origen
en las expectativas reciprocas que existen entre el profesor o profesora de
matemdticas y sus estudiantes. El hallazgo sélido puede formularse de la
siguiente manera: “Los estudiantes frecuentemente responden tratando de
cumplir lo que creen que el profesor espera de ellos, en lugar de enfocarse
en la situacién matemdtica propuesta’.

Un ejemplo cldsico que ilustra este hallazgo es el de “la edad del capitdn”.
En torno a 1980 un grupo de investigadores franceses propuso el siguiente
problema a varios grupos de estudiantes de entre 7 y 10 afios de edad:

Problema: en un barco hay 7 cabras y 5 ovejas. ;Qué edad tiene el capitdn?

Es evidente que los datos proporcionados no bastan para contestar la pre-
gunta planteada. De hecho, los datos ni siquiera son pertinentes: el nime-
ro de ovejas y de cabras que haya en el barco no tiene que ver con la edad
de su capitdn. No obstante, la mayoria de los estudiantes se esmerd en
encontrar respuestas para la pregunta a como diera lugar. Asi, los alumnos
ofrecieron resultados como 7 x 5 = 35, entonces el capitdn tiene 35 anos;
7 + 5 =12, por lo tanto, el capitdn tiene doce anos. ;Por qué casi todos los
nifios contestan el problema si éste no se puede resolver?

Una explicacién al fenémeno anterior —y que es el corazén de este ter-
cer hallazgo sélido— es que, como en cualquier otra sociedad organizada,
la clase de matemadticas estd regida por un conjunto de reglas explicitas e
implicitas y también por expectativas reciprocas. Este conjunto de reglas
y expectativas forman una especie de contrato entre el docente y los es-
tudiantes, un contrato diddctico. Asi, una regla explicita de este contrato
podria ser “los estudiantes no pueden utilizar calculadora durante los exa-
menes’, sin embargo, hay otras reglas y expectativas que son ticitas, pero
que influyen en el aprendizaje y en el comportamiento de los estudiantes.
En el caso de la conducta manifestada por los nifios que se enfrentan al
problema de “la edad del capitdn”, ésta puede explicarse debido a la exis-
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tencia de una expectativa por parte de los estudiantes respecto a su profe-
sor, la cual es un componente del contrato diddctico que se forma entre
ellos: la expectativa de los estudiantes consiste en que cuando el profesor
les propone resolver un problema, éste siempre estd bien planteado y tiene
solucién. Como los alumnos esperan que el problema tenga solucién, no
tratan de tomarle sentido a la situacién matemdtica que se les plantea, y
solo intentan encontrar la solucién usando los datos del enunciado. Que el
problema sea absurdo o insoluble simplemente no es una posibilidad que
esté considerada dentro de las expectativas de los estudiantes.

Mds manifestaciones del contrato did4ctico han sido identificadas en
otras situaciones y contextos (véase, por ejemplo, Verschaffel, Greer & de
Corte, 2000). La siguiente historia (tomada de Education Committee of
the European Mathematics Society, 2012) tiene el propésito de ilustrar
otro tipo de situacién en la que puede manifestarse el contrato diddctico
en matemdticas. La historia tiene lugar en una clase de matemadticas con
estudiantes de entre 9 y 10 anos de edad. La profesora les ensefia el siguien-
te algoritmo que facilita calcular la diferencia entre dos nimeros (véase
Figura 3).

Figura 3. Algoritmo alternativo para calcular la diferencia
entre dos niumeros. Tomado de Education Committee
of the European Mathematics Society (2012).

Como puede apreciarse en la figura anterior, el algoritmo tiene el propé-
sito de transformar la sustraccién original en una equivalente, pero donde
el sustraendo tome la forma de un nimero mds simple de sustraer del
minuendo. Unas semanas después, a los estudiantes se les deja de tarea
resolver las siguientes restas:

a) 875378 =
b) 964 — 853 =
) 999 - 111 =
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La mayoria de los estudiantes efectuaron las sustracciones aplicando el
algoritmo alternativo que les habian ensefiado (véase Figura 3), incluyendo
aquella del inciso c):

999 — 111 = 1008 — 120 = 1088 — 200 = 888

La sustraccién del inciso ¢) se pudo haber resuelto con menos pasos y de
forma mds simple, si no se hubiera aplicado el algoritmo alternativo, es
decir, si se hubiera resuelto de manera directa. Sin embargo, pareciera que
el comportamiento de los estudiantes estd gobernado por lo que creen que
la profesora espera de ellos, mds que por la estructura de la resta. Es como si
una de las expectativas implicitas del contrato didéctico dictara: “si la pro-
fesora ensefia una técnica matemdtica para resolver restas, se debe aplicar a
todas las restas que ella proponga”.

De los hallazgos sélidos a la investigacién de implementacién

La iniciativa Solid Findings in Mathematics Education, del Comité Edu-
cativo de la Sociedad Matemdtica Europea, puede interpretarse como un
esfuerzo por ordenar y sistematizar el conocimiento que la comunidad in-
ternacional de educadores y educadoras matemadticas ha producido. Ayuda
a identificar resultados de investigacién que son mds o menos estables a
través de contextos, lo cual permite generar conocimiento mds robusto
sobre la teorfa y la prictica de la educacién matemadtica. Pero, ;qué hay mds
alla de los hallazgos sélidos? Ademds de identificar y comunicar los resulta-
dos de investigacion sélidos, ;qué mds podemos hacer con las innovaciones
y los resultados de investigacién que producimos, con el fin de mejorar la
préctica de la educacién matemdtica?

Pienso que es el momento oportuno para el establecimiento de una in-
vestigacion de implementacién (implementation research) dentro del campo
de la educacién matemdtica. Un drea de investigacién enfocada en en-
tender cdmo es que las teorias, conceptos, disefios, dispositivos y otros
resultados de investigacién, producidos en el campo de la educacién mate-
midtica —incluidos los hallazgos sélidos—, pueden ser implementados en
la prictica de la educacién matemdtica.
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El establecimiento de la investigacién de implementacién en educaciéon
matemadtica, ademds de ser relevante, cuenta con antecedentes dentro y fue-
ra de la disciplina que pueden servir como punto de partida para su insti-
tucién y desarrollo inicial; ademds, existe un creciente interés en este tipo
de investigacién dentro de la comunidad internacional de investigadores en
educacién matemdtica, el cual puede dar envite al desarrollo de esta drea.

La relevancia de la investigacién de implementacién radica en que nos
permitiria enfocarnos en los métodos y las condiciones que promueven o
inhiben la adopcién de resultados de investigacion en la préctica educati-
va. Ademds, entre otras cosas, nos permitiria conocer mds acerca de cémo
lograr que las innovaciones y teorfas que generamos produzcan un cambio
efectivo y duradero.

Existen antecedentes sobre la investigacién de implementacién —par-
ticularmente en el campo de la medicina, donde incluso existe una revis-
ta de investigacién especializada llamada Implementation Science— cuyos
métodos y constructos tedricos podrian ser de ayuda en la gestacién de un
drea de investigacién similar en educacién matemdtica. Por ejemplo, exis-
ten trabajos tedricos como el de Nilsen (2015) y Rapport ez a/. (2018) que
podrian ayudarnos a identificar y definir conceptos clave dentro del drea
de investigacién, asi como para aprender a distinguir entre las diferentes
categorias de teorfas, modelos y marcos de la ciencia de la implementacién.
En el campo de la investigacién educativa también hay antecedentes empi-
ricos y conceptuales sobre la investigacién de implementacién que pueden
ser de gran utilidad para conducir ese tipo de investigacién en educacién
matemdtica; un ejemplo es la revisién y ordenacién conceptual que Cen-
tury & Cassata (2016) hacen de la investigacién de implementacién en el
drea educativa.

En el campo de la educacién matematica el “problema de la implemen-
tacién” no es nuevo. Este ha sido identificado con anterioridad como un
problema que se relaciona con el establecimiento del marco estructural y
organizacional en el que la educacién matemadtica tiene lugar (Niss, 1994).
Ademis, es claro que existe conocimiento acumulado en nuestro campo
acerca de la implementacién de resultados e innovaciones, el cual ha sido
generado por investigaciones que de una manera u otra se han enfocado
en distintos aspectos de la implementacién; por ejemplo, los estudios de
reproducibilidad realizados desde los afios ochenta, o mds recientemente
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los estudios realizados desde la perspectiva de la investigacién de disefio
(véase, por ejemplo, Artigue, 1986; Gravemeijer & Cobb, 20006).

Finalmente, existe un creciente interés dentro de la comunidad inter-
nacional de investigadores en educacién matemdtica por este tipo de in-
vestigaciones, el cual puede verse reflejado en la instauracién de un grupo
de trabajo temdtico en el marco del Congreso Europeo de Investigacion en
Educacion Matemdtica, mismo que estd enfocado en el estudio de la imple-
mentacién de resultados de investigacién (véase Jankvist, Aguilar, Arlebick
& Wezge, 2017). Otro indicador de este interés creciente es el niimero
especial y la serie de editoriales sobre implementacién que la revista Jour-
nal for Research in Mathematics Education ha publicado bajo la direccién
de Jinfa Cai y su equipo editorial, los cuales abordan este aspecto de la
relacién entre la teorfa y la prictica de la educacién matemdtica (véase, por
ejemplo, Cai ez al., 2017).

La investigacién de implementacién de resultados de investigacion es
un drea que sin duda nos ayudaria a avanzar en nuestro propédsito de me-
jorar la prictica de la educacién matemadtica. El tiempo mostrard si logra
establecerse como un drea de investigacién propia.
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Resumen

Ante el bajo nivel de dominio de contenidos matemdticos, detectado en
futuras docentes de telesecundaria que durante 2017 estudiaban el segun-
do grado —en modalidad escolarizada—en la Escuela Normal Rural “Car-
men Serddn”, se considerd necesario disefar e implementar una propuesta
did4ctica basada en experimentacién, modelacién y simulacién, asi como
en el uso de GeoGebra para favorecer el dominio de contenidos matemd-
ticos en las normalistas.

En este escrito se presenta el reporte de una investigacién cuyo propdsi-
to fue determinar si al aplicar la propuesta se mejorard el nivel de dominio
de contenidos matemadticos en las futuras profesoras. También se expone,
como ejemplo, una secuencia didictica en la que se detalla el tipo de acti-
vidad realizada en la propuesta para abordar el tema de funciones lineales.

El estudio se realiza con un enfoque cuantitativo y disefo cuasi-experi-
mental, usando un grupo de control y un grupo experimental. Se disend y
validé un instrumento para aplicarlo como pre-test y un pos-test en ambos
grupos.

Los resultados muestran una mejora en el dominio de contenidos ma-
temdticos por parte de las alumnas a las que se les aplicé la propuesta
did4ctica. Lo anterior sugiere que esta intervencion fue efectiva para favo-
recer y mejorar el nivel de dominio de contenidos matemadticos durante la
formacién de profesoras de telesecundaria.
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Palabras clave: Formacién docente, GeoGebra, experimentacién, mo-
delacién y simulacién.

Introduccién

La sociedad actual requiere de profesores cada vez mds preparados para
atender las necesidades educativas en las escuelas de nuestro pais. Es fun-
damental que las normales rurales se fortalezcan para poder hacer frente a
los nuevos retos que se presentan. Sin embargo, la formacién de docentes
en el contexto normalista rural sigue teniendo dreas de oportunidad que
deben ser atendidas, tal es el caso de la preparacién que reciben los futuros
profesores de telesecundaria en matemdtica educativa.

Durante un curso titulado la Ensefianza de las Matemdticas I (Em-1)
se observé falta de dominio de contenidos matemdticos (e. g., dlgebra,
geometria, trigonometria) por parte de las futuras docentes que estudiaban
la Licenciatura en Educacién Secundaria con Especialidad en Telesecunda-
ria (LESET) dentro de la Escuela Normal Rural “Carmen Serd4dn” (ENRCS).
Ademis, se encontrd que las estudiantes normalistas no tienen bases séli-
das en experimentacién, modelacién y simulacién (Ems) ni en el uso de
software especifico, como GeoGebra o Maple, para la ensenanza y el apren-
dizaje de las matemiticas. El programa vigente del curso Em-1 (sEp, 2000),
se encuentra desactualizado, pues no se consideran escenarios tipo EMS ni
el uso de soffware matemdtico dentro del proceso de formacién docente,
como los que hoy en dia se recomiendan (e. g., Williams y Goos, 2013).

Para atender este problema se disefi6 y aplicé una propuesta didéctica
basada en EMs y en el uso de GeoGebra. La finalidad de la propuesta fue
promover el desarrollo de dos tipos de competencias: digital y matemd-
tica. La primera se refiere al uso de tecnologia digital como herramienta
profesional, para que el futuro docente la integre durante el estudio de
las matemdticas con sus alumnos (Jasute & Dagiene, 2012). La compe-
tencia matemdtica es el conocimiento de los contenidos matemdticos que
el futuro profesor debe ensefar. Esta competencia se reconoce como un
plan estructural del docente para organizar las habilidades cognitivas y las
destrezas utilizadas en el aprendizaje y en la ensefianza de las matemadticas
(Kilpatrick, 2014). El objetivo del presente estudio es doble: 1) ilustrar
la metodologia de implementacién de la propuesta diddctica y 2) evaluar
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cuantitativamente la propuesta diddctica en términos del aprendizaje de
contenidos matemdticos. Asi, la pregunta de investigacién que guia este
estudio plantea: ;es posible que las futuras docentes de telesecundaria me-
joren su aprendizaje en contenidos matemdticos cuando resuelven proble-
mas basados en el uso de Ems y GeoGebra?

Marco Teérico

La matemdtica experimental, apoyada en la tecnologia de computadoras,
es una rama que comienza a ganar atencién en la matemdtica educativa
(Acosta, Mejia y Rodriguez, 2011). Los modelos describen nuestras creen-
cias sobre cdmo funciona el mundo real. En el modelado matemadtico,
traducimos esas creencias al lenguaje de las matematicas (Trigueros, 20006).

La simulacién es la aplicacién de un modelo con el objetivo de derivar
estrategias que ayudan a resolver un problema o responder a una pregunta
relacionada con un fenémeno determinado (Velten, 2009). La experimen-
tacién implica la realizacién material del sistema experimental, los objetos
de estudio, el aparato y su interaccién, asi como una intervencién activa
en el entorno de este sistema. En este sentido, el experimento se contrasta
con la teorfa, incluso si el trabajo teérico siempre se atiende con actos
materiales como lo es escribir una férmula matemdtica (Radder, 2009).
Debido a la complejidad de las ideas matemdticas, y al reto que implica su
enseflanza, es necesario un marco tedrico para fundamentar la instruccién
basada en Ems (Bu, Spector y Haciomeroglu, 2011).

La revisién de literatura especializada muestra que la cantidad y la ca-
lidad de las experiencias pedagégicas con Ems y GeoGebra, incluidas en la
formacién docente inicial, son factores cruciales influyentes en la adopcién
de estrategias diddcticas similares por parte de los futuros profesores (e. g.,
Escarefo, 2002; Kortenkamp, 2004; Mdder, 2011; Gonzilez, 2014; Ru-
bio, Prieto y Ortiz, 2016).

Por ejemplo, Escarefio (2002) indaga c6mo influyen entre si las formas
de ensefar con o sin herramientas computacionales. El autor muestra que
un manejo flexible de las matemdticas —aprovechar la flexibilidad que
ofrece el soffware para mostrar y comprender los objetos matemdticos—
por parte de los profesores, asi como su compromiso personal, son ele-
mentos fundamentales para que un proyecto que hace uso de la tecnologia
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tenga buenas perspectivas de éxito. Por su parte, Mdder (2011) muestra
cémo funciona la matemdtica experimental en el aula, demostrando que
las computadoras se pueden utilizar como un recurso didactico fundamen-
tal en cada fase de todo el proceso de aprendizaje.

En particular, el uso del software GeoGebra para apoyar la ensenanza y
aprendizaje de las matemdticas ha influido positivamente en el rendimiento
académico de los estudiantes (Barahona, Barrera, Vaca e Hidalgo, 2015).
Rubio, ez /. (2016) muestran que al combinar Ems y GeoGebra se obtie-
nen entornos de aprendizaje que promueven el desarrollo del conocimien-
to matemadtico y las habilidades de pensamiento cientifico necesarios para
los estudiantes. Cetinkaya, ¢# /. (2016) examinan el proceso de formacién
matemdtica de futuros docentes sobre la naturaleza del modelado mate-
mitico en simulaciones para la resolucién de problemas experimentales de
la vida real, y analizan los principios y estrategias pedagdgicas necesarias
para ensefiar matemadticas a través del modelado. En su estudio, enfatizan
la necesidad de implementar la mayor cantidad posible de experiencias con
EMs en los futuros docentes.

De acuerdo con la literatura revisada, consideramos que incorporar Ems
y usar GeoGebra es un drea de oportunidad que podria brindar soluciones
a las dificultades que se presentan en las aulas de las escuelas formadoras
de docentes con mayor frecuencia. Por parte de las alumnas, dificultades
asociadas al dominio de los contenidos de matematicas, actitudes negativas
hacia el aprendizaje de las matemdticas, dificultades con la abstraccién y
contextualizacién y el uso correcto del lenguaje matemdtico formal. Por
parte del profesor, dificultades asociadas al proceso de diseno de propuestas
didécticas para la ensenanza de las matematicas.

Metodologia

En esta investigacién se utiliza un enfoque cuantitativo y disefio cuasi-ex-
perimental. Se considera un grupo de control y un grupo experimental.
Para determinar el impacto de la propuesta diddctica, se disefia y valida un
instrumento para aplicarlo como pre-test y pos-test en ambos grupos. Los
datos que se analizan fueron las respuestas de ambos exdmenes en los dos
grupos (experimental y control).
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M¢étodos estadisticos

Para este estudio se usan pruebas para contraste de hipétesis estadisticas, la
magnitud del efecto de Cohen y el factor de ganancia normalizada de Hake.

Una prueba de hipdtesis es una regla que especifica si se puede aceptar
o rechazar una afirmacién acerca de los grupos de estudio, dependiendo
de la evidencia proporcionada por los datos (Triola, 2013). Las pruebas
de hipétesis empleadas para el andlisis son dos pruebas paramétricas, la
primera usando la prueba-# para datos pareados, con el objetivo de deter-
minar diferencias entre las medias de cada grupo; la segunda, es la prueba-#
para muestras independientes, que se usa para determinar diferencias en
las medias del grupo de control contra el grupo experimental. Ademds, dos
pruebas no paramétricas, la primera es la U de Mann-Whitney, usada para
determinar las diferencias que hay entre las medianas del grupo de control
contra el grupo experimental; la segunda, es la prueba de Wilcoxon, para
determinar las diferencias entre las medianas de cada grupo. En todas las
pruebas se utiliza 0.05 como nivel de significancia. Dado que la significan-
cia estadistica por si misma no implica que necesariamente los resultados
tengan una consecuencia prictica importante, es necesario complementar
el estudio con el cdlculo del tamafo del efecto (d) y el factor de ganancia
normalizada (g). En este escrito solo se reportan los resultados de 4y de ¢
para el grupo experimental.

La magnitud del efecto informa cudntas desviaciones tipicas de diferen-
cia hay entre los resultados de los dos grupos que se comparan. El tamano
del efecto también indica en qué grado la hipdtesis nula es falsa (Cohen,
1988). Se define como la razén de la diferencia entre la media grupal ob-
tenida en el pos-test y la media grupal obtenida en el pre-test respecto a la
desviacion estdndar combinada.

El factor de ganancia normalizada se define como la razén de cambio
entre una prueba preliminar (pre-test) y una prueba final (pos-test) respec-
to del mdximo aumento posible (Hake, 1998).

Para asegurar la certeza de los resultados obtenidos en este estudio, to-
das las pruebas estadisticas se realizan mediante el uso de soffware estadis-
tico (las pruebas de hipétesis con Minitab, Statgraphics y spss, el tamano
del efecto con Stata y la ganancia normalizada con Excel). El célculo de los
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resultados cuantitativos se verifica por parte de un investigador indepen-
diente a este estudio.

El contexto, la poblacién y la muestra

La poblacién de interés, para los objetivos de este proyecto de investiga-
cidn, estd formada por las alumnas de la ENrcs. Esta escuela es una insti-
tucién publica formadora de docentes que se encuentra en el municipio de
Teteles de Avila Castillo, Puebla. La escuela opera como un internado para
mujeres de escasos recursos, en la que a cada alumna se le otorga una beca
que incluye estudios, alimentacién, hospedaje y servicio médico. Ademads
de la LESET, la ENRCs oferta otras dos licenciaturas (en educacién primaria
y en educacién preescolar).

Durante 2017 habia inscritas 350 alumnas en la ENRcs, de las que 140
estaban dadas de alta en la LESET. Del total de integrantes de la LESET, 38
eran las que estudiaban el segundo grado. De ellas, 20 pertenecian al grupo
Cy 18 al grupo D.

Puesto que, solamente en segundo grado las alumnas reciben formacién
para la ensefanza de las matemadticas, la muestra se conformé por todas
las estudiantes de este nivel que terminaron como alumnas regulares. Por
razones ajenas a este estudio y al curso EM-1, en cada grupo se dio de baja
una estudiante normalista. Asf, al final, las participantes del estudio fueron
19 alumnas del grupo experimental (2C) y 17 del grupo de control (2D).
La edad de las alumnas oscila entre los 17 y 22 anos de edad, procedentes
de los estados de Puebla, Guerrero, Veracruz, Oaxaca, Tlaxcala y Morelos.

La asignatura para La Ensefianza de las Matemdticas I (em-I)

EM-I es una de las dos asignaturas para la ensefianza de las matemadticas en
telesecundaria que reciben las alumnas de segundo grado de la LESET. Esta
asignatura se cursa durante el tercer semestre, y en cuarto semestre reciben
una asignatura subsecuente para la ensefianza de las matemdticas.

La asignatura EM-T tiene el propésito de contribuir al desarrollo de las
habilidades intelectuales especificas relacionadas con la ensefianza y el do-
minio de los contenidos de matemdticas que se trabajan en telesecundaria.
Estos contenidos son: aritmética (operaciones bdsicas con enteros y con
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fracciones, proporciones directas e inversas), dlgebra (exponentes, polino-
mios, productos notables, factorizacidn, ecuaciones, sistemas de ecuacio-
nes, funciones y graficas), geometria plana (construcciones geométricas,
medicién y cdlculo geométrico del perimetro y drea) y del espacio (cuerpos
geométricos, medicién y cdlculo de volumen), trigonometria (funciones
naturales, teorema de Pitdgoras), fundamentos de probabilidad (frecuen-
cial, eventos mutuamente excluyentes) y estadistica (medidas de tendencia
central, tablas y gréficas estadisticas).

La propuesta diddctica

La propuesta diddctica consiste en el disefio y aplicacién de actividades
basadas en EmMs y GeoGebra para la ensefianza y aprendizaje de los conteni-
dos matemadticos senalados en la asignatura EM-1 (véase tabla 1). El diseno
de las unidades diddcticas se fundamenta en ideas tedricas de las corrientes
constructivistas de la educacién, pues con las actividades se busca que las
estudiantes actden, hablen, piensen y evolucionen intelectualmente por su
propia motivacién (Brousseau, 1997); en esta propuesta diddctica se busca
que las futuras docentes del grupo experimental apliquen el método de los
cuatro pasos para resolver problemas (Polya, 1989), a partir de sus conoci-
mientos previos y en un ambiente escolar de trabajo colaborativo.

Durante el curso, los grupos reciben 30 sesiones de clase con una du-
racién de dos horas cada una. Para la propuesta diddctica se dedicaron 24
sesiones. El resto de las sesiones se dedican a actividades relacionadas con
el andlisis de las jornadas de practica docente que se realizan durante el
semestre.

En total se implementaron seis actividades, una por cada rama de las
matemadticas. Cada actividad tuvo una duracién de cuatro sesiones de dos
horas cada una y se llevaron a cabo en el laboratorio de matemdticas de la
escuela. En cada una de las actividades se contempla una fase de inicio,
una de desarrollo y otra de cierre. Para todas las actividades se organiza al
grupo experimental en cuatro equipos de cuatro integrantes y uno de tres
personas. Todas las actividades estin basadas en Ems y uso de GeoGebra,
y, en general, aportan experiencias e ideas que las futuras docentes pueden
implementar posteriormente en las escuelas telesecundarias.
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Implementacién de la propuesta (el caso de la modelacién algebraica)

Enseguida se describe un ejemplo que ilustra la metodologia de implemen-
tacién de la propuesta. Se presenta el caso de la resolucién de un proble-
ma sobre ecuaciones lineales para modelizar la elasticidad de un resorte.
En este problema se utiliza GeoGebra y un simulador de elasticidad de
resortes, como herramientas para realizar experimentacién, modelacién y
simulacién matemadtica en el tema de funciones lineales.

Antes de la puesta en escena, se realizé un encuadre en el que se explica
detalladamente a las alumnas la dindmica de trabajo que se pretende rea-
lizar y se les dan a conocer las actividades a resolver (hojas de trabajo), asi
como el esquema de evaluacién que se utiliza, dando a conocer sus criterios
e instrumentos.

En la fase de inicio (primera sesién) se comienza preguntando a las
futuras docentes sobre los usos y aplicaciones de los resortes en la vida
cotidiana. Luego se plantea una pregunta que sirve como detonante para
dar inicio a la resolucién del problema: ;cudl es el modelo matemdtico de
la elasticidad de un resorte? Antes de dar respuesta a la pregunta, se apoya
a las estudiantes con el manejo del soffware GeoGebra y al uso de los si-
muladores. La fase termina con una actividad extra-clase, se les pide a las
estudiantes que busquen informacién sobre los aspectos teéricos y mate-
miticos implicados (e. g., vocabulario asociado al nombre de los resortes
segtin el dmbito en que se usan, ecuacién de elasticidad de Hooke) en las
subsecuentes actividades.

En la fase de desarrollo (segunda y tercera sesiones), a cada equipo se
le facilité una computadora con el soffware necesario y acceso a internet,
hojas de trabajo, un soporte universal completo, un juego de pesas con
gancho, tres resortes con distintas durezas, una regla y un flexémetro. Con
base en las hojas de trabajo, tienen que utilizar el simulador de resortes
(véase Figura 1), disefiado por Arrieta (2003) para poder obtener datos y
guardarlos en una hoja de cdlculo de GeoGebra.
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Figura 1. Simulador para la elasticidad de los resortes

Posteriormente, tienen que realizar el mismo experimento usando el so-
porte universal, los resortes y las pesas (véase Figura 2), para hacer medicio-
nes, obtener los datos y registrarlos en otra hoja de cdlculo de GeoGebra.

Figura 2. El experimento sobre elasticidad de los resortes
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Posteriormente se les pidié que, a partir de sus datos tratasen de responder
a las preguntas de las hojas de trabajo. En esta parte se supervisé el trabajo
y se atendieron las dudas de las estudiantes. Se pidieron participaciones
para escuchar las experiencias vividas durante la simulacién y experimen-
tacion, abordando las dificultades detectadas.

En la tercera sesién se explicé a las futuras docentes cémo realizar el
ajuste de la recta de minimos cuadrados en GeoGebra, a partir de sus datos
(véase Figura 3). Luego se les indicé que generaran el modelo matemadtico
para la elasticidad de cada tipo de resorte, de acuerdo con la naturaleza de
los datos (obtenidos del simulador u obtenidos del experimento). En total
se esperaba que hicieran seis modelos, tres para los resortes simulados y tres
para los resortes reales.

La intencién de realizar el experimento fisico y el simulado es que las
normalistas tuvieran la oportunidad de identificar las ventajas y limita-
ciones de cada tipo de actividad, reflexionando sobre las dificultades que
pueden presentarse durante el proceso de instruccién.

Figura 3. Uso de GeoGebra para obtener el modelo

matematico de la elasticidad

Para complementar esta actividad, se les pidié indagar sobre cémo generar
ese modelo con ldpiz y papel, utilizando la regresién lineal. Asimismo, se
les solicité hacer manualmente la gréfica de una funcién lineal, con la fina-
lidad de comparar los procedimientos no tecnolégicos contra las activida-
des de aprendizaje basados en herramientas tecnolégicas. Como actividad
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extra-clase, se les pidi6 calcular todos los modelos a mano y comprobarlos
con GeoGebra. Ademds, cada equipo prepar6 una presentacién que con-
tiene los resultados obtenidos.

En la fase de cierre (cuarta sesién), cada equipo utilizé diez minutos
para hacer su presentacién. Una vez terminadas las exposiciones, todos los
equipos entregaron sus hojas de trabajo. Al final de la sesi6n se socializa la
experiencia con las alumnas, y en general se esperaba notarlas mds motiva-
das y con mejor actitud hacia las matematicas.

Evaluacién de la propuesta did4ctica

Para evaluar el dominio de contenidos matemadticos estudiados en las ac-
tividades didécticas, se aplicaron dos instrumentos: un pre-test y un pos-
test. Ambos exdmenes fueron previamente validados por medio del cilculo
del coeficiente de Cronbach (2=0.7). El alfa de Cronbach se utiliza con
regularidad en la investigacién educativa que explora aspectos del dominio
cognitivo. La validez de esta prueba se refiere al grado en que mide aquello
que pretende medir, en este caso el nivel de dominio de los contenidos
matemdticos. De acuerdo con Taber (2017), aunque no hay un criterio
establecido entre los académicos, sigue siendo una préctica comun en la in-
vestigacién educativa considerar que cuando alfa alcanza al menos el valor
de 0.7, esto se considera como medida suficiente de fiabilidad o consisten-
cia interna de un instrumento.

Cada uno de los dos exdmenes contiene 12 ftems (véase tabla 1), mis-
mos que son utilizados como pre-test y pos-test en el grupo de control y
en el grupo experimental. Los exdmenes son aplicados y evaluados por un
investigador distinto al profesor titular del curso Em-1. El primer examen
se aplic6 en la segunda semana del inicio de clases. El segundo examen se
aplicé una semana antes de terminar el curso y después de concluir la ins-
truccién mediante la propuesta diddctica. Cada uno de los dos exdmenes
tiene una duracién de dos horas y son aplicados por separado a ambos
grupos —primero el de control y luego el experimental— en el laboratorio
de matemadticas de la escuela. La escala que se considerd para evaluar los
exdmenes es de cero al diez.

69



Aportes a la educacion matematica basados en la investigacion

Tabla 1. Resumen del contenido matemadtico de los problemas

en los exdmenes pre-test y pos-test

Ramadelas Numero

Contenido matematico

matemadticas  de item Pre-test Pos-test
1 Operaciones bésicas Operaciones bésicas
Aritmética ) ) ) )
2 Operaciones bésicas Operaciones bésicas
3 3 Modelacién algebraica Sistemas lineales 2x2
Algebra
4 Sistemas lineales 2x2 Modelacién algebraica
5 Teorema de Pitdgoras Teorema de Pitdgoras
Trigonometria ] ) ) ]
6 Razones trigonométricas  Razones trigonométricas
7 Areas sombreadas Areas sombreadas
Geometria
8 Férmula de Herén Férmula de Herén
9 Probabilidad frecuencial =~ Probabilidad frecuencial
Probabilidad
10 Ley de la suma Ley de la suma
11 Mediana Media aritmética
Estadistica
12 Media aritmética Mediana

Fuente: Elaboracién propia.

Resultados

Los puntajes obtenidos, tanto en el pre-test como en el pos-test, por parte
del grupo de control y el grupo experimental, se muestran en la tabla 2

como resumen de los resultados estadisticos considerados para realizar el
andlisis cuantitativo descrito en la metodologia de este estudio.
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Tabla 2. Resumen de estadisticos descriptivos y porcentajes
de aciertos para los dos grupos en los exdmenes escritos

Estadisticos Pre-test Post-test

Control  Experimental ~ Control  Experimental

Media 0.347 0.789 1.229 3.463
Desviacién Estdndar 0.789 0.906 1.108 0.855
Mediana 0.000 0.800 1.700 3.300
Porcentaje de aciertos 3.500 7.900 12.300 34.600

Ademis, en la Figura 4, se presenta una gréfica de cajas que permite hacer
una inspeccién visual de los resultados en cada grupo. El resultado indi-
vidual de cada alumna también se muestra en la grfica de cajas con un
simbolo especifico (o).

Figura 4. Gréfica de cajas de los puntajes obtenidos

por ambos grupos en los exdmenes

La grifica anterior muestra que, en el pos-test, las estudiantes del grupo
experimental tienen mejores puntajes y con menor variabilidad que los
obtenidos por el grupo de control en esa misma prueba. También se puede
observar que las alumnas del grupo experimental tuvieron mejores punta-
jes en el pos-test que en el pre-test.
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Para el andlisis de los puntajes obtenidos en los exdmenes, se presentan los
resultados de todas las pruebas estadisticas utilizadas en esta investigacién.

Resultados de las pruebas de hipdtesis estadisticas

Tabla 3. Pruebas-t para datos independientes

Pruebas escritas Control Experimental p-valor  Diferencia
Media Desv. Media  Desv. estadistica
Est. Est. significativa
Pre-test 0.347  0.789  0.789  0.906 0.127 No
Post-test 1.229 1.108 3.463 0.855 <0.001 Si

La tabla 3, contiene resultados que muestran que antes de la aplicacién
de la propuesta diddctica, las medias obtenidas por las alumnas de ambos
grupos en el pre-test son practicamente iguales, pues no hay diferencia
estadistica significativa entre ellas; también se observa que luego de aplicar
la propuesta didictica, la media obtenida en el pos-test por las alumnas del
grupo experimental es significativamente mayor que la media obtenida por
las estudiantes del grupo de control.

Tabla 4. Pruebas-t para datos pareados

Grupo Pre-test Pos-test p-valor  Diferencia
Media  Desv. Media  Desv. . tl‘ca
Est. Est. signinicativa
Experimental ~ 0.789 0.906 3.463 0.855 <0.001 Si

Los resultados presentados en la tabla 4 revelan que luego de implementar
la propuesta diddctica, la media obtenida en el pos-test por parte de las
alumnas del grupo experimental es significativamente mayor que la media
obtenida por esos mismos estudiantes en el pre-test.
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Tabla 5. Prueba U de Mann-Whitney

Pruebas Control Experimental U p-valor Diferencia
escritas  \fediana Rango Mediana Rango estadistica
medio medio significativa
Pre-test 0.000 15.529 0.800 21.157 111 0.064 No
Pos-test 1.700  10.058  3.300  26.052 18 <0.001 Si

Los resultados que aparecen en la tabla 5 confirman que antes de la apli-
cacién de la propuesta diddctica, las medianas obtenidas por las alumnas
de ambos grupos en el pre-test son pricticamente iguales, pues no existe
diferencia estadistica significativa entre ellas; ademds, luego de aplicar la
propuesta didictica, la mediana obtenida en el pos-test por las alumnas del
grupo experimental es significativamente mayor que la mediana obtenida
por las estudiantes del grupo de control.

Tabla 6. Prueba de Wilcoxon

Grupo Pre-test Pos-test Rangos Rangos Z p-valor Diferencia

negativos positivos estadistica
Mediana Mediana significativa
Experimental ~ 0.800 3.300 0 19 190 <0.001 Si

Los resultados mostrados en la tabla 6 reafirman que, después de aplicar
la propuesta didéctica, la mediana obtenida por las estudiantes del grupo
experimental en el pos-test es significativamente mayor que la mediana
obtenida por esas mismas estudiantes en el pre-test.

En general, los resultados obtenidos en los dos tipos de pruebas de
hipétesis estadisticas (paramétricas y no paramétricas) se complementan
y refuerzan mutuamente. Con estas herramientas se demuestra que los
grupos comenzaron practicamente con el mismo nivel de dominio de los
contenidos matemdticos —ya que antes de implementar la propuesta di-
déctica no se encontré diferencia estadistica significativa entre los puntajes
del pre-test de ambos grupos—, pero al terminar la propuesta diddctica los
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puntajes del grupo experimental son significativamente mayores que los
puntajes del grupo de control, y que en el grupo experimental los puntajes
del pos-test son significativamente mayores que los puntajes del pre-test.

Resultados del cilculo de la magnitud del efecto
y de la ganancia normalizada

Al calcularse el tamano del efecto en el grupo experimental se encontré que
el tamano del efecto obtenido en este andlisis (4 = 3.035) excede la conven-
cién de Cohen (1988) para un efecto grande (4 = 0.800), porque todas las
alumnas del grupo superan en el pos-test a la media grupal obtenida por
ellas mismos en el pre-test.

Finalmente, el factor de Hake indica una ganancia de alrededor de 30%
para las alumnas del grupo experimental en el aprendizaje de los conteni-
dos matemadticos estudiados. El valor para este factor (¢ = 0.300) se consi-
dera como el minimo con el que la propuesta diddctica podria considerarse

efectiva (Hake, 1998).
Reflexiones sobre el aprendizaje y la ensefianza de las matematicas

Es necesario que en las escuelas normales rurales se pueda ofrecer una for-
macién profesional sélida a las nuevas generaciones de profesores que im-
partan clases de matemdticas a alumnos de telesecundaria. Para tratar de
conseguirlo, es fundamental actualizar el proceso de ensefianza-aprendizaje
en el contexto de estas instituciones formadoras de docentes. De acuerdo
con las nuevas propuestas educativas, impulsadas oficialmente por la sep
(2016), las normales rurales deben redisenar su oferta académica para po-
der competir a la par de otras instituciones, en el nuevo marco del servicio
profesional docente.

Por una parte, en el rediseno se debe asegurar que los maestros encar-
gados de la formacién en matemdtica educativa de los futuros docentes de
telesecundaria, egresados de las escuelas normales rurales, deben recibir la
capacitacién adecuada y estar preparados para ser agentes de cambio y for-
talecimiento de estas instituciones. Aunque el formador de docentes tiene
la libertad de implementar acciones que permitan modernizar e innovar
su préctica y la de sus estudiantes, es fundamental contar con el apoyo de
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la institucién y del sistema de educacién normalista. Por ejemplo, a través
de programas de formacién permanente se puede apoyar al maestro para
que adquiera las habilidades y conocimientos necesarios en la ensefianza y
aprendizaje de las matemdticas mediante el uso de la tecnologia.

Por otro lado, consideramos que los nuevos planes y programas de es-
tudio para la LESET, deben incluir metodologfas y orientaciones didicticas
—basadas en los avances de investigacién en matemdtica educativa— que
promuevan el aprendizaje y ensefianza de las matemadticas a través del uso
de las Tecnologias de la Informacién y la Comunicacién, especificamente,
de programas tecnoldgicos de uso educativo como los simuladores y el
software GeoGebra.

Con estas consideraciones, las nuevas docentes de telesecundaria que
egresan de la escuela normal rural pueden recibir una formacién profesio-
nal que les permita reconocer que una integracién adecuada de la Ems y de
GeoGebra dentro de las actividades del aula ayudan a fomentar la cons-
truccién del conocimiento matemdtico; para esto deben experimentar y re-
conocer por si mismas que, estrategias similares a ésta, resultan muy utiles
para crear ambientes innovadores para el aprendizaje de las matemdticas.

Finalmente, en la formacién de docentes de telesecundaria recomen-
damos un uso estratégico de la tecnologia para la ensenanza y aprendizaje
de las matemadticas, en donde el proceso no dependa dnica y exclusiva-
mente de la tecnologia. Mds bien, sugerimos que se usen las herramientas
tecnoldgicas de acuerdo con las necesidades de ensefanza del formador
y de aprendizaje por parte de los futuros docentes, con lo que se logrard
mantener a las matemdticas como el foco de la instruccién y otorgar a la
tecnologia educativa la legitimidad de ser un recurso valioso.

Conclusiones

Los resultados confirman que haber aplicado la propuesta didictica en el
curso EM-I ayudd a mejorar el nivel de dominio de contenidos matemdti-
cos en las alumnas del grupo experimental. La principal aportacién de esta
investigacién a la matemdtica educativa reside en haber experimentado
con éxito —pues los resultados muestran una mejora en el dominio de los
contenidos matemdticos— la implementacién de una propuesta diddctica
basada en EMs y en el uso de un soffware como GeoGebra, para favorecer
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la adquisicién de competencias matemdticas necesarias en la formacién de
las futuras docentes de telesecundaria. En particular, se confirma que con
el uso de GeoGebra se pueden enfatizar diferentes conceptos y se pueden
estudiar de manera mds profunda (Heid, Thomas y Zbiek, 2013).

Queda claro que implementar EMs y GeoGebra en la formacién de do-
centes de telesecundaria genera nuevas oportunidades para el aprendizaje
y el trabajo en colaboracién. Por lo tanto, los formadores de docentes de
matemdticas deben promover el uso de herramientas tecnolégicas y ac-
tividades diddcticas que ayuden al crecimiento intelectual de los futuros
profesores (Trouche, Drijvers, Gueudet y Sacristdn, 2013).
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CAPITULO 4
Importancia de procesos cognitivos
instrumentados en la ensefianza
de las matemadticas

Frangois Pluvinage
Cinvestav-1pN (México)
e IREM de Strasbourg (France)

Resumen

En este texto reportamos los aspectos tedricos y pricticos subyacentes a la
presentacién que hicimos durante dos sesiones de taller en el marco del en-
cuentro TEMBI 4. El objetivo era ofrecer a los participantes una oportuni-
dad de descubrir por la prictica algunos métodos que se usaron primero en
la investigacién en matemadtica educativa y que tienen validez para la ense-
fanza en el aula. Citamos entre otras la TSD (teorfa de las situaciones did4c-
ticas), la ingenierfa diddctica, la PBL (Project based learning, cuyo origen se
puede ver en la propuesta de Exemplarischer Unterricht). En el marco del
modelo de los Espacios de Trabajo Matematicos, introdujimos actividades
de exploracién guiada, que propiciaran la aproximacién documental y la
aproximacién instrumental. Luego consideramos en el taller actividades
que proporcionaran a los participantes una oportunidad de introducirse en
la ingenieria diddctica. Ademads de la condicién obvia de tener interés en la
ensenanza de las matemdticas, se esperaba de los participantes en el TEMBI
4 un nivel matemdtico que corresponda a una maestria adecuada a los
contenidos de la preparatoria. Se recomienda que los lectores del presente
texto tengan este nivel para aprovechar al méximo su lectura.

Palabras clave: Espacios de trabajo matemdtico, génesis semidtica,
aproximacién instrumental, micro y macro-espacio, ingenieria diddctica.
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Puntos de vista sobre la ensefianza de las matematicas
que tienen aplicaciones en el aula

Hasta la época de la llamada matemdtica moderna (los anos 1970), se usa-
ba, por lo menos en Francia, el principio de ensenanza “yo (profesor) expli-
co y tu (estudiante) aplicas”, junto con el famoso dicho de Nicolas Boileau:
“Ce qui se congoit bien sénonce clairement, et les mots pour le dire arrivent
aisément” (Lo que bien se concibe, claramente se enuncia, y las palabras
para decirlo llegan ficilmente). Lo que importaba entonces era que el pro-
fesor, ademds de ciertas cualidades de comunicacién y su interés hacia los
resultados de sus alumnos, tuviera un buen conocimiento del contenido
matemdtico. En términos de puro contenido matemdtico, se puede ase-
verar que un profesor que ensefia matemdticas en un nivel 7 se sentird
cémodo con la disciplina, si puede resolver problemas del nivel (7 + 1). Por
ejemplo, el saber formar ecuaciones con variables y resolverlas en el caso de
un maestro de primaria. La exigencia de esta habilidad todavia tiene vali-
dez en la formacién docente de profesores que ensefian matemdticas, pero
s6lo constituye un componente del saber profesional, como lo enfocaron
Ball, Thames y Phelps (2008) cuando propusieron su modelo del mTsk
(Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge), conocimiento especiali-
zado del profesor de matemdticas, hoy muy citado en investigaciones de
matemdtica educativa. Entonces, sin ser el tinico, un saber matemitico
siempre seguird siendo un elemento imprescindible en la formacién de
docentes cuya actividad profesional va a ser orientada hacia la ensefianza
de las matemdticas, en todo o en partes (caso de los maestros de escuela).
Uno de los primeros investigadores en afirmar que el proceso de ense-
fianza-aprendizaje de las matemdticas merece una mirada cientifica especi-
fica ha sido Guy Brousseau, quien llevé a cabo diversos estudios de clase, en
una escuela experimental situada en las inmediaciones de Burdeos (Fran-
cia). La postura de Brousseau se apoyaba sobre profundas consideracio-
nes cognitivas y asimismo sociales, previamente desarrolladas por fil6sofos
epistemoélogos, como Gaston Bachelard, o psicélogos, como Jean Piaget y
Lev Vygotski. La prictica que se gestiona en el aula de matemadticas juega
también un papel central en la teorfa socioepistemoldgica, desarrollada por
Ricardo Cantoral (Cantoral, 2013, p. 98). Por estar principalmente orien-
tado hacia procesos de instrumentalizacién e instrumentacién (Trouche,
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2004), el propésito de este documento es limitado respecto de los aspectos
sociales, sin olvidarse de su importancia.

Respecto de los instrumentos, una tesis expresada por Brousseau (2001)
es que la geometria da lugar a tratamientos diferentes segtin el tipo de es-
pacio considerado: micro-espacio al alcance del individuo sin necesidad
de desplazarse, meso-espacio presente en la visién del individuo, pero ne-
cesitando desplazamientos, y macro-espacio que abarca zonas fuera de la
percepcién del individuo. Un ejemplo ilustrativo de la validez de esta tesis
es el hecho de que las medidas de longitudes son la referencia natural del
micro-espacio, mientras las medidas de dngulos son de uso natural para las
précticas geométricas en el macro-espacio. Al igual que esta toma considera-
cién del medio ambiente del estudiante, el modelo cK¢ de Balacheff (2013)
presenta al estudiante inmerso en su entorno en los periodos de formacién
de sus concepciones. Atin mds, en el modelo de los Espacios de Trabajo
Matemdtico (ET™m) (Kuzniak y Richard, 2014) se consideran de manera se-
parada varios componentes de la actividad matemdtica, segin un principio:
separar antes de reunir, lo que puede ser muy ttil en la ensefanza.

El esquema general de los ET™M representa dos tridngulos, uno en un
plano calificado como cognitivo y otro en un plano llamado epistemoldgi-
co (Kuzniak y Richard, 2014, fig. 2, p. 9). En el plano superior aparecen
actividades propias de un individuo (visualizar, construir, demostrar), que
sea docente o estudiante. En el plano de base aparecen los elementos cons-
truidos y comtinmente admitidos por la comunidad cientifica. El objetivo
de la ensenanza va a ser propiciar génesis que hagan coherente el plano
cognitivo del estudiante con el plano epistemolégico. Durante determina-
dos experimentos que reportamos (Carrién, Pluvinage y Adjiage, 2016),
observamos en estas génesis la posible presencia de elementos intermedia-
rios facilitadores: observacion, trazo y justificacion, que nos condujeron a
enriquecer el modelo de los ET™M. Abajo (Figura 1), reproducimos el esque-
ma que se localiza en Carrién, Pluvinage y Adjiage (2016, p. 820).
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Figura 1. Modelo de ET™ con complementos de génesis

Este modelo conduce a aplicar en el aula de matemadticas actividades dife-
rentes de los ejercicios tradicionales, especificamente dirigidas al cumpli-
miento de las génesis ilustradas en el esquema.

Aplicaciones de ingenieria diddctica

La idea general, siendo el desarrollo separado de las génesis presentadas,
antes de aplicar actividades que las combinen, se usan para el control de las
actividades disefiadas los principios y las técnicas de la ingenieria diddctica
(Artigue, Douady y Moreno, 1995) en tres etapas: andlisis preliminar, and-
lisis a priori, andlisis a posteriori. El andlisis preliminar se hace al momento
de escoger y disenar actividades por proponer a los estudiantes. Luego, en
el andlisis a priori se considera el producto disenado, para determinar los
procesos que posiblemente provoque en los estudiantes y los conocimien-
tos que las resoluciones suponen. Y finalmente se analizan los resultados de
la aplicacién al pablico del estudio.
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Test de complementacién

Para aplicar una actividad que ponga en juego la génesis semidtica, y ella
sola, una tarea de tipo problema no es adecuada. Incluso un ejercicio senci-
llo de matemadticas ya puede ser demasiado complejo para revelar posibles
dificultades de entendimiento o de expresién que tienen los estudiantes.
Recientemente tuvimos la oportunidad de encontrar un ejemplo de este
tipo, relacionado con las prioridades de las operaciones aritméticas. La
profesora en una clase de sexto ano de primaria presentaba en el pizarrén
escrituras de la forma:

7 + 3x5

Cada estudiante tenfa que escribir su respuesta sobre su pizarra, y la profe-
sora pasaba a otra expresién. Pero ahora surge el problema diddctico: ;Qué
instruccién dar a los estudiantes que, en el caso presentado, contestan 50
en vez de la respuesta correcta, que es 22? La consideracién de la génesis
semidtica en el modelo de los ETM nos permite una propuesta: En vez de
solicitar el resultado numérico, se puede pedir que copien la expresién y
escriban con los mismos digitos otra expresién, de la que resulta el mismo
valor. Hay varias respuestas correctas (;cudntas?), como

7 +3x5=3x5+7,0bien7 + 3x5 =7+ 5x3

Todas usan la propiedad de conmutatividad, que precisamente justifica las
reglas de prioridades entre operaciones aritméticas. Asi, se ve esta actividad
mis rica que el cdlculo.

A continuacidn, presentamos un auto-test de complementacién (en in-
glés: closure test). Invitamos al lector cumplir primero la tarea propuesta.
Las explicaciones siguen.

Tarea propuesta: Fotocopiar esta pdgina, donde el primer pdrrafo es un texto

con huecos, y poner en cada rectdngulo la palabra (lengua usual o simbélica)
que parece conveniente.
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Para obtener la aproximacién [ | de una funcién polinomial

[ ]porlotanto la de su recta tangente,[ ] desarrolla nueva-
mente la diferencia ] (x + h) | | (x), se| | simplifica

yse[  ]en términos de potencias| ] /. Se encontrard que co-
eficientede hes| ]| (x)comosehabfa]  Jestablecido y se tiene
[ Je+h)-[ J@=f®[  Th+T0S donde[ ]
abrevia “Términos de Orden [ ["en 4 (apareceran la| ] la
tercera, etc. potencias| |/, segtin la funcién[ ] se esté traba-
jando)y[ Jfx+A[ S+ f(_ )b+ TOS.

Si se toma x = a se tendri

f(a+h)=f(a)+ f'(a)-h+TOS,

Ahora se toma 1 =X—2 y se substituye
f(x)=f(a)+ f'(a)-(x—a)+TOS,

que es una nueva expresién para la funcién original como su aproximacién
lineal en el punto (4, f#)) mis su residuo expresado por T0s,. El residuo
agrupa a los términos donde las potencias de x — 2 son mayores que uno
y para valores muy pequefios de x — & se vuelven numéricamente despre-
ciables y de hecho se comportan como cero para el medio computarizado.
Por eso vemos como una recta un pequefo fragmento de la grafica de una
funcién alrededor del punto de tangencia (2, fa)).

Después de cumplir esta tarea, es interesante
consultar el texto original en el Anexo 1.

El documento que usamos es una presentacién usual en los libros de texto
que refieren a desarrollos de tipo Taylor para la derivada. Y la dltima frase
del segundo pérrafo evoca el micro-espacio que ya presentamos. El princi-
pio del test es de quitar una de cada 5 palabras (lengua usual o simbélica),
sin consideracién de la naturaleza de las palabras. La razén es que esta tasa
de supresién queda inferior al nivel de redundancia de cualquier texto. Sin
embargo, el lector que habrd cumplido la tarea se habrd dado cuenta de
que, en unos casos, una palabra faltante s6lo se descubre a la lectura de lo
que sigue en el texto. Vale la pena subrayar a propésito de esta conducta
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no lineal de lectura, que ella es recomendable para la comprensién de tex-
tos matemdticos cuyo contenido no es totalmente conocido del lector. En
eso, hay cierta semejanza con el cdlculo de expresiones numéricas como
7 + 3x5, que vimos previamente: considerar lo que sigue. En el texto pro-
puesto, esta mirada hacia lo que sigue ya es necesaria para hallar la primera
palabra faltante, que es el calificativo /ineal.

Cambios sorprendentes de formas por zooms
hacia adelante y hacia atrds

En un sistema de geometria dindmica, como es GeoGebra, existe un co-
mando (zoom), que permite al usuario aproximar o alejar una figura tra-
zada. La transformacién geométrica correspondiente es una homotecia,
de centro la posicién del cursor al momento de ejecutar el comando. En
principio, una homotecia no cambia la forma de las figuras. Pero nuestro
espacio de trabajo (la pantalla) es acotado. Entonces, el campo de visién
se modifica (se reduce o se amplia), y cuando se repite el zoom, hasta vi-
sualizar partes del micro o del macro-espacio, las apariencias de las figuras
pueden cambiar.

Figura 2. Tres vistas de la misma funcién,

en el micro, meso y macro-espacio

En la Figura 2 se representa la grifica de la funcién real definida por

4, 3
f(X):X + X+ X

——. Del punto de vista de un observador, la grifica de la izquierda
X*+X+2

se sitGa en un micro-espacio: las graduaciones de los ejes corresponden
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a centésimos. La gréfica del centro se sittia en el meso-espacio, porque
tenemos costumbre de ver este espacio representado en pdginas de libro o
en pantallas; es la figura que encontrariamos en un libro de texto de nivel
medio-superior. La grafica de la derecha se sittia en el macro-espacio: las
graduaciones aparecen en centenas. El fenémeno espectacular es que dos
de estas graficas se ven como rectas.

El interés especifico de la obtencién de rectas, aun cuando son sola-
mente aproximadas, es que son los objetos por excelencia de célculos de
tipo proporcionalidad. Y eso ayuda mucho a la formulacién de prediccio-
nes. Son situaciones en las que disponemos de observaciones locales, que
queremos extender a fines de previsiones o predicciones. Este aspecto se
expone en forma explicita en (Cantoral, Molina y Sdnchez, 2005), donde
los autores concluyen:

Consideramos importante la prediccién porque ha mostrado ser una idea
motriz en el desarrollo de conceptos matemdticos, especialmente en el drea
del cdlculo, ademds de que la prediccién estd intimamente relacionada con la

variacion.

En la Figura 2, el aspecto propiamente local se ve en la grafica de la izquier-
da, en la que se confunden visualmente las representaciones de la funcién y
de su tangente en el origen. El caso de la vista en el macro-espacio (grafica
de la derecha en la Figura 2) también se puede considerar como un estu-
dio local, pero no a distancia finita, sino en una vecindad del infinito. La
situacién de funciones que tienen asintotas es evidentemente interesante
por la precision de las previsiones que esta situacién autoriza. Por eso, con-
sideramos en el apartado que sigue una actividad de exploracién guiada.

El estudio de ramas infinitas con el recurso de las TIC

Aqui consideramos que una funcién real de variable real es una aplicacién
cuyo dominio es una parte del conjunto de los niimeros reales y cuyo
rango (o: contradominio) es también una parte del mismo conjunto. Y las
funciones reales de variable real que nos interesardn aqui son aquellas cuyo
dominio es el conjunto o la reunién de un nimero finito de intervalos. Un
ejemplo de funciones que no vamos a considerar es el de las sucesiones,

86



Aportes a la educacion matematica basados en la investigacion

que son aplicaciones cuyo dominio es el conjunto de los nimeros natura-
les. Ejemplos de funciones que nos interesan son las funciones definidas
sobre todo , como los polinomios o la funcién valor absoluto, las funciones
cuya expresién contiene un radical, como y = x — Vx de dominio [0, o[, 0
v=7== de dominio el conjunto ]-o0, - UTL, o] .

En el plano cartesiano x la gréfica de una funcién real de variable real
es el conjunto de los puntos (x, y) tales que x pertenece al dominio de la
funcién y tiene y como imagen.

Nos interesa el acercamiento diddctico de las ramas infinitas de funcio-
nes. Se dice que una grafica de funcién en el plano cartesiano x tiene una
rama infinita cuando, cualquiera que sea el subconjunto finito [4, &]x[c,
d], la grifica tiene puntos en su exterior. En particular, la grifica de toda
funcién de dominio infinito tiene cuando menos una rama infinita. Hay
también graficas de funciones de dominio finito que tienen ramas infini-
tas, por ejemplo, la funcién de dominio ]-11[ definida por (x) T

El uso metédico del “macroscopio”

Con software de cdlculo formal como Derive o Maple, o soffware genera-
lista como GeoGebra, se representan gréficamente funciones en un siste-
ma de ejes, y el usuario puede hacer ajustes de escalas y de la ventana de
representacién, como lo vimos en el apartado anterior. Tales herramientas
pueden ser a la matemdtica lo que son el microscopio a la biologfa o el
telescopio a la astronomia. Sin embargo, la visién necesita de ser educada y
acompanada de procesos de estudio numérico o algebraico.

Estudiamos ramas infinitas con software de geometria dindmica en el
caso particular de y = \/x(X+1) . El método que se usé es semejante al tipo
de estudio propuesto por (Vivier, 2010) para el estudio de tangentes, pero
en nuestro caso en orden contrario: primero a/ejar, segundo construir, ter-
cero aproximar. En Carrién, Pluvinage y Adjiage (2016) se presenta la
extension del método en un estudio exploratorio de diversas funciones.
Nos interesa aqui un estudio de su generalizacién, con la perspectiva de su
aplicacién diddctica.

Presentacién del método de estudio de ramas infinitas de una funcién
real de variable real.

Dato: Una funcién f: x = y de dominio D .
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Etapa preliminar: Examen de la grafica de fen el plano cartesiano, para

- detectar sus ramas infinitas paralelas al eje Oy, que corresponden a
singularidades de la funcién y necesitan un estudio especifico, porque
desaparecen con el uso del macroscopio presentado a continuacién;

- aislar cada una de sus demds ramas infinitas si hay, lo que evita posi-
bles confusiones en el caso de asintotas distintas pero paralelas.

Primera etapa de uso del macroscopio: Alejar. El objetivo es detectar la
apariencia de recta(s) o semirrecta(s) que la gréfica pueda tomar en este
proceso.

Segunda etapa de uso del macroscopio: Construir. Se trazan las rectas candi-
datas a ser asintotas, si hubieran aparecido.

Tercera etapa de uso del macroscopio: Aproximar, para regresar a las escalas
usuales de los ejes.

Etapa justificativa: Examinar si las rectas detectadas son o no son asintotas.
Para ello se pueden usar técnicas numéricas (desigualdades) o algebraicas.

Ejemplo de aplicacién del método

3
Sea y=f(X) =X—2 definida sobre R—{-1}
(x+1)
Etapa preliminar. En la grifica de la funcién (Figura 3, gréfica de la iz-

quierda) se puede observar la presencia de una asintota vertical de ecuacién
x =— 1. En efecto f(x) = —oo cuando x — —1.
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Figura 3. Griéfica de f{x) = x*/(1+x)* vista con dos escalas diferentes

(meso y micro espacio)

Etapas 1 y 2: En la parte derecha de la Figura 3 se han llevado a cabo las
etapas 2 y 3. Con el comando aleja repetido se han obtenidos ejes gradua-
dos en miles, y la gréfica de f'tiene la apariencia de una recta, mientras su
asintota vertical desaparecié. Luego se marcaron sobre la grifica los puntos
Ay B de abscisas respectivas —2000 y 3000 y se trazé la recta aB. Debajo
de la grafica se copié la ecuacién de la recta aB dada por GeoGebra en la
vista algebraica.

Etapa 3 y justificacion. No reproducimos la vista grifica que resulta del
retorno a las escalas usuales (ejes graduados en unidades), porque el tnico
cambio con respecto a la figura de la izquierda es que la curva se acompana
por la recta g, que es muy vecina de la recta de ecuacién (exacta) y = x — 2.
Para justificar con GeoGebra que la recta y = x — 2 es asintota de la curva,
se puede abrir la vista c4s e introducir la expresién flx) — x + 2 seguida

del comando desarrolla (icono de doble paréntesis). El resultado propor-
3Xx+2

cionado par GeoGebra es .
X°+2x+1

Dado que el grado del denominador
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es superior al grado del numerador, esta fraccién tiende hacia 0 cuando x
tiende hacia el infinito.

Invitamos al lector a usar con la misma funcién el método tradicional
de bisqueda de asintota oblicua, tal como lo presenta en internet la Socie-
dad Andaluza de Educacién Matemdticas Thales (véase la direccién internet
en las referencias).

Para aplicar lo anterior usando GeoGebra, el lector encontrard en el
anexo 2 una hoja de exploracién guiada, preparado para un taller sobre el
estudio de ramas infinitas, en particular asintotas. Senalamos la presencia
en esta hoja de una “tabla de variaciones” de una funcién. En ciertos siste-
mas escolares, como es el caso en Francia, es muy utilizada esta herramien-
ta de estudio de funciones, que prepara el trazo de la grafica.

Algo de postre para concluir: el ciclo RID

Hasta el momento, este texto presenté mds bien actividades de introduc-
cién de conceptos y métodos matemdticos que actividades de resolucién
de problemas. Las bisquedas de asintotas se situaron, sin embargo, en la
categorfa de resolucién de problemas. Para enriquecer en esta direccién los
estudios que desarrollamos, nos parece interesante concluir con la presen-
tacién de un ciclo (el ciclo RID) de consideracién did4ctica de un problema
matemdtico. Este ciclo RID lo proponemos a docentes interesados en entrar
en estudios diddcticos sin necesidad de especializarse de inmediato en la
matemdtica educativa:

1. Resolucién personal (ponerse en la situacién del estudiante, pero
con su propia experiencia): de un enunciado de problema hacia una
solucién. Esta resolucién corresponde a una introduccién en el ané-
lisis  priori de la ingenieria diddctica (Artigue, Douady y Moreno,
1995).

2. Inversion del andlisis: de una solucién hacia enunciados. En este
andlisis se introduce la idea de variaciones: cambios posibles de los
datos, modificaciones en las hipdtesis o en las conclusiones, varia-
ciones en los métodos y tratamientos (ej. introducir el uso de un
software de construcciones para resolver un problema de geometria)

3. Documentacién sobre lo anterior: Busqueda de referencias en la bi-
bliografia o en la red Internet.
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Enunciado del problema. Se considera (Figura 4) un rectdngulo aBcp,
de longitud doble de su altura. Sobre los lados sucesivos del rectingulo se
reporta la misma longitud x inferior a la altura: Ap = BQ = CR = Ds = x. ;Qué
forma tiene el cuadrildtero PQRrs? ;Con qué valor de x tiene este cuadrildte-
ro la minima drea? ;el minimo perimetro?

Figura 4. Cuadrildtero en un rectdngulo

Dejamos al lector, con la posible ayuda de GeoGebra, el placer de descu-
brir él mismo la solucién (r del ciclo rRID).

Inversién del problema (I del ciclo r1D): Se pueden elaborar enunciados
en los que no se da la razén entre la longitud y la altura del rectdngulo. Se
podra observar que, si esta razon sobrepasa cierto valor limite, un minimo
no va a corresponder a una derivada nula de la funcién, sino a un extremo
del dominio [0, aB]. Este es un fenémeno que pasa desapercibido para
muchos estudiantes de preparatoria, por la tendencia en fijar su atencién
en la pura férmula algebraica.

Documentacién (p del ciclo rRip): Vale la pena consultar en Internet lo
que se publica sobre los extremos de funciones cuyo dominio es un inter-
valo acotado cerrado.
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Anexo 1. Texto original del auto-test de complementacién

Para obtener la aproximacién lineal de una funcién polinomial y por lo
tanto la ecuacién de su recta tangente, se desarrolla nuevamente la diferen-
cia f(x+h)— f(x),sesimplificay se expresa en términos de potencias de
h. Se encontrard que el coeficiente de #es f'(X) como se habia ya estable-
cido y se tiene f(x+h)— f(x)= f'(x)-h+TOS, donde 70S abrevia
“Términos de Orden Superior” en / (aparecerdn la segunda, la tercera, etc.
potencias de 4, seglin la funcién que se esté trabajando) y entonces

f(x+h)=f(x)+ f'(x)-h+TOS
Sise toma X = a se tendrd
f(a+h)=f(a)+ f'(a)-h+TOS,
Ahora se toma h = X—a y se substituye
f(x)="f(a)+ f'(a)-(x—a)+TOS,

que es una nueva expresién para la funcién original como su aproxima-
cién lineal en el punto (a, f(a) ) mds su residuo expresado por 70S,. El
residuo agrupa a los términos donde las potencias de X —& son mayores
que uno y para valores muy pequefios de X —a se vuelven numéricamente
despreciables y de hecho se comportan como cero para el medio computa-
rizado. Por eso vemos como una recta un pequefo fragmento de la grafica
de una funcién alrededor del punto de tangencia (a, f (a) ).

94



Aportes a la educacion matematica basados en la investigacion

Anexo 2. Guia de actividad y hoja de trabajo
Tema: funciones reales y sus representaciones

Instrucciones

El grupo se divide en equipos de trabajo de dos o tres participantes para
realizar las siguientes actividades utilizando el soffware GeoGebra. Los re-
sultados de las observaciones se escriben individualmente sobre esta hoja
en los espacios en blanco.

Equipo N°

Integrantes del grupo (subrayar el nombre del individuo
que llena esta hoja)

3.

Abrir el archivo Grafical.ggb de GeoGebra, que representa la funcién real
f(x) definida por la férmula

y=flx) =x-32
2xT - 53 - 24,

y realizar las actividades presentadas a continuacién.

1. Describir brevemente la grifica de la funcién trazada por GeoGebra.

2. Biisqueda de un minimo. Se propone indagar el minimo de {y = f(x),x > -1.5).
Indicacién 1: En la vista cas de GeoGebra, teclear £(x), luego activar el
comando “Factoriza”. Expresién obtenida:
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Indicacién 2 (consideracién del micro-espacio): Comparar f{0) y £0.5).

3. Complementar la siguiente tabla de variaciones: Escribir los valores de
xy flx) que faltan, obtenerlos de la grifica 1 en forma aproximada con dos
digitos decimales; indicar los ceros y los signos de f(x); trazar flechas ascen-
dentes o descendentes segtin las variaciones de la funcién en su dominio.

X — 00 a~ S~ o0

f7(x) + 0 -
f)—o _fa)= ~a —°°H°°

Tabla (incompleta) de variaciones de f'(x)

4. Paseo en el macro-espacio: Bisqueda con GeoGebra de una asintota
oblicua de y = f{x).
Seguir con GeoGebra el proceso definido por los siguientes pasos.
a) Alejarse usando de manera repetida el icono Alejar de GeoGebra.
b) Cuando la grifica tome la apariencia de una recta, situar dos puntos A
y B sobre ella y trazar la recta AB.
Coordenadas de los puntos: A( , ) B( , )
¢) Para la ecuacién de la recta obtenida, escoger la forma y = ax + 4. En la
ventana Entrada, reintroducir esta ecuacién eventualmente redondea-
da. Se obtendrd una recta vecina pero distinta de la anterior.
Ecuacién obtenida:
d) En la vista cas, introducir f{x) — (ax + 4), donde ax + b es el segundo
miembro de la ecuacién de la recta introducida en c).

Expresién obtenida y su limite cuando x — co:

5. Aplicar a la funcién considerada el algoritmo tradicional de obtencién
de una asintota oblicua y compararlo a la luz de los ET™M con el proceso
llevado a cabo con el uso de GeoGebra.
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Resumen

El presente escrito tiene como objetivo estudiar la relacién entre el cono-
cimiento emocional del profesor de matemdticas y su conocimiento espe-
cializado. Para ello identificamos cudles son las relaciones que se pueden
establecer entre el conocimiento especializado del profesor (MTsk) y las
emociones que expresa. Valiéndonos de un estudio de caso, con un profe-
sor novel de educacién secundaria mexicana, respondemos que la relacién
entre el conocimiento especializado y las emociones es reciproca: cuando el
MTSK desencadena las emociones del profesor, esta experiencia emocional
después influye en su MTsK.

Palabras Clave: MTsK, conocimiento emocional, profesores de matem4-
ticas, educacién secundaria.

Introduccién
Ante la pregunta “;qué conocimiento necesita un profesor para ensefar
matemadticas?” nadie duda de que la respuesta sea: un conocimiento espe-

cializado que se distingue del que se necesita para ensefar en otra asigna-
tura, como quimica, o ciencias sociales.
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Este conocimiento especializado se compone a su vez de dos tipos de
conocimientos muy diferentes, el conocimiento matemdtico y el conoci-
miento diddctico.

El conocimiento del profesor ha sido uno de los focos de interés de la
investigacion en educacién desde hace décadas; el ejemplo mds significati-
vo es Shulman (1987), quien teoriza sobre el conocimiento diddctico del
contenido (PCK) como una forma especifica de conocimiento del maestro.

Particularmente, desde la educacién matemaitica el modelo The Ma-
thematics Teacher’s Specialised Knowledge-mtsk (Carrillo ez a/., 2014) re-
conoce dos tipos de conocimiento necesarios para que el profesor ensene
matemdticas: el conocimiento matemadtico (MK) y el conocimiento diddc-
tico del contenido (pck). En este modelo se reconoce que las creencias
del profesor sobre la matemadtica y sobre su ensefianza permean todo su
conocimiento especializado, por lo que se incluyen como tercer dominio
del modelo.

Respecto a la relacién entre las emociones y la ensefianza, algunos in-
vestigadores educativos han reclamado que las emociones del profesor, in-
cluidas en el dominio afectivo, deberian ser consideradas como parte del
PCK (Zembylas, 2007; Melo, Cafada y Mellado, 2017), pues los actores
principales del proceso educativo, profesor y estudiantes, poseen una gran
carga emocional que media sus interacciones e incide en el proceso del
aprendizaje.

Zembylas (2007) encuentra que los profesores de primaria usan el co-
nocimiento que tienen de sus emociones para establecer o fortalecer el
tema que ensefian, la relacién con sus estudiantes, y para realizar la plani-
ficacién curricular y tomar decisiones. Por su parte, Melo, Cafada y Me-
llado (2017), senalan que las causas de las emociones positivas y negativas
de profesores de secundaria, especificamente de la asignatura de fisica, se
relacionan principalmente con el conocimiento curricular y el contenido
que se ensefa.

Tomando como referencia el modelo MTsk como aquel que describe
el conocimiento que el profesor de matemadticas moviliza cuando ensena,
consideramos que las emociones que experimenta durante la ensefianza
pueden estar relacionadas con su MTsK, de ahi que nos planteamos la si-
guiente pregunta de investigacion: ;Cudles son las relaciones que se pueden
establecer entre las emociones del profesor de matemdticas y su MTSK?
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Obsérvese que nos interesan las relaciones. No estamos asumiendo que el
conocimiento emocional (o, mds ampliamente, el dominio afectivo) sea
especializado, como el mTsk. En futuras investigaciones habrd que estudiar
qué elementos del conocimiento emocional pueden considerarse especiali-
zados. No obstante, la influencia reciproca entre conocimiento emocional
y MTSK merece ser estudiada, independientemente de la naturaleza (espe-
cializada o no) de aquel.

Las emociones en la ensefianza

El notable aumento del interés en la investigacién educativa sobre las
emociones, de acuerdo con Schutz y Pekrun (2007), se remonta a la im-
portancia de la naturaleza emocional de los contextos educativos. Estos
autores sefalan que en paises de todo el mundo hay altas tasas de deser-
cién y jubilacién anticipada de los docentes. Los estudios de Wilhelm,
Dewhurst-Savellis y Parker (2000) y Wisniewski y Gargiulo (1997) iden-
tificaron la ira, la ansiedad, el estrés subjetivo y el agotamiento como fac-
tores centrales que influyen en las decisiones de desercién de los docentes
(citados en Schutz y Pekrun, 2007), lo que evidencia la relacién entre las
emociones y la labor docente.

Entre los resultados de la investigacién sobre emociones en educacién,
encontramos que los docentes no se conocen emocionalmente (Gaxiola,
2005; Zepeda, 2006; Lépez y Valls, 2013) y que no todos poseen un genui-
no conocimiento de sus emociones. De esta forma, es comun, por ejemplo,
que no puedan poner un nombre a lo que sienten. Gaxiola (2005) apuesta
por una alfabetizacién emocional del profesorado, lo que implica una serie
de habilidades que se enuncian a continuacién:

* Reconocer que sentimos, pues las emociones son parte de nuestra

naturaleza humana.

* Reconocer qué sentimos; ser capaces de reconocer qué emocién ex-
perimentamos ante determinada situacién.

* Poner nombre a la emocidn, conocer la palabra emocional que re-
presenta claramente lo que sentimos. Las palabras emocionales guar-
dan relacién con la intensidad de la emocién; por ejemplo, no es lo
mismo sentir miedo que pavor, el pavor da cuenta de una intensidad
mayor que el miedo.
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* Reconocer qué situacién desencadena eso que sentimos.

* Distinguir las emociones negativas de las positivas.

* Regular las emociones que experimentamos; esto es, ser capaces de
actuar en consecuencia de las emociones. Esto puede ser decisivo
para la conduccién de las clases de matemadticas.

* Poder ayudar a otros a conocerse emocionalmente, por ejemplo, a
nuestros alumnos.

Conocerse emocionalmente es ventajoso, por ejemplo, porque facilita la
toma de decisiones para actuar o detectar el camino correcto que se desea
seguir; ademds resulta Gtil para evaluar de forma correcta lo que nos pasa,
y nos prepara para comprender lo que les pasa a otros (Gaxiola, 2005). Si
somos profesores conscientes de nuestras emociones, entonces podremos
comprender las de nuestros estudiantes, y educar en ellos su propio cono-
cimiento emocional; podremos ensenarles a desarrollar la sensibilizacién
emocional que les permita aprovechar su potencial en la vida adulta (Lépez
y Valls, 2013).

Bisquerra (2005) propone el desarrollo de competencias emocionales
como competencias bdsicas no solo para la educacién sino para la vida, y
define la conciencia emocional como:

conocer las propias emociones y las emociones de los demds. Esto se consigue
a través de la autoobservacion y de la observacién del comportamiento de las
personas que nos rodean. Esto supone la comprensién de la diferencia entre
pensamientos, acciones y emociones; la comprension de las causas y conse-
cuencias de las emociones; evaluar la intensidad de las emociones; reconocer y
utilizar el lenguaje de las emociones, tanto en comunicacién verbal como no

verbal (p. 98).

Esta definicién concuerda con lo que Zembylas (2007) denomina conoci-
miento emocional, referido al “conocimiento del profesor acerca de sus ex-
periencias emocionales con respecto a si mismo, hacia otros (por ejemplo,
estudiantes, colegas) y hacia el contexto social y politico mds amplio en el
que tiene lugar la ensefanza y el aprendizaje” (p. 356). Este autor propone
la inclusién del conocimiento emocional en el pck; asimismo resalta la ne-
cesidad de realizar mds investigaciones sobre dreas y contextos especificos
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de la educacién para describir los aspectos relevantes del conocimiento del
docente en temas variados. Debido a la escasa informacién sobre el tipo
de circunstancias que motivan el cambio en el conocimiento del profesor,
nuestra investigacién pretende contribuir a este llamado, prestando aten-
cién a las emociones del profesor de matemiticas.

En matemdticas, el estudio de las emociones de los profesores se ini-
cié a manera de exploracién, con la finalidad de conocer cudles eran las
emociones de los profesores en términos de valencia positiva y negativa,
asi se encontré que las emociones negativas eran las de mayor frecuencia,
entre ellas: la ansiedad, el miedo o el estrés, que se desencadenan debido a
que algunos docentes no son especialistas en los contenidos que marca el
curriculo escolar (Philipp, 2007), y a las malas experiencias vividas como
estudiantes de matemadticas (Coppola, Di Martino, Pacelli y Sabena, 2012;
Di Martino y Sabena, 2011).

Particularmente, el trabajo de Garcia-Gonzdlez y Martinez-Sierra (2016)
realiza una exploracién de las situaciones que desencadenan las emociones
de profesores de matemadticas del nivel preuniversitario. Entre sus resultados
encuentran que tanto las emociones positivas como las negativas se desenca-
denan en funcién de que los alumnos alcancen algunas metas del salén de
clases; como por ejemplo que aprendan o que se interesen por la clase. Estos
resultados nos parecen coherentes, porque la labor docente gira en torno al
aprendizaje del estudiante, y las emociones de los profesores son la conse-
cuencia de la percepcién de este logro. La tabla 1 muestra las emociones que
los profesores manifiestan en la clase de matemadticas.
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Tabla 1. Emociones de profesores y estudiantes en matemdticas.

Profesores

Emociones Metas
Reproche Que los estudiantes aprendan
Congoja Que los estudiantes se interesen en la clase
Jubilo Que los estudiantes participen en la clase
Agrado Que los estudiantes se gradtien
Ira Que los estudiantes cursen una carrera profesional
Orgullo
Gratitud
Decepcién
Remordimiento
Gratificacién
Autoreproche

Fuente: Garcia-Gonzdlez y Martinez-Sierra, 2016.

A simple vista, las situaciones detonantes de las emociones de los profesores
que se muestran en la tabla 1, no parecen tener relacién con el conocimien-
to especializado del profesor de matemdticas sino con el contrato diddctico
(Brousseau, 1998). De esta forma, es el cumplimiento o no de las reglas
implicitas del aula, lo que detona la emocidn del profesor. No obstante, en
la construccién de estas reglas, tienen gran peso las expectativas del profe-
sor respecto a los estudiantes y el cémo considera que deben desarrollarse
las clases. Por este motivo, consideramos que las emociones del profesor
pueden estar relacionadas con las creencias del profesor acerca de cémo
se ensefian y aprenden las matemadticas, por ejemplo, con su creencia de
que ensefiar matemdticas implica que los estudiantes participen en la clase
y aprendan. Desde el modelo MTsk, las creencias se conciben como un
dominio del conocimiento especializado del profesor de matematicas, por
esta razén consideramos que los resultados de Garcia-Gonzdlez y Martinez
Sierra (2016), apuntan ya a una relacién entre el MTsK y las emociones del
profesor de matemdticas.
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Referentes Tedricos

Para responder la pregunta de investigacién planteada, recurrimos a dos re-
ferentes teéricos, el modelo 7he Mathematics Teacher’s Specialized Knowled-
ge (Carrillo, ez al., 2014), para poder analizar el conocimiento especializa-
do del profesor de matemdticas; y, la conceptualizacién de emocién de la
Teoria de la Estructura Cognitiva de las emociones, propuesta por Ortony,
Clore y Collins (1996), para analizar las emociones.

El modelo MTSK

El modelo mtsk (Figura 1) es una herramienta tedrica y analitica que per-
mite identificar el conocimiento especifico del profesor de matemadticas y
comprender la naturaleza del mismo, desde un punto de vista sistemdtico
y artificialmente organizado para su andlisis (Escudero-Avila, 2015).

Debido a nuestro interés de profundizar en el conocimiento del pro-
fesor de matemadticas y sus emociones, usamos el MTsK para explorar los
conocimientos del profesor de matemdticas que pudieran ser detonantes
de las emociones que experimenta el profesor de matematicas.

Figura 1. El modelo mtsk (Carrillo, er al., 2014).
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Como lo muestra la Figura 1, el Conocimiento especializado del profesor
de matemadticas contempla dos grandes dominios, el conocimiento ma-
temdtico y el conocimiento diddctico del contenido. El primero de ellos
se divide en tres subdominios, referentes al conocimiento de los temas
matemdticos (KoT), al conocimiento de la estructura matemdtica (Kksm)
y al conocimiento de la prictica matemdtica (kpm). De un lado, el KoT,
se define como el conocimiento fundamentado que tiene el profesor sobre
los contenidos matemdticos escolares, tanto a nivel conceptual como pro-
cedimental. Por otra parte, el ksm incluye el conocimiento de conexiones
inter-conceptuales y conocimientos tanto avanzados, como elementales,
que permiten al profesor trabajar la matemadtica desde un punto de vista
integral y estructurado. Finalmente, en lo que respecta al conocimiento
matemdtico, se delimitan como kxpm aquellos conocimientos sobre las for-
mas de proceder propias de la matemdtica y en especial las relacionadas
con la matematica escolar, como tipos de razonamiento segn los distintos
contextos matemdticos, el proceso de definir o conjeturar.

En lo que se refiere al conocimiento didactico del contenido, encon-
tramos el conocimiento de la ensenanza de las matemdticas que tiene el
profesor (kmT), el conocimiento de las caracteristicas del aprendizaje de sus
alumnos (KFLM) y el conocimiento de los estindares de aprendizaje de las
matemadticas (KMLS). El kMT involucra el conocimiento sobre qué aspectos
matemdticos son clave en la comprensién de un tema a ensefiar, que per-
miten al profesor proponer tareas, seleccionar ejemplos o escoger recursos
o formas de presentacién determinadas.

De otro lado, el kFLM incluye el conocimiento del profesor sobre las ca-
racteristicas de aprendizaje de los alumnos, derivadas de su interaccién con
el contenido matemadtico y las caracteristicas del contenido matemdtico
en si mismo como objeto de aprendizaje; y, finalmente, el kMLs se define
como el conocimiento sobre los aprendizajes atribuibles a los estudiantes
en un determinado momento escolar, que puede tener origen en los docu-
mentos curriculares, en la propia experiencia del profesor o en el estudio de
trayectorias de aprendizaje de un contenido en particular. Ademds, en este
modelo se ha considerado que las creencias que tiene el profesor, acerca de
las matematicas y su ensefianza y aprendizaje son elementos que permean
al conocimiento del profesor en los diferentes subdominios contemplados.
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En esta investigacion, hemos encontrado evidencias de la relacién entre
el Conocimiento de los Temas (KoT), el Conocimiento de la ensefanza
de la matemdtica (kmT) del profesor y las emociones que experimenta,
motivo por el cual nos detendremos a desarrollar de forma mds detallada
estos subdominios.

El modelo MTsK, se articula en relacién a distintas categorias de andli-
sis que permiten al investigador organizar las evidencias de conocimiento
que encuentra en la prictica docente. En el caso del KoT, dichas catego-
rfas permiten establecer concreciones en las particularidades del conoci-
miento que tiene el profesor sobre los contenidos matemdticos escolares.
En este sentido, en la linea planteada por Carrillo e# /. (2014), podemos
distinguir entre el conocimiento del profesor acerca de: procedimientos;
definiciones, propiedades y sus fundamentos; registros de representacion
y fenomenologia y aplicaciones. El conocimiento de los procedimientos
matemdticos que manifiesta el profesor nos informa no solo sobre cémo
realiza el procedimiento, sino también sobre por qué se hace asi e incluso
sobre su conocimiento de cudndo debe utilizarse dicho procedimiento y
el control que mantiene durante todo el proceso, incluyendo la interpre-
tacién de los resultados. El conocimiento sobre definiciones, propiedades
y sus fundamentos permite al docente justificar un concepto matemdtico,
en cualquiera de sus posibles definiciones, ddndole la destreza para reinter-
pretarlas. Asimismo, el conocimiento sobre registros de representacién se
relaciona con la flexibilidad para entender un mismo concepto expresado a
nivel grafico o simbdlico, entre otros, permitiendo al profesor adoptar una
u otra representacién segtin sus necesidades. Por dltimo, el conocimiento
sobre fenomenologia y aplicaciones, es el que posee sobre la variedad de
contextos en los que situar un contenido dentro y fuera de las matemdticas,
asi como determinados aspectos epistemoldgicos ligados a la matematica.

En el caso del kmT, se distinguen teorfas personales o institucionalizadas
de ensenanza; recursos materiales y virtuales; y actividades, tareas, ejemplos
y ayudas (Carrillo ez al., 2014). De estas categorias, nos centramos en las
actividades, tareas, ejemplos y ayudas como el conocimiento que tiene el
profesor acerca de cémo transformar el conocimiento matemdtico para ser
aprendido, y, en esta investigacién en concreto, se relaciona con el conoci-
miento docente del profesor sobre cémo estructurar la ensefanza del tema.
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La teoria de la estructura cognitiva de las emociones

Las emociones son objetos de estudio de la Psicologia, esta disciplina re-
conoce tres fuentes que pueden evidenciar las emociones (Ortony, Clore y
Collins, 1996). En primer lugar, se encuentra el lenguaje, una limitacién
de esta fuente es que con frecuencia resulta dificil expresar con palabras
aquello que sentimos. La segunda fuente es la observacién de la conducta,
el problema de concentrarse en la conducta es que la misma conducta pue-
de ser resultado de emociones muy diferentes o bien conductas diferentes
pueden ser indicios de la misma emocién. La tercera fuente es la fisiold-
gica, que adquiere sus complicaciones debido a que tiene que ver con las
propiedades y funciones de nuestros 6rganos y tejidos.

La observacién de la conducta y la fuente fisiolégica informa de las con-
secuencias de haber experimentado una emocién, pero no informa sobre
sus origenes, en el caso del lenguaje es factible poder examinar ese origen
mediante la interpretacién cognitiva de los acontecimientos que quienes
experimentan las emociones puedan realizar, de ahi que nos apoyamos en
la Teoria de la Estructura Cognitiva de las Emociones llamada comdnmen-
te teorfa OCC.

La teorfa occ se basa en la idea de que las emociones son desencade-
nadas por las valoraciones cognitivas que la gente hace de una situacién,
de manera consciente o no y las define como “reacciones de valencia a
eventos, agentes u objetos, y su naturaleza particular estd determinada por
la forma en que se interpretan las situaciones desencadenantes” (Ortony,
Clore y Collins, 1996, p.13).

La occ estd estructurada como una tipologfa de tres ramas, que se co-
rresponden con tres tipos de estimulos: (1) Un juicio individual sobre la
deseabilidad de un evento: un evento es agradable si ayuda al individuo
a alcanzar su meta, y es desagradable si lo impide; (2) la aprobacién de
una accién respecto a normas y estdndares sociales; y (3) la atraccién de
un objeto; es decir, la correspondencia de sus aspectos con los gustos del
individuo, la persona se siente atraida por un objeto, o le resulta repulsivo.
Esta teoria especifica 4 clases, 5 grupos y 22 tipos de emociones que se
muestran en la Tabla 2.
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Tabla 2. Tipos de emociones concebidas por la occ.

Clase

Reacciones
ante los

acontecimientos

Reacciones

ante los agentes

Grupo

Vicisitudes
de los otros

Basadas en

previsiones

Bienestar

Atribucién

Tipos (ejemplo de nombre)

Contento por un acontecimiento deseable
para alguna otra persona (feliz-por)

Contento por un acontecimiento indeseable
para alguna otra persona (alegre por el mal
ajeno)

Descontento por un acontecimiento deseable
para alguna otra persona (resentido-por)
Descontento por un acontecimiento indesea-
ble para alguna otra persona (guejoso-por)

Contento por la previsién de un aconteci-
miento deseable (esperanza)

Contento por la confirmacidn de la prevision
de un acontecimiento deseable (satisfaccion)
Contento por la refutacién de la previsién de
un acontecimiento indeseable (a/ivio)
Descontento por la refutacién de la prevision
de un acontecimiento deseable (decepcidn)
Descontento por la previsién de un aconteci-
miento indeseable (miedo)

Descontento por la confirmacién de la previ-
sién de un acontecimiento indeseable (temores
confirmados)

Contento por un acontecimiento deseable
(jubilo) Descontento por un acontecimiento
indeseable (congoja)

Aprobacién de una accién plausible de uno
mismo (orgullo)

Aprobacién de una accién plausible de otro
(aprecio)

Desaprobacién de una accién censurable de
uno mismo (autoreproche)

Desaprobacién de una accidn censurable de
otro (reproche)

109



Aportes a la educacion matematica basados en la investigacion

Clase Grupo Tipos (ejemplo de nombre)
Reacciones ante  Atraccién Agrado por un objeto atractivo (agrado)
los objetos Desagrado por objeto repulsivo (desagrado)
Reacciones ante  Bienestar/ Aprobacién de la accién plausible de otra
el acontecimien- Atribucién persona y contento por el acontecimiento
toy el agente deseable relacionado (gratizud)
simultdnea- Desaprobacidn de la accién censurable de otra
mente persona y descontento por el acontecimiento

deseable relacionado (i)

Aprobacién de la accién censurable de otra
persona y descontento por el acontecimiento
deseable relacionado (complacencia)
Desaprobacién de una accién censurable de
uno mismo y descontento por el aconteci-

miento indeseable relacionado (remordimiento)

Fuente: Ortony, Clore, & Collins, 1996.

Para terminar esta seccién, nos gustaria aclarar al lector que la teoria occ
no se guia por las palabras emocionales que usa el sujeto para describir la
emocién que experimenta, mds bien se centra en el acontecimiento que
origina la emocién y a esa descripcién le da como nombre una palabra
emocional neutra (ver columna “tipos” de la tabla anterior). Citemos un
ejemplo, si en una situacién se percibe un “descontento por un aconteci-
miento indeseable”, la occ denomina a la emocién que se experimenta
como congoja, uno puede pensar en diferentes palabras que pueden expre-
sar ese “descontento”, por ejemplo, afioranza, pesadumbre, sentirse mal,
solitario, tristeza; todas ellas denotan intensidades diferentes, mds o menos
altas, sin embargo, la occ usa la palabra congoja por considerarla una pa-
labra emocional neutra.

La eleccién de la occ obedece a dos razones. En primer lugar, nos per-
mite posicionarnos en una definicién precisa de las emociones, a partir de
la valoracién cognitiva que realiza la persona que experimenta la emocién,
identificando la emocién vy la situacién que la desencadena. En segundo
lugar, la tipologia de emociones occ nos sefala la forma de analizar los
datos recolectados con base en las definiciones de las emociones.
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Disefio Metodolégico

Para desarrollar la investigacién nos valemos de un estudio de caso (Stake,
1995). Se trata de Diego (pseudénimo que le hemos asignado), un profe-
sor novel de 39 anos de edad. Este caso ha sido elegido ya que, de acuerdo
a la literatura, los profesores noveles, al principio, son propensos a expe-
rimentar emociones negativas (Mevarech y Maskit, 2014). Consideramos
que el caso de Diego podria darnos evidencia sélida para analizar la rela-
cién entre las emociones y el conocimiento especializado del profesor de
matematicas.

Diego es arquitecto con 16 afos de experiencia. En el momento en
que se realiz6 la toma de datos era la segunda vez que impartia el curso de
matemdticas en segundo grado de educacién secundaria (13-14 afios) en
la capital del estado de Guerrero, México. Ademds, cursaba el primer afio
de la Maestria en Docencia de la Matemdtica que oferta la Universidad
Auténoma de Guerrero, México. La participacién de Diego en el estudio
fue voluntaria.

Recoleccién de datos y andlisis

Para la recogida de datos usamos las siguientes fuentes:

(1) Una entrevista biografica, para la historia de Diego como profesor
de matemdticas.

(2) Autoinformes de experiencias de clase, para percatarnos de sus ex-
periencias emocionales.

(3) Entrevistas a cuatro estudiantes para conocer la percepcién que te-
nian de Diego.

(4) Observaciones de clase, para confrontar la evidencia de 1, 2 y 3
y para percatarnos de su MTsK. Las clases observadas correspondieron al
tema de resolucién de ecuaciones lineales.

(5) Entrevistas semiestructuradas al profesor para llenar huecos de in-
formacién que no arrojaran las fuentes consideradas.

Las entrevistas y las observaciones de clase fueron videograbadas para
su posterior andlisis.

El andlisis de datos se dividié en dos momentos, primero identificamos
en la evidencia el MTsk de Diego, para ello nos valimos de los subdominios
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de este modelo; una vez identificado el tipo de conocimiento de Diego,
identificamos los casos en los que los subdominios eran desencadenantes
de las emociones.

En la Tabla 3 ejemplificamos una codificacién del primer momento.

Tabla 3. Identificacién de MTsK en observaciones de clase.

Subdominio Categoria Fuente 4:
Observaciones de clase
KoT Procedimientos Solucién de ecuaciones

Conoce el método de reduccién  por el método de reduccién

Evidencia
[Escribe en el pizarrén el sistemal:
10x+9y=8 (1)
8x-15y=—1 (2)

{1}Diego: Lo primero que vamos a hacer, como primer paso, va a ser igualar los
coeficientes [Escribe en la pizarra (1)]... ;Los coeficientes de qué vamos a igualar?,
spodemos igualar los de x y los de y?, ;qué seria mds ficil?, scémo puedo igualar los
coeficientes?
{2}Diego: Ya quedd la primera ecuacién [Anota (3)]. Va la segunda ecuacién [Guia
la multiplicacién de toda la ecuacién por 5, haciendo hincapié en que se multipli-
can todos los términos]... y ya tenemos una igualacién [en el pizarrén aparece]:

40x + 36y = 32 (3)

40x + 75y = =5 (4)
A partir de este momento continta la solucién pidiendo ayuda a sus estudiantes

para resolver operaciones aritméticas, pues es la primera vez que explica el método.

En la Tabla 4, damos evidencia del segundo momento, después de haber-
nos percatado de que el KoT podria ser desencadenante de emociones.
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Tabla 4. Identificacién de MTSK en entrevistas.

Subdominio Fuentes 1y 5 Relacién observada
KoT Entrevista biografica Congoja-conocimiento de los temas
y entrevista para llenar (fraccion)
huecos
Evidencia

En la evidencia del momento 1 identificamos que Diego evitaba el uso de fracciones
en la resolucién de las ecuaciones (fuente 4), ademds cuando conté su historia como
profesor de matemdticas reconocié no haber podido trabajar con las fracciones.
Fuente 1: Entrevista Biogréfica.

Diego: El afio pasado vefamos fracciones y no podian y yo les decia: —jeso lo tuvie-
ron que haber visto en primero!— se los decia para que no me preguntaran [se rie].
Pero ahora las vamos resolviendo.

Con base en esta evidencia procedimos a averiguar mds sobre su relacién con las
fracciones, como se muestra en el siguiente fragmento.

Fuente 5: Entrevista

Maria: ;Por qué no querfa que lo cuestionara respecto de las fracciones?

Diego: Por qué les tengo miedo.

Maria: ;Por qué les tiene miedo a las fracciones?

Diego: Yo le tengo miedo a las fracciones, por qué no estoy familiarizado con ellas,
porque no las uso mucho, solo las que son ficiles de manipular, medios, cuartos,

octavos, si son séptimos, onceavos, ahi empiezan los problemas. ..

Como producto de estos dos momentos, pudimos identificar los subdo-
minios que eran desencadenantes de las emociones, asi que procedimos a
utilizar la tipologfa occ para poder decir de qué tipo de emocién se trataba
en cada caso.

Resultados: El caso de Diego
Al analizar el caso de Diego, hemos identificado dos tipos de emociones

relacionadas con su MTsK, se trata de la congoja y la satisfaccién, enseguida
detallamos cada una de ellas.
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El conocimiento de los temas (KoT) desencadena la Congoja

Notamos en Diego que, en sus inicios como profesor de matemadticas su
escaso conocimiento de los temas matemdticos desencadenaba en él la
emocién de congoja (“descontento por un acontecimiento indeseable”, se-
gan la occ). Con ello encontramos la primera relacién MmTsk-emocién. La
evidencia siguiente da muestra de ello.

Diego: Cuando inicié¢ en segundo afio como mi conocimiento de la mate-
mdtica era muy poco e sentia frustrado por no poder ensefiar mds...En mi
caso el desconocimiento de algo me da remor, y ese temor me agobiaba, ese
agobio creo que se notaba en la clase con mis alumnos porque estaba molesto,

irritable, no me concentraba.

En particular, la propia percepcién de Diego sobre su conocimiento fun-
damentado del tema de las fracciones, y de los procedimientos aritméticos
que las envuelven, fue el tema que Diego menciona como desencadenante
de su congoja.

Diego: Yo le tengo miedo a las fracciones, por qué no estoy familiarizado
con ellas, porque no las uso mucho, solo las que son ficiles de manipular,
medios, cuartos, octavos, si son séptimos, onceavos, ah{ empiezan los proble-
mas... El afio pasado [2015-2016] veiamos fracciones y no podian hacer
operaciones y yo les decia: —jeso lo tuvieron que haber visto en primero! —y
se los decia para que no me preguntaran [se rie].

En el extracto anterior, aunque aparece la palabra emocional miedo, en
realidad se trata de la emocién tipo congoja, debido a que para Diego el
que sus estudiantes lo cuestionaran era indeseable.

Estas evidencias dan también muestra de las implicaciones que la emo-
cién de congoja y su conocimiento matemdtico tienen para la ensenanza
de Diego, debido a que ambas la limitaban a los temas conocidos.
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El conocimiento de la ensenanza de las matemadticas (KMT)
desencadena la Congoja

Como consecuencia del escaso conocimiento matemdtico de Diego, en-
contramos que el conocimiento de la ensefanza de las matemadticas era
también desencadenante de la emocién congoja, como lo muestra la si-
guiente evidencia.

Diego: Me dio miedo empezar a dar clases, no sabia qué les iba a decir a los
alumnos, qué me iban a preguntar.

Las relaciones entre los conocimientos de distintos subdominios del mTsk
han sido estudiadas en trabajos anteriores (Aguilar, 2016). En el marco de
estos estudios, tiene sentido que la percepcién de Diego sobre su conoci-
miento para la ensefianza se viera influida por su conocimiento matemati-
co, de forma que sintiera que no podria organizar una secuencia de apren-
dizaje que estructurase determinadas fases en la adquisicién de distintos
contenidos matemadticos.

El conocimiento de los temas (KoT) desencadena la Satisfaccién

La emocién positiva que encontramos en el caso de Diego es la satisfac-
cién, que al igual que la congoja se desencadena por el conocimiento de
los temas (KoT), cuando Diego posee conocimiento de los temas, se siente
satisfecho, la evidencia siguiente da muestra de la satisfaccién de Diego.

La congoja se define desde la occ como “contento por la confirmacién
de la previsién de un acontecimiento deseable”, interpretamos que cuando
Diego entiende un tema, prevé que podrd explicarlo a sus estudiantes, y si
esto de verdad ocurre entonces ¢l siente satisfaccidn, el siguiente fragmento
producto de una entrevista, nos da evidencia de la situacién que desenca-
dena en Diego la satisfaccién.

Diego: Yo les ensefio lo que pasa en realidad cuando se dice pasa sumando o
restando...a mi nunca me lo ensefiaron, yo me preguntaba cémo era que la
variable se despejaba, ahora que lo aprendi en el curso de la maestria me gusta
compartirlo con mis estudiantes ...yo quiero que ellos sepan bien ... Hace
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un afio me acuerdo que yo decia: -brincé al otro lado de la igualdad- [se rie], es

que yo no conocia las propiedades que se estaban cumpliendo, pero ahora lo sé
y me gusta conocerlo y compartirlo para que conozcan como yo he conocido.

Este cambio entre poseer o no conocimiento matemdtico es producto de
la maestria que Diego cursaba, especificamente en el caso de la resolucién
de ecuaciones; Diego nos comentd que en los seminarios de esta maestria
se trataron aspectos relacionados con los distintos métodos de resolucién
de ecuaciones lineales. En estos seminarios, se fundamentaron ademais los
distintos pasos de los procedimientos, lo que unido a la colaboracién de los
profesores resolviendo las dudas que surgieron, hizo que Diego mejorase
su conocimiento sobre el tema. Con esta ayuda Diego ganaba seguridad, y
se mostraba en sus clases.

Diego: Cuando un problema no me sale, vengo [a asesorias con una profeso-
ra de la maestria] y lo discutimos, y me voy y resuelvo otro, y si ese no me sale,

me agobio, y pienso en para qué quiero que me salga el problema y estudiar
tanto, pero cuando ya me estd saliendo me empieza a gustar y me olvido de

esos pensamientos, 7e animo.
Conclusiones

A la pregunta planteada por esta investigacién, ;cudles son las relaciones
que se pueden establecer entre las emociones del profesor de matemadticas
y su MTSK?, respondemos de manera general que el MTsk desencadena las
emociones de Diego. Particularmente encontramos evidencia de que el
conocimiento de los temas matemdticos y el conocimiento de la ensefian-
za de las matemadticas desencadenan en Diego dos tipos de emociones: la
congoja y la satisfaccién. Si Diego no posee conocimiento matemdtico,
experimenta una emocion negativa, la congoja; cuando adquiere conoci-
miento matemdtico la valencia de la emocién cambia, se vuelve positiva,
experimentando la satisfaccién. Este resultado es consistente con la lite-
ratura que sefiala que las fuentes de emociones negativas en profesores y
futuros profesores de nivel elemental es consecuencia de que estos no son
especialistas en matemadticas (Phillip, 2007). En particular nuestros resul-
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tados senalan los aspectos especificos del mTsk del profesor participante
que desencadena sus emociones.

Ademais, hemos encontrado relaciones entre los distintos conocimientos
de Diego, lo que también supone una concurrencia con estudios anteriores
(Aguilar, 2016). En lo que a esta investigacion se refiere, nos preguntamos
entonces si las relaciones entre los subdominios de conocimiento también
se establecen en forma de las emociones que desencadenan. Este hecho pue-
de dar lugar a futuras lineas de investigacién en las que se analicen, desde la
complejidad del conocimiento especializado del profesor de matematicas,
las formas determinadas en las que las creencias permean el conocimiento.
Asimismo, reconocemos la importancia de la autopercepcién de la compe-
tencia docente, quien en su propia observacién de aula emite juicios sobre
su conocimiento que adquieren incluso mds relevancia que los andlisis de
conocimiento externos, a la hora de relacionarse con las emociones.

Finalmente, queremos reflexionar sobre la necesidad de abordar en
futuras investigaciones la naturaleza especializada o no del conocimiento
emocional, lo que daria consistencia a estos primeros avances de investi-
gacién. El foco del modelo MTsk se encuentra en aquellos conocimientos
docentes que se consideran especializados e inherentes al conocimiento
matemadtico y diddctico del contenido matemadtico, lo que implica la nece-
sidad de encontrar conexiones entre el contenido matemdtico y las emo-
ciones, como hemos adelantado en este informe. Las evidencias de este
tipo, complementarian el dominio de las creencias en el modelo, con parte
del dominio afectivo del profesor, donde se encuentran las emociones.

Consideramos que futuras investigaciones, pueden abordar la natu-
raleza (especializada o no) del conocimiento emocional del profesor de
matemdticas, desde el MTsK esto significarfa completar el dominio de las
creencias como parte del dominio afectivo.
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Resumen

El presente escrito presenta avances de una investigacién que tiene como
objetivo elaborar una propuesta de acompanamiento docente para regular
las emociones de profesores de matemadticas. El acompafamiento docen-
te toma como fundamento conceptual lo que se ha denominado “conoci-
miento emocional’, entendido como el conocimiento que el docente tiene
de las emociones que experimenta en la clase y lo que las desencadena.
Metodolégicamente se rige por un modelo de coaching educativo.

Palabras clave: Conocimiento emocional, acompafiamiento, docentes,
matematicas.

Las emociones del profesorado de matematicas

En la Matemdtica Educativa, disciplina que estudia el fenémeno de la en-
seflanza y aprendizaje de las matemdticas, existe una linea de investigacién
llamada Dominio Afectivo, que estudia las emociones, creencias, actitudes,
valores y motivacién de profesores y estudiantes de matemadticas. Los re-
sultados de investigaciones hechas desde esta linea han mostrado que éste
tiene una alta influencia en el aprendizaje escolar, de ahi su importancia
de estudio (Lewis, 2013; Di Martino & Sabena, 2011; Bekdemir, 2010;
Gémez Chacén, 2000).
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Dentro del Dominio Afectivo, las emociones son las que tienen menor
tradicién de investigacién, por mucho tiempo estuvieron subordinadas
a los estudios sobre actitudes o creencias. Sin embargo, con el paso del
tiempo, el interés en su estudio individual ha incrementado, esto debido
a la importancia de la naturaleza emocional de los contextos educativos
(Schutz y Pekrun, 2007). Los contextos en los que han sido estudiadas son
diversos, y sus sujetos de estudios han sido profesores y estudiantes.

Las emociones del profesorado se clasifican en dos grupos, emociones
negativas y emociones positivas. Las emociones negativas implican expe-
riencias desagradables durante el momento de la ensefianza, por ejemplo,
el estrés, la desmotivacién y el sindrome de Burnout (Schutz & Zembylas,
2009; Rodriguez, Guevara & Viramontes, 2017). Cuando este grupo de
emociones se presenta en grados intensos pueden conducir al abandono de
la profesién (Hannula, Liljedahl, Kaasila, & Résken, 2007). Las emocio-
nes positivas, por el contrario, implican experiencias de placer al momento
de conducir una clase, entre ellas se encuentran el entusiasmo, la alegria, el
orgullo, la satisfaccién y el interés (Di Martino & Sabena, 2011;_Anttila,
Pyhilto, Soini, & Pietarinen, 2016).

De acuerdo con los resultados de investigacién, existen dos razones
por las que las emociones negativas se desencadenan en los profesores de
matemdticas. La primera de ellas son las emociones que los profesores
experimentaron cuando fueron estudiantes, por ejemplo, quienes de estu-
diantes experimentaron emociones negativas con las matemdticas es muy
probable que las sigan experimentando al desempenarse como profesores
(Coppola, Di Martino, Pacelli & Sabena, 2012; Di Martino & Sabena,
2011). La segunda razén es la falta del conocimiento matemdtico, por
ejemplo, en primaria la mayoria de los profesores no son especialistas en
matemdticas y muchas veces desconocen los contenidos que deben de
ensenar (Philipp, 2007).

En Meéxico, la investigacién de Garcia-Gonzdlez y Martinez-Sierra
(2016), reporta 14 tipos de emociones experimentadas por profesores de
matemdticas, asi como las situaciones desencadenantes (véase Tabla 1).
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Tabla 1. Emociones de profesores mexicanos

Emociones Situaciones desencadenantes
) Percepcién de que los estudiantes no aprenden
Quejoso por Poco interés de los estudiantes
Feliz por Percepcidn de que los estudiantes aprenden

Los estudiantes no aprenden

Resentido por ~ Desercién escolar por falta de recursos

Reprobacién
Reproche El estudiante culpa al profesor por no aprender
Congoja El estudiante no se esfuerza por aprender
Jubilo El estudiante disfruta la clase
Uso de recursos novedosos en la clase
Agrado cursos no
Tecnologfa, dindmicas nuevas
Ira Falta de interés de los estudiantes por aprender en la clase
Contribuir a la formacién de los estudiantes
Orgullo —_—
Reconocimiento a su labor docente por parte de otros
Gratitud Los alumnos se ayudan entre ellos
Decepcién Los estudiantes no aprenden al mismo ritmo

Remordimiento  El mismo maestro no entiende lo que va a ensefiar
Gratificacién Los alumnos estdn interesados por aprender

Los estudiantes entienden la explicacién de la clase pero no

Autoreproche
son capaces de hacer la tarea por no entenderla

Fuente: Garcia-Gonzdlez y Martinez-Sierra (2016).

Los resultados expuestos en la tabla anterior muestran que la mayoria de
las emociones de los profesores estin en funcién de lo que sus estudiantes
pueden lograr en la clase de matemdticas. Consideramos que este resulta-
do tiene su explicacién en la dindmica de la ensefanza-aprendizaje de las
matemdticas, pues el alumno es una de las figuras con la que el profesor
interactia, y a diferencia de otras, el saber, el curriculo, entre otras, entre el
alumno y el profesor se establece una relacién interpersonal.
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La revisién de antecedentes nos ha permitido identificar que, en el
campo de la matemdtica educativa, hasta el momento, la mayoria de la
investigacién solamente ha evidenciado las emociones de los profesores y
las causas que las desencadenan, pocas han hecho alguna propuesta con el
fin de gestionarlas. Por ejemplo, Hannula, Liljedahl, Kaasila, & Résken
(2007) mencionan cuatro métodos para reducir la ansiedad matemadtica de
profesores de primaria en servicio y en formacién, mediante el manejo de
las experiencias de sus afnos previos en la escuela primaria o secundaria, y
de sus afios durante su formacién como profesores. Dichos métodos son, la
rehabilitacién narrativa; la biblioterapia; la escritura reflexiva; y el dibujo.

Por nuestra parte, en el marco de un trabajo de tesis de maestria, nos
hemos planteado realizar una investigacién en dénde no solo se conozcan
las emociones que experimentan los profesores de matemadticas, sino una
vez conocidas, poder hacer algo para regularlas. Por ello nos planteamos la
siguiente pregunta de investigacion, ;de qué manera regular las emociones
negativas del profesor de matemadticas?

Desde el contexto educativo en general, autores como Zembylas (2007)
y Bisquerra (2005), abogan por el conocimiento emocional del profeso-
rado para regular sus emociones, de ahi que consideramos que el conoci-
miento emocional puede ser el eje rector de la regulacién de emociones,
por tanto como objetivo de investigacién nos planteamos elaborar una
propuesta de acomparnamiento docente a partir del conocimiento emocional
del profesorado de matemdticas, la finalidad del acompafnamiento es brin-
dar apoyo a los docentes para que gestionen las emociones negativas que
afectan su prictica docente y potencien las emociones positivas.

En este escrito, se presentan los avances del trabajo de investigacion
pretendido, estos se refieren al esbozo de una propuesta de acompafiamien-
to docente.

Referentes conceptuales y metodolégicos
Para alcanzar el objetivo de investigacién planteado, como referentes con-
ceptuales adoptamos el conocimiento emocional y la regulacién emocio-

nal, como referente metodoldgico el coaching educativo. Enseguida defi-
nimos cada uno de ellos.
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Fl conocimiento emocional

Encontramos antecedentes del conocimiento emocional en el contexto
educativo desde dos autores, Bisquerra (2005) y Zembylas (2007). El pri-
mero de estos autores habla de conciencia emocional para referirse al “cono-
cimiento de las emociones y emociones de los demds” (Bisquerra, 2005, p.
98), en esta misma linea Zembylas (2007) define el conocimiento emocional
como “el conocimiento del maestro sobre sus experiencias emocionales
con respecto a uno mismo, a los demds (por ejemplo, estudiantes, colegas),
y al contexto social y politico mds amplio en el que tiene lugar la ensenanza
y el aprendizaje” (p. 356). Dentro del campo especifico de la Matemitica
Educativa, Garcia-Gonzdlez y Pascual-Martin (2017), utilizan el término
conocimiento emocional, para hablar del conocimiento que el profesorado
tiene de sus emociones y la de sus estudiantes durante la ensefanza de las
matematicas.

De estas tres referencias, se deduce que el conocimiento emocional tiene
que ver con el conocimiento propio de las emociones por parte del profe-
sor, de ser conscientes de que las emociones son experimentadas y de reco-
nocer las situaciones que las desencadenan. Particularmente, en este escrito
entendemos el conocimiento emocional en el sentido de Garcia-Gonzdlez
y Pascual-Martin (2017), cuando hablamos del conocimiento emocional
del profesor de matemadticas, nos referimos al conocimiento que ¢l tiene de
sus emociones y de las situaciones que las desencadenan.

Regulacién emocional

La gestidon de las emociones es un término que va de la mano con lo que
hemos llamado aqui conocimiento emocional. Entendemos este construc-
to desde la postura de Bisquerra (2005), quien la define como la capacidad
para manejar las emociones de forma apropiada. Esta capacidad, supone
tomar conciencia de la relacién entre emocién, cognicién y comporta-
miento; tener buenas estrategias de afrontamiento; capacidad para autoge-
nerarse emociones positivas. De acuerdo con este autor:

Conviene no confundir la regulacién (y otros términos afines: control,
manejo de las emociones) con la represién. La tolerancia a la frustracién, el
manejo de la ira, la capacidad para retrasar gratificaciones, las habilidades
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de afrontamiento en situaciones de riesgo... son componentes importantes
de la habilidad de autorregulacién. Algunas técnicas concretas son: didlogo
interno, control del estrés (relajacién, meditacién, respiracién), autoafir-
maciones positivas; asertividad; reestructuraciéon cognitiva, imaginacion
emotiva, atribucién causal, etcétera (Bisquerra, 2005, p. 98).

Con base en lo anterior, cuando hablamos de regulacién de las emocio-
nes hacemos referencia especificamente a la superacién de las emociones
negativas con la finalidad de lograr un estado de bienestar en el docente de
matematicas.

Coaching educativo

El término coaching tiene una procedencia directa desde el dmbito depor-
tivo, pero es en el entorno empresarial y personal donde adquiere el estatus
de un proceso dialégico en el cual se generan condiciones éptimas para que
una persona o grupo alcance los objetivos trazados.

Todos en algiin momento hemos escuchado el término coaching, asi
como también tenemos una concepcidén de lo que significa, debido a esta
razén en cada sector en el que esta palabra es usada, se le da su propio sig-
nificado, pero al final las opiniones suelen coincidir en que el propésito del
coaching es lograr el desarrollo y crecimiento de las personas en cualquier
aspecto de su vida a través de un acompanamiento personalizado brindado
por alguien con pericia del tema en cuestién.

En el contexto educativo, Coral Lépez y Carmen Valls, son fundado-
ras de la Escuela de Coaching Educativo, compania desde la que se estd
introduciendo y desarrollando esta modalidad de coaching en numerosos
centros educativos espafioles, por tal razén hemos adoptado su postura
respecto al coaching educativo. Ellas definen coaching educativo como una
relacién uno a uno, donde existen dos roles diferentes: el coach (acompa-
fante) y el coachee (acompanado) en el que la confianza y la confidenciali-
dad generan el ambiente de trabajo necesario para poder iniciar un proceso
de crecimiento y aprendizaje (Lépez & Valls, 2013). Se trata, por lo tanto,
de un proceso no conversacional orientado al aprendizaje.

Al escuchar el término aprendizaje no debemos entender que el coachee
es un receptor de conocimiento o que el coach el maestro que ensena, sino
mids bien el coach ayuda a que su alumno descubra su propio camino, a
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pensar y a hacerlo responsable de su realidad, en otras palabras, el coach es
un facilitador del aprendizaje.

En nuestro caso entendemos los roles del acompanante como la perso-
na que sugestionard, motivard y proporcionard estrategias para la regula-
cién de las emociones negativas que un docente de matemdticas pueda pre-
sentar durante la conduccién de sus clases, con base en la promocién del
autoandlisis y apoyando e incentivando al acompanado a mejorar sus dreas
de oportunidad emocional en el contexto de su desempefio docente. En
tanto que, el acompanado serd la persona que en todo momento realizard
el andlisis de su actuar dentro del aula y no solo eso, también su relacién
con los alumnos para que vaya descubriendo sus debilidades y fortalezas.
Asi, en forma conjunta con el acompanante, disefiar estrategias que le per-
mitan mejorar esas debilidades, entendidas como dreas de oportunidad.

De acuerdo con Lépez & Valls (2013), el coaching se basa en cuatro
pilares fundamentales, los cuales se describen en la tabla siguiente.

Tabla 2. Los pilares del coaching.

Pilares del coaching Significado
Elevar el nivel Significa contactar con aspectos de la realidad de uno mis-
de conciencia mo o del entorno, de los que estdbamos desconectados.
» El coach no da respuestas ni soluciones si no que ayuda a
Responsabilidad . .
que el que aprende desarrolle sus propias opciones, lo que
lo hace que se responsabilice y se comprometa con ellas
El coach ayuda a observar y a pensar desde perspectivas
. nuevas, por lo que surgen nuevos pensamientos, nuevos
Creatividad c ,
descubrimientos, que llevardn al que aprende a desarrollar
nuevas formas de actuar, sentir, y pensar.
El coaching estd enfocado directamente a lograr un
Transformacién cambio, podriamos decir que sin transformacién no hay

coaching.

Fuente: Lépez & Valls, 2013.
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Con base en lo descrito en la Tabla 2, nuestra propuesta de acompana-
miento docente pretende cumplir con cada uno de los pilares del coaching.
Respecto al primer pilar consideramos que el acompanado deberd ser cons-
ciente de la realidad en la que se encuentra, esto se traduce en identificar
las emociones negativas que obstaculizan de alguna manera su ensenanza,
ademds de ser consciente que esa situacién puede cambiar. Respecto al se-
gundo pilar, la regulacién emocional serd responsabilidad del acompanado,
no del acompanante, pues él solo es responsable de ofrecerle los recursos
adecuados para la regulacién de las emociones, lo que va de la mano con
la creatividad del acompanante, tercer pilar anunciado en la tabla anterior.
La transformacién que indica el cuarto pilar, lo entendemos como el
logro de la regulacién emocional en el caso de las emociones negativas.

Antecedentes de acompafiamiento docente en México

En México el coaching ha sido utilizado como proceso de intervencién do-
cente, y por cuestiones de lenguaje, se le da el nombre de acompanamiento.

El érgano institucional que rige la educacién mexicana, la Secretaria
de Educaciéon Puablica (sep) define al acompafamiento como se enuncia
enseguida:

[El acompafamiento es] sinénimo de asesoria y se plantea que su principal
finalidad consiste en informar, sensibilizar, promover el diagndstico de la préc-
tica y hacer un seguimiento del trabajo que se realiza, propiciando la compren-
sion de sus planteamientos por parte del personal docente, técnico y directivo
al que se atiende (sep, 20006, p. 43).

De acuerdo con esta definicién entendemos el acompafiamiento como un
tipo de asistencia unidireccional para quien requiere el apoyo. En el pre-
sente trabajo entendemos el acompafamiento como un proceso bidirec-
cional en el que se trabaja al lado del acompanado, creando condiciones
favorables para que se alcancen las metas trazadas de manera conjunta, en
lugar de que alguien mds determine esas condiciones favorables sin tomar
el punto de vista del directamente afectado.

El acompanamiento docente en México se ha puesto en prictica con
el profesorado de nivel preescolar, siendo éstos los acompafados, mien-
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tras que los acompanantes han sido los asesores técnicos pedagégicos de
preescolar (Villareal, 2016). Cabe resaltar que este acompanamiento estd
centrado en las necesidades de los docentes, en los elementos tedricos del
programa educativo y en el desarrollo de la intervencién docente. En este
tipo de acompafiamiento, el conocimiento de la asignatura a ensefar suele
no tener relevancia. En cambio, en la presente investigacién el conoci-
miento matemdtico con el que cuenta el docente jugard un papel relevante.

Villareal (2016) reporta el proceso de acompanamiento docente del
profesorado de preescolar, y senala que de acuerdo con los docentes que
experimentaron el acompanamiento, éste mejora la labor educativa, el
aprendizaje de los ninos y la valoracién de la funcién que desempenan.
Pero también mencionan que el acompafiamiento tiene sus puntos débiles
entre ellos, la poca asesoria para fortalecer la relacién con los padres de fa-
milia, la poca informacién en cuanto a lo que es el acompanamiento y que
las asesorfas las realizan en forma grupal y con poca frecuencia. Al parecer
los docentes no se sienten lo suficientemente asesorados y acompanados,
y no sienten ser mejores educadores como resultado del acompanamiento,
esto lo atribuyen a que la mayoria de los asesores pedagdgicos no realizaron
un acompafiamiento constante, continuo o permanente.

Como podemos observar en el pdrrafo anterior, en el contexto mexica-
no, el acompanamiento docente se ha realizado de manera superficial, pues
su fin no ha sido el cambio en la prictica docente del acompanado, de ahi
que nuestro proyecto de investigacién proponga incidir en la prictica del
profesorado de matemdticas a través del acompanamiento senalado.

Con base en la definicién de Lépez & Valls (2013), y tomando en
cuenta los conceptos de conocimiento emocional y regulacién emocional,
entenderemos en este trabajo el acompanamiento docente como un proceso
centrado en el conocimiento emocional de un profesor de matemadticas
(acompanado) que tiene como fin la regulacién de sus emociones negativas
con la ayuda de un experto (acompanante).
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Una propuesta de acompafiamiento centrada
en el conocimiento emocional

Metodolégicamente, el acompanamiento docente se centra en el proceso de
coaching educativo de Lépez & Valls (2013) que se muestra en la Figura 1.

Figura 1. Fases del proceso de coaching educativo, Lépez & Valls, 2013.

Basados en el proceso de coaching educativo esbozamos la siguiente pro-
puesta de acompanamiento docente (véase Tabla 3).
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Tabla 3. Propuesta de acompanamiento docente.

Fases
1: Definicién
del contrato

2: Construccién
de la relacién

3: Experiencia
concreta

4: Observacién
y trabajo
con el reto

5: Generacién
de nuevo
pensamiento

6: Integracién
de nuevos
conocimientos

7: Cierre

Propuesta de acompafiamiento docente

Descripciéon

Consiste en el estableci-
miento de limites, roles y
reglas del espacio del acom-
panamiento.

Establecer la relacién del

acompanante y el acompa-
fiado mediante la empatia,
confidencialidad y escucha.

Desarrollar en el acom-
pafiado su conocimiento
emocional

Identificar las emociones
negativas que obstaculizan la
préctica docente y trabajar
en su superacion.

Modificar las situaciones
que desencadenan las emo-
ciones negativas mediante
las estrategias disefiadas.

Reflexién del acompanante
y acompanado sobre la supe-
racién o no, de las emocio-
nes negativas por medios de
las estrategias planteadas.

Fin del espacio de interac-
cién con el acompanante.
Revisién de los aprendizajes
del acompanamiento.

Fuente: Elaboracién propia.
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Actividades

Seleccionar el acompanante
mediante un perfil emocional.
Seleccionar al acompafado.
Definir el periodo del acompa-
fiamiento.

Definir el espacio fisico del
acompanamiento.

Didlogos entre acompafante y
acompanado.

Observacién y acompanamien-
to en las clases de matemadticas.
Entrevistas para profundizar en
el conocimiento emocional

Diseno de estrategias para
la regulacién de emociones
negativas.

Implementacién de las estrate-
gias para regular las emociones
negativas.

Entrevistas con el acompafiante
sobre las vivencias de la fase 6

Retroalimentacion del proceso
vivido por ambas partes.
Observaciones de clase y
entrevistas, después de un mes
de haber terminado la inte-
raccién entre acompanante y
acompanado.
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Hasta el momento se ha realizado la fase 1, misma que exponemos
enseguida.

1: Definicién del contrato

En la Fase de “Definicién del contrato”, se desarrollaron las siguientes
actividades.

a) Seleccionar el acompanante mediante un perfil emocional.

b) Seleccionar al acompanado.

¢) Definir el periodo del acompanamiento.

d) Definir el espacio fisico del acompafamiento.

a) Seleccién del acompanante

El acompafante es el primer autor de este escrito, en el marco de su tesis de
maestria. Hemos senalado que la caracteristica principal del acompanante
es su pericia del tema que propicia el acompanamiento, en nuestro caso la
regulacién de emociones negativas. Han sido dos las razones por las que se
consideré que este autor desempenara el rol de acompanante, en primer
lugar, porque posee conocimientos de la matemdtica escolar desde nivel
bésico hasta preuniversitario, pues cursé la licenciatura en matemadticas
con especialidad en computacién, ademds de tener experiencia como do-
cente frente a grupo en el nivel bdsico (secundaria) y nivel medio superior
(bachillerato general). La segunda razén obedece a su dominio sobre el
tema de conocimiento emocional, gestién emocional y coaching educati-
vo, producto del trabajo de su tesis de maestria, ademds de que para ello
cuenta con el apoyo de su asesora de tesis, quien trabaja la linea del domi-
nio afectivo en Matemdtica Educativa.

b) Seleccién del acompanado

Para seleccionar al acompanado, usamos como criterio un perfil emocio-
nal. Basados en Davidson & Begley (2012), definimos el perfil emocional
del profesor de matemdticas como la informacién sobre las emociones que
experimenta durante la clase, con la intencién de comprender su compor-
tamiento y las decisiones que toma.
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Para elaborar el perfil emocional se realizé una entrevista semiestructu-
rada que consistia en una serie de preguntas que tenian la intencién de que
el entrevistado proporcionara informacién sobre su conocimiento emo-
cional. Las preguntas utilizadas han sido validadas por Garcia-Gonzélez y
Martinez-Sierra (2016) y se muestran en la tabla siguiente.

Tabla 4. Protocolo de entrevistas.

Preguntas para conocer las emociones de profesores de matemadticas

:Qué emociones o sentimientos experimentas en la clase de matemdticas?

Cudles son las principales experiencias positivas que has tenido como maestra de
matemdticas?

¢Cudles son las principales experiencias positivas que has tenido como maestra de
matemdticas?

:En qué circunstancias y situaciones has experimentado felicidad o alegria como
profesora de matemdticas?

sEn qué circunstancias o situaciones has experimentado tristeza o pesar como maes-

tra de matemdticas?

Fuente: Garcia-Gonzdlez y Martinez-Sierra, 2016.

Para realizar el perfil emocional, el primer autor de este escrito hizo la
invitacién a algunos de sus colegas, de ellos, acudié al llamado solamente
una profesora, a quien se le conté el objetivo de la investigacién, ademds de
dejarle claro que los datos serfan difundidos, ella acepté ser entrevistada y
estuvo de acuerdo en que sus datos fueran usados con fines investigativos.
La entrevista se realizd en octubre de 2017 en una interaccién cara a cara
con el acompanante y fue videograbada para su posterior anilisis.

El anilisis de la entrevista se basé en la identificacién de emociones y
situaciones desencadenantes, recurriendo para ello a la Teorfa de la Estruc-
tura Cognitiva de las Emociones (llamada teorfa occ) (Ortony, Clore &
Collins, 1996), tal y como lo hacen Garcia-Gonzélez y Martinez-Sierra
(2016) en su investigacién.
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Perfil emocional de Karla

Karla (seudénimo que le hemos asignado) es una profesora de 30 afios de
edad, es licenciada en matemdticas y computacién. Se ha desempenado
como docente en bachillerato durante 4 anos. Su perfil emocional (ver
Figura 2) se encuentra formado por emociones positivas y negativas.

Figura 2. Perfil emocional de Karla

A continuacién, centrados en las definiciones de la occ y ejemplificadas
con extractos de la entrevista, describimos cada una de las emociones que
componen el perfil emocional de Karla. En la evidencia resaltamos en cur-
sivas las palabras emocionales y en negritas las situaciones desencadenantes.

Jiibilo

Esta emocién se define por la sEr como “contento por un acontecimiento
deseable”. En el caso de la profesora, estar frente a grupo y ensenar son
acontecimientos deseables que cuando los realiza desencadenan en ella sen-
tirse contenta.

Karla: Me siento feliz al poder compartir los conocimientos que tengo con
los alumnos, por qué sé que se llevan algo de mi, me siento bien, me siento
satisfecha.

Karla: Me gusta mucho estar frente a grupo, me gusta mucho ensefar lo que
sé, compartirlo, me siento feliz, satisfecha al hacerlo.
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Orgullo

Esta emocién se encuentra relacionada con la relacién ante los agentes,
esto es, las personas que se vuelven desencadenantes de las emociones que
podemos experimentar. El orgullo, es una emocién particularmente des-
encadenada por nuestras propias acciones, y se define como “aprobacién
plausible de uno mismo”. Karla encuentra plausible el hecho de que pueda
ayudar a los estudiantes a resolver sus dudas dentro o fuera del salén de
clases, ella se considera un ejemplo para los estudiantes cuando lo hace, de
ahi que esta accién la haga sentirse orgullosa.

Karla: También es bonito como docente ver que tus alumnos se te acercan
para preguntarte dentro y fuera del salén de clases, cuando se acercan para
que los saques de una duda de tu materia o de otra materia, para ellos eres
un ejemplo, alguien en quien confian para llegar a ese grado de acercarse y pre-
guntarte de alguna materia que no entienden, eso para mi es agradable.

Autoreproche

Esta emocién se encuentra relacionada también con los agentes, y se define
como “desaprobacién de una accién censurable de uno mismo”, lo que
significa que las acciones de la misma persona son las que desencadenan la
emocién. En este caso, Karla se considera responsable de que sus estudian-
tes no entiendan lo que les explica, se asume culpable de la situacién y se
siente triste por ello.

Karla: Me siento triste cnando veo que no le entienden a lo que explico
durante la clase, siento un poquito de culpabilidad hacia a mi. Por mi culpa no
entienden, por no entender bien el tema, no lo explico bien y eso me hace
sentir triste.

Reproche

El reproche es un tipo de emocién cuya situacién desencadenante son las
personas que nos rodean, y se define como “desaprobacién de una accién
censurable de otro”. Karla experimenta reproche por sus alumnos que no
prestan atencién en clase, desaprueba su comportamiento y les recrimina
que no les interese que ella estd esforzandose por explicarles.
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Karla: Cuando veo que en la clase no ponen interés, no ponen atencién, me
siento molesta, me da coraje, porque yo estoy explicando, estoy dando lo mejor
que puedo y a ellos no les importa, tampoco les importan sus compafieros que
estdn poniendo atencién. Es una distraccién para los que ponen atencién
y para mi estar tratando de meterlos, de incluirlos en la clase, en verdad es

molesto.

Congoja

A este tipo de emocién la desencadena los eventos, y se define como “des-
contento por acontecimiento indeseado”, en el caso de Karla son dos even-
tos los que desencadenan su congoja, la evaluacién y que los estudiantes no
entiendan cuando ella explica en clase.

Karla: Al momento de evaluar me siento un poquito triste porque muchos de
los estudiantes no retinen la cantidad de puntos aprobatorios, me siento
triste porque no me gustarfa estar en su lugar, no me gustarfa mandarlos a extra
[examen], y es que como alumnos se siente feo saber que estds en la cuerda
floja, saber que vas a reprobar... y eso es lo que me gustaria evitar, para que no

se vayan a un examen extraordinario.

Karla: Cuando los estudiantes no me entienden, siento impotencia, incapa-
cidad, impotencia por no saber qué hacer, qué aplicar, alguna estrategia quizd
para que ellos puedan comprender lo que yo les estoy explicando y se las haga
un poquito mds ficil la clase.

Estos resultados del perfil emocional de Karla nos llevaron a reafirmar que
ella es idénea para el acompafamiento docente que pretendemos. Y es
que las emociones que Karla experimenta en su aula tienen consecuencia
directa en su préctica docente. Ella comenté que cuando los alumnos no
entienden los temas, emocién de auto-reproche, no le dan ganas de ir a
trabajar al otro dfa que experimenta esa emocién, o simplemente busca
alglin pretexto para no tener esa clase, incluso busca cualquier pretexto
para evitar el grupo. Cuando experimenta emociones positivas, el caso del
orgullo y el jubilo comenta que se siente motivada y se refleja en que pre-
para mejor su clase.
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¢) Definicién del periodo del acompafiamiento

El periodo del acompanamiento serd de un afo, de febrero-2018 a febre-
r0-2019. Consideramos este periodo suficiente para poder desarrollar las
actividades que hemos esbozado para el acompanamiento docente.

d) Definicién del espacio fisico del acompafiamiento

El espacio fisico del acompanamiento consta de dos sedes, la primera es
la escuela donde Karla imparte clases. Se trata de la preparatoria niimero
nueve de la Universidad Auténoma de Guerrero (UAGro). Esta se ubica en
la ciudad de Chilpancingo, Guerrero, y corresponde a un bachillerato de
tipo general, particularmente trabajaremos con dos de sus grupos de cuar-
to semestre en la materia de estadistica, los grupos estdn conformados por
25 alumnos. La eleccién de los grupos obedece a que queremos conocer si
la docente presenta las mismas emociones con diferentes alumnos en una
misma asignatura, mientras que la eleccién de la asignatura obedece a que
durante la entrevista Karla comenté que la materia de estadistica es la que
mis se le dificulta ensefiar.

La unidad de aprendizaje de estadistica se encuentra ubicada en el cuar-
to semestre dentro del plan de estudios 2010 de la Universidad Auténoma
de Guerrero, se encuentra divida en tres unidades de aprendizaje:

I.  Elazary su medida

II. Estudio de una variable

III. Estudio de dos variables

El curso es Gnico y se imparte en tres horas semanales, un total de 48 horas
en el semestre.

La segunda sede de acompafiamiento son las instalaciones de la Maes-
tria en Docencia de la Matemitica, de la Universidad Auténoma de Gue-
rrero, en ella se pretende hacer las entrevistas y encuentros con la acompa-
fiada cuando sea necesario.
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Conclusiones

La motivacién del estudio pretendido estd basada en la influencia de las
emociones en la prictica docente, debido a que se ha reportado que las
emociones negativas de los profesores de matemdticas como el estrés, la
congoja, o la ansiedad matemdtica, por no dominar los contenidos del
curriculum de matematicas, afectan sobremanera su labor docente. Cen-
trados en el conocimiento emocional del profesor de matemdticas, pre-
tendimos realizar un acompafamiento docente, mismo que concebimos
como un proceso centrado en el conocimiento emocional de un profesor
de matemdticas (acompafado) que tiene como fin la regulacién de sus
emociones negativas con la ayuda de un experto (acompanante).

El acompafamiento docente que proponemos estd formado de seis eta-
pas, que van desde la planeacién del acompafiamiento, lo que implica la
seleccién de los participantes y las actividades a realizar, hasta el logro de la
regulacién emocional pretendida.

Hasta el momento hemos avanzado con la primera fase, tenemos ya se-
leccionada a la acompanada, se trata de Karla, una profesora de bachillera-
to. Ella experimenta emociones negativas como el reproche, el autorrepro-
che y la congoja durante la ensefianza de las matemdticas, estas emociones
influyen en su motivacién para asistir a clases, pues cuando las experimenta
no tiene ganas de asistir a ellas. Creemos que el caso de Karla puede ser va-
lioso para trabajar la regulacién emocional en el acompanamiento docente.

Con el acompanamiento docente pretendemos contribuir a la investi-
gacién del Dominio Afectivo, con una propuesta concreta de regulacién
emocional, que es necesaria pero aun inexistente en este campo.
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Resumen

En el presente trabajo se considera la resolucién de problemas en el marco
de un curso universitario bajo una dindmica de 4 fases. En la cuarta fase
se pide a los alumnos un anilisis reflexivo sobre el proceso de solucién,
de esta manera se fomentan las habilidades metacognitivas. Se reporta el
efecto de dicha dindmica sobre el desarrollo de habilidades metacognitivas
de los alumnos evaluado de manera cualitativa. El trabajo reflexivo de los
alumnos tuvo un efecto positivo en el rendimiento en la prueba Tort; se
logr6 un incremento de pensadores formales al pasar de un 35.13% a un
75.67% al final del curso. Se trabajaron problemas relacionados con dlge-
bra superior: induccién matemadtica, sistemas de ecuaciones lineales, rai-
ces de polinomios. Se insisti6 en la flexibilidad de pensamiento, debemos
considerar otras opciones no s6lo la primera que nos viene a la mente, al
escuchar la solucién de otro compafero. Al presentar la solucién experta
se resalté que puede haber mds de una forma de resolver un problema, si
por alguna razén no avanzamos debemos hacer alto y preguntar ;qué es
lo esencial del problema? ;Puedo idear otro plan? Se comentaron algunas
heuristicas propuestas por Polya para guiar a los alumnos.

Palabras clave: Resolucién de problemas, estrategias metacognitivas,
razonamiento légico.

143



Aportes a la educacion matematica basados en la investigacion

Introduccién

La ensenanza-aprendizaje de las matemadticas plantea retos dificiles, no hay
recetas fdciles para lograr aprendizaje en los alumnos. En particular, ense-
fiar a resolver problemas es una labor complicada, hay muchos factores a
considerar e inercias que combatir. La resolucién de problemas de manera
exitosa implica el uso eficiente de varias habilidades, en nuestro caso trata-
remos las metacognitivas, que pueden permanecer implicitas y por ello es
necesario ponerlas dentro de la fase de revisién segin el modelo de Polya
para resolver problemas. El uso de las estrategias metacognitivas diferencia
los estudiantes con alto y bajo desempeno en la resolucién de problemas.
Ozsoy y Aysegiil (2009) comentan que, mientras los estudiantes con alto
desempeno usan las estrategias metacognitivas, los estudiantes con bajo
desempeno casi no las usan. Varios autores sostienen que una manera de
mejorar el desempeno de los estudiantes es disenar actividades que pro-
muevan el desarrollo de estrategias metacognitivas, de preferencia, en re-
lacién a un curso curricular para que los alumnos puedan usarlas en clase.

Yimer y Ellerton (2006) comentan que centrar la atencién en la cogni-
cién sin un correspondiente énfasis en el pensamiento metacognitivo rinde
como un esfuerzo incompleto. Un rico almacén de conocimientos es un
requisito necesario, pero no suficiente, para el éxito al resolver problemas
matemdticos. Aunque los estudiantes pueden tener los conocimientos para
interpretar el enunciado de un problema, los mecanismos de control inefi-
cientes impiden salir de la confusién inicial y obstaculizan el avance hacia
la solucién porque no se consideran diferentes estrategias y no se detectan
errores oportunamente.

Por otro lado, también consideramos el razonamiento formal segtin los
planteamientos de Piaget. Los alumnos con razonamiento formal tienen
una mayor comprension y habilidades de generalizacién.Formal reasoners
have greater comprehension and generalizing skills. Deafio en la introduc-
cién al libro Ldgica y psicologia de Piaget (1977), comenta que:

En la conducta del sujeto se pueden observar regularidades, es decir,
que el sujeto, aunque él mismo no se percate de ello actiia de acuerdo con
unas reglas. Ello supone, a su vez, que la inteligencia del sujeto no es un
puro haz de conductas en respuesta a unos estimulos, sino que posee una
estructura desde la cual aquél se enfrenta con los problemas.
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Un predictor del éxito académico es el pensamiento formal de alumnos
universitarios de primer afio. McKinnon y Renner (1971) comentan que
al menos 75% de los estudiantes universitarios de primer afo (Usa) son
parcial o totalmente pensadores operacionales concretos. Encuentran que
50% de los estudiantes son concretos, 25% posconcretos (en transicién)
y 25% formales. Un buen porcentaje de los alumnos que ingresan a la
universidad no alcanzan el nivel de pensamiento formal, por ello es nece-
sario fomentar habilidades de pensamiento, la simple memorizacién no
basta. La ensefianza universitaria no se caracteriza por preocuparse de los
procesos mentales de los alumnos, sino de dar cdtedra; dando énfasis en
la transmision de conocimientos, es decir, exponer los resultados en forma
acabada tal y como se presentan en los libros de texto. Pero esto no pro-
duce mejora en las habilidades de pensamiento, es necesario tomar como
eje la solucién de problemas y la reflexién sobre el proceso ;Qué se hizo
bien? ;Qué se hizo mal? y ;cémo mejoramos? La ensefianza debe mejorar
para que los alumnos desarrollen habilidades de acuerdo a las exigencias
del siglo xxi.

Planteamiento del problema:

¢Cémo puede un docente de matemdticas ayudar al desarrollo de las
habilidades metacognitivas de sus alumnos durante un curso? ;Cémo
impactar positivamente en el desarrollo del pensamiento formal, necesario
en la universidad?

El principal objetivo de este trabajo fue el diseno, la implementacién y
la evaluacién de una secuencia de problemas, que realizaron los estudiantes
en el aula y en casa, durante un curso universitario de18 semanas, con la
intencién de mejorar el pensamiento formal a través del desarrollo de ha-
bilidades metacognitivas al resolver problemas.

En el curso se ilustraron algunas de las heuristicas sugeridas por Pol-
ya (2016) para la resolucién de problemas, pero no de forma mecdnica,
pues se propone el problema y los alumnos intentan resolver primero de
manera individual y luego por parejas, sin ninguna indicacién adicional,
Unicamente en caso necesario se aclara el enunciado. De tal suerte que
los alumnos activan sus conocimientos previos y sus estrategias. Posterior-
mente, se mostré solucién experta, en la que se insistié usar estrategias
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metacognitivas como parte importante del proceso, fungiendo el autor
como modelo al “pensar en voz alta” cuando resolvia un problema. El tra-
bajo se realizé en cuatro fases 0 momentos:
I.  Trabajo individual para resolver un problema que se propone en
clase, uno por semana.
II. Trabajo en parejas, cada uno comenta su estrategia para resolver el
problema y tratan de ponerse de acuerdo.
III. Solucién del docente o solucién experta, se presenta en una clase
posterior.
IV. Elaboracién de un reporte de los pasos anteriores, con reflexién
final libre, el cual fue enviado por correo electrénico en fin de
semana.

Fases propuestas por Slisko (2016), pero que fueron modificadas para este
estudio; las tres primeras se realizaron en clase, con el objeto de que los
alumnos pudieran comparar su solucién con la solucién experta, en la que
el docente ilustraba la forma en que usa sus estrategias de monitoreo y con-
trol metacognitivo: ;Qué es lo esencial del problema? ;Estoy avanzando?
:Cudl es el obstdculo? ;Qué tal si cambio de enfoque? ;Puedo elaborar otro
plan? Por lo tanto, podemos formular el siguiente:

El objetivo especifico fue implementar el curso bajo una dindmica de 4
fases, donde se pretende resaltar algunas estrategias de solucién de proble-
mas y estrategias metacognitivas en relacién a la solucién de un problema
semanal.

El curso se impartié a estudiantes de las cinco carreras de licenciatura
en la FCEM, se propone s6lo un problema para evitar en lo posible el re-
chazo y que los alumnos acepten el reto; a su vez esto permite controlar el
grado de dificultad y ademds buscar que la secuencia de problemas tienda
puentes con los temas propios del curso.

En la fase 1 y 2 los alumnos resuelven el problema en clase, para que
haya intercambio de ideas. Whimbey y Lochhead (2013) proponen que
la resolucién de problemas sea en parejas, uno explica su solucién, el otro
escucha y le formula preguntas, y se invierten los roles, método conocido
como TAPPs (Thinking Aloud Pair Problem Solving). La reflexién y la con-
ciencia metacognitiva constituyen dos aspectos importantes para la solu-
cién efectiva de problemas. Cuando el estudiante estd tratando de resolver
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el problema en si, le resulta dificil manejar, al mismo tiempo, la capacidad
metacognitiva. Cuando se trabaja en pareja, la conciencia cognitiva se di-
vide y pasa a desempenar dos papeles diferentes. El didlogo tiende a mejo-
rar las habilidades metacognitivas, contrastar soluciones detona el proceso
de critica y autocritica: ;La idea de mi companero es buena? ;La puedo
usar? ;Quién tiene razén? Después de intercambiar ideas proponemos la
siguiente solucién...

Por otro lado, Adey (1999) encuentra que Gnicamente 30% de alum-
nos de 16 anos alcanzan la etapa de razonamiento formal, actualmente se
reconoce que este tipo de razonamiento no se alcanza segtin los plantea-
mientos originales de Piaget. Indican cinco pilares para su proyecto (CASE).
El primero es la suposicién de que la capacidad de procesamiento de la
mente crece paulatinamente en respuesta a las demandas que se le hagan
al enfrentarse a algin problema (conflicto cognitivo); otro punto impor-
tante es el tender puentes (bridging), donde los patrones de razonamiento
desarrollados deben conectarse a otros contextos, ademds de resaltar la re-
lacién entre los conceptos. Un pilar importante es la metacognicién, pues
consideran que la reflexién sobre el proceso de resolver un problema es
esencial; sin embargo, el docente de matemdticas no apoya el desarrollo de
las habilidades metacognitivas de sus alumnos, principalmente porque no
conoce su naturaleza, y aunque sea bueno resolviendo problemas y aplique
habilidades metacognitivas este conocimiento es implicito y dificilmente
lo puede transmitir a sus discipulos. Lo anterior muestra la importancia de
la metacognicidn, pero es necesario dar una propuesta concreta que pueda
llevarse al salon de clases.

Coca Méndez y Slisko (2013) trabajaron con 29 futuros profesores,
aplicaron TOLT como pre prueba, encontraron que no tenfan desarrollado
su pensamiento formal. Posteriormente aplicaron la metodologia “Entor-
no de aprendizaje investigativo de ciencias” ILSE (por sus siglas en inglés),
en el que trabajaron once experimentos de fisica. Al aplicar ToLT como
posprueba encontraron que hubo un efecto positivo en el razonamiento
légico. De tal suerte que cambiar la dindmica tradicional de ensefianza
tuvo un efecto positivo. Con estos antecedentes se plantea la siguiente:
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Hipaotesis

La aplicacién de los pasos de Polya de manera reflexiva, mediante el trabajo
en 4 fases, influye positivamente en el desarrollo de estrategias metacog-
nitivas de los estudiantes y se refleja en la mejora del razonamiento 16gico
evaluado con Torr.

El avance de los alumnos en la aplicacién de estrategias metacognitivas
al resolver problemas se evalué de manera cualitativa durante el curso,
mediante quince reportes semanales (fase cuatro). Utilizando los cuatro
niveles de metacognicién propuestos por Perkins y Swartz (1990):

* Ticito

* Consciente

* Estratégico

* Reflexivo

Los estudiantes que pertenecen al nivel ticito no tienen consciencia de su
conocimiento metacognitivo. Los que pertenecen al nivel consciente cono-
cen algunas estrategias bdsicas, pero no utilizan el pensamiento estratégico.
Los que pertenecen al nivel estratégico organizan su pensamiento al resol-
ver problemas, al tomar decisiones, en la bsqueda de pruebas, etcétera.
Por tltimo, los estudiantes que han alcanzado el nivel reflexivo, ademds de
ser estratégicos respecto del pensar, revisan y evaltan sus estrategias, lo cual
les lleva a tener més éxito en la solucién de problemas.

Cognicién y Metacognicion

Wong (2015) explica la diferencia entre metacognicién y cognicién duran-
te la solucién de problemas con el siguiente diagrama (Figura 1).

Es decir, leer el problema, calcular, recordar una férmula o algtn teo-
rema, regla, algoritmo, hacer una tabla, hacer un dibujo, etcétera, son
procesos cognitivos. A la izquierda aparecen los procesos metacognitivos,
mismos que se aplican en general y con la prictica de ambos se llega a ser
un “mejor solucionador de problemas”.
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Figura 1. Cognicién y metacognicion, Wong, 2015.

:Cémo medir el avance de las habilidades metacognitivas? Este es un punto
importante en el presente trabajo, por desgracia no existe un “termémetro
para medir habilidades”, por ello es importante comentar al respecto.
Jacobse y Harskamp (2012) indican que las técnicas mds utilizadas para es-
tudiar las habilidades metacognitivas son a través de cuestionarios de auto
informe (self-report); pero estdn “fuera de linea”, es decir, no directamente
durante o después de la solucién a un problema. En ellos se pide a los es-
tudiantes que informen sobre la propia metacognicién. Algunos ejemplos
de cuestionarios utilizados son: las estrategias de motivacién de aprendizaje
(MSLQ) por sus siglas en inglés, el aprendizaje y el inventario de estrategias
de estudio (rass1) y el inventario de conciencia metacognitiva (Ma1). Es-
tos cuestionarios contienen declaraciones muy generales sobre monitoreo
metacognitivo. Las declaraciones que se utilizan son del estilo: “antes de
empezar a estudiar pienso en las cosas que necesito hacer para aprender”
o “me cuestiono a mi mismo, para asegurarme de que he comprendido el
material que he estado estudiando”. Aplicados fuera del proceso de resolver
un problema no miden el curso del comportamiento metacognitivo de los
alumnos durante la tarea porque se recogen antes o después. Esto causa
algunos problemas graves. En primer lugar, el hecho de que uno mismo in-
forme respondiendo un cuestionario que se recoge aparte, significa que los
estudiantes tienen que recuperar los procesos anteriores y el rendimiento
de su memoria a largo plazo no es 6ptimo. Por lo tanto, estos cuestionarios
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de auto informe son susceptibles de sufrir problemas de distorsién, debido
a las limitaciones de la memoria a corto plazo de los alumnos.

En segundo, la forma en que los estudiantes responden a cuestionarios
de auto informe puede estar sesgada por factores desencadenantes en las pre-
guntas, que los induce a un “sello” incorrecto de su propio comportamiento
o por deseabilidad social (quieren quedar bien). Por lo tanto, los estudiantes
suelen ser bastante inexactos en el informe de su propio comportamiento
metacognitivo, las respuestas no son representativas de lo que los estudiantes
realmente hacen durante su proceso de resolucién de un problema.

Por estas razones no aplicamos un “inventario de habilidades metacog-
nitivas”. Aunque es mds laborioso, preferimos analizar los reportes reflexi-
vos, porque tienen la ventaja de ser en “linea”. Es decir, el alumno todavia
estd involucrado de alguna manera en la solucién del problema cuando re-
dacta su informe y explica con sus propias palabras, como experimentado
su proceso, estas vivencias son muy personales, pero a través de un ejercicio
de reflexién se pueden detectar algunos momentos clave del proceso de
resolucién, esto puede ser util en el futuro.

Metodologia del estudio

Se aplicé el instrumento Torr al inicio y al final del curso. Esto con dos
finalidades:

- Los resultados de ToLT muestran su nivel de razonamiento légico,
esto explicaria las diferencias que podrian obtenerse en el rendimien-
to de los alumnos, es decir de dos grupos, de uno con mayor prome-
dio en ToLT podria esperarse mayor rendimiento, que de otro con
puntaje menor. Como se comentd, un buen porcentaje de los estu-
diantes universitarios no alcanzan el nivel de pensamiento formal
y esto se tomé en cuenta al evaluar las soluciones a los problemas,
donde se esperaba el uso de estrategias elementales (aritméticas).

- Al comparar los resultados de Torr final e inicial se pretendié medir
si los alumnos tuvieron un avance con el trabajo realizado durante el
curso.

La prueba Torr de Tobin y Capie (1981), ha sido aplicada en multiples

estudios en diferentes niveles educativos. Incluye diez preguntas, ocho de

150



Aportes a la educacion matematica basados en la investigacion

opcién mdltiple, pero con la caracteristica de que da cinco opciones de
respuesta y ademds da cinco opciones para que el alumno de la razén, y el
item se considera correcto si la respuesta y la razén lo son. Las personas con
nivel de razonamiento formal (7-10 aciertos) tienen una mayor compren-
sién de temas. Acevedo y Oliva (1995) validaron este test con estudiantes
espanoles.

Desarrollo

El curso se disefi6 para trabajar un problema semanal en cuatro momentos
o fases, relacionados con el contenido que marca el programa de Teoria de
Ecuaciones de la Facultad de Ciencias Fisico Matemdticas de la Buar. Se
disenaron quince tareas, una por semana, y se propuso a los alumnos que
las resolvieran. En total, los alumnos resolvieron 25 problemas, incluyendo
exdmenes parciales. Trabajamos problemas de dlgebra superior: patrones
numéricos e induccién matemdtica, problemas con enunciado que con-
ducen a ecuaciones de segundo grado o ecuaciones simultdneas. Se hizo
una tabla con los 25 problemas donde se indica la estrategia que se quiere
resaltar en cada uno de ellos con la finalidad de que se vea claramente qué
estrategias se aplican en varios problemas. Algunas estrategias se activan al
reconocer el problema dentro de un tipo ya resuelto o visto con anteriori-
dad. Se indica a los alumnos, que la aplicacién de estrategias a futuro de-
pende de saber escoger entre diferentes alternativas, pero primero debemos
conocer algunas, de otra manera tenemos pocas opciones para elegir. Se
explicaron algunas estrategias al presentar la solucién experta, mismas que
se aplicaron en diferentes problemas durante el curso. A continuacidn, se
dan algunos ejemplos de problemas con enunciado propuestos:

Problema 1: Ayuda a Homero. El Sr. Burns le dice a Homero que le va a
dar dinero por veinte dias, pero tiene que escoger una de las dos opciones:
A. $1,000 doélares diarios por 20 dias
B. Primer dia $1, segundo dia $2, tercer dia $4, quinto dia $8 y asi
sucesivamente hasta los 20 dias
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:Qué opcién deberia escoger?

Problema 6. Fichas de domind. Se sabe que el dominé comun y corriente
tiene 28 fichas, siguiendo el patrén, jcudntas fichas tiene un dominé doble
12? ;cudntas fichas tiene un dominé doble 15? Generaliza y demuestra tu
afirmacién.

Problema 9. El comandante y su tropa. Un comandante dispone su tropa
formando un cuadrado y ve que le quedan 36 hombres por acomodar. De-
cide poner una fila y una columna mds de hombres en dos lados consecuti-
vos del cuadrado y se da cuentan que le faltan 75 hombres para completar
el cuadrado ;Cudntos hombres hay en la tropa?

Problemal3. Dos viajeros salen juntos, uno de ellos decide caminar 20
kilémetros diarios, pero el segundo decide que el primer dia solo caminard
1 km, el segundo dia 2 km, el tercer dia 3 km, y asi sucesivamente, cada
dia aumenta un kilémetro con respecto al dia anterior. ;Cudntos dias tarda
en alcanzar al primer viajero?

Resultados de la pre-prueba y de la post-prueba.
Se implementd el curso con la dindmica de cuatro fases durante 18 se-
manas. Se trabajé con 51 alumnos registrados en lista, pero algunos no se

presentaron a los exdmenes, 37 alumnos terminaron el curso.

Tabla 1. Puntaje inicial y final en la prueba Torr.

Numero de aciertos  TOLT inicial agosto 2015 Torr final diciembre 2015

2 2 0
3 2 1
4 5 5
5 9 1
6 6 2
7 4 6
8 5 9
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Numero de aciertos  TOLT inicial agosto 2015 ToLT final diciembre 2015

9 2 7
10 2 6
37 alumnos P = 5.8648 P=7.4864

Tabla 2. Clasificacién de los niveles de razonamiento
segun la prueba ToLT.

Clasificaciéon  Aciertos Inicial % Final %
Concreto 0-3 4 10.81 1 2.70
Transicién 4-6 20 54.05 8 21.62

Formal 7-10 13 35.13 28 75.67
Total 37 alumnos 37 alumnos

Al comparar los resultados de las pruebas se tiene que 29 alumnos subieron
un punto o mds, lo que equivale a 78.37 %. Hay dos alumnos que obtu-
vieron diez puntos al inicio y al final, que equivale a 5.4%; cinco alumnos
mantuvieron igual su TOLT, pero menor que diez, equivale a 13.51 %. Solo
un alumno bajé su puntaje, y eso representa 2.70%.

Figura 2. Comparacién de los porcentajes de aciertos
por pregunta de la pre-prueba y la post-prueba.
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Como se puede ver en el gréfico hay un avance claro en la post prueba, sélo
la pregunta cinco no tuvo un cambio.

ToLr incluye diez preguntas de cinco tipos, agrupadas de dos en dos, se
muestran los porcentajes de aciertos en la siguiente tabla.

Tabla 3. Porcentaje de aciertos en TOTL por tipo de pregunta.

Tipo de pregunta en TOLT Pre Post Diferencia
Proporcionalidad 77.03% 91.89% 14.86
Control de variables 56.76% 79.73% 22.97
Probabilidades 50.00% 56.76% 6.76
Correlaciones 67.56% 77.03% 9.47
Combinaciones 41.89% 68.92% 27.03

Donde hay un mayor incremento es en el tema de combinatoria (conteo)
que corresponde a las preguntas 9 y 10, seguido de control de variables.

Tabla 4. Comparacién entre cantidad de tareas y puntuacién en TOLT.

Numero Numero Aumento de TOLT Igual Bajan
de tareas de alumnos en un punto o mds
15 8 4 4 0
14 5 5 0 0
13 4 2 1 1
12 2 2 0 0
11 3 3 0 0
10 5 4 1 0
Menos de 10 10 9 1 0

De laTabla 4 se obtiene que 27 alumnos tienen diez o mds tareas (72.97%);
de ellos veinte aumentaron en TOLT; seis alumnos se mantuvieron igual, no
olvidar que dos alumnos tuvieron diez aciertos en ambas aplicaciones. S6lo
un alumno bajé en la post-prueba.
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Discusién de resultados

Con el trabajo de las cuatro fases se logré un incremento de pensadores
formales, al pasar de 35.13% a un 75.67% al final del curso.

El trabajo reflexivo fomentado en el curso, posibilité que los alumnos
resolvieran con mds cuidado y seguridad la segunda aplicacién de ToLT.
Durante el curso se consideraron problemas relacionados con combinato-
ria (permutaciones y combinaciones), con motivo de la demostracién del
teorema del binomio, y esto se relaciona con probabilidad en un espacio
muestral finito, y esto tiene relacién con las preguntas 9 y 10 de Torr. Las
preguntas de la 1 a la 4 de TOLT no se consideraron en ningtin problema
o actividad.

Hubo una clara mejora en los resultados de Torr en la mayoria de los
estudiantes que terminaron el curso. Con las quince tareas se logré que la
mayoria de los alumnos mejoraran la comprensién y el uso de las estrate-
gias explicadas durante el curso. También se logré que realizaran de mane-
ra aceptable la fase cuatro del trabajo propuesto: la autorreflexién, donde
deberfan hacer una introspeccién y comentar sobre el proceso de solucién
del problema tomando en consideracién las fases anteriores.

Con base en sus reportes reflexivos, consideramos que, hubo un avan-
ce en las habilidades metacognitivas, tomando en cuenta los niveles pro-
puestos por Perkins y Swartz (1991), concretamente, al final del curso los
alumnos eran conscientes de las estrategias usadas, es decir se encuentran,
en el nivel dos (consciente). En un principio se encontraban en el nivel
uno (técito), en los primeros problemas no indicaban claramente qué es-
trategias usaban. Unicamente los alumnos con mayor puntaje en TOLT
tuvieron un desempefio que podemos ubicar en el nivel tres (estratégico).
El nivel reflexivo debe venir acompafiado de la mejora de las habilidades
para resolver problemas de manera individual, y esto no se puede evaluar
en el corto plazo.

Al hacer el reporte los alumnos se van haciendo conscientes de sus erro-
res, se corrigen a la luz de la solucién vista en clase y este es un buen inicio
para mejorar en los niveles metacognitivos.

Cuando se propone un problema y se permite solucién libre, los alum-
nos activan sus conocimientos previos y aplican sus estrategias. Cuando el
maestro explica la solucién pone en juego los nuevos conocimientos, pero
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también debe hacer énfasis en nuevas estrategias: recordar un problema pa-
recido, lograr primero alguna sub meta, analizar un ndimero finito de casos,
buscar un patrén, introducir una variable auxiliar; con esto se da apoyo a
los alumnos para que poco a poco desarrollen sus habilidades metacogni-
tivas. La instruccién universitaria es un factor positivo para desarrollar el
pensamiento formal, pero es necesario poner énfasis, mediante sugerencias
sencillas en problemas concretos. El avance se nota en clase, los alumnos
participan con mds confianza y son capaces de argumentar y defender sus
ideas, aceptan el reto que representa resolver un problema con enunciado.

Hubo un claro avance en la asegunda aplicacién de torr. Pudieron
influir diversos factores externos dificiles de controlar, pero no debemos
olvidar que con las tareas elaboradas en 4 fases se insistié en la reflexion;
es decir que, aunque los alumnos tengan una respuesta, al considerar la
solucién de otros, reflexionan detenidamente el problema y no se dejan
llevar por la primera impresion; esto para ellos fue una “experiencia meta-
cognitiva’, segun Flavell (Diaz-Barriga, 1997). Asi, al resolver por segunda
vez TOLT ellos pensaron con mds calma.

La idea de pensar con mds detenimiento fue desarrollada por Kanhne-
man (2013). El pensar lento es un proceso de trabajo mental deliberado,
esforzado y ordenado. Se logré, con base en lo explicado en clase, que los
alumnos aprendieran a considerar la solucién de problemas con calma y
a no actuar de manera precipitada, al compartir ideas de manera critica.

El reporte escrito, fase 4, obligd a los estudiantes a tener claridad de
ideas al redactar la experiencia vivida en las tres fases previas. Lo anterior
nos recuerda las ideas de Vigotsky (1999) sobre la escritura y constituye un
acierto del método empleado. El reporte reflexivo, brinda la oportunidad
de “redactar en limpio”. Al resolver un problema por primera vez el pro-
ceso estd lleno de vivencias personales dificiles de reproducir y compartir:
avances, retrocesos, dudas, la sensacién de estar atorado, el desaliento ante
caminos falsos, etcétera, y la alegria de acertar. Pero al explicar a alguien
mds renace como segunda solucién, ya viene mejor ordenada, mds corta,
mids breve, mds clara y esto poco a poco mejora el desempefio al enfrentar
otros problemas.
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Conclusiones

Se cumplieron con los objetivos propuestos en el disefio del curso. Se ani-
mo a los alumnos a ir mds alld de la primera alternativa cuando enfrentan
un problema. Y como los alumnos aceptaron de buena gana, creemos que
es el inicio para mejorar sus habilidades metacognitivas, es un primer paso
significativo. Con el trabajo hecho en clase se logré incidir positivamente
en el razonamiento légico de los alumnos que terminaron el curso, segtin
los resultados ToLr en la post-prueba.

Comunicar por escrito la estrategia usada para solucionar problemas
mejora el desempefio de los novatos, como sefiala Pugalee (2004). Por lo
tanto, creemos que es un acierto pedir un reporte reflexivo en formato libre
elaborado con mds tiempo. El alumno debe redactar su experiencia, y esto
le ayuda a aclarar sus ideas, debe hacer un esfuerzo deliberado. Pedir que
los alumnos reflexionen sobre el proceso de resolver un problema en fases
es positivo porque se hacen conscientes de la necesidad de ver en dénde es-
tin y a dénde quieren llegar, para ello deben trabajar con otros companeros
compartiendo ideas de manera critica. Escuchar otras ideas es positivo, ya
sea que se rechacen o se adopten, pues de alguna manera debemos proce-
sarlas, y esto pone en movimiento nuestro pensamiento.

El balance del curso, aplicando el diseno basado en la solucién de pro-
blemas de manera reflexiva, es bueno, el desempeno de los estudiantes que
cumplieron con las tareas fue aceptable. Los resultados de TorT en la post
prueba sugieren que el trabajo realizado tiene impacto en la mejora del
razonamiento 16gico, segtin los cinco componentes propuestos por Piaget
y que TOLT evalta con sus cinco tipos de preguntas. En este estudio se in-
crementé el nimero de alumnos con pensamiento formal en 40%.

Se cumplié con el objetivo de “ayudar al alumno” apoydndolo a mo-
nitorear y controlar mejor su proceso de solucién de los problemas. En
general, los alumnos mejoraron sus habilidades metacognitivas, la mayoria
pasé del nivel tdcito al nivel consciente y pocos lograron llegar al nivel es-
tratégico, segun la propuesta de Perkins y Swartz (1990).

Un avance firme sélo se logra si los alumnos consolidan sus habilidades
en varios frentes, adquieren nuevos conocimientos, nuevas estrategias, ac-
titudes positivas, control de sus emociones ante un problema, y esto, a su
vez, depende de que el docente proponga actividades enriquecedoras, que
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desafien a los alumnos para que activen y mejoren sus estrategias metacog-
nitivas dia a dfa.

La metodologia usada implica, sin duda, sacrificar tiempo de exposi-
cién tradicional, donde el alumno es escucha pasivo. Con la metodologia
empleada en esta intervencion, el alumno participa mds en un curso basa-
do en la solucién de problemas y, como se ve, tuvo un impacto positivo en
el desarrollo de habilidades superiores de pensamiento.

Una actividad o problema rara vez lleva al aprendizaje esperado, pero, si
activa conocimientos previos, si prepara nuevos conocimientos, si anticipa
usos futuros de las estrategias, si usa diferentes representaciones entonces
cumplird con el propésito de hacer vivir la matemdtica como una experien-
cia positiva, desafiante y estimulante para los alumnos.
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Resumen

En este escrito se proponen actividades disefiadas para la ensefanza de las
fracciones en tercer grado de primaria. Para su disefio, en primer lugar, se
realiz6 una caracterizacién de los usos y aspectos de la fraccién que se en-
cuentran presentes en los libros de texto mexicanos desde preescolar hasta
tercer afio de educacidn primaria; tomando como marco interpretativo el
resultado de una investigacién que proporciona un espécimen de fenome-
nologia diddctica para ese concepto y su ensenanza. Como resultado de la
caracterizacién se obtuvo que el uso mds priorizado es la fraccién como
fracturador, en sus aspectos operador fracturante y relacién de fractura.
Esto condujo, en un segundo momento, al disefio de actividades que pro-
mueven otros usos, tales como, comparador, medida, operador y nimero.
Palabras clave: fracciones, fenomenologia didictica, primaria.

Motivacién para el Disefio de las Actividades

Desde un punto de vista matemdtico, hacemos la precisién de que las frac-
ciones pueden ser vistas como elementos de las clases de equivalencia del
conjunto cociente que define a los nimeros racionales. Pero en la diddcti-
ca, compartimos la idea de que las fracciones son el recurso fenomenolé-
gico para introducir los nimeros racionales (Freudenthal, 1983), y que és-
tas pueden ser usadas en diversas situaciones y con diferentes significados.
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Siendo esta una de las razones por la que centramos la atencién en el estu-
dio de las fracciones en la educacién bésica.

Los procesos de ensefanza y aprendizaje de las fracciones, y mds pre-
cisamente los niimeros racionales, como problemidtica en el dmbito de la
Matemadtica Educativa han sido estudiados desde diferentes enfoques por
muchos investigadores. Algunas contribuciones en diferentes paises, son
por ejemplo los trabajos de Kieren (1976; 1988; 1992; 1993), Usiskin
(1979), Behr, Lesh, Post y Silver (1983), Figueras (1988; 1996), Streefland
(1991), Llinares (2012), Steffe y Olive (2010), Fandifio (2009), Quispe,
Gallardo y Gonzélez (2010) y otros.

Los resultados de las investigaciones antes referenciadas y otras han
permitido identificar principalmente: (1) modelos para la ensenanza y el
aprendizaje de las fracciones y niimeros racionales; (2) marcos explicativos
sobre la estructura que tienen las fracciones y los nimeros racionales y su
relacién con otros objetos matemdticos; asi como (3) algunas tendencias
cognitivas que los alumnos tienen respecto a los mencionados conceptos.

Como producto de esos resultados se ha favorecido la reestructuracién
de la ensenanza de las fracciones en la educacién obligatoria en muchos
paises. En el curriculum mexicano, y mds precisamente en los libros de tex-
to se han identificado diferentes modelos para su ensefianza (por ejemplo,
modelo de dreas, modelo discreto, modelo de la recta numérica) que bus-
can promover un conocimiento mds amplio sobre este tema. Sin embargo,
en investigaciones recientes se muestra evidencia de que las fracciones si-
guen siendo uno de los conceptos mds complejos para tratar en clase, cuyo
aprendizaje enfrenta grandes dificultades para la mayoria de los alumnos
(véase ejemplos en Siegler, Fazio, Bailey y Zhou, 2013, y Petit, Laird y
Marsden, 2010).

En México, las pruebas nacionales e internacionales que evaldan el ren-
dimiento de los estudiantes en cuanto a matemdticas ponen de manifiesto
la afirmacién anterior. Como ejemplo se pueden consultar los resultados
de las pruebas Excale (2009) y Planea (2015) que se aplicaron a través del
Instituto Nacional para la Evaluacién de la Educacién a los alumnos de
sexto grado de primaria. En el primer caso, se encontré que a nivel nacio-
nal el porcentaje de aciertos correctos correspondientes a la mayoria de los
contenidos evaluados sobre las fracciones estdn por debajo de 50%.
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Estos resultados son evidencia de que la problemdtica relacionada con
la ensenanza y aprendizaje de las fracciones desde edades tempranas atn
persiste. Al respecto, se tiene la hipdtesis de que una de las razones podria
estar vinculada con el hecho de que la ensefianza de las fracciones se sigue
haciendo desde un mismo enfoque, empleando principalmente el modelo
de dreas, dejando de lado las potencialidades que tienen otros modelos que
sirven para ensefar otros usos de las fracciones.

Por otra parte, en un gran nimero de investigaciones se destaca la im-
portancia del estudio del conocimiento que tienen los alumnos sobre las
fracciones desde la educacion bésica. Autores como Siegler ez a/. (2012) se-
fialan que un buen conocimiento de las fracciones es predictor de un buen
desempeno de la matemdtica desde primaria hasta niveles més altos. Asi
mismo, Usiskin (1997) y Kieren (1992) afirman que el conocimiento de
las fracciones y los nimeros racionales se relaciona con muchos otros con-
ceptos de la matemdtica y sus aplicaciones, su conocimiento se extiende
mis alld de la aritmética, como por ejemplo al dlgebra, cdlculo y geometria.

Lo sefialado en este apartado nos ha motivado a disefiar actividades que
se pueden emplear para el estudio de las fracciones en educacién bésica.
El disefio se basa en el resultado de una fenomenologia didictica para las
fracciones, el cual se concreta como un marco interpretativo que sirve para
estructurar una ensefianza (Valenzuela, Figueras, Arnau y Gutiérrez-So-
to, 2017). Este resultado estd fundamentado en las ideas de Freudenthal
(1983) y se detalla a continuacién como parte de los fundamentos tedricos.

Fundamentos Tedricos

Como ya se ha mencionado, el prototipo de fenomenologia didéctica de
las fracciones reinterpretado por Valenzuela er al. (2017) se constituye
como un marco interpretativo, y de acuerdo con los autores, sirve para
caracterizar los modelos de ensefianza existentes, los que se disefien y los
objetos mentales fraccién que tienen los alumnos en un determinado nivel
educativo.

En palabras de Freudenthal la fenomenologia de un concepto matems-
tico, una estructura matemdtica o una idea matemdtica se define como:
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La descripcién de un noumenon en su relacién con los phainomena para los
cuales es el medio de organizacién, indicando cudles son los phainomena para
cuya organizacién fue creado y a cudles puede ser extendido, de qué manera
actia sobre esos fenémenos como medio de organizacién y de qué poder nos
dota sobre esos fenémenos (1983, p. 27).

En otros términos, de la cita anterior se entiende que al hacer una fenome-
nologia didictica se pretende describir aquellos fenémenos que son orga-
nizados por medio de unos determinados conceptos, que de acuerdo con
Puig (1997) pueden ser llamados medios de organizacién (véase Figura 1).
Tales fenémenos se pueden encontrar ya sea dentro o fuera del dmbito ma-
temdtico y, ademds, como menciona el autor antes citado, estin presentes
en el mundo de los alumnos y se proponen en la ensefianza. La relacién
“fenémenos - medios de organizacién” marca el uso que posteriormente
se empleard cuando el andlisis fenomenoldgico se lleve a la ensenanza: se
planteardn los fenémenos que deben ser organizados con la intencién de
que los estudiantes vayan elaborando objetos mentales lo mds rico posible
de estos medios de organizacién (conceptos).

Desde un punto de vista diddctico, Freudenthal (1983) menciona que
el objetivo en el sistema escolar es bdsicamente la constitucién de objetos
mentales y en segundo lugar la adquisicién de conceptos. La constitucién
de objetos mentales de los alumnos se entiende como el conjunto de ideas
que ellos han elaborado sobre un concepto matematico (el objeto pensado)
y su relacién con los fenémenos que este organiza. El objeto mental de un
alumno sobre un concepto matemdtico mejora cuando él logra resolver
una gama amplia de problemas que se relacionan con los distintos fenéme-
nos que organiza el concepto en un determinado nivel, y asi, se dice que su
objeto mental estd mds préximo a la adquisicién del concepto.

Con respecto al andlisis fenomenoldgico, vale la pena aclarar que, en un
determinado nivel, de acuerdo con las interpretaciones de Puig (1997), el
medio de organizacién que organiza ciertos fenémenos puede llegar a ser un
fenémeno que es organizado por otro medio de organizacién, formando asi
una cadena de fenémenos-medios de organizacién (véase Figura 2). Por ejem-
plo, el concepto niimero organiza el fenémeno de la cantidad, pero, en otro
nivel, el nimero es un fenémeno organizado por el sistema decimal de nu-
meracion. As{ mismo, los niimeros naturales, los enteros y los racionales, son
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medios de organizacién de determinados fenémenos, pero también, en un
nivel mds avanzado, serdn fenémenos organizados por el concepto niimero.

Figura 1. Esquematizacion sobre el proceso de elaborar

una fenomenologifa did4ctica.

Figura 2. Cadena de fenémenos-medios de organizacion.

Teniendo en cuenta este marco, y en términos generales se entiende que,
para la constitucién y mejoramiento de objetos mentales, los alumnos de-
ben experimentar fenémenos que se relacionan con un concepto o estruc-
tura matemdtica, de manera que este sea su medio de organizacién. En este
caso, se proponen situaciones que promuevan una experimentacién donde
se usen las fracciones, pero para ello, es necesario realizar una fenomenolo-
gia diddctica del concepto fraccién.

El ejemplo de fenomenologia didictica de las fracciones hecha por Va-
lenzuela ez al. (2017) a partir de las ideas de Freudenthal (1983) y otros
investigadores como Kieren (1988), parte desde los usos de las fracciones
en el lenguaje cotidiano, hasta la descripcién de los usos y aspectos de las
fracciones que se emplean en la ensenanza, asi como su construccion for-
mal desde la matemdtica. Ademds de este marco interpretativo, para el di-
sefo e implementacién de las actividades, recurrimos también al enfoque
did4ctico conocido como desafios matemdticos, que se sugiere para el
estudio de las matemadticas en el Programa de Estudios de la Secretaria de
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Educacién Publica en México, (sep, 2011c). En seguida detallamos cada
uno de estos fundamentos tedricos.

Usos y aspectos de las fracciones

De la fenomenologia diddctica para las fracciones hecha por Valenzuela
et al. (2017), distinguimos principalmente siete usos de ese concepto,
dos que se emplean particularmente en el lenguaje cotidiano: descriptor
y comparador, y cinco usos en un nivel mds abstracto: fracturador, com-
parador, operador, medida y ndmero, tal como se muestra en la Figura 3.

Distinguimos el uso de las fracciones en el lenguaje cotidiano, porque
se asume el hecho de que este no necesariamente resulta de un conoci-
miento escolarizado. Es decir, algunas expresiones se usan consciente o
inconscientemente, y no precisamente se conoce su origen epistemoldgico
como parte de una intencién diddctica. Tampoco se puede generalizar el
conocimiento de las fracciones a partir del uso que se les da en ciertas ex-
presiones. Aunque cabe resaltar que las ideas que se puedan tener sobre las
fracciones que se emplean en el lenguaje cotidiano pueden ser un punto de
partida para estructurar una ensefianza.

Para tratar de esclarecer la idea del pdrrafo anterior se proponen dos
ejemplos, el primero enfatiza sobre la falta de significado de la fraccién en
cierta expresién y el segundo deja ver que se puede conocer el significado
de la fraccién en una expresién empleada en el lenguaje cotidiano, pero no
necesariamente se puede generalizar el conocimiento.

1. En ocasiones, los nifios usan expresiones como: “la mitad de pan”,
“la mitad de una naranja”’ o “la otra mitad”. En algunas comunida-
des zacatecanas la venta de leche se hace atn con garrafas de dife-
rentes medidas (cuartos, medios, tres cuartos y litros), por lo que es
comun escuchar las expresiones: “me da media.../me da una me-
dia...”, “me da cuarta.../me da una cuarta...”, y completan con la
oracién “jarra de leche”. En estos ejemplos hay nifos o adultos que
no conocen la relacién entre la capacidad de la jarra y la parte que
se les da, o la relacién entre el tamano de la naranja o pan y la parte
que se les da. Las fracciones solo las usan para describir la cantidad
de leche que contiene un recipiente, o la cantidad de naranja o pan
que quiere un nifo.

166



Aportes a la educacion matematica basados en la investigacion

Figura 3. Usos y aspectos de las fracciones (tomado de Valenzuela,
Figueras, Arnau, & Gutiérrez-Soto, 2017, p. 229).

2. En Espana es usual llegar a un bar y pedir “un quinto o un tercio

de cerveza’, al igual que en el ejemplo anterior hay quienes sélo
usan las fracciones como una etiqueta que describe al recipiente que
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contiene el liquido. Ahora supéngase que en este caso las personas
conocen la relacién donde subyace la fraccién, es decir, que 1/3 son
33 centilitros (cl) de un litro de cerveza, y 1/5 son 20 cl de un litro,
supongamos ademds que pueden comparar y saben que un tercio es
mayor que un quinto, ya que lo asocian al tamano del recipiente y
a su capacidad de volumen, y por supuesto, a la cantidad de cerveza
que se pueden tomar. Sin embargo, cuando se comparan otras frac-
ciones, como un séptimo y un octavo, no necesariamente las perso-
nas logran comparar y distinguir con éxito cudl es mayor o menor.

Una actividad con fines educativos puede considerar estos y otros ejemplos

de situaciones que se viven a diario para propiciar un conocimiento mds

general y significativo de las fracciones. En el ejemplo de las cervezas se

pueden estudiar las caracteristicas de las fracciones 1/3 y 1/5, ambas frac-

ciones unitarias, donde se puede establecer la relacién general (mientras

mayor el denominador, menor es la fraccién). Otras expresiones empleadas

en el lenguaje cotidiano son:

Quiero solo la mitad de tu sindwich: aqui la fraccién se estd usando
para describir una magnitud; mientras que si se dice quiero un pe-
dacito de sdndwich, pero que sea la mitad de lo que td te comiste,
entonces la fraccién se estd usando para comparar una magnitud.
Quiero la mitad de la naranja, hasta aqui hemos recorrido la mitad
de la pista, falta media hora, me da un cuarto de tortillas: estas son
otras oraciones comunes en donde la fraccién se usa para describir
una magnitud.

Me toca un tercio de la herencia, mds de la mitad del grupo son
nifos: aqui la fraccién se usa para describir una cantidad.

T tienes la mitad de dinero del que tengo yo, te dieron un cuarto
de chocolate mds que a mi: en estos ejemplos la fraccién se usa para
comparar magnitudes.

Hay mds de la mitad de hombres que mujeres, tu mamd es la mitad
de grande que la mia: estas son oraciones donde la fraccién se usa
para comparar cantidades.

Otros usos mds elaborados de las fracciones en el lenguaje aparecen en

las expresiones: rodar 3% veces una llanta, girar 2% veces més la llave en
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la cerradura. En este caso se estin describiendo o comparando procesos
ciclicos o periédicos cuya tltima fase se ha realizado parcialmente. O por
medio de las expresiones siguientes se estdn describiendo fracciones como
razén: ocho de cada diez gatos prefieren whiskas, tres de cinco partes estdn
danadas, dos tazas de harina por una taza de leche, por cada nino habrd
dos galletas.

En el lenguaje cotidiano se usan las fracciones principalmente para
describir o comparar cantidades, valores de magnitud, procesos ciclicos o
periédicos y razones.

Los otros usos de las fracciones son: fracturador, comparador, medida,
operador y numero (ver Figura 3), éstos ya han sido informados en Valen-
zuela, Figueras, Arnau y Gutiérrez-Soto (2016), pero para precisar en este
documento se retoman a continuacién de manera general esas ideas, las
cuales se precisan en el disefio de las actividades, propuesta que interesa en
este documento y que se exponen mds adelante.

La fraccién como fracturador se usa para producir fracciones (fractu-
rar), por medio de las cuales se relacionan las partes con un todo continuo
o discreto. Esto podria surgir a partir de dejar expresada una divisién, rea-
lizar un reparto equitativo o una distribucién. La fraccién que surge de los
procesos anteriores describe la cantidad o magnitud que toca a cada objeto
o individuo entre los que se hace la distribucién o reparto. Los procesos de
causar fracciones pueden ser dindmicos o estdticos. En los procesos dind-
micos se dice que la fraccién se usa como fracturador en su aspecto opera-
dor fracturante, mientras que, en los procesos estdticos, se usa la fraccién
en su aspecto relacién de fractura.

Para comparar cantidades, magnitudes u objetos que se separan unos
de otros, ya sea por experimentacién o de forma imaginaria, también se
usan las fracciones. Dicha comparacién se puede hacer de manera directa
o indirecta. Cuando se hace una comparacién directa, la fraccién se usa
como fracturador. Para hacer una comparacién indirecta se emplea un ter-
cer objeto que media entre los objetos que se comparan. En los procesos de
comparacién dindmicos se usa la fraccién como comparador en su aspec-
to operador razén, mientras que, en los procesos estdticos, en su aspecto
relacién razon.

El uso de la fraccién como medidora se emplea para medir segmentos
sobre la recta numérica, o cuando la fraccién precede a una magnitud, por
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ejemplo, ¥2 kg. La fraccién como operador se acerca cada vez mds al cam-
po de los nimeros, puede ser vista como el inverso de la multiplicacién, o
como un transformador, que transforma una cantidad en otra. Finalmen-
te, la fraccién como niimero es cuando se le da un tratamiento meramente
numérico y se reconocen algunas de sus propiedades como, por ejemplo,
la equivalencia, el orden y la densidad de las fracciones.

Los desafios matemadticos

Un desafio matemadtico consiste en secuencias de situaciones matemadticas
que tienen como objetivo despertar el interés de los alumnos e invitarlos
a reflexionar, a encontrar diferentes formas de resolver los problemas y a
formular argumentos que validen los resultados que emiten (sep, 2011a).

El planteamiento tedrico-metodoldgico de los desafios matemadticos es

acorde a las nuevas exigencias que el Sistema Educativo Mexicano plantea
para el docente como profesional de la ensefianza de las matemdticas, pues
reclama un conocimiento profundo del contenido matemidtico y diddctico
de esta asignatura en aras de transformar a la clase en un espacio social de
construccién de conocimientos donde los alumnos aprenden a enfrentar
diferentes tipos de problemas, de formular argumentos, de emplear distin-
tas técnicas en la resolucién de problemas, y de usar el lenguaje matemdti-
co para comunicar o interpretar sus ideas. Por esta razén, hemos decidido
adoptar a los desafios matemdticos como referente conceptual y metodold-
gico para el diseno de las actividades propuestas.

Las actividades que presentamos, basadas en los desafios matemdticos

exhiben las siguientes caracteristicas para ser resueltas:

* Involucran diversas estrategias de solucién.

e El alumno debe usar sus conocimientos previos, el desafio consiste
en reestructurar lo que ya sabe, para modificarlo, ampliarlo, recha-
zarlo o volver a aplicarlo.

* El conocimiento de reglas, algoritmos, férmulas y definiciones sélo
es importante en la medida en que los alumnos lo puedan usar hé-
bilmente para solucionar problemas y lo puedan reconstruir en caso
de olvido.

* Laactividad intelectual fundamental en estos procesos de estudio se
apoya mids en el razonamiento que en la memorizacién.

170



Aportes a la educacion matematica basados en la investigacion

Con el disefio de las actividades se espera que tanto alumnos como docen-
tes se enfrenten a retos matemadticos, en donde apliquen técnicas eficaces y
argumenten sus razonamientos.

Caracterizacion del Modelo de Ensefhanza de las Fracciones
en Preescolar y Primeros Tres Afios de Primaria

Para llevar a cabo la caracterizacién del modelo de ensefianza de las fraccio-
nes se realiz6 un andlisis de los tres libros de texto de preescolar y los libros
de primero, segundo y tercero de primaria, asi como del plan de estudios
de este nivel escolar (sep, 2016a; 2016b; 2016¢; 2016d; 2016e). Este ana-
lisis consistié en identificar en estas fuentes los usos de la fraccién y sus di-
ferentes aspectos. Como resultado se encontré que, en preescolar, primero
y segundo de primaria, las fracciones se presentan de manera implicita al
fraccionar un entero, a la mitad o en diversas partes iguales, siendo tercer
afo de primaria donde ya se hacen explicitas.

Enseguida se muestra, a modo de ejemplo, el caso del andlisis de una
leccién del libro de texto desafios matemdticos de tercer afio de prima-
ria, en donde se identificaron 3 usos de la fraccién: fracturador, medida y
namero.

Fracturador: La fraccién en el uso fracturador se presenta en los ejercicios 1
y 2 de la leccién 32. Este aspecto se caracteriza porque la unidad o el todo
se fractura, esto es, se obtienen tantas partes iguales como se deseen. En
ambos ejercicios el todo es continuo, por tratarse de un solo elemento. En
el ejercicio 1 los alumnos son quienes deben hacer la particién, por eso se
habla de la fraccién como fracturador en su aspecto operador fracturante.
En el ejercicio 2 ya estd hecha la particién, los alumnos deben establecer la
relacién de fractura, aunque en el caso del circulo deben reconocer que hay
dos unidades fraccionarias y que una es la mitad de la otra (véase Figura 4).
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Figura 4. Ejercicios donde aparece la fraccién como fracturador
en el libro de texto (sep, 2016d).

Medida: Este se refiere a la asignacién de un niimero a una regién o a una
magnitud de una, dos o tres dimensiones, producto de la particién equita-
tiva de la unidad. En el ejercicio 3 de la leccién 32 (Figura 5), el segmento
de recta mide dos unidades, los alumnos representardn fracciones a partir
de identificar en cuantas partes serd fraccionada la unidad. Las unidades de
medida serdn , y, las cuales servirdn para establecer la medida de los otros

segmentos que van de 0 a los puntos E, C, A, Dy B.

Figura 5. Ejercicio donde aparece el uso medida.
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Niimero: La fraccién es vista como un niimero. En el ejercicio 4, de la lec-
cién 32 (Figura 6) al observar cada par de fracciones los alumnos anotardn
los simbolos > (mayor que), < (menor que) o = (igual) segin corresponda,
es decir, estableceran un orden entre ellos.

Figura 6. Ejercicio donde aparece la fraccién como nimero.

Como resultado del andlisis se encontré que los usos que mds se priorizan
en la Educacién Bésica Preescolar son el de descriptor y fracturador (Tabla
1). La fraccién como fracturador se empieza a usar de manera implicita
en segundo y tercer afio de Educacién Preescolar. Especificamente en una
actividad de cada libro, y en ambos casos se usa la fraccidn en el lenguaje
cotidiano, y describe el resultado de un reparto equitativo.

Tabla 1. Usos de la fraccién en los libros de texto para preescolar.

PREESCOLAR
Usos 1° 2° 3°
Fracturador 1 1
Comparador
Medida
Operador
Numero racional
En el lenguaje cotidiano Descriptor

(Reparto equitativo)
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En primaria el uso més priorizado es fracturador (Tabla 2). Este aparece
con mds frecuencia en tercer afo de educacién primaria. En el primer afno
de primaria la fraccién se presenta en dos actividades como comparador y
como operador, en segundo afio no se presenta la fraccién, y en tercer ano
de primaria es cuando aparecen las fracciones en los cinco usos, pero tiene
mds frecuencia el uso fracturador, ya que aparece en 14 actividades.

En la educacién primaria las lecciones que se proponen expresan, de
manera explicita, relacién con las actividades de la vida diaria del alumno.

Tabla 2. Usos de la fraccién en el libro
de texto de primaria (1-3 grado).

PRIMARIA

Usos 1° 2° 3°
Fracturador 14
Comparador 1 1

Medida 7
Operador 1 1

Nuimero racional 2

En el lenguaje cotidiano Descriptor Descriptor

(Reparto equitativo) (Reparto equitativo)

Con base en esta revisién nos percatamos de que los usos de la fraccién
(fracturador, comparador, medida, operador y nimero) caracterizan la
enseflanza de este concepto en tercer afio de primaria, poniendo mayor
énfasis en el uso de la fraccién como fracturador. Este resultado influyd
en nuestro disefio de las actividades de intervencién para la ensefianza de
las fracciones en tercer ano de primaria, pues los problemas que lo forman
consideran cada uno de estos usos.

Actividades de Intervenciéon
Se han disefiado 5 actividades donde se emplean las fracciones, cada una

de ellas implica una situacién con un contexto cercano al estudiante, como
las fiestas de cumpleanos, el recreo, los paseos en bicicleta y las carreras,
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éstas implican el trabajo con algtin uso particular de las fracciones, aunque
eventualmente se pueden emplear mds de un uso. En cada actividad se
plantean preguntas desafiantes que pretenden que los estudiantes razonen
y argumenten sus respuestas, de acuerdo con los planteamientos tedricos y
metodoldgicos de los desafios matemdticos. Las actividades estdn redacta-
das en enunciados que los estudiantes tienen que leer y analizar para poder
dar respuesta.

Actividad 1

Esta actividad demanda los usos de la fraccién como fracturador y com-
parador para un todo continuo y definido (ver Figura 7). En el inciso a,
el estudiante debe establecer una relacién de fractura a partir de fracturar
el pastel (esto lo puede hacer de manera simbdlica, dejando expresada una
particion en la imagen que se propone o recurrir a otras representaciones y
usar la fraccién en su aspecto operador fracturante), esto para identificar la
parte que le toca a cada uno de los invitados, o sea, .

En las preguntas de los incisos (b) y (), se requiere que el estudiante es-
tablezca una relacién de fractura. En (b), es necesario establecer la relacién ,
que corresponde a la fraccién del pastel que Ral repartié a sus amigos. En
(a), se debe establecer la relacién , que corresponde a la cantidad de pastel
que Radl le dio a sus hermanos. En ambos casos, la relacién que resulta
describe la cantidad de pastel que le toca a cada grupo (amigos y hermanos).

Hoy es el cumpleafios de Ratll y va a repartir su pastel en partes iguales entre él, su
mamd, su papd, 3 hermanos y sus 6 amigos.

sQué fraccién del pastel debe comer cada uno

para que no sobre pastel?

:Qué fraccién del pastel le repartié Radl en total

a todos sus amigos?

sQué fraccién del pastel le repartié Radl en total

a todos sus hermanos?

A quién le repartié mds pastel Raul, al grupo de

sus amigos o al de sus hermanos?, ;Por qué?

Figura 7. Actividad 1 para el estudio de las fracciones en primaria.
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Los resultados de los incisos (b) y (c) deben ser comparados, para que se
pueda dar respuesta al inciso (d) satisfactoriamente, identificando que el
grupo de los amigos de Rail es quien ha recibido mayor cantidad de pas-
tel. En este dltimo inciso se usa la fraccién como comparador, e incluso se
pueden comparar esas cantidades y establecer una relacién razén, ya que la
cantidad de pastel que se les reparti6 a los hermanos, es la mitad de la que
se les repartié a los amigos.

Actividad 2

Esta actividad (ver Figura 8), también demanda el uso de la fraccién como
fracturador, aqui, la exigencia recae en el aspecto operador fracturante para
establecer una relacién de fractura como resultado de una distribucién del
total de profesores (un todo discreto y definido) que estard en cada uno de
los tres grupos que se formardn.

En la explanada de la escuela se reunieron 12
profesores porque van a formar 3 equipos con
la misma cantidad de integrantes, para vigilar a
los nifios durante el recreo, ;cudntos profesores

estardn en cada equipo?

Escribe tu respuesta:

Figura 8. Actividad 2 para el estudio de las fracciones en primaria.

En este caso, el resultado de la distribucién describe la cantidad de profe-
sores que habrd por cada uno de los grupos para cuidar a los nifios durante
el recreo.

Actividad 3

Esta actividad (véase Figura 9) exige principalmente el uso de la fraccién
como medida, para medir segmentos sobre la recta numérica. Para dar
respuesta en (a), el estudiante puede fracturar la distancia del inicio a la
meta, o bien, solo comparar las partes que cada competidor ha recorrido,
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por lo que aparece la fraccién como fracturador en su aspecto operador
fracturante.

En una carrera compiten tres personas, en el momento que Jaime observa la carrera
los competidores se encuentran a diferente distancia de la meta: El competidor uno
se encuentra a 1 de la meta, el segundo competidor a .y el tercero se encuentra a

% . Representa en la imagen las posiciones de los competidores.

a) ;Cudl de los competidores ha recorrido mds? ;Por qué?

b) Si en total la carrera es de 6 km, ;cudntos kilémetros ha recorrido cada competidor?

Figura 9. Actividad 3 para el estudio de las fracciones en primaria.

Para responder el inciso (b), es necesario que el estudiante opere utilizan-
do la fraccién para transformar la cantidad 6 km, segin la fraccién de la
carrera que ha recorrido cada uno de los competidores. Esto es 3 (6)=3,
% (6)=1.5, % (6)=0.75. En este caso la fraccién se usa como operador, que
transforma una cantidad en otra.

Actividad 4

Esta actividad (véase Figura 10), al igual que en la actividad 3, pone énfasis
en el uso de la fraccién como medida, pero a diferencia de la anterior, no
se presenta un grafico que ayude al estudiante a modelar el planteamiento
del problema. Para dar respuesta en el inciso (a), se presentan al estudiante
dos estrategias, la comparacién de los recorridos de Ana y Paty, y la fractura
del kilémetro recorrido.
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Ana y Paty hacen diariamente un recorrido de
1 km en bicicleta por varias calles como entre-
namiento para un maratén. Un dia que estaban
cansadas, Ana solo recorrié 2 de la ruta habi-

8
tual, mientras que Paty recorrié 3 de la ruta.

a) ;Quién de las dos recorrié mds?

b) ;Cudnto mds recorrié una que la otra?

Figura 10. Actividad 4 para el estudio de las fracciones en primaria.

Para dar respuesta al inciso (b), el estudiante puede hacer una compara-
cién entre las fracciones que Ana y Paty recorrieron y establecer un orden,
esto es 2 > 2en este caso se usa la fraccién como niimero, pero también
puede recurrir al aspecto fracturador en el caso que dejen expresadas las
particiones e indicadas las fracciones del camino que recorrieron Ana y
Paty. El uso de la fraccién como operador también se usa para calcular la
distancia que cada nifia ha recorrido. En este caso, Paty recorrié $ de un
kilémetro, o sea, 0.75 km, mientras que Ana recorrié % de un kilémetro,
o sea, 0.625 km. Es verdad que las operaciones que aqui se sugieren no
son habituales para los alumnos, pero esto puede ser una oportunidad
para introducir los nimeros decimales a partir de algo tan familiar para

ellos, como es el metro.
Actividad 5

Esta actividad (ver Figura 11), se centra en el uso medida, pero a diferencia
de las anteriores, la intencién es completar el entero, con el conocimiento
de la parte; asi, se sabe que 2 km representan % del recorrido de Pedro, lo
que lleva a identificar que las 3 partes que faltan corresponden a 6 km, por

lo que el recorrido total es de 8 km.
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Pedro ha recorrido en bici 2 km, que

representan % del total que debe recorrer.

:Cudntos kilémetros debe recorrer

Pedro en total?

R:

Figura 11. Actividad 5 para el estudio de las fracciones en primaria.
Discusién

Es altamente probable que los lectores identifiquen algunas de las activi-
dades propuestas como de muy alta dificultad para el nivel que las estamos
proponiendo, y quizd abandonen la idea de emplearlas para sus lecciones.
Sin embargo, antes de detenerse y rehusarse a trabajar con los alumnos, les
invitamos a reflexionar sobre la pregunta: ;Qué pueden hacer mis alum-
nos? Seguramente cuando trabajen con los ninos se sorprenderdn de las
actuaciones que pueden llegar a realizar.

Como experiencia, durante la validacién de las situaciones con pro-
fesores, tuvimos un comentario del tipo: “los nifios no podrin realizar
la actividad 5 porque le falta informacién”. Este hecho nos dejé ver que
el profesor no tenfa las competencias necesarias para responder este tipo
de problemas, pero eso no significa que los nifios tampoco las tengan. Al
momento de aplicar estas situaciones con nifios de 8 anos, a manera de
cuestionario, pudimos ver respuestas como la que se muestra en la Figura
12, que deja ver las actuaciones de una alumna competente.

Pedro ha recorrido en bici 2 km, que representan % del total que debe recorrer.

:Cudntos kilémetros debe recorrer Pedro en total?

Figura 12. Actuacién de una alumna de tercer afio de primaria durante
el proceso de validacién de la actividad 5.
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Con lo anterior no pretendemos evidenciar o demeritar el conocimiento o
préctica del profesor, solo hacer la reflexién de que, a veces, somos nosotros
mismos quienes limitamos la ensefianza por diversas razones. Una de ellas
puede ser porque no se tienen actividades que nos guien para llevar a cabo
nuestras clases. En este sentido, se proponen las actividades presentadas
como un recurso que ayude a los profesores a ensefiar fracciones. Traemos
esto a colacién porque como lo mencionamos antes, persiste la idea de que
las fracciones se siguen ensefiando a través de un solo enfoque, particu-
larmente el modelo del pastel, que si bien, con ese enfoque se desarrollan
ciertas habilidades, también se dejan de lado otras que se potencian con el
empleo de otros modelos.

La ensenanza con el modelo del pastel limita al conocimiento de frac-
ciones propias (Freudenthal, 1983), y también potencia el uso de la frac-
cién como fracturador y més especificamente para establecer una relacién
de fractura, pero recordemos que hay muchos otros fenémenos que son
organizados por las fracciones, asi que mientras mds se empleen en situa-
ciones de ensefianza, se tendrd un mejor objeto mental sobre ese concepto.
Invitamos al lector a que ponga a prueba las actividades aqui presentadas,
guiando a sus alumnos tal como se propone en los desatios matemadticos
para poder constituir un mejor objeto mental sobre las fracciones.
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