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Introducción

El presente trabajo pertenece a la rama de la topoloǵıa cono-
cida como Teoŕıa de los Continuos. Dicha temática trata del es-
tudio de las propiedades topológicas de espacios que son métri-
cos, compactos, conexos y no vaćıos. De hecho a un espacio
topológico con estas propiedades se le llama continuo. Los hipe-
respacios son ciertas familias de subconjuntos de un continuo,
X, con alguna caracteŕıstica particular. En esta tesis trabajamos
con los hiperespacios 2X = {A ⊂ X : A es cerrado en X y no
vaćıo} y C(X) = {A ∈ 2X : A es conexo} considerados con
la métrica de Hausdorff. En esta tesis analizamos propiedades
relacionadas con los hiperespacios 2X y C(X), mencionadas en
el Caṕıtulo 3, dichas propiedades son resultados, conocidos, que
han sido retomadas de las referencias [3], [4] y [6], señaladas en
la bibliograf́ıa de esta investigación. Este trabajo se desarrolla
de la manera que sigue.

En el Caṕıtulo 1 se enuncian algunos conceptos y resultados
que son necesarios para el desarrollo de esta tesis.

En el Caṕıtulo 2 analizamos, por ejemplo, los conceptos que
siguen.

(a) Sea X un continuo. La función H : 2X × 2X → R+ ∪ {0}
definida, para cada A, B ∈ 2X , por H(A,B) = ı́nfE(A,B) es
una métrica para 2X (conocida como la métrica de Hausdorff ).

(b) Si X es un continuo y B = {〈U1, U2, . . . , Un〉 : U1, U2, . . . , Un
son abiertos en X y n ∈ N}, entonces B es una base para una
topoloǵıa del hiperespacio 2X (la topoloǵıa generada por B),
denotada por τV y conocida como la Topoloǵıa de Vietoris.
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Además demostramos, por ejemplo.

Teorema 2.22 Si X es un continuo, entonces la topoloǵıa de
Vietoris, y la topoloǵıa inducida por la métrica de Hausdorff son
iguales, en 2X .

En el Caṕıtulo 3 revisamos algunas propiedades de los hiper-
espacios 2X y C(X), como las siguientes.

Teorema 3.19 Si X es un continuo, entonces 2X es arco conexo.

Teorema 3.21 Si X es un continuo, entonces C(X) es arco
conexo.

Teorema 3.30 Sea X un continuo no degenerado. Las siguien-
tes condiciones son equivalentes.

1 . X es localmente conexo,

2 . 2X es localmente conexo,

3 . C(X) es localmente conexo.

Vianey Córdova Salazar
Facultad de Ciencias F́ısico Matemáticas,

Benemérita Universidad Autónoma de Puebla.
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Índice general

Introducción I

1. Preliminares 1
1.1. Conceptos Básicos . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.2. Continuos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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Índice alfabético 69
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo se enuncian algunos conceptos y resultados
que son necesarios para el desarrollo de esta tesis. En todo este
trabajo si X es un espacio topológico y A un subconjunto de
X, los śımbolos A, Fr(A) e int(A) denotan la cerradura de A,
la frontera de A y el interior de A en X, respectivamente. Si
A ⊂ Y ⊂ X, entonces AY , FrY (A) e intY (A) denotan la cerra-
dura de A, la frontera de A y el interior de A en el subespa-
cio Y de X, respectivamente. La cardinalidad de un conjunto
A se representa por |A|. Como es usual, los śımbolos ∅, N, Q,
R, R+ y R2, representan el conjunto vaćıo, los números natu-
rales, los números racionales, los números reales, los números
reales positivos y el plano euclidiano, respectivamente. Un espa-
cio topológico es no degenerado si tiene más de un punto.

Sean X un espacio topológico y p ∈ X; un subconjunto V
de X es una vecindad de p si existe un abierto U en X tal que
p ∈ U ⊂ V . Una base local de p es una colección de vecindades
Bp en X tal que cumple las siguientes condiciones

1 . Si V es un abierto en X con p ∈ V , entonces existe U ∈ Bp
tal que p ∈ U ⊂ V .

1
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2 . p ∈
⋂

U∈Bp

U .

Sean X un espacio métrico con métrica d, p ∈ X y ε > 0, la
bola abierta en X con centro en p y radio ε, denotada por Bε(p),
es el conjunto Bε(p) = {x ∈ X : d(p, x) < ε}.

1.1. Conceptos Básicos

En esta sección presentamos conceptos y resultados que son
de gran utilidad para la exposición de este trabajo (las nociones
de Topoloǵıa General, que en este trabajo revisamos, se encuen-
tran en alguna de las referencias [1], [2], [6] o [9]).

A continuación definimos el ĺımite inferior, el ĺımite superior
y el ĺımite de una sucesión de conjuntos.

Definición 1.1. Sean X un espacio topológico y {Kn}∞n=1 una
sucesión de subconjuntos de X, el ĺımite inferior de la suce-
sión {Kn}∞n=1 es

ĺım ı́nf Kn = {x ∈ X : para cada abierto U en X con x ∈ U ,

existe N ∈ N tal que U ∩Kn 6= ∅ para cada n ≥ N}.

El ĺımite superior de la sucesión {Kn}∞n=1 es

ĺım sup Kn = {x ∈ X : para cada abierto U en X con x ∈ U ,

existe F ⊂ N infinito tal que U ∩Kn 6= ∅ para cada n ∈ F}.

Un ejemplo de los conceptos anteriores es el siguiente.

Ejemplo 1.2. Sea X = [0, 1] × [0, 1]. Para cada n ∈ N, sean
Kn = [0, 2

3 ]× { 1
n} si n es par y Kn = [13 , 1]× { 1

n} si n es impar.
Entonces ĺım ı́nf Kn = [13 ,

2
3 ]× {0} y ĺım sup Kn = [0, 1]× {0}.
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Observemos que a partir de la Definición 1.1, tenemos que
ĺım ı́nf Kn ⊂ ĺım sup Kn, para cualquier sucesión {Kn}∞n=1.

Definición 1.3. Sean X un espacio topológico y {Kn}∞n=1 una
sucesión de subconjuntos de X, el ĺımite de la sucesión, que
denotamos por ĺım Kn = K, existe cuando

ĺım sup Kn ⊂ ĺım ı́nf Kn.

Es decir, K = ĺım ı́nf Kn = ĺım sup Kn.
Un ejemplo de las definición anterior es lo siguiente.

Ejemplo 1.4. Sea X = [0, 1] × [0, 1]. Para cada n ∈ N, sean
Kn = [0, 1]× { 1

n} si n es par y Kn = [0, 1]× {0} si n es impar.
Como el ĺım sup Kn ⊂ ĺım ı́nf Kn, entonces ĺım Kn = [0, 1] ×
{0}.

Recordemas a continuación las definiciones de componente y
casicomponente.

Definición 1.5. Sean X un espacio topológico y p ∈ X. La
componente C(p) de p en X es el conjunto

C(p) =
⋃
{D ⊂ X : D es conexo y p ∈ D}.

La casicomponente Q(p) de p en X, es el conjunto

Q(p) =
⋂
{E ⊂ X : E es abierto y cerrado en X y p ∈ E}.

Además, si B es un subconjunto conexo de X que contiene
a C(p), entonces B = C(p). Es decir, una componente es un
subconjunto conexo maximal.

Observación 1.6. Si X es conexo y p ∈ X, entonces C(p) =
Q(p) = X.
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Teorema 1.7. Si X es un espacio topológico con p ∈ X, en-
tonces C(p) ⊂ Q(p).

Demostración. Veamos que C(p) ⊂ Q(p). Sea q ∈ C(p), luego,
existe D ⊂ X conexo tal que p, q ∈ D. Sea T un abierto y
cerrado en X tal que p ∈ T. Como T y X \ T forman una
separación de X, tenemos que D ⊂ T o D ⊂ X \ T, además
p ∈ D ∩ T, aśı, D ⊂ T. Luego, q ∈ T, ya que q ∈ D. Por tanto,
q ∈ Q(p). Con esto concluimos que C(p) ⊂ Q(p).

Notemos que la otra contención Q(p) ⊂ C(p) no siempre es
cierta, como se ve a continuación.

Ejemplo 1.8. Sea X el subespacio del plano formado por la
unión de los segmentos Ln, donde Ln es el segmento que une a
los puntos xn = (0, 1

n) y yn = (1, 1
n). A esta unión le añadimos los

puntos p = (0, 0) q = (1, 0). Veamos que C(p) = {p} y Q(p) =
{p, q}. Supongamos que C(p) 6= {p}, es decir, supongamos que
existe t ∈ C(p) tal que t 6= p, aśı, existe un subconjunto conexo
D de X tal que p, t ∈ D. Luego, para algún N ∈ N, tenemos que
t ∈ LN . Sea A =

⋃
n>N Ln ∪ {p, q}, notemos que A y X \A son

abiertos y cerrados en X, además, p ∈ D ∩A, y t ∈ D ∩X \A.
Aśı, D∩A 6= ∅ y D∩X\A 6= ∅, luego, D = (D∩A)∪(D∩X\A),
lo cual es una contradicción, ya que D es conexo. Por lo tanto,
C(p) = {p}.

Veamos que Q(p) = {p, q}. Sea F un subconjunto abierto
y cerrado de X tal que p ∈ F. Supongamos que q /∈ F. Aśı,
q ∈ X \ F. Sea ε > 0, luego, existe N1 ∈ N tal que si n ≥ N1,
entonces d(xn, p) < ε, de manera análoga, existe N2 ∈ N tal que
si n ≥ N2, entonces d(yn, q) < ε. Sea N = máx{N1, N2}. De
manera que para n ≥ N se tiene que xn ∈ F y yn ∈ X \ F. Aśı,
Ln∩F 6= ∅ y Ln∩X \F 6= ∅. Como Ln = (Ln∩F )∪(Ln∩X \F ),
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tenemos que Ln no es conexo. Por lo tanto q ∈ F. De manera
que {p, q} ⊂ Q(p).

Supongamos ahora que Q(p) ( {p, q}. Sea t ∈ Q(p) tal que
t 6= p y t 6= q, aśı, existe LN en X tal que t ∈ LN para algún N ∈
N. Sea A =

⋃
n>N Ln ∪ {p, q}. Notemos que A es un conjunto

abierto y cerrado en X, tal que p ∈ A y t /∈ A pero, por hipótesis,
t ∈ A, esto es una contradicción. Aśı, Q(p) = {p, q}.

Teorema 1.9. Si X es un espacio topológico compacto y Haus-
dorff, entonces para cada punto p ∈ X, tenemos que C(p) =
Q(p).

Demostración. Hemos visto, en el Teorema 1.7, que C(p) ⊂
Q(p). Resta mostrar que Q(p) ⊂ C(p). Para probar esto bas-
ta mostrar que Q(p) es conexo, ya que C(p) contiene a todos los
conexos que tienen al punto p.

Supongamos, por el contrario, que Q(p) no es conexo. Note-
mos que Q(p) es cerrado en X ya que Q(p) es una intersección
de cerrados en X. Existen K, L ⊂ X cerrados en X, no vaćıos,
con K∩L = ∅ tal que Q(p) = K∪L. Como X es normal (ya que
X es compacto y Hausdorff), tenemos que existen U, V abiertos
en X con U ∩ V = ∅ tales que K ⊂ U y L ⊂ V.

Como p ∈ Q(p), podemos suponer que p ∈ K, sin pérdida
de generalidad. Luego, sea Z = X \ (U ∪ V ). Como U ∪ V es
abierto en X, tenemos que Z es cerrado en X. Además X es
compacto y aśı, Z es compacto. Como K ∪L ⊂ U ∪ V, tenemos
que X \ (U ∪ V ) ⊂ X \ (K ∪ L), es decir,

Z ⊂ X \ (K ∪ L) = X \Q(p).

Como

X \Q(p) =
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X \ (
⋂
{E ⊂ X : E es cerrado y abierto en X y p ∈ E})

=
⋃
{X \ E : E es abierto y cerrado en X y p ∈ E}.

La familia

{X \ E : E es abierto y cerrado en X y p ∈ E}

es una cubierta abierta del compacto Z. Por lo que existen m ∈
N y E1, . . . , Em abiertos y cerrados en X tales que para cada
i ∈ {1, . . . ,m}, con p ∈ Ei yX\(U∪V ) ⊂ (X\E1)∪· · ·∪(X\Em)
= X \ (E1 ∩ · · · ∩ Em).

De manera que E1 ∩ · · · ∩ Em ⊂ U ∪ V. Luego, sea M =
E1∩· · ·∩Em. Aśı, M es abierto y cerrado en X y p ∈M ⊂ U∪V.
Notemos que

M ∩ U = M ∩ (X \ V )

de esto, obtenemos que M ∩U es abierto y cerrado en X, ya que
(X \ V ) es cerrado en X y U es abierto en X.

Como p ∈M ∩K ⊂M ∩U, luego, Q(p) ⊂M ∩U. Como L ⊂
Q(p), tenemos que L ⊂ (M∩U)∩V, lo cual es una contradicción
porque (M ∩ U) ∩ V = ∅. Aśı, Q(p) es conexo, y p ∈ Q(p). Por
tanto, Q(p) ⊂ C(p). Con esto concluimos que Q(p) = C(p).

Teorema 1.10. Sea X un espacio topológico compacto y Haus-
dorff. Si K es una componente de X y F un cerrado en X tales
que F ∩K = ∅, entonces existe L abierto y cerrado en X tal que
K ⊂ L y L ∩ F = ∅.

Demostración. Sea p ∈ K, por el Teorema 1.9, tenemos que
K = C(p) = Q(p). Para cada y ∈ F , tenemos que y /∈ K, de
manera que existe un abierto y cerrado Vy en X tal que p ∈ Vy
y y /∈ Vy.
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Sea Xy = X \ Vy. Luego, Xy es abierto y cerrado en X tal
que y ∈ Xy y p /∈ Xy. Como K es un conexo y Vy, Xy forman
una separación de X, se sigue que K ⊂ Vy o K ⊂ Xy. Como
p ∈ Vy ∩ K, tenemos que K ⊂ Vy, aśı, K ∩ Xy = ∅. Como la
familia {Xy : y ∈ F} es una cubierta abierta del compacto F,
existen m ∈ N y y1, . . . , ym ∈ F tales que F ⊂ Xy1 ∪ · · · ∪Xym

.
Sea

L = X \ (Xy1 ∪ · · · ∪Xym
)

= X \Xy1 ∩ · · · ∩X \Xym

= X \ (X \ Vy1) ∩ · · · ∩X \ (X \ Vym
)

= Vy1 ∩ · · · ∩ Vym
.

Luego, L es abierto y cerrado en X, ya que para cada i =
{1, . . . ,m}, tenemos que Vyi

son abiertos y cerrados en X.

Luego, Xy1 ∪ · · · ∪ Xym
y X \ (Xy1 ∪ · · · ∪ Xym

) forman una
separación de X. Como K es conexo, tenemos que K ⊂ L o
K ⊂ Xy1 ∪ · · · ∪Xym

.

Además, sabemos que K ∩ L 6= ∅, aśı, K ⊂ L, luego, L ∩
(Xy1 ∪ · · · ∪Xym

) = ∅, como F ⊂ (Xy1 ∪ · · · ∪Xym
) tenemos que

L ∩ F = ∅.

Los dos resultados que siguen son conocidos como el “teo-
rema del cable cortado” y “teorema de golpes en la frontera”,
respectivamente.

Teorema 1.11. Sean A y B cerrados en un espacio métrico
compacto X. Si ningún conexo de X intersecta tanto a A como
a B, entonces existen X1 y X2 cerrados en X, ajenos tales que
X = X1 ∪X2, con A ⊂ X1 y B ⊂ X2.

Demostración. Sean A y B cerrados en X. Para cada a ∈ A sea
C(a) la componente de a en X, por hipótesis B ∩C(a) = ∅, por
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el Teorema 1.10, existe un abierto y cerrado La en X tal que
C(a) ⊂ La y La ∩B = ∅. Por otro lado, como A es un conjunto
compacto, tenemos que existen n ∈ N y a1, a2, . . . , an ∈ A tales
que A ⊂

⋃n
i=1 Lai

. Además,
⋃n
i=1 Lai

es un conjunto abierto y
cerrado en X. Sean X1 =

⋃n
i=1 Lai

y X2 = X \X1. Concluimos
que X1∩X2 = ∅ que X1 y X2 son conjuntos cerrados en X tales
que X = X1 ∪X2 con A ⊂ X1 y B ⊂ X2.

Teorema 1.12. Sean X un espacio conexo, compacto y Haus-
dorff y U un subconjunto no vaćıo, propio y abierto en X. Si K
es una componente de U, entonces K ∩ Fr(U) 6= ∅.

Demostración. Supongamos por el contrario que K∩Fr(U) = ∅.
Notemos que U ⊂ X con X compacto y Hausdorff, aśı, U es
compacto y Hausdorff. Ahora, por el Teorema 1.10, existe L ⊂ U
abierto y cerrado en U tal que K ⊂ L y L ∩ Fr(U) = ∅. De
manera que L es cerrado en X, ya que L es cerrado en U, además
L 6= ∅ y L ⊂ U \ Fr(U) = U.

Como L es abierto en U, existe un abierto W de X tal que
W ∩ U = L. Pero L ⊂ U, aśı que W ∩ U = L, esto muestra que
L también es abierto en X. Ya que X es conexo, se debe tener
que L = X. Pero L ⊂ U, aśı que U = X, lo cual contradice la
hipótesis. Por tanto, K ∩ Fr(U) 6= ∅.

Teorema 1.13. Sean X un espacio no vaćıo, conexo, compacto
y de Hausdorff y A y B conexos, cerrados en X y no vaćıos
tales que A ( B. Existe un conexo y cerrado C en X tal que
A ( C ( B.

Demostración. Sea p ∈ B \ A. Como B es un espacio normal,
existe un abierto U de B tal que A ⊂ U ⊂ UB ⊂ B \ {p}. Sea
C la componente de UB que contiene a A. Notemos que C es
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conexo y cerrado en X. Como p /∈ C, tenemos que C ( B. Sólo
nos falta ver que A 6= C. Como U es abierto en B, tenemos que
U ∩ FrB(U) = ∅. Ya que A ⊂ U, tenemos que A ∩ FrB(U) = ∅.
Por el Teorema 1.12, tenemos que C ∩ FrB(U) 6= ∅. Por tanto,
A 6= C.

1.2. Continuos

En esta sección revisamos las nociones de continuo, conexidad
local, conexidad en pequeño y arco conexidad, estas nociones se
usan a lo largo de este trabajo; también presentamos algunos
resultados relacionados con estas nociones.

Definición 1.14. Un espacio métrico X es un continuo si X
es compacto, conexo y no vaćıo. Dado Y ⊂ X, Y es un sub-
continuo de X si Y es un continuo.

A continuación estudiamos los conceptos de conexidad en
pequeño, conexidad local y arco conexo, junto con algunas de
sus propiedades.

Definición 1.15. Sean X un continuo y x ∈ X. Entonces, X es
localmente conexo en x, si para cada abierto U en X tal que
x ∈ U, existe un abierto y conexo V en X tal que x ∈ V ⊂ U.
Diremos que X es localmente conexo, si X es localmente conexo
en cada uno de sus puntos.

Definición 1.16. Sean X un continuo y x ∈ X. Entonces, X es
conexo en pequeño en x, si para cada abierto U en X tal que
x ∈ U, existe un conexo V en X tal que x ∈ int(V ) ⊂ V ⊂ U.
Diremos que X es conexo en pequeño, si X es conexo en pequeño
en cada uno de sus puntos.
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Teorema 1.17. Un continuo X es localmente conexo si, y sólo
si, toda componente de cada abierto en X es un abierto en X.

Demostración. Supongamos que X es localmente conexo. Sean
U un abierto en X y C una componente de U . Veamos que C es
abierto en X. Sea x ∈ C. Como x ∈ U y X es localmente conexo,
existe un abierto y conexo V tal que x ∈ V ⊂ U . Notemos que
C ∪ V ⊂ U y C ∪ V es conexo. Como C es un conexo maximal
de U , V ⊂ C. Aśı, x ∈ int(C). Concluimos que C es abierto en
X.

Rećıprocamente, sean x ∈ X y W un conjunto abierto tal
que x ∈ W. Sea C una componente de W tal que x ∈ C. Por
hipótesis, C es abierto en X. Aśı, x ∈ C ⊂ W. Por lo tanto, X
es localmente conexo.

Si un espacio es localmente conexo en un punto, entonces el
espacio es conexo en pequeño en ese punto, pero la rećıproca en
general no es cierta. Por ejemplo, consideremos el continuo X
de la Figura 1.1, notemos que X es conexo en pequeño en p y
X no es localmente conexo en p.
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Sin embargo, globalmente estas nociones son equivalentes.

Teorema 1.18. Sea X un continuo. Entonces X es conexo en
pequeño si, y sólo si, X es localmente conexo.

Demostración. Supongamos que X es localmente conexo. Sea U
un conjunto abierto en X talque x ∈ U. Por hipótesis, existe V
abierto en X y conexo tal que x ∈ V ⊂ U. Además, int(V ) ⊂ V.
Por tanto, x ∈ int(V ) ⊂ V ⊂ U. Por lo que X es conexo en
pequeño en x. Dado que x es arbitrario, tenemos queX es conexo
en pequeño.

Rećıprocamente, sean U un abierto en X y C una compo-
nente de U . Veamos que C es abierto en X. Sea x ∈ C ⊂ U .
Por hipótesis, existe un conjunto conexo W de X tal que x ∈
int(W ) ⊂ W ⊂ U. Notemos que x ∈ C ∩W, aśı, C ∩W 6= ∅.
De manera que W ⊂ C. Luego, int(W ) ⊂ int(C), es decir,
x ∈ int(C). Por tanto C ⊂ int(C). Aśı, C es un abierto y
conexo en X. En concluición, X es localmente conexo.

Definición 1.19. Un arco es un espacio homeomorfo al inter-
valo cerrado [0, 1]. Si f : [0, 1] → A es un homeomorfismo y
denotamos p = f(0) y q = f(1), entonces los puntos p y q son
llamados los puntos extremos del arco A. Un arco de p a
q significa un arco con puntos extremos p y q.

Definición 1.20. Un espacio topológico X es arco conexo, si
para cualesquiera x, y ∈ X con x 6= y, existe un arco en X de x
a y.

Ejemplo 1.21. [7, 4.3, pág. 160] Sean A = {(x, sen( 1
x)) ∈ R2 :

0 < x ≤ 1} y B = {0} × [−1, 1]. El conjunto A = A ∪ B es
un continuo y es conocido como el continuo sen( 1

x). Este es un
ejemplo de un continuo que no es arco conexo.
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Existen dos resultados muy importantes para los continuos
localmente conexos, en general estos teoremas son de suma im-
portancia en la teoŕıa de continuos, uno dice que todos los con-
tinuos localmente conexos son arco conexos, Teoremas 1.22, este
teorema fue dado por J. L. Kelley.

Teorema 1.22. [6, Teorema 8.23] Cada continuo, no degener-
ado, localmente conexo es arco conexo.

El rećıproco del Teorema 1.22 no es válido, como se muestra
en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.23. Sea A = ([0, 1]× {0}) ∪ ({ 1
n : n ∈ N} × [0, 1]) ∪

({0}×[0, 1]). El conjunto A es un continuo y es conocido como el
espacio peine, este continuo es arco conexo pero no es localmente
conexo.

Los abiertos y conexos en un espacio localmente conexo son
arco conexos como se cita a continuación.

Teorema 1.24. [6, Teorema 8.26] Todo subconjunto conexo y
abierto de un continuo localmente conexo es arco conexo.



Caṕıtulo 2

Topoloǵıa para 2X

El contenido de este caṕıtulo fue inspirado de los ejercicios
2.2, 2.3, 2.6 – 2.8 del Caṕıtulo 2 de la referencia [4]; de los cuales
destacan los ejercicios 2.6, 2.7 y 2.8. El Ejercicio 2.6 da una
métrica que coincide con la métrica de Hausdorff. El Ejercicio
2.7 se ocupa en la prueba del Ejercicio 2.8 que asegura que la
topoloǵıa de Vietoris coincide con la topoloǵıa generada por la
métrica de Hausdorff.

2.1. Métrica de Hausdorff

Dado un continuo X, los hiperespacios son ciertas familias de
subconjuntos de X, con alguna caracteŕıstica particular. Con-
sideraremos los siguientes hiperespacios de X.

2X = {A ⊂ X : A es cerrado en X y no vaćıo},

C(X) = {A ∈ 2X : A es conexo}.
Definición 2.1. Sean X un continuo con métrica d, A,B ⊂ X,
denotamos por d(A,B) la distancia de A a B como d(A,B) =
ı́nf{d(a, b) : a ∈ A y b ∈ B} y la distancia de un punto p a un
conjunto C es d(p, C) = d({p}, C).

13
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Si A es cerrado en X, la nube en X con centro en A y de ra-
dio ε > 0 , es N(ε, A) = {x ∈ X : existe a ∈ A tal que d(a, x) <
ε}.
Teorema 2.2. Si X es un continuo, ε > 0 y A ∈ 2X, entonces

1. A ⊂ N(ε, A),

2. N(ε, A) =
⋃
a∈AB(ε, a). Aśı, N(ε, A) es un abierto en X,

3. N(δ, A) ⊂ N(ε, A) para cada δ > 0 tal que δ < ε, y

4. N(ε, A) =
⋃
{N(δ, A) : δ > 0, δ < ε}.

Demostración. 1 . Es claro que se cumple.
2 . Sea x ∈ N(ε, A). Existe a ∈ A tal que d(a, x) < ε, luego,

x ∈ B(ε, a). Aśı, x ∈
⋃
a∈AB(ε, a). Por lo tanto,

N(ε, A) ⊂
⋃
a∈A

B(ε, a). (2.1.1)

Sea x ∈
⋃
a∈AB(ε, a). Existe a ∈ A tal que x ∈ B(ε, a). Aśı,

d(a, x) < ε, es decir, x ∈ N(ε, A). Por lo tanto,⋃
a∈A

B(ε, a) ⊂ N(ε, A). (2.1.2)

De (2.1.1) y (2.1.2), se tiene la igualdad deseada.
3 . Sean δ > 0 tal que δ < ε y x ∈ N(δ, A). Existe a ∈ A tal

que d(a, x) < δ. Como δ < ε, tenemos que d(a, x) < ε, es decir,
x ∈ N(ε, A). Por lo tanto, N(δ, A) ⊂ N(ε, A).

4 . Sea x ∈ N(ε, A). Existe a ∈ A tal que d(a, x) < ε. Sea
δ > 0 tal que d(a, x) < δ < ε. Aśı, d(a, x) < δ, de manera que
x ∈ N(δ, A).

Luego, x ∈
⋃
{N(δ, A) : δ > 0, δ < ε}. Por lo tanto,

N(ε, A) ⊂
⋃
{N(δ, A) : δ > 0, δ < ε}. (2.1.3)
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Por 3 , tenemos que⋃
δ<ε

N(δ, A) ⊂ N(ε, A). (2.1.4)

De (2.1.3) y (2.1.4), concluimos 4 .

Teorema 2.3. Si A ∈ 2X y U es un abierto en X tal que A ⊂ U ,
entonces existe ε > 0 tal que N(ε, A) ⊂ U.

Demostración. Sea A ⊂ U . Luego, A∩(X\U) = ∅. Notemos que
A y X \U son cerrados en X y aśı compactos en X. De manera

que d(A,X\U) > 0. Sea ε = d(A,X\U)
2 . Veamos que N(ε, A) ⊂ U .

En efecto, si x ∈ N(ε, A), entonces existe a ∈ A tal que d(a, x) <
ε. Aśı, x ∈ B(ε, a). Afirmamos que x ∈ U . Porque en caso
contrario, es decir, si x ∈ X \U , entonces d(A,X \U) ≤ d(a, x).
Aśı, d(A,X \U) < ε, lo cual es una contradicción. Por lo tanto,
x ∈ U. Con esto concluimos la prueba de este teorema.

Teorema 2.4. Sean A, B ∈ 2X. Si 0 < δ ≤ ε y A ⊂ B, entonces
N(δ, A) ⊂ N(ε, B).

Demostración. Sea x ∈ N(δ, A). Existe a ∈ A tal que d(a, x) <
δ. Como δ ≤ ε, se sigue que d(a, x) < ε. Puesto que A ⊂ B,
implicamos que a ∈ B, de donde x ∈ N(ε, B). Por lo tanto,
N(δ, A) ⊂ N(ε, B).

Teorema 2.5. Si ε > 0 y A, B ∈ 2X, entonces

N(ε, A) ∪N(ε, B) = N(ε, A ∪B).

Demostración. Por el Teorema 2.4, inferimos que N(ε, A) ⊂
N(ε, A ∪B) y N(ε, B) ⊂ N(ε, A ∪B). Aśı,

N(ε, A) ∪N(ε, B) ⊂ N(ε, A ∪B). (2.1.5)
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Ahora, sea z ∈ N(ε, A∪B). Existe b ∈ A∪B tal que d(b, z) <
ε. Tenemos dos casos b ∈ A o b ∈ B.

(i) Si b ∈ A, entonces z ∈ N(ε, A).

(ii) Si b ∈ B, entonces z ∈ N(ε, B).

En ambos casos, z ∈ N(ε, A) ∪N(ε, B). Por lo tanto,

N(ε, A ∪B) ⊂ N(ε, A) ∪N(ε, B). (2.1.6)

De (2.1.5) y (2.1.6), concluimos que N(ε, A) ∪ N(ε, B) =
N(ε, A ∪B).

Teorema 2.6. Si A, B ∈ 2X tales que A ∩ B = ∅, entonces
existe ε > 0 tal que

N(ε, A) ∩N(ε, B) = ∅.

Demostración. Supongamos por el contrario, que para cada ε >
0, tenemos que N(ε, A) ∩ N(ε, B) 6= ∅. Puesto que A ∩ B = ∅
y A, B son compactos en X, tenemos que d(A,B) > 0. Sea

ε = d(A,B)
2 , notemos que ε > 0. Por lo supuesto, deducimos que

N(ε, A)∩N(ε, B) 6= ∅. Existe z ∈ N(ε, A)∩N(ε, B). Aśı, existen
a ∈ A y b ∈ B tales que d(a, z) < ε y d(b, z) < ε. Aplicando
la desigualdad del triángulo, d(a, b) ≤ d(a, z) + d(z, b). Luego,
d(a, b) < 2ε = d(A,B), de manera que d(a, b) < d(A,B), lo cual
es una contradicción.

Definición 2.7. Sea A un subconjunto no vaćıo de un continuo
X. El diámetro de A, denotado por diám(A), es

diám(A) = sup{d(a, b) : a, b ∈ A}.

Notación 2.8. Para cada A, B ∈ 2X sean
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E(A,B) = {ε > 0 : A ⊂ N(ε, B) y B ⊂ N(ε, A)} y

E(A,B) ]E(B,C) = {ε+ δ > 0 : ε ∈ E(A,B) y δ ∈ E(B,C)}.

Teorema 2.9. Sea X un continuo. La función H : 2X × 2X →
R+ ∪ {0} definida, para cada A, B ∈ 2X, por

H(A,B) = ı́nf E(A,B)

es una métrica para 2X .

Demostración. Sean A, B, C ∈ 2X .
(a) Veamos que H está bien definida. Para esto, tenemos que

probar que el conjunto E(A,B) es no vaćıo y está acotado infe-
riormente. Observemos que d(x, y) <diám(X) + 1, para cada x,
y ∈ X. Aśı, A ⊂ N(diám(X)+1, B) y B ⊂ N(diám(X)+1, A).
De manera que diám(X)+1 ∈ E(A,B). Por tanto, E(A,B) 6= ∅.
Es claro que E(A,B) está acotado inferiormente por el cero.

(b) Para cada A, B ∈ 2X , notemos que H(A,B) ≥ 0.

(c) Por definición de E(A,B), deducimos que E(A,B) =
E(B,A), de esto, para cada A, B ∈ 2X , tenemos que H(A,B) =
H(B,A).

(d) Para cada A, B ∈ 2X , veamos que H(A,B) = 0 si, y sólo
si, A = B. Sean A, B ∈ 2X . Supongamos que H(A,B) = 0.
Mostraremos que A = B. Para esto, sean ε > 0 y x ∈ A.
Como H(A,B) = 0, existe δ ∈ E(A,B) tal que δ < ε. Luego,
A ⊂ N(δ, B) y como x ∈ A, se sigue que x ∈ N(δ, B). Entonces
existe y ∈ B tal que d(x, y) < δ < ε. Aśı, y ∈ B(x, ε) ∩ B, de
donde B(x, ε) ∩ B 6= ∅ y como ε fue arbitrario, tenemos que
x ∈ B. Puesto que B es cerrado en X, se sigue que x ∈ B. Por
lo tanto, A ⊂ B. Análogamente, se prueba que B ⊂ A. Aśı,
A = B.
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Ahora supongamos que A = B. Luego, para todo ε > 0,
tenemos que ε ∈ E(A,B). Aśı, H(A,B) = 0.

(e) Finalmente veamos que para cada A, B, C ∈ 2X , tenemos
que H(A,C) ≤ H(A,B) +H(B,C).

Para esto, demostremos que E(A,B) ] E(B,C) ⊂ E(A,C).
Sea β ∈ E(A,B) ] E(B,C), aśı, existen ε ∈ E(A,B) y δ ∈
E(B,C) tales que β = ε + δ. Luego, A ⊂ N(ε, B) y B ⊂
N(δ, C). Veamos que A ⊂ N(β, C), si x ∈ A, existe y ∈ B

tal que d(x, y) < ε. Luego, existe z ∈ C tal que d(y, z) <
δ. Aśı, d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) < ε + δ = β. Por lo tan-
to, A ⊂ N(β, C). Análogamente, se puede probar que C ⊂
N(β,A). De esto, deducimos que β ∈ E(A,C). Por lo tanto,
E(A,B)]E(B,C) ⊂ E(A,C). De lo anterior, es inmediato que
H(A,C) ≤ H(A,B) +H(B,C).

De acuerdo al Teorema 2.9, para cada continuo X, tenemos
que (2X , H) es un espacio métrico, H se conoce como la métrica
de Hausdorff. Como C(X) está contenido en 2X , observemos
que H también es una métrica para C(X). La idea intuitiva de
esta métrica es que dos conjuntos están cercanos si ellos casi se
empalman uno en el otro. Esta idea geométrica es buena pero
tenemos que notar que, por ejemplo, si A es un disco en el plano,
se pueden dar conjuntos finitos tan cercanos a A como se quiera,
simplemente se toma una cuadŕıcula muy fina dentro del disco
y se toma como conjunto finito al conjunto de los cruces de la
cuadŕıcula.

Teorema 2.10. Si X es un continuo, A, B ∈ 2X y ε > 0,
entonces H(A,B) < ε si, y sólo si, A ⊂ N(ε, B) y B ⊂ N(ε, A).

Demostración. Supongamos que H(A,B) < ε.
Existe δ′ ∈ E(A,B) tal que δ′ < ε, A ⊂ N(δ′, B) y B ⊂
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N(δ′, A). Además, por el Teorema 2.2.3, tenemos que N(δ′, B) ⊂
N(ε, B) y N(δ′, A) ⊂ N(ε, A). Por tanto, A ⊂ N(ε, B) y B ⊂
N(ε, A).

Rećıprocamente, supongamos que

A ⊂ N(ε, B) y B ⊂ N(ε, A).

Aśı, por el Teorema 2.2.4, tenemos que A ⊂
⋃
{N(δ, B) :

δ > 0, δ < ε}. Dado que A es compacto, existen números
positivos, δ1, δ2, . . . , δn, con n ∈ N, tales que δi < ε y A ⊂⋃n
i=1N(δi, B). Sea α = máx{δ1, δ2, . . . , δn}. Luego, para ca-

da i ∈ {1, 2, . . . , n}, tenemos que N(δi, B) ⊂ N(α,B). Aśı,⋃n
i=1N(δi, B) ⊂ N(α,B). Luego, A ⊂ N(α,B). De manera

análoga a lo anterior, como B ⊂ N(ε, A), existe γ > 0 tal que
γ < ε y B ⊂ N(γ,A). Sea β = máx{α, γ}. Tenemos que β < ε,

A ⊂ N(β,B) y B ⊂ N(β,A). Aśı, β ∈ E(A,B). En consecuen-
cia H(A,B) ≤ β < ε. Por tanto, H(A,B) < ε.

Teorema 2.11. Sea X un continuo. La función diám : 2X →
[0,∞) es una función continua.

Demostración. Sean ε > 0, A, B ∈ 2X y δ = ε
2 . Si H(A,B) < δ,

por el Teorema 2.10, tenemos que A ⊂ N(δ, B) y B ⊂ N(δ, A).
Como A es compacto, existen a1, a2 ∈ A tales que diám(A) =
d(a1, a2). Luego, existen b1, b2 ∈ B tales que d(a1, b1) < δ y
d(a2, b2) < δ. Notemos que

diám(A) = d(a1, a2) ≤ d(a1, b1) + d(a2, b2) + d(b1, b2)

< 2δ + d(b1, b2) = ε+ d(b1, b2) ≤ ε+ diám(B).

Por lo tanto,

diám(A)− diám(B) < ε. (2.1.7)
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De manera análoga a como se le hizo cuando A es compacto,
como B es compacto,

diám(B)− diám(A) < ε.

Aśı,
−ε < diám(A)− diám(B). (2.1.8)

Por (2.1.7) y (2.1.8), concluimos que

| diám(A)− diám(B) |< ε.

Por tanto, la función diám es uniformemente continua, y aśı,
continua.

Sean A ∈ 2X y ε > 0, por B(ε, A) entendemos la bola abierta
en 2X con centro en A y de radio ε, es decir,

B(ε, A) = {B ∈ 2X : H(A,B) < ε}.

Definición 2.12. Dado un continuo X, sea D : 2X×2X → R+∪
{0}, la función definida, para cada A, B ∈ 2X , por D(A,B) =
máx{sup{d(a,B) : a ∈ A}, sup{d(A, b) : b ∈ B}}.
Teorema 2.13. Sea X un continuo. Si A,B ∈ 2X, entonces
D(A,B) = H(A,B).

Demostración. Sean ε > 0 y r = H(A,B) + ε, se sigue que
H(A,B) < r. Luego, por el Teorema 2.10, tenemos que A ⊂
N(r, B) y B ⊂ N(r, A). Aśı, para cada a ∈ A, existe un b ∈ B
tal que d(a, b) < r. De esta forma, para cada a ∈ A, deducimos
que d(a,B) < r. De modo que sup{d(a,B) : a ∈ A} < r. De
manera análoga a lo anterior, como B ⊂ N(ε, A), se sigue que
sup{d(b, A) : b ∈ B} < r. Por lo tanto, D(A,B) ≤ r, es decir,
D(A,B) ≤ H(A,B) + ε. Como ε > 0 fue arbitrario, inferimos
que D(A,B) ≤ H(A,B).
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Veamos que H(A,B) ≤ D(A,B). Sean ε > 0 y r = D(A,B)+
ε. Probemos que A ⊂ N(r, B). Tomemos a1 ∈ A, aśı, d(a1, B) ≤
sup{d(a,B) : a ∈ A}. Como sup{d(a,B) : a ∈ A} ≤ D(A,B),
se sigue que d(a1, B) ≤ D(A,B). Aśı, d(a1, B) < r. De manera
que a1 ∈ N(r, B). Por lo tanto, A ⊂ N(r, B), análogamente, se
prueba que B ⊂ N(r, A). Luego, por el Teorema 2.10, tenemos
que H(A,B) < r, es decir, H(A,B) < D(A,B) + ε. Dado que
ε > 0 fue arbitrario, inferimos que H(A,B) ≤ D(A,B). Por lo
tanto, H(A,B) = D(A,B).

Por el Teorema 2.9, conluimos que D es una métrica para el
hiperespacio 2X , que coincide con la métrica de Hausdorff. De
manera que los hiperespacios 2X y C(X) pueden ser considera-
dos con cualquiera de estas dos métricas, según nos convenga.

Definición 2.14. Dado un subconjunto A de un continuo X.
Consideremos las siguientes subcolecciones del hiperespacio 2X .

Γ(A) = {B ∈ 2X : B ⊂ A},

Λ(A) = {B ∈ 2X : B ∩ A 6= ∅} y

Φ(A) = {B ∈ 2X : A ⊂ B}.

Teorema 2.15. Sean X un continuo y A un subconjunto de X.
Se tiene lo siguiente.

1. Si A es un abierto en X, entonces Γ(A) y Λ(A) son abiertos
en 2X .

2. Si A es cerrado en X, entonces Γ(A), Λ(A) y Φ(A) son
cerrados en 2X .

Demostración. 1 . Sea A un abierto en X. Veamos que Γ(A) es
abierto en 2X . Para esto, sea B ∈ Γ(A), luego, B ∈ 2X y B ⊂ A.
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Como A es abierto en X, por el Teorema 2.3, tenemos que existe
ε > 0 tal que N(ε, B) ⊂ A. Veamos que B(ε, B) ⊂ Γ(A). Sea
C ∈ B(ε, B), se sigue que H(B,C) < ε. Por el Teorema 2.10,
tenemos que C ⊂ N(ε, B) y como N(ε, B) ⊂ A, se sigue que
C ⊂ A. Aśı, C ∈ Γ(A). Luego, B(ε, B) ⊂ Γ(A). Con todo esto,
para cada B ∈ Γ(A), existe ε > 0 tal que B(ε, B) ⊂ Γ(A), es
decir, Γ(A) es abierto en 2X .

Ahora, demostremos que Λ(A) es abierto en 2X . Sea B ∈
Λ(A), luego, B ∈ 2X y B ∩ A 6= ∅. Sea x ∈ B ∩ A. Como A

es abierto en X, existe ε > 0 tal que B(ε, x) ⊂ A. Probemos
que B(ε, B) ⊂ Λ(A). Sea C ∈ B(ε, B), luego, H(B,C) < ε,
por el Teorema 2.10, inferimos que B ⊂ N(ε, C). Como x ∈ B,
existe y ∈ C tal que d(x, y) < ε, es decir, y ∈ B(ε, x). Aśı,
y ∈ A, luego, y ∈ C ∩ A, de manera que C ∩ A 6= ∅. Por lo
tanto, C ∈ Λ(A). Aśı, B(ε, B) ⊂ Λ(A). Esto prueba que Λ(A)
es abierto en 2X .

2 . Sea A un cerrado en X, aśı, X \ A es un abierto en X.
Además notemos que Γ(A) = 2X \ Λ(X \ A) y Λ(X \ A) es un
abierto en 2X , por 1 de éste teorema, aśı, tenemos que Γ(A) es
cerrado en 2X .

Por otro lado, si A es cerrado en X, entonces X \A es abierto
en X. Por 1 de este teorema, se sigue que Γ(X \ A) es abierto
en 2X , aśı, 2X \ Γ(X \ A) es cerrado en 2X . Notemos que 2X =
Λ(A) ∪ Γ(X \A) y Λ(A) ∩ Γ(X \A) = ∅. Por lo tanto, Λ(A) es
cerrado en 2X .

Ahora, veamos que Φ(A) es cerrado en 2X . Sea B ∈ Φ(A)
y supongamos que B 6∈ Φ(A). Aśı, A 6⊂ B. Sea a ∈ A \ B.
Notemos que d(B, a) > 0. Sea ε = d(B, a). Como B ∈ Φ(A),
tenemos que Φ(A) ∩ B(ε, B) 6= ∅. Tomemos E ∈ Φ(A) tal que
H(B,E) < ε. Por el Teorema 2.10, se sigue que E ⊂ N(ε, B).
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Como a ∈ A y E ∈ Φ(A), existe b ∈ B tal que d(a, b) < ε. Como
d(a,B) ≤ d(a, b), tenemos que ε < ε, lo cual no puede ser. Por
lo tanto, B ∈ Φ(A). Aśı, Φ(A) ⊂ Φ(A). En consecuencia, hemos
demostrado que Φ(A) es cerrado en 2X .

2.2. Topoloǵıa de Vietoris

En esta sección vemos que todos los hiperespacios de un con-
tinuo los podemos considerar ya sea con la topoloǵıa de Vietoris
o con la topoloǵıa inducida por la métrica de Hausdorff, indis-
tintamente.

Definición 2.16. Sean X un continuo, n ∈ N y U1, U2, . . . , Un
subconjuntos de X, no vaćıos. El vietórico de U1, U2, . . . , Un,

denotado por 〈U1, U2, . . . , Un〉, es el conjunto{
A ∈ 2X : A ⊂

n⋃
i=1

Ui y A∩Ui 6= ∅, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}
}
.

Teorema 2.17. Sean X un continuo, n ∈ N y U1, U2, . . . , Un
subconjuntos de X, no vaćıos. Las siguientes afirmaciones se
cumplen.

1. 〈U1, U2, . . . , Un〉 = Γ(
⋃n
i=1 Ui) ∩ [

⋂n
i=1 Λ(Ui)],

2. para cada A ⊂ X, tenemos que Γ(A) = 〈A〉,

3. para cada A ⊂ X, tenemos que Λ(A) = 〈X,A〉.

Demostración. Para ver que se cumple 1 , notemos que

〈U1, U2, . . . , Un〉 =

{A ∈ 2X : A ⊂ ∪ni=1Ui}∩{A ∈ 2X : A∩Ui 6= ∅, i ∈ {1, 2, . . . , n}}
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= Γ(∪ni=1Ui) ∩ [∩ni=1Λ(Ui)].

Por lo tanto, 〈U1, U2, . . . , Un〉 = Γ(
⋃n
i=1 Ui) ∩ [

⋂n
i=1 Λ(Ui)].

El resto de la demostración de este teorema se hace usando
la definición.

Teorema 2.18. Sean m, n ∈ N, U1, U2, . . . , Un y V1, V2, . . . , Vm
subconjuntos de un continuo X. Si U =

⋃n
i=1 Ui y V =

⋃m
i=1 Vi,

entonces
〈U1, U2, . . . , Un〉 ∩ 〈V1, V2, . . . , Vm〉 =

〈V ∩ U1, V ∩ U2, . . . , V ∩ Un, U ∩ V1, U ∩ V2, . . . , U ∩ Vm〉.

Demostración. Sea A ∈ 〈U1, U2, . . . , Un〉 ∩ 〈V1, V2, . . . , Vm〉

= Γ(U) ∩
[ n⋂
i=1

Λ(Ui)
]
∩ Γ(V ) ∩

[ m⋂
i=1

Λ(Vi)
]
.

Aśı, A ⊂ U ∩ V = (U ∩ V ) ∪ (V ∩ U)

=
[
U ∩

( m⋃
i=1

Vi
)]
∪
[
V ∩

( n⋃
i=1

Ui
)]

=
[ m⋃
i=1

(
U ∩ Vi

)]
∪
[ n⋃
i=1

(
V ∩ Ui

)]
.

Por otro lado, como A∩Ui 6= ∅, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n} y
A ⊂ V, tenemos que A∩(V ∩Ui) 6= ∅, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}.
También para cada i ∈ {1, 2, . . . , n} se puede probar de manera
análoga a lo anterior A ∩ (U ∩ Vi) 6= ∅. De manera que

A ∈ 〈V ∩ U1, V ∩ U2, . . . , V ∩ Un, U ∩ V1, U ∩ V2, . . . , U ∩ Vm〉.

Por lo tanto, 〈U1, U2, . . . , Un〉∩〈V1, V2, . . . , Vm〉 ⊂ 〈V ∩U1, V ∩
U2, . . . , V ∩ Un, U ∩ V1, U ∩ V2, . . . , U ∩ Vm〉.
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Para probar la otra contención, sea

A ∈ 〈V ∩ U1, V ∩ U2, . . . , V ∩ Un, U ∩ V1, U ∩ V2, . . . , U ∩ Vm〉.
Entonces, A ⊂ U∩V. Es decir, A ⊂ U y A ⊂ V. Aśı, A ∈ Γ(U)

y A ∈ Γ(V ). Por otra parte, como A ∩ (U ∩ Vi) = A ∩ Vi 6= ∅,
para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m}, tenemos que A ∈ Λ(Vi). Aśı, de
manera análoga se puede ver que A ∈ Λ(Ui). Por tanto, A ∈
〈U1, U2, . . . , Un〉 ∩ 〈V1, V2, . . . , Vm〉.

Teorema 2.19. Sean X un continuo, A ∈ 2X y U1, U2, . . . , Un
abiertos en X. Si A ∈ 〈U1, U2, . . . , Un〉, entonces existen abiertos
V1, V2, . . . , Vn en X tales que

A ∈ 〈V1, V2, . . . , Vn〉 ⊂ 〈U1, U2, . . . , Un〉
y Vi ⊂ Ui, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Demostración. Si a ∈ A, entonces existe i ∈ {1, 2, . . . , n}, tal
que a ∈ Ui, ya que A ⊂

⋃n
i=1 Ui. Luego, como X es regular,

existe un abierto Va en X tal que a ∈ Va ⊂ Va ⊂ Ui.
Aśı, A ⊂

⋃
{Vx : x ∈ A}. Como A es compacto, existen m ∈

N y x1, x2, . . . , xm ∈ A tales que A ⊂
⋃m
i=1 Vxi

. Por otro lado,
para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, sea bi ∈ A ∩ Ui. Luego, para cada
i ∈ {1, 2, . . . , n}, sea Wi abierto en X tal que bi ∈ Wi ⊂ Wi ⊂ Ui.

Ahora, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, sean

Ji = {k ∈ {1, 2, . . . ,m} : Vak
⊂ Ui} y Vi = Wi ∪

(⋃
k∈Ji

Vxk

)
.

Tenemos que para i ∈ {1, 2, . . . , n}, Vi es abierto en X, con
Vi ⊂ Ui y A ∩ Vi 6= ∅.

Además, A ⊂
⋃n
i=1 Vi. Aśı, A ∈ 〈V1, V2, . . . , Vn〉, además

〈V1, V2, . . . , Vn〉 ⊂ 〈U1, U2, . . . , Un〉.
Por tanto, existen abiertos V1, V2, . . . , Vn en X tales que A ∈

〈V1, V2, . . . , Vn〉 ⊂ 〈U1, U2, . . . , Un〉 y Vi ⊂ Ui, para cada i ∈
{1, 2, . . . , n}.
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El siguiente resultado dota de una topoloǵıa al hiperespacio
2X de un continuo X dado.

Teorema 2.20. Si X es un continuo y B = {〈U1, U2, . . . , Un〉 :
U1, U2, . . . , Un son abiertos en X y n ∈ N}, entonces B es una
base para una topoloǵıa del hiperespacio 2X .

Demostración. Primero veamos que 2X =
⋃
B. Notemos que

〈X〉 = {A ∈ 2X : A ⊂ X} = 2X . Aśı, 2X ∈ B. De manera que
2X ⊂

⋃
B, luego, 2X =

⋃
B.

La demostración de la segunda condición, es decir, que para
cada U , V ∈ B con A ∈ U ∩ V , existe W ∈ B tal que A ∈ W ⊂
U ∩ V , se tiene del Teorema 2.18. Por lo tanto, B es una base
para una topoloǵıa de 2X .

La topoloǵıa generada por B, denotada por τV es conocida
como la Topoloǵıa de Vietoris.

Teorema 2.21. Sea X un continuo. El conjunto S = {Γ(U) : U
es abierto en X} ∪ {Λ(U) : U es abierto en X} es una subbase
para la Topoloǵıa de Vietoris.

Demostración. Sea

S ′ =
{⋂

W :W es un subconjunto finito de S}.

Para ver que S es subbase para la topoloǵıa de Vietoris, basta
probar que S ′ = B.

Sea U ∈ B. Luego, sean U1, U2, . . . , Un abiertos en X tales
que U = 〈U1, U2, . . . , Un〉 y sea U =

⋃n
i=1 Ui. Notemos que por

el Teorema 2.17, tenemos que U = Γ(U) ∩ Λ(U1) ∩ · · · ∩ Λ(Un).
Es decir, U es una intersección finita de elementos de S. Aśı,
U ∈ S ′. De manera que B ⊂ S ′.

Por otra parte, veamos que S ⊂ B. Para esto, sea V ∈ S,
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luego, V = Γ(U) o V = Λ(U), para algún U abierto en X, es
decir, V = 〈U〉 o V = 〈X,U〉, de cualquier forma V ∈ B. Esto
prueba que S ⊂ B. Además, por el Teorema 2.18, sabemos que
B es cerrado bajo intersecciones finitas, de manera que S ′ ⊂ B.
Por lo tanto, S ′ = B. Lo que demuestra que S es subbase para
la topoloǵıa de Vietoris.

Teorema 2.22. Sea X un continuo. La Topoloǵıa de Vietoris,
τV , y la topoloǵıa inducida por la métrica de Hausdorff, τH , en
2X son iguales.

Demostración. Sean U ∈ τV y A ∈ U . Por el Teorema 2.20,
tenemos que B es una base de τV . Aśı, existen n ∈ N y abier-
tos U1, U2, . . . , Un de X tales que A ⊂ 〈U1, U2, . . . , Un〉 ⊂ U .
Luego,

⋃n
i=1 Ui es abierto en X. Por el Teorema 2.15, se sigue

que Γ
(⋃n

i=1 Ui
)
∈ τH y Λ(Ui) ∈ τH , para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Aśı,

Γ
( n⋃
i=1

Ui
)
∩
[ n⋂
i=1

Λ(Ui)
]
∈ τH .

Por el Teorema 2.17.1, inferimos que

〈U1, U2, . . . , Un〉 = Γ
( n⋃
i=1

Ui
)
∩
[ n⋂
i=1

Λ(Ui)
]
.

Luego, U ∈ τH . De manera que τV ⊂ τH .
Ahora, sean V ∈ τH y A ∈ V . Probemos que existeW ∈ B tal

que A ∈ W ⊂ V . Recordemos que una base para τH está dada
por γH = {B(δ, C) : C ∈ 2X y δ > 0}. De manera que existen
F ∈ 2X y ε > 0 tales que A ∈ B(ε, F ) ⊂ V .

Por otro lado, observemos que la colección {B(ε2 , b) : b ∈ F}
es una cubierta abierta para F . Como F es compacto, existen
n ∈ N y {b1, b2, . . . , bn} ⊂ F tales que F ⊂

⋃n
i=1B(ε2 , bi).
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Sea Ui = B(ε2 , bi), para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}. Consideremos

W = 〈U1, U2, . . . , Un〉 = Γ
( n⋃
i=1

Ui
)
∩
[ n⋂
i=1

Λ(Ui)
]

(por el Teorema 2.17.1). Notemos que W ∈ B.
Ahora, probemos que W ⊂ B(ε, F ). Sea D ∈ W , luego,

D ∈ Γ
( n⋃
i=1

Ui
)
∩
[ n⋂
i=1

Λ(Ui)
]
.

Aśı, D ⊂
⋃n
i=1 Ui y D ∩ Ui 6= ∅, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Afirmamos que

D ⊂ N(ε, F ). (2.2.1)

En efecto, si e ∈ D, entonces existe j ∈ {1, 2, . . . , n} tal que
e ∈ Uj = B(ε2 , bj). Aśı, d(e, bj) <

ε
2 , además bj ∈ F . En resumen,

para cada e ∈ D, existe bj ∈ F tal que d(e, bj) < ε. De manera
que D ⊂ N(ε, F ).

Veamos que

F ⊂ N(ε,D). (2.2.2)

Si b ∈ F , entonces existe k ∈ {1, 2, . . . , n} tal que b ∈ Uk =
B(ε2 , bk). Aśı, d(b, bk) < ε

2 . Dado que D ∩ Ui 6= ∅, para cada
i ∈ {1, 2, . . . , n}, inferimos que D ∩ B(ε2 , bk) 6= ∅, se sigue que
existe z ∈ D∩B(ε2 , bk). Por la desigualdad del triángulo, tenemos
que d(b, z) ≤ d(b, bk) + d(bk, z) <

ε
2 + ε

2 = ε, es decir, d(b, z) < ε.
Por lo tanto, para cada b ∈ F , existe z ∈ D tal que d(b, z) < ε.
En consecuencia, F ⊂ B(ε,D).

De (2.2.1), (2.2.2) y por el Teorema 2.10, implicamos que

H(F,D) < ε.
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Aśı, D ∈ B(ε, F ). Por lo tanto, W ⊂ B(ε, F ). Dado que

B(ε, F ) ⊂ V ,

deducimos que W ⊂ V .
En resumen, para cada V ∈ τH tal que A ∈ V , existe W ∈ B

tal que A ⊂ W ⊂ V . Esto demuestra que τH ⊂ τV . Por tanto,
τH = τV .
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Caṕıtulo 3

Propiedades de 2X y C(X)

El contenido de este caṕıtulo fue inspirado de los ejercicios
2.10, 2.13, 2.16 y 2.17 del Caṕıtulo 2 de la referencia [4]. En
los cuales encontramos propiedades de los hiperespacios 2X y
C(X), algunas de las cuales se heredan del espacio X, como el ser
continuo y la conexidad local. La arco conexidad se tiene en estos
hiperespacios aunque el continuo X no tenga esta propiedad.

3.1. Funciones de Whitney

Uno de los resultados fundamentales en la teoŕıa de hiperes-
pacios garantiza la existencia de las funciones de Whitney para
el hiperespacio de subconjuntos cerrados no vaćıos de un con-
tinuo, este resultado se debe a Hassler Whitney quien, en 1933
fue el primero en construir este tipo de funciones especiales en
ciertos espacios de conjuntos.

Definición 3.1. Sea X un continuo. Una función de Whit-
ney para 2X es una función continua µ : 2X → R tal que

1. Para cada x ∈ X, µ({x}) = 0.

31
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2. Para cada A, B ∈ 2X tales que A ( B, tenemos que µ(A) <
µ(B).

Una función de Whitney para el hiperespacio C(X) es una
función continua de C(X) en R que satisface las condiciones 1
y 2 .

Las funciones de Whitney nos proporcionan una manera de
medir el tamaño de los elementos de 2X y constituyen una he-
rramienta muy importante para estudiar la estructura de los
hiperespacios.

El siguiente teorema, es conocido como el criterio M. de Wei-
erstrass, el cual, muestra una manera de construir funciones con-
tinuas a partir de sucesiones de funciones continuas. Esto nos
servirá para dar una expresión expĺıcita de algunas funciones de
Whitney.

Teorema 3.2. [2, 10.5, pág. 85] Si {µn}n∈N es una sucesión de
funciones continuas del espacio métrico X en R y M ∈ R+ son
tales que | µn(x) |≤ M para toda n ∈ N y para toda x ∈ X,
entonces la función µ : X → R definida por

µ(x) =
Σ∞n=1µn(x)

2n

es una función continua.

Teorema 3.3. Si X es un continuo, entonces existen funciones
de Whitney para el hiperespacio 2X.

Demostración. Como X es un espacio métrico compacto, pode-
mos elegir un subconjunto denso y numerable, D = {z1, z2, . . . },
de X. Para cada n ∈ N, definimos

µn : 2X → [0,∞),
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como µn(A) = máx{d(a, zn) : a ∈ A} − mı́n{d(a, zn) : a ∈
A}; esta función µn está bien definida ya que d es una función
continua y A es un conjunto compacto.

“Geométricamente, µn(A) se puede interpretar como el ancho
del anillo mı́nimo centrado en zn que contie a A”.

Finalmente definimos

µ : 2X → [0,∞),

como µ(A) = Σ∞n=1
µn(A)

2n .

Probaremos que µ cumple las propiedades 1 y 2 de la defini-
ción de funciones de Whitney. Veamos primero que para cada
n ∈ N, µn es continua.

Sea ε > 0, A, B ∈ 2X y δ = ε
2 , tales que H(A,B) < δ.

Demostremos que µn es uniformemente continua. Como A y B

son compactos, existen elementos a1, a2 ∈ A y b1, b2 ∈ B, tales
que

(i) d(zn, a1) = máx{d(zn, a) : a ∈ A}

(ii) d(zn, a2) = mı́n{d(zn, a) : a ∈ A}

(iii) d(zn, b1) = máx{d(zn, b) : b ∈ B}

(iv) d(zn, b2) = mı́n{d(zn, b) : b ∈ B}

Como H(A,B) < δ, por el Teorema 2.10, tenemos que A ⊂
N(δ, B) y B ⊂ N(δ, A), de manera que existen x, y ∈ A tales
que d(x, b1) < δ y d(y, b2) < δ. Luego, por (i), tenemos que

d(zn, b1) ≤ d(zn, x) + d(x, b1) < d(zn, a1) + δ,

ya que d(zn, x) ≤ d(zn, a1). Aśı,

d(zn, b1)− d(zn, a1) < δ (3.1.1)
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Por otra parte,

d(zn, a2) ≤ d(zn, y) ≤ d(zn, b2) + (b2, y) < d(zn, b2) + δ.

De donde
d(zn, a2)− d(zn, b2) < δ (3.1.2)

De manera análoga existen x1, y1 ∈ B tales que d(x1, a1) < δ
y d(y1, a2). Luego, tenemos que

d(zn, a1) ≤ d(zn, x1) + d(x1, a1) < (zn, b1) + δ.

Por lo tanto,

d(zn, a1)− d(zn, b1) < δ (3.1.3)

Además

d(zn, b2) ≤ d(zn, y1) ≤ d(zn, a2) + (a2, y1) < d(zn, a2) + δ.

Aśı,
d(zn, b2)− d(zn, a2) < δ. (3.1.4)

Por lo tanto, de (3.1.1) y (3.1.3), se sigue que

| d(zn, b1)− d(zn, a1) |< δ

y de (3.1.2) y (3.1.4), obtenemos que

| d(zn, a2)− d(zn, b2) |< δ.

De manera que | (d(zn, b1)−d(zn, b2))−(d(zn, a1)−d(zn, a2)) |

≤| d(zn, b1)− d(zn, a1) | + | d(zn, a2)− d(zn, b2) |< δ + δ = ε.

Es decir,
| µn(B)− µn(A) |< ε. (3.1.5)
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Ahora, si x ∈ X, entonces µn({x}) = 0, ya que

µn({x}) = máx{d(zn, a) : a ∈ {x}} −mı́n{d(zn, a) : a ∈ {x}}

= d(zn, x)− d(zn, x) = 0.

De aqúı,

µ({x}) = 0. (3.1.6)

Probemos que si A ⊆ B, entonces µn(A) ≤ µn(B).
Sea A ⊆ B, entonces {d(zn, a) : a ∈ A} ⊆ {d(zn, b) : b ∈ B}.

De aqúı que

máx{d(zn, a) : a ∈ A} ≤ máx{d(zn, b) : b ∈ B} y

mı́n{d(zn, b) : b ∈ B} ≤ mı́n{d(zn, a) : a ∈ A},

se sigue que

−mı́n{d(zn, a) : a ∈ A} ≤ −mı́n{d(zn, b) : b ∈ B}.

Por tanto

máx{d(zn, a) : a ∈ A} −mı́n{d(zn, a) : a ∈ A} ≤

máx{d(zn, b) : b ∈ B} −mı́n{d(zn, b) : b ∈ B}

es decir,

µn(A) ≤ µn(B). (3.1.7)

Ahora veamos que la sucesión {µn}∞n=1 es uniformemente aco-
tada.

Sea M = diám(X) = máx{d(x, y) : x, y ∈ X}, entonces

máx{d(zn, a) : a ∈ A} −mı́n{d(zn, a) : a ∈ A} ≤

máx{d(zn, a) : a ∈ A} ≤M,
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ya que A ⊂ X. De donde, µn(A) ≤ M, para toda n ∈ N y para
toda A ∈ 2X .

La función µ está bien definida, por (3.1.5) y por Teorema
3.2, tenemos que µ es continua. En lo que sigue demostramos
que si A ( B, entonces

existe un n ∈ N tal que µn(A) < µn(B). (3.1.8)

Sean A, B ∈ 2X tales que A ( B. Elijamos b0 ∈ B \ A.
Como A es cerrado, existe ε > 0 tal que B(b0, ε)∩A = ∅. Como
D es denso, existe zn ∈ D ∩ B(b0,

ε
2). Para esta n veamos que

µn(A) < µn(B). Notemos que

máx{d(zn, a) : a ∈ A} ≤ máx{d(zn, b) : b ∈ B} y

mı́n{d(zn, b) : b ∈ B} ≤ d(zn, b0).

Además
mı́n{d(zn, a) : a ∈ A} ≥ ε

2
.

Porque de lo contrario, si

mı́n{d(zn, a) : a ∈ A} < ε

2
,

entonces existe a ∈ A tal que d(zn, a) < ε
2 y esto implica que

d(a, b0) ≤ d(a, zn) + d(zn, b0) < ε.

Aśı, a ∈ B(b0, ε) ∩ A, lo cual es una contradicción. Por lo
tanto,

mı́n{d(zn, a) : a ∈ A} ≥ ε

2
> d(zn, b0) ≥ mı́n{d(zn, b) : b ∈ B}.

Luego,

µn(A) = máx{d(zn, a) : a ∈ A} −mı́n{d(zn, a) : a ∈ A}
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< máx{d(zn, b) : b ∈ B} −mı́n{d(zn, b) : b ∈ B} = µn(B).

Luego, por (3.1.7) y (3.1.8), tenemos que si A ( B, entonces
µ(A) < µ(B).

Por tanto, µ es una función de Whitney.

Teorema 3.4. Si A y B son subconjuntos en X tales que A ( B,
µ : C(X)→ [0, 1] es una función de Whitney y t ∈ [µ(A), µ(B)],
entonces existe C ∈ C(X) tal que A ⊂ C ⊂ B y µ(C) = t.

Demostración. Sea

A = µ−1([t, 1])
⋂
{D ∈ C(X) : A ⊂ D ⊂ B}.

Notemos que µ−1([t, 1]) es cerrado en C(X) ya que µ es una
funćıon continua. Además, por el Teorema 2.15, tenemos que
{D ∈ C(X) : A ⊂ D ⊂ B} es cerrado en C(X). Aśı, el conjunto
A es cerrado en C(X). Por tanto, A es compacto, además es di-
ferente del vaćıo pues B pertenece a él. De manera que µ alcanza
su mı́nimo en A, es decir, existe E ∈ A tal que µ(E) ≤ µ(D)
para toda D ∈ A.

Ahora, sea

B = µ−1([0, t])
⋂
{D ∈ C(X) : A ⊂ D ⊂ E}.

De nuevo, el Teorema 2.15, nos garantiza que B es compacto
y como A pertence a B tenemos que B 6= ∅, aśı, µ alcanza
su máximo en B. Es decir, existe un elemento F ∈ B tal que
µ(D) ≤ µ(F ) para toda D ∈ B.

Si ocurriera que µ(E) = t o µ(F ) = t, podŕıamos proponer al
conjunto C. Supongamos que µ(F ) < t < µ(E). Como F ⊂ E,
tenemos que F ( E. Por el Teorema 1.13, existe G ∈ C(X) tal
que A ⊂ F ( G ( E ⊂ B. Entonces µ(F ) < µ(G) < µ(E).
Si t ≤ µ(G), entonces G ∈ A y µ(G) < µ(E), lo cual es una
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contradicción. Si µ(G) ≤ t, entonces G ∈ B y µ(F ) < µ(G),
esto contradice la elección de F. Con esta doble contradicción
terminamos la prueba de que µ(E) = t o µ(F ) = t y también la
demostración del teorema.

Teorema 3.5. Si X es un continuo no degenerado, entonces
existen funciones de Whitney µ1 : 2X → [0, 1] y µ2 : C(X) →
[0, 1] tales que µ1(X) = 1 = µ2(X).

Demostración. Por el Teorema 3.3, tenemos que existe una fun-
ción de Whitney µ : 2X → [0,∞). Definimos, para cada A ∈ 2X ,

la función µ1 : 2X → [0, 1] dada por µ1(A) = µ(A)
µ(X) . Sea µ2 =

µ1 |C(X) . Observemos que µ1 y µ2 son funciones de Whitney,
además, µ1(X) = 1 y µ2(X) = 1.

Dado que los hiperespacios son espacios métricos, la defini-
ción de sucesiones y el criterio de convergencia de sucesiones,
es el mismo que conocemos en cualquier espacio métrico. Los
siguentes resultados nos serán de gran utilidad en el desarrollo
de la sección 3.2 de este caṕıtulo.

Teorema 3.6. [5, 1.19] Sean X un continuo, {An}∞n=1 una suce-
sión en 2X y x ∈ X. Se cumple que x ∈ ĺım inf An si, y sólo si,
existe una sucesión {xn}∞n=1 de X tal que ĺım xn = x y xn ∈ An,

para cada n ∈ N.
Teorema 3.7. Sean X un continuo, {An}∞n=1 una sucesión en
2X y x ∈ X. Se cumple que x ∈ ĺım sup An si, y sólo si, existe
una sucesión de números naturales {nk}∞k=1 tal que n1 < n2 <
. . . y puntos xnk

∈ Ank
, para cada k ∈ N, tales que ĺım xnk

= x.

Demostración. Sea x ∈ ĺım sup An. Luego, existe J1 ⊂ N tal que
J1 es infinito y An ∩ B(x, 1) 6= ∅, para cada n ∈ J1. Elegimos
n1 ∈ J1 y xn1

∈ B(x, 1)∩An1
. De manera análoga, existe J2 ⊂ N
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tal que J2 es infinito y An ∩ B(x, 1
2) 6= ∅, para cada n ∈ J2.

Tomemos n2 ∈ J2 tal que n1 < n2 y xn2
∈ B(x, 1

2) ∩ An2
.

Supongamos que ya hemos construido una sucesión de núme-
ros naturales {nk}∞k=1 tal que n1 < n2 < . . . y una sucesión de
puntos xnk

∈ Ank
, para cada k ∈ N, tales que xnk

∈ B(x, 1
k). Por

tanto, ĺım xnk
= x.

Supongamos ahora que existe una sucesión de números na-
turales {nk}∞k=1 tal que n1 < n2 < . . . y puntos xnk

∈ Ank
, para

cada k ∈ N, tales que ĺım xnk
= x. Veamos que x ∈ ĺım sup An.

Sea U un abierto en X tal que x ∈ U. Como {xnk
}∞k=1 converge a

x, existe N ∈ N tal que para cada k ≥ N tenemos que xnk
∈ U.

Puesto que xnk
∈ Ank

, tenemos que Ank
∩ U 6= ∅ para cada

k ≥ N. Sea J = {nk : k ≥ N}, luego, J ⊂ N, J es infinito y
Ank
∩U 6= ∅ para cada nk ∈ J. Por lo tanto, x ∈ ĺım sup An.

Teorema 3.8. [6, Teorema 4.11] Si X un continuo y {An}∞n=1
una sucesión en 2X y A ∈ 2X , entonces ĺım An = A, con la
métrica de Hausdorff, si y sólo si ĺım inf An = A = ĺım sup An.

Teorema 3.9. Sean X un continuo, {An}∞n=1 y {Bn}∞n=1 suce-
siones de elementos de 2X tales que ĺım An = A y ĺım Bn = B,
donde A, B ∈ 2X. Se cumple lo siguiente

1. Si An ⊂ Bn, para cada n ∈ N, entonces A ⊂ B,

2. ĺım (An ∪Bn) = A ∪B,

3. si An ∩Bn 6= ∅ para cada n ∈ N, entonces A ∩B 6= ∅,

4. no siempre ocurre que ĺım (An ∩Bn) = A ∩B

Demostración. 1 . Sea x ∈ A. Veamos que x ∈ B. Puesto que
B es cerrado, basta ver que x ∈ B. Sea ε > 0. Como ĺım An =
A, existe N1 ∈ N tal que para, cada n ≥ N1, H(An, A) < ε

2 .
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Como ĺım Bn = B, existe N2 ∈ N tal que para, cada n ≥ N2,
H(Bn, B) < ε

2 .

Sea N = máx{N1, N2}. Luego, para cada n ∈ N , H(An, A) <
ε
2 y H(Bn, B) < ε

2 . Por el Teorema 2.10, tenemos que A ⊂
N(ε2 , An), An ⊂ N(ε2 , A) y Bn ⊂ N(ε2 , B), B ⊂ N(ε2 , Bn), para
cada n ≥ N . Ahora, fijemos m ∈ N tal que m ≥ N . Puesto
que x ∈ A, existe y ∈ Am, tal que d(x, y) < ε

2 . Por hipótesis,
Am ⊂ Bm aśı, y ∈ Bm. Existe z ∈ B tal que d(y, z) < ε

2 . Por
la desigualdad del triángulo, tenemos que d(x, z) ≤ d(x, y) +
d(y, z) < ε. De manera que z ∈ B(x, ε) ∩ B. En consecuencia,
B(x, ε) ∩B 6= ∅. Aśı, x ∈ B = B. Por lo tanto, A ⊂ B.

2 . Sea ε > 0. Queremos probar que existe N ∈ N tal que,
para cada n ≥ N , An ∪Bn ∈ B(ε, A ∪B).

Como ĺım An = A, existe N1 ∈ N tal que, para cada n ≥ N1,
H(An, A) < ε. Similarmente, como ĺım Bn = B, existe N2 ∈ N
tal que, para cada n ≥ N2, H(Bn, B) < ε.

Sea N = máx{N1, N2}. En consecuencia, para cada n ≥ N ,
H(An, A) < ε y H(Bn, B) < ε. Luego, por el Teorema 2.10,
para cada n ≥ N , A ⊂ N(ε, An), B ⊂ N(ε, Bn), An ⊂ N(ε, A)
y Bn ⊂ N(ε, B). De manera que, para cada n ≥ N , A ∪ B ⊂
N(ε, An)∪N(ε, Bn) y An ∪Bn ⊂ N(ε, A)∪N(ε, B). Luego, por
el Teorema 2.5, para cada n ≥ N , A ∪ B ⊂ N(ε, An ∪ Bn) y
An ∪ Bn ⊂ N(ε, A ∪ B). Por tanto, para cada n ≥ N , H(An ∪
Bn, A ∪ B) < ε. Aśı, para cada n ≥ N , An ∪ Bn ∈ B(ε, A ∪ B).
Concluimos que ĺım (An ∪Bn) = A ∪B.

3 . Supongamos que A∩B = ∅ por el Teorema 2.6, existe ε > 0
tal que N(ε, A)∩N(ε, B) = ∅. Por otro lado, como ĺım An = A
y ĺım Bn = B, existen N1, N2 ∈ N tal que, para cada n ≥ N1,
H(An, A) < ε y para cada n ≥ N2, H(Bn, B) < ε.

Sea N = máx{N1, N2}. Luego, para cada n ≥ N , H(An, A) <
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ε y H(Bn, B) < ε. Por el Teorema 2.10, tenemos que A ⊂
N(ε, An), B ⊂ N(ε, Bn), An ⊂ N(ε, A) y Bn ⊂ N(ε, B), para
cada n ≥ N.

Fijemos m ∈ N tal que m > N . Por hipótesis, tenemos que
Am ∩ Bm 6= ∅. Sea cm ∈ Am ∩ Bm, entonces cm ∈ N(ε, A)
y cm ∈ N(ε, B), aśı, N(ε, A) ∩ N(ε, B) 6= ∅, lo cual es una
contradicción. Por lo tanto, A ∩B 6= ∅.

4 . Consideremos el continuo X = [0, 1] × [0, 1]. Para cada
n ∈ N, sean An = [12 , 1] × { 1

n}, pn = (1, 1
n), qn = (0, 1

n+1), y
Bn = pnqn, donde pnqn es el segmento de ĺınea que une a los
puntos pn y qn.

Observemos que {An}∞n=1 y {Bn}∞n=1 son sucesiones de ele-
mentos de 2X tales que ĺım An = A y ĺım Bn = B, donde
A = [12 , 1]×{0}, B = [0, 1]×{0}. Luego, A∩B = [12 , 1]×{0} = A.

Por otro lado, para cada n ∈ N, An ∩ Bn = {pn}. Aśı,
ĺım (An ∩Bn) = {p0}, donde p0 es el punto (1, 0). Por lo tanto,
ĺım (An ∩Bn) 6= A ∩B.

A continuación exponemos la existencia de los arcos ordena-
dos, este resultado nos es de gran utilidad para demostrar que
2X y C(X) son arco conexos.

Definición 3.10. Sean X un continuo y A, B ∈ 2X tales que
A ( B. Una función continua α : [0, 1] → 2X es un arco or-
denado de A a B en 2X , si cumple lo siguiente.

1. α(0) = A y α(1) = B,

2. si t, s ∈ [0, 1] son tales que t < s, entonces α(t) ( α(s).

Por lo regular un arco ordenado α, de A a B, se identifica con
su imagen y decimos que Γ = α([0, 1]) es el arco ordenado de A
a B. De manera que para cada C ∈ Γ, tenemos que A ⊂ C ⊂ B.
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Aunque la rećıproca del siguiente teorema (Teorema 3.11) es
cierta, en este trabajo sólo aśı lo necesitamos.

Teorema 3.11. Si X y Y son continuos, p ∈ X y f : X → Y
una función tal que para cada sucesión de puntos {pn}∞n=1 en X
que converge a p y tal que satisface la condición

si ĺım f(pn) = q, entonces q = f(p),

entonces f es continua en p.

Demostración. Supongamos que f no es continua en p, luego,
existe un ε > 0 tal que para toda δ > 0 se tiene f(B(p, δ)) 6⊂
B(f(p), ε). Para este ε tomemos δ1 = 1 y p1 ∈ B(p, δ1) tal
que f(p1) /∈ B(f(p), ε). De manera análoga, sea δ2 = 1

2 y p2 ∈
B(p, δ2) tal que f(p2) /∈ B(f(p), ε). De forma inductiva, sea
δn = 1

n y pn ∈ B(p, δn) tal que f(pn) /∈ B(f(p), ε). Notemos que
la suseción {pn}∞n=1 converge a p. Sin embargo, ĺım f(pn) 6= f(p)
ya que f(pn) /∈ B(f(p), ε). Con esto probamos este teorema.

Teorema 3.12. Sean X un continuo y A, B ∈ 2X tales que
A ( B. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. existe un arco ordenado de A a B en 2X ,

2. para cada componente C de B, tenemos que C ∩ A 6= ∅.

Demostración. Sea α : [0, 1] → 2X un arco ordenado de A a
B. Supongamos que existe una componente K de B tal que
K ∩ A = ∅. Por el Teorema 1.10, existe un conjunto abierto y
cerrado L en B tal que K ⊂ L y L ∩ A = ∅. Se sigue que L y
B \ L son cerrados en B y aśı, en X.

Sean A = {D ∈ 2X : C ⊂ B\L} y B = {C ∈ 2X : C∩L 6= ∅}.
Como A ∈ A y B ∈ B, tenemos que A y B son no vaćıos.
Además, por el Teorema 2.15, A y B son cerrados en 2X .
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Veamos que α([0, 1]) ⊂ A∪B. Sea t ∈ [0, 1], entonces α(t) ⊂
B. Aśı, α(t) ⊂ B \L o α(t)∩L 6= ∅, por lo tanto, α(t) ∈ A∪B,
es decir, α([0, 1]) ⊂ A ∪ B. Dado que A ∈ α([0, 1]) ∩ A y B ∈
α([0, 1]) ∩ B, tenemos que α([0, 1]) ∩ A 6= ∅ y α([0, 1]) ∩ B 6= ∅.
Todo esto contradice la conexidad de α([0, 1]). Por lo tanto, para
cada componente C de B tenemos que C ∩ A 6= ∅.

Rećıprocamente, supongamos que toda componente de B in-
tersecta a A. Por el Teorema 3.5, existe una función de Whitney
µ : 2X → [0, 1]. Sea C(B) = {D ∈ 2X : D ⊂ B}. Por el Teorema
2.15, C(B) es cerrado en 2X y aśı, compacto. Para cada a ∈ A
y para cada t ∈ [0, 1], sea F (a, t) =

⋃
{D ∈ C(B) : a ∈ D y

µ(D) ≤ t}. Para cada t ∈ [0, 1], sea α(t) =
⋃
{F (a, t) : a ∈ A} y

veamos que α(t) es cerrado en X, para cada t ∈ [0, 1].
Sean t ∈ [0, 1] y p ∈ α(t). Entonces existe una sucesión

{xn}∞n=1 en α(t) tal que ĺım xn = p. Sea n ∈ N, entonces existe
an ∈ A tal que xn ∈ F (an, t). Luego, existe Dn ∈ C(B) tal que
xn ∈ Dn. Consideremos las sucesiones {an}∞n=1 y {Dn}∞n=1. Se
sigue que para cada n ∈ N :

(a) an ∈ Dn ∩ A,

(b) xn ∈ Dn,

(c) Dn ∈ C(B),

(d) µ(Dn) ≤ t.

De (a), tenemos que {an}∞n=1 ⊂ A. Como A es compacto,
existe una subsucesión {ank

}∞k=1 de {an}∞n=1 tal que ĺım ank
= a,

para algún a ∈ A.
De (c), tenemos que {Dn}∞n=1 ⊂ C(B). Como C(B) es com-

pacto, existe una subsucesión {Dnj
}∞j=1 de {Dn}∞n=1 tal que

ĺım Dnj
= T, para algún T ∈ C(B).
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De (a) y por el Teorema 3.9, tenemos que a ∈ T ∩A. Además,
como µ es continua y por (d), se sigue que D ⊂ F (a, t). Por otro
lado, por (b), tenemos que p ∈ D. Aśı, p ∈ F (a, t). Luego,
p ∈ α(t). Por lo tanto, α(t) ⊂ α(t). De manera que α(t) es
cerrado en X.

Como α(t) es cerrado en X, para cada t ∈ [0, 1]. Tiene sentido
definir la función α : [0, 1]→ 2X por α(t) =

⋃{
F (a, t) : a ∈ A

}
.

Veamos que α es continua.

Por el Teorema 3.11, basta probar que si {tn}∞n=1 es una suce-
sión de puntos de [0, 1] tal que ĺım tn = t, para algún t ∈ [0, 1],
y ĺım α(tn) = E, para algún E ∈ 2X , entonces α(t) = E.

Aśı, sean {tn}∞n=1 una sucesión de puntos de [0, 1] y t ∈ [0, 1]
tales que ĺım tn = t y ĺım α(tn) = E, para algún E ∈ 2X . De-
mostraremos que α(t) = E. Sea p ∈ α(t), luego, existen a ∈ A
y D ∈ C(B) tales que a, p ∈ D y µ(D) ≤ t. Para cada n ∈ N,
sea sn = mı́n {tn, µ(D)}. Como {a}, D ∈ C(B), µ|C(B) es una
función de Whitney, sn ∈ [µ({a}), µ(D)] y por el Teorema 1.10,
existeDn ∈ C(B) tal que a ∈ Dn ⊂ D y µ(Dn) = sn. En particu-
lar, {Dn}∞n=1 ⊂ C(D). Como C(D) es compacto, existe una sub-
sucesión {Dnk

}∞k=1 de la sucesión {Dn}∞n=1 tal que ĺım Dnk
= D0,

para algún D0 ∈ C(D). Como ĺım sn = ĺım mı́n {tn, µ(D)} =
mı́n {ĺım tn, µ(D)} = mı́n {t, µ(D)} = µ(D), tenemos que

ĺım sn = µ(D) (3.1.9)

Como ĺım Dnk
= D0, se sigue que µ(D0) = µ(ĺım Dnk

) =
ĺım µ(Dnk

) = ĺım snk
. Luego, por (3.1.9), µ(D0) = µ(D). Aho-

ra, si D0 ( D, entonces µ(D0) < µ(D). Lo cual es una con-
tradicción. Se sigue que D0 = D.

Notemos que Dnk
⊂ F (a, tnk

) ⊂ α(tnk
), para cada k ∈ N.

Además, ĺım α(tk) = E. Luego, por el Teorema 3.9, inferimos
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que ĺım Dnk
⊂ ĺım α(tnk

), es decir, D ⊂ E. Dado que p ∈ D,
concluimos que p ∈ E. De manera que α(t) ⊂ E.

Tomemos p ∈ E. Como ĺım α(tn) = E, entonces ĺım ı́nf
α(tn) = E. Luego, por el Teorema 3.6, para cada n ∈ N, existen
pn ∈ α(tn) tal que ĺım pn = p.

Entonces existen an ∈ A y Dn ∈ C(B) tales que an, pn ∈ Dn

y µ(Dn) ≤ tn. Puesto que A y C(B) son compactos, existen sub-
sucesiones {ank

}∞k=1 y {Dnk
}∞k=1 de {an}∞n=1 y {Dn}∞n=1, respecti-

vamente, tales que ank
→ a, para algún a ∈ A y ĺım Dnk

= D,

para algún D ∈ C(B). Puesto que para cada n ∈ N, µ(Dn) ≤ tn,

por la continuidad de µ tenemos que µ(D) ≤ t. Además, dado
que {ank

} ⊂ Dnk
y {pnk

} ⊂ Dnk
, para cada k ∈ N, por el Teore-

ma 3.6, tenemos que a, p ∈ D. Luego, p ∈ F (a, t). Aśı, p ∈ α(t).
Por lo tanto, E ⊂ α(t). De manera que α(t) = E. Con lo anterior
tenemos que α es continua.

Como F (a, 0) = {a}, se sigue que α(0) = {{a} : a ∈ A} = A,

es decir,

α(0) = A. (3.1.10)

Por otro lado, para cada b ∈ B, denotamos por Cb a la com-
ponente de B tal que b ∈ Cb. Veamos que

para cada a ∈ A, tenemos que F (a, 1) = Ca. (3.1.11)

Sea a ∈ A. Luego, a ∈ B. Sea Ca la componente de B tal
que a ∈ Ca. Tomemos x ∈ F (a, 1). Existe D ∈ C(B) tal que
x, a ∈ D. Como a ∈ Ca ∩ D, se sigue que D ⊂ Ca. De modo
que F (a, 1) ⊂ Ca. Ahora, notemos que Ca ∈ C(B), a ∈ Ca y
µ(Ca) ≤ 1. De manera que Ca ⊂ F (a, 1). Aśı, F (a, 1) = Ca.
Esto prueba (3.1.11).

Ahora veamos que

α(1) = B. (3.1.12)
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Es conocido que B =
⋃{

Cb : b ∈ B
}
. Tomemos p ∈ α(1),

entonces existe a ∈ A tal que p ∈ F (a, 1). Por (3.1.11), tenemos
que p ∈ Ca. De manera que p ∈ B. Aśı, α(1) ⊂ B. Ahora,
tomemos p ∈ B. Entonces existe b ∈ B tal que p ∈ Cb. Por
hipótesis, tenemos que Cb ∩ A 6= ∅. Consideremos a ∈ Cb ∩ A.
Notemos que Cb ∈ C(B) y µ(Cb) ≤ 1. De modo que Cb ⊂
F (a, 1). Luego, p ∈ F (a, 1). Aśı, p ∈ α(1). Por lo tanto, B ⊂
α(1). De manera que α(1) = B.

Observemos que si 0 ≤ s ≤ t ≤ 1, entonces α(s) ⊂ α(t).
Ahora, si 0 < s < t < 1 no necesariamente α(s) ( α(t). De
modo que α no es un arco ordenado. Sin embargo, α nos ayudara
a construir el arco ordenado que estamos buscando.

Sean u = µ(A) y v = µ(B). Dada t ∈ [0, 1] tenemos que A =
α(0) ⊂ α(t) ⊂ α(1) = B. Como µ es una función de Whitney,
u = µ(A) = µ(α(0)) ≤ µ(α(t)) ≤ µ(α(1)) = µ(B) = v. De
modo que µ(α(t)) ∈ [u, v]. Luego, µ(α[0, 1]) ⊂ [u, v].

Sea A = α([0, 1]). Notemos que A es un subconjunto com-
pacto de 2X . Como u, v ∈ µ(A) y µ(A) es arco conexo, se sigue
que [u, v] ⊂ µ(A). Por tanto, µ(A) = [u, v].

Por lo anterior, tenemos que µ|A : A → [u, v] es una fun-
ción continua y suprayectiva. Además, si s ≤ t y α(s) 6= α(t),
entonces α(s) ( α(t). Aśı, µ(α(s)) < µ(α(t)), de manera que
µ|A : A → [u, v] es inyectiva. Luego, µ|A : A → [u, v] es un
homeomorfismo.

Como A ( B, u < v. Consideremos un homeomorfismo es-
trictamente creciente φ : [0, 1] → [u, v] tal que φ(0) = u y
φ(1) = v. Tomemos la función β = (µ|A)−1◦φ : [0, 1]→ A ⊂ 2X .
Se sigue que β es continua. Por (3.1.10), inferimos que β(0) = A.
Por (3.1.12), tememos que β(1) = B. Además, si s < t, entonces
φ(s) < φ(t). Aśı, β(s) ( β(t), ya que µ|A es una biyección. Por
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lo tanto, β : [0, 1] → 2X es un arco ordenado que une A con
B.

Teorema 3.13. Si X es un continuo y A, B ∈ C(X) tales que
A ( B, entonces existe un arco ordenado de A a B en C(X).

Demostración. Por el Teorema 3.3, existe una función de Whit-
ney µ : C(X)→ [0, 1]. Consideremos el conjunto

E = {µ(A), µ(B)}
⋃[(

µ(A), µ(B)
)
∩Q

]
.

Sean r1, r2, . . . una enumeración del conjunto E tal que r1 =
µ(A) y r2 = µ(B).

Veamos que existe una sucesión {Aj}∞j=1 en C(X) tal que,
para cada n,m ∈ N si rn < rm, entonces An ⊂ Am y µ(Am) =
rm.

En efecto, sean A1 = A y A2 = B (aśı, µ(A1) = r1 y µ(A2) =
r2). Como r3 ∈ (r1, r2), por el Teorema 3.4, existe A3 ∈ C(X)
tal que A1 ⊂ A3 ⊂ A2 y µ(A3) = r3.

Supongamos por inducción que ya hemos construido sub-
continuos A1, A2, . . . , An de X que satisfacen las propiedades
señaladas. Por la densidad de E, consideremos el número rn+1,

luego, existen i, j ∈ {1, 2, . . . , n} tales que ri < rn+1 < rj y
(ri, rj) ∩ {r1, r2, . . . , rn} = ∅, por el Teorema 3.4, existe An+1 ∈
C(X) tal que Ai ⊂ An+1 ⊂ Aj y µ(An+1) = rn+1.

Por lo tanto, de forma inductiva, hemos obtenido la sucesión
{Aj}∞j=1 en C(X) que deseamos.

Sea A = {A1, A2, . . . }C(X). Veamos que µ|A : A → [r1, r2] es
un homeomorfismo.

Notemos que A es compacto y µ|A es continua. Por la cons-
trucción de A, tenemos que µ(A) ⊂ [r1, r2]. Además, µ(A) es
un compacto que contiene a todos los números racionales del
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intervalo no degenerado [r1, r2]. De modo que µ(A) = [r1, r2].
Por lo tanto, µ|A es suprayectiva.

Ahora, veamos que µ|A es inyectiva. Sean C, D ∈ A tales
que C 6= D. Luego, existen subsucesiones {Ank

}∞k=1 y {Amk
}∞k=1

de {Aj}∞j=1 tales que {Ank
}∞k=1 converge a C y {Amk

}∞k=1 con-
verge a D. Consideremos las respectivas subsucesiones {rnk

}∞k=1
y {rmk

}∞k=1. Luego, para cada k ∈ N, tenemos que rnk
≤ rmk

o rmk
≤ rnk

. Como el conjunto N es infinito, inferimos que
rnk
≤ rmk

o rmk
≤ rnk

ocurre, para una infinidad de números
k. Aśı, podemos suponer que para cada k ∈ N, rnk

≤ rmk
. Por la

construcción de {Aj}∞j=1, Ank
⊂ Amk

, para cada k ∈ N. Luego,
por el Teorema 3.9, C ⊂ D. Dado que C 6= D, se sigue que
µ(C) < µ(D). Por lo tanto, µ|A es inyectiva. Puesto que µ|A
es una biyección continua, A compacto y [r1, r2] es Hausdorff,
tenemos que µ|A es un homeomorfismo.

Consideremos un homeomorfismo estrictamente creciente φ :
[0, 1] → [r1, r2] tal que φ(0) = r1 y φ(1) = r2. Definamos α =
(µ|A)−1 ◦ φ : [0, 1] → A ⊂ C(X). Notemos que α es continua,
α(0) = (µ|A)−1(φ(0)) = (µ|A)−1(r1) = A, análogamente α(1) =
B. Además, si s, t ∈ [0, 1] tales que s < t, entonces φ(s) < φ(t).
Aśı, α(s) < α(t), ya que µ|A es una biyección. Por lo tanto,
α : [0, 1]→ C(X) es un arco ordenado de A a B en C(X).

3.2. Propiedades Topológicas

El objetivo principal de esta sección es mostrar que los hi-
perespacios 2X y C(X) son localmente conexos cuando X es
localmente conexo.

Teorema 3.14. Sean X un continuo y {An}∞n=1 una sucesión
de elementos de 2X . Entonces
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1. ĺım inf An ⊂ ĺım sup An,

2. ĺım inf An y ĺım sup An son cerrados en X y

3. ĺım sup An 6= ∅.

Demostración. Es claro que se cumple 1 .
2 . Veamos que ĺım inf An = ĺım inf An. Sólo basta probar

que ĺım inf An ⊂ ĺım inf An.
Sea x ∈ ĺım inf An y U un abierto en X tales que x ∈ U.

Luego, (ĺım inf An) ∩ U 6= ∅. Aśı, sea y ∈ (ĺım inf An) ∩ U. De
manera que existe N ∈ N tal que para cada n ≥ N tenemos
que An ∩ U 6= ∅. Por lo tanto, x ∈ ĺım inf An. En consecuencia
tenemos que

ĺım inf An ⊂ ĺım inf An.

Concluimos que ĺım inf An es cerrado. De forma análoga se
prueba que ĺım sup An es cerrado.

3 . Para cada n ∈ N, sea xn ∈ An y consideremos la suce-
sión {xn}∞n=1. Puesto que X es compacto, existe una subsucesión
{xnk
}∞k=1 de la sucesión {xn}∞n=1 tal que ĺım xnk

= z, para algún
z ∈ X.

Del Teorema 3.7, se sigue que z ∈ ĺım sup An. Por lo tanto,
ĺım sup An 6= ∅.

Teorema 3.15. Si X es un continuo, entonces 2X es completo.

Demostración. Sean X un continuo, {An}∞n=1 una sucesión de
Cauchy en 2X y A = ĺım sup An.

Por el Teorema 3.14, tenemos que A ∈ 2X . Veamos que An

converge a A con la métrica de Hausdorff. Por el Teorema 3.8,
basta probar que ĺım inf An = A = ĺım sup An.

Como ĺım sup An = A y ĺım inf An ⊂ ĺım sup An por el
Teorema 3.14, resta probar que A ⊂ ĺım inf An.
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Sean x ∈ ĺım sup An y ε > 0. Entonces existe un subconjunto
J infinito de N tal que para cada n ∈ J tenemos que An ∩
B(x, ε2) 6= ∅.

Por otro lado, como {An}∞n=1 es una sucesión de Cauchy en
2X , existe N ∈ N tal que H(An, Am) < ε

2 para n,m ≥ N.
Fijemos M ∈ N tal que M ≥ N y M ∈ J. Ahora, sea n ≥ N,

luego,

H(An, AM) < ε
2 y AM ∩B(x, ε2) 6= ∅.

Por el Teorema 2.10, tenemos que AM ⊂ N(ε2 , An). Ahora,
fijemos un punto y ∈ AM ∩B(x, ε2). Puesto que AM ⊂ N(ε2 , An),
existe z ∈ An tal que d(y, z) < ε

2 . Dado que d(z, x) ≤ d(z, y) +
d(y, x) < ε

2 + ε
2 = ε, tenemos que z ∈ B(x, ε) y como z ∈ An, se

sigue que z ∈ An ∩B(x, ε).
Por lo tanto, An ∩ B(x, ε) 6= ∅ para cada n ≥ N. Aśı, x ∈

ĺım inf An. Con esto concluimos que 2X es completo.

Un espacio métrico (X, d) es totalmente acotado o precom-
pacto, si para cada ε > 0, existe un número finito de puntos
x1, x2, . . . , xn en X tales que X =

⋃n
i=1B(xi, ε).

Teorema 3.16. Si X es un continuo, entonces 2X es totalmente
acotado.

Demostración. Fijemos un continuo X y sea ε > 0. Como X

es compacto, es claro que X es totalmente acotado. Entonces,
existen x1, x2, . . . , xn ∈ X tales que

X =
n⋃
i=1

B
(
xi,

ε

4

)
.

Aśı,

X =
n⋃
i=1

B
(
xi,

ε

4

)
.
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Para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, sean

Bi = B(xi,
ε
4), H = {B1, B2, . . . , Bn} y F

la colección de todos los subconjuntos de H, menos el vaćıo.
Notemos que | F |= 2n − 1. Sea F = {C1, C2, . . . , C2n−1}.

Ahora, para cada i ∈ {1, 2, . . . , 2n − 1} sea Ai =
⋃
Ci. Ob-

servemos que para cada i = {1, 2, . . . , 2n− 1}, se tiene que Ai es
unión finita de cerrados. Aśı, A1, A2, . . . , A2n−1 ∈ 2X . Veamos
que 2X =

⋃2n−1
i=1 B(Ai, ε). Sea A ∈ 2X , luego A ⊂

⋃n
i=1Bi.

Pongamos J = {i ∈ {1, 2, . . . , n} : Bi ∩ A 6= ∅}, se sigue que
{Bi : i ∈ J} ∈ F . De manera que existe k ∈ {1, 2, . . . , 2n−1} tal
que {Bi : i ∈ J} = Ck. Consideremos el respectivo Ak =

⋃
Ck.

Como Ak =
⋃
Ck =

⋃
i∈J Bi y A ⊂

⋃
i∈J Bi = Ak, tenemos que

A ⊂ N(ε, Ak).

Por otro lado, si x ∈ Ak, entonces existe i ∈ J tal que x ∈ Bi.

Puesto que A ∩ Bi 6= ∅, sea z ∈ A ∩ Bi, luego, z ∈ Bi ⊂
B(xi,

ε
2). Aśı, d(z, xi) <

ε
2 . Como x ∈ Bi ⊂ B(xi,

ε
2), se sigue que

d(x, xi) <
ε
2 . Dado que d(x, z) ≤ d(x, xi) + d(xi, z) <

ε
2 + ε

2 = ε,
tenemos que d(x, z) < ε, aśı, x ∈ N(ε, A). Por lo tanto, Ak ⊂
N(ε, A).

Luego, por el Teorema 2.10, se sigue que H(A,Ak) < ε. En
resumen existe k ∈ {1, 2, . . . , 2n − 1} tal que A ∈ B(Ak, ε), es
decir, A ∈

⋃2n−1
i=1 B(Ai, ε). Por lo tanto,

2X =
2n−1⋃
i=1

B(Ai, ε).

Esto muestra que 2X es totalmente acotado.

Teorema 3.17. Si X es un continuo, entonces 2X es compacto.
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Demostración. Sea X un continuo. Por los Teoremas 3.15 y 3.16,
tenemos que 2X es completo y totalmente acotado. Además es
conocido que todo espacio métrico completo y totalmente aco-
tado es compacto [8, Teorema 6.3.8, pág. 231]. Por tanto, el
hiperespacio 2X es compacto.

Teorema 3.18. Si X es un continuo, entonces C(X) es cerrado
en 2X .

Demostración. Basta probar que C(X) ⊂ C(X). Sea A ∈ C(X).
Luego, existe una sucesión {An}∞n=1 en C(X) tal que ĺım An =
A. Queremos demostrar que A ∈ C(X).

Como A ∈ 2X , sólo resta probar que A es conexo. Supon-
gamos lo contrario, sean G y W conjuntos no vaćıos y cerrados
en A, notemos que G y W son cerrados en X, tales que A =
G ∪ W y G ∩ W = ∅. Ahora, como G y W son compactos y
G∩W = ∅, tenemos que d(G,W ) > 0. Sea ε = d(G,W ). Puesto
que ĺım An = A, existe N ∈ N tal que H(An, A) < ε

2 para
cada n ≥ N. Por el Teorema 2.10, tenemos que A ⊂ N(ε2 , An) y
An ⊂ N(ε2 , A) para cada n ≥ N.

Por otra parte, como A = G∪W, por el Teorema 2.2, se sigue
que

N
(ε

2
, A
)

= N
(ε

2
, G
)
∪N

(ε
2
,W
)
.

Notemos que, por el Teorema 2.2, N(ε2 , G) y N(ε2 ,W ) son
abiertos en X. Además, por la elección de ε tenemos que

N
(ε

2
, G
)
∩N

(ε
2
,W
)

= ∅.

Fijemos m ∈ N tal que m ≥ N. Luego, A ⊂ N(ε2 , Am) y
Am ⊂ N(ε2 , A). Aśı, Am ⊂ N(ε2 , G) ∪ N(ε2 ,W ) y como Am es
conexo se sigue que Am ⊂ N(ε2 , G) o Am ⊂ N(ε2 ,W ).
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Supongamos que Am ⊂ N(ε2 , G). Entonces

N
(ε
2
, Am

)
⊂ N(ε,G).

En efecto, si x ∈ N(ε2 , Am), entonces existe xm ∈ Am tal que
d(x, xm) < ε

2 y por lo supuesto, existe g ∈ G tal que d(xm, g) < ε
2 .

Dado que d(x, g) ≤ d(x, xm) + d(xm, g) = ε
2 + ε

2 = ε, tenemos
que d(x, g) < ε. Aśı, x ∈ N(ε,G). Ahora, como W ⊂ A ⊂
N(ε2 , Am) ⊂ N(ε,G), tenemos que W ∩ N(ε,G) = W. Por la
elección de ε, se sigue que W∩N(ε,G) = ∅. Por lo tanto, W = ∅.
Análogamente, si Am ⊂ N(ε2 ,W ), entonces G = ∅. Lo cual es
una contradiccón ya que W 6= ∅ y G 6= ∅. Por lo tanto, A es
conexo. De manera que C(X) ⊂ C(X), es decir, C(X) es cerrado
en 2X .

Teorema 3.19. Si X es un continuo, entonces C(X) es com-
pacto.

Demostración. SeaX un continuo. Por el Teorema 3.17, tenemos
que 2X es compacto y por el Teorema 3.18, inferimos que C(X)
es cerrado en 2X . De manera que C(X) es compacto.

Teorema 3.20. Si X es un continuo, entonces 2X es arco co-
nexo.

Demostración. Sean X un continuo y A ∈ 2X tal que A 6= X.
Por el Teorema 3.12, existe un arco ordenado de A a X en 2X .
De manera que cada elemento de 2X \ {X}, se puede conectar
mediante un arco con X. Por lo tanto, 2X es arco conexo.

Teorema 3.21. Si X es un continuo, entonces 2X es un con-
tinuo.
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Demostración. Por el Teorema 3.17, tenemos que 2X es com-
pacto. Además, por el Teorema 3.20, tenemos que 2X es conexo.
Aśı, 2X es un continuo.

Teorema 3.22. Si X es un continuo, entonces C(X) es arco
conexo.

Demostración. Sea A ∈ C(X) tal que A 6= X. Por el Teorema
3.13, existe un arco ordenado de A a X en C(X). De manera que
cada elemento de C(X) \ {X}, se puede conectar mediante un
arco con X. Por lo tanto, el hiperespacio C(X) es arco conexo.

Teorema 3.23. Si X es un continuo, entonces C(X) es un
continuo.

Demostración. Por el Teorema 3.19, tenemos que C(X) es com-
pacto. Además, por el Teorema 3.22, C(X) es conexo. De manera
que C(X) es un continuo.

Teorema 3.24. Si X es un continuo y A cerrado en 2X y no
vaćıo, entonces

⋃
A ∈ 2X .

Demostración. Sea A cerrado en 2X y no vaćıo. Veamos que
⋃
A

es cerrado en X. Para esto, probamos que⋃
A ⊂

⋃
A.

Sea x ∈
⋃
A. Luego, existe una sucesión {xn}∞n=1 en

⋃
A

tal que ĺım xn = x. Ahora, para cada n ∈ N, sea An ∈ A tal
que xn ∈ An. Consideremos la sucesión {An}∞n=1. Por el Teo-
rema 3.17, inferimos que 2X es compacto. Como A es cerrado
en 2X , tenemos que A es compacto. Aśı, existe una subsuce-
sión {Ank

}∞k=1 de la sucesión {An}∞n=1 tal que ĺım Ank
= A, para
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algún A ∈ A. Tomemos la respectiva subsucesión {xnk
}∞k=1 de la

sucesión {xn}∞n=1. Además, tenemos que ĺım xnk
= x y xnk

∈ Ank

para cada k ∈ N. Por el Teorema 3.9, implicamos que x ∈ A. Aśı,
x ∈

⋃
A. De manera que

⋃
A ⊂

⋃
A. Por lo tanto,

⋃
A es un

cerrado en X y no vaćıo, ya que A 6= ∅, es decir,
⋃
A ∈ 2X .

Sean X un continuo, A y B ∈ 22X

, denotamos por E(A,B)
al conjunto E(A,B) = {ε > 0 : A ⊂ B(ε,B) y B ⊂ B(ε,A)}.

Por el Teorema 3.21, tenemos que 2X es un continuo. Luego,
todos los resultados que se han demostrado para 2X son válidos
para 22X

. Aśı, 22X

es un continuo. La métrica de Hausdorff para
22X

la denotamos por H. De manera que, para cada A, B ∈ 22X

,
tenemos que

H(A,B) = ı́nf E(A,B).

Por el Teorema 3.24 podemos definir la siguiente función
unión.

Definición 3.25. Sea X un continuo. La función unión es la
función

⋃
: 22X → 2X cuya regla de correspondencia es

⋃
(A) =⋃

A =
⋃{

A : A ∈ A
}
, para cada A ∈ 22X

.

Teorema 3.26. Sea X un continuo, la función unión
⋃

: 22X →
2X es continua.

Demostración. Sea X un continuo. Probemos que la función
unión

⋃
: 22X → 2X es uniformemente continua. Veamos que

dados A y B ∈ 22X

, se cumple que H
(⋃
A,
⋃
B
)
≤ H(A,B),

donde H es la métrica de Hausdorff en 22X

.

Sean A, B ∈ 22X

y ε ∈ E(A,B). Aśı, A ⊂ B1(ε,B) y B ⊂
B1(ε,A). Ahora, si a ∈

⋃
A, entonces existe A ∈ A tal que a ∈

A. Aśı, existe B ∈ B tal que H(A,B) < ε. Por el Teorema 2.10,
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tenemos que A ⊂ N(ε, B) y B ⊂ N(ε, A). Aśı, existe b ∈ B tal

que d(a, b) < ε. Luego, a ∈ N
(
ε,
⋃
B
)
. Aśı,

⋃
A ⊂ N

(
ε,
⋃
B
)
.

De manera análoga, tenemos que
⋃
B ⊂ N

(
ε,
⋃
A
)
. Por

tanto, ε ∈ E
(⋃
A,
⋃
B
)
. Luego, E(A,B) ⊂ E

(⋃
A,
⋃
B
)
, infe-

rimos que ı́nf E
(⋃
A,
⋃
B
)
≤ ı́nf E(A,B), es decir,

H
(⋃
A,
⋃
B
)
≤ H(A,B).

Ahora, sean A, B ∈ 22X

y ε > 0. Pongamos δ = ε. Si
HH(A,B) < δ, entonces, H

(⋃
A,
⋃
B
)
< ε. Aśı, la función

unión es uniformemente continua. Por tanto, la función unión
es continua.

Teorema 3.27. Si X es un continuo y K es un subcontinuo de
2X y K ∈ K, entonces para cada componente C de

⋃
K, tenemos

que K ∩ C 6= ∅.

Demostración. Sean K un subcontinuo de 2X y K ∈ K. Supon-
gamos que existe una componente C de

⋃
K tal que K ∩C = ∅.

Por el Teorema 3.24, tenemos que
⋃
K es compacto. Luego,

C y K son cerrados en
⋃
K. Además, ningún conexo en

⋃
K

intersecta a K y a C simultáneamente. Aplicando el Teorema
1.11, al espacio

⋃
K y a los conjuntosK y C, tenemos que existen

cerrados A y B en
⋃
K tal que

⋃
K = A∪B, con K ⊂ A, C ⊂ B

y A ∩B = ∅.
Como A y B son cerrados en

⋃
K y

⋃
K es cerrado en X,

tenemos que A y B son cerrados en X. Sea

K0 = {L ∈ K : L ⊂ A} y K1 = {L ∈ K : L ∩B 6= ∅}.
Luego, por el Teorema 2.15, K0 y K1 son cerrados en 2X .

Puesto que K0 ⊂ K y K1 ⊂ K tenemos que K0 y K1 son cerrados
en K. Además K = K0 ∪ K1.
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Ahora, como K ∈ K y K ⊂ A, tenemos que K ∈ K0. Aśı,
K0 6= ∅. Por otro lado, sea x ∈ C, entonces x ∈

⋃
K, de manera

que existe L ∈ K tal que x ∈ L. Como C ⊂ B, tenemos que
x ∈ B, en consecuencia x ∈ L∩B, aśı, L∩B 6= ∅. Por lo tanto,
L ∈ K1. De aqúı, K1 6= ∅.

En resumen, tenemos que K = K0 ∪ K1, donde K0 y K1 son
cerrados y no vaćıos en K y K0∩K1 = ∅. Lo cual es una contra-
dicción, pues K es un continuo. Esto demuestra el teorema.

Teorema 3.28. Si X es un continuo y K es un subcontinuo de
2X y K ∩ C(X) 6= ∅, entonces

⋃
K es un subcontinuo de X.

Demostración. Sea K un subcontinuo de 2X tal que K∩C(X) 6=
∅. Por el Teorema 3.24, tenemos que

⋃
K es compacto y no vaćıo

en X. Sólo resta probar que
⋃
K es conexo.

Sean C y D componentes de
⋃
K. Tomemos K ∈ K∩C(X).

Por el Teorema 3.27, tenemos que K ∩ C 6= ∅ y K ∩ D 6= ∅.
Puesto que K ∈ C(X), tenemos que K ⊂ C y K ⊂ D, aśı,
C ∩D 6= ∅, de manera que C = D. Por lo tanto,

⋃
K es conexo.

En consecuencia
⋃
K es un subcontinuo de X.

Teorema 3.29. Sean X un continuo y A1, A2, . . . , An subcon-
tinuos no degenerados de X. Tenemos que

1. 〈A1, A2, . . . , An〉 es un conexo de 2X .

2. Si 〈A1, A2, . . . , An〉∩C(X) 6= ∅, entonces 〈A1, A2, . . . , An〉∩
C(X) es un conexo de C(X).

Demostración. Notemos que 〈A1, A2, . . . , An〉 es un subconjunto
de 2X no degenerado y

⋃n
i=1Ai ∈ 〈A1, A2, . . . , An〉.

Sea A ∈ 〈A1, A2, . . . , An〉 \
{⋃n

i=1Ai

}
, entonces A (

⋃n
i=1Ai.

Observemos que
⋃n
i=1Ai tiene a lo más n componentes, a saber,
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A1, A2, . . . , An. Como A ∩ Ai 6= ∅, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n},
tenemos que cada componente de

⋃n
i=1Ai intersecta a A. Luego,

por el Teorema 3.12, existe un arco ordenado Γ en 2X de A a⋃n
i=1Ai. Notemos que Γ ⊂ 〈A1, A2, . . . , An〉. Por tanto, todo

elemento de A ∈ 〈A1, A2, . . . , An〉 \
{⋃n

i=1Ai

}
, se puede unir

mediante un arco con
⋃n
i=1Ai. De manera que 〈A1, A2, . . . , An〉

es conexo en 2X . Con esto concluimos 1 .

2 . Sea B ∈ 〈A1, A2, . . . , An〉∩C(X). Luego, B∪
(⋃n

i=1Ai

)
=⋃n

i=1Ai ∈ 〈A1, A2, . . . , An〉.
Si 〈A1, A2, . . . , An〉 ∩ C(X) =

{⋃n
i=1Ai

}
, entonces

〈A1, A2, . . . , An〉 ∩ C(X) es conexo.

Si A ∈ 〈A1, A2, . . . , An〉 \
{⋃n

i=1Ai

}
, entonces de manera

análoga como en 1 de este teorema, tenemos que

A ∈ 〈A1, A2, . . . , An〉 ∩ C(X)

es un conexo de C(X).

Teorema 3.30. Sea X un continuo no degenerado. Las siguien-
tes condiciones son equivalentes.

1. X es localmente conexo,

2. 2X es localmente conexo,

3. C(X) es localmente conexo.

Demostración. Sea X localmente conexo. Veamos que 2X lo
es. Por el Teorema 1.18, basta probar que 2X es conexo en
pequeño. Sea A ∈ 2X y U un abierto en 2X tales que A ∈
U . Por el Teorema 2.20, tenemos que B = {〈U1, U2, . . . , Un〉 :
U1, U2, . . . , Un son abiertos en X, n ∈ N} es una base para la
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topoloǵıa del hiperespacio 2X . Aśı, existen U1, U2, . . . , Un abier-
tos en X tales que A ∈ 〈U1, U2, . . . , Un〉 ⊂ U .

Luego, por el Teorema 2.19, existen abiertos V1, V2, . . . , Vn en
X tales que A ∈ 〈V1, V2, . . . , Vn〉 ⊂ 〈U1, U2, . . . , Un〉 y Vi ⊂ Ui,
para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Sea a ∈ A. Entonces para alguna j ∈ {1, 2, . . . , n}, tenemos
que a ∈ Vj ya que A ⊂

⋃n
i=1 Vi. Consideremos la componente

Ca de Vj tal que a ∈ Ca. Aśı, A ⊂
⋃{

Ca : a ∈ A
}
. Dado que

X es localmente conexo, por el Teorema 1.17 tenemos que Ca es
abierto en X, para cada a ∈ A.

Como X es compacto y A es un cerrado en X, inferimos que
A es compacto, luego, existen r ∈ N y a1, a2, . . . , ar ∈ A tales
que A ⊂

⋃r
i=1Cai

. Observemos que para cada i ∈ {1, 2, . . . , r},
tenemos que Cai

⊂ Cai
⊂ Uj, para alguna j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Por otro lado, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, tenemos que A ∩
Vi 6= ∅. Aśı, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, sea xi ∈ A ∩ Vi. Luego,
para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, sea Cxi

la componente de Vi tal que
xi ∈ Cxi

. Como X es localmente conexo, por el Teorema 1.17,
para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, inferimos que Cxi

es un abierto en
X. Notemos que Cxi

⊂ Cxi
⊂ Ui, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ahora, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, sea

Ji = {k ∈ {1, 2, . . . , r} : Cak
∩ Cxi

6= ∅}.

Notemos que Ji 6= ∅, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}. Sea Wi =
Cxi
∪
(⋃

k∈Ji
Cak

)
, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}. Además, para

cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, tenemos que Wi es conexo y abierto en
X, ya que es unión de conexos y abiertos en X. De manera que
〈W1,W2, . . . ,Wn〉 es abierto en 2X , y A ∈ 〈W1,W2, . . . ,Wn〉.

Además, Wi ⊂ Wi ⊂ Ui y A ∩ Wi 6= ∅, para cada i ∈
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{1, 2, . . . , n}. Luego,

A ∈ 〈W1,W2, . . . ,Wn〉 ⊂ 〈W1,W2, . . . ,Wn〉 ⊂ 〈U1, U2, . . . , Un〉.

Notemos que para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, la componente
Cxi

tiene más de un punto. En efecto, si existe l ∈ {1, 2, . . . , n}
y x ∈ X tal que Cxl

= {x}, entonces Cxl
es abierto y cerrado en

X. De manera que Cxl
= X, lo cual es una contradicción.

Por lo tanto, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, tenemos que Wi

es un subcontinuo no degenerado de X. Luego, por el Teore-
ma 3.29, inferimos que 〈W1,W2, . . . ,Wn〉 es un conexo tal que
A ∈ int(〈W1,W2, . . . ,Wn〉) ⊂ U . Esto prueba que 2X es conexo
en pequeño. Luego, por el Teorema 1.18, se sigue que 2X es
localmente conexo.

De manera análoga se prueba que si X es localmente conexo,
entonces C(X) es localmente conexo.

Ahora, supongamos que 2X es localmente conexo, veamos
que X es localmente conexo. Sean p ∈ X y U un abierto en
X tal que p ∈ U. Se sigue que {p} ∈ 〈U〉. Notemos que 〈U〉
es abierto en 2X . Consideremos un abierto W en 2X tal que
p ∈ W ⊂ W ⊂ 〈U〉. Como 2X es localmente conexo, existe
un conexo y abierto V en 2X tal que {p} ∈ V ⊂ W . Por el
Teorema 2.20, existen abiertos U1, U2, . . . , Un en X tales que
{p} ∈ 〈U1, U2, . . . , Un〉 ⊂ V . Luego, por el Teorema 2.19, existen
abiertos V1, V2, . . . , Vn en X tales que

{p} ∈ 〈V1, V2, . . . , Vn〉 ⊂ 〈U1, U2, . . . , Un〉

y Vi ⊂ Ui, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}.
Aśı,

⋃n
i=1 Vi ∈ 〈U1, U2, . . . , Un〉. Como 〈U1, U2, . . . , Un〉 ⊂ V ⊂

V ⊂ 〈U〉, se sigue que
⋃n
i=1 Vi ⊂

⋃
V ⊂ U. Dado que {p} ∈

V∩C(X), tenemos que V∩C(X) 6= ∅. Como V es un subcontinuo
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de 2X , por el Teorema 3.28, tenemos que
⋃
V es un conexo de X.

Sea V =
⋃
V , por lo tanto, p ∈

⋃n
i=1 Vi ⊂ V ⊂ U. Como

⋃n
i=1 Vi

es abierto en X, concluimos que p ∈ int(V ) ⊂ V ⊂ U. Aśı, X
es conexo en pequeño. Luego, por el Teorema 1.18, tenemos que
X es localmente conexo.

De manera similar de demuestra que si C(X) es localmente
conexo, entonces X es localmente conexo.

3.3. Funciones Inducidas

Definición 3.31. Sean X, Y continuos y f : X → Y una
función continua entre continuos. Denotamos por 2f : 2X →
2Y y por C(f) : C(X) → C(Y ) a las funciones inducidas
definidas, respectivamente, para cada A ∈ 2X por

2f(A) = f(A),

C(f)(A) = f(A).

Teorema 3.32. Sean f : X → Y una función continua entre
continuos, U ⊂ Y y V ⊂ Y. Consideremos las funciones induci-
das 2f : 2X → 2Y y C(f) : C(X)→ C(Y ). Tenemos que

1. (2f)−1(Γ(U)) = Γ(f−1(U)),

2. (2f)−1(Λ(U)) = Λ(f−1(U)),

3. (C(f))−1(Γ(V ) ∩ C(Y )) = Γ(f−1(V )) ∩ C(X),

4. (C(f))−1(Λ(V ) ∩ C(Y )) = Λ(f−1(V )) ∩ C(X).

Demostración. 1 . Si A ∈ (2f)−1(Γ(U)), entonces 2f(A) ∈ Γ(U),
es decir, f(A) ∈ Γ(U). Luego, f(A) ⊂ U, aśı, f−1(f(A)) ⊂
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f−1(U), como A ⊂ f−1(f(A)) tenemos que A ⊂ f−1(U). De
manera que A ∈ Γ(f−1(U)). Aśı,

(2f)−1(Γ(U)) ⊂ Γ(f−1(U)). (3.3.1)

Sea A ∈ Γ(f−1(U)), luego, A ⊂ f−1(U), entonces f(A) ⊂
f(f−1(U)) ⊂ U, aśı, f(A) ⊂ U. Como f(A) = 2f(A), tenemos
que 2f(A) ∈ Γ(U), y aśı A ∈ (2f)−1(Γ(U)). Luego,

Γ(f−1(U)) ⊂ (2f)−1(Γ(U)). (3.3.2)

Por (3.3.1) y (3.3.2) concluimos que

(2f)−1(Γ(U)) = Γ(f−1(U)).

2 . Si A ∈ (2f)−1(Λ(U)), entonces 2f(A) = f(A) ∈ Λ(U). Aśı,
f(A) ∩ U 6= ∅, sea z ∈ f(A) ∩ U. Entonces existe x ∈ A tal
que f(x) = z, luego, x ∈ f−1(z). Como f−1(z) ⊂ f−1(U), x ∈
f−1(U), luego, x ∈ A∩ f−1(U). Aśı, A∩ f−1(U) 6= ∅, de manera
que A ∈ Λ(f−1(U)). Por tanto,

(2f)−1(Λ(U)) ⊂ Λ(f−1(U)). (3.3.3)

Ahora sea B ∈ Λ(f−1(U)). Entonces B ∩ f−1(U) 6= ∅. Aśı,
f(B) ∩ U 6= ∅. Luego, 2f(B) = f(B) ∈ Λ(U). En consecuencia,
B ∈ (2f)−1(Λ(U)). Por tanto,

Λ(f−1(U)) ⊂ (2f)−1(Λ(U)). (3.3.4)

Aśı, por (3.3.3) y (3.3.4) tenemos que

(2f)−1(Λ(U)) = Λ(f−1(U)).

Las pruebas de 3 y 4 son análogas.
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Teorema 3.33. Si f : X → Y es una función continua en-
tre continuos, entonces la función inducida 2f : 2X → 2Y es
continua.

Demostración. Por el Teorema 2.21, S = {Γ(U) : U es abierto
en Y }∪{Λ(U) : U es abierto en Y } es subbase para la topoloǵıa
de Vietoris, τV , del hiperespacio 2Y . Para probar que 2f es con-
tinua, basta probar que, para cada abierto U de Y, tenemos que
(2f)−1(Γ(U)) y (2f)−1(Λ(U)) son abiertos en 2X .

Sea U un abierto en Y . Como f es continua, se sigue que
f−1(U) es un abierto en X. Luego, por el Teorema 2.15, tenemos
que Γ(f−1(U)) y Λ(f−1(U)) son abiertos en 2X . Por el Teorema
3.32, tenemos que

(2f)−1(Γ(U)) = Γ(f−1(U)) y (2f)−1(Λ(U)) = Λ(f−1(U)).

De manera que (2f)−1(Γ(U)) y (2f)−1(Λ(U)) son abiertos en
2X .

Teorema 3.34. Una función f : X → Y continua entre conti-
nuos es inyectiva si, y sólo si, la función inducida 2f : 2X → 2Y

es inyectiva.

Demostración. Supongamos que f es inyectiva. Sean A yB ∈ 2X

tales que 2f(A) = 2f(B). Entonces f(A) = f(B). Como f es
inyectiva, se sigue que A = B. Por tanto, 2f es inyectiva.

Rećıprocamente, supongamos que 2f es inyectiva. Sean x y
y ∈ X tales que f(x) = f(y). Entonces {f(x)} = {f(y)}, aśı,
f({x}) = f({y}), es decir, 2f({x}) = 2f({y}). Como 2f es in-
yectiva, tenemos que {x} = {y}. Esto es, x = y. Por tanto, f es
inyectiva.
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Teorema 3.35. Una función f : X → Y continua entre conti-
nuos es suprayectiva si, y sólo si, la función inducida 2f : 2X →
2Y es suprayectiva.

Demostración. Supongamos que f es suprayectiva. Tomemos
B ∈ 2Y , aśı, f(f−1(B)) = B. Sea A = f−1(B), luego, A ∈ 2X y
2f(A) = f(A) = B. Por tanto, 2f es suprayectiva.

Ahora, supongamos que 2f es suprayectiva. Sea y ∈ Y, luego,
{y} ∈ 2Y . Como 2f es suprayectiva, existe A ∈ 2X tal que
2f(A) = f(A) = {y}. Existe x ∈ A tal que f(x) = y. Por tanto,
f es suprayectiva.

Considerando la función restringida de 2f a C(X), tenemos
que 2f | C(X) : C(X) → C(Y ), y la función inducida C(f) :
C(X)→ C(Y ), son iguales, es decir, 2f | C(X) = C(f). De esto
obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.36. Si f : X → Y es una función continua entre
continuos, entonces la función inducida C(f) : C(X) → C(Y )
es continua.

La demostración del siguente resultado es similar a la prueba
que se da en el Teorema 3.34.

Teorema 3.37. Una f : X → Y función continua entre conti-
nuos es inyectiva si, y sólo si, la función inducida C(f) : C(X)→
C(Y ) es inyectiva.

Teorema 3.38. Sea f : X → Y una función continua entre
continuos. Si la función inducida C(f) : C(X) → C(Y ) es
suprayectiva, entonces f es suprayectiva.

Demostración. Supongamos que C(f) es suprayectiva. Sea y ∈
Y, luego, {y} ∈ C(Y ). Como C(f) es suprayectiva, existe A ∈



3.3 Funciones Inducidas 65

C(X) tal que C(f)(A) = f(A) = {y}. Además, existe x ∈ A tal
que f(x) = y. Esto prueba que f es suprayectiva.

Observación 3.39. La función inducida C(f) no siempre es
suprayectiva, aunque la función f lo sea.

Ejemplo 3.40. Sean X = [0, 1], Y = S1, donde S1 es la cir-
cunferencia unitaria y f : X → Y la función definida por
f(t) = (cos(2πt), sen(2πt)), para cada t ∈ [0, 1]. Entonces f

es continua, suprayectiva y C(f) no es suprayectiva.

Es claro que f es continua y suprayectiva. Veamos que la
función inducida C(f) : C(X)→ C(Y ) no es suprayectiva.

Sean A = [0, 1
4 ] ∪ [34 , 1] y f(A) = B. Notemos que B ∈ C(Y ).

Además, para cada H ∈ C(X), f(H) 6= B. Por lo tanto, C(f) :
C(X)→ C(Y ) no es suprayectiva.

Teorema 3.41. Sea f : X → Y una función continua entre
continuos. Las siguentes condiciones son equivalentes.

1. f : X → Y es un homeomorfismo,

2. C(f) : C(X)→ C(Y ) es un homeomorfismo,

3. 2f : 2X → 2Y es un homeomorfismo.

Demostración. Supongamos que f es un homeomorfismo. Luego,
por los Teoremas 3.34 y 3.35, tenemos que 2f es biyectiva. Ade-
más, por el Teorema 3.33, inferimos que 2f es continua. Por otra
parte, por el Teorema 3.21, tenemos que 2X y 2Y son continuos.
Se sigue que 2f es un homeomorfismo.

Ahora, supongamos que 2f es un homeomorfismo y probemos
que C(f) es un homeomorfismo. Como 2f |C(X)= C(f), tenemos
que C(f) es un homeomorfismo sobre su imagen, aśı basta ver
que C(f) es suprayectiva. Para esto, sea B ∈ C(Y ). Como 2f
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es un homeomorfismo y B ∈ 2Y , existe A ∈ 2X tal que 2f(A) =
f(A) = B. Supongamos que A no es conexo. Entonces existen G
y K cerrados en X, no vaćıos y ajenos tales que A = G∪K. Por
los Teoremas 3.34 y 3.35, tenemos que f es biyectiva. Además,
B = f(A) = f(G ∪K) = f(G) ∪ f(K), luego, f(G) y f(K) son
no vaćıos y cerrados en Y. De manera que B no es conexo, lo
cual es una contradicción. Aśı, A ∈ C(X). Además, C(f)(A) =
f(A) = B. Luego, C(f) es suprayectiva. Por lo tanto, C(f) :
C(X)→ C(Y ) es un homeomorfismo.

Finalmente, supongamos que C(f) es un homeomorfismo.
Mostraremos que f es un homeomorfismo. Por los Teoremas
3.37 y 3.38, tenemos que f es biyectiva y continua. Como X y
Y son continuos, si sigue que f es un homeomorfismo.

El libro indicado por [6] es el libro básico del buen continuero,
en el cual el lector encontrará más información alrededor de la
Teoŕıa de los Continuos y el libro [4] es muy recomendable para
iniciar una larga vida en el maravilloso mundo de la Teoŕıa de
los Hiperespacios de los Continuos.
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