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Introduccion

El presente trabajo pertenece a la rama de la topologia cono-
cida como Teoria de los Continuos. Dicha tematica trata del es-
tudio de las propiedades topoldgicas de espacios que son métri-
cos, compactos, conexos y no vacios. De hecho a un espacio
topoldgico con estas propiedades se le llama continuo. Los hipe-
respactos son ciertas familias de subconjuntos de un continuo,
X, con alguna caracteristica particular. En esta tesis trabajamos
con los hiperespacios 2X = {A C X : A es cerrado en X y no
vacio} y C(X) = {A € 2% : A es conexo} considerados con
la métrica de Hausdorff. En esta tesis analizamos propiedades
relacionadas con los hiperespacios 2% y C'(X), mencionadas en
el Capitulo 3, dichas propiedades son resultados, conocidos, que
han sido retomadas de las referencias [3], [4] y [6], senaladas en
la bibliografia de esta investigacién. Este trabajo se desarrolla
de la manera que sigue.

En el Capitulo 1 se enuncian algunos conceptos y resultados
que son necesarios para el desarrollo de esta tesis.

En el Capitulo 2 analizamos, por ejemplo, los conceptos que
siguen.
(a) Sea X un continuo. La funcién H : 2% x 2% — R* U {0}
definida, para cada A, B € 2%, por H(A, B) = infE(A, B) es
una métrica para 2% (conocida como la métrica de Hausdorff).
(b) Si X es un continuo y B = {(Uy,Us, ..., U,) : Uy, Us, ..., U,
son abiertos en X y n € N}, entonces B es una base para una
topologia del hiperespacio 2% (la topologia generada por B),
denotada por 7y y conocida como la Topologia de Vietoris.
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Ademés demostramos, por ejemplo.

Teorema 2.22 Si X es un continuo, entonces la topologia de
Vietoris, y la topologia inducida por la métrica de Hausdorff son
iguales, en 2%,

En el Capitulo 3 revisamos algunas propiedades de los hiper-
espacios 2% y C(X), como las siguientes.
Teorema 3.19 Si X es un continuo, entonces 2% es arco conexo.

Teorema 3.21 Si X es un continuo, entonces C'(X) es arco
conexo.

Teorema 3.30 Sea X un continuo no degenerado. Las siguien-
tes condiciones son equivalentes.

1. X es localmente conexo,
2. 2% es localmente conexo,

3. C(X) es localmente conexo.

Vianey Coérdova Salazar

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas,
Benemérita Universidad Auténoma de Puebla.
26 de agosto de 2011
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se enuncian algunos conceptos y resultados
que son necesarios para el desarrollo de esta tesis. En todo este
trabajo si X es un espacio topoldgico y A un subconjunto de
X, los simbolos A, F'r(A) e int(A) denotan la cerradura de A,
la frontera de A y el interior de A en X, respectivamente. Si
ACY C X, entonces Ay, Fry(A) e inty(A) denotan la cerra-
dura de A, la frontera de A y el interior de A en el subespa-
cio Y de X, respectivamente. La cardinalidad de un conjunto
A se representa por |A|. Como es usual, los simbolos (), N, Q,
R, R* y R2, representan el conjunto vacio, los nimeros natu-
rales, los niimeros racionales, los nimeros reales, los niimeros
reales positivos y el plano euclidiano, respectivamente. Un espa-
cio topologico es no degenerado si tiene mas de un punto.

Sean X un espacio topolégico y p € X; un subconjunto V
de X es una vecindad de p si existe un abierto U en X tal que
p € U C V. Una base local de p es una colecciéon de vecindades
B, en X tal que cumple las siguientes condiciones

1. 51V es un abierto en X con p € V, entonces existe U € B,
talquepe U C V.
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2.pe N U.
veB,

Sean X un espacio métrico con métrica d, p € X y € > 0, la
bola abierta en X con centro en p y radio €, denotada por B.(p),
es el conjunto B.(p) = {r € X : d(p,z) < €}.

1.1. Conceptos Basicos

En esta seccion presentamos conceptos y resultados que son
de gran utilidad para la exposicién de este trabajo (las nociones
de Topologia General, que en este trabajo revisamos, se encuen-
tran en alguna de las referencias [1], [2], [6] o [9]).

A continuacién definimos el limite inferior, el limite superior
y el limite de una sucesién de conjuntos.

Definicién 1.1. Sean X un espacio topoldgico y {K,},—, una
sucesion de subconjuntos de X, el limite inferior de la suce-
sion {K,}, -, es

lim inf K,, = {x € X : para cada abierto U en X con z € U,
existe N € N tal que U N K, # 0 para cada n > N}.

El limite superior de la sucesion {K,} ;| es

lim sup K, = {z € X : para cada abierto U en X con x € U,
existe F' C N infinito tal que U N K,, # () para cada n € F'}.

Un ejemplo de los conceptos anteriores es el siguiente.

Ejemplo 1.2. Sea X = [0,1] x [0,1]. Para cada n € N, sean
K, =10,2] x {2} sin es pary K, =[3,1] x {2} sin es impar.
Entonces lim inf K, = [3, 2] x {0} y lim sup K, = [0, 1] x {0}.
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Observemos que a partir de la Definicién 1.1, tenemos que
lim inf K, C lim sup K,, para cualquier sucesién {K,}>°,.

Definicién 1.3. Sean X un espacio topoldgico y {K,}, - una
sucesion de subconjuntos de X, el limite de la sucesion, que
denotamos por lim K, = K, existe cuando

lim sup K, C lim inf K,.

Es decir, K = lim inf K, = lim sup K,.
Un ejemplo de las definicién anterior es lo siguiente.

Ejemplo 1.4. Sea X = [0,1] x [0,1]. Para cada n € N, sean
K, =1[0,1] x {2} sin es par y K, = [0,1] x {0} sin es impar.
Como el lim sup K, C lim inf K,, entonces lim K, = [0,1] x

{0}

Recordemas a continuacién las definiciones de componente y
casicomponente.

Definiciéon 1.5. Sean X un espacio topologico y p € X. La
componente C(p) de p en X es el conjunto

C(p) = U{D C X :Desconexoypé€ D}.
La casicomponente Q(p) de p en X, es el conjunto

Q(p) = ﬂ{E C X : E es abierto y cerrado en X y p € E}.

Ademas, si B es un subconjunto conexo de X que contiene
a C(p), entonces B = C(p). Es decir, una componente es un
subconjunto conexo maximal.

Observacion 1.6. Si X es conexo y p € X, entonces C(p) =

Qp) = X.
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Teorema 1.7. Si X es un espacio topologico con p € X, en-

tonces C(p) C Q(p).

Demostracion. Veamos que C(p) C Q(p). Sea ¢ € C(p), luego,
existe D C X conexo tal que p, ¢ € D. Sea T' un abierto y
cerrado en X tal que p € T. Como T y X \ T forman una
separacién de X, tenemos que D C T o D C X \ T, ademés
pe DNT, asi, D C T. Luego, g € T, ya que ¢ € D. Por tanto,
q € Q(p). Con esto concluimos que C(p) C Q(p). O

Notemos que la otra contencién Q(p) C C(p) no siempre es
cierta, como se ve a continuacion.

Ejemplo 1.8. Sea X el subespacio del plano formado por la
union de los segmentos L,,, donde L, es el segmento que une a
los puntos x,, = (0, %L) Yy, = (1, %) A esta union le anadimos los
puntos p = (0,0) g = (1,0). Veamos que C(p) = {p} y Q(p) =
{p,q}. Supongamos que C(p) # {p}, es decir, supongamos que
existe t € C(p) tal que t # p, asi, existe un subconjunto conexo
D de X tal que p, t € D. Luego, para algun N € N, tenemos que
te Lyn. Sea A=,-n LnU{p,q}, notemos que A y X \ A son
abiertos y cerrados en X, ademds, p e DNA, yte DNX \ A.
Ast, DNA# 0y DNX\A # 0, luego, D = (DNA)U(DNX\A),
lo cual es una contradiccion, ya que D es conexo. Por lo tanto,
C(p) = {p}-

Veamos que Q(p) = {p,q}. Sea F un subconjunto abierto
y cerrado de X tal que p € F. Supongamos que q ¢ F. Asi,
q€ X\ F. Seace >0, luego, existe Ny € N tal que si n > Ny,
entonces d(x,,p) < €, de manera andloga, existe Ny € N tal que
sin > Ns, entonces d(y,,q) < €. Sea N = max{Ny, No}. De
manera que para n > N se tiene que x, € F yy, € X \ F. Asi,
L,NF#0yL,NX\F #0. Como L, = (L,NF)U(L,NX\F),
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tenemos que L, no es conexo. Por lo tanto ¢ € F. De manera
que {p,q} C Q(p).

Supongamos ahora que Q(p) € {p,q}. Sea t € Q(p) tal que
t#puyt#q, asi, existe Ly en X tal quet € Ly para algin N €
N. Sea A = J,-y Ln U {p,q}. Notemos que A es un conjunto
abierto y cerrado en X, tal quep € A yt & A pero, por hipdtesis,
t € A, esto es una contradiccion. Asi, Q(p) = {p, q}.

Teorema 1.9. Si X es un espacio topologico compacto y Haus-
dorff, entonces para cada punto p € X, tenemos que C(p) =

Q(p)-

Demostracion. Hemos visto, en el Teorema 1.7, que C(p) C
Q(p). Resta mostrar que Q(p) C C(p). Para probar esto bas-
ta mostrar que Q(p) es conexo, ya que C(p) contiene a todos los
conexos que tienen al punto p.

Supongamos, por el contrario, que (p) no es conexo. Note-
mos que Q(p) es cerrado en X ya que Q(p) es una interseccién
de cerrados en X. Existen K, L C X cerrados en X, no vacios,
con KNL = () tal que Q(p) = KUL. Como X es normal (ya que
X es compacto y Hausdorff), tenemos que existen U, V' abiertos
en X conUNV =0talesque K CUyLCV.

Como p € Q(p), podemos suponer que p € K, sin pérdida
de generalidad. Luego, sea Z = X \ (U U V). Como U UV es
abierto en X, tenemos que Z es cerrado en X. Ademas X es

compacto y asi, Z es compacto. Como K UL C U UV, tenemos
que X \ (UUV)C X\ (KUL), es decir,

ZC X\ (KUL) =X\ Q).

Como

X\Q(p) =
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X\ (ﬂ{E C X : E es cerrado y abierto en X y p € E})

= U{X \ B : E es abierto y cerrado en X y p € E}.

La familia
{X\ E: E es abierto y cerradoen X yp € E}

es una cubierta abierta del compacto Z. Por lo que existen m €
Ny FEy,..., E, abiertos y cerrados en X tales que para cada
ie{l,....,m},conp € E;y X\(UUV) C (X\Ey)U---UX\Ep)
=X\ (E1N---NE,).

De manera que E1 N ---N E, C U UYV. Luego, sea M =
EiN---NE,,. Asi, M es abiertoy cerradoen X ype M C UUV.
Notemos que

MNU=Mn(X\V)

de esto, obtenemos que M NU es abierto y cerrado en X, ya que
(X \V) es cerrado en X y U es abierto en X.

Comope MNK C MNU, luego, Q(p) C MNU. Como L C
Q(p), tenemos que L C (M NU)NV, lo cual es una contradiccion
porque (M NU)NV = 0. Asi, Q(p) es conexo, y p € Q(p). Por
tanto, Q(p) C C(p). Con esto concluimos que Q(p) = C(p). O

Teorema 1.10. Sea X un espacio topologico compacto y Haus-
dorff. v K es una componente de X y I un cerrado en X tales

que FNK = (), entonces existe L abierto y cerrado en X tal que
KcLyLNF=0.

Demostracion. Sea p € K, por el Teorema 1.9, tenemos que
K = C(p) = Q(p). Para cada y € F, tenemos que y ¢ K, de
manera que existe un abierto y cerrado Vj, en X tal que p € V,

yy gV,
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Sea X, = X \ V. Luego, X, es abierto y cerrado en X tal
quey € X,y p ¢ X,. Como K es un conexo y V,, X, forman
una separacion de X, se sigue que K C V, o K C X,. Como
p € V, N K, tenemos que K C V,, asi, K N X, = (. Como la
familia {X, : y € F'} es una cubierta abierta del compacto F),
existen m € Ny y,...,yn € F tales que I C X,, U---UX, .

Sea

L=X\(X,U---UX,)

=X\X, N nX\X,,
=XANXAV) NN XA (XA,
:‘/ylﬂ...ﬂ‘/ym.

Luego, L es abierto y cerrado en X, ya que para cada i =
{1,...,m}, tenemos que V,, son abiertos y cerrados en X.

Luego, X, U---U X, y X\ (X, U---UX, ) forman una
separacion de X. Como K es conexo, tenemos que K C L o
KcX,uU---uX, .

Ademads, sabemos que K N L # (), asi, K C L, luego, L N
(X U---UX, )=0,como F C (X, U---UX, ) tenemos que
LNF=0. O

Los dos resultados que siguen son conocidos como el “teo-
rema del cable cortado” y “teorema de golpes en la frontera”,
respectivamente.

Teorema 1.11. Sean A y B cerrados en un espacio métrico
compacto X. Si ningun conexo de X intersecta tanto a A como

a B, entonces existen Xq y Xo cerrados en X, ajenos tales que
X:X1UX2, CO’I%ACXl yBCXQ

Demostracion. Sean Ay B cerrados en X. Para cada a € A sea
C'(a) la componente de a en X, por hipétesis BN C(a) = (), por
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el Teorema 1.10, existe un abierto y cerrado L, en X tal que
C(a) C L,y Ly B = 0. Por otro lado, como A es un conjunto
compacto, tenemos que existen n € Ny aj,as,...,a, € A tales
que A C Ui, Lo,- Ademds, |J;_; L,, es un conjunto abierto y
cerrado en X. Sean X7 = |J_; L,, y Xo = X \ X;. Concluimos
que X1N Xy = 0 que X; y X, son conjuntos cerrados en X tales
que X =X;UXycon AC X1y B C Xs. O

Teorema 1.12. Sean X un espacio conexo, compacto y Haus-
dorff y U un subconjunto no vacio, propio y abierto en X. St K
es una componente de U, entonces K N Fr(U) # (.

Demostracidn. Supongamos por el contrario que KNFr(U) = ().
Notemos que U C X con X compacto v Hausdorff, asi, U es
compacto y Hausdorff. Ahora, por el Teorema 1.10, existe L C U
abierto y cerrado en U tal que K C L'y LN Fr(U) = (. De
manera que L es cerrado en X, ya que L es cerrado en U, ademés
LDy LcU\FrU)=U.

Como L es abierto en U, existe un abierto W de X tal que
WNU = L. Pero L C U, asi que W NU = L, esto muestra que
L también es abierto en X. Ya que X es conexo, se debe tener
que L = X. Pero L C U, asi que U = X, lo cual contradice la
hipétesis. Por tanto, K N Fr(U) # 0. [

Teorema 1.13. Sean X un espacio no vacio, conexo, compacto
y de Hausdorff y A y B conexos, cerrados en X y no vacios

tales que A C B. Existe un conexo y cerrado C en X tal que
ACCCB.

Demostracion. Sea p € B\ A. Como B es un espacio normal,
existe un abierto U de B tal que A C U C Up C B\ {p}. Sea
C' la componente de Up que contiene a A. Notemos que C' es
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conexo y cerrado en X. Como p ¢ C, tenemos que C' C B. S6lo
nos falta ver que A # C. Como U es abierto en B, tenemos que
UNFrg(U)=10. Ya que A C U, tenemos que AN Frg(U) = (.
Por el Teorema 1.12, tenemos que C' N Frp(U) # (). Por tanto,
A#C. []

1.2. Continuos

En esta seccién revisamos las nociones de continuo, conexidad
local, conexidad en pequeno y arco conexidad, estas nociones se
usan a lo largo de este trabajo; también presentamos algunos
resultados relacionados con estas nociones.

Definicion 1.14. Un espacio métrico X es un continuo si X
es compacto, conexo y no vacio. Dado Y C X, Y es un sub-
continuo de X si 'Y es un continuo.

A continuaciéon estudiamos los conceptos de conexidad en
pequeno, conexidad local y arco conexo, junto con algunas de
sus propiedades.

Definicién 1.15. Sean X un continuo y x € X. Entonces, X es
localmente conexo en x, si para cada abierto U en X tal que
x € U, existe un abierto y conexo V en X tal que x € V C U.
Diremos que X es localmente conexo, si X es localmente conexo
en cada uno de sus puntos.

Definicién 1.16. Sean X un continuo y x € X. Entonces, X es
conexo en pequeno en x, si para cada abierto U en X tal que
x € U, existe un conexo V en X tal que x € int(V) C V C U.
Diremos que X es conexo en pequeno, st X €S conero en pequeno
en cada uno de sus puntos.
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Teorema 1.17. Un continuo X es localmente conexo si, y solo
si, toda componente de cada abierto en X es un abierto en X.

Demostracion. Supongamos que X es localmente conexo. Sean
U un abierto en X y C' una componente de U. Veamos que C' es
abiertoen X. Seax € C'. Como x € U y X es localmente conexo,
existe un abierto y conexo V' tal que x € V' C U. Notemos que
CuUV cUyCUYV es conexo. Como C es un conexo maximal
de U, V C C. Asi, x € int(C). Concluimos que C' es abierto en
X.

Reciprocamente, sean z € X y W un conjunto abierto tal
que x € W. Sea C una componente de W tal que x € C. Por
hipétesis, C' es abierto en X. Asi, x € C' C W. Por lo tanto, X
es localmente conexo. ]

Si un espacio es localmente conexo en un punto, entonces el
espacio es conexo en pequeno en ese punto, pero la reciproca en
general no es cierta. Por ejemplo, consideremos el continuo X
de la Figura 1.1, notemos que X es conexo en pequeno en p y
X no es localmente conexo en p.

Figura 1.1
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Sin embargo, globalmente estas nociones son equivalentes.

Teorema 1.18. Sea X un continuo. Entonces X es conexo en
pequeno si, y solo si, X es localmente conexo.

Demostracion. Supongamos que X es localmente conexo. Sea U
un conjunto abierto en X talque xz € U. Por hipdtesis, existe V
abierto en X y conexo tal que x € V' C U. Ademas, int(V) C V.
Por tanto, x € int(V) C V C U. Por lo que X es conexo en
pequeno en z. Dado que x es arbitrario, tenemos que X es conexo
en pequeno.

Reciprocamente, sean U un abierto en X y C' una compo-
nente de U. Veamos que C' es abierto en X. Sea x € C C U.
Por hipétesis, existe un conjunto conexo W de X tal que x €
int(W) ¢ W C U. Notemos que z € CNW, asi, CNW # 0.
De manera que W C C. Luego, int(W) C int(C), es decir,
x € int(C). Por tanto C' C int(C). Asi, C' es un abierto y
conexo en X. En concluicién, X es localmente conexo. ]

Definicién 1.19. Un arco es un espacio homeomorfo al inter-
valo cerrado [0,1]. Si f : [0,1] — A es un homeomorfismo y
denotamos p = f(0) y ¢ = f(1), entonces los puntos p y q son
llamados los puntos extremos del arco A. Un arco de p a
q significa un arco con puntos extremos p y q.

Definicién 1.20. Un espacio topologico X es arco conexo, si

para cualesquiera x,y € X con x # vy, existe un arco en X de x
ay.

Ejemplo 1.21. [7, 4.3, pdg. 160] Sean A = {(z,sen(1)) € R*:
0<xz<1} y B ={0} x|[-1,1]. El conjunto A = AU B es
un continuo y es conocido como el continuo sen(%). Este es un
ejemplo de un continuo que no es arco conexo.
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Existen dos resultados muy importantes para los continuos
localmente conexos, en general estos teoremas son de suma im-
portancia en la teoria de continuos, uno dice que todos los con-
tinuos localmente conexos son arco conexos, Teoremas 1.22, este
teorema fue dado por J. L. Kelley.

Teorema 1.22. /6, Teorema 8.23] Cada continuo, no degener-
ado, localmente conexo es arco conexo.

El reciproco del Teorema 1.22 no es valido, como se muestra
en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.23. Sea A = ([0,1] x {0}) U ({= :n e N} x [0,1]) U
({0} x[0,1]). El conjunto A es un continuo y es conocido como el
espacio peine, este continuo es arco conexo pero no es localmente
conezo.

Los abiertos y conexos en un espacio localmente conexo son
arco conexos como se cita a continuacion.

Teorema 1.24. [6, Teorema 8.26] Todo subconjunto conexo y
abierto de un continuo localmente conexo es arco conexo.



Capitulo 2

Topologia para 92X

El contenido de este capitulo fue inspirado de los ejercicios
2.2, 2.3, 2.6 — 2.8 del Capitulo 2 de la referencia [4]; de los cuales
destacan los ejercicios 2.6, 2.7 y 2.8. El Ejercicio 2.6 da una
métrica que coincide con la métrica de Hausdorff. El Ejercicio
2.7 se ocupa en la prueba del Ejercicio 2.8 que asegura que la
topologia de Vietoris coincide con la topologia generada por la
métrica de Hausdorff.

2.1. Meétrica de Hausdorff

Dado un continuo X, los hiperespacios son ciertas familias de
subconjuntos de X, con alguna caracteristica particular. Con-
sideraremos los siguientes hiperespacios de X.

2% = {A C X : Aes cerrado en X y no vacio},
C(X)={A€2¥: Aes conexo}.

Definicién 2.1. Sean X un continuo con métrica d, A, B C X,
denotamos por d(A, B) la distancia de A a B como d(A, B) =
inf{d(a,b) : a € Ay b€ B} y la distancia de un punto p a un
conjunto C" es d(p,C) = d({p}, C).

13
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St A es cerrado en X, la nube en X con centro en A y de ra-
dioe >0, es N(e,A) = {x € X : existe a € A tal que d(a,x) <
e}.

Teorema 2.2. Si X es un continuo, € >0 y A € 2%, entonces
1. AC N(g,A),
2. N(e,A) =U,ca Ble,a). Asi, N(e, A) es un abierto en X,
3. N(6,A) C N(e, A) para cada 6 > 0 tal que § < €, y
4. N(e,A) =UJ{N(,A):0 >0, <e}.

Demostracion. 1. Es claro que se cumple.

2. Sea x € N(g, A). Existe a € A tal que d(a, ) < ¢, luego,
x € B(e,a). Asi, z € | J,.4 B(e,a). Por lo tanto,

N(s, A) c | Bz, a). (2.1.1)
acA
Sea x € |J,.4 B(e,a). Existe a € A tal que x € B(e,a). Asi,
d(a,x) < g, es decir, x € N(e, A). Por lo tanto,

|J B(e.a) C N(e, A). (2.1.2)
acA

De (2.1.1) y (2.1.2), se tiene la igualdad deseada.

3. Sean 6 >0 tal que d <eyxz e N(J,A). Existe a € A tal
que d(a,z) < d. Como § < ¢, tenemos que d(a,x) < €, es decir,
x € N(e, A). Por lo tanto, N (9, A) C N(e, A).

4. Sea x € N(e, A). Existe a € A tal que d(a,z) < e. Sea
0 > 0 tal que d(a,x) < § < e. Asi, d(a,x) < 9, de manera que
r € N(6,A).

Luego, = € [J{N(0,A) : 6 > 0, 6 < e}. Por lo tanto,

N(e, A) c | J{N(5,4): 6 >0, 6 <<}, (2.1.3)
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Por 3, tenemos que

LN, A) c N A). (2.1.4)
o<e
De (2.1.3) y (2.1.4), concluimos 4. O

Teorema 2.3. Si A € 2% y U es un abierto en X tal que A C U,
entonces existe € > 0 tal que N(e, A) C U.

Demostracion. Sea A C U. Luego, AN(X\U) = 0. Notemos que
Ay X\ U son cerrados en X y asi compactos en X. De manera
que d(A, X\U) > 0. Seac = w. Veamos que N(g,A) C U.
En efecto, six € N (e, A), entonces existe a € A tal que d(a,z) <
e. Asi, x € B(e,a). Afirmamos que x € U. Porque en caso
contrario, es decir, si x € X \ U, entonces d(A, X \U) < d(a, z).
Asi, d(A, X \U) < ¢, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
x € U. Con esto concluimos la prueba de este teorema. ]

Teorema 2.4. Sean A, B € 2%. Si0 < § < ey A C B, entonces
N(d,A) C N(e, B).

Demostracion. Sea x € N(§, A). Existe a € A tal que d(a,x) <
0. Como ¢ < ¢, se sigue que d(a,x) < e. Puesto que A C B,
implicamos que a € B, de donde x € N(e, B). Por lo tanto,
N(0,A) C N(e, B). O

Teorema 2.5. Sie >0y A, B €2X, entonces
N(e,A)UN(e,B) = N(g,AU B).

Demostracion. Por el Teorema 2.4, inferimos que N(e, A) C
N(e,AUB)y N(e,B) C N(e, AU B). Asi,

N(s, A)UN(e, B) C N(s, AUB). (2.1.5)
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Ahora, sea z € N(e, AUB). Existe b € AUB tal que d(b, z) <
e. Tenemos dos casos b€ Ao b€ B.

(1) Sib € A, entonces z € N(g, A).
(17) Si b € B, entonces z € N(e, B).
En ambos casos, z € N(g, A) U N(e, B). Por lo tanto,
N(e,AUB) C N(g,A)U N(e, B). (2.1.6)

De (2.1.5) y (2.1.6), concluimos que N(e, A) U N(¢,B) =
N(s, AU B). 0

Teorema 2.6. Si A, B € 2¥ tales que AN B = 0, entonces
existe € > 0 tal que

N(e,A)N N(e, B) = 0.

Demostracion. Supongamos por el contrario, que para cada € >
0, tenemos que N(eg, A) N N (e, B) # (). Puesto que AN B = ()
y A, B son compactos en X, tenemos que d(A, B) > 0. Sea

€= d(Az’B), notemos que € > 0. Por lo supuesto, deducimos que

N(e, A)NN(g, B) # (). Existe z € N(e, A)NN (e, B). Asi, existen
a € Ay b e B tales que d(a,z) < € y d(b,z) < €. Aplicando
la desigualdad del triangulo, d(a,b) < d(a,z) 4+ d(z,b). Luego,
d(a,b) < 2e = d(A, B), de manera que d(a,b) < d(A, B), lo cual
es una contradiccién. O

Definicién 2.7. Sea A un subconjunto no vacio de un continuo
X. El didmetro de A, denotado por didm(A), es

diam(A) = sup{d(a,b) : a,b € A}.

Notacién 2.8. Para cada A, B € 2% sean
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E(A,B)={¢>0:ACN(,B)y BCN(s,A)} y
E(A,B)WE(B,C)={c+0>0:c€ E(A,B)yd € E(B,C)}.

Teorema 2.9. Sea X un continuo. La funcion H : 2% x 2% —
Rt U {0} definida, para cada A, B € 2%, por

H(A,B)=inf E(A, B)
es una métrica para 2.

Demostracion. Sean A, B, C € 2%,

(a) Veamos que H esta bien definida. Para esto, tenemos que
probar que el conjunto E(A, B) es no vacio y estd acotado infe-
riormente. Observemos que d(x,y) <didm(X)+ 1, para cada «x,
y € X.Asi, AC N(diam(X)+1,B)y B C N(diam(X)+1,A).
De manera que didm(X)+1 € E(A, B). Por tanto, E(A, B) # 0.
Es claro que E(A, B) esta acotado inferiormente por el cero.

(b) Para cada A, B € 2%, notemos que H(A, B) > 0.

(¢) Por definicion de E(A, B), deducimos que E(A, B) =
E(B, A), de esto, para cada A, B € 2%, tenemos que H (A, B)
H(B,A).

(d) Para cada A, B € 2%, veamos que H(A, B) = 0 si, y s6lo
si, A = B. Sean A, B € 2. Supongamos que H(A, B) = 0.
Mostraremos que A = B. Para esto, sean ¢ > 0y z € A.
Como H(A,B) = 0, existe § € E(A, B) tal que § < e. Luego,
A C N(,B) y como x € A, se sigue que x € N(d, B). Entonces
existe y € B tal que d(z,y) < § < e. Asi, y € B(z,e) N B, de
donde B(x,e) N B # () y como ¢ fue arbitrario, tenemos que
x € B. Puesto que B es cerrado en X, se sigue que z € B. Por
lo tanto, A C B. Analogamente, se prueba que B C A. Asi,
A= B.
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Ahora supongamos que A = B. Luego, para todo ¢ > 0,
tenemos que € € E(A, B). Asi, H(A, B) = 0.

(e) Finalmente veamos que para cada A, B, C' € 2%, tenemos
que H(A,C) < H(A,B)+ H(B,C).

Para esto, demostremos que E(A, B)W E(B,C) C E(A,C).
Sea € E(A,B)W E(B,C), asi, existen ¢ € F(A,B)y ¢ €
E(B,C) tales que f = ¢ + d. Luego, A C N(¢,B) y B C
N(0,C). Veamos que A C N(B,C), si z € A, existe y € B
tal que d(z,y) < e. Luego, existe z € C tal que d(y,z) <
0. Asi, d(z,z) < d(z,y) + d(y,z) < ¢+ = (. Por lo tan-
to, A C N(G,C). Andlogamente, se puede probar que C' C
N(B,A). De esto, deducimos que 8 € E(A,C). Por lo tanto,
E(A,B)WE(B,C) C E(A,C). De lo anterior, es inmediato que
H(A,C)< H(A,B)+ H(B,C). O

De acuerdo al Teorema 2.9, para cada continuo X, tenemos
que (2%, H) es un espacio métrico, H se conoce como la métrica
de Hausdorff. Como C(X) estd contenido en 2%, observemos
que H también es una métrica para C'(X). La idea intuitiva de
esta métrica es que dos conjuntos estan cercanos si ellos casi se
empalman uno en el otro. Esta idea geométrica es buena pero
tenemos que notar que, por ejemplo, si A es un disco en el plano,
se pueden dar conjuntos finitos tan cercanos a A como se quiera,
simplemente se toma una cuadricula muy fina dentro del disco
y se toma como conjunto finito al conjunto de los cruces de la
cuadricula.

Teorema 2.10. Si X es un continuo, A, B € 2%X y e > 0,
entonces H(A, B) < ¢ si, y sélo si, A C N(e,B) y BC N(g,A).

Demostracion. Supongamos que H(A, B) < ¢.
Existe ¢’ € F(A,B) tal que 6’ < e, A C N(,B) y B C
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N(0', A). Ademas, por el Teorema 2.2.3, tenemos que N (', B) C
N(e,B) y N(§',A) C N(g,A). Por tanto, A C N(¢,B) y B C
N(e, A).

Reciprocamente, supongamos que

ACN(e,B)y BC N(g,A).

Asi, por el Teorema 2.2.4, tenemos que A C |J{N (4, B) :
0 > 0,0 < e}. Dado que A es compacto, existen nimeros
positivos, d1,02,...,0,, con n € N, tales que §; < e y A C
Ui, N(0;, B). Sea o = mdx{dy,09,...,0,}. Luego, para ca-
da i € {1,2,...,n}, tenemos que N(0;, B) C N(«,B). Asi,
Ui_; N(6;, B) € N(a,B). Luego, A C N(a, B). De manera
analoga a lo anterior, como B C N(e, A), existe v > 0 tal que
v<ey BCN(v,A). Sea f = mazx{a,~v}. Tenemos que (§ < ¢,
ACN(B,B)y BC N(B,A). Asi, € F(A, B). En consecuen-
cia H(A, B) < 3 < e. Por tanto, H(A, B) < ¢. ]

Teorema 2.11. Sea X un continuo. La funcion didm : 2% —
[0,00) es una funcion continua.

Demostracion. Sean e >0, A, B€2¥ y § = 5. 51 H(A, B) <9,
por el Teorema 2.10, tenemos que A C N (4, B) y B C N(0, A).
Como A es compacto, existen ay, as € A tales que didm(A) =
d(ay,as). Luego, existen by, by € B tales que d(ay,b1) < 0y
d(ag,by) < 6. Notemos que

dde(A) = d(al, a2> S d(al, bl) + d(ag, bg) + d(bl, bg)

< 20 + d(bl,bg) =&+ d(bl, bQ) <e+ duim(B)

Por lo tanto,

diam(A) — didm(B) < ¢. (2.1.7)
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De manera analoga a como se le hizo cuando A es compacto,
como B es compacto,

didm(B) — didm(A) < e.

Asi,
—e < didm(A) — didm(B). (2.1.8)

Por (2.1.7) y (2.1.8), concluimos que
| didm(A) — diam(B) |< e.

Por tanto, la funciéon didm es uniformemente continua, y asi,
continua. []

Sean A € 2% y e > 0, por B(g, A) entendemos la bola abierta
en 2% con centro en A y de radio ¢, es decir,

B(e,A)={Bec?2*: H(A B) <¢}.

Definicién 2.12. Dado un continuo X, sea D : 2% x 2% — RTU
{0}, la funcion definida, para cada A, B € 2%, por D(A, B) =
méax{sup{d(a, B) : a € A}, sup{d(A,b) : b € B}}.

Teorema 2.13. Sea X un continuo. Si A,B € 2%, entonces
D(A,B) = H(A, B).

Demostracion. Sean ¢ > 0y r = H(A, B) + ¢, se sigue que
H(A,B) < r. Luego, por el Teorema 2.10, tenemos que A C
N(r,B) y B C N(r,A). Asi, para cada a € A, existe un b € B
tal que d(a,b) < r. De esta forma, para cada a € A, deducimos
que d(a, B) < r. De modo que sup{d(a,B) : a € A} < r. De
manera analoga a lo anterior, como B C N(g, A), se sigue que
sup{d(b,A) : b € B} < r. Por lo tanto, D(A, B) < r, es decir,
D(A,B) < H(A,B) +¢. Como € > 0 fue arbitrario, inferimos
que D(A,B) < H(A, B).
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Veamos que H(A, B) < D(A, B).Seane > 0yr = D(A, B)+
e. Probemos que A C N(r, B). Tomemos a1 € A, asi, d(a, B) <
sup{d(a,B) : a € A}. Como sup{d(a,B) : a € A} < D(A, B),
se sigue que d(ay, B) < D(A, B). Asi, d(a;, B) < r. De manera
que a; € N(r, B). Por lo tanto, A C N(r, B), andlogamente, se
prueba que B C N(r, A). Luego, por el Teorema 2.10, tenemos
que H(A, B) < r, es decir, H(A, B) < D(A, B) + . Dado que
e > 0 fue arbitrario, inferimos que H(A, B) < D(A, B). Por lo
tanto, H(A, B) = D(A, B). O]

Por el Teorema 2.9, conluimos que D es una métrica para el
hiperespacio 2%, que coincide con la métrica de Hausdorff. De
manera que los hiperespacios 2% y C'(X) pueden ser considera-
dos con cualquiera de estas dos métricas, segin nos convenga.

Definicién 2.14. Dado un subconjunto A de un continuo X.
Consideremos las siquientes subcolecciones del hiperespacio 2.

I'(A)={Be2%:BcC A},
AA) ={Be2X . BNA£0) y
®(A)={Be2*:AcC B}.

Teorema 2.15. Sean X un continuo y A un subconjunto de X.
Se tiene lo siguiente.

1. Si A es un abierto en X, entonces I'(A) y A(A) son abiertos
en 2%,

2. 5i A es cerrado en X, entonces I'(A), A(A) y ®(A) son
cerrados en 2°X.

Demostracion. 1. Sea A un abierto en X. Veamos que I'(A) es
abierto en 2%. Para esto, sea B € I'(A), luego, B € 2% y B C A.



22 Topologia para 2%

Como A es abierto en X, por el Teorema 2.3, tenemos que existe
e > 0 tal que N(e, B) C A. Veamos que B(e, B) C I'(A). Sea
C € B(e, B), se sigue que H(B,(C') < e. Por el Teorema 2.10,
tenemos que C' C N(e,B) y como N(e, B) C A, se sigue que
C C A. Asi, C € T'(A). Luego, B(e, B) C I'(A). Con todo esto,
para cada B € ['(A), existe ¢ > 0 tal que B(e, B) C I'(A4), es
decir, I'(A) es abierto en 2%,

Ahora, demostremos que A(A) es abierto en 2%. Sea B €
A(A), luego, B € 2X y BN A # (. Seax € BN A. Como A
es abierto en X, existe ¢ > 0 tal que B(e,z) C A. Probemos
que B(e,B) C A(A). Sea C' € B(e, B), luego, H(B,C) < ¢,
por el Teorema 2.10, inferimos que B C N(g,C'). Como x € B,
existe y € C tal que d(z,y) < e, es decir, y € B(e,z). Asi,
y € A, luego, y € C N A, de manera que C N A # (. Por lo
tanto, C' € A(A). Asi, B(e, B) C A(A). Esto prueba que A(A)
es abierto en 2%.

2. Sea A un cerrado en X, asi, X \ A es un abierto en X.
Ademés notemos que I'(A) = 2X \ A(X \ A) y A(X \ A) es un
abierto en 2%, por 1 de éste teorema, asi, tenemos que I'(A) es
cerrado en 2%,

Por otro lado, si A es cerrado en X, entonces X \ A es abierto
en X. Por 1 de este teorema, se sigue que I'(X \ A) es abierto
en 2%, asi, 2% \ I'(X \ A) es cerrado en 2%. Notemos que 2% =
AAUT(X\A) y A(A)NT(X \ A) = 0. Por lo tanto, A(A) es
cerrado en 2%,

Ahora, veamos que ®(A) es cerrado en 2%. Sea B € ®(A)
y supongamos que B & ®(A). Asi, A ¢ B. Sea a € A\ B.
Notemos que d(B,a) > 0. Sea ¢ = d(B,a). Como B € ®(A),
tenemos que ®(A) N B(e, B) # 0. Tomemos E € $(A) tal que
H(B,E) < . Por el Teorema 2.10, se sigue que E C N (e, B).
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Comoa € Ay E € ®(A), existe b € B tal que d(a,b) < €. Como
d(a, B) < d(a,b), tenemos que € < ¢, lo cual no puede ser. Por

lo tanto, B € ®(A). Asi, P(A) C ®(A). En consecuencia, hemos
demostrado que ®(A) es cerrado en 2. O

2.2. Topologia de Vietoris

En esta secciéon vemos que todos los hiperespacios de un con-
tinuo los podemos considerar ya sea con la topologia de Vietoris
o con la topologia inducida por la métrica de Hausdorff, indis-
tintamente.

Definicién 2.16. Sean X un continuo, n € N y Uy, U, ..., U,
subconjuntos de X, no vacios. El vietorico de Uy, Us, ..., U,,
denotado por (Uy,Us, ..., Uy,), es el conjunto

{AEZX:ACUUZ-yAﬂUi#@, para cada i € {1,2,...,n}}.
i=1

Teorema 2.17. Sean X un continuo, n € N y Uy,Us, ..., U,
subconjuntos de X, no wvacios. Las siguientes afirmaciones se
cumplen.

1. (Uy, Uy, ..., Uy) =T(UiL, Us) NNy AT,
2. para cada A C X, tenemos que I'(A) = (A),
3. para cada A C X, tenemos que A(A) = (X, A).
Demostracion. Para ver que se cumple 1, notemos que
(Uy,Us, ..., U,) =
{Ac2¥ Ac U UYN{Ac2* : ANU; £ 0,i € {1,2,...,n}}
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= D(UL,U) N N A(U)]-

Por lo tanto, (Uy,Us,...,U,) = T'(U, U;) N [Niey AU)).
El resto de la demostramon de este teorema se hace usando
la definicion. ]

Teorema 2.18. Sean m, n € N, Uy, Us, ..., U, y V1, Vo, ...,V
subconjuntos de un continuo X. SiU =J:_,U; y V =2, Vi,
entonces

<U1,U2,...,Un> N <‘/1,‘/2,...,Vm> =

Vnu,VnU,,...,VnU, UNV,UNVa, ..., UNV,).
Demostracion. Sea A € (Uy,Us, ..., Up) N Vi, Vo, oo Vi)

N [éA(Ui)] AT(V)N [6/\(%)} .

As, ACUNV =(UNV)u((VNU)

- [Um(gv;)} U [VH(OUZ)]

1=1

- [Q(Uﬂv} [ij (VU ]

Por otro lado, como ANU; # ), para cadai € {1,2,...,n}y
A C V, tenemos que AN(VNU;) # 0, paracadai € {1,2,...,n}.
También para cada i € {1,2,...,n} se puede probar de manera
andloga a lo anterior AN (U NV;) # (). De manera que

Ae(VAULVAUs,....VNU, UNV,UNVs,...,UNV,y).

Por lo tanto, (U, Us, ..., U )NV, Vo, ... V) (VDU VN
Uy, ..., VNU,, UNV,UNVy,...,UN V).
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Para probar la otra contencién, sea
Ae(VNU,LVNUsy,....,. VU, UNV,UNVy, ..., UNV,).

Entonces, A C UNV. Esdecir, ACUyACV.Asi, AeT'(U)
y A € T(V). Por otra parte, como AN (UNV;)) =ANV; #0,

para cada i € {1,2,...,m}, tenemos que A € A(V;). Asi, de
manera andloga se puede ver que A € A(U;). Por tanto, A €

(U, Uy ..., Up) NV, Vo, oo Vi) ]
Teorema 2.19. Sean X un continuo, A € 2% y Uy, Us, ..., U,
abiertos en X. Si A € (U, Us, ..., U,), entonces existen abiertos

Vi, Vo, ...V, en X tales que
Ae Vi, Vo, ... V) C (U, Us, ..., Uy)
y Vi C U, para cada i € {1,2,...,n}.

Demostracion. Si a € A, entonces existe ¢ € {1,2,...,n}, tal
que a € U, ya que A C |J_; U;. Luego, como X es regular,
existe un abierto V, en X tal que a € V, C V, C Uj.

Asi; A C | JH{V, : 2 € A}. Como A es compacto, existen m €
Ny @, 29,...,2, € A tales que A C ;- Vi,. Por otro lado,
para cada i € {1,2,...,n}, sea b; € AN U,. Luego, para cada
i € {1,2,...,n}, sea W, abierto en X tal que b; € W; C W; C U;.

Ahora, para cada i € {1,2,...,n}, sean

Ji={ke{1,2,...,m} Vo, U}y Vi=W;U (Upes, Vi) -

Tenemos que para i € {1,2,...,n}, V; es abierto en X, con
Ademéds, A C J_,Vi. Asi, A € (W4, Va,...,V,), ademds
Vi, Vay o Vi) C (UL, Us, .., Uy).
Por tanto, existen abiertos Vi, Vs, ..., V, en X tales que A €
Vi, Vo, ..., V,) € (U, Uy,...,U,) v Vi C U, para cada i €
1,2,....n). 0
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El siguiente resultado dota de una topologia al hiperespacio
2% de un continuo X dado.

Teorema 2.20. Si X es un continuo y B = {(Uy,Us, ..., U,) :
Uy, U, ..., U, son abiertos en X yn € N}, entonces B es una
base para una topologia del hiperespacio 2°X.

Demostracién. Primero veamos que 2¥ = |JB. Notemos que
(X) ={Ae2¥: AcC X} =2% Asi, 2% € B. De manera que
2% c UB, luego, 2% = JB.

La demostracion de la segunda condicion, es decir, que para
cadaU, Ve Bcon AecUNV, existe W € B tal que A € W C
U NY, se tiene del Teorema 2.18. Por lo tanto, B es una base
para una topologia de 2. O

La topologia generada por B, denotada por 7y es conocida
como la Topologia de Vietoris.

Teorema 2.21. Sea X un continuo. El conjunto S = {I'(U) : U
es abierto en X} U{A(U) : U es abierto en X} es una subbase
para la Topologia de Vietoris.

Demostracion. Sea
S = { ﬂW : W es un subconjunto finito de S}.

Para ver que S es subbase para la topologia de Vietoris, basta
probar que S’ = B.

Sea U € B. Luego, sean Uy, Us,...,U, abiertos en X tales
que U = (U1, Us,...,U,) y sea U = J;_; U;. Notemos que por
el Teorema 2.17, tenemos que U = I'(U) N A(Uy) N--- N A(U,).
Es decir, U es una interseccién finita de elementos de S. Asi,
U € S'. De manera que B C S'.

Por otra parte, veamos que & C B. Para esto, sea V € S,
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luego, V = I'(U) o V = A(U), para algtiin U abierto en X, es
decir, V = (U) o ¥V = (X, U), de cualquier forma V € B. Esto
prueba que S C B. Ademads, por el Teorema 2.18, sabemos que
B es cerrado bajo intersecciones finitas, de manera que S8’ C B.
Por lo tanto, S’ = B. Lo que demuestra que S es subbase para
la topologia de Vietoris. ]

Teorema 2.22. Sea X un continuo. La Topologia de Vietoris,
Tv, Yy la topologia inducida por la métrica de Hausdorff, Ty, en
2X son iguales.

Demostracion. Sean U € v vy A € U. Por el Teorema 2.20,
tenemos que B es una base de 7. Asi, existen n € N y abier-
tos Uy, Us, ..., U, de X tales que A C (Uy,Us,...,U,) C U.
Luego, |, U; es abierto en X. Por el Teorema 2.15, se sigue
que I'(UiL, U;i) € tu y A(U;) € T, para cada i € {1,2,...,n}.
Asi,

r(om) A AW € 7

i=1
Por el Teorema 2.17.1, inferimos que

(U, Us, ..., Up) = F(UUZ») N [OA(UZ-)}.

Luego, U € 7. De manera que 7y C 7g.

Ahora, sean V € Ty y A € V. Probemos que existe W € B tal
que A € W C V. Recordemos que una base para 7y esta dada
por vy = {B(4,C) : C € 2% y § > 0}. De manera que existen
Fe2¥ye>0talesque A€ B(e, F) CV.

Por otro lado, observemos que la coleccion {B(5,b) : b € F'}
es una cubierta abierta para F. Como F' es compacto, existen
n €Ny {b,by,...,b,} C F tales que F C |J;_, B(5,b;).
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Sea U; = B(5,b;), para cada i € {1,2,...,n}. Consideremos

W = (U1, Us, ..., Uy,) :F(UUi) N[ AW]

(por el Teorema 2.17.1). Notemos que W € B.
Ahora, probemos que W C B(e, F'). Sea D € W, luego,

n n

per(Ju)n[aw].
i=1 i=1
Asi, Dc J_, Uiy DNU; # 0, para cada i € {1,2,...,n}.
Afirmamos que
D C N(g, F). (2.2.1)

En efecto, si e € D, entonces existe j € {1,2,...,n} tal que
e € Uy = B(5,b;). Asi, d(e, bj) < 5, ademds b; € I'. En resumen,
para cada e € D, existe b; € F' tal que d(e,b;) < €. De manera
que D C N(e, F).
Veamos que
F C N(e,D). (2.2.2)

Si b € F, entonces existe k € {1,2,...,n} tal que b € U, =
B(5,br). Asi, d(b,by) < 5. Dado que D NU; # 0, para cada
i € {1,2,...,n}, inferimos que D N B(5,b) # 0, se sigue que
existe z € DNB(5, by). Por la desigualdad del tridngulo, tenemos
que d(b, z) < d(b,by,) +d(by,z) < 5+ 5 =€, es decir, d(b, z) < e.
Por lo tanto, para cada b € F, existe z € D tal que d(b, z) < «.
En consecuencia, F' C B(e, D).

De (2.2.1), (2.2.2) y por el Teorema 2.10, implicamos que

H(F,D) < e.
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Asi, D € B(e, F). Por lo tanto, W C B(e, F'). Dado que
B(e, F) CV,

deducimos que W C V.

En resumen, para cada V € 7y tal que A € V, existe W € B
tal que A C W C V. Esto demuestra que 7y C 7. Por tanto,
TH = Ty . []
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Capitulo 3

Propiedades de 2% y C(X)

El contenido de este capitulo fue inspirado de los ejercicios
2.10, 2.13, 2.16 y 2.17 del Capitulo 2 de la referencia [4]. En
los cuales encontramos propiedades de los hiperespacios 2% y
C'(X), algunas de las cuales se heredan del espacio X, como el ser
continuo y la conexidad local. La arco conexidad se tiene en estos
hiperespacios aunque el continuo X no tenga esta propiedad.

3.1. Funciones de Whitney

Uno de los resultados fundamentales en la teoria de hiperes-
pacios garantiza la existencia de las funciones de Whitney para
el hiperespacio de subconjuntos cerrados no vacios de un con-
tinuo, este resultado se debe a Hassler Whitney quien, en 1933
fue el primero en construir este tipo de funciones especiales en
ciertos espacios de conjuntos.

Definicién 3.1. Sea X un continuo. Una funcion de Whit-
ney para 2% es una funcién continua 1 : 2% — R tal que

1. Para cada v € X, p({z}) = 0.

31
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2. Para cada A, B € 2% tales que A C B, tenemos que pi(A) <
1(B).

Una funcién de Whitney para el hiperespacio C'(X) es una
funcién continua de C(X) en R que satisface las condiciones I
y 2.

Las funciones de Whitney nos proporcionan una manera de
medir el tamaiio de los elementos de 2% y constituyen una he-
rramienta muy importante para estudiar la estructura de los
hiperespacios.

El siguiente teorema, es conocido como el criterio M. de Wei-
erstrass, el cual, muestra una manera de construir funciones con-
tinuas a partir de sucesiones de funciones continuas. Esto nos
servira para dar una expresion explicita de algunas funciones de

Whitney.

Teorema 3.2. [2, 10.5, pdg. 85] Si {in}nen €s una sucesion de
funciones continuas del espacio métrico X en R y M € RT son
tales que | pn(x) |< M para toda n € N y para toda v € X,
entonces la funcion p: X — R definida por

Snl1bn(2)
u(z) = %
es una funcion continua.

Teorema 3.3. 57 X es un continuo, entonces existen funciones
de Whitney para el hiperespacio 2°X.

Demostracion. Como X es un espacio métrico compacto, pode-
mos elegir un subconjunto denso y numerable, D = {z1, zo,... },
de X. Para cada n € N, definimos

T 2X [0, 00),
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como (,(A) = mdz{d(a,z,) : a € A} — min{d(a,z,) : a €
A}; esta funcion p, estd bien definida ya que d es una funcién
continua y A es un conjunto compacto.

“Geométricamente, j1,,(A) se puede interpretar como el ancho
del anillo minimo centrado en z, que contie a A”.

Finalmente definimos

2t — [0, 00),

como p(A) = X2 1“"2(,1‘4).

Probaremos que p cumple las propiedades 1 y 2 de la defini-
cion de funciones de Whitney. Veamos primero que para cada
n € N, pu, es continua.

Sea ¢ > 0, A, B € 2% y § = 5, tales que H(A,B) < 6.
Demostremos que p,, es uniformemente continua. Como A y B
son compactos, existen elementos aq, as € Ay by, by € B, tales

que

() d(zn,a1) = mdz{d(zn,a) : a € A}
(i) d(zn, as) = min{d(zn,a) : a € A}
(iti) d(zn,b1) = mdz{d(zy,b) : b € B}
(iv) d(z0,bs) = min{d(z,b) : b € B}

Como H(A, B) < ¢, por el Teorema 2.10, tenemos que A C
C N(6,A), de manera que existen z, y € A tales
que d(z,b1) < 0y d(y,by) < 6. Luego, por (7), tenemos que

=

2, b1) < d(2n, x) + d(x,b1) < d(zp,a1) + 9,
va que d(z,, ) < d(z,,a1). Asi,
d(zp,b1) — d(zn,a1) < 0 (3.1.1)
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Por otra parte,
d(zm a?) < d(zm y) < d(zna b2) + (b27 y) < d<zn7 b2) + 9.

De donde
d(zp,as) — d(zn,by) < 0 (3.1.2)

De manera andloga existen x1, y; € B tales que d(z1,a1) <9
y d(y1, az). Luego, tenemos que

d(zn,a1) < d(zn,z1) + d(z1,01) < (25, b1) + 0.
Por lo tanto,
d(zn,a1) — d(z,,b1) <9 (3.1.3)
Ademas
d(zn, b2) < d(zn, 1) < d(zn, as) + (ag,y1) < d(zpn,az) + 9.

Asi,
d(zn, bo) — d(zp, a9) < 6. (3.1.4)

Por lo tanto, de (3.1.1) y (3.1.3), se sigue que
| d(zp,b1) — d(2zn,01) |< 0
y de (3.1.2) y (3.1.4), obtenemos que
| d(zn, a2) — d(2z,b2) |< 6.
De manera que | (d(zy,b1) —d(zn, b2)) — (d(zn, a1) —d(2p, a2)) |
<l d(zn,b1) — d(zn,a1) | + | d(zn, a2) — d(z,,b9) |< I+ = €.

Es decir,
| 11 (B) — pn(A) [< e (3.1.5)
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Ahora, si x € X, entonces u,({z}) =0, ya que

pn({x}) = max{d(z,,a) : a € {z}} — min{d(z,,a) : a € {z}}
= d(zp, ) — d(zy,z) = 0.

De aqui,
p({x}) = 0. (3.1.6)

Probemos que si A C B, entonces p,(A) < pn(B).
Sea A C B, entonces {d(z,,a) :a € A} C {d(z,,b) : b€ B}.
De aqui que

mazx{d(zp,a) :a € A} < mdzx{d(z,,b):b€ B}y
min{d(z,,b) : b € B} < min{d(z,,a):a € A},
se sigue que
—min{d(z,,a) :a € A} < —min{d(z,,b) : b € B}.
Por tanto
mdz{d(z,,a) :a € A} — min{d(z,,a) :a € A} <
max{d(z,,b) : b € B} — min{d(z,,b) : b € B}

es decir,
in(A) < (). (3.1.7)

Ahora veamos que la sucesion {p, }2° ; es uniformemente aco-
tada.
Sea M = didm(X) = mdz{d(x,y) : x,y € X}, entonces

max{d(zp,a) : a € A} — min{d(z,,a):a € A} <

mdx{d(z,,a):ae€ A} < M,
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ya que A C X. De donde, u,(A) < M, para toda n € N y para
toda A € 2%,

La funcién p esta bien definida, por (3.1.5) y por Teorema
3.2, tenemos que u es continua. En lo que sigue demostramos
que si A C B, entonces

existe un n € N tal que p,(A) < pn(B). (3.1.8)

Sean A, B € 2% tales que A C B. Elijamos by € B\ A.
Como A es cerrado, existe € > 0 tal que B(by,e) N A = ). Como
D es denso, existe z, € D N B(by, 5). Para esta n veamos que
tn(A) < pn(B). Notemos que

max{d(zp,a) :a € A} < mdzx{d(z,,b):b€ B}y
min{d(z,,b) : b € B} < d(zy,by).

Ademas
min{d(z,,a) :a € A} >

DO ™M

Porque de lo contrario, si

min{d(z,,a) :a € A} < %,
entonces existe a € A tal que d(z,,a) < § y esto implica que
d(a,by) < d(a,z,) + d(zn,by) < €.

Asi, a € B(byp,e) N A, lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto,

min{d(z,,a) :a € A} > % > d(zp, by) > min{d(z,,b) : b € B}.
Luego,
pn(A) = mdz{d(z,,a) : a € A} — min{d(z,,a) : a € A}
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< mdx{d(z,,b) : b € B} — min{d(z,,b) : b € B} = p,(B).

Luego, por (3.1.7) y (3.1.8), tenemos que si A C B, entonces

u(A) < p(B).
Por tanto, u es una funciéon de Whitney. ]

Teorema 3.4. St A y B son subconjuntos en X tales que A C B,
p: C(X) — [0,1] es una funcion de Whitney y t € [u(A), u(B)],
entonces existe C' € C(X) tal que A C C C B y u(C) =t.

Demostracion. Sea
A=p ' ([t1])[ {D € C(X): AcDCB}.

Notemos que p~Y([t,1]) es cerrado en C(X) ya que p es una
funcion continua. Ademads, por el Teorema 2.15, tenemos que
{DeC(X):AC D C B} escerrado en C(X). Asi, el conjunto
A es cerrado en C'(X). Por tanto, A es compacto, ademas es di-
ferente del vacio pues B pertenece a él. De manera que i alcanza
su minimo en A, es decir, existe £ € A tal que u(F) < p(D)
para toda D € A.
Ahora, sea

B=p'([0,)[ {DeC(X): ACDCE}.

De nuevo, el Teorema 2.15, nos garantiza que B es compacto
y como A pertence a B tenemos que B # (), asi, u alcanza
su maximo en B. Es decir, existe un elemento F' € B tal que
u(D) < u(F) para toda D € B.

Si ocurriera que p(FE) =t o u(F) = t, podriamos proponer al
conjunto C. Supongamos que u(F) <t < u(E). Como F C F,
tenemos que F' C FE. Por el Teorema 1.13, existe G € C'(X) tal
que A C F C G C E C B. Entonces pu(F) < pu(G) < u(E).
Sit < u(G), entonces G € Ay p(G) < p(E), lo cual es una
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contradiccién. Si u(G) < t, entonces G € By u(F) < u(G),
esto contradice la eleccion de F. Con esta doble contradiccion
terminamos la prueba de que u(E) =t o u(F) =t y también la
demostracion del teorema. ]

Teorema 3.5. Si X es un continuo no degenerado, entonces
existen funciones de Whitney py : 2% — [0,1] y po : C(X) —
[0, 1] tales que 1 (X) =1 = ps(X).

Demostracion. Por el Teorema 3.3, tenemos que existe una fun-
cién de Whitney p : 2X — [0, 00). Definimos, para cada A € 2%,

la funcién gy : 2% — [0,1] dada por pui(A) = %. Sea [y =
t1 |ox) - Observemos que ju; y po son funciones de Whitney,
ademads, 1 (X) =1y po(X) = 1. O

Dado que los hiperespacios son espacios métricos, la defini-
cion de sucesiones y el criterio de convergencia de sucesiones,
es el mismo que conocemos en cualquier espacio métrico. Los
siguentes resultados nos seran de gran utilidad en el desarrollo
de la seccion 3.2 de este capitulo.

Teorema 3.6. [5, 1.19] Sean X un continuo, {A,}°° una suce-
sion en 2% yx € X. Se cumple que x € lim inf A, si, y solo si,
existe una sucesion {x,}>°, de X tal que lim x, = x y x, € Ay,
para cada n € N.

Teorema 3.7. Sean X un continuo, {A,})°, una sucesion en
2X yx € X. Se cumple que x € lim sup A, si, y sélo si, existe
una sucesion de nimeros naturales {ny}re, tal que ny < ng <

.y puntos x,, € A,,, para cada k € N, tales que lim x,, = x.

Demostracion. Sea x € lim sup A,,. Luego, existe J; C N tal que
Ji es infinito y A, N B(x,1) # (0, para cada n € J;. Elegimos
ny € 1y x, € B(x,1)NA,,. De manera anéloga, existe Jo C N
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tal que .Jo es infinito y A, N B(z,3) # 0, para cada n € J.
Tomemos ny € Jo tal que ny < ny y z,,, € B(x, %) N Ap,.

Supongamos que ya hemos construido una sucesién de niime-
ros naturales {n;}2, tal que ny < ny < ... y una sucesién de
puntos x,, € A, , para cada k € N, tales que z,, € B(z, %) Por
tanto, lim x,, = x.

Supongamos ahora que existe una sucesion de nimeros na-
turales {ny}7, tal que n; < ng < ... y puntos z,, € A,,, para
cada k € N, tales que lim x,, = x. Veamos que = € lim sup A,.
Sea U un abierto en X tal que z € U. Como {z,, }?°, converge a
x, existe N € N tal que para cada k > N tenemos que x,, € U.
Puesto que z,, € A,,, tenemos que A, NU # () para cada
k> N.Sea J = {ny : k> N}, luego, J C N, J es infinito y
A, ,NU # () para cada ny € J. Por lo tanto, x € lim sup A,. [

Teorema 3.8. [6, Teorema 4.11] Si X un continuo y {A,}>4
una sucesion en 25 y A € 2%, entonces lim A, = A, con la
métrica de Hausdorff, si y solo si lim inf A, = A = lim sup A,,.

Teorema 3.9. Sean X un continuo, {A,}5°, vy {Bn}>2, suce-
siones de elementos de 2% tales que lim A, = A y lim B, = B,
donde A, B € 2%. Se cumple lo siquiente

1. Si A, C By, para cada n € N, entonces A C B,

2. lim (A, UB,) =AUB,

3. si A, N By, # 0 para cada n € N, entonces AN B # 0,
4. mo siempre ocurre que lim (A, N B,) = AN DB

Demostracion. 1. Sea x € A. Veamos que x € B. Puesto que
B es cerrado, basta ver que x € B. Sea ¢ > 0. Como lim A, =
A, existe N1 € N tal que para, cada n > Ny, H(A,, A) < 5.
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Como lim B, = B, existe Ny € N tal que para, cada n > No,
H(B,,B) < &.

Sea N = mdx{Ny, Na}. Luego, paracadan € N, H(A,, A) <
5y H(B,,B) < 5. Por el Teorema 2.10, tenemos que A C
N(5,A,), A, C N(5,A) y B, C N(5,B), B C N(5,B,), para
cada n > N. Ahora, fijemos m € N tal que m > N. Puesto
que x € A, existe y € Ay, tal que d(x,y) < 5. Por hipdtesis,
A, C By, asi, y € By,. Existe z € B tal que d(y,z) < 5. Por
la desigualdad del tridangulo, tenemos que d(z,z) < d(z,y) +
d(y,z) < €. De manera que z € B(x,¢) N B. En consecuencia,
B(x,e)N B # (). Asi, € B = B. Por lo tanto, A C B.

2. Sea ¢ > 0. Queremos probar que existe N € N tal que,
para cadan > N, A, U B, € B(e, AU B).

Como lim A, = A, existe N; € N tal que, para cada n > Ny,
H(A,, A) < e. Similarmente, como lim B, = B, existe Ny € N
tal que, para cada n > Ny, H(B,,, B) < «.

Sea N = max{Ny, No}. En consecuencia, para cada n > N,
H(A,,A) < ey H(B,,B) < e. Luego, por el Teorema 2.10,
para cadan > N, A C N(e, A,), BC N(¢,B,), A, C N(g, A)
y B, C N(e, B). De manera que, para cadan > N, AUB C
N(e,A,)UN(e,B,) y A,UB, C N(e,A)UN(ge, B). Luego, por
el Teorema 2.5, para cadan > N, AUB C N(g,A, UB,)y
A, UB, C N(e, AU B). Por tanto, para cadan > N, H(A, U
B,,AUB) < e. Asi, paracadan > N, A, UB, € B(¢, AU B).
Concluimos que lim (A, U B,) = AU B.

3. Supongamos que ANB = () por el Teorema 2.6, existe e > 0
tal que N(g, A)N N(e, B) = (). Por otro lado, como lim A, = A
y lim B, = B, existen N;, Ny € N tal que, para cada n > Ny,
H(A,, A) < ey paracadan > Ny, H(B,,B) <¢.

Sea N = mdz{ Ny, No}. Luego, paracadan > N, H(A,, A) <
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ey H(B,,B) < e. Por el Teorema 2.10, tenemos que A C
N(e,A,), B C N(¢,B,), A, C N(e,A) y B, C N(eg,B), para
cada n > N.

Fijemos m € N tal que m > N. Por hipdtesis, tenemos que
A, N B, # 0. Sea ¢,, € A,, N By, entonces ¢,, € N(e, A)
y ¢m € N(g,B), asi, N(,A) N N(g,B) # (), lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto, AN B # ().

4. Consideremos el continuo X = [0, 1] x [0, 1]. Para cada
neN, sean A, = [3,1] x {t}, po = (1, 1), ¢u = (0,47), ¥
B, = Dnq,, donde p,q, es el segmento de linea que une a los
puntos p, y ¢n.

Observemos que {A4,}5°, v {B,}>°; son sucesiones de ele-
mentos de 2% tales que lim A, = Ay lim B, = B, donde
A =[3,1]x{0}, B =[0,1]x{0}. Luego, ANB = [3,1]x{0} = A.

Por otro lado, para cada n € N, A, N B, = {p,}. Asi,
lim (A, N B,) = {po}, donde py es el punto (1,0). Por lo tanto,
lim (A, N B,) # AN B. O

A continuacién exponemos la existencia de los arcos ordena-
dos, este resultado nos es de gran utilidad para demostrar que
2% y C(X) son arco conexos.

Definicién 3.10. Sean X un continuo y A, B € 2% tales que
A C B. Una funcién continua « : [0,1] — 2% es un arco or-
denado de A a B en 2%, si cumple lo siguiente.

1. a(0) = A ya(l) = B,
2. sit, s €0,1] son tales que t < s, entonces a(t) C a(s).

Por lo regular un arco ordenado «, de A a B, se identifica con
su imagen y decimos que I' = «([0, 1]) es el arco ordenado de A
a B. De manera que para cada C' € I', tenemos que A C C' C B.



42 Propiedades de 2% y C(X)

Aunque la reciproca del siguiente teorema (Teorema 3.11) es
cierta, en este trabajo so6lo asi lo necesitamos.

Teorema 3.11. 57 X y Y son continuos, pe X y f: X =Y
una funcion tal que para cada sucesion de puntos {p,}>>, en X
que converge a p Yy tal que satisface la condicion

si lim f(pn) = q, entonces ¢ = f(p),

entonces [ es continua en p.

Demostracion. Supongamos que f no es continua en p, luego,
existe un £ > 0 tal que para toda § > 0 se tiene f(B(p,d)) ¢
B(f(p),e). Para este € tomemos 61 = 1y p1 € B(p,d;) tal
que f(p1) ¢ B(f(p),e). De manera anéloga, sea d; = % y po €
B(p,d2) tal que f(p2) ¢ B(f(p),e). De forma inductiva, sea
On = 1+ ¥ Pn € B(p,d,) tal que f(pn) ¢ B(f(p), ). Notemos que
la susecion {p,}>°, converge a p. Sin embargo, lim f(p,) # f(p)
ya que f(p,) & B(f(p),e). Con esto probamos este teorema. [

Teorema 3.12. Sean X un continuo y A, B € 2% tales que
A C B. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. existe un arco ordenado de A a B en 2%,
2. para cada componente C' de B, tenemos que C N A # ().

Demostracion. Sea « : [0,1] — 2% un arco ordenado de A a
B. Supongamos que existe una componente K de B tal que
K N A = (. Por el Teorema 1.10, existe un conjunto abierto y
cerrado L en B tal que K € Ly LN A = (). Se sigue que L y
B\ L son cerrados en By asi, en X.

Sean A={Dec2¥:CcB\L}yB={Ce€2X:CnL # 0}.
Como A € Ay B € B, tenemos que A y B son no vacios.
Ademés, por el Teorema 2.15, A v B son cerrados en 2.
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Veamos que a([0,1]) C AUB. Sea t € [0, 1], entonces a(t) C
B. Asi, a(t) € B\ L o a(t)N L # 0, por lo tanto, a(t) € AU B,
es decir, «([0,1]) € AU B. Dado que A € «([0,1])N Ay B €
a([0,1]) N B, tenemos que «([0,1]) N A # 0y «([0,1]) N B # 0.
Todo esto contradice la conexidad de «([0, 1]). Por lo tanto, para
cada componente C' de B tenemos que C' N A # ().

Reciprocamente, supongamos que toda componente de B in-
tersecta a A. Por el Teorema 3.5, existe una funcion de Whitney
p:2% —0,1]. Sea C(B) = {D € 2% : D C B}. Por el Teorema
2.15, C(B) es cerrado en 2% y asi, compacto. Para cada a € A
y para cada t € [0,1], sea F(a,t) = | {D € C(B) :a € Dy
u(D) < t}. Para cada t € [0,1], sea a(t) = (J{F(a,t) :a € A}y
veamos que «(t) es cerrado en X, para cada t € [0, 1].

Sean t € [0,1] y p € «(t). Entonces existe una sucesién
{z,}22 en «(t) tal que lim x, = p. Sea n € N, entonces existe
a, € A tal que x,, € F(ay,,t). Luego, existe D,, € C(B) tal que
x, € D,. Consideremos las sucesiones {a,}>>; vy {D,}>2,. Se
sigue que para cada n € N :

(a) a, € D, N A,
(b) @, € Dy,
(c) D, € C(B),
(d) p(Dy) <

De (a), tenemos que {a,}22, C A. Como A es compacto,
existe una subsucesion {a,, }7°, de {a,}>>; tal que lim a,, = a,
para algin a € A.

De (c), tenemos que {D,}>; C C(B). Como C(B) es com-
pacto, existe una subsucesién {D,, }72; de {D,};2, tal que

lim D,,, =T, para algin T' € C(B).
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De (a) y por el Teorema 3.9, tenemos que a € TN A. Ademsés,
como p es continua y por (d), se sigue que D C F(a,t). Por otro
lado, por (b), tenemos que p € D. Asi, p € F(a,t). Luego,
p € a(t). Por lo tanto, a(t) C «ft). De manera que af(t) es
cerrado en X.

Como «(t) es cerrado en X, para cada t € [0, 1]. Tiene sentido
definir la funcién « : [0,1] — 2% por a(t) = J {F(a,t) : a € A}.
Veamos que « es continua.

Por el Teorema 3.11, basta probar que si {t,}°° es una suce-
sién de puntos de [0, 1] tal que lim t,, = t, para algun t € [0, 1],
y lim a(t,) = E, para algin E € 2%, entonces a(t) = E.
Asi, sean {t,}°2, una sucesiéon de puntos de [0,1] y ¢t € [0, 1]
tales que lim t, =t y lim «a(t,) = E, para algin E € 2%. De-
mostraremos que «a(t) = E. Sea p € «(t), luego, existen a € A
y D € C(B) tales que a,p € Dy pu(D) < t. Para cada n € N,
sea s, = min {t,,u(D)}. Como {a}, D € C(B), pc(p) es una
funcién de Whitney, s, € [u({a}), u(D)] y por el Teorema 1.10,
existe D,, € C(B) talquea € D, C Dy u(D,) = s,. En particu-
lar, {D,}:, € C(D). Como C(D) es compacto, existe una sub-
sucesion { Dy, 172, de la sucesion { D, }>°, tal que lim D,, = D,
para algin Dy € C(D). Como lim s, = lim min {t,, u(D)} =
min {lim t,, (D)} = min {t, (D)} = u(D), tenemos que

lim s, = (D) (3.1.9)

Como lim D,, = Dy, se sigue que u(Dy) = p(lim D,,) =
lim (D, ) = lim s,,. Luego, por (3.1.9), u(Dy) = p(D). Aho-
ra, si Dy C D, entonces pu(Dy) < wp(D). Lo cual es una con-
tradiccién. Se sigue que Dy = D.

Notemos que D,, C F(a,t,, ) C «a(t,,), para cada k € N.
Ademas, lim «a(ty) = E. Luego, por el Teorema 3.9, inferimos
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que lim D,, C lim «(t,,), es decir, D C E. Dado que p € D,
concluimos que p € E. De manera que «a(t) C E.

Tomemos p € E. Como lim a(t,) = FE, entonces lim inf
a(t,) = E. Luego, por el Teorema 3.6, para cada n € N, existen
pn € a(ty,) tal que lim p, = p.

Entonces existen a,, € Ay D, € C(B) tales que a,, p, € D,
y u(D,,) < t,,. Puesto que A y C(B) son compactos, existen sub-
sucesiones {an, }72, v {Dn, }oo; de {an )02, v {Dn}>2,, respecti-
vamente, tales que a,, — a, para algina € Ay lim D,, = D,
para algin D € C'(B). Puesto que para cadan € N, u(D,) < t,,
por la continuidad de p tenemos que pu(D) < t. Ademads, dado
que {a,, } C Dy, v {pn.} C D,,, para cada k € N, por el Teore-
ma 3.6, tenemos que a, p € D. Luego, p € F(a,t). Asi, p € a(t).
Por lo tanto, £ C a(t). De manera que «(t) = E. Con lo anterior
tenemos que « es continua.

Como F(a,0) = {a}, se sigue que a(0) = {{a} :a € A} = A,
es decir,

a(0) = A. (3.1.10)

Por otro lado, para cada b € B, denotamos por Cj, a la com-
ponente de B tal que b € C}. Veamos que

para cada a € A, tenemos que F(a,1) = C,. (3.1.11)

Sea a € A. Luego, a € B. Sea C, la componente de B tal
que a € C,. Tomemos = € F(a,1). Existe D € C(B) tal que
x,a € D. Como a € C, N D, se sigue que D C C,. De modo
que F(a,1) C C,. Ahora, notemos que C, € C(B), a € C, y
u(C,) < 1. De manera que C, C F(a,1). Asi, F(a,1) = C,.
Esto prueba (3.1.11).

Ahora veamos que

(1) = B. (3.1.12)
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Es conocido que B = U{C’b b e B}. Tomemos p € «(l),
entonces existe a € A tal que p € F(a,1). Por (3.1.11), tenemos
que p € C,. De manera que p € B. Asi, (1) C B. Ahora,
tomemos p € B. Entonces existe b € B tal que p € Cj. Por
hipdtesis, tenemos que C, N A # ). Consideremos a € C, N A.
Notemos que Cy, € C(B) y u(Cp) < 1. De modo que Cj C
F(a,1). Luego, p € F(a,1). Asi, p € «a(1). Por lo tanto, B C
a(1). De manera que (1) = B.

Observemos que si 0 < s < t < 1, entonces a(s) C «a(t).
Ahora, si 0 < s < t < 1 no necesariamente a(s) C a(t). De
modo que a no es un arco ordenado. Sin embargo, a nos ayudara
a construir el arco ordenado que estamos buscando.

Sean u = pu(A) y v = u(B). Dada t € [0, 1] tenemos que A =
a(0) C a(t) C a(l) = B. Como pu es una funciéon de Whitney,
u = p(A) = p(a(0)) < pla(t)) < pla(l)) = u(B) = v. De
modo que pu(a(t)) € [u,v]. Luego, u(a[0,1]) C [u,v].

Sea A = a([0, 1]). Notemos que A es un subconjunto com-
pacto de 2%. Como u, v € u(A) y u(A) es arco conexo, se sigue
que [u,v] C u(A). Por tanto, u(A) = [u, v].

Por lo anterior, tenemos que p4 : A — [u,v] es una fun-
cién continua y suprayectiva. Ademads, si s <ty a(s) # a(t),
entonces a(s) C a(t). Asi, p(a(s)) < p(a(t)), de manera que
ta i A — [u,v] es inyectiva. Luego, p4 : A — [u,v] es un
homeomorfismo.

Como A C B, u < v. Consideremos un homeomorfismo es-
trictamente creciente ¢ : [0,1] — [u,v] tal que ¢(0) = u y
¢(1) = v. Tomemos la funcién § = (y4) tog: [0,1] — A C 2%,
Se sigue que (3 es continua. Por (3.1.10), inferimos que 5(0) = A.
Por (3.1.12), tememos que 3(1) = B. Ademads, si s < t, entonces
P(s) < @(t). Asi, B(s) C B(t), ya que pi4 es una biyeccién. Por
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lo tanto, 3 : [0,1] — 2% es un arco ordenado que une A con
B. []

Teorema 3.13. Si X es un continuo y A, B € C(X) tales que
A C B, entonces existe un arco ordenado de A a B en C(X).

Demostracion. Por el Teorema 3.3, existe una funciéon de Whit-
ney p: C(X) — [0, 1]. Consideremos el conjunto

E={uA }U[ )HQ]

Sean 11,79, ... una enumeracién del conjunto E tal que r =
1(A) y r2 = pu(B).

Veamos que existe una sucesién {A4;}32; en C(X) tal que,
para cada n,m € N si r, < ry,, entonces A, C A, v u(A,) =
T

En efecto, sean A1 = Ay Ay = B (asi, u(A41) =r1 y p(As) =
r9). Como r3 € (r1,re), por el Teorema 3.4, existe A3 € C(X)
tal que A; C A3 C Ay y u(As) = rs.

Supongamos por induccion que ya hemos construido sub-
continuos A, Ao, ..., A, de X que satisfacen las propiedades
senaladas. Por la densidad de F, consideremos el nuimero r, .1,
luego, existen 7,7 € {1,2,...,n} tales que r; < 141 < 1jy
(ri,rj) N{r1,re,...,rn} = 0, por el Teorema 3.4, existe A,41 €
C(X) tal que A; C Ap1 CAjy p(Ant1) = T

Por lo tanto, de forma inductiva, hemos obtenido la sucesion
{4,152, en C(X) que deseamos.

Sea A = {Ay, Ay, ... }o(x). Veamos que pi4 1 A — [r1,72] es
un homeomorfismo.

Notemos que A es compacto y 4 es continua. Por la cons-
truccion de A, tenemos que p(A) C [r1, 7). Ademds, u(A) es
un compacto que contiene a todos los ntimeros racionales del
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intervalo no degenerado [ry,73]. De modo que pu(A) = [ry,79].
Por lo tanto, 4 es suprayectiva.

Ahora, veamos que p 4 es inyectiva. Sean C, D € A tales
que C' # D. Luego, existen subsucesiones {4,, }7°, v {4An, }72,
de {A;}72; tales que {A,, }72, converge a C'y {An, }72, con-
verge a D. Consideremos las respectivas subsucesiones {r,, }3°,
Y {7"m, }72,. Luego, para cada k € N, tenemos que 7,, < 7,
0 Tm, < 7Tp,. Como el conjunto N es infinito, inferimos que
Trg < Ty O Ty, < T, Ocurre, para una infinidad de numeros
k. Asi, podemos suponer que para cada k € N, r,,, <7, . Por la
construccién de {A;}22,, A,, C Ay, para cada k € N. Luego,
por el Teorema 3.9, C' C D. Dado que C' # D, se sigue que
n(C) < p(D). Por lo tanto, py4 es inyectiva. Puesto que pi4
es una biyeccién continua, A compacto y [ry, 2] es Hausdorff,
tenemos que 4 es un homeomorfismo.

Consideremos un homeomorfismo estrictamente creciente ¢ :
[0,1] — [r1,79] tal que ¢(0) = r1 y ¢(1) = ro. Definamos o =
(1a) to¢:[0,1] - A C C(X). Notemos que « es continua,
a(0) = (41 (6(0)) = () (r1) = A, andlogamente a(1) —
B. Ademas, si s, t € [0, 1] tales que s < t, entonces ¢(s) < ¢(t).
Asi, a(s) < a(t), ya que p4 es una biyeccién. Por lo tanto,
a:[0,1] — C(X) es un arco ordenado de A a Ben C(X). [

3.2. Propiedades Topoldgicas

El objetivo principal de esta seccién es mostrar que los hi-
perespacios 2% y (O(X) son localmente conexos cuando X es
localmente conexo.

Teorema 3.14. Sean X un continuo y {A,}>°, una sucesion
de elementos de 2. Entonces
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1. lim inf A, C lim sup A,,
2. lim inf A, y lim sup A,, son cerrados en X y
3. lim sup A, # 0.

Demostracion. Es claro que se cumple 1.

2. Veamos que lim inf A, = lim inf A,. Sélo basta probar
que lim inf A, C lim inf A,.

Sea x € lim inf A, y U un abierto en X tales que x € U.
Luego, (Iim inf A,) NU # 0. Asi, sea y € (Iim inf A,)NU. De
manera que existe N € N tal que para cada n > N tenemos
que A, NU # 0. Por lo tanto, x € lim inf A,. En consecuencia

tenemos que
lim inf A, C lim inf A,.

Concluimos que lim inf A, es cerrado. De forma andloga se
prueba que lim sup A, es cerrado.

3. Para cada n € N, sea x, € A, y consideremos la suce-
sién {x, }°° ;. Puesto que X es compacto, existe una subsucesion
{xn, }72, de la sucesion {x,}7°, tal que lim x,, = z, para algin
z e X.

Del Teorema 3.7, se sigue que z € lim sup A,. Por lo tanto,
lim sup A, # 0. O

Teorema 3.15. Si X es un continuo, entonces 2% es completo.

Demostracion. Sean X un continuo, {A4,}°°; una sucesién de
Cauchy en 2% y A = lim sup A,.

Por el Teorema 3.14, tenemos que A € 2%. Veamos que A4,
converge a A con la métrica de Hausdorff. Por el Teorema 3.8,
basta probar que lim inf A, = A = lim sup A,.

Como lim sup A, = Ay lim inf A, C lim sup A, por el
Teorema 3.14, resta probar que A C lim inf A,.
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Sean x € lim sup A, y ¢ > 0. Entonces existe un subconjunto
J infinito de N tal que para cada n € J tenemos que A, N
B(z,5) # 0.

Por otro lado, como {A,}7°; es una sucesién de Cauchy en
2% existe N € N tal que H(A,, A,,) < 5 paran,m > N.

Fijemos M € N tal que M > N y M € J. Ahora, sean > N,
luego,

H(An,AM) < % y AMﬂB(x,g) #* 0.

Por el Teorema 2.10, tenemos que Ay C N(5,A,). Ahora,
fijemos un punto y € Ay NB(x, 5). Puesto que Ay C N(5, 4,),
existe z € A, tal que d(y, z) < 5. Dado que d(z,z) < d(z,y) +
d(y,z) < 5+ 5 = €, tenemos que z € B(z,¢) y como z € A,, se
sigue que z € A, N B(x,¢).

Por lo tanto, A, N B(x,e) # 0 para cada n > N. Asi, z €
lim inf A,. Con esto concluimos que 2% es completo. []

Un espacio métrico (X, d) es totalmente acotado o precom-
pacto, si para cada € > 0, existe un numero finito de puntos
T1, %o, ..., 2, en X tales que X = J_, B(x;,¢).

Teorema 3.16. Si X es un continuo, entonces 2% es totalmente
acotado.

Demostracion. Fijemos un continuo X y sea ¢ > 0. Como X
es compacto, es claro que X es totalmente acotado. Entonces,
existen x1, xo,...,x, € X tales que

" £
X =JB(w 7).
R
Asi,

e
X:iL:JlB(xi,Z).
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Para cada i € {1,2,...,n}, sean

BZ:B(x27%)7H:{B173277Bn}yf

la coleccion de todos los subconjuntos de H, menos el vacio.
Notemos que | F |=2" — 1. Sea F = {C1,Cs, ..., Con_1}.

Ahora, para cada i € {1,2,...,2" — 1} sea A; = |JC;. Ob-
servemos que para cada i = {1,2,...,2" — 1}, se tiene que A; es
union finita de cerrados. Asi, Ai, Ao, ..., Ay € 2%. Veamos
que 2¥ = |J2'B(4;,¢). Sea A € 2¥, luego A C |JI, Bi.
Pongamos J = {i € {1,2,...,n} : BiN A # 0}, se sigue que
{B;:i€ J} € F. De manera que existe k € {1,2,...,2"—1} tal
que {B; : i € J} = C}. Consideremos el respectivo A = | Ck.
Como A, =JCr = U;e; Bi y A C U,e; Bi = Ay, tenemos que
A C:fV(é,f4k)

Por otro lado, si x € Ay, entonces existe ¢ € J tal que x € B;.
Puesto que AN B; # 0, sea 2 € AN B;, luego, z € B; C
B(x;, 5). Asi, d(z,7;) < 5. Como v € B; C B(w, 5), se sigue que
d(x,z;) < 5. Dado que d(z, 2) < d(x,2;) + d(x;, 2) < 5+ 5 =&,
tenemos que d(x,z) < €, asi, © € N(g, A). Por lo tanto, Ay C
N(e, A).

Luego, por el Teorema 2.10, se sigue que H(A, Ax) < €. En
resumen existe k € {1,2,...,2" — 1} tal que A € B(Ag,¢), es
decir, A € UZQZT B(A;,¢). Por lo tanto,

2n—1

2X = U B(Al,{:“)

1=1

Esto muestra que 2% es totalmente acotado. [

Teorema 3.17. Si X es un continuo, entonces 2% es compacto.
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Demostracion. Sea X un continuo. Por los Teoremas 3.15 y 3.16,
tenemos que 2% es completo y totalmente acotado. Ademés es
conocido que todo espacio métrico completo y totalmente aco-
tado es compacto [8, Teorema 6.3.8, pag. 231]. Por tanto, el
hiperespacio 2% es compacto. []

Teorema 3.18. 5i X es un continuo, entonces C(X) es cerrado
en 2%,

Demostracion. Basta probar que C(X) C C(X). Sea A € C(X).
Luego, existe una sucesion {A4,,}°°, en C(X) tal que lim A, =
A. Queremos demostrar que A € C(X).

Como A € 2%, sélo resta probar que A es conexo. Supon-
gamos lo contrario, sean G'y W conjuntos no vacios y cerrados
en A, notemos que GG y W son cerrados en X, tales que A =
GUW vy GNW = (. Ahora, como G y W son compactos y
GNW =0, tenemos que d(G, W) > 0. Sea ¢ = d(G, W). Puesto
que lim A, = A, existe N € N tal que H(A,,A) < 5 para
cada n > N. Por el Teorema 2.10, tenemos que A C N (5, A,) y
A, C N(5,A) para cadan > N.

Por otra parte, como A = GUW, por el Teorema 2.2, se sigue

que
£ € €
N(—,A) _ N(-,G) uN(—,W).
2 2 2
Notemos que, por el Teorema 2.2, N(5,G) y N(5,W) son
abiertos en X. Ademas, por la eleccion de € tenemos que

£ £
N(ze)nN(Gw) =0
5 G) NN (5 W) =0

Fijemos m € N tal que m > N. Luego, A C N(5,4,) y
An C N(5,4). Asi, A,y C N(5,G) UN(5,W) y como A, es
conexo se sigue que A, C N(5,G) o A,, C N(5,W).
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Supongamos que A, C N(5,G). Entonces

N(g, An) C N(e,G).

En efecto, si x € N (5, A,,), entonces existe x,, € A, tal que
d(x,r,,) < 5y por lo supuesto, existe g € G tal que d(z,, g) < 5.
Dado que d(z,g) < d(z,2y,) + d(Tm,9) = 5+ 5 = €, tenemos
que d(x,g) < €. Asi, x € N(g,G). Ahora, como W C A C
N(5,A,) C N(e,G), tenemos que W N N(e,G) = W. Por la
eleccién de e, se sigue que WNN (g, G) = (). Por lo tanto, W = 0.
Analogamente, si A, C N(5,W), entonces G = (). Lo cual es
una contradiccén ya que W #£ () y G # (). Por lo tanto, A es
conexo. De manera que C'(X) C C(X), es decir, C(X) es cerrado

en 2%, []

Teorema 3.19. Si X es un continuo, entonces C(X) es com-
pacto.

Demostracion. Sea X un continuo. Por el Teorema 3.17, tenemos
que 2% es compacto y por el Teorema 3.18, inferimos que C(X)
es cerrado en 2%. De manera que C'(X) es compacto. ]

Teorema 3.20. Si X es un continuo, entonces 2% es arco co-
nezxo.

Demostracion. Sean X un continuo y A € 2% tal que A # X.
Por el Teorema 3.12, existe un arco ordenado de A a X en 2%.
De manera que cada elemento de 2% \ {X}, se puede conectar
mediante un arco con X. Por lo tanto, 2% es arco conexo. ]

Teorema 3.21. Si X es un continuo, entonces 2% es un con-
tinuo.
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Demostracién. Por el Teorema 3.17, tenemos que 2% es com-
pacto. Ademds, por el Teorema 3.20, tenemos que 2% es conexo.
Asi, 2% es un continuo. []

Teorema 3.22. Si X es un continuo, entonces C'(X) es arco
conero.

Demostracion. Sea A € C(X) tal que A # X. Por el Teorema
3.13, existe un arco ordenado de A a X en C'(X). De manera que
cada elemento de C(X) \ {X}, se puede conectar mediante un

arco con X. Por lo tanto, el hiperespacio C'(X) es arco conexo.
[]

Teorema 3.23. Si X es un continuo, entonces C(X) es un
continuo.

Demostracion. Por el Teorema 3.19, tenemos que C'(X) es com-
pacto. Ademds, por el Teorema 3.22, C'(X) es conexo. De manera
que C(X) es un continuo. O

Teorema 3.24. Si X es un continuo y A cerrado en 2% y no
vacio, entonces | JA € 2.

Demostracion. Sea A cerrado en 2% y no vacfo. Veamos que | J A
es cerrado en X. Para esto, probamos que

U—ACUA.

Sea = € |JA. Luego, existe una sucesién {z,}>>, en |JA
tal que lim x,, = x. Ahora, para cada n € N, sea A, € A tal
que z, € A,. Consideremos la sucesién {A4,}>°,. Por el Teo-
rema 3.17, inferimos que 2% es compacto. Como A es cerrado
en 2%, tenemos que A es compacto. Asi, existe una subsuce-
sion {A,, }72, de la sucesion {4, }>2, tal que lim A,, = A, para
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algin A € A. Tomemos la respectiva subsucesion {x,, }32, de la
sucesion {x, }>° ;. Ademds, tenemos que lim x,, =y x,, € Ay,
para cada k € N. Por el Teorema 3.9, implicamos que x € A. Asi,
z € |JA. De manera que [JA C |J.A. Por lo tanto, J.A es un
cerrado en X y no vacio, ya que A # (), es decir, | JA € 2%. O

Sean X un continuo, A y B € 22", denotamos por E(A, B)
al conjunto E(A,B) ={e>0: ACB(e,B) y BC B(e, A)}.

Por el Teorema 3.21, tenemos que 2% es un continuo. Luego,
todos los resultados que se han demostrado para 2% son validos
para 22" Asi, 22" es un continuo. La métrica de Hausdorff para
22" la denotamos por H. De manera que, para cada A, B € 22X,
tenemos que

H(A,B) = infE(A, B).

Por el Teorema 3.24 podemos definir la siguiente funcién
union.
Definicién 3.25. Sea X un continuo. La funcidon union es la

funcion | : 227 — 2% cuya regla de correspondencia es | J(A) =

UA=U{A:Aec A}, para cada A € 22"

. ./ * 7/ X
Teorema 3.26. Sea X un continuo, la funcion union | J : 22 —
2% es continua.

Demostracion. Sea X un continuo. Probemos que la funciéon
unién |J : 220 — 2% es uniformemente continua. Veamos que
dados A y B € 22", se cumple que H(UA,UB) < H(A,B),
donde H es la métrica de Hausdorff en 22" .

Sean A, B € 22" y e € E(A,B). Asi, A C By(c,B) y B C
B (e, A). Ahora, si a € | J A, entonces existe A € A tal que a €
A. Asi, existe B € B tal que H(A, B) < e. Por el Teorema 2.10,
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tenemos que A C N(e,B) y B C N(g,A). Asi, existe b € B tal
que d(a,b) < e. Luego, a € N(e,UB). Asi, JA C N(E,UB).

De manera andloga, tenemos que | JB C N (5,UA>. Por

tanto, ¢ € E(|JA,UB). Luego, E(A,B) C E(JA,JB), infe-
rimos que inf E(|JA,UB) < inf E(A,B), es decir,

H(| JA | B) <H(A,B).

Ahora, sean A, B € 92" y € > 0. Pongamos 0 = e. Si
Hy (A, B) < 6, entonces, H(|JA,UB) < e. Asi, la funcién
unién es uniformemente continua. Por tanto, la funcién union
es continua. ]

Teorema 3.27. 5i X es un continuo y K es un subcontinuo de

2% y K € K, entonces para cada componente C de | K, tenemos
que KN C # 0.

Demostracion. Sean K un subcontinuo de 2% y K € K. Supon-
gamos que existe una componente C' de | J K tal que KNC = 0.

Por el Teorema 3.24, tenemos que | J K es compacto. Luego,
C'y K son cerrados en |JXK. Ademds, ningin conexo en |J/K
intersecta a K y a C simultaneamente. Aplicando el Teorema
1.11, al espacio | J K y a los conjuntos K y C, tenemos que existen
cerrados Ay Ben | JK tal que  JK = AUB,con K C A,C C B
yANB=1.

Como A y B son cerrados en [ JK y [JK es cerrado en X,
tenemos que A y B son cerrados en X. Sea

Ko={LeK:LCcA}yKi={LeK:LnB#0}.

Luego, por el Teorema 2.15, Ky v K son cerrados en 2%.
Puesto que Ky C K y K1 C K tenemos que Ky y Ky son cerrados
en IC. Ademas I = Ky U K.
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Ahora, como K € K y K C A, tenemos que K € K. Asi,
Ko # 0. Por otro lado, sea = € C, entonces x € | JK, de manera
que existe L € I tal que x € L. Como C' C B, tenemos que
x € B, en consecuencia x € LN B, asi, LN B # (). Por lo tanto,
L € K;. De aqui, K; # 0.

En resumen, tenemos que K = Ky U Ky, donde Ky y Ky son
cerrados y no vacios en K y KoMKy = 0. Lo cual es una contra-
diccion, pues K es un continuo. Esto demuestra el teorema. [

Teorema 3.28. 5i X es un continuo y IC es un subcontinuo de
25 y KNC(X) #0D, entonces | JK es un subcontinuo de X.

Demostracion. Sea K un subcontinuo de 2% tal que KNC'(X) #
(). Por el Teorema 3.24, tenemos que | J K es compacto y no vacio
en X. S6lo resta probar que | J K es conexo.

Sean C'y D componentes de | J K. Tomemos K € XN C(X).
Por el Teorema 3.27, tenemos que K NC # 0y K N D # 0.
Puesto que K € C(X), tenemos que K C C'y K C D, asi,
CND # (), de manera que C = D. Por lo tanto, | J K es conexo.
En consecuencia | J K es un subcontinuo de X. ]

Teorema 3.29. Sean X un continuo y Ay, As, ..., A, subcon-
tinuos no degenerados de X. Tenemos que

1. (A}, Ay, ... Ay es un conexo de 2%,

2. Si (A, Ao, ..., A)NC(X) #£ 0, entonces (Ay, Ao, ..., Ap)N
C(X) es un conexo de C(X).

Demostracion. Notemos que (Ay, Asg, ..., Ay,) es un subconjunto
de 2% no degenerado y | I ; A; € (A1, Ag, ..., Ay).
Sea A € (A, As, ..., Au) \ { U} A}, entonces A C i, A

Observemos que |J;_; A; tiene a lo més n componentes, a saber,
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Ay, Ay, Ay Como AN A; # (), para cada @ € {1,2,...,n},
tenemos que cada componente de | J;_; A; intersecta a A. Luego,
por el Teorema 3.12, existe un arco ordenado I' en 2X de A a
Ui, Ai. Notemos que I' C (A;, Ag, ..., A,). Por tanto, todo
elemento de A € (Ay, As, ..., An) \ {U?:l Ai}, se puede unir
mediante un arco con J_; A;. De manera que (A;, As, ..., A,)
es conexo en 2%. Con esto concluimos 1.

2.Sea B € (A1, As,...,A,)NC(X). Luego, BU (Uj; Ai) =
U?:l A; € <A1,A2, ce ,An>

Si (A1, As, ..., A) NC(X) = { U}, A;}, entonces

(A1, Ay, ..., Ay NC(X) es conexo.
Si A € (A, Ay, 4) \ { UL, Ai}, entonces de manera

analoga como en 1 de este teorema, tenemos que
Ae <A1,A2, ce ,An> M C(X)
es un conexo de C'(X). O

Teorema 3.30. Sea X un continuo no degenerado. Las siquien-
tes condiciones son equivalentes.

1. X es localmente conexo,
2. 2% es localmente conexo,
3. C(X) es localmente conezo.

Demostracidn. Sea X localmente conexo. Veamos que 2% lo
es. Por el Teorema 1.18, basta probar que 2% es conexo en
pequenio. Sea A € 2% y U un abierto en 2% tales que A €
U. Por el Teorema 2.20, tenemos que B = {(Uy,Us,...,U,) :
Uy, Uy, ..., U, son abiertos en X, n € N} es una base para la
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topologia del hiperespacio 2*. Asi, existen U;, U, . .., U, abier-
tos en X tales que A € (Uy,Us,...,U,) CU.

Luego, por el Teorema 2.19, existen abiertos Vi, V5, ..., V,, en
X tales que A € (Vi,Va,...,V,,) € (U, Us,...,U,) vy V; C U,
para cada i € {1,2,...,n}.

Sea a € A. Entonces para alguna j € {1,2,...,n}, tenemos
que a € V; ya que A C |J._, Vi. Consideremos la componente
C, de V; tal que a € C,. Asi, A C U{Ca = A}. Dado que
X es localmente conexo, por el Teorema 1.17 tenemos que C, es
abierto en X, para cada a € A.

Como X es compacto y A es un cerrado en X, inferimos que
A es compacto, luego, existen r € N y ay,as,...,a, € A tales
que A C |J;_; Cy,,. Observemos que para cada i € {1,2,...,7},
tenemos que C,, C C,, C Uj, para alguna j € {1,2,...,n}.

Por otro lado, para cada i € {1,2,...,n}, tenemos que AN
Vi # 0. Asi, para cada i € {1,2,...,n}, sea x; € ANV;. Luego,

para cada i € {1,2,...,n}, sea C,, la componente de V; tal que
x; € Cp,. Como X es localmente conexo, por el Teorema 1.17,
para cada i € {1,2,...,n}, inferimos que C,, es un abierto en

X. Notemos que C,, C C,. C U;, para cada i € {1,2,...,n}.
Ahora, para cada i € {1,2,...,n}, sea

Ji={ke{1,2,....r}:Co N Cy # 0}

Notemos que J; # (), para cada ¢ € {1,2,...,n}. Sea W; =
C,, U (UkeJ,- C’ak), para cada i € {1,2,...,n}. Ademds, para
cada i € {1,2,...,n}, tenemos que W; es conexo y abierto en
X, ya que es unién de conexos y abiertos en X. De manera que
(Wi, Wy, ..., W,) es abierto en 2%,y A € (Wi, Wy, ..., W,).

Ademds, W; ¢ W; c U; y ANW,; # 0, para cada i €
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{1,2,...,n}. Luego,
A€ <W1,W2,...,Wn> C <W1,W2,,Wn> C <U1,U2,...,Un>.

Notemos que para cada i € {1,2,...,n}, la componente
C,.tiene méas de un punto. En efecto, si existe [ € {1,2,...,n}
y ¢ € X tal que C,, = {z}, entonces C,, es abierto y cerrado en
X. De manera que C,, = X, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, para cada i € {1,2,...,n}, tenemos que W;
es un subcontinuo no degenerado de X. Luego, por el Teore-
ma 3.29, inferimos que (Wy, Ws, ..., W,) es un conexo tal que

A € int((W, Ws, ..., W,)) CU. Esto prueba que 2% es conexo
en pequenio. Luego, por el Teorema 1.18, se sigue que 2% e
localmente conexo.

De manera analoga se prueba que si X es localmente conexo,
entonces C'(X) es localmente conexo.

Ahora, supongamos que 2% es localmente conexo, veamos
que X es localmente conexo. Sean p € X y U un abierto en
X tal que p € U. Se sigue que {p} € (U). Notemos que (U)
es abierto en 2%. Consideremos un abierto W en 2% tal que
p €W CW C (U). Como 2% es localmente conexo, existe
un conexo y abierto V en 2¥ tal que {p} € V C W. Por el
Teorema 2.20, existen abiertos Uy, Us,...,U, en X tales que
{p} € (U, Uy, ..., U,) C V. Luego, por el Teorema 2.19, existen
abiertos Vi, Vs, ..., V, en X tales que

{p}e <‘/17‘/277Vn> C <U1>U27'--7Un>

y Vi C U;, para cada i € {1,2,...,n}.

ASf,Un VE(Ul,UQ,...,U> Com <U1,U2,... >CVC
VY C (U), se sigue que | Ji_, Vi € UV C U. Dado que {p} €
VNC(X), tenemos que YNC(X) # (). Como V es un subcontinuo
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de 2%, por el Teorema 3.28, tenemos que |V es un conexo de X.
Sea V = JV, por lo tanto, p € |, V; C V C U. Como |J;_, V;
es abierto en X, concluimos que p € int(V) C V C U. Asi, X
es conexo en pequeno. Luego, por el Teorema 1.18, tenemos que
X es localmente conexo.

De manera similar de demuestra que si C'(X) es localmente
conexo, entonces X es localmente conexo. []

3.3. Funciones Inducidas

Definicién 3.31. Sean X, Y continuos y f : X — Y una
funcion continua entre continuos. Denotamos por 2/ : 2% —
2Y y por O(f) : C(X) — C(Y) a las funciones inducidas
definidas, respectivamente, para cada A € 2% por

2/(A) = f(4),
C()(A) = f(A).

Teorema 3.32. Sean f : X — Y wuna funcion continua entre

continuos, U CY yV CY. Consideremos las funciones induci-
das 27 : 2% — 2V 4 O(f) : C(X) — C(Y). Tenemos que

) =T(f~1(U)),

) =A(f7HU)),
SrV)ne)) =r( (V) nCX),
AV)NCY)) = A(f~H(V)) N C(X).

1. (2H)~1(T(U)

/\

21~
2. (211 (AU
3. (C(f))
(C(f))

C(f) (A

4.

Demostracion. 1. Si A € (2/)71(T(U)), entonces 2/(A) € T'(U),
es decir, f(A) € T'(U). Luego, f(A) C U, asi, f1(f(A)) C
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fYU), como A C f~Y(f(A)) tenemos que A C f~1(U). De
manera que A € T'(f~1(U)). Asi,

)W) cT(F(U)

Sea A € T'(f~Y(U)), luego, A C f~1(U
f(fYU)) Cc U, asi, f(A) c U. Como f(A
que 2/(A) e T(U), y asi A € (21)~YT(U)).

). (3.3.1)
), entonces f(A) C
2/(A), tenemos

) =
Luego,

L(f~1(U)) c @)~ (r ). (3.3.2)
Por (3.3.1) y (3.3.2) concluimos que
2 7HrW)) =T ().

2.8 A e (29)7YA(U)), entonces 2/(A) = f(A) € A(U). Asf,
f(AYNTU # 0, sea z € f(A) NU. Entonces existe x € A tal
que f(x) = z, luego, z € f~1(2). Como f~1(2) C fHU), x €
fYU), luego, z € AN f~YU). Asi, AN f~1(U) # 0, de manera
que A € A(f~1(U)). Por tanto,

27)7HAW)) € A(FTHU)). (3.3.3)

Ahora sea B € A(fY(U)). Entonces BN f~1(U) # 0. Asf,
f(B)YNU # (. Luego, 2/(B) = f(B) € A(U). En consecuencia,
B € (2/)"1(A(U)). Por tanto,

A(f7HU)) € @) THA). (3.3.4)
Asi, por (3.3.3) y (3.3.4) tenemos que

(2971 AU)) = A(fHU)).
Las pruebas de 8 y 4 son andlogas. ]
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Teorema 3.33. St f : X — Y es una funcion continua en-
tre continuos, entonces la funcidn inducida 27 : 2% — 2V es
continua.

Demostracion. Por el Teorema 2.21, S = {I'(U) : U es abierto
en Y}U{A(U) : U es abierto en Y} es subbase para la topologia
de Vietoris, 7y, del hiperespacio 2¥. Para probar que 2/ es con-
tinua, basta probar que, para cada abierto U de Y, tenemos que
2H~YT(U)) vy (27)"Y(A(U)) son abiertos en 2.

Sea U un abierto en Y. Como f es continua, se sigue que
f~HU) es un abierto en X. Luego, por el Teorema 2.15, tenemos
que D'(f~1(U)) y A(f~1(U)) son abiertos en 2X. Por el Teorema
3.32, tenemos que

2)7HCW) =T (V) y (25)7HAW)) = A(FTHD)).

De manera que (2/)"1(T(U)) y (2/)71(A(U)) son abiertos en
2X. []

Teorema 3.34. Una funcion f : X — Y continua entre conti-
nuos es inyectiva si, y solo si, la funcidn inducida 27 : 2% — 2V
es inyectiva.

Demostracién. Supongamos que f es inyectiva. Sean Ay B € 2%

tales que 2/(A) = 2/(B). Entonces f(A) = f(B). Como f es

inyectiva, se sigue que A = B. Por tanto, 2/ es inyectiva.
Reciprocamente, supongamos que 2/ es inyectiva. Sean x vy

y € X tales que f(x) = f(y). Entonces {f(x)} = {f(y)}, asi,
fUz}) = f{y}), es decir, 2/ ({z}) = 2/({y}). Como 2/ es in-

yectiva, tenemos que {x} = {y}. Esto es, x = y. Por tanto, f es
inyectiva. [l
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Teorema 3.35. Una funcion f : X — Y continua entre conti-
nuos es suprayectiva si, y solo si, la funcion inducida 27 : 2% —
2Y es suprayectiva.

Demostracion. Supongamos que f es suprayectiva. Tomemos
B e2Y asi, f(f 1(B)) = B. Sea A= f1(B), luego, A € 2X y
2/(A) = f(A) = B. Por tanto, 2/ es suprayectiva.

Ahora, supongamos que 2/ es suprayectiva. Sea y € Y, luego,
{y} € 2Y. Como 2/ es suprayectiva, existe A € 2% tal que
2/(A) = f(A) = {y}. Existe € A tal que f(x) = y. Por tanto,
f es suprayectiva. []

Considerando la funcién restringida de 2/ a C'(X), tenemos
que 2/| C(X) : O(X) — C(Y), y la funcién inducida C(f) :
C(X) — C(Y), son iguales, es decir, 2/| C(X) = C(f). De esto
obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.36. Si f : X — Y es una funcion continua entre
continuos, entonces la funcion inducida C(f) : C(X) — C(Y)
es continua.

La demostracion del siguente resultado es similar a la prueba
que se da en el Teorema 3.34.

Teorema 3.37. Una f: X — Y funcion continua entre conti-
nuos es inyectiva si, y sélo si, la funcion inducida C(f) : C(X) —
C(Y) es inyectiva.

Teorema 3.38. Sea f : X — Y wuna funcion continua entre
continuos. Si la funcion inducida C(f) : C(X) — C(Y) es
suprayectiva, entonces [ es suprayectiva.

Demostracion. Supongamos que C(f) es suprayectiva. Sea y €
Y, luego, {y} € C(Y). Como C(f) es suprayectiva, existe A €
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C'(X) tal que C(f)(A) = f(A) = {y}. Ademss, existe z € A tal
que f(z) = y. Esto prueba que f es suprayectiva. O

Observacién 3.39. La funcion inducida C(f) no siempre es
suprayectiva, aunque la funcion f lo sea.

Ejemplo 3.40. Sean X = [0,1], Y = S, donde S* es la cir-
cunferencia unitaria y f : X — Y la funcion definida por
f(t) = (cos(2nt), sen(2nt)), para cada t € [0,1]. Entonces f
es continua, suprayectiva y C(f) no es suprayectiva.

Es claro que f es continua vy suprayectiva. Veamos que la
funcion inducida C(f) : C(X) — C(Y') no es suprayectiva.

Sean A =10,1]U[3,1] y f(A) = B. Notemos que B € C(Y).
Ademds, para cada H € C(X), f(H) # B. Por lo tanto, C(f) :
C(X) — C(Y) no es suprayectiva.

Teorema 3.41. Sea f : X — Y wuna funcion continua entre
continuos. Las siguentes condiciones son equivalentes.

1. f: X —Y es un homeomorfismo,
2. C(f): C(X)— C(Y) es un homeomorfismo,
3. 252X — 2Y es un homeomorfismo.

Demostracion. Supongamos que f es un homeomorfismo. Luego,
por los Teoremas 3.34 y 3.35, tenemos que 2/ es biyectiva. Ade-
més, por el Teorema 3.33, inferimos que 2/ es continua. Por otra
parte, por el Teorema 3.21, tenemos que 2% y 2¥ son continuos.
Se sigue que 2/ es un homeomorfismo.

Ahora, supongamos que 2/ es un homeomorfismo y probemos
que C(f) es un homeomorfismo. Como 2/ |¢(x)= C(f), tenemos
que C(f) es un homeomorfismo sobre su imagen, asi basta ver
que C(f) es suprayectiva. Para esto, sea B € C(Y). Como 2/
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es un homeomorfismo y B € 2V, existe A € 2% tal que 2/(A) =
f(A) = B. Supongamos que A no es conexo. Entonces existen G
y K cerrados en X, no vacios y ajenos tales que A = GU K. Por
los Teoremas 3.34 y 3.35, tenemos que f es biyectiva. Ademds,
B=f(A) = f(GUK) = f(G)U f(K), luego, f(G)y f(K) son
no vacios y cerrados en Y. De manera que B no es conexo, lo
cual es una contradiccién. Asi, A € C(X). Ademas, C(f)(A) =
f(A) = B. Luego, C(f) es suprayectiva. Por lo tanto, C(f) :
C(X) — C(Y) es un homeomorfismo.

Finalmente, supongamos que C(f) es un homeomorfismo.
Mostraremos que f es un homeomorfismo. Por los Teoremas
3.37 y 3.38, tenemos que f es biyectiva y continua. Como X y
Y son continuos, si sigue que f es un homeomorfismo. []

El libro indicado por [6] es el libro bésico del buen continuero,
en el cual el lector encontrard mas informacion alrededor de la
Teorta de los Continuos y el libro [4] es muy recomendable para
iniciar una larga vida en el maravilloso mundo de la Teoria de
los Hiperespacios de los Continuos.
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