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TEORIA DE CONJUNTOS

Cada cuerpo tiene
su armonia y
su desarmonia
en algunos casos
la suma de armonias
puede ser casi
empalagosa
en otros
el conjunto
de desarmonias
produce algo mejor
que la belleza.

Mario Benedetti



Introduccion

La teoria descriptiva de conjuntos consiste esencialmente en el estudio de
subconjuntos de espacios topologicos que resultan de aplicar un proceso de
construccién a partir de conjuntos sencillos o que satisfacen una definicion
mas o menos explicita.

Los precedentes de la teoria descriptiva de conjuntos se remontan a finales
del siglo XIX, cuando Cantor trataba de demostrar la hipdtesis del continuo.
En la préctica, todo se reducia a demostrar que todo subconjunto infinito de
R es numerable o bien tiene el cardinal del continuo, ¢=2%. Cantor abordé el
problema de formas muy diversas, y una de ellas fue estudiar primero los sub-
conjuntos de R més sencillos para ir analizando progresivamente conjuntos
mas complejos.

Los subconjuntos mas sencillos son sin duda los conjuntos abiertos, especial-
mente a la hora de calcular cardinales, pues todo abierto no vacio contiene
un intervalo abierto, y todo intervalo abierto se puede biyectar con R.
Cantor se propuso entonces estudiar los subconjuntos cerrados de R. Ya no
es cierto que todos tengan cardinal ¢, pues, por ejemplo, Z es un subconjun-
to cerrado numerable. No obstante, sucede que todo subconjunto cerrado e
infinito de R es numerable o tiene cardinal ¢. Para llegar a esta conclusion
estudid primero los conjuntos cerrados que llamé perfectos, que son los con-
juntos cerrados no vacios sin puntos aislados, y demostré que todo conjunto
cerrado perfecto contiene una copia del conjunto de Cantor, y esto a su vez
implica que tiene cardinal c.

El caso de un conjunto cerrado arbitrario fue resuelto por un joven estudian-
te sueco llamado Ivar Otto Bendixson, que se lo comunicé a Cantor en una
carta, en la que demostraba, basandose en ideas de Cantor, que cualquier
conjunto cerrado puede descomponerse como uniéon de un conjunto cerrado
perfecto (o vacio) y de un conjunto numerable. Por lo tanto, ningiin conjunto
cerrado podia servir de contraejemplo a la hipdtesis del continuo.

Es en la demostracién de este hecho, que hoy se conoce como teorema de
Cantor-Bendixson y que fue publicada en 1883, donde podemos encontrar
un argumento que puede verse como uno de los primeros precedentes de la
teoria descriptiva de conjuntos. Cantor celebro el resultado, pero lo cierto es
que no lo aprovechd.
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Para encontrar otro precedente de la teoria descriptiva de conjuntos hemos
de dejar pasar 16 anos y trasladarnos a Francia, donde, en 1899, René-Louis
Baire defendi6 su tesis doctoral. Se conocido que el limite uniforme de una
sucesion de funciones continuas es una funciéon continua, asi como que esto
no es cierto en general para limites puntuales. Por ello Baire introdujo las que
hoy se conocen como funciones de Baire a través de una recursion transfini-
ta. La clase de las funciones de Baire para un conjunto X C R" es la menor
familia de funciones reales definidas sobre X que contiene a las funciones
continuas y es cerrada bajo limites puntuales. Como Cantor, Baire avist6 un
camino, pero no se decidi6 a seguirlo.

El primer trabajo que puede considerarse propiamente como teoria descrip-
tiva de conjuntos en el sentido moderno es el titulado Sur les fonctions
représentables analytiquement, publicado por Lebesgue en 1905.

Lebesgue estudié a su vez una clase de conjuntos introducida de forma mas
o menos vaga por Emile Borel en el curso de sus investigaciones sobre teoria
de la medida y teoria de la probabilidad. En términos modernos la o-algebra
de Borel de un espacio topoldgico es la menor familia de subconjuntos B que
contiene a los conjuntos abiertos y que es cerrada bajo uniones e interseccio-
nes numerables y bajo complementos.

Durante los anos posteriores al término de la Primera Guerra Mundial los
matematicos Lusin en Moscu y Sierpinski en Varsovia dirigieron los avances
en la teoria descriptiva de conjuntos, a la que posteriormente se sumarian
varios matematicos rusos y, sobre todo, polacos como Banach, Kuratowski,
Ulam, Tarski, etc. Entre las contribuciones de la escuela de topdélogos pola-
cos cabe destacar el hecho de que, en lugar de trabajar en R", desarrollaron
la teoria descriptiva de conjuntos en una familia de espacios mas generales,
desarrollaron la teoria en la clase de los espacios topoldgicos completamen-
te metrizables y separables. Las malas relaciones de la Unién Soviética con
la Europa capitalista hicieron que su trabajo permaneciera préacticamente
desconocido en Occidente y, cuando fue descubierto, los espacios topolégicos
completamente metrizables y separables recibieron el nombre de espacios po-
lacos.

La introduccion de los espacios polacos confirié gran flexibilidad a la teorfa.
Por ejemplo, el més simple de los espacios polacos no triviales es el espacio
de Baire N'=w* formado por las sucesiones de ntimeros naturales, considera-
do como producto de infinitas copias del espacio discreto w con la topologia
producto usual. El estudio de A es especialmente simple en comparacién
con el de otros espacios polacos y, al mismo tiempo, los resultados obtenidos
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para N pueden generalizarse a espacios polacos arbitrarios gracias a ciertos
resultados generales, como que todo espacio polaco es imagen continua de
N, o que dos espacios polacos cualesquiera no numerables X e Y son Borel-
isomorfos, es decir, existe una biyeccién f : X — Y que hace corresponder
las respectivas o-algebras de Borel. Otra conexién destacable entre N'y R es
que existe un homeomorfismo entre A y el espacio de los niimeros irraciona-
les.

Poseriormente Nikolai Nikolaevich Lusin, Mikhail Yakovlevich Suslin y Pavel
Sergeevich Alexandroff continuaron con el desarrollo de esta teoria estudian-
do otros conjuntos a los cuales llamaron proyectivos de los cuales no haremos
mencion en este trabajo. El objetivo de este trabajo es presentar resultados
importantes de la Teoria Descriptiva de Conjuntos, que han sido fundamen-
tales en el desarrollo de ésta, y posteriormente presentar una aplicacién de
la Teoria Descriptiva de Conjuntos a la topologia y a la combinatoria. En el
primer capitulo se revisaran los preliminares, nociones bésicas de Teoria de
conjuntos, espacios métricos y arboles que nos dotaran del lenguaje necesario
para entender los capitulos posteriores.

En el segundo capitulo se introducira el concepto de espacio Polaco, que es
el tipo de espacio métrico que nos interesa y con la ayuda de herramientas
como los esquemas de Cantor y de Lusin se presentan algunas caracteriza-
ciones de éstos, posteriormente se presenta al hiperespacio de los conjuntos
compactos de un espacio métricos y se revisan algunas caracteristicas que
comparte el hiperespacio con el espacio las cuales nos serdan de utilidad el
ultimo capitulo.

En el tercer capitulo se estudia una propiedad topoldgica llamada la Pro-
piedad de Baire y se revisan algunas nociones de Teoria de Juegos para
caracterizar a los conjuntos que tienen ésta propiedad en los espacios Po-
lacos, ademas se introduce la nociéon de conjunto de Borel que es de gran
importancia en el desarrollo de la Teoria Descriptiva de Conjuntos.

En el cuarto captitulo se revisan conceptos de combinatoria infinita y se in-
troduce una nueva topologia sobre la coleccién de subconjuntos infinitos delos
naturales, que es la topologia de Ellentuck, para finalizar con el Teorema de
Ellentuck que caracteriza propiedades combinatorias como el ser un conjunto
de Ramsey con propiedades topologicas como tener la Propiedad de Baire en
este espacio.
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Capitulo 1

Preliminares

El objetivo de este capitulo es establecer resultados y nociones basicas de
Teoria de Conjuntos, espacios métricos y arboles. Los resultados de Teoria de
Conjuntos nos permitiran establecer notacion que se usara durante todo el
trabajo, asi como entender los conceptos de ordinal y cardinal que usaremos
en el ultimo capitulo en la seccién de Invariantes cardinales. Los resultados
de espacios métricos son importantes pues los espacios Polacos, que son de
gran importancia en este trabajo, son casos particulares de espacios métricos.
Los resultados de arboles seran de gran utilidad cuando revisemos algunos
juegos sobre espacios topologicos.

Recordemos que si tenemos dos conjuntos A y B, su producto cartesiano

se define como A x B = {(a,b) :a € A,b € B}.

Definicién 1.1. Un conjunto R es una relacion binaria si todo elemento de
R es un par ordenado, es decir, si para todo z € R, existen clases x, y tales
que z = (x,y). Si existen conjuntos A, B tales que R C A X B diremos que
A es una relacion de A en B; y si R C A x A diremos simplemente que R
es una relacion en A.

Definicién 1.2. Una relacion f es llamada funcion si para cualesquiera
a,b,c tales que (a,b) € f y (a,c) € f se cumple que b = c.

El que una pareja ordenada (a,b) pertenezca a una relaciéon R se denota
como aRb. Muchas relaciones son de particular interés; en seguida introdu-
ciremos una muy importante.

Definicion 1.3. Si A es una clase, la relacion de pertenencia en A estd de-
finida por
ea={(a,b):a€ Abe A yacb} (1.1)
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Recordemos que una relacién es transitiva si cada vez que tengamos aRb,
bRc se cumple que aRc; una relacion es asimétrica si aRRb implica que no
puede ocurrir bRa. Ademas si R C A x A diremos que la relacion R conecta
si para cualesquiera a, b € A se cumple que aRb o bRa. A una relacién que
es asimétrica y transitiva se le llama orden estricto, en este caso solamente
le llamaremos orden pues la relacion que nos interesa es la relacion de per-
tenencia y ésta es un orden estricto. Si R es un orden sobre A, el par (A, R)
se llama conjunto ordenado. Generalmente se usan los simbolos < y < para
denotar a los 6rdenes.

Ahora definiremos lo que es un buen orden y para esto recordemos que si te-
nemos un conjunto ordenado (A, <)y B C A entonces b € B es el elemento
minimo de B si para cada x € B se cumple que x =b o x > b.

Normalmente en matematicas nos interesa saber cuando dos objetos son
el mismo, la siguiente definicion nos ayudard a saber cuando dos érdenes
son el mismo, es decir, que solamente cambia el nombre de los elementos de
cada conjunto pero su comportamiento con respecto al orden de cada uno es
igual.

Definicién 1.4. Sean (A, <), (B, <) dos drdenes y h : A — B una funcion
biyectiva, diremos que h es un isomorfismo entro los dos conjuntos ordenados
si para cualesquiera py, py € P se cumple que p; < py si y sélo si h(py) <

h(p2).

Definicién 1.5. Sea (A, R) un conjunto ordenado, diremos que (A, R) es
bien ordenado si para cada subconjunto no vacio C' C A se cumple que C
tiene elemento minimo. En este caso a R se le llama buen orden.

Definicién 1.6. Una conjunto o es un ordinal o nimero ordinal si la relacion
€, €s un buen orden en .

La idea central del concepto de ordinal es generalizar el concepto de niime-
ro natural. En teoria de conjuntos se construyen los nimeros naturales de tal
forma que si » es un nimero natural, n = {0,1,...,n — 1}; observemos que
cada numero natural es ordinal. Ademads la colecciéon de ntimeros naturales
es un ordinal, a este ordinal lo denotamos por w = {0,1,2,...} y es el primer
ordinal mas grande que cualquier nimero natural. Los ordinales cumplen
varias propiedades interesantes, por ejemplo, que cualquier elemento de un
ordinal es un ordinal y que si « es un ordinal entonces oo U {a} es un ordinal
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y ademas es el sucesor de a. Ademas la coleccién de los ordinales es bien
ordenado por la pertenencia.

Usando el Axioma de Eleccion se puede verificar que cualquier conjunto pue-
de ser bien ordenado, y usando el Axioma de Reemplazo se puede probar que
cualquier conjunto bien ordenado es isomorfo a un tnico ordinal. De esto se
sigue que cualquier conjunto es biyectable a un ordinal.

r nirem n rdin r n rio extender
Ahora definiremos el concepto de cardinal, para esto es necesario extende
la nocién de ”tener la misma cantidad de elementos .2 la cual le llamaremos
equipotencia.

Definicion 1.7. Sean A y B conjuntos, diremos que A y B son equipotentes
si existe una funcion biyectiva entre ambos.

Definicién 1.8. Sea k un conjunto. k es un cardinal o numero cardinal si k
es un ordinal y no existe un ordinal o tal que o € K, y o Yy K sean equipotentes.

De las definiciones anteriores se puede ver que cada conjunto A es equi-
potente a un unico cardinal el cual denotaremos por | A | y le llamaremos el
cardinal de A.

Si un conjunto es biyectable con algiin nimero natural diremos que es un
conjunto finito. El niimero cardinal del conjunto de los nimeros naturales
es Ny, cualquier conjunto que sea equipotente al conjunto de los nimeros
naturales se llamara numerable y por conjunto no numerable entenderemos
a un conjunto de cardinal mayor que Ny. El cardinal del conjunto de los
numeros reales es ¢, conocido como el cardinal del continuo y es estrictamente
mayor que Xy con el orden que hereda de los ordinales.

1.1. Espacios métricos y espacios topoldgicos

El concepto abstracto de espacio métrico fue introducido inicialmente por
el matematico francés M. Fréchet en 1906 y desarrollado mas tarde por el
famoso topologo F. Hausdorff.

Después de 1920, la topologia métrica es objeto de exhaustivas investigacio-
nes que logran su pleno desarrollo y poner de manifiesto su extraordinario
poder unificador de diversas teorias que hasta entonces parecian dispersas e
independientes.

A su vez la escuela de Moscu realizaba importantes descubrimientos sobre
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propiedades de los espacios métricos, su principal objetivo era encontrar las
condiciones necesarias y suficientes para que un espacio topologico fuera me-
trizable.

Desde un punto de vista intuitivo, un espacio métrico es un conjunto en
el que podemos hablar de una distancia entre sus elementos. La siguiente
definicién extrae las propiedades que caracterizan la nocién de distancia.

Definicién 1.9. Un espacio métrico es una pareja (X,d) donde X es un
conjunto y d : X? —[0,00) una funcién tal que para cada x, y, z € X se
cumplen las siguientes propiedades:

1. d(z,y) =0 x=y;
d(y,z);

3. d(z,y) <d(z,z)+d(z,y).

2. d(z,y)

En el caso en que (X,d) sea un espacio métrico a d se le llama una métrica
sobre X.

Un ejemplo de espacio métrico es (R, dg) donde dp es la distancia usual en
R. Si X es un conjunto arbitrario podemos dotar a X de la métrica discreta
la cual cumple que si z,y € X,

1 siz#y
d(m,y):{o siz =y

En lo sucesivo denotaremos por R, al conjunto de los reales positivos.

Definicién 1.10. Sean (X, d) un espacio métrico, x € X yr € Ry. Se define
la bola abierta con centro en x y radio v como Bx(z,r) ={y € X : d(x,y) <

r}. Cuando no haya confusion sobre el espacio métrico del que se habla se
escribird B(z,r) o B,(x).

Definicién 1.11. Sean (X,dx) y (Y,dy) espacios métricos y f : X — Y
una funcion

1. Diremos que f es una isometria si f es una biyeccion y para cuales-
quiera Ty, T € X: dx (71, 72) = dy (f(71), f(72))
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2. Diremos que f es un encaje isométrico si f es una isometria de X en

fIX]

Definicién 1.12. Sea (X, d) un espacio métrico, un subconjunto D C X es
denso si y sélo si para cada conjunto abierto U, D NU # ().

Para verificar la densidad es suficiente probar que el subconjunto denso
intersecta a cada bola abierta.

Definicién 1.13. Sea (X, d) un espacio métrico. Si existe un subconjunto
D C X denso tal que | D | =Xy, el espacio es separable.

Recordemos que una sucesién en un espacio métrico (X, d) es un sub-
conjunto numerable de X y lo denotamos por {z,}necn, también podemos
pensar a una sucesiéon como una funcién f : w — X donde z,=f(n) para
cada n € w.

Ademas recordemos que una sucesion {x, },e, €s convergente si existe x € X
si para cualquier € € R existe N € w tal que sin > N entonces d(z,, ) < €.

Definicién 1.14. Sea (X, d) un espacio métrico. Una sucesion de Cauchy en
X es una sucesion {x, }ne, de elementos de X tal que para cualquier € € Ry
existe M € w tal que si m,n € w y m,n > M entonces d(x,, x;,) < €.

Se puede probar que que en un espacio métrico todas las sucesiones con-
vergentes son sucesiones de Cauchy. Por la definicién anterior el reciproco
también se cumple cuando el espacio es completamente metrizable, sin em-
bargo no se cumple para cualquier espacio métrico. Veamos un ejemplo, nos
fijamos el el intervalo abierto (0,1) con la métrica que hereda de R, la cual
denotaremos por d, y en la sucesion {%}new, observamos que la sucesiéon
{+}necw es una sucesion de Cauchy en el espacio ((0,1),d) sin embargo no es
una sucesion convergente en pues en caso de serlo tendria que converger a (

pero 0 ¢ (0,1).

Definicién 1.15. El espacio métrico (X,d) es completo si cada sucesion de
Cauchy tiene un limite en X.

Teorema 1.16. Dado un espacio mélrico (X,d) existe un espacio métrico
completo (X', d") tal que existe una isometria entre (X, d) y un subespacio de
(X', d") denso en (X', d"). Este espacio es tinico salvo isometria y es llamado
la completacion de (X, d).
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Definicién 1.17. Sea (Y,d) un espacio métrico. Para cualquier B C'Y no
vacio definimos diam(B)=sup{d(x,y) : x,y € B} y por convencion definimos

diam(0) = 0.

Cantor demostro la siguiente caracterizacion de los espacios métricos com-
pletos.

Teorema 1.18. (Cantor) Un espacio métrico es completo si y sdlo si para
cualquier coleccion {Ap}new de conjuntos cerrados no vacios tales que pa-
ra cualquier n € w, A,11 C A, e infldiam(A,)m € w}=0 se cumple que

ﬂnew A” ?é @

Definicién 1.19. Un espacio topoldgico es una pareja (X,7), donde X es
un conjunto y T una coleccion de subconjuntos de X tal que B, X € 7 y
T es cerrada bajo uniones arbitrarias e intersecciones finitas. Tal coleccion
es llamada una topologia sobre X 1y sus elementos conjuntos abiertos. Los
complementos de los conjuntos abiertos son llamados conjuntos cerrados.

Definicién 1.20. Sea (X, 1) un espacio topoldgico y A C X.

1. Se define el interior de A en X, al que denotaremos como int(A), como
U{U C X : U es abierto y U C A}

2. La cerradura de A en X, denotada por clx A, se define como el conjunto
cdxA = (W{E C X:E es cerrado en X y A C E}. Cuando no haya
confusion sobre el espacio en el cual se toma la cerradura del conjunto
A, ésta simplemente se denotard por A.

Definicién 1.21. Sean (X, 7) un espacio topolégico y A C X. Diremos que
A es un conjunto Gs si A = ﬂnew U, donde U, € T para cada n € w y
diremos que A es un conjunto F, si A=/ . F, donde F, es un conjunto
cerrado en X para cada n € w.

new

Definicién 1.22. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y Y C X. Definimos
7Y ={UNY : U € 1}, diremos que (Y, 7|Y) es un subespacio de (X,T) y que
7Y es la topologia relativa de Y .

En algunas ocasiones no es necesario conocer como es cada abierto en la
topologia pues hay ciertas familias de abiertos que determinan la topologia
y es esto lo que motiva la definicion de base y sub-base.
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Definicién 1.23. Sean (X, 7) un espacio topoldgico yB C 1, B es una base
para T si para cada A € T existe B' C B tal que A =JB .

Se puede probar que si X es un conjunto y 8 C P(X) cumple que
U®B = X y para cualesquiera By, By € B si € By N By existe By € B
tal que x € By C (B N By). Entonces 7 = {0} U{JDB' : B’ C B} es una
topologia sobre X.

Definicién 1.24. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. 6 C T es una sub-base
para X si Bs={(10:6 Co y|d |<w} esuna base para T.

Si (X, 7) espacio topolégico, Y C X y B una base para 7, podemos
inducir una topologia sobre Y a partir de X. Si 8 | Y={BNY : B € B},
entonces B | Y es una base para la topologia que Y hereda de X.

De ahora en adelante cuando no haya confusién denotaremos por X al
espacio topoldgico (X, 7).

Teorema 1.25. Si (X, d) es un espacio métrico, entonces las bolas abiertas
de (X,d) forman una base para una topologia sobre X a la que llamaremos
Td-

A topologia 74 del Teorema 1.25 se le llama la topologia inducida por la
métrica d, también diremos que d es compatible con la topologia.

Cuando tengamos un conjunto X con dos métricas tales que generan los
mismos abiertos diremos que las métricas son equivalentes. Si (X, d) es un
espacio métrico se puede probar que existe una métrica equivalente d’ tal que
para cualesquiera z,y € X se cumple que d'(x,y) < 1 lo cual se denotara por
d" < 1. Por lo tanto, en lo sucesivo cuando sea necesario podemos suponer
que cualquier métrica cumple que la distancia de cualesquiera dos puntos es
menor que 1

Definicién 1.26. Sean (X, 7) un espacio topolégico y x € X, diremos que
V C X es una vecindad de x en X si existe A es abierto tal que x € A y
ACV.

Definicién 1.27. Sean (X, 7) espacio topoldgico y x € X. Si B(z) es una
coleccion de vecindades de x en X, diremos que B(x) es una base de vecin-
dades de x en X si para cualquier V vecindad de x existe B € B(x) tal que
reByBCV.
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Note que en los espacios métricos las bolas abiertas con centro en algin
punto z fijo forman una base de vecindades para x, también las bolas abiertan
con radio % conn € wy centro en x forman una base numerable de vecindades
para x.

Definicién 1.28. Un espacio topolégico (X, T) es metrizable si existe una
métrica d sobre X tal que T es la topologia inducida por la métrica d. En este
caso diremos que la métrica d es compatible con la topologia T.

Si la métrica d es completa diremos que el espacio es completamente me-
trizable.

Cabe mencionar que cada espacio topoldgico (X, 7) discreto es complete-
mente metrizable pues la métrica discreta es compatible con 7 y es completa.

Definicién 1.29. Sean (X, 1), (Y,7) espacios topoldgicos, f: X — Y una
funcion y x € X. Diremos que f es continua en x si para cada V € 7' tal
que f(x) € V existe U € T tal que x € U y fIU] C V.

Definicién 1.30. Sean (X, 1), (Y, 7') espacios topolégicos y f : X — Y una
funcion. f es continua en X si para cada x € X, f es continua en x.

Recordemos que el que una funciéon f sea continua es equivalente a que
la preimagen de los conjuntos abiertos sea un conjunto abierto. Ademés ob-
servemos que para verificar la continuidad es suficiente fijarse en abiertos
basicos del espacio Y, es decir, si 8 es una base para 7’ entonces se cumple
que f es continua si y sélo si para cada B € B8 se cumple que f~![B] es un
conjunto abierto en X.

Definicién 1.31. Sean (X, 1), (Y,7') espacios topolégicos y f : X — Y
una funcion, f es un homeomorfismo si f es biyectiva y continua y f~1 es
continua también.

Definicién 1.32. Sean (X, 1), (Y,7') espacios topoldgicos y f : X — Y
una funcion, diremos que f es un encaje si es un homeomorfismo sobre su
magen.

La definicién de densidad se puede extender a la clase de los espacios
topologicos sustituyendo bolas abiertas por abiertos, es decir, un subconjunto
de un espacio topoldgico es denso si intersecta a cada abierto no vacio del
espacio. Con esta definicién de densidad en espacios topolédgicos extendemos
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la definicién de espacio métrico separable a espacio topoldgico separable.
Ademas para verificar la densidad de un conjunto en un espacio topolégico
es suficiente verificar que el conjunto intersecta a todos los elementos de una
base.

Definicién 1.33. Sea (X, 1) un espacio topoldgico. Diremos que el espacio
es sequndo numerable si tiene una base B tal que |B| < w.

Ahora enunciaremos una caracterizacién importante de la metrizabilidad.

Teorema 1.34. Sea X un espacio topologico sequndo numerable, X es un
espacio metrizable si y solo si es reqular.

Ahora definiremos algunas propiedades de separacién que clasifican a los
espacios topologicos; los espacios en los que estamos interesados, que son los
metrizables cumplen todos estos axiomas.

Definicién 1.35. Sea (X, 1) un espacio topoldgico

1. X es Ty si para cualesquiera x, y € X tales que x # y existe U € T tal
quex €U yydUobienyeU yx¢U.

2. X es'Ty si para cualesquiera x, y € X tales que x # y existen U, V € T
tales que x e UNV yy eV U.

3. X es Hausdorff o Ty si para cualesquiera x, y € X tales que © # y
existen U, V € 7 tales quex €e U,y € V yUNV = (.

4. X es regular o T3 st X es Ty y para cualquier conjunto cerrado F' C X
yr € XN F enisten U,V €1 talesquexr e U, FCV yUNV =0.

5. X es completamente regular o Tychonoff o Tz 5 si es Th y para cualquier
conjunto cerredo F' C X y cualquier s € X tal que x ¢ F existe una
funcion f: X —[0,1] tal que f(x) =0y f[F] ={1}.

6. X es normal o Ty si X es Ty y para cualesquiera Fy, Fy C X conjuntos
cerrados ajenos existen U,V € T tales que Fy C U, Fy, C V yUNV = (.

Se puede probar que cada propiedad implica la propiedad anterior, es
decir, si un espacio es normal entonces es completamente regular, si es com-
pletamente regular entonces es regular y asi. Las propiedades de ser Ty, T,
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T, Ts y T55 son hereditarias y topolégicas, es decir, si un espacio posee al-
guna de estas propiedades entonces cualquier subespacio y cualquier espacio
homeomorfo a este la poseen. La propiedad de ser normal no es topoldgica
ni hereditaria, sin embargo si se hereda a subespacios cerrados.

Los siguientes resultados seran importantes en el desarrollo de nuestro
trabajo pues las caracterizaciones de las propiedades de ser regular y normal
que se presentan se usaran en varias pruebas posteriores, no presentaremos
las pruebas de éstos pero se pueden encontrar en [1]

Teorema 1.36. Sea (X, 7) un espacio Ty, entonces X es regular si y solo si
para cualesquiera U € T yx € U, existe V € 7 tal quex € V CV CU

Teorema 1.37. Sea (X,7) un espacio Ty, se cumple que X es normal si y
solo si para cualquier conjunto cerrado F' C X y cualquier conjunto abierto
A tal que F C A, existe un conjunto abierto V tal que F CV CV C A

Teorema 1.38. Sea X un espacio topologico seqgundo numerable. Entonces
X es metrizable si y solo si X es Ts.

Teorema 1.39. (Lema de Urysohn) Sea X un espacio metrizable. Si A, B
son conjuntos cerrados de X tales que ANB = () entonces existe una funcién

[ X = 10,1] tal que flA] € {0} y f[B] € {1}

Teorema 1.40. (Teorema de Extension de Tietze) Sea (X,d) un espacio
métrico. Si A C X es cerrado y f: A — R es continua, existe f : X — R
continua tal que f |a= f

1.2. Espacios compactos

Definicién 1.41. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y A C X, diremos que A
es compacto si para cualquier coleccion de abiertos en X, {U; : i € I} con
I #0 tal que A C J;c; Us, existe un conjunto finito de indices J C I tal que
Ac U, Uj.

Definicién 1.42. Sean X un conjunto y una coleccion de subconjuntos de
X, F ={F;:s € w}. Diremos que F tiene la propiedad de la interseccion
finita si F # 0 y para cualquier conjunto finito {s1,s,...,sx} € S se cumple

que (V2 o # 0
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En seguida veremos que esta propiedad ayuda a caracterizar a los espacios
compactos que son Hausdorff.

Teorema 1.43. Sea X un espacio topoldgico Hausdorff, X es un espacio
compacto si y solo si cada familia de subconjuntos de X que posee la propiedad
de la interseccion finita tiene interseccion mo vacia.

Definicién 1.44. Dado un espacio topoldgico (X, T) diremos que 4 C 7 es
una cubierta abierta de X si X = J4L

Las siguientes proposiciones son muy importantes porque arrojan resul-
tados importantes sobre los espacios y conjuntos compactos, las pruebas de
éstas no se presentaran en este trabajo, pues no es el objetivo de éste pro-
fundizar en el tema pero se pueden encontrar en [1].

Proposicion 1.45. 1. Los subconjuntos compactos de un espacio Ty son
cerrados.

2. Un subconjunto cerrado de un espacio compacto es compacto.

3. La union de una cantidad finita de subespacios compactos de un espacio
topologico es compacto.

4. La tmagen continua de un espacio compacto es compacto.
5. Una funcion continua de un espacio compacto en un Ty es un encaje.
6. (Teorema de Tychonoff )El producto de espacios compactos es compacto.

Proposicién 1.46. Sea (X, d) un espacio métrico, son equivalentes las si-
guientes proposiciones:

1. X es compacto.
2. Cada sucesion en X tiene una subsucesion convergente.

3. X es totalmente acotado, es decir, para cada € > 0, X puede ser cu-
bierto por una cantidad finita de bolas de radio menor que €.

Ahora enunciaremos una caracterizacion de la metrizabilidad en los es-
pacios topoldgicos compactos.
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Proposicion 1.47. Si X es un espacio topoldgico compacto, entonces X es
metrizable si y solo st X es Ty y sequndo numerable.

Definicién 1.48. Si X es un espacio metrizable y separable, una compac-
tacion de X es un espacio metrizable y compacto Y en el cual X puede ser
encajado como un conjunto denso.

1.3. Arboles

Definicién 1.49. Sean A # 0 un conjunto y n € w. Se define:

1. Av={s:{0,1,...,n—1} — A: s es funcion }.

2. A = J,e A"

3. A n se le denomina la longitud de s y se denota por (s).
Notacién 1.50. Si s € A", escribiremos (So, ..., Sn—1) para denotarlo.

Definicién 1.51. Sean A # () un conjunto y m,n € w. Si s= (8;)icn € A",
t=(tj)jem € A™ y {sk 1 k <w} C A<¥, se definen:

1. La concatenacion de s y t, denotada por s"t, es la sucesion
S t:(SO, 81y eeey Spe1,L0, L1, - -, tm—l) e Avtm,

2. La concatenacion infinita de todos los sy, con k € w, denotada por sgsy...
como el tinico x € A¥ tal que para cada i € w x(i) = so(i) sii < I(sg)
yx(i) = s;(i — 1(sj_1)) sil(sj—1) <i<I(s;) para cada j € w — {0}.

Observamos que si s € A" donde n es un numero natural y a € A,
s"(a) representa a la funciéon f € A" tal que f |,= sy f(n) = a, a
dicha funcién también la denotaremos como s"a cuando no haya confusion.
También observamos que (a) denota a la funcién f € A! tal que f(0)=a.

Definicién 1.52. Sean A un conjunto y T C A<“. Diremos que T es un
darbol sobre A si para cualesquiera s € T, t € A<¥ tales que t C s se cumple
quet €T.

Definicién 1.53. Sean A un conjunto no vacio y T un drbol sobre A. Un
elemento x € A¥ se denomina una rama infinita de T siVn € w: x|, € T.
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Definicion 1.54. Sean A un conjunto no vacio y T un drbol sobre A. FEl
cuerpo de T, denotado por [T], es el conjunto de todas las ramas infinitas de
T, es decir [T]| ={z € A :Vnecw: x|, € T}.

Definicion 1.55. Sean A un conjunto y T un drbol sobre A. T es bien podado
si para todo s € T existet € T tal que s Ct ys#t.

Teorema 1.56. Sea A un conjunto no vacio y considérese a A como espacio
topoldgico con la topologia discreta, entonces el producto topologico A¥ es un
espacio metrizable y una métrica compatible es d : A* x A — R tal que para
cualesquiera x,y € A

27l sz # vy, donde n=min{k € w: x(k) # y(k)}
d(x,y)Z{O o=y

Definicién 1.57. Una métrica d sobre un conjunto X es una ultramétrica
si dados x,y € X, d(x,y) < mdzx {d(x, 2),d(z,y)} para todo z € X.

Si A es un conjunto no vacio y d es la métrica definida en el Teorema
1.56, se puede probar que d es una ultramétrica sobre A“.

Definiciéon 1.58. Sean A un conjunto no vacio y s € A<¥. Se define el
conjunto < s >= {x € AY : s C z} al que se denomina como el cono
generado por s.

Aunque ya hemos hablado antes de de los productos topolégicos, dada su
estrecha relacién con los conos generados por los elementos de A<¥, resulta
muy conveniente hablar de la base candnica de un producto topoldgico.

Si {(Xa, Ta) baer es una familia no vacia de espacios topoldgicos tal que para
cada a € I se cumple que X, # (), entonces el producto topoldgico de esta
familia es el espacio ([ [,c; Xa,7) donde una base para la topologia 7 consiste
en los conjuntos de la forma Hael U, donde cada U, es un abierto en X,
y para todos salvo una cantidad finita de «, U, = X,. A dicha base se le
conoce como la base canonica.

Ademas si para cada a € I se cumple que B, es una base para el espacio
(Xa, ) entonces la coleccién de los conjuntos de la forma [ [ . ; B, donde para
una cantidad finita de elementos de I, B, € B,y para el resto B, = X,,
también es una base para el espacio producto.

Como se ha considerado al conjunto no vacio A con la topologia discreta, una
base para el producto topoldgico A es la colecciéon de los [], ., B, donde
| B, |=1 para una cantidad finita de n y B,=X,, para los demés n.
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Proposicion 1.59. La base estindar para la topologia de A% consiste de
todos los conos < s >, donde s € A“.

Note que si ], Bn es un bdsico canénico del espacio producto y los
B,, que son subconjuntos propios de A son singulares podemos fijarnos en
no=max{n € w:| B, |= 1} entonces si para cada m € w tal que m < ny
elegimos z, € B, y s : ng+ 1 — A es una funcién tal que para cada m < ng
Sm=5(m)=xp,, entonces < s >C [], .. Bn.

Ademas, si s € A" C A<¥, definimos una familia de abiertos {B,, },e., donde
para cada m < n, B, ={s,,} y si m > n B,=A, entonces < s >=[] . By.

Observacion 1.60. 1. <s>C<t> siy solo sit Cs;
2. sZtyt<s son incompatibles siy sélo si < s>N<t>=1(.

Definicién 1.61. Sean A un conjunto no vacio y'T un drbol sobre A, diremos
que T' es de ramificacion finita si para cada s € T, {a € A:s a €T} es un
conjunto finito.

Lema 1.62. (Konig)Sea A un conjunto no vacio y'T un drbol de ramificacion
finita sobre A, si T es infinito entonces [T'] # 0.

Demostracion. Sabemos que § € Ty como T es infinito tiene una cantidad
infinita de sucesores, como T es de ramificacién finita existe ag € A tal que
(ap) tiene una infinidad de sucesores, y como T es de ramificacién finita
existe a; € A tal que (ag) " (a1) tiene una infinidad de sucesores, y asi,
recursivamente se conswtruye una rama infinita x = (ag) " (a1) " ... " (ay) ”
..e[T].

Por lo tanto [T] # 0. O

Proposicion 1.63. Sean A un conjunto no vacio y'T" un drbol bien podado
sobre A. Entonces [T] es compacto si y solo si T es de ramificacion finita.

Demostracion. =] Suponga que [T] es compacto y veamos que T es de ra-
mificacion finita.

Si T no es de ramificacién finita, existe sy € T tal que {a € A: 50" (a) € T'}
es infinito. Si U={< 50" (a) >: 50" (a) € TIU{< s >: I(s) = l(s0) ¥ S # So},
entonces | JU=[T]. En efecto, sea x € [T], como x es una rama infinita de T’
x|, €T six |s,=s existe a € A tal que z €< sy" (a) >, en otro caso existe
s €T tal que l(s) = I(sg) y * €< s >.

Ahora, notemos que si a;, a; € A son tales que so " (a1), sop " (az) € Ty
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ai; # ag, entonces < so " (a1) > N < 89" (az) >=0 pues sy (a1) y so " (az) son
incompatibles. Por lo tanto 4l no admite colecciones finitas que cubran [T,
lo cual comtradice la compacidad.

Por lo tanto T es de ramificacién finita.

<] Como ya lo hemos comentado anteriormente, para verificar la com-
pacidad de [T] basta fijarnos en elementos de la base estdndar. Sean U={<
si>ielftalque JU=[T]yT'={teT:Viel:<t>\<s; >#0 }.En
seguida probaremos que 7" es finito. Lo haremos por contradiccion. Si T” es
infinito, entonces por el Lema 1.62 7" tiene una rama infinita, entonces {{ no
cubre a [T] lo cual es una contradiccién, asi que T” es finito.
Si < ) >€ i entonces < ) >=[T]y {< 0 >}C sl
En caso contrario, sea T"={t € T' : #r € T',t C r}, el cual es finito. Para
cada t € T" existen si,sl,,...,55,, con ny € w, 4 € I para | €{1,2,...,n;} tal
que <t >ClJ,.,,, < si >
Veamos que [T]= {J;epn <t >
SiteT” comoT" CT' CT,teTyasi <t>CT,porlotanto es suficiente
verificar que [T'] € (U,eqn <t >.
Sea x € [T], como i es cubierta existe i € I tal que x €< s; >, en caso
de que sean varios s; elegimos el que cumpla que I(s;) es minimo, note que,
como < ) >€ 4, I(s;)> 0y asi, s [ys,)-1€ T" y & € < s [y5,)—1>, entonces
[T] € U,er» <t >. Por lo tanto, [T'] € U,crn <t >.
Entonces [T] = U{< s}, >t € T", 1 €{1,2,...,ni}}, y {< s, >t € T",
[ €{1,2,...,n4}} es una subcoleccién finita de L.
Por lo tanto, [T] es compacto.

O

Los siguiente resultados son importantes pues se usaran para probar al-
gunos resultados de Teoria de Juegos y de combinatoria infinita, cabe men-
cionar que son equivalentes al Axioma de Eleccién y aunque su prueba no se
presentard en este trabajo se puede consultar en [4] .

Teorema 1.64. (Lema de Kuratowski-Zorn) Cualquier conjunto parcialmen-
te ordenado y no vacio en el cual toda cadena tiene una cota superior tiene
elemento mazimal.

Note que cualquier arbol es un conjunto parcialmente ordenado por la
contencién C de conjuntos.
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Definicién 1.65. Sean X un conjunto y F C P(X), diremos que F es una
familis de cardcter finito si para cada conjunto A se cumple que A € F si y
solo si cualquier subconjunto finito de A pertenece a F.

Teorema 1.66. (Lema de Tukey-Teichmuller) Sean X un conjunto y F C
P(X), si F es una familia de cardcter finito entonces F admite un elemento
mazimal.



Capitulo 2

Espacios Polacos

2.1. Espacios Polacos

En este capitulo se estudian y prueban propiedades de los espacios Polacos

Definicién 2.1. Un espacio Polaco es un espacio topologico separable y com-
pletamente metrizable.

Algunos ejemplos de espacios Polacos son R, R" para cada n € w

Proposicion 2.2. 1. La completacion de un espacio métrico separable es
un espacio Polaco.

2. Un subespacio cerrado de un espacio Polaco es un espacio Polaco.

Demostracion. 1) Sean (X, d) un espacio métrico y (X', d’) la completacion
de X, como (X', d') es la completacién de X existe f : X — X' isometria tal
que f[X] es denso en X’. Como X es separable, existe D C X denso nume-
rable. Entonces f[D] es denso en f[X], en efecto, sean y € f[X]y r € Ry,
probaremos que B,.(y) N f[D] # 0.

Como y € f[X] existe z € X tal que y = f(z), y de que D es denso
en X se sigue que B.(z) N D # 0, sea y € B.(x) N D note que como f
es isometria d'(f(x), f(y))=d(z,y) < r, de donde f(y) € B,(y), entonces
f(y) € fIDIN B, (y).

Por lo tanto f[D] es denso en f[X].

Ahora veremos que f[D] es denso en X’. Sea U abierto no vacio en X’ como
f[X] es denso en X' f[X]NU # 0, como f[X]NU es un abierto no vacio en

17
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fIX] y f[D] es denso en f[X] se tiene que f[D]N (f[X]NU) # 0. Como f
es biyeccion f[D] también es numerable y asi, X’ es separable.

Como X' es un espacio completamente metrizable y separable es Polaco.

2) Sean (X,d) un espacio Polaco y Y C X subespacio cerrado de X, co-
mo Y es cerrado en X la métrica que hereda como subespacio es completa.
Ademas si D es un denso numerable contenido en X, entonces Y=Y NX=YN
clx(D)=cly(DNY) pues Y es cerrado, entonces Y es separable y por lo tanto
Polaco.

]

Teorema 2.3. El producto topoldgico de una cantidad numerable de espacios
Polacos es un espacio Polaco.

Demostracion. Sea {X,,}new una coleccién numerable de espacios Polacos y
sea X = [[,,c, Xn €l producto topolégico. Veremos que X es un espacio Po-
laco. Primero veamos que X es un espacio separable. Sea n € w, como X, es
un espacio separable tiene una base numerable a la que denotaremos por ‘B,,,
nos fijamos en la coleccién B = {Uy x Uy X ... X U, X HZO:mH X,:m€eEw
y para cada i € {0,1,...,m} se cumple que U; € B,}. Observamos que B es
una base numerable para X.

Ahora veremos que X es un espacio metrizable. Para cada n € w se cum-
ple que X es un espacio completamente metrizable por lo tanto existe una
métrica completa compatible con la topologia de X,,, llamémosle d, y su-
pongamos que d,, < 1. Definimos sobre X la métrica d tal que para cua-
lesquiera =, y € ], Xn se cumple que d(z,y)=>", .. 57 dn(Tn, y5) donde
T=(Tp)news Y=Yn)new, como hemos pedido que para cada n € w se cum-
pla que d, < 1 tenemos que »_ 2n%aln(:zcn,%) <D new Qn% y como la
serie =kt es convergente entonces la serie Y. _ ztrd,(2,,y,) tam-
bién converge. Ahora vamos a ver que la topologia que induce esta métrica
coincide con la topologia producto. Para cada v € X, e € R, ym € w
definimos U™ (x) = Be(xo) X Be(x1) X ... X Be(m) X [, 11 Xn, observa-
mos que {UM(x) 1z € X,e € Ry y m € w} es una base para la topologia
producto. Sean U un conjunto abierto en la topologia producto y = € U,
veamos que U es un abierto en la topologia inducida por d. Existen € > 0 y
m € w tales que U"(x) C U, observamos que B_<_(z) C U (z) y por lo
tanto v € B__c (x) C U, de esto se sigue que U es un conjunto abierto en la
topologia inducida por d. Ahora, sea € > 0, recordamos que las bolas abiertas

forman una base para la topologia inducida por la métrica veamos que B.(x)
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es un conjunto abierto en la topologia producto. Como la serie ) Qn%

converge, existe m € w tal que 7 Qn% < 5 y existe d > 0 tal que si
para cada n < m y, € Xy ¥ dp(2n,yn) < 0 entonces > "~ dn(Tn, Yn) < 5.
Sea y € X tal que para cada n < m se cumple que d,(z,,y,) < €, entonces
d(z,y) < €. Por lo tanto Uj"(z) C B.(x), de esto se sigue que los conjuntos
abiertos en la topologia inducida por la métrica son conjuntos abiertos en la
topologia producto, por lo tanto las topologias coinciden y X es un espacio
metrizable.

Ahora veamos que la métrica d es completa. Sea {x'};c,, una sucesién de
Cauchy en X, para cada n € w la sucesion {z };c,, es una sucesién de Cauchy
en X,, y como X,, es un espacio métrico completo la sucesiéon {z’ }.c, es una
sucesioén convergente y por lo tanto tiene limite, llamémosle y,,. Sea x € X tal
que z(n) = y, entonces la sucesién {z'};c, converge a z. De todo lo anterior

se sigue que X es un espacio Polaco. O

Observemos que si A es un conjunto con la topologia discreta, es comple-
tamente metrizable y si ademéas es numerable entonces es Polaco.

Proposicion 2.4. El espacio A“ wvisto como el producto topoldgico de w
copias de A con la topologia discreta, es completamente metrizable y si A es
numerable entonces es Polaco

En particular nos interesan los casos donde A = 2 ={0,1} y cuando
A=uw.
A C=2% se le llama el espacio de Cantor y a N'=w" el espacio de Baire.
En las siguientes secciones se probaran resultados generales tales como que
cualquier espacio Polaco es la imagen continua del espacio N asi que, los
resultados que podamos obtener de los espacios de Cantor y de Baire nos
aportaran mucha informacién sobre los espacios Polacos en general.

Definicién 2.5. Sean X un espacio topolégico, (Y,d) un espacio métrico,
AC X yf: A=Y funcion. Se define la oscilacion de f en x € X como
oscy(x) = inf {diam(f[U]) : U es vecindad de x}.

Note que si € A entonces x es un punto de continuidad de f si y
sélo si oscg(x) = 0. En efecto, si f es continua en x, para cada n € w
existe U, vecindad de z tal que f[Un] C B (f(x)), entonces diam(f[Un]) <

diam (B (f(r)))="

n

Entonces oscy(x) = inf{diam(f[U]) : U es una vecindad abierta de x} <
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inf{diam(f[U,]) : n € w} < inf {diam(B%(f(x))) :n € wy=f{l:n¢c
w}= 0. Por lo tanto oscs(x) = 0.

El regreso lo veremos por contrarreciproca, supongamos que f es discontinua
en z, entonces existe » > 0 tal que para cualquier vecindad U de z, existe
a € U tal que d(f(a), f(x)) > r, por lo tanto para cada vecindad U de z, se
cumple que diam(f[U]) > r; por lo tanto oscg(x) > r > 0.

Proposicion 2.6. Si X es un espacio topoldgico, Y un espacio metrizable
y f: X =Y funcion, entonces los puntos de continuidad de f forman un
conjunto Gy.

Demostracion. Para cada € > 0 sea A.={x € X : oscs(z) < €}. Veamos que
es abierto. Si x € A, entonces oscg(x) < €, entonces € no es cota inferior
de {diam(f[U]) : U es vecindad de x} y por tanto existe U vecindad de x
tal que diam(f[U]) < e. Veamos que U C A.. Si y € U, U también es una
vecindad de y y como diam(f[U]) < €, se tiene que oscs(y) < €, entonces
y € A, por tanto U C A, y asi A, es abierto.

Entonces, si A={x € X : f es continua en x}, se tiene que A=(, ., A%H y
por lo tanto A es un conjunto Gjy. O]

Proposicién 2.7. Sea (X, 7) un espacio metrizable, entonces cada subcon-
jgunto cerrado de X es un conjunto Gj.

Demostracion. Sea d la métrica sobre X compatible con la topologia 7. Para
cada x € X y A C X no vacio, se define d(z, A)=inf{d(x,y) : y € A}. No es
dificil probar que |d(x, A) — d(y, A)| <d(z,y).

Si definimos la € bola alrededor de A como B(A,e)={z € X : d(z, A) < €},
note que ésta es un conjunto abierto. Entonces si ¥ C X es un conjunto
cerrado, F'=(, ., B(F, %H) y por lo tanto, F' es un conjunto Gy O
Teorema 2.8. (Kuratowski)Si X es un espacio topoldgico metrizable, Y un
espacio completamente metrizable, A C X y f : A = Y funcion continua
entonces existen un conjunto Gs, G' y una funcion continua g : G —'Y tales
que AC G C A yg extiende a f.

Demostracion. Sean d la métrica compatible con la topologia en X, dy la
métrica compatible con la topologia de Y G=An{z € X:o0sc;(z)=0}, como
A es un conjunto cerrado es G5 y como {z € X:o0sc;(x)=0} también los es,
se sigue que G es un conjunto Gy. Ademas como A C X y f es continua en
X, A {x € X:oscp(x)=0}, entonces A C G C A.



2.1 Espacios Polacos 21

Sea = € @, definiremos una funcién g sobre G. Como = € A existe una suce-

sién {xp }new en A tal que lim,, oz, =x, entonces lim,, oo diam(f[{zn+1, Tni2, -

pues f es continua, entonces {f(z,)}necw €s una sucesién de Cauchy en Y
y como Y es un espacio completamente metrizable existe y € Y tal que
lim,, o0 f(2,)=y, sea g(x)=y.
Veamos que g esta bien definida. Sean {x,, }new, {Un fnew Sucesiones en A tales
que lim,_,ooxp=2 y lim, ,ooy,=z con x € G. Entonces lim,,_,od(x,, y,)=0
pues si € > 0, para B () existen M, N € N tales que si m > M x,, € Be(x)
ysin> Ny, € B(x). Sean >max{M, N} entonces d(zn,yn) < d(xy,7) +
d(x,y,) y como d(x,, x)+d(x,y,) < §+5=€ entonces d(x,, y,) < €. Entonces,
como f es una funcién continua, se cumple que lim,, o dy (f(z,), f(y,))=0y
por tanto lim,, e f(2,)=lim, . f(yn), entonces g no depende de la sucesién
que se tome.
Resta ver que la funcién g extiende a f. Sea x € A, existe {x, }ne, Sucesion
en A tal que lim,,_,ox,=2, como f es continua lim,,_, f(z,)=f(x), entonces
g(z)=f(z) y asi, g extiende a f.

(]

Recordemos que si X, Y y Z son conjuntos y R C X x Y, la funcion
proyeccion de R con respecto a X es una funcion 7y : R — X tal que
para cada (z,y) € R se cumple que mx(z,y) = = y a la imagen de esta
funcién, wx[R] se le llama la proyeccién de R con respecto a X, de forma
andloga se pueden definir la funciéon proyecciéon de R con respecto a Y y la
proyeccion de R con respecto a Y. Ademas, si f : Z — X XY es una funcion
para verificar su continuidad es suficiente probar que al hacer la composicién
con las funciones proyecciones mx y 7y las funciones que nos resultan son
continuas.

Teorema 2.9. Sean X, Y espacios topologicos completamente metrizables,
ACX,BCY yf:A— B un homeomorfismo. Entonces f se puede
extender a un homeomorfismo h : G — H donde AC G, BC H y G, H son
conjuntos G

Demostracién. Tenemos que f : A — Y y f~! : B — son funciones con-
tinuas, aplicando el Teorema anterios tenemos que existen G, H; conjun-
tos Gs en X y Y respectivamente y funciones continuas f; : Gy — Y y
g1 : H — X que exienden a f y f~! respectivamente. Sean R = f; y
S = {(z,y) : * = ¢1(y)} y definamos G = 7x(RNS), H = my(RNS)
entonces A C G C Gy y B C H C Hy. Observemos que x € G si y sélo si
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existe y € Y tal que (x,y) € RN S siy sélo si existe y € Y tal que y = fi(x)
y x = g1(y) si y sélo si = ¢1(f1(x)), de la misma forma se puede ver que
y € Hsiysélosiy= fi(¢1(y)). Entonces h = f; |g es un homeomorfismo de
G en H. Veamos que G'y H son conjuntos Gs. Sea la funciéon 7 : Gy - X xY
tal que 7(x) = (x, fi(z)), como al componer 7 con las funciones proyecciones
nos resultan la funcién identidad y f;, que son funciones continuas, tenemos
que m es una funcién continua de G en X x Y. Como la imagen de 7 es un
conjunto cerrado en X X Y entonces es un conjunto G5 en X x Y y como la
imagen inversa de un conjunto G5 bajo una funcién continua es un conjunto
G se sigue que G es un conjunto G5 en X. De la misma forma se puede ver
que H es un conjunto G en Y y observemos que h extiende a f. O

Teorema 2.10. Si X es un espacio metrizable y' Y C X es un espacio
completamente metrizable visto como subespacio de X, entonces Y es un
conjunto Gs en X. Ademds, si X es completamente metrizable y Y C X es
un conjunto Gg, entonces Y es un espacio completamente metrizable.

Demostracion. Para la primera afirmacion consideraremos la identidad idy :
Y — Y que es continua, entonces por el Teorema 2.8 existen un conjunto
Gs, G tal que Y C Y y una extensién continua de idy, ¢ : G — Y. Como
Y es denso en GG, g y idg coinciden en Y y son funciones continuas entonces
g = tdg. Entonces como g : G — Y y g = idy se tiene que G =Y, por lo
tanto Y es un conjunto Gjy.

Ahora veamos que se cumple la segunda afirmacion. Como Y es un conjunto
G5 existe una coleccién de conjuntos abiertos en X, {U, : n € w} tal que
Y =), Para cada n € w sea F,, = X\ U, y sea d la métrica completa
compatible con la topologia de X. Definimos una nueva métrica sobre Y como

1

sigue, si z,y € Y definimos d'(z,y) = d(z,y) + >, min{zr, | G~
1

F |}. Esta es una métrica compatible con la topologia de Y. Veamos que
(Y,d') es un espacio métrico completo. Sea {y, }new una sucesién de Cauchy
en (Y, d') entonces es una sucesién de Cauchy en (X, d) y como es un espacio
métrico completo existe y € X tal que la sucesion {y, }new converge a y en

X entonces para cada n € w se cumple que lim; ;o | d(y_lF 5~ d(y_lF ) |=0,
s tn Jrt'n

entonces para cada n € w la sucesiéon {m}i@’ converge en R entonces la

sucesion {d(y;, Fy,) }icw esté acotada inferiormente y tiene una cota inferior
mayor que 0 y como para cada n € w la sucesién {d(y;, Fy,) }icw converge
a d(y, F,) entonces d(y, F,,) # 0. Entonces para cada n € w tenemos que
y ¢ F, y entonces y € Y y la sucesion {y, }ne, converge a y en Y. O]
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Proposicién 2.11. Eziste un encaje de N en C

Demostracion. Definamos la funcién f : NV — C tal que para cada x € N,
f(z) = 0*10°110"2 donde x = (z,)new ¥ para cada n € w, 0™ representa
a la sucesién de tamano x, que solamente tiene al 0. Veamos que f es un
homeomorfismo sobre su imagen.

Observamos que f es una funcién inyectiva y que su imagen es el conjunto de
las sucesiones que no cumplen que son constantes a partir de cierto momento.
Los abiertos de la forma < s > Nf[N] donde s € 2<“ termina en 1 forman
una base para f[N]y f~< s > Nf[N]]=<t > donde t es la sucesién que
cuenta cada bloque de ceros consecutivos de s. Por lo tanto f es continua.
Ahora, si t € w< entonces f[< t >] =< s > Nf[N] donde s se define a
partir de t como en la definicién de f. Por lo tanto f es un homeomorfismo
sobre su imagen.

]

2.2. Espacios Polacos perfectos

Recordemos que si X es un espacio topologico y x € X, x es un punto de
acumulacion de X si para cada vecindad U de x existe y € U tal que = # y.

Definicién 2.12. Un espacio topoldogico X es un espacio perfecto si todos
sus puntos son puntos de acumulacion. Si P C X, P es un conjunto perfecto
en X si es un conjunto cerrado y es un espacio perfecto con la topologia que

hereda de X .

Definicion 2.13. Un esquema de Cantor sobre un conjunto X es una fami-
lia (Ag)sea<w de subconjuntos de X tal que :

1. Ago N Ag1=0, para s € 2%,
2. Ay C A, para s € 2<%, 1 €{0,1}.

Teorema 2.14. Sea X un espacio Polaco perfecto no vacio. Entonces existe
un encaje de C en X.

Demostracion. Vamos a difinir un esquema de Cantor sobre X, (Us)sea<w tal
que para cada s € 2<¥ se cumplen las siguientes propiedades:
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1. Ug es un conjunto abierto no vacio;
2. diam(U,)< 271);
3. si i €{0,1} entonces Uy; C Us.

Definiremos el esquema de Cantor (Us)gea<w por induccién sobre la lon-

gitud de s, [(s). Sea Uy cualquier conjunto abierto no vacio en X tal que
diam(Up)< 2%, ahora suponga que para s € 2<% se ha definido Uy, como X
es un espacio perfecto no tiene puntos aislados entonces | Us |> 1 entonces
podemos elegir x, y € U, tales que = # y, como X es un espacio normal
podemos encontrar dos conjuntos abiertos en X, U y V tales que z € U,
yeV,UNV #0,UCU,yV C U, entonces definimos Uso=U y Ug=V.
Observamos que el esquema de Cantor que definimos cumple las condiciones
que requerimos.
Sea x € C. Notemos que (,,c,, Uzl = hew m y, como X es un espacio métri-
co completo, por el Teorema 1.18, X cumple la Propiedad de Cantor y por
lo tanto (e, Ustn=Nnew Usln # 0; ademds como inf{diam(Uy,),) : n € w}=0
ésta interseccién no puede tener més de un elemento, sea f(x) € (,c,, Usl,-
Veamos que f es una funcién inyectiva. En efecto, sean z, y € C tales
que r # y. Como = # y existe n € w el minimo nimero natural tal que
z(n) # y(n), sin pérdida de generalidad suponga que x(n)=0y y(n)=1 en-
tonces Uy, =Uy|,, ¥ Uslpss NUylys =Us)0NUy),,-1=0 y por lo tanto f(z) # f(y).
Ahora veamos que f es una funcién continua. En efecto, sea U un conjun-
to abierto en X, vamos a probar que f~'[U] es un conjunto abierto en C.
Si f71[U] es el conjunto vacio se cumple que es un conjunto abierto, su-
ponga que f U] # 0 y sea x € f7'[U], como X es un espacio perfec-
to y U es un conjunto abierto en X se cumple que diam(U) > 0 y co-
mo inf{diam(U,,)}=0 tenemos que existe n € w tal que Uy, C U. Sea
s=x,, veamos que < s >C f~U]. Sea y €< s >, entonces x,,=¥, entonces
Uy.=U,, v por lo tanto f(y) € Uy, C U y asi, se tiene que y € f~{U], por
lo tanto < s >C f~![U] y de esto se sigue que f es una funcién continua.
Como f es una funcion inyectiva y continua de C que es un espacio compacto
en X que es un espacio Hausdorff, por la Proposicién 1.45 inciso 5), se sigue
que f es un encaje.

]

Definicién 2.15. Sean X un espacio topologico yx € X, diremos que x es un
punto de condensacion de X si cada vecindad abierta de x es no numerable.



2.2 Espacios Polacos perfectos 25

Teorema 2.16. (Cantor-Bendizson) Sea X wun espacio Polaco. Entonces
existen un unico subconjunto perfecto de X, P y un unico subconjunto abierto
y numerable de X, C tales que X = PUC

Demostracion. Para cualquier espacio Polaco X definimos X*={z € X: z
es un punto de condensacion de X}. Sean P=X"* C=X \ X* y sea {Up, }new
una base numerable para el espacio X, observamos que por la forma en que
definimos a X™ se cumple que C' es la unién de los U,, que cumplen que son a
lo mas numerables. Notamos que P es cerrado pues los puntos limite de X*
son puntos de condensacion de X. Veamos que P es un conjunto Perfecto,
sea x € P y U una vecindad abierta de x en X, entonces U es una vecindad
no numerable de x y de esto se sigue que U tiene una cantidad no numerable
de puntos de condensacién de X por lo tanto U N P es no numerable y asi,
P es perfecto.

Para probar la unicidad, sean P, un conjunto perfecto en X y C'; un subcon-
junto abierto y numerable de X. Observamos que si Y es un espacio Polaco
perfecto entonces Y* =Y puessiy € Y y U es una vecindad abierta de y, en-
tonces UNY es un espacio Polaco perfecto y por el Teorema 2.14 contiene una
copia del espacio de Cantor y por lo tanto tiene cardinalidad 2% . Como P, es
un subconjunto cerrado de un espacio Polaco se cumple que P; es un espacio
Polaco y ademés perfecto, entonces P/=P; y por lo tanto P, C P. Ahora, si
x € C entonces como C es un conjunto abierto numerable z € X \ X*=C,
por lo tanto C; C C'. De esto se sigue que Pi.=P y C1=C. ]

Observamos que de los dos resultados anteriores se sigue que cualquier
espacio Polaco contiene una copia del conjunto de Cantor.

Definicién 2.17. Un espacio topolégico X es cero dimensional si es Haus-
dorff y tiene una base cuyos elementos son abiertos y cerrados.

Teorema 2.18. (Brouwer) El espacio de Cantor C es el inico, salvo homeo-
morfismo, perfecto, compacto, metrizable , cero dimensional no vacio.

Demostracion. Primero veamos que C cumple las propiedades que afirmamos.
C es compacto pues 2 es compacto y de la Proposicién 1.45 6) el producto de
espacios espacios compactos es compacto. C es un espacio cero dimensional
pues para cada s € 2<% el cono generado por s, < s > es un conjunto cerrado
y abierto, y la coleccién de los conos forma una base para es espacio C. C
es metrizable por el Teorema 1.56, el que sea un espacio perfecto también se
sigue de que la coleccién de los conos sea una base y para cada s € 2<% se
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cumple que < s > es infinito.

Ahora supongamos que X es un conjunto que cumple las mismas propiedades
y sea d una métrica compatible para X. Contruiremos un esquema de Cantor
(Cy)sea<w sobre X tal que:

1. Cyp =X,

2. para cada s € 2<¥ se cumple que Cy es un conjunto cerrado y abierto
distinto del vacio;

3. para cada s € 2<% se cumple que Cy = Cy-0 U Cyy;
4. para cada z € C lim,,,oCy),, = 0.

Ahora vamos a construir el esquema de Cantor. Como X es cero dimensional

existe una base, B de conjuntos abiertos y cerrados. Sean Cyp = X y C 1 una
cubierta para X que consta de elementos de 8 de didmetro menor que %,
como X es un espacio compacto existe n € wy {Xy, ..., X;,} C B tales que
X = Uiff X; y para cualesquiera i,j € {1,...,n} se cumple que si i # j
entonces X; N X; = (. Si n € w denotaremos por 0" a la sucesién de tamano
n que consta solamente de 0. Si i € {0,...,n — 2} definimos Cpi-;y = X1,
Con1 = X, y Cyi = X;11U...UX,. Por la Proposicién 1.45 se cumple que
los subespacios cerrados de un espacio compacto son compactos, por lo tanto
para cadai € {1,...,n} se tiene que X; es un subespacio compacto y podemos
repetir el proceso para cada X; usando una cubierta de conjuntos cerrados y
abiertos de didmetro menor que % y asi sucesivamente.

Sea f : C — X una funcién tal que para cada = € C se cumple que
f(x) € N,en Cal,» usando argumentos como los que se usaron en la prue-

ba del Teorema 2.14 se prueba que f es homeomorfismo. O

Definicién 2.19. Un esquema de Lusin sobre un conjunto X es una familia
(Ag)sew<w de subconjuntos de X tal que

1. Api N Ay =0, sis € w, i # j € w;
2. Ay CT A, sis€wvY,icw.

Definicién 2.20. Si (X,d) es un espacio métrico y (Ag)secw<w €S un es-
quema de Lusin sobre X, diremos que (As)sew<w €s de didmetro cero si
1My, oo diam( Ay, ) =0, para cada z € N
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En este caso, st D={z € N : (), Ay, # 0}, defina f : D — X como
{f (@)} = Al - Llamaremos a f la funcion asociada.

Proposicién 2.21. Sea (Ag)scw<e un esquema de Lusin sobre un espacio
métrico (X, d) que tiene didmetro cero. Entonces si f : D — X es la funcion
asociada, tenemos que

1.

2.

3.

f es inyectiva y continua.

Si (X, d) es un espacio métrico completo y cada A es cerrado, entonces
D es cerrado.

Si cada Ag es abierto, entonces f es un encaje.

Demostracion. 1. Note que f estd bien definida pues como (Aj)sew<w

es de didmetro cero, para cualquier z € D lim,_,.diam(A,,)=0 y
Nhew Azl # 0, por lo tanto | (),c, Azl =1

Ahora veamos que [ es inyectiva, sean z, y € N tales que x # y y sea
n el minimo natural tal que z(n) # y(n), entonces A,,=A,,, como
z(n) # y(n), de la primera parte de la definicién de esquema de Lusin
se sigue que Ay, ., N Ay, =0y como f(x) € Ay, f(y) € Ay, se
sigue que f(z) # f(y).

Por lo tanto f es inyectiva.

Para verificar la continuidad veamos que para cada s € [w]<¥, < s >
ND C f1[A,]. En efecto, sea x €< s > ND entonces Im € w tal que
5= Tm ¥ (new Azl 7 0 entonces f(x) € A,

Suponga que (X, d) es un espacio métrico completo y cada Ay es cerrado
y sea {&p }new una sucesién en D tal que x, — z. Primero veamos que
la sucesion { f(z,) }new €s una sucesién de Cauchy en X.

Sea € > 0, como lim,diam(A,,)=0, existe N € w tal que diam(A,, )<
€, y como x, — x, existe M € w tal que si n > M d(z,,z)< 27V,
entonces x, |y= z |y. Sean m,n > M, entonces =, |[n= T |N= Zm |n,
entonces Ay, |y = Azy = Az, |y, entonces f(x,), f(xm) € Ay, y como
diam(A,n)< €, se sigue que d(f(zn), firm)) < €

Por lo tanto {f(x,)}new €s una sucesion de Cauchy y como (X, d) es
un espacio completo f(z,) -y € X

Ahora, sea n € w, como x, — x, existe M € w tal que si m > M
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d(xp, x) < 27", entonces Ty, |n= T |, entonces f(x,,) €A, |,
y esto es para cada m > M y como A, es cerrado, y € Ay,
Por lo tanto z € Dy f(x) =y, y asi D es cerrado.

. Suponga que cada A es abierto, de 1) ya se tiene que f es continua

e inyectiva, para verificar que es un homeomorfismo sobre su imagen
resta ver que f~! es continua, o bien, que f manda abiertos en abiertos.
Como la coleccién de los < s > forma una base para N, la coleccién
de los conjuntos < s > ND forman una base para D y por lo tanto es
suficiente verificar que para cada s € w<¥ f[< s > ND] es abierto en
fID].
Afirmacién. Para cada s € w<¥, f[< s > ND] = f[D] N As.
C] Sea x €< s > ND, entonces s C z y (), Azn=1f(2)}, entonces
existe m € w tal que s = z |, entonces f(z) € As y como = € D,
f(z) € f[D] N As.
D] Sea y € f[D] N As, entonces existe x € D tal que y = f(x), si
n =I(s), como f(z) € A y por la definicién de esquema de Lusin los
conjuntos distintos que estan a la misma altura son ajenos, se sigue que
Ay = Ay, entonces s = x |, y por lo tanto x €< s >. Por lo tanto
y € fl<s>ND]y asi, f[<s>ND]= f[D]N A, abierto en f[D] pues
por hipotesis A, es abierto en X.
Por lo tanto f es un encaje.

O

Teorema 2.22. (Alexandroff-Urysohn) El espacio de Baire N es el unico
salvo homeomorfismo, Polaco no vacio, cero dimensional, cuyos subconjuntos
compactos tienen interior vacio.

Demostracion. Primero veamos que N cumple esas propiedades:

1. De la Proposicién 2.4 se sigue que N es Polaco.

2. N es cero dimensional pues {< s >: s € w<“} es una base de conjuntos

cerrados y abiertos.

. Sea K C N compacto, si K no tiene interior vacio, existe U abierto tal

que U C K y por tanto existe s € w<* tal que < s >C K, definamos
una cubierta abierta i tal que tenga a todos los abiertos de la forma
< 5" (i) > donde i € w y para cada punto en K\ < s > elegimos
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algiin bésico que no intersecte a los elegidos anteriormente, se puede
hacer porque los basicos son cerrados también. Note que L no admite
subcubiertas finitas pues {< s (i) >: i € w} es una coleccién infinita
de elementos ajenos dos a dos y por lo tanto K no se puede cubrir con
una cantidad finita de elementos, lo cual contradice la compacidad.
Por lo tanto K tiene interior vacio.

Ahora, sean (X, 7) un espacio que cumple con las mismas caracteristicas
enunciadas en el teorema y d una métrica compatible con 7 tal que d < 1.
Afirmamos que cada conjunto no vacio U C X y cualquier € > 0 existe una
particion U = |, U; de conjuntos cerrados y abiertos no vacios de didmetro
menor que €.

Como los conjuntos compactos en X tienen interior vacio, U no es compacto,
por la Proposicién 1.46 U no es totalmente acotado, entonces existe ¢ tal
que U no puede ser cubierto con una cantidad finita de bolas de radio menor
que €. Como X es cero dimensional, podemos escribir a U = e, Vj donde
los V; son conjuntos cerrados y abiertos ajenos por pares, entonces tiene que
existir una cantidad infinita de V; no vacios.

Usando lo anterior se puede construir un esquema de Lusin (Cj)se,<w sobre
X tal que

1EW

1. Cy =X, Cs # () para cada s € w<¥;

2. Uy es cerrado y abierto para cada s € w*;
3. Cs =UCsuy;

4. diam(Cj) < 2'6),

Note que (Cj)sew<w €s un esquema de Lusin con didmetro cero. Sea f :

D — X la funcién asociada, sea z € N, como cada C, es un conjunto

cerrado y abierto, en particular cerrado, por el Teorema 1.18 (\Cypp, # 0 y

asi D = N, ademds como en cada nivel los conjuntos cerrados y abiertos se

van particionando, f[D] = X.

Finalmente, de 2) y la Proposicién 2.21 3) se sigue que f es homeomorfismo.
O]

Se puede probar que el espacio R\ Q es un espacio Polaco no vacio, cero
dimensional, cuyos subconjuntos compactos tienen interior vacio. Por lo tanto

R\ Q es homeomorfo a N.
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La prueba del siguiente Teorema no se presentara pues se prueba usando
la Proposicion 2.11 y construyendo un esquema de Lusin como en las pruebas
anteriores.

Teorema 2.23. Cada espacio separable, metrizable, cero dimensional puede
ser encajado en Ny C. Cada espacio cero dimensional Polaco es homeomorfo
a un subespacio cerrado de N o a un subespacio G5 de C.

2.3. El hiperespacio de los conjuntos compac-
tos

Definicién 2.24. Sea X un espacio topolégico. Denotaremos por K(X) al
espacio de todos los subconjuntos compactos de X con la topologia de Vie-
toris, es decir, la topologia cuya sub-base consta de conjuntos de la forma
{K C X: K es compacto en X y K CU} y{K C X: K es compacto en X
y KNU # 0} donde U es un conjunto abierto en X.

Una base para este espacio consta de los conjuntos de la forma {K C X:
KCUy, KNU; #0,... KNU, # 0y K es compacto en X}. A estos basicos
se les denotara por (Uy; Uy, ..., Uy).

Definicién 2.25. Sea (X,d) un espacio métrico con d < 1. Definimos la
métrica de Hausdorff sobre K(X), la cual denotaremos por dg, como sigue.

Sean K, L € K(X)

0siK=L=40
dy(K,L) =< 1 si uno y solamente uno de K y L es el conjunto vacio

mdz {6(K,L),0(L,K)} si K, L #
donde 6(K, L)=mdz{d(z,L):x € K}.

Proposicién 2.26. Sea (X,d) un espacio métrico, si K, L € K(X) y no
son vacios entonces

dy(K,L) < e siysolosi KCB(Le) yLC B(K,e) (2.1)
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Demostracion. =] Suponga que dy(K,L) < €. Como K # 0y L # ()
di (K, L)=max{6(K, L),0(L, K)} entonces 6(K,L) <ey d(L,K) < e.
Veamos que K C B(L,e) y L C B(K,¢). En efecto, sea x € K entonces
d(z,L) <max{d(y,L):y € K}= §(K,L) < € por lo tanto d(z,L) < €y
asi x € B(L,¢). Ahora sea x € L, entonces d(x, K) <méx{d(y, K):y € L}=
d(L, K) < e por lo tanto d(z, K) < e y asi x € B(K,¢).

<] Como K C B(L,¢€) para cualquier z € K se cumple que d(z, L) < ¢,
entonces 0(K, L)=max{d(y,L):y € K}< e. Y como L C B(K,¢) para cual-
quier x € L se cumple que d(z, K) < €, entonces §(L, K)=méax{d(y, K):y €
L}< e. Por lo tanto dy (K, L) < €

UJ

Proposicién 2.27. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces 14, , la topo-
logia determinada por la métrica de Hausdorff en KC(X), es equivalente a la
topologia de Vietoris.

Demostracion. Primero veamos que los abiertos en la topologia de Vietoris
son abiertos con la métrica de Hausdorff. Sean K € K(X) y Uy, Uy,...,U,
conjuntos abiertos en X tales que K € (Uy;Uy,...,U,). Para cada x € K
podemos encontrar €, tal que si m €{0,1,...n} es tal que = € U, enton-
ces B, (x). Note que K C |,cx Be () C U,cx Be,(¥) y como K es un
conjunto compacto existen zq,...,x; € K tales que K C Uii B%(xl)
Sea e=min{e,,:i €{0,1,....1}}, veamos que B(K,e) C (Uy;Uy,...,U,). Sea
L € K(X) tal que dy(K,L) < € entonces §(K,L) < ey 6(L,K) < ¢,
de donde L C U,cp Be(x) vy K C U,cp, Be(x). Entonces, si y € L exis-
te x € K tal que y € B(z), es decir, d(z,y) < €, como x € K existe
i €{0,1,....1} tal que x € B%(xz), de manera que d(z,z;) < % Entonces
d(zi,y) < d(zi,x) +d(z,y) < 5 + € < €, por lo tanto y € Besz(xz) ClUyy
asi, L C Uj.

Veamos ahora que para cada i €{0,1,....n} se cumple que L N U; # (). Sea
i €{0,1,...n} y x € KNUj, tenemos que Be (z) C U;. Como K C |J,; Be(y)
existe y € L tal que v € Bc(y), es decir, d(z,y) < e¢ < %, entonces
y € Bu(z) C U yasty € LNU;. por lo tanto L € (Up; Ur, ..., Un) y
an, B(K, 6) Q <Uo, Ul, ceey Un>

Ahora veamos que los abiertos con la métrica de Hausdorff son abiertos en
la topologia de Vietoris. Sean K € K(X) y € > 0, como K es un conjunto

compacto en X existen x1,%s,..,r, € X tales que K C J;Zy Be(z;). Pa-

ra cada i €{0,1,...,n} sea U;=DBc<(z;) y sea U:<UZSL Ui; Uy, Uy, ..., U,). Note
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que K € U, veamos que U C B(K,¢). Sea L € U, entonces L C UZi’S U; C
Usex Be (), por lo tanto 0(K,L) < 5. Si v € K existe i €{0,1,...,n} tal
que z € U; y como U es vecindad de L existe y € L con d(x;,y) < §, por
lo tanto d(x,y) < §, entonces x € Be(y), asf L C |J,cx Bs(y) y por tanto
d(L, K) < §. De lo anterior se sigue que dy(K,L) < ey asi, U C B(K,e) O

Teorema 2.28. Si X es un espacio metrizable entonces K(X) lo es. Si X
es separable K(X) también lo es.

Demostracion. Si X es un espacio metrizable, la métrica del espacio induce
la métrica de Hausdorff sobre K(X) y por lo tanto K(X) es un espacio me-
trizable.

Suponga que X es separable, entonces existe D C X subconjunto denso y
numerable de X. Sea K;(D)={K C D: K es finito}, note que es numerable
y veamos que es denso en K (X). Sean Uy, Uy,...,U,, abiertos en X, como D es
denso en X para cada i €{1,...,n} se cumple que (Uy N U;) N D # () entonces
existe x; € (UpNU;) N D, sea K={x;:i €{0,1,....n}} entonces K C U, y para
cada i €{1,..n} K NU; # 0 por lo tanto K € K¢(D) N (Up; Uy, ...,U,). En-
tonces K(D) es un conjunto denso en K(X) y como es numerable se sigue
que K(X) es separable. O

Definicién 2.29. Sean X un espacio topoldgico y {Kp}neo una sucesion
en K(X). Definimos el limite topoldgico inferior de la sucesion {Kp}new,
Tlimy, 0o K, como el conjunto {x € X NV vecindad de x |{n € w:V N K, #
0}|=Ro} ¥ el limite topoldgico superior de la sucesion { K, }new, T1imy, oKy
como el conjunto {x € X NV wvecindad de x |{n € w:V N K, = 0}|< Ny}.

Notamos que Tlm, oK, C Tlim,_.K,. Cuando ambos limites sean
iguales lo llamaremos el limite topolédgico de la sucesion { K, }ne, v lo de-
notaremos como T1im,,_,. K,. Ademas, observemos que si X es un espacio
metrizable y para cada n € w se cumple que K,, # () entonces el limite to-
poldgico superior consiste de los x € X que cumplen que existe una sucesion
{Zn}new en X tal que para cualquier n € w, z,, € K,, y existe una subsuce-
sion {xy; bicw de {xy bnew tal que lim, o 2,; = xy el limite topoldgico inferior
consiste de los x € X que cumplen que existe una sucesion {z, },c., en X tal
que para cualquier n € w, x,, € K, y lim,,_,o.z,=x.

Proposicién 2.30. Sea (X, d) un espacio métrico con d < 1. Si K € K(X)
es distinto del conjunto vacio y {K, : K, # 0,n € w}C K(X) entonces
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1. Si limy, o0 (K, K,,)=0, entonces K CTlimy, oo Ky ;
2. Si limy, 00 (K,, K)=0, entonces K D Tlimy, oo K,.

Demostracion. 1. Suponga que lim,, ,,.0(K, K,,)=0 y veamos que K C
Tlim, ,K,. Sean x € K y m € w, como lim,,_,,.0(K, K,)=0 existe
N,, € w tal que si n > N entonces 0(K, K,,) < nil, entonces d(z, K,,) <
§(K,K,) < Ly como d(z, K,)=imf{d(z, z):z € K, }< + existe y € K,
tal que d(z,y) < %, sea x,, = y. Entonces lim,,_,,x,=2 y =, € K,, por
lo tanto x € Tlim,,_,. K,,. Por lo tanto K CTlim,,_,.. /K,

2. Ahora suponga que lim,,_,o.d(K,,, K)=0y veamos que K DTIim,,_, K.
Sea x €Tlim,,_,. K, entonces existe una sucesién {&p}new en X tal que
para cualquier n € w z,, € K,, y para alguna subsucesion {x,;}i € w de
{Zn }new se cumple que lim; o z,;=2z. Sea m € w, entonces existe NV, €
w tal que si n; > N, entonces §(K,;, K) < ﬁ V d(Tpi,x) < ﬁ, en-
tonces d(zni, K) < 6(Kpi, K) < 5=, y como d(2;, K)=inf{d(2y;, z):2
K} existey € K tal que d(z,,y) < 5, seay; = y entonces d(y;, ©)

y asi, lim; , . y;=x y como para cada ¢ € w tenemos que y; € K y por
ser compacto K es un conjunto cerrado entonces x € K. Por lo tanto
K DTlim,, s K.

S
1
m

]

Observamos que de esta proposicion se sigue que si lim,, . dy (K, K)=0
entonces K=Tlim,,_,.. K,

Teorema 2.31. Si X un espacio completamente metrizable, entonces K(X)
también lo es.

Demostracion. Ya sabemos que si X es un espacio metrizable entonces K(X)
también lo es, por lo tanto resta ver que si X admite una métrica completa
entonces K(X) también. Sean d una métrica completa compatible para X tal
que d < 1y {K,}ne, una sucesion de Cauchy en (K (X),74,), sin pérdida
de generalidad podemos suponer que para cada n € w K,, # () pues si hay
elementos de la sucesiéon que coincidan con el conjunto vacio los podemos
quitar y los limites topoldgicos de la sucesiéon no cambian.

Sea K=TIim,_,,K,, probaremos que K € K(X) y lim,_,,dg(K,, K)=0.
Notamos que K=, (U2, Ki), por lo tanto K es cerrado y como X es
completamente metrizable, por el Teorema 1.18, K no es vacio.

Veamos que K es compacto. Por la Proposicion 1.46 es suficiente probar que
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K es totalmente acotado, para esto veremos que para cada n € w existe un
conjunto finito F,, € X tal que K C (), B(z,27"7") y que si L,={J;2,
entonces L, C (J,cp B(x,27"7"). Sean n, i € w, como K; es un conjunto
compacto es totalmente acotado, por lo tanto existe un conjunto finito F
tal que K; C U, e Bz, 27"=1). Como {K, }ne., es una sucesiéon de Cauchy
en (K(X),7q4,) existe p € w tal que si p > n y si j,k € w cumplen que
j»k > p, entonces dp (Kj, Ki) < 27" Sea F,={J, <, Fy v observemos que
la coleccién de los conjuntos F, cumple lo que queremos. Entonces, como
la sucesion {Z_—}H}new converge a 0, para cada ¢ > 0 existe n € w tal que
5= < €, entonces K C (J,c B(2,2_,_1) y por lo tanto K es un conjunto
totalmente acotado, y asi K es un conjunto compacto.

Ahora veamos que lim,,_,ody(K,, K)=0. Sea ¢ > 0, como {K, },ec., €s una
sucesion de Cauchy existe N € w tal que si 4,7 € w y 7,5 > N, entonces
du(K;, K;) < §. Sea x € K entonces existe una sucesion {z, }ne, tal que
para cada n € w z, € K,. Mostraremos que sin € w y n > N entonces
dy(K,,K) <e

1. Si x € K, entonces existe una sucesiéon en X, {z,}.c., tal que para
cada n € w x, € K, y existe una subsucesion de {x, }new, {Tnitnicw
tal que lim;_,, x,;=x, entonces existe M € w tal que si i € w es tal que
n; > M, entonces d(z,,z) < §; sea Yp; € Ky tal que d(wp, yni) <
entonces d(z,y,;) < €y por lo tanto (K, K,,) < e.

£
29

2. Seann € wy y € K,. Definiremos una sucesién de ntimeros naturales
n=ky < ko < k3 < --- tal que si j € w para cualquier m > k;
d(Ky,, Ky) < 2777 "e. Para cada j € w vamos a definir z,, € Kj, la
definicién se hard por induccién, sea xy, =y, ahora suponga que para
j € w se ha elegido zy, € Ky, y sea xy,,, tal que d(‘rijrl:xkj) < 2777 te,
note que la existencia de xy,, se sigue de que { K, }pe,, €8 una sucesion
de Cauchy. Note que por la forma en la que se construyé {z;}je. €s
una sucesion de Cauchy en X y como X es un espacio completamente
metrizable existe x € X tal que x=lim;_,. {2, }. Note que para cada
newax ey, K porlo tanto x € N, (U2, Ki)=K y d(y,z) < e.
Por lo tanto §(K,, K) < €

Como K # () y para cada n € w K, # () se tiene que dy(K,, K)=
max{d(K,, K),0(K, K,)}, entonces dy (K, K) < ey asi lim,_,oody (K,, K)=0
y entonces lim,, ., {K,}=K y por lo tanto K(X) es un espacio completa-
mente metrizable. 0
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Proposicion 2.32. Sean X y Y espacios metrizables, entonces la funcion
v K(X)x KY) = K(X xY) tal que para cada (K,L) € K(X) x K(Y)
o(K,L)=K XY es continua.

Demostracion. Veamos que ¢ es una funcién continua. Sean U un abierto
bésico de (X x Y), entonces existen Uy, Uy,..,U,, abiertos en X x Y tales
que U = (Up; U, ..., Up). Sean K € K(X) y L € K(Y) tales que (K, L) € U,
entonces (K x L) C Uy, (K xL)NU; # 0,...,(K x L)NU,, # () entonces existen
Vo, Vi,..., V,, abiertos en X y Wy, Wy,..., W, abiertos en Y tales que (K x L) C
(VoxWo) C Uy, (KxL)N(VixWy) # 0y (KxL)N(VyxWy) C (K xL)NUy,...,
(KX L)N (Vo xW,) £ 0y (KxL)N(V,, x W,) C (K x L)NU,. Entonces
V=(Vo; V1, ..., V,,) es abierto en K(X) y W=(Wy; Wy, ...,IW,,) es un abierto en
K(Y) y cumplen que K x L € @[V x W], entonces (K, L) € VxW C ¢ U]
y asi, ¢ es continua. [

Observamos que este resultado se puede extender a una cantidad finita
de espacios metrizables. .
Denotaremos por (Up, Uy, ..., Uy) al bésico (J_y Us; Uy, U, ..., Uy,). Entende-
remos por conjunto perfecto un conjunto el cual no tiene puntos aislados,
es decir, puntos cuyo singular sea un conjunto abierto. En la Seccién 2.2 se
definira de manera méas formal este concepto.

Proposicién 2.33. Sea X un espacio metrizable y separable. Entonces IC,(X)
={K € K(X) : K es perfecto} es un conjunto G5 en K(X).

Demostracion. Sea B una base numerable para X y para cada n € w de-
finamos U, = {B € B :diam(B) < 27"}. Sea F € [U,]<*, entonces exis-
te k € w tal que F es de la forma F = {By,..., By} y ademds pedimos
que para cara j € {l,...k} se cumple que | B; |> 1 entonces existen
pj,q; € Bj tales que p; # ¢;. Sean p = {p1,...pe} v ¢ = {q1, ., @},
definimos W2* = (Bi, BIN\{p1}, BiN{a1}.., Br, BiNApr}, Be\{ar}). Sea
Gy = Uzrep<w Upgey s WE'- Vamos a probar que K,(X) = (1, Gn- Si
F e Ky)(X) y n € wnotamos que U, es una cubierta abierta para F'y como
Fes un conjunto compacto existe una coleccién finita F = { B, ..., By} € U,
tal que F' C Uzj B; y como F' es un conjunto perfecto para cadai € {1, ..., k}
| F'N B; |> 1 entonces existen p;, q; € F' N B; tales que p; # ¢;. Por lo tanto
F e W%q, de esto se sigue que F' € Gy, y por lo tanto F' € (., Gy Ahora su-
ponga que existe F' € ﬂnEW tal que F no es perfecto, entonces existenn € wy
B € U, tales que | FN B |= 1. Sea m > n, como F € G, existen F € [U,]<
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y p,q € |JF tales que F € Wé’;’q, es decir, si F = {Bj,..., By} entonces

F € (B, BN\{p1}, BN\{@1}, .-, Br, BiNA{pr }, BiN\{qxr}) lo cual no es posi-
ble pues los elementos de F son de diamétro menor que n y por lo tanto debe

existir j € {1,...,k} tal que | F'N B; |= 1. Por lo tanto IC,(X) = (,c, Gn ¥
de esto se sigue que K,(X) es un conjunto G4 en KC(X). O

2.4. Espacios localmente compactos

Definicién 2.34. Un espacio topoldgico (X, T) es localmente compacto si
cada punto de X tiene una vecindad cuya cerradura es compacta

Recordemos que si X un espacio topologico localmente compacto y T,
su compactacion a un punto X se construye como sigue:
Si X es compacto, X=X. De otra forma, sea p ¢ X y X=X U{p} y se define
la topologia sobre X como sigue: los conjuntos abiertos seran los conjuntos
abiertos de X y todos los conjuntos de la forma X \ K donde K € K(X).

Definicién 2.35. Un conjunto A en un espacio topologico X es K, si A =
Unew Kn donde K,, € K(X) para cadan € w.

Teorema 2.36. Sea X un espacio localmente compacto y T,. Entonces las
siquientes proposiciones son equivalentes:

1. X es sequndo numerable;
X es metrizable y K, ;
X es metrizable y compacto;

X es Polaco;

X es homeomorfo a un subconjunto abierto de un espacio compacto
metrizable.



Capitulo 3

La propiedad de Baire

3.1. Espacios de Baire

Definicién 3.1. Sea X un espacio topoldgico, un conjunto A C X es llamado
nunca denso si su cerradura A tiene interior vacio.

Proposicion 3.2. Sea X un espacio topologico, A C X es nunca denso si y
solo si para cualquier conjunto abierto no vacio U, existe un conjunto abierto
no vacio V-C U tal que V N A={).

Demostracion. =] Sea U un conjunto abierto no vacio, como int(A)=0 se
cumple que U A, entonces V=U N (X \ A)# 0 es abierto y V N A=()

<] Supongamos que int(A)# (). Por hipétesis existe V' Cint(A) abierto no

vacio tal que V' N A=(). Como V' es una vecindad para cada x € V' Cint(A)C
A, ANV #0, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto int(A)=0. O

Notamos que un conjunto A es nunca denso si y sélo si A es nunca denso
y esto es equivalente a que X \ A es denso.

Definicion 3.3. Sean X un espacio topologico y A C X.

1. A es un conjunto magro si A = |, ., A, donde cada A, es nunca

denso.

new

2. El complemento de un conjunto magro es llamado comagro o residual.

Note que E es comagro si y sélo si E=X \ A donde A=J, ., A, donde
cada A, es nunca denso si y s6lo si E=(", . (X \ 4,)2 (), (X \ 4,) donde

37
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cada X'\ A, es un conjunto denso y abierto. De aqui podemos concluir que los
conjuntos comagros se caracterizan por contener una interseccién numerable
de conjuntos densos y abiertos.

Definicién 3.4. Un ideal sobre un conjunto X es una coleccion de subcon-
Juntos de X que tiene al conjunto () y es cerrada bajo subconjuntos y uniones
finitas. Si un ideal es cerrado bajo uniones numerables es llamado o-ideal.

Proposicion 3.5. La coleccion de los conjuntos nunca densos en un espacio
topoldgico es un ideal y la de los conjuntos magros es un o-ideal.

Proposicién 3.6. Sea X un espacio topologico. Las siguientes proposiciones
son equivalentes:

1. Cada subconjunto abierto no vacio de X no es magro;
2. Cada conjunto comagro en X es denso;

3. La interseccion de una familia numerable de conjuntos densos abiertos
en X es denso.

Demostracion. = 2. = 3.] Sea E=(,,.,, Uy donde cada U, es un conjunto
abierto y denso en X, entonces cada X \ U, es nunca denso en X,
entonces X \ E=X\ e, Un=U,,c.,(X \ Uy,) es magro en X, entonces
E es comagro y, por hipétesis, E es denso.

» 2. = 1.] Sea U un abierto no vacio en X y supongamos que es magro,
entonces X \ U es comagro y por hipétesis es denso, lo cual es una
contradiccién pues U es abierto no vacio y U N (X \ U)=0

» 3. = 2] Sea F=X \ E donde E=J, ., E, y cada E, es nunca denso,
entonces F'=("), . (X \ £,)2( ), (X \ Ey). Observemos que para cada
n € w, X \ E, es un conjunto abierto y denso asi que, por hipdtesis,
MNwew (X \ E,) es denso. Por lo tanto, F es un conjunto denso.

» 1. = 3] Sea {D,}new una familia de subconjuntos de X abiertos, no
vacios y densos. Si (), Dn no fuera un conjunto denso, existiria un
conjunto U, abierto no vacio tal que (), ., D,NU=0, entonces U CX \
Nhew Pn=U,c,(X \ D;) que es magro pues cada X \ D, es nunca
denso. Como la coleccion de los conjuntos magros es un ideal, es cerrado
bajo subconjuntos y por tanto U es magro, pero por hipdtesis ningun
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conjunto abierto no vacio es magro lo cual lleva a una contradiccion.
Por lo tanto (., Dn es un conjunto denso.

]

Definicién 3.7. Un espacio topoldgico es llamado espacio de Baire si satis-
face alguna de las proposiciones equivalentes de la Proposicion 3.6.

Proposicion 3.8. 5i X es un espacio de Baire yU C X un conjunto abierto,
entonces U es un espacio de Baire.

Demostracion. Sea {Up, }ne., una coleccién de conjuntos densos y abiertos en
U, entonces los elementos de esta familia también son conjuntos abiertos en
X, entonces para cada n € w, U, U(X \ U) es un conjunto denso y abierto
en X. Por lo tanto, por la Proposicién 3.6.3, N,.c.,(Un UX \ U))=N,.c.,(Un)
U(X \ U) es un conjunto denso en X. Por lo tanto (), (Uy) es denso en
U. O

Teorema 3.9. (El teorema de la categoria de Baire) Cada espacio completa-
mente metrizable es un espacio de Baire. Cada espacio Hausdorff localmente
compacto es un espacio de Baire.

Demostracion. Sean (X, 7) un espacio completamente metrizable, d una métri-
ca compatible con 7, y sea {U, },e, una coleccién de abiertos densos en X,
veremos que [, Uy es denso en X.

Sea U un conjunto abierto no vacio de X. Probaremos que (), U,NU # 0.
Como Uy es denso en X, UNUy # 0y, dado que X es metrizable, es
regular, asi que para xqg € U N Uy existe un conjunto abierto V' tal que
29 € V CV CUNU, Como la coleccién de las bolas abiertas forma una
base para el espacio métrico, existe una bola abierta By con centro en xgy y
radio menor que % tal que By C V, entonces By C U N Uy; como U; es denso
en X y By es un conjunto abierto no vacio, By NU; # 0. Si 21 € BoNU;
usando argumentos analogos a los usados para UNU, podemos encontrar una
bola abierta B; de radio menor que % con centro en z; tal que B; C ByNUj.
Entonces {z;}ic,, es una sucesién de Cauchy y, como el espacio métrico es
completamente metrizable, existe x € X tal que x; — x, ademés notemos
que si ¢ € w, para cada j > 1 x; € B; v, por lo tanto = € B, asi, tenemos
que = € (Ve Ba=MNhew BnS (Myew Un) NU y asi (N,e, Un) NU# 0.

Si X es un espacio Hausdorff localmente compacto hacemos una construc-
cién similar pero los B; seran abiertos de tal forma que B; es compacto,
entonces los conjuntos {B; : i € w} en una coleccién de conjuntos compactos
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que poseen la propiedad de la interseccién finita, como By es un conjunto
compacto y Hausdorft, y By O B; D ..., por el Teorema 1.43 se cumple que

mnew B_” 7£ (Z)
[

Proposicién 3.10. Si X es un espacio Polaco perfecto el conjunto K,(X) =
{K € K(X) : K es perfecto} es un conjunto Gs y denso en K(X).

Demostracion. De la proposicion 2.33 se sigue que KC,(X) es un conjunto Gy
en K(X), resta ver que es denso. Sean U = (Uy, Uy, ..., U, ( abierto basico en
K(X)y K €. Como X es un espacio Polaco es Hausdorff, y como K es un
conjunto compacto de lo anterior se sigue que es cerrado, como la popiedad
de ser espacio Polaco es hereditario bajo subespacios cerrados se sigue que
K es un espacio Polaco perfecto, entonces por el Teorema 2.14 K contiene
una copia de C y como C es un espacio Polaco, perfecto y compacto entonces

UNK,(X) #Dy por lo tanto K,(X) es denso en K(X). O

3.2. Espacios y juegos de Choquet

Desde principios del siglo X X algunos matematicos habian abordado
algunos problemas en términos de juegos, es decir, de planteamientos en
los que dos o mas jugadores realizan por turnos una sucesion de jugadas
respetando unas reglasdeljuego con el objetivo de ganar una partida. La
cuestién principal que plantean este tipo de juegos es el estudio de posibles
estrategias ganadoras para alguno de los jugadores. Un andlisis de este tipo
puede aplicarse a un juego propiamente dicho, desde casos triviales como
el tres en raya hasta casos matematicamente inabordables como el ajedrez,
o bien puede ser una forma alegérica de abordar determinados problemas
o situaciones. Por ejemplo, en 1944 Von Neumann y Morgensten usaron la
teoria de juegos para modelar determinados comportamientos de agentes
econdmicos.

En 1953 el matematico y economista David Gale, junto con Frank Stewart,
estudié las conexiones con la légica y la teoria de conjuntos de un juego
infinito que llamaron Jx(A), donde X es un conjunto arbitrario. El juego
consiste en que dos jugadores I y II juegan por turnos un elemento de X:
empieza I jugando xy, luego II juega un zy, y asi sucesivamente.

En 1962 los matematicos polacos Jan Mycielski y Hugo Steinhaus tuvieron
la audacia de proponer un axioma alternativo para la teoria de conjuntos al
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cual llamaron Axiomas de Determincacion.

En esta seccién definiremos algunos juegos sobre un espacio topoldgico, estos
juegos serdn una herramienta para estudiar a los espacios con la propiedad
de Baire y nos permitiran caracterizarlos.

Definicién 3.11. Sea X un espacio topologico no vacio. El juego de Choquet
Gx de X se define como sigue: Los jugadores I y II toman turnos jugando
con subconjuntos abiertos y no vacios de X.

1 U() U1

In ViV ..

tales que Uy 2 Vo D Uy D Vi D ... Decimos que II gana la partida del juego

51 Mnew Vo =Nhew Un # 0, el jugador I gana si Moo Un=Nhew Vv, =0

Una estrategia para I en el juego es una regla que le dice como jugar, para
cada n € w la estrategia le dice a I cudl debe ser su n-ésimo movimiento, U,
dados los movimientos previos de II V{, V;,... Formalmente se define como
sigue:

Definicién 3.12. Sean X wun espacio topolégico no vacio, Gx el juego de
Choquet de X yT' el arbol de las posiciones legales del juego de Choquet Gx,
es decir, T consiste de todas las sucesiones finitas (Wy, W1, ..., W,,) donde
cada W; es un conjunto abierto no vacio contenido en X y Wy 2 W1 D ... D
W,.

Una estrategia para I en Gx es un subdrbol o C T tal que:

1. o es no vacio.

2. Si (Uy, Vo, Uy, V1, ..., U, )€ o, entonces para cada conjunto abierto no
vacio V,, C U, se cumple que (Uy, Vo, Uy, V1,...,U,, V, JE 0.

3. Si (Uo, Vo, ..., Un—1, V1 )€ 0, entonces existe un unico U, tal que
(U07 ‘/07 ceey Un—l; Vn—h Un)EO'.

Intuitivamente, una estrategia o funciona como sigue: I inicia jugando U,
tal que (Up)€ o y es unico por 3 de la Definicién 3.12, 1T juega cualquier
conjunto abierto no vacio Vo C Uy y por 2 de la Definicién 3.12, (Uy, Vo) € o;
entonces I responde jugando con el tnico conjunto abierto no vacio U; C Vj
tal que (U, Vo, Up)€ o ,ete.
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Definicién 3.13. Sean X un espacio topoldgico no vacio, Gx el juego de
Choquet de X y T el drbol de las posiciones legales de Gx y o una estrategia
para el jugador I. Entonces

1. Una posicion (Wo, Wy,....W,,) € T es compatible con o si (Wy, W1,...,W,, )&
o.

2. Una partida del juego (Uy, Vo, Ur, Vi, ...) es compatible con o si
(U07‘/E)7U17‘/17---)€ [U]

3. La estrategia o es una estrategia ganadora para I si él gana cada partida
(Uo, Vo, Uy, Vi, ...) compatible con o.

De forma analoga se define una estrategia ganadora para el jugador II.

Teorema 3.14. (Oxtoby) Un espacio topoldgico X es un espacio de Baire
sty solo si el jugador I no tiene estrategia ganadora en el juego de Choquet
Gx.

Demostracion. =] Supongamos que el jugador I tiene una estrategia gana-
dora o y sea Uy el primer movimiento del jugador I de acuerdo a o.
Probaremos que Uy no es un espacio de Baire. Para esto, construiremos un
subarbol S C o de la siguiente manera:

Primero ) € S.

Si (Uo, Voy.rsUn—1, Vu1)€ S, entonces (Uy, Vo,...,U,—1, Vo1, Uy) € S donde U,
es el inico que cumple que (U, Vo,...,Uy—1, Vo1, Uy E 0.

Ahora, si p=(Uy, Vp,...,U,)€ S, notemos que para cada conjunto abierto no
vacio V,, C U, o garantiza la existencia de U,,;1, lo denotaremos por V,*. Nos
fijamos en una cadena en la familia de las colecciones de V;, que son ajenos por
pares. Aplicando el Teorema 1.64 existe un familia maximal de subconjuntos
de U, ajenos por pares V,. Entonces {V,* : V,, € V,} es una coleccién de con-
juntos ajenos por pares; los elementos de S serén los (U, V,...,Un, Vi, VF).
Afirmamos para cada p=(Uy, V,...,Un)€ S, si Uy={Uns1 :(Uo, Vo,...,Upn)€E
St={V=:V,, € V,} U U, es denso en U,.

En efecto, si (JU, no es denso en U,, existe V' C U, tal que JU,NV =0
entonces V,U{V'} es una coleccién de conjuntos ajenos por pares lo cual con-
tradice la maximalidad de V.

Para cada n € w, W,,={J{U,:(Uo, Vp,...,U,)€ S} es un conjunto abierto.
Ademas, si V' C Uj es un conjunto abierto no vacio, hacemos Vo=V y se pue-
de extender a una sucesién (Uy, Vj,...,U,)€ S y como U,, €V es un conjunto
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no vacio y U, C W, se sigue que V N W,, # (. Por lo tanto W,, es denso en
Uy para cada n € w.

Veamos que (), Wn=0.

Supongamos lo contrario y sea x € (), ., Wy, entonces existe una rama
(Uo, Voo Uny Vi )€ [S] tal que para cada n € w, x € U,; notemos que
la rama es Unica pues para cada n, la coleccion de los U, es ajena por pares,
entonces = € [, Un, entonces (), ., Un # 0, lo cual es una contradiccién
pues (Up, Vo,...,Un, Vir,... )€ [0] y 0 es una estrategia ganadora para el jugador
L.

Asi, hemos construido una colecciéon numerable de abiertos densos en Uy cu-
ya interseccién no es densa, entonces Uy no es un espacio de Baire y por la
Proposicién 3.8 se sigue que X no es un espacio de Baire.

<] Probaremos la implicacién por contrarreciproca. Supongamos que X
no es un espacio de Baire y sean {G, } e una coleccién de conjuntos densos
abiertos en X y Uj conjunto abierto no vacio tal que (), o, G N Up=0.

El jugador I inicia con Uy. Si el jugador II juega con Vi C Uy, como Gy
es un conjunto denso en X, Vo N Gy # 0, entonces el jugador I juega con
Ui=Vo NGy C V, si el jugador 1T juega con Vi entonces el jugador II juega
con U=V NG y asi, recursivamente se define una estrategia para el jugador
IL.

Note que (e, Un €New Gn N Up=0, por lo tanto hemos descrito una estra-
tegia ganadora para el jugador I. O

Definicién 3.15. Un espacio topoldgico X no vacio es un espacio de Choquet
si el jugador 11 tiene una estrategia ganadora en Gx.

Notemos que como no es posible que ambos jugadores tengan una estra-
tegia ganadora cada espacio de Choquet es un espacio de Baire.

Definicién 3.16. Dado un espacio topolégico no vacio X, el juego fuerte de
Choquet G5 se define como sigue:

I Zo, Ug Ty, U1

LA Ve VL

Los jugadores I y II toman turnos con conjuntos abiertos no vacios de X
como en el juego de Choquet, pero ademds el jugador I tiene que fijar un
punto x, € U, y el jugador Il debe poner V,, C U, tal que x, € V,,. Entonces
UyD2Vo2o2U,2Vi D, x, €U, yx, €V, para cada n € w.

El jugador II gana el juego si (), ., Va7 0
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Definicién 3.17. Un espacio topolégico X no vacio se llama espacio fuerte
de Choquet si el jugador II tiene una estrategia ganadora.

Lema 3.18. Sean (Y,d) un espacio métrico separable, y U una coleccion
de conjuntos abiertos no wvacios en Y. Entonces U tiene un refinamiento
puntualmente finito V, es decir, existe V familia de conjuntos abiertos no
vacios de Y tal que JU=V, VWV € V IU e U (V CU)yVy €Y (
{V.eV:yeV} es finito) Ademds, dado € > 0, podemos asumir que
diam(V )< € para cada V € V.

Demostracion. Como Y es un espacio métrico separable, por el Teorema
1.34 se tiene que X es segundo numerable. Sea B una base numerable para
X (basta tomar todas las bolas de radio racional con centro en cada uno de
los puntos del subconjunto denso y numerable de Y').

Sea {Uy }new € B tal que ,,o, Un=UU y Vn € w U € U(U,, C U). Ademds
si € > 0 podemos asumir que diam(U,)< e.

Para cada n € w, sea U? un conjunto abierto no vacio tal que U° C U.
Como Y es metrizable es normal, entonces existe U} abierto tal que U° C
Ul C Ul C U,. De esta forma se puede construir una sucesién {UP},c., tal
que cada U? es un conjunto abierto, U2 C Ur*', UY C U, y Up=U,c, UE.
Para cada m € w sea V,,=U,,\U, -, Uz Probaremos que (U, o, Va=U,.c., Un-
En efecto, si x € |J,,c,, Un, sea m el minimo natural tal que x € U,, entonces
x € Vi, de donde |J,,, Un € U,e, Vo ¥ como, por definicién V,, C U, se
sigue la igualdad.

Finalmente, si z € U,, para algun n € w, entonces x € U? para algin p € w,
entonces « € U™ para cualquier m > p y asi x ¢ V,,, para cualquier m > p.
Por lo tanto, si V={V,, : n € w}, entonces V es un refinamiento puntualmente
finito de U. O

Teorema 3.19. Sea X un espacio separable metrizable no vacio y X un
espacio Polaco en el cual X es denso. Entonces

1. (Ozxtoby) X es un espacio de Choquet si y solo si X es comagro en X;

2. (Choquet) X es un espacio fuerte de Choquet si y sdlo si X es Gs siy
solo st X es Polaco

Demostracion. 1. =] Sean ¢ una estrategia ganadora para el jugador 11
en Gx y sea d una métrica compatible para X. Construiremos un
arbol bien podado no vacio S que consiste de sucesiones de la forma
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(Uo, VO,...,UH) o (Uy, Voo, Uy, Vn) donde cada U; es un conjunto abierto
no vacio en X y cada V; es un abierto no vacio en X, Vo2 Vi D... y si
Vi=X NV; entonces (Uo, Voo, Un) 0 (Uo, Vo,...,Upn, Vi) son compatibles
con o

Primero, ) € S y si (UO,VO,...,UH)E S, entonces, como (Uy, Vp,...,U, )€
o, elegimos un conjunto abierto en X U C U, tal que diam(U)<
27" notemos que (Uy, Vp,...,U)E o y como o es una estrategia ga-
nadora para el jugador II existe un conjunto abierto V,, C U tal que
(Uo, Vo,...,U, Vi, )€ o, entonces (Uy, Vy,...,U,, V,)€ o y como V,, es un
conjunto abierto en X, existe un conjunto abierto en X V, tal que
V,=XnN VnAy entonces (U, Voot Un, Vn)é S.

Si p=(Uy, Vo,...;Upn—1,Vi_1)€ S, entonces (Uy, Vo,...,Up—1,Vp_1)€E 0 ¥
para cada U, C V,_; existe V,, C U, tal que (Uy, Vo,....Up, V)€ 0 ¥
como V;, es un conjunto abierto en X existe un conjunto abierto en X,
V, tal que V,=X N V.

Nos fijamos en la familia de colecciones de v, ajenos por pares tales que
dlam(V )< 27™. Por el Teorema 1.64 existe un elemento maximal Vp,
entonces los elementos de S seran de la forma (U, %,...,Un, Vn) donde
V, €V,

Las siguientes afirmaciones se prueban de la misma forma que en la
prueba del teorema 3.2

a) UV, es denso en V,,_,

b) Wn:U{Vni(Uo, Vo,....Un, V)€ S} es un conjunto denso abierto en
X

Afirmamos que (), Wn C X.

Siz €, Wa, existe una tnica (Up, Vo, Uy, Vi,...)€ [S] tal que z €
MNhcw V,, y como para cadan € w diam(V,)< 27" tenemos que MNnew V, =
{z}. Como sabemos que (U, Vp, Uy, Vi,...)€ [0] y 0 es una estrategia
ganadora para el jugador II, (), ., V= ,c., V,NX # 0, entonces z € X
y, por lo tanto X contiene una interseccion numerable de densos abier-
tos y, por tanto, X es magro en X.

new

<] Como X es comagro en X, existe una familia de conjuntos densos
y abiertos en X tal que X D ﬂnew
Veamos que el jugador II tiene una estrategia ganadora.



46

La propiedad de Baire

Supongamos que el jugador I inicia con cualquier conjunto abierto no
vacio Uy C X, entonces existe un conjunto abierto en X W, tal que
Up=Wy N X y como Gy es abierto y denso en X Wo NGy # 0 es
abierto en X v como X es denso en X se cumple que X NWyNGo # 0
y es abierto en X. Sea x € X N Wy N Gy; como X es regular, del
Teorema 1.36 existe un conjunto abierto en X, V, tal que z € V C
V C X NWyN Go=Uy N Gy. Sea Vo=V el movimiento del jugador
II, para cualquier conjunto abierto no vacio en X, U; tal que U; C 1}
existe un conjunto abierto en X, Wi tal que Uy=Wy N X, como G es
un conjunto abierto y denso en X Wy NGy # () es un conjunto abierto,
y como X es un conjunto denso en X XNWinG, # () y es un conjunto
abierto en X, sea x € X NW; N Gy, de la regularidad de X se sigue
que existe W abierto tal que z € W C W C X N W, NG1=U; NGy, de
esta manera se define recursivamente una estrategia para el jugador II.
Ademés, notemos que, por el Teorema 1.18, (.., Un=,c, Un # 0
asi que, por lo tanto es una estrategia ganadora para el jugador II.

. La equivalencia: X es G5 en X < X es Polaco se sigue del Teorema

2.10.
=] En esta parte se hace una contruccién similar a las pruebas de los
teoremas anteriores en la que se usa el Lema 3.18 para seleccionar las
sucesiones que perteneceran al arbol.
<] Veremos que el espacio X es fuertemente Choquet, es decir, que el
jugador II tiene una estrategia ganadora.
Suponga que el jugador I inicia el juego con Uy C X y z¢ € Uy, como
X es regular, por el Teorema 1.36 existe un conjunto abierto no vacio
Vo tal que 29 € Vo C Vy C Uy y con diam(Vp)< 27°. Para cualquier
U, C Vy con xq € Vj existe un conjunto abierto no vacio V; tal que x, €
ViCViCUy diam(V;)< 271 De esta forma se define recursivamente
una estrategia para el jugador II, ademas (., Vio=,c. V,, # 0y, por
lo tanto hemos construido una estrategia ganadora para el jugador II.
O

Teorema 3.20. (Choquet) Un espacio topoldgico sequndo numerable y no
vacio es un espacio Polaco si y solo si es T, reqular y fuerte de Choquet.

Demostracion. =] Si X es un espacio Polaco, entonces X es un espacio fuerte
de Choquet, por el Teorema 3.19.
<] Como X es segundo numerable y T3, del Teorema 1.34 se sigue que X
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es metrizable, y como es un espacio fuerte de Choquet, del Teorema 3.19 se
sigue que X es un espacio Polaco. O

3.3. Conjuntos con la propiedad de Baire

Definicién 3.21. Sea X un conjunto. Una dlgebra sobre X es una coleccion
de subconjuntos de X que es cerrado bajo complementos y uniones finitas y
tiene al conjunto vacio como elemento. St ademds cumple la propiedad de ser
cerrada bajo uniones numerables se llama o-dlgebra.

Definicion 3.22. Sea Z un o-ideal sobre un conjunto X. Si A,B C X
diremos que A, B son iguales modulo Z, denotado por A =7 B si la diferencia
simétrica AN B=(A\ B)U(B\A)eZ

En particular, si Z es el o-ideal de los conjuntos magros de un espacio
topolégico escribimos A =* B si A, B son iguales médulo conjuntos magros.

Definicién 3.23. Sea X un espacio topolégico. Un conjunto A C X tiene la
propiedad de Baire, que denotaremos por PB, si A =" U para algiun conjunto
abierto U C X

Proposicién 3.24. Sea X un espacio topoldgico. La clase de los conjuntos
que tienen la PB es una o dlgebra sobre X. Fs la o dlgebra mds pequena que
tiene a todos los conjuntos abiertos y a los magros.

Demostracion. Sea B la clase de los conjuntos que cumplen la PB. Notemos
que si U es un conjunto abierto, U \ U es un conjunto cerrado, nunca denso
y por lo tanto magro. Si F' es un conjunto cerrado, F\int(F) es un conjunto
cerrado, nunca denso y por lo tanto magro.

Entonces U=*U y F=*int(F), de donde se sigue que los conjuntos abiertos
y cerrados tienen la propiedad de Baire.

Ahora, si A tiene la PB, A="U para algtin conjunto abierto U, entonces
X\ A="X \ U="int(X \ U) que es un conjunto abierto, y asi X \ A tiene la
BP.

Finalmente, si {A,},ec, es una coleccién de conjuntos con la PB, para cada
n € w existe un conjunto abierto en X, U,, tal que A,,=*U,. Por lo tanto
((Upew An\Unew, Un) U U, Un \ Uy An) = (U An 0 X\ Uy Un) U
(Unew Un N X\ U, ew An)) = Upew (A \ Un) U (Uy \ Ay)) que es un conjunto
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magro pues la coleccion de los conjuntos magros es un o ideal. Por lo tanto,
B es una o éalgebra.
Ademds, si M es un conjunto magro entonces M=*(), por tanto B tiene a
todos los conjuntos abiertos y a los conjuntos magros de X.
Si B’ es una o-dlgebra que tiene a todos los conjuntos abiertos y a los magros
de X, sea A conjunto con la PB, entonces existe un conjunto abierto en X U,
tal que A=*U, es decir, (A\U)N(U \ A)=M es un conjunto magro, entonces
A=(M\U)U(U\ M) y como B’ es una o-algebra, A € B'. Por lo tanto B C B’
y asi, B es la og-algebra més pequena que tiene a todos los conjuntos abiertos
y a los magros de X

O

Proposicion 3.25. Sean X un espacio topologico y A C X. Entonces las
siguientes proposiciones son equivalentes:

1. A tiene la PB.
2. A=G UM donde G es Gs y M es magro.
3. A=F \ M donde F es F, y M es magro.

Demostracion. 2.=1.] y 3.=1.] se siguen de que la coleccién de los conjuntos
que tienen la PB es una o algebra y tiene a todos los conjuntos abiertos y
magros.

1.=2.] Sea A conjunto con la PB, entonces existe un conjunto abierto U
tal que A A U=N es un conjunto magro, entonces N={J, ., A,, donde cada
A, es un conjunto nunca denso, entonces A, es un conjunto nunca denso y
F=U,c. A, es un conjunto magro y F, que cumple que AAU C F.
Entonces G=U\ F' es un conjunto G5 y G C A, M=A\G C F es un conjunto
magro porque la coleccién de los conjuntos magros es un ideal y A=GNA\ G
1.=3.] Sea A con la PB entonces X \ A también tiene la PB y por 1.=2/]
X\ A=G U M donde G es G5 y M magro, entonces A=X \ (GU M)=(X \
GIN(X\ M), si F=X\Ges F, y A=F\ M. O

3.4. El juego de Banach Mazur

Definicion 3.26. Sean X un espacio topoldgico no vacio y A C X, el juego
de Banach-Mazur de A, denotado por G**(A) o G**(A, X) si puede haber
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confusion, se define como sigue:

Los jugadores I y II eligen alternadamente conjuntos abiertos no vacios Uy D
VWw2U, 2V 2.

11U, Uy ...

IIVy Vi...

El jugador II gana el juego si () .. Va, C A

new

Teorema 3.27. (Banach-Mazur, Oxtoby) Sean X un espacio topoldgico no
vacio y A C X. Entonces

1. A es comagro si y solo si el jugador II tiene una estrategia ganadora

en G**(A).

2. §i X es un espacio de Choquet y existe una métrica d sobre X cuyas
bolas abiertas sean abiertos en X, entonces A es magro en un conjunto
abierto no vacio si y solo si el jugador I tiene una estrategia ganadora

en G**(A).

Demostracion. 1. =] Como A es un conjunto comagro existe una sucesiéon
de conjuntos densos abiertos en X, {W, }new, tal que (,c, Wy C A.
Para n € w, si U, es el movimiento del jugador I, como W,, es un
conjunto abierto y denso en X y U, es un conjunto abierto no vacio,
se cumple que U, NW,, # () y ademds es abierto, entonces si se define
Vo=U, N W, se tiene que (,c, Vo € (N,ew Wan[1A vy, por lo tanto,
hemos definido una estrategia ganadora para el jugador II.
<] Supongamos que el jugador II tiene una estrategia ganadora o en
el juego G**(A). Construiremos un drbol S C o de la misma forma que
en la prueba del Teorema 3.19 2) obtenemos una coleccién {W,, },e, de
conjuntos densos y abiertos tal que [, ., Wn € (Ve Va ¥ [Npew Vo € A
pues o es una estrategia ganadora para el jugador II, de donde se sigue
que [),e, Wn € Ay, por tanto, A es un conjunto comagro.

2. =] Si A es un conjunto magro en un subconjunto de X abierto no vacio
Up, Uy \ A es comagro en él, entonces existe una sucesién de conjuntos
abiertos y densos en Uy, {W), }new tal que (,c, Wn CUp \ A.

Como la propiedad de ser Choquet es hereditaria bajo subespacios
abiertos y X es un espacio de Choquet entonces Uy, es un espacio de
Choquet, entonces el jugador I tiene una estrategia ganadora en el jue-
go Gy,

LU, U, ...
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Imvy vy ...

donde Uy D Vo D Uy 2 Vi D ..., y para cada n € w, U, y V, son
conjuntos abiertos no vacios y el jugador I gana si (), Un # 0.

Sea o la estrategia ganadora para el jugador I. Describiremos una es-
trategia ganadora para el jugador I en G**(A)

El jugador I inicia con Uy, luego el jugador II juega cualquier Vy C U
abierto no vacio; como W; es un conjunto abierto y denso en U,
Vo N Wy # 0 es un conjunto abierto. Sea Vj=W, N V;, entonces el ju-
gador I responde con el inico conjunto abierto U tal que (Vy,U)€ o.
Si el jugador II juega con cualquier conjunto no vacio V4 C Uy, sea
V{=V1 N Wy, entonces el jugador I juega con el tnico conjunto abierto
Us tal que (Vy, Uy, V/,Uy)€ o, y de esta manera se define recursivamen-
te una estrategia para el jugador .

Como o es una estrategia ganadora para el jugador I, (), o, Un # 0y
Moo Un=Nnew Vo € Nhew WnC X \ A, entonces (., € A, es decir,
hemos descrito una estrategia ganadora para el jugador I en el juego
G*(A).

<] Sea ¢ una estrategia ganadora para el jugador I en G**(A). Sea Uy
el primer movimiento del jugador I segin o.

Afirmamos que podemos encontrar una estrategia ganadora o’ para el
jugador I que inicie con Uy y si en el n-ésimo movimiento produce el
abierto U,, entonces diam (U, )< 27" en la métrica d para n > 1.
Describiremos a ¢’. El jugador I inicia el juego con Uy, si el jugador
IT juega con Vi C U, elegimos una bola abierta Vj C V4 tal que
diam(V))< 271 y Vi’ C V4, entonces (Up, VJ)€ o y como es una estrate-
gia ganadora para el jugador I, existe U; C Vj tal que (Uy, Vy,Ur)€ o
y diam(U;)< 271, entonces el jugador I jugard con U en la estrategia
o'

Si el jugador II juega con Vi C Uy, elegimos una bola abierta V/ C V}
tal que diam(V{)< 272 y V' C Vi, entonces (Uy, V{,Uy,V/)E o y
entonces existe un unico Uy C V/ tal que (Uy, Vy, Uy, V/,Us)€ o ¥
diam(U;)< 272, entonces el jugador I jugard con U, en la estrategia
ganadora o’.

Entonces (,,c., Un=[ncw V,,” que es un singular, como o es una estra-
tegia ganadora para el jugador I () _ U, € A, de estas afirmaciones
se sigue que (,, Un € X \ A.

Como en la prueba del Teorema 3.19 2) se pueden construir un subarbol
S C ¢’ y una coleccién de conjuntos abiertos y densos{W, },c, tales

new
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que (Neo Wn € MNhew Un € X\ A
Por lo tanto X \ A es comagro y asi A es magro.
]

Definicién 3.28. Un juego es determinado si alguno de los dos jugadores
tienen una estrategia ganadora.

En 1962 los matematicos polacos Jan Mycielski y Hugo Steinhaus tuvie-

ron la audacia de proponer un axioma alternativo para la teoria de conjuntos
al cual denominamos el Axioma de Determinacion, denotado por AD, que
dice que cualquier juego estd determinado. Decimos que es un axioma alter-
nativo porque contradice al Axioma de Eleccién ya que con el Axioma de
Eleccion se pueden construir juegos no determinados.
Durante la década de los 70 el estudio del Axioma de Determinacion re-
sulté especialmente fértil. La guerra fria afectaba cada vez menos a las comu-
nicaciones internacionales entre matemficos y asi, desde Alexander Kechris
y Yiannis N. Moschovakis en Grecia hasta Robert Solovay en los Estados
Unidos, un amplio abanico de matematicos fue descubriendo que el Axioma
de Determinacién implica una teoria de conjuntos exotica y fascinante, como
una geometria no euclidea.

3.5. Funciones Baire medibles

Definicién 3.29. Sean X, Y espacios topoldgicos. Diremos que una funcion
f X = Y es Baire medible si la imagen inversa de cualquier conjunto
abierto en'Y tiene la Propiedad de Baire en X.

Observamos que si Y es un espacio segundo numerable es suficiente fijarse
en la imagen inversa de los elementos de la base numerable para verificar que
una funcion es Baire medible.

Teorema 3.30. Sean X, Y espacios topologicos y f : X — Y una funcion
Baire medible. Si'Y es un espacio sequndo numerable existe un conjunto
G C X que es la interseccion de una cantidad numerable de conjuntos densos
y abiertos tal que f |g es continua. En particular, si X es un espacio de Baire
entonces [ es una funcion continua en un conjunto Gs y denso en X.

Demostracion. Como Y es un espacio segundo numerable existe B = {B,, :
n € w} base de Y, como f es una funcién Baire medible se tiene que para cada
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n € w f71[B,] es un conjunto con la propiedad de Baire entonces existe un
conjunto abierto V,, y un conjunto magro M,, tales que f~'[B,| AV, = M,,.
Como cada M,, es un conjunto magro es una unién numerable de conjuntos
nunca densos, si nos fijamos en la cerradura de los conjuntos nunca densos
obetenemos nuevamente conjutnos nunca densos y por lo tanto la union, a la
que denotaremos por F}, es un conjunto magro y cumple que f~[B,] AV, C
F,. Sea G, = X\ F,, observamos que G,, es la interseccion numerable de
conjuntos densos y abiertos, entonces definimos G = [, Gn. Entonces
f7UB,) NG =V, NG que es un conjunto abierto en G. Por lo tanto f |g es
continua. [

3.6. Conjuntos de Borel

Recordemos que para un conjunto X una o-algebra sobre X, es una co-
leccién de subconjuntos de X que es cerrado bajo complementos y uniones
numerables y tiene al conjunto vacio como elemento.

Teorema 3.31. Sean X un conjunto y € C P(X), entonces existe la o-
dlgebra mds pequena que contiene a &, llamada la o-dlgebra generada por &
y denotada por o(E). También se llama a € el conjunto de generadores de

a(€).

Demostracion. Sea S={A C £:A es una o-algebra}, veamos que () S es una
o-algebra. Como cada A € S es una o-algebra () € A, entonces () € () .S.

Si A€ ()9, entonces A € A para cada A € S, entonces X \ A€ A para cada
A€ Sy porlo tanto X \ A€ (S y asi, (]S es cerrado bajo complementos.
Si{A4,:n€ew}lC S, entonces para cadan € wy A€ S A, € A, entonces
|JA, € A para cada A € S y por lo tanto |JA, € (S y asi []S es cerrado
bajo uniones numerables y por lo tanto es una o-algebra, sea o(€)=S. O

Si X es un conjunto y A C P(X), denotaremos por ~ A={X \ A:A € A
}

Teorema 3.32. Si X es un conjunto y P C P(X) es un conjunto cerrado
bajo intersecciones finitas entonces o(P) es la clase mds pequena que contiene
a P, tiene a X como elemento y es cerrada bajo complementos y uniones
numerables ajenas.
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Demostracion. Sea L C P(X) la clase mas pequena que contiene a P, tiene
a X como elemento y es cerrada bajo complementos y uniones numerables
ajenas. Probaremos que £ es una o-algebra.
Primero note que si tenemos una coleccion {A,:n € w}C L, |, e, An=U,c0 (An\
U<, 4i) que es una unién ajena, por lo tanto £ es una clase cerrada bajo
uniones numerables.
Ahora, para cada A C X sea L(A)={B C X : AN B € L}. Note que si
A€ L, L(A) es una clase que tiene a X, cerrada bajo complementos y unio-
nes ajenas numerables. Si A € P entonces P C L(A) pues P es cerrada
bajo intersecciones finitas y como L es la clase més pequena que contiene a
P entonces L C L(A). Ademas, si B € L, como £ C L(A) se cumple que
B € L(A), entonces AN B € Ly por lo tanto A € L(B), entonces tenemos
que P C L(B) y como L es la clase més pequena que contiene a P entonces
L C L(B). Entonces si A, B € L se cumple que ANB € L

]

Definicién 3.33. Sea X un espacio metrizable. Sea wy el primer cardinal no
numerable, para cada cardinal £ tal que 1 < & < wy se definen por recursion
transfinita las clases Zg(X), HE(X) de subconjuntos de X como sigue:
ZE(X):{U C XU es abierto}

[[(X)=~ Zg(X) donde 1 <& <wyy

S UX) ~{Unew Aniddn € T (X), €0 < & new), si€ > 1

Ademas, sea Agzzg(X) N Hg(X) llamadas clases ambiguas.

Denotaremos por G(X) a la clase de subconjuntos abiertos de X y F'(X) a
la clase de los subconjuntos cerrados de X. Ademads para cualquier £ C P(X),
sean
Eo={Unew An: An €€, ncw}l y E={Nep An: An €&, n €W}
Entonces 33 = G(X). [T} = F(X), 55 = (F(X)), = E(X), TT(X) =
(GX))s = Go(X). T5 = (Go(X))s = GaolX), TIS = (Fo(X))s = Fys(X).
AY = {A C X: A es un conjunto abierto y cerrado}

Observemos que como en los espacio metrizables los conjuntos abiertos
son (G, entonces los cerrados son Fy,.

Definicién 3.34. Si X es un espacio metrizable, sea B(X)={J,_,, Zg(X):

Ue <, Hg(X) A los elementos de B(X) les llamaremos los conjuntos de
Borel.

Notemos que por la construccién de Zg(X )y Hg (X)) se cumple que B(X)
es una o-algebra.
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Definicién 3.35. Sean X, Y espacios topologicos. Una funcion f: X — Y
es de Borel (medible) si la imagen inversa de un conjunto de Borel de Y
(equivalentemente abierto o cerrado) es un conjunto de Borel en X.

Por la forma en que se comportan las funciones con respecto a las unio-
nes y los complementos se cumple que si Y tiene una sub-base numerable
{Vi. }new, es suficiente pedir que f~![V,] sea un conjunto de Borel en X para
cada n € w.

Definicién 3.36. Sean X, Y espacios topologicos. Una funcion f: X —Y
es un isomorfismo de Borel si es una biyeccion y f, f~! son funciones de
Borel, es decir, para cada A C X se cumple que A € B(X) si y sdlo si
flA]l € B(Y). Si X=Y [ se llamard automorfismo de Borel.

Definicién 3.37. Sean X, Y espacios topoldgicos. Una funcion f: X — Y
es Baire medible si la tmagen inversa de cualquier conjunto abierto en Y
tiene la propiedad de Baire

Teorema 3.38. En un espacio topologico cada conjunto de Borel tiene la
propiedad de Baire y cada funcion Borel medible es Baire medible.

Los conjuntos de Borel tienen la propiedad de Baire porque se forman a
partir de aplicar cierta cantidad de veces uniones y complementos a conjuntos
abiertos, los conjuntos abiertos son elementos de la o algebra que tiene a los
conjuntos con la propiedad de Baire y esas operaciones son cerradas en una
o-algebra.

Notacién 3.39. Si X es un espacio topologico y r € R, 7 denotard a la
funcion que a cada elemento de X le asigna la constante r.

Teorema 3.40. (Lebesgue-Hausdorff) Sea X un espacio metrizable. La clase
de las funciones de Borel f : X — R es la clase mds pequena de funciones
de X en R que tiene a todas las funciones continuas y es cerrada bajo limites
puntuales de sucesiones de funciones.

Demostracion. Sea B la clase mas pequena de funciones de X en R que
contiene a todas las funciones continuas y es cerrada bajo la operacion de
tomar limites puntuales de sucesiones de funciones. Note que B es un espacio
vectorial pues si r, s € Ry f, g € B entonces rf + sg € B, la funciéon
constante 0 € B y se cumplen las propiedades distributiva y asociativa.

Si A C X es un conjunto de Borel, veamos que la funcién caracteristica
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x4 pertenece a B. Primero veamos que si U es un conjunto abierto en X
entonces Xy € B. En efecto, como U es abierto es F,, entonces U=, ., Fn
donde cada F}, es un conjunto cerrado y para cadan € w F,, C F,,;. Por el
Lema de Urysohn para cada conjunto cerrado F;, existe una funcion continua
fo o X — [0,1] tal que f,[F,]={1} v fu[X \ U]= {0}. Como para cada
n € w f, € By la sucesién de funciones {f,} e converge puntualmente
a xy entonces yy € B. Ademas note que XX\A:T‘XA y si {An}new €s una
coleccion de subconjuntos de X ajenos por pares tal que para cada n € w
X4, € B entonces xa,=lm, (x4, + Xa, + ... + Xa,) y por lo tanto
XU4, € B. Sean F' a la colecciéon de subconjuntos A de X tales que x4 € B
y 7 la topologia de X entonces 7 C F y como F cumple las hipétesis del
Teorema 3.32 se cumple que o(7) € F y con esto hemos probado que las
funciones caracteristicas de los conjuntos de Borel son elementos de B.
Ahora, sea f : X — R es una funciéon de Borel y veamos que f € B. Sean
fr= mﬂc y f_—f—, note que |f|, f* y f~ son funciones de Borel. Para
cada n € N y para cada i € w tal que 1 <4 < n2", sean A,;=f"'[[%+, 5]
y fo= ZZ 1 5+x4,,- Como cada A, ; es un conjunto de Borel, x4,, € B
y por lo tanto f, € B. Como la sucesién de funciones {f,},en converge
puntualmente a [ se sigue que f € B. Por lo tanto B es la clase de las
funciones de Borel. N
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Capitulo 4

Topologia de Ellentuck

4.1. Teoremas de particion

Recordemos, del Principio de las casillas, que si tenemos una particion de
N en una cantidad finita de partes, entonces una de esas partes no es finita.
Frank Plumpton Ramsey probd una extensién de este Principio, el cual se
conoce como Teorema de Ramsey y enunciamos a continuacién.

Para cualquier n € w, para cualquier r € w positivo, para cualquier
S € [w]¥ y para cualquier coloracion w : [S|™ — r existe H € [S]¥ tal que
H es un conjunto homogéneo, es decir T ||y es constante.

Haremos la prueba para cuando n = 2; por induccion se puede ver que el
Teorema se satisface para cualquier n € w.

Teorema 4.1. Para cualesquiera r € w positivo, S € [w]“ y para cualquier
coloracion  : [S]* — r existe H € [S]* tal que H es un conjunto homogéneo,
es decir T |2 es constante.

Demostracion. Sean Sy = Sy agp=min(Sy). Definamos la coloracién 7y :
So\{ao} — r de forma que 7(b)=mn({ag,b}). Por el Principio de las casillas
existen S1 C So\{ao} y po € r tal que para cada s € S; se cumple que
T0(s) = po. Sea a;=min(S,) y definamos la coloracién 7, : S;\{a1} — r dada
por 71(b) = 7({ay, b}), de esta manera definimos recursivamente {a, : n € w}
v {pn :n € w} Critales que ag < a; < az < ... Notamos que por construccion
se cumple que para cualquier [ € w y para cualquier niimero natural £ > [

57
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7({ai, ar}) = mi(ax) = pi. Sea 7 : {a, : n € w} — r definida por 7(a;) = p,
por el Principio de las casillas existen A € [{a, : n € w}* y p € r tales que
(4] = {p}.

Veamos que 7 |[ A2 es constante. En efecto, sean z, y € A entonces existen [,
k € w tales que x = a;, y = ap y | < k, entonces 7({a;,ar}) = n(ar) = p =
7(a;) = p. Por lo tanto 7 |42 es constante. O

En esta seccion revisaremos extensiones del Teorema de Ramsey que in-
volucran espacios Polacos; primero consideraremos teoremas con otro tipo de
particiones.

Teorema 4.2. (Mycielski, Kuratowski) Sean X wun espacio metrizable y
U C X" un conjunto abierto y denso en X". Para cualquier conjunto A,
sea (A)"={(x;) € A": x; # x; sii # j}. Entonces {K € K(X):(K)" CU} es
un conjunto denso y G5 en K(X). En particular, si para cadai € w, R; C X™
es un congunto comagro, entonces {K € K(X)¥i € w, (K)™ C R;} es coma-
gro en K(X). Entonces si X es un espacio Polaco perfecto no vacio existe
un conjunto de Cantor C C X tal que para cualquier i € w, (C)" C R;.

Demostracion. Sea D={(z1, xa, ..., x,)€ X™: existeni,j € w talesquei # jy
x; = x;}. Observamos que (K)" C U siy sélosi K™ C UUD. Ahora definimos
la funcién ¢ : K(X) — K(X™) de forma que para cualquier K € K(X)
o(K)=K", por la Proposicién 2.32 se cumple que ¢ es continua y como
U U D es un conjunto Gs en X" tenemos que {K € K(X):(K)" CU} es un
conjunto Gy en KC(X).

Ahora probaremos que {K € K(X):(K)" C U} es un conjunto denso en
K(X). Primero notamos que si ¥V C K(X) es un abierto no vacioy 0 ¢ V
entonces existen m € w tal que m > n y U,,..., U,, conjuntos abiertos en
X tales que (Up; Uy, ...,U,) € V; como U es un conjunto denso y abierto
en X para cualesquiera iy, ig,..., i, < m, Uy X Uy, X .. x Uy, NU # 0y
es abierto, entonces existen Uj , Uj,,..., U] conjuntos abiertos en X tales
que (U], x U, x ... x U] ) € (U, x Uy, x ... x U;,) N U y por lo tanto
{K € K(X):(K)" CU}INY # 0.

Si para cada i € w R; € X™ es un conjunto comagro en X™ entonces
existe una coleccion de conjuntos densos y abiertos {R;; : j € w} tal que
N jcw R;; C R;, entonces para cada 7, j € w podemos usar lo que acabamos de
probar y asi, {K € IC(X):(K)™ C R;;} es un conjunto denso y Gs en K(X)
Y NjetK € K(X):(K)™ C Ry}C{K € K(X):(K)" C R;} por lo tanto
es un conjunto comagr;, entonces (.. {K € K(X):(K)" C R;}= {K €

1EW
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K(X):Vi € w, (K)™ C R;} y como la coleccion de los conjuntos magros es un
o-ideal, la interseccion de una cantidad numerable de conjuntos comagros es
un conjunto comagro y por lo tanto {K € K(X):Vi € w, (K)™ C R;} es un
conjunto comagro en KC(X).

Ahora, si X es un espacio Polaco perfecto, por la Proposicién 3.10, el conjunto
Ky(X)={K € K(X) : K es perfecto} es un conjunto G y denso en IC(X).
Entonces IC,(X)N{K € K(X):Vi € w, (K)™ C R;} contiene una interseccion
numerable de conjuntos densos y abiertos y por el Teorema 3.9 es un conjunto
denso y por lo tanto no es vacio. Sea P €/C,(X)N{K € K(X):Vi € w, (K)" C
R;} entonces se cumple que es un conjunto perfecto y para cada i € w
(P)™ C R;. Ahora, como X es un conjunto perfecto existe un conjunto de
Cantor C' C P y por lo tanto, para cada i € w (C)" C R; ]

Proposicion 4.3. Sean X un espacio Polaco perfecto no vacio yY un espa-
cio topologico sequndo numerable. Para cada t € N sea f; : X™ —'Y funcion
Buaire medible. Entonces existe un conjunto de Cantor C C X tal que f; |(c)
es continua.

Demostracion. Sea i € N; como f; es una funcién Baire medible, existe un
conjunto G; C X™ que es la interseccion de una cantidad numerable de
conjuntos densos y abiertos en X™ tal que f; |g, es una funcién continua,
como G es la interseccion de una cantidad numerable de conjuntos densos y
abiertos, GG; es un conjunto comagro, entonces por el Teorema 4.2 existe un
conjunto de Cantor C' C X tal que para cada i € N, (C)™ C G, y por lo
tanto f; |(cyn es una funcién continua. O

Teorema 4.4. (Galvin)Sean X un espacio Polaco perfecto no vacio y P C
X" tal que tiene la Propiedad de Baire y no es magro, entonces existen
conjuntos de Cantor C, Cs,...,C, € X tales que C; x Cy x ... x C,, C P.
En particular, si X"=|J,., P, donde cada P; tiene la propiedad de Baire,
entonces existen conjuntos de Cantor Cy, Cs,...,C,, y j € w tales que Cy X
Cy x...x C, CPF;.

Demostracion. Como P tiene la Propiedad de Baire, existe un abierto U en
X" tal que PAU=(P\U)JU \ P es un conjunto magro en X"; como P
no es magro existen Uy, Us,...,U, abiertos no vacios en X tales que P es un
conjunto comagro en U; x Uy X ... x U,. Dado que P es un conjunto co-
magro en Uy x Uy X ... x U,, existe una coleccién numerable de conjuntos
densos y abiertos {G,,:m € w} tal que (.., Gm C P. Entonces, para cual-
quier m € w, si Vj C Uy, Vo C Us,...,Vo C U, son conjuntos abiertos y no



60 Topologia de Ellentuck

vacios en X, entonces V; X V5 x ... x V,, es un conjunto abierto y no vacio en
Up x Uy x ... x U, y por lo tanto G, N (V; x Vo x ... x V) # () es un conjunto
abierto; por lo tanto podemos encontrar conjuntos abiertos y no vacios en
X, Vi, V3.,V tales que V] x Vi x .. x V! C G,, N (Vi x Vo x ... x V,),
entonces V' x Vj x ... x V! C GG,,,. Usando este argumento podemos construir
n esquemas de Cantor, (R™);co<w para cada i €{1,...,n} tales que Réf) =U;
para cada s € w R) es un conjunto abierto y no vacio de U;, para cada
m € 2<¢, Rgﬂ - Rgi); notemos que esto se puede pedir porque X es un
espacio Polaco y por lo tanto regular, dz’am(Rg)) < 271 y para cada m € w
se cumpla que si sy, 9, ...,s, € A™ entonces (Rg}) X o X Rgz)) C G,,. Para
cada ¢ € w, sea C; el conjunto de Cantor definido por el esquema de Cantor
(R™);e2<w, observamos que Ci=, .., Uscom Rgl)IUZEQw MNiew Ril\)m y por lo
tanto (C1 X ... x Cy) € (,pe0 Gm € P.

Ahora, si X"=(J,.,, P, donde cada P; tiene la propiedad de Baire obser-
vamos que existe j € w tal que P; no es un conjunto magro, de otra forma X"
seria un conjunto magro, entonces como F; es un conjunto con la Propiedad
de Baire y no es magro existen conjuntos de Cantor Cy, Cj,...,C,, tales que
Ci xCyx...xC, CP.

m

Recordemos que si tenemos un conjunto Y, una particion de Y es una
coleccion de subconjuntos de Y, {P; 1 i € I} talque Y = | J,.; P y si tomamos
indices distintos los respectivos elementos de la coleccion son ajenos. En este
trabajo no necesitamos la tultima condiciéon por lo que entenderemos por
particion una coleccion de subconjuntos de Y tales que su union cubre a Y.

Teorema 4.5. (Galvin) Sean X un espacio Polaco perfecto no vacio, k € w
y{P; :i€{0,1,....k — 1}} una particion tal que para cada i €{0,1,...,k-1}
se cumple que Pf={(z,y) € X*{z,y}€ P;} tiene la Propiedad de Baire en
X?2. Entonces existen un conjunto de Cantor C C X y j €{0,1,...,k-1} tales
que [C]* C P;.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que {P; : i €
{0,1,....;k — 1}} es una coleccién de conjuntos ajenos por pares, pues si no
fuera asi podemos definir P} = P, y para cada j €{1,....k-1} P]f:Pj\UKj Py
la coleccién {P/:i €{0,1,....k-1}} es una nueva particién para [X]? que consta
de conjuntos ajenos por pares. Definimos la funcién f : X? —{0,1,....k-1} tal
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que si (z,y) € X? entonces f(x,y)=j donde j es tal que (z,y) € Pisixz#y
y cuando = = y, f(z,y) = 0. Observamos que si al conjunto {0,1,....k-1}
lo dotamos de la topologia discreta, f es una funcién Baire medible pues la
preimagen de cada singular es un conjunto con la Propiedad de Baire; por la
Proposicion 4.3 existe un conjunto de Cantor Y C X tal que f |(y)2. Entonces
S Q=P N[V y Qi={(z.p)€ Y2:{z,y}e Q—{(z.p)e (V)i (x,y) = i}
como f |(yy2 es una funcién continua, tenemos que (); es un conjunto abierto
en Y2. Podemos suponer que k = 2 y el resultado se puede generalizar por
induccién, entonces [Y]?=Qy U Q1 y Q}, Q3 son conjuntos abiertos en Y2
Si existe un conjunto abierto no vacio U C Y tal que (U)? C Qf, entonces
cualquier conjunto de Cantor C' C U nos sirve. Suponga que para cualquier
conjunto abierto en Y, U, se cumple que (U)?> N Q% # 0; como QF} es un
conjunto abierto en Y? podemos encontrar dos conjuntos abiertos en Y, no
vacfos y ajenos, U' y U” tales que (U' x U") C ((U)>N Q%) C Q;. Repitiendo
este proceso podemos construir un esquema de Cantor (Gy)sea<w tal que
Gy=Y, para cada s € 2<% (, es un conjunto abierto no vacio en Y, si
i €{0,1} Gy C Gy, diam(Gy) < 2719 y Goo x Gy € Q1. Si C es el conjunto
de Cantor definido por ese esquema de Cantor, entonces [C]> C Q; C P,. O

4.2. Algunos invariantes cardinales

Los invariantes cardinales son cardinales caracteristicos del continuo que
cumplen que no son numerables, son menores o iguales que ¢ y describen pro-
piedades combinatorias o analiticas del continuo. En esta seccién definiremos
algunos invariantes cardinales y haremos comparaciones que nos serviran en
la prueba del Teorema de Ellentuck que realizaremos en la siguiente seccion.

Definicién 4.6. Sean X un conjunto y J un ideal sobre X, definimos los
siguientes cardinales:

1. add(J)=min{| I |3CIJ yUT & J};
2. cov(J)=min{| T |TCJ yJTI=X}.

Notemos que add(J)<cov(J). En efecto, elegimos una colecciéon J C J tal
que | J |=cov(J) vy UT=X; como J es un ideal X ¢ J, entonces YT ¢ J y
por lo tanto J €{| T [:T C Jy UT ¢ J}. De esto se sigue que min{| J 1T C J
vy UT ¢ 3}<| T |=cov(J), por lo tanto add(JF)<cov(J).
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Definicién 4.7. Sea A C [w]*

1. Diremos que A es una familia casi ajena si satisface que para cuales-
quiera A, B € A con A # B se cumple que AN B < N;.

2. Diremos que A es una familia maximal casi ajena (mad) si A es una
familia casi ajena y es mazximal con esta propiedad.

Proposicién 4.8. Eziste una familia maximal casi ajena de cardinalidad c.

Demostracion. Sea {s; : i € w} una enumeracién de |J _ w"

new W', €s decir, si
tenemos una funcién t : n — w para algin n € w entonces existe 1 € w
tal que t = s;. Para cada f € w¥ sea 2y = {i € w : existe n € w tal que
fln=s:i}.Sif,g €w’y f+# g existe ng € w tal que f(ng) # g(ng) entonces
para cualquier k& > ng se cumple que f |7 g | entonces | 5Nz, |[< ng+1, es
decir, ¢ Nz, es un conjunto finito. Sea Ay = {zs : f € w}, observamos que
Ap C [w]“ y es una familia casi ajena. Denotaremos por 8B a la coleccién de las
familias casi ajenas que contienen a Ay, observamos que B es una familia de
caracter finito entonces por el Teorema 1.66 8 admite un elemento maximal,
le llamaremos 4, observamos que A es una familia maximal casi ajena y

extiente a Ay por lo tanto es de cardinalidad c. O

Definicién 4.9. Una familia H={A¢ : £ € K}C P([w]¥) de familias mad de
cardinalidad ¢ se llama aplastante si para cada x € [w]|* existe & € k tal que
x tiene interseccion infinita con al menos dos miembros distintos de Ay.

En la siguiente seccién se verda que el numero de aplastamiento h, que
es el cardinal que definiremos a continuacién estd muy relacionado con la
propiedad combinatoria de ser conjunto de Ramsey.

Definicién 4.10. El numero de aplastamiento § es la minima cardinalidad
de una familia aplastante, es decir
h=min {| H |: 9 es una familia aplastante}.

Dados dos subconjuntos infinitos de w, digamos x y y, diremos que x
estd casi contenido en y si solamente una cantidad finita de elementos de
x no esta en y y lo denotaremos por x C* y. Ademas, si k es un cardinal,
AC wy E={A : £ < k} C P([w]*), diremos que A refina a € si para
cada v € Ay para cada { < k existe y € A, tal que x C* y.
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Lema 4.11. Sea un cardinal k < §. Para cualquier familia de cardinalidad
k de familias mad de cardinalidad ¢, E={A¢ : £ < Kk} existe una familia mad
A’ de cardinalidad ¢ tal que para cada {§ < Kk} se cumple que A" refina a Ae.

Demostracion. Sea E={A¢ : £ < k} una coleccién de cardinalidad x < b de
familias mad de cardinalidad ¢. Para cada = € [w]|* existe 2/ € [z]“ con la
propiedad de que para cada A; € € existe A € A, tal que 2’ C* A, pues
si no existe tal 2’ para algin = € [w]“ entonces € es una familia aplastante
de cardinalidad £ < b lo cual no puede ocurrir. Sea A C {2/ : = € [w]*}
una familia casi ajena; notemos que una familia B C [w]“ es una familia casi
ajena si y sélo si cualquier subconjunto finito de B es una familia casi ajena,
asi que si tomamos la coleccion de familias casi ajenas que extienden a A,
por el Teorema 1.66, existe una familia maximal casi ajena que extiende a
A, llamemosle A’. Entonces A’ es una familia mad de cardinalidad ¢ tal que
para cada £ < k se cumple que A’ refina a Ag. O

4.3. La topologia de Ellentuck

En esta seccién introduciremos una nueva topologia sobre [w]¥ a la que
denominaremos la Topologia de Ellentuck. Ademas diremos cudndo un con-
junto cumple ciertas propiedades combinatorias, como la de ser un conjun-
to de Ramsey; éstas definiciones estdan motivadas por la Teoria de Ramsey.
Posteriormente probaremos el Teorema de Ellentuck que caracteriza dichas

propiedades combinatorias en el espacio [w]®.

En lo sucesivo las letras minusculas a, b, c,... representaran subconjuntos
finitos de w y las letras mayusculas A, B, C,... representaran subconjuntos
infinitos de w. Si max(a) <min(A) escibiremos a < A.

Para cada a < A, sea [a, A][={s € [w]*: a Cs CaUA}.
Observamos que [a, A] C [b,B] siysélosia Db, a\bC By AC B.
Ademds, note que [(), A]=[A]

Observamos que si A, B, a, b son conjuntos tales que a < Ay b < B,
entonces si [a, A]N[b, B] # 0 entonces [a, A|N[b, B] = [aUb, AN B]. En efecto,
sea C' € [a, A] N [b, B], como C € [a, A] se cumple que a CCyC CaUAy
como C' € [b, B] se cumple que b C C'y C C bU B por lo tanto aUb C C'y
CC(aUb)U(ANDB).

Con base en lo anterior podemos dar la siguiente Definicion.
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Definicién 4.12. Definimos la Topologia de Ellentuck sobre [w]* como la
generada por la base que consta de los conjuntos de la forma |a, A] donde
a < A.

La siguiente Definicion facilitara los enunciados que siguen.
Definicién 4.13. Si X C [w]“, entonces

1. X es un conjunto de Ramsey si existe A tal que [0, A] C X o [0, A] C~
X,

2. X es un conjunto completamente Ramsey si para cada a < A existe
B C A tal que [a,B] C X o [a,B] C~ X,

3. X es un conjunto completamente Ramsey nulo st para cada a < A
eziste B C A tal que [a, BN X = 0.

Lema 4.14. Si X C [w]¥ es un conjunto completamente Ramsey nulo, en-
tonces para cada conjunto A C w, existe B C A tal que X no tiene conjuntos
que estén casi contenidos en B.

Demostracion. Sea A C w; como X es un conjunto completamente Ramsey
nulo existe By C A tal que [0, By N X = () y sea ap =min(By). Haremos
una construccién por recursion; suponga que para algiin nimero natural n
hemos construido una sucesion A O By D ... O B, y una sucesion creciente
de nimeros naturales, ag < a1 < ... < a,, tales que para cada s € P(a,_1+1)
y para cada k € {0,1,...,n} se cumple que [s, By] N X = ().

Sean h = 2*»*1 y {s; : i € h} una enumeracién de P(a, + 1) tal que so = 0.
Sea Dy = B,\(a, + 1) y para cada i € h elegimos D;y; C D; tal que
[$i+1, Dix1] N X = 0; podemos hacerlo porque X es completamente Ramsey
nulo. Sea B, 1 = Dj_1, entonces para cualquier s € P(a, + 1) se cumple que
[S, Bn—i—l] NX = @

Sea B = {a; : i € w} y observamos que, por la construccién de B, se cumple
que para cada subconjunto finito de w, s, tal que méx(s) € B se cumple que
[s, B\uméx(s) + 1] N X = (. Entonces para cualquier D tal que D C* B se
cumple que [0, D] N X = (), es decir, X no tiene conjuntos que estén casi
contenidos en B. O]

Denotaremos por Ry a la coleccion de todos los subconjuntos completa-
mente Ramsey nulos de [w]®, es decir, Ry = {X C [w]¥ : X es un conjunto
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completamente Ramsey nulo}. Observemos que si X € Ry y X' C X, enton-
ces X' € Ry pues si un abierto evita a X, entonces también evitara a X' y
si para algin n € w tenemos Xp, Xs, ..., X, € Ro, entonces para cada a < A,
como X; es un conjunto completamente Ramsey nulo, existe By C A tal
que [a, Bo)N X, = ), y como X es un conjunto completamente Ramsey nulo,
existe By C By tal que [a, B1]NAX; = (J; como X5 también es un conjunto com-
pletamente Ramsey nulo existe By C By tal que [a, Bo] N Ay = 0, siguiendo

con este procedimiento podemos encontrar B,, C A tal que [a, B,]N(J:—y &;);

por lo tanto UZZ X; € Ry. De lo anterior se sigue que Ry es un ideal sobre
P(lw]*).

Observamos que [w]* ¢ PRy pero para cualquier A se cumple que {A} € Ry
lo cual implica que [w]* puede ser cubierto con ¢ conjuntos completamente
Ramsey nulos y que la unién de ¢ conjuntos completamente Ramsey nulos
no necesariamente es un conjunto completamente Ramsey nulos. De esto y la
comparacion que ya se verificd de los invariantes cardinales aditividad y co-
vering se sigue que add(Ry) < cov(Ry) < ¢. En seguida veremos que add(Ry)
coincide con cov(Ry) y con b.

Teorema 4.15. add(Ry)=cov(Ro)=h.

Demostracion. Como add(Ry) < cov(Ry) es suficiente probar que cov(Ry) <
hy b < add(Ry). Primero probaremos que cov(Ry) < h. Sea {A : £ € b}
una familia aplastante de cardinalidad . Para cada & € b sean D = {B €
w“:3A € A : B C" A} y C¢ = [w]“\Dg. Veamos que para cada € b
Ce € Ry, sean a, A tales que a < A, como A, es una familia mad existe
X € Ag tal que X N A es infinito, entonces [a, X N A] C Dg, por lo tanto
[a, XNA]NC¢ = 0. Ahora veamos que [w]* = (J,c, Ce. En efecto, sea Y € [w]?,
como {A¢ : £ € h} es una familia aplastante existen £ € h y X, X’ € A, tales
que YN X y Y N X’ son conjuntos infinitos, entonces Y ¢ D¢ y por lo tanto
Y € C¢. Hemos construido una familia de cardinalidad b de elementos de Ry
que cubre a [w]¥, por lo tanto cov(Ry) < b.

Ahora veremos que h < add(Ry). Sean un cardinal Kk < h y {C¢ : € € K} una
familia de conjuntos completamente Ramsey. Probaremos que Ug < Ce € Ro.
Para cada £ € k sea Dy = {Y € [w]* : para cualquier Z € [w]¥ se cumple que
si Z C*Y, entonces [0, Z] N Ce = (). Para cada { < k sea A¢ C D familia
casi ajena de cardinalidad ¢ la cual es maximal con respecto a la inclusiéon
en De. Entonces, por el Lema 4.14, para cada X € [w]¥ existe Y € A tal
que X NY es infinito, es decir, A es una familia mad de cardinalidad ¢. En
efecto, si existe X € [w]“ tal que tiene interseccién finita con cada elemento
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de Ag, entonces por el Lema 4.14 existe Y € [w]¥ tal que Y € D\ A lo
cual implica que A¢ no es maximal. Como x < h podemos aplicar el Lema
4.11 y obtener una familia mad A’ tal que para cada £ < k se cumple que A’
refina a Ag. Sean a, A tales que méx(a) <min(A), como A’ es una familia
mad existe Y’ € A’ tal que ANY’ es infinito, sea Z = ANY'. Sea £ € k,
como A’ refina a A¢ existe Y € A¢ tal que Y’ C* Y, entonces Z C* Y y como
A¢ C De, por defincién de D se cumple que [0, a U Z]NCe = ), en particular
[a, Z]NCe = 0. Entonces para cada abierto bésico [a, A], existe Z C A tal que
para cada § < k se cumple que [a, Z]NC¢ = 0, es decir, [a, Z]N (U,c, Ce) = 0,
entonces (UEer Ce) € Ry. Por lo tanto, para cualquier cardinal x se cumple
que si k < b entonces k < add(Ry); de esto se sigue que h < add(Ry). O

Lema 4.16. Sea U un conjunto abierto en [w]“, entonces U es un conjunto
completamente Ramsey.

Demostracion. Diremos que [a, A] es un conjunto bueno si existe B C A tal
que [a, B] C U, de otra manera diremos que es un conjunto malo. Diremos
que [a, A] es un conjunto muy malo si es un conjunto malo y para cada
n € AfaU{n}, A/n] es un conjunto malo, donde A /n={m € A:m > n}.
Observamos que si [a, A] es un conjunto malo o muy maloy B C A, entonces
[a, B] es un conjunto malo o muy malo, respectivamente.

Vamos a probar que si [a, A] es un conjunto malo entonces existe B C A tal
que [a, B] es un conjunto muy malo. Supongamos que no es cierto, entonces
existe ng € A tal que [aU{no}, A ng| es un conjunto bueno, entonces existe
By € A/ ng tal que [aU{ng}, Bo] CU. Como [a, By] no es un conjunto muy
malo, existe ny € By tal que ny > ng y [a U {n1}, By, n1] es un conjunto
bueno, entonces existe By C By/n; tal que [a U {ni}, B;] C U, de esta
manera se puede construir inductivamente un conjunto B={ng,n,...} tal que
l[a, Bl CU, lo cual implica que [a, A] es un conjunto bueno lo que contradice
nuestra suposicién. Por lo tanto existe B C A tal que [a, B] es un conjunto
muy malo.

Si [a, A] es un conjunto bueno, entonces existe B C A tal que [a, B] C U. Si
[a, A] es un conjunto malo, probaremos que existe B C A tal que [a, B] C~ U.
Como [a, A] es un conjunto malo existe By C A tal que [a, By| es un conjunto
muy malo, sea ng=minBy entonces [a U {ng}, By, o] es un conjunto malo
y por lo tanto existe By C By,/ng tal que [a U {ng}, Bi] es un conjunto
muy malo; sea ny=minB;, entonces [a U {ng,ni}, B;,/n1] es un conjunto
malo; de esta forma podemos construir una sucesion decreciente A O By D
By O By D ... y una sucesion estrictamente creciente de ntimeros naturales
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{ni}icw tal que para cada i € w se cumple que n;,=minB;; ademds para cada
b C {no,n1,...,n;—1} [aUb, B;] es un conjunto malo y entonces [a Ub, B; /n;]
es un conjunto muy malo. Si B={ng,ni, ...}, probaremos que [a, B] C~ U.
Supongamos que no es asi, como U es un conjunto abierto se cumple que
U N [a, B] también lo es, entonces, como U N [a, B] # (), existe un bésico
[a', B'] C U N [a,B]. Entonces existen i € wy b C {ng,nq,...,n;} tales que
ad =aUby B'/n; C B;/n;, entonces como [a Ub, B’ /n;] C U se cumple
que [a U b, B;/n;| es un conjunto bueno, pero antes habiamos visto que es
un conjunto malo lo cual es una contradiccién. Por lo tanto [a, B] C~ U. De

esto se sigue que U es un conjunto completamente Ramsey.
[

Lema 4.17. Si X es un conjunto nunca denso en [w]¥ entonces para cual-
quier a < A eziste B C A tal que [a, B] C~ X.

Demostracion. Por el Lema 4.16 se cumple que [w]“\AX es un conjunto
completamente Ramsey, entonces X es un conjunto completamente Ram-
sey por lo tanto para cada a < A existe B C A tal que [a,B] € X o
[a,B] C~ X C~ X. Como X es un conjunto nunca denso se cumple que

int(X) = 0 y por lo tanto [a, B] C~ X. O

Lema 4.18. Si X es un conjunto magro en [w]* entonces para cada a < A
existe B C A tal que [a, B] C~ X .

Demostracion. Como X es un conjunto magro existe una coleccién numera-
ble de conjuntos nunca densos {X, : n € w} tal que X = J,,.,, Xn- Si ag = a,
por el Lema 4.17, existe Ay C A tal que [ag, Ag] C~ Ap, sea no=min(Ap).
Sea a; = agU{ng}, como X, es un conjunto nunca denso existe A; C Ag\ no
tal que [a U {no}, A;] C~ A}, sea ny=minA;. Sea as = a; Uny, como X,
es un conjunto nunca denso existe Ay C A\ n; tal que [ag, As] C~ Xs, de
esta forma se sigue contruyendo la sucesién. Sea B = {nj,na, ..}, entonces
[a, B] C~ X. ]

Teorema 4.19. (Ellentuck) Para cada X C |[w]|* se cumplen las siqguientes
ProposiCLONes:

1. X es un conjunto nunca denso st y solo si es un conjunto completamente
Ramsey nulo.

2. X es un conjunto magro si y solo si es un conjunto nunca denso.
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3. X tiene la Propiedad de Baire si y solo si es un conjunto completamente
Ramsey.

Demostracion. 1. =] Veamos por contrarreciproca. Suponga que X no es
un conjunto completamente Ramsey nulo, entonces existen B, b tales
que para cualquier C' C B se cumple que [b,C] N X # (), usando los
argumentos de la prueba del Lema 4.16 se puede construir un conjunto
D C B tal que para cada ¢ se cumple que si [¢, D] C [b, D], entonces
[c, D] N X =0, por lo tanto X es un conjunto nunca denso.
<] Recordemos que para cualquier Y C [w]¥ se cumple que ) es un
conjunto nunca denso si y sélo si para cada conjunto abierto no vacio
en [w]¥, U, existe un conjunto abierto no vacio V tal que V C U y
VNY = 0. Sea a, A tales que méx(a) <min(A), como X es un conjunto
completamente Ransey nulo existe B C A tal que [a, BjNX = (. Como
cualquier conjunto abierto no vacio tiene contenido un conjunto béasico
no vacio de la forma [a, A] para algunos conjuntos a, A, se sigue que X
es un conjunto nunca denso.

2. Observemos que, por definicién, se cumple que los conjuntos nunca den-
sos son magros. Veamos que si X es un conjunto magro entonces es un
conjunto nunca denso. Como add(Rg) = bh y h no es numerable enton-
ces la unién de una cantidad numerable de conjuntos completamente
Ramsey nulos es un conjunto completamente Ramsey nulo. Como X es
un conjunto magro existe una coleccién numerable de conjuntos nunca
densos, {&; : i € w}, tal que X = |J,., &i; por el inciso anterior se
cumple que para cada i € w &; es un conjunto completamente Ramsey
nulo, entonces X es un conjunto completamente Ramsey nulo y por lo
tanto es un conjunto nunca denso.

3. =] Como X es un conjunto con la PB existen un conjunto abierto U
y un conjunto magro ) tal que X = U A Y. Sea a < A, como ) es
un conjunto magro existe B C A tal que [a, B] C~ ) y como U es un
conjunto abierto, es completamente Ramsey por lo que existe C' C B
tal que [a,C] CU o [a,C] C~U. Si [a,C] C U entonces [a,C] C X'y
si [a,C] C~ U entonces [a,C] C~ X y C C A. Por lo tanto X es un
conjunto completamente Ramsey.
<] Ahora supongamos que X es un conjunto completamente Ramsey,
afirmamos que Y = A\int(X’) es un conjunto nunca denso. En caso
contrario, existe a < A tal que [a, A] € Y, como X es un conjunto
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completamente Ramsey existe B C A tal que [a, B] C X o [a, B] C~ X,
como [a, B]N'Y # 0 se tiene que cumplir que [a, B] C X, entonces
[a, B] Cint(X), entonces Y N [a, B] = 0 lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto ) es un conjunto nunca denso, entonces XY=) Uint(X) es

un conjunto con la Propiedad de Baire.
O

Teorema 4.20. (Galvin-Prikry) Si{P; : i € {0,1,...,k—1}} es una particion
de [w]¥ tal que para cada i € {0,1,....k — 1} el conjunto P; es un conjunto
de Borel, entonces existen j € {0,1,....k — 1}y un conjunto infinito H C w
tales que [H]* C P;.

Demostracion. La prueba se hara por induccion sobre k. Si k = 2 tenemos
que [w]* = Py U Py donde Py y P; son conjuntos de Borel; ademds podemos
suponer que Py NPy = ) pues si no ocurriera hacemos Py = P\ P; y este
conjunto también es Borel. Como F, es un conjunto de Borel en la topologia
de Ellentuck entonces tiene la propiedad de Baire y por el Teorema 4.19, F,
es un conjunto completamente Ramsey, entonces para el bésico [, w] existe
H € [w]” tal que [0, H] NPy = 0, es decir, [H]” C P;.
Ahora sea un nimero natural £ > 2 y supongamos que el teorema se cumple
para particiones de tamano k, vamos a probar que se cumple para particiones
de tamano k+ 1. Sea {P; : i € {0,1, ...,k + 1}} una particién de [w]* tal que
para cada i € {0,1,...,k+1} el conjunto P; es un conjunto de Borel, entonces
P’ = P; U P, es un conjunto de Borel y {P; : i € {0,1,....k — 1}} U{P'}
es una particion de [w]“ de k conjuntos de Borel entonces existe un conjunto
infinito H C w tal que [H|* C P’ o existe j € {0,1,...,k — 1} tal que
[H]* C P;, si ocurre que [H]* C P; U Py hacemos una biyeccién entre H y
w y la extendemos a un homeomorfismo entre [H]¥ y [w]¥ y usamos el caso
para k = 2.

O
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