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INTRODUCCION

De acuerdo a mi experiencia con alumnos de Secundaria durante mi servicio social y con los
profesores, que asistieron al curso del “Desarrollo de competencias matematicas basado en la
resolucion de problemas” 2011-2012 impartido por la Facultad de Ciencias Fisico Matematicas de
la BUAP, pude notar que ellos quieren saber cémo resolver los problemas matematicos, quieren
alguna metodologia que los ayude a resolverlos. Si bien no hay recetas faciles para enfrentar con
éxito la resolucion de problemas, los docentes si requieren algunas sugerencias, ya que el enfoque
del programa oficial marca la resolucién de problemas como un punto medular del trabajo diario,
y no hay material de consulta que ellos puedan conseguir con facilidad, esta tesis pretende ser una
ayuda en tal sentido. Algunos de los comentarios de los profesores acerca del por qué los alumnos
resuelven mal los problemas son: les cuesta leer y entender el problema, no tienen los
conocimientos bdasicos, les cuesta identificar el significado que tiene cada dato, no saben cémo y
cuando utilizar lo que saben, etc. Una forma en que se apoyd a los docentes en el curso de
actualizacién ya mencionado, fue en los rubros de identificar las dificultades y en proponer
estrategias didacticas, ademads de resolver los problemas propuestos en equipo, para luego
compartirla con el resto del grupo.

Para la resolucidon de problemas matemadticos no es necesario seguir ciertas reglas o normas fijas,
ya que cada persona crea su propio procedimiento para resolverlo o intenta estrategias diferentes,
(éstas dependen de sus conocimientos, experiencia etc.) pero que al discutirlas con otros se
enriguecen. Aqui solo daremos sugerencias de cdmo abordar los problemas y cémo los docentes
pueden ensefar mediante las sugerencias de Polya. Ensefiar con base en la resolucién de
problemas no es facil. Algin autor comentd que “Ensefiar con base en la resolucion de problemas
es mds un reto que una propuesta”.

El presente trabajo se basa en lo establecido por Polya en su publicacién «Mathematical Discovery
on Understaing, Learning, and Teaching Problem Solving» (1962), el titulo completo no deja dudas
sobre las intenciones del autor, obviamente adaptando los contenidos y redaccién a las
necesidades de docentes y alumnos dentro del proceso de enseflanza aprendizaje y de la
resolucidn de problemas matematicos. Mi aportacion en este trabajo consiste en proporcionar
una seccién de ejemplos adicionales en los cuales se apliquen las ideas recién discutidas. El nivel
de conocimientos que se requiere para los ejemplos que se presentan permite que sea usado por
docentes de secundaria y bachillerato.

Por otro lado, en este trabajo, se reconoce la importancia que tiene la resolucién de problemas
para la ensefianza de la matematica escolar, en tal sentido es necesario destacar los siguientes
puntos:

a) Es importante sefialar que trabajar en grupo con frecuencia facilita la solucion de problemas, ya
que las soluciones alcanzadas en grupo suelen ser mejores que las que se logran al trabajar
individualmente.

b) La solucidon de problemas de forma exitosa puede comprender, en ocasiones, tolerar cierta
ambigliedad respecto a la mejor manera de proceder. Rara vez se pueden zanjar problemas
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siguiendo una secuencia éptima de los pasos. Podemos modificar o incluso evitar o agregar
algunos de ellos cuando parezca apropiado.

c) Cémo soluciona el alumno los problemas depende en parte de cémo los entienda. La forma en
gue se resuelven los problemas puede influir en la forma en la que se debe implementar el ciclo
de solucidn de problemas.

Tipos de problemas: los problemas pueden categorizarse de acuerdo con si sugieren rutas de
solucidn claras o no. Los problemas bien estructurados muestran vias de solucién claras. Estos
problemas también se conocen como problemas bien definidos. Los problemas mal estructurados
carecen de rutas de solucién nitidas (Sternberg R.).

Desde la perspectiva de ensefiar matematicas con base en resolver problemas un punto
importante que queda pendiente en muchos autores es écdmo introducir nuevos conceptos?, ya
gue es practica comun del docente exponer un tema vy al final agregar problemas para que los
alumnos los resuelvan como preparacién para su examen o como tarea. Polya nos muestra el
camino: alentar el descubrimiento (guiado) de los propios alumnos. En el caso de los ciclos previos
a la ensenanza universitaria, se propone lo siguiente: cuando un alumno resuelve un problema
moviliza todos sus recursos, el docente parte de las soluciones de los alumnos y muestra nuevas
formas de resolver el problema o introduce nuevos conceptos, asi lo nuevo cae en terreno fértil en
la mente del alumno.

Mediante una ensefianza bien orientada basado en el método de Polya el alumno serd capaz de
redescubrir la solucidn de algunos problemas que son frecuentes en la matematica escolar. Si por
el contrario el profesor subestima la capacidad de sus alumnos para resolver problemas y explica
de un sélo golpe sin darles oportunidad para explorar el proceso de solucidon del problema
propuesto estara frenando la iniciativa de sus estudiantes.

Nota: El concepto “problema” se refiere al contexto escolar (Secundaria, Bachillerato). Es decir no
consideramos problemas de “investigacion”.

El profesor puede auxiliarse de geogebra para los problemas geométricos, pues sus amplias
facilidades permiten proponer tareas para que el estudiante explore y formulé conjeturas, que
posteriormente debera justificar. Proponemos la metodologia de Polya y geogebra para el caso de
geometria y el método grafico (o Singapur) para resolver problemas de algebra, ver tesis de
Adriana Mora Palestina “Desarrollo de competencias algebraicas basado en la resolucién de
problemas”. Existen otras propuestas como alternativa a los pasos que propone Polya, ver Tesis
de Guadalupe Mufioz Sdnchez “Pensar matemdticamente” donde se discute la propuesta de
Mason, Burton y Stacey (ambas de la FCFM — BUAP).

Hay que hacer notar que Polya a recibido algunas criticas, Polya escribié su libro «How solve it» en
1945, existe traduccidn al espafiol que ha sido divulgada por la editorial Trillas. Varios autores
critican su esquema de cuatro pasos, al considerarlo muy simple, pero sobre todo, argumentan
que la solucién de un problema no sigue un progreso lineal como suponen sus cuatro pasos, pero
una lectura atenta de su libro nos revela que su propuesta principal es que el docente apoye a los
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alumnos, a través de la formulacién de cuestionamientos que les permitan entender el problema,
y resulte mas sencillo encontrar varias alternativas de solucién trabajando en grupo. Muy
probablemente sus criticos no han leido sus siguientes libros entre ellos el «Mathematical
Discovery», donde da mas detalles de cédmo aplicar sus sugerencias y proporciona ejemplos de
problemas matematicos resueltos y cdmo podemos llevar al alumno a que él mismo haga
descubrimientos matematicos.

José A. Fernandez Bravo en su libro “Técnicas creativas para la resolucion de problemas
matemadticos” critica duramente los cuatro pasos de Polya: “La informacion de estas cuatro fases
unicamente nos advierten de las partes del proceso de elaboracion, que no podemos confundir con
la estrategia que forma parte del proceso creativo. Por un lado, entonces, lo extremo a la
realizacion; por otro, lo intelectual. Supongamos que para andar se deben realizar cuatro fases, a
saber: “querer moverse. Estar de pie. Avanzar una pierna... ¢Logra avanzar el que lleva a cabo esas
cuatro fases?

Analicemos: “Comprender el problema” Es evidente la necesidad de su comprension para poder
llegar a resolverlo 1) Existen alumnos que lo resuelven perfectamente. Es I6gico suponer que lo han
comprendido 2) Los que no lo resuelven. Algunos de estos: a) No lo comprenden. ¢ Qué necesidad,
como estrategia de elaboracion, tenemos de informar al alumno de que para resolver el problema
es necesario comprenderlo? El que lo comprende, lo comprende sin decirle que es obligatorio
comprenderlo. El hecho de comprenderlo no implica saber hacer el problema. Y, en el hecho de
saber hacer el problema estd implicita su comprension. Los alumnos que no comprenden el
problema no lo van a comprender porque les informemos de lo ineludible que es su comprension.
Para leer un libro es necesario abrirlo, y nadie dice: “Abre el libro”, “lee” (y algo parecido con los
restantes puntos).

Se observa que dicho autor se fija en la frases que corresponden a cada a paso, no se fija en la
sugerencias que acompafian cada paso. No nos parece acertada su critica toda vez que Polya
indica claramente que el docente debe hacer preguntas al alumno en cada fase, para que con la
practica se las pueda hacer el mismo. Es decir, el maestro ayuda a los alumnos (de secundaria y
bachillerato, por el tipo de ejemplos que brinda) a tener claro lo que se tiene y lo que se pide en el
problema. “How solve it” estd redactado para los maestros. Como anexo al final de la tesis se
incluyen las preguntas que Polya sugiere que el maestro debe formular en relacién a los cuatro
pasos, y que aparecen en “How solve it”.



¢Cual es el problema?

g

@

Evaluar Desarrollar un Plan
¢Que vamos a hacer?

Implementar el Plan

En el diagrama anterior da la impresién de que siguiendo los cuatro pasos de Polya (con redaccion
ligeramente modificada) podriamos resolver cualquier problema.

Es evidente que el caracter lineal de los modelos utilizados en numerosos libros de texto y
profesores no promueve el espiritu de las fases de Polya y su objetivo de ensefiar a los estudiantes
a pensar. Todos estos modelos tradicionales presentan los siguientes defectos:

1. Representan la solucién de problemas como un proceso lineal.
2. Ellos presentan la solucién de un problema como la ejecucién de una serie de pasos.

3. Dan a entender que la resoluciéon de problemas matemadticos es un procedimiento que se ha
memorizado, practicado y el objetivo es repetirlo.

Resolucion de problemas en la escuela secundaria en México: En el presente trabajo, se ha
tomado en cuenta el Programa Oficial 2011 para Secundaria (Matematicas), en el que se pretende
desarrollar habilidades de nifios y adolescentes de Educacidn Basica, de tal manera que:

¢ Desarrollen formas de pensar que les permitan formular conjeturas y procedimientos para
resolver problemas, y elaborar explicaciones para ciertos hechos numéricos o geométricos.

o Utilicen diferentes técnicas o recursos para hacer mas eficientes los procedimientos de
resolucion.

e Muestren disposicidn para el estudio de la matemadtica y para el trabajo auténomo y
colaborativo.

Propdsitos del estudio de las Matematicas para la educacion secundaria.

En esta fase de su educacién, como resultado del estudio de las Matematicas, se espera que los
alumnos:

¢ Utilicen el cdlculo mental, la estimacién de resultados o las operaciones escritas con nimeros
enteros, fraccionarios o decimales, para resolver problemas aditivos y multiplicativos.

¢ Modelen y resuelvan problemas que impliquen el uso de ecuaciones hasta de segundo grado, de
funciones lineales o de expresiones generales que definen patrones.

e Utilicen el teorema de Pitagoras, los criterios de congruencia y semejanza, las razones
trigonomeétricas y el teorema de Tales, al resolver problemas.
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e Emprendan procesos de busqueda, organizacion, analisis e interpretacion de datos contenidos
en tablas o graficas de diferentes tipos, para comunicar informacién que responda a preguntas
planteadas por ellos mismos u otros. Elijan la forma de organizacién y representacion (tabular o
grafica) mas adecuada para comunicar informacion matematica.

¢ |dentifiquen conjuntos de cantidades que varian o no proporcionalmente, y calculen valores
faltantes y porcentajes utilizando numeros naturales y fraccionarios como factores de
proporcionalidad.

Los Estandares Curriculares para el eje 1 son los siguientes. El alumno:

1.1.1. Resuelve problemas que implican convertir nUmeros fraccionarios a decimales y viceversa.
1.1.2. Resuelve problemas que implican calcular el minimo comun multiplo o el maximo comun
divisor.

1.2.1. Resuelve problemas aditivos que impliquen efectuar calculos con expresiones algebraicas.
1.3.1. Resuelve problemas multiplicativos con expresiones algebraicas a excepcion de la divisidn
entre polinomios.

1.4.1. Resuelve problemas que implican expresar y utilizar la regla general lineal o cuadratica de
una sucesion.

1.4.2. Resuelve problemas que involucran el uso de ecuaciones lineales o cuadraticas.

Lo anterior es cita textual y para mas detalles se puede consultar en linea en el portal de SEP
Federal, como programa SEP matematicas 2011.

Como se ve, se da mucho énfasis a la resolucién de problemas, pero algunos maestros no trabajan
con un esquema de resolucion de problemas, particularmente, los alumnos resuelven pocos
problemas por clase. Se predica mucho y se practica poco.

En resumen nosotros concebimos el método de Polya como un recurso no como una camisa de
fuerza, y muchos menos como una receta facil.

“El mejor maestro no es aquel que da las mejores respuestas, si no aquel que ayuda
encontrarlas”
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CAPITULO | ]
EL MODELO DE DOS LUGARES GEOMETRICOS

1.1. Construcciones geométricas

Describir o construir figuras con regla y compas es un tema clasico de la geometria plana. Ademds
tales construcciones son adecuadas para familiarizar a los principiantes con figuras geométricas y
sus propiedades basicas; e introducirlo a la idea de resolver problemas geométricos. Es por esta
razén que vamos a hablar brevemente de las construcciones geométricas.

El primer problema en los Elementos de Euclides, la Proposicion Uno del Libro Uno, propone
"Describir un tridngulo equildtero en una linea recta finita dada" y da la solucién. Tenemos el
siguiente problema mads general: Describir o construir un tridangulo dando sus tres lados.
Analicemos este problema.

En cualquier problema debe haber una incégnita, si todo se sabe, no hay nada que buscar, nada
que hacer. En nuestro problema la incognita (la cosa deseada o requerida) es una figura
geométrica, un tridngulo. Sin embargo, en cualquier problema algo debe ser conocido o dado (los
datos). En nuestro problema los datos son tres "lineas rectas finitas" o segmentos de linea.
Finalmente, en cualquier problema debe haber una condicién que especifica cdmo la incdgnita
esta vinculada o relacionada con los datos. En nuestro problema, la condicién especifica es que los
tres segmentos dados deben ser los lados del tridngulo.

La condicién es una parte esencial del problema. Comparar nuestro problema con el siguiente:
"Describir un tridangulo dadas sus tres alturas" en los 2 problemas los datos son los mismos (tres
segmentos de linea) y la incégnita es una figura geométrica de la misma especie (un triangulo). Sin
embargo, la conexidén entre la incdgnita y los datos es diferente, la condicion es diferente, y los
problemas de hecho son muy diferentes.

Sia,b,y c representan las longitudes de los tres segmentos dados (obviamente deben satisfacer
la desigualdad del tridngulo, la suma de los segmento debe ser mayor que el terceroa + b > ¢).
Dibujamos primero un segmento cualquiera digamos a con extremos BC. Dibujar dos circulos, uno
con centro C y radio b, el otro con centro B y radio c, sea A uno de sus dos puntos de interseccién.
A continuacidn, ABC es el tridngulo deseado.
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1.2. Del ejemplo al patréon

Trazar el segmento a, con esto se localizan dos vértices del triangulo pedido, B y C, sélo queda un
vértice mas por encontrar. De hecho, trazando el segmento a hemos transformado el problema
propuesto en otro problema equivalente, pero diferente, al problema original. Este es el nuevo
problema: la incégnita es un punto (el tercer vértice del tridngulo requerido); los datos de dos
puntos (B y C) y dos longitudes (b y c); la condicién requiere que el punto deseado debe estar a la
distancia b del punto dado C y a la distancia c del punto dado B.

Esta condicion consiste en dos partes, una relacionada con b y C, y el otro con c y B. Mantenga
soélo una parte de la condicién, olvide la otra parte, écdmo esto determina la incognita?, écdmo
puede variar? Un punto del plano, que tiene la distancia b desde el punto C dado, no es ni
completamente determinado ni completamente libre: se limita a un "lugar", debe pertenecer y
también puede moverse a lo largo de la periferia del circulo con centro Cy radio b. El punto
desconocido pertenece a dos lugares geométricos y se encuentra en su interseccion.

Percibimos un patrén (el "patrén de dos lugares geométricos") que podemos imitar con alguna
posibilidad de éxito en la solucidn de problemas de construccién geométrica: en primer lugar,
reducir el problema a la construccién de un punto. A continuacién, divide la condicidon en dos
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partes tal que cada parte conduzca a un lugar geométrico, cada lugar debe ser una linea recta o un
circulo.

1.3. Ejemplos

Las construcciones geométricas basicas son aplicaciones directas del método de los dos lugares
geomeétricos. Polya nos indica claramente cdmo puede proceder el maestro en clase, a veces los
libros de texto dan la solucidn o el procedimiento de una construccién de un solo golpe, sin
discusidon ¢Cémo podria el estudiante descubrir la soluciéon por si mismo? ¢En qué forma podria
pensar?, éEn qué forma podria el maestro ayudar a los alumnos?

(1) Circunscribir un circulo entorno a un triangulo dado. Podemos reducir el problema a la
construccion del centro del circulo requerido. Asi que el problema se reduce a: la incdgnita es un
punto, digamos X; los datos son los tres puntos A, B y C; la condicidn consiste en la igualdad de las
tres distancias:

XA =XB =XC

Dividimos la condicidn en dos partes:
Primera XA =XB

Segunda XA =XC

Para cada parte de la condicién corresponde un lugar geométrico (locus). El primer lugar
geométrico es la mediatriz del segmento AB, el segundo el de AC. El punto deseado X es la
interseccién de estas dos lineas rectas.

Podriamos haber dividido la condicién de otra manera: en primer lugar, XA = XB, en segundo lugar,
XB = XC. Esto produce una construccion diferente. Sin embargo, éel resultado puede ser diferente?
éPor qué no?

(2) Inscribir un circulo en un triangulo dado. Podemos reducir el problema a la construccion del
centro del circulo requerido. Asi que el problema se reduce a:
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La incégnita es un punto, digamos X; los datos son tres lineas rectas a, b, y c; la condicidn es que
el punto X estara a la misma distancia de las tres lineas dadas.

Dividimos la condicidn en dos partes:
En primer lugar, X es equidistante de ay b.
En segundo lugar, X es equidistante de a y c.

El lugar geométrico de los puntos que satisfacen la primera parte de la condicidn consiste en dos
lineas rectas: las bisectrices de los dngulos. El segundo lugar es andlogo.

(3) Dadas dos lineas paralelas y un punto entre ellos (P). Dibuja un circulo que es tangente a las
dos lineas dadas y pasa por el punto dado. Si visualizamos la figura requerida (ayuda tener papel a
la mano) observamos que podemos facilmente resolver una parte del problema: la distancia de
las dos paralelas dadas es, obviamente, el diametro del circulo requerido y la mitad de esta
distancia es el radio.

Podemos reducir el problema a encontrar el centro X del circulo desconocido.
Sabiendo que el radio, es r, dividimos la condicion de la siguiente manera:
Observar que, X esta a una distancia r desde el punto dado (P).

En segundo lugar notar que, X esta a una distancia r de las dos lineas dadas.

La primera parte de la condicion produce un circulo, la segunda parte una linea recta a la mitad de
ellas, y paralela a las dos rectas dadas.

Sin conocer el radio del circulo deseado, podriamos haber dividido la condicién de la siguiente
manera:

En primer lugar, X estd a la misma distancia desde al punto dado y la primera linea dada.
En segundo lugar, X esta a la misma distancia desde el punto dado y la segunda linea dada.
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La divisién de la condicidn en estas dos partes es l6gicamente inobjetable, sin embargo: los lugares
geométricos correspondientes son parabolas, no podemos dibujar con regla y compds, es una
parte esencial del esquema que los lugares geométricos obtenidos deben ser circulares o
rectilineos (geometria basica). El punto dado P es el foco, r es la distancia que es igual a la

directriz, y a una de las paralelas, asi X esta en una parabola

Este ejemplo puede contribuir a una mejor comprensién del patrén de dos lugares geométricos.
Este modelo ayuda en muchos casos, pero no en todos, es apropiado mostrar ejemplos.

1.4. Problema de construccién

Inscribir un cuadrado en un tridngulo dado, tal que dos vértices del cuadrado deben hallarse sobre
la base del triangulo y los otros dos vértices del cuadrado sobre cada uno de los otros dos lados del
triangulo.

¢Cudl es la incdgnita? — un cuadrado.
¢Cudles son los datos? — un tridngulo dado.

¢Cudl es la condicién del problema? — los cuatro vértices del cuadrado deben hallarse sobre los
lados del tridngulo, dos sobre la base y los otros dos sobre cada uno de los otros dos lados.

¢Es posible satisfacer la condicién? —Creo que si, pero no estoy seguro. No parece que el problema
le resulte muy facil.

Si no puede resolverlo, trate primero de resolver algin problema relacionado ¢Puede usted
satisfacer alguna parte de la condicidn? - ¢Qué quiere decir por una parte de la condicién?
Veamos; la condicidn concierne a todos los vértices del cuadrado.

¢De cudntos vértices se trata? — de cuatro. Una parte de la condicién se aplicaria a menos de
cuatro vértices.

Tome sélo una parte de la condicidn, deje la otra parte. {Qué parte de la condicion es facil de
satisfacer? — es facil trazar un cuadrado con dos de sus vértices sobre el perimetro del tridangulo,
incluso un cuadrado con tres de sus vértices sobre el perimetro del triangulo.
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Dibuje una figura

Usted no ha considerado mas que una parte de la condiciéon, abandonando la otra. ¢En qué
medida la incdgnita queda ahora determinada? — el cuadrado no esta determinado si sélo tiene
tres de sus vértices sobre el perimetro del triangulo.

Dibuje otra figura.

-Tal como dice, el cuadrado no queda determinado por la parte de la condicién considerada.

éComo puede variar? -.......... tres de los vértices de su cuadrado estdan en el perimetro del
tridangulo, pero el cuarto no estd donde deberia estar. Como usted lo ha dicho, el cuadrado no esta
determinado, puede variar; resulta lo mismo para su cuarto vértice.

¢Cémo puede variar? -.....tratelo experimentalmente si lo desea. Trace otros cuadrados, tres de
cuyos vértices se hallen sobre el perimetro del mismo modo que los dos cuadrados ya dibujados
en la figura. Dibujelos pequefios y grandes.
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1.5. Ejemplos
Los siguientes ejemplos se diferencian entre si en varios aspectos, las diferencias pueden mostrar
mas claramente el rasgo comun que queremos desentrafiar.

(I) Dibujar tangentes comunes a dos circunferencias dadas. Dos circulos se dan en cualquier
posiciéon. Queremos dibujar lineas rectas tocando ambos circulos. Si los circulos dados no se
superponen tienen cuatro tangentes comunes, dos exteriores y dos interiores. Vamos a centrar
nuestra atencidn a las tangentes comunes exteriores, ver fig. 1.1, que existe a menos que uno de
los dos circulos dados se encuentre completamente dentro del otro.

Si no se puede resolver el problema propuesto, busque un problema relacionado y apropiado. Hay
un problema obvio relacionado (de los cuales el lector debe saber la solucion): trazar lineas
tangentes a un circulo dado, desde un punto exterior. Este problema es, de hecho, un caso limite o
caso extremo del problema propuesto: uno de los dos circulos dados es reducido en un punto.
Llegamos a este caso extremo en la forma mas natural por la variacion de los datos. Ahora
podemos variar los datos de muchas formas: disminucién de un radio y dejar el otro sin cambios o
disminuir un radio y el aumento del otro, o disminuir ambos. Y asi podemos dar con la idea de
dejar disminuir ambos radios a la misma velocidad, de manera uniforme, de modo que ambos se
ven disminuidos por la misma longitud en el mismo tiempo. Visualizar este cambio, podemos
observar que cada tangente comun estda cambiando, pero sigue siendo paralelo a si mismo
mientras se cambia, hasta que finalmente la figura. 1.2 aparece -y aqui esta la solucion: dibujar
tangentes desde el centro del circulo mas pequefio dado a un nuevo circulo, que es concéntrico
con el circulo mas grande dado y cuyo radio es la diferencia de los radios dados.

Fig. 1.1. Datos desconocidos, condicion

Fig.1.2. Paso clave
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Utilice la figura obtenida como un paso: el paso de ella a la figura deseada es facil (sélo hay dos
rectangulos para construir).

(2) Construir un tridngulo dadas sus tres medianas. "Tomamos el problema como resuelto", es
decir, nos basamos en el tridngulo (deseado) en el cual las tres medianas (dadas) estan
debidamente ensambladas, ver fig. 1.3. Debemos recordar que las tres medianas se encuentran en
un punto (el punto M en la fig. 1.3, centro de gravedad del tridngulo) la cual divide cada mediana
en proporcion 1:2.

Para visualizar este hecho esencial, vamos a marcar el punto medio D del segmento AM, los
puntos Dy M dividen la media AE en tres partes iguales, ver fig. 1.4.

El tridngulo deseado se divide en seis triangulos pequefios. ¢ Podria solucionar parte del problema?
Para construir uno de esos pequefios tridngulos se necesitan tres datos, de hecho, sabemos dos
lados: por un lado es un tercio de una mediana determinada, otra parte es de dos tercios de la
otra media, pero dado que no se ve una tercera pieza conocida ¢ Cémo podriamos introducir algin
otro triangulo con tres datos conocidos? Hay un punto D en la figura 1.4, que es,
comprensiblemente, deseoso de mas conexiones, si se une a un punto de vecino podemos notar
qgue el A MDG de cada lado de la cual es una tercera parte de una mediana, y para que podamos
construir, a partir de tres lados conocidos- jdimos un salto! El resto es facil.

B c

Fig. 1.3. Datos desconocidos, condicion.

A

B £ c

Fig. 1.4. Un punto deseoso de mas conexiones.
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EJEMPLOS ADICIONALES

En todos los ejemplos proponemos que el maestro guie la discusién de la solucion mediante un
dialogo basado en las preguntas de Polya, como en los ejemplos expuestos, por razones de
espacio en ocasiones la solucién sera breve. Los alumnos previamente tratan de resolver el
problema, asi que en la discusidn el maestro usa las ideas de los alumnos, aun si no son correctas
del todo

1.- En la siguiente figura un cuarto de circulo esta inscrito en un cuadrado de lado 4. ¢ Cuanto mide
el radio del circulo menor que es tangente al cuarto de circulo y a dos lados del cuadrado?

SOLUCION:

Después de algunos intentos llegamos a la siguiente figura, donde aprovechamos que la recta que
une los centros de los circulos también es diagonal en ambos cuadrados

Por el Teorema de Pitagoras, la diagonal del cualquier cuadrado de lado a mide av/2.

4

Luego, la diagonal del cuadrado grande mide 4v2. Ademas esta diagonal es igual a la suma del
radio del circulo grande, mas el radio del circulo pequefio, mas la diagonal del cuadrado pequefio,
luego 4V2 = 4 + r + r/2, de donde:

424
C1+42
 W2-4(1-V2
Bl 1+\/7<1—\/7>
_ W2-8-4+4V2

B 1-2
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=12 -8V2

Por lo tanto, el radio del circulo pequefio mide 12 — 8v/2.

2.- Una rueda de radio 8 cm rueda a lo largo del didmetro de un semicirculo de radio 25 hasta que
topa con este semicirculo. ¢ Cudl es la longitud de la porcion del diametro que no puede ser tocado

por la rueda?

SOLUCION:
Después de batallar un poco a cerca de la figura que dibujar, usamos la estrategia de unir los
centros de los circulos, por simetria de la figura del problema, usamos la mitad derecha.

Dibujamos el AOBC. Donde O es el centro del circulo grande B el centro de la rueda y C el punto de

tangencia de la rueda y el diametro del semicirculo.
BC un radio de larueda L_OBC=90°y el AOBC esta en angulo recto en C.
Prolongamos OB para satisfacer el semicirculo en D. Tenemos que BD=8 y BD=CA entonces
BD=CA=8 ya que ambos son los radios de la rueda.
Ahora como OD=25 y BD=8 tenemos que:
OB=0D-BD=25-8=17
Utilizando el teorema de Pitdgoras en el AOBC para encontrar OC, tenemos:
0C*=0B*-BC?
0C’=17°-8 =289-64 =225 asi
0C=V/225 > 0C=15

Entonces como OA=25 y OC=15, tenemos que:
CA=0A-0C=25-15=10

)

0O C A

Por lo tanto la longitud de la porcion del didmetro que no pude ser tocado por la rueda es 20 6
2AC.
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3.- La duplicacion del cuadrado.

Este es un problema conocido y su solucién se remonta a los Didlogos de Platén, y tal forma de
trabajar se llama Método Socratico, pero curiosamente cuando se incluye este problema en un
examen normalmente un gran porcentaje se equivoca, también se puede formular de la siguiente
manera: tenemos un circulo de radio igual a 10 centimetros, éCudl es el radio de un circulo que
tenga drea doble del anterior? Muchos contestan, sin reflexionar: 20 cm.

La diagonal del cuadrado original da la longitud del lado que se busca. Recordamos que por
Pitagoras la diagonal de un cuadrado de lado [ es D = v/21 ahora si elevamos al cuadrado el drea

del nuevo cuadrado es A = 212 ver figura.

Proponemos que el maestro explique la solucién de este problema usando la metodologia
anterior, es decir que “vaya discutiendo” y no dar solucién de un golpe. Discutir con los alumnos
hacerles notar con preguntas si tienen claro lo que se pretende, si tienen claro cémo se calcula el

area de un cuadrado o de un circulo.

Ahora generalizamos para el area de un rectdngulo. Hallar la construccion geométrica para
duplicar el drea de un rectangulo. KMDL tiene el doble que ABDC
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4.- Imagine que tiene una escalera de longitud [ y que la apoya contra una pared (o un arbol).
¢Cudl es el lugar geométrico del punto medio sobre la escalera (ahi estd un gato), cuando la
escalera toma todas las posiciones? (siempre apoyandose sobre el suelo y la pared) Este ejemplo
se puede explicar en el tema de lugares geométricos en geometria analitica.

SOLUCION:

Si esto se expone a un grupo de alumnos se insiste en que podemos ir descubriendo paso a paso
gue partimos de las condiciones de problema y avanzamos al tener presente lo que queremos, es
decir, en este problema suponemos donde esta la escalera, su pie en A y que lo conocemos. El
alumno puede realizar el dibujo apoyandose en geogebra ya que con un botdn traza el punto
medio.

Sea L la longitud de la escalera(es conocida). Sea A el pie de la escalera en el eje X, y B donde la
escalera se apoya en el eje Y, la escalera solo se mueve, deslizdndose sobre los ejes asi

0 1 2 3 4 X

La escalera satisface (0A)? + (OB)? = L?, sea M (x,y) el punto medio de la escalera en cualquier
posicion intermedia (no cuando la escalera descansa sobre los ejes)

Entonces por tridngulos semejantes o usando un poco de analitica que nos da las coordenadas del

. 0A 0B .
punto medio tenemos x = - y=-. Sustituyendo nos queda
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(04)? (0B)? I?
r TT1 %

0A\* (0B\* (L

() +(3) =)
]

Otra solucion, dejamos fija “la escalera” y permitimos que el origen de coordenadas se mueva
libremente, pero siempre formando un angulo recto, por el teorema del dngulo inscrito en un
semicircunferencia tenemos que el lugar geométrico buscado es una semicircunferencia.

2

Puede imaginar que dibuja un segmento de longitud igual a la escalera y en los extremos coloca un
angulo recto describird una

clavo, apoya una escuadra contra los clavos el vértice donde esta e

circunferencia.
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Problemas sobre circulos, es importante dar una secuencia de problemas relacionados.

5.- Dado un circulo de radio r se desea inscribir tres circulos iguales que sean mutuamente
tangentes entre si y tangentes al circulo inicial ver figura. Hallar el radio de las circunferencias

iguales.

SOLUCION:

Seary el radio de la circunferencia pequefia inscrita.

r 1
;=tag30°=—=x=\/§-r

V3
T
;1=tag15°=2—\/§=>r1=(2-\/§—3)-r

6.- Dado un circulo de radio r se desea inscribir cuatro circulos iguales que sean mutuamente
tangentes entre si y tangentes al circulo inicial ver figura. Hallar el radio de las circunferencias

iguales.
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SOLUCION:

Sea 1, el radio de la circunferencia pequefia inscrita.

Hay 2 soluciones: aplicar Pitagoras al cuadrado del centro, la otra es explicar porqué el angulo

indicado en el dibujo es 42—5.

45
T4 =r-tag7

=r-(vV2-1)

7.- Dado un circulo de radio r se desea inscribir cinco circulos iguales que sean mutuamente
tangentes entre si y tangentes al circulo inicial ver figura. Hallar el radio de las circunferencias
iguales.
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SOLUCION:

Sea 15 el radio de la circunferencia pequefia inscrita.

r . r
i tagh4 = x = tagst
- 5 tag27’

x
r o
s = W “tag27

8.- Dado un circulo de radio r se desea inscribir seis circulos iguales que sean mutuamente
tangentes entre si y tangentes al circulo inicial ver figura. Hallar el radio de las circunferencias
iguales.
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SOLUCION:

Sea 1y el radio de la circunferencia pequefia inscrita.

60}

Radio del circulo inscrito:

r tag60’ r
—_ = - g
x ag X 5
tag30’ r 2
= 1= X.ta =—"—
6 g \/§\/§

_ T

3

Al estilo Polya, éSe puede generalizar? Es decir proponemos el siguiente problema, dado un

circulo de radio R, inscribir n circulos iguales tangentes entre si y tangente al circulo exterior,
hallar su radio (r,).
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CAPITULO 2
EL PATRON CARTESIANO

2.1. Un pequeiio problema

Aqui hay un desafio para la mente que puede divertir a los nifios de hoy: un granjero tiene gallinas
y conejos. En total hay 50 cabezas y 140 patas. ¢Cudntas gallinas y cudntos conejos tiene el
granjero? Consideramos varios enfoques para resolverlo.

()Tanteo. Hay 50 animales en total. No todos pueden ser gallinas, porque entonces tendriamos
solo 100 patas. No todos pueden ser conejos, porque entonces tendriamos 200 patas. Sin
embargo, no debe ser sélo de 140 patas. Si la mitad de los animales eran gallinas y los conejos
otra mitad. Vamos a estudiar estos casos haciendo una tabla:

Gallinas Conejos Patas
50 0 100
0 50 200
25 25 150

Si tomamos un nimero menor de gallinas, hay que tener un mayor nimero de conejos y esto lleva
a mas patas. Por el contrario, si se tiene un mayor nimero de gallinas. . . . Si, debe haber mas de
25 gallinas, vamos a tratar con 30:

Gallinas Conejos Patas
30 20 140

iYa tenemos la solucién!

Si, de hecho, tenemos la solucién, porque los nimeros dados, 50 y 140, son relativamente
pequefios y simples. Sin embargo, si el problema, propuesto con la misma redaccion, tenia un
numero mas grande o mas complicado, necesitamos mas ensayos para resolverlo de esta manera.

(2) Idea Brillante (o “idea feliz”). Por supuesto, nuestro pequefio problema se puede resolver
menos "empiricamente" y mas "deductivamente", quiero decir, con menos ensayos, menos
conjeturas, y mas razonamiento. Aqui hay otra solucion.

Supongamos algo extraordinario: Cada gallina esta de pie sobre una pata y cada conejo esta de pie
sobre sus patas traseras.

En esta extraordinaria situacién sélo la mitad de las patas se utilizan, es decir, 70 patas. En este
numero 70 la cabeza de una gallina se cuenta sdlo una vez, pero la cabeza de un conejo se cuenta
dos veces. Quita de 70 el nimero de todas las cabezas, que es de 50, sigue habiendo el nimero de
cabezas de conejo, hay

70-50=20

20 conejos. Y, por supuesto, 30 gallinas.
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Esta solucion podria funcionar igual si los numeros en nuestro pequefio problema (50 y 140)
fueran remplazados por nimeros menos simples. Esta solucién es genial: se necesita una clara
comprension intuitiva de la situacién, un poco de una brillante idea.

(3) Mediante el algebra. Podemos resolver nuestro problema simple sin tener que depender de la
suerte, y resolverlo de forma sistematica, si sabemos un poco de algebra.

El dlgebra es un lenguaje que no consiste de palabras, sino de simbolos.

De este modo, seguimos el precepto del esquema cartesiano: "reducir cualquier tipo de problema
a un problema de dlgebra." En nuestro caso, la traduccién es facil.

Plantear el Problema
Lenguaje comun Lenguaje algebraico

Un granjero tiene:

un cierto numero de gallinas X

y un cierto nimero de conejos y

Estos animales tienen cincuenta cabezas x + y=50

y ciento cuarenta patas 2x + 4y =140

Hemos traducido la cuestidn propuesta en un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas, x y y.
Muy poco conocimiento de algebra se necesita para resolver este sistema: volver a escribirlo en la
forma

x+2y=70
x+7y =50
y restando la segunda ecuacién de la primera obtenemos y = 20
sustituyendo en la segunda ecuacién del sistema, que x = 30
(4) Generalizacién. Es aun mas ilustrativo para sustituir las letras por los numeros dados.

Sustituir h por 50 y f por 140 en nuestro problema. Es decir, que h representa el numero de
cabezas, y f el nimero de patas, de los animales del granjero. Por esta sustitucién, el problema
adquiere una nueva apariencia, vamos a considerar también la traduccién al lenguaje algebraico.

Un granjero tiene:
un cierto numero de gallinas X
y un cierto nimero de conejos y
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Estos animales tienen h cabezas x+y=h
y f patas 2x + 4y =f

El sistema de dos ecuaciones que hemos obtenido puede ser reescrito en la forma

f
+2y ==
x y 5
x+y=h
Yy por sustraccion,
f
==—nh
y=3

Vamos a volver a traducir esta férmula en el lenguaje comun: el nimero de conejos es igual a la
mitad del numero de patas, menos el nimero de cabezas”. Este es el resultado de la solucion
imaginaria (2).

Este paso es ciertamente simple, pero es un paso importante de generalizacion.

(5) Comparacion. Puede ser ilustrativo comparar los diferentes enfoques del mismo problema.
Mirando hacia atras en los cuatro enfoques anteriores, podemos observar que cada uno de ellos,
incluso la primera, tiene algun mérito, algun interés especifico.

El primer procedimiento que hemos caracterizado como "tanteo" se describe generalmente como
una solucién por ensayo y error.

De hecho, se trata de una serie de pruebas, cada una de las cuales trata de corregir el error
cometido por el anterior y, en general, los errores disminuyen a medida que avancemos y los
sucesivos ensayos se acercan mas y mas al resultado final deseado. En cuanto a este aspecto del
procedimiento, es posible que desee una mejor caracterizacién que simplemente "ensayo y
error", se puede hablar de "pruebas sucesivas" o "correcciones sucesivas" o "aproximaciones

sucesivas".

El término método de aproximaciones sucesivas, naturalmente, se aplica a una amplia variedad de
procedimientos en todos los niveles. Por lo tanto, el profesor no debe desanimar a sus alumnos
del uso de "prueba y error", por el contrario, debe fomentar el uso inteligente de los métodos
fundamentales de las aproximaciones sucesivas. Sin embargo, debe mostrar de manera
convincente que para problemas tan simples como el de las gallinas y los conejos, y en muchas
mas situaciones (y mas importantes), el algebra sencilla es mas eficiente que las aproximaciones

sucesivas.

2.2. La creacion de ecuaciones
En la seccion anterior, tradujimos un problema propuesto del lenguaje ordinario al lenguaje
algebraico. En nuestro ejemplo, la traduccidn era obvia, sin embargo; hay casos cuando la
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traduccién de este problema en un sistema de ecuaciones demanda mas experiencia, 0 mas
ingenio, 0 mas trabajo. Polya recuerda las reglas de Descartes contenidas en su libro “Reglas para
la Direccién del Espiritu”.

(1) Después de haber comprendido bien el problema, este se reduce a la determinacion de ciertas
cantidades desconocidas (Reglas XIlI-XVI).

Después de haber entendido el problema como un todo, dirigimos nuestra atencion a sus partes
principales. Debemos ver con mucha claridad ¢Qué tipo de cosas tenemos que encontrar? (la
incégnita o incégnitas) ¢Qué cosas se dan? (los datos), es decir ¢Cémo las incdgnitas y los datos
estan conectados entre si?

Siguiendo a Descartes, ahora nos limitamos a problemas en los que las incégnitas son las
cantidades (es decir, nimeros, pero no necesariamente enteros).

(2) Estudie el problema de la manera mdas natural, tomdndolo como resuelto y visualice el orden
adecuado de todas las relaciones que debe mantener entre las incégnitas y los datos de acuerdo a
la condicién (Regla XVII).

Nos imaginamos que las cantidades desconocidas tienen valores que satisfacen plenamente las
condiciones del problema: esto significa esencialmente "tomar el problema como resuelto"
seccién 1.4. En consecuencia, tratamos las incégnitas y las cantidades dadas en plano de igualdad
en algunos aspectos, podemos visualizar las conexiones por relaciones como la condicién
requerida. Esto es lo que a muchas personas les cuesta trabajo imaginar.

(3) Separar una parte de la condicidn segln se pueda expresar la misma cantidad de dos maneras
diferentes y obtener asi una ecuacidn entre las incdgnitas. Eventualmente, debemos dividir la
condicidn en tantas partes y asi obtener un sistema con tantas ecuaciones, como incégnitas haya
(regla XIX).

Lo anterior es una traduccidn libre, de la declaracion de la Regla XIX de Descartes.

El objetivo se establece con suficiente claridad: debemos obtener un sistema de n ecuaciones con
n incognitas. Se entiende que el cdlculo de estas incognitas deberia resolver el problema
propuesto. Por lo tanto, con el fin de establecer las n ecuaciones debemos dividir la condicién en
n partes. Pero, éicomo?

Las consideraciones anteriores en (1) y (2) (que describen muy superficialmente las Reglas de
Descartes XllI-XVIl) dan algunas indicaciones, pero no hay instrucciones precisas. Ciertamente,
tenemos que entender el problema, tenemos que ver las incdgnitas, los datos, y la condicién muy
claramente.

Podemos sacar provecho del estudio de las distintas cldusulas de la condicidén y visualizar las
relaciones entre las incégnitas y los datos. Todas estas actividades nos dan la oportunidad de
obtener el sistema de ecuaciones que desee, pero no con certeza.
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El consejo que estamos considerando (la parafrasis de la regla XIX) hace hincapié en un punto
adicional: a fin de obtener una ecuacién tenemos que expresar la misma cantidad de dos maneras
diferentes.

En resumen, hay algunas buenas sugerencias, pero no hay ninguna regla infalible para la creacion
de las ecuaciones. Sin embargo, la practica puede ayudar.

(4) Reducir el sistema de ecuaciones a una ecuacion (regla XXI)

La afirmaciéon de Descartes de la regla XXI que aqui parafraseamos no es seguida por una
explicacion (de hecho, es la ultima frase de Descartes en su manuscrito). No vamos a examinar
aqui en qué condiciones un sistema de ecuaciones algebraicas se puede reducir a una sola
ecuacion o como tal reduccion puede ser realizada, estas cuestiones pertenecen a una teoria
puramente matemadtica, que es mas complicada que el consejo breve de Descartes. Muy poco de
algebra sera suficiente para llevar a cabo la reduccién de los casos sencillos en los cuales se
necesite.

2.3. Ejemplos de clase

Los "problemas de palabras" de nivel secundaria son triviales para los matematicos, mas no para
los alumnos y maestros. Creo sin embargo; que un maestro que hace un esfuerzo serio para
llevar el consejo de Descartes (3) hasta el nivel del aula y lo lleva a la practica, evitara muchas de
las dificultades al resolver dichos problemas.

El estudiante no debe comenzar a hacer un problema antes de que lo haya entendido. Se puede
comprobar hasta cierto punto, si el alumno ha comprendido realmente el problema: debe ser
capaz de repetir el planteamiento del problema, seialar las incégnitas y los datos y explicar la
situacién con sus propias palabras. Si puede hacer todo esto bastante bien, se puede proceder a la
actividad principal.

Una ecuacién expresa una parte de la condicién. El estudiante debe ser capaz de encontrar la
parte de la condicién que se expresa mediante una ecuacién que lleva adelante y qué parte no
estd expresada. Una ecuacidn expresa la misma cantidad de dos maneras diferentes. El estudiante
debe ser capaz de decir qué cantidad ha sido expresada. Por supuesto, el alumno debe poseer el
conocimiento pertinente, sin el cual no podra comprender el problema. En el nivel secundaria los
problemas mas comunes son "los problemas de razones" (ver los siguientes tres ejemplos). Antes
de ser llamado a resolver un problema, el estudiante debe adquirir en alguna forma la idea de
“razén", proporcionalidad y cambio uniforme.

() Una llave puede llenar de agua un tanque en 15 minutos, otra llave; en 20 minutos, una tercera
llave en 30. Con las tres llaves abiertas, é cuanto tiempo se tarda en llenar el tanque vacio?

Supongamos que el tanque contiene g galones de agua cuando esta lleno.

Entonces la tasa o razdn de flujo a través de la primera llave es
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g

15

galones por minuto. Puesto que cantidad = razén X tiempo

la cantidad de agua que fluye a través de la primera llave en cuestion de t minutos es

g
—t
15

Si las tres llaves juntas llenan el tanque vacio en cuestidén de t minutos, la cantidad de agua en el
tanque lleno se puede expresar de dos maneras:

g 9. .9
Et+%t+%t—g

La parte izquierda muestra la contribucion de cada llave por separado, la parte derecha el
resultado conjunto de estas tres contribuciones. Dividiendo entre g se obtiene la ecuacidn para el
t necesario:

t_{_t_{_t_1
15 20 30

Por supuesto, la derivaciéon de la ecuacidon puede ser presentada de manera diferente y el
problema en si mismo podria ser generalizado y modificado de varias maneras.

(2) Tomas puede hacer un trabajo en 3 horas, David en 4 horas, y Hugo en 6 horas. Si lo hacen
juntos (sin que se estorben entre si), écuanto tiempo les toma hacer el trabajo?

Tomds puede hacerg de todo el trabajo en una hora, también se puede decir que Tomas estd

trabajando a un ritmo deidel trabajo por hora. Por lo tanto, en t horas Tomas hacet / 3 del

trabajo. Si los tres chicos trabajan juntos y terminan la obra en t horas, la cantidad total de trabajo
se puede expresar de dos maneras:

+t+t—1
4 6

w| ==+

de hecho, el que en el lado derecho corresponde a "un trabajo completo."
Este problema es casi idéntico al anterior (l), aunque numéricamente desde
15:20:30 = 3:4:6

Es ilustrativo formular una generalizacion comin de ambos problemas (usando literales). También
es ilustrativo comparar las soluciones y sopesar las ventajas y desventajas de la introduccién de g
la cantidad en la solucidn (I).
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(3) Un avidn que lleva combustible para cuatro horas de vuelo seguro, vuela a una velocidad de
220 millas por hora en aire quieto. Si vuela contra un viento de 20 millas por hora, ¢ Qué distancia
puede viajar de manera segura (ida y regreso)?

Se entiende que el viento sopla con una intensidad sin cambios durante todo el vuelo, el avién que
viaja en linea recta, el tiempo necesario para cambiar de direccidon en el punto mas alejado es
insignificante, y asi sucesivamente. Todos los problemas contienen palabras y suposiciones
simplificadoras no declaradas, que el solucionador de problemas debe identificar, es un trabajo
preliminar de interpretacidn y abstraccién. Esta es una caracteristica esencial de los problemas de
palabras que no siempre es trivial, y debe ser traido a la luz, por lo menos de vez en cuando, por
ejemplo son clasicos los problemas de cruzar un rio con algunas pertenencias (gallina, maiz y un
lobo), el solucionador debe suponer que el ancho del rio no importa, ni la velocidad de la
corriente.

El problema (3) se vuelve mas instructivo si en lugar de los numeros
220 20 4
concretos sustituimos por cantidades generales
v w T

que denotan la velocidad del avidn en el aire inmdvil, la velocidad del viento, y el tiempo total de
vuelo, respectivamente, estas tres cantidades son los datos.

Sea x la distancia recorrida en una sola direccidn, t; la duracidn del vuelo de salida, t, la duracién
del vuelo de regreso, estas tres cantidades son incégnitas. Es util para mostrar algunas de estas

cantidades:

Ida Regreso
Distancia X X
Tiempo ty t,
Velocidad v—w v+w

Ahora, como sabemos,
Distancia = velocidad X tiempo
Expresamos cada una de las siguientes tres cantidades de dos maneras:
x=wWw-w)ty
x =W+ w)t,
ty+t, =T
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Aqui tenemos un sistema de tres ecuaciones para las tres incognitas x, t; y t,. De hecho, sélo x
fue requerida por el problema propuesto, t; y t, son incégnitas auxiliares que se han introducido
con el fin de expresar claramente la condicidn de todo. Eliminando encontramos t; y t,

X X

+
v—w v+w
y por lo tanto

w? —-w3T
X=——"
2v

No hay ninguna dificultad en sustituir los valores numéricos de los datos v,w, y T.

Siw = 0, entonces 2x = vT.

Siw = v, entonces x = 0. En contra de un viento con velocidad v, el avién no puede ponerse en
marcha.

Si aumenta el valor dew, w = 0 para el valorw = v, x disminuye de forma constante, de
acuerdo con la férmula. Y asi, una vez mas, la formula esta de acuerdo con lo que podemos prever
sin ningun tipo de algebra, sélo mediante la visualizacién de la situacion.

Trabajar con datos numéricos en lugar de los datos generales (letras) nos habriamos perdido esta
discusidn instructiva de la formula y los controles valiosos de nuestro resultado.

(4) Un comerciante tiene dos tipos de nueces, unas cuestan 90 pesos el kilo, y otras 60 pesos el
kilo. El desea hacer 50 kilos de una mezcla que vendera a 72 pesos el kilo. ¢ Cuantos kilos de cada
nuez debera usar?

Esto es tipico, un simple "problema de mezclas." Digamos que el comerciante utiliza x kilos de
nueces de la primera clase, y y kilos de la segunda clase, x y y son las incégnitas. Podemos
estudiar convenientemente las incognitas y los datos mediante la matriz:

Primera Clase Segunda Clase Mezcla
Precio por kilo 90 60 72
Peso X y 50

Expresar de dos maneras el peso total de la mezcla:

x +y =50 (kilos)

Luego expresa de dos maneras el precio total de la mezcla:
90x + 60y = 72 - 50 (precio x kilo )

36



Tenemos aqui un sistema de dos ecuaciones para las dos incégnitas x y y. Dejamos la solucién
para el lector, que no deberia tener problemas en la busqueda de los valores.

x =20, y=30
Otro problema similar seria:

¢Cuantos litros de leche al 1% de grasa se deben mezclar con crema al 15% de grasa para tener 5
litros de una mezcla que tenga 3% de grasa?

2.4. Ejemplos de la geometria

Vamos a discutir sélo dos ejemplos.

(1) Un problema de construccion geométrica. Es posible reducir cualquier problema de la
construcciéon geométrica a un problema de algebra. No podemos tratar aqui la teoria general de
tal reduccidn, pero he aqui un ejemplo.

A B

Fig. 2.1 Desde una ventana gética

Una zona triangular estd delimitada por una linea recta AB y dos arcos, AC y BC. El centro de un
circulo es A, la de la otra es B, y cada circulo pasa por el centro de la otra. Inscribir en esta drea
triangular un circulo tocando las tres lineas del contorno.

Obviamente, podemos reducir el problema a la construccién de un punto: el centro del circulo
requerido. Un lugar para este punto: La mediatriz del segmento AB, que es un eje de simetria de
la zona dada triangular. Y lo que queda por encontrar es otro lugar geométrico.

Mantenga sélo una parte de la condicién, y elimine la otra parte (momentdneamente).
Consideramos un circulo (variable) tocando sélo dos lineas de la frontera: la linea recta AB y AC
arco, ver fig. 2.2. Con el fin de encontrar el lugar del centro de este circulo, se utiliza la geometria
analitica. Dejemos que el origen de nuestro sistema de coordenadas rectangulares coincida con el
punto 4, y que el eje x pase por el punto B, ver fig. 2.2. Sixy y denotan las coordenadas del
centro del circulo. Unimos este centro a los dos puntos esenciales de contacto, uno con la linea
recta AB, y el otro con el arco BC, ver fig. 2.2. Los dos radios tienen la misma longitud, por tanto,
se puede expresar de dos maneras diferentes (sea AB = a):

37



y=a—+x%+y?
Al deshacerse la raiz cuadrada, podemos transformar esta ecuacién en
x? =a% - 2ay

Y asi, el lugar geométrico del centro del circulo es una parabola.

A B

Fig. 2.2. Hemos dejado una parte de la
condicion.

Sin embargo, el lugar mencionado al principio, la mediatriz de AB, tiene la ecuacién
a
X ==
2

que, junto con la ecuacién de la parabola, los rendimientos de la ordenada del centro del circulo
deseado.

y esta ordenada es facil de construir a partir de la longitud dada a = AB.

(2) El andlogo del teorema de Pitagoras en geometria sélida. La analogia no es Unica. Hay varios
hechos de la geometria sélida, que pueden ser consideradas adecuadamente como el andlogo a la
proposicién de Pitagoras.

Si consideramos un cubo como el andlogo al cuadrado y un tetraedro que se obtiene al cortar una
esquina del cubo por un plano oblicuo como analogo a un tridngulo rectangulo (que se obtiene al
cortar una esquina de un cuadrado por una linea recta oblicua). El vértice con el angulo recto
corresponde al vértice del tetraedro que vamos a llamar un vértice trirectangular. De hecho, las
tres aristas del tetraedro a partir de este vértice son perpendiculares entre si, formando tres
angulos rectos.

El teorema de Pitagoras resuelve el problema siguiente: En un tridngulo rectangular que tiene un
vértice 0, se dan las longitudes ay b de las dos partes que se encuentran en 0. Encontrar la
longitud c al lado opuesto O, es decir
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c? = a? + b?

Polya propone el siguiente problema: En un tetraedro que posee un vértice trirectangular O, son
dadas las dreas A,By C de tres caras que se redunen en 0. Encuentre el drea D de la cara
opuesta 0. Estamos obligados a expresar D en términos de A,B y C. Es natural esperar una
formula andloga al del teorema de Pitagoras. Un alumno puede conjeturar (adivinar) que:

D}*=A*+B*+C?

Esta es una conjetura inteligente, el cambio en el exponente corresponde perfectamente a la
transicién de 2 a 3 dimensiones.

(3) éCudl es la incognita? -El area de un triangulo, D.

¢Cémo se puede encontrar tal incdgnita? ¢Como puede obtener este tipo de cosas? -El area de un
triangulo se puede calcular si los tres lados son conocidos, por la formula de Herén. El area de
nuestro triangulo es D. Sean a, b, y ¢ denotan las longitudes de los lados,

a

Fig. 2.3. Pitagoras en el espacio.

yseas = (a + b + c) /2, entonces
D?=s(s—a)(s —b)(s —¢)
(Esta es conocida como la férmula de Herén) Vamos a etiquetar los lados de D en la fig. 2.3.

iMuy bien! ¢Pero los lados a, b y ¢ son conocidos? -No, pero estan en triangulos rectangulos, y si
los catetos en estos triangulos rectangulos se conocen (con la etiquetap,q,r en la Fig. 2.3.),
podemos expresar a, b, c:

a?=q?>+7r2, b2=12+p? c?=p?+q>

Eso es bueno, pero éson p, g y r conocidos? - No, pero estan conectados con los datos, las dreas
A ByC:

1 1 1 .
Sqr= A, STP = B, Spq = C (Areas)

Esto es correcto, pero élograste algo util? -Creo que si. Ahora tiene 7 incégnitas
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a, b ¢
b q r
también un sistema de 7 ecuaciones para determinarlas.
(4) No hay nada malo con nuestro razonamiento anterior, en virtud de (3).

Hemos alcanzado el objetivo establecido por la Regla de Descartes. Hemos obtenido un sistema
con tantas ecuaciones como incdgnitas. Hay sélo una cosa: el nUmero 7 puede parecer muy alto,
para resolver ecuaciones con siete incognitas puede parecer demasiado complicado.

Y la formula de Herdn no parece demasiado atractiva en este caso. Si nos sentimos asi, pueden
preferir un nuevo comienzo. ¢Cudl es la incdgnita? -El drea de un triangulo, D.

Fig. 2.4. Un nuevo punto de partida.

¢Cémo se puede encontrar esta clase de incdgnita? ¢CoOmo puede obtener este tipo de cosas? - La
forma mas familiar para calcular el drea de un triangulo es

donde a es la base y la altura h, del tridngulo con el drea D, vamos a introducir h en la figura. Ver
fig. 2.4.

Si, hemos visto a antes, pero équé pasa con h? -La altura h del tridangulo con el drea D se puede
calcular a partir de un tridngulo adecuado, eso espero. De hecho, se cruza el tetraedro con un
plano que pasa a través de hy del vértice trirectangular. La interseccion es un angulo recto, la
hipotenusa es h, uno de sus catetos es p como vimos antes, y el otro cateto digamosk, es la
altura perpendicular a un lado a en el tridngulo con el area A.

Por lo tanto,

h? = k? + p?
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iMuy bien! Sin embargo équé pasa con k? -La podemos conseguir de alguna manera. De hecho,
expresar el area del tridngulo en el que, como acabo de decir, k es una altura de dos maneras

diferentes:
1
Eak =A
Permitanme combinar lo que estd delante de mi:
4D? = q?h?
= a?(k? +p?)
= 44% + a?p?
=4A% + (1?2 + q?)p?
= 44% + (rp)* + (p9)?
= 4A% + 4B* + 4C*
Unamos el principio y el fin y eliminemos el factor cuatro. Aqui esta:

D? = A* + B> + C*

Este resultado es, de hecho, muy cercano al teorema de Pitagoras. Supongo que con el exponente
3 era inteligente - que resultd mal, pero esto no es sorprendente. Lo que es sorprendente es que

la conjetura se acercé tanto a la verdad.

Puede ser muy ilustrativo comparar los dos métodos anteriores para el mismo problema, ellos

difieren en varios aspectos.
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2.5. Ejemplo de un rompecabezas
¢Como puede usted hacer dos cuadrados de cinco? Fig. 2.5 muestra una hoja de papel que tiene la
forma de una cruz, que estd formada por cinco cuadrados iguales.

Cortar esta hoja a lo largo de una linea recta en dos partes, a continuacién, cortar una de las piezas

a lo largo de otra linea recta de nuevo en dos, de modo que las resultantes tres piezas, equipadas

convenientemente juntas, forman dos cuadrados yuxtapuestos.

La cruz de la figura 2.5 es altamente simétrica (que tiene un centro de simetria y cuatro lineas de
simetria). Los dos cuadrados yuxtapuestos formando un rectdngulo cuya longitud es el doble del
ancho. Se entiende que las tres piezas en las que se divide la cruz debe llenar este rectangulo sin
superponerse.

Fig. 2.5. ;Dos de cinco?

¢Podria solucionar parte del problema? El area del rectangulo deseado es igual a la superficie de la
cruz dada y por lo que es igual a 5a? si a denota el lado de uno de los cinco cuadrados que forman
la cruz. Sin embargo, después de haber obtenido su area, también podemos encontrar los lados
del rectangulo. Sea x el largo del rectangulo, a continuacién, su ancho es x /2. Expresar el area del
rectangulo en dos formas diferentes, obtenemos

X
.—=5§ 2
X a
o) x? = 10a?

de la que podemos encontrar ambos lados del rectangulo.

Ahora tenemos suficiente informacion sobre el rectdngulo, su forma y tamafio, pero el enigma
propuesto todavia no esta resuelto: todavia tenemos que encontrar los dos cortes en la cruz. Sin
embargo, la expresion de x obtenido anteriormente puede dar una pista, sobre todo si lo
escribimos en esta forma:

x2 =9a? + a?
Con esta indicacion, dejo la solucién para el lector.

Podemos derivar algunas sugerencias utiles del tratamiento anterior del rompecabezas.
Primero, muestra que el algebra puede ser util incluso cuando no se puede resolver el problema
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por completo: se puede resolver una parte del problema y la solucion de esa parte puede facilitar
el trabajo restante.

En segundo lugar, el procedimiento que hemos empleado nos puede impresionar con su peculiar
patrén de expansion. En primer lugar, hemos obtenido sélo una pequefia parte de la solucién: el
area del rectangulo deseado. Ahora, estamos tratando de utilizar la parte mas grande para
obtener una parte aun mas grande que podemos usar después, asi lo esperamos, para obtener la
soluciéon completa.

2.6. Ejemplos desconcertantes

Los problemas que hemos visto hasta ahora en este capitulo son "razonables". Nos inclinamos a
considerar un problema como razonable si su solucidon es determinada de manera unica. Si
estamos seriamente preocupados con nuestro problema, queremos saber (o adivinar) lo mds
pronto posible si es razonable o no. Y asi, desde el principio, nos podemos preguntar: ¢Es posible
cumplir la condicion? ¢Es la condicidn suficiente para determinar la incognita?

(1) Un hombre caminé cinco horas, primero a lo largo de un camino llano, y luego subié una colina,
y luego dio media vuelta y regresé a su punto de partida por el mismo camino.

El camino a 4 millas por hora a nivel, 3 millas por hora colina arriba y 6 millas por hora colina
abajo. Encontrar la distancia recorrida.
¢Es un problema razonable? ¢Son los datos suficientes para determinar la incognita?

Los datos parecen ser insuficientes: alguna informacidn acerca de la extensién de la ruta a desnivel
parece ser vaga. Si supiéramos cuanto tiempo el hombre pasaba caminando cuesta arriba, o
cuesta abajo, no habria ninguna dificultad. Sin embargo, sin esa informacién el problema parece
indeterminado.

Sin embargo, vamos a tratar. Sea x la distancia total recorrida, y la longitud de la caminata cuesta
arriba. La caminata de cuatro fases diferentes: a nivel, cuesta arriba, cuesta abajo, a nivel.

Ahora es facil expresar el tiempo total empleado en caminar en dos formas diferentes:

x x
/2—y+z+z+ /2—y=

4 3 6 4 >

Sélo una ecuacién entre dos incégnitas, no es suficiente. Sin embargo, el momento de recoger los
términos, el coeficiente de y resulta ser 0, y permanece alli

Y que los datos son suficientes para determinar x, la incognita sélo requiere la declaracién del
problema. Por lo tanto, después de todo, el problema no es indeterminado: nos equivocamos.
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(2) Nos equivocamos, no se puede negar, pero sospechamos que el autor del problema se esforzd
por engafiarnos por una decision dificil de los nimeros 3, 6, y 4. Para llegar a la parte inferior de su
truco, vamos a sustituir a los nimeros

las letras u, v, w
representan el ritmo de la caminata
cuesta arriba, cuesta abajo, anivel,

respectivamente. Tenemos que volver a leer el problema, con las literales indicadas, y luego
representamos el tiempo total empleado en caminar en dos formas diferentes, usando las letras

apropiadas:

X X
JZ:X+X+X+12:Z:
w u v w

5

x (1 1 2
—+(—+———)y:5
y \wu v w

No podemos determinar x en esta ecuacion, a menos que el coeficiente de y se desvanezca. Y asi,
el problema es indeterminado, a menos que

Sin embargo, si los tres tipos de caminata son elegidos al azar, que no se ajusten a esta relacién,
por lo que el problema es indeterminado.

(Podemos expresar la relacidn critica también por la formula

2uv

Tu+4v

o diciendo que el ritmo en el nivel de la media armdnica es el ritmo ascendente y el ritmo

descendente).

(3) Dos circulos mds pequefios son exteriores uno al otro, pero interiores al tercer circulo, mds
grande. Cada uno de estos tres circulos es tangente a los otros dos y sus centros estdn en la misma
linea recta. Dado r, el radio del circulo mayor, y T, parte de la tangente a los dos circulos mds
pequefios en su punto en comun que se encuentra dentro del circulo mayor. Encuentra el drea que
estd dentro del circulo mds grande, pero fuera de los dos circulos mds pequefios. Ver fig. 2.6.
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¢Es un problema razonable? éSon los datos suficientes para determinar la incégnita? O no son
suficientes? ¢ O redundante?

Fig. 2.6. Dos datos

El problema parece perfectamente razonable. Para determinar la configuracién de los tres
circulos, es a la vez necesaria y suficiente para conocer los radios de los dos circulos mas
pequeios, y dos datos independientes serd igual de bueno. Ahora bien, dado r y t son obviamente
independientes: se puede variar sin cambiar una por otra (a excepcion de la desigualdad t < 2r
qgue podemos dar por satisfecha). Si, los dos datos r y t parecen ser justo lo suficiente.

Por lo tanto, vamos a colocar manos a la obra. Deje el soporte A para el drea requerida, x y y para
los radios de los dos circulos mds pequefios. Visiblemente

A=mnr?—nx?—my?

2r =2x+ 2y

Aqui tenemos dos ecuaciones correspondientes a las tres incégnitas, A, xyy. Con el fin de
obtener una tercera ecuacién, considere el tridngulo rectangulo inscrito en el circulo mas grande,
la base de lo que pasa a través de los tres centros y el vértice opuesto, que es uno de los extremos
del segmento t. La altura de este tridangulo, elaborado desde el vértice del angulo recto, es t/2;
esta altura es una media proporcional (Euclides VI 13):

t 2
5) =22

Ahora tenemos tres ecuaciones. Reescribimos las dos ultimas:
(x+y)*=r?

tz
2xy = —
Xy 3

La sustraccién produce x2 + y?2, y la sustitucién en la ecuacién primera
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Los datos resultaron ser redundantes: de los dos datos, t y r, sdlo el primero es el que realmente
se necesita, el segundo no. Nos equivocamos otra vez. La curiosa relacidon del ejemplo que
acabamos de mencionar fue observado por Arquimedes, ver sus obras editadas por T. L. Heath.
Ver Nelsen Visual Proofs, donde presenta una demostracién diferente a la anterior.

EJEMPLOS ADICIONALES
1.- NUMEROS Y DIiGITOS: Hallar todos los nimeros de dos cifras tales que el nimero sea igual a la
suma de sus digitos mas el producto de sus digitos.

SOLUCION:

Supongamos que de entrada el alumno no entiende claramente el enunciado

éCuales son los datos?
¢éCual es la condicidn?
¢Qué es lo que quiero? Numeros de 2 digitos que cumplan cierta condicion en base a sus digitos.

Tome algunos ejemplos
25 = 2+5+(2*5) no se cumple la igualdad porque el lado derecho es 17
24=2+4+ (2*4) no se cumple la igualdad, el lado derecho es 14

24,0=20+4
El maestro puede recordar al alumno que al hablar de digitos se entiende que son en base 10, por
ejemplo 1987=1000+900+80+7 en nuestro caso, un numero de dos digitos

ab =10a+b

Por ensayo y error encontramos 19 = 1+9 + (1x9) Si... también el 29
Son los nimeros terminados en 9 (ya encontré el patrdn)

Entonces la condicién la puedo expresarcomo ab = 10a +b =a+ b + (a * b)
Con a, b digitos esdecira,b €{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

Esto me lleva a la solucidn
ab =10a+b = a + b+ (a*b) Simplificando

10a+b=a + b+ (ax*b)

=10a= a + (a=*b)

Es decir 9a = a*b podemos escribir9a-a*b = 0
Finalmentea (9 —a) =0 observar que a no puede ser cero, por que entonces ab no seria de
dos digitos, entonces sdlo queda9 — b = 0, es decir la solucion son todos los nimeros de dos
digitos que terminan en 9.
Hay otros problemas semejantes, los podemos llamar “alteracion de digitos”, este nos puede
servir de modelo, aunque tengo dos variables, a, b no puedo despejar, pero tengo siempre que
condicidon cumplir ay b son digitos.
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2.- EL METRO TRAMPOSO: Un vendedor de Telas gana un 50% sobre el precio de costo. Pero un
dia descubre un metro defectuoso que hace aumentar sus beneficios al 55% ¢ Cuanto mide en
realidad el metro defectuoso? Es decir gana un 5% extra haciendo trampa.

SOLUCION:

Supongamos y sin pérdida de generalidad que a cada metro le asighamos una unidad ($), es decir,
si el comerciante vende 100m de tela va a tener una ganancia de 100 unidades de dinero (S). Es
como si tuviera

100m + 50m = 150 --------- (1) esto es cuando el metro es justo.

Ahora bien, si ocupa su otro metro “defectuoso” para los mismos 100m, entonces tendriamos que
su ganancia son 55 unidades () y se tiene que

100m 4+ 55m’ = 155m’--------- (2)

Como asignamos un valor ($) a cada metro, tenemos de (1) y (2)

150m = 155m’
por lo tanto ' = 1;52:1

m' =.9677m

m' =96.77cm

3.- iCuantos litros de leche con 1% de grasa se deben de mezclar con crema al 15% de grasa para
tener 5 litros de leche que tenga 3% de grasa?

SOLUCION:
Sea L los litros de leche y C los litros de crema
H)L+C=5=>L=5-C
ii) .01L +.15C = 5(.03) = 0.15
Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos
01L +.15C = 0.15
.01(5—-C) +.15C =0.15
= .05-.01C +.15C = 0.15
= .14C = 0.15-.05

=.14C = 0.15-.05
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!
T .14

=>C
= C = 0.714285714
Sustituyendo en i) L = 5 — C obtenemos
L =5-0.714285714
= L =4.28571428

-~ se necesitan 4.28571428 litros de leche para obtener una mezcla que tenga 3% de grasa.

4.- LAS VACAS: En cinco dias cuatro vacas negras y tres cafés dan tanta leche como tres vacas
negras y cinco cafés dan en cinco dias. ¢ Cuales vacas dan mas leche, las negras o las cafés?

SOLUCION:

Llamemos x y y a las cantidades diarias de leche que dan las vacas negras y cafés
respectivamente.

Tenemos entonces que:
5(4x + 3y) = 4(3x + 5y)
20x + 15y = 12x + 20y
8x =5y

Es decir, 8 vacas negras dan la misma cantidad de leche por dia, que 5 vacas cafés. Por lo tanto,
dan mas leche las vacas cafés, observemos que no necesitamos valores para xyy, solo
suponemos que son positivos.

5.- LOS DOS BEBEDORES. Un inglés y un aleman beben de un barril de cerveza por espacio de dos
horas, al cabo de las cuales el inglés se queda dormido y el aleman se bebe lo que resta en 2 horas
y 48 minutos; pero si el aleman se hubiera dormido en vez del inglés y éste hubiese continuado
bebiendo, habria tardado en vaciar el barril 4 horas y 40 minutos. ¢En cuanto tiempo se lo hubiera
bebido cada uno?

SOLUCION 1): Alumno Jorge Antonio G. M. (estrategia: variable auxiliar)

Denotemos por I lo que bebe el ingles por hora y por A lo que bebe el aleman por hora. Por
espacio de dos horas el inglés y el aleman beben P del barril, donde 0 < P < 1. Es decir,
21 + 2A = P--——-- (1)

Como el inglés se queda dormido el aleman bebe lo que resta en 2 horas 48min (convertido a
fraccién de hora es 14/5)
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14 . 5 4y
?A =1—P esdecir A= " 1-pP) (2)
(1 — P) es lo que sobra del barril

Si el inglés hubiera seguido bebiendo y el aleman se quedara dormido habria tardado en vaciar el
barril 4 horas 40 min (que en fraccidn de hora es %). Es decir, %I = 1 — P entonces

3
I'= 2 (1= P) wremeeeeeees (3)

Sustituyendo en (1) nos queda

2<f—4(1—P)>+2<15—4(1—P))=P

Simplificando y despejando obtenemos P = %, es decir, juntos tomaron%del barril en las dos
horas. Sustituyendo P en (2)

A=>_2p=32_ i(i) Simplificando 4 = =
14 14 14 14 \15 6

. 1 . ,
Por lo tanto el aleman toma - de barril en una hora, esto es que tardaria 6hrs en tomarse toda la
cerveza él solo.

. . - 1 S 1 .
De igual manera si sustituimos P en (3) obtenemos I = 75 esto es que el inglés toma Ede barril
en una hora. Por lo que tarda 10hrs en tomarse toda la cerveza el solo.

SOLUCION 2): Auxiliandonos de un grafico para representar el problema.

2hrs.

SOLO ALEMAN
168min.

|

JUNTOS SOBRA
SOLO INGLES
280min.

y

JUNTOS SOBRA

2hrs.
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Sea x el volumen de cerveza que toma el alemdan por minuto, y y el volumen de cerveza que toma
el inglés por minuto.

el volumen que sobra el alemdn se lo toma en 168x
el volumen que sobra el inglés se lo toma en 280y

es decir 168x = 280y
. . 5
simplificando nos queda 3x = 5y es decir x = 3Y
veamos en que tiempo se lo toma el aleman solo, para lo ctal escribimos

2x + 2y + (aleméan solo) = TODO sustituyendo y convirtiendo a minutos

120x + 120y + 168x =TODO
120x + 120 (g) + 168x = TODO simplificando nos da

360x =TODO
Es decir se tardaria 360 minutos en tomarse toda la cerveza el sdlo.

Igualmente con el ingles obtenemos que tardaria 600 minutos en tomarse toda la cerveza el sélo.
No importan los valores concreto de x, y, solo importa 3x = 5y (el aleman bebe mas rapido)

SOLUCION 3): Ecuaciones

Sean “x” las horas que tarda el inglés en beber todo el barril, “y” las horas que tarda el aleman.
. . . 1, 1 .
Los dos juntos en dos horas habran bebido 2 (; + 3—/) parte del barril

En 2 horas y 48 minutos el aleman bebe: (2 + g) Jl/
En 4 horas y 40 minutos el inglés bebe: (4 + g) %

21+1+2+41—1
G+ +e+p s =

<

1 1 2. 1
2(;+;)+(4+§);= 1

. -~ T |
Sistema que se resuelve facilmente tomando como incdgnitas S=uy

I
[UnN

2w+ v) + 2 +3)v

2w+v)+ 4+ é)u 1 igualando
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2(u+v)+(4+§)u= 2(u+v)+(2+§)v entonces(4+§)u = (2+§)v

de dondex = 10,y = 6.
Es decir, el aleman se beberia el barril en 6 horas y el inglés en 10 horas.

NOTA: El anterior problema se propuso a estudiantes de tercero de secundaria y nadie lo resolvié
correctamente, y nadie aporto alguna idea que pudiera llevar a una solucidn; por lo tanto no es
recomendable para este nivel. El maestro debe buscar problemas con una dificultad adecuada, ni
muy facil ni muy dificil.

6.- ALGEBRA DOBLANDO PAPEL: Una hoja rectangular de papel fue doblada tres veces, como lo
muestra la figura:

-3

(Ensaye con una hoja oficio) El rectangulo 1, que quedd de color blanco luego del primer doblez,
tiene 20 cm mas de perimetro que el rectangulo 2, que quedd blanco luego del segundo doblez, y
éste a su vez tiene 16 cm mas de perimetro que el rectangulo 3, que quedd blanco luego del tercer
doblez. Determina el drea de la hoja.

SOLUCION:

Perimetro del rectangulo 1

P, =2(x—y)+2y

Perimetro del rectangulo 2
P, =22y —-x+x—y)
=4y —2x + 2x — 2y)
=2y
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Perimetro del rectangulo 3 P; =202x—-3y+2y—x)
=4x — 6y + 4y — 2x)
=2x— 2y

De esto obtenemos que: 2y +20=2x ———(1)

2x =2y =2y ———(2)
Haciendo las operaciones correspondientes tenemos que x = 28, y = 18.
Sabemos que la formula para el rea de un rectanguloes A =b X h .
Entonces sustituyendo los valores de x y y (base y altura respectivamente) en la férmula tenemos:

A=28x%x18
= 504

Por lo tanto, el 4rea del rectangulo es 504cm?.

7.- JUGANDO A LAS CARTAS: Alberto, Benito, Carlos y Daniel juegan a las cartas con las
siguientes reglas: Hay un sdlo perdedor en cada juego, el perdedor paga a los demas jugadores
una cantidad igual a la que cada uno tiene en ese momento. Primero pierde A, luego B, luego Cy
finalmente D en esos momentos todos tienen 64 Euros. ¢ Cuanto tenia cada uno al inicio?

Hay dos formas de resolver este problema algebraicamente o aritméticamente.

El docente debe conducir la discusién de como resolver este problema hacia la estrategia de
“trabajando hacia atras”

La solucidn algebraica es muy laboriosa porque parte de cuatro cantidades desconocidas.

Con la solucidon aritmética se empieza por lo que se conoce, todas las cantidades son iguales al
final. ¢Qué paso en la etapa anterior? La tabla se elabora partiendo del final y se van aplicando las
condiciones para el siguiente rengldn:

Jugadores A B C D
Fin 42 juego 64 64 64 64
Fin 32 juego 32 32 32 160
Fin 22 juego 16 16 144 80
Fin 12 juego 8 136 72 40

132 68 36 20
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Hay muchos problemas y actividades para ensefiar algebra, dejando atras la mecanizacién, hallar
el valor en cada una de las figuras.

5) 1l [-s] [x| [15 N[z x| Ps[ [z2]
3 25
7] 204
6) 5 6 X 7 8 [25] [x]| [a2] |-1d
11 32
60 90

El maestro puede buscar problemas que motiven a los alumnos, en ocasiones los problemas de
algebra (con enunciado) resultan muy aridos para los alumnos, el siguiente es un buen ejemplo,
(esta claro que los animales no hablan, pero la forma de este enunciado gusta a casi todos los
alumnos)

EOTOY HARYD Y TIENES SUERTE, @y o 0s auests,

w"c‘;';:"- MI FARDO PESA 15 X6 ( ' YO LLEVO 135 KG.
| otkin ;

8.- De acuerdo al dibujo, el burro lleva un barril que pesa x, el caballo café lleva un bulto o fardo
que pesa x + 15, el tercer caballo lleva un barril (igual al del burro), un bulto y su carga es de 135
¢Cuénto pesa el barril y el bulto?

SOLUCION:

Sea x el barril, de acuerdo al dibujo tenemos la ecuacion
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x+ (x+15) =135
= 2x+15=135

= 2x=135-15

= 2x =120
120

= = —
S
= x =060

Sabemos que la carga del tercer caballo es de 135 ya que lleva un barril (x) y un bulto (y),
entonces tenemos que x + y = 135 sustituyendo el valor de x y haciendo las operaciones
correspondientes obtenemos el peso del bulto y = 75.

Imagen tomada de:

http://www2.gobiernodecanarias.org/educacion/17/WebC/iestegueste/departamentos/matematicas/solucion/2e06.pdf
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CAPITULO 3
RECURSION

Necesitamos un pequefio recordatorio sobre binomios al cuadrado y al cubo.

El programa oficial SEP 2011 para secundaria marca ver sucesiones numéricas. Pero el docente no
siempre sabe cdmo sacar el maximo provecho pues debe tratar de avanzar en los 3 ejes que marca
el programa, el siguiente es un buen ejemplo. Nos auxiliamos del geoplano, con ligas marcamos
varios cuadrados a partir de un vértice comun.

Jmfephenle {4 3
o Y o Y L ryy
oy y vy y ¥ 3y 9y}
—JrJrrryrrru
- F Y Yy iy o 5 u
J -y Y ¥y y ¥y

Y Y Y Y ¥y y u
A

A partir del vértice inferior izquierdo marcamos un cuadrado de lado 1, sobre el mismo vértice
marcamos cuadrados de lados 2, 3, 4, 5.

n+ 1

Con base en el geoplano se pide a los alumnos que “generalicen” y hallen el nimero de cuadrados
necesarios para pasar de n? al siguiente cuadrado, el maestro los guia para que observen que
tomando como base el vértice superior derecho del cuadrado marcado con ligas, al formar el
siguiente cuadrado necesitamos agregar una L invertida, que contiene 2n + 1 cuadrados, “Si
partimos de n? para completar el siguiente cuadrado necesitamos 2n + 1 cuadritos nuevos”. Es
decirn?+2n+1=(n+1)=2.
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El objetivo de usar el geoplano como auxiliar es utilizar un recurso visual y no algebra para llegar a
la férmula de un binomio al cuadrado, en este caso al desarrollo de (n + 1)? , que necesitamos en
el siguiente apartadocomo (n + 1)2 —n? =2n+1.

También podemos generalizar y trabajar con cubos, pero ahora usamos cubitos de madera,
Partiendo de un cubo de lado n3 necesito 3 capas de n® mas tres tiras de longitud n, mas 1
cubito.

Esdecir (m+1)3=n3+3n2+3n+1

Podemos escribir

nm+1)3-n®>=3n?2+3n+1

Obtenemos la sucesién 3n? + 3n + 1 que nos da el nimero de cubos que necesitamos para pasar
den3a(n+1)3.
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3.1. La historia de un pequefio descubrimiento

En este apartado Polya comenta la anécdota que se cuenta de Gauss cuando aun era pequefio e
iba a la escuela. Obtiene la férmula conocida como “suma de Gauss”. Brevemente el problema es:
encontrar la suma S de los primeros n enteros positivos, esdecir S=14+2+34+-+n

La idea es hacer parejas de términos: un término que estd a una distancia determinada desde el
principio se empareja con otro término a la misma distancia desde el extremo.

Por comodidad se escribe la suma dos veces, la segunda vez invirtiendo los términos:
§S=14+243+-+m-2)+(n—1D +n
S=n+nn-1D)+Mn-2)+---+3+2+1

Sumando las dos ecuaciones se obtiene

2S=m+D++D+m+D+-++D)+n+1D)+n+1)

25=n(n+1)

nn+1
5:¥

Esta es la formula general.
Ahora un problema similar: Hallar la suma de los cuadrados de los primeros n nimeros.
Si S representa la suma requerida

S=1+4+9+4+16+--+n?

Intentamos repetir el procedimiento anterior, se puede intentar escribirla suma dos veces,
invirtiendo el orden en la segunda:

S=1+4+49+-+n—-2)2+n—-1)*+n?
S=n*+m-1)2+m—-2)?*++9+4+1

La adicién de estas dos ecuaciones, no tiene tanto éxito como en el caso anterior, nuestro intento
fallo. Sin embargo, incluso ese juicio erréneo no debe serinutil, sino que nos puede llevar
a una evaluacién mas adecuada del problema propuesto: si, parece ser mas dificil que el
problema en el apartado anterior. Para hallar la suma de los cuadrados necesitamos recordar la
propiedad telescépica de la suma y lo que se comentd al inicio de este capitulo.

n
§ Ag+1 — A = 0n — 44

i=1
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Partimos de
n+1)32-n>=3n?+3n+1
Esto es valido para cualquier valor de n, escribamos sucesivamente paran = 1,2,3, ...,n
22-13=3-12+3-1+1
33-23=3-22+3-2+1
43 -33=3-32+3-3+1
n+1)32-n3>=3n?2+3n+1
¢Qué hacemos con estas n igualdades? jSumarlas!

Gracias a las cancelaciones a la izquierda (en diagonal de izquierda 23 a derecha —23), el lado
izquierdo resulta ser muy simple. En ellado derecho hay que sumar tres columnas. La primera
columna nos llevaa S, la suma de los cuadrados que deseamos. La ultima columna se compone
de n unidades, esto es facil.La columnaen el centro traela suma de los n
primeros numeros, pero sabemos que esta suma se obtiene de la seccién anterior. Obtenemos

nn+1)
n+1)3-1= 35+ST+n
yen estaecuacion todo es conocido (es decir, expresado en términos de n )
excepto S,y asi podemos despejar S de la ultima igualdad. De hecho, nos encontramos con el

calculo algebraico sencillo
2(n®+3n2+3n)=6S+3(n?+n)+2n

_2n3+3n2+n
a 6

o, finalmente,

G nn+1)2n+1)
B 6

Esta solucién es eficiente, clara y corta como para intentar generalizar, hemos descubierto un
método para generalizar este tipo de sumatorias y esto es de hacerse notar en clase.
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3.2. “No podemos dejar esto sin aplicacion”
Lo anterior se presta a generalizar. Considerando lasuma de las k - ésimas
potencias de los n primeros nimeros naturales

S =1k + 2k 4 3k 4 ... 4 nk
Hemos encontrado en el apartado anterior

B nn+1)2n+1)
2T 6

y antes de que
_n(n+ 1)
1~ T
S, también se puede obtener por la propiedad de la suma telescépica usando (n+1)? = n? = 2n+1
Observamos que como caso extremo tenemos
So=n

A partir de S,,51,5, podemos plantear el problema general: expresar S, de manera
similar. Estudiando esos casos particulares, incluso podemos suponer que Sy se puede expresar
como un polinomio de grado k + 1en n.

Vamos a examinar el siguiente caso particular, k = 3.

De hecho, se inicia mediante la aplicacién de la férmula del binomio con el exponente n = 4:
m+D*=n*+4n3+6n*>+4n+1

de la cual sigue
m+D*n*=4n3+6n>+4n+1

Esto es valido para cualquier valor de n, escribalo sucesivamente por n = 1,2,3, ..., n:
24 —1*=4-134+6-12+4-1+1
3*—2*=4-2°4+6-224+4-2+1

44 —3*=4-3346-324+4-3+1

m+D*—n*=4n3+6n°+4n+1

59



Como antes, sumamos estas n igualdades. Hay cancelaciones visibles en el lado izquierdo. En
el lado derecho, hay cuatro columnas para sumar, y cada columna implica una suma de potencias
de los primeros n enteros, de hecho, cada columna introduce otro caso particular de Sy:

(n+1)4_1:4‘53+652+451+50

Sin embargo podemos expresar S,,51, y Sp en términos de n. Usando esas expresiones, podemos
transformar nuestra ecuacidn en

nn+1)2n+1) +4n(n+ 1) in

D¥+—1=4
(n+1) S;+6 ¢ >

y en esta ecuacidn todo se expresa en términos de n excepto Ss.
Lo que se necesita ahora para determinar S3 es decir “despejarla”:
4S;=(n+D*—(n+1)-2nn+1)—n(n+1)2n+1)

=M+ 1)[n*+3n?>+3n—-2n—-n2n+ 1)]
5, = [n(n2+ 1)]2

Hemos llegado al resultado deseado, e inclusola ruta parece instructiva: al haber usado el
truco por segunda vez, se puede prever un esquema general.

Recuerde: "Un método es un truco que se utiliza dos veces."

3.3. Recursion
¢Cudl fue la caracteristica mds destacada de nuestro trabajo en la seccidn anterior 3.2? A fin de

obtener S3, volvimos a lo previamente determinado S,, S;ySy.Se obtuvo S, recurriendo a lo
anterior S;y Sp.

De hecho, se podria utilizarel mismo esquema para derivar S; que obtuvimosen Ila
seccion. 3.1 mediante un método bastante diferente al tradicional (escribir la suma dos veces, una
en orden creciente y la otra en forma decreciente). Como vimos al principio de este capitulo
tenemos

(mn+1)?-n*=2n+1
Tenemos una lista de casos particulares:
22-12=2-1+1
32-22=2-2+1
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42 -32=2-3+1

(m+1)*—n*=2n+1
Mediante la adicion se obtiene

(n+1)2—-1=285+S5,
Por supuesto, S, = n vy asi

_(m+1D*-1-n_ nn+1)

S
1 2 2

que es el resultado final de la seccién. 3.1.

Después de haber trabajado el esquemaen los casos particulares k = 1,2, y 3, se aplicara
sin dudarlo a la suma general Sg. Ahora si recordamos la férmula binomial con el exponente

kK + 1:

(n + 1)*+1 :nk+1+(k+1)nk+(k+1)nk—1+m+1

1 2
(n+ DF* —nk*l = (k + nk + (k er 1) nk=t 441
Tenemos una lista de casos particulares:
2k+L _ kHl = (4 1)1K + (k -Zl- 1) 151 4ot 1

3k+1 — 2k+1 = (k + 1)2F + (k er 1) 2T 41

41— 3k+1 = (f + 1)3F + (k er 1) 3kt 41

(n+ DM —n**1 = (k + Dn* + (k ; 1) nkFt4 41
Mediante la adicidn se obtiene
k+1 _ k+1
(n+1D¥ =1 = (k+ 1S, + ( ; ) St + -+ So

De esta ecuacidn podemos determinar (expresar en términos de n) Sy con la condicién que se

haya determinado previamente Sy_1, Sk—2, -« - ,S1yY Sp. Por ejemplo, como hemos obtenido
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en las expresiones anteriores de Sy, 51,5, ¥ S3 se podria derivar una expresién para S, con
algebra sencilla.

Después de haber obtenido S, podriamos proceder a S5 ,y asi sucesivamente.
Asi, siguiendo el "truco" de la secc. 3.1, que aparecié "de la nada," hemos llegado a un modelo
que merece serformuladoy recordado parafuturas aplicaciones. Cuando nos encontramos
ante una secuencia bien ordenada (como asi Sy , S1,52,S,...,Sk, ... )existe la posibilidad de

evaluar los términos de la secuencia de uno a la vez. Necesitamos dos cosas.

En primer lugar, el término inicial de la secuencia debe ser conocido de alguna manera. En
segundo lugar, debe haber alguna relacién que una el término general de la secuencia de los
términos anteriores (sj estd vinculada a Sy, $1,55,S, ..., Sk_1 por la ecuacién final de la presente
seccién, anunciada por el" truco "de la secc.3.1).

Entonces, podemos encontrar un término tras otro, sucesivamente, de forma recursiva, yendo
hacia atrds o recurriendo cada vez a los términos anteriores. Este es el patron importante de la
recursividad.

3.4. Abracadabra
La palabra "abracadabra" significa algo asi como " complicado, sin sentido”.

¢De cuantas manerasse puedeleer la palabra "abracadabra" en la figura.3.1?
Se entiende que comenzamos con la A en la parte superior (esquina norte) y se lee hacia
tima A. (En la

abajo, cada vez que pasa a la siguiente letra (sureste o suroeste) hasta llegar a la u
esquina sur)

La pregunta es curiosa. Sin embargo, su interés puede ser incitado si usted nota que hay algo
familiar detras de ella. Se puede recordar al caminar o conducir en una ciudad (como Puebla).
Piense en una ciudad que se compone de bloques perfectamente cuadrados, donde la mitad de las
calles corren de noroeste a surestey en las calles o avenidas que cruzan la carrera anterior de
noreste a suroeste.la lectura de lapalabra mdagicade la figura. 3.1 corresponde
a una trayectoria en zigzag enla red de dichas calles. Cuando usted camina por el sendero en
zigzag en la figura. 3.2, se puede caminar diez cuadras del punto inicial A al punto final A. Hay
varios otros caminos que son diez cuadras de largo entre estos dos extremos en esta red de calles,
pero no hay un camino que sea mas corto. Encontrar el nimero de los diferentes caminos mds
cortos de lared, este es el problema detras del problema de abracadabra (figura. 3.1).

62



B B
R R R
A A A A
C C C c C
A A A A A A
D D D D D
A A A A
B B B
R R
A

Fig.3.1. Una palabra magica

VAN
SR
§>//

V4V
X

O
X X

S

Fig.3.2. El sendero en zigzag es el mas corto

‘A
N

Una formulacién general puede tenervarias ventajas. A veces sugiere una aproximacion a
la solucidn, y esto ocurre en nuestro caso. Si no puede resolver el problema propuesto acerca de la
figura. 3.1 puede intentar primero resolver un problema relacionado, mas simple. En este
punto, la formulacidn general puede ser util: se sugiere tratar los casos mas sencillos que se
encuentran debajo de ella.

De hecho, si las dos esquinas dadas son lo suficientemente cerca el uno al otro en la red es facil
de contar los diferentes caminos en zigzag entre los dos: se puede dibujar cada uno después del
otroy examinartodos ellos. Escuchar esta sugerenciay llevarlo a cabo de forma
sistematica. Comience desde el punto Ay vaya hacia abajo. Consideremos en primer lugar los
puntos a los que se puede llegar caminando a una cuadra, y luego aquellos a los que hay que
caminar dos cuadras, y luego los que sontres o cuatro o mds cuadras de distancia. Estudiay
recuenta cada punto de las rutas mas cortas en zigzag que lo conecta con A.
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Fig.3.3. Cuente el nimero de los caminos mas cortos en zigzag

En la fig. 3.3 estdn marcados unos cuantos nimeros obtenidos al contar los caminos, obtenga y
anote algunos numeros mas. ¢ Nota algo?

Si usted tiene suficiente conocimiento previo puede observar muchas cosas.
Usted puede notar una interesante relacién. Por ejemplo,
4 =1+ 3
6=3+4+3

Consideremos tres esquinas de la red, los puntos X,Y y Z, la posicién relativa de los cuales se
muestra en la figura. 3.3: X es el vecino del noroeste y noreste Y el vecino de Z. Si queremos llegar
alaZvienede lada lo largo de un camino mads corto en la red, tenemos que pasar a través
de X o através de Y. Una vez que hemos llegado a X, podemos por lo tanto, proceder ala Z en un
solo camino, y lo mismo es cierto para proceder de Y a Z. Por lo tanto, el nimero total de caminos
mas cortosde laAa laZ es una suma de dos términos: es igual ala cantidad de caminos mas
cortosde la A a X sumadosal nimero de losde la A aY.Esto explica plenamente nuestra
observacién y prueba la ley general.

Una vez aclaradoeste punto basico, podemos extender laserie de nuUmerosen Ia
figura. 3.3 por adiciones simples hasta obtener la matriz mas grande en la figura. 3.4, en la esquina
sur se obtiene larespuesta deseada:se puede leerla palabra magicaen la figura. 3.1
en exactamente 252 maneras diferentes.

3.5. El triangulo de Pascal

Los numeros enla figura.3.3sonlos coeficientes binomiales y  sudisposicion
triangular generalmente se llama el tridngulo de Pascal (el mismo Pascal lo llamé el "tridngulo
aritmético"). Lineas adicionales se pueden agregar al tridngulo de la figura.3.3 y, de hecho, puede
prolongarse indefinidamente. La matriz de la figura.3.4 esun pedazo cuadrado cortado de
un triangulo mas grande.

(I) Tenemos que introducir una notacién adecuada para los numeros que figuran en el tridngulo
de Pascal, lo que esun paso de gran importancia. Para nosotros cada numero conectado a
unpunto de estetridngulo tiene unsignificado  geométrico: indica el numero
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de diferentes trayectorias mas cortas en zigzag desde el vértice del triangulo a ese punto. Cada
una de estasrutas pasa porel mismo numero de bloques, digamos n bloques. Ademas,
todos estos caminos de acuerdo en el nimero de bloques descritos en la direccion suroeste y en el
nimero de aquellos en la direccidn sureste. Sea [ y R representan estos
numeros, respectivamente ( [ ala izquierday R para laderecha por supuesto, hacia
abajo en ambos casos). Notoriamente

n=I0l+r

Si le damos dos de los tres numerosn, [, r, la tercera estd completamente determinada por lo
quees el puntoal que se refieren. (De hecho, [ y r son las coordenadas rectangulares del
punto con respecto aunsistemacuyo origenes elvértice del tridangulode Pascal;uno de
estos ejes).

1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 & 1
1 7 21 3 3 21 1 1
1 8 28 5 70 56 28 8 1

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

Fig. 3.4.Triangulo de Pascal

Por ejemplo, para la dltima A de la trayectoria mostrada en la figura. 3.2.

. n L, . .
Nosotros designaremos por (r) (esta notacidn se debe a Euler) el nimero de rutas mas cortas en

zigzag desde el vértice del triangulo de Pascal en el punto especificado por n (nimero total de
blogues) y r (cuadras a la derecha hacia abajo). Por ejemplo, véase la fig. 3.4.

Q=50 ()=
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Los simbolos paralos numerosque figuranen la figura.3.3son ensambladosen |Ia
figura. 3.5. Los simbolos con elmismo numerode arriba(el mismo n )estdn alineados
horizontalmente(a lo largo de la n ésima "base" la base de un tridngulo rectangulo).

Los simbolos de abajo con el mismo numero (el mismo r) estdn alineados oblicuamente (a lo
largo de lar ésima "avenida"). La quinta avenida forma uno de loslados del cuadrado en la
figura.3.4.

(2) Ademas del aspecto geométrico, eltridngulo de Pascal también tiene un
aspecto computacional. Todos los nimeros a lo largo de la frontera (calle cero, avenida cero,y
su punto de partida comun)son iguales al (es obvio que sélo hay uncamino mas corto
para estas esquinas de las calles desde el punto de partida).

©

) G
(n + 1)
T
Fig. 3.5. Simbdlico tridngulo de Pascal.
Por lo tanto,
(0)=()=1

Es apropiado llamar aesta relacionla condicion de fronteradel tridngulo de Pascal.
Cualquier numero dentro del tridngulo de Pascal esta situado en una cierta linea horizontal, o la

base. Calculamos un numero de la baseo (n + 1) yendo hacia atrds, o que se repiten, a dos
numeros vecinos de la base n-ésima:

"=+
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Véase la fig. 3.5 es apropiado llamar a esta ecuacién la formula de recurrencia del tridngulo de
Pascal.

Desde el punto de vista del calculo los nimeros (r) se determinan (o definidos, si lo desea) por

la férmula de recurrencia y de la condicidn de frontera del triangulo de Pascal.

3.6. La induccion matematica

Cuando se calculaun numero en eltridngulo de Pascal mediante el uso dela férmula de
recurrencia, tenemos que confiar en el conocimiento previo de dos nimeros de la base anterior.
Seria deseable disponer de un esquema de cdlculo independiente de tal conocimiento previo. Hay
una féormula muy conocida, que llamaremos la férmula explicita para los
coeficientes binomiales, que da un cdlculo independiente:

(n):n(n—l)(n—Z) ...... n—-r+1)

r

El tratado de Pascal contiene la formula explicita (expresado en palabras, no en nuestra notacion
moderna). Pascal ofrece una prueba notabledela fdormula explicitay queremos dedicar
nuestra atencidn a su método de prueba.

Necesitamos una observacion preliminar. La férmula explicita no se aplica, tal y como esta, para el
casor = 0. Sin embargo, establezcamos en la regla que, sir = 0, debe ser interpretado como

(-

La férmula explicita se aplica al caso = n y producen el resultado correcto.

(n)=n(n—1) ..... 2.1

n

Por lo tanto, tenemos que probar la formula explicita sélo para 0 < r < n, es decir, en el interior
del tridngulo de Pascal, donde podemos utilizar la formula de recurrencia. Ahora, citamos Pascal,
con las modificaciones no esenciales algunos de los cuales se incluirdn entre corchetes [].

A pesar de esta propuesta [la formula explicita] contiene un ndmero infinito de casos, daré por
ella una breve prueba, suponiendo dos lemas.

El primer lema afirmaque la proposiciones valida parala primera base, lo cual es
obvio. [La férmula explicita es vdlida para n = 1, porque, en este caso,todos los valores

posiblesder,r = Oyr = 1, caen bajo la observacién preliminar.]

El segundo lema afirma lo siguiente: si la proposicion pasa a ser valido para cualquier base [para

cualquier valor n ]es necesariamentevdlida parala siguiente base[para n + 1 ].
Vemos por lo tanto, que la proposicion se cumple necesariamente para todos los valores de n.
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Para que sea valido paran = 1 en virtud de el primer lema, por lo tanto, paran = 2 en virtud

de el segundo lema, por lo tanto, paran = 3, en virtud de la misma, y asi hasta el infinito.
Y asi no queda mas que probar el segundo lema.

De acuerdo con la instruccién del segundo lema, se supone que la férmula explicita es vdlida para
la base n -ésima, es decir, paraundeterminado valorde n, ytodos los valoresde r

(compatibles parar = 0, 1, 2, .. .,n). En particular, junto con

ny nn-—1D-m-r+2)(n—r+1)
(T‘)_ 1:2(r—-1)-r

tenemos también (sir > 1)

ny_ nmn—1)-m-r+2)
(r—l)_ 1:2(r—1)

La adicién de estas dos ecuaciones vy utilizando la formula de recurrencia, se deriva como
consecuencia necesaria

(n+1)=(n)+( n )_n(n—l)---(n—r+2) n—r+1+1]

r r r—1) 1:2-(r—1) r

_n(n—l)---(n—r+2).n+1
B 1:2-(r—-1) r

_(m+Dnn-1)(n—-r+2)
- 1:2-3 1

Es decir, la validez de la férmula explicita para un determinado valor de n implica su validez para
n + 1 .Estoes precisamente lo queel segundo axioma afirma,lo hemos demostrado.
Las palabras de Pascal, que hemos citadoson de gran importancia histérica debido a que
su prueba es el primer ejemplo de un patron fundamental de razonamiento que normalmente se
llama induccién matematica.

Este patron de razonamiento merece mds estudio. Si por descuido introdujo, el razonamiento
por induccién matematica puede confundir a los principiantes. Sin embargo, el segundo lema de
Pascal hace exactamente esto:al admitirel primer lema,caso de n = 1.Sin embargo, a
continuacién, el segundo lema (elcaso n = 2), entonces (n = 3), luego el cuarto,y asi
sucesivamente, incluso si le sucede que tiene un nimero infinito.
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3.7. Proximos Descubrimientos
Después del trabajo en los tres apartados anteriores, ahora tenemos tres enfoques diferentes
de los nimeros en el tridngulo de Pascal, los coeficientes binomiales.

(1) Enfoque geométrico. Un coeficiente binomial esel nimero de los diferentes caminos mds
cortos en zigzag entre dos esquinas dadas en una red de calles.

(2) Enfoque computacional. Los coeficientes binomiales se pueden definir por suférmula de
recurrencia y su condicién de frontera.

(3) La fdormula explicita. Lo hemos demostrado, por el métodode Pascal,en la secc.3.7.
El nombre de los numeros considerados nos recuerda a otro enfoque.

(4) Teorema del binomio. Para indeterminado (o variables) x, y cualquier nimero entero no
negativo n tenemos la identidad

1+x)"= (’8) + (Tll)x n (g) X2 4ot (Z) A

Hay todavia otros enfoques paralos numeros en el tridngulo de Pascal, que desempefian, de
hecho, un gran papel en preguntas interesantes y poseen muchas propiedades
interesantes. "Esta tabla de numeros tiene propiedades eminentes y admirables",
escribid Jacob Bernoulli en su Ars Conjectandi (Basilea 1713, véase la segunda parte, capitulo I,
p 88.). Por otra parte, nos hemos encontrado con dos patrones generales importantes (la
recursividad yla induccidn matematica) que todaviase deben aplicar amas ejemplos si
gueremos entenderlas bien. Y asi, las perspectivas son alin mas préximas.

3.8. Observar, generalizar, demostrar, y demostrar una vez mas
Volvamos a nuestro punto de partida y demos otra mirada en ella.

(1)Partimos de la palabra magica de la figura.3.1y la fig.3.2,0 mas bien de un problema
relacionado con esa palabra. ¢Cudl era la incégnita? El niumero de trayectorias mds cortas en
zigzag en que la red de calles de la primera A a la ultima A, es decir, desde la esquina norte de la
plaza a su esquina sur.

Este sendero en zigzag debe cruzar en algin lugar de la diagonal horizontal dela plaza. Hay
seis posibles puntos de cruce (las esquinas, A’s) a lo largo de la horizontal en diagonal. Hay, por
tanto, seis diferentes tipos de caminos en zigzag en nuestro problema, ¢Cuantos caminos hay de
cada tipo? Tenemos aqui un nuevo problema.

Seamos concretos. Toma un punto definido en el cruce de la diagonal, por ejemplo, el tercer
punto de la izquierda(l = 3,r = 2, n = 5enla notacidnde la secc.3.5). Un sendero en
zigzag cruzando este punto elegido se compone de dos secciones: la seccidn superior se inicia
desde la esquina norte de la plaza y termina en el punto elegido, la seccidn inferior se inicia desde
el punto elegidoy termina enla esquina sur, ver fig.3.2. Hemos encontrado antes (véase la
Fig. 3.4.) el nUmero de las diferentes secciones superiores, es
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=10

El nimero de las diferentes secciones inferiores es el mismo. Ahora cualquier seccion superior se
puede combinar con cualquier seccién inferior para formar unaruta completa [tal como se
sugiere en la figura. 3.6 (l)]. Por lo tanto, el nimero de tales caminos es

(g)2 — 100

Por supuesto, el nUmero de caminos en zigzag que cruzan la horizontal diagonal en cualquier otro
punto dado puede ser similarmente calculado. Por lo tanto nos encontramos con una nueva
solucionde  nuestro problema original:se puede leer la palabra magicade Ia
figura. 3.1 exactamente de

1+25+100+100+25+1

diferentes maneras. Esta suma debe coincidir con elresultado que se obtiene al finalde la
secc. 3.5; de hecho, es igual a 252.

(2) Generalizacién. Un lado de la plaza considerada en la figura.3.2 consta de cinco cuadras. En la
generalizacidn (que pasa de 5 a n) nos encontramos con que

(o) +() + () + -+ () =)

Fig.3.6. Sugerencia

"La suma de los cuadrados de los nimeros en la base n-ésima del tridngulo de Pascal es igual al
namero en el centro de la base 2nth". Es cierto, hemos considerado el caso particularn = 5
(incluso hemos considerado como un punto especial de la quinta base), perono hay
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ninguna virtud en particular (y ninguna  peculiaridad engafiosa)en el caso particular
considerado. Y por lo que nuestro razonamiento es valido en general. Sin embargo, puede ser un
ejercicio util para el lector a repetir el razonamiento con especial atencidn a su generalidad -que
tiene que decir n en lugar de 5-.

(3) Otro enfoque. Aun asi, elresultado es sorprendente. Nos entendemos mejor si
pudiéramos conseguirlo de otro lado.

Analizando los diversos enfoques que figuran en la secc. 3.8, podemos tratar de vincular nuestro
resultado con la férmula del binomio. Hay, de hecho, una conexién:

(14207 = et (2 xm 4

=([14+x)"1+x)"

=[(0)+ (> + Q) + =+ Q)] () + -+ ()22 + (1) + (o) "]

Centrémonos en el coeficiente de x™. En el lado derecho de la primera linea del coeficiente de x™
es ellado derechode la ecuacién general dadaen (2)del queestdan buscando una segunda
prueba. Pasemos ahora al producto de los dos factores que se muestran enlas dos ultimas
lineas, por escrito, que hizo uso de la simetria de los coeficientes binomiales:

(1) =G0
r/]  \n—r
Ahora, en este producto, el coeficiente de x™ es obviamente el lado izquierdo de la ecuacién en

(2) que estdn a punto de probar. Y aqui estd la prueba: el coeficiente de x™ debe ser el mismo
en ambos casos, ya que aqui tenemos una identidad en x.
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EJEMPLOS ADICIONALES

1.- Observe el siguiente triangulo

111
12321

13676 31
1410161916104 1
151530455145301551
1621509012614112690502161
172877161266357393357266161772871
1835112266 504 784 1016 1107 1016 784 504 266 112358 1
1944155413 882 1554 2304 2907 3139 2907 2304 1554 882 413 1554491
11054 208 612 1450 2849 4740 6765 8350 8953 8350 6765 4740 2849 1450 612 208 54101

El triangulo anterior esta generado por (1 + x + x?)V
Observar que la suma de los nimeros en cada renglén es 3™

2.- En un tablero de ajedrez de 8 x 8, el rey se encuentra en el cuadro que estd en la esquina
inferior izquierda. ¢De cudntas formas puede llegar a la esquina superior izquierda en
exactamente 7 movimientos? (Recuerde que el rey se mueve de uno en uno.)

SOLUCION:

Marcamos con R la posicidn inicial del rey y con F la posicidn final. Pondremos en cada cuadrito el
numero de formas posibles de llegar a él, pensando siempre que tenemos Unicamente 7
movimientos para llegar a la esquina superior izquierda.

F1127
51|76
2130 |25
9 |12]| 9| 4
4|5 (3|1
221
1] 1
R

3.- ¢En que posicidn se encuentra el nimero 2003? (Las columnas se enumeran de izquierda a
derechay los renglones se enumeran de arriba hacia abajo).
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1—2 9——p-10 25

4 -3 : " 24

-
-
—

5— G— 7 12 23

-
——

16 — 15 — 14 ~@—13 22

17— 18 g 19— 20— 21

SOLUCION:

Veamos primero que los nimeros del primer renglén son de laforma (2n + 1)20 (2n+1)2 + 1y
los nimeros de la primera columna son de la forma (2n)? o (2n)? + 1.

El 45% = 2025 es el cuadrado mas pequefio mayor a 2003, y se encuentra en la columna 45.

Para obtener el rengldn en el que se encuentra el nimero 2003 observamos que nos encontramos
en una columna impar y en ésta la direccidn es ascendente, por lo tanto a 452 le restamos 2003 y
obtenemos el numero del reglén en el que se encuentra este numero, es decir, 2025-2003=22.
Por lo tanto, el nimero 2003 se encuentra en la columna 45, renglén 22.

25 25 25

4.- iCuanto vale la siguiente suma 5 + 510 + ou Tt 99.100?
SOLUCION:
1 n+l-n 1 1
n(n+1):n n+1) n n+l
Entonces

25+25 L 25 _25[<1 1>+<1 1)+ +<1 1)]
8:-9 9. 10 99-100 8 9 9 10 99 100
_25<1 1)

a 8 100
_25<25—2)

B 200

23
8

5.- ¢Acuantoe5|gual + + +e +M7(n'—1x2x n.)

SOLUCION:

Esta es una aplicacion tipica de la propiedad telescépica de las sumatorias, la idea es expresar el
término “n- esimo” de nuestra sumatoria como diferencia:
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1 1 (k+DI—k
Kl (k+1)!  kl'(k+ D!

kK + 1) —1]
T kl(k+1)!

_k
~ (k+1)!

Luego:

1+2+3+ +99_(1 1>+(1 1)+ 1 1+ +(1 1)
21 31 41 100! \1!1 2! 2! 3! 3! 4! 99! 100!

1
100!

6.-SeaS=1+2+3+--+ 10™ ¢Cudntas veces aparece el 2 como factor en la descomposicién

en primos de §?
SOLUCION:
Aplicando la férmulade GaussaS =142+ 3 + ---+ 10™ tenemos,

10™(10™ + 1)
S=——%

= 5(10™1)(10™ + 1)

Luego 2 divide a S,(n — 1) veces. Por lo tanto, 2 aparece n — 1 veces como factor en la

descomposicidn en primos de S.

Problemas para el alumno

a) Siguiendo la sugerencia de Polya de generalizar, podemos pedir a los alumnos hallar el

numero de caminos en una cuadricula, pero ahora en cada vértice tenemos tres opciones:

derecha, arriba y diagonal, ver dibujo.
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Concretamente pedimos: El ratén quiere llegar al queso que estad en el vértice opuesto de una
cuadricula 3X3 y se puede desplazar a la derecha, hacia arriba y en forma diagonal ¢Cudantos
caminos hay? Se da la solucion en el diagrama.

b) El analogo tridimensional a los caminos entre los dos vértices de una cuadricula lo
podemos visualizar como encontrar el nimero de caminos (para el hombre arafia) del
origen al punto (x,y,z) donde x,y,z positivos. Y los movimientos permitidos son

,y,z2) > (x+1,y,2),(x,y,2z) > (x,y+1,2), (x,y,2z) = (x,y,z+ 1)

L

¢De cuantas maneras podemos ir del punto M al punto N de acuerdo a los movimientos
permitidos? M y N tienen coordenadas positivas, por ejemplo ¢ Cuantos camino hay de M (1, 2, 3)
al puntoN (3,5, 7)?

Con un poco de reflexion nos damos cuenta que son permutaciones con objetos repetidos. En la
siguiente explicacidon suponemos que el lector recuerda la combinatoria basica.
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c) En la parte i) de la figura de abajo, tenemos las primeras seis filas del triangulo de Pascal, en los
gue aparece un hexagono centrado en 4, en las Ultimas tres filas. Si consideramos los seis nimeros
(que rodean a 4) como los vértices del hexagono, tenemos que las dos ternas alternadas (3, 1,10y
1, 5,6) satisfacen que 3:1-:10=30=1:5-6. La parte ii) de la figura contiene las filas 4 a 7 del mismo
triangulo, donde vemos un hexagono cuyo centro esta en 10; las ternas alternadas de los vértices
(4,10,15vy 6, 20,5) satisfacen 4-10-15=600=6-20-5.

i) Conjeture el resultado general al que apuntan estos dos ejemplos

ii) Verifique la conjetura de la parte a)

Figura i)

Figura ii)
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d)Supongamos que cada numero tiene “3 hijos”, se colocan los nimeros sucesivamente, para
ilustrar la idea escribimos

1
2 3 4
5 6 7 8 9 10 11 12 13
14,15,16 ... y asi sucesivamente

i) ¢Quién es el papa de 2007?

ii) Sumar los elementos de los primeros 10 renglones

iii) Puedes hallar una férmula general para la suma de cualquier renglén
e)Jugando con los nimeros

Siguiendo la idea del triangulo de Pascal podemos hacer el siguiente triangulo de nimeros, en la
base colocamos del 1 al 8, a partir de la segunda fila sumamos dos nimeros consecutivos y
podemos de aqui formular varias preguntas.
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CAPITULO4
SUPERPOSICION

4.1. Interpolacion
Necesitamos varios pasos para llegar a laformulacién final de nuestro siguiente problema.

(1) Se nos ha dado n abscisas diferentes
X1, Xq, X3, vy Xp

y n ordenadas correspondientes

Y1 Y2, Y3, L] Yn

y asi se nos ha dado n puntos diferentes

(x1,y1); (xZﬂyZ)i (x3;y3), ey (xn' yn)

Estamos obligados a encontrar una funciéon f (x) los valores que en las abscisas dadas son las
ordenadas correspondientes:

fOx) =y, fx2) =y fx3) =ya e, f(X0) =

En otras palabras, se nos requiere encontrar una curva, con la ecuacién y = f(x), que pasa por
los n puntos dados; véase la fig. 4.1. Este es el problema de interpolacion.

(2) El problema de interpolacién puede surgir siempre que consideremos que una cantidad y en
funcién de otra cantidad x. Tomemos un caso mas concreto:sea X y y la temperaturade la
longitud de una varilla homogénea, mantenida bajo presién constante. Para cada x corresponde
una temperatura y cierta longitud de la varilla, que es lo que expresamos diciendo que y depende
de x, o ¥ es una funcidn de x, o escribiendo y = f(x).

X1 Xy X3 n

Fig. 4.1. Interpolacién

Un fisico, en la investigacidn experimental de la dependencia de y sobre x, sujetala varillaa
diferentes temperaturas
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y, midiendo la longitud de la varilla en cada una de estas temperaturas, se encuentra con los
valores

Y1 Y2, Y3, L] Yn

respectivamente.

Al fisico, por supuesto,le gustaria saberla longitud y también alguna x temperatura, tales
como que no ha tenido todavia la oportunidad de observar. Es decir, el fisico quiere saber, sobre la
base de sus n observaciones, la funcién y = f(x) en toda su extension, para toda la gama de la
variable independiente x y por eso plantea el problema de la interpolacion.

(3) Observemos entre paréntesis el problema del fisico es, de hecho, mas complicado. Sus valores

X1, Y1, X2, Y25 s Xy Y

no son los "verdaderos valores" de las magnitudes medidas, perose ven afectadas por los
errores inevitables de medicién. Por lo tanto, su curva no necesita pasar a través, solo debe pasar
cerca de los puntos dados.

Por otra parte, es habitual distinguir dos casos: hasta entonces la inadvertida abscisa x, a la que el
fisico quiere encontrar la ordenada correspondiente, puede estar en el intervalo entre los valores
extremos observados x; y X, en la Fig.4.1.). O puede quese encuentren fuera de este
intervalo:en el primer casose acostumbraa  hablar deinterpolaciéony en el
segundo de extrapolaciéon. (Es habitual considerar la interpolacion como mas fiable quela
extrapolacion).

Sin embargo, vamos a pasar por alto esta distincidn, y los otros comentarios de este inciso, por el
momento, vamos a cerrar el paréntesis y volver al punto de vista de las subsecciones (1) y (2).

(4) El problema planteado en el inciso (1) es absolutamente indeterminado: existe una inagotable
variedad de curvas que pasan por los n puntos dados.

Sus n observaciones, por si solas, no dan derecho al fisico a preferir una de esascurvas a las
demas. Si el fisico decide dibujar una curva, se debe tener alguna razén de su eleccién fuera de
sus n observaciones, iqué razon?

Asi, el problemade la interpolacién aumenta a una pregunta general: ¢Qué sugiere,
o que justifica, la transicién auna formulacion matematica de las observaciones dadas y un
fondo mental dado? Esta es una gran pregunta filoséfica, sin embargo,ya que es poco
probable que las grandes cuestiones filoséficas puedan ser una respuesta satisfactoria, nos
volvemos a otro aspecto del problema de interpolacién.

(5) Seria natural para modificar el problema planteado en el inciso (1) pidiendo la curva mas
simple que pase por los n puntos dados. Esta modificacién, sin embargo, deja el problema
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indeterminado, aunquevago, ya que "la simplicidad" no esuna cualidad objetiva:la
simplicidad podemos juzgarla de acuerdo a nuestro gusto personal o habitos mentales.

Sin embargo, enel caso de nuestro problema, se puede daruna interpretacional término
"simple" que se ve aceptabley conduce a una formulacion determinaday util. En primer lugar,
consideremosla suma, restay multiplicacion delas operaciones mas sencillas de
calculo. Entonces, vamos a considerar que las funciones de los valores mas simples de los cuales
se puede calcular por las operaciones mas simples de cdlculo. La aceptacién de los dos puntos,
tenemos que considerar a los polinomios como las funciones mas simples, es un polinomio de la
forma

ag + a1 x + ax? + -+ a,x"

Su valor puede ser calculado por lastres operaciones simples de cdlculode laforma
numérica dada, los coeficientes ag, aq, ..., a, y el valor dela variable independiente x .Si
suponemos que a,, # 0, el grado del polinomio es n.

Por ultimo, se dan dos polinomios de grado diferente, vamos a considerar uno con el grado mds
bajo, el mads simple. Si aceptamos este punto también, el problemade pasarla curva mas
sencilla posible a través de n puntos se convierte en un problema determinado, el problema de la
interpolaciéon polinémica, que se formula como sigue:

Al ser dado n numeros diferentes Xxq, X7, X3, wey Xn Yy M numeros
mds Y4, V2, V3, we, Yn determine el polinomio f(x) del gradomds
bajo posible, que cumplan las n condiciones

fOx) =y, fx2) =v2 fx3) =ys e, f(X0) =

4.2. Una situacion especial

Si no vemos otra solucién al problema propuesto, es posible que trate de variar los datos. Por
ejemplo, podemos mantener una ordenada fija concreta y la disminucidn de los demas, para que
podamos dar con una situacién especial que parezca mas accesible. No tenemos que tocar las
abscisas dadas, aceptamos cualquier n nimero diferente

X1, X7, X3, vy Xn

pero elegimos un sistema particularmente simple de coordenadas:

respectivamente. (Todas las coordenadas dadas desaparecen, excepto la correspondiente a

la abscisa x, ; ver Fig. 4.2).
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Hay undato interesante: el polinomio de asumirestos valoresse anula en n — 1 puntos
dados, tiene n — 1 raices diferentes x;, X3, X4, .., Xpn Y, por lo tanto, debe ser

divisible por cada uno de los siguientes n — 1 factores:
X — Xq, X — X3, X — Xy, v X — Xy

Por lo tanto, debe ser divisible por el producto de estos factoresn — 1, y que es al menos de grado
n — 1. Si el polinomio alcanza este grado mas bajo posible n — 1, debe ser de la forma

fOx)=Clx—x)(x— x3)( x —x4) . (x — X)
donde C es una constante.

é¢Hemos utilizado todos los datos? Queda la ordenada correspondiente a la abscisa x, que debe
tenerse en cuenta:

f(xz) = Clay—x1) (22— x3) (X —xg) o (2 —xy) = 1

Calculamos C de esta ecuacidn, sustituya el valor calculado para C en la expresidn de f (x), y con

ello,
) = (x —x)(x — x3)( X —x4) ... (x — Xp)
(2—x1) (%2 — x3)( x5 — x4) . (X2 — Xy)
Claramente, este polinomio f () toma los valores requeridos para todas

las abscisas dadas. Hemos  tenido  éxito enresolver el problema deinterpolacion
polindmica en un caso particular, en una situacidn especial.

4.3. Combinando los casos particulares para resolver el caso general
Tuvimos la suerte de ver un caso tan particular, especialmente accesible.

— & e
X1 x2 X3 Xn

Fig. 4.2. Una situacion especial

Debemos tratar ahora de hacer un buen uso de la solucion obtenida.

Al modificar un poco la solucién obtenida, podemos manejar un caso particular mas extenso: a las
abscisas dadas

X1, X7, X3, v Xp
dejamos que correspondan las ordenadas

0, ¥5,0,...,0
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respectivamente. Obtenemos el polinomio que asume estos valores multiplicando la expresion
obtenida en la secc. 4.2 por un factor evidente:

(x —x)(x = x3)( x —x4) . (x — 2p)
g (a=x1) (X3 — x3)( X3 — x4) ... (X3 — Xy)

En esta expresion, el eje de abscisas x, desempefia un papel especial, distinto de la funcién comun
que corresponde a las otras abscisas. Sin embargo, no hay virtud peculiar en el eje de abscisas x5:
podemos dejar que cualquier otro eje dado de abscisas desempefian ese papel especial. Y asi, sia

las abscisas
X1, X2, X3, ey X

dejamos que correspondan a los valores mostrados en cualquiera de las siguientes n lineas

v1,0,0,...,0
0,y,,0,..,0
0,0,y3,...,0
0,0,0, ..., v,

escribir una expresion para el polinomio de gradon — 1, que asume los valores en las abscisas
correspondientes. Tenemos aqui indicada la solucidn en n casos particulares diferentes de nuestro
problema. ¢Puede combinarlo para obtener la solucidon general? Por supuesto, podemos sumar n

expresiones indicadas:

(x = x2) (x — x3) (x — x4) .. (x — X)
(g = x2) (g — x3) (g — x4) oo (X1 — xp)

f&)=»n

(x — x1)(x — x3) (x — x4) .. (x — x7)
(2 = x1) (o — x3) (2 — x4) .. (X2 — Xp)

+¥

(x = x1) (x = x3) (x = x4) .. (x — X7)
(3 — x1) (a3 — x2) (3 — x4) .. (X3 — Xp)

+ 3

(x = x1)(x — x2) (x — x3) .. (x — Xpp_1)
(e — x1)(xn — x2) (X — x3) oo (X, — Xp—1)

+n

Es un polinomio de grado no excediendo an — 1 que satisface la condicion

flx) =y parai=123,..n
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como podemos ver a simple vista si nos damos cuenta de la estructura de su expresion.

4.4. El patron
La solucién del problema anterior de interpolacidon, que es debidoa Lagrange, tiene un plan
general muy sugerente.

(1) Es probable que el lector esté familiarizado con la prueba usual de un conocido teorema de
la geometria plana:

"El dngulo en el centro de un circulo es el doble del dngulo en la circunferencia sobre la misma
base, es decir, en el mismo arco."(El arco se destaca por una doble linea en las figuras 4.3y 4.4.).La
pruebase basa endos observaciones, y procede endos pasos:cf. Euclides Il 20.
(2) hay una situacién especial mds accesible:Si uno de los lados del dnguloen Ia
circunferencia es un didmetro, véase la fig.4.3, el dngulo en el centro a es, obviamente, la suma
de dos angulos de un triangulo isdsceles; estos dos angulos son iguales entre si, y uno de ellos es el
angulo en la circunferencia, . Esto demuestra la ecuacidn deseada

a=2
para la situacion particular de la figura. 4.3.
(3) Ahora, no tenemos mas la situacién especial de la figura. 4.3.

Podemos, sin embargo, dibujar un didametro (linea punteada en la figura. 4.4) a través del vértice
del anguloen la circunferencia y, a continuacidn la situacién especial surge dos vecesen la
figura. Que las ecuaciones a' = 2B, a'' =2pB" se refieren a estas situaciones especiales (ver
fig. 4.3).

Fig. 4.3 Una situacidn especial
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(L Y

Fig. 4.4. El caso general

Estas ecuacionesse han establecido firmemente por las consideracionesde Ia
subseccion (2). La angulos a y 8, en el centro y en la circunferencia, respectivamente, con la que
el teorema deseado se obtiene, puede ser exhibido comosuma o como diferencia, segun
se tienen uno o el otro caso representado en la figura. 4.4 frente a nosotros:

a=a+d' B=p+p" 6 a=a —-ad",p=p —-p"
Ahora, mediante la adicidn y sustraccién nuestras dos ecuaciones ya establecidas, se obtiene
@ +a" =28 + B~ a =28 ~ B
respectivamente, y esto demuestra el teorema deseado
a =28
en toda su generalidad.

(4) Ahora, vamos a comparar los dos problemas que se describen en este capitulo: el problema de
encontrar la curva que pasa por n puntos (secciones. 4.1, 4.2,y 4.3), y el problema de probar, a
partir de la geometria plana, se tratd en las subsecciones (1), (2),y (3) de la presente seccion. A
pesar de que estos problemas difieren en varios aspectos, sus soluciones muestran el mismo
patron. En ambos ejemplos, el resultado se obtuvo en dos pasos.

En primer lugar, tuvimos la suerte de verun caso particularmente accesible, una situacion
especial, y le dio una solucién bien adaptada, pero restringida, a esta situacién especial, véase la
seccion. 4.2 y el inciso (2), la figura. 4.2 y la fig. 4.3.

Luego, mediante la combinaciéon de casos particulares a las que la solucién restringida, se
obtuvo la solucién completa, sin restricciones, aplicable al caso general, véase la seccidn. 4.3y el
inciso (3).

Vamos a presentar dos términos que ponen de relieve algunas caracteristicas de este modelo.

El primer paso trata con un caso particular que no sélo es especialmente accesible, pero también
es util en particular; esta situacidon se podria llamar un caso particular de liderazgo: se abre el
camino a la solucion general.

84



El segundo pasocombina casos particulares por una operacion algebraica especifica. En la
secc. 4.3 n soluciones particulares, después de ser multiplicada por constantes dadas, se agregan
para formar la solucidn general. En la subseccidn (3), sumamos y restamos las ecuaciones que se
ocupan dela situacion  especial para obtener laprueba general. Vamos allamar a Ia
operacion algebraica empleadaen la secc.4.3 [hay mas generalidadalli queen el
inciso (3)] combinacién lineal o superposicién.

Podemos utilizar los términos introducidos para delinear nuestro patron: A partir de una
situacién de liderazgo especial que alcanzar la solucidn general por superposicion de los casos
particulares.
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CAPITULO 5
PROBLEMAS

5.1. ;Qué es un problema?

En este capitulo, la palabra "problema" toma un sentido muy amplio. Nuestra primera tarea es
describir este significado. Tener un problema significa: buscar conscientemente alguna accion
apropiada y claramente concebida pero no inmediatamente alcanzable. Un problema es
un "gran" problema si es muy dificil, es sélo un "pequefio" problema si es poco dificil. La mayor
parte de nuestro pensamiento consciente se ocupa de los problemas. Resolver los problemas es la
realizacion concreta de la inteligencia y la inteligencia es el don especifico del hombre.

Ahora vamos a tratar de ascender a una mayor generalidad, tratando de abarcar, en la medida
de lo posible, también los problemas no matematicos. Para aspirar a un método general aplicable
a todo tipo de problemas pueden parecer demasiado ambicioso, pero es muy natural: a pesar de
que la variedad de problemas que podemos enfrentar es infinito, cada uno de nosotros tiene una
sola cabeza pararesolverlos, por lo que deseamos, naturalmente, sélo un método para
resolverlos.

5.2. Clasificacion de los problemas
Un estudiante se prepara paraun examen escritode matematicas, élesun estudiante
promedio. Después de haber leido un problema propuesto, puede preguntarse a si mismo:

"éQué clase de problema es este?" De hecho, podria ser bueno hacerse esta pregunta: si es capaz
de clasificar su problema, reconocer su tipo, silo coloca ental o cual capitulo de su libro de
texto, él ha hecho algunos avances: ahora puede recordar el método que ha aprendido para
resolver este tipo de problema.

Lo mismo puede decirse, en un sentido, para todos los niveles de resolucién de problemas. La
pregunta "iQué clase de problema es este?" conducea la siguiente pregunta" ¢Qué se
puede hacer coneste tipo de problemas?"y estas preguntas pueden producir beneficios,
incluso en la investigacion mucho mas avanzada.

Puede ser util para clasificar los problemas, para distinguir problemas de varios tipos. Una buena
clasificacion deberia introducir algunos tipos de tal manera que el tipo de problema puede
sugerirel método de solucién. No vamos aentrar ahoraen detalle,o intentaruna
clasificacidn perfecta.

Los Elementos de Euclides contienen axiomas, definiciones y “proposiciones “. Sus comentaristas

y algunos de sus traductores distinguen dos clases de "proposiciones": el objetivo de la primera
clase (en latin es "problema") es la construccién de una figura, el objetivo del segundo tipo (el
nombre en latin es "teorema") es para probar un teorema. Al extender esta distincion, vamos a
considerar dos tipos de problemas, los problemas "por encontrar" y problemas "por demostrar". El
objetivo de un problemade encontrar es hallar (construir, producir, obtener, identificar,....) un
determinado obijeto, la incdgnita del problema. El objetivo de un problema de probar es decidir
si una afirmacidn determinada es verdadera o falsa, para probar o refutar la misma.
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5.3. Los problemas por encontrar

El objetivo de un problema de encontrar es hallar un determinado objeto, lo desconocido del
problema, que satisface la condicidn del problema, que relaciona lo desconocido con los datos del
problema. Veamos dos ejemplos.

"Al ser dadas dos lineas -segmentos ay b,y elanguloy, construir el paralelogramo de las
cudles las lineas dadas son lados adyacentes, incluyendo el angulo y."

"Al ser dadas dos lineas, segmentos ay b,y elangulo y, construir el paralelogramo de las
cuales las lineas dadas como segmentos son las diagonales como el angulo y."

En ambos problemas, los datos son los mismos: los segmentos de rectaay b, y el angulo dey. En
ambos problemas, la incégnita es un paralelogramo y asi los problemas no son
distinguibles a priori por la naturaleza de lo desconocido (incognita).

La diferencia entre los dos problemas es la condicidn, la relacidon necesaria entre lo desconocido y
los datos: por supuesto, la relaciéon del paralelogramo a sus lados difiere de su relacidon con sus
diagonales.

Lo desconocido puede ser de todas las categorias imaginables. En un problema de construccion
geométrica de lo desconocido es una figura, por ejemplo un tridngulo.

Cuando nos preguntamos "éQué dice?" lo desconocido puede ser una palabra o una secuencia de
palabras, una frase, o una secuencia de oraciones, un discurso. Un problema que claramente debe
especificar la categoria (el conjunto) a la que pertenece lo desconocido, tenemos que saber desde
el principio qué tipo de origen desconocido se supone que encontramos: un tridngulo, o un
numero, o una palabra,. . . etc.

Un problema claramente debe especificar la condicidn que la incégnita tiene que satisfacer. En el
conjunto de objetos especificados por el problema de que lo desconocido debe pertenecer, no es
el subconjunto de los objetos que satisfacen la condicidn, y cualquier objeto que pertenece a este
subgrupo se llama una solucién.

Este subconjunto puede contener sélo un objeto: entonces la solucidn es Unica. Este subconjunto
puede estar vacio: entonces no hay solucidn. A veces es suficiente para decidir la existencia de una
solucidn, es decir, para decidir si el conjunto de soluciones esta vacio o no.

Cuando se trata de problemas matematicos (a menos que el contexto sugiere lo contrario) vamos
a usar la frase "los datos" para referirse a todos los objetos dados (conocido, es cierto,...) (o su
serie completa) conectado con lo desconocido por la condicion. Si el problema es construir un
triangulo de sus lados a, b, y c, los datos son los tres segmentos de linea a, b, y c. Si el problema es
resolver la ecuacién cuadratica

xX>+ax+b=0
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los datos son los dos nimeros dados ay b. Un problema puede tener sélo un dato, o ninguna
informacidn en absoluto. Aqui es un ejemplo: "Encontrar la razén del drea de un circulo al drea de
un cuadrado circunscrito." La razén requerida es independiente del tamafio de la figura y por lo
tanto es innecesario darlalongitud del radioo alginotro datode este tipo.
Vamos allamar alo desconocido, la condicién,y los datos de las partes principales de un
problema a encontrar.De hecho, no podemos esperar resolverun problema queno
entendemos. Sin embargo, para entender un problema, debemos saber, y saber muy bien, équé es
lo desconocido?, écuales son los datos,y cudl esla condiciéon? Y lo que es aconsejable cuando
estamos trabajando en un problema aprestar especial atencién a sus partes principales.

5.4. Problemas “por probar”

Cuando tenemos un “problema matemdtico por probar”, debemos aclarar la duda acerca de si se
trata de una afirmacién A, que se debe probaro debemos refutar A.Un problema sin
resolver célebre de este tipo es para probar o refutar la conjetura de Goldbach: Si el entero n es
pary n> 4, entonces n es la suma dedos numeros primosimpares. La afirmacion de
Goldbach (se trata de una mera afirmacion, no sabemos todavia sies verdadera o falsa) se
expresa aqui en la forma mas habitual de las proposiciones matematicas: se trata de la hipétesis y
la conclusién, la primera parte comienza con "Si", es la hipétesis, la segunda parte comienza con
"entonces", es la conclusidn.

Cuando tenemos que probar o refutaruna proposicion matematica se indica enla forma
mas habitual, con la hipdtesis y la conclusidén de la proposicién se denominan correctamente las
partes principales de nuestro problema. De hecho, estas partes principales merecen nuestra
especial atencion. Para probar la tesis de que debemos descubrir un vinculo de unidén légica entre
las partes principales, la hipdtesisy la conclusion, para refutar la tesis que debe mostrar (por
un contra-ejemplo, si es posible) una de las partes principales, la hipétesis, no implica la otra, la
conclusién.

5.5. Los componentes de lo desconocido, las clausulas de la condicion

Si nuestro problemaes la construccion de un circulo, tenemos que encontrar, dos cosas: el
centrode la circunferenciay su radio.Puede serventajoso dividir nuestra tarea: dos
cosas buscadas, el centroy el radio, podemos tratar de encontrar una primero y luego la otra.
Sinuestro problemaes encontrar unpunto en el espacioy utilizamosla geometria
analitica, tenemos que encontrar, de hecho, tres nimeros: tres coordenadas x, y,z de cada
punto.

De acuerdo con el punto de vista que nosotros preferimos, podemos decir que, en nuestro primer
ejemplo, hay dos incdgnitas, o simplemente desconocemos una y, en nuestro segundo ejemplo,
hay tresincégnitaso sélo una.Sin embargo, hay otropunto de vista quea menudo es
ventajoso: se puede decir que, en ambos ejemplos, sélo hay una incégnita, pero lo es, en cierto
sentido. Por lo tanto, en nuestro primer ejemplo, el circulo es lo desconocido, pero es bipartita o
una incognita de dos componentes, sus componentes sonsu centroy su radio del mismo
modo, en nuestro segundo ejemplo, el punto es un incégnita tripartita o tres componentes; sus

88



componentes son sus tres coordenadas x, y,z. En general, podemos considerar una incégnita x
de varios componentes Xj, Xy, ..., Xp.

Una de las ventajas de la terminologia que hemos introducido es que, en ciertos debates
generales, no es necesario distinguir entre los problemas con una incégnita y los problemas con
varias incégnitas: de hecho, podemos reducir este ultimo caso a la primera teniendo en cuenta
varias incégnitas como componentes de una desconocida. Por ejemplo, lo que hemos dicho en la
sec.5.3 se aplica fundamentalmente también a los problemas en los que tenemos que encontrar
varias incognitas, aunque este caso no ha sido explicitamente mencionado en la sec. 5.3.

Si nuestro problema es un problema por encontrar, puede haber ventaja en la subdivision del
problema en varias partes o clausulas, como hemos tenido oportunidad de observar. En la
resolucién de un problema de construccidn geométrica, podemos dividir la condicién en dos
partes de manera que en cada parte se obtenga un lugar geométrico para el punto desconocido
(capitulo 1). Al resolver un "problema de las palabras" por el algebra, separamos la condicién en
partes, tantas como incégnitas, de modo que cada parte obtiene una ecuacién (capitulo 2). Si
nuestro problema es un problema de probar, puede haber ventaja en la subdivisién de Ia
hipotesis, o la conclusién, o ambos, en partes o cldusulas apropiadas.

5.6. Se busca: un procedimiento

En la construccién de una figura al estilo de los Elementos de Euclides, no somos libres de elegir
nuestras herramientas o instrumentos: se supone que debemos construir la figura con regla y
compas. Asi, la solucion del problema consiste, en una secuencia de operaciones geométricas bien
coordinadas que parten de los datos y terminan en la figura requerida: nuestras operaciones son
dibujos de lineas rectas y circulos, y la determinacién de sus puntos de interseccidn.

En este, podemos percibir que la solucién de muchos problemas consiste esencialmente en un
procedimiento, un curso de accién, un esquema de operaciones bien relacionadas entre si, un
modus operandi.

Tome el problema de resolver una ecuacién de segundo (o tercer, o cuarto) grado. La solucién
consiste en un esquema bien coordinado de las operaciones algebraicas que parten de los datos,
dados los coeficientes de la ecuacidn, y acaban con las raices necesarias: las operaciones son
suma, resta, multiplicacidn o division determinada, u obtenidos con anterioridad, las cantidades o
extraccién de las raices de dichas cantidades.

Consideremos un problema "para probar". La solucidon del problema, el resultado de nuestros
esfuerzos, es una prueba, es decir, una secuencia de operaciones ldgicas bien coordinadas, de
pasos que parten de la hipdtesis y terminan en la conclusidon deseada del teorema: cada paso
infiere algln nuevo punto de las partes debidamente elegidas de la hipdtesis, a partir de hechos
conocidos, o de puntos previamente inferidos. Los problemas no matematicos presentan un
aspecto similar.
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El objeto de nuestra busqueda puede ser una incégnita, de cualquier naturaleza o el
descubrimiento de la verdad sobre cualquier tipo de pregunta, nuestro problema puede ser
tedrico o practico, grave o trivial. Para resolver nuestro problema, tenemos que idear un bien
concebido, un esquema coherente de las operaciones, légicas y matematicas, o materiales
procedentes de la hipdtesis a la conclusidn, a partir de los datos a lo desconocido, de las cosas que
tenemos a las cosas que queremos.
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CAPITULO 6
Representacion geométrica de los avances hacia la solucion
“Es muy util representar las cosas de esta manera ya que

nada entra en la mente con mds facilidad que las figuras
geomeétricas”.

DESCARTES: Euvres, vol. X, p. 413, Reglas para la direccién
de la mente, el Articulo XII

6.1. Metaforas

Tratando de ver intuitivamente el progreso natural de la solucion de un problema y la
concatenaciéon de las ideas esenciales involucradas, llegué finalmente a una representacién
geométrica del proceso de resolucion de problemas. Este fue mi primer descubrimiento, y el inicio
de mi interés de toda la vida, en la resolucién de problemas. Fui guiada a la imagen geométrica
que finalmente surgid de un grupo de expresiones metafdricas. Se ha observado con bastante
frecuencia que el lenguaje esta lleno de metaforas. No sé si también se ha observado que muchas
de estas metaforas son interdependientes y se conectan, se asocian, forman grupos. En cualquier
caso, hay una extensa familia de expresiones metafdricas, que tienen dos cosas en comun: todos
ellas conciernen con la actividad humana basica de la solucién de problemas y todas ellas sugieren
las mismas configuraciones geométricas. El descubrimiento de la solucién es encontrar una
conexién entre las cosas antes separadas o ideas (las cosas que tenemos y las cosas que
qgueremos, los datos y lo desconocido (incdgnita), la hipdtesis y la conclusion). A veces vemos la
conexion como un puente: un gran descubrimiento nos parece un puente sobre un profundo
abismo entre dos ideas muy distantes entre si. A menudo vemos la conexion realizada por una
cadena: una prueba aparece como una concatenacién de argumentos, como una cadena, tal vez
una larga cadena, de conclusiones.

6.2. ;Qué es un problema?

Necesitamos un ejemplo, y elijo un problema muy simple de la geometria sdlida: Encontrar el
volumen F del tronco de la pirdmide con base cuadrada de la derecha. Teniendo en cuenta la
altura h del tronco, la longitud de uno de sus lados de la base superior, y b longitud de un lado de
su base inferior. (Pirdmide truncada)

(Una piramide con base cuadrada es una “pirdmide recta” si la altura coincide con el centro de la
base, una piramide truncada es la porcién de la piramide entre su base y un plano paralelo a su
base. Este plano paralelo contiene una cara del tronco de la pirdmide que se llama la base superior
del tronco, su base inferior es la base de la pirdmide original completa, su altitud es la distancia
perpendicular entre sus bases).

El primer paso para resolver el problema consiste en concentrarse en el objetivo. ¢ Qué queremos?
nos preguntamos y nos representamos tan marcadamente la forma en la que queremos encontrar
el volumen F. La situacion mental es una representacidn adecuada por un solo punto, F
etiquetado, en la que debe ser el centro toda nuestra atencion.
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Fig.6.1. Concentrece en un punto: el objetivo

Sin embargo, no podemos encontrar la incognita F si no se da. {Cudles son los datos? nos
preguntamos, {Que tenemos? y nuestra atencién enfatiza aquellas lineas de la figura de la cual su
longitud es dada a, b, y h, ver figura. 6.2. (El cuadrado de lado ay el cuadrado del lado b de el
sélido considerado). Tres puntos surgen, con la etiqueta a, hy b, que representan los datos y
separada de la F que es la incégnita, un espacio abierto en la figura. 6.2. Este espacio abierto
simboliza la pregunta abierta, nuestro problema principal tiene como objetivo conectar la
incognita F con los datos a, h, y b, tenemos que cerrar la brecha.

6.3. jAhi esta la idea!

Empezamos a trabajar en nuestro problema mediante la visualizacién de su objetivo, su incégnita,
sus datos. Esta fase inicial de nuestro trabajo esta debidamente representada en las figuras. 6.1y
6.2. Sin embargo, écomo debemos proceder de aqui, que curso deberemos adoptar? Si no puede
resolver el problema propuesto, busque un problema relacionado. En nuestro caso, no tenemos
gue mirar muy lejos. De hecho, écudl es la incégnita? El volumen del tronco de la pirdmide. Y ¢que
es una piramide? ¢Cémo se define? Como parte de una piramide completa. ¢ Qué parte? vamos a
expresarlo de otra manera; REFORMULAR EL PROBLEMA:

£Qué tienes?
o] o] o
a h b

Fig. 6.2. Una pregunta abierta

El tronco es la porcidn que resta cuando cortamos la piramide completa por un plano paralelo a la
base. En nuestro caso ver fig. 6.3, la base de la piramide grande (llena) es un cuadrado de area b?.
Si conocemos el volumen de estas dos pirdmides digamos B y A respectivamente, encontraremos
el volumen de la piramide truncada.

Encontremos los voliumenes de Ay B.

Entonces hemos reducido nuestro problema original de encontrar F, a dos problemas auxiliares
apropiados, encontrar A y B. Para expresar esta reduccién graficamente introducimos dos nuevos
puntos etiquetados con Ay B en el espacio entre los datos a, h, b y la incégnita F. Juntamos Ay
B aF lineas oblicuas y asi indicamos la relacidn esencial entre estas tres cantidades: empezando
de Ay B podemos llegara F:
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Caso relacionado con °/\

su problema A B
F=B-A

Fig. 6.3. Si no puede resolver el problema propuesto, mire alrededor.

Nuestro trabajo no ha terminado aun, tenemos dos nuevas incégnitas para encontrar, Ay B, hay
dos puntos independientes separados de los datos por una laguna en la figura. 6.3. La situacién
parece optimista, sin embargo, la pirdmide es una figura mds familiar que la piramide truncada, y
aunque tenemos dos incégnitas, Ay B, en lugar de encontrar solo una, F, ahora tenemos dos
(pero mas faciles) son de naturaleza similar y del mismo modo en relacién con los datos de ay b,
respectivamente. En consecuencia, la representacion grafica de la situacidon mental de la figura 6.3
es simétrica. La FA es la linea inclinada hacia el dato a,FB, hacia el dato b. Hemos empezado a
cerrar el espacio abierto entre la incégnita original y los datos, la diferencia restante es menor.

6.4. Desarrollando la idea
¢Dénde estamos ahora? {Qué queremos? Queremos encontrar las incognitas Ay B. (Cual es la
incégnita? El volumen de una piramide. ¢Cdmo podemos obtener este tipo de cosas? ¢Como se
pueden encontrar este tipo de incdgnitas? ¢A partir de qué datos se pueden obtener este tipo de
incoégnitas? El volumen de la pirdmide se puede calcular si tenemos dos datos, el area de la base y
la altura de la piramide, el volumen es, el producto de estas dos cantidades dividido por 3. La
altura no se da, pero aun asi la podemos considerar. Llamémosle x. Entonces
_a’x

A=
En el lado izquierdo de la figura. 6.4 de la pequefia pirdmide sobre el tronco aparece con mds
detalle, y su altura es x esta enfatizado. La etapa actual de nuestro trabajo se representa
graficamente en la parte derecha de la figura. 6.4, un nuevo punto x aparece por encima de los
datos, y las lineas oblicuas al unirse de A a x y a, indicando que A puede llegar a partir de x y a,
que A puede ser expresado en términos de x y a.

Aungue todavia quedan dos incdgnitas por encontrar (todavia hay cabos sueltos en la Fig. 6.4.)
hemos progresado con éxito al conectar F con al menos alguno de los datos, con a.
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LComo puedo obtener esto? A e
b}
a*x o
A=——
3

° °
«

Fig. 6 .4. Una primera conexion con los datos, pero ain quedan cabos sueltos

En todo caso, el siguiente paso es obvio. Las incégnitas Ay B son de naturaleza similar (estan
simétricamente representadas en la figura 6.3.), hemos expresado el volumen en términos de base
y altura, y podemos expresar el volumen B de forma analoga:

b?>(x+h
Bz_i%_l

En la parte izquierda de la figura. 6.5, la gran piramide que contiene el tronco aparece con mas
detalle, su altura x + h se pone de relieve. En la parte derecha de la figura. 6.5 tres nuevas lineas
inclinadas aparecen, uniéndose B ab, h, yx. Estas lineas indican que B puede ser alcanzada
desde b, h, y x, B se puede expresar en términos de b, h, y x. Y por lo que sélo el punto x queda
pendiente, sigue sin estar conectado con los datos.

Obtener de la misma forma A B
b (x+h X
g Pt
3
a h 1]

Fig.6.5. Solo queda una pregunta pendiente

La brecha se estd estrechando, ahora esta entre x y los datos.

¢Cual es la incdgnita restante? Es x, la longitud de una linea. ¢ Cémo se puede encontrar este tipo
de incégnitas? ¢CoOmo puede obtener este tipo de cosas? Lo mas usual es obtener la longitud de
una linea de un tridngulo o de un tridngulo rectdngulo, si es posible, o de un par de tridngulos
semejantes.
Sin embargo, no hay triangulo utilizable en la figura, y debe haber un lado con una x un tridngulo
gue se encuentra en un plano que pasa por la altura de la piramide pequeia con el volumen 4;
este plano también se pasa a través de la altura de la gran pirdmide con el volumen B, que es
similar a la pequefia. Si, tridngulos semejantes en un plano que pasa por la altura y en paralelo a
un lado dado de la base de una de estas piramides. iEso es todo! jHemos terminado!
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Un par de tridngulos semejantes, aparece en la figura. 6.6 de x que puede ser convenientemente

calculado
X a

x+h b
Pero los detalles no son importantes en esta etapa, sin embargo; es mas importante ahora que x
se puede expresar en términos de los tres datos de a, hy b. Las tres nuevas lineas oblicuas que

surgen en la parte derecha de la figura. 6.6 indican sélo que al unirseaunax ah, y b.

¢ Y cémo puede usted coseguir esto? F

A B
x

a
x+h b
a h b

Fig.6.6. Hemos tenido éxito en reducir la solucion

iHecho! Hemos tenido éxito en la reduccidon de la solucion, en el establecimiento de una conexidn
interrumpida entre la incognita F vy los datos a, h, y b a través de los intermediarios (incognitas
auxiliares) 4, B,y x.

6.5. Llevarlo a cabo

éSe soluciond el problema? Todavia no, no del todo. Tenemos la obligacién de expresar el
volumen F del tronco en funcién de los datos a,h y b, esto no ha terminado todavia. Sin embargo,
la primera parte mas importante y mas emocionante de nuestro trabajo estd detrds de nosotros,
la tarea pendiente es un asunto mucho mas tranquilo, mucho mas sencillo.

En cada etapa, se espera que el proximo paso nos acerque a nuestro objetivo, para cerrar la
solucion. Si, lo esperdbamos, pero no estdbamos seguros, en cada etapa hemos tenido que
inventar, el riesgo, el siguiente paso. Pero ahora no hay invencién mas o riesgo que se necesite,
nosotros prevemos que pueden llegar al F desconocido de los datos a, hy b con sélo seguir los
hilos de la conexidn sin interrupciones representada en la figura. 6.6.

Comenzamos la segunda parte de nuestro trabajo ya que hemos terminado la primera parte.
Abordamos primero el auxiliar desconocido x, a partir de la ultima ecuacién de la secc. 6.4 se
obtiene

Entonces sustituimos este valor de x en las dos ecuaciones anteriores de la secc. 6.4, obteniendo

a3 h b3 h

=300 300

Utilizamos la Ultima ecuacion que se obtuvo por primera vez, en la secc.6.3:
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Esta es la expresion deseada.

El trabajo de esta seccion esta simbolizada adecuadamente por la figura. 6.7, donde cada linea de

conexioén lleva una flecha que indica la direccién en la que acabamos de utilizarla. Comenzamos a
partir de los datosa,h, yb, y por lo tanto, procedié a través de las incognitas auxiliares
intermedias x, A, y B del original, incdgnita principal F, que expresan estas cantidades, una tras

otra en funcién de los datos.

Fig.6.7. Trabajando a apartir de los datos a la incognita

Las figuras 6.1 a 6.7 muestran las sucesivas etapas de la solucién.

EJEMPLOS ADICIONALES
1.-Hallar el volumen del cono truncado

SOLUCION:

1Tt

1
Veono completo = gnRZ(H +h)

1 2
Veono pequeiio = §T[T h

1 5 1 ,
Vcono truncado = §7TR (H+h)— §T[T h

= %n[RZ(H + h) —r?h]

§=”T+h — Rh=r(H+h)=rH+rh
- Rh—rh=rH factorizamos
hR—1)=1H - h=—2
- — = bd =
r)y=r .
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Sustituyendo en el volumen del cono truncado, tenemos:

T, rH ,( TH
Vcono truncado = §R (H + R— T') -r (R — T')

_r [(R—r)R2H+R2Hr—Hr3‘
3 (R-1) ]
n[R3H — R?>rH + R*rH — Hr3
B E[ (R—7) ]
w[R3H — Hr3
3] R-1)
nH[R3 — 13
T3 |(R-7)
mH[(R —7r)(R?+ Rr +12)
B ?[ (R—7) ]

mH ) )
= ? (R +Rr+r )
2.- Si el radio de un cilindro circular se aumenta en un 50% y su altura se disminuye en un 20%,
éen qué porcentaje cambia su volumen?
SOLUCION:
Tenemos que el volumen de un cilindro es el drea de la base por la altura.
Sean r el radio de la base circular y h la altura del cilindro original.

Denotemos por V; el volumen del primer cilindro y por V, el volumen del segundo cilindro,
entonces

V, = m(1.5r)%(0.8k)
= (2.25)(0.8)nr%h
= 1.8(nr?h)
= 1.8V,

Por lo tanto, el volumen aumento en un 80%.
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CAPITULO 7
PLANES Y PROGRAMAS
Del deseo surge el pensamiento de algunos medios que hemos
visto producir efectos andlogos a aquellos que persequimos; del
pensamiento de estos efectos brota la idea de los medios conducentes a
ese fin, y asi sucesivamente hasta que llegamos a algun comienzo que estd
dentro de nuestras posibilidades.
Thomas Hobbes: Leviatan, capitulo Ill.

7.1. Un modelo de planificacion

En este capitulo se describe un patrén, el patrén, basicamente importante de un procedimiento de
resolucion de problemas con concision y precisién admirable. Vamos a leer entre lineas, vamos a
tratar de ver el alcance del procedimiento, la variedad de los casos en que sea aplicable.

Tenemos un problema. Es decir, tenemos un objetivo A, que no se puede alcanzar de inmediato y
estamos en busca de una accién apropiada para alcanzar dicho objetivo. Este objetivo puede ser A
practico o tedrico, tal vez matemadtico - un objeto matematico (numero, tridngulo,...) que
deseamos encontrar (calcular, construir,...) o una proposicion que queremos demostrar. En
cualquier caso, queremos alcanzar nuestro objetivo A.

"Del deseo resplandecié el pensamiento de algunos medios", esto es asi observar el
comportamiento mental. El fin, sugiere los medios, el deseo suele ser seguido rapidamente por la
idea de alguna accidn que pudiera llevar a su satisfaccion.

Sin embargo, volvamos al texto de Hobbes: "Del deseo se levante el pensamiento de algunos
medios" B podria producir la deseada A. Esta idea probablemente se origina en una experiencia
anterior: "Hemos visto B que produce A que es nuestro objetivo. "En cualquier caso, pensamos
que podriamos obtener A si tuviéramos B. "Y a partir de la idea de B surge el pensamiento de
algunos medios, por ejemplo C, para decir B", que podriamos obtener B si tuviéramos C."Y asi
continuamente "-que podriamos obtener C si tuviéramos D- "hasta que lleguemos a algun
principio dentro de nuestro propio poder", que podriamos obtener D si tuviéramos E ipero
tenemos E! Este E termina nuestra linea de pensamiento, E estd en nuestro poder, se da, se sabe.

De hecho, hemos considerado
AsiB,BsiC,CsiD,DsiE
Y nos han dejado en E ya que tenemos E incondicionalmente, sin mas, si.

Lo anterior fue la planificacion. Debe ser seguido, por supuesto, por la ejecucidn del plan. A partir
de E, que es un "principio dentro de nuestro propio poder" debe obtener D, habiendo obtenido
D, se debe proceder a laC, de C aC, vy, finalmente, de B a A. Observe que la planificacion y
ejecucion de proceder en direcciones opuestas. En la planificacidn, se partié de A (el objetivo, lo
desconocido, la conclusién) y que termind por llegar a E (las cosas que tenemos, los datos, la
hipdtesis.) Sin embargo, en la ejecucidn del plan se trabajé de E a A para que 4, el objetivo, es lo
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primero que pensamos y lo ultimo que echamos mano. Si consideramos el movimiento hacia la
meta como un progreso, debemos considerar la direccién que en nuestra planificacién se ha
movido un retroceso. Asi, el patréon importante de la solucién de problemas descrito por Hobbes
puede ser llamado con la planificacién regresiva, o yendo hacia atras, los gedmetras griegos
llamaron el analisis de lo que significa "solucidn hacia atras".

El lector debe visualizar esto hacia atras trabajando en la planificaciéon y continuando hacia
adelante en la ejecucién del plan en un claro ejemplo. Espero que el lector tenga éxito en la
elaboracion de un plan ordenado, y no se redna con las decepciones en la realizacién de él.

7.2. Un patron mas general
Vamos a enfrentar el modelo desarrollado en el apartado anterior con el ejemplo analizado
cuidadosamente en el capitulo 6.

El ejemplo muestra sin lugar a dudas la tendencia general del patréon: "trabajando hacia atras
desde lo desconocido a los datos en la fase de planificacién, pero trabajando hacia adelante de los
datos a lo desconocido en la ejecucién del plan. Sin embargo, los detalles del ejemplo no se
incluyen en el modelo. Veamos el primer paso. En el patrén de la sec. 7.1, A se reduce a B, el
objetivo principal se reduce a un objetivo secundario, lograr A depende de lograr B. Sin embargo,
el célculo de lo desconocido (el volumen del tronco) se reduce al cédlculo de dos nuevas incégnitas
(dos volumenes); no es sélo un objetivo secundario, pero hay dos de tales objetivos.

Nuestro objetivo es A. No podemos alcanzar A inmediatamente, pero nos damos cuenta de que
podriamos alcanzar varias cosas si tenemos, B’,B'', B'”,. . .. Bueno, no tenemos estas cosas, pero
empezamos a pensar como podriamos obtenerlas, es decir, hemos creado B',B", B"”,. .. como
nuestros objetivos secundarios. Podemos percibir después de una reflexion que podriamos
alcanzar todos nuestros objetivos secundarios B',B", B'”,.... si tuviéramos varias otras cosas
c',c",Cc'",.. De hecho, no tenemos estas cosas (C',C"”,C'”,...), pero podemos tratar de
obtenerlas; las concebimos como nuestros objetivos terciarios, y asi sucesivamente estamos
girando la red de nuestro plan, podemos estar obligados a decir varias veces "Podriamos tener
esto, si tuviéramos que.. " hasta que finalmente llegan a tierra firme, las cosas que realmente
tenemos. La red de nuestro plan consiste en objetivos, accesorios, todos subordinados a nuestro
objetivo principal, y de sus interconexiones. Hay muchos objetivos subordinados, y los detalles de
la red pueden ser demasiado complejos para decirlo en palabras, pero pueden ser adecuadamente
representados por los puntos y las lineas de un diagrama del tipo que hemos desarrollado en el
capitulo 6. (Por ejemplo, en el sec. 2.5 (3) nuestro principal objetivo era D, nuestros objetivos
secundarios son a, b, y ¢, nuestro objetivo terciario p, g, y r. Véase también sec. 6.2.)

Creo que lo anterior indica con suficiente claridad un patrén general que contiene el modelo
descrito en la secc. 7.1 como un caso particular, y que llamaremos el modelo de trabajo hacia
atrds. Se trata de un modelo de planificacién, la planificacién se inicia desde el objetivo (lo que
gueremos, lo desconocido, la conclusién), y trabaja hacia atras, hacia las cosas "dentro de nuestro
poder" (las cosas que tenemos, los datos, la hipdtesis.) es parte del plan que cuando se han
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alcanzado las cosas "dentro de nuestro poder" vamos a utilizarlo como un "principio"”, y por volver
sobre nuestros pasos vamos a trabajar hacia adelante, hacia el objetivo.

7.3.Un programa

¢Son los dos numeros V3 ++/11y+/5 ++/8 iguales? Si no es asi, écudl es mayor? (Se entiende
que todas las raices cuadradas que surgen se toman con el signo positivo.)

Con un poco de experiencia en la manipulacidn algebraica, facilmente puede concebir un plan
para manejar esta cuestion, que incluso puede concebir un plan tan claro y determinado que se
merece un término especial y se puede llamar un programa.

Los dos numeros propuestos son iguales, o el primero es mayor, o el segundo es mayor. Hay tres
relaciones elegibles entre los dos numeros, expresados por los signos =,>y <, pero sélo una de
estas tres relaciones es realmente valida-no se sabe por el momento cual, aunque esperamos
saberlo pronto. Vamos a denotar y a escribir las tres relaciones

V3+ V11 ? V5 + 8

¢Es realmente vdlido? Cualquiera de los tres tipos de relaciones puede ser realmente vélido, se
pueden realizar ciertas operaciones algebraicas igualmente aplicables a los tres. Para empeazar,
podemos elevar al cuadrado ambos lados y luego la misma relacion se mantendrd entre los
cuadrados:

3+2v33 +117? 5+ 2v40 + 8

Con esta operaciéon hemos disminuido el nimero de raices cuadradas, desde el principio se tenian
cuatro, y ahora tenemos sélo dos. Por operaciones posteriores nos desharemos de las raices
cuadradas restantes y, a continuacién, veremos que una de las tres relaciones posibles es
representado por el signo “?”.

El lector no tiene que prever las actuaciones anunciadas en cada detalle, pero debe darse cuenta
de que puede llevarse a cabo sin titubeos y estdn obligados a llevar a la decisién esperada. Luego,
podran convenir en que la situacion merece un término especial y que ese plan definitivo deberia
ser llamado un programa, (véase la seccién. 7.5).

Con estas observaciones que tenemos, alcanzado el objetivo de la presente seccion y no hay
necesidad de llevar a cabo los pasos programados. Sin embargo, vamos a llevarlas a cabo:

1+ 2v33 7?7 2v40

1+ 4+v33 + 132 ? 160

4v33 ? 27
528 ? 729
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No hay duda aqui, sabemos qué lado es mas grande, y al volver sobre nuestros pasos nos
encontramos con que

V3 +V11 < V5 + 8

7.4. A elegir entre varios planes

A cada lado de un determinado tridngulo (arbitrario) describir un tridngulo equildtero exterior al
tridngulo dado, y unirse a los centros de los tres triangulos equilateros. Demostrar que el tridngulo
obtenido es equilatero.

En la figura. 7.1, AABC es el tridngulo dado A’, B' y C'son los centros de los tridngulos equildteros
se describe en BC, CAy AB, respectivamente. Estamos obligados a demostrar que A A'B'C' es
equildtero, pero parece extrafio, casi increible, que este tridngulo sea equildtero siempre, la forma
final producida por la construccion es independiente de la forma inicial arbitraria. Tenemos la
sospecha de que la prueba no puede ser facil.

En cualquier caso no nos gustan los puntos A’, B'y C' que aparecen tan aislados del resto de la
figura. 7.1. Este defecto, sin embargo, no es grave. Como se ve facilmente, A BA'Ces isdsceles,
A'B=A'Cy <BA'C = 120°. Se introduce este tridngulo y dos tridngulos andlogos en la figura y asi
obtener la "mas coherente "fig. 7.2.

Sin embargo, aun no sabemos cémo acercarse a la meta. ¢Cdmo podemos probar esa conclusion?
¢A la manera de Euclides? ¢ Por geometria analitica? é¢Por trigonometria?

(1) ¢Cémo podemos probar en forma de Euclides que A'B'= A'C'? Al mostrar que A'B'y A'C’ son los
lados correspondientes de tridngulos congruentes. Sin embargo, no hay tridngulos que puedan
utilizarse en la figura, y no veo cdmo podriamos introducir triangulos utilizables. Esto es
desalentador, vamos a probar con otro enfoque.

Fig. 7.1. Tres puntos aislados
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)t
Fig. 7.2. Mas coherente

(2)éCémo se puede probar por la geometria analitica que A'B'= A'C'? Debemos considerar las
coordenadas de los puntos 4, B y C cantidades dadas y las coordenadas de los puntos A, B’y C’
como incoégnitas.

Después de haber expresado estas incognitas en términos de los datos, se pueden expresar
también las distancias en cuestidén en términos de los datos y examinar si son iguales o no. Es un
plan muy claro, pero hay que manejar seis incégnitas y seis datos, no, no es demasiado atractivo,
vamos a tratar el tercer enfoque.

(3) éComo se puede probar por trigonometria que A'B’= A'C’? Debemos considerar los lados a, b,
y ¢ del A ABCcomo cantidades determinadas, y las tres distancias

B'C'=x, CA=y, AB =z

como incégnitas. Después de haber calculado las incdgnitas, debemos examinar si en realidad
x =y = z. Esto se ve mejor que (2), sélo tenemos tres incdgnitas y tres datos.

(4) No tenemos que calcular tres incdgnitas, dos son suficientes: si y = z, cualquiera de los dos
lados son iguales y suficientes.

(5) Ni siquiera es necesario calcular dos incégnitas, una es suficiente si seguimos de manera mas
sutil, es suficiente para expresar la x en términos de a, b, ¢, y siempre que nos las arreglamos para
conseguir una expresion simétrica en a, b, y c. (Una expresidén es simétrica ena, b, ¢, y si no se
modifica cuando se intercambiana, b, yc. Si esta expresién es valida para x debe ser vélido
igualmente para y, z.)

Este plan, aunque depende de la ingenuidad del resolvedor de problemas y en la llegada de una
pequefia idea, parece bastante atractivo, el lector debe tratar de llevarlo a cabo (ver fig. 7.3, ej.
7.3).

(6) éTiene nuestra historia una moraleja? Yo pienso que si.

Si usted ve varios planes, ninguno de ellos es muy seguro, si hay varios caminos divergentes desde
el punto donde se encuentre, explorar un poco de cada camino antes de que tu te aventures
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demasiado lejos a lo largo de cualquier persona, cualquier persona podria llegar a un callejon sin
salida.

a

Fig. 7.3. Concentrarse en un lado

7.5. Planes y programas

Podemos considerar nuestro plan como un camino por el que tenemos la intencion de viajar. Sin
embargo, hay planes y planes. Nos gustaria contar con un plan de alguna acciéon que nos lleve
derecho a la meta, pero, por desgracia, no siempre tienen éxito en la elaboraciéon de un plan
completo, y también menos acciones de largo alcance necesita un poco de planificacion. Podemos
ver un poco del camino, podemos ver un largo tramo de la misma, o podemos ver la dimensién de
nuestro camino derecho de la meta. Entonces, podemos ver nuestro camino vagamente o con
claridad. Una vez mas, podemos esperar, y prepararnos para las distintas eventualidades a lo
largo de la porcién de la carretera que no se ve bien o no vemos en absoluto. Una eventualidad
deseable, la esperanza de que nunca nos deja del todo, es tener una idea brillante que inmediato
aclarara todo.

Contamos a lo mucho con ideas que pueden ser consideradas como la mds importante distincién
entre los planes y proyectos. Si no depende en absoluto de ideas nuevas, pero confiamos en que
las medidas ya meditadas y previstas en el plan son suficientes para alcanzar nuestro objetivo,
tenemos un plan claro y la determinacion suficiente para ser llamado un programa. Podemos
pasar mucho tiempo trabajando en los diversos planes imperfectos hasta que tenga éxito en el
desarrollo de uno de ellos en un programa.

7.6. Los patrones y los planes

Bajo las circunstancias apropiadas, cada patrén que hemos estudiado anteriormente sugiere un
plan, pero no inmediatamente produce un plan definido, un  programa.
Por ejemplo, tenemos un problema de construccion geométrica. Podemos tratar de resolverlo
siguiendo el modelo de dos lugares. Este es un plan, pero de hecho se necesitan mas ideas para
encontrar un punto adecuado para la construccién de lo que puede ser el problema reducido, y
para separar la condicion adecuada para que podamos obtener dos lugares en ese punto.
O bien, nos decidimos a resolver un problema geométrico al reducirlo a ecuaciones, siguiendo el
modelo cartesiano. Este es un plan, aunque, se necesitan mas ideas para establecer tantas
ecuaciones como incognitas y nuevas ideas para resolver el sistema de ecuaciones.
Trabajando hacia atrds es un patron muy general y Util de planificacidn, necesitamos un poco de
las ideas de la materia a trabajar a través de la brecha de lo desconocido a los datos. Cuando la
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planificacidn regresiva ha tenido éxito y la red ldgica que abarca la brecha se ha perfeccionado, la
situacién es muy diferente. Luego tenemos un programa de trabajo prélogo de los datos a lo
desconocido.
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CAPITULO 8
PROBLEMAS DENTRO DE PROBLEMAS

“Cuando, en alguna construccion o demostracion, se asume todo lo
que no se ha demostrado, pero requiere un argumento, entonces
consideramos que lo que se ha asumido como dudoso en si mismo
es digno de investigacion, y lo llémanos lema”.

Proclo: Comentario a Euclides, a la Proposicion | del Libro I.

“Cuando surge un problema deberiamos ser capaces de ver pronto si serd
provechoso examinar algunos otros problemas primero, cuales y en que orden”.

DESCARTES: Reglas para la direccién de la mente. Regla VI.

8.1. Problemas auxiliares: medio para un fin

Algunas observaciones en monos de Wolfgang Kohler tienen gran interés para nosotros. Vamos a
describir, de forma esquematica, uno de sus experimentos. Dentro de la jaula esta un mono que
tiene hambre. Fuera de la jaula en el suelo se encuentra un platano. El mono puede pasar los
brazos entre los barrotes de su jaula, pero el platano estd mas alla de su alcance. El mono se ha
esforzado por llegar al platano, pero sin éxito. También en el exterior de su jaula, y dentro de su
alcance, se encuentra un palo, pero parece que no presta atencion a ello. De repente, toma el
palo, torpemente jala el platano hasta que puede llegar a él, y luego lo agarra y se lo come.

Este chimpancé ha resuelto dos problemas:

A. Para conseguir el platano.
B. Para agarrar el palo.

El problema A surgi6 primero. Originalmente, el mono no muestra el menor interés en el palo, ya
que no se lo puede comer, sin embargo, resolvié B en primer lugar. La solucién del problema B
sirvié para la solucién de su problema original A. El mono tenia un interés directo en A y sélo un
interés indirecto en B, A es extremo, B no significaba nada para él; A era su principal y original
problema, B sélo un problema auxiliar.

Un problema auxiliar es un problema en el que pasamos la atencion al trabajo no por su propio
bien, sino porque tenemos la esperanza de que tal atencion en el trabajo nos puede ayudar a
resolver otro problema, nuestro problema original. Un problema auxiliar es un medio para un fin,
debe dar acceso a la meta, el problema original es el fin y la meta.

Acceder a la solucién de un problema aparentemente inaccesible por idear y resolver primero un
problema auxiliar adecuado es el rasgo mas caracteristico de la accidn inteligente. Casi no puede
negarse a considerar el rendimiento del mono como un acto de inteligencia.
Vamos a clasificar los problemas auxiliares, a partir de ejemplos matematicos.
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8.2. Problemas equivalentes
Comenzamos con un ejemplo. Nuestra tarea consiste en resolver el siguiente sistema de tres
ecuaciones con tres incognitas:

x—y=-4
AD{x+y+2z=5
x+y—z=31

Del sistema (A) se deriva otro sistema (B):
(1) Dejamos a la primera ecuacién de (4)sin cambios;
(2) Sumamos la segunda y tercera ecuacion de (4);

(3) Se resta de la segunda ecuacién de (4) su tercera ecuacion
y asi obtenemos las tres ecuaciones de un nuevo sistema:

x—y=—4
(B) {Z(x +y) =36
2z = —26
La derivacidon de (B) muestra que los nimeros x, y, z que satisfacen (A) deben, necesariamente,
satisfacer (B). Lo contrario también es cierto: si los numeros x,y,z satisfacen (B) deben
satisfacer (A). Esto parece posible, pero también podemos probarlo de varias maneras, por
ejemplo, de la siguiente manera. Al dividir las dos ultimas ecuaciones de (B) por 2, obtenemos

x—y=—4
) {x +y =18
z=-—13
y de (C) podemos volver a (A) salir de la primera ecuacion de (C)sin cambios y afiadiendo
primero, y luego restando, las dos ultimas. En resumen, si tres ndmeros x, y, z satisfacen uno de
los dos sistemas (4) y (B), deben de satisfacer el otro.

Los sistemas (A)y (B)no son idénticos, no consisten de las mismas ecuaciones. Sin embargo, se
puede decir que estos dos problemas son equivalentes. Esta es la definicion general del uso de
este término: dos problemas son equivalentes para nosotros si sabemos que la solucién de cada
uno implica la solucién del otro.

La transicion de un problema a un problema equivalente se llama reduccion bilateral (o reversible,
o convertible, o equivalentes). Por ejemplo, la transicion de nuestro problema original, consistia
en resolver (A) para resolver el problema (B) es una reduccion bilateral. Es una reduccidon muy
atil, el sistema (B) estd mas cerca de la solucion que el sistema (A). De hecho, (B) estda mas cerca
de (C) que (A) y (C) esta casi al final de nuestra tarea, ya existe el valor de z, y poco queda por
hacer para que también existan los valores de x e y.
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8.3. Cadenas de problemas equivalentes
Volvamos al sistema (C) en la secc. 8.2, por suma y resta, se obtiene el sistema

2x =14
(D){2y =22
z=-13
y por lo tanto
x=7
E)yy=11
z=-—13

Tenemos aqui una secuencia de cinco sistemas (cada uno es un sistema de tres ecuaciones)

4, @B), (©), D), (&)

Hay un problema asociado a cada uno: encontrar los valores de x, y, z que satisfacen el sistema.
[El "problema" estd totalmente resuelto, por lo que el término "problema" no se utiliza
adecuadamente, es decir, en el caso del sistema (E).] Cada uno de estos problemas es equivalente
al anterior problema (y también para los siguientes), ya que cada eslabdn de una cadena se une al
siguiente, tenemos aqui una cadena de problemas equivalentes.

En nuestra cadena (4), es el principio y (E) es el final; (A) es el sistema de ecuaciones propuesta
originalmente y (E) presenta la solucién. Tenemos aqui una forma ideal para llegar a la solucion.
A partir del problema propuesto, crear una secuencia de problemas, cada problema es
equivalente, y mas cercano a la solucién del problema original. Empezando por el problema
propuesto ideamos una secuencia de problema; cada problema es equivalente y mds cercano a la
solucidon que el problema original, procediendo de esta forma obtenemos como paso final la
solucién en si misma.

Sin embargo, incluso en las matematicas, en la busqueda de lo desconocido y en la lucha por la
prueba, a menudo tienen que conformarse con algo menos que la perfeccién. Y asi volvemos al
estudio de nuevos problemas auxiliares.
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Por ejemplo:

Hallar el volumen maximo del cono inscrito en una esfera.

Este problema se puede reducir a un problema de dos dimensiones, para este caso equivale a
hallar las dimensiones del tridngulo de mayor area que puede inscribirse en un circulo dado.
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CAPITULO 9
LA LLEGADA DE LA IDEA
“Mi mente fue golpeada por un reldmpago en la

que se cumplié mi deseo”.
Dante: Paradiso, Canto XXXIII.

9.1. Viendo la luz

La solucién de un problema se nos puede ocurrir de una forma muy abrupta. Después meditando
sobre el problema durante mucho tiempo sin aparente progreso, de repente concebimos una idea
brillante, vemos la luz del dia, tenemos un momento de inspiracion.

Tal experiencia de resolver un problema, es una clarificacidon repentina que trae la luz, orden,
conexién, propésito y los detalles que antes parecian oscuros, confusos, dispersos y dificiles de
alcanzar.

En estas materias, sin embargo, un grano de experiencia es mucho mds valioso que kilos de
descripciones. Para que sea mas cercana a la experiencia personal usted debe trabajar un ejemplo
concreto. Ejemplos matematicos muy elementales pueden ser la mejor manera de llevarnos al
trabajo, el suspenso y el placer del descubrimiento y “acostumbrar a nuestros ojos a ver la verdad
claramente y distintamente” (Descartes).

9.2. Ejemplo

Nos tomamos la libertad de intentar un pequefio experimento con el lector. Expondré un teorema
sencillo, pero no demasiado comun de la geometria, y luego voy a tratar de reconstruir la
secuencia de ideas que llevaron a su prueba. Voy a proceder lentamente, muy lentamente,
dejando al descubierto una pista tras otra, y cada pista revela poco a poco. Pienso que antes de
gue haya terminado toda la historia, el lector podrd tomar la idea principal (a menos que exista
alguna circunstancia especial que obstaculice). Pero esta idea es bastante inesperada, por lo que el
lector puede experimentar el placer de un pequefio descubrimiento.

A. Si hay tres circulos que tienen el mismo radio y pasan a través de un punto, el circulo a través de
sus otros tres puntos de interseccién también tiene el mismo radio.

Este es el teorema que tenemos que probar. La afirmacidon es breve y clara, pero no muestra los
detalles con claridad suficiente. Si dibujamos una figura (Fig.9.1) e introducimos la notacién
adecuada, llegamos a la siguiente afirmacidon mas explicita:

B. Tres circulos k, I, m tiene el mismo radio r y pasan por el mismo punto O. Mas aun, lym se
intersectan en el punto 4, my k se intersectan en B, k y [ se intersectan en C. Entonces el circulo
e atravésde A, B, C también tiene radio r.

La figura 9.1 muestra los cuatro circulos k, [, m, y e (circulo punteado) y sus cuatro puntos de
interseccion A, B, C y O. La figura tiende a ser insatisfactoria, sin embargo, no es simple, y es aun
incompleta, hay algo que parece faltar.
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Fig.9.1. Tres circulos a través de un punto.

Estamos tratando con circulos. ¢Qué es un circulo? Un circulo se determina por el centro y el
radio, todos sus puntos tienen la misma distancia, medida por la longitud del radio, desde el
centro. No fue posible introducir el radio comun r, hemos fallado en tomar en cuenta una parte
esencial de la hipdtesis. Por lo tanto, introduzcamos los centros, K de k, Lde [ y M de m. (Dénde
debemos exhibir el radio r? No parece haber ninguna razén para tratar a cualquiera de los tres
circulos dado k, [, m, o cualquiera de los tres puntos de interseccion 4, B, C mejor que los demas.
Sentimos la necesidad de conectar los tres centros con todos los puntos de interseccién del circulo
correspondiente: K con B, C, y O, y asi sucesivamente.

La figura resultante (Fig. 9.2) esta desconcertantemente “llena”. Hay tantas lineas, rectas y
circulos, que tenemos mucho problema en "ver" la figura de manera satisfactoria. El dibujo es
ambiguo a propdsito, presenta una figura determinada, si usted lo mira en la forma usual, pero si
usted le da vuelta a una posicion determinada y mira de una manera peculiar , de repente otra
figura aparece repentinamente, lo que sugiere algin comentario mas o menos ingenioso de la
primera. ¢Se puede reconocer en nuestra figura enigmatica, sobrecargado con lineas rectas y

circulos, una figura que tiene sentido?

Fig. 9.2. Demasiado lleno.
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Podemos ser conducidos al esfuerzo para resolver el problema propuesto, o por alguna
circunstancia secundaria, no esencial. Por ejemplo, cuando estamos a punto de volver a dibujar
nuestra figura insatisfactoria, podemos observar que toda la figura esta determinada por su parte
rectilinea (Fig. 9.3).

M A
Fig. 9.3. Te recuerda - ¢A qué?

Esta observacién parece ser importante. Sin duda, simplifica la imagen geométrica, y posiblemente
mejore la situacidn légica. Nos lleva a replantear nuestro teorema de la siguiente forma.

A. Silos nueve segmentos
KO,KC,KB,
LC,LO, LA,
MB,MA, MO,
son todos iguales a 1, existe un punto E tal que los tres segmentos
EA,EB,EC
también son igualesar.

Esta afirmacion dirige nuestra atencion a la figura. 9.3. Esta figura es atractiva-, nos recuerda algo
familiar. (¢A qué?)

Por supuesto, algunos cuadrilateros de la Figura. 9.3, como OLAM, tienen por Hipdtesis, los
cuatro lados iguales, son rombos. Un rombo es un objeto familiar, habiéndolo reconocido,
podemos "ver" mejor la Figura. (¢Qué nos recuerda la figura entera?)

Los Lados opuestos de un rombo son paralelos. Insistiendo en esta observacidn, nos damos cuenta
de que los 9 segmentos de la fig. 9.3 son de tres tipos; segmentos de la misma clase, como
AL, MO, y BK, son paralelas entre si. (¢En que consiste la figura ahora?)

No debemos olvidar la conclusién que estamos obligados a alcanzar.
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Vamos a suponer que la conclusién es verdadera. Introducir en la figura el centro E del circulo e, y
los tres radios que terminan en A, B y C, obtenemos (supuestamente) algo mds que rombos, algo
mas que segmentos paralelos, ver fig. 9.4. (¢ Qué nos recuerda la figura ahora?)

Fig. 9.4. {Por supuesto!

Por supuesto, la figura 9.4.es la proyeccién de las 12 aristas de un paralelepipedo que tiene la
particularidad de que las proyecciones de todas las aristas son de igual longitud.

La figura 9.3 es la proyeccidon de un paralelepipedo "no transparente", vemos sélo 3 caras, 7
vértices, 9 aristas; tres caras, un vértices y tres aristas son invisibles en esta figura. La figura 9.3 es
sélo una parte de la figura 9.4, pero esta parte define la figura entera. Si el paralelepipedo y la
direccion de la proyecciones se elegiran de manera que las proyecciones de las nueve aristas
representadas en la fig.9.3 son todas iguales a r (como debe ser, por hipdtesis), las proyecciones
de las tres aristas restantes deben seriguales ar.

Estas tres lineas de longitud r se emiten desde la proyeccién de la octava, el vértice invisible, y
esta proyeccion E es el centro de un circulo que pasa por los puntos A, B y C, cuyo radio es r.

Nuestro teorema estd demostrado y probado por una concepcidn sorprendente, artistica de una
figura plana como la proyeccidn de un sélido.

(La prueba utiliza las nociones de geometria sélida. Espero que esto no sea un gran error, pero si
es asi, es facil de corregir. Ahora que podemos caracterizar la situacién del centro simple E, es
facil para examinar la longitud de EA,EB y EC, independientemente de cualquier geometria
sélida. Sin embargo, no se insiste aqui en este punto.)

112



CAPITULO 10
EL TRABAJO DE LA MENTE

“Mariotte dice que la mente humana es como una bolsa: cuando usted estd pensando,
usted estd agitando la bolsa hasta que algo salga de ella. Por lo tanto, no hay duda de que el
resultado del pensamiento depende en cierta medida del azar. Yo afadiria que la mente humana
es mds como un colador: cuando usted estd pensando usted estd sacudiendo el tamiz hasta que
algunas cosas pasan (después de varios minutos). Cuando pasan, le llaman la atencion lo que
parece pertinente o importante. De nuevo, es algo como esto: atrapar a un ladrdn, el comandante
de la ciudad da una orden a toda la poblacion: pasar a través de una cierta puerta donde el
hombre que fue robado estd vigilando. Mas aun para salvar algo de tiempo y problemas algun
método de exclusion puede ser utilizado. Si el hombre que fue robado dice que el ladron fue un
hombre, no una mujer, un adulto, no un joven o un nifio, no todos estdn obligados a pasar la
puerta”.

LEIBNITZ: Opuscules et fragments, p. 170.

10.1. Nuestra forma de pensar
Un solucionador de problemas debe conocer su mente y un atleta debe conocer su cuerpo, en
aproximadamente la misma forma que un jinete conoce a sus caballos.

Lo que empieza a leer ahora no es un capitulo de un libro de texto de psicologia, no es
exactamente una conversacion entre solucionadores de problemas que hablan de las costumbres
de sus mentes, sin embargo, es mas como una conversacioén de una presentacién formal.

Tiene un problema

Un ingrediente esencial del problema es el deseo, la voluntad, y la determinacién para resolverlo.
Un problema que se supone que debe resolver y que usted lo ha entendido muy bien, todavia no
es su problema. Se convierte en su problema, cuando se decide realmente a hacerlo, cuando
desea resolverlo. El deseo de resolver su problema es un deseo productivo: puede llegar a
producir la solucidn, ciertamente produce un cambio en su mente.

Pertinencia

Es posible que haya un problema tan preocupante, que no puede deshacerse de él, le sigue a
todas partes. Un hombre con un problema puede estar obsesionado por él. El parece distraido, él
no se da cuenta de cosas que parecen obvias para los demas, y se olvida de las cosas que ninguno
de sus vecinos se olvida. Newton, trabajando intensamente en sus problemas, a menudo se
olvidaba de comer sus alimentos. Si, la atencidn del resolvedor de problemas es selectiva, rehusa
poner atencidon a cosas que aparecen irrelevantes para su problema.
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Proximidad

Un estudiante presentara un examen escrito en matematicas. No estd obligado a hacer todos los
problemas propuestos, pero debe hacer el mayor nimero posible. En esta situacidon, su mejor
estrategia puede ser empezar a ver todos los problemas a un ritmo adecuado y elegir aquellos que
probablemente démine.

Observe que esto supone que el solucionador de problemas es capaz de evaluar, en cierta medida
la dificultad de sus problemas, puede estimar en un grado su "distancia psicoldgica" de la solucidn
a su problema. De hecho, alguien seriamente preocupado por su problema tiene un vivido
sentimiento de la proximidad de la solucién y por el ritmo de su progreso hacia la solucién. El no
puede usar palabras: "Va bien, la solucién puede estar a la vuelta de la esquina” o "Va muy
despacio y la solucién todavia estd muy lejos", o "me quedé atrapado, no hay progreso en
absoluto ", 0" estoy a la deriva lejos de la solucién”.

10.2. Prevision

Tan pronto como estamos seriamente preocupados con nuestro problema, tratamos de prever,
tratamos de adivinar, esperamos algo, prevemos un esbozo de la forma de la solucién. Este
esquema puede ser mas o menos definido y, por supuesto, puede ser mas o menos mal esbozado.

Un hombre primitivo sélo se sienta alli con su problema, rascdndose la cabeza o masticando su
lapiz, en espera de una idea brillante, y haciendo muy poco o nada que lo pueda llevar cerca de
esa idea brillante. Y cuando la idea deseada finalmente aparece y trae una conjetura plausible,
simplemente acepta la conjetura, considerandola como la solucién poco o nada critica.

Un solucionador de problemas formula sus conjeturas mds complejas con mds escepticismo. Su
primera aproximacion puede ser: "Hay 25" o "yo le digo esto y lo otro." Sin embargo, luego
comprueba su conjetura y puede cambiar: " No, no hay 25. Sin embargo, voy a tratar de 30" o "No,
no sirve de nada decirle, al no poder responder a esto y lo otro. Sin embargo, yo podria decirle
que... "Y, finalmente, por "ensayo y error", por aproximaciones sucesivas, el solucionador de
problemas puede llegar a la respuesta correcta, con un plan adecuado.

Un solucionador de problemas mucho mas sofisticado y con mads experiencia, cuando no logra
adivinar la respuesta general, trata de adivinar una parte de la respuesta, alguna caracteristica de
la solucidn, alguna aproximacidn a la solucién, o alguna otra caracteristica de un acercamiento a la
solucidn. Luego, busca ampliar su conjetura, también busca oportunidades para comprobar su
conjetura, y lo que busca es adaptarse a ella con la mejor informacién que pueda obtener en ese
momento.

Por supuesto, tanto a los sofisticados y a los no sofisticados les gustaria tener una estimacion muy
buena, una idea brillante.

Sin embargo, muchas veces, el solucionador de problemas tiene una sensacidn definitiva sobre las
perspectivas de su conjetura. Los pueblos primitivos que ni siquiera saben lo que es una prueba
pueden tener los sentimientos mas fuertes sobre sus conjeturas, las personas sofisticadas pueden
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distinguir matices de sentimientos, pero cualquiera que haya concebido una conjetura tiene algun
sentimiento sobre el destino probable de su conjetura.

Y asi nos damos cuenta todavia de otro tipo de sentimiento, ademds de los sentimientos de
relevancia y proximidad, en la mente del solucionador de problemas. ¢éEs esté es el punto
relevante? ¢Qué tan lejos estd la solucion? iQué tan buena es esta conjetura? Este tipo de
preguntas acompafian cada movimiento del solucionador de problemas.

10.3. Region de bisqueda
David Perkins en su libro “La bafiera de  Arquimedes y otras historias del descubrimiento
cientifico. El arte del pensamiento creativo” (original en inglés afio 2000) explica el proceso

I”

creativo como un “salto mental” he indica que hay al menos 4 aspectos que se aplican

1.- Un paramo de posibilidades

2.- Una meseta sin indicios

3.- Un angosto cafidn de exploracién
4.- Qasis de falsas promesas

Resolver un problema, seria como buscar oro: hay poco oro en muchisimo espacio. Aunque el
buscador dispone de numerosos sitios en donde mirar, sélo unos pocos premiaran su esfuerzo. Ha
de esforzarse y persistir frente a la enorme magnitud de la tarea y la realidad de que sélo cabe
explorar unos cuantos puntos. De manera semejante, en los problemas de salto de pensamiento
aparecen con frecuencia muchas direcciones tentadoras, pero escasean las auténticas soluciones.
Esto ilustra el punto 1.

En los problemas tipicos, el avance del pensamiento se topa con la dificultad de que no existen
indicios evidentes que apunten en la direccién de una solucidn. Esto explica el punto 2.

A veces nos vemos atrapados por nuestras ideas que a la larga resultan poco productivas, el
problema es que no lo sabemos de momento. Los problemas de salto de pensamiento atrapan a
menudo a quien trata de resolverlos basdndose en un supuesto aceptado de antemano, una idea
limitada de la cuestidon o una concentracion en una pauta normal de reflexién. El individuo busca
vigorosamente una solucién, pero dentro de las fronteras de lo que no la contiene. Este es el
punto 3.

Los problemas de salto de pensamiento tientan con frecuencia a quienes pretenden resolverlos
con respuestas casi suficientemente buenas, aunque no por completo. Es dificil alejarse de estas,
es decir es dificil abandonar un oasis de falsas promesas de “soluciéon”

Y propone algunos problemas conocidos para ilustrar, como

a) “Dados 9 puntos alineados en un cuadrado 3 x 3 trazar cuatro lineas que pasen por los

I”

nueve puntos del dibujo sin alzar el |apiz del pape
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b) El problema del cruce de un rio de 3 canibales y 3 misioneros, la canoa solo admite dos
personas, si los canibales llegan a superar a los misioneros en algun lado del rio, estos se
convertirdn en su cena.

Propone cuatro operaciones: exploracion, deteccion, reconsideracion y desenfoque.

La exploracidon supone examinar ampliamente las posibilidades, ensayando ésta y aquella. La
exploracién implica asimismo con frecuencia un estudio sistematico de todas las posibilidades.

Deteccién de pistas: es comun que haya ausencia de indicios, ninguno de los enfoque funciona y
no esta clara la direccién en la que hay que buscar. Deteccién significa esforzarse mas por hallar
indicios que apunten hacia la solucidn.

Reconsideracion: es probable que tras un periodo de busqueda infructuosa en el problema se
advierta que intentando las mismas cosas una y otra vez no se avanza en absoluto. Tal vez sea
bueno preguntarse ¢Qué limitaciones doy por supuestas? Y abandone el marco dentro del cual ha
estado trabajando para sustituirlo por otro mas amplio.

El desenfoque significa alejarse de enfoques seductores que en realidad no funcionan.

Volviendo a Polya, en nuestro caso la regidn de busqueda corresponde al “paramo de
posibilidades”. Tan pronto como estamos seriamente preocupados con nuestro problema,
nosotros anticipamos un esbozo de su solucion. Este esquema puede ser vago, puede ser apenas
consciente, pero que se manifiesta en nuestra conducta. Podemos intentar varias soluciones, pero
son todas iguales, pero quizds no recibidas de manera consciente-preconsciente, percibimos un
esquema. Cuando ninguna de las soluciones probadas se ajusta al problema, nos sentimos
perdidos, nada viene a la mente, no podemos salir de ese esquema preconcebido. No hay que
buscar una solucién justa en cualquier parte del mundo, sino una solucion dentro de una
determinada regién limitada de busqueda.

Para iniciar la busqueda dentro de una regién limitada probablemente puede ser razonable. Es
bastante razonable comenzar la busqueda de lo desconocido dentro de la regidn limitada, pero no
es razonable a perseverar en la busqueda de lo que incluso se hace mds y mas claro que no esta
alli.

10.4. Decisiones

La resolucién de problemas puede ser un proceso contemplativo, que puede ser inquietante
y confuso. O puede ser un largo y arduo camino, si voy a la solucién, cada giro se caracteriza
por una decisién. Tales decisiones son acompafadas por sentimientos de relevancia y proximidad,
o simple esperanza. Decisionesy sentimientos rara vez se expresan en palabras, pero puede
suceder de vez en cuando:

"Ahora lo veo."
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“No, no hay mucho que buscar ahi. Déjame ver."
"No hay mucho que ver aqui tampoco, pero hay algo en el aire. Deja mirar un poco mas."

Un tipo importante de la decisidn es ampliar la zona de busqueda, para descartar una limitacion
gue estrecha la busqueda la cual comienza dandonos una sensacién de opresion.

10.5. Movilizacion y organizacion

La actividad mental del resolutor de problemas es muy poco conocida y su complejidad puede ser
indescifrable. Sin embargo, uno de los resultados de esta actividad es perfectamente obvia: a
medida que avanza el resolutor de problemas, recoge mds y mds material. Vamos a comparar la
concepcion del resolutor de problemas de un matematico al principio y al final de su
trabajo. Cuando surge el problema, hay una imagen simple: el resolutor ve su problema como un
todo indivisible, sin detalles, o con muy pocos detalles, por ejemplo, se pueden ver sdlo las partes
principales, incégnitas, datos y condiciones, o una hipdtesisy la conclusion. Sin embargo, la
imagen final es muy diferente: es complejo, lleno de detalles y material relevante que el
resolvedor de problemas dificilmente podria haber sospechado desde el principio.

Hay lineas auxiliares en la figura geométrica, originalmente hay incégnitas auxiliares, hay
materiales de los conocimientos anteriormente adquiridos por el resolutor, especialmente los
teoremas aplicados al problema.

é¢De ddnde vinieron todos estos materiales, elementos auxiliares, teoremas, etc.? El resolutor los
ha recogido, él los tuvo que extraer de su memoria con el objetivo de conectarlos con su
problema. Llamaremos tal recopilacién movilizacidn y tal conexién organizacion.

Resolver un problema es similar a la construccién de una casa. Debemos recoger el material
adecuado, pero la recopilacidon del material no es suficiente, un montdn de piedras no es todavia
una casa. Para la construccidn de la casa o la solucion, tenemos que juntar las piezas y organizar
un conjunto con un propdsito. Movilizacidn y organizacidon no pueden ser separados, son aspectos
complementarios del mismo proceso de nuestro complejo trabajo dirigido a la solucidn. Este tipo
de trabajo, cuando es intensivo, trae a juego todos nuestros recursos psiquicos, requiere toda la
gama de nuestras actividades mentales, y presenta una inagotable variedad de aspectos. Podemos
estar tentados a distinguir algunas de las operaciones multiples mentales envueltas y describirlas
en términos tales como el aislamiento y combinacién, reconociendo y recordando, reagrupando y
completando.

Las siguientes lineas intentan describir estas actividades. Por supuesto, el lector no debe esperar,
distinciones o definiciones rigidas y exhaustivas.
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10.6. Reconociendo y recordando

En el examen de nuestro problema nos animamos cuando reconocemos algun rasgo familiar. Por
lo tanto, al examinar una figura geométrica, podemos reconocer con placer un tridngulo no visto
antes, o un par de tridngulos semejantes, o alguna otra configuracién conocida. Examinando
una féormula algebraica tal vez podamos reconocer y completar un binomio al cuadrado, u otra
combinacion familiar. Por supuesto, también podemos reconocer, alguna situacién mas compleja
a la quetodavia no podemos asociar un nombrey para los que no tienen adn una definicién
formal, pero que nos parece tan familiar e importante. Tenemos buenas razones para estar
satisfechos cuando hemos reconocido un tridngulo enla figura propuesta. De hecho,
sabemos varios teoremasy hemos resuelto varios problemas sobre tridngulos, uno u otro de
estos teoremas conocidos o soluciones anteriores pueden ser aplicables a nuestro problema
presente. Mediante el reconocimiento de un tridngulo, se establece contacto con una extensa
capa de nuestros conocimientos adquiridos anteriormente, como algo que pueda ser util
ahora. Asi, en general, el reconocimiento puede llevarnos a recordar algo util, a la movilizacién de
los conocimientos relevantes.

10.7. Complementando y reagrupando

Hemos reconocido un tridngulo en la figura y han tenido éxito en recordar un teorema sobre los
triangulos que tiene alguna posibilidad de ser aplicable a la situacidon actual. Sin embargo, para
aplicar efectivamente el teorema hay que anadir alguna linea auxiliar a nuestro triangulo, por
ejemplo, una altura. Asi, en general, los posibles elementos Utiles en perspectiva se movilizaron se
agregaron a nuestra concepcion del problema para enriquecerla, para hacerlo mas completo, para
rellenar los huecos, para abastecer sus deficiencias, en una palabra, para complementarlo.
Completando introduce nuevos materiales en nuestra concepcion del problema y es un paso
importante en su organizacion. Sin embargo, a veces podemos hacer un avance importante en la
organizacién sin introducir ningin nuevo material, con sélo cambiar la disposicion de los
elementos ya presentes, al concebirlos en nuevas relaciones, reordenando o agrupando. La
reagrupacién de sus elementos, puede cambiar la "estructura" de la concepcidon de nuestro
problema. Asi reagrupamiento significa restructuracion.

El paso decisivo en la solucién de un problema geométrico puede ser la introduccidn de una linea
auxiliar apropiada. Aunque a veces podemos tomar el paso decisivo, sin introducir nuevas lineas,
solo por concebir las lineas ya existentes de una nueva forma. Por ejemplo, podemos notar que
ciertas lineas forman un par de tridngulos semejantes. Notando esta configuracién familiar,
reconocemos ciertas relaciones no observadas entre los elementos de la figura, vemos que los
elementos estan agrupados diferentemente, vemos una nueva estructura, vemos la figura mejor
organizada, mds armoniosa, mas prometedora hemos reestructurado el material del
problema. Reagrupar puede involucrar un cambio en el énfasis.
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10.8. El aislamiento y la combinacion

Cuando estamos examinando un todo complejo, nuestra atencién puede ser atraida ahora por
este detalle y luego por otro. Nos concentramos en un determinado detalle, nos centramos en él,
lo distinguimos de sus alrededores, en una palabra, lo aislamos. A continuaciéon, el centro de
atencién se desplaza a otro detalle, aislar otro detalle, y asi sucesivamente. Después de examinar
los diversos detalles y revaluar algunos de ellos, podemos sentir la necesidad de visualizar otra vez
la situacidn como un todo. De hecho, después de la revalorizacion de algunos detalles, la
apariencia de la totalidad, la "informacidn general", la "forma" pueden haber cambiado. El efecto
combinado de nuestra reevaluacion de ciertos detalles puede dar lugar a una nueva imagen
mental de toda la situacién, en una combinacidon nueva y mas armoniosa combinacion de todos los
detalles. El aislamiento y la combinacion pueden avanzar en la solucidén, se complementan una a
la otra. El aislamiento conduce a la descomposiciéon del todo en sus partes, una combinacion
posterior vuelve a montar las piezas en un todo mds o menos diferente. Descomponer y
recombinar, descomponer de nuevo y se recombinan de nuevo, nuestro punto de vista de que el
problema puede evolucionar hacia un panorama mas prometedor.

10.9. Un diagrama

Un resumen esquematico de los apartados anteriores se ofrece en la figura. 10.1, del cual el lector
debe tomar lo que vale la pena. Nueve son los términos dispuestos en un cuadrado, uno ocupa el
centro del cuadrado, otros cuatro los vértices, y los cuatro términos restantes estan escritos a lo
largo de los lados.

Aislar
*
Iy
& %,
& %
Organizar
Movilizar Prevision
é}?‘
% &

o, &

%, &

Combinar

Fig.10.1. COmo pensamos.

Movilizacién y organizacidn estdn representadas por los extremos opuestos de la diagonal
horizontal del cuadrado. De hecho, estas son actividades complementarias. La movilizacidn es la
extraccion de los elementos relevantes de nuestra memoria, la organizacién es conectar estos
detalles a propdsito.
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Aislamiento y combinacion estan representados por los extremos opuestos de la diagonal
vertical. De hecho, estas son actividades complementarias. El aislamiento es la seleccién de un
detalle en particular de todo el entorno, la combinacién es ensamblar detalles dispersos en un
todo significativo.

Los lados adyacentes de la esquina asignado a la movilizacion se etiquetan reconocer vy
recordar. De hecho, la movilizacidon de detalles relacionados con el problema a menudo comienza
en el reconocimiento de un elemento dado con el problema y consiste en recordar los elementos
conectados.

Los lados adyacentes de la esquina asignada a la organizacion estdn etiquetados con
complementar y reagruparse. De hecho, la organizacién significa completar la concepcion del
problema, por lo que es mas completo, afiadiendo nuevos detalles y llenar los vacios, y también
significa reagrupar toda la concepcidn.

Al leer los términos a lo largo de los lados del cuadrado, de izquierda a derecha, se procede de los
detalles movilizados a la organizacion de un todo, un detalle justamente reconocido,
cuidadosamente aislado y enfocado, puede inducir a un reagrupamiento de toda Ia
concepcion. Ademds, un detalle recordado entra en combinacién adecuada, afadido a la
concepcidon y complemento del conjunto.

Prevision es el centro de nuestra actividad dirigida a la solucién, ya que el punto correspondiente
es el centro de nuestro cuadrado simbdlico. Seguimos la movilizacion y organizacién, el
aislamiento y la recombinacidn, reconocer y recordar todo tipo de elementos, reagrupar vy
complementar nuestra concepcién del problema, sélo de prever la solucién, o alguna otra
caracteristica de la solucién, o un poco de la ruta que conduce a ella. Si la previsién viene a
nosotros abruptamente, en un instante, lo llamamos inspiracién, o una idea iluminadora, nuestro
deseo principal es tener una idea. Las operaciones mentales ilustradas en la fig. 10.1 adoptan
formas mas especificas cuando se aplica a un material especifico (especial). Por lo tanto,
correspondientemente a los cuatro lados del cuadrado, una lista de cuatro operaciones mentales
importantes en la solucion de problemas matematicos:

Reconocer: Reagrupar:

uso de definiciones transformar el problema
Recordar: Complementar:

teoremasy problemas conocidos introducir elementos auxiliares

Hay otro punto. El resolutor se mueve estando acompafiado de sentimientos de relevancia y
proximidad, los sentimientos que miden lo bueno de sus conjeturas. Nos animamos cuando
nuestra concepcion del problema parece estar bien equilibrado y coherente, completo con todos

120



los detalles, y todos los detalles son familiares.Si tenemos detalles diferentes en un todo
armonico, la idea de la solucidn esta cerca. Nuestra concepcién del problema parece estar bien
equilibrado cuando no sentimos la necesidad de reagrupar, y aparece como coherente, cuando no
tenemos problemas en recordar sus detalles, pero ningln detalle recuerda facilmente a los
demas. Cuando no hay necesidad de completar, la concepcién aparece como completa, y parece
tan familiar, cuando todos los detalles han sido reconocidos. La distincién de los detalles viene del
aislamiento anterior, y la concentracidn en, cada detalle, y la armonia de los resultados de toda la
concepcion de la exitosa combinacién de los detalles. Podemos decir que la idea estd cerca cuando
sentimos que estamos progresando bien hacia una prevision completa. Que deseen organizar
estos signos favorables de nuestros progresos de manera sistematica, los colocamos de manera
gue sus posiciones relativas son las mismas que las de los términos correspondientes en el
cuadrado de la figura. 10.1. Por lo tanto, organizar siete términos para los cuatro lados del
cuadrado y los tres puntos importantes en su diagonal vertical se disponen. Ver el esquema:

Bien aislado:

detalles distintos

Bien conocido: Asi agrupados:
familiar . bien equilibrado
Prevision prometedora:
ldea cerca
Bien Recordado: Bien complementados:
coherente completo

Bien combinados:

todo armdnico

En otras palabras reestructure sus ideas, su enfoque cuando este atascado.
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CAPITULO 11 N )
SOBRE EL APRENDIZAJE, ENSENANZA Y APRENDIENDO A ENSENAR
“Lo que usted se ha visto obligado a descubrir por si mismo deja un camino

en su mente que se puede utilizar de nuevo cuando sea necesario”.
G. C. Lichtenberg: Aphorismen.

“Asi, todo conocimiento humano comienza con intuiciones, procede de alli
a las concepciones, y termina con ideas”.

I. Kant: Critica de la Razon Pura.

“Escribir para que el alumno siempre pueda ver el suelo interior de las
cosas que aprende, asi es que la fuente de la invencion puede aparecer, y por lo
tanto, de tal manera que el alumno puede entender todo como si lo hubiera
inventado por si mismo”.

G. W. VON Leibnitz: Mathematische Schriften,

11.1. El objetivo de la ensefianza

No podemos juzgar el desempefio del maestro, si no sabemos su meta. No se puede hablar de
forma significativa de la ensefianza, si no estamos de acuerdo hasta cierto punto sobre el objetivo
de la ensefianza.

En primer lugar, se debe ensefiar a los jévenes a pensar. Si usted no considera "ensefiar a pensar"
como un objetivo principal, es posible que lo consideren como un objetivo secundario, de
cualquier manera tenemos suficiente terreno comun para la discusion siguiente.

"Ensefiar a pensar" significa que el profesor de matemadticas no debe limitarse a transmitir
informacidn, sino que debe tratar también de desarrollar la capacidad de los estudiantes a utilizar
la informacién impartida: se debe hacer hincapié en los conocimientos técnicos, Utiles, habitos
deseables de la mente. Este objetivo puede necesitar una explicacidon mas completa, pero aqui
serd suficiente para subrayar sélo dos puntos.

En primer lugar, el pensamiento como el que nos interesa aqui no es sofar despierto, sino "pensar
con un propésito” o "pensamiento voluntario" (William James) o "pensamiento productivo" (Max
Wertheimer). El "pensamiento" se puede identificar aqui, al menos en primera aproximacion, con
"la resoluciéon de problemas." En cualquier caso, en mi opinién, uno de los principales objetivos de
la escuela secundaria es el desarrollo de la capacidad del alumno para resolver problemas.

En segundo lugar, el pensamiento matematico no es puramente "formal", no sélo se refiere a los
axiomas, definiciones y pruebas rigurosas, sino muchas otras cosas se pueden asociar: la
generalizacidn de los casos observados, los argumentos inductivos, los argumentos por analogia, el
reconocimiento de un concepto matematico, o la extraccidon de una situacién concreta. El profesor
de matematicas tiene una excelente oportunidad para dar a conocer a sus estudiantes esos
procesos de gran importancia "informal"”, me refiero a que debe aprovechar esta oportunidad
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mejor, y mucho mejor de lo que hace hoy en dia. Dicho de forma incompleta pero concisa: vamos
a ensenar a demostrar por todos los medios, pero también debemos ensefiar a conjeturar.

11.2. La ensefianza es un arte

Polya sugiere que el maestro recuerde algo del arte teatral. Por ejemplo, si el docente tiene que
presentar a su clase una prueba que ya ha presentado muchas veces en cursos anteriores. El
docente puede no estar emocionado por exponer una vez mas la prueba, pero, por favor, que no
lo demuestre a su clase, si parece aburrido, los alumnos lo percibirdn y se aburriran. El docente
debe mostrar entusiasmo con la prueba cuando inicia, pretender tener ideas brillantes cuando
proceda, mostrarse sorprendido y encantado cuando la prueba termina. El docente debe hacer un
poco de actuacion por el bien de sus alumnos, de vez en cuando, los alumnos a veces aprenden
mas por sus actitudes que por el tema.

Si el docente tiene que repetir las cosas dos o mds veces, Polya sugiere que se cambie el tono para
no ser terriblemente aburrido. Bueno, usted puede aprender de los compositores de cémo hacerlo
mejor. Una de las principales formas de arte de la musica es "aire con variaciones." La
transposicion de esta forma de arte de la musica en la ensefianza de comenzar diciendo su frase
en su forma mas simple, entonces usted lo repite con un pequefio cambio, y luego se la repite una
vez mads con el color un poco mas, y asi sucesivamente, puede terminar por volver a la simple
formulacion original.

11.3. Tres principios de aprendizaje
La docencia es un oficio que tiene innumerables pequefios trucos. Cada maestro tiene sus buenos
trucos al ensefiar y cada buen profesor es diferente de cualquier otro buen maestro.

Cualquier recurso de la ensefianza eficaz debe estar correlacionado de alguna manera con la
naturaleza del proceso de aprendizaje. No sabemos mucho sobre el proceso de aprendizaje, pero
incluso un esbozo de algunas de sus caracteristicas mas evidentes que pueden arrojar algo de luz.
Permitanme hacer un esbozo en forma de tres "principios" de aprendizaje. Su formulacién y su
combinacion es de mi eleccidn, pero los "principios" a si mismos no son nuevos, sino que se han
afirmado y reafirmado en diversas formas, que se derivan de la experiencia de los siglos,
acreditada por el juicio de grandes hombres, y también sugerido por el estudio psicoldgico de
aprendizaje.

Estos "principios del aprendizaje", también se puede dar por "principios de la ensefianza", y esta
es la razén principal para considerar aqui.

(I) ElI aprendizaje activo. Se ha dicho por muchas personas y de muchas maneras que el
aprendizaje debe ser activo, no meramente pasivo o receptivo. Meramente leyendo libros o
escuchando conferencias o viendo peliculas, sin necesidad de afadir algun tipo de accién de tu
mente dificilmente podrds aprender algo v, ciertamente, no aprenderas mucho.

Hay otra opiniéon frecuentemente expresada: La mejor manera de aprender algo es descubrirlo por
ti mismo. Lichtenberg (un fisico aleman del siglo XVIIl, mas conocido como escritor de aforismos),
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afade un punto interesante: se han visto obligados a descubrir por si mismos un camino en su
mente que se puede utilizar de nuevo cuando sea necesario. Menos colorido, pero tal vez mas
ampliamente aplicable, es la siguiente: para un aprendizaje eficaz, el alumno debe descubrir por si
mismo una fraccion tan grande del material por aprender como sea posible, bajo las
circunstancias dadas.

Este es el principio de aprendizaje activo. Es un principio muy antiguo: es la base de la idea del
"método socratico".

(2) Mejor motivacion. El aprendizaje debe ser activo, como hemos dicho. Sin embargo, el alumno
no actuara si no tiene ningun motivo para actuar. El debe ser inducido a actuar por algin estimulo,
por la esperanza de una recompensa, por ejemplo. El interés del material a ser aprendido debe ser
el mejor estimulo para el aprendizaje y el placer de la actividad mental intensa debe ser la mejor
recompensa para tal actividad. Sin embargo, en la que no puede obtener lo mejor de nosotros
debe tratar de conseguir el segundo mejor, o el tercer mejor, y menos los motivos intrinsecos de
aprendizaje no debe ser olvidado.

Para un aprendizaje eficaz, el alumno debe estar interesado en el material que hay que aprendery
encontrar placer en la actividad de aprendizaje. Sin embargo, al lado de los motivos de estos para
el aprendizaje, hay otros motivos también, algunos de ellos deseables. (Sanciéon por no aprender
puede ser el motivo menos deseable.)

Llamemos a esta declaracion, el principio de la mejor motivacion.

(3) Fases consecutivas. Partamos de una frase a menudo citada de Kant: ...todo conocimiento
humano comienza con intuiciones, procede de alli a los conceptos, y termina con ideas. La
traduccién al inglés utiliza los términos "conocimiento, la intuicién, la idea". Yo no soy capaz para
decirle en qué sentido exactamente es la intencién de Kant de utilizar estos términos. Sin
embargo, pido su permiso para presentar mi lectura de la sentencia de Kant:

El aprendizaje comienza con la accidon y la percepcién, procede de alli a las palabras y conceptos, y
debe terminar en los habitos mentales deseables. Para empezar, por favor, tome los términos de
esta frase en un sentido que se puede ilustrar concretamente sobre la base de su propia
experiencia.

(Para inducir a pensar acerca de su experiencia personal es uno de los efectos deseados.)
"Aprendizaje" debe recordarle de una clase con uno mismo en él como estudiante o profesor. "La
accion y la percepcion” que sugieren la manipulacidn y ver las cosas concretas, como piedras o
manzanas, o regla y compads, o instrumentos en un laboratorio, y asi sucesivamente.

Dicha interpretacién concreta de los términos puede llegar con mas facilidad y, naturalmente, mas
cuando pensamos en un material elemental simple. Sin embargo, después de un tiempo podemos
percibir fases similares en el trabajo invertido en el dominio mds complejo, materiales mas
avanzados. Vamos a distinguir tres fases: la fase de exploracion, la formalizacién y la asimilacidn.
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Una primera fase exploratoria se acerca mas a la accidn y la percepcion y se mueve en una mas
intuitiva, el nivel mas heuristico.

En una segunda fase la formalizacion asciende a un nivel mas conceptual, introduciendo,
terminologia, definiciones, pruebas.

La fase de asimilaciéon viene al final: debe haber un intento de percibir el "terreno interno" de las
cosas, el material aprendido debe estar mentalmente digerido, absorbido por el sistema de
conocimiento, en toda la perspectiva mental de los estudiantes; esta fase allana el camino a las
aplicaciones, por un lado, a una mayor generalizacidn por el otro.

Resumamos: para un aprendizaje eficaz, una fase exploratoria debe preceder a la fase de
verbalizaciéon y la formacidn de conceptos vy, finalmente, el material aprendido deberia fusionarse
y contribuir a la actitud mental, integral del alumno.

Este es el principio de las fases consecutivas.

11.4. Tres principios de la ensefianza

El maestro debe saber acerca de las formas de aprendizaje. Se debe evitar formas ineficientes y
aprovechar las formas mas eficientes de aprendizaje. Asi, se puede hacer un buen uso de los tres
principios que acabamos de revisar, el principio de aprendizaje activo, el principio de la mejor
motivacion y el principio de fases consecutivas, las cuales los principios del aprendizaje son
también principios de la ensefianza. Hay, sin embargo, una condicién: acogerse a ese principio, el
profesor no sélo debe conocer de oidas, pero él debe entender intimamente sobre la base de su
propia experiencia bien considerados como personales.

(1) El aprendizaje activo. Lo que dice el profesor en el aula no es importante, lo que piensan los
estudiantes es mil veces mas importante (aunque sus ideas no sean correctas del todo). Las ideas
de los estudiantes deben ser tenidas en cuenta y el profesor debe actuar sdlo como partero.

Por desgracia, incluso en la escuela secundaria, el tiempo es limitado y hay un material prescrito
para cubrir de manera que todos los temas no pueden ser tratados en forma de didlogo. Sin
embargo, el principio es: dejar que los alumnos descubran (la solucién) por si mismos tanto como
sea posible bajo las circunstancias dadas.

Permitame recomendarle a usted aqui sélo un truco practico: dejar que los estudiantes
contribuyan activamente a la formulacién del problema que tienen que resolver después.

El trabajo del cientifico, la formulacion del problema puede ser la mejor parte de un
descubrimiento, la solucion a menudo tiene menos conocimiento y la originalidad de la
formulacién. Por lo tanto, dejar que sus alumnos sigan una participacién en la formulacién, no sélo
motiva a trabajar mas duro, pero se les ensefia una actitud deseable de la mente.

(2) Mejor motivacion. El maestro debe considerarse a si mismo como un vendedor: él quiere
vender algo de matematicas a los jovenes. Ahora bien, si el vendedor conoce la resistencia a las
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ventas y sus clientes potenciales se niegan a comprar, no debe echarle la culpa. Recuerde, el
cliente siempre tiene la razén, en principio, y a veces en la practica. El muchacho que se niega a
aprender matematicas puede tener razén, no es que sea perezoso o estupido, sélo mas interesado
en otra cosa, hay tantas cosas interesantes en el mundo que nos rodea. Es su deber como
maestro, como un vendedor de conocimiento, para convencer a los estudiantes que las
matematicas son interesantes, que el punto justo en discusidn es interesante, que el problema
gue tiene que hacer es digno de su esfuerzo.

Por lo tanto, el profesor debe prestar atencién a la eleccién, la formulacién, y una presentacion
adecuada del problema que él propone. El problema deberia aparecer como significativo y
relevante desde el punto de vista del estudiante, sino que debe estar relacionada, si es posible,
con la experiencia cotidiana de los estudiantes, y debe ser introducido, si es posible, por una
pequefia broma o una paradoja. O el problema debe partir de un conocimiento muy familiar, debe
tener, si es posible, algun punto de interés general o de uso practico final. Si se quiere estimular al
estudiante a un verdadero esfuerzo, tenemos que darle alguna razén para sospechar que su tarea
merece su esfuerzo.

La mejor motivacién es el interés del alumno en su tarea. Sin embargo, hay otras motivaciones
gue no deben ser descuidadas. Permitanme recomendar aqui sélo un truco practico. Antes de que
los estudiantes hagan un problema, déjalos que conjeturen (adivinar) el resultado, o una parte del
resultado. El nifio que expresa una opinidon se compromete, su prestigio y la autoestima depende
un poco en el resultado, esta impaciente por saber si su conjetura saldra bien o no, y por eso se
interesd activamente en su tarea y en el trabajo de la clase, no se quedard dormido o se portara
mal.

De hecho, en el trabajo del cientifico, la conjetura casi siempre precede a la prueba. Por lo tanto,
al dejar a sus estudiantes adivinar el resultado, no sélo motiva a trabajar mds duro, pero se les
ensefia una actitud deseable de la mente.

(3) Fases consecutivas. El problema con el material habitual de los libros de texto de secundaria es
gue contienen ejemplos casi exclusivamente mera rutina. Un ejemplo de rutina es un ejemplo de
corto alcance, que ilustra, y ofrece la practica en la aplicacidon de, solamente una regla aislada.
Ejemplos de este tipo de rutina pueden ser util e incluso necesarias, yo no lo niego, pero se
pierden dos fases importantes: la fase exploratoria y la fase de asimilacién. Ambas fases tratan de
conectar el problema de la mano con el mundo que nos rodea y con otros conocimientos, la
primera antes, la ultima: la solucion formal. Sin embargo, el problema de la rutina es, obviamente,
relacionada con la regla que ilustra y es apenas conectada con cualquier otra cosa, asi que hay
poco beneficio en la busqueda de nuevas conexiones. En contraste con los problemas de rutina,
tales, la escuela secundaria debe presentar los problemas mas dificiles por lo menos de vez en
cuando, los problemas con un rico fondo que merecen mas exploracion, y los problemas que
puede dar un anticipo del trabajo del cientifico.

Aqui estd una sugerencia practica: si el problema que quiere discutir con su clase es la adecuada,
deje a sus estudiantes hacer una exploracién preliminar: se puede ir abriendo el apetito para la
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solucion formal. Y reservar algo de tiempo para una discusion retrospectiva de la solucion final, ya
gue puede ayudar en la solucion de problemas mas adelante.

Después de esta discusion demasiado incompleta, debe dejar de explicar los tres principios del
aprendizaje activo, la mejor motivacion y fases consecutivas. Creo que estos principios pueden
penetrar en los detalles del trabajo cotidiano del maestro y hacer de él un mejor profesor. Creo
también que estos principios también deben penetrar en la planificacidon de todo el curriculo, la
planificacién de cada curso del plan de estudios y la planificacidon de cada capitulo de cada curso.

Sin embargo, estd lejos de mi decir que usted debe aceptar estos principios. Estos principios
provienen de una visidn general de algunos, a partir de una cierta filosofia, y usted puede tener
una filosofia diferente.

11.5. Los diez mandamientos para profesores
1. Estar interesado en su tema.

2. Conozca su tema.

3. Saber sobre las formas de aprendizaje: La mejor manera de aprender algo es descubrirlo por ti
mismo.

4. Trate de leer las caras de los estudiantes, tratar de ver sus expectativas y dificultades, pdngase
en su lugar.

5. Darles no sdlo informacioén, sino "saber hacer", las actitudes de la mente, el habito del trabajo
metadico.
6. Vamos a aprender conjeturando.

7.Vamos a aprender a hacer pruebas.

8. Cuidado con estas caracteristicas del problema en cuestidon que puedan ser Gtil en la solucién de
los problemas por venir, tratar de conocer el modelo general que estd detras de la situacion
concreta actual.

9. No revele su secreto, permita a los estudiantes adivinar antes de que lo diga encontrar por si
mismos tanto como sea posible.

10. Sugiera, no los fuerce.

¢Con qué autoridad se fundan estos mandamientos? Estimado maestro, no aceptamos ninguna
autoridad sino la de su propia experiencia bien digerida y su propio juicio bien considerado. Trate
de ver claramente lo que significa el consejo en su situacion particular.

Consideremos ahora las diez reglas una por una, con especial atencién a la tarea del profesor de
matematicas.
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(1) No es sélo un método de ensefianza infalible: si el maestro se aburre con su tema, su clase
entera sera infaliblemente aburrida.

Esto deberia ser suficiente para hacer evidente el primer mandamiento y el mas importante para
los profesores: estar interesados en su tema.

(2) Si la materia no tiene ningln interés para usted, no lo ensefie, porque no va a ser capaz de
ensefiar de manera aceptable. El interés es una condicidn sine qua non, una condicidon
absolutamente indispensable, pero, en si misma, no es una condicién suficiente. Ninguna cantidad
de intereses, o los métodos de ensefianza, o cualquier otra cosa que le permitira explicar con
claridad un punto a sus estudiantes que no entiende con claridad a si mismo.

Esto deberia ser suficiente para hacer evidente que el segundo mandamiento para los maestros:
Conozca su tema.

Tanto interés y conocimiento de la materia son necesarios para el profesor. Puse interés en primer
lugar, porque con verdadero interés se tiene una buena oportunidad para adquirir los
conocimientos necesarios, mientras que un poco de conocimiento junto con la falta de interés
puede hacer un profesor excepcionalmente malo.

(3) Usted puede beneficiarse mucho de leer un buen libro o escuchar una buena conferencia sobre
la psicologia del aprendizaje. Sin embargo, leer y escuchar no son absolutamente necesarias, y no
son de ninguna manera suficiente, asi que deberia conocer las formas de aprendizaje, usted debe
estar intimamente familiarizado con el proceso de aprendizaje de la experiencia de sus propios
estudios y de la observacidn de sus estudiantes.

Hay un principio de aprendizaje que usted debe darse cuenta con seriedad: el principio de
aprendizaje activo. La mejor manera de aprender algo es descubrirlo por uno mismo.

(4) Incluso con un poco de conocimiento e interés genuinos y una cierta comprension del proceso
de aprendizaje se puede ser un mal profesor. El caso es raro, lo admito, pero algunos de nosotros
nos hemos encontrado con un profesor muy competente, que no ha podido establecer "contacto"
con su clase. Con el fin de que la ensefianza de uno de dar lugar al aprendizaje por el otro, debe
haber algun tipo de contacto o relacidn entre profesor y alumno: el profesor debe ser capaz de ver
la posicidn del estudiante, debe ser capaz de abrazar la causa de los estudiantes. Por lo tanto el
siguiente mandamiento: Trate de leer las caras de los estudiantes, tratar de ver sus expectativas y
dificultades, péngase en su lugar.

La respuesta de los estudiantes para su enseiianza depende de sus antecedentes, sus perspectivas
y sus intereses. Por lo tanto, tenga en cuenta y tener en cuenta lo que saben y lo que no saben, lo
que les gustaria saber y lo que no les importa saber, lo que debe saber y lo que es menos
importante para ellos saber.

(5) Las cuatro reglas anteriores contienen los elementos esenciales de una buena ensefanza.
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Forman en conjunto una especie de condicidn necesaria y suficiente: si usted tiene interés en el
conocimiento de la materia y si, ademas, se puede ver el caso del estudiante y lo que ayuda o
dificulta su aprendizaje, ya eres un buen maestro o que pronto se convertird en uno, es posible
gue tenga sdélo un poco de experiencia.

Queda por explicar algunas de las consecuencias de las reglas anteriores, en especial las
consecuencias como la preocupacién del profesor de matematicas en la escuela secundaria.

El conocimiento consiste en parte de la "informacién" y en parte de "saber hacer". Saber - como es
la habilidad, es la capacidad de manejar la informacidn, para usarlo con un fin determinado, saber
- como puede ser descrito como un montén de actitud mental adecuada, saber - como es en
ultima instancia la capacidad para trabajar metddicamente.

En matemdticas, saber-como es la habilidad para resolver problemas, para construir
demostraciones y para examinar criticamente las soluciones y demostraciones. Y, en matematicas,
saber-como es mucho mas importante que la mera posesién de la informacién. Por lo tanto, el
mandamiento que sigue es de especial importancia para el profesor de matematicas:

Dar a los estudiantes no sélo informacion, sino saber hacer, las actitudes de la mente, el habito del
trabajo metddico.

Desde el saber-como es mds importante en las matematicas de la informacién, puede ser mas
importante en la clase de matematicas cdmo ensefiar lo que usted ensefia.

(6) Primera aproximacion, a continuacion, probar, también hace el descubrimiento proceder en la
mayoria de los casos. Usted debe saber esto (de su propia experiencia, si es posible), que el
profesor de matematicas tiene una excelente oportunidad para mostrar el papel de adivinar en el
descubrimiento y por lo tanto para inculcar a sus alumnos una actitud de fundamental importancia
de la mente.

Este ultimo punto no es tan conocido como deberia ser y, sélo por esta razén, merece una
atencion particular. Me gustaria que no descuide a sus alumnos a este respecto: Vamos a
aprender adivinanzas.

Estudiantes ignorantes y descuidados son susceptibles de presentar "salvajes" conjeturas. Lo que
tenemos que ensefar es, por supuesto, no adivinar salvajemente, pero si "educadamente",
"adivinar razonablemente". Adivinar razonablemente se basa en el uso juicioso de la evidencia
inductiva y la analogia y, finalmente, abarca todos los procedimientos de razonamiento plausible
qgue desempefian un papel en "método cientifico".

(7) "Las matematicas son una buena escuela de razonamiento plausible." Esta declaracién resume
la opinidn que subyacen a la regla anterior, suena poco familiar y es de origen muy reciente.

"Las matematicas son una buena escuela de razonamiento demostrativo". Esta afirmacion suena
muy familiar, alguna forma de que es, probablemente, casi tan antigua como las propias
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matematicas. De hecho, mucho mas es cierto: las matematica son co-extensivas con el
razonamiento demostrativo, que domina las ciencias sélo en cuanto a sus conceptos se elevan
suficientemente abstracto y definido, nivel légico matematico. Bajo este alto nivel no hay lugar
para el razonamiento verdaderamente demostrativo (que esta fuera de lugar, por ejemplo, en la
vida cotidiana). Sin embargo (no hace falta discutir tal punto ampliamente aceptada), el profesor
de matematicas debe informar a todos sus alumnos mds alld de los grados mds elementales de
razonamiento demostrativo: Vamos a aprender de pruebas.

(8) El saber hacer es la parte mas valiosa del conocimiento matematico, mucho mas valioso que la
mera posesion de la informacién. Pero, écomo debemos ensefiar conocimientos? Los estudiantes
pueden aprender sdélo por imitacidn y la practica.

Cuando se presente la solucion de un problema, enfatizan adecuadamente las funciones
instructivas de la solucidon. Una caracteristica es instructiva si merece la imitacion, es decir, si
puede ser utilizado no sdélo en la solucion del problema actual, sino también en la solucidn de
otros problemas, la mas frecuente, la mas instructiva. Enfasis en las caracteristicas instructivas no
solo elogiando a ellos (lo que podria tener el efecto contrario con algunos estudiantes), sino por su
comportamiento (un poco de la actuacidon es muy buena si usted tiene un poco de talento teatral).
La regla: Busque aquellos rasgos del problema en mano que puedan ser Utiles en la resolucion de
problemas nuevos, trate de conocer el modelo general que estd detrds de la situacion concreta
actual.

(9) Me gustaria indicar aqui un pequeio truco en el aula que es facil de aprender y que cada
maestro debe saber. Al comenzar a discutir un problema, deje que sus estudiantes adivinen la
solucidn. El estudiante que ha concebido una conjetura, o incluso ha declarado su conjetura, se
compromete: se tiene que seguir el desarrollo de la solucidn para ver si su conjetura se cumple o
no-y por lo tanto no pueden permanecer atentos.

Esto es sélo un caso muy especial de la siguiente regla: No revele su secreto a la vez, permita a los
estudiantes adivinar antes de decirles, que encuentren por si mismos como sea posible.

De hecho, el crédito de esta norma se debe a Voltaire, quien lo expresé mas ingeniosamente: "E/
arte de ser un aburrido consiste en contarlo todo."

(10) Un estudiante presenta un célculo largo que tiene varias lineas. En cuanto a la ultima linea,
veo que el calculo estd mal, pero me abstengo de decirlo. Prefiero ir a través de la computacion
con el estudiante, linea por linea: "Usted comenzé a salir bien, su primera linea es correcta su
proxima linea es correcta también, que hizo esto y aquello.

La siguiente linea es buena. Ahora, équé piensa usted de esta linea? "El error esta en esa linea y si
el estudiante descubre por si mismo, tiene la oportunidad de aprender algo. Si, sin embargo, a la
vez decir" esto estd mal ", el estudiante puede sentirse ofendido y no va a escuchar nada de lo
que puede decir después y si digo "Esto estd mal" con demasiada frecuencia, el estudiante odia y
las matematicas y todos mis esfuerzos se perderan lo que a él se refiere.
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Estimado compafiero maestro, evite decir "Usted esta equivocado." Decir mas bien, si es posible:
"Tiene usted razoén, pero...". Si continlda asi, no es hipdcrita. Que se debe proceder asi, estd
implicitamente contenido en la regla 3. Sin embargo, podemos hacer que el consejo mas explicito:
Sugerir, no forcé apretando su garganta.

Nuestras dos ultimas normas, 9 y 10, tienden en la misma direccion. Lo que en conjunto sugieren
es dejar a los estudiantes tanta libertad e iniciativa como sea posible bajo las condiciones de
ensefianza existentes. Presionado por el tiempo, el profesor de matemdticas a menudo cae en la
tentacion de pecar contra el espiritu de estas normas, el principio del aprendizaje activo. Es
posible que toda prisa de la soluciéon de un problema sin dejar tiempo suficiente para que los
estudiantes trabajen el problema en serio. Es posible que el maestro nombre un concepto o
formulé una regla demasiado pronto, sin preparacion suficiente de material adecuado, antes de
que los estudiantes puedan sentir la necesidad de un concepto o una regla. Que pueda cometer el
error famoso de deus ex machina: se puede introducir algun dispositivo (por ejemplo, una linea
dificil de auxiliar en una prueba geométrica), que conduce a un resultado bien, pero los
estudiantes no pueden ver por su vida como era humanamente posible para descubrir un truco
que aparecié de la nada.

Hay demasiadas tentaciones de violar el principio. Hagamos, pues, destacar algunas mads de sus
facetas.

Deje a sus alumnos las preguntas, o preguntas que puedan resolver por si mismos.
Deje que sus alumnos den las respuestas, o dar respuestas, como pueden dar por si mismos.

En todo caso, evitar responder a preguntas que nadie ha pedido, ni siquiera a si mismo.
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CAPITULO 12 ]
POLYA EN EL SALON DE CLASES

Como se indico en la introduccidn, en el programa oficial de matematicas para secundaria se
hace énfasis en la resolucién de problemas desde la reforma de 1993, por lo tanto conviene
comentar sobre como se puede implementar un curso basado en la solucién de problemas.
Haremos observaciones sobre varios puntos importantes, no se pretende cubrir todos.

El punto mas importante es crear un ambiente apropiado para trabajar en clase con base en la
resolucion de problemas, debe prevalecer el respeto a la opinidén de los demas.

e Ofrecer variedad de problemas que representen un reto razonable para los estudiantes
de acuerdo a sus capacidades.

e Ensefar a los estudiantes a leer los problemas ayudandolos a expresarlos en sus propias
palabras, la compresién no es inmediata.

e Permitir que los estudiantes trabajen en parejas o en pequefios grupos.

e Promover en los estudiantes el uso de estrategias alternativas a las del maestro

e Hacer preguntas mientras los estudiantes estan en el proceso de solucidon del problema,
para saber si han comprendido el problema, no tiene caso responder algo que no se
entiende.

e Pedir alos estudiantes que expliquen sus respuestas lo mds claramente posible.

e Hacer que los estudiantes representen mediante diagramas sus propios procedimientos
para resolver problemas.

e La adquisicion de habilidades ocurre en forma progresiva, es decir solo la practica logra
gue se mejore el desempenio.

e El alumno puede llegar a ser flexible en el uso de diversos procedimientos, solo
practicando constantemente.

Al resolver problemas los alumnos exploran la matematica como una disciplina de razonamiento
en la que las convenciones y la terminologia tienen sentido porque funcionan. El fundamento a la
solucién de un problema proviene de argumentos y no del docente o de un libro.

12.1. Los problemas

El término problema es frecuente en profesiones y disciplinas diferentes y con diferentes
significados (localizacion de averias mecanicas y eléctricas), crear nuevas ideas o inventar nuevos
productos o técnicas de fabricacién son ejemplos de la industria y publicidad, la resolucién de
problemas en Matematicas es algo mas especifico, pero aun hay diferentes interpretaciones, que
incluyen problemas simples con enunciado que son frecuentes en los libros de texto, problemas

, Y la
creacion de conjeturas matematicas y su prueba en muchos campos y a veces en nuevos

I”

no rutinarios o “recreativos”, aplicaciones matematicas a los problemas de la “vida rea

campos de estudio.

Asi la resolucion de problemas es un termino que engloba vy significa algo diferente para
diferentes personas y a la vez para una misma persona significa diferentes cosas en tiempos
diferentes . Las interpretaciones mas comunes son
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1.- Como un objetivo o propdsito
2.- Como un proceso
3.- Como una habilidad basica

Un profesor de matemadticas podria reflexionar sobre el enfoque basado en resolucién de
problemas ¢Por qué ensefio matemdticas? ¢Cudles son los objetivos de la instruccidn
matematica? Educadores y matematicos, frecuentemente citan la solucién de problemas como
un objetivo (pero no el Unico) del aprendizaje. De la resolucién de problemas se ha dicho que es el
corazon de las matemdticas, cuando es considerado como un objetivo es independientemente de
los problemas especificos, procedimientos o métodos y del contenido matemadtico. La
consideracion importante es que el aprendizaje de cdmo resolver problemas es la razén
primordial para estudiar matematicas.

Es el proceso de aplicar conocimientos previamente adquiridos a nuevas y no familiares
situaciones, esta interpretacién es la que tal vez mejor ve la diferencia entre las respuestas que
dan los estudiantes a los problemas y los procedimientos o pasos que ellos usan para llegar ala
respuesta, asi lo importante son los métodos, procedimientos, estrategias y la heuristica que los
estudiantes usan.

Diferentes tipos de problemas matematicos

Cuando un profesor tiene que cubrir un programa concreto se ve en el conflicto de que aspectos
deben ser prioritarios ensefiar para que los alumnos dominen algunos conceptos o favorecer las
habilidades que se requieren para resolver problemas. Algunos autores sugieren tener en cuenta
que existen diferentes tipos de problemas (secundaria y bachillerato)

Dividimos los diferentes tipos de problemas en 5 tipos:
1.- Problemas de reconocimiento

2.- Ejercicios algoritmos (calculos, o problemas sencillos con operaciones aritméticas, resolucion
de ecuaciones)

3.- Problemas de aplicacién

4.- Problemas abiertos

5.- Situaciones problematicas

éPor qué algunos alumnos son mejores que otros para la resoluciéon de problemas?
Caracteristicas de los resolvedores de problemas:

1.- La habilidad de entender conceptos matematicos y términos
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2.- La habilidad para notar semejanzas, diferencias y analogias

3.- La habilidad para identificar elementos criticos y seleccionar procedimientos correctos y
datos.

4.- La habilidad para notar datos irrelevantes.

5.- La habilidad para estimar y analizar.

6.- La habilidad para visualizar e interpretar cuantitativamente hechos espaciales y relaciones.
7.- La habilidad para generalizar sobre la base de pocos ejemplos.

8.- No ser ansioso.

9.- La habilidad para cambiar de métodos rédpidamente.

Pistas para ensefiar en base a la resolucién de problemas

1.- Use un término (por ejemplo igualdad) que haga claro su sentido matematico (y luego su
sentido usual).

2.- Clasifique problemas.
3.- Cite s6lo aquellos aspectos de un problema sin los cuales no seria problema.

4.- Tache (“cross out”) irrelevancias en un problema oral, un problema de dibujo o un problema
escrito.

5.- Haga estimaciones de las respuestas y analice las rutas tomadas.

6.- Describa ideas numéricas y espaciales no solo en palabras, sino también dibujando, usando
modelos fisicos y construyéndolos.

7.- Haga conjeturas explorando algunos casos y entonces busque la forma de verificar la
conjetura.

8.- Use variedad de métodos.

Los buenos resolvedores de problemas ademas de la habilidad para generalizar sobre la base de
pocos ejemplos, y de la habilidad de cambiar de métodos rapidamente, ellos se saltan algunos
pasos y tienen un sentimiento para soluciones elegantes (usar el minimo de pasos necesarios
para llegar a la solucién del problema) y de revertir pasos facilmente, ellos tienden a olvidar los
detalles de un problema y recordar los detalles estructurales .

Ensefie a los niflos una variedad de estrategias que ellos pueden aplicar en diferentes
situaciones problematicas, ademas de un plan total de cémo ir a la solucidn.
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¢COMO AYUDAR A LOS NINOS A ENFOCARSE EN LOS DETALLES?

Permita a los nifos tiempo suficiente para resolver problemas, no todos los problemas pueden
resolverse dentro de los confines del salén y de la clase, algunos necesitan mayores periodos de
tiempo.

Para la mayoria de los estudiantes la pericia en la resolucion de problemas no es algo que se
adquiere solamente con estar en el salén de clase, todos los estudiantes de matematicas a pesar
de su nivel de habilidad merecen que se les ayude a desarrollar su habilidad e iniciativa en la
resolucidn de problemas en cada curso.

Resolver problemas es un proceso largo, no puede ser aprendido en un curso. Es el resultado de
una combinacién de una instruccién cuidadosamente planeada y la experiencia en la solucidn de
variedad de problemas. Hay al menos 2 componentes esenciales de la resolucién exitosa de
problemas:

- saber algo de matematicas relevantes
- saber qué hacer con lo que sabemos.

Es importante que los estudiantes tengan habilidades matematicas mas alld de las meramente
computacionales (operaciones), por ejemplo reconocer: n%,n% divisibilidad, nimeros primos,
resolucidn de problemas con areas de figuras conocidas.

12.2. Etapas o niveles en el desarrollo de la Resolucion de problemas

19. Alumnos. Los estudiantes tienen poco o ningun entendimiento (o comprensién) de lo que es
resolver un problema, o del significado de estrategia, o de la estructura matematica del problema.
Muchos estudiantes en este nivel no saben déonde empezar a resolver un problema no rutinario.

22, Maestro: Asume el papel o rol de modelo.

Los estudiantes entienden el significado de estrategia y la RP y tienen idea de lo que es la
estructura matemadtica de un problema.

Ellos son capaces de seguir a alguien en su solucidon y pueden sugerir estrategias para intentar
problemas similares a aquellos que han visto antes. Aunque ellos participan, muchos todavia se
sienten inseguros en la Resolucién independiente de problemas.

32, El maestro actia como apoyo

Los alumnos empiezan a sentirse bien con los problemas, ellos sugieren estrategias diferentes de
aquellas que han usado.

Ellos entienden y aprecian que los problemas pueden tener soluciones multiples, y que una
solucién puede perfeccionarse a una buena solucién.

42, El maestro viene a ser un proveedor de problemas.
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Los estudiantes son capaces de seleccionar estrategias apropiadas para la mayoria de los
problemas encontrados y tienen éxito en encontrar soluciones en no mucho tiempo. Ellos
muestran interés por la elegancia y eficiencia de una solucidn y en encontrar soluciones
alternativas.

Ellos sugieren variaciones a viejos problemas y estan buscando constantemente problemas
novedosos como desafio para ellos mismos y para otros.

Dificultades de los estudiantes al resolver problemas.

e Poco dominio de procedimientos heuristicos (informales), generales y especificos, para
resolver problemas.

e Bajo nivel de analisis o andlisis superficial de la situacién problematica planteada en el
enunciado del problema.

e Dificultad para planificar el proceso de resoluciéon del problema: representacion mental
del enunciado del problema, aislamiento de la informacion relevante, organizacion de la
informacidn, planificacién de estrategias de resolucion, aplicaciéon de procedimientos
adecuados, verificacién de la solucion, revision y supervisién de todo el proceso de
resolucion.

e Ausencia de conocimiento metacognoscitivo, lo cual les impide tener conciencia de los
procesos y estrategias que utiliza para la resolucién del problema y corregirlos en caso de
ser necesario.

e Tendencia a operar directamente sobre los datos explicitados en el enunciado del
problema (sin mediar un andlisis cuidadoso del enunciado).

e Dificultad para encontrar los datos intermedios, no explicitos en el enunciado del
problema.

e Tendencia a mantenerse dentro de lo que exige el problema, sin ir mas alld de su
planteamiento.

e Bajos niveles afectivos y motivacionales hacia la matematica y hacia la resolucién de
problemas.

e Desconocimiento acerca de los tipos de conocimiento involucrados en la resolucién de un
problema.

e Desconocimiento de las etapas y de los pasos generales que se pueden seguir para
resolver un problema.

Estos hallazgos han constituido el centro de la preocupacion por parte de todos aquellos
involucrados en la ensefianza de la matematica y se ha concluido que ellos son la causa, en primer
lugar, del fracaso consistente y generalizado por parte de los estudiantes en la adquisicidn de las
habilidades matematicas requeridas en los diferentes niveles del sistema educativo; en segundo
lugar, de la dificultad evidente para realizar todas aquellas actividades que impliquen procesos de
naturaleza matematica y/o algebraica; en tercer lugar, del desconocimiento de la importancia de
la matemadtica para la vida cotidiana y otras disciplinas; y finalmente, del desconocimiento de que
la matemadtica no sdélo constituye un area especifica del conocimiento sino que estd vinculada con
la estructura de pensamiento de los individuos.
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PERCEPCION DE LA ESTRUCTURA

Es ampliamente aceptado que muchos estudiantes tienen dificultades para ver “la estructura de
un problema” , especialmente problemas verbales , Kruteski encontrd que los solucionadores de
problemas excepcionalmente buenos son capaces de captar la estructura de un problema
instantaneamente , mientras que los alumnos poco capaces raramente lo hacen, pero este no es
un asunto “de todo o nada” . Tal vez mas atencién especifica de la instruccidon debe darse a este
aspecto de la resolucién de problemas.

Sugerencias para resolver problemas de manera exitosa

- Acepta el desafié de resolver un problema, esto es algo interno, pero el maestro se da
cuenta cuando un alumno no acepta el reto, porque pregunta ¢Cémo se hace? {Qué
féormula aplico?

- Expresa el problema en tus propias palabras.

- Toma tu tiempo para explorar, reflexionar, pensar, imaginar etc.

- Habla contigo mismo, hazte muchas preguntas.

- Sies apropiado trata el problema usando nimeros sencillos (%).

- Muchos problemas requieren un problema de “incubacién”, si esta frustrado, tomate
un descanso, tu subconsciente puede seguir trabajando, pero retorna al trabajo.

- Ve el problema de diversos modos (puntos de vista).

- Consulta tu lista de estrategias para ver si alguna (o varias) puede ayudarte a iniciar
(que es el paso mas dificil).

- Muchos problemas pueden ser resueltos de varios modos (maneras) tu sélo necesitas
encontrar una solucién para ser exitoso.

- No tengas miedo de cambiar tu estrategia de aproximacién (via de solucion)
continua.

- La organizacidén puede ser de utilidad en la solucién de problemas, usa el método de
Polya de los 4 pasos en combinacidn con varias estrategias.

- La experiencia en la resolucién de problemas es muy importante (valiosa) trabaja un
paquete de problemas, tu habilidad aumentara.

- Si no estds haciendo mucho progreso, no te desesperes, regresa al principio y ve si
realmente entiendes el problema, este proceso de revisidon puede repetirse 2 o 3 veces
en un problema puesto que la comprensién usualmente crece con tu trabajo.

- Siempre ve hacia atras, trata de ver precisamente cual fue el paso clave en tu solucidn

- Has problemas para ti mismo (tu propia satisfaccion), diviértete.

- Trata de escribir claramente tus problemas.

También nos podemos apoyar en el siguiente diagrama
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N

12.3. Desarrollo de problemas por estudiantes

Desarrollo de problemas por estudiantes de secundaria
Se propuso el siguiente problema

-De un mismo material se fabrican 4 cubos macizos de aristas distintas, a saber: 6cm, 8cm, 10cm,
12cm. Hay que colocar los cubos en los platillos de una balanza de modo que la balanza quede en
equilibrio. ¢ Qué cubos ponemos en cada platillo?

El 99% de los nifios responden que en uno de los platillos se colocan el cubo de 6cm y el de 12cm,
en el otro platillo el de 8cm y 10cm, argumentando que 12+6=8+10

Sélo una nifia resolvid correctamente, esto muestra que Polya tiene razén, muchos problemas son
resueltos erréneamente por los alumnos, porque contestan sin haber comprendido bien el
problema, en este caso suman las longitudes de las aristas, sin tomar en cuenta que deben calcular
volumenes. Es decir, los alumnos se equivocan en el primer paso del método de Polya.

El profesor Matrix pregunta a sus alumnos en que cifra termina el producto 2% x 67 x 9¢ x 114,
Ha dicho que a=2009, b=al numero de zapato que calza (entero), c=afio de nacimiento de su novia
(1985) d= Afo de su nacimiento ¢ En qué cifra acaba dicho producto?

Este es un buen ejemplo para explicar la sugerencia de Polya: Satisfacer una condicién a la vez.
Este problema fue puesto en clase y los alumnos no entendian y se les platicé algunas estrategias

de Polya, en este caso dijimos que viéramos las condiciones una por una. Por ejemplo 6 se hace
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notar que 62 = 36,63 = 216, ... es decir el digito de las unidades de cualquier potencia de 6 es 6.
Se hace el mismo analisis con las demas, es decir, se busca un patrén: 92 = 81,93 = 729,el digito
de las unidades de 9€ se repite 1, 9, 1, 9,...de la misma manera se busca el patrén de 2%y 11¢.
Finalmente se toman en cuenta todas las condiciones que pide el problema.

Para saber de que forma los estudiantes abordan un problema se aplicé el siguiente problema a
estudiantes de tercer grado de secundaria.

-En un rancho hay 20 vacas, su duefio tiene alimento para 30 dias, vende 5 vacas ¢Para cudntos
dias le alcanza ahora el alimento?

Este problema se aplicd a 77 alumnos de los cuales sélo 3 obtuvieron la repuesta correcta, pero su
procedimiento es incorrecto (cometen un error). Se observa claramente que este problema fue
dificil para los alumnos, ¢Cémo el docente puede ayudar a sus alumnos a resolver este problema?

Respuesta: Utilizar las sugerencias de Polya, ademas de que el maestro debe tener cuidado de no
“imponer sus ideas”, sino que a través del dialogo (el docente hace preguntas) los alumnos
“lleguen” a ver la solucién.

Profesor: A ver nifios recuerden “entre menos burros mds olotes”... ¢Qué pasa si el duefio del
rancho se queda con 10 vacas? ¢ Para cuantos dias le alcanza? (alumnos) Le alcanzara para 60 dias.

Profesor: Muy bien nifos, si las vacas las reducimos a la mitad, el nimero de dias que alcanza el
alimento aumenta el doble. éEn qué factor cambian las vacas de 20 a 15? En el factor inverso
multiplicamos los dias.

DIFERENTES FORMAS DE LLEGAR A LA SOLUCION
PRIMERA

Imaginemos que le damos una porcion de alimento por dia éicuantas porciones tengo, con 20
vacas y 30 dias?

Profesor: nifos que tal si hacemos un dibujo

Porcidn de alimento

por vaca al dia. \

Los alumnos deben darse cuenta que el alimento alcanza para 600 porciones...
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SEGUNDA
Recordar que si x, y son cantidades que varian en forma inversa entonces xy = k
Entonces debemos hallar el producto
20 x 30 =600
Entonces 600 +~ 15 = 40 el alimento alcanza para 40 dias.
TERCERA
Hacer una tabla
Se reproduce la tabla hecha por una alumna Karla E. E.

V =Num. de vacas A =Alimento

v 20 15 10 5

Da como respuesta 40 dias, pero como se ve, la tabla es incorrecta, con la mitad de las vacas (10)
el alimento alcanza para el doble de dias a partir de ahi el maestro explica que es una buena idea
para llegar a la solucién (sélo hay que corregir el error).

La tabla correcta es:

V =NUm. de vacas A =Alimento

v 20 15 10 5

EL MAESTRO DEBE ESTAR PREPARADO PARA LAS RESPUESTAS CREATIVAS DE LOS ALUMNOS, AUN
CUANDO NO SEAN LAS ESPERADAS, O CON LA HERRAMIENTA QUE SE PIENSA ENSENAR.

-Pablo tiene 39 mascotas entre perros, gatos, hamsters, tortugas y periquitos. Tiene tantos perros
como gatos, el doble de perros son hamsters, la tercera parte de hamsters son tortugasy 7
periquitos mas que tortugas. ¢ Cuantos periquitos tiene?

Solucién de Roy alumno de tercero de secundaria, tomo6 como referencia a los perros (P) e hizo el
problema graficamente:
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Cada letra simboliza los animales que hay.
Primero se fija que de 39 puede quitar 7 y
le quedan 32.

quitar el 7 quedan 8 partes igualesa T 6

|
i y

T Pe 7 ! Este 32 lo divide entre 8 partes, ya que al
|

_____ ; Pe. Entonces:

P+G=12,P=6,G=6
H=12

T=4

Pe =4 + 7 (los que se quitaron)

Asi que hay 11 Periquitos.

Queda claro que esta solucidn solo la obtuvo él, pero el maestro puede utilizar esta idea para
desarrollar la clase, en particular explicar la solucién con algebra. Es decir, el maestro parte de las
ideas de los alumnos para explicar, aun en el caso de que nadie obtenga la solucion correcta,
algdn alumno propone una idea util, aunque sea incompleta, el maestro debe tratar de usarla,
para mostrar a los alumnos que lo importante es generar ideas. (No necesariamente resolvemos
un problema al primer intento)

En el curso BUAP- SEP para profesores se detectaron que algunos problemas de proporcién causan
dificultades a los docentes, veamos unos ejemplos.

Problema 87 de la prueba ENLACE 2011

En una carrera atlética se van a repartir 120 puntos, el que haga menos tiempo obtiene mas
puntos; es decir, hay una relacion inversamente proporcional. Si Martha hizo 6 minutos y Maria
4, ¢ cuantos puntos hizo Maria?

A) 40 B) 48

C) 60 D) 72

Varios maestros tuvieron dificultad para explicar cdmo se obtiene la respuesta correcta.
Ejemplo: Nueve gallinas ponen 12 huevos en 4 dias ¢ Cuantos huevos pondran 4 gallinas en 9 dias?

El método consiste en una tabla, mantener una columna constante y variar las otras 2 en forma
proporcional y se busca el unitario, por ejemplo:
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9 gallinas 12 huevos 4 dias

9 gallinas 24 huevos 8 dias El doble
4 gallinas é? 9 dias
9 gallinas 12 huevos 4 dias
1 gallina 12 4e huevo 4 dias
9
4 gallinas (E) @ 4 dfas
9
4 gallinas 12 A= 9 dias
i (F)@()-2

La sugerencia es trabajar a lo largo de ciclo escolar cambiando ligeramente el contexto y la
dificultad, por ejemplo:

En una granja avicola hay 300 gallinas, tienen alimento en grano que alcanza para 20 dias. Si se
compran 100 gallinas mas ¢ Para cuanto tiempo les alcanzara la misma cantidad de grano?

-Para hacer 72 m de pared en 12 dias, se necesitan 3 albafiles; écuantos albaiiiles se necesitaran
para hacer 90 m de la misma pared en 9 dias?

Datos: 3 albafiiles hacen 72 m de pared en 12 dias.
Pregunta: x albafiiles hacen 90 m de pared en 9 dias.

, L, 3
La razon de los valores de la incdgnita es o entonces:

72 12
90" 9
3 72 9

=—X
x 90 12

_72x9
T 90x 12’

_3x9%0x12__ .
X = 72 %X 9 = atbanties
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Un problema complicado con proporciones.

15 hombres tienen que terminar una obra en 14 dias, pero a los 9 dias llevan 3/7 de la obra.

¢Cuantos hombres extras se requieren para terminar la obra en 14 dias?

Solucién: Dicho de otra manera aunque el objetivo es completar una obra en 14 dias con 15
trabajadores, a los 9 dias se dan cuenta que no podran, 3/7 marca el avance y con este dato
hallamos la parte proporcional que aporta cada trabajador. Saber la cantidad de trabajo que

aportan 15 hombres en los 5 dias que faltan y también saber qué cantidad de trabajo aporta un

hombre en 5 dias para hallar cudntos mas se necesitan:

Hombres Dias Fraccion de la obra
15 hombres 9 dias ;de la obra “dato real”
5 hombres 9 dias = delaobra
1 hombre 9 dias 1
(7x5)
1 hombre 1 dia 1
(7x5x%x9)
1 hombre 5 dias i 1
(7x9) 63
15 hombres 1 dia 15 _1
(7x5x%x9) 21
15 hombres 5 dias (15 x 5) 5
(7x5x9) 21
15 hombres Trabajo en 14 dias

3,5 _ 14 7 _1
=+ — = —(Faltan —— = -) del
7 21 21 21 3

trabajo que debe hacer en 5
dias.

Por eso necesito mas
trabajadores

Faltan 5 dias, hombres que

necesitan para terminar :

De la sexta columna, un hombre
.1
hace en 5 dias P “x hombres

haran el resto”

Se necesitan 21 hombres
adicionales para terminar
el trabajo en 15 dias
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Es decir, necesitamos contratar 21 trabajadores que sdlo trabajaran 5 dias para terminar el trabajo
junto con los demas.

No es dificil solo se necesita trabajar con paciencia y mantener una columna constante, y en este
caso lo que se quiere hallar es la cantidad de trabajo que falta. (No confundir 14 con 15)

Solucion de problemas por estudiantes de la FCFM-BUAP.
Los siguientes problemas se aplicaron a alumnos de distintos semestres.

Un ciclista y un motociclista parten simultaneamente del mismo punto, el ciclista va a una
velocidad de 20Km/hr y el motociclista a una velocidad de 30 Km/hr, ambos hacen el mismo
recorrido pero el motociclista llega una hora antes. ¢ Cudl es la distancia que recorren?

En problemas como este, es muy posible que los alumnos den diferentes formas de solucidn, la
razon es que la velocidad es constante y permite abordarlo desde diferentes estrategias mentales.

1.- Elaborar una tabla
2.- Usando algebra, se observan diferentes formas de escribir las ecuaciones.
Ambos recorren la misma distancia D=v,; t; =v, t, seav; =30km/hr v, =20 km/hr entonces
30t; =20(t; +1)
30t; =20t; +20 despejando t; =2 horas
DIFERENTES FORMAS DE LLEGAR A LA SOLUCION
SOLUCION 1): Jorge Antonio G.
Denotemos por d a la distancia total del recorrido, tenemos que:
d = 20h,
y d =30h,

donde h; y h, denotan el tiempo que les tomo al ciclista y al motociclista recorrerlo
respectivamente. Sabemos que el motociclista llega una hora antes que el ciclista, es decir

h,=h;—1
Sustituyendo en el sistema (1) tenemos que:
d = 20h,
d =30(hy —1) =30h; — 30

& 20h, = 30h, — 30
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< 30 = 10h,
= h; =3

Y sustituyendo h; = 3 en la primera ecuacidn del sistema (1) tenemos que la distancia total del
recorrido es 60km.

SOLUCION 2): Ciria Ruth B.

10 20 30 40 E0

La distancia recorrida es 60km. Pues el motociclista tarda 2hrs en llegar, mientras que el ciclista
tarda 3hrs, lo cudl nos da una hora de diferencia.

x es la distancia en km.

t. tiempo del ciclista v, 20km/hr
t,, tiempo del motociclista Y, 30km/hr
Sabemos que t, — t,, = 1hr

El ciclista tarda en recorrer la distancia x

t,=2=2p
- - "
¢ v, 20
Y el motociclista tarda

==y

= — = —Nnr

™y, 30

=--2=1=2-2I=10 =>x(g)=1 = x(l)=10 = x = 60km.
20 30 2 3 6 6

Un problema de piratas

Un grupo de piratas tiene un cierto nimero de monedas de oro, si las reparten de 4 en 4 un pirata
se queda sin monedas, si reparten de 3 en 3 sobra una moneda écuantas monedas tienen y
cuantos piratas son?
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La mayoria de los alumnos lo resolvié por ensayo y error, finalmente se dieron cuenta que era muy
facil. Transcribimos algunas soluciones.

SOLUCION 1): Marco A.
Son 5 piratas y 16 monedas.

Se tiene que pensar en un multiplo de 4 y que no sea multiplo de 3. Pero ademas el multiplo de 4
solo tiene que ser mayor por una unidad que el multiplo de 3 y el primero que lo cumple es el 16.
Luego se piensa en los piratas, si son 5 piratas repartiendo las monedas sobra 1, pues el 15 es
multiplo de 3y 5, pero el 16 sélo es multiplo de 4 y esto es lo que pide el problema.

SOLUCION 2): Danae G.

Piratas Monedas (4 en 4) Monedas (3 en 3)
1 4 3
2 4 3
3 4 3
4 4 3
5 0 3
16 monedas 15 monedas

Por lo que la solucién es 5 piratas y 16 monedas.
SOLUCION 3): Lazaro F.
x Numero de monedas

y Numero de piratas

X X X 1
y-l = arl=y oy 5=y = 5755y

X 1 X X
Sip1=f_l o 2 X__2_4
4 3 3 3
3x—4x -4 -X -4
2o 2 =16
12 3 12 3

Y haciendo las operaciones correspondientes obtenemos que y = 5.
Por lo tanto hay 16 monedas y son 5 piratas.

-En el saldn de clases de la maestra Lupita todos los alumnos cooperaron para comprar un pastel
de 126 pesos. Para reunir la cantidad, cada uno aporté un peso por cada integrante del saléon y 15
pesos mas ¢ Cuantos alumnos hay en el salén?
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SOLUCION 1): Antonio P.

La ecuacién que me representa es n(n + 15) = 126 = n? + 15n — 126 = 0, resolviendo esta
ecuacion nos dan = 6. Es decir, hay 6 alumnos.

SOLUCION 2): Marco A.

Dividi los 126 entre 15 y el entero encontrado fue 8, después hice cuentas agregando cada peso
por alumno, hasta que llegue al resultado de 6 alumnos.

Les costd trabajo entender el enunciado, la mayoria la resolvié por ensayo y error, NO USARON
ALGEBRA.

-Un grupo de turistas rento un bote de vela por 2400 pesos. Si dos de ellos al final no quisieron
subirse, esto hizo que cada uno de los demds tuviera que pagar 100 pesos mas ¢cuantos turistas
habia en el grupo?

SOLUCION 1): Marco A.

Busque un par de multiplos de 24 que sélo fuera uno mayor que el otro por 2 unidades y resulta
que 6 y 8 son dichos nimeros. Y a la hora de dividir estos nimeros con 2400 el Unico que cumple
lo que queremos es el 8. Por lo tanto, habia 8 turistas.

SOLUCION 2): Angeles C.
Sean = numero de turistas

x = la cantidad que paga cada turista
Entonces n - x = 2400 ... ... ... D

Como 2 de ellos no quieren subirse quedann — 2 turistas y cada uno de estos restantes ahora
debe pagar x + 100. Por lo tanto tenemos que

(n—2)(x+100) =2400 = n-x+ 100n — 2x — 200 = 2400

Perode (1) n-x = 2400 = 100n — 2x — 200 = 0, también de (1) se tiene que x = ? pues

n # 0.

2400
= 100n —2(——) =200 =0

& 100n? — 4800 — 200n = 0

& nf-2n—-48=0
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Resolviendo esta ecuacién encontramos quen = 8 on = —6 de donde concluimos que n = 8.

Por lo tanto, habia 8 turistas.

Cuadrado anti magico: Hay que colocar los numeros 1, 2, 3, 4, 5,6,7, 8, 9 en los cuadros vacios de
tal forma que la suma de los nimeros en los renglones, columnas y en las diagonales sean

diferentes

7 | 6 5

Puede ser un poco laborioso para algunos, es decir al intentarlo les toma tiempo, hay varias
soluciones la que se muestra es facil de recordar por el patrén en espiral.
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CONCLUSION

El punto de vista general es que “los problemas son el clavo en el zapato”, por ello suelen suscitar
reacciones negativas entre los alumnos, pero también son la “sal de la vida”. La mayoria de las
profesiones y oficios se encaminan a resolver problemas. El propdsito de la solucidn de problemas
como forma de trabajo diaria en el aula es que la ensefianza no debe limitarse a los cdlculos
aritméticos y demds tareas mecanicas apegadas a reglas, sino permitir a los educandos utilizar los
conocimientos que poseen y reorganizarlos, con la posibilidad de transitar de estrategias de
solucion informales, largas y poco sistematicas hacia estrategias convencionales pero mads
eficaces.

Este caminar de lo informal a lo formal, desde una secuencia de problemas pertinentes vy
seleccionados con niveles de dificultad légica, permite dinamizar la forma de pensar y adquirir
conocimientos cada vez mas formales.

La solucién de problemas por los alumnos permite entonces la construccién de conocimientos mas
significativos. Para los adolescentes los conocimientos matematicos tienen sentido si se presentan
en un contexto que les de significado. Tal contexto se vuelve interesante si se les presenta como
un reto intelectual (entre otros factores).

La solucion de problemas también es un detonador en el profesor, ya que genera la necesidad de
dejar de lado la explicacion de algoritmos convencionales, asociados a un determinado contenido
matemadtico. En este sentido Polya hace un buen aporte al proponer, como hemos visto, al
proponer al maestro la tarea de guiar al alumno en el dificil camino de resolver problemas de
manera autdnoma, y sobre todo al insistir en el descubrimiento individual mediante conjeturas
que los alumnos deben proponer en base a ejemplos concretos en algin tema especifico.

El conocimiento matematico significa ensefiar y aprender, que tanto docente como alumno
analicen y propongan problemas interesantes que les ayude aprovechar lo que ya saben y avanzar
para construir sus conocimientos, y superar las dificultades que surgen en el proceso de
aprendizaje.

La resolucién de problemas y las diferentes formas de hacerlo ayuda a que el alumno busque por
si s6lo como resolverlo, esto lo beneficiaria ya que sera capaz de leer y analizar con detalle su
problema y trabaje de manera auténoma.

Para el maestro debe ser mas importante entender el camino que ha tomado el alumno para
llegar a la solucidén y a la justificacion de sus pasos que simplemente verificar si su respuesta es
correcta o no. Equivocarse, pero rectificar a tiempo, puede ensefiar mas que el hecho de dar con
la respuesta.

La actividad de resolver problemas en la escuela, la casa, el trabajo y la comunidad debe ser parte
integral de la formacion del alumno, no sélo es una materia, es parte de la vida misma.

Finalmente damos 10 sugerencias para la solucidn de problemas y creatividad.
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1.- Pensar en todos los aspectos del problema

2.- Seleccionar los subproblemas que se van a atacar

3.- Recabar (recordar) la informacidon que pudiera ser Util (escribalas)

4.- Seleccionar las fuentes de datos mas apropiados

5.- Imaginar todas las ideas posibles para la solucién de problemas

6.- Seleccionar las ideas que conduzcan mas adecuadamente a la solucidn
7. - Pensar en todos los sistemas posibles de hacer pruebas

8.- Hacer las pruebas

9.- Imaginar todas las contingencias posibles

10.- Decidir la respuesta final

En nuestra opinién profesor que pretende trabajar con base a la solucién de problemas debe:

e Planear su clase a base de problemas que permiten que todos los estudiantes puedan
aportar una solucién o una idea.

e Pedir alos estudiantes reflexionen antes de contestar.

e Ofrecer problemas que tienen varias formas de resolverse.

e Utilizar situaciones reales siempre que sea posible y pertinente.

e Desarrollar conceptos matematicos, ideas a partir de las ideas de sus alumnos, llevandolos
gradualmente hacia la abstraccion.

e Tomar en los conocimientos y las experiencias previas de los alumnos.

e Pedir a sus estudiantes argumentar de manera clara sus respuestas respetando su
proceso, pues argumentar no se aprende en poco tiempo.

e Y proponer tareas para reforzar lo que han aprendido los alumnos.
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ANEXO 1

PARA RESOLVER UN PROBLEMA SE NECESITA

Comprender el problema

/7
0‘0

R/
0‘0

¢Cudl es la incognita? ¢ Cuales son los datos?
¢Cual es la condicién? ¢Es la condicion suficiente para determinar la incognita? ¢Es
insuficiente? éRedundante? ¢ Contradictoria?

Concebir un plan

Y/
0'0

éSe ha encontrado con un problema semejante? O ¢ha visto el mismo problema
planteado en forma ligeramente diferente?

éConoce un problema relacionado con éste? ¢Conoce algun teorema que le pueda ser
util? Mire atentamente la incégnita y trate de recordar un problema que le sea familiar y
gue sea la misma insignita o una incégnita similar.

He aqui un problema relacionado al suyo y que se ha resuelto ya. ¢ Podria usted utilizarlo?
é¢podria utilizar su resultado? ¢Podria emplear su método? élLe haria a usted falta
introducir algun elemento auxiliar a fin de poder utilizarlo?

¢Podria enunciar el problema en otra forma? ¢Podria plantearlo en forma diferente
nuevamente? Refiérase a las definiciones.

Si no puede resolver el problema propuesto, trate de resolver primero algin problema
similar. ¢ Podria imaginarse un problema andlogo un tanto mds accesible? éun problema
mas general? iun problema mas particular? éun problema mas analogo? ¢ puede resolver
una parte del problema? Considere solo una parte de la condiciéon; descarte la otra parte;
¢En qué medida la incégnita queda ahora determinada? ¢En qué forma puede variar?
¢Puede usted deducir algin elemento Util de los datos? ¢Puede pensar en algunos otros
datos apropiados para determinar la incdgnita? ¢Puede cambiar la incégnita? éPuede
cambiar la incégnita o los datos, o ambos si es necesario, de tal forma que la nueva
incégnita y os datos estén mds cercanos entre si?

¢Ha empleado todos los datos? éHa empleado toda la condicién? ¢Ha considerado usted
todas las nociones esenciales concernientes al problema?

Ejecucion del plan

B3

L)

K/
0‘0

Al ejecutar su plan de la solucidn, compruebe cada uno de los pasos.
éPuede usted ver claramente que el paso es correcto? ¢ Puede usted demostrarlo?

Vision retrospectiva

X3

%

>

.0

éPuede usted verificar el resultado? ¢ Puede verificar el razonamiento?
éPuede obtener el resultado en forma diferente? éPuede verlo de golpe? éPuede usted
emplear el resultado o el método en alguin otro problema?
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ANEXO 2
Sobre el Método Singapur (MS) para resolver problemas

La ensefianza de las matematicas es mas efectiva, interesante y mds dinamica a través de la
resolucion de problemas variados. Sin conocer el método percibi que los nifios elaboraban dibujos
para resolver problemas. Al principio pensé que era un “retroceso” a la primaria, o algo asi como
qgue los nifios todavia no asimilaban su transito a la secundaria. Pero mantuve tolerancia a esta
“desviacién” por dos razones: 1) para tomar en cuenta los procedimientos de los nifios en la
resolucidn de problemas y 2) ser tolerante y paciente a que estos pequefios asimilaran el cambio
de dejar la primaria y entrar a la complicada etapa adolescente en la secundaria.

Conforme avanzabamos en las clases y resolviamos problemas, observaba las soluciones de los
nifios, una gran dificultad que se tiene en primer grado es que los nifios no saben explicar su
respuesta, la obtienen y te la muestran. Me esforzaba por entenderles y ellos por explicarme
aunque en varias ocasiones ellos o yo desistiamos. Buscaba motivarlos a que resolvieran los
planteamientos como ellos pudieran, asi los obligas a poner en accidn todos los recursos
matemadticos con los que ellos cuentan, ademas de que permite ver otras habilidades y también
deficiencias que hay que superar.. La motivacién consiste en hacerles preguntas que los “guien” a
una respuesta mas correcta. Los estudiantes a veces se traban en conceptos matematicos por no
recordar cdmo se saca drea o perimetro de figuras basicas o bien en operaciones aritméticas
basicas (sobre todo con fracciones), en malentender o de plano NO entender el planteamiento
del problema y por eso no saben qué hacer. Si cometen errores ayudarles a que vean donde estd y
gue ellos mismos lleguen a una respuesta correcta.

Con la confianza ganada de los nifos, ya que sus soluciones son tomadas en cuenta, insistiendo
que se valia hacer de todo con tal de resolverlos, me di cuenta que algunos de ellos “dibujaban” el
problema y asi era mas entendible para ellos, me lo podian explicar de una manera mas facil y
también resultaba mas facil explicarlo a sus compafieros. Asi que retomé sus “dibujos” para dar la
explicacion en otros grupos. Ellos me preguntaban si esto era valido, porque en la primaria como
eran los mayores ya no se veia muy bien que hicieran dibujos. Yo les dije que si, porque asi lo
entendian mejor. Pero tenia mis dudas al respecto. Quiero aclarar que cuando hablo de dibujos
me refiero a una representaciéon con bloques rectangulares, cuadrados, tal vez circulares. No a
dibujos propiamente de animales, lugares etc. (que también es comun)

Posteriormente me di cuenta que la manera como estaban trabajando varios de mis nifios era el
MS (o método grafico), para mi desconocido hasta entonces. Y que era una alternativa muy buena
para desarrollar diversas habilidades. Al principio, algunos de los nifios no se sentian cémodos en
hacer sus dibujos porque seguian viendo como que hacian trampa. Alenté a que los hicieran, a que
desataran su creatividad y a que vieran que era un muy buen método e insisti en que lo utilizaran.
Y poco a poco mas nifios lo intentaban utilizar porque lo entendian a través de sus compafieros.

Asi que a través de esta experiencia puedo decir que el MS tiene ventajas muy valiosas:

Para los estudiantes:
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1) El dibujo permite ver si el adolescente ha entendido o no el planteamiento del problema. Ya
que logra una abstraccidon al depurar la informacién y quedarse sélo con la informacién
necesaria.

2) Al tener un dibujo, el adolescente puede explicar mejor su procedimiento. Y esto es muy
valioso porque se fortalece una confianza en si mismo de que si puede con las matematicas.

3) Al explicarlo al grupo se logra una comprension mas amplia de todos porque es un
adolescente explicando a otros y entre ellos se entienden mejor.

Para el docente

1) El Método grafico logra que nifios con dificultad para aprender o comprender situaciones
problema vean que no es tan dificil y entonces se motivan y se animan a seguir intentandolo.
2) Algunos problemas son mucho mds entendibles por el método grafico que por otros,

como una solucidn algebraica o sélo aritmética. Padres de familia me han enviado recados que tal
o cual problema es muy dificil y que ellos mismos no lo pudieron resolver, cuando sus hijos se los
explican por este método, me mandan comentarios de que estaba muy sencillo y no se les ocurrid
esa idea. O como el caso de una nifia que explicé el problema de las llaves de agua que llenan un
tanque a su hermana de preparatoria y a ambas les quedé claro.

3) Hay soluciones gréficas muy ingeniosas y veo belleza en sus respuestas. Asi fomentas su
creatividad y elevas su autoestima. Una respuesta ingeniosa la promuevo entre mis otros grupos y
entre ellos mismos se felicitan.

4) Funciona con grupos numerosos, ya que el problema en las escuelas publicas es que
tenemos arriba de 50 nifios y prestarles atencidon a cada uno es dificil. Pero este método te da la
ventaja de una explicacidn para todos.

5) Este método permite que el nifio desarrolle de una manera mas natural y no forzada su
argumentacion. Le da mads seguridad en expresar sus ideas y de una manera mas ordenada y clara.
Lo haces PENSAR, si se equivoca, como ha pasado, el nifilo comienza de nuevo su explicacion
partiendo de ver su grafico y seguro de si mismo porque él fue el autor intelectual de esa
respuesta y nadie mas. Y si aun asi se traba, a veces algunos de sus compaiieros salen al rescate
porque trabajan en pareja o trios y ya captaron la solucidon. Ahora que los tengo en segundo a
varios de ellos no se les olvida como resolvieron X 6 Y problema y tienen presente su soluciéon
grafica.

6) El método grafico es muy bueno para entender el concepto de fracciones, fracciones
equivalentes, fracciones como porcentaje y acciones de reparto, y de reparto del resto. Tema muy
importante y talon de Aquiles en las matematicas de educacién basica.

7) Las soluciones ingeniosas no siempre provienen de quien tU esperas. Me he llevado
sorpresas muy gratas con nifi@s que hasta ese momento habian pasado desapercibidos para mi
en el salén de clase. Hay riqueza de pensamiento, creatividad y habilidad en el saldn que a veces
pasamos desapercibida, porque no sabemos cémo buscarla y como potenciarla. El método grafico
te ayuda en esta parte.

8) El método grafico es un recurso didactico muy bueno para pasar al siguiente nivel que es
el manejo de simbolos (algebra).

9) Logras a fin de cuentas desarrollar habilidad, creatividad, enriquecimiento del lenguaje y
mejor comunicacion.

Limitaciones:
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a) Hay que saber elegir problemas que se puedan resolver por este método. Problemas variados y
con vocabulario diverso para que el niflo amplie su vocabulario (en matematicas y en el idioma).
Generalmente ligados a las ciencias exactas, pero también para fomentar su conocimiento
respecto a su entorno cultural, social y del mundo en que vivimos.

b) No todos los problemas se pueden resolver por este método.

c) Persuadir a los nifios de pasar al siguiente nivel que es el algebra es un proceso de mucha
paciencia y ya que este método es muy visual y sencillo y menos complicado para ellos que el
algebra. Me dicen “para que me complico con el dlgebra si con dibujo ya entendi”

d) Si no te ganas su confianza, y no generas un ambiente de respeto en el grupo dificilmente vas a
lograr una actitud de trabajar. En general es un método que recomiendo ampliamente.

Laura Ortega Xochicale

Secundaria Técnica No. 1
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ANEXO 3

Experiencias de mi servicio social

Asistian alumnos de la secundaria técnica No. 1, sdbados de 9 a 11 horas

Algunos problemas propuestos

-
1.- En la figura adjunta, todos los angulos son rectos y todas
. . e , 2
las medidas vienen en metros. éCudl es, en m? , el drea de la
figura? 6 3
>

th

2.- ¢Qué fraccidén del rectdngulo grande esta sombreada?

(Los poligonos interiores son cuadrados)

3.- La suma de tres numeros D, E, F es 51. Si E es el doble que Fy D es 15 unidades mayor que F
écudles son esos numeros?

4.- Ana y Sara fueron una vez igual de altas. Desde entonces, Sara ha crecido el 20% mientras que
Ana ha crecido la mitad de centimetros que Sara. Si Sara tiene ahora 156 cm de altura, écuantos
cm mide Ana actualmente?

5.- En un refugio para animales, entre perros y gatos hay 12, hay poca comida. Cada perro recibe
seis galletas y cada gato cinco. En total se repartieron 67 galletas ¢ Cuantos perros y cuantos gatos
hay?

6. Pinocho tiene una nariz de 3 cm. Cada vez que dice una mentira la longitud de su nariz se
duplica, después de mentir nueve veces, écuanto medird su nariz?

7.- La fortuna de una persona al morir era de $ 600 000.00 y su testamento decia “Dejo a mi

esposa las dos quintas partes de mi fortuna y el resto a mis 4 hijos por partes iguales” ¢Qué parte
de la fortuna recibié cada hijo? ¢ Cuanto recibio la esposa?
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2 . - . .
8.- En una barata, los balones se ofrecen a 3 de su precio original. Si un balén se vende ya con el

descuento en $ 160.00 ¢Cudl es el precio original? ¢ Cudnto se ahorra por balén en la barata?

L1 . 3
9.- Para preparar un pastel, se necesita: gde un paquete de 750 g de azucar, " de un paquete de

harina de kilo, % de una barra de mantequilla de 200 g.

Halla, en gramos, las cantidades que se necesitan para preparar el pastel.

10.- Alicia cuenta con $300 para compras. El jueves gasto % de esa cantidad y el sdbado Ios% delo

qgue le quedaba. i Cuanto gasté cada dia y cuanto le quedd al final?
11.- Pedro va al club todos los dias, Carlos va cada dos dias, Claudia cada 3 dias, Sofia cada 4 diasy

Pablo cada 5 dias. Hoy se encontraron todos en el club. ¢Cudndo se volveran a encontrar todos
nuevamente?

Problemas recreativos que a los nifios les gustan:

50?
®:s0

+

1.- Hallar que digito representa cada figura

2. Un profesor de matematicas dice a sus alumnos “Hoy tengo 50 afios, 50 meses, 50 semanas, 50
dias écudntos afios tengo?

3.
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Una hormiga parte de A, vy hace el recorrido
gue se indica... ¢, Qué distancia recorre?

RAZONAMIENTO PROPORCIONAL

De las siguientes situaciones indica, écuales relacionan cantidades proporcionales y cudles no?
Resuelve en caso necesario

1.- Un coche gasta 7.2 litros de gasolina en 100 Km. de recorrido ¢cudnto gastara si recorre 50
Km?
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2.- Mi madre tiene 33 afios y mi hermano 11 ¢qué edad tendrda mi madre cuando mi hermano
tenga 227?

3.- Un nifio de 2 anos peso 18Kg ¢ Cudnto pesara a los 10 afos?

4.- Para hacer un pastel de queso para 6 personas hacen falta 400 gramos de harina ¢épara hacer
un pastel de 18 raciones cuanto debemos comprar de queso?

5.-Para comprar 6 litros de leche se necesitan 72 pesos, ¢Cuanto dinero necesita gastar una
familia si consumen 10 litros a la semana?

6.- Para hacer una receta para 4 personas hace falta 6 huevos y 250 gramos de papas éQué
cantidad de huevos y papas necesitamos para hacer 7 recetas iguales? (una para cada dia de la
semana)

7.- Una empresa constructora dispone de un terreno para construir 10 casas de 90 metros
cuadrados (una planta) ¢ Cuantas casas se podran construir si las queremos hacer de 100 metros
cuadrados cada una?

8.- Un barril de 32 litros esta lleno al 60% de su capacidad ¢ Cudnto hay que agregarle para que
este al 80% de su capacidad?

9.- Después de haber gastado el 25% de su capacidad a un coche le quedan 30 litros de gasolina
¢cudl es la capacidad del tanque de gasolina?

10. Un pantaldn de mezclilla talla 28 cuesto 280 pesos ¢ Cuanto costara un pantaldn de talla 32?
DIFICULTADES

El dltimo “problema” causo mucha polémica, sin embargo se pide que recuerden como es la
costumbre en el comercio, hasta los papds se quejaron con la maestra: pidieron que no propongan
problemas sin respuesta, o que confundan a los alumnos.

Pinocho tiene una nariz de 3 cm. Cada vez que dice una mentira la longitud de su nariz se duplica,
después de mentir nueve veces, écuanto medira su nariz?

En este problema muchos nifios se equivocan, simplemente multiplican 3x9, parece que no se
fijan en que el enunciado indica “se duplica”. Se explica la solucién, y continuamos, los nifios se
motivan cuando un compaiiero pasa a explicar la solucién.

Lo importante es que los alumnos movilicen sus recursos con enunciados no rutinarios, es
importante que lo vean como un pasatiempo, un reto interesante, no como una carga o una
obligacién. Algo que les pique su curiosidad.

El desarrollo de habilidades ocurre en forma progresiva, es decir solo la practica logra que se

mejore el desempefio. Los nifios que asistian a asesorias varios de ellos participaron durante 3
afios (de primero a tercero de secundaria) al final se vieron los progresos, seglin comentarios de su
maestra.
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El alumno puede llegar ser flexible en el uso de diversas estrategias, solo practicando
constantemente. Para lograr que el alumno posea un rango amplio y variado de procedimientos
en cada sesién se proponian enunciados diferentes

En las diferentes sesiones era ir aumentando la dificultad en la redaccion de los problemas, e
incluir variedad de enunciados, para que los chicos fueran ampliando su vocabulario pero sobre
todo las situaciones

Es importante situarse claramente en el contexto escolar, pues no es lo mismo secundaria que
bachillerato, es decir a la hora de dar sugerencias para impartir un curso particular en base a la
resolucion de problemas debemos indicar claramente el nivel, ya que no es posible dar
sugerencias generales, por ejemplo Carmen Chamorro indica que los pasos de Polya no son
adecuados para nifios de primaria. Sin embargo es necesario resolver muchos “problemas” para
gue posteriormente podamos hacer uso de la sugerencia “conoce algun problema parecido”.

Al resolver problemas los alumnos comprueban que los términos matematicos tienen sentido
porque funcionan. El fundamento a la solucién de un problema proviene de sus argumentos y no
del docente o de un libro, y sobre todo adquieren confianza y gusto por las matematicas.

El maestro necesita recurso de los cuales echar mano, no recetas pues las condiciones
cambian constantemente, un grupo nunca es igual a otro.

En el enfoque por competencias se planea buscando el desarrollo de las habilidades para
resolver problemas, el programa pasa a segundo término, por ello escogemos primero los
problemas y luego vemos que temas se puede tocar significativamente a partir de las
soluciones de los alumnos, es el punto de partida para el desarrollo de cada tema del
curso (Polya nos gand pag. 125).

e Un error comun: tradicionalmente, la enseianza de las matematicas se hace sin
referencia a lo que los alumnos ya saben, tratamos a nuestros alumnos como si
nada supiesen sobre topicos todavia no ensefados, nosotros tratamos de
averiguar lo que si pueden. No nos quejamos por lo que no saben, tratamos de
ubicarnos y aprovechar lo que si pueden hacer, tal vez con un poco de ayuda.

*  Para usar el conocimiento previo de los alumnos debemos poner actividades y problemas,
la idea es que los alumnos se involucren, y asi trabajaran sin darse cuenta, olvidando el
tedio de la clase tradicional.

* Carraher y Terezinha nos previenen de no confundir la dificultad de un problema con la
dificultad aritmética, esto lo tuvimos en cuenta principalmente al proponer problemas con
fracciones.

Garcia Madruga indica que para la resolucién de un problema el sujeto debe comprender
adecuadamente el mismo y activar, por tanto los esquemas de conocimiento pertinentes, lo que
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lleva a decir que “comprender un problema y resolverlo es practicamente los mismo”. Nosotros
estamos de acuerdo con esta observacion para problemas aritméticos y geométricos sencillos en
el nivel de 12-15 afios.
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