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Introduccion

En el espacio euclidiano de dimension finita se cumplen y son equivalentes
los siguientes enunciados. (Ver Dugundji, XVI, 2.1 y 2.2):

i) La funcién identidad de la esfera S™ no es homotépica a una constante, en
donde S™ es la esfera unitaria en R"™! con centro en el origen.

ii) No existe una retraccion continua del disco unitario V"' en S".
iii) Todo mapeo f de V™1 en V" tiene un punto fijo.

Por otra parte, en espacios de dimension infinita los enunciados anteriores no
se cumplen. Sin embargo, haciendo cambios en las hipotesis, se obtienen resulta-
dos positivos.

Por ejemplo, si K es un subconjunto cerrado, acotado y convexo en un espacio
de Banach, entonces todo mapeo no expansivo f : K — K tiene un punto fijo
aproximativo, es decir, existe una sucesion {z,} tal que || f(z,) — z, ||— 0.
(Ver Benjamini, Lindenstrauss, proposicion 3.6 1)). Para espacios més generales,
el resultado anterior se puede extender a una clase de espacios métricos que
incluye al hiperespacio H(R"™) de subconjuntos compactos no vacios de R™.(Ver
Ramiro-Fernandez).

En cuanto a los enunciados equivalentes a los puntos i) y ii) anteriores, en
espacios de Banach de dimension infinita se sabe que:

a) Existe una retraccion Lipschitz de la bola unitaria sobre la esfera unitaria.
b) La esfera unitaria es Lipschitz contraible. (Ver Benjamini, Lindenstrauss,
corolario 3.5).

Los resultados principales de este trabajo son los siguientes:

1. Se define el concepto de espacio métrico con la propiedad de la desigualdad
convexa acotada.
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2. Se demuestra que si X es un subconjunto convexo y acotado de un espacio
de Banach, entonces X es un espacio métrico con la propiedad de la desigualdad
convexa acotada.

3. Se prueba que si P es un subconjunto de R"™ compacto y convexo, en-
tonces el espacio de fractales H(P) es un espacio métrico con la propiedad de la
desigualdad convexa acotada.

4. Se demuestra también que todo espacio métrico con la propiedad de la
desigualdad convexa acotada es Lipschitz contraible.

5. Se prueba el siguiente resultado para espacios con la propiedad de la de-
sigualdad acotada: Si existe una retraccion Lipschitz de una bola unitaria sobre su
esfera unitaria correspondiente, entonces la esfera unitaria es Lipschitz contraible.
Este teorema extiende el resultado correspondiente para espacios de Banach y
nos brinda una nueva perspectiva para estudiar los espacios de fractales H(P).

En el primer capitulo revisamos definiciones referentes a los Espacios métricos
como la Compacidad, la Convexidad y la Contractibilidad, mismos que serviran
como preliminares para la exposicion de los capitulos posteriores. En el segundo
capitulo se repasa el Teorema del Punto Fijo segtin Brouwer, Schauder y Banach.
El espacio de fractales y sus propiedades son tratados en el tercer capitulo. Final-
mente en el capitulo cuarto desarrollamos las aplicaciones a los espacios métricos
que tienen la propiedad de la desigualdad convexa acotada y se prueban los
resultados 1-5 mencionados anteriormente.




Capitulo 1

Espacios métricos.

En este capitulo se repasan los resultados referentes a los espacios métricos, es
preciso acudir a los métodos generales de la Topologia en los espacios métricos. Un
espacio métrico es un tipo particular de espacio topolégico donde una distancia
entre puntos esta definida, corresponde al caso muy comiin en que se dispone de
una nociéon de distancia sobre el espacio. Revisaremos también el concepto de
sucesion de Cauchy que depende de la definiciéon de distancia, de igual manera se
trabajara con las principales definiciones referentes a los espacios métricos que
serviran como base para la introducciéon de nuevas definiciones en el desarrollo
de la presente tesis.

Definicién 1.1. Un espacio métrico es un conjunto X, no vacio, de objetos (que
llamaremos puntos) dotado de una funcién d definida sobre el conjunto X x X
en R(que llamaremos la métrica del espacio) que satisface las cuatro propiedades
siguientes, cualesquiera que sean los puntos z,y,z de X :

1) d(z,z) =0

2)d(x,y) >0siz#y

3) d(z,y) = d(y,x)

4) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y)

Definicién 1.2. Sea S un subconjunto de un espacio métrico (X,d). S es un
conjunto abierto si para todo x € S existe un € > 0 tal que: B(z,e) = {y € X :
d(z,y) <e} CS.

Definicién 1.3. Sea S un subconjunto de un espacio métrico (X,d). S es
acotado si para todo punto ¢ € X y cualquier nimero R > 0 tenemos que
d(a,z) < R para cualquier = en S.



CAPITULO 1. ESPACIOS METRICOS.
1.1. FUNCION DE LIPSCHITZ

Definiciéon 1.4. S es un subconjunto convero de R™ , si para cualesquiera a y
ben S, se cumple que {ta+ (1 —t)b:t € [0,1]} C S.

1.1. Funcién de Lipschitz

Definiciéon 1.5. Una funcién f: X — Y, donde X, Y son espacios métricos, es
una funcion de Lipschitz si existe una constante k& > 0 tal que d(f(x), f(y)) <
kd(x,y) para cualesquiera x,y en X. En este caso, la més pequena de las con-
stantes k es llamada la constante de Lipschitz de la funciéon y la denotaremos
como C'y.

Definicion 1.6. Una funcién de Lipschitz con la constante k en el intervalo
[0, 1] es una funcion no expansiva.

Definicion 1.7. Una funcion de Lipschitz con la constante k en el intervalo [0, 1)
es una funcion contractiva.

1.2. Desigualdad Convexa

Definicién 1.8. Un espacio métrico se dice que es métricamente convezo, si para
cualesquiera sean xg,xr; € X y para cada 0 < t < 1, existe un punto x; € X, tal
que d(xo,x;) = td(xo, x1) y d(z1,2¢) = (1 — t)d(x0, 21).

Definiciéon 1.9. Sean (X, d) un espacio métrico y Fy la funcion definida sobre el
conjunto X x X x [0, 1] en X que se denota como, Fy(xg,x1,t) = tro+(1—t)x; .
Diremos que (X, d) es un espacio métrico con la propiedad de la desigualdad
convexa Si:

d<Fd('r07 xy, t)7 Fd(?/m Y1, t)) S td(x(]?y()) + (1 - t)d(xlﬂ yl) (11>
para todo (xo, z1,t), (Yo, y1,t) en X x X x [0,1].

Fy(zg,21,0) = a1, Fy(xo, 21, 1) = 20, Fy(x0, 20, ) = 20 (1.2)
para todo (zo,z1) en X y t en [0, 1].
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CAPITULO 1. ESPACIOS METRICOS.
1.2. DESIGUALDAD CONVEXA

Proposicion 1.10. Sea (X,d) un espacio métrico con la propiedad de la de-
sigualdad convexa. Entonces (X, d) es métricamente convexo.

Queremos mostrar que para cualesquiera z,y € X 'y t € (0,1), existe
wy € X de tal forma que:

d(x,w;) = td(z,y)
y

d(y, wy) = (1 = t)d(z,y)

Demostracion. Sean z,y € X y t € (0,1). Tomemos a w; = (1 — t)z + ty.
Como:

se sigue que:

d(x,w;) < td(x,y) (1.3)
Por otra parte tenemos que:
d(z,y) < d(z,w) + d(wy,y)
y

d(we,y) = d((1 —t)z +ty, (1 — )y + ty) < (1 —t)d(z,y).

Por lo tanto:
d(we,y) < (1 —t)d(z,y) (1.4)

Por (1.4), tenemos que:
d(z,y) < d(z, w) + d(wy, y) < d(z, w) + (1 = t)d(z, y)

Luego:

d(z,y) < d(x,w;) + d(z,y) — td(z,y)

y

11



CAPITULO 1. ESPACIOS METRICOS.
1.3. COMPACIDAD

td(z,y) < d(x,w;) (1.5)
Por (1.3) y (1.5), tenemos que:

d(x,w;) = td(x,y).

Por otra parte,
d(ya x) < d(y7 wt) + d<wt> ':C) < d<y7 wt) + td(l‘, y)

Por lo tanto:
(1 =t)d(z,y) < d(y,w) (1.6)
Por (1.4) y (1.6), tenemos finalmente que

d(y, wy) = (1 = t)d(z,y).

1.3. Compacidad

Definicion 1.11. Una sucesion {z,}°°, de puntos de un espacio métrico (X, d)
se dice que converge a un punto x € X , si para cualquier nimero € > 0, existe
un entero N > 0 tal que d(x,,y) < ¢ para todo n > N.

Definicién 1.12. Sea S un subconjunto de un espacio métrico (X,d). S es
compacto si, toda sucesion infinita {z,}5°, en S contiene una subsucesion la
cual tiene un limite en S.

1.4. Espacios Normados

En matematicas un espacio vectorial se dice que es normado si en él se puede
definir una norma vectorial. Podemos senalar los siguientes hechos que ayudan a
comprender la importancia del concepto de espacio normado:

= En un espacio euclideo, la norma coincide precisamente con la longitud del
vector.

= Todo espacio vectorial normado es un espacio métrico con la distancia
inducida por la norma.

12



CAPITULO 1. ESPACIOS METRICOS.
1.5. RETRACCIONES

= Si el espacio vectorial es ademés completo se dice que es un espacio de
Banach.

Definicion 1.13. Sea E un espacio vectorial. Una norma en E es una funciéon
v —] v | de E en R que satisface los siguientes axiomas:

» Tenemos que | v [> 0y | v |=0siy solosi, v=0.
» Sia e Rywv e E, entonces |av | = |a]||v].

» Para todo v,w € F tenemos que |v+w |<|v |+ |w |.

Definicién 1.14. Un espacio vectorial junto con una norma se llama espacio
vectorial normado.

Definicion 1.15. Una sucesion {x,}2°, en un espacio vectorial normado se
llama sucesion de Cauchy si, dado €, existe un entero positivo N tal que, para
todo n,m > N, tenemos:

| T — Ty |< €

Definiciéon 1.16. Un espacio vectorial normado en el que toda sucesion de
Cauchy {x,} tiene limite, se llama completo o también espacio de Banach.

1.5. Retracciones

Definiciéon 1.17. Un subconjunto A de un espacio métrico (X, d) es un retracto
de X siy solo si existe una funciéon continua r : X — A tal que r(a) = a, para
todo a en A.

(En este caso la funcion identidad en A se dice que tiene una extension con-
tinua r, la cual es llamada funcién retraccion)

Definicion 1.18. Sea X un espacio métrico y sea S un subconjunto de X.
Una funcién de Lipschitz » : X — S es llamada retraccion de Lipschitz si su
restriccion a S es la funcion identidad de S.

13



CAPITULO 1. ESPACIOS METRICOS.
1.6. ESPACIO CONTRAIBLE

1.6. Espacio Contraible

Definicién 1.19. Sean X, Y dos espacios, e I el intervalo unitario {t : 0 < ¢ <
1}. Dos mapeos f,g : X — Y son llamados homotdpicos (f ~ g) si existe una
funcion continua ® : X x I — Y tal que ®(x,0) = f(z) y P(x,1) = g(z) para
todo z € X. A la funcion ® se le llama homotopia de f en g.

Definicion 1.20. Un espacio topologico X es contraible, si existen una funciéon
continua H : X x [0,1] — X y un punto 7 € X; tal que para todo =z € X,
tenemos que:

» H(z,0) ==z
» H(z,1) =7.

En este caso decimos que Id, es homotdpica a una constante,es decir, podemos
deformar de manera continua el espacio X al punto = € X, sin salirnos del espacio
X.

Definicién 1.21. Diremos que un espacio topolégico X es Lipschitz con-
traible, si se cumplen las condiciones de la definicion anterior para una funciéon
H de Lipschitz, se considera a X x [0, 1] como espacio métrico con la métrica:
d((z,t), (', 1) =dx(z, 2"+ |t =t |

14



Capitulo 2
Teoremas de punto fijo

En analisis matematico y en topologia el teorema del punto fijo de Banach
(también llamado teorema de la aplicacion contractiva) y el teorema de punto
fijo de Brouwer son herramientas muy importantes para demostrar la existencia
de soluciones de numerosos problemas matematicos. El teorema de Banch garan-
tiza la existencia y unicidad de puntos fijos de ciertas funciones definidas sobre
espacios métricos y proporciona un método para encontrarlos. Debe su nom-
bre a Stefan Banach (1892-1945), quien fue el primero en enunciarlo en 1922.
Revisaremos estos teoremas y algunos resultados relacionados.

Definicion 2.1. Un punto fijo de una funcion f : X — X es un punto z € X
con la propiedad de que f(x) = z.

Definiciéon 2.2. Sea (X, d) un espacio métrico. Una funcion f : X — X tiene
un punto fijo aproximativo si existe una sucesion {x,} en el espacio (X,d) con
la propiedad de que d(f(z,),z,) — 0 cuando n — oo.

En los espacios euclidianos de dimensién finita encontramos el siguiente teo-
rema:

Teorema 2.3. [Brouwer, 1912]. Sea K un subconjunto convexo compacto no
vacio de R"™. Entonces todo mapeo continuo de K en si mismo tiene un punto
fijo.

El siguiente teorema es valido para espacios de dimensién infinita:

15



CAPITULO 2. TEOREMAS DE PUNTO FIJO
2.1. PUNTO FIJO EN ESPACIOS DE DIMENSION FINITA E INFINITA

Teorema 2.4. [Banach, 1922]. Sea X un espacio métrico completo y supongamos
que f : X — X es una funcién de Lipschitz cuya constante de Lipschitz es
estrictamente menor que 1. Luego f tiene un tnico punto fijo.

Otro importante teorema del punto fijo es:

Teorema 2.5. [Schauder, 1930]. Sea E un espacio normado, A C E convexo y
no vacio, y C' C A compacto. Luego toda funciéon continua 7' : A — C tiene al
menos un punto fijo.

2.1. Punto Fijo en Espacios de Dimension finita
e Infinita

A continuacién revisaremos varios teoremas de punto fijo en dimension finita
e infinita y daremos algunas demostraciones.

Para S" = {7 ¢ R"* || @ ||= 1} y V" = {7 € R™™ || 7 ||< 1} se
cumple:
Proposicion 2.6. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. La funcién Id : S™ — S™ no es homotopica a una constante.

2. No existe r : V"1 — S retraccion continua.

3. Todo mapeo f: V" — V™*l tiene un punto fijo.

Demostracion.

1. = 2. Supongamos que existe r : V"1 — S” retraccién continua. Esto es,
r es continua y r(x) = x para cualquier x € S™. Sea :

H:8"x[0,1] — S"
definida como:
H(z,t) = r(tz)

H esta bien definida porque ¢t € [0,1] y = € S™, por tanto tz € V"™ y
r(tx) € S™.Luego:




CAPITULO 2. TEOREMAS DE PUNTO FIJO
2.1. PUNTO FIJO EN ESPACIOS DE DIMENSION FINITA E INFINITA

Por lo tanto: Id ~ c.

2. = 3. Supongamos que existe f : V" — V"l gin punto fijo.
Sea F : V"1 — S™ tal que F(x) = el punto de S™ que esta en el rayo dirigido

% . . .
xf(x). F(x) es continua y es retraccion. Esto contradice a 2.

3. = 1. Si Id € S™ es homotopica a una constante, se puede extender a
|74and

F.ymt - gn

Entonces la funcion:

Gyt yntt

r+— —F(x)

no tiene puntos fijos.

Es decir, G(x) # x, para cualquier x € V"*1: Si 2 ¢ S", como —F(z) € S",
entonces © # —F(x) = G(x). Si x € S™, entonces G(z) = —F(x) = —z. Y como
r# —x, G(x) #x

Las demostraciones de los teoremas 2.7 y 2.8 se pueden hallar en la referencia
bibliografica [3] Y. Benjamini y J. Lindenstrauss, p.62.

Teorema 2.7. Sea K un subconjunto cerrado, convexo no compacto de un
espacio de Banach. Entonces existe una funciéon continua de K en si mismo sin
puntos fijos.

Teorema 2.8. Sea K subconjunto convexo cerrado, no compacto de un espacio
de Banach. Entonces existe una funciéon Lipschitz f : K — K sin puntos fijos

aproximativos; es decir, existe un 0 > 0 tal que: || f(x) — z ||> 0; para cualquier
r e K.

17



CAPITULO 2. TEOREMAS DE PUNTO FIJO
2.1. PUNTO FIJO EN ESPACIOS DE DIMENSION FINITA E INFINITA

Notacién. Dado un espacio normado £, denotamos como B(F) la bola uni-
taria centrada en el origen y S(FE) la esfera unitaria con centro también en el
origen.Si a > 0; aB(E) y aS(FE) seran las bolas y esfera, respectivamente de
radio « centradas en el origen.

Lema 2.9. Sea £ un espacio de Banach. Entonces todo mapeo de Lipschitz f :
B(E) — B(FE) sin puntos fijos aproximativos, tiene una extension f : 2B(E) —
B(FE) sin puntos fijos aproximativos.

Demostracién. Definimos

@A)+ el - Dy si1< faf <2
fla) { 7o) si o] < 1

Mostremos que f(z) es Lipschitz. Sean z,y € 2B(E), tenemos los siguientes
Casos:

Casol. Si ||z|, [Jy|]| < 1, entonces:
1f (@) = FW)ll = /(@) = F@)ll < Crllz =yl
Caso2. Si |ly|]] <1 < ||z||, entonces:

fl@) =2~ [])f (II II) + (=l = )II l
fy) = fly) = @ = [lzDf ) + (=l = 1) f(y)

Por lo tanto:

1) = F)ll = H<2 e — £ + (el - DG

L
<20, HW - yH (e - 1)

~ ) Hf f(y)H (el - 1)

18



CAPITULO 2. TEOREMAS DE PUNTO FIJO
2.1. PUNTO FIJO EN ESPACIOS DE DIMENSION FINITA E INFINITA

T HCf [l = llzllyll + 2(=l = llylD

< 2Cy [l = llzllyll + 2(ll= [l = llw])

< 2C¢|lx = yll + (T = [[=[Dyll + 2[l= =y

< 2C¢([lz = yll + lylI(t = ll=[))) + 2]z = yll
< 2C[lz = yll + 2C ([l = [lyl}) + 2]z — yll
< 2C¢[lx = yll +2C¢([lz = yl)) + 2ljz — vl
= (40 +2)[|z =yl

Caso3. Si ||z||, |ly]| > 1, entonces:

17@) = F@)l = 1@ — lall)/ <|| ”> (el - D75
vy

_ Yo YT

= IRy ||> Fp @ =9+ Gy~
+||y||f(” 0= lelf(ﬁ)ll-

Y

<2 i - ) .
+ [l —yll (2.2)

vy v
Hi uxu‘ (23)
O e R it H)H (2.0

19



CAPITULO 2. TEOREMAS DE PUNTO FIJO
2.1. PUNTO FIJO EN ESPACIOS DE DIMENSION FINITA E INFINITA

Observemos que en (2.3):

IIyHII I
< lllzlly = llyll«|
= [Illly = [lllz) + (lzllz) =yl
< llzlllly — 2l + [I(ll=ll = [lyl]
< llzlllly = 2l + [ll<ll = llylll 1]
< llzlllly = 2l + [l =yl

lzlly — |lyllz
||y|||!x||

||y|| IIII

I lly = llyll|

= 2||z||[|z — y]|
<Az -yl
Por lo tanto
Yy T
= || < 4llz =yl
H [yl Il ’

Observemos que en (2.1):

2| =) <2 |~ 7l
Hf(nxu) Tl =2 Tl ~ T
< 80|z — ]

Por lo tanto

2| (=) — iH 8C |z —

|75 - 12| < st -
Observemos que en (2.4):

X

HHny L = el H HHny L Hny(m)H

ot = et ()|

<l | % = 2l ot = o 2|

< 8Clly — xll + lly — =]
= (8Cr + Dz -yl

20



CAPITULO 2. TEOREMAS DE PUNTO FIJO
2.1. PUNTO FIJO EN ESPACIOS DE DIMENSION FINITA E INFINITA

Por lo tanto:

st = el

L )| < s+ vl -

]

Por tultimo, asociando lo obtenido en (2.1), (2.2), (2.3) y (2.4) tenemos que:

1f(z) = fw)ll < (16C; + 6)[|l= — y]|

Caso4. Si||z|]| <1 <y, se procede andlogamente al Caso2.

Resta probar que fno tiene puntos fijos aproximativos. B
Supongamos que existe un punto fijo aproximativo {z,} de f, luego:

d(f(zn),zn)) — 0 cuando n — oo,

pero sabemos de la parte anterior que f es una funcién de Lipschitz, lo cual
implica que:

0 < d(f(f(wn)), f(zn))

Por lo tanto

d(f(f(@a)), f(2a)) = 0
Pero f(xn) estd en B(F), lo cual implica que

F(f(@n)) = f(f(2n))

Luego

d(f(f(wn)), f(xn)) =0

Por lo tanto {f(z,)} es punto fijo aproximativo de f, lo cual es una con-
tradiccion.

Teorema 2.10. Sea E un espacio de Banach de dimensiéon infinita, entonces
existe una retraccion Lipschitz de la bola unitaria B(E) de E sobre la esfera
unitaria S(E).
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2.1. PUNTO FIJO EN ESPACIOS DE DIMENSION FINITA E INFINITA

Demostraciéon. Por el Teorema 2.8, existe un mapeo de Lipschitz f :

B(E) — B(F) sin puntos fijos aproximativos y por el Lema 2.9, existe una
extension f de f tal que:

f: 2B(E) — B(E), fes Lipschitz,

fno tiene puntos fijos aproximativos y festé dada por:

ﬂ@=%?%MWﬂE}H%WM—D si 1< lzf] <2.

i
BN

Observemos que si ||z =2, f(z) = 7. Como f no tiene puntos fijos aproxi-
mativos, entonces:

0 =1Inf{|f(x) —z|:z€2B(E)} >0
puesto que 0 = 0 implica que para toda n € N, existe x, gQB(E), tal que

| f(zy) — 2 |< £ y {2} serfa un punto fijo aproximativo de f.

Sea r: 2B(F) — 2S5(F), definida como

_ x4+ 3(x— f(x))/o

[z +3(x — () /]

Probemos que 7 es una retracciéon Lipschitz, pero antes verifiquemos:
i) r esta bien definida, basta probar que:

[l +3(z — f(x))/d]l # 0.

Se cumple:
§ < Hx — f(m)H para cualquier x € 2B(E)

Lo cual implica que:

1< o = Fla)]| /5
3<3||e — fl)|| /6 = ||z + 36w — F(@)/9) —
< ||+ 8@ = Fla)/a)|| + Iz

Por lo tanto

1=3-2<3 ] < ||r + 30z~ F)/0)]
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Podemos concluir que:

1§Hx+ax—ﬂ@V®H

ii) 7 es un mapeo Lipschitz:

d(r(z),r(z")) = |Ir(x) = (2]l

d(r (@), r(@)) = 2 || S 3@ =L@/ o+ 3’ = J@)/9)
o+ 3= F@)/8)] o+ 3 — Fa)/o)|

| )

S e < 2| EEBE TS s FE)
T3 =@ e+ 3@ - F@se|

o s =T s T |
|o 43— F@/o)| ||+ 36 = T/

En (2.5) tenemos que:

z+3(x — f(2)/0) 2’ +3(« = f(a))/))
|e+3@=F@y/o)| ||z + 36 - Fan/)|
o 2 / § Nx/ N ~37
s o) 2~ Flo)
2

< =
|+ 36 = Fwn/a)|

2

(x—x’)+§(x—:r)+

3 3
o=+ 3 e = ') + 35 o = 21

3 3
<2 |le= I+ F o= o+ 30500 - |

3 3
=214+ =+ =C3) ||l — 2.
( +6+5Cf)|\3: ||
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2.1. PUNTO FIJO EN ESPACIOS DE DIMENSION FINITA E INFINITA

En (2.6) tenemos que:

2

Hx+ax—ﬂmv®H

v+ 3 — f(21))/9)
1 1
|e+3@=F@nso)| ||+ 36 - Fw)/e)]

$ +3(x’—f(fl?l))/5 ‘— Hx+3(m—ﬂ9ﬁ))/5)m

o3~ Fa)8) f+3@'.ﬂf»mw'

=2

2+ 3z’ — mH

~—

3 3|~
< 2(|l2l| + 5 /) + 5 || 7))

[+ 36 = Fapso)| o + 36 ~ Fanya)]
7'+ 3(a' = ()/6) ~ [+ 3(x — F(2))/6)]

9 3 3
<202+ H)llle =2l + 5 llo = 2’| + 5CF [l — 2’|

§2@+§®»

B 9 3 -
=22+ D1+ 2+ 5C7) o — ']

J

De las estimaciones anteriores (2.5) y (2.6) obtenemos:

dlr(a), (@) <20+ 3+ 307 o — @+ 20+ 3+ 5072 + ) o — ']

Por lo tanto:

3

Ar(x), (@) < 61+ % + SCH(1 + (')
iii) r es una retraccion: Si ||z|| = 2, entonces f(z) = sy
mw:2x+ax—gwya
[+ 3(z = f(2))/4]]
_o r+358 2x(l4 ) :2_1-:96

o+ 311 el (455 2
Por lo tanto r(x) = = y r es retraccion.

iv) Sea r: B(E) — S(FE) definida por:
m(x) = 2r(2x).
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7 esta bien definida:
Si z € B(FE), entonces 2z € 2B(FE).

7o)l = |

)

Por lo tanto 7(z) € S(FE).

7 es Lipschitz:
N 1 1,
(7 (@).7 (+) = | sri2e) - Lr2s)

)

1
< =C, |22 — 24| = §CT2d(x, z')

N | —

Por lo tanto
d(7 (z),7 (2") < Crd(x, ).

7 es una retraccion:

Si [|z]] = 1, entonces ||2z|| = 2 ||z|| = 2 * 1 = 2, lo cual implica que:
20 € 25(F)
r(2z) = 2x

N 1 1
r(z) = 57"(2.7:) = 5% 2z = .

Corolario 2.11. Sea E un espacio de Banach de dimensién infinita, entonces la
esfera unitaria S(FE) es Lipschitz contraible.

Demostracién. Por el teorema anterior, existe una retraccion Lipschitz r :

B(E) — S(E). Sea zy € S(E), definimos h : S(F) x I — S(FE) como:

h(z,t) = r(tro+ (1 — t)z).

i) h es una homotopia de I ds(p) a un mapeo constante z.

ho(z) = h(z,0) = r(z) = x = Id(zx),

ho - IdS(E)
h(z,1) = r(xg) = xo,
h1 = 29
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Por lo tanto:
IdS(E) >~ Xp.

ii)h es un mapeo Lipschitz:

1h(z,t) — h(z', )| = [Ir(tzo + (1 — t)z),r(t'zo + (1 — ')2")||
< Cr[[(tzo + (1 = t)z) — (t'ao + (1 — t')a")|
=C, ||(t —txo + (x —2') + (2" —tx)||
< Cullt = | |wol| + ||z — 2'|| + ||t'2" — t'x + t'x — tz|]
< Crllmo|l |t =]+ Cpflz — 2| + ¢ |z — 2| + ||| |t — ¢
<Clt=t|+Cllz—2| + ||z — 2| + |t =¥
= (Cr + D)t =t + ||z — 2'[])

Por lo tanto:
ds(e)(h(z,1), h(2', 1)) < (Cr + Dds)xs((z,1), (¢, 1))
donde las distancias son:
ds(p)(z,2") = |z — 2|,

dS(E)XI((xat)a (l‘l,t,)) - ‘t - tl‘ + ”.1' — I'IH .
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Capitulo 3
Espacio de fractales

Un fractal es un objeto semigeométrico cuya estructura bésica, fragmenta-
da o irregular, se repite a diferentes escalas. El término fue propuesto por el
matematico Benoit Mandelbrot en 1975 y deriva del Latin fractus, que significa
quebrado o fracturado. Muchas estructuras naturales son de tipo fractal.

Entre los fractales podemos encontrar por ejemplo curvas que llenan todo
el plano. En este caso, la dimension topologica de la curva, que es uno, no nos
informa sobre la forma en que esta ocupa el espacio ambiente. De modo general,
podriamos preguntarnos si el conjunto ocupa el espacio métrico que lo contiene en
forma densa. En este capitulo, estudiaremos la definicion del espacio de fractales,
su completitud asi como también otras propiedades relacionadas con éste y para
el desarrollo de nuevos resultados en el capitulo posterior.

Definicion 3.1. Sea (X,d) un espacio métrico completo. Entonces H(X) denota
el espacio cuyos elementos son los subconjuntos no vacios y compactos de X.

Definiciéon 3.2. Sean (X,d) un espacio métrico completo, z € X y B € H(X).
La distancia del punto x al conjunto B la definimos como d(z, B) = min{d(z,y) :
y € B}.

Definicién 3.3. Sea (X,d) un espacio métrico completo y sean A, B € H(X).
La distancia del conjunto A al conjunto B la definimos como d(A, B) =
max{d(z,B) : x € A}.

Definicién 3.4. Sea (X,d) un espacio métrico completo. Entonces la distancia
de Hausdorff entre los puntos Ay B en H(X) se define como el méximo de las
distancias d(A, B) y d(B, A):
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CAPITULO 3. ESPACIO DE FRACTALES

h(A, B) = d(A, B) v d(B, A).

Nos referimos a (H(X),h) como el espacio de fractales con h la métrica
de Hausdorff, deseamos caracterizar sucesiones convergentes en H(X). La de-
mostracion del lema 3.6 se encuentra en la referencia 2] M. Barnsley.

Definicion 3.5. Sea S C X y sea I' > 0,al conjunto:
S+T'={ye X :d(z,y) <T para algin x € S}.

se le llama la dilatacion de S por una bola de radio T.

Lema 3.6. Sean A, B € H(X), donde (X,d) es un espacio métrico. Sea € > 0.
Entonces se cumple:

h(A,B)<e<=ACB+e¢ N BCA+e
El siguiente teorema nos dice que si X es completo, entonces H(X) es completo.

Teorema 3.7. Sea (X,d) un espacio métrico completo. Entonces (H(X),h) es
un espacio métrico completo. Mas aun, si {4, € H(X)}>2, es una sucesion de
Cauchy, entonces

A = limy_oA, € H(X)

puede ser caracterizado como sigue:
A = {x € X | existe una sucesion de Cauchy {z, € A,} que converge a z}.
La demostracion del teorema 3.7 se encuentra en la referencia [2] M. Barnsley
y consta de los siguientes pasos:
1)A# o

2)A es cerrado y por tanto completo, pues X es completo;

4) A estéa totalmente acotado y por tanto, por 2), es compacto;

)
)
3) Para e > 0, existe N tal quesin > N, A C A, +¢;
)
5) lim,, .., A, = A.
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Capitulo 4
Desigualdad convexa acotada

En este capitulo hacemos uso de todo lo revisado anteriormente para desar-
rollar la parte original concerniente al presente trabajo, veamos que sucede con
espacios mas generales.

Recordemos que en los espacios de dimension finita son equivalentes:

1) La funcion I; : S™ — S™ no es homotopica a una constante. (Teorema de
Brower).

2) No existe r : V" — S™ retraccion continua.

3) Todo mapeo f : V™ — V"Hl tiene un punto fijo (Teorema de punto fijo
de Brower),

donde V" = {7 e R™ || 7 [ 1} vy St ={7 cR"*" | 7T |=1}

Y para los espacios de dimension infinita, tenemos que:

1) Si K es un subconjunto no compacto, cerrado y convexo de un espacio de
Banach, entonces existe f : K — K Lipschitz sin puntos fijos.

2) Existe r : B(E) — S(F) retraccion Lipschitz.

3) S(E) es Lipschitz contraible, donde B(E) = {7 € F ;| 7 [|< 1} ¥y
S(E)y={7 e E:|| 7 |=1}

En el Capitulo 1 se mencionaron los espacios métricos con la propiedad
de la desigualdad convexa, a continuacion agregaremos una condicién adicional
para definir a un tipo de espacios métricos més generales, a los cuales llamaremos
espacios métricos con la propiedad de la desigualdad convexa acotada.

Definicién 4.1. Un espacio métrico (X,d) tiene la propiedad de la de-
sigualdad convexra acotada, si existe una funcion F; que va de X X
X x [0,1] en X y se denota Fy(z,y,t) = txr + (1 — t)y con las condi-
ciones:
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L. d(Fd(xv Y, t)a Fd(l’/, yla t)) S td(l’, 'I/) + (1 - t)d(y> y/)
2. Fy(x,y,0) =y, Fy(x,y,1) = x, Fy(x, x,t) = z, para cualquiera sea t € [0, 1]

3. Existe k > 0 tal que d(Fy(z,y,t), Fy(z,y,s)) <|t —s| k.

Lema 4.2. Si X es un subconjunto convexo y acotado de un espacio de Banach,
entonces X es un espacio métrico con la propiedad de la desigualdad convexa
acotada, donde d(z,y) =|| x —y || , v Fa(xo, z1,t) = txg + (1 — t)z1.

Demostracion: Veamos que se cumplen las tres condiciones de la definicion
previa al lema.

(1)

d(Fy(zo, x1,t), Fa(yo,y1,t)) = d(txe + (1 — t)z1,tyo + (1 — t)y1)
= |[tzo + (1 — t)x1 — tyo — (1 — t)y1||
= [lt(zo — yo) + (1 = t)(z1 — w1
< tljxo — yoll + (1 = )||z1 — w1l
< td(xog —yo) + (1 — t)d(x1, 1)

Por lo tanto:

d(Fa(zo, z1,t), Falyo, y1,t) < td(xo, yo) + (1 — t)d(z1,y1)

(2)

Fy(z0,71,0) = 0% 20 + (1 — 0)zy

=T1.

Fd((L’Q,.Tl, 1) =1 To + (1 — 1)(1]1

:xo
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Fd(Io, Io,t) = tl’o + (1 — t).l‘o

= Xop.

para cualesquiera xg,z; en X y ¢ en el intervalo [0, 1].

(3)
dtr + (1 =t)y,se+ (L =s)y) =[ly+tlz—y) = (y+s(z —y)) |
= t=s)(@—y) |
=lt—slllz—yl
Como X es acotado, existe k tal que : | w ||< k, para w € X, por tanto,

[t=s[(le—yl)<|t—s]|k

Lema 4.3. Sea P un subconjunto compacto y convexo de R"™, y sean
Ay, By, Ay, By elementos de H(P). Entonces se cumple:

h(tA; + (1 —t)By,tAs + (1 —t)By ) < th(Ay, As) + (1 — t)h(By, By)
para todo t € [0, 1],donde h es la métrica de Hausdorff.

Demostracién. Por definicidn:

d(tA; + (1 —t)By,tAs + (1 —t)By ) =
max{min{d(ta; + (1 — t)by,tas + (1 —t)bg : ag € Ag,bo € By } 1 a3 € Ay,b; € By} =

max{min{|[t(a; — az) + (1 —t)(by — ba)|| : ag € Ag,bo € By } 1 a3 € Ay,b; € By}

Fijemos a; € Ay, b; € By. Tenemos que para cualesquiera a € Ay y b € By :

mz’n{”t(al — ag) + (1 — t)(bl — bg)” tag € Ag,bg € By }
< [[t(ar —a) + (1 = £)(by — D)
< td(ar, a) + (1 — £)d(by, b).
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Luego,

—(1 — t)d(bl,b) + min{“t(al — (Ig) + (1 — t)(bl — bQ)H Qg € Ag,bg € By }
< td(ay,a)

para cualquier a € A,.

De tal forma que:

— (L —=1t)d(by,b) + min{||t(a1 — az) + (L —t)(by — ba)|| : az € As,bs € By }
< min{td(ay,a) : a € Ay}

=t min{d(ay,a) : a € Ay}

=t d(a,Ay)

Por lo tanto:

—td(al,AQ) + min{||t(a1 — CLQ) + (1 — t)(bl — bg)” Qg € Az,bg c B2 }
< (1= t)d(by, )

para cualquier b € B,

Luego,

— td(al,AQ) + min{||t(a1 — &2) + (1 — t)(bl — bg)” T € Ag,bg < B2 }
< min{(1 —t)d(b;,b) : b€ By }
= (1 —t)d(by, Ba).

Por lo tanto:

min{|[t(a; —az) + (1 —t)(by — bo)|| 1 az € As, by € By }
< td(ay, As) + (1 — t)d(by, Bo)
<t max{d(ai, As) : a1 € A1 }+
(1 —t)ymaz{d(by, By ) : by € B1}
=td(Ay, As) + (1 —t)d(By, By)
< th(A1, As) + (1 — )h(By, Bs)
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Luego,
mz’n{”t(al - CLQ) + (1 - t)(bl — bg)H tag € AQ,bQ c B2 }
< th(A,Ay) + (1 —t)h(By, By)
para cualesquiera a; € Ay,b; € By

Por tanto:

d(tA; + (1 —t)By,tAs + (1 —t)By)
= max{min{|[t(a; — az) + (1 —t)(by — b2)|| : a2 € Ag, by € By } : a1 € Ay,b; € By}
< th(Ay, Ay) + (1 —t)h(By, By)

Asi:

d(tA;+ (1 —t)B1,tAy+ (1 — t)By ) < th(A;, Ag) + (1 — t)h(By, By)
De manera analoga:

d(tAs + (1 —)Ba,tA, + (1 —)By ) < th(Ay, As) + (1 — )h(By, By)

Finalmente:

h(tA, + (1 —t)By,tAy + (1 — 1) By )
= d(tAy + (1 — t)By, tAy + (1 — £)By ) V d(tAs + (1 — ) By, tA; + (1 — )By)
< th(Ay, A3) + (1 — t)h(By, By)

como se deseaba mostrar.
Lema 4.4. Si P es un subconjunto compacto y convexo de R", entonces H(P)

es un espacio métrico con la propiedad de la desigualdad convexa acotada, donde
d = h es la métrica de Hausdorff y F}, (Ao, A1,t) = tAg+ (1 —1)A;.

Demostracion. Veamos que se cumplen las tres condiciones de la definicion
de propiedad de la desigualdad convexa acotada.
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(1) Por el Lema anterior, tenemos que:

< th(Ag, A1) + (1 — t)h(By, By).

para todo t en el intervalo [0, 1]

(2)

Fh(Ao,Al,O) = O*AO -+ (1 — O)A1
= {O*CLO—I—(l —0)&1 cag € Ag, aq eAl}
:{a1:a1€A1}2A1

Fh(Ao,Al,].) =1 *A0+ (1 — ].)Al
:{1*a0—|—(1—1)a1 . Qo EAo,&l EAl}
:{aoiaoEAo}:Ao

Fu(Ag, Ag, t) =tAg + (1 —t)Ag
= {tag+ (1 —t)ag : ap € Ao}
:{aoiaoer}:Ao

(3) Por demostrar que: Existe k > 0 tal que:

h(tAO + (]_ — t)Al,SA() + (1 — S)A1) §| t—s | k.

Sea k una cota para d(z,y) =|| x — y || en P. Ahora tenemos que:

d(tag + (1 —t)ay, sap + (1 — s)ay) =|| a1 + t(ag — a1) — [a1 + s(ag — a1)] ||
=l a1 +t(ap — a1) — [a1 + s(ag — a1)] ||
=[| (t —s)(ao —a1) =]t = sl ao — ay ||
=|t—s|d(ag,a1) <|t—s|k.
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Luego :

min{d(tag + (1 — t)ay, sag + (1 — s)a}) : ag € Ag,a} € A1} <|t—s]| k.

Asi

d(tag + (1 —t)ay, sAg+ (1 —s)Ay) <|t —s | k.

para cualesquiera ag € Ag,a; € A

Por lo tanto:

max{d(tag + (1 —t)ay,sAo+ (1 —s)Ay) :ag € Ag,a1 € A1} <|t—s| k.

Por lo tanto :

Anéalogamente se prueba que:

d(sAg+ (1 — 8)Ay, tAg+ (1 — )A) <[t — s | k (4.2)

Por (4.1) y (4.2) tenemos entonces que:

h(tA() + (1 — t)Al,SAO + (]_ — S)Al §| t—s | k

Proposicion 4.5. Si (X,d) es un espacio métrico con la propiedad de la de-
sigualdad convexa acotada, entonces X es Lipschitz contraible.
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Demostracion. Fijamos 2y € X y definimos:

H: XxI—-X
(x,t) = tx + (1 —t)xo

se cumple que:

Por lo tanto,
Hy = z9

Neg
=
I
~
ISH

S

Basta probar que H es Lipschitz. Sea ¢ = maz{1, k},d esla métrica en X x [
definida por d'((z,t), (y,s)) = d(z,y)+ |t — s | .
Se cumple que:

d(H(z,t), H(2', 1) = d(tx + (1 — t)zo , t'2" + (1 = t)zo )
<d(tzx + (1 —t)xg ,tx’ + (1 —t)xg )
+d(tz' + (1 =)o, t'2" + (1 —t)ap)
<td(z,2")+ |t =t | k<dx,2)+k|t—1]
<cd(z, 2 )+e|t—t |<c(dx,2)+]t—1t])
< cd'((x,1), («', 1)),

en donde k es la constante que cumple:
d(Fa(z,y,t), Fa(z,y,8)) <[t — s | k.

Por lo anterior H es una homotopia Lipschitz entre el mapeo constante xy y

Id,.

Teorema 4.6. Si (X, d) es un espacio métrico con la propiedad de la desigualdad
convexa acotada, entonces Fy : X x X x I — X es Lipschitz.
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Demostracion:

d(Fa(x,y,1), Fa(a',y', s)) = d(te + (1 — t)y, s2’ + (1 — s)y/
< d(tz+ (1 =ty ta’ + (1 - 1)y)
+d(tx + (1 —t)y, s2' + (1 —s)y)
<td(z,2")+ (1 —t)d(y,y )+ | s—t]|k (4.3)
<d(x,x')+d(y,y") + k|s — t]
< Maz{1,k}d.((x,y,t), (2", y,s)) (4.4)

en donde d, es la métrica en X x X x [ definida por:

di((z,y,1), (2,9, 5)) = d((w,2") + d(y,y') + [t — s|.

Teorema 4.7. Sea X un espacio métrico con la propiedad de la desigualdad
convexa acotada. Si existe r : B(zg) — S(x¢) una retraccion Lipschitz, entonces
S(xg) es Lipschitz contraible. Donde B(zg) = {x € X : d(z,z9) < 1} vy
S(xg) ={x € X : d(z,z9) = 1}.

Demostracion.

Supongamos que existe r : B(xg) — S(z) una retraccion Lipschitz. Fijamos
x, € S(x9). Sea h la homotopia:

h:S(xg) x I — S(x0);
h(z,t) = r(te. + (1 —t)z)
Debemos mostrar lo siguiente:
1) h esta bien definida.

2) h es Lipschitz.
3) ho = Idg(ay) y h, = constante.

1) h esté bien definida:
d(tx, + (1 — t)z,20) = d(tx, + (1 — )z, tzg + (1 — t)x0)
< td(xy, o) + (1 — t)d(z, z0)
=tx1+(1—1)x1
=1
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Luego, tx, + (1 — t)z € B(x).

2) hy es Lipschitz porque r y Fy son Lipschitz.

3) Finalmente ho = Idg () y hy = constante
h(z,0) =r(0*z,+ (1 —=0)z) =r(z) =z
h(z,1) =r(1xz,+ (1 — 1)x) = r(z.) = z..

Por tanto, S(zg) es Lipschitz contractible.
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Capitulo 5

Conclusiones

Se obtuvieron resultados que extienden y relacionan las teorias que tratan
de los siguientes conceptos: Los Espacios métricos, Los espacios de Banach y los
Espacios de Fractales. Lo anterior se logro con los siguientes resultados principales
de esta tesis:

1. Se introdujo el concepto de espacio métrico con la propiedad de la desigual-
dad convexa acotada.

2. Se demostro que si X es un subconjunto convexo y acotado de un espacio
de Banach, entonces X es un espacio métrico con la propiedad de la desigualdad
convexa acotada.

3. Se prob6 que si P es un subconjunto de R™ compacto y convexo, entonces
el espacio de fractales H(P) es un espacio métrico con la propiedad de la de-
sigualdad convexa acotada.

4. Se demostré también que todo espacio métrico con la propiedad de la
desigualdad convexa acotada es Lipschitz contraible.

5. Se probo el siguiente resultado para espacios con la propiedad de la de-
sigualdad convexa acotada: Si existe una retraccion Lipschitz de una bola unitaria
sobre su esfera unitaria correspondiente, entonces la esfera unitaria es Lipschitz
contraible. Este teorema extiende el resultado correspondiente para espacios de
Banach y nos brinda una nueva perspectiva para estudiar los espacios de fractales
H(P).
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