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Introducción

Para un espacio completamente regular X, C(X) denotará al anillo de
funciones continuas con valores en los reales y C∗(X) denotará al anillo de
funciones acotadas en C(X). E. Čech (1937), en su art́ıculo: “On bicompact
spaces”, introduce la notación βX para la clausura de un espacio X en un
cubo de Tychonoff de tamaño apropiado. Čech usa el anillo C∗(X) para cons-
truir el espacio βX. Además, demuestra que X se encuentra C∗-encajado en
βX. Por otro lado, M. H. Stone (1937), en su art́ıculo: “Aplications of the
theory of Boolean rings to general topology”, llegaŕıa a resultados similares.
Stone introduce una topoloǵıa en el espacioM(X), de los ideales maximales
del anillo C∗(X), y demuestra que X está C∗-encajado en el espacio compac-
to M(X). Estos art́ıculos son los pioneros en la investigación de los anillos
de funciones continuas. Aunque, el primero en establecer un estudio formal
de dichas estructuras es el de I. M. Gel’fand y A. N. Kolmogorov (1939)
titulado: “On rings of continuous functions on topological spaces”.

El estudio de los anillos de funciones continuas se basó principalmente en
C∗(X). Por lo cual, E. Hewitt (1948), tomando como punto de partida los
trabajos de E. Čech y M. H. Stone, publicó su art́ıculo: “Rings of real-valued
continuous functions. I”. La intención de Hewitt era generalizar los hechos
conocidos para C∗(X) a C(X). El primer paso era demostrar que existen
espacios que tienen funciones continuas real valuadas no acotadas, para esto
agrupó a todos los espacios, cuyos anillos C(X) y C∗(X) fuesen idénticos, en
una clase de espacios: Los espacios pseudocompactos.

En este texto centraremos nuestra atención en esta clase de espacios, pues
como veremos, es una clase muy amplia de espacios topológicos que presenta
ejemplos con caracteŕısticas por demás interesantes.
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El objetivo primordial de esta tesis es presentar ejemplos de espacios to-
pológicos que no cumplen con las propiedades de tipo compacidad menos
generales que la pseudocompacidad. De este modo se puedan observar las
propiedades intermedias que bastan para que la pseudocompacidad sea equi-
valente con otras propiedades de tipo compacidad.

La estructura de esta tesis es muy simple, el primer caṕıtulo contiene los
preliminares, definiciones y proposiciones clave para el desarrollo del presente
trabajo, el segundo caṕıtulo contiene una caracterización de la pseudocom-
pacidad y se desarrollan proposiciones clave relacionadas con la compacidad
numerable. El tercer caṕıtulo contiene todos nuestros ejemplos: ω1 el primer
ordinal no numerable, el Σ-producto de una familia de espacios topológicos,
los espacios de Mrówka, una variación del ejemplo de Novák (para el producto
de espacios numerablemente compactos) y finalmente el ejemplo de Shakh-
matov. Concluimos con un Teorema de N. Noble: Todo espacio de Tychonoff
se puede encajar como un subespacio cerrado de un espacio pseudocompacto.

En todo el texto se denotará al conjunto potencia de un conjunto X por
medio de P(X). Tomaremos a R con la topoloǵıa euclidiana, por lo tanto,
a menos que se indique lo contrario, para I = [0, 1] se tomará la topoloǵıa
heredada de R. Finalmente, ω denota al primer ordinal numerable y ℵ0 denota
a su correspondiente número cardinal.
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vi ÍNDICE GENERAL

3.6. Ejemplo de Shakhmatov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
3.6.1. Construcción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

4. El Teorema de Norman Noble 53
4.1. Demostración . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

Conclusión 55

Bibliograf́ıa 57

Índice alfabético 59
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Gran parte de la topoloǵıa general se basa en la teoŕıa de conjuntos, por
lo cual, como requisito para leer y entender esta tesis, se pide que el lector
recuerde las nociones básicas de dicha teoŕıa.

El presente caṕıtulo está diseñado para que el lector pueda revisar algunas
definiciones y resultados básicos de la topoloǵıa general. Cabe señalar que en
este caṕıtulo no se encontrarán demostraciones, pues las proposiciones son
ampliamente conocidas y sus pruebas pueden encontrarse en los elementos
de la bibliograf́ıa.

1.1. Definiciones básicas

Para iniciar, conviene saber lo que se entenderá por una topoloǵıa y un
espacio topológico.

Definición 1.1.1. Un espacio topológico es una pareja (X, τ) que consiste
de un conjunto X y una colección τ , de subconjuntos de X, que satisface las
siguientes condiciones:

1. ∅ ∈ τ y X ∈ τ .

2. Si U1, U2 son elementos de τ , entonces, U1 ∩ U2 ∈ τ .

3. Si A es una familia de elementos de τ , entonces,
⋃
A ∈ τ .

1
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Tal colección es llamada una topoloǵıa sobre X y sus elementos se dirán
conjuntos abiertos . Los complementos de los conjuntos abiertos son llamados
conjuntos cerrados .

En adición, si X es un conjunto y τ una familia de subconjuntos de X que
cumple la definición (1.1.1), entonces, el conjunto X es llamado un espacio
y los elementos de X son llamados puntos del espacio.

Sea (X, τ) un espacio topológico. A partir de las leyes de De Morgan
puede verse que la familia C, de todos los subconjuntos cerrados de (X, τ),
tiene las siguientes propiedades:

1. X ∈ C y ∅ ∈ C.

2. Si F1, F2 son elementos de C, entonces, F1 ∪ F2 ∈ C.

3. Si F es una familia de elementos de C, entonces,
⋂
F ∈ C.

Note que estas propiedades son duales a las dadas en la Definición (1.1.1).

Dado un conjunto X, siempre pueden definirse en él, al menos, dos to-
poloǵıas: La topoloǵıa discreta (P(X)) y la topoloǵıa indiscreta ({∅, X}). Si
X tiene más de un elemento, entonces, dichas topoloǵıas son distintas. En
general, dado un conjunto X (con más de un punto), tiene sentido hablar
del conjunto de todas las topoloǵıas que se pueden definir en X, es decir, del
conjunto:

τ(X) = {τ ⊂ P(X) : τ es una topoloǵıa en X}.

Consideremos a τ(X) con el orden parcial definido por la inclusión: τ1 �
τ2 ⇔ τ1 ⊂ τ2; en este caso diremos que τ2 es más fina que τ1 o que τ1 es más
gruesa que τ2.

Observación 1.1.2. Si τ1 denota a la topoloǵıa indiscreta y τ2 denota a la to-
poloǵıa discreta, entonces, para cualquier otra topoloǵıa τ de X se tendrá que
τ1 � τ � τ2.

Definición 1.1.3. Sean (X, τ) un espacio topológico y x un punto de X.
Diremos que V ⊂ X es una vecindad del punto x, si existe U ∈ τ tal que
x ∈ U y U ⊂ V . A la colección de vecindades del punto x le llamamos sistema
de vecindades de x en X y lo denotaremos por V(x).
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Definición 1.1.4. Sean (X, τ) un espacio topológico, Y ⊂ X y τY = {U∩Y :
U ∈ τ}. Decimos que (Y, τY ) es un subespacio topológico de (X, τ) y que τY
es la topoloǵıa inducida en Y .

Dado un espacio topológico (X, τ) yA un subconjunto deX, el conjuntoA
no tiene por que ser abierto o cerrado, pero A siempre contendrá un conjunto
abierto (∅) y siempre estará contenido en un conjunto cerrado (X). Este hecho
motiva las siguientes definiciones.

Definición 1.1.5. Sean (X, τ) un espacio topológico y A ⊂ X. El interior
de A en X es el conjunto int(A) =

⋃
{U ⊂ X : U ∈ τ y U ⊂ A}. La clausura

de A en X es el conjunto [A]X =
⋂
{F ⊂ X : X \F ∈ τ y A ⊂ F}, cuando no

exista confusión sobre el espacio en el cual se toma la clausura del conjunto
A ésta simplemente se denotará por Ā.

Definición 1.1.6. Sean (X, τ) un espacio topológico y A ⊂ X. Diremos que
A es un conjunto clopen, si A es cerrado y abierto a la vez.

Note que en todo espacio topológico (X, τ), el conjunto vaćıo y el espacio
X son conjuntos clopen.

Definición 1.1.7. Sean (X, τ) un espacio topológico y A,B ⊂ X. Diremos
que A es un conjunto de tipo Gδ, si A =

⋂
n∈ω Un, donde Un ∈ τ para cada

n ∈ ω; y que B es un conjunto de tipo Fσ, si B =
⋃
n∈ω Fn, donde X \Fn ∈ τ

para cada n ∈ ω.

Definición 1.1.8. Dado un espacio topológico (X, τ) y A ⊂ X, diremos que
x ∈ X es un punto de acumulación (punto ĺımite) de A, si para cada U ∈ τ
tal que x ∈ U se cumple que A∩ (U \ {x}) 6= ∅. El conjunto formado por los
puntos ĺımite de A es el conjunto derivado de A y se denotará como A′. Un
punto y ∈ X es un punto aislado de A si y ∈ A \ A′.

Todos estos conceptos permiten definir otros subconjuntos (de suma im-
portancia) en un espacio topológico (X, τ).

Definición 1.1.9. Sean (X, τ) un espacio topológico y A ⊂ X, decimos que:

1. A es denso en X si Ā = X.

2. A es denso en śı mismo si A ⊂ A′.

3. A es denso en ninguna parte si int(Ā) = ∅.

4. A es perfecto si A es cerrado y denso en śı mismo.
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1.1.1. Familias que generan una topoloǵıa

En algunas ocasiones, y para aplicaciones practicas, no es necesario saber
como es cada elemento de la topoloǵıa de un conjunto X, pues como veremos,
hay ciertas familias que determinan la topoloǵıa de un conjunto y que son
más manejables que toda la colección de abiertos. Esto motiva la definición
de base y sub-base de una topoloǵıa.

Definición 1.1.10. Sea (X, τ) un espacio topológico. Una familia B ⊂ τ es
llamada una base para τ , si todo subconjunto abierto de X puede represen-
tarse como la unión de una subfamilia de B.

Proposición 1.1.11 ([6], Sección 1.1). Sean (X, τ) un espacio topológico y
B una base para τ . Entonces, B cumple las siguientes afirmaciones:

1. Para cualesquiera B1, B2 ∈ B y cada punto x ∈ B1 ∩ B2, existe un
B ∈ B tal que x ∈ B ⊂ B1 ∩B2.

2. Para cada x ∈ X, existe B ∈ B tal que x ∈ B.

Definición 1.1.12. Sea (X, τ) un espacio topológico. Una familia S ⊂ τ es
llamada una sub-base para τ , si la familia B = {

⋂
S ′ : S ′ ⊂ S y 0 < |S ′| <

ℵ0} es una base para τ .

Proposición 1.1.13 ([6], Proposición 1.2.1). Sean X un conjunto y B una
familia de subconjuntos de X con las propiedades de la Proposición (1.1.11).
Sea τ la familia de todos los subconjuntos de X que se representan como la
unión de subfamilias de B, es decir, U ∈ τ , si y sólo si, U =

⋃
B′, para

alguna subfamilia B′ de B. Entonces, la familia τ es una topoloǵıa sobre el
conjunto X que tiene como base a la familia B. La topoloǵıa τ es llamada la
topoloǵıa generada por la base B.

1.1.2. Funciones continuas y homeomorfismos

Un concepto de vital importancia en la topoloǵıa es el de función continua.
Dicho concepto nos permitirá establecer relaciones entre espacios topológicos.

Definición 1.1.14. Sean (X, τ), (Y, %) espacios topológicos, f : X → Y una
función y x ∈ X. Diremos que f es continua en x, si para cada V ∈ % tal
que f(x) ∈ V , existe U ∈ τ tal que x ∈ U y f(U) ⊂ V . Se dice que f es una
función continua si lo es en cada punto del espacio.
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La definición anterior es equivalente a que la preimagen de conjuntos
abiertos sea de nuevo un conjunto abierto. Puede demostrarse, sin mucho
esfuerzo, que la continuidad de una función puede verificarse fijándose úni-
camente en los elementos de una base (sub-base) de la topoloǵıa.

Definición 1.1.15. Sean (X, τ), (Y, %) espacios topológicos y f : X → Y
una función. Si la función f es biyectiva y tanto f como su inversa son
funciones continuas, entonces, f se dirá un homeomorfismo. En este caso, se
dirá que los espacios (X, τ), (Y, %) son homeomorfos .

Definición 1.1.16. Sean (X, τ), (Y, %) espacios topológicos y f : X → Y
una función. f es un encaje topológico, si f es un homeomorfismo entre X y
su imagen f(X) ⊂ Y .

Observación 1.1.17. Para cada espacio topológico (X, τ), el mapeo iden-
tidad idX : X → X es un homeomorfismo; y si Y ⊂ X, la función inclusión
iY : Y ↪→ X es un encaje.

Las propiedades de los homeomorfismos son numerosas. En la siguiente
proposición enunciamos sólo algunas.

Proposición 1.1.18. Sean (X, τ), (Y, %) y (Z, ν) espacios topológicos, f :
X → Y y g : Y → Z homeomorfismos. Entonces:

1. f−1 : Y → X es un homeomorfismo.

2. g ◦ f : X → Z es un homeomorfismo.

3. La relación de “ser espacios homeomorfos” es una relación de equiva-
lencia en la clase de los espacios topológicos.

Definición 1.1.19. Sean (X, τ), (Y, %) espacios topológicos y f : X → Y
una función. Diremos que f es una función abierta (función cerrada), si
la imagen bajo f de cualquier subconjunto abierto (cerrado) de X es un
subconjunto abierto (cerrado) de Y .

Proposición 1.1.20 ([6], Proposición 1.4.18). Para una función biyectiva
entre los espacios topológicos (X, τ) y (Y, %), las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. El mapeo f es un homeomorfismo.



6 Preliminares

2. El mapeo f es abierto.

3. El mapeo f es cerrado.

Estas definiciones nos ayudarán a entender mejor el contenido del presente
trabajo. Para hacer esto aún más simple, siempre y cuando no haya confusión,
denotaremos por X al espacio topológico (X, τ).

1.2. Propiedades de numerabilidad y axiomas

de separación

El concepto de vecindad de un punto nos dice como se relaciona éste con
los puntos que hay a su alrededor, sin embargo, existe otro concepto que no
sólo nos dará información del punto, sino de todo el espacio: El carácter de
un punto en el espacio.

Definición 1.2.1. Sean x ∈ X y B(x) una subfamilia de V(x). Diremos que
B(x) es una base de vecindades (base local de vecindades) de X en el punto
x, si para cada V ∈ V(x) existe B ∈ B(x) tal que B ⊂ V .

Definición 1.2.2. Sea X un espacio topológico. Diremos que X es primero
numerable, si cada punto x ∈ X posee una base local B(x) numerable; X es
un espacio segundo numerable, si X posee una base B numerable. Por último,
diremos que X es separable, si X posee un subconjunto denso y numerable.

Proposición 1.2.3 ([6], Corolario 1.3.8). Sea X es un espacio topológico
segundo numerable. Entonces, X es primero numerable y separable.

Definición 1.2.4. Una función cardinal es una función f que a cada espacio
topológico X le asigna un número cardinal f(X), tal que f(X) = f(Y ) para
cada par X, Y de espacios homeomorfos.

Saber si dos espacios son homeomorfos es algo fácil, basta encontrar una
función biyectiva, continua y de inversa continua entre ellos; sin embargo,
para saber si dos espacios no son homeomorfos se debe demostrar que no
existe homeomorfismo alguno entre dichos espacios, las funciones cardinales
son un auxiliar en este problema. A continuación, enunciamos algunas de las
más importantes.
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Definición 1.2.5. Sea X un espacio topológico. Se tienen las siguientes
funciones cardinales:

1. El carácter de un punto x en el espacio X se define como

χ(x,X) = mı́n{B(X) : B(X) es una base local de X en el punto x}.

2. El carácter de un espacio X se define como

χ(X) = sup{χ(x,X) : x ∈ X}.

3. El peso del espacio X se define como

w(X) = mı́n{|B| : B es base de X}.

4. La densidad de un espacio X se define como

d(X) = mı́n{|Y | : Y ⊂ X es un subespacio denso de X}.

Observación 1.2.6. Con esta información, la Definición (1.2.2) puede refor-
mularse en los siguientes términos. Para un espacio topológico X, se tienen
las siguientes afirmaciones:

1. Si χ(X) ≤ ℵ0, entonces, X es primero numerable.

2. Si w(X) ≤ ℵ0, entonces, X es segundo numerable.

3. Si d(X) ≤ ℵ0, entonces, X es separable.

Otro hecho importante sobre las propiedades de numerabilidad es que
son hereditarias , es decir, se heredan a cualquier subespacio; la propiedad de
separabilidad sólo se preserva bajo funciones continuas.

Ahora definiremos los axiomas de separación, dichos axiomas son propie-
dades que clasifican a los espacios topológicos. En este texto estamos espe-
cialmente interesados en los espacios de Tychonoff.

Definición 1.2.7. Sea (X, τ) un espacio topológico. Diremos que:

1. X es de Kolmogorov o T0, si para cualesquiera x, y ∈ X, tales que
x 6= y, existe U ∈ τ tal que |U ∩ {x, y}| = 1.
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2. X es de Riesz o T1, si para cualesquiera x, y ∈ X, tales que x 6= y,
existen U, V ∈ τ tales que x ∈ U \ V y y ∈ V \ U .

3. X es de Hausdorff o T2, si para cualesquiera x, y ∈ X, tales que x 6= y,
existen U, V ∈ τ tales que x ∈ U , y ∈ V y U ∩ V = ∅.

4. X es regular o T3, si X es T1, y para cualquier conjunto cerrado F ⊂ X
y cada x ∈ X\F , existen U, V ∈ τ tales que x ∈ U , F ⊂ V y U∩V = ∅.

5. X es completamente regular o de Tychonoff (T3 1
2
), si X es T1, y para

cualquier conjunto cerrado F ⊂ X y cada x ∈ X \F , existe una función
continua f : X → [0, 1] tal que f(x) = 0 y f(F ) ⊂ {1}.

6. X es normal o T4, si X es T1, y para cualesquiera conjuntos cerrados
disjuntos F,G ⊂ X, existen U, V ∈ τ tales que F ⊂ U , G ⊂ V y
U ∩ V = ∅.

Cabe notar que un espacio X es de Tychonoff, si X es T1, y para cualquier
conjunto cerrado F ⊂ X y cada x ∈ X \ F existe una función continua
f : X → [a, b] tal que f(x) = a y f(F ) ⊂ {b}. El concepto que se define a
continuación, nos ayudará a saber cuando un espacio es de Tychonoff.

Definición 1.2.8. Un espacio X es cero dimensional , si X es un espacio T1

que tiene una base formada por conjuntos clopen.

Proposición 1.2.9. Sea X un espacio T1 y cero dimensional. Entonces, X
es un espacio de Tychonoff.

Demostración. Sean x0 ∈ X y F ⊂ X un conjunto cerrado tal que x0 /∈ F ,
de este modo U = X \F es una vecindad de x0. Como X es cero dimensional,
existe un conjunto clopen V ⊂ X tal que x0 ∈ V ⊂ U . Sea χV la función
caracteŕıstica del conjunto V y consideremos f = 1− χV . Tenemos que f es
continua ([2], Ejercicio 3.A.8) y es tal que f(x0) = 0 y f(X \ F ) = 1. Aśı,
hemos verificado que X es de Tychonoff.

Un hecho importante, relacionado con los axiomas de separación, es que
T4 ⇒ T3 1

2
⇒ T3 ⇒ T2 ⇒ T1 ⇒ T0, pero ninguna de estas implicaciones se

cumple en sentido contrario. Estos axiomas de separación son propiedades
topológicas , es decir, se preservan bajo homeomorfismos. Además las propie-
dades de ser T0, T1, T2, T3, T3 1

2
son hereditarias. La propiedad de ser T4 no es

hereditaria, ya que sólo se hereda a subespacios cerrados.
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Definición 1.2.10. Sean (X, d) un espacio métrico y τd la familia de sub-
conjuntos abiertos de X generados por la métrica d. Diremos que (X, τ) es
un espacio metrizable, si existe una métrica ρ, sobre X, tal que τρ = τ .

En general todo espacio métrico es normal, y con la ayuda de la definicón
anterior puede enunciarse un hecho que es de suma importancia.

Teorema 1.2.11 ([6], Teorema 4.2.9). Sea X un espacio segundo numerable.
Entonces, X es metrizable, si y sólo si, X es regular.

1.3. Topoloǵıas generadas por una familia de

mapeos

Sea {Xt : t ∈ T} una familia de conjuntos no vaćıos. Consideremos el
producto cartesiano:

X =
∏
t∈T

Xt = {f : T →
⋃
t∈T

Xt tales que f(t) ∈ Xt, para cada t ∈ T},

es decir, X es el conjunto de todas las funciones posibles con dominio T e
imagen contenida en

⋃
t∈T Xt; a un punto x ∈ X lo denotaremos por (xt)t∈T .

Proposición 1.3.1 ([6], Proposición 1.4.8). Sean X un conjunto, {Yt : t ∈
T} una familia de espacios topológicos no vaćıos y F = {ft : t ∈ T} una
familia de mapeos, donde ft : X → Yt. En la clase de todas las topoloǵıas del
conjunto X, que hacen continuas a todos los mapeos de la familia F , existe
una topoloǵıa más gruesa que todas las demás; esta es la topoloǵıa τ generada
por la base de todos los conjuntos de la forma

⋂k
i=1 f

−1
ti (Vi), donde ti ∈ T y

Vi es un subconjunto abierto del espacio Yti, para cada i ∈ {1, . . . , k}. La
topoloǵıa τ es llamada la topoloǵıa generada por la familia de mapeos F .

Teorema 1.3.2 ([6], Proposición 1.4.9). Sea X un conjunto con la topoloǵıa
generada por la familia de mapeos {ft : t ∈ T}. Si Y es un espacio topológico,
y f : Y → X una función, entonces, f es continua, si y sólo si, la composición
ft ◦ f lo es.

Sea {Xt : t ∈ T} una familia de espacios topológicos, no vaćıos. Considere-
mos el producto cartesiano X =

∏
t∈T Xt y la familia de mapeos {πt : t ∈ T},

donde πt : X → Xt es la proyección sobre el t-ésimo factor . El conjunto X
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con la topoloǵıa τ generada por la familia de mapeos {πt : t ∈ T} es llamado:
El producto topológico de la familia de espacios topológicos {Xt : t ∈ T}, y
la topoloǵıa τ es llamada: La topoloǵıa producto de Tychonoff en X.

Proposición 1.3.3 ([6], Proposición 2.3.1). La familia de todos los conjuntos
de la forma

∏
t∈T Ut, donde Ut es un conjunto abierto de Xt, y Ut 6= Xt sólo

para una cantidad finita de elementos de T , es una base para la topoloǵıa
producto de Tychonoff en X.

La base descrita es llamada la base canónica del producto cartesiano.

Proposición 1.3.4 ([6], Proposición 2.3.3). Si At ⊂ Xt para cada t ∈ T ,
entonces,

∏
t∈T At =

∏
t∈T At.

Corolario 1.3.5 ([6], Corolario 2.3.5). Si Dt ⊂ Xt es un conjunto denso,
para cada t ∈ T , entonces,

∏
t∈T Dt es un conjunto denso en

∏
t∈T Xt.

Note que la familia {πt : t ∈ T} es una familia de funciones abiertas. Para
finalizar esta sección, recordaremos algo sobre la función inclusión.

Sea X un espacio topológico, Y ⊂ X y iY : Y ↪→ X la función in-
clusión, si dotamos al subespacio Y de la topoloǵıa τ formada por la base
{i−1
Y (U) : U es abierto en X}, tenemos que τ y τY coinciden, es decir, la to-

poloǵıa generada por la familia de mapeos {iY } coincide con la topoloǵıa de
subespacio. Como consecuencia, la función iY es continua.

Lema 1.3.6. Sea Y ⊂ X un conjunto cerrado (abierto). Entonces, iY es una
función cerrada (abierta).

Proposición 1.3.7. Sean f : X → Y y g : Y → Z funciones continuas
cerradas (abiertas). Entonces, g◦f es una función continua cerrada (abierta).

1.4. Suma directa de espacios topológicos

Sea {Xt : t ∈ T} una familia de espacios topológicos disjuntos dos a dos.
Consideremos el conjunto X =

⋃
t∈T Xt y la familia τ de todos los conjuntos

U ⊂ X, tales que U ∩Xt es abierto en Xt, para cada t ∈ T . No es dif́ıcil ver
que la familia τ satisface la Definición (1.1.1). El conjunto X, con la topoloǵıa
τ , es llamado la suma directa de la familia de espacios {Xt : t ∈ T}, y es
denotado por

⊕
t∈T Xt. La función inclusión it : Xt ↪→ X, jugará un rol

importante en esta sección.
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Proposición 1.4.1 ([6], Proposición 2.2.6). Sea X =
⊕

t∈T Xt la suma di-
recta de la familia de espacios topológicos {Xt : t ∈ T}. Si f : X → Y es una
función al espacio Y , entonces, f es continua, si y sólo si, la composición
f ◦ it es continua, para cada t ∈ T .

La suma directa de espacios topológicos no tiene por que limitarse a
colecciones disjuntas de éstos. En general, dada una familia de espacios to-
pológicos {Xt : t ∈ T}, bastará fijarnos en la familia {X ′t : t ∈ T}, donde
X ′t = Xt × {t}. El espacio topológico X ′t tiene la topoloǵıa generada por el
mapeo pt : X ′t → Xt definido como pt(x, t) = x. De este modo se define la
suma directa de la familia {Xt : t ∈ T} como

⊕
t∈T Xt =

⊕
t∈T X

′
t.

1.5. El Lema de Urysohn y el Teorema de

extensión de Tietze

Los siguientes enunciados son de gran importancia en la topoloǵıa general,
no sólo por la sencillez de sus enunciados, sino por las consecuencias de éstos.

Teorema 1.5.1 (Lema de Urysohn ([6], Teorema 1.5.11)). Sean X un espa-
cio normal y F,G ⊂ X conjuntos cerrados disjuntos. Entonces, existe una
función continua f : X → [0, 1] tal que f(F ) ⊂ {0} y f(G) ⊂ {1}.
Corolario 1.5.2. Sea X un espacio T1. Entonces, X es un espacio normal,
si y sólo si, para cualesquiera F,G ⊂ X, cerrados y disjuntos, existe una
función f : X → [0, 1] tal que f(F ) ⊂ {0} y f(G) ⊂ {1}.
Teorema 1.5.3 (de extensión de Tietze-Urysohn ([6], Teorema 2.1.8)). Sean
X un espacio normal y F ⊂ X un subespacio cerrado. Entonces, toda función
continua f : F → [0, 1] posee una extesión continua a todo X, es decir, existe
una función continua g : X → [0, 1] tal que g(x) = f(x) para todo x ∈ F .

El teorema anterior sigue siendo válido si se consideran funciones conti-
nuas a todo R. Note que los Teoremas (1.5.1) y (1.5.3) son equivalentes, y
caracterizan a los espacios normales. En este contexto, se dirá que un con-
junto A ⊂ X está C-encajado (C∗-encajado) en X, si toda función continua
(continua y acotada) con valores en los reales, tiene una extensión continua
a todo el espacio X.

Otra proposición de suma importancia relacionada con las extensiones de
funciones es que éstas pueden ser únicas.
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Teorema 1.5.4 ([6], Teorema 2.1.9). Sean X un espacio topológico, D ⊂ X
un subespacio denso y Y un espacio topológico de Hausdorff. Si una función
f : D → Y puede extenderse a todo X, entonces, dicha extensión es única.

1.6. El Teorema de encaje de Tychonoff

Antes de demostrar el Teorema de encaje de Tychonoff construiremos dos
entes auxiliares.

Definición 1.6.1. Sean {Xt : t ∈ T}, {Yt : t ∈ T} dos familias de espacios
topológicos y {ft : t ∈ T} una familia de funciones continuas, donde ft :
Xt → Yt para cada t ∈ T . El mapeo que a cada punto (xt)t∈T le asigna el
punto (ft(xt))t∈T es llamado el producto cartesiano de la familia de mapeos
{ft : t ∈ T} y es denotado por

∏
t∈T ft.

Por la Proposición (1.3.2), el mapeo
∏

t∈T ft :
∏

t∈T Xt →
∏

t∈T Yt es
continuo. Es decir, el mapeo

∏
t∈T ft es el único que cumple la condición

(πs ◦
∏

t∈T ft)(x) = fs(xs), donde πs :
∏

t∈T Yt → Ys.

Otro ente de gran importancia, y que usaremos frecuentemente, es el
producto diagonal de funciones.

Definición 1.6.2. Sean X un espacio topológico, {Yt : t ∈ T} una familia
de espacios topológicos y {ft : t ∈ T} una familia de funciones continuas,
donde ft : X → Yt para cada t ∈ T . El mapeo que a cada punto x ∈ X le
asigna el punto (ft(x))t∈T es llamado el producto diagonal de la familia de
mapeos {ft : t ∈ T} y es denotado por 4t∈Tft.

Por la Proposición (1.3.2), el mapeo 4t∈Tft es continuo. Es decir, 4t∈Tft
es el único mapeo tal que (πs ◦4t∈Tft)(x) = fs(x), donde πs :

∏
t∈T Yt → Ys.

Definición 1.6.3. Sean X un espacio topológico, {Yt : t ∈ T} una familia de
espacios topológicos y F = {ft : t ∈ T} una familia de funciones continuas,
donde ft : X → Yt para cada t ∈ T . Diremos que la familia F separa puntos ,
si para cada par de puntos distintos x, y ∈ X, existe un mapeo ft ∈ F tal
que ft(x) 6= ft(y). Si para cada x ∈ X y cada conjunto cerrado F ⊂ X tal
que x /∈ F existe un mapeo ft ∈ F tal que ft(x) /∈ ft(F ), entonces, diremos
que la familia F separa puntos de conjuntos cerrados .
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Si X es un espacio T0, entonces, cada familia que separa puntos de con-
juntos cerrados también separa puntos.

Lema 1.6.4 ([6], Lema 2,3,19). Si la función continua f : X → Y es inyec-
tiva y la familia {f} separa puntos de conjuntos cerrados, entonces, f es un
encaje.

Teorema 1.6.5 (Teorema Diagonal ([6], Teorema 2.3.20)). Si la familia
F = {ft : t ∈ T} de mapeos continuos, donde ft : X → Yt, separa puntos,
entonces, el producto diagonal 4t∈Tft : X →

∏
t∈T Yt es un mapeo inyecti-

vo. Más aún, si la familia F separa puntos de conjuntos cerrados, entonces,
4t∈Tft es un encaje. En particular, si existe t ∈ T tal que ft es un encaje,
entonces, 4t∈Tft es un encaje.

Definición 1.6.6. Diremos que un espacio X es universal para todos los
espacios que tienen la propiedad topológica Q, si X tiene la propiedad Q y
todo espacio con la propiedad Q puede encajarse en X.

El cubo de Tychonoff, de peso m ≥ ℵ0, es el espacio Im.

Teorema 1.6.7 (de encaje de Tychonoff ([6], Teorema 2.3.23)). El cubo
de Tychonoff Im es universal para todos los espacios de Tychonoff de peso
m ≥ ℵ0.

Una de las tantas consecuencias de este Teorema, es que, dado un espacio
topológico X de peso m con m ≥ ℵ0, existe una familia de funciones continuas
F = {ft : t ∈ m}, tales que ft : X → I y f = 4t∈mft : X → Im es un encaje.

1.7. Propiedades de tipo compacidad

En esta sección trabajaremos con los conceptos y algunos resultados im-
portantes de espacios compactos y localmente compactos. También revisare-
mos la compactación de Alexandroff y de Stone-Čech.

Sea X un espacio topológico. Una familia U de subconjuntos de X presu-
mirá de ser una cubierta de X, si

⋃
U = X. La familia U se dirá una cubierta

abierta, si para cada U ∈ U , se tiene que U es un conjunto abierto en X. Si
U es una cubierta y V es una subfamilia de U tal que

⋃
V = X, se dirá que

V es una subcubierta de U .
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Sea F una familia no vaćıa de conjuntos cerrados en un espacio topológico
X. Diremos que F tiene la propiedad de intersecciones finitas (es una familia
centrada), si para toda subfamilia F ′ finita y no vaćıa de F , se cumple que⋂
F ′ 6= ∅.

Definición 1.7.1. Sea X un espacio topológico de Hausdorff. Diremos que
X es compacto, si toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta finita.

La propiedad de ser compacto se hereda a subespacios cerrados y se pre-
serva bajo funciones continuas. Diremos que K ⊂ X es compacto en X
si lo es como espacio topológico (con la topoloǵıa inducida). Si K ⊂ X es
compacto en X y X es un espacio de Hausdorff, entonces, K es cerrado en X.

Son varias las caracterizaciones que se pueden dar de un espacio compacto
y son varias las propiedades que se desprenden del hecho de ser compacto,
pero probablemente, las más importantes son las siguientes:

Teorema 1.7.2 ([6], Teoremas 3.1.1, 3.1.9, 3.1.12 y 3.1.13). Sean X, Y es-
pacios topológicos de Hausdorff. Entonces:

1. X es compacto, si y sólo si, toda familia de conjuntos cerrados con la
propiedad de intersecciones finitas tiene intersección no vaćıa.

2. Si X es compacto, entonces, X es un espacio normal.

3. Si f : X → Y es continua y X es compacto, entonces, f es una función
cerrada.

4. Si X es compacto y f : X → Y es continua y biyectiva, entonces, f es
un homeomorfismo.

Teorema 1.7.3 (de Tychonoff ([6], Teorema 3.2.4)). Sea {Xt : t ∈ T} una
familia de espacios topológicos de Hausdorff no vaćıos. El producto de Ty-
chonoff X =

∏
t∈T Xt es compacto, si y sólo si, Xt es compacto para todo

t ∈ T .

Definición 1.7.4. Un espacio de Hausdorff X es localmente compacto, si
todo x ∈ X tiene una vecindad compacta.

La propiedad de ser localmente compacto se hereda a subespacios abiertos
y cerrados, es una propiedad topológica y todo espacio localmente compacto
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es de Tychonoff. Además, el producto de Tychonoff de una familia finita de
espacios localmente compactos es localmente compacto.

La propiedad de ser compacto resulta ser de gran importancia, por lo
cual, durante mucho tiempo se estudió el problema de cómo extender un
espacio dado a un espacio compacto. Aśı es como se formula el concepto de
la compactación de un espacio.

Definición 1.7.5. Sea X un espacio topológico de Tychonoff. Una pareja
(b, bX) es una compactación de X, si bX es un espacio compacto y b : X →
bX es un encaje topológico de tal modo que b(X) es un subespacio denso en
bX. La compactación (b, bX) es T2 si bX es de Hausdorff.

Usualmente, suele identificarse a X con b(X) y a bX con la pareja (b, bX),
por lo cual, será común hablar de X como subespacio de bX y decir que bX
es una compactación de X. Como primer acercamiento, podŕıamos pensar
que todo espacio posee una compactación de Hausdorff, pero esto pasa, si y
sólo si, el espacio es de Tychonoff.

Dadas dos compactaciones b1X y b2X de un espacio X, diremos que
b1X � b2X si existe una función continua f : b2X → b1X tal que f |X = idX .
Más aún, diremos que b1X y b2X son equivalentes, si b1X � b2X y b2X �
b1X. Note que la relación “b1X y b2X son dos compactaciones equivalentes”
es una relación de equivalencia.

En este contexto, vale hablar de la familia de todas las compactaciones de
un espacio X, a la cual denotaremos por C(X); dicha familia, estrictamente
hablando, consiste de todas las clases (de equivalencia) de compactaciones
equivalentes de un espacio X, que junto con el orden � resulta ser un con-
junto ordenado con elemento maximal: La compactación de Stone-Čech. Si el
espacio es localmente compacto, entonces, C(X) tiene un elemento minimal:
La compactación por un punto de Alexandroff.

1.7.1. La compactación de Alexandroff

Sea X un espacio de Hausdorff, no compacto pero localmente compacto.
Definimos la compactación de Alexandroff αX como el espacio X ∪ {∞},
donde ∞ es un punto que no pertenece a X, con la siguiente topoloǵıa:

τ = {U ⊂ X ∪ {∞} : U = {∞} ∪ (X \ F )} ∪ τX ,
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donde F es un conjunto compacto en X y τX es la topoloǵıa original del
espacio X. Entonces, αX es un espacio de Hausdorff compacto tal que αX �
bX para toda compactación bX de X.

1.7.2. La compactación de Stone-Čech

La manera más cómoda de definir la compactación de Stone-Čech es me-
diante el producto diagonal de funciones.

Sea C(X, [0, 1]) la colección de todas las funciones continuas de X a [0, 1].
Si X es un espacio de Tychonoff y β = 4f∈C(X,[0,1])f : X → [0, 1]C(X,[0,1]) es el
producto diagonal, al tomar βX como la cerradura de β(X) en [0, 1]C(X,[0,1]),
se tiene que βX es la compactación de Stone-Čech de X.

Teorema 1.7.6 ([6], Teoremas 3.6.1, 3.6.2 y 3.6.6). Sean X, Y espacios de
Tychonoff y βX la compactación de Stone-Čech de X. Entonces:

1. bX � βX, para toda compactación bX de X.

2. Toda función continua f : X → K, donde K es compacto, posee una
única extensión continua f̃ : βX → K.

3. Sean A,B ⊂ X ajenos. Si existe un mapeo F : X → I tal que F (A) ⊂
{0} y F (B) ⊂ {1}, entonces, [A]βX ∩ [B]βX = ∅.

4. Para cada compactación bY de Y y cada función continua f : X → Y ,
existe una extensión continua f̃ : βX → bY .

5. Todo espacio está C∗-encajado en su compactación de Stone-Čech.

Observación 1.7.7. Si existe una compactación bX de X que satisface cual-
quier condición del Teorema (1.7.6), entonces, bX es equivalente a βX, es
decir, existe un homeomorfismo f entre bX y βX tal que f |X = idX .

1.8. El lema de Tukey-Teichmüller

El siguiente lema será de gran utilidad para construir algunos ejemplos
de espacios pseudocompactos.
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Definición 1.8.1. Sea X un conjunto y Q ⊂ P(X) una propiedad de sub-
conjuntos de X. Diremos que Q es una propiedad de carácter finito, si el
conjunto vaćıo tiene esta propiedad y un conjunto A ⊂ X tiene la propiedad
Q, si y sólo si, cualquier subconjunto finito de A tiene la propiedad Q.

Proposición 1.8.2 (Lema de Tukey-Teichmüller ([6], sec. 1.4)). Sean X un
conjunto y Q ⊂ P(X). Si Q es una propiedad de carácter finito, entonces,
todo conjunto A ⊂ X con la propiedad Q está contenido en un conjunto
B ⊂ X con la propiedad Q, que además es maximal en la familia de todos
los subconjuntos de X que tienen la propiedad Q ordenados por la relación
de contención ⊂.

1.9. Un poco más sobre teoŕıa de conjuntos

Dado un conjunto X de cardinalidad λ, muchas veces estaremos intere-
sados en la familia de subconjuntos de X de cardinalidad κ, con κ ≤ λ.
Estas familias serán importantes para desarrollar los espacios de Mrówka y
el ejemplo de Shakhmatov.

Definición 1.9.1. Sea Z un conjunto y κ un cardinal menor o igual que
|Z|. Se definen los siguientes conjuntos:

1. [Z]<κ = {A ⊂ Z : |A| < κ}.

2. [Z]≤κ = {A ⊂ Z : |A| ≤ κ}.

3. [Z]κ = {A ⊂ Z : |A| = κ}.

La cardinalidad de estas familias se determinará en base a la siguiente
Proposición.

Proposición 1.9.2 ([4], Proposición 5.2.14). Para cada conjunto infinito X
y todo cardinal κ ≤ |X|, con κ 6= 0, se tiene que:

|[X]≤κ| = |[X]κ| = |X|κ.





Caṕıtulo 2

Pseudocompacidad

Antes de dar paso a nuestros ejemplos, daremos un muy breve repaso de
la historia de la pseudocompacidad. Además, desarrollaremos algunas pro-
posiciones que serán clave en la construcción de nuestros ejemplos.

2.1. Hewitt y la pseudocompacidad

En ([9], 1948), Edwin Hewitt definió la pseudocompacidad para espacios
completamente regulares y expuso algunas de sus caracterizaciones. Alrede-
dor de aquellos años, la teoŕıa de los anillos de funciones continuas y acotadas
con valores reales se hab́ıa desarrollado ampliamente por los matemáticos de
las escuelas estadounidenses, rusas y japonesas. La intención de Hewitt era
extender dicha teoŕıa a los anillos de funciones continuas con valores en los
reales, no necesariamente acotadas; y para esto decidió agrupar todos los es-
pacios cuyas funciones continuas real valuadas fueran acotadas en una clase:
La clase de los espacios pseudocompactos.

La notación que seguiremos en este apartado es la dada en [9]. Dado un
espacio X, el anillo de funciones continuas con valores en los reales se deno-
tará por C(X,R) y el anillo de funciones continuas acotadas real valuadas se
denotará por C∗(X,R). La definición original que dió Hewitt de los espacios
pseudocompactos es la siguiente:

Definición 2.1.1. Un espacio completamente regular X se dirá pseudocom-
pacto si C(X,R) es idéntico a C∗(X,R).

Un concepto vital para el resto del texto es el de función acotada.

19
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Definición 2.1.2. Sea X un espacio topológico y f : X → R una función.
Diremos que f está acotada superiormente (inferiormente), si existe M ∈ R
(m ∈ R) tal que f(x) ≤ M (f(x) ≥ m) para todo x ∈ X. La función f se
dirá acotada si lo es superior e inferiormente.

Definición 2.1.3. Sea X un espacio topológico y f : X → R una función
tal que m ≤ f(x) ≤ M para todo x ∈ X. Diremos que f asume sus cotas si
existen y, z ∈ X tales que f(y) = m y f(z) = M .

Teorema 2.1.4 ([9], Teorema 27). Sea X un espacio completamente regular.
Las siguientes tres afirmaciones son equivalentes:

1. X es pseudocompacto.

2. Cada función en C∗(X,R) asume su mı́nima cota superior y su máxima
cota inferior para algún punto o algunos puntos en X.

3. Si f ∈ C∗(X,R), entonces, f(X) es un subconjunto compacto de R.

En [9], Hewitt no sólo definió una nueva generalización de la compaci-
dad; como mencionamos, Hewitt se basó en los trabajos de E. Čech y M.H.
Stone para generalizar las ideas de C∗(X) a C(X), creando de este modo un
ente similar a la compactación βX. Este nuevo ente actualmente es llamado
la realcompactación (realcompactificación) νX. Aunque no tocaremos este
tema, vale saber que el trabajo de Hewitt fue trascendental y hoy d́ıa sigue
siendo referencia para muchos otros investigadores.

2.2. Espacios numerablemente compactos

Esta sección tiene por objetivo exponer algunos teoremas que caracteri-
zan a la propiedad de ser numerablemente compacto, ya que en secciones
posteriores serán de utilidad para presentar nuestros ejemplos. A partir de
aqúı, y a menos que se indique lo contrario, todos los espacios considerados
se suponen de Tychonoff.

Definición 2.2.1. Un espacio X es numerablemente compacto si toda cu-
bierta abierta numerable U de X tiene una subcubierta finita. X es un espacio
de Lindelöf si toda cubierta abierta U de X tiene una subcubierta numerable.
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Ambas propiedades se heredan a subespacios cerrados y se preservan bajo
funciones continuas. Además, si X es un espacio numerablemente compacto
y de Lindelöf, entonces, X es compacto.

Un hecho que usaremos frecuentemente es que un conjunto es cerrado
y discreto, si y sólo si, es un conjunto sin puntos ĺımite. De este modo la
siguiente proposición nos dará una primera caracterización de los espacios
numerablemente compactos:

Teorema 2.2.2. Sea X un espacio topológico. X es numerablemente com-
pacto, si y sólo si, todo conjunto infinito en X tiene un punto ĺımite.

Demostración. Antes de iniciar la demostración notemos que la afirmación
“todo conjunto infinito tiene un punto ĺımite”, es equivalente a que “todo
conjunto cerrado y discreto sea finito”.

Supongamos que X es numerablemente compacto y sea F ⊂ X cerrado,
discreto e infinito. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que F es nu-
merable, pues todo conjunto infinito contiene un conjunto numerable. Como
F es discreto se tiene que para cada x ∈ F existe un abierto Ux tal que
Ux ∩F = {x}. Aśı pues, la cubierta U = {Ux : x ∈ F} ∪ {X \F} es numera-
ble y no tiene subcubiertas finitas, lo cual contradice la hipótesis.

Rećıprocamente, supongamos que todo conjunto infinito en X tiene un
punto ĺımite y que X no es numerablemente compacto. Sea U una cubierta
abierta numerable de X que no tiene subcubiertas finitas. Supongamos que
U = {Un : n ∈ ω} y para cada n ∈ ω sea Vn =

⋃n
i=0 Un. Tomemos un

punto x0 ∈ U0 = V0 ( X, si n1 = mı́n{n ∈ ω \ {0} : Un ∩ (X \ V0) 6= ∅},
entonces, elegimos un punto x1 ∈ Un1 ∩ (X \ V0). Para cada i ∈ ω sea
ni = mı́n{n ∈ ω\{0, n1, . . . , ni−1} : Un∩(X \Vi−1) 6= ∅}, dado que U no tiene
subcubiertas finitas podemos elegir un punto xi ∈ Uni∩(X\Vni−1). Siguiendo
inductivamente con este proceso, obtenemos un conjunto A = {xn : n ∈ ω}
infinito tal que si k ∈ ω, entonces, xk ∈ Unk y xk /∈ Vn para todo n < k.
Por hipótesis, existe un punto x ∈ X que es punto ĺımite de A; como U es
una cubierta de X se tiene que existe n ∈ ω tal que x ∈ Un, por lo tanto,
x ∈ Vn. Note que Vn es una vecindad abierta de x. Sea r ∈ ω tal que r > n,
entonces, xr /∈ Vn contradiciendo el hecho de que x es punto de acumulación
de A. Luego, X debe ser numerablemente compacto.
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La propiedad de Lindelöf también es una generalización de la compacidad,
sin embargo, aunque no tocaremos muy a fondo dicha propiedad tenemos la
siguiente caracterización:

Proposición 2.2.3 ([6], Teorema 4.1.15 y Corolario 4.1.16.). Para un espacio
metrizable las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. w(X) ≤ ℵ0.

2. El espacio X tiene la propiedad de Lindelöf.

3. d(X) ≤ ℵ0.

Si X es un espacio compacto, entonces, X es numerablemente compacto,
sin embargo, el rećıproco no se cumple siempre. La siguiente proposición nos
da una condición suficiente para que esto se cumpla.

Proposición 2.2.4 ([6], Teorema 4.1.17). Sea X un espacio metrizable. Si
X es numerablemente compacto, entonces, X es compacto.

Aśı como la compacidad implica la compacidad numerable, la compacidad
numerable implica la pseudocompacidad.

Proposición 2.2.5. Todo espacio numerablemente compacto es pseudocom-
pacto.

Demostración. Sea f : X → R una función continua, entonces, f(X) es nu-
merablemente compacto. Como R es metrizable, entonces, f(X) es compacto.
Esto implica que f está acotada; por lo tanto, X es pseudocompacto.

Vale tener en mente estas proposiciones pues serán usadas frecuentemente
como hechos conocidos, por lo tanto, no serán referenciadas, de este modo
evitaremos confusiones.



Caṕıtulo 3

Ejemplos de espacios
pseudocompactos

3.1. El primer ordinal no numerable

Definición 3.1.1. Diremos que un espacio X es ω-acotado, si para cualquier
subconjunto a lo más numerable de X su cerradura es un conjunto compacto.

Observación 3.1.2. Todo espacio ω-acotado es numerablemente compacto.

Con todo esto podemos dar nuestro primer ejemplo de un espacio pseudo-
compacto: ω1, el primer ordinal no numerable. Primero mencionaremos como
es su topoloǵıa, la topoloǵıa del orden. En general y para cualquier conjunto
ordenado (X,<), una sub-base para su topoloǵıa es la siguiente:

S = {(←, a), (b,→) : a, b ∈ X},

donde (←, a) = {x ∈ X : x < a} y (b,→) = {x ∈ X : b < x}. En el caso
de ω1, B = {[0, α), (α, β), (β,→) : α, β ∈ ω1} es una base para su topoloǵıa.
Como primera propiedad tenemos que ω1 es localmente compacto.

Proposición 3.1.3. Sea α ∈ ω1. Entonces, [0, α] es un espacio compacto.

Demostración. Haremos la demostración por inducción. Es claro que si α =
0, entonces, el conjunto {0} es compacto. Sea α ∈ ω1 \ {0} y supongamos
que para todo β < α el conjunto [0, β] es un conjunto compacto. Sea U una
cubierta abierta de [0, α], entonces, existe U0 ∈ U tal que α ∈ U0. Por la forma
de los abiertos básicos de ω1, se tiene que, existe β < α tal que (β, α] ⊂ U0.

23
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Por hipótesis, [0, β] es compacto y como U es una cubierta abierta de [0, β],
entonces, existen {U1, . . . , Un} elementos de U que cubren a [0, β] de tal modo
que U ′ = {U0, U1, . . . , Un} es una subcubierta finita de U , por lo tanto, [0, α]
es compacto.

Lema 3.1.4. Todo subconjunto numerable de ω1 está acotado superiormente.

Demostración. Sea A un subconjunto numerable de ω1, entonces, sup(A) =⋃
A = α es un elemento de ω1 tal que x ≤ α, para todo x ∈ A.

Proposición 3.1.5. ω1 es ω-acotado

Demostración. Sea A un subconjunto de ω1 a lo más numerable, entonces,
A está acotado superiormente por sup(A) = α ∈ ω1. De esto, se sigue que
A ⊂ [0, α]. Como Ā es un conjunto cerrado en [0, α] se concluye que Ā es
compacto.

El resultado anterior implica que ω1 es un conjunto numerablemente com-
pacto, pero como veremos, ω1 tiene propiedades bastante interesantes.

Proposición 3.1.6. χ(ω1) ≤ ℵ0.

Demostración. Sea α ∈ ω1. Entonces, B(α) = {(β, α + 1) : β < α} es una
base local numerable de ω1 en el punto α.

Para demostrar que ω1 es un espacio normal necesitamos los siguientes
lemas:

Lema 3.1.7. Si F y G son dos subconjuntos cerrados no acotados de ω1,
entonces, F ∩G 6= ∅.

Demostración. Sea {αn}n∈ω una sucesión creciente, de elementos de ω1, tal
que αn ∈ F si n es par y αn ∈ G si n es impar. Sea α = sup{αn : n ∈ ω},
entonces, α2n → α, lo que implica que α ∈ F . También α2n+1 → α, luego
α ∈ G. Esto hace evidente que F ∩G 6= ∅.

Observación 3.1.8. El lema anterior es equivalente a que si F y G son dos
cerrados disjuntos en ω1, entonces, F es cerrado y acotado, o G lo es. En estos
casos, como en R, el ser cerrado y acotado es equivalente a ser compacto.

Lema 3.1.9. Sean X un espacio topológico de Tychonoff, K ⊂ X un con-
junto compacto y F ⊂ X un conjunto cerrado tales que K∩F = ∅. Entonces,
existe una función continua f : X → R tal que f(K) ⊂ {0} y f(F ) ⊂ {1}.
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Demostración. Como X es un espacio de Tychonoff tiene sentido trabajar
con la compactación βX. Notemos que K es un conjunto cerrado en βX
y como K ∩ F = ∅, entonces, K ∩ [F ]βX = ∅. Por otro lado, βX es un
espacio normal aśı que existe una función continua g : βX → [0, 1] tal que
g(K) ⊂ {0} y g([F ]βX) ⊂ {1}. Sea f = g|X , entonces, f es una función
continua que separa a F de G.

Lema 3.1.10. ω1 es un espacio de Tychonoff.

Demostración. Sean x, y ∈ ω1 puntos distintos. Sin pérdida de generalidad
supongamos que x < y. Los abiertos U = [0, x + 1) y V = (x, ω1) son tales
que x ∈ U , y ∈ V y U ∩V = ∅. Entonces, ω1 es un espacio de Hausdorff, por
lo tanto, ω1 es un espacio T1.

Como se mencionó al inicio de esta sección, la familia B = {[0, α), (α, β),
(β,→) : α, β,∈ ω1} es una base para la topoloǵıa de ω1, sin embargo, la
familia B′ = {[0, α], (α, β], [β,→) : α, β,∈ ω1} cumple las condiciones de la
Proposición (1.1.11), por lo tanto, B′ es una base para la topoloǵıa de ω1.
Note que los intervalos de la forma (γ, δ] son en realidad de la forma (γ, δ+1).
De este modo la base B′ es una base formada por conjuntos clopen. De la
Proposición (1.2.9) se concluye que ω1 es un espacio de Tychonoff.

Proposición 3.1.11. ω1 es un espacio normal.

Demostración. Sean F y G dos subconjuntos cerrados y disjuntos de ω1. Por
la Observación (3.1.8), tenemos que F o G es compacto. Supongamos que F
lo es; por el Lema (3.1.9), existe una función continua f : X → [0, 1] tal que
f(K) ⊂ {0} y f(F ) ⊂ {1}. Por lo tanto, de la Proposición (1.5.2), ω1 es un
espacio normal.

Proposición 3.1.12. ω1 no es separable.

Demostración. Sea D ⊂ ω1 un conjunto numerable. Entonces, sup(D) = δ ∈
ω1 y de ah́ı que D ⊂ [0, δ], por lo tanto, (δ, ω1) es un conjunto abierto en
ω1 que tiene intersección vaćıa con D. Se sigue que ω1 no tiene subconjuntos
densos numerables.

Observación 3.1.13. Notemos que si f : ω1 ↪→ ω1+1 es un encaje, entonces,
ω1 no es un conjunto cerrado en ω1+1. Por esta razón, ω1 es un ejemplo de un
espacio numerablemente compacto (pseudocompacto) que no es compacto.
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Un hecho importante sobre ω1 es que toda función continua con valores
en los reales es eventualmente constante, es decir, existe α ∈ ω1 tal que
f(β) = f(α) para todo β > α.

Proposición 3.1.14. Sea f : ω1 → R una función continua. Entonces, f es
eventualmente constante.

Demostración. Sean f : ω1 → R una función continua y ε > 0. Supongamos
por contradicción que no existe α ∈ ω1 tal que para todo β, γ ≥ α se cumpla
que |f(β)−f(γ)| < ε. Es decir, para todo ε > 0 y todo α ∈ ω1 existen βα, γα ≥
α tales que |f(βα) − f(γα)| ≥ ε. Tomemos los conjuntos {βα : α ∈ ω1} y
{γα : α ∈ ω1}, ambos son cerrados y no acotados; por el Lema (3.1.7) se tiene
que {βα : α ∈ ω1}∩{γα : α ∈ ω1} 6= ∅. Sea δ ∈ {βα : α ∈ ω1}∩{γα : α ∈ ω1},
entonces, f es discontinua en δ pues 0 = |f(δ)−f(δ)| ≥ ε. Por lo tanto, para
todo ε > 0 existe α ∈ ω1 tal que si β, γ ≥ α, entonces, |f(β)− f(γ)| < ε.

Para cada n ∈ N tomemos εn = 1
2n

, de este modo creamos un conjunto
A = {αn : n ∈ N} tal que si n ∈ N, entonces, para cualesquiera β, γ ≥ αn se
cumple que |f(β)− f(γ)| < εn. Sea α = sup(A), como f es continua es claro
que f(αn) converge a f(α). Tomando β > α se tiene que:

|f(β)− f(α)| ≤ |f(β)− f(αn)|+ |f(αn)− f(α)| < 1

2n
+

1

2n

⇒ |f(β)− f(α)| < 1

n
∀n ∈ N.

Por lo tanto, |f(β)− f(α)| = 0. Sea f(α) = c se concluye que si β > α,
entonces, f(β) = c.

Este ejemplo motiva la siguiente definición.

Definición 3.1.15. Un espacio topológico de Tychonoff X es casi compacto
si |βX \X| ≤ 1.

Proposición 3.1.16. ω1 es casi compacto.

Demostración. Denotemos por [0, ω1] al conjunto ω1 + 1. Es claro que [0, ω1]
es un espacio compacto tal que ω1 = [0, ω1]. Además, dada una función
continua f : ω1 → R, por la Proposición (3.1.14), existe g : [0, ω1] → R, tal
que g es una extensión continua de f . Este hecho implica que βω1 = [0, ω1],
por lo tanto, ω1 es casi compacto.
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3.2. Σ-productos

En 1959, H. H. Corson introdujo la definición de Σ-producto (y σ-producto)
y estudió sus propiedades, (ver [5]). Para definir este espacio sea {Xt : t ∈ T}
una familia de espacios topológicos no vaćıos, donde T es un conjunto infi-
nito no numerable. Tomemos a X =

∏
t∈T Xt con la topoloǵıa producto de

Tychonoff y sea x = (xt)t∈T ∈ X. El Σ-producto de la familia de espacios
{Xt : t ∈ T} con centro en x se define como:

ΣxX = {z ∈ X : |{t ∈ T : zt 6= xt}| ≤ ℵ0}.

Si en la definición anterior se reemplaza la desigualdad por una desigualdad
estricta, entonces, se habla de un σ-producto.

Proposición 3.2.1. Sea K un espacio compacto, T un conjunto no nume-
rable y x ∈ KT , entonces, ΣxK

T es un conjunto denso en KT .

Demostración. Sea U un abierto básico de KT . Digamos U = Ut0 × · · · ×
Utn ×KT\S, donde S = {t0, . . . , tn} y Uti es un abierto en K para 0 ≤ i ≤ n.
Sea y = (yt)t∈T ∈ KT , donde yti ∈ Uti para 0 ≤ i ≤ n y yt = x0 para
t ∈ T \ S, entonces, y ∈ U ∩ ΣxK

T y, por lo tanto, U ∩ ΣxK
T 6= ∅. De este

modo hemos probado que ΣxK
T es denso en KT .

Note que en la demostración anterior no se uso el hecho de que K es un
espacio compacto, por lo tanto, la proposición anterior es válida para cual-
quier Σ-producto de cualquier familia de espacios.

Dado este concepto, es natural preguntarnos si este espacio es numera-
blemente compacto, pero para responder a esta cuestión definiremos primero
una propiedad auxiliar.

Definición 3.2.2. Sea X un espacio topológico. Diremos que Y ⊂ X es un
conjunto ω-cerrado, si para todo A ⊂ Y a lo más numerable se cumple que
[A]X ⊂ Y .

Proposición 3.2.3. El conjunto ΣxK
T es ω-cerrado en KT .

Demostración. Sea A ⊂ ΣxK
T a lo más numerable. Def́ınase B = {t ∈ T :

existe a ∈ A tal que at 6= xt}, notemos que B =
⋃
a∈A{t ∈ T : at 6= xt}.

Entonces, |B| ≤ ℵ0 · ℵ0 = ℵ0 y además, para todo a ∈ A se tiene que at = xt
para todo t ∈ T \ B. De este modo A ⊂

⋂
t∈T\B π

−1
t ({xt}). Como para
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todo c ∈ K se tiene que π−1
t ({c}) es un conjunto cerrado en KT , entonces,

Ā ⊂
⋂
t∈T\B π

−1
t ({xt}) ⊂ ΣxK

T (de hecho Ā es un conjunto cerrado en KT ).

De esto último se desprende que ΣxK
T es un conjunto ω-cerrado.

Proposición 3.2.4. El espacio ΣxK
T es ω-acotado.

Demostración. Sea A ⊂ ΣxK
T a lo más numerable, como Ā es cerrado en

KT , entonces, Ā es compacto en KT . Por lo cual, ΣxK
T es un espacio ω-

acotado.

La proposición anterior implica que el espacio ΣxK
T es pseudocompacto.

Proposición 3.2.5. Sea X un espacio topológico con un subespacio denso
pseudocompacto. Entonces, X es pseudocompacto.

Demostración. Supongamos que X no es un espacio pseudocompacto. Sea
g : X → R una función continua no acotada y D dicho subespacio denso
y pseudocompacto. Entonces, g|D(D) ⊂ [−m,m], para algún m ∈ ω. Sea
n > m, entonces, existe x ∈ X \D tal que |g(x)| > n, pues g es no acotada.
Sea U = (g(x) − 1

2
, g(x) + 1

2
), entonces, V = g−1(U) es un conjunto abierto

no vaćıo de X, por lo tanto, D∩V 6= ∅. Sea z ∈ D∩V , entonces, |g(z)| ≤ m
y |g(z)| > n lo cual es una contradicción.

Corolario 3.2.6. Si ΣxK
T ⊂ X ⊂ KT , entonces, X es pseudocompacto.

Sean T un conjunto no numerable y K = [0, 1]. Si X = [0, 1]T \ {1̄},
donde πt(1̄) = 1 para todo t ∈ T , entonces, X es pseudocompacto pero no
numerablemente compacto. Para ver esto último, tomemos un conjunto infi-
nito A = {an : n ∈ ω} ⊂ X definido como an = (ant)t∈T donde ant = 1− 1

n+1

para todo t ∈ T , entonces, A es cerrado y discreto, pues 1̄ es el único punto
ĺımite de A y 1̄ /∈ X.

El ejemplo anterior pone de manifiesto que ser pseudocompacto no implica
ser numerablemente compacto. Muchas propiedades de tipo compacidad se
preservan bajo mapeos continuos y el ser pseudocompacto no es la excepción.

Proposición 3.2.7. Sea f : X → Y una función suprayectiva y continua.
Si X es un espacio pseudocompacto, entonces, Y también lo es.
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Demostración. Sea g : Y → R una función continua, tomemos p = g ◦ f ,
entonces, p : X → R. Por hipótesis, X es pseudocompacto y de ah́ı que
p este acotada, digamos que p(X) ⊂ [−m,m] para algún m ∈ ω. Como
p(X) = (g ◦ f)(X) = g(f(X)) = g(Y ), entonces, g es una función acotada.
Por lo tanto, Y es pseudocompacto.

La compactación por un punto (de Alexandroff) de un espacio no com-
pacto, pero localmente compacto, es un proceso mediante el cual, agregando
un punto y modificando un poco la topoloǵıa del espacio, conseguimos un
espacio compacto en el que está encajado densamente nuestro espacio inicial.
Esta compactación tiene su análogo en los espacio de Lindelöf: La lindelofi-
cación por un punto (extensión unipuntual de Lindelöf ) de un espacio.

3.2.1. Extensión unipuntual de Lindelöf

Sea κ un cardinal mayor o igual que ω1, por D(κ) denotaremos al es-
pacio discreto de cardinalidad κ, es decir, D(κ) es κ acompañado con la
topoloǵıa discreta. Tomemos ahora un punto ∞ que no pertenezca a D(κ),
entonces, el conjunto λD(κ) = D(κ) ∪ {∞}, con la topoloǵıa definida como
sigue: todos los puntos de κ son aislados y las vecindades U de ∞ son tales
que |κ \ U | ≤ ℵ0, es un espacio de Lindelöf. A λD(κ) se le conoce como la
extensión unipuntual de Lindelöf del espacio D(κ).

El espacio que realmente nos interesa es Cp(λD(κ), [0, 1]); es decir, el
conjunto de funciones continuas de λD(κ) a [0, 1] con la topoloǵıa de la con-
vergencia puntual , dicha topoloǵıa no es más que la heredada del espacio
[0, 1]λD(κ) con la topoloǵıa producto de Tychonoff. Para analizar este espacio
es conveniente saber como son sus elementos.

Sea f : λD(κ) → [0, 1] una función continua. Como todo punto en [0, 1]
es de tipo Gδ, entonces, f(∞) es de tipo Gδ en [0, 1]. Por otro lado, ∞ ∈
U = f−1(f(∞)), aśı pues, U es de tipo Gδ en λD(κ) y es una vecindad
de ∞. Por lo tanto, |κ \ U | ≤ ℵ0, es decir, para todo α ∈ κ, salvo una
cantidad a lo más numerable, se debe cumplir que f(α) = f(∞), en otras
palabras, Cp(λD(κ), [0, 1]) es el conjunto de funciones en [0, 1]λD(κ) tales que
existe A ⊂ κ a lo más numerable de tal forma que f(α) = f(∞), para todo
α ∈ κ \ A, en śımbolos se tiene que:
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Cp(λD(κ), [0, 1]) =
⋃

A∈[κ]≤ℵ0

{f ∈ [0, 1]λD(κ) : f(α) = f(∞) ∀α ∈ κ \ A}.

Para saber si Cp(λD(κ), [0, 1]) es un espacio pseudocompacto lo que
haremos será buscar un homeomorfismo entre Cp(λD(κ), [0, 1]) y un es-
pacio que sepamos que śı es pseudocompacto. Es aśı como decimos que
Cp(λD(κ), [0, 1]) ' Σ0[0, 1]κ × [0, 1].

Sea H : Cp(λD(κ), [0, 1])→ Σ0[0, 1]κ× [0, 1] definida mediante la siguien-
te regla:

f 7−→ (f − 1f(∞), f(∞)), (3.1)

donde 1 : λD(κ)→ [0, 1] es la función constante igual a 1 y el escalar f(∞)
es un elemento de [0, 1]. Aseguramos lo siguiente:

Proposición 3.2.8. Sea H : Cp(λD(κ), [0, 1]) → Σ0[0, 1]κ × [0, 1] definida
como en (3.1). Entonces:

La función H es lineal y continua.

La función G : Σ0[0, 1]κ×[0, 1]→ Cp(λD(κ), [0, 1]) definida por (g, r) 7→
g + 1r, r ∈ [0, 1], es lineal, continua y tal que G = H−1.

Para verificar la continuidad de H necesitaŕıamos profundizar un poco
más en la topoloǵıa de los espacios de funciones continuas, pero esto ya no
se encuentra dentro de los propósitos del presente trabajo, si el lector desea
profundizar en este tema puede revisar ([17]).

Demostración. Es fácil probar que G es lineal y continua, por lo tanto, sólo
demostraremos que G = H−1.

Probaremos que H ◦G = IdΣ0[0,1]κ×[0,1] y que G ◦H = IdCp(λD(κ),[0,1]).

H ◦G : Σ0[0, 1]κ × [0, 1]→ Σ0[0, 1]κ × [0, 1] es tal que (H ◦G)(g, r) =
H(G(g, r)) = H(g+ 1r) = (g+ 1r−1(g(∞) + r), g(∞) + r). Como g+
1r ∈ Cp(λD(κ), [0, 1]), entonces, para todo α ∈ κ, salvo una cantidad
numerable, (g + 1r)(α) = (g + 1r)(∞). Por otro lado, g ∈ Σ0[0, 1]κ,
entonces, para todo α ∈ κ, salvo una cantidad numerable, g(α) = 0.
Se concluye que g(∞) = 0, luego entonces, (H ◦G)(g, r) = (g, r).
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G ◦H : Cp(λD(κ), [0, 1]) → Cp(λD(κ), [0, 1]) es tal que (G ◦H)(f) =
G(H(f)) = G(f − 1f(∞), f(∞)) = f − 1f(∞) + 1f(∞) = f .

Luego entonces, G = H−1.

Proposición 3.2.9 ([6], Corolario 3.10.27). El producto cartesiano X×Y , de
un espacio pseudocompacto X y un espacio compacto Y , es pseudocompacto.

De la proposición anterior se concluye que Cp(λD(κ), [0, 1]) es un espacio
pseudocompacto.

3.3. Espacios de Mrówka

Existe una variante de la propiedad de compacidad numerable: La com-
pacidad numerable en sentido débil.

Definición 3.3.1. Un espacio X es numerablemente compacto en sentido
débil , si existe un subespacio denso Y ⊂ X tal que todo conjunto infinito
A ⊂ Y tiene un punto ĺımite en X.

Notemos que X es numerablemente compacto en sentido débil, si y sólo
si, existe un subespacio denso Y ⊂ X que no contiene conjuntos infinitos,
cerrados y discretos.

Observación 3.3.2. Como primeras consecuencias de la Definición (3.3.1),
cabe destacar las siguientes:

1. Si Y = X, entonces, X es numerablemente compacto.

2. Si X tiene un subespacio Y denso y numerablemente compacto, enton-
ces, X es numerablemente compacto en sentido débil.

Como es natural, demostraremos que esta propiedad implica la pseudo-
compacidad, pero antes demostraremos un lema auxiliar.

Lema 3.3.3. Sea f : X → Z una función continua y suprayectiva. Si X es
numerablemente compacto en sentido débil, entonces, Z también lo es.

Demostración. Sea f : X → Z una función continua. Si X es numerable-
mente compacto en sentido débil, entonces, existe Y ⊂ X denso tal que
todo conjunto infinito A ⊂ Y tiene un punto ĺımite en X. Por otro lado,
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Z = f(X) = f(Ȳ ) ⊂ f(Y ), de aqúı que f(Y ) = Z, esto último implica que
f(Y ) es denso en Z. Sea B ⊂ f(Y ) infinito. como f−1(B)∩X es un conjunto
infinito en X, entonces, existe un punto de acumulación de f−1(B) digamos
x ∈ X. Sea z = f(x) ∈ Z, tenemos que z es punto de acumulación de B, pues
de no serlo existiŕıa una vecindad U de z tal que B∩(U \{z}) = ∅. Entonces,
V = f−1(U) seŕıa una vecindad de x tal que f−1(B) ∩ (V \ {x}) = ∅. Por lo
tanto, Z es numerablemente compacto en sentido débil.

Proposición 3.3.4. Todo espacio numerablemente compacto en sentido débil
es pseudocompacto.

Demostración. Supongamos que X no es pseudocompacto. Entonces, existe
f : X → R continua y no acotada. Sea Y ⊂ X un subespacio denso tal que
todo conjunto infinito A ⊂ Y tiene un punto ĺımite en X. Sea {xn}n∈ω una
sucesión de elementos (distintos) de Y tales que f(xn) > |f(xn−1)| + 1 para
todo n > 0. Como f(X) es numerablemente compacto en sentido débil se
tiene que {f(xn)}n∈ω converge a un punto y en f(X). Entonces, para todo ε >
0 existe N ∈ ω tal que para todo m,n ≥ N se cumple que |f(xm)−f(xn)| < ε,
pues en R toda sucesión convergente es de Cauchy. Esto último no es posible.
Por lo tanto, X es pseudocompacto.

Definición 3.3.5. Sea X un conjunto no numerable. Una familia de con-
juntos A ⊂ [X]ℵ0 es casi disjunta (almost disjoint), si |A| ≥ ℵ0 y para
cualesquiera A,B ∈ A distintos se cumple que |A ∩B| < ℵ0.

Proposición 3.3.6. Existe una familia casi disjunta de cardinalidad c.

Demostración. Sea f : ω → Q una biyección entre ω y los números raciona-
les. Para cada r ∈ R sea Ar = {xrn}n∈ω una sucesión de números racionales
distintos que converge a r. Entonces, A = {Ar : r ∈ R} es una familia casi
disjunta. Para verificar esto sean r, s ∈ R distintos; como R es un espacio de
Hausdorff se sigue que existen conjuntos abiertos U, V ⊂ R tales que r ∈ U ,
s ∈ V y U ∩ V = ∅. Sean Ar, As ∈ A las sucesiones que convergen a dichos
reales, entonces, |Ar \ U | < ℵ0 y |As \ V | < ℵ0, por lo tanto, |Ar ∩As| < ℵ0.
Además, |A| = c.

Lo anterior pone de manifiesto que existen familias casi disjuntas muy
grandes. De hecho, toda familia casi disjunta está contenida en una familia
casi disjunta maximal. Esto, pues la propiedad de “ser una familia casi dis-
junta” es una propiedad de carácter finito. Por el Lema (1.8.2), existe una
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familia casi disjunta maximal (maximal almost disjoint family), o familia
mad por su siglas en inglés. A continuación tenemos una caracterización de
estas familias.

Teorema 3.3.7. Una familia A ⊂ [ω]ℵ0 es una familia mad, si y sólo si,
A es una familia casi disjunta y para todo A ∈ [ω]ℵ0 existe B ∈ A tal que
|A ∩B| = ℵ0.

Demostración. Si A es una familia mad, entonces, A es una familia casi dis-
junta. Por otro lado, de existir A ∈ [ω]ℵ0 \ A tal que |A∩B| < ℵ0 para todo
B ∈ A, se debe tener que A ∪ {A} es casi disjunta. Por la maximalidad de
A, A ∪ {A} = A, es decir, A ∈ A.

Rećıprocamente, supongamos que A no es una familia mad. Entonces,
existe A ∈ [ω]ℵ0 \ A tal que A∪ {A} es una familia casi disjunta. De esto se
desprende que |A ∩ B| < ℵ0 para todo B ∈ A. Por hipótesis, esto no puede
suceder, por lo tanto, A es una familia mad.

Proposición 3.3.8. Sea A una familia casi disjunta maximal. Entonces, A
es no numerable.

Demostración. Supongamos que A es una familia casi disjunta numerable.
Veamos que de suceder esto A no es una familia mad. Es decir, demostrare-
mos que existe A ⊂ [ω]ℵ0 tal que A /∈ A yA∪{A} es una familia casi disjunta.

Tomemos una enumeración {An : n ∈ ω} de A tal que An 6= Am si n 6= m.
Observe que para todo n ∈ ω, el conjunto ω \ (A0∪ . . .∪An) es infinito, pues
de ser finito existiŕıa k ∈ ω tal que Ak puede ser cubierto por una cantidad
finita de elementos de A, esto implicaŕıa que Ai ∩ Ak es infinito para algún
i < k, lo cual es una contradicción.

Por recursión, elegiremos un conjunto de puntos {xn : n ∈ ω} tal que
xi /∈ ((A0 ∪ . . . ∪ Ai) ∪ {x0, . . . , xi−1}) para cada i ∈ ω. Entonces, A = {xn :
n ∈ ω} no pertenece a A y A ∩ An ⊂ {x0, . . . , xn−1} para cada n ∈ ω. De
este modo hemos probado que A ∪ {A} es una familia casi disjunta.

La proposición que enunciaremos a continuación es una caracterización
de los espacios pseudocompactos discretos.

Proposición 3.3.9. Sea X es un espacio discreto. Entonces, X es pseudo-
compacto, si y sólo si, X es finito.
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Demostración. Si X es discreto y finito, entonces, para toda función f : X →
R se tiene que f(X) ⊂ [−r, r], donde r = máx{f(x) : x ∈ X}. Por lo tanto,
X es pseudocompacto.

Rećıprocamente, supongamos ahora que X es discreto, pseudocompacto
e infinito. Sin pérdida de generalidad supongamos que X es numerable, di-
gamos X = {xn : n ∈ ω}. Sea f : X → R la función definida por f(xn) = n.
Como X discreto se tiene que f es continua, pero por su definición f es no
acotada. Esto no puede suceder, por lo tanto, X es finito.

Ahora procederemos a construir nuestro ejemplo. Sea A ⊂ [ω]ℵ0 una
familia casi disjunta. Denotamos por Ψ(A) al espacio ω ∪A con la siguiente
topoloǵıa: todos los puntos de ω son aislados y U es una vecindad abierta
básica de A ∈ A si U = {A} ∪ (A \ F ), donde F ⊂ ω es un conjunto finito.
A estos espacios se les conoce como Ψ-espacios. La siguiente proposición
enumera varias propiedades de este espacio.

Proposición 3.3.10. Sea Ψ(A) un Ψ-espacio, donde A es una familia casi
disjunta. Entonces:

1. d(Ψ(A)) ≤ ℵ0.

2. A es un conjunto cerrado y discreto en Ψ(A).

3. χ(Ψ(A)) ≤ ℵ0.

4. Ψ(A) es localmente compacto.

Demostración. Hay que notar que A es una sucesión que converge a {A},
para cada A ∈ A.

1. Ψ(A) es separable, pues ω es un conjunto denso numerable en Ψ(A).

2. Sea x ∈ Ψ(A) \ A, entonces, x ∈ ω y {x} es una vecindad de x que no
intersecta a A. Se sigue que A es un conjunto cerrado en Ψ(A). Por
otro lado, VA = {A} ∪ A es una vecindad de A para cada A ∈ A. Más
aún, VA ∩ A = {A}, entonces, A es un subespacio discreto de Ψ(A).

3. Para ver que Ψ(A) es primero numerable notemos que todo elemento
x ∈ ω es aislado y para A ∈ A los abiertos básicos son de la forma
{A} ∪ (A \F ), F ⊂ ω finito. Como |[ω]<ℵ0| = ℵ0 (Proposición (1.9.2)),
entonces, A tiene una base local numerable.
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4. Todo elemento A ∈ Ψ(A) es una sucesión convergente (converge a
{A}) y las sucesiones convergentes con su punto ĺımite son conjuntos
compactos.

Note que esta proposición sigue siendo válida si A es una familia mad.

Corolario 3.3.11. Ψ(A) no es numerablemente compacto.

Demostración. Por la Proposición (3.3.10), Ψ(A) contiene el subespacio A
que es cerrado, discreto e infinito.

Para continuar con el desarrollo de este ejemplo es vital hacer notar que
Ψ(A) es un espacio de Tychonoff. Es fácil ver que Ψ(A) es de Hausdorff, y
de la Proposición (3.3.10), se concluye que Ψ(A) tiene una base formada por
conjuntos clopen. Aplicando la Proposición (1.2.9) se concluye que Ψ(A) es
un espacio de Tychonoff.

Definición 3.3.12. Sea X un espacio de Hausdorff, diremos que X es un
espacio disperso (scattered space), si todo subconjunto no vaćıo de X tiene
un punto aislado.

Dado un espacio topológico X el conjunto derivado de X se denota por
X ′, ver la Definición (1.1.8). Para cada ordinal α se define el α-ésimo con-
junto derivado de X de la siguiente forma: X(0) = X, X(α) = (X(β))′ si
β + 1 = α y X(α) =

⋂
β<αX

(β) si α es un ordinal ĺımite. Observe que

X(α) ⊆ X(β) para β < α. Se define la altura de Cantor-Bendixson como
ht(X) = mı́n{α : X(α) = ∅}.

Tenemos que Ψ(A) es un espacio disperso, pues todo punto de ω es aislado
y A es un subespacio cerrado y discreto. De este modo ht(Ψ(A)) = 2.

Definición 3.3.13. Un espacio de Mrówka es un espacio de la forma Ψ(A),
donde A es una familia mad.

Proposición 3.3.14. Sea A una familia casi disjunta. Las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

1. Ψ(A) es pseudocompacto.

2. Ψ(A) es numerablemente compacto en sentido débil.

3. A es una familia mad.
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Demostración. Demostraremos que 2⇒ 1⇒ 3⇒ 2.

Por la Proposición (3.3.4), se tiene que todo espacio numerablemente
compacto en sentido débil es pseudocompacto.

Probaremos que ¬(3) ⇒ ¬(1). Supongamos que A no es una familia
mad. Entonces, existe A ⊂ ω infinito tal que A /∈ A y |B ∩ A| < ℵ0

para todo B ∈ A. Sea A = {xn : n ∈ ω}. Como Ψ(A) es de Tycho-
noff, entonces, las funciones χ{xn} : Ψ(A)→ R son continuas pues {xn}
es un conjunto clopen para todo xn ∈ A ⊂ ω. Aśı pues, las funcio-
nes fn : Ψ(A) → R definidas como fn = n · χ{xn} son continuas. Sea
f : Ψ(A) → R definida como f =

∑
n∈ω fn. Tenemos que f está bien

definida pues f(x) 6= 0, si y sólo si, x = xn para algún n ∈ ω y en este
caso, la función f coincide con fn, entonces, f es continua. Desafortu-
nadamente, la función f no es acotada. De este modo probamos que
Ψ(A) no es pseudocompacto.

Sean A una familia mad, Y = ω y A ⊂ Y un conjunto infinito. Diferen-
ciaremos dos casos. Si A ∈ A, entonces, {A} es punto ĺımite de A. Si
A /∈ A, por la Proposición (3.3.7), existe B ∈ A tal que |A ∩ B| = ℵ0,
entonces, {B} es un punto ĺımite de A. Por lo tanto, Ψ(A) es numera-
blemente compacto en sentido débil.

De este modo hemos probado que las afirmaciones anteriores son equivalentes.

Varias propiedades de tipo compacidad se heredan a subespacios cerrados.
La pseudocompacidad es una excepción.

Proposición 3.3.15. Sea Ψ(A) un espacio de Mrówka. Entonces, existe un
subespacio cerrado F ⊂ Ψ(A) que no es pseudocompacto.

Demostración. Por la Proposición (3.3.10), A es un conjunto cerrado y dis-
creto en Ψ(A). Sea F = A. Entonces, F no es pseudocompacto pues es un
espacio discreto infinito, ver la Proposición (3.3.9).

3.4. Algunas caracterizaciones de los espacios

pseudocompactos

La Proposición (2.1.4) es una de las tantas caracterizaciones de los es-
pacios pseudocompactos. En esta sección, enunciaremos algunas que son de
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interés y que nos ayudarán a presentar nuestros ejemplos finales.

Definición 3.4.1. Sea X un espacio topológico. Una familia {As}s∈S de
subconjuntos de X es localmente finita (discreta), si para cada x ∈ X existe
una vecindad V de x tal que |{s ∈ S : V ∩As}| < ℵ0 (|{s ∈ S : V ∩As}| ≤ 1).

Observación 3.4.2. Toda familia discreta es localmente finita.

Teorema 3.4.3. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. X es pseudocompacto.

2. Toda familia localmente finita {Us : s ∈ S}, de abiertos no vaćıos en
X, debe ser finita.

3. Toda familia discreta {Us : s ∈ S}, de abiertos no vaćıos en X, debe
ser finita.

4. En X no existen subespacios cerrados, discretos e infinitos que sean
C-encajados.

Demostración. Demostraremos que (1)⇒ (2)⇒ (3)⇒ (4)⇒ (1).

Sea X un espacio pseudocompacto. Supongamos por contradicción que
existe una familia localmente finita {Us : s ∈ S}, de abiertos no vaćıos
en X, que es infinita. Sin perder generalidad, supongamos que dicha
familia puede verse como {Un : n ∈ ω}. Escogemos, para todo n ∈ ω,
un punto xn ∈ Un \ {xk : k < n}. Como X es de Tychonoff se tiene que
existen funciones fn : X → R tales que fn(xn) = 1 y fn(X \Un) ⊂ {0}.
Sea f : X → R una función definida como f(x) =

∑
n∈ω n · |fn(x)|.

Como {Un : n ∈ ω} es una familia localmente finita, para cada x ∈ X
la función f está bien definida y es continua. Sean ε > 0 y x ∈ X,
entonces, x posee una vecindad V que intersecta a una cantidad finita
de elementos de {Un : n ∈ ω}, digamos {Uk1 , . . . , Ukn}. Se tiene que
f(x) = k1 · |fk1(x)|+ · · ·+ kn · |fkn(x)|, es decir, f |V es continua pues es
una suma finita de funciones continuas. Por lo tanto, existe un abierto
U ⊂ V tal que f(U) ⊂ (f(x)− ε, f(x) + ε); dado que U es un abierto,
se concluye que f es continua en x. Como x fue elegido arbitrariamente
se cumple que f es continua en X. Pero f no es acotada, luego, X no
es pseudocompacto. Por lo tanto, toda familia localmente finita {Us :
s ∈ S}, de abiertos no vaćıos en X, es finita.
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Es claro que si toda familia localmente finita {Us : s ∈ S}, de abiertos
no vaćıos en X, es finita, entonces, toda familia discreta {Vt : t ∈ T},
de abiertos no vaćıos en X, es finita.

Supongamos por contradicción que Y ⊂ X es un subespacio cerrado,
discreto, infinito y C-encajado. Sin pérdida de generalidad sea Y =
{yn : n ∈ ω}. Tomemos f : Y → R definida por f(yn) = n. Como
Y está C-encajado en X, existe g : X → R extensión continua de
f . Sea {Un : n ∈ ω} una familia de abiertos no vaćıos de R tal que
Un = (n − 1

3
, n + 1

3
). Definimos Vn = g−1(Un), como |{n ∈ ω : (g(x) −

1
3
, g(x) + 1

3
) ∩ (n − 1

3
, n + 1

3
)}| ≤ 1 para todo x ∈ X, se concluye que

g−1(g(x) − 1
3
, g(x) + 1

3
) intersecta a lo más a un miembro de {Vn}n∈ω.

Por lo tanto, {Vn}n∈ω es una familia discreta infinita, lo cual es una
contradicción.

Supongamos nuevamente por contradicción que X no es pseudocom-
pacto. Entonces, existe una función f : X → R continua no acotada.
Elegimos un conjunto Y = {yn : n ∈ ω} tal que f(yn+1) > |f(yn)| + 1
para cada n ∈ ω. Sea Un = f−1((f(yn) − 1

3
, f(yn) + 1

3
)), entonces,

{Un : n ∈ ω} es una familia discreta infinita. Como X es de Tycho-
noff existen funciones continuas gn : X → [0, 1] tales que gn(yn) = 1
y gn(x) = 0 para todo x ∈ X \ Un. Sea h : Y → R una función con-
tinua. La función h̄ =

∑
n∈ω h(yn) · gn : X → R es continua. Sean

ε > 0 y x ∈ X, entonces, x posee una vecindad V que intersecta a
lo más a un miembro de {Un : n ∈ ω}, digamos Uk. Se tiene que
h̄(x) = h(yk) · gk(x), es decir, h̄|Uk es continua pues es el producto de
dos funciones continuas. Por lo tanto, existe un abierto U ⊂ V tal que
h̄(U) ⊂ (h̄(x)− ε, h̄(x) + ε), dado que U es un abierto se concluye que
f es continua en x. Como x fue elegido arbitrariamente se cumple que
f es continua en X y h̄|Y = h. De este modo hemos verificado que
Y está C-encajado en X. Finalmente, Y es cerrado y discreto, pues
yn ∈ Un para todo n ∈ ω.

Definición 3.4.4. Sean X un espacio topológico y U ,V dos cubiertas de X.
Decimos que U es un refinamiento de V , si para todo U ∈ U existe V ∈ V
tal que U ⊂ V .
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Definición 3.4.5. Un espacio X es paracompacto si toda cubierta abierta
de X tiene un refinamiento localmente finito.

Proposición 3.4.6. Si X es paracompacto y pseudocompacto, entonces, X
es compacto.

Demostración. Sea U una cubierta abierta de X. Por la paracompacidad de
X, existe un refinamiento localmente finito V de U . Como X es pseudocom-
pacto, entonces, V es finito. Para cada V ∈ V , sea U un elemento de la
cubierta U tal que V ⊂ U . Entonces, U ′ = {U ∈ U : existe V ∈ V tal que
V ⊂ U} es una subcubierta finita de U .

Proposición 3.4.7. Sea X un espacio normal. Si X es pseudocompacto,
entonces, X es numerablemente compacto.

Demostración. Supongamos que X es normal pero no numerablemente com-
pacto. Entonces, existe Y ⊂ X cerrado, discreto e infinito. Por el Teorema
(1.5.3), Y está C-encajado en X, por lo tanto, X no puede ser pseudocom-
pacto.

Proposición 3.4.8. Un espacio X es numerablemente compacto, si y sólo
si, todo subespacio cerrado de X es pseudocompacto.

Demostración. SiX es numerablemente compacto, entonces, todo subespacio
cerrado de X es numerablemente compacto, y por consecuencia, pseudocom-
pacto.

Rećıprocamente, supongamos que todo subespacio cerrado de X es pseu-
docompacto. Si X no es numerablemente compacto se tiene que existe Y ⊂ X
cerrado, discreto e infinito. Por la Proposición (3.3.9) se tiene que Y no puede
ser pseudocompacto.

Proposición 3.4.9. Sea X un espacio metrizable. Si X es pseudocompacto,
entonces, X es compacto.

Demostración. Todo espacio metrizable es normal, por lo tanto, si X es pseu-
docompacto, entonces, X es numerablemente compacto. Por la Proposición
(2.2.4), X es compacto. Otra forma para ver este hecho es que todo espacio
metrizable es paracompacto, aśı, por la Proposición (3.4.6) se concluye que
X es compacto.
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Definición 3.4.10. Sea X un espacio topológico. Diremos que Y ⊂ X es
un subespacio Gδ-denso en X, si todo conjunto no vaćıo de tipo Gδ tiene
intersección no vaćıa con Y .

Proposición 3.4.11. Sean X un espacio topológico y Y ⊂ X un subespacio
denso y pseudocompacto. Entonces, Y es Gδ-denso en X.

Demostración. Supongamos que Y no es Gδ-denso en X. Entonces, existe
una familia numerable {Un : n ∈ ω}, de conjuntos abiertos no vaćıos tales
que A =

⋂
n∈ω Un 6= ∅ es un conjunto de tipo Gδ y A∩Y = ∅. Sea z ∈ A, como

X es de Tychonoff existen funciones continuas fn : X → [0, 1] definidas como
fn(z) = 0 y fn(X \ Un) ⊂ {1}. Tomemos la función g : X → [0, 1] definida
como g(x) =

∑
2−n ·fn(x). Puesto que para todo x ∈ X la serie g(x) converge

uniformemente y todas las funciones fn son continuas, se debe tener que g es
continua, g(z) = 0 y g(x) 6= 0 para todo x /∈ A, en particular g(y) 6= 0 para
todo y ∈ Y . Como Y es denso se tiene que z ∈ Y , por lo tanto, dado que
g es continua, se tiene que para cada n ∈ ω existe y ∈ Y tal que g(y) < 1

n
.

Finalmente, sea f : Y → R definida como f(y) = 1
g|Y (y)

. Note que f está bien

definida, pues g(y) 6= 0 para todo y ∈ Y y además f es continua y no acotada.
Entonces, Y no es pseudocompacto.

Teorema 3.4.12. Un espacio X es pseudocompacto, si y sólo si, es Gδ-denso
en su compactación de Stone-Čech βX.

Demostración. Sabemos que X es denso en su compactación de Stone-Čech
βX. Si X es pseudocompacto, por la Proposición (3.4.11), debe tenerse que
X es Gδ-denso en βX.

Rećıprocamente, supongamos que X es Gδ-denso en βX. Sea f : X → R
una función continua y h : R → (0, 1) un homeomorfismo. Consideremos
g = h ◦ f : X → (0, 1), la función g es continua y acotada, más aún, existe
g̃ : βX → [0, 1] extensión continua de g, ver la Proposición (1.7.6). Por otro
lado, tanto {0} como {1} son conjuntos de tipo Gδ en [0, 1], pero son tales
que g̃−1({0}) ∩ X = ∅ = g̃−1({1}) ∩ X, lo que implica que g̃−1({0}) = ∅ =
g̃−1({1}). Entonces, g̃(βX) ( (0, 1). Como βX es compacto existe ε > 0
tal que g̃(βX) ⊂ [ε, 1 − ε]. Por lo tanto, g(X) = g̃(X) ⊂ [ε, 1 − ε]. Como
f = h−1◦g, entonces, f(X) = (h−1◦g)(X) ⊂ h−1([ε, 1−ε]). Dado que h es un
homeomorfismo, se tiene que f está acotada. Por esto, X es pseudocompato.



3.5 Ejemplo de Novák 41

3.5. Ejemplo de Novák

El Teorema de Tychonoff (1.7.3) dice que el producto de una cantidad
arbitraria de espacios compactos sigue siendo un espacio compacto, pero para
espacios pseudocompactos esto ya no se cumple. Para probar esto, modifica-
remos un poco la construcción que dio J. Novák, para ver que el producto
de dos espacios numerablemente compactos no es necesariamente numerable-
mente compacto.

Una proposición clave en el desarrollo de este ejemplo es la siguiente:

Proposición 3.5.1. Sea {Xt : t ∈ T} una familia de espacios topológicos no
vaćıos tales que Xt es ω-acotado para cada t ∈ T . Entonces, X =

∏
t∈T Xt

es ω-acotado.

Demostración. Sean S ⊂ X un conjunto a lo más numerable y πt|S : S →
πt(S) = St ⊂ Xt la proyección t-ésima de S. Entonces, |St| ≤ |S| ≤ ℵ0 y [St]Xt
es un conjunto compacto. Por lo tanto, como S ⊂

∏
t∈T St ⊂

∏
t∈T [St]Xt se

concluye que S̄ ⊂
∏

t∈T [St]Xt , esto último implica que S̄ es compacto.

Antes de pasar directamente a la construcción de nuestro ejemplo, expon-
dremos algunos resultados interesantes de la compactación de Stone-Čech βω
del espacio D(ω).

Teorema 3.5.2 (Hewitt-Marczewski-Pondiczery ([6], Teorema 2.3.15)). Sean
{Xt : t ∈ T} una familia de espacios topológicos y m un cardinal infinito. Si
d(Xt) ≤ m para cada t ∈ T y |T | ≤ 2m, entonces, d(

∏
t∈T Xt) ≤ m.

Teorema 3.5.3 ([6], Teorema 3.6.11). Sea m un cardinal infinito. La com-
pactación de Stone-Čech del espacio D(m) tiene cardinalidad 22m y peso 2m.

Corolario 3.5.4. El espacio βω tiene cardinalidad 2c y peso c.

Teorema 3.5.5. Sea X un espacio infinito de cardinalidad m. Entonces, X
contiene un subespacio numerable y discreto.

Demostración. Si existe x ∈ X tal que |X \U | < ℵ0 para toda vecindad U de
x, entonces, X es homeomorfo a la compactación por un punto del espacio
D(m). De este modo la imagen de cualquier subespacio numerable de D(m)
es el espacio deseado.
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Sin embargo, si para todo x ∈ X se cumple que |X \U | ≥ ℵ0, para alguna
vecindad U de x. Siempre podemos elegir un punto y ∈ X \U tal que existe
una vecindad de y, V ⊂ (X \U) tal que |X \ (U ∪ V )| ≥ ℵ0. Repitiendo este
proceso, obtenemos un conjunto A = {xn : n ∈ ω} ⊂ X discreto.

Proposición 3.5.6. Sea D un espacio discreto. Si A,B ⊂ D y A ∩ B = ∅,
entonces, [A]βD ∩ [B]βD = ∅.

Demostración. Sea f : D → [0, 1] una función tal que f(d) = 1 si d ∈
A y f(d) = 0 si d ∈ D \ A, entonces, f es una función continua. Por la
Proposición (1.7.6), existe una función continua g : βD → [0, 1] que extiende
continuamente a f . Como los conjuntos g−1({0}), g−1({1}) son cerrados en
βD se sigue que [A]βD∩ [B]βD ⊂ g−1({0})∩g−1({1}) = ∅, pues A ⊂ g−1({0})
y B ⊂ g−1({1}) .

Teorema 3.5.7. Si A es un subconjunto infinito de βω, entonces, Ā = 2c.

Demostración. Es claro que |Ā| ≤ |βω| = 2c. Por el Teorema (3.5.5), tenemos
que existe un subespacio numerable y discreto B ⊂ A. Sean C,D ⊂ B tales
que C ∩ D = ∅, por la Proposición (3.5.6), se tiene que [C]βω ∩ [D]βω = ∅.
Entonces, K = [B]βω es una compactación de B que es equivalente a βB, (ver
Proposición (1.7.6). Como consecuencia, K es homeomorfo a βω y |K| = 2c,
dado que |A| ≥ |K|, pues K ⊂ Ā, entonces, |A| = 2c.

Ahora śı, procedemos a construir nuestro ejemplo. Primero, identifique-
mos a D(ω) con ω.

Lema 3.5.8. Existe un conjunto F1 ⊂ βω tal que ω ⊂ F1, |F1| = c y F1 es
numerablemente compacto.

Demostración. Sea Z un espacio topológico infinito. Definimos la función
f : [Z]ℵ0 → Z tal que a cada A ∈ [Z]ℵ0 , f le asigna un punto ĺımite en Z.
En βω construiremos por recursión de longitud ω1 una familia de conjuntos
C = {Cα : α ∈ ω1} tales que C0 = ω y

Cα =

(⋃
γ<α

Cγ

)
∪ f

[⋃
γ<α

Cγ

]ℵ0
 , 0 < α < ω1.

Una caracteŕıstica de estos conjuntos es que, para todo α ∈ ω1, la cardina-
lidad de Cα no excede a c. Para ver esto, notemos que |C0| = ℵ0 < c y si
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|Cγ| ≤ c para cada γ < α, entonces, por la Proposición (1.9.2), se tiene que:∣∣∣∣∣∣
[⋃
γ<α

Cγ

]ℵ0

∣∣∣∣∣∣ = (ℵ0 · c)ℵ0 = c⇒

∣∣∣∣∣∣f
[⋃

γ<α

Cγ

]ℵ0
∣∣∣∣∣∣ = c,

⇒ |Cα| =

∣∣∣∣∣∣
(⋃
γ<α

Cγ

)
∪ f

[⋃
γ<α

Cγ

]ℵ0
∣∣∣∣∣∣ ≤ ℵ0 · c + c = c, 0 < α < ω1.

Finalmente, sea F1 =
⋃
C. Es claro que ω ⊂ F1 y |F1| = c, pues |F1| = |

⋃
C| =

ω1 · c = c. Además, F1 es numerablemente compacto pues dado B ⊂ F1 a lo
más numerable, existe α ∈ ω1 tal que B ⊂ Cα. Entonces, B tiene un punto
ĺımite en Cα+1 y, por tanto, en F1. Más aún, F1 es pseudocompacto.

Lema 3.5.9. Existe un conjunto F2 ⊂ βω tal que ω ⊂ F2, |F2| = c, F2 es
numerablemente compacto y F1 ∩ F2 = ω.

Demostración. La construcción de F2 la haremos por recursión de longitud
ω1. Dado que |βω| = 2c y |F1| = c, podemos construir una familia de conjun-
tos C ′ = {C ′α : α ∈ ω1} tal que C ′0 = ω y

C ′α =

(⋃
γ<α

C ′γ

)
∪ f

[⋃
γ<α

C ′γ

]ℵ0
 ⊂ βω \ F1, 0 < α < ω1.

Naturalmente, si F2 =
⋃
C ′, entonces, ω ⊂ F2, |F2| = c, F2 es numerable-

mente compacto, pseudocompacto y F1 ∩ F2 = ω.

Proposición 3.5.10. Sea X = F1 × F2. Entonces, existe D ⊂ X conjunto
discreto, clopen e infinito.

Demostración. Consideremos 40 = X ∩ 4, donde 4 = {(y, y) : y ∈ βω} ⊂
βω×βω. Como F1∩F2 = ω tenemos que 40 = {(n, n) : n ∈ ω}. El conjunto
{n} es abierto en βω, por lo tanto, {(n, n)} = π−1

1 ({n})∩π−1
2 ({n}) es abierto

en βω × βω. Entonces, 40 =
⋃
n∈ω{(n, n)} es abierto en X. Ya que 4 es un

subespacio cerrado de βω × βω, entonces, 40 es cerrado en X. La función
π1|40 : 40 → ω es una función continua y biyectiva, que mapea a 40 sobre
el espacio discreto ω, de este modo hemos probado que 40 es un subespacio
discreto de X. Haciendo D = 40 obtenemos la conclusión deseada.
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Proposición 3.5.11. X no es pseudocompacto.

Demostración. Como D ⊂ X es un conjunto cerrado y discreto, la familia
{{x} : x ∈ D} es una familia discreta infinita. Entonces, X no es pseudo-
compacto.

Podemos ir un poco más allá, demostraremos que existe un espacio Z
pseudocompacto tal que Z × Z no es pseudocompacto.

Teorema 3.5.12 ([6], Teorema 3.10.8). Sea {Xt}t∈T una familia de espacios
topológicos no vaćıos. La suma directa

⊕
t∈T Xt es numerablemente compac-

ta, si y sólo si, todos los espacios Xt son numerablemente compactos y el
conjunto T es finito.

Definición 3.5.13. Sean X un espacio topológico y G ⊂ X. G se dirá un
dominio cerrado si G = int(G).

Teorema 3.5.14 ([17] Observación 2, de la solución al problema 140). La
pseudocompacidad se hereda a dominios cerrados.

Proposición 3.5.15. Existe un espacio pseudocompacto Z tal que Z×Z no
es pseudocompacto.

Demostración. Por el Teorema (3.5.12), el espacio Z = F1⊕F2 es numerable-
mente compacto. Entonces, Z es pseudocompacto. Tomemos Z×Z, tenemos
que Z × Z contiene un subespacio clopen (dominio cerrado) D ⊂ F1 × F2

que no es pseudocompacto. Esto último contradice el Teorema (3.5.14). Por
lo tanto, Z × Z no es pseudocompacto.

3.6. Ejemplo de Shakhmatov

En [14], D. B. Shakhmatov demuestra lo siguiente:

Teorema 3.6.1 ([14], Corolario 1). Sea λ cualquier cardinal infinito. Enton-
ces, existe un espacio pseudocompacto de Tychonoff tal que todo subconjunto
de cardinalidad menor o igual a λ es cerrado y C∗-encajado.

Nosotros construiremos un espacio de Tychonoff Y tal que todo subespa-
cio a lo más numerable de Y es cerrado y C∗-encajado. Para entender mejor
este ejemplo recordemos las siguientes definiciones:
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Definición 3.6.2. Un subconjunto A de un ordinal α, es no acotado en α,
si para todo β < α existe γ ∈ A tal que β ≤ γ.

Definición 3.6.3. Sean α y β ordinales. Diremos que β es cofinal en α, si
existe una función f : β → α con la propiedad de que f(β) es no acotado en
α. A f se le llama mapeo cofinal en α.

Definición 3.6.4. La cofinalidad de α, denotada por cf(α), se define como:
cf(α) = mı́n{β : existe f : β → α mapeo cofinal en α}.

Definición 3.6.5. Un conjunto Z ⊂ IA es ω-denso en IA, si y sólo si,
πB(Z) = IB para cualquier B ⊂ A a lo más numerable.

Una proposición clave en nuestra construcción es la siguiente:

Proposición 3.6.6. Sean A un conjunto y Z un subespacio denso del cubo
de Tychonoff IA. Entonces, Z es pseudocompacto, si y sólo si, Z es ω-denso
en IA.

Demostración. Supongamos que Z es pseudocompacto y sea B ⊂ A un con-
junto a lo más numerable. Por la Proposición (3.2.7), el espacio πB(Z) ⊂ IB

es pseudocompacto. Como IB es metrizable se concluye que πB(Z) es com-
pacto. Dado que πB(Z) es denso en IB se tiene que πB(Z) = IB.

Rećıprocamente, sea B la base canónica de IA. Dado un conjunto U =∏
t∈A Ut ∈ B, sea supp(U) = {t ∈ A : Ut 6= I}. Note que |supp(U)| < ℵ0 para

cada U ∈ B.

Supongamos que Z es ω-denso en IA y que Z no es pseudocompac-
to. Entonces, existe una familia localmente finita de cardinalidad infinita
O = {On : n ∈ ω}, de abiertos no vaćıos en Z, aśı mismo, existe una familia
de abiertos básicos {Un : n ∈ ω} ⊂ B tal que Un ∩Z ⊂ On, para cada n ∈ ω.
Sea B =

⋃
{supp(Un) : n ∈ ω} ⊂ A, entonces, la proyección πB : IA → IB

es una función abierta ([17], S. 107). Como π−1
B (πB(Un)) = Un se tiene que

si Vn = πB(Un), entonces, Vn es abierto en IB para cada n ∈ ω.

El espacio IB es compacto, por tanto, pseudocompacto. Por la Proposición
(3.4.3), la familia V = {Vn : n ∈ ω} no puede ser localmente finita en IB,
es decir, existe g ∈ IB tal que toda vecindad de g intersecta una cantidad
infinita de elementos de V . Tomemos cualquier z ∈ Z tal que πB(z) = g y
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una vecindad abierta W de z en Z. Entonces, W intersecta una cantidad
infinita de elementos de O. Por tanto, O no es una familia localmente finita.
En otras palabras, Z debe ser pseudocompacto.

Proposición 3.6.7. Identifiquemos a D(ω) con ω y supongamos que K es
una compactación de ω tal que [A]K ∩ [B]K = ∅ para cualesquiera A,B ⊂ ω
ajenos. Entonces, existe un homeomorfismo f : βω → K tal que f(n) = n
para cada n ∈ ω. En particular, cualquier mapeo continuo de ω a un espacio
compacto puede extenderse continuamente a K.

Demostración. La existencia del homeomorfismo f entre βω y K está dada
por el Teorema (1.7.6). Sea ahora g : ω → J un mapeo continuo sobre un
espacio compacto J . Entonces, existe g̃ : βω → J extensión continua de g.
Por otro lado, f−1 : K → βω es continua. De este modo hemos probado que
g̃ ◦ f−1 : K → J es una extensión continua de g a el espacio K.

Proposición 3.6.8. Sea N un conjunto tal que |N | = κ, donde κ es un car-
dinal infinito. Entonces, existe una enumeración {nα : α < κ} del conjunto
N tal que cada n ∈ N ocurre κ-veces, es decir, para cada n ∈ N el conjunto
{α < κ : nα = n} tiene cardinalidad κ.

Demostración. Como |N | = κ existe una biyección f : κ → N . Por otro
lado, |κ × κ| = κ ([4], Teorema 5.2.4), aśı que existe un mapeo biyectivo
g : κ → κ×κ. Finalmente, sea π : κ×κ → κ la proyección sobre el primer
factor. De este modo {nα : α < κ}, donde nα = f(π(g(α))), es la enumera-
ción requerida.

Sea h = f ◦ π ◦ g : κ → N , veremos que |{α ∈ κ : h(α) = n}| = κ
para cualquier n ∈ N . Tenemos que h−1(n) = {α ∈ κ : h(α) = n} =
(f ◦π ◦g)−1(n) = g−1(π−1(f−1(n))) para cada n ∈ N . Como f es biyectiva se
tiene que existe un único γ ∈ κ tal que f(γ) = n. Por otro lado, el conjunto
A = {(γ, β) : β ∈ κ} ⊂ κ × κ cumple que π(A) = γ, en términos simples,
tenemos que A = {γ} × κ lo que implica que |A| = κ. Adicionalmente, del
hecho de que g es una función biyectiva, se concluye que |g−1(A)| = κ. De
esta forma, hemos probado que |h−1(n)| = κ para todo n ∈ N .

Observación 3.6.9. La proposición anterior nos dice que todo conjunto
infinito N de cardinalidad κ, se puede dividir en κ subconjuntos, cada uno
con κ elementos. Es más, las enumeraciones de este tipo son tales que para
cada n ∈ N el conjunto {α ∈ κ : nα = n} es cofinal en κ.
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3.6.1. Construcción

Sea X un espacio discreto de cardinalidad ℵ0, θ un conjunto de cardina-
lidad w(X) = ℵ0 y Λ un ordinal inicial de cardinalidad 2ℵ0 = c (el ordinal
más pequeño de cardinalidad 2ℵ0). Sin pérdida de generalidad supongamos
que X ∩ θ = ∅, X ∩Λ = ∅ y θ∩Λ = ∅. Finalmente, para cada A ∈ [θ∪Λ]≤ℵ0

se define el conjunto FA = {g ∈ Iθ∪Λ : πα(g) = 0 para todo α ∈ (θ ∪Λ) \A}.

Proposición 3.6.10. Sea S = Σ0I
θ∪Λ. Entonces, S =

⋃
{FA : A ∈ [θ ∪

Λ]≤ℵ0}.

Demostración. Sea g ∈ S, el conjunto A = {α ∈ θ ∪ Λ : πα(g) 6= 0} tie-
ne cardinalidad a lo más ℵ0. Por tanto, A ∈ [θ ∪ Λ]≤ℵ0 . Como πα(g) = 0
para cada α ∈ (θ ∪ Λ) \ A se tiene que g ∈ FA. Esto último implica que
S ⊂

⋃
{FA : A ∈ [θ ∪ Λ]≤ℵ0}.

Rećıprocamente, sea g ∈
⋃
{FA : A ∈ [θ ∪ Λ]≤ℵ0}. Entonces, existe A ∈

[θ∪Λ]≤ℵ0 tal que g ∈ FA. Por lo tanto, |{α ∈ θ∪Λ : πα(g) 6= 0}| = |A| ≤ ℵ0.
De esta forma hemos probado que g ∈ S.

De un modo más sintético tenemos que FA = IA × {0}(θ∪Λ)\A, luego,
|FA| = cℵ0 = c. Además, como |[θ ∪ Λ]≤ℵ0| = c (Proposición (1.9.2)) se
concluye que |S| = c = |Λ|. Aplicando la Proposición (3.6.8) se tiene que
{gβ : β ∈ Λ} es una enumeración de S tal que para toda g ∈ S el conjunto
{α ∈ Λ : gα = g} es cofinal en Λ.

Antes de continuar, dotaremos a Λ de la topoloǵıa discreta y en X ∪ Λ
tomaremos la topoloǵıa de la suma discreta. Aplicando el Teorema (1.6.7) a
nuestro ejemplo se tiene que existe una familia de mapeos continuos {ψα :
α ∈ θ} con ψα : X → I tales que el mapeo diagonal 4{ψα : α ∈ θ} : X → Iθ

es un encaje topológico. Para cada α ∈ θ, sea fα : X ∪ Λ → I una función
tal que fα|X = ψα y fα(γ) = πα(gγ) para cada γ ∈ Λ.

Sean M = {〈A,B〉 : A,B ∈ [X ∪ Λ]≤ℵ0 y A ∩ B = ∅} y P : M →
[X ∪ Λ]≤ℵ0 una función tal que P (〈A,B〉) = A. Es claro que P es so-
breyectiva, por lo tanto, |M| ≥ |[X ∪ Λ]≤ℵ0| = c = |Λ|. Por otro lado,
M⊂ [X ∪Λ]≤ℵ0 × [X ∪Λ]≤ℵ0 . Entonces, |M| ≤ c× c = c = |Λ|. Se concluye
que |M| = |Λ|.
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De la Proposición (3.6.8), se tiene que existe una enumeración {〈Aα, Bα〉 :
α ∈ Λ} deM tal que el conjunto {α ∈ Λ : 〈Aα, Bα〉 = 〈A,B〉} es cofinal en Λ
para cada 〈A,B〉 ∈ M. Note que todo subconjunto de X ∪Λ de cardinalidad
menor o igual que ℵ0 es cerrado y C∗-encajado. Por lo tanto, para cada
α ∈ Λ podemos fijar una función ψα : X ∪ Λ → I tal que ψα(Aα) ⊂ {1}
y ψα(Bα) ⊂ {0}. Observe que si γ ∈ Λ, entonces, ψα(γ) = 1 si γ ∈ Aα y
ψα(γ) = 0 si γ /∈ Aα. De este modo queda determinada la función ϕα : Λ→ I
definida por la regla:

ϕα(γ) =

{
πα(gγ) si α ≤ γ
ψα(γ) si α > γ

. (3.2)

Sea fα : X ∪ Λ → I una función que coincide con ϕα en Λ y con ψα en X.
Entonces, la función producto diagonal j = 4{fα : α ∈ θ∪Λ} : X∪Λ→ Iθ∪Λ

nos regala el espacio deseado: Y = j(X ∪ Λ) ⊂ Iθ∪Λ.

Lema 3.6.11. El espacio j(X) es homeomorfo a X.

Demostración. Como para cada α ∈ θ ∪ Λ el mapeo fα|X = ψα es continuo,
el mapeo j|X = 4{ψα : α ∈ θ ∪ Λ} es continuo. Por otro lado, el mapeo
4{ψα : α ∈ θ} es un encaje topológico. Se concluye que el mapeo j|X es un
homeomorfismo entre X y su imagen j(X). En particular, |j(X)| = |X| =
ℵ0.

Con el afán de que todo sea más claro enunciaremos el Teorema de König
y algunas de sus consecuencias.

Teorema 3.6.12 (de König, ([10], Teorema 4.54)). Sea K un conjunto de
ı́ndices. Si para cada k ∈ K se cumple que 0 < λk < µk, donde λk, µk son
cardinales para cada k ∈ K, entonces,∑

k∈K

λk <
∏
k∈K

µk.

Corolario 3.6.13 ([10], Teorema 5.5). Para todo cardinal infinito κ se cum-
ple que κ < κcof(κ).

Corolario 3.6.14 ([10], Teorema 5.6). Si κ es un cardinal infinito, entonces,
κ < cof(2κ).

Proposición 3.6.15. Sean A,B ∈ [X ∪ Λ]≤ℵ0 y g ∈ S. Entonces, existen
ξ, γ ∈ Λ tales que ξ, γ > sup(B), Aξ = A y gγ = g.
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Demostración. Como |B| ≤ ℵ0 y ℵ0 < cof(2ℵ0) = cof(c), existe λ =
sup(B) < c. Debido a la forma de las enumeraciones de S y de M, exis-
ten ξ, γ ∈ c \ λ tales que Aξ = A y gγ = g.

Proposición 3.6.16. Y es denso en Iθ∪Λ.

Demostración. Sean {λ1, . . . , λk} un subconjunto finito de θ ∪ Λ y U1, . . . ,
Uk subconjuntos abiertos de I. Considérese el conjunto U = {f ∈ Iθ∪Λ :
f(λi) ∈ Ui para i ∈ {1, . . . , k}}. Tómese g ∈ Iθ∪Λ tal que πλi(g) = ui ∈ Ui
si i ∈ {1, . . . , k} y πλi(g) = 0 si i /∈ {1, . . . , k}. Entonces, g es un elemento
de S ∩ U . Por la Proposición (3.6.15), existe γ ∈ Λ mayor que cualquier λi
para todo i ∈ {1, . . . , k} tal que gγ = g. Esto implica que πλi(gγ) = fλi(γ) =
(πλi ◦ j)(γ). Se desprende que gγ = j(γ) ∈ Y , entonces, Y ∩ U 6= ∅.

Proposición 3.6.17. El conjunto Y es ω-denso en Iθ∪Λ.

Demostración. Sean D ⊂ θ ∪ Λ tal que |D| ≤ ℵ0 y h ∈ ID. Como D ∈
[θ ∪Λ]≤ℵ0 existe g ∈ S tal que πD(g) = g|D = h. Por la Proposición (3.6.15),
existe β > sup{γ : γ ∈ D ∩ Λ} tal que g = gβ. Entonces, gβ = j(β) ∈ Y y
πD(j(β)) = h. De este modo hemos probado que πD(Y ) = ID para cualquier
D ⊂ X ∪ Λ a lo más numerable.

Observación 3.6.18. Las Proposiciones (3.6.16) y (3.6.17) implican que Y
es pseudocompacto.

Proposición 3.6.19. Sean M,N ∈ [Y ]≤ℵ0 tales que M ∩N = ∅. Entonces,
[M ]Iθ∪Λ ∩ [N ]Iθ∪Λ = ∅.

Demostración. Sean A,B ∈ [X ∪ Λ]≤ℵ0 tales que j(A) = M, j(B) = N y
A∩B = ∅. Por la Proposición (3.6.15), existe β ∈ Λ tal que β > sup{γ : γ ∈
(A ∪ B) ∩ Λ}, Aβ = A y Bβ = B. Como 〈Aβ, Bβ〉 ∈ M existe una función
continua ψβ : X ∪ Λ → I que separa a Aβ = A de Bβ = B, es decir, Aβ y
Bβ están completamente separados . Por otro lado, j(Aβ) = M y j(Bβ) = N
también están separados por una función continua, a saber, πβ : Iθ∪Λ → I,
pues πβ(j(Aβ)) = (πβ ◦ j)(Aβ) = fβ(Aβ) = ψβ(Aβ) ⊂ {1}, análogamente,
πβ(j(Bβ)) = ψβ(Bβ) ⊂ {0}. Entonces, [M ]Iθ∪Λ ∩ [N ]Iθ∪Λ = ∅.

Proposición 3.6.20. Sea D ∈ [Y ]≤ℵ0. Entonces, D es cerrado.

Demostración. Sean D ∈ [Y ]≤ℵ0 y y ∈ Y \D. De la Proposición (3.6.19) se
tiene que [D]Iθ∪Λ ∩ [{y}]Iθ∪Λ = ∅. Por lo tanto, D es cerrado.
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Observación 3.6.21. Todo subconjunto a lo más numerable de D también
será cerrado, de aqúı que D sea discreto (como subespacio de Y ). En parti-
cular X es cerrado en Y .

Proposición 3.6.22. Sea D ∈ [Y ]≤ℵ0. Entonces, D está C∗-encajado en Y .

Demostración. Sea D ∈ [Y ]≤ℵ0 . Como D es discreto podemos establecer un
homeomorfismo entre D y ω. Sea Z = [D]Iθ∪Λ , por la Proposición (3.6.19),
se tiene que [M ]Z ∩ [N ]Z = ∅, cuando M,N ⊂ D y M ∩ D = ∅. Por la
Proposición (3.6.7), Z coincide con la compactación de Stone-Čech βD.

Sea f : D → R una función continua y acotada. Por la Proposición (3.6.7),
existe una función continua f̃ : Z → R con f̃ |D = f . Por el Teorema (1.5.3),

se tiene que f̃ posee una extensión continua ˜̃f : Iθ∪Λ → R tal que ˜̃f |Z = f̃ .

Finalmente, la función g = ˜̃f |Y extiende continuamente a f sobre Y .

Uniendo todas las proposiciones anteriores tenemos que hemos construi-
do un espacio pseudocompacto Y tal que X está encajado en Y como un
subconjunto cerrado y todos los subconjuntos a lo más numerables de Y son
cerrados y C∗-encajados.

Podemos decir un poco más, modificando un poco el argumento dado en
([1], Proposición 0.3.6), puede verse que para cualquier espacio de Tychonoff
R, Cp(R, I) es un conjunto denso de IR. Con esto demostraremos que Cp(Y, I)
es pseudocompacto.

Proposición 3.6.23. Considere el espacio Cp(Y, I) ⊂ IY . Entonces, Cp(Y, I)
es ω-denso en IY .

Demostración. Sean B ⊂ Y a lo más numerable y f ∈ IB. Por la Proposición
(3.6.22), B está C∗-encajado en Y . Por tanto, existe g ∈ Cp(Y, I) tal que
g|B = f . Esto muestra que πB(Cp(Y, I)) = IB.

Antes de dar paso a la parte final del texto, es necesario hacer notar un
hecho: La pseudocompacidad no implica la compacidad numerable en sentido
débil. Shakhmatov construyó el espacio Y de manera que todo conjunto de
cardinalidad menor o igual que ℵ0 fuera cerrado y C∗-encajado. Pero hay
algo más en este ejemplo que nos es de utilidad: Y es un espacio “extrema-
damente” no numerablemente compacto.
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Proposición 3.6.24. Y no es numerablemente compacto en sentido débil.

Demostración. Sea D ⊂ Y un subespacio denso de Y . Sabemos que todo
subconjunto numerable de D es cerrado y discreto. Analizando la Definción
(3.3.1) se concluye que Y no es numerablemente compacto en sentido débil.





Caṕıtulo 4

El Teorema de Norman Noble

Sabemos que la pseudocompacidad no se hereda a subespacios cerrados.
En ([12], 1969), Norman Noble demostró que todo espacio de Tychonoff pue-
de encajarse como un subespacio cerrado de un espacio pseudocompacto de
Tychonoff.

La demostración que dió N. Noble de este hecho hace uso de la com-
pactación de Stone-Čech de X y de un ordinal ωα tal que |ωα| > |βX|. La
demostración que se dará a continuación difiere de la original en muchos
sentidos, pero para nuestros própositos es la idónea.

4.1. Demostración

Proposición 4.1.1. En Iω1 existe un subespacio R tal que R ∩ Σ0I
ω1 = ∅ y

R es homeomorfo a I.

Demostración. SeaR = {x ∈ Iω1 : π0(x) = x0 ∈ I y πα(x) = 1, para cada α ∈
ω1 \ {0}}. Como Σ0I

ω1 = {x ∈ Iω1 : |α ∈ ω1 : πα(x) 6= 0| ≤ ℵ0}, entonces,
R ∩ Σ0I

ω1 = ∅.

Para ver que R es homeomorfo a I basta ver que la función f : R → I,
donde f = π0 ◦ iR, es un homeomorfismo.

1. La función f : R → I es continua. Dado que ambas funciones son
continuas, entonces, su composición es una función continua.

2. La función f : R→ I es biyectiva:
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Inyectiva. Sean x, y ∈ R dos puntos distintos. Entonces, existe
α ∈ ω1 tales que xα 6= yα. Por la forma en que está definido
el conjunto R debe tenerse que x0 6= y0. De aqúı que f(x) =
(π0 ◦ iR)(x) = π0(iR(x)) = π0(x) = x0 6= y0 = π0(y) = π0(iR(y)) =
(π0 ◦ iR)(y) = f(y).

Sobreyectiva. Sea x0 ∈ I. El punto x ∈ R tal que π0(x) = x0 es
tal que f(x) = x0.

3. Note que R = I × {1}ω1\{0}, de aqúı que R sea compacto.

Por lo tanto, f : R→ I es un homeomorfismo.

Teorema 4.1.2 (Teorema de N. Noble). Todo espacio de Tychonoff pue-
de encajarse como un subespacio cerrado de un espacio pseudocompacto de
Tychonoff.

Demostración. Tomemos P = R ∪Σ0I
ω1 . Por el Teorema (1.6.7), existe una

mapeo g : X ↪→ Iκ, donde κ = w(X). Sea f : R → I el homeomorfismo
descrito en la Proposición (4.1.1), si fα = f para todo α ∈ κ, entonces,
F =

∏
α∈κ fα : Rκ → Iκ es un homeomorfismo. Rκ es compacto, F es con-

tinua en virtud del Teorema (1.3.2) y es biyectiva. De este modo la función
h = (F−1 ◦ g) es tal que h : X ↪→ Rκ. Como es usual, tomaremos a X como
subespacio de Rκ.

Note que P κ = Rκ ∪ (Σ0I
ω1)κ. Sea Z = X ∪ (Σ0I

ω1)κ ⊂ P κ, por el Coro-
lario (1.3.5), se tiene que (Σ0I

ω1)κ es denso en (Iω1)κ. Como (Σ0I
ω1)κ ⊂ Z ⊂

P k ⊂ (Iω1)κ y el espacio Σ0I
ω1 es ω-acotado, entonces, (Σ0I

ω1)κ es ω-acotado
y por ende pseudocompacto, ver las Proposiciones (3.5.1) y (3.2.5). De este
modo hemos probado que Z es pseudocompacto.

Como Rκ es compacto y X ⊂ Rκ, entonces, [X]Pκ ∩ (Σ0I
ω1)κ = ∅, lo que

implica que [X]Z ∩ (Σ0I
ω1)κ = ∅. De este modo se observa que X es cerrado

en Z.



Conclusión

Los ejemplos presentados son contundentes. Aunque la compacidad ⇒
compacidad numerable⇒ compacidad numerable en sentido débil⇒ pseudo-
compacidad. Las implicaciones en sentido contrario no se cumplen, en ningún
caso. De hecho, la construcción de D. B. Shakhmatov es un ejemplo de un
espacio que es “extremadamente” no numerablemente compacto. Esto últi-
mo hace pensar que entre la compacidad numerable y la pseudocompacidad
existe, al menos, toda una clase distinta de espacios topológicos. En resumen,
la clase de los espacios pseudocompactos resulta ser muy amplia, tal vez más
de lo que hubiera imaginado Hewitt.
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[16] Tamariz-Mascarúa, A. α-Pseudocompactness in Cp-Spaces.

[17] Tkachuk, V. V. (2011). Cp-theory Problem Book. Springer.
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Carácter de un, 7

punto en el, 7
casi compacto, 26
cero-dimensional, 8
Compactación de un, 15
compacto, 14
completamente regular, 8
Densidad de un, 7
discreto de cardinalidad κ, 29
disperso, 35
localmente compacto, 14
métrico, 9
metrizable, 9
normal, 8
numerablemente compacto, 20

en sentido débil, 31
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