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Introduccion

La forma tradicional de calcular las primas de seguros se ha dado a través de métodos
actuariales.

El proceso asegurador se caracteriza principalmente por la variable aleatoria ”sinies-
tralidad” la cual es ampliamente estudiada en la Teoria de Riesgo Clésica considerando
las variables aleatorias basicas: nimero de siniestros y cuantia del siniestro; y la esta-
bilidad del proceso asegurador, (véase [9]). Cuando los efectos de las variaciones de la
siniestralidad son muy altas pueden llevar a la empresa aseguradora a la ruina. Es en
este momento cuando aparece el reaseguro como un mecanismo para distribuir el riesgo y
eliminar parte de las perdidas ocasionadas por la ocurrencia de siniestros con alto costo,
pues la compaiia aseguradora busca disminuir el riesgo de que las primas cobradas se
vuelvan insuficientes.

Existen distintos tipos de reaseguro, por la relacion legal que son contratados: reaseguro
automatico y reaseguro facultativo; y por la forma en que actuan en determinado
siniestro: reaseguro proporcional y reaseguro no proporcional. Los contratos de reaseguro
tienen una cantidad limite a partir de la cual paga el asegurado y a partir de la cual
paga el reasegurador, generalmente se suscriben por ano, llegada esta fecha de vencimien-
to se puede renovar el contrato o bien negociar con otra empresa reaseguradora, (véase [8]).

Ademas de los seguros, las opciones son otro medio que se puede utilizar para ampararse
frente a un riesgo. Una opcién protege ante una variacion en los precios ya que se puede
ejercer o no segun sea el beneficio que se espere. Un seguro protege ante una adversidad,
cubre los gastos cuando una situacién inesperada ocurre. En ambos casos se paga una
cuota por cubrir dicho suceso, (véase [4]).

El objetivo de este trabajo es mostrar como el modelo de valuacién de opciones se
puede aplicar al cdlculo de primas para el reseguro no proporcional. Para esto se ha
estructurado el trabajo de la siguiente manera:

En el capitulo uno revisamos algunos conceptos basicos, las distintas transformadas y la
relacién que existe entre ellas, asi como algunas distribuciones de probabilidad. Ademas,
se estudia la teoria de procesos estocdsticos centrandonos principalmente en el proceso de
Poisson y sus propiedades. Finalmente, se estudian los elementos del calculo estocéstico
que nos permitiran abordar el modelo de Black-Scholes para la valuacién de opciones,
(véase[11]).
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En el capitulo dos se presentan los modelos de seguro bésicos: individual y colectivo para
expresar el riesgo que asume una compania aseguradora. También, se presentan algunas
propiedades que posee la variable aleatoria que representa el riesgo acumulado.

En el capitulo tres se describen brevemente lo que es el seguro, el reaseguro; y el porqué
una compania aseguradora tiene la necesidad de reasegurarse. Ademads, se describen
las formas mas comunes del reaseguro que existen. Se analiza el riesgo asumido por la
reaseguradora, el valor esperado y la varianza del monto total de los siniestros para el
reaseguro no proporcional.

También, se presentan los tipos de opciones més comerciados en las bolsas de va-
lores y con las cuales se va a trabajar. Se analiza y se desarrolla el modelo Black-Scholes
para calcular el precio de una opcién de compra y una opcién de venta europea, desde la
perspectiva de la matematica financiera.

El objetivo del capitulo cuatro es presentar una aplicaciéon de la teoria de opciones para
obtener la prima del contrato del reaseguro no proporcional.

En el capitulo cinco se presentan las conclusiones obtenidas en el desarrollo del trabajo de
tesis.




Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo se presentan conceptos basicos de probabilidad y estadistica que son
utiles para el desarrollo del trabajo. La revisién de propiedades asi como definiciones se
hace sobre aquellas que de manera directa o indirecta se utilizaran en el desarrollo de los
siguientes capitulos.

Considere un espacio de probabilidad (2, F,P) constituido por un espacio mues-
tra, (), una o-dlgebra F, la cual es una colecciéon no vacia de subconjuntos de 2 que
cumple:

= ), Qe F;
s si A € F, entonces A€ € F;
s si Ay, Ao, A3, ... € F entonces AjUAUA3U... € F.

y una funcién de probabilidad P.
Los conjuntos que estan en F se llaman eventos.

Definicion 1. Una variable aleatoria en el espacio de probabilidad (2, F, P) es una funcidn
X : Q — R tal que para cada subconjunto Borel B € B(R),

{X e B} eF.

B(R) es o-dlgebra de Borel sobre R, es decir, es la minima o-dlgebra que contiene todos
los intervalos de la forma (—oo,x], = € R.

Definicion 2. Sea X una variable aleatoria, la funcion de distribucion de X se define para
cualquier x € R, como

Fx(x) = P(X < z).

Las variables aleatorias se pueden clasificar en variables aleatorias discretas, continuas o
mixtas.
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Definicion 3. La variable aleatoria X es discreta si toma un nidmero finito o numerable
de posibles valores. Y la funcion

f(z) = P(X =),

se llama funcion de probabilidad puntual. Mientras que la funcion de distribucion toma la
stguiente forma

Fx(z) = Z f(y).

y<z

Definiciéon 4. Para el caso en que las variables aleatorias toman valores en un espacio
de muestra continuo se trata de una variable aleatoria continua, entonces, la funcion f(-)
definida en el conjunto de los niumeros reales, se llama funcion de densidad de probabilidad
de X si:

1. f(x) >0, z€R,
2. [% flx)de =1,

con funcion de distribucion dada de la siguiente forma,

FX(x):/ f(t)dt, para —oo <z < oo.

1.1. Momentos, Funcién Generadora y Transformadas

El valor esperado de una variable aleatoria X, F(X), se define como

E(X):/xdFX(x).

Los momentos que a continuacién se definen son utiles para describir la forma de la
distribucién de una variable aleatoria X.

Definiciéon 5. El r-ésimo momento de X alrededor de cero se denota por p, y se define
por
ur = E[X"], r=0,1,2,....

Definicion 6. FEl r-ésimo momento factorial de X, se define como
i = BIX(X ~ 1)(X = 2)...(X - (r+ 1)}
parar=0,1,2,....

Los momentos factoriales y los momentos se relacionan de la siguiente forma:

M1y = M

M/2 = H2— M

py = p3— 32 +2m

g = pa—6pz + 1pg — 6.
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Andlogamente,

1 = M
p2 = pot
p3 = iz 3pg 4 py.

Definicion 7. El k-ésimo momento con respecto a la media o momento central de una
variable aleatoria X, py,, estd definido por

Otros elementos que desempenan un papel importante en la determinacién de la funcién
de distribucién se enuncian a continuacién.

Definicion 8. La funcion generadora de momentos (fgm) de una variable aleatoria X
denotada por Mx(z) se define como

My (2) = B(e™X) = / e dF ().
Definicion 9. La funciéon generadora de probabilidad, (fgp), de X, Px(z), se define como
Py(2) = B(zY) = / Ay ().

Con frecuencia, la fgp se utiliza para el caso de variables aleatorias discretas. En tal caso

Px(z) =Y 2" fx(k).
=0

A partir de la fgp, las probabilidades se obtienen de la siguiente forma

k) = L dkP
fX( )_Eﬁ X(Z) ‘z:07

y los momentos factoriales se obtienen diferenciando a la fgp.

Definicién 10. La funcidn caracteristica, (fc), de X, ¢x(z), se define como

ox(z) = B(e™*X) = /ei” dFx(x).
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Observe que

ox(z) = [ ize™ dF(x),

/
o) = [

Ox) = [P ir)
/

izdF(z) =iFE(X),

ox(0) = [ i%2?dF(z) = i*E(X?),
o) = [itemapa),
P (0) = / i*2* dF(z) = " E(X").
La siguiente transformada esta definida para variables que no toman valores negativos.

Definicién 11. La transformada de Laplace, (LT) de X o de su distribucién, denotada por
Lx(z), se define como

Lx(z) = E(e™*X) = /e_zrdF(:c).

Las transformadas definidas anteriormente se relacionan con la funcién generadora de
momentos de la siguiente manera

&

(2) (e*%),

(2) (z%) = B(eX"?)) = Mx(In(2)),
(z) = B(e™) = Mx(iz),

(z) = B(e™™) = Mx(-2).

&

A partir de la funcién generadora de momentos se define;

Definicién 12. La funcion generadora cumulante de X, la cual se denota como Cx(z), se
define como
Cx(z) = InMx(2).

Note que si se toma la serie de potencias en z, se tiene

22

Cx(z) =ki(z) + k:g(z)g s
donde k,, r=1,2,...; son llamados los cumulantes de la distribucién.
Observe que
d?"
kr - C 2=0
7 Ox(2) l:=0

y ademas, el r-ésimo cumulante existe si todos los momentos de orden r existen.

6
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1.2. Divisibilidad Infinita

El concepto de divisibilidad infinita de una variable aleatoria X o de su distribucién puede
ser utilizado para clasificar la distribucién de dicha variable.

Definicion 13. Se dice que una variable aleatoria X o que su distribucion es infinitamente
divisible si para todan = 1,2,3, ..., la funcion caracteristica ¢px(z) puede ser escrita como

¢x(z) = (¢n(2))"
donde ¢n(2) es la funcion caracteristica de alguna distribucion.

Para més detalles, (véase[5]).

1.3. Distribuciones de Probabilidad

1.3.1. Distribucién de Sumas Aleatorias

Suponga que X y Y son variables aleatorias independientes. La distribucién de la suma
S = X 4+ Y se denota por
Fs(s) = Fx * Fy(s),

la cual es llamada la convolucién de Fx con Fy. La funcién de distribucién de S, esta
dada por

Fo() =P(S<s) = [P(S<s|Y =pifi(
= [Pex<s—ylY = pirvy)
— [ Fav(s -y R )
— [ Fx(s-narviy)
Observe que lo anterior se cumple por que Fx y(z | y) = Fx(x) debido a la independencia

de las variables aleatorias X y Y.
Por lo tanto,

Fs(S) = FX * Fy(s) = /Fx(s — y)dFy(y)
De manera similar se tiene que la funcién de densidad de probabilidad es
fs(s) = fx o f(s) = [ Fx(s = )P (o).

Observacién 1. En general, si se tienen X1, Xa,..., X, variables aleatorias indepen-
dientes y S = X1 + Xo + ... + X, entonces

Fs(x) = Fx, « Fx, *...x Fx, (x).
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Si ademds, se supone que Xi,Xo,X3,..., son variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas con funcién de distribucién comin Fx (), funcién caracteristica
ox(+), esperanza pux y varianza O'g(. Entonces, para S = X1 + Xo + ... + X,,, se tiene

1. Fg(s) = F'(z),

2. 65(2) = {ox (D))",

3. E(S) =nux,

4. V(S) =no%, paran=1,2,3,....

Si ahora se considera a S = X7 + X+ X3 +...+ Xy, donde N tiene alguna distribucion
discreta y S = 0 cuando N = 0, entonces la funcién de distribucién de S toma la siguiente
formas:

Fs(s) = P(S<ux)

= iP(S§x|N:n)P(N:n)

n=0
= Y PN =n)FF (),
n=0

donde,
0, siz <0,

FY(z) =
1, siz>0.

La distribucién de la suma aleatoria se conoce como distribuciéon compuesta.

Si N tiene distribucién Poisson, entonces la distribucién de S, es una distribucién
Poisson compuesta, de manera similar cuando N tiene distribucién Binomial o Binomi-
al Negativa, se dice que S tiene una distribuciéon Binomial o Binomial Negativa compuesta.

Adems4s las transformadas se obtienen de la siguiente forma

¢S(z) — E(eizS) — ZE (eiz(X1+X2+X3+...+XN) ‘ N = n) P(N — n)

n=0
3PV = n)(6s()"
n=0

0 equivalentemente,
¢s(2) = Pn(9x(2))-
De manera similar,
Ms(z) = Pn(Mx(2)),
Ps(z) = Pn(Px(z)),
Ls(z) = Pn(Lx(2)).
A continuacién se presentan algunas distribuciones de probabilidad que son parte impor-
tante en la teoria de riesgo cléasica.
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1.3.2. Distribucién Binomial

Una variable aleatoria X tiene distribucién binomial con parametros n y 6, donde
n=12...y60¢€(0,1), si su funcién de probabilidad puntual esta dada por

n - . e '
f(z;n,0) = <x>9(1 O, 0<xz<m
0, do.f.

Dicha distribucién tiene como funciéon generadora de probabilidades a

Px(z) = iz < Z )99@(1 — )T

=0

- i(ze)w ( ; > (1—0)"

=0

= (0+(1—0)" = (1+6(z—1)",

con,

y funcién caracteristica

ox(z) = i)e"” ( Z ) 6= (1 — g)"—@

- i(ee”)ﬂc < ; > (1—g)"

=0

= (06" + (1 —0))" = (1 +0(e* — 1))". (1.1)

De acuerdo con (1.1) se tiene que ¢x(z) = (1 + 0(e”* — 1))", la cual se puede reescribir
como

n

¢X(z):<(1+0(elz_1))m)m, m:1,2,3,...,
donde

3z

Om(z) = (1+0(e™ — 1)),

no es una funcién caracterfstica, dado que -+ no siempre es un entero. Este hecho indica que
la funcién de distribucién de una variable aleatoria binomial no es infinitamente divisible.

1.3.3. Distribucién de Poisson

La funcién de probabilidad puntual Poisson con pardmetro A > 0 estd dada por

Ae~ A .
e x=0,1,2,...;

flaid) = { 0 do.f.
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La funciéon generadora de probabilidades de una variable aleatoria X que se distribuye
Poisson es

L 2T\

z!

P(z) =
=0

= D), (1.2)

Mientras que, la funciéon generadora de momentos es

Mx(z) = ie”/\:)\ = e_)‘i ()\Z?)I.
=0 =0
Note que, Y 27, (’\iz!)z es una serie de McLaurin, por tanto
Mx(z) = e e = M), (1.3)
Ademas,
o= M (0) =X

py = Mo(0)= A+

Por lo tanto,

1.3.4. Distribucion Log-normal

Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad de probabilidad

Ix(z) = ez (55 e R

Sea Y = exp X entonces X = InY, por lo que la funciéon de densidad de probabilidad de
Y es,

1 1 1 in(y)—p\2
= l —_ = _7( o ) .
fr(y) fx(n(y))y T , y>0

La cual es conocida como distribucién log-normal.

La funcion de distribucién de Y esta dada por,
l _
ﬂ@:@(”@)‘v,y>0
o

Donde ®(A) es la funcién de distribucién normal estdndar.

10
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El r-ésimo momento alrededor del cero se obtiene utilizando resultados de la dis-
tribucién normal.

Note que,

pr = EYT)
— E(erX)
= MX(T)>

con Mx(z) la funcién generadora de momentos de la distribucién normal.

7'20'2
pr = exp | pr+—— .

Por tanto,

1.4. Procesos Estocasticos

La utilidad de los procesos estocasticos para describir el comportamiento aleatorio de
variables financieras en el tiempo tales como los precios de las acciones, las tasas de
interés, los tipos de cambio, etc., ha hecho que ocupen un papel muy importante en la
teoria de finanzas en tiempo continuo.

Definicion 14. La sucesion X = {X(t) : t € T} es un proceso estocdstico si para cada
teT, X(t) es una variable aleatoria.

Al conjunto T se le llama conjunto indice o espacio de pardmetros. El niimero ¢ se conoce
como indice, el cual es interpretado como el pardmetro tiempo, cada X (t) es un estado del
proceso y al conjunto {X(¢) : t € T'} es llamado el espacio de estados de X. Al conjunto
de todos los posibles valores de X (t) para algin t fijo se le llama espacio muestral de
X(t).

Si T es un conjunto discreto, el proceso X es un proceso estocastico a tiempo discre-
to. Si T es un conjunto continuo, el proceso X es un proceso estocastico a tiempo continuo.

Definicion 15. Un proceso estocdstico a tiempo continuo tiene incrementos estacionarios
st X(t+h)— X(t) tiene la misma distribucion para todos los valores de t. Es decir, que la
distribucion del nimero de eventos que ocurren en cualquier intervalo de tiempo depende
solo de la longitud del intervalo.

Definicidn 16. Un proceso estocastico a tiempo continuo tiene incrementos independientes
stpara ty <ty <ty <...<tp_1<tn, las variables aleatorias

X(t1) — X(to), X(t2) — X(t1), ..., X(tn) — X(tn-1),

son mutuamente independientes. Es decir, el numero de eventos que ocurren en intervalos
de tiempo disjuntos son independientes.

11
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Definicién 17. Un proceso de conteo N = {N(t) : t > 0} es un proceso que representa el
numero total de eventos que ocurren en el tiempo t. Este proceso satisface las siguientes
propiedades:

1. N(t) >0,
2. N(t), es un valor entero,

3. N(t) es no decreciente, es decir, para todo s,t € T con s < t,
N(s) < N(t),

4. Para s <t, N(t)—N(s) representa el nimero de eventos que ocurren en el intervalo
(s,t].
1.4.1. Procesos de Poisson

El proceso de Poisson es un proceso de conteo especial, en el cual el nimero de eventos
que ocurren en algun periodo de tiempo tiene una distribucién Poisson. A continuacion se
define de manera formal.

Definiciéon 18. Un proceso de conteo N = {N(t) : t > 0} es un Proceso de Poisson con
parametro X > 0, si satisface las siguientes condiciones

2. El proceso N tiene incrementos estacionarios e independientes.
3. P[N(t+h)— N(t) = 1] = Ah + o(h), para t > 0.
4. P[N(t+h)— N(t) > 1] = o(h), para t > 0.

Observacion 2. Recuerde que una funcion f(x) es o(h) si

. f(h)
fim == =0

Las condiciones (3) y (4) eliminan la posibilidad de que en intervalos suficientemente
pequenos ocurra mas de un evento.

Teorema 1. Para cualquier proceso de conteo que satisfaga las condiciones de la definicion
(18), el nimero de eventos en cualquier intervalo de longitud t, tiene una distribucion
Poisson con esperanza At. Es decir, para s,t > 0

()\t)ne—)\t

P[N(t+s)—N(s)=n]= "

12
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Demostracion. Sea P,(t) = P [N(t) = n|. Entonces para n = 0, se tiene

Pyft+h] = PIN{t)=0]=P[N(t)=0,N(t+h) - N(t) = 0]

!
e

2
||

0] P[N(t+h) — N(t) = 0]

= R[]l - P(N(t+h)— N() > 1]

— R[t][1- P(N(t+h)— N(t)) =1+ P (N(t+h) — N(t) > 1)]
= Rt][1 — Mo+ o(h)) + o(h)]

= Py[t][1 = A+ o(h)] = Py [t][1 — Ah+ o(R)]

luego,
Polt+h] = Rolt] _ Ro[tJ(=Ah + o(h))
h h )
entonces,
I Pyt + h}]L —Rlt] _ I Po[t](—)\: +o(h).
por tanto,
Fylt] = ~APl],
de donde,
Polt] = e

Ahora mostremos cuando n > 1,

13
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P,lt+h] = PIN(t+h)=n]

|
.M:

<
Il
o

PIN(t)=n—j4,N({t+h)— N(t) =7]

3

P[N(t) =n—jlP[N(t+h) = N(t) = j]

<.
I
o

I
e

[N(t) =n]P[N(t+h) — N(t)

= (]
IN(t) =n— 1] P[N(t + h) — N(#)

~

:1]

+ o+

PIN(t)=n—j4,N({t+h)—N(t) =7]

M-

<
||
N

= P,[t][l=P[N(t+h)—N(t)=1]+ P[N(t+h) — N(t) > 1]]
+ AP, 1(t) + o(h)

= Pult][L = (Vo4 o(h)) + o(h)] + AbPo1[t] + olh)

= Pult] + AR [Pai[f] — Pult]] + o(h).

Entonces
. Py[t+h]—=P,[t] |, —A(Pn_1[t] — Pylt]) + o(h)
lim = lim

h—0 h h—0 h

)

Veamos que,

—At n+1
i ()\t)n—l-l € — A i <tn+le—)\t>
dt (n+1)! (n+1)!dt

)\n+1 n " 3
= CES ((n—l—l)t e M atle At).

Por el teorema de unicidad para la solucion de ecuaciones diferenciales se tiene el resultado
deseado, (véase[2]).

Asi,

()\t)ne—)\t

P[N(t+s)—N(s)=n]= py

14
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0
1.5. Movimiento Browniano
Definicién 19. Un movimiento Browniano estandar es un proceso estocdstico W = {W (t) :
t > 0} definido en un espacio fijo de probabilidad (2, F, P) que satisface:
1. W(0) =0.
2. W(t) es una funcion continua en t.

3. Para cualquier conjunto de tiempos 0 < t1 < to < ... < ty, los incrementos W (t1) —
W (to), W(te) — W(t1),...,W(tn) — W(tn, — 1) son independientes.

4. Para cualquier par de tiempost y s, con 0 < s < t, W(t) — W(s) tiene distribucion
normal con media 0 y varianza t — s.

A continuacién mostramos algunas propiedades del Movimiento Browniano.
Proposicién 1. El Movimiento Browniano cumple que
1. B(W(t)?) =t.

2. Si s <t, entonces E(W(s))(W (t))) = s.

2

3. E(e"W®) = =73
4. E(W(t)*) = 3t%.

Demostracion. 1. Dado que W(t) se distribuye normal con media 0 y varianza ¢, el
resultado es inmediato.

2. La funcién de distribucién conjunta de W(s), W (t) es:
fW(S),W(t)(wv y) = f(oa 53 ZII)f(JZ‘, t—s; y)a

donde f(z,t — s;y) es la funcién de distribucién de W (t) — W (s).

= /_Oomf(O,S;x) (/_ny(x,t—&y)dy) da

= /OO 22 £(0,s;2) dx = s.

o0

E(W(s))W() = /OO /_OOxyf(O,s;w)f(w,t—s;y)dwdy

15
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3.
. . 1 22
E(ezzW(t)) — / pREZS e~ 5% dr

o 27t
1 22t /°° _ (z—izt)?

= e 2 & 2t X
27t —o0
22t

= 6_7‘

4. De acuerdo con el resultado en 3, se tiene que

d4 iz
EW)Y) = 5| BE0)
d* 52 5
- dZ4 2:06 7=

1.6. Filtraciones

Generalmente en los modelos financieros es necesario conocer los precios, pasado y pre-
sente, de las acciones para establecer un pronéstico. El siguiente concepto es una herra-
mienta util para esta idea.

Definiciéon 20. Una filtracion es una familia F = {Fi}ier de o-dlgebras, tales que Fy C
Fir1 para toda t € T, donde T C R.

Definicién 21. Se dice que un proceso estocdastico {X; : t > 0} es adaptado a una filtracion
{Fi}t>0 si para cada t > 0, X; es Fy-medible. Es decir, que la informacion que toma Xy
en t, depende solamente de la informacion disponible en t.

Definicion 22. Un proceso estocdstico {X; : t > 0} es una modificacion de {X, : t > 0} si
para toda t > 0, P(Xy = X;) = 1. Es decir, las variables aleatorias de {X; : t > 0} son
iguales a las variables aleatorias de {X; :t > 0} con probabilidad uno.

Observacién 3. Si{X::t > 0} es adaptado a la filtracion {Fi}i>0 y {X;:t >0} es
una modificacion de {X; : t > 0} entonces {Xy : t > 0} es adaptado a la filtracion {F:}i>o,

(véase [8]).

1.7. Proceso de Wiener

Definicion 23. Sea F = {F;}i>0 una filtracion. Un proceso estocdstico {W(t) : t > 0} es
un proceso de Wiener relativo a F si cumple lo siguiente

1. W(0) = 0.

2. W(t) es una funcion continua en t.

16
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3. W (t) es adaptado a la filtracion F.

4. 510 < s < t, el incremento W(t) — W(s) es independiente de Fs y normalmente
distribuido con media 0 y varianza t — s.

Las siguientes son condiciones bajo las cuales un proceso de Wiener es un movimiento
Browniano

Proposicién 2. Un proceso estocdstico {W(t) : t > 0} es un proceso de Wiener relativo
alF siy solo st

1. W(t) es un movimiento Browniano,
2. W(t) es adaptado a la filtracion F,
3. W(t) —W(s) es independiente de Fs cuando 0 < s < t.

Demostracion. La prueba de este resultado se puede encontrar en (véase[8]). O

1.8. Movimiento Browniano Geométrico

Uno de los conceptos importantes en los modelos financieros es el movimiento Browniano
geométrico, el cual se obtiene a través de una transformacién exponencial del movimiento
Browniano.

Definicion 24. Si {W(t) : t > 0} es un movimiento Browniano, i es una constante, o > 0
y Sy es el precio inicial conocido de una accion, entonces

Sy = Spexp {(,u — %(72)75 + O'Wt} ,

es llamado movimiento Browniano geométrico.

Generalmente, este proceso se utiliza para describir el cambio porcentual del precio de una
accion, (véase[l1]).

1.9. Integral de Ito

Sea {W(s):0 < s <t} un movimiento Browniano y una particién 0 =ty < t; < t3 <
... < tp, =t del intervalo (0,¢] tal que t; = % Asi, t; —t;_1 = %, 1=1,2,...,n,yV, =
SR (W () — W(ti—1))%, n = 1,2,..., una sucesién de variables aleatorias. Deseamos
encontrar V; con la siguiente propiedad

limp—oo E[(Vy, — V3)?] = 0, (1.6)

pues la convergencia se debe dar en media cuddratica. Entonces, sea

n

Ve=E | (W(t) = W(ti-1)?

i=1

17
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Note que,

V, = E Z(W(ti)—W(lfz;l))2

=1

= Y E[(W(t)*] = 2E[W(t)W (ti1)] + E [(W(ti-1))?]
=1

= Y (=21 +tia) =) (ti—ti1)=t,
=1 =1

es independiente de n.
En este caso, (1.6) se transforma en el error cuadrético medio, E [(V; — E(V;))?]. Observe
que,

n 2
E[(Va—t)?] = E (Z(W(ti) — W(ti-1))? - t) ]

L i=1
= E|D (AWt =2t (AW () +2+2 > ( AW (t))?
_i:l =1 1<i<j<n

En relacién con la Proposicion 1, tenemos que

E[V,—-t? = 326( —ti 1) —QtZ —tiqg) 12
=1

+2 ) (ti—tii)(t —ti).

1<i<j<n
Luego,
3Z(t1_tz—1) =9,
i=1
y
2 2 2
n t t t
> G-t -u= (5 ) (5) =5 -5
1<i<j<n
Entonces,
2
lim F Zn:(AW(t)) t = 1 %—O
Jn B D (AW (e = i =
=
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Por lo cual, el limite de V; se puede escribir como

n

/Ot(dW(s))Q lim D (AW () =t. (1.7)

=1

En efecto se cumple que la convergencia es en media cuadrética como se establecio en (1.6).

Definicidon 25. La integral estocdstica o integral de Ité

es el proceso estocdstico tal que

lim F

n—oo

Zf tic1)(W(ti) = Wi(tio1)) = Vi| =0,

=1

donde {W (t) : t > 0} es un movimiento Brownianoy 0=ty <t <ty <...<t, =1, es

una particion del intervalo [0,t] tal que t; —t;—1 = %, parai=1,2,...,n
Se tiene que fo 2ds < 00, casi donde quiera. Esto asegura que la mtegral de Ito este
bien definida y que fo (s))ds < oo asegura que la varianza de fo )2dW (s), s

mantenga finita.

Proposicién 3. La integral estocdstica tiene las siguientes propiedades

1. Linealidad Si f y g son tales que sus integrales de Ité existen y «, 3 € R, entonces
t t t
[ (@) + s aws) = [ eawis) + 5 [ glsaws)
2. Isometria Si f es tal que su integral de Ito existe, entonces

(/Otf(S)dW(8)>2 —E </0tf(s)2ds> - /OtE(f(S)2)dS

3. Propiedad de martingala St f es tal que su integral de Ito existe, entonces

[/f ) dW (s IF] /f YdW (s), 0<u<t.

Las pruebas de estas propiedades se encuentran en (véase [7]).
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1.10. Diferenciacién Estocastica
El lema de It6 es un resultado muy importante del cdlculo estocastico, se utiliza para
obtener diferenciales estocdsticas. A continuacién se enuncian las reglas bdsicas de

diferenciacién estocdstica que seran utiles para el desarrollo del lema de It6 en su forma
diferencial e integral.

Reglas basicas de diferenciacion estocastica
En el cédlculo de variables reales es bien sabido que si una cantidad es pequena,

entonces su cuadrado es una cantidad todavia mas pequena. Es decir, si ¢t es una variable
independiente, entonces el cuadrado de una cantidad infinitesimal se escribe

(dt)* = 0. (1.8)
La regla central de calculo estocéstico, que hace la distincion entre el calculo de variables

reales, se debe a que el cuadrado de una cantidad infinitesimal es significativa.
Si {W(t) :t > 0} es un movimiento Browniano, entonces por (1.7)

(dW (t))* = dt. (1.9)

De manera formal, el calculo estocédstico produce

AQMV@»%:AZBZQ (1.10)

de manera mas simple se denota como en (1.9).

Note que, [
(dt)(dW (¢)) = (dt)(dt)? = (dt)2,

es una cantidad despreciable, es decir; (dt)(dW (t)) = 0.

Las reglas bésicas de diferenciacién estocastica se resumen en la siguiente tabla

| dt | dW(2)
dt 0 0
AW (t) | o | dt

1.10.1. Lema de Ito

Sean

t t
&:&+Au@ﬁﬁ+éd&ﬁm%)yy:ﬂ&w
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Considerando a (1.9), calculemos su diferencial utilizando una serie de Taylor.
La expansién en serie de Taylor de y = f(St, t) en términos de segundo orden conduce a,

_of of
L[ 9*f 2 0* f Pf o
5 |:8(St)2 (dSt) + 28Statdstdt + ﬁ(dt) :| . (111)

Sustituyendo (1.9) y aplicando las reglas de diferenciacién estocéastica, obtenemos,

0 s,
dy = 0;’; (u(St, t)dt + o (S, t)dW (t)) + a—{dt

2
3 | g (5@ + 20(S, Do (S 0V (0) + (S0 (0
0% f
0S50t
_|of  of 10%f
_ [81& b gen(Sit) + 285302(5’)5,15)} dt

af
05, °

1oy
2 0t?

(1(St, 1) (A1) + (S, ) (AW (D) (A1) + = 52 (dt)? (1.12)

(St 1) (dW (2)). (1.13)

La ecuacién (1.12) puede escribirse como

trof  of 10%f
Yy = ?JO"’/O <8U+MM(SU,U)+28S50 (Su,u)> du
t afJ
0 O0Sy

(S, w)(dWy,).
Entonces,

dS, = p(Sy, u)du + o(Sy, u)dW (u),

t af 1 t a2f 5
u o uy . 1.14
; 8Sud5 +3 ; 8550 (Su, u)du (1.14)

t
15)
Yy = yo+/ *fdqu
0 8@6

Los resultados anteriores son conocidos como el Lema de Itd en su forma diferencial e
integral y se obtienen suponiendo que y = f(S;,t) tiene segundas derivadas parciales
continuas, para mas detalles, (véase [11]).

Ejemplo 1. El movimiento Browniano geométrico satisface que:

dSt = ,uStdt + O'StdW(t),
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donde p € R y o > 0.
Si y = InSt, entonces

oy 1 &y 1 %y
as, — S as? - 2 Yo T

Aplicando el Lema de Ité en su forma diferencial, obtenemos,
1
dinS; = (pu — 5a2)dt + adW (t). (1.15)
Note que,
L,
dinS; = (p— 57 )dt + odW (t)
1
= pdt+odW(t) — §J2dt

= Dt 2
s, 27

La integral estocdstica de (1.14) esta dada por
t 1 t t
InS; = InSy —i—u/ du — 202/ (dw(u))Q X U/ AW (s)
0 0 0
1
= InSo+ (n— 502)75 + oW (t).

Este ejemplo muestra que las reglas del calculo de variables reales no son consistentes en
el calculo estocéstico.
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Capitulo 2
Teoria de Riesgo

En el proceso asegurador la variable aleatoria de interés es la ”siniestralidad”, estd
variable se estudia en la Teoria de Riesgo Clésica. El objetivo consiste en estudiar la
distribucién de la siniestralidad asi como, la estabilidad del proceso. La incertidumbre es
un elemento esencial en el proceso asegurador, por lo que la teoria de riesgo se encarga
de las variables aleatorias que afectan a este proceso analizando la variacion y la forma
en la que estas influyen en los resultados.

Enseguida se presentan los modelos, individual y colectivo que modelan el riesgo que
enfrenta una compania aseguradora.

2.1. Modelo Individual

Suponga que se tiene un portafolio con n pélizas de seguros véalidas por un afo.
Denotemos con p; la probabilidad de que el j—ésimo asegurado no haga alguna recla-
macion en este periodo de tiempo y por g; la probabilidad de que haga exactamente una
reclamacion; es decir,

pj+aq =1

Sea
1, si hay reclamacién en la pdliza j,
D; =
0, sino hay reclamacion en la péliza j.

Observe que D; es una variable aleatoria con distribucién Bernoulli y pardmetro g;.
Sea C; el monto de la reclamacién efectuada por la péliza j, entonces la verdadera recla-
macién de la péliza esta determinada por

Cj si D]‘ = 1,
D;C; =
0, si Dj = 0.
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Asi, se consideran los vectores (D1,C4),...,(Dy,Cy), los cuales suponemos son indepen-
dientes. Ademés, C}, D; también se consideran independientes. A partir de esto se define
el agregado de reclamaciones como

Definicidn 26. El monto agregado de reclamaciones, en el modelo individual, es la variable
aleatoria

n
S=> D;Cj
j=1
la cual se llama riesgo.
Nuestro interés esta orientado en analizar las propiedades de la variable aleatoria S.
Si Fj(-) es la funcién de distribucién de D;C; y F(-) la funcién de distribucién de S,
entonces, por la Observacion 1, se tiene que la funcién de distribuciéon esta dada en términos

de convoluciones

F(z) = (Fi %...% F)(@).

Denotemos por G(z) la funcién de distribucién de C; y cuando exista, Mx (t) la funcién
generadora de momentos de una variable aleatoria X cualquiera.

Teorema 2. Bajo la notacion e hipotesis anteriores
1. Fj(x) = pjlipc0) () + ¢;G; ().
2. Mp,c,(t) =1+ g;(Mc, (t) — 1).
3. Ms(t) = [T}—y [+ q;(Mc; (t) = 1)] -
4. B(S) =371 4;E(C)).
5. V(8) = Yoy [4;V(Cy) + ajpi [E(C))?] .

Demostracion. 1.

Fj(z) = P(D;C; <x)
= P(D;jCj<z|Dj=0)P(D;j=0)
+ P(D;C;<x|Dj=1)P(D;=1)
= PO<z[Dj=0)pj+P(C;<z|Dj=1)g

= pjlipeo)(®) + ¢;Gj(z).
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Mp,c;(t) = E(e'Pi%)
= E (% | D;=0) P (D;=0)
+ E(9 | Dj=1)P(D; =1)
= E(|Dj=0)p;+E(!Y | Dj=1)g
= pj+qiMc;(t)

= 14 q;(Mc, (1)~ 1).

. Por (2), se sabe que

Mp,c;(t) = 1+¢q;(Mg,(t)—1),

como Cj, D; son independientes se sigue inmediatamente el resultado.

. Observe que

Luego entonces de a) y b),
V(D;Cj) = BE(D;*Cy?) — [B(D;C)I* = 4;V(Cy) + ajp; BI(C))]*.

Por tanto, usando la hipotesis de independencia y del resultado anterior, se tiene

que
n

V(S) =Y [V (Cy) +a;p; E[(C))] -

=1
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2.2. Modelo Colectivo

Considere un conjunto de un nimero desconocido de contratos de seguros vigentes en un
periodo de tiempo [0, T]. Sea N la variable aleatoria que representa el niimero de reclama-
ciones que ocurren en este intervalo y, sean Y7, ..., Yx, los montos de dichas reclamaciones.
Suponga que N es una variable aleatoria con cierta distribucién y quelos Y;, j=1,..., N,
son variables aleatorias independientes con la misma distribuciéon de probabilidad que
ademas son independientes de N.

Definicidon 27. El monto de las reclamaciones agregado o monto acumulado, de todas las
reclamaciones, es la variable aleatoria S, definida como,

N
S=>YY;
j=1

Observacién 4. Note que

1. Si N =0 entonces S = 0.

2. S es una variable aleatoria mizta.

Proposicién 4. Sea G(-) la funciéon de distribucion de cada reclamacion Y, la funcion
de distribucion del riesgo S esta dada por

o0
F(z) =) G™(x)P(N =n).
n=0
Demostracion.
N
Fz) = P|Y Y<zx
j=1

— P(Yo<z|N=0)P(N=0)

o0 n

+ > P[> Y,<z|N=n|P(N=n)
n=1 j=1
= G*z)P(N =0) + i G*"(z)P(N =n)
n=1
= Y G™(z)P(N =n)
n=0

O

De igual forma que en el modelo individual, se muestran algunas caracteristicas de la
variable aleatoria S.

26



CAPITULO 2. TEORIA DE RIESGO
2.2. MODELO COLECTIVO

Proposicién 5. La wvariable aleatoria S definida anteriormente tiene las siguientes

propiedades.

1. B(S) = E(N)E(Y).

2. B(S?) = E(N)E(Y?) + E(N(N —1))[E(Y)]*
3. V(S)=V(N)E(XY)]?+V(Y)E(N).
4. Ms(r) = My|In(My(r))].

Demostracion.

1. Aplicando la definicién de valor esperado y condicionando sobre N se tiene que

N o] N
E(S) = E (Z)@) => E (ZY] | Nn) P(N =n)
7=1 n=0 7j=1
= Y E (ZYan) P(N =n)
n=0 J=1
— Y BwPW =)
n=0 j=1
= > nE(Y;)P(N =n)
n=0
= E(N)E(Y).
2. Procediendo de forma anéloga a (1), se tiene
N N 2
E(S?) = ( ) (ZYJ-) |N=n| P(N=n)
j=1
= iE (” Y,) Nn] P(N =n)
n=0 j=1
o0 I n 2
= > E ( 1@) P(N =n)
n=0 | \Jj=1
= > [ZYf + Y, E(Y;Y3)| P(N =n)
n=0 | j=1 k=1, 4,
= Y nE(Y?)P(N=n)+> (n(n—1))[EY)?P(N =n)
n=0 n=2

E(N)E(Y?) + E(N(N - 1))[E(Y)]*
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3. De las propiedades (1) y (2), se tiene que

V(S) = E

Il
s3]

4. Usando la definiciéon de funcién generadora de momentos y condicionando sobre N,
se tiene que

Mg(r) = i E <eT(Y1+'“+YN> IN = n> P(N =n)
n=0

oo

= Z E(eM.e™ ... ") P(N =n)
n=0
oo

= > (My(r)"P(N =n)

n=0

= E(My(r)V)

= Mn[in(My(r))].

2.3. Modelo de Poisson Compuesto

Si en el modelo colectivo se considera que N tiene una distribucién de Poisson con
pardametro A, entonces S tiene una distribucién compuesta la cual recibe el nombre de
distribucién Poisson Compuesta.

Proposicién 6. Sea p, = E(Y"™), en particular p = p1. Bajo las consideraciones para
N, la variable aleatoria S tiene las siguientes propiedades

1. E(S) = M.

2. F(S%) = A + A2u2.

3. B(S3) = Aug + 3\2pap + N3puB.
4. V(S) = Aus.

5. E[(S — E(S))*] = M.

28



CAPITULO 2. TEORIA DE RIESGO
2.4. MODELO DE POISSON COMPUESTO ASOCIADO AL MODELO INDIVIDUAL

— K3

\/)\,ug.

6. ag =

7. Mg(r) = expA(My (r) — 1)].

A partir de los resultados de la Seccién 1.3.3, se sabe que E(N) = A\, V(N) = Ay
Mp(r) = exp(A(e” — 1)). Ademds, haciendo uso de la Proposicién 5 se demuestran las
propiedades antes mencionadas.

Para més modelos compuestos (vedse [9]).

2.4. Modelo de Poisson Compuesto Asociado al Modelo In-
dividual

A partir del modelo individual se construye un modelo colectivo con distribucién Poisson
compuesta, para lo cual suponemos que

1. El nimero de reclamaciones en los dos modelos sea el mismo,
n
A= E q;j-
Jj=1

2. Se define la funcién de distribucion de una reclamacion como la suma de las funciones
de distribucion del monto de reclamaciones en el modelo individual.

Ge) =Y 7 a;(a).
j=1

Donde Gj(z) y G(x) son las funciones de distribucién de C; y del monto de reclamaciones
respectivamente.

Definicion 28. El modelo colectivo Poisson compuesto asociado al modelo individual se
define como

N
C
S = E Y;,
J=1
donde N es el numero de reclamaciones y, Y1, ..., Yn los montos de dichas reclamaciones.

Para este modelo se tienen las siguientes propiedades.

Proposicién 7. Sea S¢ el modelo colectivo Poisson compuesto asociado al modelo
individual S*. Entonces

1. E(S°) = 2?21 G;E(C).

2. V(S9) = Y0, q;(V(C)) + [E(C))P).
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3. BE(Y") =30 £ E(C).

4. My (t) = Y25, % Mo, ().
A continucién se demuestra la igualdad 3.

Demostracion.

B(YH) = /0 Ty daty)

- [l %ew
0 =

= Zq;/oooyk dG;(y)

J=1

= Zyj E(C}).
j=1

O

Las demas igualdades se siguen directamente de las condiciones establecidas sobre A, G(x)
v los resultados anteriores.

Una vez que se han estudiado los modelos clasicos, asi como sus propiedades en el siguiente
capitulo se discutird qué es el reaseguro y que son las opciones.
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Capitulo 3

Reaseguro y Opciones

Antes de dar una definicién formal de lo que es el reaseguro, asi como los tipos y
caracteristicas de los mismos, es importante dar una breve descripciéon de lo que es el
seguro y por tanto, analizar cuales son los riesgos que enfrenta una compania aseguradora
por los cualesse ve en la necesidad de reasegurarse.

3.1. Seguros

Los sistemas de seguros ofrecen alivio frente a pérdidas de un siniestro en las cuales el
nimero, tamano o momento de ocurrencia es aleatorio. Si el asegurado tiene el control
sobre la ocurrencia del suceso o si la reclamaciéon excede la pérdida financiera existird un
incentivo para que la pérdida ocurra. Bajo esta situacién el seguro no cumplird con el
objetivo de aumentar las utilidades esperadas tanto del asegurado como del asegurador.
Cuando se organiza un nuevo seguro es importante conocer la informacién anterior sobre
situaciones de riesgos similares para realizar estimaciones preliminares y determinar el
pago que realiza el asegurado, asi como el monto que la aseguradora cubrird por el riesgo
aceptado, (véase [8]).

Para que un sistema de seguros sea estable es esencial que ciertas caracteristicas se cum-
plan:

1. Gran ntimero de asegurados:
El valor esperado del monto de los siniestros aumenta o es mayor si la poblacién
asegurada es grande.

2. Valores a riesgo homogéneo:
Tener mayor homogeneidad en las sumas aseguradas implica que la varianza sea
menos en cuanto al monto total de los siniestros.

3. Calculos adecuados:
Lo que paga el asegurado debe estar relacionado con la informacién del riesgo a
cubrir.

Aunque las caracteristicas antes mencionadas puedan cumplirse, existen otros riesgos que
el seguro puede enfrentar, algunos de ellos son:
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1. Riesgo por desvio en las bases demograficas:
Un ejemplo de ello es cuando surgen epidemias incontrolables que afectan a gran
parte de la poblacion.

2. Riesgo por la acumulacién de siniestros en un evento:
Es la acumulacién de siniestros que se ven afectados por un mismo evento catas-
tréfico, como en el caso de un terremoto, un huracan o accidente aéreo.

3. Riesgo por antiseleccion:
Cuando el asegurado tiene ventajas por cotizaciones no detalladas.

3.2. Calculo de Primas

El seguro se sustenta en la cantidad de dinero que cada asegurado acuerda pagar a la
compania aseguradora, a esta cantidad se le conoce como ”prima”. La suma de todas las
primas recogidas se utilizan para pagar los posibles siniestros ocasionados por el conjunto
de asegurados durante el periodo de tiempo establecido. Asi que el asegurado evita pagar
la cuantia de sus siniestros sustituyéndola por el pago de esa cierta cantidad de dinero, la
prima.

La prima debe representar la tarifa adecuada que una compania de seguros debe
cobrar por un contrato a un individuo. Para su obtencién la compaiiia debe conocer la
distribucién del ntimero de siniestros, de la cuantia del siniestro o bien del costo total.

Lo deseable seria que el conjunto de asegurados que comparten sus gastos pagando
una misma prima sea lo méds homogéneo posible en cuanto a sus riesgos se refiere, pues si
no fuera asi, los asegurados que generan mas gastos a la compania deberian pagar primas
mayores.

La prima debe cumplir con las siguientes propiedades

1. Simplicidad. El calculo de la prima debe ser facil.

2. Consistencia. Si un riesgo se incrementa en una constante, la prima debe reflejar el
cambio incrementdndose en la misma cantidad.

3. Aditividad. La prima de un portafolio que consiste de riesgos independientes debe
ser la suma de las primas individuales.

La prima pura es la componente esencial en el precio del seguro, ya que estd destinada a
acumular la recaudacién suficiente para hacer frente a los siniestros ocurridos, esta prima
esta dada por

p = E(9). (3.1)

Esta prima parece ser justa para el asegurado, sin embargo, para el asegurador no lo es.
Vedamos la siguiente situacion.

Consideremos un portafolio con n poélizas de seguro de un mismo riesgo, validas
por un tiempo determinado. Supéngase que se cobra una misma prima p por cada péliza y
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que S; representa el monto de las reclamaciones efectuadas por la péliza j, los cuales son
independientes e idénticamente distribuidas. Si u es el capital inicial de la aseguradora,
entonces el capital al término de la vigencia de las polizas es

Xn:qunprSj. (3.2)
j=1

Tomado esperanza en la ecuacién anterior y utilizando (3.1) obtenemos
E(X,) =u+n(p—ES)) =u (3.3)

Esto es la compania aseguradora permanece con su capital inicial.

Si la cartera fuera infinita, unos riesgos se compensarian con otros y los ingresos obtenidos
serian suficientes para asegurar la solvencia de la empresa. En la practica no es asi
debe tomarse en cuenta que la prima debe ser suficiente no sélo para el pago de las
reclamaciones esperadas sino también para cubrir los gastos administrativos y comisiones,
y proveer un margen por riesgo y utilidad, por ello es necesario agregar un recargo por
seguridad con la prima pura para asegurar la solidez de la aseguradora.

Gracias a este recargo se obtiene una reserva que permite hacer frente a las desviaciones
imprevistas de la siniestralidad.

FEnseguida se presentan algunos principios para calcular las primas de manera general.

Principio del valor esperado Este principio establece que la prima se puede
calcular de la siguiente forma

p=(1+d)E(S), d>0. (3.4)
La constante d se conoce como factor de recargo.

Este principio atribuye la misma prima a dos riesgos con distinta distribucién pero con
media comun, sin considerar otras caracteristicas.

Principio de la varianza En este principio el factor de recargo, d > 0, se aplica
sobre la varianza y establece que

p=E(S) +dV(S). (3.5)

Ademads de estimar la siniestralidad media del riesgo, proporciona un recargo de seguridad
para las desviaciones aleatorias de la siniestralidad.

Principio de la desviacion estandar Este principio establece que
p=E(S)+d\/V(S). (3.6)
El factor de recargo d > 0 se aplica sobre la desviacién estandar del riesgo.

Una vez que se ha hecho una descripcion acerca de lo que es un sistema de seguros pro-
cedemos a hablar de lo que es el reaseguro.
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3.3. Reaseguro

En un inicio el reaseguro se consideré como una medida para cubrir un acto imprudente al
aceptar un riesgo. El asegurador sin afectar su obligacién con el asegurado, toma medidas
para protegerse contra las mismas obligaciones con otro asegurador mejor informado o
con mayores posibilidades financieras.

Es conocido que el primer documento que contiene todos los puntos bdsicos de lo
que hoy es una pdliza de seguros, fue emitido en 1347 en Génova Italia, y se trata de un
seguro maritimo de mercancias, por otro lado, el primer contrato de reaseguro se firmé
en Génova en 1370.

La técnica de reaseguro mejoré y acumuldé gran experiencia en cuanto al reaseguro
de riesgo por riesgo, el procedimiento seguido hasta hoy se basé en este tipo de reaseguro
y el nuevo sistema que se establecié fue el reaseguro por contrato.

Definicion 29. El reaseguro es un convenio que una compania de sequros (cedente) celebra
con otra compania (aceptante) para ampararse de las consecuencias de los sequros que ha
otorgado en cuanto éstas excedan de su capacidad transfiriendo total o parcialmente los
71€5g0S.

Visto de manera simple, el reaseguro es una forma aseguradora de segundo grado.

Las causas por las que una compania de seguros busca reasegurarse son:

1. Disminuir el riesgo de una posible pérdida, es decir, que el monto de los siniestros
no sobrepase una cierta cantidad y de esta forma estabilizar los resultados.

2. Ampliar la aceptacién de riesgos sin tener que exponer sus propios recursos, lo que
le permite aumentar el volimen de sus negocios.

Una ventaja del reaseguro es que la reaseguradora puede brindar informacién técnica,
experiencia en cuanto a causas de siniestralidad y asesoria en la seleccion de riesgos.

3.4. Clasificacién del Reaseguro

Existen varios tipos de reaseguro, como la finalidad de este trabajo no es hablar de todas
las modalidades sdlo se mencionan las formas mas comunes.
3.4.1. Por la Forma de Contratacién

De acuerdo a la relacion legal que existe entre la cedente y la aceptante, se divide al
reaseguro en: facultativo y automatico.
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Facultativo

Esta forma permite al aceptante tratar cada riesgo propuesto individualmente el cual
puede asumir o rechazar. La cedente como la aceptante tienen completa libertad para
ceder o aceptar los riesgos. Este tipo de reaseguro permite a la compania asumir riesgos
que presenten con mas frecuencia pérdidas superiores a la normal.

Automatico

Consiste de un contrato obligatorio entre la cedente y la aceptante, en el cual se establecen
las caracteristicas de los riesgos a cubrir. Como su nombre lo dice, la duracion del contrato
es continuada y su renovacién es automaética.

3.4.2. Por la Forma en que Operan

Se divide al reaseguro en dos grupos: el reaseguro proporcional y el reaseguro no propor-
cional. Llamados también reaseguro de riesgos y reaseguro de siniestros, respectivamente.

Reaseguro Proporcional
Este tipo de reaseguro procede a través de la distribucion equitativa de las primas y los
siniestros ocurridos. Es decir, la cedente aporta un porcentaje de las primas recaudadas y
en este mismo porcentaje la aceptante se responsabiliza de los siniestros.
Esta modalidad de reaseguro esté dividido en los siguientes tipos: Cuota parte y Excedente.

a)Cuota Parte
En este contrato el aceptante toma un porcentaje fijo para todos los riesgos y se respon-
sabiliza con el mismo porcentaje en todos los siniestros. Bajo esta forma de contrato,
la cedente puede sumar riesgos libremente siempre y cuando no se exceda el limite de
contrato, aunque se obliga a ceder los riesgos que podria retener por cuenta propia. La
aceptante no aplica ningin criterio para asumir riesgos, recibe en igual proporcién riesgos
buenos y malos.

b)Excedente
Este contrato es semejante al de Cuota Parte, la diferencia radica en que la cedente no
transfiere todos los riesgos, s6lo los que sobrepasan una determinada cantidad. Los riesgos
que la cedente pueda retener en su totalidad no tendran que ser cedidos. El porcentaje
cedido varia riesgo por riesgo.

Reaseguro No Proporcional
También llamado "reaseguro de siniestros”. Una caracteristica esencial de este reaseguro,
es que la totalidad de primas es retenida por la cedente, lo que le permite cubrir siniestros
hasta un cierto monto llamado prioridad.
La finalidad de este tipo de reaseguro es amparar a la cedente cuando los siniestros
excedan a la prioridad. Las formas en que se desarrolla son: Stop-Loss y Excess-Loss
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a) Reaseguro Excess-Loss
En esta modalidad el reasegurador se responsabiliza de la parte de cada siniestro que
sobrepasa una cantidad, llamada prioridad. La cedente fija su retencién en forma de una
cantidad deducible por siniestro. Esta cantidad se fija:

Por riesgo

En este tipo de contrato se cubre el monto del siniestro individual que sobrepasa la
prioridad hasta una cantidad llamada ”Capacidad”. Este contrato trabaja los riesgos de
manera individual.

De catastrofe
Llamado CatXL o catastréfico. Este contrato se aplica cuando ocurre un nimero minimo
de riesgos y que el monto acumulado no supere la prioridad.

b) Reaseguro Stop-Loss
En este contrato se protege a la cedente en caso de que el monto acumulado de los
siniestros, en un periodo de tiempo, sobrepase cierta prioridad. Cuando esto ocurre,
la aceptante es responsable por el monto excedente de la prioridad hasta un limite.
Generalmente la prioridad se expresa en un cierto porcentaje de las primas totales del
conjunto de pédlizas protegidas por la aseguradora.

Lo anterior se presenta en el caso de un contrato Stop-Loss con capacidad ilimita-
da; también existen contratos Stop-Loss en los que la aceptante se hace responsable
del monto de los siniestros que exceden a la prioridad hasta una determinada cantidad
llamada ” Capacidad del contrato de reaseguro”. En este caso, la cedente puede reasegurar
el riesgo restante o bien conservarlo.

Al igual que la prioridad, la capacidad de contrato y la prima stop-loss se expre-
san en un porcentaje de las primas totales del conjunto de pélizas aseguradas.

3.5. Media y Varianza del Reaseguro No Proporcional

Tanto en el seguro excess-loss como en el stop-loss, la variable aleatoria que representa
el monto total de los siniestros que asumen la cedente y la aceptante esta determinada por:

Sea M la prioridad, y S el monto total de los siniestros, entonces:

la cedente paga : S,
Si0<S <M=
la aceptante paga : 0.
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la cedentepaga : M,
SiM < S<oo=
la aceptante paga : S — M.

Si el monto total de los siniestros supera a la prioridad hasta la capacidad, entonces la
variable aleatoria que representa el monto total de los siniestros que asumen la cedente y
la aceptante esta determinada por:

la cedente paga : S,
Si0<S <M=
la aceptante paga : 0.

la cedentepaga : M,
SiM < S<M+ C=
la aceptante paga : S — M.

la cedentepaga : S — C,
SiM+C < S<oo=
la aceptante paga : C.

Donde C es la capacidad del contrato.

Con lo anterior se tiene que la funcién de distribucion de la siniestralidad antes del rease-
guro tiene la siguiente forma

donde P(n) es el nimero de siniestros y V*"(s) la cuantia del siniestro.
Después del reaseguro, la distribucion toma la siguiente forma

Z P V*n

con V*"(s) el nuevo valor del siniestro después del reaseguro, (véase [4]).

Ademés, es claro que:

El monto total de los siniestros se puede ver como la suma de los montos asumidos
por la cedente y la aceptante. Por tanto, el valor esperado del monto de los siniestros
acumulados es igual a la suma de los valores esperados de los montos asumidos por la

cedente y la aceptante. Es decir,
S =5+ Sa, (3.7)

E(S) = E(S.) + E(S,).
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A continuacién obtenemos el valor esperado del monto acumulado de los siniestros,
en relacién al riesgo asumido por la cedente y la aceptante, sin obtener la funcién de
distribucién compuesta del monto acumulado de los siniestros.

Basandonos en la teoria de riesgo colectivo, tenemos que el valor esperado y la
varianza del monto total de los siniestros se calcula como en la Proposicién 5.
Luego, para determinar el valor esperado de los siniestros a cargo de la aceptante tomamos
en cuenta el monto que asume de acuerdo a los valores que toma la variable aleatoria S.
Por lo que el valor esperado a cargo de la aceptante toma la siguiente forma:

psn = (

n=1

M+C 0o
/ (5—M)f5(8|N)d5+/ C'fs(s|N)ds>P(N:n).
M M+C

Donde fs(s | N) es la funcién de densidad de la variable aleatoria S dado N. Ademads,
recuerde que N representa el nimero de siniestros, (véase[8]).

Para calcular la varianza del monto de los siniestros, utilizamos la Proposicién 5 y
la igualdad (3.7). Observe que, S. y S,, son variables aleatorias dependientes, entonces se
calcula la V(.5) de la siguiente forma:

V(S) = V(Se) + V(Sa) + 2C0u(Se, Sa).

La varianza del monto de los siniestros que asume la cedente se puede obtener de la
siguiente manera:

V(S) = [ sl ds, — (ns)”

=0
Donde, fs,(s¢) es la funcién de densidad y pg, el valor esperado del monto de los siniestros
a cargo de la cedente, (véase|8]).
De manera muy similar, la varianza del monto de los siniestros que asume la aceptante
esta determinada por:

V(S = [ sfsuo0) dsa— ()

fs,(sq) es la funcién de densidad y ps, el valor esperado del monto de los siniestros a
cargo de la aceptante.
Mientras que la Cov(S,, S,) se puede obtener como (véase[8]):

Cov(Se, Sq) = E(S¢ - Sa) — the - -

Una vez que hemos mencionado como calcular la varianza, se puede ver como esta puede
ser utilizada para determinar la prima en el reaseguro no proporcional. Como mencionamos
en la Seccién (3.2) es importante que la aceptante no cobre unicamente el valor esperado
de los siniestros a su cargo si no que debe cobrar un recargo de seguridad adicional, en
este caso la prima se establece como en (3.6).

p=E(S.) + d\/V(Sa)

El valor, d, es decisién de la aceptante el cual se puede determinar por las politicas de esta
y/o por la competencia en precios del mercado.
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3.6. Opciones

El estudio de la Teoria de opciones inicia en 1900 con la tesis doctoral sobre la teoria de
la especulacién de Bachelier, alumno de la universidad de la Sorbonne, (véase [11]).

En 1973, Black y Scholes derivaron una férmula exacta para el precio de una opcién
de compra europea suscrita sobre una accién. En 1976, Merton analizé la valuacién
de derivados suponiendo procesos estocasticos mas complejos para el precio del activo
subyacente. Gracias al desarrollo de esta teoria Black Scholes y Merton obtuvieron el
premio Nobel de economia en 1997.

En los tultimos afios, Hull, White y Rubinstein, entre otros, han trabajado en la
valuacién de las denominadas opciones exéticas, derivados disenados por una institucién
financiera para satisfacer las necesidades especificas de un cliente.

Hoy en dia la Teoria de Opciones se ha convertido en un importante eje de refe-
rencia en la concepcién y el desarrollo de los mercados financieros modernos. Dicha teoria,
ha impactado en el campo de las finanzas por sus amplias aplicaciones de innovacién
financiera, la valuacién de inversiones, las finanzas corporativas y también en el campo
actuarial.

Las opciones pertenecen a una clase de instrumentos llamados ”derivados”, la ca-
racteristica mas importante es que su valor depende de otro bien o activo subyacente,
como: acciones comunes, pagarés, metales (oro, plata) y mercancias (ganado, maiz,
algodon, azucar, trigo). Otra caracteristica es que a cambio de un pago, dan el derecho
de comprar o vender un activo a un precio y tiempo establecido. De manera mas formal
se tiene la siguiente definicién.

Definicion 30. Una opcion, es un contrato que le da al comprador el derecho pero no la
obligacion, de comprar o vender un activo, a un precio especificado en un tiempo estable-
cido.

Existen dos clases elementales de opciones: opcién de compra y opciéon de venta.

Definicion 31. Opcion de venta (put), es un contrato de opcion que da a quién la posee el
derecho a vender un bien a un precio determinado en un tiempo establecido.

Definicion 32. Opcién de compra (call), es el contrato que le da a su tenedor el derecho
de comprar un bien en una fecha pactada y a un precio especificado.

La fecha en que los contratos tienen validez es otra caracteristica que define los contratos,
(véase [3]). Dentro de las opciones se encuentran las opciones europeas, americanas, etc.
Como so6lo nés centraremos en las opciones europeas, a continuacion damos la siguiente
definicién.

Definicion 33. Opcion Furopea, es un contrato que sdlo puede ejercerse en la fecha de
vencimiento.
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Como puede notarse participan dos figuras: los que compran opciones y los que las
venden. Los compradores pueden adquirir una opcién de compra o una de venta.

Una opcién de compra tiene valor si el precio de la accién es mayor al precio convenido o
precio de ejercicio, si el precio de la accién es menor al precio de ejercicio el valor de la
opcién de compra es cero. Ocurre lo contrario de lo que sucede con el valor de una opcién
de compra cuando se trata de una opcién de venta.

Quien vende una opcién debe entregar las acciones al comprador de la opcién si
este hace uso de sus derechos. Si el precio de la accién en el mercado es mayor
que el precio de ejercicio, el comprador ejerce la opcién de compra y ademads tiene una
ganancia, en el caso contrario, no ejercera dicha opcién y su pérdida es el valor de la opcidn.

El que vende una opcion de venta tendra una pérdida cuando el precio de la a-
ccién en el mercado sea menor que el precio de ejercicio y el comprador de la opcién de
venta ejercerd dicha opcién.

3.7. Modelo Black-Scholes

Considere un proceso de Wiener {W(t) : 0 < ¢t < T,T C R} definido en un espacio fijo
de probabilidad (€2, F, P) adaptado a la filtracién {F;}. Se supone que el precio de una
accion al tiempo t, S¢, es modelado por el movimiento Browniano geométrico

dS; = ,U,Stdt + O'StdW(t). (38)

En este caso, el pardmetro de tendencia, p € R es el rendimiento medio esperado del activo
subyacente y o > 0, la volatilidad instantdnea por unidad de tiempo. De acuerdo con el
ejemplo 1 y utilizando el Lema de It se obtiene

1
d(InSy) = (u — 5aQ)dt + odW (t). (3.9)
Luego, si se toma At =T — t, se obtiene
1
In(St) —In(Sy) = (u — 502)(T —t)+oVT —t€&,
donde £ ~ N(0,1). Por tanto,
1
m(21) ~ N (n— =a*) (T —t),0*(T —t) ) . (3.10)
St 2
El rendimiento logaritmico tiene distribucién normal con la misma varianza del cambio

porcentual de S¢, pero con parametro de tendencia, p— %02
w, para mas detalles véase [11].

, menor al rendimiento esperado

3.7.1. Valuacion Neutral al Riesgo

Dado que la ecuacién (3.8) considera el rendimiento esperado pu, la ecuacién no es
independiente del riesgo al que se exponen los agentes que participan en el mercado.
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Entre mayor sea la exposicién al riesgo mayor es el rendimiento esperado, pu, a fin de que
la ganancia, v = u — 7, sea atractiva. Si se supone que no se necesita de una ganancia
para entrar al mercado, entonces v =0y pu=r.

Otra forma de medir consiste, en estandarizar a v por unidad de desviacién estandar, es

decir; A = . Si se supone lo anterior, entonces A = 0 y u = r. Por tanto,

dS; = rSidt+ oS <M_Tdt+dW(t)>

g

= rSudt + oSi(Adt + dW (t)).
Bajo el supuesto de neutralidad al riesgo se tiene que A = 0 y (3.8) toma la siguiente forma
dSt = T‘Stdt + O'StdW(t). (311)

En tal caso se dice que el movimiento Browniano esta definido sobre una medida de
probabilidad neutral al riesgo.

3.7.2. Funcion de Densidad del Precio del Activo Subyacente

Si se utiliza la expresion (3.10) se tiene que In (%) tiene una distribucién normal con

media (r — £0%)(T —t) y varianza o*(T — t).

Sea & ~ N(0,1) con funcién de densidad

1_2
U(e) = e 2, ceR
(€)= 7%
Definimos,
1
g(&) = Sr = Stexp{(T— 502)(T—t) +J\/T—t5} , (3.12)
entonces,

9~ (S7) = : (3.13)

Asi, la derivada de St dado S, esta dada por

Fpis(s | 5 = W(g~(s)) \

dg—*(s)
ds '

Observe que,
1

- soT — 1t

dg~'(s)
ds

Luego,

fsps (815t =

exp  —= . (3.14)
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3.7.3. Media y Varianza del Precio del Activo Subyacente

El valor esperado del precio del subyacente al vencimiento 7', es una cantidad que sirve
como referencia para calcular el precio de ejercicio de la opcidn.
A partir de la expresién (3.13), se tiene que

o Tt
Entonces,
s = Siexp {50@4— (r— %02)(T - t)} . (3.15)
Por tanto,
ds = Syexp {sam—i— (r— ;02)(T—t)}amds, (3.16)
0
ds = so/T — t de.

Utilizando (3.15), se calcula el valor esperado de St dado S;.
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BSr18) = [ sfeals| S
> 1
B /0 o/ 2n(T —t)
1 ln(s%)—(r—%UQ)(T—t) ’ ;
exp —3 — s
_ /OO 1 _le
B fooU\/QW(T—t)e

Sy 61‘p{€0’\/Tt+(’F;Uz)(Tt)}O'\/TtdS

-exp {0\/T —te+ (r— 302)(T - t)} de (3.17)

-exp {—; [52 — 20T —te + o*(T — t)} } " de

00 2
= ST / ! exp {—1 (6 —ovVT — t)) } de.

—0o V21 2

St u=¢e—oV1 —t,

= Ster(Tt)/ ! e 2% dy

oo V27
_ Ster(Tft).

Ahora calculemos el segundo momento de St dado S, para que posteriormente calculemos
la varianza.
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B(S3|S) = / 52 fs,15.(5 | Si)ds

== Rl
s? /_ Z me—%e
exp {2 (go—m +r— %az)(T _ t)> } oV T —ide

1.2 1.2
—3€ e?am/T—t€2(r—5U )(T—t)d8

= SQ/OO e
b on/2m T—1)

_ @ / > 1 o~ b2 40\ T=Te+402(T—1)
" o/ 2n(T —t)

[20%(T—t)+(r—50°)(T-1)] 4

1
(

&

_ StQ/Oo 1 f%(5720\/T7t))2602(T—t)+2r(T—t)d€.

oo \/27re
Sea w=¢e—20VIT —1
E(S7|8) = 53602(Tt)+2r(Tt)/ 12 e~ 2% du
— 00 T
— St26(02+27")(T—t) )
Por tanto,
VISt | S = E[S%|S]— (E[Sr|S)?

_ St26(02+2r)(T—t) _ Stzezr(T—t)

— s2 2r(T—) ( oo (T—t) _ 1) '
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3.7.4. Valuacion de una Opcion Europea de Compra

El precio de un call europeo al tiempo ¢, con precio de ejercicio K y vencimiento en T,
C = ¢(S,t;T,K,r,0) esta dado por el valor esperado del valor presente sobre el valor
positivo al momento de ejercer la opcién, esto es,

C = e "I E{max(Sy — K,0) | F}
c = e_T(T_t)/ max(s — K,0)fs,s,(s | St)ds
0

= /K (5 — K) fpys, (5 | St)ds

) / sfspis, (s | Se)ds — Ke™"@ =1 / fsris.(s | Si)ds
sS>SK s>K

o—r(T—1) / 1
s>K O/ 27’['(T — t)

In(3 —(r—1?)(T —1)
-exp —% (S> a\/ZI% ds (I1)

2

Ko=) / 1
s>K so+/2m(T —t)

In(3 —(r—31o®)(T —1t)
-exp —% <S> J\/]% ds. (I2)

Para (I1), utilizando (3.16), tenemos que,

1 1.2 12
I = Ste—r(T—t)/ o 32 oVT—tet(r—302)(T—1) g
B )
1 1 2
= S / e zEmVT=D7 g (3.18)
{80 Ttln(%)g(r;%:Q)(Tt)} m
Sean, u =¢ —oyT —t, —&E ~ N(0,1);
1 1,2

Il = St/ S. e 2" du.

el iten) Vor
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De manera anéloga para (I3), se tiene

€
oVT—t

1 1.2
I, = —KeT(Tt)/ ——e 2% de
2 { >ln(£§)—(r—%0’2)(T—t)} \/ﬂ

1 1.2
_ —r(T—t) —=
= —Ke / ?)Hr_%ﬂm_t)} me 2% de. (3.19)

ln(
—oo<e<

oVT—t
A partir de (3.18) y (3.19), obtenemos el siguiente resultado,

c=8®(dy) — Ke " T d(dy), (3.20)
donde la funcién ®(d) es la funcién de distribucién acumulada de € ~ N(0, 1), es decir,

B(d) = Pe(E<d)

oo oo
= / 1 e%EQdE—/ 1 e*%Est
oo V2T d V2r

Ademas,

(3.21)

d2:d2(stat;TaK7T’a) =

In(3£) +7r(T —t)+ 30T —t) — o*(T — t)
o1 —t

= di—oVT —1t. (3.22)

3.7.5. Valuacion de una Opcién Europea de Venta

El precio de un put europeo al tiempo ¢, con precio de ejercicio K y vencimiento en T,
P = p(S,t; T, K,r,0) estd dado por el valor esperado del valor presente sobre el valor
positivo al momento de ejercer la opcién, esto es,

P =T E{maz(K — S7,0) | F}.

De manera similar a la valuacién de un call se puede ver que el precio de un put, esta
dado por
P =Ke T 0¢(—dy) — S, ®(—dy). (3.23)
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3.7.6. Condicién de Paridad entre un Put y un Call

Utilizando (3.20) y (3.23) se establece la condicién de paridad entre un put y un call.
p+ S = Ke T Dd(—dy) — S,®(—dy) + Sy
= Ke " T Dd(—dy) + Sy(1 — ®(—dy))
= Ke"T0(1 = ®(dp)) + Si®(dy)
= —Ke " T0&(dy) + S;®(dy) + Ke "7
= c+ Ke "It

Esta igualdad muestra que el valor de un put europeo con precio de ejercicio especifico y
una fecha de vencimiento puede calcularse a partir del valor de un call con caracteristicas
muy semejantes y se calcula mediante,

P=C— (S —KeTT),

3.7.7. Griegas para el Modelo de Black-Scholes
Las razones de cambio del precio de una opcién europea, put o call, con respecto a las
variables importantes del modelo reciben el nombre de letras griegas.

Recuerde que el precio S; de un activo subyacente tiene un comportamiento modelado por
la ecuacién (3.11) y ademds, el precio de un call europeo esta dado por la ecuacion (3.20).

Lema Fundamental de las Griegas del Modelo de Black-Scholes

El lema establece, que si;

C = 5,0(d1) — Ke " T (dy). (3.24)
Entonces,
S,® (dy) — Ke "T=90 (dy) = 0, (3.25)
donde,
) 1
O (d) = ——e 27, (3.26)
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A partir de (3.22),
d3 = (dy—oVT —1t)?

= d?—20VT —td) +o*VT —t

= d%—2<ln<%>+<r+;(ﬁ> (T—t))—i—azx/ﬁ
~ - (%) -2

= —2ln< )—2lneTt)

r(T—t)
e 3% — 38 <St€k> ' (3.27)

De (3.26) y (3.27) se tiene el resultado deseado.

Luego,

Por tanto,

Razén de Cambio entre una Opcién de Compra Europea y el Precio del Sub-
yacente A,

El cambio del precio de un call europeo con respecto al cambio en el precio del activo
subyacente, tiene un papel importante en la elaboracién de estrategias de cobertura con
opciones, la llamada cobertura delta. Esta razén se denota como, A, = C%‘ft y se calcula;

oc Ody / od
Ap=—— =0 Ke " T=00' (dy) 2.
a5, (dq) + S ® (dl)ast e (d2)35t
Por (3.22)
ody _ody 1
S, 0S8y oVT
Asi,
A= &(d)) + | 5@ (dy) — Ke T’ (dg)] odi.
0S5y
Por el lema fundamental de las griegas y (3.25), tenemos,
0< A =®(dy) < 1. (3.28)

Esto es, un valor grande de A, implica que el precio de la opcién es muy sensible a cambios
en el precio del subyacente y reciprocamente para un valor pequeno.
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A, Para un Put Europeo

Como ya se vid, el precio de un put satisface la igualdad (3.23) y de acuerdo a la condicién
de paridad calculamos la A, de un put. Asi se tiene que

Ap=A.—1.

Por tanto,
-1<A,=®(d)-1<0.
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Capitulo 4
Aplicacion

Como ya se menciond en capitulos anteriores, las opciones y los seguros son instrumentos
que pueden resultar adecuados para cubrirse frente a un riesgo.

Para cubrirse ante una variacién de precios se utilizan las opciones, las cuales se
pueden ejercer o no. Un agente que se protege ante una adversidad puede adquirir un
seguro, y el beneficio es la cobertura cuando la situacién que se busca evitar ocurre. En
los dos casos, se paga una prima, el valor que da el derecho a la cobertura del suceso. El
suceso para el caso de las opciones es la desviacion de precios para el agente; en el caso del
seguro, el suceso es el siniestro. Cuando sucede el siniestro el agente pide el cubrimiento
al que tiene derecho por haber pagado la prima pactada durante el periodo de tiempo
acordado, para el caso de las opciones el agente realiza la operacion de compra-venta a
la que tiene derecho por haber pagado la prima pactada durante el periodo de tiempo
acordado. En ambos casos, la no ocurrencia del suceso genera la pérdida del valor de la
prima.

La realizacion de la operacion de compra-venta en caso de que ocurra el suceso
genera un ingreso para el agente comprador de la opcién, de la misma manera que el
cubrimiento del seguro genera, cuando ocurre el siniestro, un ingreso para el asegurado.
La estrategia de los agentes, en ambos casos consiste en maximizar su beneficio que estd
dado por el valor esperado del ingreso a recibir menos la prima. El periodo de tiempo
en el que se establecen, tanto las opciones como los seguros, se realiza en términos que
se pueden considerar cortos, aunque un seguro se puede establecer en anos, es posible
retirarse del contrato en cualquier momento.

De manera similar, los contratos de opciones se suscriben por periodos de tiempo
cortos o largos, pero en cualquier caso, el agente puede decidir ejercer o no la opcién
y s6lo en la fecha de vencimiento cuando se trata de opciones europeas. En todo caso,
los periodos para los que actualmente se negocian opciones en los mercados financieros
raramente superan el ano.

En el mercado de opciones se produce la transferencia de riesgos a través de la
transferencia de contratos de un agente a otro, en el mercado de seguros el comprador del
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seguro esta transfiriendo su riesgo de pérdida y la compafia de seguros, a su vez, cede su
riesgo reasegurandose. La transferencia de un contrato de seguros puede generar ganan-
cias en la medida en que el que transfiere incurre basicamente en gastos de intermediacion.

Esto deja ver como las opciones y los seguros son instrumentos adecuados para
protegerse frente a un riesgo.

Estos puntos de coincidencia entre los contratos de opcién y los contratos de seguro mues-
tran, desde una perspectiva de cobertura, que la prima que se paga por la compra de una
opcién y la prima que se paga por un contrato de seguro debe ser equivalente siempre y
cuando coincidan en el riesgo y el valor asegurado, asi como los plazos. De esta manera
una opcion es un seguro y de ello se puede concluir que la prima pagada por una opcién
debe ser equivalente a la prima pagada por un reaseguro.

4.1. Aplicacion al Reaseguro Stop-Loss

El reaseguro Stop-Loss descrito en el capitulo anterior, puede ser tratado utilizando la
teoria de opciones.

Considere un contrato Stop-Loss, para obtener un valor adecuado para la prima de
la opcién es necesario dar una relacion entre las variables que se utilizan en el modelo
Black-Scholes y las que se utilizan en un contrato de seguros. Para esto suponemos que:

1. S es la siniestralidad total de la compania aseguradora, que en este caso se considera
como el activo subyacente.

2. El periodo de tiempo que se considera en ambos casos es de un afio.
3. M es la prioridad y C la capacidad, que se establecen igual al precio de ejercicio.

Recuerde que si al final del periodo, la siniestralidad supera la prioridad entonces la acep-
tante pagard la proporcion «, 0 < «a < 1, de los siniestros hasta el limite que es igual a
la capacidad del contrato. Por tanto, la siniestralidad a cargo de la aceptante se establece
de la siguiente forma:

0, siS <M,
a(S—M), siM<S<C,

a(S—-0C), siS>C.

\

De acuerdo a esto, la siniestralidad que asume la aceptante al final del periodo establecido
se escribe como:

a(Max[S — M,0] — Max[S — C,0]).

Observe que Maz[S — M,0] y Max[S — C,0] son dos opciones de compra de la siniestra-
lidad, S, con precio de ejercicio M y C, respectivamente.
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Asi, la responsabilidad que adquiere la aceptante que iguala el costo del contrato
del reaseguro es la diferencia entre estas dos opciones de compra.

4.2. Aplicacion al Reaseguro Excess-Loss

El reaseguro Excess-Loss también puede verse como una opcién de compra. Utilizando las
mismas suposiciones que en la aplicacién del reaseguro Stop-Loss y si ademds se supone
que la cedente transfiere una parte de un siniestro sin limite superior, la aceptante pagara:

0, si S < M,
Sa =
S—M, siS>M.

Lo cual se puede escribir como:
Maz[S — M, 0].

Por lo que la aceptante compra, una opcién de compra sobre el valor del siniestro con
precio de ejercicio M.

Si la podliza tiene limite superior, es decir, supera a la prioridad hasta la capacidad
entonces el valor que aporta la aceptante sobre la siniestralidad queda establecida de la
siguiente forma:

Max[S — M,0] — Mazx[S — C, 0.

Notese que en ambos casos, el funcionamiento del reaseguro es equivalente a la compra
de una opcién call.
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En el desarrollo del trabajo se utilizé la teoria de riesgo clasico para mostrar modelos
actuariales del riesgo que enfrentan las companias aseguradoras, dichos modelos analizan
las variables aleatorias que afectan el proceso asegurador.

El modelo Black Scholes, deja ver, bajo la adaptacién de las variables necesarias (relacién
de datos financieros), como puede ser también aplicado para valuar primas de reaseguro,
en particular se trato con el reaseguro no proporcional, dicho modelo no muestra diferen-
cia en el cdlculo de primas en el reaseguro, mas bien permite una buena aproximacién
al precio que debe ser pagado por la compania aseguradora para protegerse ante un riesgo.

Bajo los supuestos de este modelo se obtuvo la prima de reaseguro no proporcional la
cual se establece como la diferencia de dos opciones de compra (call) europeas.

El modelo que se analizo ha sido disenado para proporcionar al reasegurador una
tasa de rendimiento competitiva sobre su capital libre en relacién a las pdlizas rease-
guradas. Esto permite al reasegurador un rendimiento adecuado que mantendrd su
distribucién del capital. Por consiguiente lo anterior permite ilustrar las posibilidades del
uso del modelo de valuacién de opciones europeas para valuar contratos de reaseguro.

El modelo se puede adaptar a la problematica de empresas reaseguradoras y de es-
ta forma se tiene un modelo alternativo cuya aplicacién resulta adecuada para una buena

estimacion del valor de la prima del reaseguro.

Un trabajo posterior es estudiar la administraciéon de riesgos en companias asegu-
radoras.

Otra alternativa es el estudio de medidas sobre la severidad de ruina que sufre una
compania aseguradora.
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