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Introduccion

., Como acercarse a un punto? En el lenguaje coloquial esta pregunta tie-
ne una respuesta simple, camina y sigue la ruta mas corta hasta él, esta
respuesta no necesita mayor demostracion que llevarla a cabo y comprobar si
llegamos al punto deseado. En matematicas, saber cémo acercarnos a ciertos
puntos conlleva una caracterizacion formal de los caminos (sucesiones) que
llevan a algin lugar en un espacio topolégico, mas estas caracterizaciones
requieren una demostracion para tener completa seguridad que vamos por el
rumbo indicado. ;Por qué querriamos conocer con certeza las rutas de algin
sitio? Si se conocen todos los caminos siempre se sabra llegar a cualquier
lugar que se desee, es decir, que serd de nuestro completo dominio ese sitio.
La misma razon es la que impulsa a la topologia a caracterizar espacios to-
pologicos mediante sus sucesiones convergentes; conocer al espacio y todas
sus caracteristicas mediante sus sucesiones convergentes.

Fréchet introdujo los espacios abstractos en su trabajo titulado Sur quel-
ques points du calcul functionnel de 1906, lo hizo definiendo sus espacios en
términos de sucesiones convergentes. Esta propuesta de Fréchet tiene una
gran desventaja frente a trabajos de otros matematicos como Riesz, ya que
se restringe a funciones definidas sobre los naturales. La primera definicion
satisfactoria de una topologia fue dada por Hausdorff en Grundzuge der Men-
genlehre de 1914. A pesar de esto, ha sido posible desarrollar una muy rica
teoria de los espacios llamados de Fréchet y Secuenciales, también gracias a
trabajos de E. R. Hedrick y T. H. Hildebrandt.

El estudio sobre los espacios secuenciales atin se lleva a cabo en la ac-
tualidad. Algunos de los matematicos que desarrollan este trabajo son S.
Garcia-Ferreira y C. Uzcategui. En [§] y [9], estos autores presentan algunos
conceptos ligados a los espacios secuenciales, dos de ellos, que abordaremos
en los Capitulos 2 y 5, son los grados de secuencialidad y subsecuencialidad
de un espacio topologico. Un espacio topologico es subsecuencial si se puede
encajar en un espacio secuencial. Este concepto generaliza la propiedad de
secuencialidad y fue presentado por primera vez por N. Noble en [16].

El objetivo de esta tesis es hacer una breve exploracion sobre las propie-
dades enunciadas anteriormente con la intenciéon de introducir al lector en un
tema de actualidad desde sus fundamentos. En el capitulo de preliminares se
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hace un breve recorrido sobre algunos conceptos béasicos, como son las redes,
los filtros y los espacios de adicién. En los Capitulos 2 y 3, revisaremos la
teoria fundamental de los espacios secuenciales y de Fréchet-Urysohn; dos de
los resultados mas importantes de estos capitulos son el Corolario [2.22] que
es la caracterizacion de los espacio secuenciales como cocientes de un espacio
métrico, y el Teorema referente a la relacion de la propiedad de se-
cuencialidad con el grado de secuencialidad. Asi mismo, se presentan algunos
espacios topoldgicos que sirven de contraejemplos para proposiciones inversas
de algunos teoremas demostrados en el Capitulo 2. Por tltimo, en el capitulo
llamado Espacios Subsecuenciales, se introduce al lector en la teoria de estos
espacios, enfocandose principalmente al estudio de los espacios numerables
con un solo punto no aislado.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Relaciones y Ordenes

Daremos inicio a esta seccion introduciendo dos conceptos basicos de la
teoria de conjuntos, estos son el concepto de relaciéon y el concepto de orden.

Definiciéon 1.1. Un conjunto R es una relacion binaria si todo elemento de
R es un par ordenado, es decir, si para todo z € R existen x y y tales que
z=(z,y). Si Ay B son conjuntos de manera que R C A X B se dice que R
es una relacion entre A y B. Si R C A X A entonces se dird que R es una
relacion sobre A. Cuando (x,y) € R se escribird xRa.

Un ejemplo de relacion binaria es el siguiente. Sea X un conjunto no vacio
con cardinalidad mayor que 1. Consideremos 7 una topologia no trivial sobre
X, y definamos el conjunto R = {(z,V) : V € 7,z € V}. Entonces R es una
relacion binaria entre X y 7.

Definicion 1.2. Una relacion R en un conjunto A es
(1) reflexiva si para todo a € A, aRa.
(2) simétrica si para cualesquiera a,b € A, aRb implica bRa.

(8) asimétrica si para cualesquiera a,b € A, aRb y bRa implica a = b.

(4) transitiva si para cualesquiera a,b,c € A, aRb y bRc implica aRc.
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Definiciéon 1.3. Una relacion R en un conjunto A, que es reflexiva, asimé-
trica y transitiva se llama orden (orden parcial) en A. FEl par ordenado (A, R)
se denomina conjunto ordenado (parcialmente ordenado). En caso que R no
sea refleriva se dird que R es un orden estricto.

El ejemplo mas usual de orden es la relacion de igualdad. Dado un con-
junto A, la relacion identidad R, es decir para x,y € A, (z,y) € R siy sblo
si z = y, es un orden. Tambien el orden usual < definido sobre el conjunto
de los niimeros reales es un orden.

Existen relaciones que no son érdenes, la siguiente es una de ellas. Sea A
un conjunto no vacio, y definamos la relacién de pertenencia € 4 restringida
a A como

€a={(a,b) :a,b € A, a € b}.

Entonces €4 no es un orden, esto se debe a que ningtin conjunto pertenece
a si mismo, es decir la relacion €4 no es reflexiva.

Si A, B C w, entonces A C* B denotara que A\ B es finito y se dird que
A esta casi contenido en B. La relacion de casi contensién no es asimétrica
ya que w C*w\ {0} y w\ {0} C* w sin embargo w # w \ {0}.

Definicion 1.4. Sean < un orden parcial en un conjunto Ay B C A, be B
es el elemento minimo de B en el orden <, si para todo x € B, b < .

Ejemplo 1.5. El subconjunto de numeros reales, con el orden usual, A =
(0,1) no tiene elemento minimo puesto que para cualquier x € (0, 1) es posible
hallar y € (0,1) tal que y < x. Sin embargo los conjuntos [0,1) y [0,1] s7 lo
tienen, a saber, 0 es su elemento minimo.

Definicion 1.6. Un conjunto parcialmente ordenado (A, <) se llama bien
ordenado si cada subconjunto no vacio B C A tiene elemento minimo. En
este caso al orden < se le llama buen orden.

El conjunto de los niimeros naturales N con el orden usual < heredado
del conjunto de los ntmeros reales es un conjunto bien ordenado, mientras

que (R, <) no lo es (ver Ejemplo [L.5)).

Definiciéon 1.7. Sean X un conjunto no vacio y < una relacion sobre X. Se
dice que < dirige a X (X estd dirigido por < o que < es una direccion para

X), si:

(1) < es reflexiva;



1.2. FUNCIONES 3

(2) < es transitiva;
(3) Para cualesquiera x,y € X existe z € X tal que x < z yy < z.

Ejemplo 1.8. Sea X un conjunto no vacio. Consideremos el conjunto poten-
cia de X, P(X), y la relacion de contencidn usual de conjuntos, C, entonces
P(X) estd dirigido por C.

Demostracion. (i) Siz,y,z € P(X) son tales que x C y y y C z entonces
para cada a € x se tiene que « € y y para € y ocurre que 3 € z, por
tanto para cada o € x,a € z, es decir que x C z.

(ii) Si z € P(X) entonces se cumple trivialmente que = C =.

(iii) Sean z,y € P(X) entonces Uy € P(X), ademas x C xUyyy C xzUy.
T

En el ejemplo veremos otro ejemplo de direccion. Para finalizar esta
seccion se presenta el concepto de conjunto cofinal.

Definicién 1.9. Consideremos X un conjunto dirigido por una relacion <.
Un subconjunto A de X es cofinal en X si para todo x € X existe y € A tal
que x < Y.

Consideremos A = {3n : n € N}, note que A es un subconjunto propio
de N que es cofinal en N. Si ahora consideramos B = [0, 1], entonces B no es
cofinal en el conjunto de los niimeros reales, ya que 2 € R y para todo a € B,
a < 2.

1.2. Funciones

Las funciones son una herramienta fundamental en el desarrollo de diver-
sas areas de la matematica, y como era de esperarse la topologia no es una
excepcion.

Definicion 1.10. Una relacion f es llamada funcion si (a,b) € f y (a,c) € f
implica que b = ¢ para cualesquiera a, b, c.

Consideremos los conjuntos A = {1,2,3,4} y B = {0, 1} entonces

[= {(17 1)7 (27 0)7 (37 1)7 (47 O)}
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es una funcion. Sin embargo,

9= {(17 1)7 (170)7 (3’ 1)? (470)}

no es una funcion puesto que (1,1) € g, (1,0) € g y 1 no es igual a 0.

Cuando trabajamos con conjuntos dirigidos, las funciones pueden tener
otras propiedades, cominmente conocidas como de preservaciéon de orden
definidas a continuacion.

Definiciéon 1.11. Sean X y Y conjuntos dirigidos por <; y <, respectiva-
mente. Se dird que una funcion f: X —Y

(1) es no decreciente (mondtona creciente) si: f(x) <y f(y) siempre que
x Sl Y,

(2) es no creciente (mondtona decreciente) si: f(x) <o f(y) siempre que
y <iw.

La relacion f: R — R dada por f(z) = 5x + 2 para cada x € R, es una

funcién monotona creciente mientras que la funcion g : {z € R: 2 > 0} - R

dada por g(z) = % para cada x € R, es mondtona decreciente.

1.3. Ordinales y Cardinales
Definicién 1.12. Un conjunto x es transitivo si para todo y € x, y C x.
Definicién 1.13. Un conjunto x es un ordinal (nimero ordinal) si

(1) x es un conjunto transitivo,

(2) x es bien ordenado por €, .

Definicién 1.14. Sea o un nimero ordinal, el sucesor de «, s(a), se define
como

s(a) = aU{a}.

Al sucesor de un numero ordinal o se le denotard también por o + 1.

Observacion 1.15. Si « es un nimero ordinal entonces s(a) también es un
numero ordinal.
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A continuacién se presentan algunos resultados de la teoria de ntimeros
ordinales que son conocidos.

Lema 1.16. Cualquier elemento de un nimero ordinal es un nimero ordinal.

Demostracion. Sean a un nimero ordinal y § € «. Suponga que v y ¢ son
tales que v € 0 y 0 € . Dado que « es un conjunto transitivo, 6 € o'y
también v € «, asi 7,9, 5 € a. Usando el hecho que €, es un buen orden,
entonces €, es una relacion transitiva, por tanto v € . ]

A partir de este momento por €, se entendera la relacion {(a,b) : a,b, €
r,a€bba=>b}. Asia€, bsiysolosia,bexya€bda=h.

Lema 1.17. Si a es un nimero ordinal, entonces a ¢ . St a y B son dos
nimeros ordinales entonces es falso que (o € BN € ).

Demostracion. Dado que « es un conjunto entonces no puede ocurrir a € «,
ademads si « € fy B € a entonces por transitividad se tiene a € a lo cual
no puede suceder. ]

Lema 1.18. Si a y 8 son ordinales distintos tales que o C B entonces o € [3.

Demostracion. Sean o'y [ ordinales distintos tales que oo C [ entonces (3 \ «
es un subconjunto no vacio de [ y por tanto tiene un elemento minimo .
Observe que 7 C «a. Veamos ahora que o« C 7. Sea § € «. Si ocurriera que
d ¢ ~ entonces v € § 0 ¥ = J, note que en ambos casos ocurre que ¥ € « lo
cual contradiria que 7 € 5\ a.. Por lo tanto a =7 y con ello a € g. T

Definicién 1.19. Para ordinales o y 0 definimos o < 8 si y solo si o € 8
Teorema 1.20. Sean «, [ y v nimeros ordinales.

(i) Sia<pypB <~y entonces a < 7.

(1)) o < By B < a no pueden ocurrir simulténeamente.
(7ii) Una de las relaciones o < 5,5 < a ¢ o = (8 se satisface.

(iv) Sea X un conjunto de nimeros ordinales, entonces (X, <) es un con-
Junto bien ordenado.

(v) Para todo conjunto de ordinales X hay un ordinal o tal que o ¢ X.
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Demostracion. (i) Sia <y < entonces o € By [ € v, por transiti-

(i

(i)

(iv)

vidad o € vy con ello a < 7.

Sia<fyf <aentonces o € Sy [ € alo cual no puede ocurrir por

el Lema [LI7

Si a v B son ordinales entonces, « N3 es un ordinal y anNp C a'y
anNpB C B.SianNf = aentonces a C fasix € 6 5 = «, analogamente
para cuando a N g C f.

Por el Lema la relacion < es antisimétrica en X, por (i) es tran-
sitiva, ademas el par (X, <) es un conjunto ordenado. Basta ver que
(X, <) es bien ordenado. Sean A C X no vacio y a € A entonces, si
aNA = () entonces a es el primer elemento de A, de otro modo, si
aN A # () entonces o N A es un subconjunto no vacio de « por tanto
tiene un primer elemento.

Sea X un conjunto de ntimeros ordinales. Dado que todos sus elemen-
tos son conjuntos transitivos, entonces | J X es un conjunto transitivo,
ademés por (iv) se tiene que < es un buen orden para |J X, por tanto
U X es un nimero ordinal. Sea a = s(|J X), el sucesor de |J X, enton-
ces a ¢ X, pues de lo contrario o C | J X lo cual implica que o = [ J X
6 a € |J X, note que en cualquiera de estos casos se tiene o € « lo cual
no puede suceder.

f

De (v) del Teorema se concluye que el conjunto de los nimeros
ordinales no existe. Finalicemos esta seccién con ejemplos de direcciones,
funciones no decrecientes y no crecientes.

Ejemplo 1.21. Consideremos el conjunto de los numeros naturales w y la
relacion usual <. Entonces w estd dirigido por la relacion <.

Ejemplo 1.22. Consideremos la clase de los nimeros ordinales, R, dirigido
por la relacion < usual sobre R, es decir, para o, € R. a < 3 st y s6lo si
a € oa=[. Entonces.

(1) La funcion f: R — R, definida por f(a) = a+1 para cada o € R, es

una funcion mondtona creciente.
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(2) La funcion g : R — R, dada por f(a) = 0 para cada o € R, es una
funcion mondtona decreciente.

(3) La funcion identidad h : R — R, definida como h(a) = «, es una
funcion no decreciente.

Definiciéon 1.23. Si « es un ordinal se define la cofinalidad de o como
cof(a) =min{p : Af : p — « funcion tal que su rango es cofinal en o}
donde 1 es un numero ordinal.

Consideremos [ un ordinal sucesor, es decir que § = a + 1 con a un
namero ordinal, entonces la funcion f : 1 —  dada por f(0) = « es una
funcién cuyo rango es cofinal en /3. Por lo tanto todo ntimero ordinal sucesor
tiene cofinalidad 1. Ademas observe que para cualquier ordinal [ se tiene que

cof (B) < B.

Definicién 1.24. Sea o un ordinal limite. Se dice que o es un ordinal reqular
si cof(a) = a. Si cof(a) < a entonces se dice que o es un ordinal singular.

Definamos una funciéon f : w — w+w como f(n) = w+n, es claro que el
rango de la funciéon f es cofinal en w+w y w < w+w. es decir que w+w es un
ordinal singular. Igualmente, como ya vimos, los ordinales sucesores mayores
que 1 son ordinales singulares. Se sabe que w y w; son ordinales regulares.

Definicion 1.25. Diremos que dos conjuntos X y Y son equipotentes (X =~

Y) si existe una funcion biyectiva f con rango igual a X y dominio igual a
Y.

Definicion 1.26. Un ordinal o es un cardinal (o nimero cardinal) si cumple
que

VB < a, B % a.

Se sabe que la relacion | - | definida como (X, k) € |- | siy solosi X ~ &,
donde k es un cardinal y X un conjunto, es una funcion cuyo dominio es la
clase de los conjuntos y que tiene por rango la clase de los nimeros cardinales,
es decir, todo conjunto X tiene un cardinal, que se denotara por |X|

Definicion 1.27. Se dice que un conjunto X es finito si |X| < w, y se dird
que X es infinito si no es finito.
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A continuacion introduciremos una serie de definiciones que se ocuparan
a lo largo del presente trabajo.

Definicién 1.28. Sean X un conjunto y k un cardinal. Se definen los si-
guiente subconjuntos de P(X).

(1) [X]<F={Y € X : Y] < &}
(2) [X]F ={Y C X :|Y|=x}.
(3) [X]5F = {Y C X : Y| < K}

Definicion 1.29. Una familia A de subconjuntos infinitos de w es una fa-
milia casi ajena (AD por sus siglas en inglés) si para cualesquiera A, B € A
se tiene que AN B es finito. Si A es una familia AD y es mazimal respecto
de C entonces se dird que A es una familia mazimal casi ajena y se denotard
por MAD (por sus siglas en inglés).

1.4. Redes

Para denotar la topologia propia de un espacio X usaremos el simbolo
Tx, cuando no hay lugar a confusiones simplemente escribiremos 7.

Definicién 1.30. Sean X un espacio topoldgico y X un conjunto no vacio
dirigido por una relacion <. Una red en X es una funcion f : X — X. Una
red en X se denotard por S = {x, : 0 € X} donde x, = f(c). Se escribird
indistintamente o1 > 09 0 09 < 071, para 01,09 € 2.

Definicién 1.31. Sea X un espacio topologico. Un punto v € X se llama
punto limite de una red S en X, st para cualquier vecindad V de x en X
existe o9 € X tal que

Vo € ¥(0 > 09 =z, €V).

St x es un punto limite de una red S diremos que la red S converge a z. El
conjunto de puntos limite de una red S es denotado por limS o limz,.

Definicion 1.32. Sea X un espacio topologico. Un punto x € X se llama
punto de adherencia de una red S = {x, : 0 € X}, si para toda vecindad V
de x en X y para todo o¢ € X existe 0 > oq tal que x, € V.
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Definiciéon 1.33. 5i S"' = {z, : 0’ € ¥'} y S = {x, : 0 € X} son dos redes
en un espacio topoldgico X, diremos que S’ es mds fina que S si existe una
funcion ® : X — X tal que:

(i) (Voo € £)(3o}y € ) (Vo' € ¥ (0" > o) = (0”) > 0y)
(ZZ) Top(o) = Lo

Teorema 1.34. Si S" y S son dos redes en un espacio topolégico X y f :
¥ — ¥ es una funcion creciente tal que f(X') es cofinal en X, entonces la

funcion [ satisface (i) de la Definicion [1.35

Demostracion. Sean og € Xy 01 € f(X') de modo que o7 > 0g. Dado que
o1 € rango(f), existe o € ¥/ tal que f(o]) > 0¢. Para cada ¢’ € ¥’ de
manera que o’ > g} se tiene que f(c') > f(0}) y como f(o]) > oq se obtiene
lo deseado. T

Teorema 1.35. Sean S y S’ dos redes en un espacio topoldgico X tales que
S’ es mds fina que S, entonces:

(1) Six es un punto de adherencia de S" entonces x es un punto de adhe-
rencia de S.

(2) Six es un punto limite de S entonces x es un punto limite de S’

Demostracion. (1) Sean z un punto de adherencia de S’y ® : ¥/ — ¥ tal
que satisface (i) y (ii) de la Definicion por ser S" mas fina que
S. Sean U una vecindad de x y oy € X entonces existe o € ¥ de
manera que si ¢’ > of, ocurre que ®(o’) > 0y. Luego, por definicion de
punto de adherencia, existe 0" > oy tal que existe xgor) = Ton € U
con ®(c”) > 0y. Por lo tanto = es un punto de adherencia de S.

(2) Sean z un punto limite de S y U una vecindad de x, entonces existen
oo € X tal que si 0 > o sucede que z, € U,y o, € ¥ tal que si ¢’ > o,
entonces ®(o’) > 0, asi re(,) = T € U, por lo tanto = es un punto
limite de S’

t

Teorema 1.36. Sea S una red. St x es un punto de adherencia de S entonces
existe una red S mds fina que S tal que x es un punto limite de S’.
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Demostracion. Sea x un punto de adherencia de S. Consideremos
Y ={(o,U):0 €8y Nayx €U}
y definamos la relacion <’ sobre ¥’ como sigue
(01,U1) <" (02,U3) & (01 < 0a AUy C Uy)

Veamos que la relacion <" dirige a 3. Suponga que (o1,U;) <" (02, Us)
y (09,U3) <" (03,Us), entonces se cumple que 07 < 0y y 03 < 03, lo que
implica 01 < 03. Ademéas U3 C Uy y Uy C Uy, por lo tanto Uz C Uy, con ello
se concluye que (o1, U;) < (03, Us).

Se sabe ya que 0 < oy U C U, por tanto (o,U) <’ (¢,U). Por altimo
note que para (o1,U;) y (02,Us) podemos hallar ¢ € ¥ tal que 07 < oy
0y < 0. Ademas note que U = U; N U, es una vecindad de x y cumple que
U C U; para cada i € {1,2}, por lo tanto

(O’l,Ul) Sl (O', U) A (O’Q,UQ) Sl (O', U)

Con esto se concluye que <’ dirige a >’

Ahora definamos ® : ¥ — ¥ de la siguiente manera: ®((o,U)) = o.
Observe que si (o1,U;) <’ (09,Us) entonces por definicion de <', o1 < oy,
por lo tanto ®((o1,U;)) < ®((02,Us)) siempre que (o1, U;r) <’ (09, Us).

Ademas si (09, U) € 3 ocurre que para cualquier vecindad V' de x y para
todo o > g9, ®((0,V)) = 0 > 0y, particularmente sucede

(V(0,V)) (00, U) <" (0, V) = @((0,V)) = 00)

por lo tanto S’ es més fina que S.

Sea U una vecindad cualquiera de x, como x es punto de adherencia de S,
para cualquier oy € X existe 0y € X de modo que 0y > 01 ¥ x5, € U. Luego
Y(o,V) : (00,U) <" (0,V) ocurre que o9 < oy V C U, entonces z, € V
Y To = Ta(o,v) = Z(sv), de lo que se concluye que x es un punto limite de

S’ T

Teorema 1.37. Un punto = pertenece a clx(A) si y solo si eziste una red
formada de elementos de A que converge a x.

Demostracion. Sea n(x) el conjunto de las vecindades de x, éste es un conjun-
to dirigido por la relacion D, definamos la relacion < como: U < V si y s6lo
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si V. .C U. Dado que z € clx(A) ocurre que para cada U € n(x) : UN A # 0,
asi para cada U € n(z) elijamos zp € UN A. Sea S = {zy : U € n(x)}
una red sobre X, veamos que = € limxy. Sea U € n(x) entonces zy € Uy
ademas si U < V entonces U D V asi xy € U, por lo tanto x € limz,. La
otra implicacion es obvia. ]

Corolario 1.38. Un conjunto A es cerrado en un espacio topologico X si y
solo si para cada red S en A, A contiene a sus puntos limite.

Demostracion. Necesidad. Suponga que A es cerrado en X, S es una red en
Ay x un punto limite de S. Si U es un conjunto abierto en X tal que z € U
entonces existe op € X de modo que o > o0y implica x, € U, de aqui que
para cada V abierto en X tal que x € V se tiene que ANV # (), por lo tanto
x € clx(A).

Suficiencia. Sean x € clx(A) entonces por la Teorema existe una red
S sobre A tal que z € limS, luego por hipétesis ocurre que x € A. Por lo
tanto clx(A) = A. T

Corolario 1.39. Un punto x pertenece a d(A) si y sdlo si existe una red
S ={x,:0 € X} sobre A tal que x € limS y x, # x para todo o € 3.

Demostracion. Necesidad. Supongamos que = € d(A), donde dx(A) es el
conjunto derivado de A en el espacio X, entonces para cualquier U € T ocurre
que (U\ {z}) N A # 0. Luego, V € n(x) implica que existe U € 7 tal que
x € U C V, asi, para toda vecindad V' de x se tiene que (V' \ {z}) N A) # 0,
sabemos que n(x) esta dirigido por la relacion < definida por U; < Us si y s6lo
si Uy D Uy, entonces S = {xy : V € n(x)} esunared donde zy € (V\{z})NA
y x € limS. En efecto. Sea V; € n(x), entonces para cualquier

Vena):Vo<VaayeW\{z)nAc W\ {zhnAc,

Suficiencia. Sea U € 7 tal que = € U entonces existe oy € ¥ de manera
que
(Vo € ¥)(o > 09 =z, €U)

ademéas z, € Ay z, # x, por lo tanto
(Vo € X)(o >00= (U\{z})NA#D).

De lo que se concluye que = € d(A). T
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Teorema 1.40. Sean X y Y espacios topoldgicos. Una funcion f: X =Y
es continua si y solo si f(limz,) C limf(x,) para cualquier red S = {z, :
oeX}.

Demostracion. Necesidad. Supongamos que f es continua y considere x €
limz,. SiV € n(f(x)) entonces existe U € n(z) tal que f(U) C V. Como
x € limz,, existe oy € X tal que

(Vo € X)(o > 09 = x5, € U).

Entonces para cualquier o € ¥ tal que 0 > oy ocurre f(o) € V, con ello
f(z) € limf(z,). Por lo tanto f(limz,) C limf(x,).
Suficiencia. Sea = € clx(A), entonces existe S una red en A tal que
x € limS, asi
(Vo € ¥)(z, € A)

de aqui que f(z,) € f(A), luego f(S) es una red en f(A), por hipotesis
f(limz,) C limf(x,), por lo tanto f(clx(A)) C cly(f(A)). De aqui se con-
cluye que f es continua en X. T

Teorema 1.41. Sea X un espacio topologico. X es Hausdorff si y solo si
para cualquier red S en X, ésta tiene a lo mds un punto limite.

Demostracion. Necesidad. Sean S = {z, : 0 € ¥} unared en X y x1, 25 €
limS. Considere Uy,U; € 7 tales que x1 € U; y w9 € Us. Entonces existe
0o € 2 de modo que

(\V/O' € Z)(O‘ >o0p=>z, €U N UQ)

Por tanto Uy N Uy # (. Como X es Hausdorff se tiene que z; = x.

Suficiencia. Suponga que X no es T, entonces existen x1,x, € X tales
que x1 # x5 y para cualesquiera Uy, Us € 7 de manera que x1 € Uy y x5 € Uy
ocurre que Uy NU, 7é (. Note que X = {UlmUQ UL, Uy e,z € Uy, a9 € UQ}
esté dirigido por la relacion <’ definida por Uy N Uy <" Vi NV, siy so6lo si
U, NnU; D ViNV;. En efecto.

(i) (LinU;) C (UiNnUs)

(i) Si (UynNUy) Cc (VinVy)y (ViNnV,) C (Gy NGy) entonces se tiene que
(UyNU,y) C (G NGy)
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(iii) Si (U1 NU;) € (VinVa) € ¥ entonces UNV € 3, donde U =U; NV,
yV =UNVy,estal que (UNV)C (U1NU) y (UNV) C (ViNV).

Considere la red S = {zpny : UNV € X zpny € UNV} Sea V € n(xy)
entonces existe Uy € 7 tal que x1 € Uy C V. Sea V' € n(xs), entonces existe
Vo € 7 tal que x5 € Vy C V', entonces Uy NV # (). Entonces para cualquier
UNV Cc UynVyocurre xyny € Uy NVy C Uy asi 1 € lim.S, andlogamente
o € limS. T

1.5. Filtros

Definiciéon 1.42. Un filtro sobre un conjunto no vacio X es una coleccion
F de subconjuntos de X que satisface las siguientes proposiciones.

(1) XeFyb¢F.
(2) Si A,B € F entonces ANB € F.
(8) SiAeF, BC X yAC B entonces B € F.

A partir de ahora y hasta el final de esta secciéon se trabajara solamen-
te con conjuntos no vacios, asi que no se enunciard esta propiedad en la
subsecuente redaccion.

Sea X un conjunto, entonces las siguientes familias de subconjuntos de
X son filtros: {X} se llama filtro trivial sobre X, F4 = {B C X : A C X}
se conoce como el filtro generado por Ay F, = {B C X : z € B} el filtro
generado por z. Si X es un espacio topologico la familia n% (z) = {U € 7x :
x € U} es un filtro, sin embargo ninguna topologia es un filtro. Observe que
de los ejemplos anteriores es facil observar que si X es un conjunto, r € X y
A = {z} entonces F, = Fa.

Recordemos que una familia C de subconjunto no vacios de un conjun-
to no vacio X tiene la propiedad de la interseccion finita si para cualquier
subfamilia finita B de C la interseccién () B es no vacia; y una familia D de
subconjuntos de X es una cadena en P(X) si el par ordenado (D, C) es un
orden total, es decir que cualesquiera dos elemenos te D son comparables,
digamos si a y b, pertenecen a D ocurre que a C b o que b C a.

Lema 1.43. (i) Si F es una familia no vacia de filtros sobre un conjunto
X entonces (| F es un filtro sobre X.
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(ii) SiC es una cadena de filtros sobre un conjunto X respecto a C entonces

UC es un filtro sobre X.

(11i) Si G C P(X) es no vacio y tiene la propiedad de la interseccion finita

entonces existe un filtro F sobre X tal que G C F.

Demostracion. (i) Esclaroque X € ((Fyqued ¢ () F. Ademassi A, B €

(i)

() F entonces AN B € F para cada F' € F, por lo que AN B € F.
Ahora, si A € (| F y C C X son tales que A C C entonces C' € I para
todo F' € F, lo que implica C' € [ F. Por lo tanto (| F' es un filtro
sobre X.

Resulta obvio que X € |JC y que 0 ¢ [JC. Dado que C es una cadena
entonces para cualesquiera A, B € |JC existe F' € C de modo que
A,B € Fasi ANB € F y por tanto AN B € | JC. Por lo que podemos
concluir que | JC es un filtro sobre X.

Sea G C P(X) no vacio con la propiedad de la interseccion finita.
Veamos que la familia

F={ACX:3H € [G]™\ {0}(nH C A)}

es un filtro sobre X. Es claro que ) ¢ Fy que X € F. Si A,B € F
entonces podemos hallar Hy, Hy € [G]<% \ {0} de manera que

ﬂH1CAy ﬂHQCB

entonces (ﬂHl) N (ﬂHg) CANB

lo que implica AN B € F. Finalmente si A € F y C' C X son tales
que A C C entonces existe H € [G]<¥\ {0} tal que (H C A C C, por
tanto C' € F. Por tanto se tiene que F es un filtro sobre X y ademaés
contiene a G.

f

Definicion 1.44. Un filtro U sobre un conjunto X es un ultrafiltro si para
cualquier A C X, o bien AcU 6 X\ AeU.

Definicion 1.45. Un filtro F sobre un conjunto X es mazimal si no existe
un filtro F' sobre X que contenga propiamente a F.
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Lema 1.46. Un filtro F sobre un conjunto X es un ultrafiltro si y sélo si es
un filtro mazimal.

Demostracion. Suponga que F es un ultrafiltro sobre X y que U es un filtro
sobre X que contiene propiamente a JF, entonces existe A € U \ F, entonces
X\ A € F,loque implica A, X \ A € U esto es una contradiccion. Por tanto
F es maximal.

Ahora supongase que F no es un ultrafiltro sobre X, es decir existe A C X
de modo que A, X \ A ¢ F. Considere G = F U {A}, entonces para cada
B € F se tiene AN B # () de lo contrario B C X \ A lo cual implicaria que
X \ A € F, ademas, dado que F es un filtro entonces G tiene la propiedad
de la interseccion finita. Entonces por (iii) del Teorema existe un filtro
F' que contiene a GG. Por tanto F no es maximal. T

La siguiente definicion nos permitira caracterizar a los ultrafiltros sobre
un conjunto no vacio X. En capitulos posteriores, también sera ttil para
describir algunos aspectos topologicos de ciertos espacios cuya topologia esta
determinada por un filtro.

Definiciéon 1.47. Si F es un filtro sobre un conjunto no vacio X, se dice
que A C X es un conjunto positivo respecto de F si para cualquier ' € F
se tiene que ANF # (. El conjunto de todos los subconjuntos de X positivos
respecto de F se denotard por FT.

Cabe notar que si X es un conjunto no vacio, entonces para cualquier
filtro sobre X se tiene que F C FT'.i

Teorema 1.48. Un filtro F sobre un conjunto no vacio X es un ultrafiltro
siy solo si F=FT.

Demostracion. Suponga que F es un ultrafiltro sobre X y sea A un conjunto
positivo respecto de F entonces, en virtud del Teorema [1.46] F es un filtro
maximal, esto implica que no es posible que A ¢ F, es decir F = FT.
Inversamente, Si F no es un ultrafiltro entonces no es un filtro maximal por
lo que existe A C X de modo que ANF # () paracada FF € Fy A¢ F. Por
lo tanto se tiene el resultado. T

Teorema 1.49. [Tarski] Todo filtro sobre un conjunto puede ser extendido
a un ultrafiltro.
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Demostracion. Sea F un filtro definido sobre un conjunto X y considere
(P, C) el conjunto de todos los filtros sobre X que contienen a F, parcialmente
ordenado por la relacion C. Si C es una cadena en (P, C) entonces por (iii)
del Teorema JC es un filtro que contiene a F y es una cota superior
para C, por el Lema de Zorn existe un elemento maximal U/ € P, entonces
en virtud del Lema [1.46]U es un ultrafiltro. T

Otro aspecto importante de los subconjuntos positivos se remite a la
construccion de nuevos filtros.

Definicién 1.50. Sean F un filtro sobre un conjunto X y A € F+. Se define
el filtro sobre A inducido por F como sigue

Fla={ANF .FeF}

Es facil mostrar que F|4 es un filtro sobre A. En esta tesis los filtros a
considerar seran libres. Sean F un filtro sobre w y f : w — w una biyeccién,
entonces el conjunto f[F]={A Cw: f~1(A) € F} es un filtro sobre w.

Definiciéon 1.51. Una famlia G C P(X) es una base de filtro sobre X si y
sélo si G es no vacio, ) ¢ G y para cualesquiera A, B € G existe C € G tal
que C C ANB.

Lema 1.52. Si X es un conjunto y G una base de filtro en X, entonces
Fg={ACX:(3B€G)(BCA)} esun filtro en X.

Demostracion. (i) Dado que para todo B € G, B # (), se tiene () ¢ Fg.

(ii) Sean A;, As € Fg entonces existen By y B elementos de G tales que
By N By C A1 N Ay, entonces podemos hallar B € G de modo que

B C BiN By C AN A,
por lo que A; N Ay € Fg.

(iii) Si A€ Fgy A C D C X entonces existe B € G tal que BC A C D
asi D € Fg.
Por lo tanto Fg es un filtro en A. T

Como se mencion6 al inicio de esta seccidon, en los espacios topologicos
existen algunos filtros que son las familias de vecindades de un punto. Es sabi-
do que existen algunas caracteristicas que tienen los subconjuntos de espacios
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topologicos que se definen a partir de las familias de la forma 7n(z) para cada
x € X, con X un espacio topologico. Ahora veremos que se pueden definir
caracteristicas similares pero ahora sobre filtros en espacios topologicos.

Definiciéon 1.53. Sean X un espacio topoldgico y x € X. El punto x se
llama punto limite de un filtro F sobre X si n(z) C F. Cuando esto ocurra
diremos que F converge a x y se escribird como x € limJF.

Definiciéon 1.54. Un punto x € X se llama punto limite de una base de
filtro G sobre X si x € limFg, diremos que G converge a T y Se escribird
como x € limgG.

Definicién 1.55. Un punto x € X se llama punto de adherencia de un filtro
F (base de filtro G) sobre X si pertenece a la clausura de cada elemento de
F (correspondientemente G ).

Lema 1.56. Sean X un espacio topoldgico, F un filtro sobre X y x € X.
El punto x es un punto de adherencia de F si y solo si Para cualesquiera
Ven(x) y AC X ocurre que A€ F= ANV # 0.

Demostracion. Necesidad. Sean V € n(z) y A € F, como z es punto de
adherencia de F entonces x € clx(A) asi VN A # ().

Suficiencia. Sea A € F entonces por hipotesis (VV € n(z))(ANV # 0)
de aqui que z € clx(A) para cada A € F. T

Teorema 1.57. Sean X un espacio topoldgico y F un filtro sobre X. Si F'
es un filtro sobre X tal que F C F' entonces ocurren las siguientes proposi-
ciones.

(1) Siz € X es un punto de adherencia de F' entonces x es un punto de
adherencia de F.

(2) Six € X esun punto limite de F entonces x es un punto limite de F.

(3) Sixz e X es un punto de adherencia de F, entonces existe un filtro JFy
sobre X tal que F C Fy y x € limFy

Demostracion. (1) Sea x un punto de adherencia de F’, entonces por de-
finicion para cada A € F' se tiene que z € clx(A), dado que F C F’
entonces (VA € F)(x € clx(A)), por lo tanto z es punto de adherencia
de F.
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(2) Sea x € limF, entonces n(x) C F y como F C F' se tiene que n(z) C
F'ast x € limF'.
(3) Consideremos el filtro
Fo={UCX:FAe AV enx)(AnV CU)}
sobre X. En efecto, Fy es un filtro ya que:

(i) 0 ¢ Fy ya que para cualesquiera V € n(z)y A€ F, ANV # (.

(ii) Si Uy,U, € Fy entonces existen Ay, Ay € Fy Vi, V, € n(x) tales
que
AANVicU yAnNVyCc U

entonces

Por lo tanto Uy NU; € Fy

(iii) SiU € Fo y U C B C X, entonces existen A € Fy V € n(x)
tales que ANV C U C B; por lo tanto B € Fy.

Es claro que n(z) C Fy, por tanto x € limFy.

f

Teorema 1.58. Sean X un espacio topoldgico y A C X, x € X. Entonces
x € clx(A) siy solo si existe una base de filtro formada por subconjuntos de
A que converge a x.

Demostracion. Necesidad. Para cada U € 7 tal que x € U ocurre que UNA #
0. Sea G ={ANU:U € 71,2 € U}. G es una base de filtro. En efecto.

(i) G # 0. Ademas 0 & G.
(ii) Sean Uy, U; € 7 tales que x € U; N Us. Entonces

Por lo tanto G es una base de filtro sobre X. Por lo tanto Fg es un filtro
sobre X, ademas

Feg={BCX: AU er)(recUNANU C B)}.
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Note que para cada V' € n(z) existe U € T tal quez € U C V asi ANU C V,
por lo tanto n(x) C Fg. De aqui que x € limG

Suficiencia. Suponga que G es una base de filtro tal que = € limG, entonces
por definicion = € limFg asi n(x) C Fg, luego, para cada V' € n(z) existe
BeGtalque BCVyBCA, asi VN A#D, porlo tanto = € cly(A).

Teorema 1.59. Sean X e Y espacios topologicos. Una funcion f: X — Y
es continua st y solo si para toda base de filtro G sobre X y la base de filtro

f(G)={f(A): A€ G} sobre Y ocurre que f(limG) C limf(G).
Demostracion. Veamos primero que f(G) es una base de filtro sobre Y.
(i) Dado que G # () se tiene que f(G) # 0.
(ii) Como () ¢ G entonces O ¢ f(G).

(iii) Si A, B € G entonces existe C' € G de modo que C' C AN B entonces
f(C) C f(A) N f(B).

Por lo tanto f(G) es una base de filtro sobre Y y con ello Fyg) es un filtro
sobre Y.

Necesidad. Sea x € limG entonces x € limFg, dado que f es continua
para cada V' € n(f(z)) existe U € 7x tal que f(z) € f(U) C V, entonces
V€ Fyg), por lo tanto f(limG) C limf(G).

Suficiencia. Sean A C X y x € clx(A) entonces por el Teorema [L.58existe
una base de filtro G sobre A tal que = € limG entonces f(z) € limf(G) por

tanto f(z) € cly (f(A)). T

Teorema 1.60. Un espacio topologico X es Hausdorff si y solo si todo filtro
sobre X tiene a lo mds un punto limite.

Demostracion. Necesidad. Sean F un filtro sobre X y 1, xo € limJ entonces
n(xy) C Fy n(xy) C F, como F es filtro, para cualesquiera V; € n(zy) y
Vo € n(x2) ocurre que Vi NV, # (), dado que X es Hausdorff se tiene que
1 = T9g.

Suficiencia. Suponga que X no es 15, entonces existen xq, ro € X distintos
tales que para cualesquiera Vi € n(z1) y Vo € n(x2) ocurre que

(VinVa#0).

Consideremos F = {A C X : (3V1 € n(z1))(FV2 € n(z2))(Vi NV C A)},
veamos que F es un filtro.
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(i) Dado que para toda Vi € n(x;) y cada V, € n(x2) se tiene que Vi NV, #
(0 entonces () ¢ F

(ii) Si A, B € F existen Uy, Vi € n(xy) y U, Vo € n(z2) tales que Uy NU; C
Ay UsNVy C B. Entonces U =UyNUs € n(x) y V =V1NVy € n(xs)
son tales que UNV C AN B por lo tanto AN B € F.

(i) Si A e Fy AC B C X, entonces existen V; € n(z1) y Vo € n(zy) de
modo que V; NV, C A C B; por lo tanto B € F

Ademaés note que n(z;) C F y n(xe) C F, por lo tanto F tiene mas de
un punto limite. T

Teorema 1.61. Para toda red S = {z, : 0 € 3} sobre un espacio topoldgico
X, F(S)={A C X : (dog € X)(0 > 09 = x, € A)} es un filtro sobre
X y limF(S) = limS. Ademds, si S" es una red mds fina que S entonces
F(S) C F(S").

Demostracion. Veamos que F(S) es un filtro.

(i) Ya que para todo o € ¥ se cumple que 0 > 0 y =, ¢ () entonces () no
pertenece a F(.9).

(i) Si A, B € F(S) entonces existen 01,09 € ¥ tales que
(Vo)o >0y =2, €A)y

(Vo)(o > 09 = 2, € B)

Dado que S es una red podemos hallar oy € X tal que o1 < ggy 09 < 0y
asi

(Vo)(o > 09 = 2, € AN B)
por lo tanto AN B € F(5).

(i) Si A€ F(S)y A C B C X entonces existe oy € ¥ tal que
(Vo)(o > 09p =z, € AC B).

Por lo tanto B € F(S5).
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Ahora, si x € X, entonces: x € limF(S) si y solo si n(z) C F(9),
equivalentemente, para toda V' € n(x) existe 09 € ¥ de manera que

Vo:o>o09g=>x2,€V

es decir z € limS.
Sabemos que F(S) y F(S') son filtros. Como S’ es més fina que S existe
f ¥ — ¥ tal que
(Voo € X)(Fop € X) (0" > 04 = f(o') > 00) ¥
(Yo' € )20 = w5(00)
Asi, si A € F(S) existe 0y € X tal que para cualquier o > 0q : x, € A, para

0o existe o, € ¥’ tal que para todo o’ > o, ocurre f(o') > o0¢ y con ello
z, € A, por lo tanto A € F(5'). T

Teorema 1.62. Sea F un filtro sobre un espacio topoldgico X . Consideremos
el conjunto ¥ = {(z,A) : A € F,x € A}. Definimos (x1, A1) < (22, As) si y

solo st Ay C Ay. El conjunto ¥ estd dirigido por <, y para la red
S(F)={x, : 0 € X},
donde x, = = para o = (xr, A) € ¥, se tiene que
F =F(S(F)) y limS(F) = limF.
Demostracion. Veamos que < dirige a 2.
(i) Para todo (x, A) € ¥ ocurre que A C A por lo tanto (x, A) < (z,A).

(ii) Suponga que (z, A) < (y,B) y que (y,B) < (z,C) entonces C C By
B C A por tanto C C Ay asi (z,A) < (z,C).

(iii) Sean (x, A),(y,B) € X entonces C = AN Bestal que C #(, C C A

y C' C B. Sea z € C entonces (z,C) € X y es tal que (z,A) < (2,C)y
(y,B) < (2,0).

Por lo tanto < dirige a X. Luego
F(S(F) = {ACcX:(FogeX)Vo)(o>0¢0= 2, € A}
= {ACX:(3(z,B) e 2)V(y,O)(y,C) > (z,B) =y € A}
= {ACX:(3Be F)(BCA)}
= F
Finalmente por el Teorema se tiene que limF = limF(S(F)) = limS
t
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1.6. Espacios de adicion

El proceso de adicion de un espacio topologico X con otro espacio Y seréd
de gran importancia, puesto que al final del Capitulo 2 se definira el grado de
secuencialidad de un espacio topoldgico, y los espacios de adicién nos ayuda-
ran a construir muchos espacios con grado de secuencialidad arbitrariamente
grande.

Definicién 1.63. Sean X y Y dos espacios topoldgicos ajenos, A C X un
conjunto cerrado y f : A — Y una funcion continua. En X ®Y se define
la relacion de equivalencia ~ como a ~ f(a) para cada a € A. El espacio
cociente X @Y/ ~ se llama la adicion de X a'Y bajo la funcion [ y se
denotard por X @Y. A f se le llama funcion de adicion.

Algunas propiedades importantes de los espacios de adiciéon son las si-
guientes (ver [4]). La primera se refiere a la construccion de conjuntos cerra-
dos en los espacios de adicién.

Teorema 1.64. Seap: X @Y — X @Y la proyeccion natural de la suma
ajena de dos espacios al espacio de adicion determinado por los mismos y f
una funcion de adicion, y sea C' C X @Y de modo que C'N X es cerrado en
X. Entonces p(C) es cerrado en X @Y siy solo si (CNY)U fF(CNA) es
cerrado en Y.

Teorema 1.65. Seap: X Y — X @©; Y la proyeccion natural. Entonces
las siguientes proposiciones son verdaderas.

(1) Y estd inmerso como un conjunto cerrado en X &Y y ply es un ho-
meomorfismo.

(2) X\ A estd inmerso como un conjunto abierto en X @Y y p|x\a es un
homeomorfismo.

Como en toda la topologia, las propiedades hereditarias son de gran in-
terés.

Teorema 1.66. Sea X wun espacio adicionado a Y bajo una funcion f :
A=Y, con A C X cerrado en X. Sean X1 C X y Yy C Y subconjuntos
cerrados tales que f(X1NA) es cerrado en'Y, y X, estd adicionado a'Y; bajo
la funcion restriccion, fi = flanx,. Entonces X; @5 Y1 es homeomorfo a
algin subconjunto cerrado de X @Y.
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Teorema 1.67. Sean X adicionado a 'Y bajo f : A=Y yp: XY —
X®fY la funcion identificacion. Sean ¢ : X — Z y+ 1Y — Z dos funciones
continuas, y sea (¢,0) : X @Y — Z la inica extension comin. Si ¢ y 1 son
tales que ¢(a) = Y[f(a)] para cada a € A, entonces (¢p,¢)op™' : X DY — Z
es continua.
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Capitulo 2

Espacios Secuenciales

2.1. Introduccion

En el desarrollo del célculo, uno de los conceptos de mayor importancia
es el de limite de funciones; como sabemos, las sucesiones son funciones con
dominio el conjunto de los niimeros naturales y cuyo rango esta contenido en
algtin espacio topoldégico. Si una sucesion tiene un punto limite, se dice que
dicha sucesion converge a ese punto, donde la convergencia de la sucesion
depende de la topologia del espacio, a saber, una sucesion {z,},, en un
espacio X converge a un punto x € X si para cualquier vecindad abierta U
de x existe nyg < w de manera que para cualquier m < w con ng < m se
tiene que x, € U. La teoria de los espacios secuenciales tiene por objetivo
la caracterizacion de un espacio topolégico dado por medio de sus sucesio-
nes convergentes. Fue en los trabajos de E. R. Hedrick, T. H. Hildebrandt
y principalmente en los de M. Fréchet donde el estudio de la teoria de la
secuencialidad tomé mayor importancia. Fue Fréchet uno de los primeros
matematicos que logré dar una definicién acertada de lo que es un espacio
secuencial, logrando que la topologia de un espacio quedase caracterizada
por completo mediante sus sucesiones convergentes. Cabe hacer notar que no
todo espacio topologico es secuencial, hecho que mostramos en el Ejemplo
y se reafirma en el Ejemplo

Actualmente, en algunos trabajos de S. Garcia-Ferreira y C. Uzcategui se
profundiza un poco més en la teoria de los espacios secuenciales demostrando
que podemos ir pegando puntos a un conjunto dado en un espacio topologico
secuencial mediante sucesiones convergentes, de manera que podemos deter-

25
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minar un nimero ordinal que nos indica la cantidad de veces que debemos
anadir puntos a un conjunto para alcanzar su cerradura; este niimero ordinal
es siempre menor o igual que w; y se llama el grado de secuencialidad.

2.2. Los Espacios Secuenciales

Para comenzar introduciremos la definicion donde se sustenta toda la
teorfa de los espacios secuenciales.

Definiciéon 2.1. Sea X un espacio topologico.

(1) U C X es secuencialmente abierto en X siy solo si para cada {x, }news1
tal que x, € U y x, — x,, existe m € N de tal manera que

(Vn e N)(n >m =z, € U).

(2) F C X es secuencialmente cerrado si y sdlo si para toda {x,}new C F,
T, — x tmplica x € F.

Definiciéon 2.2. Un espacio topologico X se llama espacio secuencial, o sim-
plemente se dird que X es secuencial, si todo subconjunto secuencialmente
abierto es abierto.

Note que si A C X entonces, A es secuencialmente abierto en X siy sélo
si X \ A es secuencialmente cerrado.

Lema 2.3. Un espacio topoldgico X es secuencial si y solo si todo subconjunto
secuencialmente cerrado es cerrado en X.

Del Lema [2.3] es facil deducir que un espacio X es secuencial cuando
y s6lo cuando para todo conjunto no cerrado A C X existe una sucesion
{Zn}n<w en A que converge a algiin punto en X \ A.

Lema 2.4. Todo espacio primero numerable es secuencial.

Demostracion. Sean F' C X secuencialmente cerrado en X, x € cly (F) y
B = {B,}n<w. una base local en x tal que para cada n < w, B,,1 C B,. Para
cadan < w elija x,, € FNB,, entonces {, }n<. s una sucesion contenida en
F' que converge a x en X, asi x € F'. Por lo tanto F' es un conjunto cerrado
en X, lo cual implica que X es un espacio secuencial. T
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Un espacio topologico Y divide a X si y s6lo si no existe 7 topologia sobre
X tal que 7x < 7'y C(Y, (X, 7x)) C C(Y, (X, )). El conjunto w + 1 provisto
con 7. la topologia inducida por el orden usual de ordinales restringido al
numero ordinal w + 1 tiene un solo punto de acumulacién, a saber w, y el
subconjunto w es discreto, es decir, para cada n < w, el punto n es aislado.

Teorema 2.5. Para cualquier espacio topoldgico X las siguientes proposi-
ciones son equivalentes:

(1) w+ 1, provisto con la topologia inducida por el orden usual restringido
al numero ordinal w + 1, divide a X.

(2) Todo U C X secuencialmente abierto es abierto en X.
(8) Todo F C X secuencialmente cerrado es cerrado en X.
Ademds, si X es Hausdorff y A C X entonces también son equivalentes

(4) Si para toda sucesion {x,}ncwr1 en X, AN{x, :n <w-+1} es cerrado
en X, entonces A es cerrado en X.

(5) Si para cualquier subespacio métrico compacto M de X, AN M es un
conjunto cerrado en X, entonces A es un subconjunto cerrado de X.

Demostracion. Afirmacion. (1) es equivalente a la proposicion:
(a) Si U C X es tal que (Vf :w+1— X continua)(f*(U) € 1)

implica U es abierto en X.

Demostracion de la afirmaciéon. Necesidad. Suponga que existe U C X
tal que Vf : w+1 — X continua f~'(U) € 7~ y U no es abierto en X. Sea 7/
la topologia generada por la base B = {U} U Ty, note que 7x < 7' y ademas
Clw+1,X.) CC(w+1,X.) y esto no puede ocurrir ya que por hipotesis
w + 1 divide a X.

Suficiencia. Sea 7’/ una topologia sobre X de manera que C(w+1, X, ) C
C(w+ 1,X,). Considere U € 7" entonces ocurre que para toda f € C(w +
1, X.): f7YU) € 7< entonces U € Tx. Por lo tanto 7/ < 7x. Con esto queda
demostrada la afirmacion.

Ahora note que para una funcion f :w+ 1 — X: f es continua si y so6lo
si f(n) = f(w) en X.
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Si f es continua, como n — w entonces f(n) — f(w) en X. Ahora suponga
que {Zp}newr1 C X es tal que x, — z, en X, definamos f : w+1 — X
como f(a) = z, para cada o € w+ 1. Para ver que f es continua bastara
probar que lo es en z,,. Sea U € 7x tal que x,, € U, entonces existe N € N
de manera tal que para cualquier n > N ocurre que x, € U, es decir existe
N € N de manera tal que para cualquier n > N ocurre que f(n) € U, asi
U ={n< N:f(n)eU}u{n>N}=[N,—»)U{n< N: f(n) €U} es
abierto en w + 1. Por lo tanto f es continua.

Observe que toda sucesion convergente en X es el rango de una funcion
continua en X. Entonces existe una funciéon inyectiva ¢ : S — C(w+ 1, X))
donde S es el conjunto de las sucesiones convergentes en X, y a cada elemento
de S, ® le asocia una funciéon continua f definida como antes.

(1) = (2) Sea U C X secuencialmente abierto en X, se quiere demostrar
que U es abierto en X, por (a) bastard probar que si f : w+1 — X es
continua entonces f~'[U] pertenece a 7. Si consideramos f : w+1 — X
continua entonces, como n — w, f(n) — f(w). En caso de que f(w) ¢ U se
tiene que f1[U] C w, esto implica que f~'[U] € 7. Ahora si f(w) € U, dado
que U es secuencialmente abierto y f(n) — f(w), entonces existe m < w de
modo que para todo n < w con n > m se tiene que f(n) € U, es decir
w \ f7U] es finito, es decir f~![U] € 7—, por (a) U es abierto en X.

(2) = (1) Probaremos que se satisface (a). Sea U un subconjunto de X
que satisface

(b) (Vf :w+1— X continua)(f 1 (U) € 7).

Queremos demostrar que U es abierto en X y para ello bastard probar que
U es secuencialmente abierto en X, asi que consideremos {z,},<,+1 una
sucesion en X tal que x, € U y x, — x; definamos f : w+ 1 — X como
f(n) = x, para cadan <w+ 1, entonces f es continua pues x,, — ., luego
por la hipotesis (b) f~1[U] € 7 y dado que w € f~HU] existe m < w tal que
para cada n < w con n > m se tiene que n € f~1[U], equivalentemente existe
N < w de modo que para cada n < w con n > N se tiene que z,, € U. Esto
prueba que U es secuencialemte abierto en X, y por lo tanto U es abierto en
X.

(3) = (2) Supongamos que todo conjunto secuencialmente cerrado en X
es un conjunto cerrado en X y consideremos un conjunto U secuencialmente
abierto en X. Probaremos que X \ U es secuencialmente cerrado en X. Sea
{Zn}n<w una sucesion contenida en X \ U de modo que x,, — x con x € X.
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Six € U, como U es secuencialmente abierto, existe m < w tal que para todo
n < w con n > m se tiene que x, € U, esto es una contradiccion. Entonces
x € X \ U, esto implica que X \ U es secuencialmente cerrado en X, y por
hipotesis es cerrado en X, asi que U es abierto en X.

Sea U secuencialmente abierto en X, asi, para cada sucesion {z, }newr1
tal que z, — x, € U existe m < w de modo que {z,, : m < n <w} C U,
entonces, {T,}n<wi1 €S Una sucesion convergente, x, — x,,. Sea F'= X \ U
entonces ocurre que con z,, € U podremos hallar M < w de manera que para
todo n < w, n > M implica x,, € U, es decir U es secuencialmente abierto y
por tanto U es abierto en X.

(2) = (3) Sea F secuencialmente cerrado en X. Sean U = X \ F, z, € U
v {Zn }new una sucesion en X que converge a z,,, note que no puede ocurrir
que haya una infinidad de elementos de la sucesion contenidos en F', de lo
contrario ésta formaria una sucesiéon en F' convergente a x, y asi z, € F,
pero esto es falso. Asi, a lo més existe una cantidad finita de elementos de la
sucesion pertenecientes a F'. Sea ny = max{n € w : x,, € F'} entonces para
cualquier n > ng, donde ng = n; + 1, ocurre que z,, € U, por lo tanto U es
secuencialmente abierto en X y por tanto U € 7x. De lo anterior se concluye
ge I es cerrado en X.

(3) = (4) Suponga ge X es un espacio topologico Hausdorff. Sea A C X
tal que para todo sucesion convergente {x,},<.+1 en X se tiene que AN
{z, : n < w+ 1} es un conjunto cerrado en X. Considere {y,}n<wi1 una
sucesion convergente en X, observe que tiene un tinico punto limite, asi si
{Yn}n<ws1 C A entonces AN{y, :n <w+ 1} es un conjunto cerrado en X
asi y,, € A, lo cual implica que A es secuencialmente cerrado. Por (3), A es
un conjunto cerrado en X.

(4) = (3) Si FF C X es un conjunto secuencialmente cerrado en X,
entonces para cada sucesion convergente contenida en F’ ocurre que su punto
limite, que es 1nico, pertenece a F', por tanto F' satisface las hipotesis del
inciso (4), lo cual implica que F' es cerrado. Asi todo conjunto secuencialmente
cerrado en X es cerrado en X

(4) = (5) Recuerde que el rango de toda sucesion convergente unioén con
su punto de convergencia es un espacio métrico compacto. Sea A C X de
modo que su intersecciéon con cada subespacio métrico compacto de X es un
conjunto cerrado en X, entonces se cumple que la interseccion del conjunto
A con el rango de cada sucesiéon convergente en X unido con su punto de
convergencia es un conjunto cerrado en X. Asi, A satisface la hipotesis de
(4), por tanto A es cerrado en X.
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(5) = (4) Suponga que A C X no es cerrado en X, entonces existe un
subespacio métrico compacto M de X de manera que A N M no es cerrado
en X, lo cual implica que AN M no es cerrado en M, asi que es posible hallar
yedy(ANM)\ (AN M), como M es métrico existe una sucesion {z, }n<,
contenida en AN M tal que z, — y con y ¢ AN M. Si denotamos a y por
x,, entonces {T,}n<yut1 €S Una sucesion convergente en X con la propiedad
de que AN{x, :n <w+ 1} no es cerrado en X. T

Ejemplo 2.6. FEzisten espacios que no son secuenciales.

Considere el espacio de ordinales w; + 1 cuya topologia es aquella indu-
cida por el orden usual sobre w; + 1. Note que para cualquier subconjunto
numerable A de w; el supremo de A pertenece a w; por ser éste tltimo un
cardinal regular, esto implica que una sucesion en wy, digamos {z, }n<w, €s
convergente a wj siy solo si existe m < w de modo que para cualquier n < w,
m < nimplica que z,, = w;. Por lo tanto {w; } es un conjunto secuencialmente
abierto en wy; + 1 que no es abierto. Por lo tanto w; + 1 no es secuencial.

Ejemplo 2.7. La imagen continua de un espacio secuencial no es necesaria-
mente secuencial.

Sean X un conjunto no vacio, 77 la topologia discreta sobre X y 7 una
topologia que hace a X un espacio no secuencial, es decir que existe un
subconjunto de X que es secuencialmente abierto en (X, 73) que no pertenece
a 7. Entonces la funcion identidad id : (X, 1) — (X, 72) es continua dado
que su dominio es un espacio discreto. Por lo tanto la imagen continua de un
espacio secuencial no es necesariamente secuencial.

Para comprobar la situaciéon descrita en el Ejemplo basta considerar
a (w; +1,7) donde 7 es la topologia discreta y a (w; + 1, 72) como el espacio
del Ejemplo [2.6, entonces la funcion identidad sobre w; + 1 es continua y su
rango no es secuencial.

Teorema 2.8. Todo espacio cociente de un espacio secuencial es secuencial.

Demostracion. Sean X y Y espacios topolégicos con X secuencial, f una
funcion cociente de X sobre Y y U C Y secuencialmente abierto en Y.
Veamos que f~(U) es secuencialmente abierto en X. Considere {x,}ncwi1
una sucesion convergente tal que z,, € f~1(U), entonces f(x,) — f(zu) y
f(z,) € U, entonces existe ny < w de modo que para cada np < n < w,
f(x,) € U. Por tanto para cada ng < n < w, =, € f1(U). Asi f~1(U)
es secuencialmente abierto en X y por tanto un conjunto abierto, lo que
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implica que U es un conjunto abierto en Y. Por lo tanto Y es un espacio
secuencial. T

Corolario 2.9. Eristen espacios secuenciales que no son primero numera-

bles.

Demostracion. Considere el espacio cociente determinado por R y la funcién
f iR — D definida como

{z} sizeR\Z
f(m):{z si € 7Z

donde D = {{z} : x € R\ Z} U {Z}. Entonces (D, 7y) es un cociente de R
con

7 ={U CY : f1(U) es abierto en R}.

En virtud del Teorema , el espacio (D, 7¢) es un espacio secuencial, sin em-
bargo no es primero numerable puesto que Z no admite base local numerable
alguna en (D, 7y).

Considere B = {B,, },<, una familia anidada de vecindades abiertas de
Z en (D, 1s). Construiremos un conjunto U abierto en (D, 7s) de modo que
Z € U y tal que para todo n < w, B, ¢ U.

Para cada k < w sean Cy = By, v Dy = Bayy1 entonces, B = {Cj }r<p, U
{Di }r<w- Dado que Z € B,, para todo n < w, se tiene lo siguiente

Vk e NU{0}(k € F71Cy)

Vk € Z\ (NU{0})(k € [ [D-y]).

Entonces para cada k € N U {0} existe un intervalo abierto Ji tal que k €
Ji. C f7YCy], analogamente, para cada k € Z \ (NU{0}) existe un intervalo
abierto Jj, de manera que k € J, C f~[D_;], luego

Vk € Z 3¢ € (0,1/2)((k — &, kb + &) S Ji)

entonces el conjunto

U:f[U(k—fk,k—l-&:)}

kEZ

es un conjunto abierto en (D, 7) de modo que para cadan < w, B, ¢ U.
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Corolario 2.10. La imagen continua y abierta o cerrada de un espacio se-
cuencial es secuencial.

Demostracion. Sean X y Y espacios topologicos con X secuencial y f: X —
Y una funcién continua, abierta y sobre. Bastara ver que la preimagen de
cada conjunto secuencialmente abierto en Y es un abierto en X. Tome U C Y
secuencialmente abierto en Yy {x, },<,+1 una sucesion convergente en X de
modo que x, € f~1(U) entonces f(z,) = f(x,) vy f(x,) € U, asi es posible
hallar ny < w tal que para cada ng < n < w se tiene que z,, € f~1(U), lo cual
implica que f~1(U) es abierto en X, por lo tanto f(f_l(U)) = U es abierto
en Y. Por lo tanto Y es un espacio secuencial.

Ahora, si f es una funcion cerraday F' C Y es secuencialmente cerrado en Y,
entonces Y\ F' es secuencialmente abierto en Y, asi f~1(Y '\ F) es abierto en
X por tanto f~1(F) es un conjunto cerrado en X, lo cual implica que F es un
conjunto cerrado en Y. Por lo tanto, Y resulta ser un espacio secuencial.

Corolario 2.11. Sean {(Xa, 7o) acr una familia de espacios topoldgicos y
X el espacio producto
I]x.

a€cl

Si X es secuencial entonces para todo o € I, X,, es secuencial.

Demostracion. Dado que para cada o € [ la funcion 7, : X — X, es una
funcién continua, abierta y sobre, por el Corolario X, es un espacio
secuencial. T

Teorema 2.12. Si {(X,,7.)}aer €s una familia de espacios topoldgicos se-
cuenciales ajenos entonces
X=) X,

ael
es un espacto secuencial.

Demostracion. Bastara ver que si U C X es secuencialmente abierto, enton-
ces para cada o € I, U N X, es secuencialmente abierto en X,.

Sea U C X secuencialmente abierto. Sean o € I 'y x,, € UNX,, considere
{z, }n<w una sucesion en X que converja a z,,. Entonces ocurre lo siguiente

(1) Existe n; < w de modo que para cada ny <n < w,x, € U.

(2) Existe ny < w de modo que para cada ny < n < w,z, € X,.
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Tome ny = max{ni,ny} entonces para todo ny < n < w, por (1) y (2),
r, € UN X,. Por lo tanto para cada « € [ la interseccion de U con X, es
secuencialmente abierto en X,. Note que

U=J(UnX.)

ael

y asi concluimos que U es abierto en X. T

Teorema 2.13. 57 X es un espacio secuencial entonces todo subespacio
abierto o cerrado de X es secuencial.

Demostracion. Sean X un espacio secuencial y A un subconjunto de X.
Suponga que A es abierto en X y tome U C A un conjunto secuencialmente
abierto en A. Bastara ver que U es secuencialmente abierto en X. Considere
z, € Uy {x,}ney una sucesion en X convergente a x,. Entonces ocurre lo
siguiente

(1) Existe n; < w de modo que para cada n; < n < w(z, € A).
(2) Existe n; < ny < w de modo que para cada ny < n < w(z, € U)

Por (1) y (2) se concluye que la sucesion {x, },<, estad eventualmente conte-
nida en U, por tanto U es abierto en X y como U = AN U entonces U es
abierto en A.

Ahora suponga que A es cerrado en X y que F' es un subconjunto de A
secuencialmente cerrado en A. Veamos que F' es secuencialmente cerrado en
X. Tome {x,},<, una sucesion en F' convergente a x € X, entonces x es un
punto de acumulaciéon de F' y por tanto x € F. Asi F es secuencialmente
cerrado en X y dado que F'= AN F, F es un conjunto cerrado en A.

En ambos casos se concluye que A es un subespacio secuencial de X. 7

Definicién 2.14. Un espacio topologico Hausdorff es un espacio secuencial-
mente compacto si toda sucesion en el espacio tiene una subsucesion conver-
gente.

Un espacio topolégico X es numerablemente compacto si toda cubier-
ta abierta numerable de X tiene una subcubierta finita, ademas, recuerde
que un espacio X sea numerablemente compacto es equivalente a que todo
subconjunto infinito de X tiene un punto de acumulacion.
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Teorema 2.15. Todo espacio topologico X Hausdorff, secuencial y numera-
blemente compacto es secuencialmente compacto.

Demostracion. Considere {z,}n<, una sucesion en X y sea A = {z,, : n <
w}. Suponga sin pérdida de generalidad que para n < m < w, x, # Tp.
Como X es numerablemente compacto entonces la sucesion {x, },<. tiene un
punto de acumulacion, digamos z,, € X. Note que A\ {z,} no es un conjunto
cerrado en X. Dado que X es un espacio secuencial y que ., € clx(A\{z,})
entonces existe una sucesion {x,, }r<, contenida en A que tiene como tnico
punto limite a z,,. Tome y; = x,, y suponga que hemos elegido y, € {z,, :
k <w} parar <m+1conm < w. Sea Y1 € {Ty,, : k <w} tal que

m+1l=min{s<w:m<syuwz, €{z,  k<w}}.

De este modo {ym}m<w €s una subsucesion de {z,},<, que converge a x,.
Por lo tanto el espacio X es secuencialmente compacto. T

Teorema 2.16. Si X es numerablemente compacto y Y es secuencial en-
tonces la sequnda proyeccion de X x Y, my : X XY — Y, es una funcion
cerrada.

Demostracion. Tome F' C X XY un conjunto cerrado en el espacio producto.
Considere una sucesion {y, },<, contenida en 7y (F) y y € Y un punto de
acumulacion de dicha sucesion. Para cada n < w tome z,, € X de manera que
(Tn,yn) € F, esto es posible ya que y,, € my (F'). Si ocurre que existe x € X de
manera que el conjunto A = {n < w : z,, = x} es finito, entonces la sucesion
(T, Yn,) converge a (x,y), donde {n; : i < w} es la Gnica enumeracion
estrictamente creciente de A, lo cual implica que (z,y) € F y por tanto
Yy < Wy(F).

En otro caso, si la sucesion {x, },<,, esta indicada inyectivamente entonces
existe © € X de manera que x es un punto de acumulaciéon de la sucesion
{Zn}n<w- Entonces se tiene que (z,y) € F, por ser F' un conjunto cerrado.
Por lo tanto y € my (F).

De lo anterior se concluye que 7wy (F') es secuencialmente cerrado en Y y
por tanto es cerrado. T

Teorema 2.17. St f : X = Y es una funcion cerrada, X es Hausdorff y
para cada y € Y : f~(y) es numerablemente compacto, entonces para todo
subespacio numerablemente compacto Z de Y, f~Y(Z) es numerablemente
compacto en X.
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Demostracion. Sea Z C Y un subespacio de Y numerablemente compacto,
entonces f~!(Z) es un subespacio de X y por tanto es Hausdorff. Sea {U,, }, <.
una familia de conjuntos abiertos en X que cubren a f~'(Z), para cada

A € [w]<¥ definase
Us=|J U

neA
Para cada z € Z se puede hallar A(z) € [w]<* con la propiedad de que
f({z}) C Ua(s). Entonces z € Y\ f(X \ Ua,)), esto implica que

Zc|J W\ F(X\Uaw)).
z€Z
Ademas observe que {A(2) : z € Z} C [w]|=¥, y por ser f una funcién cerrada
Y \ f(X \ Ua)) es un conjunto abierto en Y para cada z € Z, por tanto
{Y\ f(X\Ua:))} forma una cubierta de Z por conjuntos abiertos en Y. Dado
que Z es un subespacio numerablemente compacto de Y, existen zq,..., 2z,
puntos de Z tales que

Z | JWN\ X\ Uacy)

=1

asi .
FH2) | JUaga
i=1
Por lo tanto f~!(Z) es numerablemente compacto. T

Es conocido que el producto de dos espacios numerablemente compactos
no necesariamente es numerablemente compacto (ver [5] p. 205), sin embargo,
si pedimos que uno de los factores sea secuencial, entonces el espacio producto
es numerablemente compacto.

Corolario 2.18. FEl producto de dos espacios numerablemente compactos, de
los cuales uno es secuencial, es numerablemente compacto.

Demostracion. Sean X y Y espacios topolégicos numerablemente compactos
de manera que Y es un espacio secuencial. Por el Teorema la funcion
Ty : X XY — Y es una funcién cerrada. Note que 7' (Y) = X x Y y
que para cada y € Y la fibra de y bajo my es un conjunto numerablemente
compacto dado que ;' ({y}) = X x {y} y X es homeomorfo a X x {y} para
todo y € Y. En virtud del Teorema [2.15] y de que Y es numerablemente
compacto, se concluye que X X Y es numerablemente compacto. T
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Ejemplo 2.19. En general el producto de dos espacios secuenciales no es un
espacio secuencial.

Consideremos Q como subespacio de R con la topologia usual, entonces Q
es secuencial por ser primero numerable, y sea Q' el espacio donde los enteros
estan identificados en un punto, es decir que Q' es el espacio determinado
por la siguiente particion {Z} U {{z} : 2 € Q\ Z}, con esto se tiene que Q'
es un cociente de Q, esto implica que Q' también es un espacio secuencial.
Defina X como el espacio producto Q x Q’,veremos que X no es un espacio
secuencial, para ello probaremos que existe un conjunto W secuencialmente
abierto en X que no es abierto.

Sea {x, }n<, una sucesion de nameros irracionales menores que 1, estric-
tamente decreciente y convergente a 0 en R. Para cada n < w definamos 7,
como el interior en el plano del tridngulo cuyos vértices son (z,,n), (1,n+ 3)
y (I,n — %), T! como el interior en el plano del tridngulo cuyos vértices
son (—ay,n),(=1,n+3) y (=1,n — 3) y sea R, el interior del rombo de-
terminado por los puntos (—z,,n), (0,n + 1), (z,,n) y (0,n — 3). Entonces
W, =T, UT!UR, es un conjunto abierto en R. Considerando a X co-
mo subconjunto del plano con los enteros del eje vertical identificados, haga
W=Xn0 (U, Wa)-

Sim : X - Qym: X — Q son las proyecciones canonicas, entonces
es sencillo ver que para cualesquiera U y V vecindades abiertas de 0 y Z
en Q yQ', respectivamente, se tiene que el conjunto m; *[U] N7y '[V] no esta
contenido en W. En efecto, sean U y V vecindades abiertas de 0y Z en Q y
Z vespectivamente. Entonces existe ¢ > 0 de modo que (—¢,€) x R C 7w, '[U],
y dado que Z € V entonces, visto desde el plano, se tiene que k € m, '[V]
para todo k € Z, es decir que el punto (0,7Z) pertenece a m; '[U] N7y ' [V],
sin embargo, existe n < w de modo que z, < €, asi el punto (y,n), donde
T, <y < ¢, pertenece a 7, *[U] N7, *[V] pero no a W. Por lo tanto W no es
abierto.

Ahora suponga que {y, }n<., s una sucesion en X \W tal que y,, — y € W.
Note que si mo(y) # 0, entonces la segunda coordenada de y es distinta de Z,
asi la convergencia al punto y en X es la misma que la convergencia a y en
el plano, pero tomando en cuenta que W es abierto en el plano y la sucesioén
{Yn}n<w esta contenida en el complemente de W, esto es una contradiccion,
esto implica que m(y) = 0. Si m(y) # 0, entonces para algin ny < w se
tiene que para todo ng < n < w, y, € W, lo cual es falso. Por tultimo,
si y = (0,0) enotces mo(y,) — 0 en Q', observe que esto solo es posible



2.2. LOS ESPACIOS SECUENCIALES 37

cuando alguna subsucesion de {m2(yy) }n<w converge a algtin entero k en Q,
es decir que la sucesion {y,}n<w dado € > 0 existe n, < w de manera que
Y € 75y [(k—€, k+€)] para todo n. < n < w. Asi, del hecho de que y,, — (0, 0),
se puede hallar N < w tal que y, € W para todo N < n < w. Esto es una
contradiccion. Se concluye que W es un conjunto secuencialmente abierto y
no abierto en X. Por lo tanto el producto de dos espacios secuenciales no
necesariamente es un espacio secuencial.

Teorema 2.20. Todo espacio secuencial es un cociente de una suma topolo-
gica de sucestones convergentes.

Demostracion. Sea X un espacio secuencial. Para cada v € X y s C X
sucesion convergente a x en X defina el espacio S(s,x) = rango(s) U {x}
donde para todo n < w x, es un punto aislado y las vecindades de x en
S(s,z) son todos los subsconjuntos cofinitos en S(s,x) que contienen a z.
Asi z, — x en S(s,z), S(s,x) es homeomorfo a {1/n : n € N} U {0} como
subespacio de R y por tanto, S(s,z) es un espacio métrico.

Considere T la suma topoldgica ajena de todos los espacios de la forma
S(s,z). Observe que como conjuntos X y T son iguales, puesto que para cada
x € X, la sucesion constante x es convergente a x en X. Definase f : T — X
como f(z) = z para cada = € T. Para ver que f es una funcién continua,
bastara probar que f|g(.) es continua para cada z € X y cada sucesion s
convergente a x. En efecto. Sean U C X un conjunto abierto en X, z € U y
s C X una sucesion convergente a x, entonces

flstsm Ul = S(s,2) N U

que es precisamente un conjunto abierto en S(s, ).

Veamos que f es una funcion cociente. Tomese U C X tal que f~1(U)
es un conjunto abierto en 7. Sean © € U y s = {Z,}n<w una sucesion
convergente a x en X, entonces x € f~1(U) y z, € f~1(U) para cada n > ny
para algin n, < w, asi

Vn <w(n>ny =z, €U).

Esto implica que U es secuencialmente abierto en X y por tanto un conjunto
abierto en ese mismo espacio. Es decir, f es una funciéon cociente. T

Al espacio topologico T descrito en la prueba de la Teorema [2.20 se
denotard por X* y a la funcion f: X* — X, por ¢x.
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Corolario 2.21. Todo espacio secuencial es el cociente de un espacio métrico
completo, localmente compacto y cero dimensional.

Demostracion. Sea X un espacio secuencial, por el Teorema [2.20, X es un
cociente del espacio X*. Note que para cada r € X* que no sea un punto
aislado, existe s una sucesion en X convergente a él de modo que S(s, ) es
una vecindad de x en X*, ademéas S(s, x) es compacto, por lo tanto el espacio
X* es localmente compacto.

Sabemos que cada sumando del espacio X* es métrico, asi bastara definir
d: X*x X* = R como sigue,

d(x,y) { 1 S? S(82,2) NS (8, w) =10
ds(s,.)(®,y)  s18(s2,2) = S(Suw,w)

para todo x,y € X* donde z,w € X y s, es una sucesion convergente a z y
Sy €S una sucesion convergente a w. Observe que, dado que para cada x € X
y cada s C X sucesién convergente a x en X, dg(,) genera la topologia
de dicho espacio, y la coleccion de tales topologias forman una base para
X*, entonces la métrica d genera la topologia del espacio X*, entonces este
altimo es un espacio métrico. Claramente X* es completo; sean {z,}n<w
una sucesion de Cauchy. Sin perder generalidad suponga que {x,},<, es
infinita. Entonces existen y € X y s C X de modo que s es una sucesion
convergente a ¥y ¥ {&n}tny<ncw C S(s,x) para algtn ny < w, puesto que
S(s,y) es secuencial y numerablemente compacto entonces {z,},<, tiene
una subsucesion convergente {y, }new ¥ Yn — v, ademas como {x, },<., es de
Cauchy entonces x,, — y. Por lo tanto el espacio X* es completo.

Por ultimo, es claro que para todo punto aislado x € X*, el conjunto
{z} es también cerrado, ademés si U es una vecindad de x en S(s,z) para
alguna sucesion s convergente a x, los puntos pertenecientes a S(s, x)\ U son
aislados, por tanto U es cerrado. Esto implica que X* es cero dimensional.

Corolario 2.22. Las siguientes proposiciones son equivalentes.
(1) X es secuencial.
(2) X es un cociente de un espacio primero numerable.

(8) X es el cociente de un espacio métrico.
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Demostracion. (1) = (2): Note que para cada € X y cada sucesion conver-
gente a x en X el conjunto B(x) = {UNS(s,z) :x € Uy U abierto en X} es
una base local de vecindades para z en X*. Ademas B(x) C {F C S(s,z) :
F' es cofinito} y el conjunto de los cofinitos en S(s,z) es numerable ya que
S(s,x) es numerable. Por lo tanto X* es un espacio primero numerable.

(2) = (3): Por Lema y la Teorema [2.8] X es un espacio secuencial,
entonces el resultado se sigue del Corolario [2.21

(3) = (1): Como todo espacio métrico es primero numerable, todo pri-
mero numerable es secuencial y todo cociente de un espacio secuencial es
secuencial, se tiene el resultado. T

Teorema 2.23. Un subespacio Y de un espacio secuencial X es secuencial
sty solo si la restriccion ¢X|¢*1(Y) es una funcion cociente.
X

Demostracion. Sean V) = ¢ (Y) v ¢1 = ¢x|y,. Denote por oY al espacio
sobre el conjunto Y cuya topologia es aquella inducida por X donde todo
secuencialmente abierto es abierto, es decir que oY es un espacio secuencial.
Sea ¢y : Y* — Y la funcion que al sustituir Y por oY se vuelve una funciéon
cociente. Es evidente que Y* es un subespacio de X*. Ademéas note que
Y*CY:.

Veremos que ¢; es una funcion cociente si y sélo si ¢y lo es, y con esto
quedara demostrado el Teorema. Si ¢, es cociente y U C Y es tal que ¢, [U]
es abierto en Y;, entonces ¢y [U] = ¢1[U]NY* es abierto en Y*, esto implica
que ¢y es cociente. Inversamente, se tiene que ¢3! [U] = ¢3! [U] = U{ox' [UN
s] : s es una sucesion convergente en X } para U C Y. Asi, si ¢y es cociente
y U C Y es tal que ¢y [U] es abierto entonces U Ns es abierto en s para cada
sucesion convergente s en X, es decir ¢; '[U] C Y es abierto en X*. Con esto
se tiene que ¢ es una funcion cociente. T

Teorema 2.24. Un espacio secuencial tiene limites secuenciales inicos si y
sdlo si cada subconjunto numerablemente compacto es cerrado (y por tanto
secuencial).

Demostracion. Sea X un espacio secuencial. Si {z, } <. tiene dos limites dis-
tintos, digamos, x,y € X, entonces {x,, : n < w}U{z} es un subconjunto de
X compacto y no cerrado. Si ahora suponemos que X tiene limites secuencia-
les tinicos, entonces X es 7). Sea K un subespacio numerablemente compacto
de X. Si {2, }n<w €s una sucesion en K y x,, — x para algiin x € X, entonces
{z, :n < w} U{x} es secuencialmente cerrado en X y con ello también es
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cerrado. Asi, x es el Ginico punto de acumulacion de la sucesion {z,, : n < w}.
Si{z, : n < w} en infinito entonces = € K, si el rango de la sucesion {x, <y
es finito entonces z € {z,, : n < w} C K. Por lo tanto K es cerrado. T

Corolario 2.25. [Aull] Un espacio secuencial tiene limites secuenciales ini-
cos sty solo si cada subconjunto secuencialmente compacto es cerrado.

Demostracion. Todo subconjunto secuencialmente compacto de un espacio
secuencial con limites tinicos es numerablemente compacto. La necesidad es
trivial. T

Un espacio topologico es localmente secuencial si para cada punto en el
espacio existe una vecindad abierta que es secuencial.

Teorema 2.26. Todo espacio localmente secuencial es secuencial.

Demostracion. Sean U secuencialmente abierto en un espacio topologico X,
x € Uy V una vecindad secuencial y abierta de x. Entonces V! = U NV es
abierto en V' y con ello V' es abierto en X. Ademas V' C Uy x € V'. Por lo
tanto U es abierto en X. T

2.3. Espacios numerables con un solo punto no
aislado

Sea F un filtro sobre w. Denotaremos por &(F) al espacio topologico
definido sobre el conjunto {F} Uw donde w es discreto y las vecindades de
F son de la forma Up = {F} U F con F' € F.

Teorema 2.27. Sean F un filtro sobre w y A C w. Entonces, F € clgr)(A)
sty solo si Ae FT.

Demostracion. Si F € clgr)(A) entonces para cada F' € F se tiene que
ANF # () es decir, A € F*. Inversamente, si para cualquier F' € F ocurre
que AN F # 0 entonces F € clgr)(A). T

Teorema 2.28. Sea F un filtro sobre w. El espacio £(F) es Hausdorff si y
solo si F es un filtro libre.
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Demostracion. Necesidad. Suponga que el espacio (F) es Hausdorff, enton-
ces para todo n < w existe F' € F de modo que n ¢ F, esto implica que para
cada n < w el conjunto w \ {n} pertenece al filtro F. Es decir, F es libre.
Suficiencia. Si F es un filtro libre entonces el conjunto F,, = w \ {n}
pertenece a F para cada n < w, ademas [, no contiene al punto aislado n,
por lo tanto el espacio £(F) es Hausdorff. T

Corolario 2.29. Si F es un filtro libre sobre w entonces el espacio §(F) es
Tychonoff.

Demostracion. Sea F un filtro libre sobre w, por el Teorema [2.2§] el espacio
£(F) es Hausdorff, esto implica que &(F) es un espacio 7. Por simplicidad
consideraremos a w como el conjunto de niimeros naturales positivos. Sean
K un subconjunto cerrado de £(F) y x € £(F) \ K.

Primer caso, cuando F € K. Como F € K entonces K pertenece a F™.
Sea f : &(F) — [0,1] la funcion definida como f(y) = 0 para y € Ky
fly) = % paray ¢ K yy # x, vy f(xr) = 1. Veamos que f es una funcion
continua. Es claro que si U es un subconjunto abierto de [0, 1] de modo que
0 ¢ U, entonces f~{U] es abierto en &(F) ya que f~[U] est4 contenido en w
y w es discreto. Ahora si U es abierto en [0, 1] y contiene a 0 entonces, como
la sucesion {%}n@ converge a 0, podemos hallar ny < w de modo que para
todo ng < n < w se cumple que % € U. Esto implica que f~![U] contenga un
conjunto cofinito de w, asi la preimagen de U bajo la funciéon f es abierto en
&(F). Con esto concluimos que f es una funcion continua.

Segundo caso, cuando x = F. Como F ¢ K y K es cerrado en &(F)
entonces K ¢ F*1 asi, existe ' € F de manera que F N K = (). Definamos
f:&F) = [0,1] como sigue, f(y) =0siy e Ey f(y) =1siy ¢ K. Para
finalizar veamos que la funcion f es continua. Sea V un conjunto abierto en
[0,1]. Si 0 € V entonces f~[V] = E, dado que E es un subconjunto de w
y w es discreto en {(F), entonces la preimagen de V' bajo f es un conjunto
abierto en (F). Ahora, si 1 € V entonces f~![V] contiene a {F} U F, es
decir que f~![V] es abierto.

De los dos casos expuestos se concluye que el espacio £(F), cuando F es
un filtro libre sobre w, es completamente regular. T

Teorema 2.30. Sean F y G filtros libres sobre w. Entonces las siguiente
condiciones son equivalentes.

(1) Los espacios £(F) y £(G) son homeomorfos (§(F) = £(G)).
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(2) Existe una biyeccion [ :w — w tal que f[F| =G.

Demostracion. Suponga que &(F) = £(G), entonces existe un homeomorfis-
mo h : {(F) — &(G) tal que h(F) = G. Sea f : w — w la restriccion de h a
w, es decir f(n) = h(n) para cada n < w. Veamos que f[F] = G. Considere
A € f|F] entonces f~1(A) € F, dado que h es una funciéon abierta entonces
h(Up-14)) = Ua 'y h(f71(A)) = f(f71(A)) = A, esto implica que A € G.
Ahora si existe una biyeccion f : w — w tal que f[F] = G y definimos
h:&(F) — &(G) como h(F) =G y para cada n < w, h(n) = f(n). Es claro
que la funcidon h es sobreyectiva, continua y abierta. Por lo tanto h es un
homeomorfismo. T

Definicién 2.31. Sean F y G filtros libres sobre w. Si existe una biyeccion
f:w— w de modo que f[F] =G se dird entonces que los filtros F y G son
equivalentes y se denotard por F ~ G.

Definiciéon 2.32. Un filtro libre F sobre w es un filtro secuencial si el espacio
E(F) es un espacio secuencial.

A pesar de que la propiedad de que un espacio sea de Fréchet-Urysohn
se define en el Capitulo 3 (ver Definicion el resultado siguiente se sigue
inmediatamente de la definicion anterior, no es dificil de demostrar ni de
comprender.

Teorema 2.33. Sea F un filtro libre sobre w. Entonces, £(F) es secuencial
sty solo st E(F) es un espacio de Fréchet-Urysohn.

Demostracion. Es sabido que todo espacio Fréchet-Urysohn es secuencial
(vea Teorema . Suponga ahora que {(F) es secuencial, entonces para
todo A € FT existe una sucesion B C A que converge a F, es decir que &(F)
es de Fréchet-Urysohn. T

2.4. El grado de secuencialidad

En esta seccion presentaremos la definicion del grado de secuencialidad
de un espacio secuencial X, puesto que en el Capitulo 5 revisaremos algu-
nos resultados relacionados con el grado de subsecuencialidad de un espacio
topologico subsecuencial, estos conceptos se definiran en ese mismo capitulo.

Sean X un espacio y A C X. Hacemos A° = A y para cada ntimero
ordinal 6 definimos A% = {x € X : M, }new C A (z, — 2)}siO=p+1,y
Al = U,.<s A" si 6 es un ordinal limite.
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Teorema 2.34. Un espacio X es secuencial si y sélo si para cada A C X
existe 0 < w; tal que clx(A) = A°.

Demostracion. Necesidad. Sea A C X, veamos que clx(A4) = [y, A°. Es
evidente que A° C clx(A), ya que A’ = A. Suponga que para todo v < 6 con
6 < w; fijo, se tiene que A” C clx(A). Si § = v+1 es trivial que A% C clx(A).
Ahora si 6 es limite, también resulta claro que A’ C clx(A). Probemos
ahora, la otra contencion. Suponga que existe 2 € clx ( Uy, A%) \Upew, A%
Dado que X es secuencial, entonces es posible hallar una sucesion {z, }n<w
contenida en U9<w1 A% de modo que z,, — z. Luego, para cada n < w, existe
0,, < wi con la propiedad de que z,, € A% . Sea § = sup{6,, : n < w}, entonces
la sucesion {x,},<. esta contenida en A% esto implica que z € A%, esto
contradice nuestra suposicion. Por lo tanto se tiene la igualdad deseada.
Suficiencia. Bastara ver que si A no es cerrado entonces existe una sucesion
contenida en A que converge a algin punto en X \ A. Procederemos por
induccion transfinita. Sea A C X no cerrado, entonces si para 0 = 1 se
tiene A'\ A es no vacio, por definicion de A' existe una sucesion {, }n<u
contenida en A que converge a algiin x € A"\ A. Si 6 < w; suponga entonces
que el resultado es valido para todo v < 6. Sin perder generalidad suponga
que 6 = 1+ 1 es un ordinal sucesor. Asi, si x € A%\ A entonces existe una
sucesion {x, }n<, contenida en A" que converge a x. Asi, si existe ny < w
de modo que x,, ¢ A se tiene el resultado por hipétesis inductiva. De lo
contrario, si para cada n < w el punto x,, pertenece a A, ya terminamos. Por
lo tanto X es secuencial. T

Al minimo ordinal 6 con esta propiedad se llama el grado de secuencia-
lidad del espacio secuencial X y sera denotado por o(X). Observe que para
cada espacio secuencial X se tiene que o(X) < w;. Para un espacio secuencial
X y x € X se define:

oz, X) = min{f <w, : VA € P(X)(x € clx(A) = = € A”)}.

Es claro que o(X) = sup{o(z, X) : x € X} (vea [9]).

A continuacion veremos que existen espacios secuenciales de grado ar-
bitrariamente grande. Consideremos el conjunto S; = {% :n € N} con la
topologia heredada de R como espacio métrico.

Definicién 2.35. [Arhangel’skii-Franklin]| Sea {X,,}nen una familia de
espacios 11 y para cada n € N seqa z, € X,, un punto cualquiera. Se define
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la suma secuencial de la familia { X, }nen con la sucesion S como el espacio
de adicion

( @HEN Xn) @Seq Sl7
donde el conjunto A = {x,, : n € N} es cerrado en la suma topoldgica ajena
PBnenXn y Seq: A — Sy a cada x,, € A le asigna % € 5.

Definiciéon 2.36. La suma secuencial de un espacio X con un punto distin-
guido x € X con Sy es la suma secuencial de una familia {X,}n,en de copias
del espacio X con Sy y se denotard por X @geq S1.

Procederemos ahora con nuestra construcciéon de espacios secuenciales
con grado arbitrariamente grande.

Sea Sy = {0} el espacio del singular del cero. Es evidente que o(Sp) = 0.
Considere S; la sucesion {% :n € N} U {O} con la topologia heredada de
R con su topologia usual. Observe que S; = Sy @geq S1 ¥ que o(S1) = 1.
Para el caso n = 2, sea Sy = 51 @geq S1, €l espacio Sp cumple tener grado
de secuencialidad igual a 2. En general, si @ < w; es un ordinal sucesor
y @ = [+ 1 entonces, S, = Sp Bgeq S1, ademas o(S,) = . Si a es un
ordinal limite menor que w; entonces S, = (@5<a 5'5) @seq S1- Es claro que
0(Sa) = a.



Capitulo 3

Espacios Fréchet-Urysohn

3.1. Introduccion

La clase de los espacios Fréchet-Urysohn estad contenida en la clase de
los espacios secuenciales como se demuestra en el Teorema [3.3 no sélo eso,
sino que la contencién es estricta, como se muestra en el Ejemplo [4.4 A
diferencia de los espacio secuenciales, en el Teorema se prueba que la
propiedad de ser Fréchet-Urysohn es hereditaria. Ademés, como todo espacio
Fréchet-Urysohn es secuencial, todos los resultados referentes a los espacios
secuenciales son validos para los espacios Fréchet-Urysohn.

3.2. Los Espacios Fréchet-Urysohn

Definiciéon 3.1. Un espacio topologico X es un espacio Fréchet-Urysohn si
y solo si satisface

recdx(A) e Hrpnen C Az, = 2
Lema 3.2. Todo espacio primero numerable es un espacio Fréchet-Urysohn.

Demostracion. Sean A un subconjunto de un espacio primero numerable X
y x € clx(A) \ A. Sin perder generalidad considere {B,,},<, una base local
para x € X de modo que para cadan < w, B,y1 C B,. Dado que x € clx(A),
para cada n < w sea x, un punto perteneciente a A N B,,, note que x,, es
distinto de x. Es claro que {z, : n < w} C A, ademés para cada n < w se
tiene que para todo m < w con m > n, x,, € B,, asi x,, — x. Por lo tanto
X es de Fréchet-Urysohn. T
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Teorema 3.3. Todo espacio de Fréchet-Urysohn es secuencial.

Demostracion. Sea X un espacio de Fréchet-Urysohn y A C X un conjunto
no cerrado, entonces existe x € clx(A)\ A, dado que X es de Fréchet-Urysohn,
existe una sucesion {z,},, contenida en A que converge a z. Por lo tanto
X es secuencial. T

El Lema [3.2] proporciona varios ejemplos de espacios Fréchet-Urysohn.
Algunos de ellos son los espacios métricos, ya que son primero numerables.
Trivialmente si X es un espacio topologico con |X| < Ny entonces X es un
espacio Fréchet-Urysohn. Mas cabe notar que no todo espacio topologico es
un espacio Fréchet-Urysohn. El siguiente ejemplo muestra este hecho.

Ejemplo 3.4. Sea X un conjunto con |X| > Ry y considere T la topologia
conumerable sobre el conjunto X, es decir para A C X, A € 7 si y sdlo si
|IX \ Al < Ny. (X, 7) no es un espacio Fréchet-Urysohn.

En efecto. Sea x € X, note que z € clx(A), donde A = X \ {z}, sin
embargo para cualquier sucesion {z,},<, C A se tiene X \ {z, : n < w} es
una vecindad de x en X y por tanto {z,},<, no converge a .

Teorema 3.5. Todo subespacio de un espacio Fréchet-Urysohn es Fréchet-
Urysohn.

Demostracion. Sean X un espacio Fréchet-Urysohn, Y un subespacio de X y
A CY.Tome x € cly(A) entonces z € Y Nelx(A), dado que X es un espacio
de Fréchet-Urysohn se puede hallar una sucesiéon contenida en A, digamos
{Zp}n<w, convergente a x en X. Asi para cada U abierto en X con x € U
existe ng < w de modo que

Yn<wm>ng=z,€eUNY).

Por lo tanto la sucesion {z,, },,<,, converge a z en Y. Es decir, Y es un espacio
de Fréchet Urysohn. T

Teorema 3.6. La suma topoldgica de una familia de espacios Fréchet-Urysohn
ajenos es un espacio Fréchet-Urysohn.

Demostracion. Sea {X,}aecr una familia de espacios Fréchet-Urysohn ajenos
y consideremos X la suma topolégica de la familia {X,}4ec;. Tome A C X y
x € clx(A). Existe a € I de modo que = € X, entonces

r € XyNelx(A) =cx, (AN X,)
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dado que el espacio X, es Fréchet-Urysohn es posible hallar una sucesion
contenida en A N X, convergente a x en X,, digamos {x, },<,. Veamos que
{Z}new converge a x en X. Sea U € 7x con x € U entonces U N X, es un
abierto en X, que contiene al punto z, ademas existe m < w de manera que

Vn<w:m<n=uz,eUNX,

esto implica que
Vn<w:-m<n=ux,cU

es decir que la sucesion {x,},<, converge a = en X. Por lo tanto X es un
espacio Fréchet-Urysohn. ]

Rpcordemos que para un espacio topolégico X, una compactacion de X
es un espacio topologico compacto Y de modo que X es denso en Y.

Teorema 3.7. La compactacion a un punto de cualquier espacio discreto es
un espacio Fréchet-Urysohn.

Demostracion. Sean X un espacio discreto y Y la compactacion a un punto
p ¢ X de X. Observe que

(1) Todo subconjunto de X es abierto y cerrado en X.
(2) K C X es compacto siy solo si K es finito.

Asi que ny(p) = {U C Y :pe Uy |X\U|l < Xy}, entonces para cada
vecindad abierta U de p en Y su complemento respecto a Y es finito. Por
la observacion (1), bastara ver que si A C X es infinito entonces existe una
sucesion en A que converge a p, mas note que existe B C A que es numerable.
Si {#n }n<w es una indicacion biyectiva de B entonces por (2), z,, — p en Y.
Por lo tanto Y es un espacio de Fréchet-Urysohn. T

Una funcion continua y sobreyectiva f : X — Y es pseudo abierta si y sélo
si para cada y € Y y cada vecindad U de f~(y), ocurre que y € int(f[U]).
Es claro que cualquier funcion continua abierta (o cerrada) es pseudo abierta.
Ademaés toda funcién pseudo abierta es una funciéon cociente.

Teorema 3.8. 51 X y Y son Hausdorff, X es de Fréchet-Urysohny f : X —
Y wuna funcion cociente, entonces Y es de Fréchet-Urysohn si y solo st [ es
pseudo abierta.
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Demostracion. Suponga que Y es de Fréchet-Urysohn, sean y € Y y U una
vecindad abierta de f~'(y). Si y ¢ int(f[U]), entonces y € cly (Y \ f[U]).
Dado que Y es de Fréchet-Urysohn es posible hallar una sucesion {y, }n<w
en Y\ f[U] de modo que y, — y. Puesto que Y es Hausdorff entonces
cdy({yn : n < w}) = {y, : n < w} U{y}. Llame F a la preimagen de
{yn : n < w}, entonces [~ (y) Nclx(F) =0 ya que f~*(y) C U. Esto implica
que F es cerrado, es decir X \ F es abiertoy X \ F = (Y \ {y, : n < w}).
Asi Y\ {y —n :n < w} es abierto en Y, mas esto contradice que y, — y. Es
decir y € int(f[U]), y con ello se tiene que f es pseudoabierta.
Inversamente, suponga que f es una funcién pseudoabierta y considere
y € cly(M) con M C Y. Observe que no puede ocurrir que la interseccion
f~Hy) Neclx(fH[M]) sea vacia, de serlo, el conjunto U = X \ clx(f~[M])
serfa una vecindad abierta de f~'(y) de modo que y € int(f[U]) C Y \ M),
esto contradiria que y € cly(M). Entonces podemos encontrar un punto
r, € f(y)Nelx(f~1[M]). Elija una sucesion {x, },, contenida en f~!(M)
de manera que x,, — x,,. Entonces {f(x,)}.<, €s una sucesion contenida en
M convergente a y € Y. Por lo tanto Y es un espacio Fréchet-Urysohn. T

Un resultado inmediato del Teorema anterior es el siguiente.

Teorema 3.9. En la clase de los espacios Hausdorff, un espacio es Fréchet-
Urysohn si y solo si es la imagen pseudo abierta de una suma topologica de
sucesiones convergentes.

El siguiente teorema describe una relacion que hay entre las propiedades
de Fréchet-Urysohn y secuencial.

Teorema 3.10. Un espacio topologico es de Fréchet-Urysohn st y solo si es
hereditariamente secuencial.

Demostracion. Se sabe que la propiedad de ser Fréchet-Urysohn es heredi-
taria, entonces todo subespacio de un espacio Fréchet-Urysohn es Fréchet-
Urysohn y con ello secuencial. Suponga ahora que X es un espacio heredita-
riamente secuencial. Entonces ¢ x es una funcion hereditariamente secuencial,
es decir, para todo A C X la funcién ¢ x|+ es cociente. Esto implica que ¢x
es una funcion pseudo abierta. Por lo tanto X es de Fréchet-Urysohn. T




Capitulo 4

Contraejemplos

Ejemplo 4.1. Existe un espacio numerable, compacto, Fréchet-Urysohn y
con limites secuenciales unicos que no es Hausdorff.

Considere X = (w x w) U {p, ¢} el espacio donde p y ¢ son distintos y no
pertenecen a w X w, w X w es discreto, las vecindades de p son de la forma
Up ={p} UE donde E € F con F el filtro generado por la familia

P:{U({n}xw):k<w}

n<k

v las vecindades de ¢ son de la forma Up = {¢} U F' donde F' € U con U el
filtro generado por la familia

g:{U{(n,k):sn<k,sn€s}:865}

n<w

Donde S = {s C w : s es una sucesion}. En lo que sigue, para cada s € S,
By =U,< i, k) : s, < ks, € s}

Es claro que P y G definen bases de vecindades para p y ¢ en X respecti-
vamente, ademas, para cualesquiera F € F y F € G se tiene que ENF # ().
Por lo tanto X no es Hausdorff.

Sea C una cubierta abierta de X. Para p y ¢ podemos hallar C,Cs € C,
Ven,EeFyFegGtalesquepe U CCryqée Up CCy Porla
forma en que se definieron las vecindades basicas de p y q ocurre lo siguiente

(1) Existe k < w de modo que para cualquier n < k, ({n} x N)N E = 0.

49
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(2) Existe r < w tal que para cadan < k, (w x {n})NF =1

Entonces D = X\ (EUF) es finito y es claro que X \ (C;UCy) C D, por tanto
X\ (CLUCy) es finito. Tome C,, € C con x € C,, para cada z € X \ (C1UCy).
Por tanto la coleccion de abiertos C' = {C},Co} U{C, : = € \(C1 U Cy)}
estd contenida en C, cubre a X y es finita. Con lo que queda demostrada la
compacidad del espacio X.

Dado que ¢ no pertenece a las vecindades bésicas de p, y p no pertenece a
las vecindades bésicas de ¢, sin perder generalidad suponga que las sucesiones
convergentes a p o ¢ estan contenidas en w X w.

Afirmacion 1. Una sucesion {(nx, mg) br<w C w X w converge a p si y solo
si para cada r < w el conjunto ({r} x w) N {(ng, my) : £ < w} es finito.

En efecto, si la sucesion {(ng, my)}r<, no converge a p entonces existe
r < w de manera que

{(ng,mi) k< wi\ | J{ry xw

n>r

es infinito entonces para algin 1 < s <r, ({s} x w) N {(ng, mx) : k < w} es
infinito. Si la sucesion {(ng, my) }r<w converge a p entonces para cada r € w,

{(ng,mi) k< w}\ | J{ry xw

es finito, por tanto ({r} x w) N {(ng, mg) : k < w} es finito.
Afirmacion 2. Una sucesion {(ng, my) }r<w converge a ¢ si y solo si existe
ro < w de modo que

{(nk,mk):k:<w}ﬂ<U{k}xw>‘<w

Sea {(ng, my)} k<, una sucesion no convergente a g entonces existe una
sucesion en w, digamos s, de modo que

{(ng, mg) : k <w}\ By

es infinito, de acuerdo a la definicion de los conjuntos By se tiene que {r <
w:|({r} xw)Ns|#0} es infinito. Ahora, si existe rp < w de modo que

{(nk,mk):k;<w}ﬂ<U{k}xw>‘<w

k‘>1”0
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entonces, por como se definen las vecindades de ¢, contienen un conjunto de
la forma Bg, por tanto, para vecindad V' de ¢q {(ng, mg) : k < w}\ 'V es finito.
Por lo tanto {(nx, my) }r<w converge a q.

De las caracterizaciones de las sucesiones convergentes a p y a ¢ se con-
cluye que no existen sucesiones convergentes a p y ¢ simultaneamente. Por
tanto X es un espacio cuyas sucesiones convergentes tienen limites tinicos y
claramente X es numerable.

Ejemplo 4.2. FExiste un espacio numerable, secuencial y normal con un
subespacio que no es secuencial.

Consideremos {A,}n<, una particion de w en conjuntos infinitos, para
cadan < w sea F, = Fr(A,) el filtro de Fréchet sobre A,,. Definimos el filtro
A sobre w de la siguiente forma:

A={FCw:{n<w:FNA,eF,}eFr}

El filtro A es conocido en la literatura como el filtro de Arens. Sean F un
filtro sobre w y &(F) el espacio topologico tendido sobre el conjunto w U {F}
donde w es discreto y las vecindades de F donde la forma {F} U F donde
F es un elemento de F. Dada la definicion del espacio &(F) para cualquier
filtro sobre w, es claro que para cada n < w cualquier conjunto infinito de
A, es una sucesion convergente a F, en el espacio £(F,,). Ademas, es facil
ver que no existen sucesiones en w que converjan a A en el espacio {(.A). En
efecto, sin perder generalidad tome {z, },, una sucesion en w de modo que
para k < m < w se tiene que x,, # x,,. Entonces es posible hallar ny < w tal
que el conjunto A,, N{z, : n < w} es infinito, o bien para cada n < w, la
interseccion A, N {a, : n < w} es finito. Si existe ny < w tal que el conjunto
Apy N {m, 1 n < w} es infinito, entonces F' = |J, .., An €s un elemento
de Ay {x, : n < w} \ F es infinito. De otra forma, si para cada n < w, la
interseccion A, N {a, : n < w} es finito, bastara tomar F' =, F,, donde
para cadan <w, F,, = A, \ {z, :n<w},asi, Fe Ay FN{z, :n <w}es
vacio. Esto demuestra que no existen sucesiones en w convergentes a A en el
espacio £(A) y con ello se tiene que £(A) no es secuencial.

Sea X el espacio definido sobre el conjunto w U {A} U{F, : n < w},
donde w es discreto, las vecindades bésicas de F,, son aquellos conjuntos que
son vecindades abiertas de F,, en &(F), es decir, los conjuntos de la forma
{F,.} UF, con F, € F,. Por ultimo, las vecindades béasicas de A en X son
aquellos conjuntos B C X tales que {n < w : F, es punto interior de B} €
Fr.
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Es claro que X es numerable. Primero probemos que X es secuencial.
Sea U C X un conjunto secuencialmente abierto en X con U \ w # 0. Si
para algin ny < w el punto F,, pertenece a U entonces el conjunto A,,
esta casi contenido en U, es decir F,, = A,, \ U es finito, esto implica que
{Fno} U Fy, C U. Note que {F,}n<, €s una sucesion convergente a A en X
asi, si A pertenece a U entonces el conjunto {n < w : F,, € U} es cofinito en
w, y como acabamos de demostrar, para cada n < w de modo que F,, € U, el
filtro F,, es un punto interior de U, esto implica que A es un punto interior
de U.

Ahora veamos que X es normal. Sean F© C X un conjunto cerrado y
U un abierto en X con F' C U. Sin pérdida de generalidad suponga que
A € F, entonces sea V una vecindad béasica de A en X contenida en U y
para cada n € B, donde B es el conjunto de los naturales m < w de modo
que F,, € F'\ 'V, considere V,, un abierto basico de F,, en X contenido en U,
entonces el conjunto

G=(JwulU oV

neB ke FNw

es un abierto y cerrado en X contenido en U. Con esto hemos demostrado
que X es normal.

Ademas es evidente que £(A) es un subespacio de X y como hemos visto,
éste no es secuencial.

Ejemplo 4.3. Ezxiste un espacio numerable, compacto y secuencial con limi-
tes secuenciales unicos que no es Hausdorff.

Sea My = M U{p} el espacio donde M es el espacio descrito en el Ejemplo
4.2l p ¢ M, todo abierto en M es abierto en M; y p tiene por base de
vecindades la coleccion B(p) de los conjuntos de la forma Bp(p) = {p}U((wx
w) \ F) donde F = [J{s : s € A} con A un conjunto cuyos elementos son los
rangos de una cantidad finita de sucesiones convergentes en M contenidas
en w X w. Es claro que el conjunto M; es numerable. Note que una sucesion
s C wx es convergente en M si y solo si s es casi constante o existe n < w
de modo que s esta casi contenida en w x {n}, es decir, hay a lo mas una
cantidad finita de elementos de s que no pertenecen a w x {n}, si ocurre
esto ultimo entonces la sucesion s converge a n, lo cual implica que para
cada B € B(p) el conjunto {m < w : (w x B) # 0} es infinito, y por tanto
cualesquiera dos vecindades U y V de A y p en M; tienen interseccion no
vacia; con esto hemos probado que M; no es un espacio Hausdorff.
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Recordemos que ninguna sucesion en w x w converge a A. Observe que
una sucesion {(ng, my)}r<, €s convergente a p si y solo si para todo m < w,
excepto una cantidad finita de naturales, el conjunto {k < w : my = m} es
finito.

En efecto. Dado que para cada m < w, B, (p) es una vecindad bésica de
p, donde E,, = Bi(m), se tiene que

vm < w({(rnk, mi) }ecw \ Be,,. (p) es finito )

lo que implica que para cada m < w el conjunto {k < w : my = m} es finito.
Inversamente, si la sucesion {(ng, my)} k<, NO converge a p entonces existe
un conjunto F' que es la union de rangos de una cantidad finita de sucesiones
convergentes en M contenidas en w x w tal que {(ng, my)} k<o \ Br(p) es
infinito, es decir, F'N{(ng, my) }r<, es infinito, por tanto existe una sucesion
{a1}1<. contenida en F' de manera que {k < w : (ng,my) € {1 t <w}} es
infinito. Suponga que la sucesion {z;},;, es casi constante entonces existen
(n,m) < wXwy ty < w tales que para cualquier ¢t < w con t > tg, z, = (n, m)
entonces {k < w : (ng,mg) = (n,m)} es infinito, lo que implica que el
conjunto {k < w : my = m} es infinito, ahora bien, si la sucesion {z;}i<.
converge a n < w entonces existe t; < w de modo que para cualquier ¢t < w
con t > t1, xy = (ng,n), esto implica que {k < w : my = n} es infinito. De
aqui que ninguna sucesion convergente a p en M; puede converger a algin
x € M. Esto demuestra que M, es un espacio con limites secuenciales tinicos.
Sea U C M; un conjunto secuencialmente abierto en M. Entonces U N M
es secuencialmente abierto en M y por tanto todos sus puntos son interiores.
Dado que cualquier sucesiéon convergente a p cumple que para cada m < w,
{k < w : my = m} es finito, entonces (w x {m})\ U es no vacio para una
cantidad finita de m < w, de lo contrario ocurriria que el conjunto A = {m <
w: (wx{m})\ U # 0} es infinito, asi si {x,},<o s una enumeracion de
U{A.. : m € A} donde para cada m € A, A, es un subconjunto no vacio de
(wx {m})\ U, entonces {x, },<, converge a p y {2, }tncw NU = 0, lo cual no
es posible. Por tanto U es una vecindad basica de p, es decir, p es un punto
interior de U. Con lo que se concluye que M; es un espacio secuencial.
Finalmente veamos que M; es compacto. Sea C una cubierta abierta de
M, entonces existen B vecindad basica de p y C' € C tales que p € B C
C, entonces existe a lo mas una cantidad finita de sucesiones convergentes
no contenidas en Cj, digamos, sg,...,S,—-1 con n < w, pOr ser sucesiones
convergente son compactas, entonces para cada i < n existe una subcoleccion
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finita C; de C que cubre a s;, por tanto D = |J,_, C; con Cy = {Cy} es una

subcubierta finita de C para M.

<n

Ejemplo 4.4. Existe un espacio secuencial, compacto y Hausdorff que no es
Fréchet.

El ejemplo que se presentaréd es la compactaciéon a un punto del espacio
U de Isbell-Mrowka. Sea A C [w]* una familia MAD y considere ¥ = AU w
donde cada n < w serd un punto aislado y cada A € A tendra por base
de vecindades al conjunto conformado por aquellos subconjuntos de ¥ que
tienen a A como elemento y contienen a A excepto a lo mas una cantidad
finita de puntos, es decir

B(A)={BCV¥:AcBy|A\ B| <Xy}.

Sea U* = W U {V¥} la compactacion a un punto de .

Observe que para cada A € A el conjunto A U {A} es una vecindad
compacta de A en V. En efecto, sea C una cubierta de AU {A} por abiertos
de ¥, entonces es posible hallar C € Cy B € B(A) tales que A € B C C, asi
A\ C es finito por estar contenido en A\ B. Esto dice que el espacio ¥ es
localmente compacto. Y dado que los elementos de A son conjuntos ajenos
de w, si A, B € A son distintos entonces (AU {A}) N (B U {B}) es vacio,
por tanto ¥ es un espacio Hausdorff, lo que implica que U* sea un espacio
Hausdorff.

Dado que w es discreto, todo elemento de w es un punto interior de cual-
quier conjunto que lo contenga, particularmente de los conjuntos secuen-
cialmente abiertos. Veamos coémo son las sucesiones convergentes a algtin
elemento de la familia A y aquellas que convergen a ¥ en U*.

Una sucesion {z,}n<, C U* converge a A € A cuando y sblo cuando
Hrn, :n < w}\ Al < Ny yparacada bk < 0 < w, {n < w: x, = k}
es finito. Suponga que {z, },<, converge a A € A. Dado que para cualquier
D e A\{A}, D ¢ AU{A} entonces {z,, : n < w}NA es finito. Supongamos sin
perder generalidad que {z, : n < w} C w, entonces {z,, : n <w}\ (FU{A})
es finito para cada F' C A con |A\ F| < w, por tanto para cada k < w, {n <
w: x, =k} es finito. En otro caso, si {2, }n<y es tal que [{x, }new \ 4] < Vg
y para cada k < 0 < w, {n < w : z, = k} es finito, entonces para cada
F C A cofinito en A se tiene que para cada k € A\ F, {n <w:z, =k} es
finito, asi, podemos hallar ng < w de manera que para cualquier ng < n < w,
x, € FU{A}, por tanto la sucesion {x,, },«, converge a A en U*. Por tanto si
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{Zn }n<w es una enumeracion de A y U es un conjunto secuencialmente abierto
en U* con A € Uentonces la sucesion esté contenida en U salvo una cantidad
finita de puntos por ser convergente a A, es decir si F' = U N{x, : n < w}
entonces A\ F es finito y por tanto FFU{A} C U y es una vecindad de A, lo
cual implica que A es un punto interior de U.

Recordemos que el complemento respecto de W de las vecindades de W en
U* son compactos. K C ¥ es compacto si y solo existen Ag,..., A, € Ay

B Cwtalesque K =BU{A;:i<n+1}y B\ (Ui<n+1Az’> es finito. Sea
C una cubierta por abiertos de ¥ de K que es de la forma descrita, entonces
existen Cy,...,C, € C tales que A; € C; para cada i < n + 1. Dado que

B\< U Cl-)CB\( U Ai)

i<n+1 i<n+1

entonces resta cubrir una cantidad finita de puntos de K, por tanto K es com-
pacto. Si K contiene una infinidad de elementos de A o si K \ (UAGKQA A>

es infinito bastara tomar

C:{AU{A}:AGKQA}U{{n}:nGK\( U A)}

AcKNA

Dada D cualquier subcoleccion finita de C, su unién no contendré a K por
tener éste una cantidad infinita de elementos de A o porque hay una cantidad
infinita de puntos aislados fuera de

U 4

Ae KNA

Por tanto cualquier sucesion {x, },<, contenida en A de modo que para cada
A € A el conjunto {n < w: x, = A} es finito serd convergente a W en ¥*.
Particularmente cualquier sucesiéon indicada inyectivamente de puntos en A
converge a W. Por lo tanto, si U es un conjunto secuencialmente abierto en
U* con ¥ € U entonces ¥ es un punto interior de U.

Es decir, todos los puntos de cualquier conjunto secuencialmente abier-
to en U* son puntos interiores del mismo, por tanto todo secuencialmente
abierto en U* es abierto en W*. Con lo que se concluye que la compactacion
a un punto de ¥ es un espacio secuencial.

Empero, si {x,},<w €s una sucesion contenida en w entonces ésta no
converge a WV, ya que si es infinita y como subconjunto de w pertenece a
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A, bastard tomar la vecindad U de ¥ definida como el complemento de
{zn:n <w}U{{z,:n <w}}en U sino pertenece a A entonces podemos
hallar A € A tal que {z,, : n < w} N A es infinito entonces la vecindad
determinada por el complemento de AU{A} en ¥* deja fuera a una infinidad
de elementos de la sucesion {z,},<,. De otra forma, si la sucesion {x, },<w
es finita entonces su complemento en U* es una vecindad de ¥ de modo que
toda la sucesion queda fuera de ella. Mas note que W pertenece a la cerradura
de w en U*, puesto que sus vecindades tienen complemento compacto en W,
y de acuerdo a la caracterizacion de los compactos en U, ¥\ K es no vacio
para todo K C ¥ compacto, por tanto toda vecindad de W intersecta a w.
Esto prueba que, U*, la compactacién a un punto de ¥ no es un espacio
Fréchet-Urysohn.



Capitulo 5

Espacios Subsecuenciales

5.1. Introduccion

A lo largo del Capitulo 2 hemos estudiado los espacios secuenciales, co-
mo en toda la matematica, ahora procederemos a generalizar ese concepto,
el de secuencialidad, al de espacio subsecuencial; un espacio topolégico es
subsecuencial si es posible encajarlo en uno secuencial. Uno de los primeros
matematicos en utilizar este concepto fue N. Noble en [13]. El Ejemplo
es testigo de que los espacios subsecuenciales existen, puesto que el espacio
determinado por A, el filtro de Arens, no es secuencial, sin embargo puede
ser encajado en un espacio secuencial, esto se logra anadiendo un punto de
acumulacion a cada particion de w y declarando que dichos puntos agregados
convergen a A. Veremos en el Ejemplo [5.22] que existen espacios que no son
subsecuenciales, este ejemplo fue dado en [16], trabajo de S.Todorcevic y C.
Uzcategui.

Al igual que en la teoria de los espacios secuenciales, en [9] S. Garcia-
Ferreira y C. Uzcategui definen el grado de subsecuencialidad, que de ma-
nera natural, depende de los espacios secuenciales donde sea posible encajar
un espacio topologico subsecuencial dado. Este grado de subsecuencialidad
es también un nimero ordinal menor o igual a w;. En el Teorema [5.13
se demuestra, en la clase de los filtros subsecuenciales, que si £(G) es un
subespacio de &(F), donde F es un filtro subsecuencial, entonces el grado de
subsecuencialidad de G es menor o igual al grado de subsecuencialidad de F.
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5.2. Preliminares y Notacion

La compactacion de Stone-Cech fB(w) de los numeros naturales w con
la topologia discreta se identificara con el conjunto de todos los ultrafiltros
sobre w y w* = f(w) \ w, con el conjunto de todos los ultrafiltros libres
sobre w. Para A C w, se sabe que clg,)(A4) = A={Uepw :AcU}y
A* = ANw*. Si f 1 w — w es una funcion, entonces f : f(w) — B(w) denotara
la extension de Stone de f. Recordemos que para un conjunto infinito X,
[X]Y ={A C S:|A|l =w}. Recuerde también que pbn ara A € [w]“ se define

Fo(A)={F C A:|A\ F| < w}.

Fr(w) = F, es el filtro de Fréchet sobre w.

Recuerde que un espacio X es Fréchet-Urysohn si existe una sucesion
{Zn}n<w en A que converge a = siempre que = € clx(A) con A C X. Un
espacio X es secuencial si para cada subconjunto no cerrado A de X existe
una sucesion {z, }n<. en A que converge a algun punto en X \ A. La siguiente

definicion es una generalizaciéon de espacios secuenciales dada por N. Noble
[13].

Definicion 5.1. Un espacio es subsecuencial si puede ser encajado en un
espacio secuencial.

Nuestra generalizacion de filtros secuenciales es la siguiente.

Definicion 5.2. Un filtro libre F se llama subsecuencial si el espacio £(F)
es subsecuencial. En particular, F es un filtro secuencial si el espacio &(F)
es secuencial.

Nuestro primer ejemplo de un filtro secuencial es el filtro de Fréchet F,
ya que el espacio £(F) es una sucesion convergente. Para un filtro libre F, es
claro que (F) es secuencial si y s6lo si es Fréchet-Urysohn. Posteriormente
veremos que ningin ultrafiltro libre sobre w es subsecuencial, y por tanto no
es secuencial.

Una caracterizacion para la clase de los filtros secuenciales fue dada por P.
Simmon [I5] que se usara para demostrar que existen 2° filtros no equivalentes
por pares. En la seccion 3, se establecerdn importantes propiedad de los filtros
subsecuenciales.
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5.3. Propiedades basicas de los espacios
Subsecuenciales

Comenzaremos estudiando algunas propiedades bésicas de los espacios
subsecuenciales.

Teorema 5.3. (1) Los subespacios de un espacio subsecuencial son subse-
cuenciales.

(2) El producto numerable de espacios subsecuenciales es subsecuencial.

(3) Cualquier imagen cociente de un espacio subsecuencial es subsecuen-
cial.

Demostracion. La proposicion (1) es trivial. Para (3) basta recordar que
la imagen cociente de todo espacio secuencial es secuencial. Considere X
un espacio subsecuencial y S un espacio secuencial de modo que X es un
subespacio de S. Suponga que Y es un espacio cociente de X bajo una funcion
dada g : X — Y. Definamos h : S — Z donde Z = Y U (S \ X) como
hlx = gy h(s) = s para cada s € S\ X. Si dotamos a Z con la topologia
7. ={U C Z : h™![U] € 75}, donde 75 es la topologia del espacio secuencial
S, entonces h es una funcion cociente y Z es un espacio secuencial que tiene
como subespacio a Y. Por lo tanto Y es subsecuencial.

Por tltimo demostremos (2). Sabemos del Corolario que el producto
de dos espacios secuenciales y numerablemente compactos es numerablemen-
te compacto, en el Teorema 4.2 de [12] se demuestra que dicho producto es
secuencial. Ademas en el Teorema 4.5 de [13] se prueba que el producto nu-
merable de espacios secuenciales y numerablemente compactos es secuencial
y numerablemente compacto. Es por esto que bastara probar que cada espa-
cio secuencial puede ser encajado en un espacio secuencial y numerablemente
compacto.

Comencemos con un espacio secuencial X, y construiremos un X, para
cada o < w; como sigue:

(i) Si a es un ntmero ordinal sucesor, construya X, a partir de X,_4
anadiendo un punto limite = a cada sucesion s C X, que no tenga
subsucesiones convergentes (asi la sucesion s converge a xs en X,.)

(i) Si « es un namero ordinal limite, sea X, la union topologica de {Xj :
B < a}, es decir, el cociente de la union ajena de la familia { X3 : 8 < a}
inducida por las inmersiones Xg — X para 6 < a.
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Dado que cualquier cociente de un espacio secuencial es secuencial, cada
X, es secuencial, en particular X, es secuencial. Ademés, dado que cada
sucesion en X, estd contenida en algin X,, es mds, ésta tiene un limite en
Xa+1, X, es numerablemente compacto. Por lo tanto se tiene lo deseado. 7

Sabemos del Teorema que la suma topologica de cualquier familia
de espacios secuenciales ajenos es un espacio secuencial, esto permite que la
suma topologica ajena de cualquier familia de espacios subsecuenciales sea
un espacio subsecuencial. Esto se demuestra en el siguiente teorema.

Teorema 5.4. [N. Noble] Sea {X,}acr una familia de espacios topoldgi-
cos. Si para cada o € I el espacio X, es secuencial, entonces @, .; Xo e€s
subsecuencial.

acl

Demostracion. Para cada o € [ sea Y, un espacio secuencial de modo que
X, sea un subespacio de Y,. Es claro que @_.; X, es un subespacio del

espacio secuencial @, .; Yo. Por lo tanto se tiene lo deseado. T

Recordemos que un espacio topoldgico esta determinado por subconjuntos
numerables si [A]acp = ¢lx(A) para cada A C X, donde

[A]ACPZAU{$EX\AE|BCA(’B| gwchX(B):BU{w})}

Teorema 5.5. [T. Rishel [5]] Sean X un espacio determinado por subcon-
juntos numerables y B = [X]=¥ la familia de todos los subconjuntos nume-
rables de X. Entonces la proyeccion natural de la suma topoldgica @z p B
sobre X es una funcidon cociente.

Demostracion. Es claro que p : @ g5 B — X es una funciéon sobreyectiva.
Ademas, por la definicion de la topologia del espacio suma, la preimagen de
todo abierto en X es abierto en @z B. Y si U es abierto en el espacio
suma, entonces su imagen bajo p es

pU)=p(| {BeB:UNB}Y) = |Jp(BNU)=|]BNU=U.
BeB BeB

Por lo tanto p es una funciéon cociente. T

Teorema 5.6. Sea X un espacio determinado por conjuntos numerables.
Entonces, si cada subconjunto numerable de X es subsecuencial, entonces X
es subsecuencial.
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Demostracion. Sean B = [X]|=* la familia de todos los subconjuntos nume-
rables de X y f la proyeccion natural de la suma topologica ), s B sobre el
espacio X es una funcién cociente, ademas dado que cada subconjunto nume-
rable de X es subsecuencial se tiene que ) ,_, B es un espacio subsecuencial.
Por lo tanto X es un espacio secuencial. ]

El Ejemplo justifica que el Teorema no es valido si sustituimos
la propiedad de ser subsecuencial por la de ser secuencial.

5.4. Filtros Secuenciales

Para comprender la combinatoria de los filtros subsecuenciales se estudia-
ran, en esta seccion, algunas propiedades basicas de los filtros secuenciales.
Para A € [w]“, [A] denotara al conjunto {B € [w]* : |AN B| = w}.

Lema 5.7. Si F es un filtro libre, entonces F* = {[F]: F € F}.

Demostracion. Note que si E € F* entonces es falso que para algin F € F,
|FNE| <w,deserasi, Fp = F\ (FNE) & F es tal que FpNE =, por
tanto, para cada F' € Fy cada F € FT, |[ENF| =w. Por lo tanto se da la
igualdad deseada. T

Entonces se tiene que F € clgr)(A) siy solo si A € F*. Para un filtro
libre F y A € F*t, ocurre que £(F|4) es un subespacio de &(F).

Dada A una familia casi ajena, es claro que F4 = {F Cw: VA € A(A C*
F)} es un filtro sobre w y mostraremos que de hecho es secuencial. Pero antes,
observemos que todo subconjunto infinito de A € A converge a F.

Lema 5.8. Sea A una familia AD. Entonces, para cada B ¢ A, AU{B} es
AD siy sdlo siw\ B € Fy.

Demostracion. Suponga que la familia AU {B} es casi ajena para B ¢ A,
entonces para cada A € A, |[ANB| < w, es decir, paracada A € A, A C* w\B.
Esto implica que w \ B € F4. Inversamente, si w \ B € F,4 entonces para
todo A € A, A C*w\ B, es decir para cada A € A, |AN B| < w. Por tanto
AU {B} es casi ajena. T

Teorema 5.9. Un filtro libre F es secuencial si y solo si existe A una familia
AD maximal respecto a la siguientes propiedade:

F e F siy sdlo si para todo A e A,AC* F yF = F4.
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Demostracion. Suponga que F es un filtro secuencial, entonces el espacio
&(F) es secuencial. Definimos

Fr={Aecw]” :VFeFAC" F)}.

Note que para cada B € FT existe una sucesion {z,},<, contenida en B
que converge a F en &(F), es decir, para cada F' € F, {z, : n < w} € F*.
elija ahora A una familia casi ajena maximal en F*. Note que si B € F*\ A
entonces existe A € A de modo que |[BNA| = w.
Considere
Fio={FCw:VAc A(AC" F)}.

es claro que F C F4. Veamos que F4 C F. Supongamos que existe G €
Fa\F, entonces w\ G € F*.

Como F es secuencial, podemos hallar B C w \ G sucesién convergente
a JF asi, para cada F' € F se tiene que B C* F), es decir B € F*. Note que
[B]*NA =10 ya que G € Fqy para cada C € [B]¥ se tiene que C ¢* G,
ademés se tiene que para cualesquiera A € Ay C € [B]Y ANC es finito,
puesto que C' C By BNG = (). Esto contradice la maximalidad de A en F*.

Por lo tanto F4 C F, es decir F = F4 v A cumple las propiedades
solicitadas.

Inversamente, sea A una familia AD en w de modo que F4 = F. Sea
B € F,si AU{B} es casi ajena, entonces por el Lema w\ B € Fyu,
esto contradice que B € ]:;{, asi se tiene que AU {B} no es AD, entonces es
posible hallar A € A de modo que |A N B| = w, esto implica que AN B sea
una sucesion convergente a F4. Por lo tanto F es secuencial. T

Teorema 5.10. Para cada familia AD A, F 4 es un filtro secuencial.

Demostracion. Sean A una familia AD en wy B € [w]* de modo que F4 €
cle(r)(B). Sabemos que B € ]-"j, entonces por el Lema ,se obtiene que
AU {B} no es una familia AD, asi, existe A € A de modo que AN B es
infinito. Note que AN B es una sucesion contenida en B convergente a F 4
en £(F4). Por lo tanto F 4 es secuencial. T

El Teorema anterior provee un método para construir varios filtros se-
cuenciales no equivalentes por pares. Recordemos que dos filtros libres F y G
sobre w son equivalentes si y s6lo si los espacios £(F) y £(G) son homeomorfos.

Teorema 5.11. FEuxisten 2° filtros secuenciales no equivalentes por pares.
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Demostracion. Sea A una familia AD de tamafio ¢ (para la construccion de
dicha familia vea [I0] p. 184)Considere {A, : o < ¢} una indicacion de A.
Para cada = € P(c) \ {0} defina

A, ={A, :a € x}.

Note que A, es una familia AD para cada = € P(c) \ {0}, por ser una subfa-
milia de A. Si z,y € P(c) \ {0} son distintos, existe, sin perder generalidad,
v € x tal que A, ¢ A,. Dado que A, U{A,} es AD, entonces w\ A, € Fyu,,
ademés w \ A, ¢ Fa,, por lo que los filtros F4, y F4, son distintos. Sea
zo € P(c) \ {0}, como {(Fa,,) es numerable, este espacio no puede ser ho-
meomorfo a mas de ¢ espacios del mismo tipo. Entonces existe z; € P(¢)\{0}
de modo que {(Fa4,,) v {(Fa,,) no son homeomorfos. Supongamos que para
« < 2¢ hemos elegido elementos de P(c) \ {0} para formar la familia

X ={{Fa,,) n<a}

de elementos no homeomorfos dos a dos. Para cada elemento de X existen
a lo mas ¢ espacios de la misma forma homeomorfos a cada uno de ellos, es
decir, existen a lo méas ac espacios homeomorfos a algiin elemento de X, y
ac < 29 entonces existe z, € P(c) \ {0} tal que {(FL4,, ) no es homeomorfo
a algin elemento de X.

Por lo tanto existe una familia

X ={6(Fa,) 0 < 2)

que consiste de espacios no homeomorfos por pares. T

5.5. Filtros Subsecuenciales

En [9], el autor introduce el grado de subsecuencialidad de un filtro subse-
cuencial y prueba que existen filtros subsecuenciales con grado de secuenciali-
dad arbitrariamente grande. Usando la definicion del grado de secuencialidad
introduciremos el orden de subsecuencialidad de un filtro subsecuencial.

Sea S es un espacio secuencial que contiene a (F) como subespacio, sin
perder generalidad, asumiremos que S = clg(w). También note que A € F
si y solo si F € clg(A). El grado de subsecuencialidad de F en el espacio S
es el nimero ordinal

o(F,8) =min{ < w, : VA € FF(F e A%}
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donde la iteracion A? (ver Seccion 2.4) es tomada en el espacio S. Observe
que si F es un filtro subsecuencial, entonces

o(F,S) = sup{c(Fla,cls(A): Ae F'}

El grado de subsecuencialidad de un filtro subsecuencial F es el nimero
ordinal

o(F) =min{o(F,S) : S es un espacio secuencial con &(F) C S}.
El siguiente resultado ha sido tomado de [14].

Teorema 5.12. Para cada filtro secuencial F y cada A € FT, se tiene que
Fla es subsecuencial y o(F|a) < o(F) < wy.

Demostracion. Note que para todo A € Ft ocurre lo siguiente

(i) {S : S es secuencial y (F) C S} C {S : S essecuencial y {(F|a) C
S}.

(ii) Fli={BCw:ANBeF }CF".

Entonces bastara ver que para cada A € F y cada S espacio secuencial que
contiene a {(F) como subespacio ocurre que

0(]-"|A,S) §a(f,S).

Sea A € F*. Observe que para cada B € F|} se tiene que F|4 € B?, con
0 < wy, siy solo si existe {z,, : n < w} contenido en AN B* de modo que
T, — Fla, con = pu+1,siysolosi Fe B

Asi, si ) = o(F, S) entonces para todo B € F|} se tiene que F|4 € B%,
por lo que o(F|a,S) < Oy. Es decir o(F|a) < o(F). Ademaés es claro que
F|a es subsecuencial y que o(F) < wy. T

En [9] el autor usa la suma de filtros e introduce el producto de filtros para
generar varios filtros subsecuenciales. Veamos c6mo se definen estas nociones.

Fije un filtro libre F sobre w y una particion {4, : n < w} de w en
conjuntos infinitos. Para cada n < w, sea F,, un filtro libre sobre A,,. Entonces
definimos

S Fi={Acwi{n<w:ANA, e F}eF}y
]_'
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H]-‘n:{UFn:‘v’n<w(Fn€]:n)}-

n<w
Es claro que )~ F, y [ [ F. son filtros libres sobre w. Obsérvese que para
ACw, A€ (Z]_-]:n)Jr (respectivamente A € ([[-F,)") siy solo si {n <
w:ANA, € FI} e Ft (respectivamente, existe n < w, A € FI).
Veamos que estas dos operaciones de filtros generan filtros subsecuencia-
les.

Teorema 5.13. Sea F un filtro subsecuencial y sea {A, : n < w} una
particion de w en conjuntos infinitos. St F,, es un filtro subsecuencial sobre
Ay, para cada n < w, entonces ) - F, es subsecuencial y

a(Z}"n) < mz’n{sup{a(]—"n) n>m}:m< w} + o(F).
F
Particularmente, ) F, es subsecuencial y

a(?]:n) < min{sup{o(F,) :n>m} :m < w}.

Demostracion. Sabemos que

an:{ACw:{n<w:AﬂAn€fn}€f}.
f

Por hipoétesis, existe un espacio secuencial S y, para cada n < w, un espacio
secuencial S, tales que £(F) C S = cls(w), o(F) = o(F,S), &(Fn) C S, =
s, (An) y o(F,) = o(Fn, Sn), para cada n < w. Suponga que SN .S, = ()
para cada n < w, y S, NS,, = 0 para distintos n,m < w. Siguiendo la
idea de suma secuencial introducida en [2], sea Y la suma topolédgica ajena
de los espacios S, v X = {F, : n < w}. Observe que X es cerrado en Y.
Defina f : X — S como f(F,) = n, para cada n < w. Por el Teorema
sabemos que el espacio Z = Y Uy S es secuencial. Haga F = z € Z.
Suponga que V' € n(z). Por la definicién de la topologia de Z, se tiene que
{n<w:VNA, € F,} € F.Sea F € ) F,. Entonces es posible hallar
U € ns(F) tal que U N (U,., An) = F. También se sabe que para cada
ke {n <w:FNA, € F,} existe U, € ng,(Fr) tal que Uy N A =
F N A Entonces, V =U U (Uk<w Uk) es un abierto en Z tal que z € V' y
VN (Upew, Ax) = F. Ademés

N F. = {Vﬂ ( UAn:VGU(z))}.

n<w
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Esto demuestra que ) F, es subsecuencial. Sea o = min{sup{o(F,) :
n > m}:m < w}. Escoja m < w tal que a = sup{o(F,) : n > m}. Si
z € clz(C) \ C para algin C C S C Z, entonces existe § < o(F) de modo
que z € CY. Asi, z € C***(F)_ Ahora, fije A € (fon)+. Entonces, se
puede hallar una sucesion creciente {ny}r<, de niimeros naturales tal que
ANA,, € .7-";; para cada k < w.Sin perder generalidad suponga que m < ny
para cada k < w. Esto se sigue de suponer que F,, € (ANA4,,)* C A%, en
el espacio S, , para cada k < w. Asi, z € Acto(F) - Ademas

U(Z]:n) < J(Z]:n,XUfS) < min{sup{o(F,) :n>m}:m < w}+o(F).
F F

f

Teorema 5.14. [14] Sea {A, : n < w} una particion de w en conjuntos
nfinitos. St F,, es un filtro subsecuencial sobre A, para cadan < w, entonces
[1F. es también subsecuencial y o([]F,) = sup{o(F,) : n < w}.

Demostracion. Por definicién tenemos que

an:{UFn:vn<w(Fnan)}-

n<w

Para cada n < w, sea S,, un espacio secuencial tal que {(F,,,) C S, = clgs, (Ay)
y 0(Fn) = o(Fn,Sn). Sea X la suma topologica ajena de los espacios S,.
En el espacio X, identificamos todos los puntos F,, en un solo punto z. En
virtud del Teorema el espacio cociente X/ ~ es secuencial, ademas
[1F ={VNnw:V en(z)} Haga F = [[ F,. Sabemos que A € F' siy
solo si existe n < w de modo que AN A, € F,. Asi, se dedcue que o(F) <
sup{o(F,) : n < w}. Sea S un espacio secuencial tal que o(F) = o(F,5).
Para k < w, se tiene que Fla, = Fry ArUF C S, asi que o(Fy) = 0(Fa,) <
o0(Fla,,S) <o(F,S)=oc(F). Por lo tanto o(F) = sup{o(F,) :n <w}. T

Una aplicacion interesante de la suma de filtros es la siguiente.

Teorema 5.15. Sea F un filtro subsecuencial. Entonces, para todo A € F+
existe una particion {A, :n < w} C [w]* de A y, para cada n < w, un filtro
subsecuencial F,, sobre A, de modo que

Flac ) Fu
Fr
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Particularmente, eriste una particion {A, :n < w} C [w]¥ de w y, para cada
n < w, F, un filtro subsecuencial sobre A,, tal que

FCY Fa
Fr

Demostracion. Primero, suponga que F es secuencial. Elija A € [w]¥ que
converja a F. Sea {A, : n < w} una particién de A en conjuntos infinitos. Si
es necesario, anada una cantidad finita de puntos en cada A, de modo que
Un<o An = w. Fije F' € F. Entonces, existe m < w de modo que A\ m C F.
De nuestra suposicion deducimos que existe k& < w tal que A, C F para
todo k < n <w. Asi, F € >, F.(A,). Entonces F C 3, F.(Ay). Ahora
suponga que o(F) > 1. Sea S un espacio secuencial de modo tal que &(F)
es subespacio de S'y o(F,S) = o(F) y w es denso en S. Como o(F,S) > 1,
existe una sucesion no trivial {s,},<, en S\ w tal que s, — F. Podemos
suponer que S, # S, paran < m < w. Sea {V,, : n < w} la familia de
subconjuntos abiertos ajenos dos a dos de S tal que s, € V,, para todo
n<w.Haga A, =V, Nwy F, ={A4, NV :V €ns(s,)}, para cada n < w.
Como antes, se puede asumir que w = {J, ., A,. Es claro que F,, es un filtro
subsecuencial sobre A,, para cada n < w. Si F' € F, entonces, es posible
encontrar una vecindad abierta U de F tal que F' = wNU. Se sabe que existe
m < w tal que s, € U para cada m < n < w. Por definicién, se tiene que
A,NU € F, paratodom < n < w. Estoes, F = FNA,) €7 Fuo

n<w(

A continuacién daremos una caracterizacion de aquellos filtros libres que
tienen sucesiones convergentes no triviales.

Teorema 5.16. Sea F un filtro libre, £(F) tiene sucesiones convergentes no
triviales si y solo si existe una particion {A, : n < w} de w en conjuntos

infinitos tal que F C [ Fr(4y).

Demostracion. Suponga que F C [[F.(A,). Es claro que cada A,, es una
sucesion no trivial convergente en &(F). Inversamente, sea {A, : n < w} una
particion en conjuntos infinitos del rango de una sucesién convergente no
trivial en (), suponga sin perder generalidad que | J,_ A, =w. Si F € F
entonces para cada n < w, A, C* F, por tanto F C [[ F-(4,). T

Se dice que una familia B de subconjuntos infinitos de w genera un filtro F
sobre w si para cualquier F' elemento de F exiten By, ..., B, € B de manera
que ()., Bi C F.
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Teorema 5.17. Sean A = {A, : n < w} una particion de w en conjuntos
infinitos y F un filtro libre sobre w. Si F,, es un filtro libre sobre A, para
cada n < w, entonces Y » F, es el filtro generado por [ [ F,, U(F ® A), donde

FoA={BCw:{n<w:A,CB}eF}

Demostracion. Consideremos F' € ) - F,, entonces de acuerdo a la defini-
cion de filtro suma, el conjunto D = {n < w : A, N F € F,} pertenece al
filtro F. Consideremos B; = Un<w F,, donde para cadan € D, F, = A, NF
y para todon ¢ D, F,, € F,, es claro que By € [[ F,,, y sea By = U, p An,
observe que el conjunto By pertenece a F ® A. Entonces

BlmBgz<UFn>ﬂ<UAn): J.nE)=J@A.nF)CF

n<w neD neD
Por lo tanto, la familia [ [ F, sup(F ® A) genera al filtro ) - F,,. T

Teorema 5.18. Sea F un filtro libre sobre w. Entonces F es secuencial
(subsecuencial) si y sdlo si F @ A es secuencial (subsecuencial) para cada
particion A de w en conjuntos infinitos.

Demostracion. Sea A = {A, : n < w} una particion de w en conjuntos
infinitos. Haga G = F ® A.

Primero suponga que F es secuencial y sea B € G*. Entonces £ = {n <
w: BNAy # 0} € F'. Asi, existe una sucesion {ny}r<, en E tal que
x, — F. Paracada k <w fije by € BNA,,. 51 G € G, entonces existe F' € F
tal que |J,cp An C G. Se sabe que existe i < w tal que ny, € F para cada
k < w con k > i. Luego, b, € G para cada k < w con ¢ < k. Esto demuestra
que b, — G. Por lo tanto G es secuencial. Ahora asuma que G es secuencial y
sea D € F©. Haga G = |J,,cp An. Es claro que G € G*. Entonces, es posible
hallar un subconjunto infinito C' de G tal que C' C* W para todo W € G. Sea
E={neD:CNA,#0} Si FeF,entonces se tiene que C' C* |J,cr An
y esto implica que £ C* F. Por tanto F es secuencial.

Veamos ahora el caso subsecuencial. Si definimos la funciéon f: w — wxw
de modo que f: A, — {n} X w es una biyeccién para cada n < w, entonces

G flGl={ACwxw:{m<w:{n<w:(mn) €A} =w}e F}.

Asi, se observa que £(F) es homeomorfo a f[G]U (w x {0}), como subespacio
de £(f[G]). Entonces, si G es subsecuencial entonces F lo es. Inversamente,
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suponga que existe un espacio secuencial S tal que {(F) C Sy S = clx(w).
Considere la funcion f : S — S definida por f(z) = zsix € S\wy
f(z) = nsiaz € A, Considere a S con la topologia débil inducida por la
funciéon f y denote a este espacio topoloégico por T. Entonces T' es secuencial
yE(F A CT. T

Usaremos la suma de ultrafiltros para demostrar que todo filtro secuencial
tiene una m—base numerable. Se dice que P C [w]* es una m—base de un
filtro F si para cada F' € F existe P € P tal que P C F. Para tal finalidad
necesitaremos el siguiente lema.

Lema 5.19. Sea F un filtro libre y {A, : n < w} una particion de w en
conjuntos infinitos y suponga que JF, es un filtro sobre A, para cada n < w.
Si P, es una m—base para F,, para cada n < w, entonces |J _. Pn es una
n—base para Yy F,.

n<w

Demostracion. Si F' € ) F,, entonces £ = {n <w: FNA, € F,} €F.
Fijemos n € E' y sea P € P, tal que P C F N A,. Entonces, se tiene que
P C F. Esto demuestra el Lema. T

Teorema 5.20. 57 F es un filtro subsecuencial, entonces F tiene una m—base
numerable.

Demostracion. Sean JF un filtro subsecuencial y S un espacio secuencial tal
que {(F) C clg(w) = S. Entonces, existe A € F'y 0 < p < wy tales que F €
AP*L donde la iteracion A*H! es tomada en el espacio S. Procederemos por
induccion transfinita sobre p. Si g = 0, entonces existe una sucesion {s, }n<w
en w que converge a F. Entonces, la familia {{s, :n <k <w}:n <w} es
la m—base buscada. Suponga ahora que 1 < p, entonces es posible hallar una
sucesion {s, }n<w en S\ wy p, < p tales que s, - F y s, € A, para cada
n<wy iy < i Sea {A, : n < w} una particion de w de modo que para
todon < w, s, € Ak Haga F, ={V N A, :V €n(s,)} e identifique s, con
Fn, para cada n < w. Es claro que F,, es un filtro subsecuencial, para cada
n < w. Ademas F C ), F,. Por hipotesis inductiva, F,, tiene una m—base
numerable. Es claro que si F y G son filtros libres con F C G, entonces toda
m—base de G es una m—base para F. Aplicando el Lema [5.19| se tiene el
resultado. T
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5.6. Algunos ejemplos

En [9], se define la #—potencia de un filtro libre, para cada nimero ordinal
1 <0 < w (laidea de esta nocion fue tomada de la potencia original, definida
en [3]):

Sea F un filtro libre sobre w. Fije una particion {4, : n < w} de w en
conjuntos infinitos, y para cada ordinal limite § < w; fijamos una sucesion
estrictamente creciente {6, : n < w} no acotada en ¢ donde para cada n < w,
0, no es un numero ordinal limite. Para cada n < w, sea F,, un filtro libre
sobre A, equivalente a F. Entonces, definimos F!' = F y F? = > o5 Fn-
Usando induccién transfinita, definimos F? para cada 2 < 6 < w; como
sigue:

Si6=p+1y pnoes un numero ordinal limite, entonces se define

fezzgna
Fr

donde G,, ~ F*, para cada n < w. Ahora, suponga que 6 es un ordinal limite.

Entondes, definimos
F=l[RyF=> %
]:

donde F,, es equivalente a F/» para cada n < w. Destacamos que la definiciéon
de cada potencia de los filtros F? es tinica salvo equivalencia de filtros, ya que
depende de la particion que hemos fijado y de los filtros sobre cada elemento
de la particion que elegimos. Las propiedades basicas de estas potencias de
filtros fueron estudiadas en [9] y de ahi hemos tomado el siguiente resultado
que muestra el principal papel de las potencias del filtro de Fréchet F,.
Ahora mostramos un ejemplo de [I6] de un filtro no subsecuencial.

Ejemplo 5.21. Sea {M}, : k < w} una particion de w en conjuntos finitos
tales que sup{|Mg| : k¥ < w} = w. Entonces, definimos un ideal Z de subcon-
juntos de w declarando que E € 7 si existe m < w tal que |[EN M| < m para
todo k < w. Veamos que el filtro dual de Z no es subsecuencial (de hecho
no tiene m—base numerable). Sea {4, : n < w} una familia de subconjuntos
infinitos de w. Por induccién, podemos hallar puntos x € Ay NNV, para todo
k < w tales que i), # i; para ¢ < k < w. El conjutnos V' = {(F)\{zy : k < w}
es una vecindad de F, donde F es el filtro dual del ideal Z, tal que para cada
k <w, Ay ¢ V. Esto demuestra que F no admite m—base numerable alguna,
y por lo tanto el filtro F no es subsecuencial.
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El siguiente ejemplo muestra que la proposicion inversa del Teorema [5.15
no es verdadera.

Ejemplo 5.22. Para comenzar con nuestro ejemplo, consideremos el filtro
Fi={AcCcwxw:{n<w:{m<w:(n,m) e A} € F,} € F.} como
subconjuntos de P(w x w) (en la literatura, este filtro es conocido como el
filtro tensor y se denota por F, ® F,.), fije un filtro libre arbitrario G sobre
w. Entonces, definimos:

Fo={(axw)u( U ) x @\ f) : AeGy fe “(\ (o)}

ncw\A

donde, en general, D% = {A C w: 3D € D(D C A)} para D C [w]*. Es claro
que Fg es un filtro libre sobre w x w, Fg C F} y w x {0} € FJ. También
es evidente que el filtro Fglux (o} es equivalente a G. Sea G cualquier filtro
libre sobre w no subsecuencial (de hecho, el filtro dado en el Ejemplo ,
entonces el filtro Fgl,x 0} 10 es subsecuencial y de igual forma Fg.

Ahora presentaremos una clase de ejemplos de filtros subsecuenciales.

Sea Seq = |, "w-. Para una funcion 0 que asigna a cada s € Seq un
filtro libre d(s) sobre w, definimos una topologia 75 sobre Seq de la siguiente
manera U € 75 es abierto si y solosi {n <w:s~n €U} € J(s) para cada
s € Seq, donde s ~ n = sU {(dom(s),n)} (para més propiedades acerca
de los espacios Seq se puede considerar [16]). Este espacio serd denotado
por Seq(d). Es sabido que Seq(d) es un espacio Hausdorff, cero-dimensional
y extremadamente disconexo sin puntos aislados (vea [16]). Sea F un filtro
libre sobre w. Si d(s) = F para cada s € Seq, entonces Seq(0) serd denotado
por Seq(F). Es también sabido que el espacio Seq(F,) es homeomorfo al
espacio de Arhangelskii-Franklin (ver [2]) que es secuencial mas no Fréchet-
Urysohn.

Para s € Seq, definimos los conjuntos C(s) = {t € Seq : s < t} y
Xs = {s}U{s ~n:n < w} Observe que C(s) es abierto en Seq(d) y X;
es un subconjunto cerrado de Seq(¢), para cada s € Seq. Ademas note que,
C' C Seq(d) es cerrado si y solo si C' N X, es cerrado para cada s € Seq.
En efecto, suponga que C'N X es cerrado en X, para todo s € Seq, y que
existe t € clgeq(s)(C) \ C. Sin perder generalidad, asuma que {n < w : t ~
n € C} e d(t)t (esto se puede demostrar inductivamente). Esto implica que
t € clx,(CNXy) \ C lo cual es imposible ya que C' N X; es cerrado. Cabe
mencionar que los espacios X y £(4(s)) son homeomorfos, para cada s € Seq.
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Asi, podemos suponer que £(6(s)) = {s} U N, donde Ny ={s ~n:n < w},
para cada s € Seq.
El siguiente teorema fue tomado de [12].

Teorema 5.23. Seq(d) es secuencial si y sélo si d(s) es secuencial para todo
s € Seq.

Demostracion. Necesidad. Fije s € Seq. Como Seq(6) es secuencial, entonces
X es secuencial también. Tgualmente se sabe que, {V U {s ~n:n < w} :
Venis)}={{s~n:nekF}:Fecd(s)} Asi obtenemos que §(s) es
secuencial.

Suficiencia. Sea C' C Seq(d) un conjunto no cerrado. Entonces, existe
t € Seq tal que C'N X, es no cerrado. Como X; es secuencial y cerrado en
Seq(d) es posible hallar una sucesion en C'N X; que converge a un punto
fuera de C. Esto demuestra que Seq(d) es secuencial. T

Teorema 5.24. Seq(0) es subsecuencial si y solo si §(s) es subsecuencial
para todo s € Seq.

Demostracion. Es claro que si Seq(d) es subsecuencial, entonces para todo
s € Seq, d(s) es subsecuencial.

Ahora asuma que para todo s € Seq, (s) es subsecuencial y que d(s) es
un filtro sobre {s ~ n : n < w}. La estrategia para la construccion del espacio
secuencial S que contendra a Seq(d) como un subespacio esta basada en el
Teorema En efecto, para cada s € Seq, sea T, un espacio secuencial
tal que £(0(s)) = {s ~n:n <w}U{d(s)} C T Sin perder generalidad
asumiremos que T, N 7T, = () para cualesquiera s, € Seq distintos. Por
facilidad, identificaremos el punto §(()) de Ty con ). Sea Y la suma topologica
ajena de los espacios {T} : s € Seq}. Hagamos X = {d(s) : s € Seq \ {0} }.
Es claro que X es un subconjunto cerrado de Y, y defina f : X — Y como
f(0(s)) = s, para cada s € Seq \ {0}. El espacio deseado es Z = Y U; YV
que es secuencial por el Teorema Asi como en la prueba del Teorema
se tiene que Seq(d) es un subespacio de Z. Por lo tanto, Seq(d) es
subsecuencial. T
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