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Capítulo 1

Introducción

El objetivo principal de este trabajo es establecer un modelo estadístico paramétrico
para realizar la predicción sobre un conjunto de datos los cuales corresponden a los
registros meteorológicos obtenidos en la zona de Texcoco proporcionados por la estación
Meteorológica del Departamento de Irrigación de la U.A.CH., usando la metodología de
Box y Jenkins para series de tiempo.

La meteorología es la ciencia encargada del estudio de la atmósfera, de sus propiedades
y de los fenómenos que en ella tienen lugar. El estudio de la atmósfera se basa en el
conocimiento de una serie de magnitudes, o variables meteorológicas, como la temperatura,
la presión atmosférica o la humedad, las cuales varían tanto en el espacio como en el
tiempo. En el presente trabajo se estudia y análiza la humedad de manera especifica y su
impacto sobre cierta región de la superficie terrestre, que se manifiesta como la cantidad
de vapor de agua que contiene el aire, esa cantidad no es constante, sino que dependerá
de diferentes factores, como si ha llovido recientemente, si estamos cerca del mar, si hay
plantas, etc.

En este trabajo de tesis se realiza un estudio de la humedad contándose pór ejem-
plo con una base de datos del clima en la zona de Texcoco, obtenida en la estación
Meteorológica del Departamento de Irrigación de la U.A.CH. (Universidad Autónoma
de Chapingo), los datos fueron tomados cada 30 minutos, con las fechas del 9 de Mayo
del 2003 al 28 de Octubre del 2010. En la base de datos se cuenta con información
meteorológica de registros como lo es, la humedad, la temperatura del aire, temperatura
máxima, temperatura mínima, humectación de hoja, barómetro, velocidad del viento,
velocidad máxima, sensación térmica, recorrido del viento, lluvia, intensidad máxima,
punto rocío y evapotranspiración. Para el desarrollo del trabajo, se realizó, en principio,
una filtración de los datos, enseguida se obtuvieron promedios diarios de todas las
variables meterológicas observadas y posteriormente se realiza en primera instancia un
análisis de regresión lineal simple tomando como variable dependiente la humedad y como
variables independientes a las demás variables meteorológicas, con el propósito de análizar
el comportamiento de la humedad en términos de cada una de las otras variables meteoro-
lógicas. Después se realizó un análisis de la humedad usando el método de descomposición
aditiva, para este análisis se obtuvieron promedios de cada estación del año (es decir
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

promedios del verano, otoño, invierno y primavera). Luego se realizó un análisis usando
el método de la suavización exponencial simple para los registros diarios de la humedad
ya que los datos mostraban que no había tendencia ni algún patrón estacional bien definido.

Como uno de los objetivos principales es predecir el comportamiento a corto plazo de
la humedad para pronosticar el comportamiento de otras variables meteorológicas que de-
penden de ella, se realiza un análisis de series de tiempo determinando el modelo ARIMA
que mejor ajuste a la serie de tiempo manejada para los datos así como el orden del modelo.

A continuación se describen de manera general los puntos importantes de cada capítulo
que abarca este trabajo de tesis, como este trabajo pretende ser autocontenido, es nece-
sario un conocimiento mínimo sobre meteorología y series de tiempo de manera que en el
capítulo 2 se presentan algunos conceptos meteorológicos que son usados como variables en
el análisis de regresión. En el capítulo 3 se revisa la teoría del análisis de series de tiempo
como son procesos estocásticos, la definición formal de series de tiempo, posteriormente
se presentan los principales modelos de regresión de series de tiempo. En el capítulo 4 se
estudian los métodos de la suavización exponencial y en el capítulo 5 se explica la meto-
dología de Box-Jenkins, se presentan los modelos ARMA (autorregresivos y promedios
móviles) los cuales juegan un papel importante en el desarrollo del análisis, se estudian
los modelos de series de tiempo estacionarios tales como los modelos de promedios móviles
y autorregresivos. También el concepto de los modelos de primer orden y los de orden
mayor, ya por último se introducira él concepto de modelos ARIMA, y la aplicación de
la metodología de Box-Jenkins al análisis de los datos de la humedad.

Objetivos

Objetivo general: Realizar el análisis de los datos de la humedad obtenidos en la
Estación Meteorológica del Departamento de Irrigación de la U.A.CH. ubicada en el
Municipio de Texcoco México.

Objetivos Particulares:

1. Presentar los conceptos básicos de una serie de tiempo.

2. Realizar la filtración de los datos.

3. Realizar un análisis de regresión de los datos tomando a la humedad como variable
dependiente, para obtener un modelo que permita hacer predicción.

4. Obtener un modelo de predicción para la humedad, usando métodos de suavización
exponencial.

5. Obtener un modelo que permita realizar predicción para la humedad, usando la
metodología de Box-Jenkins para series de tiempo.
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Capítulo 2

Materiales y métodos

La meteorología es la ciencia encargada del estudio de la atmósfera, de sus propie-
dades y de los fenómenos que en ella tienen lugar, los llamados metéoros ([5],[9]).

El estudio de la atmósfera se basa en el conocimiento de una serie de magnitudes, o
variables meteorológicas, como la temperatura, la presión atmosférica o la humedad, las
cuales varían tanto en el espacio como en el tiempo.

Para el análisis de este trabajo se cuenta con una base de datos meteorológicos. En
este capítulo se introducen estos conceptos extendiendose un poco más en los aspectos
relacionados con la humedad, dado que constituye la variable respuesta para los demás
datos climáticos.

2.1. Breve descripción de la atmósfera

La atmósfera es la capa gaseosa que envuelve la Tierra, y que se adhiere a ella gracias
a la acción de la gravedad. Es difícil determinar exactamente su espesor, puesto que los
gases que la componen se van haciendo menos densos con la altura, hasta prácticamente
desaparecer a unos pocos cientos de kilómetros de la superficie.

Entre los gases que componen la atmósfera, hay que destacar el Nitrógeno (N2),
el Oxígeno (O2), el Argón (Ar), el Dióxido de Carbono (CO2) y el vapor de agua,
es importante recordar que la concentración de estos gases varía con la altura, siendo
especialmente acusadas las variaciones del vapor de agua, que se concentra sobre todo en
las capas próximas a la superficie.

La atmósfera terrestre esta dividida principalmente en cuatro capas: la troposfera, la
estratosfera, la mesosfera y la termosfera. Tiene funciones importantes, una de ellas es
proteger la biosfera, que es la capa donde se sustenta la vida en el planeta.
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CAPÍTULO 2. MATERIALES Y MÉTODOS
2.2. DEFINICIONES METEOROLÓGICAS

2.2. Definiciones meteorológicas

Temperatura

La temperatura es una de las magnitudes más utilizadas para describir el estado de la
atmósfera, sabemos que la temperatura del aire varía entre el día y la noche, entre una
estación y otra, y también entre una ubicación geográfica y otra. En invierno puede llegar
a estar bajo los 0oC y en verano superar los 40oC.

Formalmente, la temperatura es una magnitud relacionada con la rapidez del movi-
miento de las partículas que constituyen la materia. Cuanta mayor agitación presenten
éstas, mayor será la temperatura.

Para medir la temperatura, tenemos que basarnos en propiedades de la materia que se
ven alteradas cuando ésta cambia: la resistencia eléctrica de algunos materiales, el volumen
de un cuerpo, el color de un objeto, etc.[9] El instrumento que se utiliza para medir
la temperatura se llama termómetro y fue inventado por Galileo en 1593. Hay muchos
tipos distintos de termómetros. El modelo más sencillo consiste en un tubo graduado
de vidrio con un líquido en su interior que puede ser, por ejemplo, alcohol o mercurio.
Como estos líquidos se expanden más que el vidrio, cuando aumenta la temperatura,
asciende por el tubo y cuando disminuye la temperatura se contrae y desciende por el tubo.

Como toda magnitud física, la temperatura tiene asociadas unas unidades de medida,
diferentes en función de la escala que elijamos:

Escala Celsius (oC): Fue propuesta en 1742 por el astrónomo Anders Celsius.
Consiste en una división regular en 100 intervalos, donde el 0 corresponde al punto de
congelación del agua y el 100 al punto de ebullición del mismo. Se expresa en grados
centígrados y es la que utilizamos habitualmente y en este trabajo.

Escala Fahrenheit (oF ): Fue introducida en 1714 por Gabriel D. Fahrenheit
y se utiliza habitualmente en Estados Unidos. El termómetro se gradúa entre 32oF
(correspondiente a los 0oC) y 212oF (correspondientes a los 100oC).

Escala Kelvin (oK): Fue introducida por Lord Kelvin en 1848 y es la escala más
usada por los científicos. Es una escala que no tiene valores negativos de la temperatura y
su cero se sitúa en el estado en el que las partículas que forman un material no se mueven.
El punto de ebullición del agua corresponde a 373oK y el de congelación a 273oK. Por
tanto, una variación de 1 grado en la escala Kelvin es igual que una variación de 1 grado
en la escala Celsius (ver Figura 2.1).
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2.2. DEFINICIONES METEOROLÓGICAS

Figura 2.1: Escalas usadas para la medición de la temperatura.

Punto de Rocío

Es la temperatura a la que debera enfriarse la masa de aire para alcanzar su punto de
saturación, con relación a su contenido de vapor. Se puede llegar por dos caminos distintos:

1. Añadiendo más vapor de agua a la masa de aire.

2. Enfriando la masa de aire.

También puede definirse como la temperatura a la cual el aire se satura [8].

Sensación Térmica

Se puede definir como la sensación de calor o frío que sentimos en presencia de viento
o humedad, o la temperatura aparente que creemos que hace en un momento determinado
bajo estas circunstancias [7].

El cuerpo humano mantiene una temperatura corporal de 37oC aproximadamente y
para defenderse de temperaturas extremas aumenta o disminuye el diámetro de los vasos
sanguíneos encargados de la circulación subcutánea. Cuando se combina temperatura y
viento o temperatura y humedad, estamos hablando de sensación térmica.

Nuestro cuerpo mantiene en contacto con nuestra piel una capa aislante de milímetros
de espesor que nos aisla de la temperatura exterior. Cuando sopla viento esta capa se
reduce y se acelera la perdida de calor de nuestro cuerpo, es la sensación térmica por
efecto del viento.
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Cuando las temperaturas son altas la humedad aumenta la sensación de calor, dándonos
la impresión de que la temperatura es mucho mayor, esto se debe a que la humedad alta
dificulta la transpiración corporal. Si la humedad es baja se facilita la evaporación del
sudor, nuestro cuerpo pierde calor más rapidamente y la sensación térmica es de que la
temperatura es inferior a la real.

Presión Atmosférica

El aire que nos rodea, aunque no lo notemos, pesa y, por tanto, ejerce una fuerza sobre
todos los cuerpos debida a la acción de la gravedad. Esta fuerza por unidad de superficie
es la denominada presión atmosférica, cuya unidad de medida en el Sistema Internacional
es el Pascal (1Pascal = 1N/m2).

Por lo tanto, la presión atmosférica es la fuerza por unidad de área ejercida por la
atmósfera sobre cualquier superficie en virtud de su peso. Equivale al peso de una columna
de aire de sección transversal unitaria que se extiende desde un nivel dado hasta el límite
superior de la atmósfera [7].

La presión atmosférica depende de muchas variables, sobre todo de la altitud. Cuanto
más arriba en la atmósfera nos encontremos, la cantidad de aire por encima nuestro será
menor, lo que hará que también sea menor la presión que éste ejerza sobre un cuerpo
ubicado allí.

Pero la presión atmosférica, además de la altitud, depende de muchas otras variables.
La situación geográfica, la temperatura, la humedad y las condiciones meteorológicas son
sus principales condicionantes. Precisamente la relación que existe entre la presión atmos-
férica y el tiempo en un lugar hace de ésta una variable fundamental en la información
meteorológica.

Velocidad y Dirección del Viento

El viento consiste en el movimiento de aire desde una zona hasta otra. Existen
diversas causas que pueden provocar la existencia del viento, pero normalmente se ori-
gina cuando entre dos puntos se establece una cierta diferencia de presión o de temperatura.

Para poder disponer de medidas directas de velocidad y dirección del viento, se utilizan
distintos instrumentos de medida:

1. Medida de la velocidad horizontal del viento: el instrumento más utilizado
es el anemómetro de cazoletas en el que el giro de las mismas es proporcional a la
velocidad del viento. La unidad de medida es el km/h o el m/s.

2. Medida de la dirección: para ello se utilizan las veletas, que indican la procedencia
geográfica del viento. Hablamos de viento norte, noreste, suroeste, etc. en función de
dónde provenga éste [5].
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CAPÍTULO 2. MATERIALES Y MÉTODOS
2.3. MONITOREO ATMOSFÉRICO

Humedad

El agua es uno de los principales componentes de la atmósfera, en la que pue-
de existir como gas, como líquido, y como sólido. La presencia del agua en los tres
estados de agregación se debe a que las condiciones físicas (temperatura y presión) nece-
sarias para que se produzcan dichos cambios de estado se dan normalmente en la atmósfera.

La humedad es la cantidad de vapor de agua que contiene el aire [9]. Esa cantidad no
es constante, sino que dependerá de diversos factores, como si ha llovido recientemente,
si estamos cerca del mar, si hay plantas, etc. Existen diversas maneras de referirnos al
contenido de humedad en la atmósfera:

1. Humedad absoluta: masa de vapor de agua, en gramos, contenida en 1m3 de aire
seco.

2. Humedad especifica: masa de vapor de agua, en gramos, contenida en 1kg de aire.

3. Razón de mezcla: masa de vapor de agua, en gramos, que hay en 1kg de aire seco.

Sin embargo, la medida de humedad que más se utiliza es la denominada humedad relativa,
que se expresa en tanto por ciento y se calcula según la siguiente expresión:

h =
e

E
100.

En ella, e representa el contenido de vapor de la masa de aire y E su máxima capacidad
de almacenamiento de éste, llamada presión de vapor saturante. Este valor nos indica
la cantidad máxima de vapor de agua que puede contener una masa de aire antes de
transformarse en agua líquida (esto es lo que se conoce como saturación). De alguna forma,
la humedad relativa nos da una idea de lo cerca que está una masa de aire de alcanzar la
saturación. Una humedad relativa del 100 por ciento es indicativo de que esa masa de aire
ya no puede almacenar más vapor de agua en su seno, y a partir de ese momento, cualquier
cantidad extra de vapor se convertirá en agua líquida o en cristalitos de hielo, según las
condiciones ambientales.

2.3. Monitoreo atmosférico

Para llevar a cabo la obtención de los datos meteorológicos es necesario contar con
un instrumento que nos indique el valor de cada variable, en éste caso, una estación
meteorológica la cual permite cuantificar mediciones y hacer registros regulares de diversas
variables meteorológicas (por ejemplo la velocidad y dirección del viento, la presión
atmosférica, la humedad, la temperatura entre otras). En una estación meteorológica se
encuentran los sensores meteorológicos que permiten hacer el pronóstico del tiempo. Los
mas importantes son: veleta y anemómetro, barómetro, termómetros de máxima y de
mínima, higrómetro, heliógrafo, piranómetro, pluviómetro, entre otros.

Los datos registrados se utilizan tanto para la elaboración de predicciones meteoroló-
gicas a partir de modelos numéricos como para estudios climáticos.
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El instrumental meteorológico registrará sus mediciones en función del relieve topo-
gráfico y urbano donde se encuentre instalado, ya que es necesario que éste se encuentre
en un lugar despejado, sin elementos de encajonamiento que introduzcan una alteración
en los datos obtenidos y en los procesos de medición. Estos aparatos deben cumplir con
regularidad en su funcionamiento, precisión, sencillez en el diseño, comodidad de manejo
y solidez de construcción.

2.4. Descripción de los datos

Para el desarrollo de este trabajo se cuenta con una base de datos que contiene
información meteorológica de las siguientes variables: temperatura del aire, temperatura
máxima, temperatura mínima, humedad, humectación de hoja, barómetro, velocidad
del viento, velocidad máxima, sensación térmica, recorrido del viento, lluvia, intensidad
máxima, punto rocío y evapotranspiración. Esta información fue obtenida en la estación
Meteorológica del Departamento de Irrigación de la U.A.CH.

Al trabajar con datos es muy frecuente encontrar omisiones que afectan a las bases
de datos, en éste caso se tomaron originalmente los datos del Departamento de Irrigación
de la U.A.CH., los datos de cada variable son tomados cada 30 minutos, en este trabajo
se decidió tomar, en principio, promedios diarios de cada una de las variables. Los datos
tomados del Departamento de Irrigación de la U.A.CH. están registrados con las fechas del
9 de Mayo del 2003 al 28 de Octubre del 2010.
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Capítulo 3

Análisis de series de tiempo

El objetivo del análisis de una serie de tiempo es modelar mecanismos estocásticos
que se presentan en una serie observada con el propósito de predecir o pronosticar valores
futuros de la serie basándose en la historia de ésta y posiblemente otros factores relacio-
nados con la serie. Para abordar la definición de una serie de tiempo, es necesario conocer
antes la definición de un proceso estocástico, cuya definición se menciona a continuación.

3.1. Series de tiempo

Definición 3.1. Un proceso estocástico es una colección o familia de variables aleatorias
{Xt; t ∈ T} las cuales están asociadas a un conjunto de índices T , de tal forma que a
cada elemento del conjunto le corresponda una y sólo una variable aleatoria. Al conjunto
de todos los posibles valores que la variable aleatoria pueda tomar se le llama espacio de
estados el cual se denota por S.

Si T es un intervalo de números reales ya sea cerrado o abierto, se dirá que el proceso
estocástico es continuo, por otro lado, si el conjunto de índices es un conjunto finito o
infinito numerable el proceso será llamado proceso estocástico en tiempo discreto. Además
de la clasificación que se ha dado anteriormente, existe otro tipo de división en donde los
procesos estocásticos se clasifican de acuerdo a la cardinalidad del espacio de estados, así se
tendrán procesos estocásticos en tiempo continuo con espacio de estado discreto o continuo
y procesos estocásticos en tiempo discreto con espacio de estado discreto o continuo.
Dada la definición de un proceso estocástico se procede a definir una serie de tiempo.

Definición 3.2. Una serie de tiempo es una sucesión de observaciones generadas por un
proceso estocástico {Xt; t ∈ T} donde el conjunto de índices T está en función del tiempo.

Definición 3.3. Un modelo de serie de tiempo para un conjunto de datos observados {xt},
es la especificación de la distribución de probabilidad conjunta de una sucesión de variables
aleatorias {Xt}, para las cuales cada {xt} se toma como una realización del proceso.

Definición 3.4. Las funciones {Xt(ω);ω ∈ Ω} en T son conocidas como las realizaciones
de un proceso estocástico {Xt; t ∈ T}, siendo denotadas usualmente como {xt}.
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Componentes de una serie de tiempo

Una serie de tiempo frecuentemente es examinada con la intención de descubrir patrones
historicos que puedan ser útiles en la predicción ([2] y [6]). Para identificar estos patrones
es conveniente pensar que una serie de tiempo consiste de varios componentes:

1. Componente Tendencial: Una serie de tiempo tiene tendencia cuando por largos
periodos los valores crecen o decrecen. También puede definirse como cambios en la
media.

2. Componente cíclico: Se refiere a movimientos hacia arriba y hacia abajo alrededor
del nivel de la tendencia. Estas fluctuaciones, medidas de pico a pico, pueden tener
una duración larga.

3. Componente Estacional: Son oscilaciones cuasicíclicas de media cero, que tienen
periodicidad anual o de un submúltiplo del año (trimestrales, mensuales, etc.) y se
conocen como oscilaciones estacionales.

4. Fluctuaciones irregulares: Son movimientos erráticos en una serie de tiempo que
no siguen un patrón regular, ni reconocible. Tales movimientos representan “lo que
queda” en una serie de tiempo después de que la tendencia, ciclos y variaciones
estacionales han sido explicadas.

3.2. Regresión de series de tiempo

En esta sección se tratan algunos modelos de regresión de series de tiempo, los cuales
relacionan la variable dependiente yt con variables independientes o predictoras xt que
estan en función del tiempo.

Cuando se tiene una serie de tiempo es importante observar la dispersión de los datos,
ya que mediante estos se pueden notar ciertas características que son llamadas de variación
como lo son la tendencia, la estacionalidad, la cíclica y las fluctuaciones irregulares.

3.2.1. El modelo de la tendencia mediante funciones polinomiales

En ocasiones una serie de tiempo yt se describe usando un modelo de la tendencia, el
cual se define como:

yt = Tt + ϵt (3.1)

donde
yt es el valor de la serie de tiempo en el periodo t.
Tt es la tendencia de la serie de tiempo en el periodo t.
ϵt es el error de la serie de tiempo en el periodo t.

Este modelo señala que la serie de tiempo yt se puede representar mediante un nivel
promedio que cambia con el tiempo, el término de error ϵt representa las fluctuaciones
aleatorias que ocasionan que los valores de la serie de tiempo yt se desvíen del nivel promedio
Tt.
Algunas tendencias útiles son:
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1. Sin tendencia: Que se modela como Tt = β0 quiere decir que no hay declinación o
crecimiento durante un largo periodo de la serie de tiempo.

2. Tendencia lineal: Que se modela como Tt = β0 + β1t, significa que hay un creci-
miento lineal durante un largo periodo (β1 > 0) o declinación (β1 < 0) en el tiempo.

3. Tendencia cuadrática: Que se modela como Tt = β0 + β1t+ β2t
2, quiere decir que

hay un cambio cuadrático o curvilíneo durante un largo periodo en el tiempo.

Estas tendencias son las mas usuales, pero existen otras, por ejemplo:
El modelo de la tendencia polinomial de p-ésimo orden es:

yt = Tt + ϵt = β0 + β1t+ β2t
2 + ...+ βpt

p + ϵt. (3.2)

Las estimaciones puntuales de mínimos cuadrados para los parámetros en estos modelos
de la tendencia se podrían obtener mediante la aplicación de técnicas de regresión. En
este caso se supone que él término de error ϵt cumple con las suposiciones de normalidad,
independencia y varianza constante.
Sin embargo, al analizar datos de series de tiempo a menudo se transgrede la suposición
de independencia, es muy común en los términos de error ordenados en el tiempo que
éstos sean autocorrelacionados.

Se dice que existe autocorrelación positiva cuando los términos de error positivos
tienden a ser seguidos en el tiempo por términos de error positivos y términos de error
negativos tienden a ser seguidos en el tiempo por términos de error negativos y existe
autocorrelación negativa cuando los términos de error positivos tienden a ser seguidos
en el tiempo por términos de error negativos y términos de error negativos tienden a ser
seguidos en el tiempo por términos de error positivos.

La suposición de independencia plantea que los términos de error ordenados en el tiempo
no manifiestan autocorrelación positiva o negativa, esto quiere decir que los términos de
error ocurren en un patrón aleatorio en el tiempo.
Existe un tipo de autocorrelación positiva o negativa que se llama autocorrelación de primer
orden, la cual plantea que el término de error en el periodo de tiempo t, se relaciona con
el término de error en el periodo t− 1 mediante la ecuación

ϵt = ϕ1ϵt−1 + at. (3.3)

Se supone que ϕ1 es el coeficiente de correlación entre términos de error separados por
un periodo y a1, a2, ... son valores seleccionados al azar y en forma independiente de entre
una distribución normal que tiene media cero y una varianza constante independiente del
tiempo.
La prueba de Durbin-Watson (D-W), es una prueba formal para la autocorrelación de
primer orden, positiva o negativa. La estadística para la prueba de Durbin-Watson, deno-
minada estadística de D-W es:

d =

∑n
t=2(et − et−1)

2∑n
t=1 e

2
t

(3.4)

donde e1, e2, ..., en son los residuos ordenados en el tiempo [12].
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3.2.2. La prueba de D-W para la autocorrelación positiva de primer
orden

Considere probar la hipótesis nula

H0 : los términos de error no están autocorrelacionados positivamente

contra la hipótesis alternativa

Ha : los términos de error están autocorrelacionados positivamente.

D-W demostrarón que hay puntos (denotados como dL,α y dU,α) tales que si α es el tamaño
de la prueba (máximo tamaño del error Tipo I), entonces

1. Si d < dL,α, entonces se rechaza H0.

2. Si d > dU,α, entonces no se rechaza H0.

3. Si dL,α ≤ d ≤ dU,α, entonces la prueba no es concluyente.

Para que se pueda llevar a cabo esta prueba se han elaborado tablas que contienen los
puntos dL,α y dU,α apropiados para varios valores de α (tamaño de la prueba), k (número
de variables independientes) y n (número de observaciones).
La prueba de Durbin-Watson también se puede usar en el caso de la autocorrelación ne-
gativa de primer orden. Considere probar la hipótesis nula

H0 : los términos de error no están autocorrelacionados negativamente

contra la hipótesis alternativa

Ha : los términos de error están autocorrelacionados negativamente.

D-W demostrarón que con base en el establecimiento de la probabilidad de un error Tipo
I igual a α, los puntos dL,α y dU,α son tales que

1. Si (4− d) < dL,α, entonces se rechaza H0.

2. Si (4− d) > dU,α, entonces no se rechaza H0.

3. Si dL,α ≤ (4− d) ≤ dU,α, entonces la prueba no es concluyente.

Para finalizar, se puede usar la estadística de D-W para probar la autocorrelación positiva
o negativa de primer orden.
Considere probar la hipótesis nula

H0 : los términos de error no están autocorrelacionados positiva o negativamente

contra la hipótesis alternativa

Ha : los términos de error están autocorrelacionados positiva o negativamente.

D-W demostrarón que con base en el establecimiento de la probabilidad de un error tipo
I igual a α, los puntos dL,α y dU,α son tales que
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1. Si d < dL,α
2

o si (4− d) < dL,α
2
, entonces se rechaza H0.

2. Si d > dU,α
2

o si (4− d) > dU,α
2
, entonces no se rechaza H0.

3. Si dL,α
2
≤ d ≤ dU,α

2
o si dL,α

2
≤ (4−d) ≤ dU,α

2
, entonces la prueba no es concluyente.

Observaciones:

1. La validez de la prueba de Durbin-Watson depende del supuesto de que la población
de todos los posibles residuos en cualquier tiempo t tiene una distribución normal.

2. La autocorrelación positiva se encuentra con más frecuencia en la práctica que la
autocorrelación negativa.

3. No hay dependencia histórica entre las variables yt.

Se dice que una serie de tiempo manifiesta variación estacional constante cuando la
magnitud del cambio estacional no depende del nivel de la serie de tiempo, si la magnitud
del cambio estacional depende del nivel de la serie de tiempo, se dice que la serie de tiempo
muestra una variación estacional creciente.
Cuando una serie de tiempo manifiesta una variación estacional creciente, lo común es
aplicar una transformación a los datos con el objeto de generar una serie transformada
que muestre variación estacional constante. Con frecuencia se usa una transformación de
la forma

y∗t = yλt , donde, 0 < λ < 1.

En ocasiones una serie de tiempo muestra variación estacional constante, por lo cual a
menudo se usa el modelo:

yt = Tt + St + ϵt (3.5)

donde
yt es el valor de la serie de tiempo en el periodo t.
Tt es la tendencia de la serie de tiempo en el periodo t.
St es el factor estacional de la serie de tiempo en el perido t.
ϵt es el error de la serie de tiempo en el periodo t.

Una manera de modelar los patrones estacionales es utilizar variables ficticias.
El factor estacional expresado mediante variables ficticias es

St = βs1xs1,t + βs2xs2,t + ...+ βs(L−1)xs(L−1),t (3.6)

donde se supone que hay L estaciones al año y xs1,t, xs2,t,..., xs(L−1),t son variables ficticias
que se definen como sigue

xs1,t =

{
1, si el periodo t es la estación 1;
0, si no es así.

xs2,t =

{
1, si el periodo t es la estación 2;
0, si no es así..

.

.

xs(L−1),t =

{
1, si el periodo t es la estación L-1;
0, si no es así.
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El objetivo de la variable ficticia es asegurar que se incluye un parámetro estacional apropia-
do en el modelo de la regresión en cada periodo, también observe que el modelo de variable
ficticia supone que la serie de tiempo manifiesta variación estacional constante. Cuando
una serie muestra variación estacional creciente, casi siempre se aplica una transformación
para igualar la variación estacional antes de ajustar el modelo con variable ficticia.
En algunas ocasiones los modelos de regresión que contienen términos trigonométricos se
usan para pronosticar series de tiempo que muestran variación estacional constante o cre-
ciente.
Los modelos trigonométricos para la variación estacional constante son

1. yt = β0 + β1t+ β2sen(
2πt
L ) + β3cos(

2πt
L ) + ϵt.

2. yt = β0 + β1t+ β2sen(
2πt
L ) + β3cos(

2πt
L ) + β4sen(

4πt
L ) + β5cos(

4πt
L ) + ϵt.

Donde L es el número de estaciones en el año, los cuales asumen una tendencia lineal,
pero se pueden modificar para representar otras tendencias. Algunas veces, los modelos
trigonométricos de series de tiempo proporcionan predicciones útiles. Sin embargo en
general, la regresión con variable ficticia y otros métodos son superiores a los modelos
trigonométricos para modelar la variación estacional [12]. La razón es que los modelos con
variable ficticia (y otras técnicas) utilizan un parámetro diferente para modelar el efecto
de cada estación diferente en un año.

No todos los modelos útiles son lineales en los parámetros, por ejemplo el modelo de la
curva de crecimiento en donde β0, β1 ∈ R, representado por

yt = β0(β
t
1)ϵt. (3.7)

Para aplicar técnicas de estimación y predicción es necesario transformar tal modelo no
lineal en uno que sea lineal en los parámetros.
Si β0 > 0 y β1 > 0, aplicando una transformación logarítmica al modelo yt = β0(β

t
1)ϵt se

tiene

log(yt) = log(β0(β
t
1)ϵt) = log(β0) + log(βt1) + log(ϵt) = log(β0) + (log(β1))t+ log(ϵt).

Si hacemos α0 = log(β0), α1 = log(β1), y at = log(ϵt), la versión transformada del modelo
es

log(yt) = α0 + α1t+ at. (3.8)

Por consiguiente, el modelo con la variable dependiente log(yt) es lineal en los parámatros
α0 y α1.

Observaciones sobre los modelos:

Es común que mediante las graficas de los datos de yt contra t, identificar la curva
de crecimiento.

Cuando los términos de error que pertenecen a un modelo de regresión de una serie
de tiempo están autocorrelacionados, el modelo es inadecuado. En tal caso se de-
be remediar el problema modelando la autocorrelación. Si ignoramos los términos
de error autocorrelacionados tendremos que pagar una penalización en términos de
intervalos de predicción más amplios.
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Si tomamos en cuenta la autocorrelación podremos obtener intervalos de predicción más
precisos.

Una estructura de error autocorrelacionada que con frecuencia se encuentra es el proceso
autorregresivo de primer orden, el cual se define mediante

ϵt = ϕ1ϵt−1 + at. (3.9)

En este caso, se supone que at es un término de error (con frecuencia llamado choque
aleatorio o perturbación aleatoria) con media cero que cumple con las suposiciones de
varianza constante, independencia y normalidad. Ademas a ϕ1 se le conoce como el
coeficiente de correlación entre ϵt y ϵt−1.
Si ϕ1 > 0, esto quiere decir que los términos de error están autocorrelacionados po-
sitivamente, por otro lado si ϕ1 < 0, los términos de error están autocorrelacionados
negativamente.

Sean xt1, xt2, xt3, ..., xtk los valores de las variables independientes x1, x2, x3, ..., xk que
se han observado o serán observadas en el periodo de tiempo t, considere el modelo de
regresión de series de tiempo

yt = β0 + β1xt1 + β2xt2 + ...+ βkxtk + ϵt (3.10)

donde ϵt se describe mediante un proceso autorregresivo de primer orden. Es decir,

ϵt = ϕ1ϵt−1 + at. (3.11)

Una predicción hecha en el tiempo T para el valor futuro yT+τ es

ŷT+τ = β̂0 + β̂1xT+τ,1 + β̂2xT+τ,2 + ...+ β̂kxT+τ,k + ϕ̂1ϵ̂T+τ−1. (3.12)

Si τ = 1 (un periodo hacia adelante), entonces

ϵ̂T+τ−1 = ϵ̂T = yt − [β̂0 + β̂1xT1 + β̂2xT2 + ...+ β̂kxTk] (3.13)

ya que yt ha sido observada.
Si τ > 1 (la predicción es para más de un periodo de tiempo adelante), entonces yT+τ−1

no ha sido observada. Por lo tanto si τ > 1

ϵ̂T+τ−1 = ŷT+τ−1 − [β̂0 + β̂1xT+τ−1,1 + β̂2xT+τ−1,2 + ...+ β̂kxT+τ−1,k] (3.14)

1. Si τ = 1, entonces un intervalo de predicción aproximado 100(1−α) por ciento para
yT+1 es [

ŷT+1 ± z[α
2
]s
]
.

2. Si τ = 2, entonces un intervalo de predicción aproximado 100(1−α) por ciento para
yT+2 es [

ŷT+2 ± z[α
2
]s

√
1 + (ϕ̂1)2

]
.
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3. Si τ ≥ 3, entonces un intervalo de predicción aproximado 100(1−α) por ciento para
yT+τ es [

ŷT+τ ± z[α
2
]s

√
1 + (ϕ̂1)2 + ...+ (ϕ̂1)2(τ−1)

]
.

Además del proceso autorregresivo de primer orden, existen otras estructuras del error
autocorrelacionado. Por ejemplo, el proceso autorregresivo de orden p se define como

ϵt = ϕ1ϵt−1 + ϕ2ϵt−2 + ...+ ϕpϵt−p + at. (3.15)

Este proceso relaciona ϵt, el término de error en el periodo t, con los términos de error
anteriores ϵt−1, ϵt−2, ..., ϵt−p. Aquí ϕ1, ϕ2, ..., ϕp son los parámetros desconocidos y at es un
término de error (choque aleatorio) con media cero que cumple con las suposiciones [12].

3.2.3. Aplicación del modelo de regresión

El objetivo en esta sección es determinar un modelo que permita realizar pronósticos
de la humedad relativa en base a los datos proporcionados por los registros de la humedad
relativa diaria en la zona de Texcoco en la estación Meteorológica del Departamento de
Irrigación de la U.A.CH. (ver Figura 3.1).

Figura 3.1: Imagen geográfica de la Universidad Autónoma de Chapingo.

16



CAPÍTULO 3. ANÁLISIS DE SERIES DE TIEMPO
3.2. REGRESIÓN DE SERIES DE TIEMPO

La base de datos de los registros antes mencionados se han filtrado generando otra
base de datos que se han ordenado como en la Tabla 1 (ver Apéndice A).

Al graficar los datos, éstos parecen fluctuar en forma aleatoria con respecto a un nivel
promedio constante (ver Figura 3.2).

Figura 3.2: Gráfica obtenida mediante MINITAB para la humedad contra el tiempo en
días.

Puesto que se cree en forma subjetiva que este patrón de datos continuará en el futuro,
es razonable utilizar el modelo de regresión

yt = Tt + ϵt = β0 + ϵt

para predecir la humedad en los días futuros.

Se puede demostrar que la estimación puntual de mínimos cuadrados de β0 es igual a

y =
y1 + y2 + ...+ y2657

2657
= 57.87726

la media de la humedad observada. Por consiguiente,

ŷ = y = 57.87726

es la predicción puntual de la humedad (yt) en cualquier día futuro. Además un intervalo
de predicción de 100(1− α) por ciento para yt es[

y ± tn−1
α/2 s

√
1 +

1

n

]
(3.16)

donde
s = 14.648.
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Si se desea determinar un intervalo de predicción del 95 por ciento, usamos

tn−1
α/2 = t2656.025 = 1.96

y se encontró que el intervalo es, de acuerdo a (3.16) igual a

[29.1614, 86.5931] .

Este intervalo, se encuentra en los resultados de MINITAB presentados en la Tabla 3.1,
interpretándose que en una región limítrofe de la estación Meteorológica del Departamento
de Irrigación de la U.A.CH. indica con un 95 por ciento de confianza que la humedad yt
en algún día futuro estará entre 29.16 y 86.59.

Tabla 3.1: Resultados que se obtienen con MINITAB para un análisis de regresión de los
datos de la humedad.

En la Figura 3.3 se ilustra la gráfica de los residuos ordenados en el tiempo para el
modelo sin tendencia para la humedad.

Figura 3.3: Gráfica de residuos contra tiempo para el modelo de la humedad que se
obtiene usando MINITAB.
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El valor numérico de Durbin-Watson (0.2122) es pequeño y las tablas conocidas no
proporcionan valores criticos para n = 2657 y k = 1, sin embargo, empíricamente podemos
afirmar que existe una alta correlación entre valores de la humedad relativa observados en
periodos de tiempo cortos, esto es la suposición de independencia sufre transgresiones. Por
lo tanto se considera el modelo siguiente

yt = β0 + ϵt

donde

ϵt = ϕ1ϵt−1 + at.

En este caso, at es un choque aleatorio o perturbación aleatoria con media cero que
satisface las suposiciones de varianza constante, independencia y normalidad.

En la Tabla 3.2 se proporcionan las partes pertinentes de la salida que ofrece MINITAB,
observe que el término autorregresivo que muestra la salida de MINITAB ϕ1ϵt−1 (AR 1, en
la salida) es significante. Esto quiere decir que el término autorregresivo ayuda a modelar
la estructura del error autocorrelacionado.

Tabla 3.2: Análisis con MINITAB del modelo de la humedad.

Ahora se requiere hacer un análisis profundo de la base de datos que se ha generado,
para proponer un modelo adecuado que permita predecir la humedad. Se sabe que la base
de datos cuenta con datos meteorológicos de registros de la humedad (H), temperatura del
aire (TA), temperatura máxima (TMax), temperatura mínima (TMin), humectación de
hoja (HH), barómetro (BR), velocidad del viento (VV), velocidad máxima (VM), sensación
térmica (ST), recorrido del viento (RV), lluvia (LL), intensidad máxima (IM), punto rocío
(PR) y evapotranspiración (ET), las cuales se decidieron tomar en consideración debido
a que estas variables meteorológicas influyen sobre el comportamiento de la humedad diaria.

Algunos de los registros meteorológicos obtenidos en la zona de Texcoco en la estación
Meteorológica del Departamento de Irrigación de la U.A.CH. se presentan en la siguiente
tabla.
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Se realizó un análisis de regresión lineal simple con respecto a cada una de las variables
meteorológicas antes mencionadas una a la vez, tomando como variable respuesta o depen-
diente a la humedad y como variables predictoras o independientes a las demás variables
meteorológicas, dos de los resultados se presentan a continuación.

En el análisis anterior obtenido con MINITAB se observa que el p-valor para la variable
independiente es pequeño, con lo que sería razonable concluir que la variable independiente
Tmax en el modelo es útil para pronosticar la humedad (H). Sin embargo, si observamos
el coeficiente de determinación R2 (que se representa como R − Sq), se observa que este
porcentaje es muy bajo, por lo que se concluye que el modelo no es el adecuado para
pronosticar a la humedad (H).
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De forma que del análisis de regresión lineal simple obtenido con MINITAB el p-valor
para la variable independiente es pequeño (0.000), con lo que se puede concluir que la
variable independiente PR en el modelo es útil para pronosticar la humedad (H). Sin
embargo, en este caso el coeficiente de determinación R2 (que se representa como R− Sq)
no es bajo, por lo que se concluye que este modelo podría ser el más apropiado para
pronosticar a la humedad (H) [10].
De manera que al proponer un modelo de regresión lineal simple con una sola variable
predictora y realizar el análisis correspondiente se encontró que el único modelo, y por lo
tanto el mejor, que explica a la humedad (H) de forma conveniente es aquel que incluye
como variable dependiente a la variable punto de rocío (PR).

Ahora, para proponer un modelo mejor se realiza un análisis más extenso, llevando a
efecto un análisis de regresión lineal múltiple, usando todas las variables meteorológicas
mencionadas anteriormente, tomando como variable respuesta a la humedad (H) y como
variables predictoras el resto de ellas.
El siguiente resultado de MINITAB presenta los resultados del ajuste a un modelo de
regresión lineal múltiple con las variables antes indicadas.

Como parte importante del análisis de regresión lineal múltiple está el modelo candidato
a ser elegido que debe cumplir con los supuestos de normalidad e independencia en los
residuos ya que estos son estimaciones puntuales de los términos de error. Como se puede
observar, en la Figura 3.4 que la mayoría de los residuos se encuentran sobre una línea
recta con excepción de algunos puntos que se encuentran alejados, pero sin embargo, ésto
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perece indicar un comportamiento normal en los residuos. Por otro lado, en la Figura 3.5
se observa que los residuos (dada la robustes de normalidad del método) muestran un
comportamiento cuadrático, esto indica que se puede estar transgrediendo la suposición de
independencia de los residuos.

Figura 3.4: Prueba de normalidad en los residuos.

Figura 3.5: Prueba de independencia en los residuos.

Revisando los resultados obtenidos con MINITAB [11], se observa que el p-valor es muy
grande para las variables meteorológicas TA, BR, ST, IM y ET, se puede decir entonces
que necesitamos un modelo mas sencillo para explicar a la variable dependiente humedad
(H). Observando el análisis de varianza, se prueba al obtener un p-valor igual a cero que
existen algunos parámetros en el modelo que no son cero.
Lo anterior indica que debe encontrarse un modelo más sencillo que se ajuste mejor a los
datos, ya que el modelo completo parece tener variables meteorológicas que no ayudan a
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la explicación del modelo. Para encontrar este modelo se usan dos métodos de selección de
modelos: la regresión con los mejores subconjuntos y la regresión stepwise [6].
La selección adecuada de modelos se basa en un principio básico conocido como la navaja
de Occam, el cual dice: el mejor modelo científico es el modelo mas simple que explica los
hechos observados. Por otro lado, la selección de modelos, en términos de modelos lineales se
basa en el principio de “parsimonia” el cual dice: un modelo debe contener el menor número
de variables necesario para ajustar los datos. Los modelos que solo contienen las variables
necesarias para ajustar los datos se llaman “parsimoniosos”. Aunque usar métodos para la
selección de modelos resultan ser con frecuencia informales estos pueden ser sistemáticos
[6].
A continuación se presenta un análisis del método de selección de los mejores conjuntos
efectuado con el paquete estadístico Minitab.

En el análisis de selección de los mejores subconjuntos presentado anteriormente se
obtienen tanto el mejor como el segundo mejor subconjunto, para el número de factores
del 1 al 13, además se observa que el R2 ajustado (que se representa como R − Sq(adj))
alcanza un máximo en el modelo que consta de diez variables meteorológicas que contienen
las variables TA, TMax, TMin, HH, VV, VM, ST, RV, LL y PR, este resultado se
corrobora con el Cp de Mallows que aunque es 10.8, éste indica el número de variables
independientes que son diez [6].

En seguida se presenta el análisis de selección stepwise para determinar el mejor con-
junto de variables predictoras que explican adecuadamente a la variable humedad.
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En esta regresión stepwise, al analizar los p-valores de cada una de las variables meteo-
rológicas se obtiene de manera similar que el mejor modelo para la humedad diaria es aquel
que contiene las variales meteorológicas PR, TMax, HH, VM, TMin, LL, VV, RV, ST y TA.

De los diferentes análisis de regresión lineal simple para los datos se encontró un modelo
que mejor se ajustó a los datos de la humedad relativa, además se realizó un análisis de
regresión lineal múltiple usando los métodos de los mejores subconjuntos y la regresión
stepwise, encontrándose que el mejor modelo para pronosticar la humedad diaria es aquel
que contiene las variales meteorológicas ya mencionadas en el párrafo anterior. Sin embargo
según el principio de la navaja de Occan, el mejor modelo es aquel en el que sólo aparece
como variable predictora la PR.

3.2.4. Aplicación de variables ficticias al análisis de la humedad relativa

El objetivo de esta sección es determinar un modelo para predecir valores futuros de la
humedad usando el modelado de la variación estacional mediante variables ficticias, aquí,
nuevamente se trabaja con los datos de información meteorológica. En este análisis en
principio se obtienen promedios diarios de los registros de la humedad y posteriormente
los promedios de cada estación del año (es decir promedios del verano, otoño, invierno y
primavera)(ver Tabla 2 del Apéndice A), los datos obtenidos se grafican en la Figura 3.6.

Figura 3.6: Gráfica de los promedios por estación de la variable Humedad.

En esta parte se determina un modelo de regresión con variables ficticias el cual per-
mitirá realizar pronósticos de la humedad, tomando los datos dados en la Tabla 2 (ver
Apéndice A). Se puede observar mediante la Figura 3.6 que aparte de mostrar una ten-
dencia lineal, la serie de tiempo posee variación estacional constante. Por consiguiente, es
razonable pensar que la humedad en el periodo t se describe en forma adecuada mediante
el modelo de regresión

yt = β0 + β1t+ β2Q1 + β3Q2 + β4Q3 + ϵt

donde Q1, Q2 y Q3 son variables ficticias estacionales, definidas como
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Q1 =

{
1, si el periodo t es el verano;
0, si no es así.

Q2 =

{
1, si el periodo t es el otoño;
0, si no es así.

Q3 =

{
1, si el periodo t es el invierno;
0, si no es así.

Obsérvese que no se ha definido una variable ficticia para la primavera. En la Tabla 3.3
se dan las partes pertinentes de la salida que proporciona MINITAB sobre un análisis
de regresión para los datos de los promedios de la humedad por estaciones del año en el
que se usó el modelo de variable ficticia mencionada antes y en la cual se asumieron las
suposiciones de varianza constante, independencia y normalidad.

Tabla 3.3: Análisis de regresión obtenido con MINITAB para los datos de la humedad
usando el modelo yt = β0 + β1t+ β2Q1 + β3Q2 + β4Q3 + ϵt.

El análisis indica que debemos eliminar el término que contiene a la variable t ya que
su p-valor es igual a 0.097, es decir el parámetro que representa al coeficiente de esta
variable a un nivel de significancia del 5 % debe ser cero.

Por consiguiente, es razonable pensar que la humedad en el periodo t se describe en
forma adecuada mediante el modelo de regresión

yt = β0 + β1Q1 + β2Q2 + β3Q3 + ϵt

donde Q1, Q2 y Q3 son variables ficticias estacionales, definidas anteriormente.

En la Tabla 3.4 se dan las partes pertinentes de la salida que proporciona MINITAB
sobre un análisis de regresión para los datos de los promedios de la humedad por estaciones
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del año en el que se usó el modelo de variable ficticia mencionado antes y en el cual se
hicieron las suposiciones de varianza constante, independencia y normalidad.

Tabla 3.4: Análisis de regresión obtenido con MINITAB para los datos de la humedad
usando el modelo yt = β0 + β1Q1 + β2Q2 + β3Q3 + ϵt.

En la salida que ofrece MINITAB se muestra que el modelo es significante (F=98.39 y
el valor p < 0.000) y que cada una de las variables ficticias son significantes (todas las esta-
dísticas t tienen un p-valor relacionado que es menor que .05). Además, R2 =92.5 y s =3.07.

Con la ayuda de las estimaciones puntuales de mínimos cuadrados que ofrece MINITAB
se determina un pronóstico puntual para y29 este es

ŷ29 = β̂0 + β̂1Q1 + β̂2Q2 + β̂3Q3 = 64.722 + 4.403(1) = 69.125.

Similarmente, un pronóstico puntual de y30 es

ŷ30 = β̂0 + β̂1Q1 + β̂2Q2 + β̂3Q3 = 64.722 + (−10.893)(1) = 53.829.

3.3. Modelos de descomposición

No hay bases teóricas para la obtención de los modelos de descomposición para pronos-
ticar series de tiempo que manifiestan tendencia y efectos estacionales, son rigurosamente
un enfoque intuitivo. No obstante, estos modelos han resultado útiles cuando los paráme-
tros que describen a una serie de tiempo no cambian en el tiempo. La idea básica en la
que se apoyan los modelos es en la descomposición de las series en varios factores: tenden-
cia, estacionalidad, cíclica e irregular. Las estimaciones de estos factores se utilizan para
describir las series de tiempo. Además, si los parámetros no cambian, las estimaciones se
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pueden usar para determinar pronósticos puntuales.
El modelo de descomposición multiplicativa es útil al modelar series de tiempo que ma-
nifiestan una variación estacional creciente o decreciente, el modelo de descomposición
multiplicativa se puede plantear como sigue:

yt = Tt × St × Ct × It (3.17)

donde
yt es el valor observado de la serie de tiempo en el periodo t.
Tt es el componente (o factor) de la tendencia en el periodo t.
St es el componente (o factor) estacional en el perido t.
Ct es el componente (o factor) cíclico en el perido t.
It es el componente (o factor) irregular en el perido t.

El modelo de descomposición aditiva se puede utilizar al modelar series temporales que
muestran variación estacional constante.
Considere una serie de tiempo que exhibe variación estacional constante, el modelo de
descomposición aditiva se puede plantear como sigue:

yt = Tt + St + Ct + It (3.18)

En este caso, Tt, St, Ct e It estan definidas como la tendencia, en los factores, estacional,
cíclico e irregular. Sin embargo, estos factores son aditivos en lugar de multiplicativos.

3.3.1. Aplicación de los modelos de descomposición al análisis de la hu-
medad relativa

Lo primero que se realizó, fue obtener promedios diarios de los registros de la humedad
y posteriormente se obtuvierón promedios de cada estación del año (es decir promedios
del verano, otoño, invierno y primavera)(ver Tabla 2 del Apéndice A), los datos obtenidos
se grafican en la Figura 3.6. Se puede observar en la Figura 3.6 que aparte de mostrar
una tendencia lineal, la serie de tiempo posee variación estacional constante, por tanto es
razonable pensar que la humedad en el periodo t se describe en forma adecuada mediante
el modelo

yt = Tt + St + Ct + It.

Para aplicar el método de descomposición se calculan las medias móviles y las medias
móviles centradas (las cuales se denotan como CMAt). Nuevamente el objetivo detrás del
cálculo de estas medias es eliminar las variaciones estacionales y las fluctuaciones irregulares
de los datos. La primera media móvil es el promedio de los primeros 4 valores de los registros
de la humedad vista como promedios estacionales

72.99 + 60.42 + 47.62 + 67.97

4
= 62.25321237.

Aquí se usó una media móvil de “4 periodos” porque los datos de la serie temporal de
los registros de la humedad estacional están siendo tomados por estaciones del año (L=4
periodos o “estaciones” por año). La segunda media móvil se obtiene al eliminar el primer
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valor de los registros de la humedad estacional del promedio e incluir el siguiente valor de
los registros de la humedad estacional. Por consiguiente se obtiene

60.42 + 47.62 + 67.97 + 70.96

4
= 61.74442204.

Las medias móviles sucesivas se calculan en forma similar hasta que quede incluido el último
valor de los registros de la humedad estacional. Obsérvese que usamos aquí el término
“media móvil” porque al calcular estos promedios, avanzamos eliminando la observación
más remota en la media anterior e incluyendo la observación siguiente en el promedio
nuevo.
La primera media móvil corresponde a un tiempo que está en un punto intermedio entre
los periodos 2 y 3, la segunda media móvil corresponde a un tiempo que está en el punto
medio de los periodos 3 y 4, y así sucesivamente. Con el objeto de obtener promedios
que correspondan a periodos de la serie de tiempo original de la humedad, calculamos las
medias móviles centradas. Los promedios son las medias móviles de 4 periodos previamente
calculadas. Por lo tanto, la primer media móvil centrada es

62.25321237 + 61.74442204

2
= 61.9988172.

La segunda media móvil centrada es

61.74442204 + 59.96216661

2
= 60.85329433.

Las medias móviles centradas sucesivas se determinan de manera similar. Los resultados de
las medias móviles de 4 periodos y las medias móviles centradas para la serie de tiempo de
los registros de la humedad estacional se dan en la Tabla 3 (ver Apéndice A). Se considera
que la media móvil centrada en el periodo t, CMAt, es igual a tt + ct, la estimación de
Tt + Ct. La razón es que se supone que el procedimiento de obtener las medias móviles
elimina

1. Las variaciones estacionales, y

2. Las fluctuaciones irregulares a corto plazo.

Se conservan los efectos de la tendencia (plazo más largo) y los efectos cíclicos, es decir,
tt + ct.
Puesto que el modelo

yt = Tt + St + Ct + It

esto quiere decir que
St + It = yt − (Tt + Ct)

se infiere entonces que la estimación st + it de St + It es

st + it = yt − (tt + ct) = yt − CMAt.

Los valores de st + it son calculados y se presentan en la Tabla 4 (ver Apéndice A).
Por lo que se puede encontrar st agrupando los valores de st + it por estaciones del año
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y calculando el promedio, st de cada estación. Estos factores estacionales se normalizan
restando la cantidad ∑L

t=1 st
L

= 0.007174412

de cada uno de los valores de st. Este proceso de normalización da como resultado st =
st − (0.007174412) que es la estimación de St, donde L representa el número de estaciones
del año. Estos cálculos se resumen en la Tabla 5 (ver Apéndice A). Como se ha definido,
la observación compensada respecto a la variación estacional en el periodo t está dada por

dt = yt − st.

El objeto de calcular las observaciones compensadas respecto a la variación estacional es
estimar mejor la componente de la tendencia Tt. Al restar el factor estacional estimado a
yt se elimina la estacionalidad de los datos y permite entender mejor la naturaleza de la
tendencia. Las observaciones compensadas respecto a la variación estacional se presentan
en la Tabla 6 (ver Apéndice A) y se grafican en la Figura 3.7.

Figura 3.7: Gráfica de Excel de la humedad estacional compensada respecto a la
variación estacional.

Puesto que en la Figura 3.7 las observaciones compensadas respecto a la variación
estacional muestran una apariencia lineal, parece razonable suponer una tendencia lineal
de la forma

Tt = β0 + β1t.

Se estima Tt ajustando una recta a los datos compensados respecto a la variación estacional.
Es decir, se calculan las estimaciones puntuales de mínimos cuadrados de los parámetros
que están en el modelo de regresión lineal simple que relaciona la variable dependiente dt
con la variable independiente t:

dt = β0 + β1t+ ϵt.

Por consiguiente, se obtiene tt, la estimación de Tt, al calcular

β̂1 =
SStd
SStt

= −0.1205
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y
β̂0 = d− β̂1t = 59.5284.

Por lo tanto,
tt = β̂0 + β̂1t = 59.5284− 0.1205t.

Las estimaciones puntuales de mínimos cuadrados se encuentran también, calculadas en
excel, en la Tabla 7 (ver Apéndice A) y los valores de tt, estan ya calculados en la 8 (ver
Apéndice A).

Puesto que
yt = Tt + St + Ct + It

esto quiere decir que
Ct + It = yt − (Tt + St)

de donde se infiere que la estimación de Ct + It esta dada por

ct + it = yt − (tt + st).

Es decir, el primer valor para ct + it es

c1 + i1 = y1 − (t1 + s1) = 2.319

el segundo valor para ct + it es

c2 + i2 = y2 − (t2 + s2) = 5.4647.

El resto de los valores para ct + it se determinan de manera similar. Los resultados se
resumen en la Tabla 9 (ver Apéndice A). Con objeto de promediar it, se calcula una media
móvil de tres periodos de los valores ct + it. Es decir la estimación de Ct es

ct =
(ct−1 + it−1) + (ct + it) + (ct+1 + it+1)

3
.

Para terminar, calculamos la estimación de It:

it = (ct + it)− ct.

Los cálculos de ct e it se resumen en la Tabla 10 (ver Apéndice A). Aunque no hay
intervalo de predicción teóricamente correcto para yt, un intervalo de predicción 100(1 −
α)% aproximado para yt es

[yt ±Bt[100(1− α)]]

donde Bt[100(1− α)] es el límite de error en un intervalo de predicción de 100(1− α)%

[tt ±Bt[100(1− α)]]

para la observación compensada respecto a la variación estacional

dt = Tt + ϵt = β0 + β1t+ ϵt.
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Por ejemplo si se usa MINITAB para predecir dt con base en t usando la línea de tendencia
anterior, tenemos que un intervalo de predicción del 95 % para d29 es

[49.875, 62.194]

los resultados obtenidos con MINITAB se muestran a continuación.

Esto quiere decir que

B29[95] =
62.194− 49.875

2
= 6.1595.

Se infiere entonces que un intervalo de predicción aproximado del 95 % para y29 es

[ŷ29 − 6.1595, ŷ29 + 6.1595] = [61.1305, 73.4495].

Se realizó un análisis de los registros de la humedad usando un modelo de descompo-
sición, los datos de la humedad fueron tomados cada 30 minutos, con las fechas del 9 de
Mayo del 2003 al 28 de Octubre del 2010. Lo primero que se realizó, fue obtener promedios
diarios de los registros de la humedad y posteriormente se obtuvieron promedios de cada
estación del año (es decir promedios del verano, otoño, invierno y primavera), los datos
obtenidos se grafican en la figura 3.5, la gráfica aparte de mostrar una tendencia lineal
exhibe variación estacional constante, por lo que se realizó un análisis de los registros de
la humedad usando un modelo de descomposición aditivo.
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Capítulo 4

Suavización exponencial

La suavización exponencial es un método que muestra su mayor eficacia cuando los
componentes (tendencia y variación estacional) de las series temporales manifiestan cam-
bios en el tiempo. Es un método que no pondera de igual manera los valores observados de
las series temporales. Las observaciones mas recientes tienen un mayor peso que las obser-
vaciones mas remotas. La ponderación desigual se consigue usando una o mas constantes
de suavización, lo cual determina cuanto peso se le da a cada observación.
En el método de la suavización exponencial simple se supone que la serie temporal no tiene
tendencia, pero el nivel o media de la serie temporal puede modificarse con el tiempo.
Los indicios de error se usan para indicar cuando un sistema de pronóstico no está dando
predicciones exactas.
El método de Holt de suavización exponencial es un método para pronosticar una serie
temporal que tiene localmente una tendencia, pero una tasa de crecimiento (o pendiente)
que cambia con el tiempo [12].

4.1. Suavización exponencial simple

El método de la suavización exponencial simple se usa para pronosticar una serie
temporal cuando no hay tendencia o patrón estacional pero la media (o nivel) de la serie
temporal yt cambia lentamente con el tiempo.
En lugar de dar pesos iguales a cada observación, el método de suavización exponencial
simple, dará a la observación más reciente, el mayor peso. Las observaciones mas antiguas
reciben pesos sucesivamente más pequeños. El procedimiento permite a quien elabora el
pronóstico, actualizar la estimación del nivel de la serie temporal de modo que los cambios
en el nivel se puedan detectar e incorporar en el sistema de pronósticos.

Estimación y pronóstico utilizando el método de suavización exponencial simple (ver
Apéndice B).

1. Suponga que la serie temporal tiene un nivel (o media) que tiene la posibilidad de
cambiar lentamente con el tiempo, pero no tiene tendencia ni patrón estacional.
Entonces, la estimación ℓT del nivel (o media) de la serie temporal en el periodo T
está dada por la ecuación de suavización ℓT = αyT + (1 − α)ℓT−1 donde α es una
constante de suavización entre 0 y 1, y ℓT−1 es una estimación del nivel (o media)
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de la serie temporal en el periodo T − 1.

2. Un pronóstico puntual efectuado en el periodo T para yT+τ es ŷT+τ (T )=ℓT (τ ∈ N).

3. Si τ = 1, entonces un intervalo de predicción del 95 por ciento calculado en el periodo
T para yT+1 es

[
ℓT − z[0.025]s, ℓT + z[0.025]s

]
.

Si τ = 2, entonces un intervalo de predicción del 95 por ciento calculado en el periodo
T para yT+2 es

[
ℓT − z[0.025]s

√
1 + α2, ℓT + z[0.025]s

√
1 + α2

]
.

En general para cualquier τ , un intervalo de predicción del 95 por ciento calculado en
el perido T para yT+τ es

[
ℓT − z[0.025]s

√
1 + (τ − 1)α2, ℓT + z[0.025]s

√
1 + (τ − 1)α2

]
donde el error estándar s determinado en el tiempo T es:

s =

√
SSE

T − 1
=

√∑T
t=1 [yt − ŷt(t− 1)]2

T − 1
=

√∑T
t=1 [yt − ℓt−1]

2

T − 1
.

4.2. Indicios de error

La primera señal que indica que algo anda mal es la llamada señal de la suma acumu-
lada simple. Es un cociente que compara la suma acumulativa de errores con la desviación
absoluta de la media suavizada.
Suponga que se tiene una historia de errores de pronóstico de un solo periodo más adelante
T , e1(α), e2(α),..., eT (α), (α) denota el valor particular de α empleado para obtener los
errores de pronóstico de un solo periodo a futuro.
Definimos la suma (Y ) de los errores de pronóstico:

Y (α, T ) = ΣT
t=1et(α),

luego
Y (α, T − 1) = ΣT−1

t=1 et(α)

y por tanto
Y (α, T ) = Y (α, T − 1) + eT (α)

y la desviación absoluta de la media suavizada (DAMS), se define como:

DAMS(α, T ) = α | eT (α) | +(1− α)DAMS(α, T − 1). (4.1)

Luego, el indicio de error de la suma acumulada simple C(α, T ) se define como:

C(α, T ) =

∣∣∣∣ Y (α, T )

DAMS(α, T )

∣∣∣∣ . (4.2)

Si C(α, T ) es grande quiere decir que el sistema de pronóstico está generando errores
consecuentemente positivos, o consecuentemente negativos.
Otro indicio de error que es muy usado en la práctica, es el indicio de error suavizado.
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Se define el error suavizado (E) de los errores de pronóstico de un solo periodo posterior
como:

E(α, T ) = eT (α) + αE(α, T − 1). (4.3)

Luego el indicio de error suavizado se define como:

S(α, T ) =

∣∣∣∣ E(α, T )

DAMS(α, T )

∣∣∣∣ . (4.4)

4.3. Método de Holt, de la suavización exponencial corregida
de la tendencia

1. Suponga que la serie de tiempo y1, y2,..., yn muestra una tendencia lineal, para la
cual el nivel y la tasa de crecimiento podrían estar cambiando sin ningún patrón
estacional. Entonces la estimación ℓT del nivel de la serie temporal y la estimación
bT de tasa de crecimiento de la serie temporal en el periodo T están dadas por las
ecuaciones de suavización:

ℓT = αyT + (1− α) [ℓT−1 + bT−1]
bT = γ [ℓT − ℓT−1] + (1− γ)bT−1

donde α y γ son contantes de suavización entre 0 y 1, y ℓT−1 y bT−1 son estimaciones
en el tiempo T − 1 para el nivel, y la tasa de crecimiento, respectivamente [14].

2. Un pronóstico puntual efectuado en el periodo T para yT+τ es ŷT+τ (T )=ℓT + τbT
(τ ∈ N).

3. Si τ = 1, entonces un intervalo de predicción del 95 por ciento calculado en el periodo
T para yT+1 es

[
(ℓT + bT )± z[0.025]s

]
.

Si τ = 2, entonces un intervalo de predicción del 95 por ciento calculado en el periodo
T para yT+2 es

[
(ℓT + 2bT )± z[0.025]s

√
1 + α2(1 + γ)2

]
.

Si τ = 3, entonces un intervalo de predicción del 95 por ciento calculado en el periodo
T para yT+3 es

[
(ℓT + 3bT )± z[0.025]s

√
1 + α2(1 + γ)2 + α2(1 + 2γ)2

]
.

En general para τ ≥ 2, un intervalo de predicción del 95 por ciento calculado en el
perido T para yT+τ es:[
(ℓT + τbT )± z[0.025]s

√
1 + α2(1 + γ)2 + α2(1 + 2γ)2 + ...+ α2(1 + (τ − 1)γ)2

]
, es

decir,[
(ℓT + τbT )± z[0.025]s

√
1 + Στ−1

i=1 α
2(1 + iγ)2

]
donde el error estándar s determinado

en el tiempo T es:

s =
√

SSE
T−2 =

√∑T
t=1[yt−ŷt(t−1)]2

T−2 =

√∑T
t=1[yt−(ℓt−1+bt−1)]

2

T−2 .
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4.4. Método aditivo de Holt-Winters

1. Suponga que la serie de tiempo y1, y2,..., yn manifiesta tendencia lineal y sigue
un patrón con variación estacional constante (aditiva), y que el nivel, la tasa de
crecimiento y el patrón estacional podrían estar cambiando. Entonces las ecuaciones
de suavización que se dan enseguida, proporcionan la estimación ℓT del nivel, la
estimación bT de tasa de crecimiento, y la estimación snT del factor estacional de la
serie temporal en el periodo T están dadas por las ecuaciones de suavización:

ℓT = α(yT − snT−L) + (1− α)[ℓT−1 + bT−1]
bT = γ[ℓT − ℓT−1] + (1− γ)bT−1

snT = δ(yT − ℓT ) + (1− δ)snT−L

donde α, γ y δ son contantes de suavización entre 0 y 1, ℓT−1 y bT−1 son estimaciones
en el tiempo T − 1 para el nivel, y la tasa de crecimiento, y snT−L es la estimación
en el periodo T − L del factor estacional [14].

2. Un pronóstico puntual efectuado en el periodo T para yT+τ es ŷT+τ (T )=ℓT + τbT +
snT+τ−L (τ ∈ N).

3. Un intervalo de predicción del 95 por ciento calculado en el periodo T para yT+τ es :[
ŷT+τ (T )± z[0.025]s

√
cτ
]

Si τ = 1, entonces c1 = 1.
Si 2 ≤ τ ≤ L, entonces cτ =

[
1 + Στ−1

j=1α
2(1 + jγ)2

]
.

Si L ≤ τ , entonces cτ = 1+Στ−1
j=1 [α(1 + jγ) + dj,L(1− α)γ]2, donde dj,L = 1 si j = L

y 0 si no es así, donde el error estándar s determinado en el periodo T es:

s =
√

SSE
T−3 =

√∑T
t=1[yt−ŷt(t−1)]2

T−3 =

√∑T
t=1[yt−(ℓt−1+bt−1+snT−L)]

2

T−3 .

4.5. Método multiplicativo de Holt-Winters

1. Suponga que la serie de tiempo y1, y2,...,yn manifiesta tendencia lineal local, y sigue
un patrón con variación estacional creciente (multiplicativa), y que el nivel, la tasa de
crecimiento y el patrón estacional podrían estar cambiando. Entonces las ecuaciones
de suavización que se dan enseguida, proporcionan la estimación ℓT del nivel, la
estimación bT de tasa de crecimiento, y la estimación snT del factor estacional de la
serie de tiempo en el periodo T :

ℓT = α( yT
snT−L

) + (1− α)[ℓT−1 + bT−1]

bT = γ[ℓT − ℓT−1] + (1− γ)bT−1

snT = δ(yTℓT ) + (1− δ)snT−L

donde α, γ y δ son contantes de suavización entre 0 y 1, ℓT−1 y bT−1 son estimaciones
en el tiempo T − 1 para el nivel, y la tasa de crecimiento, y snT−L es la estimación
en el periodo T − L del factor estacional [14].
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2. Un pronóstico puntual hecho en el periodo T para yT+τ es ŷT+τ (T )=(ℓT +
τbT )snT+τ−L (τ ∈ N), donde snT+τ−L es la estimación mas reciente del factor
estacional para la estación correspondiente al periodo T + τ .

3. Un intervalo de predicción del 95 por ciento calculado en el periodo T para yT+τ es :[
ŷT+τ (T )± z[0.025]sr(

√
cτ )(snT+τ−L)

]
Si τ = 1, entonces c1 = (ℓT + bT )

2.
Si τ = 2, entonces c2 = α2(1 + γ)2(ℓT + bT )

2 + (ℓT + 2bT )
2.

Si τ = 3, entonces c3 = α2(1+ 2γ)2(ℓT + bT )
2 +α2(1+ γ)2(ℓT +2bT )

2 +(ℓT +3bT )
2.

Si 2 ≤ τ ≤ L, entonces cτ = Στ−1
j=1α

2(1 + [τ − j]γ)2(ℓT + jbT )
2 + (ℓT + τbT )

2 =

α2(1 + [τ − 1]γ)2(ℓT + bT )
2 + ...+ α2(1 + γ)2(ℓT + [τ − 1]bT )

2 + (ℓT + τbT )
2.

El error estándar relativo sr determinado en el periodo T es:

sr =

√∑T
t=1

[
yt−ŷt(t−1)

ŷt(t−1)

]2
T−3 =

√∑T
t=1

[
yt−(ℓt−1+bt−1)snt−L

(ℓt−1+bt−1)snt−L

]2
T−3 .

4.6. Tendencia amortiguada, y otros métodos de suavización
exponencial

Hasta este momento, entre los métodos presentados se encuentran los métodos ex-
ponenciales que se aplican con más frecuencia. Otro método de suavización exponencial
común es la suavización exponencial de la tendencia amortiguada de Gardner y McKenzie.
Este método es apropiado para pronosticar una serie de tiempo cuya tasa de crecimiento
no se mantendrá en el futuro, cuyos efectos tienen que ser amortiguados. El amortigua-
miento de la tasa de crecimiento, significa reducirla de tamaño de modo que disminuya el
incremento o decremento de los pronósticos.

4.6.1. Método de la tendencia amortiguada

1. Suponga que la serie de tiempo y1, y2,..., yn manifiesta tendencia lineal en la cual el
nivel y la tasa de crecimiento cambian sin ningún patrón estacional. Además suponga
que la pregunta es si la tasa de crecimiento al final de la serie temporal continuará
en el futuro. Entonces, la estimación ℓT del nivel y la estimación bT de tasa de
crecimiento de la serie de tiempo en el periodo T están dadas por las ecuaciones de
suavización:

ℓT = αyT + (1− α)[ℓT−1 + ϕbT−1]
bT = γ[ℓT − ℓT−1] + (1− γ)ϕbT−1

donde α y γ son constantes de suavización entre 0 y 1, y ϕ es un factor de amorti-
guamiento entre 0 y 1.

2. Un pronóstico puntual hecho en el periodo T para yT+τ es ŷT+τ (T )=ℓT + (ϕbT +
ϕ2bT + ...+ ϕτ bT ) (τ ∈ N).

37



CAPÍTULO 4. SUAVIZACIÓN EXPONENCIAL
4.6. TENDENCIA AMORTIGUADA, Y OTROS MÉTODOS DE SUAVIZACIÓN

EXPONENCIAL

3. Si τ = 1, entonces un intervalo de predicción del 95 por ciento calculado en el periodo
T para yT+1 es : [

ŷT+1(T )± z[0.025]s
]
.

Si τ = 2, entonces un intervalo de predicción del 95 por ciento calculado en el periodo
T para yT+2 es : [

ŷT+2(T )± z[0.025]s
√

1 + α2(1 + ϕγ)2
]
.

Si τ = 3, entonces un intervalo de predicción del 95 por ciento calculado en el periodo
T para yT+3 es :[

ŷT+3(T )± z[0.025]s
√
1 + α2(1 + ϕγ)2 + α2(1 + ϕγ + ϕ2γ)2

]
.

En general si τ ≥ 2, entonces un intervalo de predicción del 95 por ciento calculado
en el periodo T para yT+τ es :[

ŷT+τ (T )± z[0.025]s
√

1 +
∑τ−1

j=1 α
2(1 + ϕjγ)2

]
donde ϕj = ϕ+ ϕ2 + ...+ ϕj [12] y [14].

4.6.2. Método aditivo de Holt-Winters con tendencia amortiguada

1. La estimación ℓT del nivel, la estimación bT de la tasa de crecimiento, y la estimación
snT del factor estacional de la serie de tiempo en el periodo T se determinan, mediante
las ecuaciones de suavización

ℓT = α(yT − snT−L) + (1− α)(ℓT−1 + ϕ(bT−1))
bT = γ(ℓT − ℓT−1) + (1− γ)ϕ(bT−1)
snT = δ(yT − ℓT ) + (1− δ)snT−L

donde α, γ y δ son constantes de suavización entre 0 y 1, y ϕ es un factor de
amortiguamiento entre 0 y 1. La forma de corrección del error de las ecuaciones
de suavización es

ℓT = ℓT−1 + ϕ(bT−1) + α[yT − (ℓT−1 + ϕ(bT−1) + snT−L)]
bT = ϕ(bT−1) + αγ[yT − (ℓT−1 + ϕ(bT−1) + snT−L)]

snT = snT−L + (1− α)δ[yT − (ℓT−1 + ϕ(bT−1) + snT−L)]

2. Un pronóstico puntual realizado en el periodo T para yT+τ es

ŷT+τ (T ) = ℓT + (ϕ(bT ) + ϕ2(bT ) + ϕ3(bT ) + ...+ ϕτ (bT )) + snT+τ−L

donde snT+τ−L es la estimación mas reciente del factor estacional de la estación
correspondiente al periodo T + τ .
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3. Un intervalo de predicción del 95 por ciento calculado en el periodo T para yT+τ es[
ŷT+τ (T )± z[0.025]s

√
cτ
]

Si τ = 1 entonces c1 = 1
Si τ ≥ 2 entonces cτ = 1 +

∑τ−1
i=1 [α(1 + ϕjγ) + dj,L(1− α)δ]2

donde dj,L = 1 si j es un entero múltiplo de L y 0 si no es así y ϕj = ϕ+ϕ2+ ...+ϕj

[12] y [14].

4.6.3. Método multiplicativo de Holt-Winters con tendencia amortigua-
da

1. La estimación ℓT del nivel, la estimación bT de la tasa de crecimiento, y la estimación
snT del factor estacional de la serie temporal en el periodo T se determinan, mediante
las ecuaciones de suavización

ℓT = α( yT
snT−L

) + (1− α)(ℓT−1 + ϕ(bT−1))

bT = γ(ℓT − ℓT−1) + (1− γ)ϕ(bT−1)
snT = δ(yTℓT ) + (1− δ)snT−L

donde α, γ y δ son constantes de suavización entre 0 y 1, y ϕ es un factor de
amortiguamiento entre 0 y 1. La forma de corrección del error de las ecuaciones
de suavización es

ℓT = ℓT−1 + ϕ(bT−1) + α
[yT−(ℓT−1+ϕ(bT−1))snT−L]

snT−L

bT = ϕ(bT−1) + αγ
[yT−(ℓT−1+ϕ(bT−1))snT−L]

snT−L

snT = snT−L + (1− α)δ
[yT−(ℓT−1+ϕ(bT−1))snT−L]

ℓT

2. Un pronóstico puntual realizado en el periodo T para yT+τ es

ŷT+τ (T ) = (ℓT + (ϕ(bT ) + ϕ2(bT ) + ϕ3(bT ) + ...+ ϕτ (bT )))snT+τ−L

donde snT+τ−L es la estimación mas reciente del factor estacional de la estación
correspondiente al periodo T + τ .

3. Un intervalo de predicción aproximado del 95 por ciento calculado en el periodo T
para yT+τ es [

ŷT+τ (T )± z[0.025]sr(
√
cτ )(snT+τ−L)

]
Si τ = 1 entonces c1 = (ℓT + ϕ(bT ))

2

Si 2 ≤ τ ≤ L entonces
cτ = [

∑τ−1
j=1 α

2(1+[τ − j]γ)2(ℓT +ϕj(bT ))
2]+(ℓT +ϕτ (bT ))

2 = α2(1+[τ −1]γ)2(ℓT +

ϕ1(bT ))
2 +α2(1+ [τ − 2]γ)2(ℓT +ϕ2(bT ))

2 + ...+α2(1+ γ)2(ℓT +ϕτ−1(bT ))
2 +(ℓT +

ϕτ (bT ))
2

donde ϕj = ϕ+ ϕ2 + ...+ ϕj [12] y [14].
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4.6.4. Método multiplicativo de Holt-Winters sin tendencia

1. La estimación ℓT del nivel, la estimación bT de la tasa de crecimiento, y la estimación
snT del factor estacional de la serie temporal en el periodo T se determinan, mediante
las ecuaciones de suavización

ℓT = α( yT
snT−L

) + (1− α)(ℓT−1)

snT = δ(yTℓT ) + (1− δ)snT−L

donde α y δ son constantes de suavización entre 0 y 1.

2. Un pronóstico puntual realizado en el periodo T para yT+τ es

ŷT+τ (T ) = (ℓT )snT+τ−L

donde snT+τ−L es la estimación mas reciente del factor estacional de la estación
correspondiente al periodo T + τ .

3. Un intervalo de predicción aproximado del 95 por ciento calculado en el periodo T
para yT+τ donde 1 ≤ τ ≤ L es

[
ŷT+τ (T )± z[0.025]sr(

√
1 + (τ − 1)α2)(ℓT snT+τ−L)

]
.

4.7. Modelos para suavización exponencial, e intervalos de
predicción

Todos los métodos de suavización exponencial tienen un modelo estadístico. Los mo-
delos estadísticos son necesarios para deducir fórmulas para los intervalos de predicción.
Usaremos los modelos del espacio del estado con una sola fuente de error para los mode-
los de suavización exponencial. Los componentes de la suavización exponencial se llaman
estados en los modelos del espacio del estado. La notación para los componentes (estados)
es

Componente (estado) Modelo Estimación
Nivel en el periodo t Lt ℓt

Tasa de crecimiento en el periodo t Bt bt
Factor estacional en el periodo t SNt snt

La notación para las constantes de suavización y del factor de amortiguamiento son

Parametro Estimación
Constante de suavización para el nivel α α̂

Constante de suavización para la tasa de crecimiento γ γ̂

Constante de suavización para la estación δ δ̂

Factor de amortiguamiento ϕ ϕ̂
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Todas las ecuaciones del espacio del estado tienen una ecuación de observación, y una o
mas ecuaciones de estado. La ecuación de observación es una ecuación para el valor yt,
el cual puede ser observado. Las ecuaciones de estado muestran como los componentes
no observados (estados), que son el nivel, la tasa de crecimiento, y el factor estacional,
cambian de un periodo al siguiente. Los modelos tienen una fuente aleatoria de error ϵt.
El término de error ϵt tiene el valor de una distribución normal cuya media es cero, es
decir E(ϵt) = 0, y una desviación estándar s, es decir V ar(ϵt) = σ2, que es la misma para
cada uno de los periodos. Además, se supone que los términos de error ϵ1, ϵ2, ϵ3, ..., en
diferentes periodos son estadisticamente independientes entre si.

Los modelos del espacio del estado para los modelos con una sola fuente de error se
presentan en la Tabla 4.0.

Tabla 4.0: Modelos del espacio del estado para los métodos de suavización exponencial
Modelo Modelo

Método Ecuación de observación Ecuaciones de estado
SES yt = Lt−1 + ϵt Lt = Lt−1 + αϵt

MHSECT yt = Lt−1 +Bt−1 + ϵt Lt = Lt−1 +Bt−1 + αϵt
Bt = Bt−1 + αγϵt

MA H-W yt = Lt−1 +Bt−1 + SNt−L + ϵt Lt = Lt−1 +Bt−1 + αϵt
Bt = Bt−1 + αγϵt

SNt = SNt−L + (1− α)δϵt
MM H-W yt = (Lt−1 +Bt−1)SNt−L(1 + ϵt) Lt = Lt−1 +Bt−1 + α(Lt−1 +Bt−1)ϵt

Bt = Bt−1 + αγ(Lt−1 +Bt−1)ϵt
SNt = SNt−L + (1− α)δ(SNt−L)ϵt

Método de yt = Lt−1 + ϕ(Bt−1) + ϵt Lt = Lt−1 + ϕ(Bt−1) + αϵt
la TA Bt = ϕ(Bt−1) + αγϵt

MA H-W yt = Lt−1 + ϕ(Bt−1) + SNt−L + ϵt Lt = Lt−1 + ϕ(Bt−1) + αϵt
con TA Bt = ϕ(Bt−1) + αγϵt

SNt = SNt−L + (1− α)δϵt
MM H-W yt = (Lt−1 + ϕ(Bt−1))SNt−L(1 + ϵt) Lt = Lt−1 + ϕ(Bt−1) + α(Lt−1 + ϕ(Bt−1))ϵt
con TA Bt = ϕ(Bt−1) + αγ(Lt−1 + ϕ(Bt−1))ϵt

SNt = SNt−L + (1− α)δ(SNt−L)ϵt
MM H-W yt = (Lt−1)(SNt−L)(1 + ϵt) Lt = Lt−1 + α(Lt−1)ϵt

sin tendencia SNt = SNt−L + (1− α)δ(SNt−L)ϵt

4.8. Aplicación de los métodos de suavización

Los datos a analizar provienen de la estación Meteorológica del Departamento de Irri-
gación de la U.A.CH. (Universidad Autónoma de Chapingo) por medio del método de la
suavización exponencial, los datos de la humedad fueron tomados cada 30 minutos, con
las fechas del 9 de Mayo del 2003 al 28 de Octubre del 2010. Lo primero que se realizó,
fue obtener promedios diarios de los registros de la humedad, los datos de la humedad se
presentan en la Tabla 3.1 (ver Apéndice A), la gráfica de los datos (ver Figura 3.1) sugiere
que no hay tendencia o patrón estacional muy bien definido. Es posible también que el
nivel (o media) pudiera estar cambiando lentamente a lo largo del tiempo.

4.8.1. Aplicación del método de la suavización exponencial simple

El procedimiento de suavización exponencial simple, inicia con el cálculo de una estima-
ción inicial ℓ0 del nivel (o media) de la serie en el periodo t = 0. Se calcula esta estimación
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ℓ0 promediando los primeros 1328 valores de la serie (casi la mitad de los datos), obtenién-
dose:

ℓ0 =

∑1328
t=1 yt
1328

= 58.819.

Luego se supone que al final del periodo T −1 se tiene una estimación ℓT−1 para el nivel (o
media) de la serie de tiempo. Después se asume que en el periodo T se obtiene una nueva
observación yT , por lo que se puede actualizar ℓT−1 a ℓT , la cual es la nueva actualización del
nivel (o media) en el periodo T . Se calcula la estimación actualizada mediante la ecuación
de suavización

ℓT = α(yT ) + (1− α)ℓT−1.

En este caso, α es una constante de suavización entre 0 y 1. La ecuación de suavización
plantea que ℓT , la estimación del nivel efectuada en el periodo T , es igual a una fracción α
(por ejemplo, 0.1) de la observación yT apenas observada de la serie de tiempo, más una
fracción (1−α) (por ejemplo, 0.9) de ℓT−1, la estimación del nivel efectuada en el periodo
T − 1. A medida que cambie más el nivel del proceso, más influye en la estimación un
valor de la serie de tiempo recientemente observado y, por consiguiente, más grande debe
ser la constante de suavización α.

Se empieza con la estimación inicial ℓ0 = 58.819 misma que se actualiza aplicando
la ecuación de suavización a los 2657 datos observados de la humedad. Para hacer esto,
fijamos arbitrariamente α en 0.1, y con el fin de juzgar la propiedad de esta elección de α,
se calculan pronósticos para “solo un periodo más adelante” de los registros de la humedad
antiguos, a medida que efectuamos el procedimiento de suavización. Un pronóstico de yT
un periodo más adelante es la estimación ℓT−1 del nivel (o media) realizado en el periodo
T − 1. Entonces, puesto que la estimación inicial del nivel es ℓ0 = 58.819, se infiere que
58.819 es el pronóstico de y1 hecho en el tiempo 0. Como se puede ver en la Tabla 4.1 que
y1 = 42.65, se tiene un error de pronóstico de 42.65− 58.819 = −16.17.

Al utilizar y1 = 42.65, se puede actualizar ℓ0 a ℓ1, una estimación efectuada en el
periodo 1 del nivel (o media) de la serie de tiempo, de esta manera

ℓ1 = α(y1) + (1− α)ℓ0 = (0.1)(42.65) + (0.9)(58.819) = 57.202.

Como ℓ1 = 57.202 es un pronóstico hecho en el periodo 1 para y2, y como se puede ver en
la Tabla 4.1 que y2 = 55.88, se tiene un error de pronóstico de 55.88− 57.202 = −1.32. Si
se usa y2 = 55.88, se puede actualizar ℓ1 a ℓ2, una estimación del nivel (o media) hecha en
el periodo 2, usando la ecuación

ℓ2 = α(y2) + (1− α)ℓ1 = (0.1)(55.88) + (0.9)(57.202) = 57.070.

Por referencia lógica, esto lleva a que, al ser 57.070 el pronóstico hecho en el periodo 2
para y3, y según la Tabla 4.1 se puede ver que y3 = 49.38, se tiene un pronóstico de error
de 49.38− 57.070 = −7.69.

Se continúa con este procedimiento considerando los 2657 periodos de los datos ante-
riores. En la Tabla 4.1 se presenta una porción de los resultados de los 2657 periodos de
los datos, de la humedad diaria, en una hoja de cálculo de Excel.
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Tabla 4.1: Hoja de cálculo para la suavización exponencial simple en el caso de la
humedad diaria con α = 0.1.

Puesto que se ejecutan los mismos cálculos para cada uno de los 2657 periodos, la
suavización exponencial simple se adecúa con facilidad a una hoja de cálculo, ya que las
fórmulas para el periodo 1 se copian para los otros 2656 periodos. Con los resultados de
la Tabla 4.1, tenemos que para α = 0.1, la suma de cuadrados del error del pronóstico
es 210579.4529. Para determinar un buen valor de α, recurrimos al Solver de Excel (ver
Apéndice C) para especificar un valor de α que proporcione un valor mínimo para la suma
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de cuadrados del error (SSE), cuando los valores posibles de α varían entre 0 y 1. En la
Tabla 4.2 se presenta la hoja de cálculo de Excel con la solución que proporciona el Solver.

Tabla 4.2: Hoja de cálculo de Excel con valores de α, s, y ℓ2657 cuando SSE tiene un
valor mínimo.

Se puede ver, que cuando la SSE está en su valor mínimo de 121144.8083, el valor de
la constante de suavización es α = 0.9759, y la estimación final del nivel (o media) es
ℓ2657 = 48.66. Este valor de α indica que el nivel (o media) de la serie de tiempo no se

44



CAPÍTULO 4. SUAVIZACIÓN EXPONENCIAL
4.8. APLICACIÓN DE LOS MÉTODOS DE SUAVIZACIÓN

modifica con el tiempo.

En el método de la suavización exponencial simple, un pronóstico puntual en el
tiempo T de cualquier valor futuro yT+τ de una serie de tiempo es la última estimación
ℓT para la media de la serie de tiempo porque no hay tendencia o patrón estacional
que explotar. Sin embargo, se espera, que será menos exacto cuando pronosticamos muy
en el futuro. Por tanto, los intervalos de predicción serán menos exactos (o sea más amplios).

Como α = 0.9759 es un “buen valor” para la constante de suavización al pronosticar
las 2657 observaciones de la humedad, que se proporcionan en la Tabla 4.2. Por tanto, al
aplicar la suavización exponencial simple con α = 0.9759 para pronosticar la humedad
futura diaria. En la Tabla 4.2 se observa que ℓ = 48.66 es la estimación hecha en el día
2657 del nivel (o media) para los datos de la humedad diaria.

Se infiere que el pronóstico puntual elaborado en el día 2657 para la humedad diaria
del día 2658, y para cualquier otro día futuro de la humedad es

ŷ2657+τ (2657) = ℓ2657 = 48.66.

Para el paso siguiente, se necesita primero determinar el error estándar:

s =

√
(y1 − ℓ0)2 + (y2 − ℓ1)2 + ...+ (y2657 − ℓ2656)2

2656
= 6.753.

Luego, se pueden calcular los intervalos de predicción como se indica a continuación:

Un intervalo de predicción de 95 % en el día 2657 para y2658 es

[48.66± (1.96)(6.75364717)] = [35.42, 61.89].

Un intervalo de predicción de 95 % en el día 2657 para y2659 es

[48.66± (1.96)(6.75364717)
√

1 + (0.9759)2] = [30.16, 67.15].

Un intervalo de predicción de 95 % en el día 2657 para y2660 es

[48.66± z0.025s
√

1 + 2α2] = [26.10, 71.22].

Como la constante de suavización α es grande, el incremento en la amplitud del intervalo
de predicción también es grande.

En la Figura 4.1 y en la Tabla 4.3 se presentan la salida de MINITAB luego de aplicar
la suavización exponencial simple, para pronosticar en el día 2657 la humedad para los
siguientes tres dias.
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Figura 4.1: Salida de MINITAB de los resultados de optimización para los datos de la
humedad (constante de suavización, y gráfica de pronósticos).

Tabla 4.3: Salida de MINITAB de los resultados de optimización para los datos de la
humedad (pronósticos puntuales e intervalos de predicción).

MINITAB usa un pronóstico hacia atrás o retropronóstico para encontrar la estimación
inicial del nivel. En este procedimiento se empieza en el final de los datos y se efectúan
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pronósticos para predecir un nivel inicial. Se utiliza el promedio de casi la mitad de los
datos, (1328 observaciones) como la estimación inicial ℓ0 del nivel.

La constante de suavización de 0.9786 que proporciona MINITAB, y la de 0.9759 que
da Excel son distintas. No obstante, las dos indican que el nivel de los datos de la humedad
no se modifica mucho. Los pronósticos puntuales de 48.6645 de MINITAB y 48.66 de Excel
también difieren. Dado que hay muy poca variación en los datos y que el nivel (o la media)
no cambia mucho, estos pronósticos no son muy diferentes.

4.8.2. Aplicación del método de Holt, de la suavización exponencial co-
rregida de la tendencia

A continación se realiza un análisis de los datos de información meteorológica los
cuales fueron obtenidos en la estación Meteorológica del Departamento de Irrigación de
la U.A.CH. (Universidad Autónoma de Chapingo) usando ahora el método de Holt, de
la suavización corregida de la tendencia, los datos de la humedad fueron tomados en
principio cada 30 minutos, con las fechas del 9 de Mayo del 2003 al 28 de Octubre del 2010.

Lo primero que se realizó, fue obtener promedios diarios de los registros de la humedad y
posteriormente se obtuvierón promedios semanales, los datos de la humedad se presentan en
la Tabla 4.4, la gráfica de los datos (ver Figura 4.2) señala una tendencia hacia abajo en las
últimas semanas, la tasa de crecimiento de la humedad ha estado cambiando claramente en
el periodo de estas semanas. Además se sugiere que no hay patrón estacional. Por tanto, el
método de Holt, de la suvización exponencial corregida de la tendencia es un procedimiento
apropiado que se puede aplicar en esta serie de tiempo.

Tabla 4.4: Promedios semanales de la humedad.
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Figura 4.2: Gráfica de MINITAB para los promedios semanales de la humedad.

Para iniciar el procedimiento por medio de las dos ecuaciones de suaviación, primero
se obtiene una estimación inicial ℓ0 para el nivel, y una estimación inicial b0 para la tasa
de crecimiento en el periodo 0.

Una manera de determinarlas es ajustar una recta de tendencia de mínimos cuadrados
a una parte (por ejemplo, la mitad) de los datos anteriores o históricos de los promedios
semanales de la humedad y hacer que la ordenada al origen sea ℓ0 y que la pendiente sea b0.

Se consideró a las 374 observaciones de los valores de la humedad de la Tabla 4.4. Se
ajustó una recta de tendencia de mínimos cuadrados a los primeros 187 de estos valores,
ésto es

ŷt = 62.46− 0.043t.

Esto lleva a que ℓ0 = 62.46 y b0 = −0.043. Se han encontrado estos dos valores efectuando
un análisis de regresión lineal simple mediante Excel.

En la tabla 4.5 se presenta una hoja de cálculo con los resultados de la regresión en las
últimas dos columnas de la derecha. Se han copiado los valores de la columna “Nivel”, y
“Tasa de crecimiento” en el renglón “periodo 0”.
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Tabla 4.5: Hoja de cálculo de Excel para el método Holt de la suavización exponencial
corregida de la tendencia, aplicado a los datos semanales de la humedad, α = 0.20,

γ = 0.10.

Se empieza con ℓ0 y b0 para calcular un pronóstico puntual de y1, a partir del origen 0

ŷ1(0) = ℓ0 + b0 = 62.46 + (−0.043) = 62.42.

Este pronóstico puntual, se muestra en la hoja de cálculo de la Tabla 4.5 en la columna
con el encabezado “Pronóstico hecho en el último periodo”. También en la hoja de cálculo
se muestran, la humedad real semanal y1 = 70.06, y el error de pronóstico, que es

y1 − ŷ1(0) = 70.06− 62.42 = 7.64.

Luego, se escogen valores de las constantes de suavización α y γ. Una elección
razonable es α = 0.2 y γ = 0.1.
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Entonces, si se usa y1 = 70.06, y la ecuación para ℓT , se infiere que la estimación para
la serie de tiempo en el periodo 1 es

ℓ1 = α(y1) + (1− α)[ℓ0 + b0] = 0.2(70.06) + (1− 0.2)[62.42] = 63.95.

Además, al aplicar la ecuación para bT , la estimación para la tasa de crecimiento de la
serie de tiempo en el periodo 1 es

b1 = γ[ℓ1 − ℓ0] + (1− γ)b0 = 0.1[63.95− 62.46] + (1− 0.1)(−0.043) = 0.11.

De dónde se tiene un pronóstico puntual de y2 = 74.59, realizado en el periodo 1 el
cual es,

ŷ2(1) = ℓ1 + b1 = 64.06.

Como el valor real de la humedad semanal en el periodo 2 es y2 = 74.59, el error de
pronóstico es

y2 − ŷ2(1) = 10.53.

En la hoja de cálculo de Excel de la Tabla 4.5, se ilustra el proceso completo usando las
dos ecuaciones de suavización con el método Holt de la suavización exponencial corregida
de la tendencia, para encontrar nuevas estimaciones periodo por periodo del nivel, y
de la tasa de crecimiento de toda la serie de tiempo. En la hoja de cálculo también se
encuentran los pronósticos para el siguiente periodo, los errores de pronóstico, y los errores
cuadráticos del pronóstico. En dicha hoja se observa también, que la suma de cuadrados
del error de pronóstico (sum of squared forecast errors, SSE) es 37620.46 cuando
α = 0.2 y γ = 0.1.

Con el fin de determinar cuáles son los “mejores” valores para α y γ, se puede recurrir
al Solver de Excel (ver Apéndice C), con objeto de encontrar α y γ que generen un valor
mínimo para SSE.

En la Tabla 4.6 se muestra la hoja de cálculo de todos los valores cuando SSE alcanza su
valor mínino de 23255.35. Cuando SSE es mínimo, α = 0.56, γ = 0, s = 7.91, ℓ374 = 50.41,
y b374 = −0.04. Con estos valores se pueden encontrar pronósticos e intervalos de predicción
de 95 %, para la humedad futura.
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Tabla 4.6: Hoja de cálculo de Excel con valores de α, γ, s, ℓ374, y b374 cuando la SSE es
mínima.

Para ilustrar el pronóstico de la humedad semanal, se usa ℓ374 = 50.41 y b374 = −0.04
para determinar los pronósticos puntuales de y375, y376 y y377 como se indica a continuación

ŷ375(374) = ℓ375 + b375 = 50.37

ŷ376(374) = ℓ375 + 2b375 = 50.33

ŷ377(374) = ℓ375 + 3b375 = 50.29.

Con objeto de calcular los intervalos de predicción de 95 %, se usan los errores de pronós-
tico de la Tabla 4.6 para determinar el error estándar s. En la Tabla 4.5 se proporcionan
los errores de pronóstico para el siguiente periodo cuando se usa α = 0.56 y γ = 0, las
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constantes de suavización que minimizan la SSE.

Se tiene

s =

√∑T
t=1[yt − ŷt(t− 1)]2

T − 2
= 7.91.

Entonces, un intervalo de predicción de 95 % para y375 es

[
ŷ375(374)± z[0.025]s

]
= [34.87, 65.87] .

Entonces, un intervalo de predicción de 95 % para y376 es

[
ŷ376(374)± z[0.025]s

√
1 + α2(1 + γ)2

]
=

[
(ℓ375 + 2b375)± z[0.025]s

√
1 + α2(1 + γ)2

]
=

= [32.56, 68.10] .

Entonces, un intervalo de predicción de 95 % para y377 es

[
ŷ377(374)± z[0.025]s

√
1 + α2(1 + γ)2 + α2(1 + 2γ)2

]
=

=
[
(ℓ375 + 3b375)± z[0.025]s

√
1 + α2(1 + γ)2 + α2(1 + 2γ)2

]
= [30.51, 70.07] .

En la realidad, es muy común para una serie de tiempo tener un nivel que cambia sin que
haya modificaciones en la tasa de crecimiento. Por consiguiente, puede parecer que una
serie de tiempo tiene una tendencia cambiante, pero lo único que cambia es el nivel. En la
salida de MINITAB de la Figura 4.3 se puede ver que los valores iniciales no se ajustan
muy bien a los datos. Esto ocaciona la elección de una α grande (=1.2733), y una SSE
también grande (=88.6020(374)=33137.15). Como resultado, los intervalos de predicción
son más amplios de lo necesario (ver Tabla 4.7), y el valor grande para y374 podría haber
causado que los pronósticos sean muy altos.
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Figura 4.3: Salida de MINITAB del Método de Holt de la suavización exponencial
corregida de la tendencia, aplicado a la humedad semanal (Costantes de suavización y

gráfica de pronósticos).

Tabla 4.7: Salida de MINITAB del Método de Holt de la suavización exponencial
corregida de la tendencia, aplicado a la humedad semanal (Pronósticos puntuales e

intervalos de predicción).
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4.8.3. Aplicación del método multiplicativo de Holt-Winters

A continación se realiza un análisis de los datos de información meteorológica que
fueron obtenidos en la estación Meteorológica del Departamento de Irrigación de la
U.A.CH. usando ahora el método multiplicativo de Holt-Winters, los datos de la humedad
fueron tomados en principio cada 30 minutos, con las fechas del 9 de Mayo del 2003 al 28
de Octubre del 2010. Nuevamente, en principio se tomaron los promedios diarios de los
registros de la humedad y posteriormente se obtuvierón promedios de cada estación del
año (es decir, promedios del verano, otoño, invierno y primavera)(ver Tabla 3.4), los datos
obtenidos se grafican en la Figura 3.5. En élla se puede observar un decremento lineal de
la humedad en un periodo de siete años, y que el patrón estacional es creciente cuando
aumenta el nivel de la serie de tiempo. Este patrón sugiere que el método multiplicativo
de Holt-Winters se puede aplicar para pronosticar la humedad futura.

Para iniciar el procedimiento por medio de las tres ecuaciones de suavización, primero
se obtiene una estimación inicial del nivel ℓ0, la tasa de crecimiento b0 y los factores
estacionales, sn−3, sn−2, sn−1 y sn0. Como se requieren datos de por lo menos cuatro o
cinco años para determinar los valores de los factores estacionales, por tanto se usó casi la
mitad de los datos es decir, 16 valores, para determinar los valores iniciales. Al igual que
en el método de suavización exponencial corregida para la tendencia de Holt, se utiliza la
regresión, para ajustar una recta de tendencia a los primeros 16 valores de los promedios
estacionales de la humedad. En la Tabla 4.8, se da una salida de regresión obtenida con
Excel que proporciona la ecuación siguiente de regresión de mínimos cuadrados:

ŷt = 61.67011077 + (−0.376297811)t.

Por consiguiente, para los valores iniciales del nivel y la tasa de crecimiento, se usa ℓ0 =
61.6701 y b0 = −0.3762. Estos valores se copian en las celdas que corresponden al nivel y
la tasa de crecimiento en el tiempo o periodo 0 de la Tabla 4.9.

Tabla 4.8: Aplicación de Excel para determinar las estimaciones iniciales del nivel ℓ0, la
tasa de crecimiento b0 y los factores estacionales sn−3, sn−2, sn−1 y sn0.
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Los factores estacionales iniciales se determinan mediante el siguiente procedimiento
de cuatro pasos:

1. Se aplica la ecuación de regresión de mínimos cuadrados para calcular ŷt de cada
periodo que se usa en la determinación de la ecuación de regresión de mínimos
cuadrados. En este caso, se calcula ŷt de los cuatro años de datos, t = 1, 2, ..., 16.

Estos valores se muestran en la columna de “estimaciones de regresión” de la Tabla
4.8. Por ejemplo,

ŷ1 = 61.6701 + (−0.3762)(1) = 61.29

ŷ2 = 61.6701 + (−0.3762)(2) = 60.92

ŷ3 = 61.6701 + (−0.3762)(3) = 60.54.

2. Enseguida se elimina la tendencia de los datos calculando St = yt
ŷt

de cada periodo
que se uso para estimar la recta de regresión de mínimos cuadrados.

Estos valores se muestran en la columna “Sin tendencia” de la Tabla 4.8. Por ejemplo,

S1 =
y1
ŷ1

= 1.19

S2 =
y2
ŷ2

= 0.99

S3 =
y3
ŷ3

= 0.79.

3. Luego se calculan los valores estacionales promedio para cada una de las estaciones L.
Estos L promedios, S[1], S[2], S[3],..., S[L], se encuentran determinando el promedio
de los valores sin tendencia para la estación correspondiente. Por lo que toca a los
datos de la humedad, se encontro L = 4 factores estacionales, S[1], S[2], S[3] y S[4].
Para el verano, hay cuatro primeros veranos de datos sin tendencia. Por tanto,

S[1] =
S1 + S5 + S9 + S13

4

de donde
S[1] = 1.1872.

De igual manera, se encontró que

S[2] = 0.9322

es el promedio estacional del otoño,

S[3] = 0.7729
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es el promedio estacional del invierno,

S[4] = 1.1077

es el promedio estacional de la primavera.

4. Por último, se quiere que el promedio de los factores estacionales sea 1. Esto se
consigue al multiplicar los valores estacionales promedio por el factor de corrección

CF =
L∑L

i=1 S[i]

.

Se observa que si
∑L

i=1 S[i] = L, no hay que hacer correcciones porque CF = 1. Con
el objeto de usar las ecuaciones de suavización en la hoja de cálculo de la Tabla 4.9,
los factores estacionales iniciales tienen subíndices para los cuales la primera estación
es en el periodo 1−L, la segunda estación es en el periodo 2−L, y la última estación
es en el periodo L− L = 0. Por consiguiente, los factores estacionales iniciales son

sni−L = S[i](CF )(i = 1, 2, ..., L).

En cuanto a los datos estacionales de la humedad, se encontraron cuatro factores
estacionales iniciales. En este caso, CF = 4/4.0001 = 1.0000 y

sn−3 = sn1−4 = S[1](CF ) = 1.1872

sn−2 = sn2−4 = S[2](CF ) = 0.9322

sn−1 = sn3−4 = S[3](CF ) = 0.7729

sn0 = sn4−4 = S[4](CF ) = 1.1077

.

Estos valores se listan bajo el encabezado “índice” en la Tabla 4.8, y se copian en las celdas
de los periodos -3,-2,-1 y 0 bajo “Factor estacional” en la Tabla 4.9.

Después de determinar los valores iniciales del nivel, tendencia, y cuatro factores
estacionales, se está listo para aplicar las ecuaciones de suavización.

Para empezar con los valores iniciales, se calcula un pronóstico puntual de y1 en el
origen 0:

ŷ1(0) = (ℓ0 + b0)sn1−4 = (ℓ0 + b0)sn−3 = 72.77

. Este pronóstico puntual se proporciona en la Tabla 4.9 bajo el encabezado “Pronóstico
hecho en el último periodo”. En la hoja de cálculo también se puede ver el valor de la
humedad real y1 = 72.99, y el error de pronóstico, que es

y1 − ŷ1(0) = 72.99− 72.77 = 0.22
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. La hoja de cálculo de la Tabla 4.9 se prepara con α = 0.2, γ = 0.1 y δ = 0.1. Al usar
y1 = 72.99, y la ecuación de suavización para ℓT la estimación del nivel de la serie de
tiempo en el periodo 1 es

ℓ1 = α(y1/sn−3) + (1− α)(ℓ0 + b0) = 61.34.

Al aplicar la ecuación de suavización para bT , la estimación de la tasa de crecimiento en
el periodo 1 es

b1 = γ(ℓ1 − ℓ0) + (1− γ)b0 = −0.3.

Al aplicar la ecuación de suavización para snT , la estimación del factor estacional en el
periodo 1 es

sn1 = δ(y1/ℓ1) + (1− δ)sn−3 = 1.181.

Se infiere entonces que un pronóstico puntual de y2 en el periodo 1 es

ŷ2(1) = (ℓ1 + b1)sn2−4 = (ℓ1 + b1)sn−2 = 53.83.

Puesto que el valor real de la humedad estacional en el periodo 2 es y2 = 60.42, el error de
pronóstico es

y2 − ŷ2(1) = 6.59.

Ahora se pueden calcular las estimaciones actualizadas ℓ2, b2 y sn2 como se indica a
continuación:

ℓ2 = α(y2/sn−2) + (1− α)(ℓ1 + b1) = 61.76

b2 = γ(ℓ2 − ℓ1) + (1− γ)(b1) = −0.2957

sn2 = δ(y2/ℓ2) + (1− δ)(sn−2) = 0.9368.

El proceso continúa hasta abarcar los 28 periodos. También se calculan los errores
cuadrados del pronóstico y la suma de cuadrados del error (SSE).

Los resultados de este proceso se muestran en la Tabla 4.9, donde se ve que
SSE =271.8779.
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Tabla 4.9: Hoja de cálculo de Excel para el método multiplicativo de Holt-Winters,
aplicado a la humedad estacional con α = 0.2, γ = 0.1 y δ = 0.1.

Para encontrar “buenos” valores para α, γ, y δ, se seleccionan los valores que minimizan
la suma de cuadrados del error del pronóstico (SSE).

En la Tabla 4.10 se muestran los resultados para SSE mínima que se obtienen con el
Solver. Se observa que la SSE mínima es igual a 218.770 cuando α =0.567, γ =0 y δ =0.534.
Además, también se puede ver que las estimaciones finales para el nivel, tasa de crecimien-
to y factores estacionales son ℓ28 =57.0475, b28 =-0.3700, sn25 =1.2011, sn26 =0.9360,
sn27 =0.7529 y sn28 =1.1604.
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Tabla 4.10: Hoja de cálculo de Excel en la que se muestra la SSE mínima con los valores
para α, γ, δ, ℓ28, b28, sn25, sn26, sn27 y sn28.

Usando las estimaciones de la Tabla 4.10 que minimizan SSE, los pronósticos puntuales
de y29, y30, y31 y y32 son

ŷ29(28) = (ℓ28 + b28)sn29−4 = (ℓ28 + b28)sn25 = (57.0475 + (−0.3700))(1.2011) = 68.0753

ŷ30(28) = (ℓ28+2b28)sn30−4 = (ℓ28+2b28)sn26 = (57.0475+2(−0.3700))(0.9360) = 52.7038

ŷ31(28) = (ℓ28+3b28)sn31−4 = (ℓ28+3b28)sn27 = (57.0475+3(−0.3700))(0.7529) = 42.1153

ŷ32(28) = (ℓ28+4b28)sn32−4 = (ℓ28+4b28)sn28 = (57.0475+4(−0.3700))(1.1604) = 64.4805.

Antes de proceder a calcular los intervalos de predicción de 95 %, se observa que en las
fórmulas de estos intervalos se usa el error estándar relativo sr en el tiempo T , y no el
error estándar s en el tiempo T . La razón de este cambio es el resultado de usar un modelo
multiplicativo donde la tendencia está multiplicada tanto por el factor estacional como por
el factor irregular. Para determinar sr, es necesario determinar la suma de los cuadrados
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de los errores relativos [yt− ŷt(t−1)]/ŷt(t−1), t = 1, 2, ..., T , y no la suma de los cuadrados
de los errores, [yt − ŷt(t− 1)], como sigue:

sr =

√√√√∑28
t=1

[
yt−ŷt(t−1)
ŷt(t−1)

]2
28− 3

= 0.052.

Entonces, un intervalo de predicción de 95 % para y29 es

[
ŷ29(28)± z[0.025]sr(

√
c1)(sn29−4)

]
= [61.1104, 75.0402] .

Para calcular un intervalo de predicción de 95 % para y30 primero se determina

c2 = α2(1 + γ)2(ℓ28 + b28)
2 + (ℓ28 + 2b28)

2 = 4203.2662

entonces, [
ŷ30(28)± z[0.025]sr(

√
c2)(sn30−4)

]
= [46.5190, 58.8886] .

Ahora para calcular un intervalo de predicción de 95 % para y31 primero se determina

c3 = α2(1 + 2γ)2(ℓ28 + b28)
2 + α2(1 + γ)2(ℓ28 + 2b28)

2 + (ℓ28 + 3b28)
2

de donde

c3 = 5181.0275

entonces, [
ŷ31(28)± z[0.025]sr(

√
c3)(sn31−4)

]
= [36.5919, 47.6387] .

Si se dispusiera de nuevos valores estacionales de la humedad, entonces se pueden revisar
los pronósticos y los intervalos de predicción de 95 %, por medio de las ecuaciones de
predicción para actualizar las estimaciones del nivel, tasa de crecimiento y factor estacional
sin volver a estimar los parámetros de suavización.

Tanto las versiones aditivas como las multiplicativas de los métodos de Holt-Winters
se encuentran en el software MINITAB para la suavización exponencial.

En la Figura 4.4 se presenta una salida de MINITAB en la que se usaron los valores que
asigna automáticamente el programa a las constantes de suavización (α = γ = δ =0.2).
Los métodos de Holt-Winters en MINITAB, carecen de la opción de búsqueda automática
de constantes óptimas de suavización.

Una SSE grande siempre se refleja en la longitud de los intervalos de predicción, de aquí
que los intervalos son muchos más amplios en la Tabla 4.11 que proporciona MINITAB.
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Figura 4.4: Salida de MINITAB del Método multiplicativo de Holt-Winters, aplicado a
la humedad estacional (constantes de suavización y gráfica de pronósticos).

Tabla 4.11: Salida de MINITAB del Método multiplicativo de Holt-Winters, aplicado a
la humedad estacional (Pronósticos puntuales e intervalos de predicción).
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Para finalizar esta sección se hace una comparación de los tres métodos de suavización
expuestos anteriormente, con el objeto de destacar cual es el mejor método para realizar
pronósticos.

Se llevaron a cabo tres análisis usando los métodos de la suavización exponencial, el
primero en aplicarse fue el método de la suavización exponencial simple, para los datos
de la humedad tomados como promedios diarios, luego se aplico el método de Holt, de la
suavización exponencial corregida de la tendencia, para los datos de la humedad ahora
tomados como promedios semanales, por último se aplicó el método multiplicativo de
Holt-Winters, para los datos de la humedad tomados como promedios de cada estación,
es decir, promedios del verano, otoño, invierno y primavera.

Como el objetivo de cada método es encontrar buenos valores de pronóstico, se selec-
cionan los valores que minimizan la suma de cuadrados del error de pronóstico (SSE), en
las Tablas 4.2, 4.6 y 4.10 se observa que el método multiplicativo de Holt-Winters arro-
ja una SEE menor que en los demás métodos y en consecuencia se obtienen intervalos
de predicción más cortos, es decir más exactos, por lo tanto, el método multiplicativo de
Holt-Winters es el mejor para realizar pronóstico de la serie de tiempo observada.
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Capítulo 5

Metodología de Box-Jenkins

En 1970, Box y Jenkins desarrollaron un cuerpo metodológico destinado a identificar,
estimar y diagnosticar modelos dinámicos de series de tiempo en los que la variable tiempo
juega un papel fundamental. Una parte importante de esta metodología está pensada para
liberar al investigador de la tarea de especificación de los modelos dejando que los propios
datos temporales de la variable a estudiar indiquen las características de la estructura
probabilística subyacente.

La metodología de Box-Jenkins consta de los siguientes pasos:

Paso 1: Identificación tentativa del modelo. Se propone un modelo tentativo utilizando la
función de autocorrelación muestral (FACM) y la función de autocorrelación parcial
muestral (FACPM).

Paso 2: Estimación de los parámetros. Se estiman los parámetros del modelo identificado
en forma tentativa.

Paso 3: Comprobación y diagnóstico. Comprobar el modelo, si el modelo propuesto en
forma tentativa resulta ser inadecuado, el diagnóstico sugiere un nuevo modelo ten-
tativo, que se somete a estos tres pasos y asi sucesivamente hasta obtener el modelo
adecuado.

Paso 4: Predicción. Pronosticar o calcular valores futuros usando el modelo final estable-
cido en los pasos anteriores.

A continuación se definirán algunos conceptos teóricos fundamentales para el análisis de
series de tiempo.

5.1. Modelos estacionarios y la función de autocorrelación

Definición 5.1. Un proceso es estacionario de orden r si todos sus momentos hasta el de
orden r existen y son estables.

Definición 5.2. Una serie de tiempo {Xt; t ∈ T}, es estacionaria en sentido estricto si y
sólo si:
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F [xt1 , xt2 , ..., xtn ] = F [xt1+k, xt2+k, ..., xtn+k] ∀ t1, t2, ..., tn ∈ T y k ∈ N

es decir, si la función de distribución en cualquier conjunto finito de n variables aleatorias
de la serie no se altera si se desplaza k periodos en el tiempo.

Definición 5.3. Una serie de tiempo {Xt; t ∈ T}, es estacionaria de segundo orden o
débilmente estacionaria si y sólo si:

1. Es estacionaria en media, es decir, todas las variables aleatorias de la serie tienen la
misma media y ésta es finita:

E(Xt) = µ <∞, ∀ t ∈ T .

2. Todas las variables tienen la misma varianza y es finita, es decir, la dispersión en
torno a la media constante a lo largo del tiempo es la misma para todas las variables
de la serie de tiempo:

V (Xt) = E[Xt − µ]2 = σ2x <∞, ∀ t ∈ T .

3. Las autocovarianzas sólo dependen del número de periodos de separación entre las
variables y no del tiempo, es decir, la covarianza lineal entre dos variables aleatorias
de la serie de tiempo que disten k periodos de tiempo es la misma que existe entre
cualesquiera otras dos variables que esten también separadas k periodos, independien-
temente del momento concreto de tiempo al que estén referidas

cov(Xt+k, Xt) = E[Xt+k − µ][Xt − µ] = γ|(t+k)−t| = γk <∞, ∀k ∈ Z+.[1]

Observación 5.1. Si {Xt; t ∈ T} es estrictamente estacionaria y E(X2
t ) < ∞ para toda

t, entonces {Xt; t ∈ T} es estacionaria de segundo orden.

Observación 5.2. Si una serie de tiempo es estacionaria de segundo orden y su distribu-
ción es normal, es estacionaria en sentido estricto [1].

A partir de ahora se usa el término serie de tiempo estacionaria para hacer referencia
a una serie débilmente estacionaria, a menos que se indique otra cosa.

Definición 5.4. Sea {Xt; t ∈ T} una serie de tiempo estacionaria, el coeficiente de auto-
covarianza de la serie en el lapso k (número de periodos de separación entre las variables)
es

γk = cov(Xt+k, Xt). (5.1)

Definición 5.5. El conjunto {γk; kϵZ} se denomina función de autocovarianza (FACV).

Propiedades 5.1. (FACV)

1. Incluye la varianza del proceso para k = 0: γ0 = E[Xt − µ][Xt − µ] = V ar(Xt).

2. γ0 ≥ 0.

3. |γk| ≤ γ0 ∀k ∈ Z+.
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4. Es una función simétrica: γk = E[Xt − µ][Xt+k − µ] = E[Xt − µ][Xt−k − µ] = γ−k.

La función de autocovarianzas de una serie de tiempo recoge toda la información sobre
la estructura dinámica lineal de la misma. Pero depende de las unidades de medida de la
variable, por lo que, en general, se suele utilizar la función de autocorrelación.

Definición 5.6. Sea {Xt; t ∈ T} una serie de tiempo estacionaria, el coeficiente de auto-
correlación de la serie en el lapso k (número de periodos de separación entre las variables)
es

ρk =
γk√
γ0γ0

=
γk
γ0
. (5.2)

Definición 5.7. El conjunto {ρk; kϵZ} se denomina función de autocorrelación (FAC).

La función de autocorrelación se suele representar gráficamente por medio de un gráfico
de barras denominado correlograma.

Propiedades 5.2. (FAC)

1. El coeficiente de autocorrelación de orden 0 es, por definición, 1. Por eso, a menudo,
no se le incluye explícitamente en la función de autocorrelación.

ρ0 =
γ0
γ0

= 1.

2. |ρk| ≤ 1 ∀k ∈ Z+.

3. Es una función simétrica: ρk = γk
γ0

=
γ−k

γ0
= ρ−k. Por ello, en el correlograma

se representa la función de autocorrelación solamente para los valores positivos del
retardo k.

4. La función de autocorrelación de una serie de tiempo estacionaria tiende a cero
rapidamente cuando k tiende a ∞.

Ejemplos de modelos estacionarios.

Ejemplo 5.1. (Ruido iid).
Una sucesión {Xt; t ∈ T} de variables aleatorias que son independientes e identicamente
distribuidas (v. a. iid) con media 0 y varianza σ2, es denominada un ruido iid y es denotado
de la siguiente forma

Xt ∼ IID(0, σ2).

Ya que satisface que E(Xt) = 0 y

γk =

{
σ2, si k = 0
0, si k ̸= 0.

entonces el ruido iid es estacionario.

Ejemplo 5.2. (Ruido blanco).
Si {Xt; t ∈ T} es una sucesión de variables aleatorias no correlacionadas, cada una con
media cero y varianza σ2, entonces se dice que la sucesión es un ruido blanco. Para indicar
que la sucesión {Xt; t ∈ T} es un ruido blanco se usará la siguiente notación:
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Xt ∼ RB(0, σ2).

Dado que E(Xt) = 0 y

γk =

{
σ2, si k = 0
0, si k ̸= 0.

no depende de t, entonces el ruido blanco es estacionario.

Observación 5.3. Claramente se puede observar que toda sucesión IID(0, σ2) es un
RB(0, σ2), sin embargo, el recíproco no se cumple [2].

Ya se vio como calcular la FAC para una serie de tiempo. Sin embargo, al trabajar
con fenómenos reales, se cuenta con datos observados {x1, x2, ..., xn} y generalmente no se
conocen los parámetros de las variables aleatorias del proceso. Para calcular el grado de
independencia de los datos asi como para seleccionar un modelo para estos, es necesario
usar la función de autocorrelación muestral (FACM) que se obtiene en base a los datos
observados. Si se cree que los datos son valores realizados de una serie de tiempo estacio-
naria {Xt; t ∈ T}, entonces la función de autocorrelación muestral dará un estimador de
la función de autocorrelación de {Xt; t ∈ T}.

Definición 5.8. Sean {x1, x2, ..., xn} observaciones de una serie de tiempo.
La media muestral de estas observaciones es

µ̂ = x =
1

n

n∑
i=1

xi. (5.3)

La varianza muestral de estas observaciones es

σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

(xi − x)2. (5.4)

La autocovarianza muestral de estas observaciones es

γ̂k :=
1

n

n−|k|∑
t=1

(xt+|k| − x)(xt − x) (5.5)

para −n < k < n.
La autocorrelación muestral de estas observaciones es

ρ̂k =
γ̂k
γ̂0

(5.6)

para −n < k < n.

La FACM es la representación gráfica de las autocorrelaciones muestrales en los lapsos
k y en base a ésta diremos que:

1. Si el comportamiento de la FACM de la serie de tiempo se corta bastante rápido o
tiende a cero rápidamente, entonces la serie de tiempo será considerada estacionaria.
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2. Si la FACM de la serie de tiempo tiende a cero de forma extremadamente lenta,
entonces la serie será considerada no estacionaria.

Otro elemento importante en la identificación del modelo es la función de autocorrela-
ción parcial muestral (FACPM), la cual se define de la siguiente manera:

Definición 5.9. Sean {x1, x2, ..., xn} observaciones de una serie de tiempo estacionaria.
El coeficiente de autocorrelación parcial de la muestra en el lapso k es

ρ̂kk =

 ρ̂1, si k=1
ρ̂k−

∑k−1
j=1 (ρ̂k−1,j ρ̂k−j)

1−
∑k−1

j=1 (ρ̂k−1,j ρ̂j)
, si k=2,3,... (5.7)

donde ρ̂kj = ρ̂k−1,j − ρ̂kkρ̂k−1,k−j para j = 1, 2, ..., k − 1.

Definición 5.10. El conjunto {ρ̂kk; kϵZ} se denomina función de autocorrelación parcial
muestral (FACPM).

5.2. Modelo estacionario lineal general

Definición 5.11. Un operador de retardo en un periodo (denotado por B) se define como

BXt = Xt−1 (5.8)

para toda t, el cual retarda a la variable Xt un periodo.

De manera general se tiene
BkXt = Xt−k (5.9)

para toda t y k = 0, 1, 2, ..., la cual retarda k periodos a la variable Xt.

Observación 5.4. El operador adelanto o cambio hacia adelante (en ingles, forward shift
operator) se denota por F y se define como FXt = Xt+1, cumpliéndose que F = B−1.

Definición 5.12. Un operador diferencia (denotado por ∇) se define de la siguiente ma-
nera

∇Xt = Xt −Xt−1 (5.10)

para toda t.

De manera general se tiene

∇kXt =
k∑

i=0

k!

i!(k − i)!
(−1)iXt−i (5.11)

para toda t y k = 0, 1, 2, ...

Definición 5.13. El modelo (o proceso) lineal general expresa a cada variable aleatoria
X̃t como una combinación lineal de todos sus retardos pasados más un término de error
puramente aleatorio o un ruido blanco

X̃t = π1X̃t−1 + π2X̃t−2 + ...+ ϵt =

∞∑
j=1

πjX̃t−j + ϵt (5.12)
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en donde X̃t−j = Xt−j−µ (j = 1, 2, ...) son los retardos de la variable aleatoria X̃t = Xt−µ,
µ es la media del proceso Xt, πj (j = 1, 2, ...) son los coeficientes asociados a las variables
explicativas y ϵt es un proceso de ruido blanco.

Las condiciones generales que ha de cumplir el proceso son:

1. Que el proceso sea no anticipante, es decir, que el presente no venga determinado por
el futuro, luego el valor de X̃ en el momento t no puede depender de valores futuros
de X̃ o de ϵt.

2. Que el proceso sea invertible, es decir, que el presente dependa de forma conver-
gente de su propio pasado lo que implica que la influencia de X̃t−k en X̃t ha de ir
disminuyendo conforme nos alejemos en el pasado. Esta condición se cumple si los
parámetros del modelo general (5.12) cumplen con la siguiente restricción

∞∑
i=1

π2i <∞. (5.13)

Observación 5.5. El proceso lineal general (5.12) puede contemplarse como un modelo
de regresión lineal con infinitas variables explicativas, que son los retardos de la propia
variable dependiente.

El modelo (5.12) se puede escribir de forma más compacta en términos del operador
de retardo:

X̃t = (π1B + π2B
2 + ...)X̃t + ϵt ⇒ (1− π1B − π2B

2 − ...)X̃t = ϵt ⇒ π∞(B)X̃t = ϵt.

Teorema 5.1. (Representación de Wold (1938)). El proceso lineal general puede ex-
presarse como una combinación lineal de los retardos de un proceso puramente aleatorio

X̃t = ϵt + ψ1ϵt−1 + ψ2ϵt−2 + ... = ϵt +

∞∑
i=1

ψiϵt−i = ψ∞(B)ϵt (5.14)

en donde ψ∞(B) = ψ0 + ψ1B + ψ2B
2 + ... es un polinomio en B de orden infinito con

ψ0 = 1.

Demostración. Partiendo de que π∞(B)X̃t = ϵt, podemos escribir X̃t =
( 1
π∞(B))ϵt = ψ∞(B)ϵt. Vemos que los polinomios ψ∞(B) y π∞(B) cumplen con la rela-

ción ψ∞(B)π∞(B) = 1, de modo que podemos obtener los pesos ψ a partir de los pesos
de π, y viceversa.�

Proposición 5.1. El proceso lineal general es estacionario si ψ0, ψ1, ... es una serie conver-
gente, esto es, si la suma de los valores absolutos de los pesos ψi es finita,

∑∞
i=0 |ψi| <∞.

Demostración. Puesto que E(X̃t) = 0 ⇒ E(Xt − µ) = 0 ⇒ E(Xt) = µ, además

E(X̃t)
2 = E(ϵt + ψ1ϵt−1 + ψ2ϵt−2 + ...)2 =

E(ϵ2t + ψ2
1ϵ

2
t−1 + ψ2

2ϵ
2
t−2 + ...+ 2ψ1ϵtϵt−1 + ...) = σ2ϵ (1 + ψ2

1 + ...)

y por último se tiene
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E(X̃tX̃t−k)
2 = E[(ϵt + ψ1ϵt−1 + ψ2ϵt−2 + ...+ ψkϵt−k + ψk+1ϵt−k−1 + ψk+2ϵt−k−2 +

...)(ϵt−k + ψ1ϵt−k−1 + ψ2ϵt−k−2 + ...)] = σ2ϵψk + σ2ϵψk+1ψ1 + ... = σ2ϵ
∑∞

i=0 ψk+iψi.�

Definición 5.14. Un proceso es invertible si π0, π1, ... es una serie convergente, esto es,∑∞
i=1 |πi| < ∞. En este caso, el pasado muy remoto es irrelevante en la explicación del

presente.

Como en este trabajo se va a estudiar una serie de tiempo finita, los modelos no van a
poder expresar dependencias infinitas sin restricciones sino que tendrán que especificar una
dependencia en el tiempo acotada y con restricciones. Será necesario simplificar la formu-
lación del modelo (5.12) de forma que tenga un número finito de parámetros. Acudiendo a
la teoría de polinomios, bajo condiciones muy generales, se puede aproximar un polinomio
de orden infinito mediante un cociente de polinomios finitos, es decir:

π∞(B) ≃ ϕp(B)

θq(B)
(5.15)

donde ϕp(B) y θq(B) son polinomios en el operador de retardos finitos de orden p y q
respectivamente, es decir:

ϕp(B) = 1− ϕ1B − ϕ2B
2 − ...− ϕpB

p.
θq(B) = 1− θ1B − θ2B

2 − ...− θqB
q.

5.3. Procesos ARMA

Definición 5.15. Sea {Xt; t ∈ T} una serie de tiempo. Se dice que es un proceso autorre-
gresivo de promedios móviles de orden p, q, denotado por ARMA(p,q), si {Xt; t ∈ T}
es estacionario y para toda t se tiene que:

Xt − ϕ1Xt−1 − ...− ϕpXt−p = ϵt + θ1ϵt−1 + ...+ θqϵt−q (5.16)

donde ϵt ∼ RB(0, σ2) y los polinomios (1 − ϕ1x − ... − ϕpx
p) y (1 + θ1x + ... + θqx

q) no
tienen factores comunes.

El proceso {Xt; t ∈ T} es un proceso ARMA(p,q) con media µ si {Xt − µ; t ∈ T}
es un modelo ARMA(p,q). Una forma abreviada de expresar (5.16) es de la siguiente
manera:

ϕp(B)Xt = θq(B)ϵt. (5.17)

Una condición para la existencia de una solución para el proceso estacionario es que el
polinomio ϕ(x) = 1 − ϕ1x − ... − ϕpx

p sea distinto de cero para todo número complejo x
con |x| = 1.

Proposición 5.2. (Existencia y unicidad). Una solución de (5.16) existe y además es
única para la serie {Xt; t ∈ T} si y sólo si, ϕ(x) = 1 − ϕ1x − ... − ϕpx

p ̸= 0, para todo
|x| = 1.
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Proposición 5.3. (Causal). Un proceso ARMA(p,q), {Xt; t ∈ T} es causal o una
función causal de {ϵt} si existen constantes {ψi} tal que

∑∞
i=0 |ψi| <∞ y además

Xt =

∞∑
i=0

ψiϵt−i (5.18)

para toda t ∈ T .
Una condición equivalente para que la serie sea causal es que 1−ϕ1x− ...−ϕpxp ̸= 0, para
todo |x| ≤ 1.

La sucesión {ψi} en (5.18) se determina por la relación ψ(x) =
∑∞

i=0 ψix
i =

θq(x)
ϕp(x)

o
equivalentemente,

(1− ϕ1x− ϕ2x
2 − ...− ϕpx

p)(ψ0 + ψ1x+ ...) = 1 + θ1x+ θ2x
2 + ...+ θqx

q.

Igualando los coeficientes correspondientes a xi con i = 0, 1, ..., se encuentra que

1 = ψ0

θ1 = ψ1 − ψ0ϕ1
θ2 = ψ2 − ψ1ϕ1 − ψ0ϕ2

.

.

.

o equivalentemente,

ψi −
p∑

k=1

ϕkψi−k = θi

con i = 0, 1, 2, ... donde θ0 := 1, θi := 0 para i > q, además ψi := 0 para i < 0.

Proposición 5.4. (Invertibilidad). Un proceso ARMA(p,q), {Xt; t ∈ T} es invertible
si existen constantes {πi} tales que

∑∞
i=0 |πi| <∞ y

ϵt =

∞∑
i=0

πiXt−i (5.19)

para toda t ∈ T .
La condición de invertibilidad es equivalente a que θq(x) = 1− θ1x− θ2x

2 − ...− θqx
q ̸= 0

para todo, |x| ≤ 1.

Para poder obtener los valores de la sucesión {πi} se realiza el mismo razonamiento
que fue utilizado para hallar los coeficientes de {ψi}. Así los valores serán determinados
mediante la ecuación,

πi +
∑q

k=1 θkπi−k = −ϕi

para i = 0, 1, ... donde ϕ0 := −1, ϕj = 0 para j > p, además πj := 0 para j < 0.
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5.3.1. Función de autocovarianza de un proceso ARMA(p,q)

A continuación se presentan diferentes métodos para calcular el coeficiente de autoco-
varianza de un proceso causal ARMA.

Primer Método. El proceso causal ARMA(p,q) definido por ϕp(B)Xt =
θq(B)ϵt y en el que la causalidad implica que Xt =

∑∞
i=0 ψiϵt−i don-

de
∑∞

i=0 ψix
i =

θq(x)
ϕp(x)

, con |x| ≤ 1, se tiene como coeficiente de auto-
covarianza γ′ a γ′k = E(Xt+kXt) = E[(

∑∞
i=−∞ ψiϵt+k−i)(

∑∞
j=−∞ ψjϵt−j)] =∑∞

i=−∞
∑∞

j=−∞ ψiψjE(ϵt+k−iϵt−j) =
∑∞

i=−∞
∑∞

j=−∞ ψiψjγ
′
k−i+j =

∑∞
i=−∞ ψiψi+kσ

2 =∑∞
i=0 ψiψi+|k|σ

2.

∴ γ′k =
∞∑
i=0

ψiψi+|k|σ
2. (5.20)

Segundo Método. Si se multiplica por la derecha cada lado de la ecuación

Xt − ϕ1Xt−1 − ...− ϕpXt−p = ϵt + θ1ϵt−1 + ...+ θqϵt−q

por Xt−h, h = 0, 1, 2, ..., y calculamos la esperanza de cada lado, esto es, para el miembro
izquierdo se tiene que,

A = XtXt−h − ϕ1Xt−1Xt−h − ...− ϕpXt−pXt−h

entonces
E(A) = E(XtXt−h − ϕ1Xt−1Xt−h − ...− ϕpXt−pXt−h) = E(XtXt−h)− ϕ1E(Xt−1Xt−h)−
...− ϕpE(Xt−pXt−h)

∴ E(A) = γ′h − ϕ1γ
′
h−1 − ...− ϕpγ

′
h−p

y para el miembro derecho, sea

B = ϵtXt−h + θ1ϵt−1Xt−h + ...+ θqϵt−qXt−h

entonces
E(B) = E(ϵtXt−h + θ1ϵt−1Xt−h + ...+ θqϵt−qXt−h)
E(B) = E(ϵtXt−h) + θ1E(ϵt−1Xt−h) + ...+ θqE(ϵt−qXt−h)
E(B) = E(ϵt

∑∞
i=0 ψiϵt−(i+h))+θ1E(ϵt−1

∑∞
i=0 ψiϵt−(i+h))+ ...+θqE(ϵt−q

∑∞
i=0 ψiϵt−(i+h))

E(B) =
∑∞

i=0 ψiE(ϵtϵt−(i+h))+θ1
∑∞

i=0 ψiE(ϵt−1ϵt−(i+h))+ ...+θq
∑∞

i=0 ψiE(ϵt−qϵt−(i+h)).

Ahora, si se toma un h que se encuentre entre [0,m) donde m = max(p, q + 1), como
primera parte se toma h = 0, entonces la ecuación anterior queda

σ2(θ0ψ0 + θ1ψ1 + ...+ θqψq)

si h = 1

0 + σ2(θ1ψ0 + θ2ψ1 + ...+ θqψq−1)

.

.
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.
si h = q

0 + 0 + ...+ θqψ0

si h = m, en este caso si m = q + 1

0 + 0 + ...+ 0

pero si m = q entonces p > q + 1, por lo tanto, la ecuación es cero, al igual que si se toma
h > m. Por lo tanto

γ′h − ϕ1γ
′
h−1 − ...− ϕpγ

′
h−p = σ2

∞∑
i=0

θh+iψi (5.21)

para 0 ≤ h < m y para h ≥ m se tiene

γ′h − ϕ1γ
′
h−1 − ...− ϕpγ

′
h−p = 0 (5.22)

donde ψi := 0 para i < 0, θ0 := 1 y θi := 0, para algún i que no pertenece al conjunto
{0, ..., q}. Las ecuaciones (5.22) son un conjunto de ecuaciones de diferencia lineales no
homogéneas con coeficientes constantes cuya solución esta dada por

γ′k = α1ξ
−k
1 + α2ξ

−k
2 + ...+ αpξ

−k
p (5.23)

para k ≥ m − p, donde las ξ1, ..., ξp son las raíces de la ecuación ϕ(x) = 0 y α1, α2, ..., αp

son constantes arbitrarias. Después se sustituye la ecuación (5.23) en (5.21) para obtener
un conjunto de m ecuaciones que determinaran a las constantes α1, ..., αp y las m − p
autocovarianzas γ′k, 0 ≤ k < m− p.

Tercer Método. Se puede encontrar el coeficiente de autocovarianza γ′ usando las
ecuaciones (5.21) y (5.22) para resolver las primeras p + 1 ecuaciones para γ′0, ..., γ

′
p y

usando las ecuaciones subsecuentes para determinar γ′p+1, γ
′
p+2, ...[1]

Definición 5.16. El conjunto {γ′k; kϵZ} se denomina función de autocovarianza (FACV).

5.3.2. Función de autocorrelación de un proceso ARMA(p,q)

El coeficiente de autocorrelación de un proceso ARMA(p,q) {Xt; t ∈ T} es el coefi-
ciente ρ′ encontrado inmediatamente desde el coeficiente de autocovarianza γ′ y se escribe
como

ρ′k =
γ′
k

γ′
0
.

Definición 5.17. El conjunto {ρ′k; kϵZ} se denomina función de autocorrelación (FAC).
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5.3.3. Función de autocorrelación parcial de un proceso ARMA(p,q)

El coeficiente de autocorrelación parcial de un proceso ARMA(p,q) {Xt; t ∈ T} está
dado por el coeficiente α el cual esta definido mediante las siguientes ecuaciones α0 = 1 y
αk = ϕkk, para k ≥ 1, donde ϕkk es la última componente de

ϕk = Γ−1
k γk,

donde Γk = [γ′(i−j)]
k
i,j=1 y γk = [γ′(1), γ

′
(2), ..., γ

′
(k)]

t.

Definición 5.18. El conjunto {αk; kϵZ} se denomina función de autocorrelación parcial
(FACP).

La función de autocorrelación parcial mide la relación que existe en las observaciones
hechas en la serie de tiempo separadas por un retraso de k unidades de tiempo eliminando
el efecto de las observaciones intermedias.

Función de autocorrelación parcial muestral de un proceso ARMA(p,q)

Para un conjunto de observaciones {x1, x2, ..., xn} con xi ̸= xj para algún i y j, el
coeficiente de autocorrelación muestral parcial, α̂k esta definido mediante:

α̂0 = 1 y α̂k = ϕ̂kk con k ≤ 1,

donde ϕ̂kk es la última componente correspondiente de

ϕ̂k = Γ̂−1
k γ̂k.

Definición 5.19. El conjunto {α̂k; kϵZ} se denomina función de autocorrelación parcial
muestral (FACPM).

5.4. Modelos autorregresivos AR

Definición 5.20. El proceso autorregresivo de primer orden, denotado por AR(1), es

Xt = δ + ϕXt−1 + ϵt ⇔ (1− ϕB)Xt = δ + ϵt (5.24)

en donde δ, ϕ y σ2ϵ = E(ϵ2t ) son los parámetros del modelo y ϵt es un proceso de ruido
blanco.

Observación 5.6. El proceso AR(1) se obtiene como un caso especial del proceso lineal
general cuando π1 = ϕ1 y πj = 0 para j > 1.

Observación 5.7. El proceso AR(1) puede contemplarse como un modelo de regresión
simple

yt = β1 + β2xt + ut (5.25)

en donde la variable explicativa es la propia variable dependiente retardada un periodo.
El término autorregresivo significa que la variable dependiente se explica por si misma, sin
auxilio de otras variables.
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Proposición 5.5. El proceso AR(1) tendrá una media estable si ϕ ̸= 1.

Demostración. El proceso lineal general tiene media estable si
∑∞

i=1 πi ̸= 1. En nues-
tro caso,

∑∞
i=1 πi = ϕ.�

Proposición 5.6. Bajo estacionariedad de primer orden podemos escribir, el proceso
AR(1) en desviaciones respecto a la media

X̃t = ϕX̃t−1 + ϵt ⇔ (1− ϕB)X̃t = ϵt. (5.26)

Proposición 5.7. La representación de Wold del proceso AR(1) es

X̃t = ϵt + ϕϵt−1 + ϕ2ϵt−2 + ... = ϵt +

∞∑
j=1

ϕjϵt−j . (5.27)

Demostración. La forma de ψ puede obtenerse siguiendo dos aproximaciones alter-
nativas.

1. Sustitución reiterada de retardos:
X̃t = ϕX̃t−1 + ϵt
X̃t = ϕ[ϕX̃t−2 + ϵt−1] + ϵt = ϕ2X̃t−2 + ϕϵt−1 + ϵt
X̃t = ϕ2[ϕX̃t−3 + ϵt−2] + ϕϵt−1 + ϵt = ϕ3X̃t−3 + ϕ2ϵt−2 + ϕϵt−1 + ϵt
.
.
.
X̃t = ϕkX̃t−k + ϕk−1ϵt−(k−1) + ...+ ϕ2ϵt−2 + ϕϵt−1 + ϵt

Si |ϕ| < 1, entonces el término ϕkX̃t−k es despreciable y tenemos el resultado buscado.

2. Inversión del polinomio autorregresivo:

(1− ϕB)X̃t = ϵt ⇒ X̃t =
1

(1−ϕB)ϵt = ψ(B)ϵt

en donde ψ(B) es un polinomio en B de orden infinito

ψ(B) = 1 + ψ1B + ψ2B
2 + ...

cuyos coeficientes pueden encontrarse de la relacion ψ(B)(1−ϕB) = 1. El polinomio
producto es
ψ(B)(1− ϕB) = (1 + ψ1B + ψ2B

2 + ...)(1− ϕB)
ψ(B)(1− ϕB) = 1 + ψ1B + ψ2B

2 + ...− ϕB − ψ1ϕB
2 − ψ2ϕB

3 − ...
ψ(B)(1− ϕB) = 1 + (ψ1 − ϕ)B + (ψ2 − ψ1ϕ)B

2 + ...+ (ψj − ϕψj−1)B
j + ...

sera igual a uno si sus coeficientes ψj − ϕψj−1 son nulos. De esto se encuentra que
ψj = ϕj , lo cual implica que

X̃t = ψ(B)ϵt = ϵt + ϕϵt−1 + ϕ2ϵt−2 + ...

Esta segunda aproximación a veces se obtiene directamente como una aplicación de
la suma de una serie geométrica
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1 + x+ x2 + x3 + ... = 1
1−x cuando −1 < x < 1

de manera que

(1− ϕB)−1 = 1 + ϕB + ϕ2B2 + ... �

Proposición 5.8. El proceso AR(1) es estacionario si −1 < ϕ < 1.

Demostración. El proceso lineal general es estacionario si
∑∞

j=1 ψj <∞. En nuestro
caso, ψj = ϕj , la condición de estacionariedad requiere que |ϕ| < 1.�

Proposición 5.9. El proceso AR(1) siempre es invertible.

Demostración. Es claro que el proceso AR(1) no depende del pasado remoto∑∞
j=1 πj = ϕ <∞.�

Proposición 5.10. La función de autocovarianzas {γk; k ∈ Z} de un proceso AR(1) es

γk = ϕkγ0

en donde γ0 =
σ2
ϵ

(1−ϕ2)
.

Demostración. Para obtener la covarianza en el retardo k, γk = E[(Xt − µ)(Xt−k −
µ)], multiplicamos por la derecha la ecuación (5.26) por X̃t−k y tomamos la esperanza
matemática

E(X̃tX̃t−k) = E[(ϕX̃t−1 + ϵt)X̃t−k] = ϕE[X̃t−1X̃t−k] + E[ϵtX̃t−k]

en donde E[ϵtX̃t−k] = σ2ϵ si k = 0 y E[ϵtX̃t−k] = 0 si k > 0, Vemos que para k = 0, γ0 =
σ2
ϵ

(1−ϕ2)
, y para k > 0, γk cumple una ecuación en diferencias de primer orden γk = ϕγk−1.�

Observación 5.8. La varianza γ0 del proceso puede obtenerse directamente de la forma
ψ. En efecto,

γ0 = E(X̃2
t ) = E[(

∞∑
j=0

ϕjϵt−j)
2] = E[

∞∑
j=0

ϕ2jϵ2t−j +

∞∑
j=0

∞∑
h̸=j

ϕjϕhϵt−jϵt−h] = σ2ϵ

∞∑
j=0

ϕ2j

que es la suma de una progresión geométrica de razon ϕ2. De aquí, γ0 =
σ2
ϵ

(1−ϕ2)
.

Sabemos que la función de autocovarianza es una función simétrica, es decir, γk = γ−k,
para toda k ∈ Z, entonces se tiene que

γk = γ0ϕ
|k| para toda k ∈ Z.

Proposición 5.11. La función de autocorrelación {ρk; k ∈ Z} de un proceso AR(1) es

ρk = ϕ|k|.

Observación 5.9. Se dice que el proceso AR(1) tiene una memoria infinita para indicar
que Xt está correlacionado con cualquier retardo Xt−k.
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Definición 5.21. Sea {Xt; t ∈ T} una serie de tiempo tal que

Xt = ϕ1Xt−1 + ϕ2Xt−2 + ...+ ϕpXt−p + ϵt (5.28)

donde ϵt ∼ RB(0, σ2ϵ ), |ϕi| < 1 para i = 1, ..., p. Al proceso (5.28) se le llama proceso
autorregresivo de orden p, y se denota por AR(p).

Este modelo se podría tomar como un modelo de regresión multiple donde {Xt; t ∈ T} es
regresado por valores pasados de {Xt; t ∈ T} mas que ser regresado en variables predictoras
separadas.
El proceso AR(p) puede ser representado en términos del operador de retardo B de la
siguiente forma:

(1− ϕ1B − ϕ2B
2 − ...− ϕpB

p)Xt = ϵt ⇒ ϕp(B)Xt = ϵt. (5.29)

Teorema 5.2. Un proceso autorregresivo finito AR(p) es estacionario si y sólo si el
módulo de las raíces del polinomio autorregresivo ϕp(B) está fuera del círculo unitario.

Una manera de verificar si el proceso es estacionario es usando el Teorema de Schur,
el cual se usa para verificar la estacionaridad en términos de los parámetros ϕ1, ϕ2, ..., ϕp
y en el cual solo se requiere que los p determinantes que se presentan a continuación sean
positivos.

Teorema 5.3. (De Schur) Los módulos de las raíces de la ecuación gp−a1gp−1−a2gp−2−
... − ap−1g − ap = 0 serán todos menores que la unidad, si y sólo si los p determinantes
(D1, ..., Dp) que se muestran a continuación son positivos [4].

D1 =

∣∣∣∣−1 ap
ap −1

∣∣∣∣ .
D2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 ap ap−1

a1 −1 0 ap
ap 0 −1 a1
ap−1 ap 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
.
.
.

Dp =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 ... 0 ap ap−1 ... a1
a1 −1 ... 0 0 ap ... a2
... ... ... ...
ap−1 ap−2 ... −1 0 0 ... ap
ap 0 ... 0 −1 a1 ... ap−1

ap−1 ap ... 0 0 −1 ... ap−2

... ... ... ...
a1 a2 ... ap 0 0 ... −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Por lo que en los modelos autorregresivos se debe verificar que los siguientes determi-
nantes sean positivos, para los ϕi, i = 1, 2, ..., p.

D1 =

∣∣∣∣−1 ϕp
ϕp −1

∣∣∣∣ .
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D2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 ϕp ϕp−1

ϕ1 −1 0 ϕp
ϕp 0 −1 ϕ1
ϕp−1 ϕp 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
.
.
.

Dp =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 ... 0 ϕp ϕp−1 ... ϕ1
ϕ1 −1 ... 0 0 ϕp ... ϕ2
... ... ... ...
ϕp−1 ϕp−2 ... −1 0 0 ... ϕp
ϕp 0 ... 0 −1 ϕ1 ... ϕp−1

ϕp−1 ϕp ... 0 0 −1 ... ϕp−2

... ... ... ...
ϕ1 ϕ2 ... ϕp 0 0 ... −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Por otro lado, si multiplicamos cada lado de (5.28) por Xt−k, para k = 1, 2, ..., p, poste-
riormente calculamos la esperanza y por último dividimos entre γ0, obtenemos

E(XtXt−k)

γ0
=
E[(ϕ1Xt−1 + ϕ2Xt−2 + ...+ ϕpXt−p + ϵt)Xt−k]

γ0

γk
γ0

=
ϕ1γk−1 + ϕ2γk−2 + ...+ ϕpγk−p

γ0

∴ ρk = ϕ1ρk−1 + ϕ2ρk−2 + ...+ ϕpρk−p (5.30)

para toda k > 0. Las ecuaciones en (5.30) se denominan las ecuaciones de Yule-Walker, y
pueden también escribirse de la siguiente forma

(1− ϕ1B − ϕ2B
2 − ...− ϕpB

p)ρk = 0 (5.31)

para k = 1, 2, ..., p, de forma que la estacionaridad se da si cada una de las raíces caen
fuera del círculo unitario.

5.5. Modelos de promedios móviles MA

Definición 5.22. La ecuación de un proceso de promedios móviles de primer orden, de-
notado por MA(1), es

Xt = µ+ ϵt − θϵt−1 ⇔ Xt = µ+ (1− θB)ϵt (5.32)

en donde µ, θ, y σ2ϵ = E(ϵ2t ) son los parámetros del modelo y ϵt es un proceso de ruido
blanco.

Observación 5.10. El proceso MA(1) es un caso especial de la forma ψ del proceso lineal
general que se obtiene fijando ψ1 = θ y ψj = 0 para toda j > 1.

Proposición 5.12. El proceso MA(1) en desviaciones respecto a la media es

X̃t = ϵt − θϵt−1 o X̃t = (1− θB)ϵt
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en donde X̃t = Xt − µ.

Demostración. Es inmediato comprobar que el término constante µ es la media del
proceso

E(Xt) = µ+ E(ϵt)− θ(E(ϵt−1)) = µ.�

Proposición 5.13. La forma π del proceso MA(1) es

X̃t = −θX̃t−1 − θ2X̃t−2 − ...+ ϵt = −
∑∞

j=1 θ
jX̃t−j + ϵt.

Demostración. Seguimos las dos aproximaciones descritas para el proceso AR(1).

1. Sustitución reiterada de errores retardados:
X̃t = ϵt − θϵt−1

X̃t = ϵt − θ(X̃t−1 + θϵt−2) = ϵt − θX̃t−1 − θ2ϵt−2

X̃t = ϵt − θX̃t−1 − θ2(X̃t−2 + θϵt−3) = ϵt − θX̃t−1 − θ2X̃t−2 − θ3ϵt−3

.

.

.
X̃t = ϵt − θX̃t−1 − θ2X̃t−2 − ...− θk−1X̃t−k+1 − θkϵt−k

en donde el término θkϵt−k tenderá a cero cuando k → ∞ si |θ| < 1.

2. Inversión del polinomio de medias móviles:

X̃t = (1− θB)ϵt =⇒ ( 1
(1−θB))X̃t = ϵt =⇒ π(B)X̃t = ϵt

en donde π(B) es un polinomio en B de orden infinito

π(B) = 1− π1B − π2B
2 − ...

cuyos coeficientes pueden encontrarse de la relación π(B)(1− θB) = 1. El polinomio
producto

π(B)(1− θB) = 1− π1B − π2B
2 − ...− θB + θπ1B

2 + θπ2B
3 + ...

∴ π(B)(1− θB) = 1− (π1 + θ)B − (π2 + θπ1)B
2 − ...− (πj + θπj−1)B

j−1 + ...

será igual a 1 si sus coeficientes πj + θπj−1 son nulos. De aquí encontramos que los
pesos πj = −θj .�

Proposición 5.14. Un proceso MA(1) siempre es estacionario.

Demostración. Como se cumple que
∑∞

j=1 |ψj | = |θ| <∞.�

Proposición 5.15. Un proceso MA(1) es invertible si −1 < θ < 1.

Demostración. Se cumplirá que
∑∞

j=1 |πj | =
∑∞

j=1 |θj | <∞ cuando |θ| < 1.�

Proposición 5.16. La función de autocovarianzas {γk; k ∈ Z} de un proceso MA(1) es
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γk =


(1 + θ2)σ2ϵ , k = 0;
−θσ2ϵ , k = 1;
0, k > 1.

Demostración. Obsérvese que

E(X̃t) = E(ϵt − θϵt−1) = 0.

Por tanto

γ0 = E[(X̃t − E(X̃t))
2] = E[(X̃t)

2] = E[(ϵt − θϵt−1)
2] = E[ϵ2t ]− (2θ)E[ϵtϵt−1] + θ2E[ϵ2t−1]

∴ γ0 = σ2ϵ − 0 + θ2σ2ϵ = (1 + θ2)σ2ϵ <∞.

Las autocovarianzas, γk, k > 0:

γ1 = E[(X̃t − E(X̃t))(X̃t−1 − E(X̃t−1))] = E[(ϵt − θϵt−1)(ϵt−1 − θϵt−2)]

∴ γ1 = E[ϵtϵt−1]− θE[ϵ2t−1]− (θ)E[ϵtϵt−2] + θ2E[ϵt−1ϵt−2] = −θσ2ϵ

γ2 = E[(X̃t − E(X̃t))(X̃t−2 − E(X̃t−2))] = E[(ϵt − θϵt−1)(ϵt−2 − θϵt−3)]

∴ γ2 = E[ϵtϵt−2]− θE[ϵt−1ϵt−2]− θE[ϵtϵt−3] + θ2E[ϵt−1ϵt−3] = 0.

Por lo tanto, es claro que para k > 1

γk = E[(X̃tX̃t−k)] = E[(ϵt − θϵt−1)(ϵt−k − θϵt−k−1)] = 0.�

Proposición 5.17. La función de autocorrelación simple {ρk; k ∈ Z} de un proceso
MA(1) es

ρk =


1, k = 0;
−θ

1+θ2
, k = 1;

0, k > 1.

Observación 5.11. Se dice que la memoria del proceso MA(1) es de un periodo porque
ρk = 0 para k > 1.

Definición 5.23. Un proceso {Xt; t ∈ T} se dice ser un proceso de promedios móviles de
orden q, que se denotará por MA(q), si

Xt = ϵt − θ1ϵt−1 − θ2ϵt−2 − ...− θqϵt−q (5.33)

donde ϵt−j ∼ RB(0, σ2ϵ ) para j = 0, 1, 2, ..., q y θ1, θ2, ..., θq son constantes.

El modelo de promedios móviles finito de orden q definido anteriormente, es la apro-
ximación natural del modelo lineal general (5.14), ya que supone su truncamiento bajo el
supuesto de que

ψi = 0 para toda i > q.
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Se dice que todo proceso de promedios móviles es estacionario ya que éste puede expresarse
como un proceso lineal y {θi; i = 1, 2, ..., q} es una sucesión de constantes absolutamente
sumable. Notemos que la ecuación (5.33) se puede escribir en términos del operador de
retardos de la siguiente manera

Xt = ϵt − θ1ϵt−1 − θ2ϵt−2 − ...− θqϵt−q = θq(B)ϵt (5.34)

donde θq(B) es un polinomio de orden q llamado polinomio de medias móviles y
(θ1, θ2, ..., θq) es el vector de parámetros de medias móviles. Además se tiene que

E(Xt) = E(ϵt − θ1ϵt−1 − θ2ϵt−2 − ...− θqϵt−q) = 0 (5.35)

y

γ0 = V ar(Xt) = V ar(ϵt − θ1ϵt−1 − ...− θqϵt−q) = (1− θ21 − ...− θ2q)σ
2
ϵ (5.36)

y como coeficiente de autocovarianza

γk = Cov(Xt, Xt+k) = Cov(ϵt + θ1ϵt−1 + ...+ θqϵt−q, ϵt+k + θ1ϵt+k−1 + ...+ θqϵt+k−q) =
Cov(ϵt, ϵt+k) + θ1Cov(ϵt, ϵt+k−1) + ...+ θqCov(ϵt, ϵt+k−q) + θ1Cov(ϵt−1, ϵt+k) +
θ21Cov(ϵt−1, ϵt+k−1) + ...+ θqCov(ϵt−q, ϵt+k) + θqθ1Cov(ϵt−q, ϵt+k−1) + ...+

θ2qCov(ϵt−q, ϵt+k−q)

así que el coeficiente de autocovarianza queda de la siguiente manera

γk =

{
0, si |k| > q;
σ2ϵ

∑q−k
i=0 θiθi+k, si k = 0,±1, ...,±q. (5.37)

y por lo tanto el coeficiente de autocorrelación está dado por

ρk =

{
0, si k > 0;∑q−k

i=0 θiθi+k∑q
i=0 θ

2
i
, si k = 1, ..., q.

(5.38)

Debido a que la suma
∑q

i=0 |θi|, cuando se considera un orden finito, es una constante
finita, se tiene que todo proceso de promedios móviles es estacionario. Además para los
procesos de promedios móviles se requiere que los coeficientes θ1, θ2, ..., θq cumplan con la
condición de invertibilidad.

Teorema 5.4. Un proceso de promedios móviles finito MA(q) es invertible si y sólo si
el módulo de las raíces del polinomio de promedios móviles θq(B) está fuera del círculo
unidad.

Nuevamente, usando el teorema de Schur, se puede verificar que un proceso de prome-
dios móviles es invertible si los q determinantes (D1, D2, ..., Dq) son todos positivos.
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D1 =

∣∣∣∣−1 θq
θq −1

∣∣∣∣ .
D2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 θq θq−1

θ1 −1 0 θq
θq 0 −1 θ1
θq−1 θq 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
.
.
.

Dp =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 ... 0 θq θq−1 ... θ1
θ1 −1 ... 0 0 θq ... θ2
... ... ... ...
θq−1 θq−2 ... −1 0 0 ... θq
θq 0 ... 0 −1 θ1 ... θq−1

θq−1 θq ... 0 0 −1 ... θq−2

... ... ... ...
θ1 θ2 ... θq 0 0 ... −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.6. Modelos ARIMA

Los modelos ARIMA fueron popularizados en los años 70 por George Box y Gwilym
Jenkins, y sus nombres se utilizan, frecuentemente, como sinónimos de la metodología
ARIMA aplicada al análisis y predicción de series. Esta familia de modelos ha sido
utilizada ampliamente a partir de los años 80, debido a los avances de recursos de cálculo
y optimización.

El acrónimo ARIMA significa modelo autorregresivo integrado de media móvil
(AutoRegresive Integrated Moving Average). Cada una de las tres partes del acrónimo se
le denomina componente y modela un comportamiento distinto de la serie.

Los modelos ARIMA se construyen a partir de los modelos ARMA, pero conside-
rando que la serie en estudio para que sea estacionaria en media tendrá que diferenciarse
una serie de veces.

Un modelo ARIMA(p,d,q) es un modelo ARMA(p,q) sobre la serie diferenciada d
veces. Es decir, su expresión algebraica, sera

Wt = ∇dXt = (1−B)dXt (5.39)

para toda t.
Para esta nueva serie podría ya ser posible obtener un modelo ARMA:

ϕp(B)Wt = θq(B)ϵt, (5.40)

lo cual es equivalente al modelo ARIMA

ϕp(B)∇dXt = θq(B)ϵt (5.41)
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en donde d ≥ 1, para {Wt; t ∈ T}, en donde {ϵt; t ∈ T} es un proceso ruido blanco. El
término integrado se refiere a que Wt se obtiene de la relación (5.39) por inversión del
operador ∇d, dando como resultado una suma infinita (o una integración) de términos Wt.
De (5.41) tenemos

Wt − ϕ1Wt−1 − ...− ϕpWt−p = ϵt − θ1ϵt−1 − ...− θqϵt−q (5.42)

El orden del polinomio de retraso ϕp(B), del exponente en el operador diferencia y el orden
del polinomio de retraso θq(B), se acostumbra mencionarlo en esa secuencia, de manera
que el modelo ARIMA(p,d,q) indica que consta de un polinomio autorregresivo de orden
p, de una diferencia de orden d y de un polinomio de promedios móviles de orden q.

Algunas Propiedades de un modelo ARIMA óptimo

A continuación se verán las características generales que ha de tener un buen modelo
ARIMA. Estas características nos servirán para posteriormente poder identificar, estimar
y verificar el comportamiento de un modelo ARIMA que ha sido optimizado.

Parsimonia (Parquedad). Box y Jenkins ponen énfasis en que la clave de un buen
modelo ARIMA es que cumpla el principio de parsimonia, que significa sencillez.
Asi, un modelo se dice que es parsimonioso si se ajusta a la serie de forma adecuada
sin usar coeficientes innecesarios.

Estacionariedad. Otra condición de gran importancia para lograr un buen modelo ARI-
MA es que la serie sea estacionaria.
Asumir que una serie sea estacionaria nos permite desarrollar un marco de trabajo
bastante simple y usar herramientas estadísticas de muestreo de gran potencia. Asi,
si la media de un proceso es constante, podremos usar N observaciones para esti-
marla, mientras que sería mucho mas complicado si la media no fuese estacionaria.
Si una serie no es estacionaria podemos modificar dicha serie para convertirla en
estacionaria.

Buenos coeficientes estimados. Que un modelo tenga unos buenos coeficientes estima-
dos, está relacionado con dos vertientes distintas.
La primera es que los coeficientes, tanto los de la componente autorregresiva (ϕ′s)
como los de la componente de media móvil (θ′s) sean significativamente distintos de
cero. Esto se realiza mediante contrastes de hipótesis.
La segunda es que las estimaciones de los coeficientes ϕ′s y θ′s no deben estar alta-
mente correlacionadas entre si. Si están muy correlacionados, tienden a ser inestables,
incluso siendo estadisticamente significativos.

Los residuos son ruido blanco. Esta proposición es muy importante a la hora de ve-
rificar un modelo ARIMA, una vez se han realizado las etapas de identificación y
ajuste.

Debe ajustarse bien a los datos. Que un modelo se ajuste todo lo bien posible a los
datos de los que es generado, es una hipótesis asumible y lógica. Esta bondad del
ajuste se mide en términos de error.
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Debe dar buenas predicciones. Aunque el modelo haya sido ajustado y prediga el pa-
sado de una forma suficientemente correcta, lo que realmente se requiere de cualquier
modelo de predicción es que realice predicciones satisfactorias. La evaluación de un
modelo según este criterio se debe realizar mediante el uso durante un periodo de
prueba.

En la Tabla 5.1 se resume el comportamiento de la función de autocorrelación (FAC)
y de la función de autocorrelación parcial (FACP) para cada uno de los modelos generales
no estacionales que se trataron.

Tabla 5.1.

Modelo FAC FACP
Promedio móvil de primer orden Se corta después del Se corta de manera que

Xt = µ+ ϵt − θ1ϵt−1 desfasamiento 1; domina el decremento
especificamente: exponencial amortiguado.

ρ1 =
−θ1
1+θ21

ρk = 0 para k > 1

Promedio móvil de segundo orden Se corta después del Se corta según una
Xt = µ+ ϵt − θ1ϵt−1 − θ2ϵt−2 desfasamiento 2; combinación de exponenciales

especificamente: amortiguados, ondas seno
ρ1 =

−θ1(1−θ1)
1+θ21+θ22

amortiguadas, o ambos.
ρ2 =

−θ2
1+θ21+θ22

ρk = 0 para k > 2

Promedio móvil de orden q Se trunca después del Se extingue o muere.
Xt = µ+ ϵt − θ1ϵt−1 − ...− θqϵt−q desfasamiento q.
Autorregresivo de primer orden Se corta de modo exponencial Se corta después del

Xt = δ + ϕ1Xt−1 + ϵt amortiguado; especificamente: desfasamiento 1.
ρk = (ϕ1)

k para k ≥ 1

Autorregresivo de segundo orden Se corta según una combinacion Se corta después del
Xt = δ + ϕ1Xt−1 + ϕ2Xt−2 + ϵt exponenciales amortiguados, desfasamiento 2.

de senoidales amortiguadas,
o ambos; especificamente:

ρ1 =
ϕ1

1−ϕ2

ρ2 =
ϕ2
1

1−ϕ2
+ ϕ2

ρk = ϕ1ρk−1 + ϕ2ρk−2 para k ≥ 3

Autorregresivo de orden p Se extingue o muere. Se trunca después del
Xt = δ + ϕ1Xt−1 + ...+ ϕpXt−p + ϵt desfasamiento p.

Combinado de promedio móvil- Se corta de manera exponencial Se corta de manera que
autorregresivo de orden (1,1) amortiguada; especificamente: domina el decremento

ρ1 =
(1−ϕ1θ1)(ϕ1−θ1)

1+θ21−2θ1ϕ1
exponencial amortiguado.

ρk = ϕ1ρk−1 para k ≥ 2

Combinado de promedio móvil- Se extingue Se extingue
autorregresivo de orden (p, q)

ϕp(B)Xt = θq(B)ϵt

Para finalizar esta sección en la Tabla 5.2 se resume la forma de proponer un modelo
de serie de tiempo para un conjunto de datos analizando las gráficas de la función de
autocorrelación muestral (FACM) y de la función de autocorrelación parcial muestral
(FACPM) para los modelos generales no estacionales de series de tiempo.
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Tabla 5.2.

Modelo FACM FACPM
Promedio móvil de primer orden Se corta después del Se corta de manera que

Xt = µ+ ϵt − θ1ϵt−1 desfasamiento 1. domina el decremento
exponencial amortiguado.

Promedio móvil de segundo orden Se corta despues del Se corta según una
Xt = µ+ ϵt − θ1ϵt−1 − θ2ϵt−2 desfasamiento 2. combinación de exponenciales

amortiguados, ondas seno
amortiguadas, o ambos.

Promedio móvil de orden q Se trunca despues del Se extingue o muere.
Xt = µ+ ϵt − θ1ϵt−1 − ...− θqϵt−q desfasamiento q.
Autorregresivo de primer orden Se corta de modo exponencial Se corta después del

Xt = δ + ϕ1Xt−1 + ϵt amortiguado. desfasamiento 1.
Autorregresivo de segundo orden Se corta según una combinación Se corta después del
Xt = δ + ϕ1Xt−1 + ϕ2Xt−2 + ϵt exponenciales amortiguados, desfasamiento 2.

de senoidales amortiguadas,
o ambos.

Autorregresivo de orden p Se extingue o muere. Se trunca después del
Xt = δ + ϕ1Xt−1 + ...+ ϕpXt−p + ϵt desfasamiento p.

Combinado de promedio móvil- Se corta de manera exponencial Se corta de manera que
autorregresivo de orden (1,1) amortiguada. domina el decremento

exponencial amortiguado.
Combinado de promedio móvil- Se extingue Se extingue
autorregresivo de orden (p, q)

ϕp(B)Xt = θq(B)ϵt

El Modelo General Estacional

El modelo general de Box-Jenkins de orden (p, P, q,Q) es

ϕp(B)ϕP (B
L)Xt = δ + θq(B)θQ(B

Lϵt)

en donde B es el operador de retraso y además:

1. ϕp(B) = (1− ϕ1B − ϕ2B
2 − ...− ϕpB

p)
se denomina operador no estacional autorregresivo de orden p.

2. ϕP (BL) = (1− ϕ1,LB
L − ϕ2,LB

2L − ...− ϕP,LB
PL

se llama operador estacional autorregresivo de orden P .

3. θq(B) = (1− θ1B − θ2B
2 − ...− θqB

q)
es el operador no estacional de media móvil de orden q.

4. θQ(BL) = (1− θ1,LB
L − θ2,LB

2L − ...− θQ,LB
QL)

se denomina como operador estacional de media móvil de orden Q.

5. δ = ϕp(B)ϕP (B
L)µ

es un término constante, donde µ es la media verdadera de la serie de tiempo esta-
cionaria que está siendo modelada, y Bµ = µ.

6. ϕ1, ϕ2, ..., ϕp; ϕ1,L, ϕ2,L, ..., ϕP,L; θ1, θ2, ..., θq; θ1,L, θ2,L, ..., θQ,L; y δ son parámetros
desconocidos que es necesario estimar partir de los datos de la muestra.
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7. ϵt, ϵt−1, ... son perturbaciones aleatorias que, se supone, son estadísticamente inde-
pendientes entre sí; se supone también que cada una fue seleccionada al azar de una
distribución normal cuya media es cero, y su varianza es la misma para todos los
periodos t.

Mediante el uso de la función de autocorrelación muestral (FACM) y la función de
autocorrelación parcial muestral (FACPM) se puede identificar un modelo de este tipo.

1. Se usan los comportamientos de la función de autocorrelación muestral (FACM) y la
función de autocorrelación parcial muestral (FACPM) de los valores X1, X2, ..., Xn

en el nivel no estacional para determinar cuál (si acaso) de los operadores no estacio-
nales se deben utilizar: el operador no estacional MA(q) o el operador no estacional
AR(p).

2. Se usan los comportamientos de la función de autocorrelación y la función de autoco-
rrelación parcial de los valores X1, X2, ..., Xn en el nivel estacional para determinar
cuál (si acaso) de los operadores estacionales se deben utilizar: el operador estacional
MA(Q) o el operador estacional AR(P).

5.7. Aplicación de la metodología de Box-Jenkins

Lo que se pretende realizar ahora, dado que se tiene una serie de tiempo para la
humedad relativa, es encontrar un modelo para predecir valores futuros de la humedad
relativa semanal usando la metodologia de Box-Jenkins. Lo que se procede a realizar a
continuación, es encontrar algún modelo AR, MA o ARIMA (ARMA), que se ajuste a
los datos y que haga una buena predicción de los mismos.

Los modelos clásicos de Box-Jenkins describen series de tiempo estacionarias. Por
consiguiente, para identificar en forma tentativa un modelo de Box-Jenkins, es necesario
determinar primero si la serie de tiempo que se quiere pronosticar es estacionaria. En forma
intuitiva, una serie de tiempo es estacionaria si las propiedades estadísticas (por ejemplo, la
media y la varianza) de la serie de tiempo son esencialmente constantes a través del tiempo.

Como se puede observar en la Figura 4.2 que los valores originales de la serie de
tiempo parecen fluctuar con respecto de una media constante y, por tanto, parece en
forma tentativa que estos valores son estacionarios.

Los modelos de pronóstico de Box-Jenkins se identifican en forma tentativa examinando
el comportamiento de la función de autocorrelación muestral (FACM) y la función de auto-
correlación parcial muestral (FACPM) para los valores de una serie de tiempo estacionaria.

Por tanto, lo primero que se tiene que revisar es que la serie de tiempo sea estacionaria,
esto se hace calculando la media y la función de autocovarianza, y determinando que
éstas no dependen del tiempo, es decir, son constantes. Dado que los datos de la humedad
relativa semanal con los que se está trabajando es una muestra de observaciones, entonces se
requiere usar las ecuaciones (5.3), (5.4), (5.5) y (5.6) del capítulo 5 sección 1, para encontrar
la media muestral, la varianza muestral, la autocovarianza muestral y la autocorrelación
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muestral para determinar si es estacionaria. Este procedimiento es muy complejo, ya que
se realizan estos cálculos para diferentes muestras del total de los datos y para cada una se
tiene que observar si la media muestral y la función de autocovarianza muestral es constante
en el tiempo. Para facilitar esto lo que se propone es observar la FACM del modelo que
se requiere usar para los datos de la humedad relativa semanal, la cual se muestra en la
Figura 5.1:

Figura 5.1: Función de autocorrelación muestral de la serie de tiempo.

En ésta se aprecia que la serie no es estacionaria. Para tratar de transformarla en una
serie estacionaria, se le calcula una primera diferencia. La función de autocorrelación de la
primera diferencia se puede apreciar en la Figura 5.2:

Figura 5.2: Función de autocorrelación muestral de la serie de tiempo con una diferencia.

En esta se observa que con una sola diferencia fue suficiente para lograr la estaciona-
riedad.
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De la forma que tiene la función de autocorrelación de la primera diferencia, se podría
proponer un modelo MA(2) para la serie, pues sólo tiene las dos primeras autocorrelaciones
significativamente distintas de cero, sin embargo, recordando que es preferible un modelo
AR sobre un modelo MA, ya que con un modelo AR nos da mayor certeza de que
los valores obtenidos son realmente un óptimo, se observa la gráfica de la Función de
autocorrelación parcial muestral de la primera diferencia (ver Figura 5.3) y ésta sugiere un
modelo AR(3) o AR(2).

Figura 5.3: Función de autocorrelación parcial muestral de la serie de tiempo con una
diferencia.

A continuación, en la Figura 5.4 se muestra la gráfica de la primera diferencia para la
humedad relativa:

Figura 5.4: Serie de tiempo de la humedad con una diferencia.

El problema que se tiene ahora es encontrar qué modelo es el que se ajusta a los
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datos de la serie de tiempo con una diferencia. Siguiendo los pasos del método para series
estacionales se tratará de encontrar ese modelo.

Primero se identificará un modelo no estacional que describa los valores de la serie de
tiempo.

Al observar la función de autocorrelación muestral se tiene que hay dos espigas en los
desfases 1 y 2 (ver Figura 5.2). La función de autocorrelación parcial muestral sugiere un
modelo AR(3) o AR(2)(ver Figura 5.3).

Como segundo paso se debe identificar un modelo estacional que describa los valores
de la serie de tiempo.

Para identificar qué modelo se puede determinar, se realizó una diferencia de un pe-
riodo, es decir, L=52 (ver Figura 5.5). La función de autocorrelación muestral se corta
despúes del segundo desfase en el nivel estacional (ver Figura 5.6). Al observar la función
de autocorrelación parcial en el nivel estacional se tiene que esta se corta después del quinto
desface (ver Figura 5.7).

Figura 5.5: Gráfica de la serie de tiempo con una diferencia en el nivel no estacional y
una diferencia en el nivel estacional.
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Figura 5.6: Función de autocorrelación muestral de la serie de tiempo con una diferencia
en el nivel no estacional y una diferencia en el nivel estacional.

Figura 5.7: Función de autocorrelación parcial muestral de la serie de tiempo con una
diferencia en el nivel no estacional y una diferencia en el nivel estacional.

Como tercer paso se tienen que combinar todos los modelos anteriores, se determinaron
algunos modelos ARIMA(2,1,1)(1,1,1), ARIMA(2,1,1)(1,1,0), ARIMA(2,1,0)(1,1,0),
ARIMA(2,1,2)(0,1,1), ARIMA(1,1,2)(0,1,1) y ARIMA(0,1,2)(0,1,1) encontrandose
que el mejor modelo fue el modelo ARIMA(0,1,2)(0,1,1).

Entonces tenemos:
Xt = yt − yt−1.

Por el primer paso tenemos:

Xt = ϵt − θ1ϵt−1 − θ2ϵt−2
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y por el segundo paso tenemos:

X∗
t = Xt −Xt−52

X∗
t = θ1,52X

∗
t−52 + ϵt

entonces la combinación es

Xt = Xt−52 + θ1,52(Xt −Xt−52) + ϵt − θ1ϵt−1 − θ2ϵt−2

Con la ayuda del software estadístico MINITAB se obtuvieron los valores de los
parámetros del modelo anterior. Para verificar qué modelo ARIMA fue el que mejor
se ajusta a los datos, fue necesario observar en cada una de las pruebas lo siguiente:
el Criterio de información de Akaike (ver Apéndice E), los p-valores de la estadística
de Ljung-Box (ver Apéndice D) además de los p-valores de la estimación de cada parámetro.

Se revisarán primero las estimaciones de los parámetros del modelo ARI-
MA(0,1,2)(0,1,1), éstos se muestran en la Tabla 5.3:

Tabla 5.3: Análisis de la humedad relativa usando el modelo estacional
ARIMA(0,1,2)(0,1,1).

Para comparar la significancia estadística de los coeficientes se puede ver la última
columna de esta tabla (valor p) y se concluye que los tres coeficientes son significativamente
diferentes de cero con un nivel de significancia de α = 0.05.

A continuación se muestra en la Tabla 5.4, los resultados del estadístico de Ljung-
Box para el modelo ARIMA(0,1,2)(0,1,1), en donde se observa, que no hay evidencia en
contra del supuesto del modelo sobre las autocorrelaciones del error, que por ser ruido
blanco, deberían ser todas cero para cualquier retraso. Se puede apreciar que (ver último
renglón de la Tabla 5.4) con este estadístico, aún en retrasos grandes para el modelo ARI-
MA(0,1,2)(0,1,1), no hay evidencia en contra de las hipótesis de que las autocorrelaciones
son todas cero.
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Tabla 5.4: Análisis de la humedad relativa usando el modelo estacional
ARIMA(0,1,2)(0,1,1).

Una vez que ya se obtuvo un modelo que se ajusta a los datos de la humedad
relativa, mediante este modelo se procede a realizar pronósticos de datos de aproximada-
mente cuatro semanas en la que se pueda observar el comportamiento de cada uno de ellos.

Los resultados presentados en la Tabla 5.5 son referentes a los valores pronosticados
mediante el uso del modelo estacional ARIMA(0,1,2)(0,1,1). En la Figura 5.8, se presentan
estos pronósticos con su banda de confianza.

Tabla 5.5: Pronósticos del modelo de la humedad.

Datos originales Pronósticos hechos en MINITAB
58.3486 63.7195
57.6814 67.8229
48.3386 66.1412
48.5350 68.4621

Figura 5.8: Pronósticos del modelo ARIMA(0,1,2)(0,1,1).

Se puede decir, que el modelo opera adecuadamente, pues cubre, dentro de la banda
de 95 % de confianza los valores observados las últimas cuatro semanas. Además no hay
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diferencias considerables entre el valor observado y el pronóstico.

Anteriormente, la prueba de Ljung-Box mostró que no hay evidencia contra el supuesto
de que las autocorrelaciones del término de error son cero (son variables aleatorias inde-
pendientes). Se revisarán ahora aspectos adicionales sobre los residuales del modelo elegido
ARIMA(0,1,2)(0,1,1).
Para la validación del modelo se observa la gráfica de autocorrelación de los residuales del
modelo estimado (ARIMA(0,1,2)(0,1,1)). (ver Figura 5.9)

Figura 5.9: Función de autocorrelación muestral de los residuos para el modelo
ARIMA(0,1,2)(0,1,1).

Los residuales son valores aleatorios independientes. Se observan fluctuando sobre el
cero, lo cual es consistente con la hipótesis de los modelos ARIMA de que el término
aleatorio tiene media cero.

Por lo tanto no hay evidencias en contra de los supuestos del modelo. El modelo ARI-
MA(0,1,2)(0,1,1) es una buena alternativa para hacer pronósticos en la serie de tiempo de
la humedad relativa.
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Capítulo 6

Discusión y conclusiones

El trabajo realizado en esta tesis propone utilizar bases de datos de fenoménos
meteorológicos que influyen día a día en nuestro medio ambiente para introducir co-
nocimientos de estadística que puedan ser utilizados en estos y tratar de determinar
que pasa con estos fenómenos, en este caso se estudió principalmente a la humedad relativa.

Lo primero que se realizó fue tratar de encontrar mediante el análisis de regresión
lineal simple un modelo que tomara como variable respuesta a la humedad relativa y como
variables predictoras a las demás variables meteorológicas, de los diferentes análisis de
regresión lineal simple para los datos de la humedad se encontró que el modelo que mejor
se ajustó a los datos de humedad relativa fue aquel que tiene como variable predictora a
la variable punto rocío (PR). Además se realizó un análisis de regresión lineal múltiple
usando los métodos de los mejores subconjuntos y la regresión stepwise, encontrándose
que el mejor modelo para pronosticar la humedad diaria es aquel que contiene las variables
meteorológicas PR, TMax, HH, VM, TMin, LL, VV, RV, ST, y TA. Sin embargo según
el principio de la navaja de Occan, el mejor modelo es aquel en el que sólo aparece como
variable predictora la PR.

Se realizó un ajuste tomando como método el modelo con variables ficticias y se
encontró que un buen modelo es aquel que elimina el término del tiempo para pronósticar
a la humedad relativa.

Debido a que se requería encontrar un modelo que se ajustara a los datos y poste-
riormente hacer predicciones sobre éste, se descartó el uso del análisis de regresión. El
análisis de regresión no funcionaría en el sentido de que para saber el valor de un dato
futuro de humedad relativa es necesario saber cual es el valor de ese día para cada variable
meteorológica, lo cual no facilita el manejo de este modelo.

Se mencionó que la serie de tiempo de la humedad relativa se pudo descomponer en
los diferentes tipos de variación (tendencia, estacionalidad, etc.).
Se realizó un análisis de los registros de la humedad relativa usando un modelo de
descomposición, los datos de la humedad fueron tomados cada 30 minutos, con las fechas
del 9 de Mayo del 2003 al 28 de Octubre del 2010. Lo primero que se realizó, fue obtener
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promedios diarios de los registros de la humedad y posteriormente se obtuvieron promedios
de cada estación del año (es decir promedios del verano, otoño, invierno y primavera), los
datos obtenidos se graficaron y la gráfica aparte de mostrar una tendencia lineal exhibe
variación estacional constante, por lo que se realizó un análisis de los registros de la
humedad usando un modelo de descomposición aditivo.

Una vez que se conoce la parte teórica acerca del tema de la suavización exponencial,
se procedió a aplicar este procedimiento a la base de datos. Se llevaron a cabo tres análisis
usando los métodos de la suavización exponencial, el primero en aplicarse fue el método de
la suavización exponencial simple, para los datos de la humedad tomados como promedios
diarios, luego se aplicó el método de Holt, de la suavización exponencial corregida de
la tendencia, para los datos de la humedad ahora tomados como promedios semanales,
luego por último se aplico el método multiplicativo de Holt-Winters, para los datos de
la humedad tomados como promedios de cada estación, es decir, promedios del verano,
otoño, invierno y primavera.

Como el objetivo de cada método es encontrar buenos valores de pronóstico, se
seleccionan los valores que minimizan la suma de cuadrados del error de pronóstico
(SSE), en las Tablas 4.2, 4.6 y 4.10 se observa que el método multiplicativo de Holt-
Winters arroja una SEE menor que en los demás métodos y en consecuencia se obtienen
intervalos de predicción más cortos, es decir más exactos, por lo tanto, el método multipli-
cativo de Holt-Winters es el mejor para realizar pronóstico de la serie de tiempo observada.

Finalmente después de presentar la parte teórica acerca del tema de los modelos
autorregresivos de promedios móviles e integrados (ARIMA), se aplica esta metodología
para determinar un modelo adecuado a los datos de la humedad relativa que permita
obtener buenas predicciones. Como primera parte fué importante analizar si esta serie
era estacionaria, ya que esta propiedad permite aplicar el método de Box-Jenkins para
obtener el modelo que mejor explique los datos (esto se hace a través de la media y la
FAC). Dado que la serie en principio no es estacionaria se procedió a realizar una primera
diferencia para encontrar un modelo ARIMA que se ajustará a los datos.

El modelo que se obtuvo para ajustar a los datos de la humedad relativa fue un ARI-
MA(0,1,2)(0,1,1) representado por la siguiente ecuación:

Xt = Xt−52 + θ1,52(Xt −Xt−52) + ϵt − θ1ϵt−1 − θ2ϵt−2

donde {ϵt} ∼ RB(0, σ2) y los parámetros son θ1 = 0.63, θ2 = 0.25 y θ1,52 = 0.79. Este
modelo se obtuvo a través de diferentes tipos de análisis, como lo son: la observación de
la FACM de la serie para determinar si para ésta se podría utilizar un modelo ARIMA;
mediante la observación del valor del Criterio de información de Akaike y el valor del
error medio cuadrático se encontró este modelo de entre algunos que probablemente
se ajustarían a los datos, una vez encontrado el modelo se determinó que la serie es
estacionaria; los p-valores del estadístico de Ljung Box resultaron ser grandes, tanto
para no rechazar la hipótesis nula (los coeficientes de la FAC del modelo estan no
correlacionados) lo cual indica que los residuales son independientes y aleatorios.
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Se obtuvo así un modelo que se ajusta a los datos y que ayudó a pronosticar datos
futuros de una semana.

Se presentan a continuación las conclusiones obtenidas como parte de los objetivos
presentados al inicio de este trabajo.

Se realizarón varios análisis de regresión lineal simple para los datos y se encontró
un modelo que mejor se ajustó a los datos de la humedad relativa y fue aquel que
tiene como variable predictora al punto rocío (PR).

Se realizó un análisis de los registros de la humedad determinándose un modelo de
descomposición aditivo.

De los tres análisis aplicados a los métodos de la suavización exponencial: el
método de la suavización exponencial simple, el método de Holt de la suavización
exponencial corregida de la tendencia y el método multiplicativo de Holt-Winters.
Se observa que el método multiplicativo de Holt-Winters es el mejor para realizar
pronóstico de la serie de tiempo observada.

Se estableció un modelo estadístico paramétrico de series de tiempo que describe a
la humedad relativa. Determinándose que el modelo que mejor se ajusta a los datos
es el modelo ARIMA(0,1,2)(0,1,1) y con dicho modelo se realizaron predicciones
de aproximadamente una semana obteniéndose buenas predicciones al compararlas
con los datos reales.

Mediante los resultados presentados en este trabajo se pretende contribuir al análisis
del estudio climático así como determinar las consecuencias en la variación del clima.

Para este trabajo se requirió el uso de los siguientes software: MINITAB y Excel. El
uso de estos programas fué de gran importancia para la obtención de los resultados
en el análisis de los datos.

Un posible trabajo futuro puede consistir en efectuar un análisis para determinar predic-
ciones usando métodos de redes neuronales y comparar estas predicciones con las obtenidas
al usar el método de Box-Jenkins para series de tiempo.
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Anexo de datos

Tabla 1: Promedios diarios de la humedad.
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Tabla 2: Promedio por estación del año de la Humedad.

Tabla 3: Medias móviles y medias móviles centradas para la Humedad(promedio
estacional).
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Tabla 4: Valores de st + it para la Humedad(promedio estacional).

Tabla 5: Valores de st para la Humedad(promedio estacional).
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Tabla 6: Observaciones compensadas respecto a la variación estacional calculadas por
medio de Excel.

Tabla 7: Analisis de regresión lineal simple obtenido con Excel.
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Tabla 8: Valores de tt y ŷt calculados con Excel.

Tabla 9: Valores de ct + it calculados con Excel.
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Tabla 10: Valores de ct e it calculados con Excel.
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Suavización exponencial

Sea y1, y2,..., yn una serie de tiempo, en la cual se supone que no tiene tendencia, es
decir, la serie es localmente constante, más un comportamiento irregular. Se utiliza como
predicción de los valores futuros, a partir del origen n el promedio de la serie en el instante
T = n.

Note que si la serie de tiempo y1, y2,..., yn consiste de una muestra aleatoria de tamaño
n, entonces es natural pensar en un promedio muestral de las observaciones que da igual
peso a cada observación. Sin embargo, en el contexto de series de tiempo, es razonable
dar un mayor peso a las observaciones más recientes que las observaciones del pasado más
remoto. Una manera de lograr esto es dando ponderaciones distintas a las observaciones a
través de un promedio ponderado, cuyos pesos decaen geométricamente. De este modo el
nivel medio de la serie (ℓT ) en el instante T es estimado por:

ℓT = αyT + α(1− α)yT−1 + α(1− α)2yT−2 + ... (B.1)

con 0 < α < 1 y 1 ≤ T ≤ n.

Luego la predicción de ℓT+k es la estimación del nivel en el instante T +k. Por ejemplo,
si se denota por ŷT+1(T ) el valor estimado de la serie en el instante T , entonces

ℓT = ŷT+1(T ) = αyT + α(1− α)yT−1 + α(1− α)2yT−2 + ... (B.2)

con 0 < α < 1 y 1 ≤ T ≤ n.

Note que la ecuación (B.2), también puede ser aplicada para aquellos puntos en el
segmento observado de la serie, es decir, para 1 ≤ T ≤ n. También note que la ecuación
(B.2) contiene una cantidad infinita de términos, pero en la práctica sólo se dispone de un
número finito de ellos. Una manera de representar (B.2) en una forma más compacta es la
siguiente

ℓT = αyT + (1− α)ℓT−1 (B.3)

con 0 < α < 1 y 1 ≤ T ≤ n.
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Observación B.1. Los pesos {αi} decaen en forma geométrica. En efecto

∞∑
i=0

α(1− α)i = 1.

Además, como α(1−α)i ≤ α(1−α)j, si i ≥ j, entonces los pesos asignan más importancia
al pasado reciente de la serie y menos importancia al pasado remoto de la serie satisfaciendo
nuestro requerimiento inicial.

Observación B.2. Si ŷ1(0) = ℓ0, entonces es posible usar la ecuación (B.3) de manera
recursiva para generar una nueva serie que contendrá los valores predichos asociados a la
serie original. La forma de inicializar la serie de valores predichos no es única. Otra ma-
nera simple de inicializar la serie es considerando ŷ1(0) como el promedio de las primeras
observaciones de la serie (por ejemplo, considerando el primer periodo o el 10% de los
valores observados).

El procedimiento definido por la ecuación (B.3) se denomina suavización exponen-
cial simple. La constante α se llama constante de suavización, la cual debe elegirse usando
algún criterio de optimalidad.
Considere nuevamente la ecuacion (B.3),

ℓT = αyT + (1− α)ℓT−1

ℓT = αyT + ℓT−1 − αℓT−1

ℓT = α(yT − ℓT−1) + ℓT−1

ℓT = α(eT ) + ℓT−1,

donde eT = yT − ℓT−1, eT se denomina error de predicción a un paso en el tiempo T y
mide la distancia entre el valor predicho y el valor original de la serie en el instante T , eT
es similar al concepto de residuo en el contexto de regresión.

Aún está pendiente el problema de cómo estimar α. Un método muy sencillo consiste
en calcular los errores de predicción y luego considerar aquel valor de α que minimice la
suma de cuadrados de dichos errores, es decir,

α̂ = argminα

n∑
T=1

e2T .

En la práctica es posible calcular la cantidad
∑n

T=1 e
2
T para varios valores de α en el

intervalo (0, 1) y luego encontrar el valor de α que minimice el error cuadrático medio
(EMC) de predicción

∑n
T=1 e

2
T .

Observación B.3. Considere nuevamente la ecuación (B.3) pero escribimos la predicción
de la variable yT , τ pasos adelante tomando como punto de partida T = n,

ℓn = ŷn+τ (n) = αyn + (1− α)ℓn−1 (B.4)

para todo τ ≥ 1. Entonces la predicción es constante cuando se considera más de un paso
adelante ya que el lado derecho de la ecuación (B.4) no depende de τ . Una modificación
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que parece razonable es considerar una ecuación que sea recursiva en τ a partir de T = n,
es decir,

ℓn = ŷn+τ (n) = αyn + (1− α)ℓn−1 (B.5)

para todo τ ≥ 1. Esto permite adaptar la predicción considerando una combinación lineal
convexa entre el último valor de la serie y las predicciones para τ ≥ 1.

Suponga ahora que y0, y1, y2,..., yn es una colección de variables aleatorias y α ∈ (0, 1)
es una constante. Entonces podemos reescribir la ecuación (B.3) considerando la condición
inicial ŷ1(0) = ℓ0, y entendiendo que la predicción del suavizamiento exponencial simple
es a un paso, entonces

ℓT = αyT + (1− α)ℓT−1 (B.6)

para todo T ≥ 1.

Resultado B.1. Considere un suavizador ℓT como en la ecuación (B.6) y α ∈ (0, 1).
Entonces

ℓT = α

T−1∑
j=0

(1− α)jyT−j + (1− α)T y0 (B.7)

para toda T ≥ 1.

Demostración. La demostración se realiza por inducción sobre T . Para T = 1 se tiene
que

ℓ1 = αy1 + (1− α)y0.

Supongamos que la ecuación (B.7) se satisface para T , entonces

ℓT+1 = αyT+1 + (1− α)ℓT = αyT+1 + (1− α)

α T−1∑
j=0

(1− α)jyT−j + (1− α)T y0



ℓT+1 = αyT+1 + α

T−1∑
j=0

(1− α)j+1yT−j + (1− α)T+1y0

ℓT+1 = αyT+1 + α
T∑

k=1

(1− α)kyT−(k−1) + (1− α)T+1y0

ℓT+1 = α
T∑

j=0

(1− α)jyT+1−j + (1− α)T+1y0.�

Resultado B.2. Supongamos que y0, y1, y2,...,yn es una colección de variables aleatorias
con media constante µ y varianza constante σ2. Entonces para ℓT como en (B.7) se tiene
E(ℓT ) = µ.

Demostración. Usando el resultado anterior tenemos que

E(ℓT ) = α

T−1∑
j=0

(1− α)jµ+ (1− α)Tµ = αµ

T−1∑
j=0

(1− α)j + (1− α)Tµ
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E(ℓT ) = αµ

(
1− (1− α)T

1− (1− α)

)
+ (1− α)Tµ = µ(1− (1− α)T ) + (1− α)Tµ

E(ℓT ) = µ− µ(1− α)T + (1− α)Tµ = µ.�

Resultado B.3. Supongamos que y0, y1, y2,...,yn es una colección de variables aleatorias
no correlacionadas con media constante µ y varianza constante σ2, entonces para ℓT como
en (B.7) se tiene V (ℓT ) < σ2, cuando T → ∞.

Demostración.

V (ℓT ) = α2
T−1∑
j=0

(1− α)2jV (yT−j) + (1− α)2TV (y0) = α2
T−1∑
j=0

(1− α)2jσ2 + (1− α)2Tσ2

V (ℓT ) = α2σ2
(
1− (1− α)2T

1− (1− α)2

)
+ (1− α)2Tσ2 =

σ2α

2− α
< σ2,

cuando T → ∞.�

Resultado B.4. Supongamos que y0, y1, y2,...,yn es una colección de variables aleatorias
que satisfacen E(yT ) = µ, 0 < T ≤ N − 1 y E(yT ) = λ, ∀T ≥ N entonces

E(ℓT ) = λ,

cuando T → ∞.

Demostración.

E(ℓT ) = α

T−N∑
j=0

(1− α)jλ+ α

T−1∑
j=T−(N−1)

(1− α)jµ+ (1− α)Tµ

E(ℓT ) = αλ
T−N∑
j=0

(1− α)j + αµ
T−1∑

j=T−(N−1)

(1− α)j + (1− α)Tµ

E(ℓT ) = αλ

(
1− (1− α)T−N+1

1− (1− α)

)
+ αµ(1− α)T−(N−1)

(
1− (1− α)N−1

1− (1− α)

)
+ (1− α)Tµ

E(ℓT ) = λ(1− (1− α)T−N+1) + µ(1− α)T−(N−1)(1− (1− α)N−1) + (1− α)Tµ

E(ℓT ) = λ− λ(1− α)T−N+1 + µ
[
(1− α)T−(N−1)(1− (1− α)N−1) + (1− α)T

]
∴ E(ℓT ) → λ, cuando T → ∞.�

El resultado anterior establece que el valor medio del suavizador es sesgado pa-
ra valores de T mayores a N , sin embargo, a medida que la serie se aleja del punto
T = N el efecto de las observaciones iniciales en el valor medio cada vez es menos influyente.
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Herramienta Solver

Solver es una herramienta para resolver y optimizar ecuaciones mediante el uso de
métodos numéricos.

Con Solver, se puede buscar el valor óptimo para una celda, denominada celda
objetivo, en donde se escribe la fórmula de la función objetivo.

Solver cambia los valores de un grupo de celdas, denominadas celdas cambiantes, y
que estén relacionadas, directa o indirectamente, con la fórmula de la celda objetivo. En
estas celdas se encuentran los valores de las variables controlables y1, y2,...,yn.

Se puede agregar restricciones a Solver, escribiendo una fórmula en una celda, y
especificando que la celda deberá ser mayor o igual, igual, o menor o igual que otra celda
que contiene la constante.

Solver ajustará los valores de las celdas cambiantes, para generar el resultado especifi-
cado en la fórmula de la celda objetivo.

Instalacion del Solver

La herramienta Solver no se instala por defecto:

En primer lugar se debe tener instalada la versión profesional del Office, la versión
estándar no la considera, si no se tiene instalada la versión profesional consulte con
su proveedor habitual de software para que se la instale.

Para saber si la tiene instalada se mira el menú de Herramientas si tiene una opción
de nombre Solver.

Si no la tiene instalada, debe instalarla y para eso debe hacer lo siguiente:

• Menú Herramientas

• Sub-Menú Complementos

• Activar la opción Solver y Aceptar.
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Ahora se entra a usar el Solver:

Entrar a Menu: Herramientas → Solver

Aparece el siguiente cuadro de diálogo:

Celda objetivo: Seleccionar o escribir por ejemplo: $D$13

Valor de la celda objetivo por ejempo: Máximo

Cambiando las celdas: Seleccionar o escribir por ejemplo: $D$1:$D$2

Se va a introducir las restricciones: Hacer clic en Agregar

Aparece el siguiente cuadro de diálogo:

Usando este cuadro de diálogo se van colocando una a una todas las restricciones que
tiene el problema planteado.

En el cuadro de diálogo siguiente se muestra que ya están ingresados todos los paráme-
tros que necesita Solver, entonces una vez revisados debe darse un clic en el botón Resolver
a fin de que Solver busque una solución que cumpla con todas las condiciones:
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Solver se ejecuta en forma iterativa hasta encontrar una solución óptima para el pro-
blema propuesto y entonces entrega el siguiente cuadro de diálogo:

Los diversos botones que aparecen en este cuadro de diálogo tiene el siguiente
significado:

Utilizar solución de Solver: cambia los valores de las variables en la hoja de cálculo.

Restaurar valores originales: deja los valores iniciales de las variables.

Guardar escenario: guarda los valores de las variables como escenario.

Opciones de Solver Se debe hacer clic en el botón Opciones, para que aparezca el
cuadro de diálogo Opciones de Solver, que se muestra a continuación:
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Descripción de las opciones

Este cuadro de diálogo indica las opciones del Solver en forma general, pero que se
pueden cambiar para la resolución de un problema real específico.

Pueden controlarse las características avanzadas del proceso de solución, cargarse o
guardarse definiciones de problemas y definirse parámetros para los problemas lineales y
no lineales. Cada opción tiene una configuración predeterminada adecuada a la mayoría
de los problemas.

Tiempo máximo

Limita el tiempo que tarda el proceso de solución en segundos. Puede introducirse un
valor de hasta 32.367, pero el valor predeterminado 100 (segundos) es adecuado para la
mayor parte de los problemas.

Iteraciones

Limita el tiempo que tarda el proceso de solución, limitando el número de cálculos
provisionales. Aunque puede introducirse un valor de hasta 32 767, el valor predeterminado
100 es adecuado para la mayor parte de los problemas pequeños.

Precisión

Controla la precisión de las soluciones utilizando el número que se introduce para
averiguar si el valor de una restricción cumple un objetivo o satisface un límite inferior o
superior. Debe indicarse la precisión mediante una fracción entre 0 (cero) y 1. Cuantos
más decimales tenga el número que se introduzca, mayor será la precisión; por ejemplo,
0.0001 indica una precisión mayor que 0.01. Sin embargo, cuanto mayor sea la precisión,
más tiempo se tardará en encontrar una solución.

Tolerancia
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El porcentaje mediante el cual la celda objetivo de una solución satisface las restric-
ciones externas puede diferir del valor óptimo verdadero y todavía considerarse aceptable.
Esta opción sólo se aplica a los problemas que tengan restricciones enteras. Una tolerancia
mayor tiende a acelerar el proceso de solución.

Convergencia

Si el valor del cambio relativo en la celda objetivo es menor que el número introducido
en el cuadro Convergencia para las últimas cinco iteraciones, Solver se detendrá. La
convergencia se aplica únicamente a los problemas no lineales y debe indicarse mediante
una fracción entre 0 (cero) y 1. Cuantos más decimales tenga el número que se introduzca,
menor será la convergencia; por ejemplo, 0.0001 indica un cambio relativo menor que
0.01. Cuanto menor sea el valor de convergencia, más tiempo se tardará en encontrar una
solución.

Adoptar modelo lineal

Selecciónelo cuando todas las relaciones en el modelo sean lineales y desee resolver un
problema de optimización o una aproximación lineal a un problema no lineal.

Mostrar resultado de iteraciones

Selecciónelo para que Solver muestre temporalmente los resultados de cada iteración.
Esta opción es válida sólo en modelos no lineales.

Usar escala automática

Selecciónelo para utilizar la escala automática cuando haya grandes diferencias de
magnitud entre las entradas y los resultados.

Adoptar no-negativo

Hace que Solver suponga un límite inferior de 0 (cero) para todas las celdas ajustables
en las que no se haya definido un límite inferior en el cuadro Restricción del cuadro de
diálogo Agregar restricción.

Cargar modelo

Muestra el cuadro de diálogo Cargar modelo, donde puede especificarse la referencia
(nombre) del modelo que desee cargar.

Guardar modelo

Muestra el cuadro de diálogo Guardar modelo, donde puede especificar la ubicación en
que desee guardar el modelo. Úselo únicamente cuando desee guardar más de un modelo
con una hoja de cálculo; el primer modelo se guardará de forma automática, al guardar el
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libro de Excel.

Opciones para modelos no-lineales

Estimación

Especifica el enfoque que se utiliza para obtener las estimaciones iniciales de las varia-
bles básicas en cada una de las búsquedas dimensionales.

Lineal: Utiliza la extrapolación lineal de un vector tangente.

Cuadrática: Utiliza la extrapolación cuadrática, que puede mejorar en gran medida
los resultados de problemas no lineales.

Derivadas

Especifica la diferencia que se utiliza para estimar las derivadas parciales del objetivo
y las funciones de la restricción.

Progresivas: Se utilizan para la mayor parte de los problemas, en que los valores de
restricción cambien relativamente poco.

Centrales: Se utiliza en los problemas en que las restricciones cambian rápidamente,
especialmente cerca de los límites. Aunque esta opción necesita más cálculos, pue-
de ser útil cuando Solver devuelve un mensaje diciendo que no puede mejorarse la
solución.

Buscar

Especifica el algoritmo que se utiliza en cada iteración para determinar la dirección en
que se hace la búsqueda.

Newton: Utiliza un método cuasi Newton que normalmente necesita más memoria
pero menos iteraciones que el método de gradiente conjugado.

Gradiente Conjugado: Necesita menos memoria que el método Newton, pero nor-
malmente necesita más iteraciones para alcanzar un determinado nivel de precisión.
Se usa esta opción cuando se trata de un problema grande o cuando al hacer un
recorrido a través de iteraciones se descubra un progreso lento.
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Estadístico de Box-Pierce y
Ljung-Box

Una buena manera de comprobar la suficiencia del modelo de Box-Jenkins, es analizar
los residuos obtenidos a partir del modelo, de la manera siguiente. Del mismo modo en
que se calcularón las funciones de autocorrelación muestral, y de la autocorrelación par-
cial muestral de la serie de tiempo, se pueden determinar dichas funciones para los residuos.

Una forma de aprovechar los residuos para comprobar la suficiencia del modelo, es
examinar una estística o dato numérico que determine si las primeras K autocorrelaciones
muestrales de los residuos, considerados juntos, indican suficiencia del modelo.

Box y Pierce desarrollaron un estadístico que, basado en los cuadrados de los primeros
coeficientes de autocorrelación de los residuos, permite analizar si existe o no autocorrela-
ción. Estos datos numéricos se resumen a continuación:

1. La estadística de Box-Pierce es

Q = n′
K∑
l=1

ρ̂2l

siendo

ρ̂l =

∑n′

t=l+1 etet−l∑n′

t=1 e
2
t

donde e1, e2, ..., en′ son los residuos ordenados en el tiempo.

2. La estadística de Ljung-Box es

Q∗ = n′(n′ + 2)
K∑
l=1

ρ̂2l
n− l

Aquí, n′ = n− d, donde n es el número de observaciones en la serie de tiempo original, y
d es el grado de diferenciación no estacional usado para transformar los valores originales

113



APÉNDICE D. ESTADÍSTICO DE BOX-PIERCE Y LJUNG-BOX

de la serie de tiempo en valores estacionarios de la serie de tiempo. Además, ρ̂2l es el
cuadrado de ρ̂l, la autocorrelación muestral de los residuos en el desfasamiento l, es decir,
la autocorrelación muestral de los residuos separada por un desfasamiento de unidades de
tiempo l.
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Criterio de información de Akaike

Cuando se requiere que una serie {Xt} sea ajustada por un modelo ARMA
con media cero, se encuentra con el problema de encontrar el orden de p y q así
como el encontrar su valor. Una aproximación alternativa para la selección de este mo-
delo es llevar a cabo una serie de test de hipótesis o usar un criterio de selección de modelos.

No es prudente simplemente elegir un modelo para dar un mejor ajuste minimizando la
suma de los cuadrados de los residuales, como el último generalmente decrecerá cuando el
número de parámetros sea incrementado a pesar de si la complejidad adicional es realmente
valiosa . Pero hay un estadístico de ajuste que puede ser de más ayuda, el R2 ajustado el
cual intenta tomar en cuenta el número de parámetros ajustados, sin embargo, los modelos
de selección estadística más sofisticados usualmente son preferidos. Un modelo que es muy
usado, es el criterio de información de Akaike (CIA), esta dado por:

CIA=-2ln(máxima verosimilitud)+2r

donde r denota el número de parámetros independientes que son ajustados por el mode-
lo que está siendo evaluado. El CIA esencialmente escoge el modelo con el mejor ajuste,
moderado por la función de verosimilitud, sometido a un término penalty para prevenir el
sobreajuste, que incrementa con el número de parámetros en el modelo. Para un modelo
ARMA(p,q), note que r = p+ q+1 es la varianza residual que es incluida como un pará-
metro. Ignorando constantes arbitrarias, el primer término de verosimilitud es usualmente
aproximado por Nln( S

N ), donde S denota la suma de cuadrados de residuales, y N es el
número de observaciones.

115





Bibliografía

[1] Brockwell, P. J. & Davis, R. A. (1987). Time Series: Theory and Methods.
Primera edicion. Editorial Springer-Verlag.

[2] Brockwell, P. J. & Davis, R. A. (2002). Introduction to Time Series and Forecasting.
Segunda edicion. Editorial Springer-Verlag.

[3] Chatfield, C. (2004). The Analisis of Time Series an Introduction.
Sexta edicion. Editorial Chapman & and Hall.

[4] Guerrero, V. (1987). Modelos estadísticos para series de tiempo univariadas.
V Coloquio del Departamento de Matematicas. Mexico, D.F.

[5] Morris, W. (2007). Elementary Meteorology.
Editorial Ginn & Company.

[6] Navidi, W. C. (2006). Estadística para Ingenieros y científicos.
Segunda edicion. McGrall-Hill.

[7] Oliver, J. E. (2005). Encyclopedia of world climatology.
Primera edicion. Editorial Springer. Gran Bretaña.

[8] Reyes, S. (2002). Introducción a la Meteorología.
Primera edicion. Editorial UABC.

[9] Taylor, G. F. (1954). Elementary Meteorology.
Editorial Prentice-Hall. New York.

[10] Wackerly, D., Mendenhall III, W. & Scheaffer, R. (2002). Estadística matemática con
aplicaciones.
Sexta edicion. Editorial Thomson.

[11] Minitab. (2008). (Version 15 para Windows). Manual de Usuario.

[12] Bowerman, Bruce L. & O’Connell, Richard T. & Koehler, Anne B. (2007). Pronósti-
cos, series de tiempo y regresión. Un enfoque aplicado.
Cuarta edición. Editorial Cengage Learning Editores S.A. de C.V.

[13] Excel. (Version 2003 para Windows). Manual de Usuario.

[14] Ronny Vallejos. (2012). Introducción a las series Cronológicas.
Universidad Técnica Federico Santa María.

117


