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Introduccion

El estudio sistemético de los continuos se inici6 a principios del siglo XX
en Europa. Especificamente, en la escuela polaca de matematicas, la cual
escogio a la topologia, y, en particular, a la teoria de los continuos como
una de las cuatro ramas de la matematica a las que se dedicarian y forta-
lecerian. En ese tiempo entre los principales colaboradores se encontraban,
Z. Janiszewski (1888 — 1920), W. Sierpinski (1882 — 1969), S. Mazurkiewicz
(1888 — 1945), B. Knaster (1893 — 1980), K. Kuratowski (1896 — 1980) y K.
Borsuk (1905 — 1982). Por otro lado, en Norte América el estudio comenzd
con R. L. Moore (1882 — 1974). La influencia de Moore en la topologia nor-
teamericana fue tan grande que, ain en la actualidad, se siguen discutiendo
sus métodos de ensenanza. En 1992 se publica el libro: Continuum Theory:
An Introduction, escrito por Sam B. Nadler, Jr. Este es el primer libro cuya
intencion primordial es convertirse en un libro de texto, véase [4].

Las raices del concepto de continuo estan en la nocién de continuidad.
En la segunda mitad del siglo XIX los matemadticos iniciaron un lento (y
dificil) avance para establecer los conceptos basicos del Analysis Situs, como
se llamaba en ese tiempo a la topologia.

Muchos de los objetos estudiados en el periodo inicial de la topologia eran
considerados como subconjuntos de la linea real, el plano o - méas general-
mente - del n-espacio Euclidiano para un entero positivo n. La primera clase
de espacios abstractos a la cual fueron generalizados varios conceptos y resul-
tados fue la clase de los espacios métricos, definidos en 1906 por M.Frechét
(1878 — 1973), aunque el término espacio métrico no fue introducido hasta
1914 por F. Hausdorff (1868 — 1942). En ese mismo ano fue introducida la
nocion de espacio de Hausdorff. Sin embargo, por un periodo largo, los es-
pacios métricos fueron mucho mas populares que los espacios de Hausdorff,
véase [2], pag. 225.

Uno de los conceptos béasicos de la topologia es la conexidad. La definicién
actual de este concepto fue introducida en 1893 por C. Jordan (1838 — 1922)
para la clase de subconjuntos compactos del plano. El estudio sistematico de
la conexidad fue iniciado en 1914 por F. Hausdorff y en 1921 por B. Knaster
y K. Kuratowski, véase [2], pdg. 225.

Otro concepto topolégico relacionado con la nocién de continuo es el de
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compacidad. Su origen estd vinculado con un teorema demostrado en 1895
por E. Borel (1871 — 1956), el cual establece que toda cubierta abierta nu-
merable de un intervalo cerrado, tiene una subcubierta finita. En 1903 Borel
generalizo este resultado para todo subconjunto cerrado y acotado en un
espacio Euclidiano. La definiciéon actual esencialmente se debe a P. S. Alek-
sandrov (1896 — 1982) y a P. S. Uryson (1898 — 1924), véase [2], pag. 225.

El objetivo primordial de esta tesis es introducir a toda persona intere-
sada, al estudio de los espacios métricos compactos y conexos, los cuales son
un continuo.

Los resultados principales que se presentan en este trabajo se encuentran
originalmente en,[I], [3], [4], [7], [9], [10], [II]. Sin embargo, las pruebas de
estos resultados varian de su prueba original puesto que aqui son demostrados
a detalle.

En el primer capitulo se presentan las nociones de métrica y espacios
métricos. Se observa que todo espacio métrico es un espacio topolégico. Se
enuncian los conceptos de compacidad y conexidad, estos son fundamenta-
les para el objetivo de este trabajo, ya que se prueba que estas propiedades
se preservan bajo funciones continuas. Otro concepto importante para po-
der obtener continuos es el de homeomorfismo, veremos que la propiedad
de ser continuo se preserva bajo homeomorfismos. Se definen los espacios
arco- conexos en un espacio métrico y las componentes de un espacio to-
polégico. Ademas se aborda la nociéon de limite de conjuntos, puesto que es
muy importante en el estudio de los continuos, se dan ejemplos interesantes
de los conceptos mencionados, asi como también resultados basicos que nos
permitiran el objetivo de este trabajo.

En el segundo capitulo se presentard la nociéon de un continuo. Se abordan
los conceptos de continuos localmente conexos y conexos en pequeno. Estos
conceptos son muy importantes, porque podremos definir y caracterizar otros
continuos a partir de ellos. Daremos algunos ejemplos de estos, asi como
algunos resultados interesantes.

También se presentard una técnica muy conocida para la construccion de
continuos, la cual consiste en construir una sucesion anidada de continuos
con interseccién no vacia, dicha interseccién tendra la propiedad de ser un
continuo. Finalmente, se definen continuos encadenables y se dan algunos
ejemplos.

Se invita al lector a consultar los textos, [0], [7], en los que puede conocer
mas a fondo sobre el estudio de los continuos.
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Capitulo 1

Preliminares

En este trabajo el simbolo X denotara un conjunto, el cual sera un espa-
cio métrico, un espacio topoldgico o un continuo, segin se indique. Si A es
un subconjunto del espacio X, el simbolo X — A denotara el complemento
del conjunto A. Denotaremos por |A| a la cardinalidad del conjunto A. Si F
es una familia de conjuntos del espacio X, entonces la unién e interseccién de
los elementos de la familia se denotaran por | J F y [ F, respectivamente. Los
simbolos N, Z, Q, R y R™ denotaran el conjunto de los ntimeros naturales,
el conjunto de los nimeros enteros, el conjunto de los nimeros racionales,
el conjunto de los niimeros reales y el espacio euclidiano n-dimensional, res-
pectivamente. El simbolo () denotara al conjunto vacio. Un espacio es no
degenerado si consiste de mas de un punto.

1.1. Meétrica y topologia

En esta seccién se presenta una introduccion a los espacios métricos, los
cuales son base para el desarrollo de este trabajo. Ademds, se definen los
espacios métricos compactos y conexos. También se dan algunos resultados
y ejemplos importantes de estos espacios, estos seran de gran utilidad en las
siguientes secciones.

Definicién 1.1. Dado un conjunto X no vacio, una métrica para X es
una funcion d: X x X — R que satisface las siguientes propiedades:

(i) Para todo x,y € X, d(z,y) > 0.

(i1) Para todo x,y € X, d(z,y) =0 si y sélo si x =y (propiedad reflexiva).
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(111) Para todo z,y € X, d(z,y) = d(y,z) (propiedad simétrica,).

(iv) Para todo z,y,z € X, d(x,y) < d(z,z) + d(z,y) (desigualdad triangu-
lar).

A la pareja (X, d) se le conoce como espacio métrico. Si no se presta a
confusion, escribiremos simplemente X en lugar de (X, d).

Podemos prescindir de la condicién (i), pero se incluye en la
definicién para recordar que la distancia entre dos puntos siempre es
positiva.

Observacién 1.2. En la definicion [1.1], las condiciones (ii), (iii) y (iv) im-
plican (1).

Demostracion. En efecto, supongamos que existen x,y en X tales que
d(xz,y) < 0, luego por la desigualdad del triangulo (iv), se satisface que
d(xz,z) < d(z,y) + d(z,y), luego por (iii), implica que d(z,z) < 2d(z,y),
en consecuencia d(z,z) < 0, lo que contradice (i7). Asi, concluimos que
d(z,y) > 0. O

En el Anélisis Matematico el uso de desigualdades es muy comun e im-
portante y por tanto es tutil conocer desigualdades como la desigualdad
de Cauchy y la desigualdad de Holder, entre otras, pero en este caso
centraremos nuestro interés en la desigualdad de Minkowski, porque serd
de gran utilidad para demostrar la desigualdad triangular para la métrica
euclidiana, la cual se presenta a continuacion.

Proposicién 1.3. Desigualdad de Minkowski. [3, Proposicion 0.F.2].
Supongase que ay,as, ..., Gy, by, ba, ..., b, son niumeros reales. Entonces

n

Z(ai—l—bi)Q < ia?%— ib?
=1 =1

i=1
Veamos algunos ejemplos de espacios métricos:

Ejemplo 1.4. Sea la funcion d,, : R" x R™ — RT U {0} definida por

n

Z(iﬁ'z - vi)?

i=1

dn(T, y) =

donde = (21, ...,;T,) Yy Y= (Y1, .., Yn). Entonces d,, es una métrica para R".
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Demostracion. Sean x = (21, ...,2,), Y = (Y1, -, Yn) Y 2 = (21, ..., 2,) en R™.

(i) Dado que el cuadrado de cualquier niimero es no negativo y la suma
de nimeros no negativos es no negativo, entonces d,, no toma valores
negativos.

(ii) Supongamos que d,(x,y) = 0, entonces, \/y_;, (z; — y;)? = 0, lo cual
implica que Y1, (z; — y;)* = 0, pero esto sucede cuando (x; — y;) =0
para cada i € {1,2,...,n}, de esta manera se tiene que x; = y; para
cada i € {1,2,...,n} y por tanto tenemos que x =y.

(iii) Tenemos que dp(x,y) = /Dy (@ — vi)?> = /2oy (yi — 2:)%, ya que
(v; —yi)? = (y; — 2;)? paracada i € {1,2,...,n}, de este modo tenemos

que d,(x,y) = dn(y, ).
(iv) Sea

n n

da(x,y) = | D (@i —y)? = | D (@5 = 2:) + (2 — 9))%

i=1 i=1

Aplicando la proposicién [1.3]y considerando a; = x; — 2; v by = 2z — v,
tenemos que

IA

i=1 =1 =1

Z((fﬁi — ) + (2 — y:))? J (2 — 2:)* + Z(Zi — yi)?
d

Por lo tanto, concluimos que d,, es una métrica para R". Asi, (R",d,,) es un
espacio métrico. A la pareja (R™,d,) se le conoce como espacio métrico
Euclidiano de dimensién n y a d,, como la métrica Euclidiana (o métrica
usual) sobre R". O

Ejemplo 1.5. Sea T : R? x R? — R definida, para cada (z1,y1) y (T2, y2)
en R? por,
T((w1,91), (x2,92)) = |21 — 2| + [y1 — ya.

Entonces T es una métrica para R2.
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Demostracion. Sean (x1,y1), (T2, 42) v (73,y3) en R2

(1) Es claro que T'((z1,y1), (T2, y2)) = |x1 — 22| + |y1 — 32| > 0.

(17) Si T((x1,y1), (x2,y2)) = 0, entonces |z; — 22| + |y1 — yo| = 0, luego,
|r1—22| =0y |y1—y2| = 0. Asi 21 = 2o y 41 = Y2, es decir, (x1,11) = (22, y2).

(iid)

T((x1,91), (T2,92)) = |21 — 22| + |y1 — y2

[(=1)(z2 — z1)| + [(=1)(y2 — y1)|

| = (2 — @) + [ = 1|(y2 — v1)]
= |zo — 1| + |y2 — y1

= T((xz,yg),($1,y1))-

(iv)
T((z1,91), (72,92))

|71 — 22| + |y1 — o

|21 — @2 + w3 — 23| + Y1 — Y2 + Y3 — v

(71 — w3) + (23 — 22)| + [(y1 — y3) + (Y3 — o)
|1 — 23] + |23 — 22| + Y1 — ys| + |ys — v

(Jz1 — 23| + [y — ys|) + (Jo3 — 22| + [y3 — v2|)
T(<x1> yl)? (l’g,y3)) + T((%g,yg), (:C27 y2))

IHIA

Asi, T es una métrica para R?. La métrica T se conoce como la métrica
del taxista. En conclusién, (R% T') es un espacio métrico. O

Ejemplo 1.6. Sean X cualquier conjunto no vacio y d: X x X — R. Defi-
nimos para todo (z,y) € X x X

] 0, siz=y
d(:c,y)—{ 1, six#uy.

Entonces d es una métrica para X .
Demostracion. Sean x,y,z € X.
(i) Por definicién, d(x,y) > 0.
(ii) Por definicién tenemos que d(z,y) = 0 si y solo si z = y.

(iii) Para todo = # vy, se tiene d(z,y) = 1 = d(y,z) y para todo = = y,
d(z,y) = 0= d(y, ).
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(iv) Supongamos que z = y. Por definicién, d(z,y) = 0, por inciso (i),
tenemos que 0 < d(x,z) y 0 < d(z,y), por lo tanto,
d(z,y) =0 < d(z, 2) + d(z,y).

Supongamos x # y. Por definicién d(z,y) = 1.

Si z = x, entonces z # y, de esto, d(z,y) = 1. En consecuencia,
d(z,y) =1<d(z,2) +d(z,y).

Si z # @, entonces, d(x,z) = 1. Por (i) d(z,y) > 0. Luego,
d(z,y) =1<d(z,2) +d(z,y).

Asi, concluimos que d es una métrica para X. Esta métrica es conocida
como la métrica discreta y al espacio (X, d), se le llama espacio métrico
discreto. ]

A continuacién se presenta una métrica para el espacio de las funciones
continuas en el intervalo [0, 1] de R, denotado por C[0, 1].

Ejemplo 1.7. Sean C[0,1] y dy: C[0,1] x C[0,1] — [0,1] definida por
do(f,9) = max{|f(z) — g(x)|: = € [0, 1]}.
Entonces dy es una métrica para el espacio C[0,1].
Demostracion. Sean f, g, h € C0,1].
(i) Es claro que do(f, g) = max{|f(x) — g()|: = € [0,1]} > 0.

(i) Si do(f,g9) = 0, entonces méax{|f(z) — g(z)|: = € [0,1]} = 0. Luego,
|f(x) — g(z)] = 0 para todo = € [0,1]. Asi, f(z) = g(x), para todo
x € [0,1], es decir, f = g.

(i) Dado que |£(z) - g(x)] =
max{|f(z) — g(z)|: = € |
decir, do(f, 9) = do(g, ).

(iv) Observemos que para toda x € [0,1] se tiene:

[f(2)=g(@)| = |f(z)=h(z)+h(z) —g(x)| < [f(x)=h(@)|+[h(z) —g(z)]

lg(x) — f(x)| para toda z en [0, 1], entonces
0.1} = mix{lgle) — (@)]: z € [0.1]}, es
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do(f,9) = max{|f(z) —g(x)]: = €[0,1]}
< max{|f(z) — h(z)|: z € [0,1]} + max{|h(x) — g(z)|: x € [0, 1]}
d0<f7 h) +d0(hvg)

Asi, concluimos que dy es una métrica para el conjunto C[0, 1] y por lo tanto,
(C[0,1],dp) es un espacio métrico. O

A continuacion se enuncia la nocién de bola abierta en un espacio métrico
y algunos ejemplos.

Definicién 1.8. Sean (X, d) un espacio métrico, e > 0 yx € X. El conjunto,
B (z,e) = {y € X: d(z,y) < e}, se le conoce como bola abierta en X
con centro en x y radio €. Cuando no haya lugar a confusion, escribiremos
simplemente B(z,¢€).

Ejemplo 1.9. En R con la métrica usual, la bola abierta con centro en x y
radio € > 0 es:

B(z,e) ={y € R: d(z,y) <e}=(x —e,x +¢).
Véase la Figura[1.]

T~
~—

S e

Figura 1.1: La bola abierta con centro en z y radio € en R.

Ejemplo 1.10. En R? con la métrica usual, la bola abierta con centro en
(x,y) y radio € es:

B ((2,y).€) = {(z.w) € B [ (2 — 2)* + (y —w)? < e},
El siguiente ejemplo describe la bola abierta en R™ con la métrica usual.

Ejemplo 1.11. En R"™ con la métrica usual, la bola abierta con centro en
(1, ..oy p) y Tadio € > 0 es:

B ((z1,...,70),€) = {(1, s yn) ER™: /(21 — 11)2 + .. + (T0 — yn)? < €}
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Ejemplo 1.12. En R? con la métrica del taxista, la bola abierta con centro
en (z1,v1) y radio € > 0 es:

B ((w1,11),€) = {(z2,52) € R*: |21 — wa| + |30 — o] < &}

En la Figura , se muestran las bolas abiertas en R? con centro en z y
radio €, con la métrica euclidiana y la métrica del taxista.

R2

B¥(z,e) -~ -

Figura 1.2: Las bolas BT (z,¢) y B®%(x,¢) de R2.

Ejemplo 1.13. Sea X con la métrica discreta y sea x € X, entonces
B(z,e) ={y € X:d(x,y) < e} = {z}, para todo 0 < e <1 y B(x,e) = X,
sie>1.
Ejemplo 1.14. En el espacio métrico C([0,1],dy), la bola abierta es de la
forma

B(f.¢) = {g € C[0,1]: mix{|f(z) - g(a)|: = € [0, 1]} < e},

donde el centro de la bola abierta es la funcion f y el radio es e, véase la

Figura[1.3

Definicién 1.15. Sea (X, d) un espacio métrico. Una sucesion {x,}>2, en
X converge a un punto x € X si para todo € > 0, existe un N € N tal que
x, € B(x,€) cuandon > N. En este caso, x es llamado el punto limite de la

sucesion {x,}°2 .
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/”j?-i-s
/
S~
— e g H -
// “"*’/ —— g
) // )0
- ,
T
/ -

Figura 1.3: Bola con centro en f y radio €.

Si {x,}>° | converge a z, se denotard por z,, — x.

Definicién 1.16. Sean (X,d) un espacio métrico y A C X. Decimos que
A es un congunto abierto en X si para cada x € A, existe € > 0 tal que
B(z,e) C A. Un subconjunto E de X es un conjunto cerrado en X si su
complemento X — E es un conjunto abierto en X.

Observemos que existen conjuntos que no son abiertos o cerrados, pero
podemos definir conjuntos a partir de estos que si lo sean, como se presenta
a continuacion.

Definicién 1.17. Sean X un espacio métrico y A C X.
Definimos el interior de A como:

int(A) = {x € X: existe ¢ > 0 tal que B(x,e) C A}
la cerradura de A como:
cl(A) = {z € X: para todo € > 0, B(x,e) N A # (0}.

Observemos de la definicién [L.17, que: int(4) € A C cl(A). Més aun,
int(A) es un conjunto abierto.

Definicién 1.18. Sean X un espacio métrico y A C X. La frontera de A,
se define por:
Fr(A) =cl(4) Necl(X — A).

Definicién 1.19. Sea A un subconjunto no vacio y acotado de un espacio
métrico X. El didmetro de A, se define por:

diam(A) = sup{d(z,y): x,y € A}.
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Proposicién 1.20. Si X es un espacio métrico y A C X, entonces cl(A) es
un conjunto cerrado.

Demostracion. Probaremos que X —cl(A) es abierto. Sea z € X —cl(A), luego
existe € > 0 tal que B(z,e) N A = (). Observemos que B(z,5) C B(z,¢). Sea
y € B(x,5) y supongamos que y € cl(A). Luego, B(y,5) N A # 0. Asi, existe
z € A tal que d(y,2) < 5. De la desigualdad del tridngulo, obtenemos:

€

d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) < = + g =e.

\)

Esto implica que z € B(x,¢), esto es una contradiccién, porque
B(z,e)NA = 0. Asi, y € X — cl(A). Dado que y fue arbitrario, se tiene
que, B(z,5) C X —cl(A). Por lo tanto, X —cl(A) es abierto, en consecuencia
cl(A) es cerrado. O

Teorema 1.21. Sea X un espacio métrico. Entonces x € cl(A) si y solo si
existe una sucesion {x,}52, en A tal que x, — x.

Demostracion. Supongamos que x € cl(A), entonces para todo £ > 0,
B(z,e) N A # (. En particular, para cada n € N, B(z,2) N A # (. Asi,
para cada n € N existe z, € B(z,1) N A. Luego, {z,};2, es una sucesién
en A. Veamos que x,, — z. Sea € > 0, por la propiedad Arquimediana existe
N € N tal que + < e. Asi, si n > N, entonces z,, € B(x, <) C B(z,¢). Por
lo tanto, z,, — x.

Ahora supongamos que existe una sucesién {z, }>2; en A tal que z,, — z.
Luego, dado ¢ > 0, existe N € N tal que si n > N, z, € B(z,¢). En
consecuencia, B(x,e) N A # (), por lo tanto, x € cl(A). ]

Proposicion 1.22. Sean X un espacio métrico, A y F subconjuntos de X.
Las siguientes condiciones se satisfacen:

(1) A es abierto si y solo si A =int(A).
(i1) F es cerrado si y solo si F' = cl(F).

Demostracion. (i) Supongamos que A es abierto, entonces para cada x € A,
existe € > 0 tal que B(x,e) C A, esto es, A = int(A). Ahora, supongamos
que A = int(A), entonces A es abierto.

(17) Sean F' cerrado y x € cl(F'). Supongamos que x € X — F. Como
X — F es abierto, entonces existe ¢ > 0 tal que B(x,e) C X — F. Luego,
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B(z,e)NF = (), que es una contradiccién, porque x € cl(A). En consecuencia,
x € F. Asi, cI(F) C F. Ademés, dado que F C cl(F), se concluye que
F = cl(F). Ahora, si F = cl(F), por la proposicién [1.20} F es cerrado. [

El resultado que a continuacién se presenta, demuestra que la bola abierta
en un espacio métrico es un conjunto abierto, véase la Figura (1.4}

Proposicién 1.23. Sea (X,d) un espacio métrico. Si x € X y radio ¢ > 0,
B(z,€) es un conjunto abierto.

Demostracion. Sea z € X y ¢ > 0. Probaremos que para cualquier
w € B(x,¢), existe un gy > 0 tal que B(w, gy) C B(z,¢). Sean gy = e—d(z,w)
y z € B(w,e). Asi, tenemos que d(w, z) < €9 = ¢ — d(x,w), de esto, tene-
mos que d(w, z) +d(x,w) < €. Por la desigualdad del tridngulo, tenemos que
d(z,z) < d(w,z)+d(z,w), asi, d(z, z) < ¢, es decir, B(w, &9) C B(z,¢), para

todo w € B(xz,¢). Por tanto, B(z,¢) es un conjunto abierto en X. O
B("'U? 5) /// /// €0 §\\\
// / \\ \\
/ 1 | \
// ]\ w Il \\
/ \ / \
! \ 7 \
! AN . \
I ~_ - \
I - |
! |
\ xT !

Figura 1.4: Representacién intuitiva de la proposicion [1.23]

Ejemplo 1.24. Sea (X,d) el espacio métrico discreto. Recordemos que
B(z,1) = {z} para cualquier punto x € X. Asi, cada conjunto singular es
un conjunto abierto en X. Ademds, como cada subconjunto de X es la union
de sus puntos, se sigue que cada subconjunto de X es un conjunto abierto en
X. Observe que el complemento de un subconjunto de X es abierto porque es
subconjunto de X . Ast, los subconjuntos de X son abiertos y cerrados.
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El teorema [1.25| menciona algunas propiedades que satisfacen los conjun-
tos abiertos en un espacio métrico.

Teorema 1.25. Si (X, d) un espacio métrico. Entonces

(i) Los conjuntos ) y X son conjuntos abiertos.

(ii) La union arbitraria de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.
(111) La interseccion finita de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

Demostracion. (i) Como el conjunto vacio carece de elementos, la propiedad
de ser abierto se cumple por vacuidad. El conjunto X es abierto porque para
cada punto x € X y € > 0, se tiene que B(x,¢) C X.

(77) Sea A una familia arbitraria de conjuntos abiertos de X . Probaremos
que [J A es un conjunto abierto en X. Para esto, sea x € | J A, entonces existe
A€ Atal que z € A. Como A es abierto, existe € > 0 tal que B(z,¢) C A.
Como A C |JA, tenemos que B(z,e) C |J.A. Dado que x es arbitrario,
tenemos que (J.A es un conjunto abierto en X.

(74i) Sean A, ..., A,,, subconjuntos abiertos de X. Probaremos que N, A;
es abierto en X. Sea x € N, A;, entonces x € A; para cada
i € {1,...,m}. Como cada A; es abierto, entonces existe ; > 0 tal que
B(z,g;) C A;. Sea ¢ = min{e;: i € {1,...,m}}, entonces B(x,e) C A; pa-
ra cada i € {1,...,m}, luego B(x,e) C N*,A;. Por lo tanto, N, A; es un
conjunto abierto. [

En el teorema se demuestra que la unién arbitraria de conjuntos
abiertos es un conjunto abierto, sin embargo esto no ocurre con la interseccién
arbitraria de conjuntos abiertos. A continuacién se ejemplifica este hecho con
un caso particular, donde la interseccién infinita de conjuntos abiertos no es
un conjunto abierto.

Ejemplo 1.26. Para cada n € N, sea A, = (—%, %) Observemos que cada

A, es abierto en R con la métrica euclidiana, pero NS, A, = {0} no es un
subconjunto abierto de R porque para todo € > 0 se tiene que B(0,¢) ¢ {0}.
También, podemos observar que {0} es cerrado puesto que su complemento

{zeR:z>0}U{r eR: z <0}

es un conjunto abierto.
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Definicién 1.27. Sean (X, d) un espacio métrico y A C X, definimos la
funcion

dA:AXA%R

tal que si x,y € A se tiene que da(x,y) = d(x,y). La funcién ds es una
métrica para el conjunto A. Esta funcion es llamada la métrica inducida
por d en A.

Definicién 1.28. Sean (X,dy) y (Y,dy) espacios métricos. Una funcion
f: X =Y esuna funcion continua en un punto x € X si para cada
e > 0, eriste 6 > 0 tal que si y € B4 (x,d), entonces f(y) € B%2(f(x),¢).
Si f es continua en cada punto x € X, decimos que [ es una funcion
continua en X.

Teorema 1.29. Sean (X,dy),(Y,ds) espacios métricos. Una funcion
f: X — Y es continua en un punto x € X si y solo si para cada con-
Junto abierto V en'Y que contiene a f(x), existe un conjunto abierto U en
X que contiene a x tal que f(U) C V.

Demostracion. Sean f: X — Y una funcién continua y V' un conjunto abier-
to de Y que contiene a f(z), luego existe ¢ > 0 tal que B%(f(x),e) C V.
Dado que f es continua, tenemos que existe § > 0 tal que si y € B%(z,4),
entonces f(y) € B2(f(x),e) C V. Asi, considerando U = B% (z,§), tenemos
que f(U) C B%(f(y),¢), lo cual implica que f(U) C V.

Ahora, supongamos que para cada conjunto abierto V' en Y que con-
tiene a f(x), existe un conjunto abierto U en X que contiene a = tal que
f(U) C V.Seae >0y sea B®2(f(x),g) =V el conjunto abierto que con-
tiene a f(x). Luego, existe un conjunto abierto U en X que contiene a x
tal que f(U) C V. Puesto que z € U y U es abierto, existe 6 > 0 tal que
BU(x,6) C U. Asf, f((B%(z,0)) C B2(f(x),¢). Esto es, si y € B%(x,6), se
tiene que f(y) € B%(f(z),e). Por lo tanto, f es continua en . O

Definicién 1.30. Sea X un conjunto. Denotaremos por P(X) a la coleccion
de todos los subconjuntos de X. Una topologia en X es una subcoleccion T
de P(X) que cumple las siguientes condiciones:

(1) 0,X € 7.

(7i) Si {Uys}ack €s una colecion finita de elementos de T, entonces
Nocx Ua €.
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(111) Si{Uqs}aen €s una coleccion arbitraria de elementos de T, entonces

Upen Ua € 7.

Definicién 1.31. Un espacio topologico es un conjunto X con una topo-
logia T y lo denotamos por (X, 7). Si no se presta a confusion, escribiremos
simplemente X en lugar de (X, ).

Observacion 1.32. Sea (X, d) un espacio métrico. Definamos la coleccion
74 = {A: A es abierto en X}. Por el teorema Tq €s una topologia para
X. De esto obtenemos que un espacio métrico es un espacio topolégico. A Ty
se le conoce como la topologia métrica.

En general, si tenemos un espacio topoldgico (X, 7), a los elementos de T
les llamamos conjuntos abiertos.

Observacién 1.33. Sean (X,d) un espacio métrico y vo € X. Entonces
{zo} es un cerrado en X.

Hemos visto que un espacio métrico es un espacio topolégico, pero no todo
espacio topoldgico es un espacio métrico. Veamos este hecho con el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 1.34. Sea X = {a,b,c} y 17 = {0,X,{a}}. La pareja (X,T) es
un espacio topologico, pero mo es métrico ya que si lo fuera, por la observa-
cion [1.35, cualquier conjunto singular de X es cerrado y por lo tanto su
complemento perteneceria a T, lo cual en este caso no se cumple porque

X —{a} ={b,c} ¢ .

Nuestro interés son los espacios métricos y solo nos interesaran los espacios
topoldgicos que sean métricos, los cuales se enuncian a continuacién.

Definicién 1.35. Un espacio topoldgico (X, T) es un espacio métrico (o me-
trizable) si existe una métrica d en X tal que T4 = T.

Ejemplo 1.36. Dado cualquier conjunto X no vacio, la coleccion {X, (0},
es una topologia sobre X, la cual es llamada topologia indiscreta. Si X
tiene mas de un punto, por argumentos similares al ejemplo este tipo
de espacios no es metrizable.

Ejemplo 1.37. La coleccion P(X) forma una topologia para X, la cual es
llamada topologia discreta y el conjunto X con esta topologia es llamado
espacio discreto. Por el ejemplo podemos ver que la métrica discreta
genera a la topologia discreta y por tanto este espacio es metrizable.
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Definicién 1.38. Sean X yY espacios topologicos y f: X — Y una funcion.
f es abierta (cerrada) si para cada conjunto abierto (cerrado) A en X, se
cumple que f(A) es un conjunto abierto (cerrado) en 'Y .

Definicién 1.39. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sea A un subconjunto
de X. Un conjunto V C A es abierto en A si V. =U N A para algin U € T.
La coleccion

Ta={UNA:Ue€er}

es llamada la topologia relativa de A con respecto a X. Si A tiene la
topologia relativa, A es llamado un subespacio de (X, T).

) es abierto en el
) es un conjunto

Ejemplo 1.40. En R con la métrica usual, el conjunto [0, %
conjunto [0, 1], porque [0,3) = (—=1,3) N[0, 1], donde (-1, 3
abierto en R.

Definicién 1.41. Si (X, 7) es un espacio topoldgico y xy € X, entonces
una base local para T en xy es una subcoleccion By, de T con las siguientes
propiedades:

(i) Para cada U € 7 y xg € U, existe V € By, tal que zg € V C U.

(ZZ) To € mVGBZO V.

Ejemplo 1.42. En R, la coleccion de todos los intervalos abiertos que contie-
ne al punto xy de R forman una base local. En general, en cualquier espacio
métrico X la coleccion de todas las bolas abiertas sobre los puntos x € X
forman una base local para el punto x.

Definicién 1.43. Un espacio topologico (X, T) se dice que tiene una base
local numerable en el punto v € X si existe una base local B, en x tal
que B, es un conjunto numerable. Un espacio X que tiene una base local
numerable en cada uno de sus puntos se dice que satisface el primer axioma
de numerabilidad o que es primero numerable.

Ejemplo 1.44. En R con la topologia usual, para cada x € R, la coleccion
B={B(z,+): x € R yn € N} es una base local numerable para el punto x,
por lo tanto R es primero numerable.

Ejemplo 1.45. En R? con la topologia usual, dado (x,y) € R?, la coleccion
B={(z—+,z+3)x(y—L,y+2): (z,y) € R%:n € N} es una base local
numerable para (x,y), por lo tanto R? es primero numerable.
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Ejemplo 1.46. En general, para cualquier espacio métrico (X,d), la colec-
cion de bolas abiertas forma una base local numerable para cada v € X . Asi,
la coleccion B, = {B(z,1): x € X yn € N} es una base local numerable para
x. Concluimos que todo espacio métrico es primero numerable.

En algunos casos es conveniente caracterizar la continuidad de una funcion
mediante la topologia, para esto veamos las siguientes equivalencias.

Definicién 1.47. Supongase que (X, 7x) y (Y, 7y) son espacios topoldgicos
ysea f: X — Y. entonces f es continua en un punto ¢ € X si y solo si para
cada f(c) € V € 1y, existe U € Tx que contiene a c tal que f(U) C V. Si f
es continua en cada punto, decimos que f es continua.

Teorema 1.48. [3, Teorema 1.A.4] Sean (X, 7x) y (Y, 7y) espacios topoldgi-
cos y sea f: X — Y. Entonces f es continua si y solo si para cada V € Ty,
fﬁl(V) € Tx.

Teorema 1.49. [, Teorema 1.F.9] Sean (X, dy), (Y, ds) espacios métricos.
La funcion f: X — Y es continua en x si y solo si para cada sucesion
{z,}22, que converge a x, se cumple que la sucesion {f(x,)}>2, converge a

f(z).

1.2. Homeomorfismos

Definicién 1.50. Sean X,Y espacios topolégicos, una funcion f: X — Y es
un homeomorfismo si f es continua, biyectiva y la inversa f~1:Y — X
es continua. St existe un homeomorfismo entre los espacios X y Y diremos
que estos son homeomorfos.

Teorema 1.51. Sean X y Y espacios topolégicos, una funcion f: X — Y
es un homeomorfismo si y solo si f es biyectiva, continua y abierta.

Demostracion. Supongamos que f es un homeomorfismo. Solo falta probar
que f es abierta. Para esto sea U abierto de X. Como f~! es continua,
(f~H)71(U) es abierto de Y. Como la imagen inversa de U bajo la funcién
f~1 es igual a la imagen de U bajo la funcién f, esto implica que f(U) es
abierto de Y. Por lo tanto f es abierta.

Ahora, supongamos que f es continua, biyectiva y abierta. Bastara probar
que f~! es continua. Sea U abierto de X, entonces f(U) es abierto de Y.
Como f(U) = (f~1)71(U), tenemos que (f~1)71(U) es abierto de Y, por lo
tanto f~! es continua. O
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Del teorema[l.51] podemos observar que un homeomorfismo es una corres-
pondencia biyectiva que preserva la estructura topoldgica. De esta manera,
dos espacios topoldgicos se consideran iguales desde un punto de vista to-
poldgico si son homeomorfos. Para entender mejor esto, veamos los siguientes
ejemplos.

Ejemplo 1.52. En R, los intervalos cerrados son homeomorfos.
Sea h: [a,b] — |[c,d]. Definida por h(z) = m(z — b) + d, donde m = 9=¢
a<byc<d.

Veamos que h es un homeomorfismo.
Solucién: Dados z1, x5 € [a,b] tal que h(zq) = h(xs), tenemos que

m(xy; —b)+d = m(zy—b)+d

m(zy —b) = m(xe —b)
(z1—=b) = (22—0)

Es decir, h es inyectiva. Ademas, para cada y € [c, d| existe #(y —d)+ben
[a,b] tal que h(L(y —d) +b) =y, por lo tanto h es sobreyectiva. Més atin,
h=t: [e,d] — [a, 0] estd dada por ™' (y) = =(y — d) +b.

Veamos que h es continua. Dado x € [a,b] y € > 0. Tomando § = o > 0
Observemos que

|h(zo) — h(z)] = |m(zo—0)+d— (m(z—>)+d)
= |m-xzg—m-b+d—m-xz+m-b—d|
= |m-xg—m- x|
= |m(zo — )|

= |mllwo —|.

Asi, si |xg — x| < 9, entonces |h(zg) — h(z)| < . Por tanto, h es continua.
De manera andloga se prueba que h™! es continua.

De esto, concluimos que h es un homeomorfismo y por lo tanto, [a,b] y
[¢, d] son homeomorfos.

Ejemplo 1.53. En R, los intervalos abiertos son homeomorfos.

Del ejemplo se tiene que hla,b] — [c,d] es un homeomorfismo. Ademds,
h(a) = c y h(b) = d. Asi, h|@p: (a,b) = (c,d) es un homeomorfismo. Por
lo tanto (a,b) es homeomorfo a (c,d).
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Los ejemplos anteriores son relativamente sencillos e intuitivos, porque los
intervalos cerrados y abiertos se parecen mucho entre si, pero hay espacios
que parecen ser distintos a simple vista, pero son iguales topoldgicamente,
como se muestra en los ejemplos siguientes.

Ejemplo 1.54. El conjunto R es homeomorfo a un intervalo abierto.
Considerando el ejemplo bastard probar que R es homeomorfo al inter-
valo (—1,1). Sea f: (—1,1) — R definida por f(x) = T véase la Figura
L. ol

Figura 1.5: Homeomorfismo entre el intervalo (-1,1) y R.

Veamos que f es un homeomorfismo.
Solucién: Sean zi,z5 € (—1,1) tales que f(z1) = f(z2), entonces

T esto es ry — x1|Ta| = x9 — x9|x1|. Observemos que x; y xo

o
1—lz1] 1—aa|”
tienen el mismo signo, entonces z|rs| = 3|z, en consecuencia, r; = xs.
Por lo tanto f es inyectiva. Ademads, dado y € R, existe %Iyl € (—1,1) tal

que f (%‘y') = y. Por lo tanto f es sobreyectiva. Es decir, es biyectiva. Mas

ann, la funcién inversa estd dada por f~!(y) = %Iyl

Veamos que f es continua. Sea {z,}°, una sucesién en (—1,1) tal que
x, — x, probaremos que f(x,) — f(z). Dado que z, — =z, entonces

|z,| — |x|. Luego se tiene que 1 — |z,| — 1 — |z|. Asi, T — - Por

lo tanto f es continua. De manera analoga usando sucesiones se prueba que
f~1 es continua. De esta manera hemos probado que f es un homeomorfismo

y por tanto los espacios (—1,1) y R son homeomorfos.
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Ejemplo 1.55. En R3. La superficie de un cubo es homemorfo a la esfera
unitaria S*. Sean S* = {(x,y,2) € R*: 2% + y* + 2% = 1} la esfera unitaria
y C = [—1,1] x [-1,1] x [=1,1] el cubo en R con centro en 0. Sea SC =
Frgs(C) y [Ip|l = &3(p, 0). La funcién h: SC — S? definida por h(p) = o es
un homeomorfismo, véase la Figura[1.6.

SC

D

Figura 1.6: Homeomorfismo entre la superfice del cubo SC'y la esfera S2.

Para verificar que h es una biyeccién usaremos que una recta que pasa por
el origen 0 intersecta a SC' en exactamente dos puntos de la forma a, -a. Este
hecho no es dificil de probar, aunque tampoco corto de escribir. Veamos que h
es un homeomorfismo. Solucién: Veamos que h es inyectiva. Sean p,q € SC.
Supongamos que h(p) = h(q), entonces £ = L. Luego, p = % -q. Asi, py

el llall”
q pertenecen a la recta:
L={xeR3: existe t € R tal que x =1 p}.

Dado que L intersecta a SC' en exactamente dos puntos y p € L N SC),
entonces LNSC = {p, —p}. Como g € SC'y q = % -p, entonces g € LNSC.

Observemos que ¢ no puede ser —p puesto que lal - 0. Por lo tanto q=p,

[
lo que implica que h es inyectiva.
Veamos que h es sobreyectiva. Sea w, € S?, definimos la recta que pasa
por wy y 0 como
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Lo = {x € R®: existe t; € R tal que x =t - wp}.

Sabemos que Ly N SC = {a,—a}. Como a € Ly, existe ty € R tal que
a = tgy - wy. Asi,

Lo N SC = {towy, —towo} = {|to|wo, —|to|wo}
Sea pg = |to]| - wo, luego

to] ~wo  Jtol wo

h(po) =

= = C T = Wo.
1ol - woll [to|  [[woll

Por lo tanto h es sobreyectiva.
Veamos que h es continua. Sea p € SC' y sea {p,}>2, tal que p, — p.

Veamos que h(p,) — h(p), es decir, HZ—:H — ”%”. Serd suficiente probar que

Ilpn|| — ||p||.- Haciendo uso de la desigualdad triangular, observemos que

[2nll = llpn — 2+ Il < llpn — 2l + Il
entonces
12l = llpall < llp = pull ¥
1pnll = llpll < llpw = 2,
de esto se tiene que
pnll = [lplll < llpn — plI-

Sea ¢ > 0. Como p, — p, existe N € N tal que si n > N, entonces
lpn — p|| < €. De lo anterior se tiene:

[[[pnll = Pl < llpn = pll < ¢, entonces [|pn|| = ||l

Por lo tanto h es continua.

Ejemplo 1.56. La proyeccion estereogrdfica. Sea N = (0,0,1), cons-
truiremos una funcion de S* — {N} sobre R?, para esto usaremos de ma-
nera auziliar al plano z = 0 de R®, al cual denotaremos por P. Para cada
p € S? —{N}, la recta que pasa por p y N, este punto de interseccién define
univocamente a la proyeccion, véase la Figura[1.7



20 Preliminares

Figura 1.7: La proyeccion estereografica.

Dado p = (z,y,2) € S? — {N}, la recta que pasa por py N es
L={(0,0,1) +t(z,y,z —1): t € R}.

Sea (g, yo,0) el punto de interseccién de L con P. Entonces existe t € R

tal que (tx,ty,t(z — 1) + 1) = (20, 0,0). Asi, t = ﬁ, en consecuencia,
To =tr = % ¥ yo = ty = 7. Por lo tanto, (v, 10,0) = (lfz, %,0).
Asi, tenemos que el punto de interseccion de L con el plano P es, (ﬁ—z, =, 0).

Observemos que cualquier punto de S?, excepto N, satisface que su terce-
ra coordenada es diferente de 1, por lo que este punto existe. Asi podemos
definir la funcion

Pp: S* — {N} — R?

(a:,y, Z) = (1fz’ %) :
Veamos que Pg es un homeomorfismo.
Solucién: Primero probemos que Pg es inyectiva. Sean p,q € S? — {N},
donde p = (x,y,2) v ¢ = (u,v,w).
Supongamos Pg(p) = Pg(q), entonces (1%, 1) = (7%, 1) Luego se

11—z 1I—w’ 1—w
tiene
1fz = ﬁ y 12z = 1i}w‘ (11)
Ademds, como p,q € S?, se tiene:
Pyl =lyu o Fwt =1 (1.2)
De (1.1) y (1.2) se tiene:
o24y? 122 _ (1-2)(42) _ 14z wito? _ 1-w? _ (I—w)(l4w) _ 14w

122 — 022 (122 127 0-w? {1 w? w2 — 1w
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Esto es,

14z _ 14w

11—z 1—w"
Resolviendo la ecuacién se tiene:

1+z _ 14w
1-z = 1-w

I+2)(1—w)=(1+w)(l-=2)
l4+z—w—zw=14w—2—zw
2z = 2w

Z=w

Sustituyendo en , se obtiene x = u y y = v, de esta manera,
(x,y,2) = (u,v,w). Por lo tanto, Pg es inyectiva.

Ahora, veamos que Pg es sobreyectiva. Sean (xg, o) € R?, buscamos un
punto (a,b,c) € S* — {N} tal que Pg(a,b,c) = (z9,vo), es decir

Ty =

Yo =
De esto, obtenemos el siguiente sistema:

a=1xp-(1—2c)
S = b=yo-(1-c)
1=a*+b+
Para exhibir la existencia del punto (a, b, ¢) hay que encontrar la solucién

del sistema S, esto es, poner a a, b, c en funcién de zy y yo. Sustituyendo las
dos primeras ecuaciones en la tercera, se tiene lo siguiente:

1 = z5(1—c)+ys(l—c)*+¢
= (25 +yp)(1—c)* + ¢
= (2 +yD)(1—2c+) +
= @+ + D+ (22 +y2)(1 - 2¢).

En consecuencia, se tiene la siguiente ecuacion cuadrética

(xg+yg + 1) —2(z + y3)e+ (2 +y5 — 1) = 0.
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Tomando a s = 22 + y2 y usando la férmula de segundo grado, tenemos
lo siguiente:

2s £ /452 —4(s+ 1)(s — 1)
2(s+1)

25+ /4
2(s+1)
2s + 2
2(s+1)
s+1
s+1°

Como (a,b,c) no puede ser el punto N, entonces ¢ # 1. Asi, ¢ = 2.
Sustituyendo c en el sistema .S, tenemos:

1 s—1

o= X —

0 0 st 1
B s+1—(s—1)
N :1:0< s+1 )

2
= =z
Os—i—l

. 2370
x5 +yo+ 10
De manera andloga se obtiene que b = fogg g Observe que
0 0
c=1-— m Asi, tenemos que
_ 2: 2 2 2
(a,b,¢) = <zg+;ﬂ§+17 zg—&-zyJ%—H’ 1= xg+y3+1) € 5% = {N}.
Ademas, podemos comprobar que
23}0 2y0 2 )
Pg(a,b,c) = P, , 1=
(0, ,¢) E(m%+y§+1 21 2yl

2x9 2yo
. z24y2+1  zd+y2+1
- 2 ) 2
w2+y3+l x2+yd+l
2z0 2yo
272

= (xo,yo)-
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Por lo tanto, Pg es sobreyectiva.
. . . e
La funcién Pp es continua, porque las funciones hi(z,y,2) = % vy
ho(z,y, z) = 2 son funciones continuas.
De la sobreyectividad, se puede ver que la inversa de la funcion Pg es:

Pl R? — S? — {N},

2x 2y - 2
(x7y) = (m2+y2+1’x2+y2+171 m2+y2+1)

: _ 2z o 2y
Las funClOneS fl (1‘7 y) - x2+y2+1 9 f2(x7 y) - Z‘2+y2+1 y
_ 2 : -1 .
fa(z,y) = 1 — 5,701 Son continuas, tenemos que P es continua. Por
lo tanto, Pg es un homeomorfismo.

Definicién 1.57. Una propiedad de espacios topologicos se llama propiedad
topoldgica (o invariante topoldgico) si se preserva bajo homeomorfismos

La propiedad de ser primero numerable es una propiedad topoldgica. Las
siguientes secciones trataran de propiedades de compacidad y conexidad, las
cuales son propiedades topoldgicas.

Definicién 1.58. Sean X, Y espacios métricos. Si f: X — f(X) CY es
un homeomorfismo, entonces decimos que f es una inmersion de X enY .

Definicién 1.59. Decimos que un conjunto X es aplanable si existe una
inmersion de X en R?.

1.3. Compacidad

Definicién 1.60. Sea X un espacio métrico y A C X. Una familia U de
subconjuntos de X es una cubierta de A si

AclJu.

SiUd' CU yU' también es una cubierta de A, entonces U’ es una subcubierta
de A. Sitodos los elementos de una cubiertald de A son subconjuntos abiertos
de X, entonces U es una cubierta abierta de A.

Definicién 1.61. Sea (X, d) un espacio métrico. Un subconjunto K de X es

compacto si para toda cubierta abierta de K existe una subcubierta finita
de K.
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A continuacion se presentan algunos ejemplos de conjuntos compactos y
no compactos.

Ejemplo 1.62. Cualquier subconjunto finito A de un espacio métrico X es
un conjunto compacto. En efecto, sean A = {x1,xs,...,x,} yU una cubierta
abierta de A. Entonces existen Uy,Us,...,U, € U tales que x; € U; para
i€{l,...,n}. EntoncesUU' = {Uy,Us,...,U,} es subcubierta finita de A. Por
lo tanto A es compacto.

Ejemplo 1.63. El conjunto R no es un conjunto compacto, puesto que la
cubierta abierta, U = {(—n,n): n € N} de R, no contiene una subcubierta
finita para R. En efecto, sea {(—ng,ng): k= {1,...,m}} una subcoleccion de
U, tomemos M = max{ny: k ={1,...,m}}. Entonces

U(_nkank> = (_M7 M)>

de donde se sigue que R ¢ (—M, M) y por lo tanto, R no es compacto.

Ejemplo 1.64. Sea (X,d) espacio métrico y sea {x,}2, una sucesion en
X que converge a xg, entonces L = {x,: n € N} U{xo} es compacto. En
efecto, sea U una cubierta abierta de L. Como xo € |JU, entonces existe
Up € U tal que o € Uy. Luego, por la convergencia de {x,}, eriste un
N € N tal que si n > N, entonces x, € Uy. Ademds, para xq,xs9,...,TN
existen Uy, Us, ..., Uy € U tal que x; € U;. Asi, U = {Uy, Uy, ...,Un} es una
subcubierta finita de U. Por lo tanto, L es compacto.

Ejemplo 1.65. El intervalo (0, 1] no es compacto, ya que la cubierta abierta
U = {(%, 1]: n € N}, no contiene una subcubierta finita que contenga al
intervalo (0,1].

Definicién 1.66. Sea (X,d) un espacio métrico. Un subconjunto A de X,
es acotado si existe M > 0 tal que para toda x,y € A, se cumple que
d(z,y) < M.

Teorema 1.67. [1, Teorema 11.3]/[Teorema de Heine-Borel] Un subcon-
jgunto de R™ es compacto si y solo si es cerrado y acotado.

Ejemplo 1.68. Todo intervalo cerrado |a,b] en R es compacto.

A continuacién se presentan algunos resultados de compacidad.
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Definicién 1.69. Un espacio topoldgico X es un espacio Ty (o espacio
de Hausdorff) si para cualquier par de puntos distintos x,y en X, existen
conjuntos abiertos y ajenos U,V en X, tales que x € U, y € V.

Teorema 1.70. Cualquier espacio métrico (X, d) es un espacio de Hausdorff.

Demostracion. Sean x,y puntos distintos en X. Luego, consideremos
e = d(z,y) > 0. Entonces las bolas B(z, 5) y B(y, 5) son conjuntos abiertos
y ajenos que contienen a x y ¥y, respectivamente. O]

El teorema de Heine -Borel nos da una equivalencia de compacidad en
R™ sin embargo una de esas implicaciones siempre es cierta para cualquier
espacio métrico, como se muestra a continuacion.

Teorema 1.71. Sean (X,d) un espacio métrico y K un subconjunto com-
pacto de X, entonces K es cerrado y acotado.

Demostracion. Para demostrar que K es cerrado, demostraremos que X — K
es abierto. Para esto, fijemos un elemento y € X — K. Por el teorema (1.69
para cada x € K, existen dos abiertos ajenos U, y V, tales que x € U, y
y € V.. Luego, la coleccién de abiertos Y = {U,: x € K} es una cubierta
abierta de K. Como K es compacto, existe una subcubierta finita de U
digamos, Uy,,U,,, ..., U, que contiene a K. Luego, sea V' la interseccién de
los abiertos correspondientes V,,,V,,,...,V;,, entonces V' es un abierto que
contiene a y. Observemos que V N (U, UU,, U---UU,, ) = 0, lo cual implica
VNK =10. Asi, y € V ¢ X — K. Dado que esto ocurre para cualquier
elemento de X — K, tenemos que X — K es abierto y por lo tanto, K es
cerrado.

Probemos que K es acotado. Sean zyp € K y U = {B(x¢,n): n € N}.
Observemos que U es una cubierta abierta de K. Como K es compacto,
existen ni,ng, .., n, € N tal que

K C | B(xo,ni).
=1

Sea ahora M = méax{n,...n,,}, entonces tenemos que K C B(xq, M).
Por lo tanto, se concluye que K es acotado. O

Ejemplo 1.72. En R con la métrica ususal
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Definicién 1.73. Sea (X,d) un espacio métrico. Si A C X, diremos que
r € X es punto de acumulacion (o punto limite) del conjunto A, si
todo abierto U de x contiene puntos de A distintos de x.

Definicién 1.74. Un espacio métrico X tiene la propiedad de Bolzano-
Wezierstrass si cualquier subconjunto infinito de X tiene un punto de acu-
mulacion en X.

Teorema 1.75. [Teorema de Bolzano-Weierstrass|. Cualquier espacio
métrico compacto X tiene la propiedad de Bolzano-Weierstrass.

Demostracion. Sean X un espacio métrico compacto y A un subconjunto
infinito de X. Supongamos que A no tiene puntos de acumulacién en X,
entonces por la definicién [1.73] para cada punto z € X existe un abierto
U, el cual no contiene puntos de A diferentes de x, es decir U, N A C {z}.
Observemos que la coleccién U = {U,: © € X} es una cubierta abierta de X.
Dado que X es compacto, existen x1, xo, ...,z, € X tal que X C U,,U---UU,,
en particular A C U,, U - - U U,,. Luego,

A=ANU, U---UU,)=(ANU,)U---UANU,,) C{x1,...,xn}.

En consecuencia, A es finito, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
A tiene puntos de acumulacién en X. n

Teorema 1.76. [J, Teorema 5.2] Sean X un espacio topoldgico compacto y
A un subconjunto cerrado de X, entonces A es compacto.

Demostracion. Sea U una cubierta abierta de K. Dado que K es un conjunto
cerrado en X, tenemos que X — K es un conjunto abierto en X. La familia
U U{X — K} es una cubierta abierta de X. Como X es compacto, existen
Uy, ..U, €U tal que X C U1 U---UU, U (X — K). Puesto que K C X,
tenemos que {Uy, ..., U,} es una subcubierta finita de K, lo cual implica que
K es compacto. [

Teorema 1.77. Sea X un espacio topologico. Si K1, ..., K,, son subconjuntos
compactos de X, conn € N, entonces K1 U ---U K,, es compacto.

Demostracion. Sean K = Ky U---UK,, y U una cubierta abierta de K. Vea-
mos que K tiene una subcubierta finita. Dado que U es una cubierta abierta
de K, en particular U es una cubierta abierta de K;, para i = {1,...,n}. Co-
mo K; es un conjunto compacto, existe una subcubierta finita Z/{i/ de K;, para
i ={1,...,n}. Asi, la cubierta abierta & = U, U--- U, es una subcubierta
finita de K. Por lo tanto, K es compacto. O
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El siguiente teorema nos garantiza que dado un espacio métrico compacto,
la imagen de éste bajo una funciéon continua es un conjunto compacto.

Teorema 1.78. [d, Teorema 5.5] Sean X,Y espacios topoldgicos. Si X es
compacto y f: X — Y es una funcion continua, entonces f(X) es compacto.

Demostracidn. Sea U una cubierta abierta de f(X). Por teorema [1.48] pa-
ra cada U € U, f~'(U) es abierto en X. Sea U’ = {f~Y(U): U € U}.
Como f(X) C U, entonces X C JU', es decir, U es cubierta abier-
ta de X. Como X es compacto, existe una subcubierta finita de X, diga-
mos f~HU}), ..., f1(Uy) tales que X C f~YU;) U---U f~1(Uy). De esto,
f(X) CcUyU---UUy, es decir {Uy, ..., U} es una subcubierta finita de f(X).
Por lo tanto f(X) es compacto. O

Teorema 1.79. Sea F' un conjunto cerrado de R. Sim =inf F y M = sup F
existen, entonces m, M pertenecen a F'.

Demostracion. Sea F' un subconjunto cerrado de R y sea M = sup F', enton-
ces, para todo x € F' se tiene que x < M. Dado que M es la cota superior
mas pequena de F', tenemos que M — % no es cota superior de F'. Luego,
para cada n € N, existe un punto x,, tal que M — % < x, < M. Asi, tenemos
una sucesion {2, }°2; de elementos en F tales que d(M, z,) < =. Esto es, si
n> N, x, € B(M, %) En consecuencia z,, — M, luego por el teorema
M € cl(F). Luego, como F es cerrado, por la proposicién [1.22) F = cl(F).
Por lo tanto, M € F'. De manera andloga se prueba que m = inf F' pertenece
a F. O

Teorema 1.80. [9, Teorema 6.4] Si X es un espacio métrico compacto y
f: X — R es una funcion continua, entonces f alcanza su mdzrimo y su
minimo, es decir, existen puntos x,, y xy en X tales que:

flzm) =m=min{f(x): v € X}.
flzy) =M = max{f(z): x € X}.

Demostracion. Dado que f: X — R es una funcion continua y X es compac-
to, entonces por el teorema tenemos que f(X) es compacto, ademas,
por teorema de Heine-Borel, teorema , es cerrado y acotado. Como f(X)
es acotado, entonces existen infimo y supremo. Sea m = inf f(X) y M =
sup f(X). Como f(X) es cerrado, por el teorema este contiene a m
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y M. Asi m y M son el minimo y el méximo de f(X), respectivamente.
Como m, M € f(X), existen puntos x,, y zp en X tal que f(z,) = my

El resultado que a continuacion se presenta, nos garantiza que cualquier
subconjunto compacto de un espacio de Hausdorff es cerrado.

Teorema 1.81. [9, Teorema 5.3/ Si X es un espacio de Hausdorff y K es
un subconjunto compacto de X, entonces K es cerrado.

Demostracion. Sea K un subconjunto compacto del espacio de Hausdorff
X.Si K es X o), entonces K es cerrado. Supongamos que K # X y no
vacio, veamos que X — K es abierto en X. Sea 2o € X — K. Como X es un
espacio de Hausdorff, para cada y € K existen U, y V,, abiertos de X y ajenos
que contiene a y y xg, respectivamente. Observemos que K C UyE x Uy, es
decir, UyE i Uy es una cubierta abierta de K. Como K es compacto, existen
Yi,.,Yn € K tales que K C U, U---UU,,.Sean U = U, U---UU,, vy
V=V, Nn---NV,,. Observemos que V' es un abierto de X que contiene a z
yVNU=0. Como K C U, setieneque KNV =0. AsizgeV Cc X - K,
en conecuencia, X — K es abierto. Por lo tanto, K es cerrado. O]

El siguiente teorema sera de gran utilidad, cuando necesitemos probar que
una funcién es un homeomorfismo, ya que solo bastara probar continuidad y
biyectividad.

Teorema 1.82. Sean X un espacio compacto y'Y un espacio de Hausdorff.
Si f: X =Y es continua, entonces f es cerrada.

Demostracion. Sea E un subespacio cerrado de X. Como X es compacto, por
el teorema m, E es compacto. Asi, por el teorema , f(E) es compacto.
Puesto que Y es un espacio de Hausdorff, por el teorema [1.81} se concluye
que f(F) es cerrado. ]

Se ha probado que la unién finita de compactos es un compacto, sin
embargo, esto no se cumple para una cantidad numerable, por ejemplo R
no es compacto y R = [J°[-n,n]. En cambio para el producto numerable
si se tiene este hecho, es decir, el producto numerable de espacios métricos
compactos es compacto, este resultado se cita en el siguiente teorema.

Teorema 1.83. [8, Teorema 1.1.11.] Si (X,,d,)32, es una sucesion de es-

pacios métricos compactos, entonces || X,, es métrico compacto.
n=1
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1.4. Conexidad

Definicién 1.84. Un espacio métrico X es disconexo si existen subconjun-
tos abiertos, ajenos y no vacios U,V de X tales que X = U UV. El conjunto
X se dice que es conexo si no es diSconexo.

Observaciéon 1.85. Si X es un espacio métrico disconexo, observemos que
los conjuntos U y V de la definicion también son cerrados, ya que
U=X-V yV =X —-U. Es decir, ambos son complementos de conjuntos
abiertos. Asi por la definicion tenemos que U,V son abiertos y cerra-
dos en X. De esta manera, X es conexo si y solo si los unicos subconjuntos
abiertos y cerrados en X son () y X.

Veamos algunos ejemplos de conjuntos conexos.

Ejemplo 1.86. Cualquier espacio indiscreto es conexo, ya que los unicos
subconguntos abiertos y cerrados de X, son el propio conjunto X y ().

Ejemplo 1.87. En intervalo I = [0,1] es un conjunto conexo.

Supongamos lo contrario, es decir, que el intervalo I es disconexo, esto es,
existen subconjuntos U NI y V NI abiertos, ajenos, no vacios de I tales que
I =(UnNI)u(VnNI). Supongamos sin perdida de generalidad que 1 € V.
Seac=supUNI,luegoc>0ycel. SicelU,entoncesce UnNI. Luego,
c<1.

Como U es abierto, entonces existen puntos de UN/I los cuales son mayores
que ¢, lo cual contradice la definicién de que ¢ = sup U N I. Supongamos que
c € V. Como V es abierto, existe un punto ¢; < ¢ tal que el intervalo [cy, ]
estd contenido en V' N I, de esto, se tiene que (U N T) N ey, ¢] # 0, lo cual
contradice el hecho de que U NI,V NI son ajenos. Por lo tanto, I es conexo.

Ejemplo 1.88. En R2?, consideremos el conjunto X = G U F, donde
G=A{(z,y):z eRy=0}yF ={(z,9):y =12 2> 0} El conjunto
X es disconexo, véase la Figura[I.8

Es claro que F, G son ajenos y no vacios. Veamos que G es cerrado en R?,
para esto, sea una sucesion {(z,,0)}>%, en G tal que (x,,0) — (a,b). Sea
e > 0, luego existe N € N tal que sin > N,

V(z, —a)?+ b <e.
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Figura 1.8: Conjunto disconexo X

Como b? < (z, — a)? + b?, tenemos que |b| < /(z, — a)? + b2. Luego,
para todo € > 0, |b| < . Entonces |b| = 0, por lo tanto, b = 0. Asi, tenemos
que (a,b) € G. Por el teorema G es cerrado.

Ahora veamos que F es cerrado en R?. Para esto, sea una sucesién
{(xn,yn) 22, en F tal que (z,,y,) — (z,y). Sea € > 0. Como

|xn - x| < \/(xn - I)z + (yn - y)2

|yn - y| < \/(xn - SL’)2 + (yn - y)2-

Entonces existe N € N tal que si n > N, se tiene que |z, — x| < ey
lyn — y| < €, lo cual implica que x, = x y y, — ¥.

Como z, > 0, tenemos que x > 0. Supongamos que x = 0. Entonces para
m € N, existe n,,, € N tal que |z, | < %, o bien, ﬁ > m. Asi, para cada
m € N existe n,,, € N tal que y,,,, > m. Lo cual es una contradiccion, puesto
que y, — y. Por lo tanto, x > 0. Luego i — %, es decir, y, — % Como
el limite es tnico, tenemos que y = % Por lo tanto, (z,y) € F. Asi, por el
teorema [1.21] F' es cerrado.

Por lo tanto, concluimos que X = F'U G es disconexo.

Ejemplo 1.89. El conjunto de los numeros racionales Q no es conexo, para
esto veamos que los unicos subespacios conexos de Q son los conjuntos sin-
gulares. En efecto, si'Y es un subespacio de Q que contiene dos puntos p,q,
donde p < q, podemos elegir un niumero irracional i tal que p < i < q. Luego,
Y =(Y N(—00,7)U(Y N(i,+00)). Por tanto Y es disconezxo.

A continuacion se presentan algunos resultados de conexidad, los cuales
seran de gran importancia para el desarrollo de este trabajo.
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Teorema 1.90. [J, Lema 1.2/ Sean X es un espacio métrico, U,V abiertos
de X, ajenos y no vacios. S1Y es conexo tal queY C UUV, entonces Y C U
oY CV.

Demostracion. Sea'Y conexo tal que Y C UUV. Supongamos que Y NU # ()
y YNV #£ 0. Asi, YNU, YNV son abiertos de Y, ajenos y no vacios tales que,
Y =¥ NU)U(YNV). Es decir, Y es disconexo, lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto, YNU =0 oY NV =0. Obien, Y C X ~-UoY C X - V.
ComoY CUUV setieneY C VoY CU. ]

Teorema 1.91. [4, Teorema 1.3] La unidn de conjuntos conexos en un es-
pacio méetrico cuya interseccion es no vacia es conero.

Demostracion. Sea C una familia de conexos de X tales que ((C # (). Sea
Y = [JC. Veamos que Y es conexo. Supongamos lo contrario, es decir, que
existen conjuntos U,V abiertos en X tales que, Y = (UNY)U(VNY),
UnYyY)N(VnY)=0,UNY #0yVnNY #0.

Como UNY # 0, existe un C; € C, tal que C; NU # (). Similarmente,
como V NY # (), entonces existe Cy € C, tal que Cy NV # (). Observemos
que C; C UUV y Cy C UUV, asi, por el teorema [1.90] se tiene que
Ci cUy(CyCcV.Luego C; CcYNU yCy CY NV, esto implica que
CinCy c (UNY)N(VNY) =0, es decir, C; N Cy = (. lo cual es una
contradiccién puesto que [|C # (0. Por lo tanto, Y es conexo. O

Teorema 1.92. [9, Teorema 1.5] Si X,Y son espacios métricos, X es conexo
y f: X =Y es continua, entonces f(X) es conezo.

Demostracion. Sean X, Y espacios métricos y X conexo. Sea f: X — Y una
funcién continua. Supongamos que f(X) es disconexo, entonces existen U, V/
conjuntos abiertos, ajenos y no vacios en f(X) tales que f(X) = UUV. Como
f es continua, tenemos que f~1(U) y f~(V) son ambos abiertos, ajenos y
no vacios, mds atin, X = f~1(U)U f~1(V). Es decir, X es disconexo, lo cual
es una contradiccién. Por lo tanto f(X) es conexo. O

Ejemplo 1.93. R es conezo. En efecto: Sea R = |J,_[-n,n], con n € N.
Por el teorema[1.4), sabemos que el intervalo [0,1] es conexo y como [—n,n]
es homeomorfo al intervalo [0, 1], tenemos que para cada n € N, [—n,n] es
conezxo. Ademds, la interseccion (), [—n,n] = [—1,1] no es vacio. Ast, por
el teorema[1.91), tenemos que R es conexo.
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Ejemplo 1.94. R? es conexo, pues es la union de las familias de todas las
lineas rectas que pasan por el origen. Ademds, cada linea recta es homeomorfa
a R. La interseccion de todas las lineas rectas es el punto (0,0). Asi, por el
teorema tenemos que R? es conexo.

Teorema 1.95. [, Teorema 1.4] Sean X un espacio métrico, A y B sub-
conjuntos de X. Si A es conexo y A C B C cl(A), entonces B es conezo.

Demostracion. Supongamos que B es disconexo, luego existen subconjuntos
U,V abiertos de X, ajenos y no vacios tales que U N B y V N B son ajenos,
UNB#0,VNB#0y B=(UNB)U(VNB). Como A es conexo, entonces
por el teorema [1.90, A C UNB o A C V N B. Sin perdida de generalidad
supongamos que A C U N B. Luego ANV =0, de esto, AC X —V y como
X —V es cerrado, se tiene que cl(A) C X —V, entonces B C X — V, lo cual
implica que BNV = 0, lo cual es una contradiccién. Asi, B es un conjunto
CONEXO. O

Teorema 1.96. [11, Teorema 26.10] Sea {X,: o € A} una coleccion arbi-
traria de espacios topologicos. Donde

X =] X
acl
Entonces X es conexo si y solo si X, es conexo para cada o € A.

Veamos algunas definiciones y resultados relacionadas con conexidad, los
cuales seran de gran utilidad para el desarrollo de este trabajo.

Definicién 1.97. Un arco es cualquier espacio métrico que es homeomorfo
al intervalo cerrado [0,1], definido por h: [0,1] — A, donde h(0) = p y
h(1) = q. Los puntos p,q son llamados puntos extremos del arco A, véase la
Figura[I.9. Un espacio métrico X es arco-conexo si todo par de puntos de
X pueden ser unidos por un arco en X.

p A q

Figura 1.9: Un arco.
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Observacién 1.98. Por el teorema un arco en X es un subconjunto
conexo de X, puesto que es la imagen bajo una funcion continua del conexo

0,1].
Teorema 1.99. Todo espacio métrico arco-conexo es conexo.

Demostracion. Sean X un espacio métrico arco-conexo y p € X. Sea
X = J,ex Az, donde A, es un arco que une a x con p para toda x en X. Por
la observacion [1.98] A, es conexo para cada x € X y por el teorema [1.91] X
es conexo ya que es una unién de conexos cuya intersecciéon es p. U

Bjemplo 1.100. Sea B" = {z € B": |l < 1), donde
1

Dados x,y € B™, definimos f: [0,1] — R" por f(t) = (t)x+ (1 —t)y. Como

fF@Olln = lte+ (1 =t)yln
< tllalln + (=1l
<t 14+ (1—t)-1
t4+1—t
L,

tenemos que f([0,1]) C B™. Asi, f:[0,1] — f([0,1]) es biyectiva y continua.
Por el teorema f es cerrada, lo cual implica que f es abierta. Por el
teorema f es un homeomorfismo. Luego, f([0,1]) es un arco que une a
X con'y. Por lo tanto, B™ es arco-conexo y en particular, conezo.

Ahora, veamos un espacio conexo que no es arco-conexo, implicando asi
que un espacio conexo no necesariamente es arco-conexo.

Ejemplo 1.101. Sean W = {(z,sen(2)) e R*: 0 <z <1} y
I={(0,y) e R*: — 1<y <1}. La cerradura de W es definida por,

A(W)=W Ul

El espacio cl(W) con la topologia relativa de R? es frecuentemente llamada
La curva senotidal del topdélogo. Como W es la imagen continua del
conjunto conexo (0,1], por teorema W es conexo. Por teorema
cl(W) es conexo. No es arco-conexo, ya que six € I yy € W, entonces no
existe un arco que los una, véase la Figura[1.10,
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Figura 1.10: Curva senoidal del topdlogo.

Definicién 1.102. S7 X es un espacio topologico. Una componente de X
es un subconjunto conexo maximal de X. Dado p € X, la componente de p
en X es

Cp:U{ACX: A es conexo yp € A}.

Teorema 1.103. [3, Teorema 2.D.4}] Si X es un espacio topoldgico. Las
siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Las componentes de X son cerradas.

(b) Las componentes de X son ajenas dos a dos.

Demostracion. Veamos que (a) se satisface. Sea C' una componente de X.
Como C' es conexo, entonces cl(C) es conexo. Dado que C' C cl(C) y que C
es conexo maximal, se tiene que C' = cl(C). Por lo tanto C' es cerrada.
Veamos que (b) se satisface. Sean C y Cy componentes de X tales que C
y Cy son diferentes. Supongamos que C; N Cy # (), luego por teorema [1.91]
C1UC5 es conexo. Ademas C C C7 U5, luego como C es conexo maximal,
se tiene que C = C7 U Cy. De esto, Cy C (', de manera andloga, como Cs
es conexo maximal, entonces Cy = (', lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto, las componentes son ajenas. 0

Ejemplo 1.104. En R?, sea X = ({0} x [0,1])U({1} x [0,1])U ({2} x [0,1]).
Las componentes de X son {l} x [0,1], conl € {0,1,2}.
Ejemplo 1.105. En R?, sea A, = {(x,2): 0 < 2 < 1} para cada n € N y

sea Ag = {(2,0): 0 <z < 1}. Las componentes de X = AgU (>, A,) son
los conjuntos Ay, Ay, ....
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Observacién 1.106. Un conjunto X es conezo si y solo si posee una unica
componente, la cual es el mismo X.

1.5. Limite de conjuntos.

Definicién 1.107. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, y {A;}2, una sucesion

de subconjuntos de X . El limite inferior de la sucesion {A;}fil es:
lim inf A; = {x € X: para cada U € T con x € U, existe j € N tal que
para cada i > j, UNA; # 0}
Y el limite superior de la sucesion {A;}5°, es:

lim sup A; = {x € X: para cada U € 7 con x € U, y para cada j € N
existe i > j tal que U N A; # 0}.

Ejemplo 1.108. Sea X = [0,3]x[0,1]. Para todoi € N, sea A; = [1,3]x {3}
si i es impar y A; = [0,2] x {%} si i es par, véase la Figura|1.11, Ast, el
lim inf A; = [1,2] x {0} y el lim sup A; = 10,3] x {0}.

Ay
Az
4 i
6 : : As
: - lim sup A;

lim inf A;

Figura 1.11: Representacion de la sucesion de los conjuntos A;.

Podemos observar de la definicién [1.107] que lim inf A; C lim sup A;,
cuando se cumple la otra contencién, decimos que el limite existe. Veamos la
siguiente definicion.

Definicién 1.109. Sean (X, T) un espacio topoldgico, sea {A;}3°, una suce-
sion de subconjuntos de X y sea A C X. El limite de la sucesion denotado
por lim A; = A, existe cuando

lim inf A; = A = lim sup A;.
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Ejemplo 1.110. Sean X = [0,1] x [0,1] y para cada i € N, consideremos,
A; = [0,1] x {3} sii es par y A; = [0,1] x {0} sii es impar, véase la Fi-

gura[1.13 Puesto que lim sup A; C lim inf A;, el limite existe y por tanto,
lim A; =[0,1] x {0}.

Figura 1.12: El limite de la sucesion es, lim A; = [0, 1] x {0}.

En el ejemplo [1.108 podemos observar que el limite no existe, porque
lim sup A; ¢ lim inf A;.

Proposicién 1.111. [7, Lema 3.5] Sean X un espacio topoldgico y {A;}32,
una sucesion de subconjuntos de X . Las siquientes condiciones se satisfacen:

(1) lim inf A; C lim sup A;.
(2) Ellim sup A; es cerrado.
(3) Ellim inf A; es cerrado.

Demostracion. (1) Esta condicién se satisface inmediatamente de la defi-
nicién. En efecto, si € lim inf A;, entonces para cada U € 7, con
x € U, existe N € N tal que U N A; # () para i > N. Asi, consideran-
do L = {i € N: ¢ > N}, el cual es un subconjunto infinito de N, se
concluye que x € lim sup A;.

(2) Veamos que lim sup A; es cerrado. Para esto, bastard probar que
cl(lim sup A;) C lim sup A;. En efecto, sean = € cl(lim sup A;) y U
un conjunto abierto de X tal que x € U. Luego U N lim sup A; # 0.
Sea z € U Nlim sup A;, luego existe un subconjunto infinito F de N
tal que U N A; # 0, para cada i € F. Por lo tanto, x € lim sup A;.
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(3) Veamos que lim inf A; es cerrado. Para esto, bastard probar que
cl(lim inf A;) C lim inf A;. En efecto, sean x € cl(lim inf 4;) y U
un conjunto abierto, con x € U. Luego U N (lim inf A;) # (. Sea
y € U N (lim inf 4;). Luego, existe N € N tal que si i > N, enton-
ces UN A; # (). Por lo tanto, x € lim inf A;.

O]

Dado que lim sup A; es cerrado, concluimos que lim A; cuando exista, es
cerrado.

Proposicién 1.112. [7, Lema 3.5] Si X es compacto y {A,}32, es una
sucesién en X tal que A, # 0, para todo n € N, entonces lim sup A, # (.

Demostracion. Sea x,, € A, para cada n € N. Asi, {z,,}°°, es una sucesion
en X. Como X es compacto, existe una subsucesion {z,, }52, de {z,};2, tal
que T, — .

Veamos que x € lim sup A,,. En efecto, sea U abierto de X con x € U.
Como z,; — r, existe J € N tal que si j > J, entonces x,,, € U. Sea
F = {n; € N: j > J}. Luego, F es subconjunto infinito de N, por lo tanto,
x € lim sup A,,. Asi, lim sup A,, es no vacio. ]

En la proposicién [1.112] se prob6 que lim sup A; es no vacio siempre que
los elementos de la sucesién sean no vacios sobre un compacto. Sin embargo,
aun bajo estas condiciones el limite inferior si puede ser vacio. Como se
muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.113. En R, sea X = |0, 1]. Definimos

A — [0, 3], sin es par

Veamos que lim inf A; = 0.

Caso 1. Sea a € [0, 1], entonces B(a, 5) N Aopi1 = 0, para cada n € N.
Ast, a ¢ lim inf A;.

Caso 2. Sea a € (%,1], entonces B(a,r) N As, = 0, para cada n € N,
donder:a—% > 0.

De los casos 1 y 2 se tiene que lim inf A; = (. Observemos que
lim sup A; = [0, 3] U [3,1].

Teorema 1.114. [7, Lema 3.5] Sean X un espacio compacto, {A,}32, y
{B,}2, sucesiones que convergen a A y B, respectivamente. Si A, N B, # ()
para cada n € N, entonces AN B # ().
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Demostracion. Para cada n € N, existe x,, € A, N B,. Asi, {x,}2, es
sucesiéon en X. Como X es compacto, por [9, Teorema 7.4], existe {z,,, }5°_,
una subsucesion convergente, es decir, existe z € X tal que z,,, — x.
Veamos que © € AN B. Sea U abierto que contiene a x. Entonces existe
M e N tal que si m > M, entonces x,,, € U. Sea T' = {n,,: m > M}. Asi,
UNA, # 0 para todo n € T. De esto, € lim supA, = A. Similarmente
x € B. Por lo tanto, AN B # (). O



Capitulo 2

Continuos

En este capitulo, se enuncia la nocién de un continuo, ademas, se dan
algunos ejemplos interesantes de estos. También, se presentan algunos resul-
tados relacionados con los continuos.

Definicién 2.1. Un continuo es un espacio métrico, compacto y conexo
que consta de mas de un punto. Un subcontinuo es un subconjunto de un
continuo que a su vez es un continuo.

Antes de presentar algunos ejemplos de continuos, consideremos las si-
guientes definiciones.

Definicién 2.2. Sea R™ el n-espacio FEuclidiano vy, para cada punto

r=(x1,...,2,) € R", sea
" 1/2
b ()
i=1

Una n-celda es un espacio en cual es homeomorfo a la bola cerrada B",
donde B" = {x € R": ||z||, < 1} con n € N.

Definicién 2.3. Una curva cerrada simple es un espacio topologico ho-
meomorfo a S* = {x € R?: ||z||y=1}. Véase la Figura[2.1

39
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St C

Figura 2.1: Una curva cerrada simple.

Definicién 2.4. Una n-esfera es un espacio homeomorfo a la esfera S",
donde S™ = {x € R"™': ||z||,.1 = 1}, para cada n € N.

Observemos que una 1-esfera es llamada una curva cerrada simple.

Definicién 2.5. Un cubo de Hilbert ecs un espacio topoldgico que es homeo-
morfo al producto cartesiano numerable QQ = [[;=, I;, donde cada I; = [0, 1].

Definicién 2.6. Dadon € N conn > 3, un n-odo simple es la union de n
arcos los cuales se intersectan dos a dos en un unico punto llamado vértice .

A un 3—odo lo llamaremos triodo simple, véase la Figura [2.2]

Figura 2.2: Un n-odo simple y un 3— odo simple.

Los espacios definidos anteriormente, seran considerados en un espacio
métrico, por lo que para que sean continuos, solo se probara compacidad y
conexidad. A continuacién se presentan algunos continuos.

Observacién 2.7. Un arco es un continuo.
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Por el teorema 7 sabemos que el intervalo [0, 1] es conexo. Por el teo-
rema [1.78] el intervalo [0, 1] es compacto. Por tanto, el intervalo [0,1] es un
continuo. Como un arco es un espacio homeomorfo al intervalo [0, 1], conclui-
mos que un arco es un continuo.

Observaciéon 2.8. Una curva cerrada simple es un continuo.

Para probar esto, primero probaremos que S! es un continuo. Usaremos
el teorema de Heine-Borel, teorema , para probar que S! es compacto.

S1 es acotado, puesto que para todo z,y € St, d(z,y) < 2.

Sea {(Tn,yn)}°2, una sucesién en S' tal que (x,,y,) — (z,y). Como
Tp = Ty Yo — y. Luego 22 — 22 y > — y%, Asl, 22 + 2 — 2% + 2
Observemos que z2 + 42 = 1, entonces 22 + y* = 1 . Luego, por el teorema
[1.21] S es cerrado. Probando asi la compacidad de S*.

Ahora veamos que S! es conexo.

La funcién ¢: [0,27] — S, talque ¢(6) = (cos(6),sen(f)) es continua,
ya que las funciones sen y cos son continuas. Como [0, 27] es conexo, por el
teorema , St es conexo.

Por lo tanto S* es un continuo. Como una curva cerrada simple es un
espacio homeomorfo a S!, tenemos que también es un continuo.

Observacién 2.9. Una n-celda es un continuo.

Para esto, primero veamos que B™ es un continuo. Tenemos que B™ esta
acotada por 2, es decir, para cualesquiera puntos z,y € B", tenemos que
d(z,y) < 2. La prueba de que B™ es cerrado es similar a como se prueba que
S1 es cerrado en el ejemplo . Asi, por el teorema de Heine-Borel, teorema
[1.67] tenemos que B" es compacto. En el ejemplo [1.100] se prob6 que B"
es conexo. Por lo tanto, concluimos que B"™ es un continuo. Dado que una
n-celda es un espacio homeomorfo a B™, entonces B™ es un continuo.

Observacién 2.10. Un cubo de Hilbert es un continuo.

En proposicion , se vié que el intervalo [0, 1] es compacto y conexo.
Por el teorema sabemos que @ = [[;2, I; es conexo. Por el teorema
1.83] sabemos que @ = [[;2, I; es compacto. Asi, tenemos que Q = [[;2, I;
es un continuo. Dado que un cubo de Hilbert es homeomorfo a Q = [[;2, L,
tenemos que un cubo de Hilbert es un continuo.

Observaciéon 2.11. Un n-odo simple es un continuo.
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Por proposicién [2.7, sabemos que un arco es un continuo. Por teorema
un n-odo simple es compacto, pues es la unién finita de compactos. Por
teorema [1.91] un n-odo simple es conexo pues es la unién de conexos cuya
interseccién es no vacia. Por tanto es un continuo.

Observacion 2.12. La curva senoidal del topdlogo, cl(W), definida en
[Z101 es un continuo.

Veamos que cl(W) es un continuo. Como W es la imagen de la funcién
f:(0,1] — R? definida por f(z) = (z,sen (1)), la cual es una funcién con-
tinua en el intervalo (0, 1], el cual es conexo, entonces por el teorema m,
tenemos que W es conexo. Luego, por el teorema m, cl(W) es conexo.

El conjunto cl(1W) es cerrado. También cl(W) es acotado, pues no es muy
dificil demostrar que cl(W) C [0,1] x [~1,1] € B(0,v/2). Por el teorema de
Heine-Borel, teorema [L.67] tenemos que cl(IW) es compacto.

Por lo tanto, cl(I¥) es un continuo.

Observacion 2.13. FEste continuo es llamado el circulo de Varsovia, este
nombre se le da a cualquier continuo homeomorfo a Y U Z, donde Y es la
curva senoidal del topdlogo y Z es el arco que une a (0, —1) con (1,sin(1))
tal que Y N Z = {(0,—-1), (1,sen(1))}, véase la Figura[2.5

Figura 2.3: Continuo circulo de varsovia.
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2.1. Algunas propiedades relacionadas con con-
tinuos

Teorema 2.14. Sean X, Y espacios métricos. Supongamos X es un continuo
y [+ X — Y es una funcion continua y sobreyectiva, entonces Y es un
continuo.

Demostracion. Sean f: X — Y una funcién continua y X un continuo, es
decir, es un espacio métrico compacto y conexo. Luego, por teorema [1.78
f(X) es compacto y por teorema[l.92 f(X) es conexo, por lo tanto f(X) es
un continuo. Como f es sobreyectiva, se tiene que f(X) =Y, por tanto Y
es continuo. [

Teorema 2.15. El producto numerable de continuos es continuo.

Demostracion. Por teorema [1.83] tenemos que el producto numerable de
métricos compactos es métrico compacto y por el teorema [1.96] tenemos
que el producto arbitrario de conexos es conexo, en particular el producto
numerable. Lo cual implica que el producto numerable de continuos es un
continuo. O]

Definicién 2.16. Sean X un espacio topologico y p € X. Decimos que X es
localmente conexo en p si para cualquier abierto U de X que contiene a
p, existe un conjunto conexo y abierto V de X tal que p € V C U. Diremos
que X es localmente conexo, si X es localmente conexo en cada uno de
sus puntos.

De la definicién [2.16], podemos observar que X es localmente conexo si
existe una base local en cada punto de X que consiste de conjuntos conexos
y abiertos.

Ejemplo 2.17. En R cualquier intervalo es localmente conexo. Sean p un
punto en un intervalo A y sea U un conjunto abierto en el intervalo A que
contiene al punto p, entonces existe ¢ > 0 tal que B(p,e) C U. Ademds
B(p,e) = (p—¢e,p+e¢) es un intervalo abierto y conezo.

Ejemplo 2.18. El subespacio Y = [—1,0)U(0, 1] no es conexo. Sin embargo,
si es localmente conexo. En efecto, sea p € Y y U abierto de Y. Luego p €
[—1,0) o p € (0,1]. Sin perdida de generalidad, supongamos que p € [—1,0).
Luego U N [—1,0) es abierto de [—1,0). Como [—1,0) es localmente conezo,
entonces existe un 'V abierto y conexo de [—1,0) tal quep € V. C UN[—1,0) C
U. Observemos que [—1,0) es abierto de Y. Asi, V es abierto de Y.
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Ejemplo 2.19. La curva senoidal del topologo definida en el ejemplo
1.101), no es localmente conexo ya que para cualquier punto p en el segmento
{(0,0)} x [—1,1] eziste un conjunto abierto U que contiene al punto p tal que
todo abierto en U y que contiene a p es disconezo.

Ejemplo 2.20. En R?, sean a, = (1, %) para cadan € N y A, el segmento
con puntos extremos (0,0) y a,,. Sea X = ([0,1]x{0})U(U.~; A,). El espacio
X es un continuo conocido como el espacto escoba. Este continuo no es
localmente conexo, pues para todo punto p € (0,1] x {0} existe un conjunto
abierto U que contiene a p tal que todo abierto contenido en U, es disconexo.
Sin embargo, si q € J,—, A, observamos que para todo abierto que contenga
al punto q, existe un arco que contiene al punto q en su interior, es decir, el
continuo X es localmente conezo en q, véase la Figura[2.])

Figura 2.4: El espacio escoba.

Teorema 2.21. [3, Teorema (2.E.2)] X es localmente conexo siy solo si para
cualquier subconjunto abierto U en X, cada componente de U es abierta en

X.

Demostracion. Supongamos que X es localmente conexo. Sea U cualquier
conjunto abierto en X no vacio. Sea C' una componente de U y = € C.
Luego existe un conjunto abierto y conexo V tal que x € V C U, pues X
es localmente conexo. Como C es un conjunto conexo maximal, entonces
x €V C C. Como V es abierto, se tiene que C es abierta.
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Sea X tal que para cualquier abierto U de X, cada componente de U
es abierto. Sean * € X y U un conjunto abierto de X tal que z € U.
Supongamos que C' la componente de U que contiene a x, es decir, x € C C U.
Como C' es conexo y abierto, se tiene que X es localmente conexo en x. Como
x fue arbitrario, X es localmente conexo. O

Definicién 2.22. Sea X espacio topolégico. Dado p € X, se dice que X es
conexo en pequeno en p, si cualquier conjunto abierto U de X que contiene
a p, contiene un conjunto conexo V de X que contiene a p en su interior, s
decir, p € int(V) C V C U. Diremos que X es conexo en pequeno, si X es
conexo en pequeno en cada uno de sus puntos.

Teorema 2.23. Si X es localmente conexo en p, entonces X es conexo en
pequeno en p.

Demostracion. Sea p € X tal que X es localmente conexo en p. Luego sea U
un abierto de X tal que p € U. Asi, existe una conjunto abierto y conexo V'
de X tal que p € V. C U. Dado que V es abierto, se tiene que V' = int(V),
por lo tanto, p € int(V) C V C U. Asi, X es conexo en pequeno en p. O

El regreso del teorema [2.23| no siempre se cumple, como se muestra a
continuacion en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.24. Veamos un espacio que es conero en pequeno en un punto
p, pero que no es localmente conexo en este punto. Para esto, sean

1
vo = (0,0) y v, = (2_F’0) para n € N,

y para cada n,m € NU {0},

oy L1
€(nm) = on’ on+m |’

Sea Agnm) €l segmento que une a v, con ey, ). Definimos el espacio
Xn = Up_o Am)- Consideremos Y = cl(lU,—, X»n). Observemos que cada
cl(X,,) es un espacio escoba con vértice v,, véase la Figura[2.5

Veamos que Y es conexo en pequeno en el punto p = (2,0). En efecto, sea
U un abierto de Y conp € U. Asi, existe r > 0, tal que B(p,r) C U. Como
la sucesion 2% converge a 0, existe N € N tal que QN% < 1. Observemos que
lon —pll = |2 — 551 — 2| = 55— < r. Asi, vy € B(p,7).
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Por otro lado, observemos que |leno) — pll < |3x| + |55 | = 55— < 7. De
esta manera, se tiene que e € B(p,r). En consecuencia, X,, C B(p,r),
para todon > N. Sea Y’ = cl(|J2°,, X,). Luego, Y' es un conero contenido
en U tal que p € int(Y’). Por lo tanto Y es conexo en pequeno en p.

Ahora veamos que Y no es localmente conexo en p. Para esto, observemos
que B(p,1) no es conexo. Sea V- C B(p, 1) abierto. Si quisieramos que V sea
conexo, deberia tener al menos un vértice. Sea vy el primer vértice tal que
vy € V. Como V es abierto, existe r > 0 tal que B(vy,r) C U. Como la
sucesion 2% converge a 0, existe M € N tal que 2% < r. Ast, para m > M,
se tiene que

1
le(v—1,m) — on| = ON—Ttm <T.

En consecuencia, e(n—_1m) € B(vy,r) para m > M. En consecuencia, V no
seria conexo. Por lo tanto Y no es localmente conexo en p.

Xo
X
% X,
////n,/‘>“\\\\\\\\
: H H o %%/ P \ !

~ ~ - -
< - - = -

Figura 2.5: Sucesion de espacios escoba.

Como hemos visto, las propiedades de conexo en pequeno y localmente
conexo no son equivalentes de manera puntual, sin embargo de manera global
si lo son como se muestra a continuacién en el siguiente teorema.

Teorema 2.25. X es conexo en pequeno si y solo si es localmente conexo.

Demostracion. Sea X conexo en pequeno en cada punto. Sea U un abierto
de X y C' la componente de U que contiene a x, demostraremos que C' es
abierta. Sea y € C. Como y € U, entonces existe un conjunto conexo V'
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tal que y € int(V) C V C U, entonces y € int(V) C C. Por tanto C es
abierto, luego por el teorema [2.21] X es localmente conexo. El regreso es
trivial, considerando el teorema [2.23 O

Teorema 2.26. Sean X un continuo y Ay, Ay dos arcos de X diferentes. Si
A1 y As coinciden en sus puntos extremos, entonces existe una curva cerrada
simple C contenida en X tal que C C Ay U A,.

Demostracion. Sean a: [0,1] — Ay y (:[0,1] — Az homeomorfismos tales
que a(0) = p = 5(0), a(l) = ¢ = [(1). Observemos que o # f3, es decir,
existe ty € (0,1) tal que a(tg) # B(to).

Sea t, < ty tal que a(t,) = B(t,), y para cada t € (t,,to], a(t) # B(t) y
sea ty < t, tal que a(t,) = B(t,) y para cada t € [to,t,), a(t) # B(t). Sea
C = a([tp tg]) U B([tp, ty])-

alty)

Figura 2.6: Curva cerrada simple C = a([t,, t,]) U B([t,, t4])-

Veamos que C es una curva cerrada simple. Para esto, sean

ht [tyit,] — [0,7], donde hy(t) = w(%) v ho: [tpty] — [m,27], don-

de ho(t) = (1 + ti";i) Observemos que hy y ho son homeomorfismos. Sea

h:C — S' dada por

ha) = { (cos( (0~ (a))), sen(fu(a™(a)))), @ € a(lty )
(cos(ha(5~(a))), sen(ha(B~(@)))), € B(lty 1))

Como h es composicion de funciones continuas, tenemos que h es continua.
Maés atn, h es biyectiva. Por lo tanto, h es un homeomorfismo. Asi, C es una
curva cerrada simple contenida en A; U As. O

Teorema 2.27. [10), Teorema 8.23] Cualquier continuo X localmente conexo
no degenerado es arco-conexo.
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Teorema 2.28. [1(), Teorema 8.26] Cualquier subconjunto abierto y conexo
de un continuo localmente conexo es arco-conezo.

Definicién 2.29. Sean (X,7) un espacio conexo yp € X. Si X — {p} es
conexo, entonces p es llamado un punto de no corte de X. Si X — {p} es
disconexo, entonces p es llamado un punto de corte de X. Véase la Figura

27

C —{p} A- )
—{p

\/\/\_‘

p

Figura 2.7: Puntos de no corte y de corte.

El teorema que a continuacién se presenta, nos garantiza que todo conti-
nuo no degenerado tiene al menos dos puntos que no son de corte.

Teorema 2.30. [I0}, Teorema 6.6] Sea X un continuo no degenerado. Su-
pongamos que X tiene un punto de corte p, esto es

X—{pt=0UV.

Entonces, existe un punto de no corte de X en U y existe un punto de no
corte de X en V. Por lo tanto, X tiene al menos dos puntos de no corte.

Corolario 2.31. 5i X es un continuo no degenerado, entonces X contiene
al menos dos puntos de no corte.

Demostracion. Sean a,b € X. Siay bson de no corte, se satisface la hipotesis.
Si a o b son de corte, por el teorema [2.30, se cumple lo deseado. O

Teorema 2.32. Sea X un continuo localmente conexo no degenerado. Si X
no es un arco, entonces X contiene una curva cerrada simple o un triodo
simple.
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Demostracion. Por el corolario|2.31] X tiene al menos dos puntos de no corte,
digamos p y q. Como X es localmente conexo, entonces por el teorema [2.2
X es arco-conexo. Luego, existe un arco A; en X que une a p con q. Como
X no es un arco, existe t € X —.A;. Ademds, como p es de no corte, X — {p}
es abierto y conexo. Asi, por el teorema m, X — {p} es arco-conexo. Sea
Ay un arco en X — {p} que une a t con q. Se tienen los siguientes casos:

Caso 1: Ay N Ay = {q}.

Caso 2 : A; N A, tiene més de un punto, véase la Figura 2.8

Caso 1: A1 N A, = {q} Caso 2 : [A; N Ay| > 2.

Figura 2.8: Interseccion de los arcos A; y As.

Supongamos que ocurre caso 1. Observemos que A; U Ay es un arco con
puntos extremos p y t. Como g es de no corte, tenemos que X — {q} es
abierto y conexo. Luego, por el teorema [2.28| es arco-conexo. Sea Aj el arco
en X — {q} que une a ¢ con p, véase la Figura 2.9

Figura 2.9: Unién de los arcos Aj, As, A3 que contiene una curva cerrada
simple.

Observemos que Aj es diferente de A; U As y coinciden en sus puntos
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extremos. Por el teorema [2.26] A; U Ay U Az contiene una curva cerrada
simple.

Supongamos que ocurre caso 2. Sean f3;: [0,1] — A;, donde 51(0) = p,
Bi(1) = qy B2: [0,1] = Ay, donde 35(0) = ¢, B2(1) = t.

Sea F' = {l € [0,1]: 2(I) € A;}. Observemos que F = (82)~1(A; N Ay).
Como A; y A, son cerrados y (s es continua, tenemos que F' es cerrado. Mas
aun, F' es no vacio y acotado. Luego, por el teorema [1.79, F' tiene maximo,
a saber L. Sea v = [5(L). Se tiene que v # ¢, pues en caso contrario,
F = {0}, es decir, la interseccién de los arcos A; y Ay serfa un solo punto,
esto contradice nuestra hipétesis. Observemos que p y t son distintos de v.

Sean A, el arco en 4; que une a p con v, A, el arco en A; que une a ¢
con v y A; el arco en Ay que une a t con v, véase la figura [2.10]

At A2
y e % /\
t p ./41 Q*] - q
Aq
Figura 2.10: Unién de los arcos Ay, As, A3 que contiene un triodo simple.

Observemos que A, N A, = {v}.

Veamos que A,NA; = {v}. Seaa € A,NA;. Entonces, a € A1NA,y. Luego
existe [ < L tal que 55(l) = a. Como a € Ay, Ba(l) € A;. Asi, [ > L. de esto,
[ = L. Por lo tanto, a = v. De manera andloga, se prueba que A,NA; = {v}.
Asi, hemos encontrado tres arcos, A,, A; y A; que se intersectan dos a dos
en un dnico punto v, los cuales forman un triodo simple. O

Corolario 2.33. Sea X un continuo localmente conexo distinto de un arco.
Si X no contiene un triodo simple, entonces X es una curva cerrada simple.

Demostracion. Por teorema [2.32, X contiene una curva cerrada simple o un
triodo simple. Por hipdtesis tenemos que X no contiene triodos simples, por
lo tanto X contiene una curva cerrada simple. Sea C dicha curva cerrada
simple. Supongamos que C # X. Como X es localmente conexo, por teorema
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2.27, tenemos que X es arco-conexo. Sean p € X —CyqeCy A, C X
el arco que une a p con ¢. Sin perdida de generalidad, supongamos que
A,NC = {q}. Como C es una curva cerrada simple, existen A4, Ay en C arcos

tal que A3 N Az = {q}.

C ¢

S

Figura 2.11: Continuo que contiene un triodo simple.

Asi, A3 U Ay U A, es un triodo simple, véase la Figura el cual esta
contenido en X, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, C = X. O

Teorema 2.34. [10, Teorema 5.2][Teorema del cable cortado] Sean (X, d)
un espacio métrico compacto y sean A, B subconjuntos cerrados de X. Si
ningun subconjunto conexo de X intersecta a A y B (es decir, ninguna com-
ponente intersecta a ambos), entonces X = X, U Xy, donde X; y Xy son
subconjuntos cerrados y ajenos de X tales que A C X7 y B C Xo.

Teorema 2.35. [Teorema de golpes en la frontera I].[10, Teorema 5.4]
Sea X un continuo y U un subconjunto propio de X abierto y no vacio. Si K

es una componente de cl(U), entonces KNFr(U) # 0 (equivalentemente, como
K C cl(U) yU es abierto, luego (X —U) = (X =U), asi, KN(X-U) #0).

Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir, K NFr(U) = (). Sea A un
subconjunto conexo de cl(U). Si AN K # (), entonces AN Fr(U) = () puesto
que A C K, es decir, para cualquier conjunto conexo A en cl(U), tenemos que
ANK =0 o ANFr(U) = ). Asi, por el teorema del cable cortado, existen
subconjuntos cerrados y ajenos X1, Xy de cl(U), tales que cl(U) = X7 U Xy,
K C X1 y FI'(U) C XQ.

SG&XgZXQU(X—U).

Probaremos que X no es conexo usando X; y Xj3. Para esto, observemos
que se cumple lo siguiente:
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(1) Dado que cl(U) = X; U X5, entonces

(2) X1, Xo y X3 son cerrados en X, puesto que cl(U) es cerrado en X y
X1, X3 son subconjuntos cerrados de cl(U). Ahora, como U es abierto,
X — U es cerrado en X, por lo tanto X3 es cerrado en X, pues es la
union de cerrados en X.

(3) X1y X3 no son vacios.
(4) Dado que X; N Xy = 0, se tiene :

X1NX; = X1N(XoU(X=U)) = (X;nX2)U(X1N(X =U)) = X;N(X=U).

Dado que X; C cl(U) y (X —U) C cl(X — U), se obtiene
XiN(X -U)CdU)ne(X —U) = Fr(U) C X,.

Estoes, X1 N (X —U) C Xy. Siz € XN (X —U), entonces = €
X1 N Xy, que es una contradiccién. Asi, X;N (X —U) = 0, por lo tanto,
X1 N X3 == @

De esta manera, tenemos que X; y X3 son subconjuntos cerrados, ajenos y
no vacios de X tales que X = X; U X3, es decir, X no es conexo. Lo cual es
una contradiccién, por lo tanto, tenemos que K N Fr(U) # 0. ]

Haciendo uso del teorema de golpes en la frontera I, teorema, [2.35] a
continuacion se presenta el siguiente corolario, el cual nos garantiza que todo
continuo contiene un subcontinuo propio no degenerado.

Corolario 2.36. [10, Corolario 5.5]/Sea X un continuo no degenerado, en-
tonces X contiene un subcontinuo propio no degenerado. Ademds, si A es un
subcontinuo propio de X y U es un subconjunto propio y abierto de X tal
que A C U, entonces eziste un subcontinuo propio B de X tal que

ACBCU.

Demostracion. Probaremos la segunda parte. Sea V' un subconjunto abierto
de X talque AC V,cl(V) CUyV # X. Sea B la componente de cl(V)
tal que A C B (B existe ya que A es un subconjunto conexo de cl(V)).
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Observemos que B es conexo. Como B es cerrado en cl(V') y cl(V) es cerrado
en X, entonces B es cerrado en X. Como X es compacto, por el teorema(l.76
B es compacto. Por lo tanto B es un subcontinuo de X. Como B C cl(V) y
cl(V) C U, tenemos que B C U. Asi, B es subconjunto prépio. Ahora, por el
teorema de golpes en la frontera I, teorema , tenemos que BN(X V) # 0.
Como A C V, se tiene, B # A. Por lo tanto, B es un subcontinuo de
X no degenerado. La prueba de la primera parte se sigue inmediatamente,
considerando p € X y A = {p} y tomando U un abierto propio en X tal que
pelU. O

Teorema 2.37. [1(}, Teorema 5.6/[Teorema de golpes en la frontera
I1].[10, Teorema 5.6] Sea X un continuo y sea E un subconjunto propio no
vacio de X. Si K es una componente de E, entonces cl(K) N Fr(E) # 0
(equivalentemente, como cl(K) C cl(E), cl(K)Nc(X — E) #0).

Demostracién. Supongamos lo contrario, esto es, cl(K) Ncl(X — E) = 0.
Ademds, como K # (), entonces cl(K) # () y como E es un subconjunto
propio de X, entonces X — F # (), luego cl(X — E) # (). De esto, cl(K) € X.
Como K es conexo, por teorema [1.95 cl(K) es conexo. Dado que cl(K)
es cerrado en X, por teorema [1.76] cl(K) es compacto. Asi, cl(K) es un
subcontinuo propio de X.

Sea U = X — cl(X — E), observemos que U es abierto de X.

Como cl(K)Ncl(X — E) = (0, entonces cl(K) C X — cl(X — E). Asi,
c(K)cCU.

Dado que X—F C cl(X—FE), entonces X —cl(X—F) C X—(X—F) = F,
luego U C E.

Asi, cI(K) C U C E. Por el corolario [2.36] existe un continuo B en X tal
que cl(K) C B, cl(K) C By B C U. Esto es, B es un subconjunto conexo
en E, (ya que U C FE), el cual contiene propiamente a K. Esto contradice
el hecho de que K es una componente de E. Por lo tanto se concluye que
A(K) N el(X — E) # 0. O

Teorema 2.38. [10, Teorema 5.7 [Teorema de golpes en la frontera
III]. Sean X un continuo, E un subconjunto propio no vacio de X y sea K
una componente de E. Si E es abierto en X, entonces cl(K)N (X — E) # 0,
es decir, cl(K)— E #(. Si E es cerrado en X, entonces K Ncl(X — E) # (.

Demostracion. Supongamos que F es abierto en X, entonces X —FE es cerrado
en X, luego por el teorema de golpes en la frontera I, teorema[2.37, tenemos
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que cl(K)N(X —FE) # 0. Ahora supongamos que E es cerrado en X, entonces
K es cerrado en X. Entonces, por el teorema de golpes en la frontera II,
teorema tenemos que K Ncl(X — E) # 0. O

Definicion 2.39. La cardinalidad de A es menor o igual a la cardinalidad
de B si existe una funcion inyectiva de A en B.

Proposicion 2.40. Sea X un continuo y sea A un subconjunto propio cerra-
do de X. Entonces, la cardinalidad de la coleccion de todas las componentes
de A es menor o igual a la cardinalidad de la coleccion de todas las compo-
nentes de Fr(A).

Demostracion. Sean A = {K: K es componente de A} y
B ={C: C es componente de Fr(A)}. Demostraremos que |A| < |B|.

Sea K € A. Por el teorema de golpes en la frontera II, teorema [2.37]
cl(K)NFr(A) # 0. Como A es cerrado de X y K es cerrado en A, entonces
K es cerrado en X. Asi, K = cl(K) y K NFr(A) # 0.

Observemos que Fr(A) = (B, luego K N (UB) # 0, entonces existe
Ok € B tal que KN Ck # 0.

Afirmacién: Para toda L € A, tal que L # K se tiene que, LN K = ().
Como Cx N K # () y como K es un conexo maximal, entonces O C K. Si
Le Ay L +# K, entonces LN K = (), por lo tanto, L N Cx = (. Definamos
la funcién G: A — B por G(K) = Ck para toda K € A. De la afirmacion,
tenemos que G es inyectiva. En efecto, si K, L € A, luego K N L = (). Como
Cx C Ky Cp, C L, entonces CyNCr, C KNL. En consecuencia CxNCL = ()
por lo tanto, G(K) N G(L) = 0. Asi, por la definicién [2.39] concluimos que
Al < |B]. O

Definiciéon 2.41. Sea X un espacio métrico. Un subcontinuo no degenerado
A de X es llamado un continuo de convergencia de X si existe una
sucesion {A;}2,, de subcontinuos A; de X tal que A =1imA;, ANA;, =0
para cada t € N.

Proposicion 2.42. Sea X un espacio métrico compacto. Sea A un continuo
de convergencia de X. Entonces los subcontinuos A,, pueden ser elegidos de
tal manera que A,, N A, = 0 para cada m # n.

Demostracion. Sea A un continuo de convergencia de X. Luego existe una
sucesién de continuos {B,}%, tal que im B, = Ay B, N A = (.
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Afirmacion: Para cada m € N, existe n € N con n > m tal que
B,, N B, = (. En efecto, supongamos lo contrario. Sea m € N, suponga-
mos que para toda n > m, B,, N B, # (. Luego, por el teorema
tenemos que B,, N A # 0, 1o cual es una contradiccion.

Asi, considerando la afirmacion, para m = 1, existe n; € N tal que
By N B, = 0. Luego, para n; existe ny € N con ny > ny tal que By N B, =
(). Siguiendo con este proceso, obtenemos una subsucesién de {B,}>,, a
saber, {B,,, }>°_,. Renombrando a B,, = A,,, tenemos que A,, N A, =0y
lim A,, = A. ]

Algunos continuos no contienen un continuo de convergencia, por ejem-
plo, un arco, una curva cerrada simple y un triodo simple. Por otro lado, en
la curva senoidal del topdlogo, definido en[I.101} todo subarco de I es un con-
tinuo de convergencia, véase la Figura [2.12] A continuacién presentamos un
resultado que nos da una condicién suficiente para la existencia de continuo
de convergencia.

1 w

Figura 2.12: Continuo de convergencia en la curva senoidal del topdlogo.

Teorema 2.43. [10, Teorema 5.12] Teorema de continuo de conver-
gencia. Sea X un continuo, y sea

N ={p € X: X no es conexo en pequeno en p}.

Sip € N, entonces existe un continuo de convergencia K de X tal que
pe K yKCN.

[lustremos este teorema con el ejemplo siguiente:

Ejemplo 2.44. Sea X como se definid en el ejemplo [2.2]. Denotemos por
p=(2,0) yq=(0,0). Observemos que en este caso, N = {(z,0): z € (0,2)},
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es decir, X mno es conexo en pequeno en todos los puntos que estan en el arco
que une a p con q, a excepcion de estos. Por el teorema existe un
continuo de convergencia K contenido en N, como se observa en la Figura
m. FEs fdcil ver que para q existe un continuo de convergencia K, tal que
q € K,, sin embargo K, ¢ N.

Por otro lado, p no pertenece a ningun continuo de convergencia, puesto
que si {K,}°, es una sucesion de continuos ajenos tal que K, — K con
p € K, entonces K = {p}.

Figura 2.13: Continuos de convergencia en la sucesion de espacios escoba.

2.2. Construccién de continuos, continuos en-
cadenables

Una técnica importante para construir ejemplos interesantes de continuos
es el de las intersecciones anidadas. Una base tedrica para estas construccio-
nes es un teorema (demostrado en el periodo inicial de la teorfa de continuos)
el cual dice que la interseccion de una sucesién decreciente de continuos es un
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continuo. Este resultado (en una forma ligeramente diferente) fue probado
en 1902 por P. Pailenvé (1863 — 1933), véase [4], pag.226.

Definicién 2.45. Un espacio topolégico (X, T) es un espacio es Ty o mor-
mal si para cada par de cerrados y ajenos F,G C X, existen U,V abiertos
de X y ajenos tales que F C U y G C V.

Teorema 2.46. [J, Teorema 2.3] Cualquier espacio métrico es normal.

Demostracion. Sean (X, d) un espacio métrico, F, G subconjuntos cerrados y
ajenos de X . Como F' C X — G y dado que X — G es abierto, en particular,
para cada a € F, existe r, > 0 tal que B(a,r,) C X —G. Similarmente, como
G C X — F y dado que X — F es abierto, entonces para cada b € (G, existe
1, > 0tal que B(b,1,) C X—F.SeanU = J,cp B(a, %)y V = Upe B(b, 7).
Los conjuntos U, V son abiertos de X que contienen a F'y G respectivamente.
Supongamos que UNV # (). Sea x € UNV, luego existen a € F' 'y b € G tal
que x € B(a, )N B(b, ). Observemos que

Ta

d(a,b) <d(a,z)+d(z,b) < 5

+ % < max{ry, 1p}.
Se tienen los siguientes casos:

Si d(a,b) < r,, entonces b € X — G, lo cual es una contradiccién puesto
que b € G.

Si d(a,b) < 7y, entonces a € X — F, también es una contradiccién puesto
que a € F.

De esto, concluimos que U NV = (). Por lo tanto, X es normal. O

A continuacion se enuncia el teorema que nos permitird construir conti-
nuos.

Teorema 2.47. [10, Teorema 1.8] Sea X un continuo, {K,}nen una su-
cesion decreciente de subcontinuos de X, es decir, K, O K,.1, entonces
K =,en Kn es un continuo.

Demostracion. Primero veamos que K es compacto. En efecto, para cada
n € N, K,, es compacto y por tanto cerrado. Como la interseccién arbitraria
de cerrados es cerrada, concluimos que K es cerrado en X. Por teorema/|1.76
tenemos que K es compacto.

Ahora veamos que K es conexo. Para esto, supongamos lo contrario, es
decir, supongamos que K es disconexo. Luego existen conjuntos A, B cerrados
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de K ajenos y no vacios tales que K = AU B. Dado que X es un espacio
métrico, por [2.46, X es normal. Asi, existen subconjuntos U,V abiertos de
X ajenos tales que A C Uy B CV.Sea W = U UV, el cual es abierto,
asi, existe n € N tal que K,, C W. Luego, K, = (K, NU)U (K, NV).
Como AUB=K C K,, ycomo A# () y B# 0, tenemos que K, NU # 0y
K,NV # ), lo cual implica que K, no es conexo, lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto se concluye que K es conexo. O]

Ejemplo 2.48. Consideremos el cuadrado sélido S = [0,1] x [0,1] y lo di-
vidimos en nueve cuadrados congruentes y sea X1 = S — (%, %) X (%, %) S'i-
milarmente, dividimos cada uno de los ocho cuadrados restantes entre nueve
cuadrados congruentes, y sea Xy el continuo obtenido mediante la elimina-
cion de los interiores de cada uno de los ocho cuadrados resultantes centrales.

Se continua de esta manera para definir X3z, Xy, ... Sea
X =X
ieN

Entonces, por el teorema[2.47, tenemos que X es un continuo. Este continuo
es conocido como la Curva Universal de Sierpirisk:, véase la Figura

2.1

Figura 2.14: La curva universal de Sierpinski.

Ejemplo 2.49. Consideremos el cubo I3 = [0, 1] x [0,1] x [0,1]. Dividimos
cada una de las caras de I3 en nueve cuadrados congruentes y hagamos un
agujero a través del interior de cada cuadrado central de cada cara, lo que
se obtiene serd el continuo Xy. Dividimos cada uno de los cuarenta y ocho
cuadrados restantes en nueve cuadrados congruentes y hagamos un agujero



2.2 Construccion de continuos, continuos encadenables 59

a través del interior de los cuadrados centrales, de esta manera se obtiene
el continuo, Xo. De esta manera, sequimos repitiendo este proceso, asi obte-
nemos una sucesion anidada de continuos { X, fnen. Sea X = (), oy Xn. Por
el teorema [2.47, tenemos que X es un continuo. Este continuo es conocido
como Curva universal de Menger, véase la Figura[2.15.

Figura 2.15: Curva universal de Menger.

Los continuos encadenables se construyen con cadenas anidadas

Definicién 2.50. Una familia finita {Aq, ..., A} de subconjuntos de un es-
pacio métrico X es una cadena simple en X si se tiene que A;NA; # 0 si
y solo si |i — j| < 1. Cada conjunto A; es llamado un eslabon de la cadena
simple. Una cadena simple C = {Ay, ..., A,} conecta los puntos a y b en X
sia€ Ay ybe A,.

Frecuentemente, los eslabones de una cadena simple son conjuntos abier-
tos. Un procedimiento para la construccion de una cadena simple de este
estilo es empezar con una familia de conjuntos abiertos y de ahi extraer la
cadena simple, esto se puede hacer debido al siguiente teorema.

Teorema 2.51. [3, Teorema 2.F.2] Sea X un espacio métrico y conexo. Sild
es una cubierta abierta de X y a,b € X, entonces existe una cadena simple
que conecta a con b cuyos eslabones son elementos de U.
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Demostracion. Sea D el conjunto de puntos x € X para los cuales existe
una cadena simple, con eslabones en U que va de a a . Como a € D,
D # (). Vamos a demostrar que D es tanto abierto como cerrado en X, lo
que implicard debido a la conexidad de X, que D = X. Sea x € D, asi que
existe una cadena simple {Uy, Uy, ..., U, }, con eslabones en U tal que a € U;
y x € U,. Por la definicién de D, se tiene que U,, C D, por lo tanto, D es
abierto.

Veamos que D es cerrado. Sea {z,,}°°, una sucesién en D tal que z, — x.
Probaremos que x € D. Sea U € U tal que x € U. Luego, existe N € N tal
que zy € U. Sea C = {U;,Us, ...,Up,} una cadena simple tal que a € U; y
zn € Upy. Observemos que U NU,, # 0. Sea | = min{n € N: U, N U # 0}.
Luego C' = {Uy,..U;,U} es una cadena simple entre a y z. Por lo tanto,
x € D. Asi, D es cerrado. n

Definicién 2.52. Una cadena simple C de conjuntos abiertos en un espacio
métrico (X,d) es llamada una e-cadena si el didmetro de cada eslabon de
C es menor que €.

Definicién 2.53. Un espacio métrico (X,d) es encadenable si para cada
e > 0, existe una e-cadena que cubre a X. Si a,b € X, entonces X es enca-
denable de a a b si para cada € > 0, existe una e-cadena C = {Uy,Us, ..., U, }
que cubre a X tal que a € Uy y b € U,.

Ejemplo 2.54. El intervalo [0,1] es encadenable de 0 a 1, véase la Figura
214,

Figura 2.16: e—cadena que cubre a [0, 1].

Solucion: Sea ¢ > 0. Por la propiedad Arquimediana, existe n € N tal
que = < £.Sea C={B(Z,1): m={0,1,...,n}}.
Observemos que didm[B(2,1)] = 2 < e. Sean i,j € {0,...,n}, veamos

que |7 —i| < 1. Sin perdida de generalidad, supongamos que j > i. Luego,
B(X, L)NB(L, 1) # 0 siy solosi

1
+o>L 2
n n

S|

l
n
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siysolosit+1>j—1siysolosij—i<2siysolosil|j—il<I1.
Finalmente, veamos que [0,1] C Uy, _, B(%Z, L).
Sip e |0, %), entonces p € B(0, %)

SipE[%,l]yM:méx{mEN:%—i—%gp}. Asi,

M 1 M+1 1
—+—-=p=< + —.
n n n n

O bien,

M+1 1 M+1 1
— p < +

n n n n

).
Ejemplo 2.55. La curva senoidal del topdlogo es encadenable, véase la Fi-

gura[2.17

3=

Asi, p € B(MHL,

n

a‘»‘“-lﬁ'-.-':': lr".ﬁd
o eilve
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> .||‘§!' <>
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Figura 2.17: e—cadena que cubre a cl(IV).

De manera similar al ejemplo anterior se puede ver que cl(WW) es encade-
nable.

Definicién 2.56. Sea X un continuo encadenable. Una sucesion {C,}>
de cadenas simples, cada una de las cuales cubre a X es una sucesion

definitoria de cadenas para X si para cada n € N, se tiene:

(1) C, es una %—cadena con la propiedad de que los eslabones ajenos tienen

cerraduras ajenas, y
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(ii) Cni1 es un refinamiento propio de C,, es decir, la cerradura de cada
eslabon de C, 41 estd contenida en algin eslabon de C,.

A continuacién se presenta la construccién de un continuo encadenable.

Ejemplo 2.57. Sean a,b, c, tres puntos no colineales de R?. Construyamos
una cadena simple C; cuyos eslabones son 2-celdas con diametro menor que
1, empezando en a, pasando por b y terminando en c. Dentro de C; constru-
yamos una cadena simple Cy cuyos eslabones son 2-celdas de diametro menor
que %, que empiece en b, que pase por c y termine en a, de tal forma que Co
sea un refinamiento propio de Ci. Dentro de Co, construyamos una cadena
simple C3 cuyos eslabones son 2-celdas de diametro menor que %, empezando
por ¢, pasando por a y terminando en b de tal manera que C3 sea un refina-
mineto propio de Co. Nuevamente se inicia el procedimiento con una cadena
simple C4 que estd contenida en Cs y sigue el patron a — b — c. En general

para cualquier n € N, se construyen cadenas simples las cuales satisfacen:

(i) Csn_o que empieza en a, pasa por b y termina en ¢, Cs,_1 que empieza
en b, pasa por ¢ y termina en a, y C3, que empieza en ¢, pasa por a Yy
termina en b.

(i1) UCni1 € UCh.
(iti) El didmetro de cada eslabdn de C, es menor que =.

Sea X la interseccion anidada de las uniones de los eslabones de cada

cadena, es decir,
x=N(Ue).
n=1

Por el teorema X es un continuo, véase la Figura[2.1§
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Figura 2.18: Continuo encadenable.
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