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Introduccion

En los ultimos anos el estudio de reticulas de clases de médulos ha sido de gran
importancia para obtener informacién de un anillo y su categoria de mddulos

asociada.

En este trabajo estudiaremos la reticula de clases naturales introducida por Dauns
en [6] y las reticulas de clases conaturales estudiadas por Alejandro Garcia Alva-

rado, Hugo Rincén y José Rios Montes en [I] y [2].

En el capitulo 1 introducimos algunas propiedades importantes de la teoria de
modulos y la teoria reticulas que nos seran de ayuda para el estudio de las reticulas

de clases naturales y conaturales.

En el capitulo 2 damos la definiciéon de clases de modulos y reticulas de clases de
modulos, asi como la definicién de esqueleto de una reticula para demostrar que el
esqueleto de la reticula de clases hereditarias y el esqueleto de clases cohereditarias
coincide con la reticula de clases naturales y la reticula de clases conaturales res-
pectivamente. También damos la condicion C'N que nos ayudara a decidir cuando
una clase de médulos es conatural y damos una caracterizacion de esta reticula de

clases, asi como algunas propiedades de cerradura.

Por tltimo, en el capitulo 3 damos la definiciéon y propiedades de un atomo en la
reticula de clases hereditarias para posteriormente estudiar bajo qué propiedades
una clase conatural generada por una clase de médulos es un atomo. Finalmen-
te, establecemos una caracterizamos para los anillos M AX izquierdos y anillos

perfectos izquierdos por medio de clases conaturales.
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N<M N es un submoddulo de M.
N<M N es un submédulo propio de M.
E(M) cépsula inyectiva de un médulo M.

Hompg(M,N) grupo de morfismos entre dos médulos.

Endgr(M) anillo de endomorfismos de un médulo M.
R —mod la clase de todos los modulos izquierdos.
rM modulo izquierdo M.

Mg modulo derecho M.

sMpg bimédulo M.

M — N monomorfismo entre dos médulos M y N.
M —- N epimorfismo entre dos médulos M y N.
MO suma directa de I copias de M.

N<M N es un submédulo superfluo de M.

N <., M N es un submodulo esencial de M.

J(R) radical de un anillo R.

Rad(M) radical de un médulo M.

(0:m) anulador izquierdo de un elemento m.
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Capitulo 1

Preliminares

En estd seccién omitimos las demostraciones pues ya estan desarrolladas en [3],

[], 5] v [8]. Sin embargo, mencionamos donde encontrarlas.

1.1. Teoria de Modulos

1.1.1. Moébdulos, submoddulos y cociente de moédulos

Definicién 1.1.1. Sea M un grupo abeliano aditivo y sea R un anillo con uno.

Decimos que M es un R — maodulo izquierdo si existe una funcién

CRxM — M

(a,x) — azx
que satisface

1) (a+b)x =azx+bx
2) a(r+y) =ar +ay

3) (ab)x = a(bx)
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4) lz ==z

para todo a,b € Ry para todo z,y € M.

De manera andloga se definen los R — modulos derechos pero con los elementos
del anillo operando del lado derecho de los elementos de M. Si S y R son dos
anillos, decimos que M es un (S, R) — bimédulo si M es un S — médulo izquierdo
y M es un R — médulo derecho que cumple que a(xb) = (ax)b para cada a € S,

reMybeR.

Ejemplo 1. Si R es un campo (semicampo o un anillo con divisién), entonces los

R — médulos son los R — espacios vectoriales. (Ver [§]).

Ejemplo 2. La clase de los grupos abelianos coincide con la clase de los Z —

modulos.

Ejemplo 3. Si R es un anillo, podemos pensar en R como un R — mddulo con el

producto de R.

Sea M un R — maédulo izquierdo. Decimos que un subconjunto no vacio N de M
es un submdodulo de M si N es un subgrupo aditivo de M y para todo a € R,

x € N se cumple que ax € N.

Proposiciéon 1.1.1. Sea N un subconjunto no vacio de M, con M un R —
modulo 1zquierdo. Entonces N es un submoédulo de M si y sélosi z +y € N

y ax € N paratodoa € Ry x,y € N.
Demostracion. Ver la demostracion en [4, 1.4.2]. |
Si N es un submédulo de un R — modulo izquierdo M y N es distinto de M,

entonces N es un submaodulo propio de M.

Ejemplo 4. La suma finita de submaodulos. Si My, M, ..., M, son submédulos de
un R — médulo M, entonces My + My + -+ M, = {x1 + 2o+ -+ 2, | 7; €

M; para cada i = 1,2,...,n} es un submddulo de M para cada entero n > 1.
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Ejemplo 5. Los ideales izquierdos y derechos como submddulos. El anillo R es un
R—mddulo izquierdo y un R—maddulo derecho bajo la operacién de multiplicacién
definida en R. Ademds, notemos que A es un ideal izquierdo (derecho) de R siy

s0lo si A es un submédulo de R cuando R es visto como un R — mddulo izquierdo

(derecho).

Si R es un anillo, entonces R es un rRr — bimodulo.

Ejemplo 6. El anulador de un modulo. Si M es un R — modulo izquierdo y

A =ann(M)={a € R|am =0 para toda m € M}

entonces A es un ideal de R, denominado como el anulador de M en R.

Si I es un ideal de R tal que I C anny(M), entonces M es un R/I — médulo con
la suma de M y el producto dado por (a + I)m = am para todaa+1 € R/Iy
m € M.

Ejemplo 7. El médulo ciclico. Si M es un R — médulo 'y x € M, entonces Rx =
{az | a € R} es un submédulo de M llamado el submddulo ciclico de M generado

por x. Si M = Rx, entonces M se dice ser un mddulo ciclico.

Definicién 1.1.2. Sea N un submédulo de un R — moédulo M y supongamos que
S es un subconjunto de N. Si todo elemento x € N puede ser expresado como
r=> az;, donde a; € Ry x; € S paracadai=1,2,...,n, entonces decimos
que S es un conjunto de generadores de N o que N es generado por S. Si N es
generado por S, escribimos N = )¢ Rz y cuando S es un conjunto finito, decimos

que N es finitamente generado.

Si N es un submodulo de un R — maodulo M, entonces

MJ/N ={z+N |z e M}

donde la operacion suma es la suma usual de grupos cocientes aditivos y la mul-
tiplicacién por escalar esta definida como a(x + N) = ax + N para todo a € Ry

todo x + N € M/N, es llamado mddulo cociente de M sobre N.
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Definicién 1.1.3. Todo R —moadulo distinto de cero tiene al menos dos submédu-
los, a saber M y el submddulo {0}, denotado por 0. Un R — médulo distinto de
cero S que tnicamente tiene a 0 y .S como sus submddulos se dice que es un maddulo
simple. El conjunto de todos los submédulos de un R — modulo M esta parcial-
mente ordenado por la inclusion. Sobre este orden un submddulo minimo de M es
so6lo un submodulo simple de M. Un submédulo propio N de M se dice submaodulo
mdximo de M si para cualquier submédulo N/ de M tal que N € N’ C M, se
sigue que N = N’ o N’ = M. Claramente A es un ideal izquierdo minimo de R si

y sélo si gA es un R — modulo simple.

La siguiente proposicién nos servira para demostrar mas adelante que el radical
de un médulo finitamente generado es propio.

Proposicién 1.1.2. Si M es un R — maddulo i1zquierdo finitamente generado dis-
tinto de cero, entonces M tiene submdédulos maximos.

Demostracion. Ver la demostracién en [4], 6.1.2]. |

A partir de ahora todo anillo del que hablemos serd un anillo con uno no conmu-
tativo y nos vamos a referir a los R — maodulos izquierdos por mdodulos. En caso

contrario se hard la aclaracion.

1.1.2. Homomorfismos de modulos

Definicién 1.1.4. Sean M y N dos médulos, decimos que una funcién f : M — N
es un homomorfismo (o morfismo) de mddulos si se cumplen para cualesquiera

ac€ Ryx,ye M:

1) flz+y) = flz)+ f(y)
2) flar) = af(x).
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Ejemplo 8. (1) El morfismo nulo. Definimos el morfismo nulo por

0:M — M

(2) El morfismo inclusion. Si N un submédulo de M, definimos el morfismo

inclusion por

LN — M

T = x.

(3) El morfismo candnico. Si N un submédulo de M, definimos el morfismo

canénico por

viM — M/N

r — x+ N.

(4) El morfismo identidad. Sea M un mdédulo, definimos el morfismo identidad

por

dy M — M

T = x.

Si N es submoédulo de M, denotamos el morfismo inclusion entre N y M por

N — M.

Al conjunto de todos los morfismos de M a N con M y N moddulos, lo denotamos
por Homgr(M,N) y cuando M = N, Homgr(M, N) seré escrito como Endg(M).
También notamos que Hompg(M, N) es un grupo abeliano aditivo, pero no un

modulo.

La siguiente observacién se puede consultar en [4].
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Observacién 1.1. (1) Si M esun (S, R)—biméduloy N es un S—mdédulo izquierdo,

entonces Hompg(sMpg,s N) es un R — médulo izquierdo.

(2) Si M es un (S, R) — bimédulo y N es un R — mddulo derecho, entonces

Hompg(sMpg, Ng) es un S — médulo derecho.

(3) Si N es un (S, R) — bimédulo y M es un S — médulo izquierdo, entonces

Hompg(sM.sNg) es un R — médulo derecho.

(4) Si N es un (S,R) — bimédulo y M es un R — médulo derecho, entonces

Hompg(Mpg,s Ng) es un S — médulo izquierdo.

De la Observacién anterior (1), tenemos la siguiente proposicién:

Proposicién 1.1.3. Si M es un médulo, entonces Hompg(R, M) = M como mbdu-

los.
Demostracion. Ver la demostracion en [4, 1.5.4]. |

Si f: M — N es un morfismo de médulos y M’ N’ son submédulos de M, N

respectivamente, entonces se definen

fMY) = {f(m) | m" e M'}.
AN = {me M| f(m)e N}

Proposicién 1.1.4. Sea f : M — N un morfismo de médulos.

(1) Si M’ es un submdédulo de M, entonces f(M’) es un submdédulo de N.

(2) Si N’ es un submdédulo de N, entonces f~'(N’) es un submédulo de M.

Demostracion. Ver la demostracion en [8, 3.1.2]. |

Definicién 1.1.5. Si f: M — N es un morfismo de médulos, entonces

Ker(f) = {me M| f(m)=0}.
Coker(f) = N/Im(f).
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Observacién 1.2. Si f: M — N es un morfismo de médulos, entonces Ker(f)

es submodulo de M.
Definicién 1.1.6. Sea f : M — N un morfismo de mdédulos.
(1) Decimos que f es un monomorfismo siy sélo si para todo médulo L y para
todo g1,92 € Hompg(L, M) tal que fg1 = fgo, ocurre que g; = go.

(2) Decimos que f es un epimorfismo si y sélo si para todo médulo L y para

todo hy, hy € Hompg(N, L) tal que hyf = haf, se cumple que h; = hs.

(3) Decimos que f es un bimorfismo si y sélo si f es monomorfismo y epimor-

fismo.
(4) Decimos que f es un isomorfismo siy sélo si existe f': N — M con [’ €

Hompg(N, M) tal que f'f =idy y ff =idy.

El siguiente teorema nos dice que en la clase R — mod, la definicion de monomor-
fismo y la definicién de epimorfismo son equivalentes a la definicién de inyectivo

y suprayectivo respectivamente.

Teorema 1.1.1. Sea f : M — N un morfismo de mddulos, entonces

(1) f es inyectiva si y s6lo si f es monomorfismo.
(2) f es suprayectiva si y sélo si f es epimorfismo.

(3) f es biyectiva si y sélo si f es bimorfismo si y s6lo si f es isomorfismo.

Demostracion. Ver la demostracion en [8 3.1.5]. |

Denotamos un monomorfismo y un epimorfismo entre dos médulos M y N por:

M — Ny M — N respectivamente.

Sea f : M — N un morfismo de médulos, si f es un epimorfismo, entonces decimos
que N es la imagen homomorfa de M. Y si f es un isomorfismo, entonces decimos

que M y N son isomorfos y lo denotamos por M = N.
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Lema 1.1.1. Sea f : M — N un morfismo de mddulos. Entonces se cumple lo
siguiente:

(1) f es monomorfismo si y sélo si Ker(f) = 0.

(2) Si M’ es submédulo de M, entonces f~(f(M')) = M' + Ker(f).

(3) Si N’ es submédulo de N, entonces f(f~1(N')) = N' N Im(f).

(4) Sea g : N — L, entonces

(i) Ker(gf) = f""(Ker(g)).
(ii) Im(gf) = g(Im(f)).

Demostracion. Ver la demostracion en [8, 3.1.8]. |
Teorema 1.1.2. (Primer Teorema de Isomorfismos para Médulos). Si f : M — N
es un morfismo de mddulos, entonces M/Ker(f) = Im(f).

Demostracion. Ver la demostracién en [4, 1.5.6 (3)]. [

Como consecuencia del Teorema anterior tenemos el siguiente corolario:

Corolario 1.1.1. Si f: M — N es un epimorfismo, entonces M/Ker(f) = N.

Si f: M — N es un monomorfismo, entonces f(M) es un submédulo de N que
es isomorfo a M. Cuando este es el caso decimos que M se sumerge en N y N

contiene una copia isomorfa de M.

Teorema 1.1.3. (Segundo teorema de Isomorfismos para Médulos). Si My y My
son submddulos de un médulo M, entonces My /(M; N My) = (M + Msy) /M.
Demostracion. Ver la demostracién en [4], 1.5.9]. |

Teorema 1.1.4. (Tercer Teorema de Isomorfismos para Médulos). Si M; y M,
son submddulos de un médulo M tales que M; C M,, entonces Ms/M; es un

submédulo de M /M,y y (M /My)/(My/My) = M/Ms.
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Demostracion. Ver la demostracion en [4, 1.5.8]. |

Teorema 1.1.5. (Teorema de Correspondencia para Médulos). Si f : M — N es
un epimorfismo, entonces existe una corresponedencia biyectiva entre los submédu-

los de M que contienen a Ker(f) y a los submédulos de N.

Demostracion. Sean o = {A < M | Ker(f) C A} y # = {B | B < N}.
Definamos f : & — 2 por f(A) = f(A). Notemos que f estd bien definida ya
que por la Proposicién [1.1.4] (1), f(A) es submédulo de N.

Veamos que f es inyectiva. Sean A;, Ay € o tales que f (A1) = f(Az), entonces por
el Lema[l.1.1](2), Ai + Ker(f) = f1(f(41)) = f1(f(As)) = Ao+ Ker(f). Como
Ay, Ay € o sesigue que Ker(f) C Ay y Ker(f) C Ay porlo que Aj+Ker(f) = Ay
y Ay + Ker(f) = A, esto es, A; = A,. Por lo tanto f es inyectiva.

Ahora veamos que f es suprayectiva. Sea B € # y sea A = f~!(B). Entonces por
la Proposicién (2), A es submédulo de M y ademéas Ker(f) C A por lo que
A € /. Entonces por el Lema[1.1.1](3) y el hecho de que f es epimorfismo, se sigue
que f(A) = f(f~Y(B))=BnNIm(f)=BNN = B. Es decir, f es suprayectiva.

Asi hemos mostrado que f es biyectiva. [ |

1.1.3. Productos directos y sumas directas de moédulos
Si {M;}ier es una familia de médulos, entonces el producto cartesiano [[,.; M;

junto con las operaciones
(@) + (yi) = (@i +vi) y (@) = (ra;)

para cada (z;), (y;) € [[,c; M; y para cada r € R es un médulo. La funcién ; :
[Lic; Mi — M; tal que m;((x;)) = x; para cada (z;) € [[,c; M; es un epimorfismo

M; definida

i€l
llamado la j —ésima proyeccién canénica y la funcién ¢; : M; — [ ],
por ¢j(z) = (x;), donde x; = 0sii # jyx; =2 sii=j, es un monomorfismo

llamado la j — ésima inclusion canénica. E1 médulo [].., M; junto con la familia

icl

de proyecciones canénicas {m; : [[,.; M; = M;}icr se dice el producto directo de
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la familia {M;};c;. A tal producto lo denotamos por ([[..; M;, ;). De aqui en

el

adelante nos referimos a [[,.; M; como el producto directo de la familia {M;};cr.

icl
Teorema 1.1.6. (Propiedad Universal del Producto). Si {M; | i € I} es una
familia de médulos, entonces el producto directo (], M;, ;) tiene la propiedad

de que para todo médulo N y para toda familia {f; : N — M;},c; de morfismos

existe un tnico morfismo f: N — [[..; M; tal que para cada i € I el diagrama

el

es conmutativo, esto es, f; = m; f para toda i € I.
Demostracion. Ver la demostracion en [4 2.1.1]. |

Si {M;}ics es una familia de médulos, entonces
HMi ={(x;) € HMl | #; = 0 para casi todo i € I}
iel icl

es un submodulo de [[,.; M;. Ademds, para cada j € I, existe un monomorfismo

Lj:Mj%H

iel
.e; M; dada por ¢j(x) = (x;), donde x; =0sii#jyx; =xsii=j.

La funcién ¢; es llamada la j — ésima inclusion candénica en [[,.; M;.

El médulo Hie ; M; junto con la familia {¢; },c; de inclusiones canénicas se dice la

suma directa externa de la familia {M;}icr y se denota por [, M;.

Teorema 1.1.7. (Propiedad Universal del Coproducto). Si { M, };es es una familia
de médulos, entonces (] ],.; M;, ;) tiene la propiedad de que para todo médulo N
y para toda familia {f; : M; — N},c; de morfismos existe un unico morfismo

[ I,e; Mi — N tal que para cada i € I el diagrama
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conmuta, esto es, f; = fi; para cada ¢ € I.

Demostracion. Ver la demostracién en [4, 2.1.5]. [

Notacién 1. Si I es un conjunto no vacio y {M;}ic; es una familia de mddulos,

entonces

MP o= H M; tal que M; = M para cada i € I producto directo de M.
iel
MO = H M; tal que M; = M para cada ¢ € [ suma directa de M.

i€l

Definicién 1.1.7. Sea {B;};c; una familia de submédulos de M, decimos que

M = @, ., B; es una suma directa interna si se cumple lo siguiente:

(1) M = Zz‘el B;.
(2) B:0 (et By) =0

Teorema 1.1.8. Si {M,};c; es una familia de médulos, entonces tenemos que

[[M: =Py M= M,

el icl

con M submédulo de [T, ; M;.

Demostracion. Ver la demostracion en [8, 4.2.1]. |

Observacion 1.3. Sea {M,};c; una familia de médulos. Si I es finito, entonces

[ =] M.

el el

Proposicién 1.1.5. Sea {M;};c; una familia de médulos. Entonces

(1) Homp(P,c; Mi, N) = [[,c; Homgr(M;, N) (como grupos abelianos) y

(2) Homg(N,[Lie; Mi) = [Lie; Homgr(N, M;) (como grupos abelianos)
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para cualquier modulo N.

Demostracion. Ver la demostracién en [4, 2.1.12]. |

1.1.4. Modbdulos libres

Recordemos que si N es un submoédulo de un médulo M, entonces el subconjunto
X de N tal que N = ) Rx se dice conjunto de generadores para N y decimos que
N es generado por X. Si X es un conjunto finito, entonces N se dice finitamente
generado. Recordar también que si N es generado por X y si {N;}ies es la familia

de todos los submédulos de M que contienen a X, entonces N = NiefN; = > Rx.

Definicién 1.1.8. Si M es un médulo, entonces un conjunto {x;};c; de elementos
de M se dice linealmente independiente si la inica manera en que una suma finita
Y icr @iv; de elementos de {z;}ier tal que Y, ; a;z; = 0, es que a; = 0 para cada i €
I. Si existe una suma finita ) ., a;z; de elementos de {x; }icr tal que Y., a;z; =0
con al menos un a; # 0, entonces el conjunto {x; };cs es linealmente dependiente. Si
un moédulo F' tiene un conjunto linealmente independiente de generadores {z;}icr,
entonces {x;}es se dice ser una base para 'y F se dice ser un médulo libre con

base {z;}ic;-

Ejemplo 9. El conjunto vacio () es un conjunto linealmente independiente para
todo médulo M, por lo que el médulo 0 es generado por el (. Por lo tanto el

maodulo 0 es libre y tiene por base al 0.

Ejemplo 10. El anillo R visto como médulo es libre con base {1}.
Proposicién 1.1.6. Un médulo F es libre si y sélo si existe un conjunto I tal que
F=RD.

Demostracion. Ver la demostracion en [4 2.2.4]. |

Proposicién 1.1.7. Todo médulo M es la imagen homomorfa de un moédulo libre.
Ademas, si M es finitamente generado, entonces el modulo libre puede ser elegido

finitamente generado.
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Demostracion. Ver la demostracion en [4, 2.2.6]. |

1.1.5. Swucesiones exactas de modulos

Definicién 1.1.9. Una sucesiéon M; ENS VEER Ms de moédulos y morfismos de
modulos se dice exacta en M si Im(f) = Ker(g), mientras que una sucesién de la

forma

SERRIEI VLSRG | SELNS VA

con n € 7, se dice una sucesion exacta si es exacta en M, para cada n € Z. Una
sucesion

S:0— M L ME M0
que es exacta en My, en M y en M, es llamada sucesion exacta corta.

Observacién 1.4. (1) Si 0 — M, 5 M % M, — 0 es una sucesion exacta

corta, entonces f es un monomorfismo y g es un epimorfismo.

(2) Si N es un submédulo de M, entonces 0 — N = M = M/N — 0, es una
sucesion exacta corta, donde ¢ es la inclusion candnica y v es el epimorfismo

natural.

Lema 1.1.2. Si f: M — Ny g: N — M son morfismos de médulos tales que
fg=1dy,
entones f es un epimorfismo, g es un monomorfismo y
M = Ker(f) ® Im(g).

Demostracion. Ver la demostracién en [3, 5.1]. |

Corolario 1.1.2. Si 0 — M, L M 2 M, — 0 es una sucesién exacta corta de

modulos. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) Existe f': M — M tal que f'f = idyy,.
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(2) Existe ¢’ : My — M tal que gg' = idyy,.
(3) M = M, & M.

Definiciéon 1.1.10. Sea 0 — M, i> M 2y M, — 0 una sucesién exacta corta de
modulos. Decimos que la sucesién exacta corta se escinde si sucede cualquiera de

las tres condiciones equivalentes del Corolario [1.1.2]

1.1.6. Moédulos inyectivos y proyectivos
Definicién 1.1.11. Un médulo I se dice inyectivo si dado cualquier diagrama

00— N, —> N,
|
I
de médulos y morfismos de médulos con fila exacta, existe un morfismo de médulos

g : Ny — I tal que el diagrama

0——>=N, —"~N,

conmuta.

Proposiciéon 1.1.8. Si M es submodulo de un médulo inyectivo I, entonces M
es sumando directo de I.

Demostracion. Ver la demostracion en [4, 5.1.2]. |

Definicién 1.1.12. Un submodulo distinto de cero N de un médulo M se dice
submédulo esencial de M, si N N N’ # 0 para todo submédulo no nulo N de
M. Si N es submédulo esencial de M, entonces M se conoce como una extension

esencial de N.

Ejemplo 11. Todo submédulo distinto de cero de Z es esencial.
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Definicién 1.1.13. Un médulo P se dice proyectivo si dado cualquier diagrama

P

|

Ny —l o Ny ——=0

de médulos y morfismos de médulos con fila exacta, existe un morfismo de médulos

g : M — N, tal que el diagrama

conmuta.

Proposicién 1.1.9. Si {M,}ic; es una familia de médulos, entonces @, ; M; es
proyectivo si y solo si M; es proyectivo para cada i € I.

Demostracion. Ver la demostracién en [8, 5.3.4]. |
Lema 1.1.3. El anillo R es un moédulo proyectivo.

Demostracion. Ver la demostracion en [4 5.2.5]. |

Corolario 1.1.3. Si R es un anillo, entonces g R es proyectivo.

Corolario 1.1.4. Todo médulo es la imagen homomorfa de un médulo proyectivo.

Demostracion. Ver la demostracion en [4 5.2.7]. |

Proposicién 1.1.10. Si P es un modulo, entonces las siguientes condiciones son

equivalentes

(1) P es proyectivo.
(2) Toda sucesién exacta corta 0 — M Iy My 4 P — 0 se escinde.

(3) Existe un médulo libre F' y un médulo K tal que FF = K & P.

Demostracion. Ver la demostracién en [3, 17.2]. |
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1.1.7. El Radical de Jacobson

Definicién 1.1.14. (1) El radical de Jacobson de un anillo R, denotado por
J(R), es la interseccién de todos los ideales izquierdos méaximos de R. Si

J(R) = 0, entonces R se dice ser un anillo semisimple de Jacobson.

(2) Si M es un médulo, entonces el radical de M, denotado por Rad(M), es la in-
terseccion de todos los submédulos maximos de M. Si M no tiene submédulos

maximos, entonces Rad(M) = M.
Proposiciéon 1.1.11. Si M es un modulo distinto de cero finitamente generado,
entonces Rad(M) # M.

Demostracion. Consecuencia de la Proposicion [1.1.2] |

La siguiente proposicién la encontramos en [8, 9.1.5(c)].

Proposicién 1.1.12. Si {M;};c; es una familia de mddulos, entonces

Rad(EP M;) = @5 Rad(M;).

i€l el

Proposicién 1.1.13. Las siguientes condiciones se satisfacen para todo anillo R.

(1) J(R) es un ideal de R que coincide con la interseccion de los ideales anula-

dores izquierdos de mdédulos simples.

(2) J(R) es el conjunto de todos los a € R tal que 1 —ra tiene inverso izquierdo

para todo r € R.
(3) J(R) es el mayor ideal de R tal que para todo a € J(R), 1 — a es unidad en
R.
Demostracion. Ver la demostracion en [4 6.1.7]. |

Lema 1.1.4. Si A es un ideal izquierdo de R tal que A C J(R), entonces AM C
Rad(M) para todo médulo M.
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Demostracion. Ver la demostracion en [4, 6.1.9]. |
Lema 1.1.5. (Lema de Nakayama). Sea A un ideal izquierdo de R tal que A C
J(R) y M es un médulo finitamente generado.

(1) Si N es un submoddulo de M tal que N + AM = M, entonces N = M.

(2) Si AM = M, entonces M = 0.

Demostracion. Ver la demostraciéon en [4, 6.1.10]. [

Definicién 1.1.15. Un submdédulo K de un médulo M se dice superfluo en M si

para todo submodulo N de M tal que K + N = M, entonces N = M.

Proposicién 1.1.14. Un ideal izquierdo A es superfluo en Rsiy sélosi A C J(R).
Ademas, si M es un médulo finitamente generado, entonces AM es superfluo en

M para todo ideal izquierdo A contenido en J(R).

Demostracion. Ver la demostracién en [4], 6.1.2]. |
La siguiente proposicién establece que el radical de un médulo M puede ser descrito
como la suma de de subméddulos superfluos en M.

Proposicién 1.1.15. Si M es un médulo y {K;}ie; es la familia de todos los
submddulos superfluos de M, entonces Rad(M) = .., K;.

Demostracion. Ver la demostracion en [4, 6.1.4]. |

Corolario 1.1.5. Para todo médulo M, Rad(M) contiene todos los submédulos

superfluos de M.

Ejemplo 12. (1) Como el tinico submédulo superfluo de Zy es el 0, entonces

por la Proposicién [1.1.15) Rad(Zz) = 0.

(2) Como Q no tiene submdédulos maximos, entonces Rad(Qz) = Q.

Ademas por [8, 9.2.1]. El radical de un anillo es bilateral.
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1.1.8. Moébdulos semisimples

Definicién 1.1.16. Se dice que un médulo M es semisimple si M = @, ; A,
con A; submédulo simple de M para cada ¢ € I. Un anillo R es semisimple si es

semisimple como maddulo.

Definicién 1.1.17. Un conjunto {ey,es,...,e,} de idempotentes de un anillo R
se dice conjunto de idempotentes ortogonales de R, si e;e; = 0 para toda %, j con
i #£jyee =esii=j.S11=e +e+- -+ e, entonces {e,es,...,6,} €s
llamado un conjunto completo de idempotentes de R. Un elemento idempotente e
de un anillo R se dice idempotente central de R si e esta en el centro de R, esto

es, ae = ea para todo a € R.
Proposiciéon 1.1.16. Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo

semisimple R

(1) Existen ideales izquierdos minimos Aj, As, ..., A, de R tales que

R=A0A o - -dA,.

(2) Si Ay, Ay, ..., Ay By, By, ..., By, son ideales izquierdos minimos de R tales
que

R=A4®A® DA YyYR=B&B,®---® B,

entonces n = m y existe una permutaciéon o : {1,2,...,n} = {1,2,...,n}

tal que A; = B,(;) parai=1,2,...,n.

(3) Si Ay, Ay, ..., A, es un conjunto de ideales izquierdos minimos de R tales
que

R:Al@AQ@@An,

entonces existe un conjunto completo {ey, e, ..., e,} de idempotentes orto-

gonales de R tal que

R:Rel@R€2@"'@R€n
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y A; = Re; parai =1,2,... n. Ademds, los idempotentes en {eq,es,...,e,}
son Unicos.
Demostracion. Ver la demostracién en [4, 6.4.11]. |

Lema 1.1.6. (Lema de Schur). Sean M y S dos médulos, con S simple. Entonces
se cumplen los siguientes enunciados.

(1) Si f:S — M es un morfismo no nulo, entonces f es un monomorfismo.

(2) Si f: M — S es un morfismo no nulo, entonces f es un epimorfismo.

(3) Endg(S) es un anillo con division.

Demostracion. Ver la demostracién en [4, 6.4.13]. |

Sea 8 la clase de todos los médulos simples, definamos la relacién ~ en § por
S ~ 5" siysélosi Sy S son isomorfos, entonces ~ es una relacién de equivalencia
en 8. Una clase de equivalencia [S] en 8 determinada por ~ se dice que es una

clase de isomorfismos de médulos simples.
Proposiciéon 1.1.17. Si R es un anillo semisimple, entonces sélo hay un nimero

finito de clases de isomorfismos de moédulos simples.

Demostracion. Ver la demostracién en [4, 6.4.14]. |

1.1.9. Capsulas inyectivas y cubiertas proyectivas

Recordemos que una extension esencial de un moédulo M es un médulo E que con-
tiene M tal que todo submédulo distinto de cero de F intersecta, no trivialmente,

a M.

Definicién 1.1.18. Una capsula inyectiva de un moédulo M es un médulo inyectivo
E(M) junto con un monomorfismo ¢ : M — E(M) tal que E(M) es una extensién

esencial de ¢(M). Una cépsula inyectiva ¢ : M — E(M) de M se dice inica salvo
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isomorfismos si dada ¢’ : M »— E(M)’ otra capsula inyectiva de M, existe un

isomorfismo f: E(M) — E(M) tal que f¢' = .

Teorema 1.1.9. Todo médulo tiene capsula inyectiva.

Demostracion. Ver la demostracion en [8, 5.6.4]. |

Definicién 1.1.19. Una cubierta proyectiva de un médulo M es un médulo pro-
yectivo P(M) junto con un epimorfismo ¢ : P(M) — M tal que Ker(yp) es
superfluo en P(M). Una cubierta proyectiva ¢ : P(M) — M de M se dice tnica
salvo isomorfismos si dada ¢’ : P(M)" — M otra cubierta proyectiva de M, existe
un isomorfismo f : P(M)" — P(M) tal que ¢ f = ¢'. El médulo proyectivo P(M)

sera denotado por P, cuando M es conocido.
Observaciéon 1.5. No todo médulo tiene cubierta proyectiva.

Ejemplo 13. El Z — mddulo Zs no tiene cubierta proyectiva. En efecto, supon-
gamos que ¢ : P — Zs es una cubierta proyectiva de Z,. Entonces Ker(p) C
Rad(P) C J(R)P = 0, es decir, ¢ es monomorfismo. Por lo tanto ¢ es un isomor-
fismo. Pero como Z es libre, existe un conjunto I tal que P = Z) y como ¢ es un
isomorfismo, se sigue que Zs es libre que es una contradiccién. Por lo tanto Zs no

tiene cubierta proyectiva.

En caso de existir, las cubiertas proyectivas son tnicas salvo isomorfismos.

1.1.10. El radical de un médulo proyectivo

Proposicién 1.1.18. Si M es un médulo proyectivo, entonces Rad(M) = J(R)M.

Como todo modulo libre es proyectivo, tenemos el siguiente corolario:

Corolario 1.1.6. Si F' es un médulo libre, entonces Rad(F) = J(R)F.

Demostracion. Ver la demostracién en [4, 7.2.4]. n
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Recordemos que para dos médulos M y N, el grupo aditivo Homg(M, N) puede
ser considerado un mdédulo izquierdo sobre Endg(M) y médulo derecho sobre

Endgr(N) en la forma canénica:

Endr(M) x Homgr(M,N) — Homg(M,N), (o, f) = af = foa,
Homp(M,N) x Endr(N) — Homg(M,N), (f,B) — fB8=pBo [,
para f € Homgr(M,N), a € Endgr(M), p € Endgr(N).
Proposicién 1.1.19. Si P es un médulo proyectivo, entonces f € J(Endg(P)) si
y sblo si Im(f) es superfluo en P.
Demostracion. Ver la demostracién en [3, 17.11]. |
Corolario 1.1.7. Si P es un médulo proyectivo y J(R)P es superfluo en P,
entonces
(1) J(Endg(P) = Homg(P,J(R)P).

(2) Endg(P)/J(Endp(P)) = Endp(P/J(R)P).

Demostracion. Ver la demostracién en [3, 17.12]. |

Corolario 1.1.8. Para un a anillo R tenemos que J(M,(R)) = M, (J(R)).

Demostracion. Ver la demostracién en [3, 17.13]. [

Proposicién 1.1.20. Si P es un moédulo proyectivo diferente de cero, entonces P

tiene un submédulo méximo.

Demostracion. Ver la demostracion en [4, 7.2.8]. |

Como consecuencia de la Proposicion anterior tenemos el siguiente corolario:

Corolario 1.1.9. Si M es un médulo proyectivo, entonces Rad(M) # M.
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1.1.11. Anillos semiperfectos

Definicién 1.1.20. Un anillo R se dice semiperfecto izquierdo si todo mdodulo
finitamente generado tiene cubierta proyectiva.
La siguiente proposicién la encontramos en [4, 7.2.11].

Proposicién 1.1.21. La siguientes condiciones son equivalentes para un anillo R.

(1) R tiene un tnico ideal izquierdo méximo.

(2) J(R) es el tnico ideal izquierdo méximo de R.
(3) R/J(R) es un anillo con divisién.

(4) J(R) ={a € R | ano es unidad en R}.

(5) Sia € R, entonces a o 1 — a es una unidad.
(6) R tiene un tnico ideal derecho méaximo.

(7) J(R) es el tinico ideal derecho méximo de R.

(8) Si U(R) es el grupo de las unidades de R, entonces a + b € U(R) implica
quea € RobeR.

Definicién 1.1.21. Un anillo R se dice un local si R satisface alguna de las

equivalencias de la Proposicién [1.1.21]

Ejemplo 14. Si R es un anillo divisible, entonces R es un anillo local.
Observacién 1.6. Los tnicos idempotentes de un anillo local son 0 y 1.
Recordemos que un ideal izquierdo (derecho, ideal) A de R es un ideal izquierdo
(derecho, ideal) nilpotente, si existe un entero positivo n tal que A™ = 0. Un ideal

izquierdo (derecho, ideal) A de R se dice nil ideal izquierdo (derecho, nil ideal) si

todo elemento de A es nilpotente.
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Definicién 1.1.22. Si [ es un ideal bilateral de R y g es un idempotente en el
anillo R/I, entonces decimos que g se puede levantar a R si existe un idempotente
e € Rtal que g =e+ I. Si e es un idempotente de R tal que g = e + I, entonces

decimos que e levanta a g médulo I o que g puede ser levantado a R modulo 1.

Proposicién 1.1.22. Si [ es un nil ideal de R, entonces los idempotentes de R/

se pueden levantar a R.

Demostracion. Ver la demostracién en [3, 27.1]. [

En general, si ¢; y g2 son idempotentes ortogonales de R/I, que son levantados
por los idempotentes e; y e; de R, no nos garantiza que e; y ey sean ortogonales.

Sin embargo si I C J(R), la ortogonalidad se preserva.

Proposicién 1.1.23. Si los idempotentes de R/ se pueden levantar a R médu-
lo un ideal bilateral I contenido en J(R), entonces todo conjunto numerable de
idempotentes ortogonales de R/I se puede levantar a un conjunto numerable de
idempotentes ortogonales de R. Ademéds, un conjunto completo {fs, fi,..., fu}
de idempotentes ortogonales de R/I se puede levantar a un conjunto completo

{e1,€3...,€e,} de idempotentes ortogonales de R.

Demostracion. Ver la demostracién en [4, 7.2.15]. |

Lema 1.1.7. Un médulo ciclico M tiene cubierta proyectiva si y sélo si existe
un idempotente e € R y un ideal izquierdo A de R contenido en J(R) tal que
M = Re/Ae. Bajo estas condiciones, el epimorfismo canénico v : Re — Re/Ae

compuesto con el isomorfismo M = Re/Ae produce una cubierta proyectiva para

M.

Demostracion. Ver la demostracién en [4, 7.2.17]. |

Proposicién 1.1.24. Las siguientes condiciones acerca de un médulo proyectivo

P distinto de cero son equivalentes.

(1) P es una cubierta proyectiva de un médulo simple.
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(2) J(R)P es un submdédulo méximo superfluo en P.

(3) Endg(P) es un anillo local.
Mas an, si estas condiciones se mantienen, entonces P = Re para algiin idempo-
tente e de R.
Demostracion. Ver la demostracién en [3, 17.19]. [
Corolario 1.1.10. Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo R y
un elemento idempotente e de R.

(1) Re/J(R)e es un médulo simple.

(2) J(R)e es el inico submédulo méximo de Re.

(3) eRe es un anillo local.
Proposicién 1.1.25. Si I es un ideal bilateral de R tal que I C J(R), entonces
las siguientes condiciones son equivalentes.

(1) Los idempotentes de R/I levantan a R.

(2) Todo sumando directo del médulo R/ tiene una cubierta proyectiva.

(3) Todo conjunto de idempotentes ortogonales de R/I se levanta a un conjunto

completo de idempotentes ortogonales de R.

Demostracion. Ver la demostracién en [4, 7.2.22]. |
Proposicién 1.1.26. Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo
R.

(1) R es semiperfecto.

(2) R/J(R) es semisimple y los idempotentes de R/J(R) se pueden levantar a
R.
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(3) R tiene un conjunto completo {eq, e, ...e,} de idempotentes ortogonales tal

que e; Re; es un anillo local parai=1,2,...,n.

(4) Todo moédulo simple tiene cubierta proyectiva.

Demostracion. Ver la demostracién en [4, 7.2.23]. [

1.1.12. Anillos perfectos

Lema 1.1.8. Sea aq,as, ... una sucesion de elementos de R. Si F' es un modulo
libre con base {x,}nen, sea y, = =, — apzp1 para cada n € N. Si M es un
submoddulo de F' generado por {y, }nen, entonces
(1) M es un médulo libre con base {y, fnen ¥
(2) M = F siy sblo si para cada k € N, existe un entero n > k tal que
Qg1 ap = 0.
Demostracion. Ver la demostacion en [4] 7.2.24]. |

Definicién 1.1.23. Un subconjunto K de R se dice T — nilpotente izquierdo
si para toda sucesion aj,as,... de elementos de K existe un natural n tal que

aias - --a, = 0.

Observacion 1.7. Si A es un ideal izquierdo de R con A T'— nilpotente izquierdo
o derecho, entonces A es nil. En efecto, si a € A, entonces a, a, ... es una sucesioén

en A, por lo que a” = 0 para algiun natural n.
Lema 1.1.9. Si A es un ideal izquierdo de R, entonces las siguientes condiciones
son equivalentes.

(1) A es T — nilpotente izquierdo.

(2) Para todo médulo M con AM = M se sigue que M = 0.

(3) Para todo médulo M, AM es superfluo en M.
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(4) AF es un submédulo superfluo de todo médulo libre F' = R,

Demostracion. Ver la demostracién en [4, 7.2.26]. |
Definicién 1.1.24. Un anillo R se dice anillo perfecto izquierdo, si todo modulo
tiene cubierta proyectiva.

El siguiente corolario lo encontramos en [8, 11.6.2].

Corolario 1.1.11. Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo R.

(1) R es perfecto izquierdo.

(2) R™ es semiperfecto como R — médulo izquierdo.

(3) R es semiperfecto y todo R —mddulo izquierdo libre tiene radical superfluo.
Proposicién 1.1.27. (Bass). Las siguientes condiciones son equivalentes para un
anillo R.

(1) R es un anillo perfecto izquierdo.

(2) R/J(R) es semisimple y todo médulo distinto de cero contiene un submaédulo

maximo.

(3) R/J(R) es semisimple y J(R) es T — nilpotente izquierdo.
Demostracion. Ver la demostracién en [4, 7.2.28]. [

La siguiente Observacién la encontramos en [3, 28.5].

Observacion 1.8. Si todo médulo tiene submédulos maximos, entonces J(R) es

T — nilpotente izquierdo.
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1.2. Teoria de Reticulas

Definicién 1.2.1. Un conjunto parcialmente ordenado es un par (A, <) donde A
es un conjunto no vacio y < es una relaciéon binaria sobre A que satisface:

(1) Ley reflexiva: a < a.

(2) Ley transitiva: a < by b < ¢, entonces a < c.

(3) ley antisimétrica: a < by b < a, entonces a = b.

para todo a,b,c € A.

Si (A, <) es un conjunto parcialmente ordenado, decimos que dos elementos a, b €
(A, <) son comparables si a < b o b < a. En caso contrario se dice que a y b son

incomparables.
Definicién 1.2.2. Si (A, <) es un conjunto parcialmente ordenado, entonces
(1) El elemento mayor (menor) de un subconjunto X de A, es un elemento
m € X tal que para todo x € X x < m (respectivamente m < x).

(2) Un elemento m € X es llamado mdzimo (minimo) en X si no existe un
elemento en X mayor (menor) que m, es decir, si para todo z € X tal que

m < x (respectivamente x < m), entonces m = z.

Observacion 1.9. En caso de existir el elemento mayor o menor de un conjunto,

este es tnico por antisimetria.
Definicién 1.2.3. Sea (A, <) un conjunto parcialmente ordenado y sea X un

subconjunto de A.

(1) Un elemento a € A es una cota superior (inferior) de X, si para todo x € X

se cumple que x < a (respectivamente a < x).
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(2) Un elemento a € A es llamado supremo o yunta de X, si es la menor de las
cotas superiores de X. Y lo denotamos por sup X o \/ X.
De manera dual, se dice que un elemento a € A es el infimo o cuna de X, si
a es la mayor de las cotas inferiores de X. Y lo denotamos por inf X o A X.
Como caso particular, sup {a,b} =aV be infla,b} =a Ab.

Observacién 1.10. En caso de existir el supremo y el infimo, estos son tnicos.

Definicién 1.2.4. Un reticula es un conjunto parcialmente ordenado en el cual,

cada par de elementos tienen supremo e infimo.

Proposicién 1.2.1. En cualquier reticula (., <), las operaciones binarias V y A

son asociativas, conmutativas y satisfacen la propiedad de absorcon:

(aVb)ANa=(aNb)Va=a,

para todo a,b € Z.

Lema 1.2.1. Si (¢, <) es una reticula, entonces las siguientes condiciones son

equivalentes para cualesquiera a,b € &

(1) a<b
(2) aNb=a
(3) aVvb=hb.

Lema 1.2.2. Si (.Z, <) es una reticula, entonces para todo a,b, ¢ € £ se cumple
lo siguiente

(1) Sib<e¢,entoncesaANb<aAcyaVb<aVec.

(2) Sia<bya<c entoncesa<bVcya<bAc.

(3) avV(bAc)<(aVb)A(aVec).

(4) (aAb)V(anc)<aA(bVc).
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(5) Sia <e¢, entonces aV (bAc) < (aVb)Aec.
(6) Sic <a,entonces (a Ab)Ve<aA(bVec).

Definicién 1.2.5. Una reticula .Z se dice completa, si cada subconjunto S de £

tiene supremo e infimo.

En una reticula completa .Z existe un elemento mayor denotado por 1 y un ele-

mento menor denotado por O.

Teorema 1.2.1. Sea .Z un conjunto parcialmente ordenado tal que todo subcon-

junto no vacio S de .Z tiene infimo. Entonces .Z es una reticula completa.

1.2.1. Reticulas modulares y distributivas

Definicién 1.2.6. Una reticula .Z se dice modular si para cada a,b,c € £, con
a < ¢, se cumple que

aV(bAc)=(aVb)Ac.
Teorema 1.2.2. Una reticula .Z es modular si y sélo si para todo a,b,c € £
talesque a < c,aAb=cAbyaVb=cVDbimplica que a = c.
Recordemos que en cualquier reticula %, si a, b, c € £ siempre se cumple que

(anNb)V(anc) <aAn(bVec).

Sin embargo la otra desigualdad no siempre ocurre.

Definicién 1.2.7. Una reticula £ se dice distributiva si para cualesquiera a, b, ¢ €
£ se cumple que

aN(bVe)=(aNb)V(aAec).
Proposicién 1.2.2. Toda reticula distributiva es modular.

Lema 1.2.3. Una reticula .Z es distributiva si y sélo si para cualesquiera a, b, ¢ €
Z se cumple que aV (bAc¢) < (aVb)A(aVe)y por lo tanto se cumple la igualdad
aV(bAc)=(aVDb)A(aVc).
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1.2.2. Reticulas complementadas y pseudocomplementa-

das

Definicién 1.2.8. Sea .Z una reticula con 0 y 1. Si a € £, entonces un comple-

mento de a en £ es un elemento ¢ € .Z tal que
aNc=0yaVe=1.
Una reticula . se dice complementada si cada elemento de £ tiene complemento

en 2.

Proposicién 1.2.3. Sea .Z una reticula distributiva con 0 y 1 y sea a € Z. Si b

es un complemento de a en .Z, entonces b es unico.
Definicién 1.2.9. Sea .Z una reticula modular con 0 y 1, entonces
(1) Sia € Z, definimos el pseudocomplemento de a en £ como un elemento ¢
tal que a A ¢ =0 y ¢ es maximo con esta propiedad.

(2) Sia € &, definimos el pseudocomplemento fuerte de a en £ como un ele-

mento c tal que a A ¢ =0 y ¢ es elemento mayor con esta propiedad.
Lema 1.2.4. En una reticula modular con 0 y 1, todo complemento es un pseu-
docomplemento.
Como consecuencia tenemos el siguiente Corolario:

Corolario 1.2.1. Toda reticula modular complementada es pseudocomplementa-

da.
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Algunas reticulas de clases de

modulos

Definicién 2.0.1. Sea ¥ una subclase en R — mod. Decimos que € es abstracta
si es cerrada bajo isomorfismos, esto es, si N 2 M y M € €, entonces N € €.
De aqui en adelante toda clase de mdédulos de la que hablemos sera abstracta.

En este trabajo vamos a estudiar las reticulas de clases de médulos cerradas bajo
submodulos, cocientes, sumas directas y capsulas inyectivas, denotadas por <, —»

,@® y FE respectivamente.

Si P es un subconjunto de {<, —, @ E}, denotamos por .£p a la reticula de clases

de médulos cerrada bajo propiedades de P.

Definicién 2.0.2. Sea P un subconjunto de {<, —,® E}.

(1) Definimos un orden parcial en Zp por € < €, si y sélo si € C 6.

(2) Si{%}icr es una familia en Zp, definimos el infimo de la familia por /\ € =

ﬂ el
;.

el

31
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De la Definicién anterior y el Teorema [1.2.1], tenemos que Zp es una gran reticula

completa. Donde usamos el termino gran, para referirnos a una clase y no necesa-

riamente a un conjunto.

A continuacién definimos algunas de clases de médulos:

Definicién 2.0.3. Sea % una clase de mddulos.

(1)

Decimos que % es una clase de pretorsion hereditaria si es cerrada bajo

submoédulos, cocientes y sumas directas.

Decimos que & es libre de pretorsion si es cerrada bajo submoddulos y pro-

ductos directos.

Decimos que % es una clase libre de torsion si es libre de pretorsion y cerrada

bajo extensiones exactas.

Decimos que % es una clase abierta si es cerrada bajo submddulos y cocien-

tes.

Decimos que € es una clase de Serre si es cerrada bajo submédulos, cocientes

y extensiones

Los siguientes son ejemplos de las clases de mddulos definidas arriba:

Ejemplo 15. (1) La clase de médulos semisimples es una clase de pretorsion

hereditaria.

La clase de todos los médulos M tal que Zoc(M) = 0 es un ejemplo de clase

libre de pretorsion.
La clase de los modulos no singulares es una clase libre de torsion.

La clase de los modulos superfluos en su capsula inyectiva es un ejemplo de

clase abierta.

La clase de todos los modulos artinianos y la clase de todos los mddulos

neterianos son ejemplo de clases de Serre.
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Definicién 2.0.4. Sea P un conjunto de propiedades de cerradura y sea ¢ una
clase en R —mod. Entonces £p(%) es la menor clase de médulos que contiene a €

cerrada bajo propiedades de P.

Los siguientes enunciados acerca de una reticula .Zp nos ayudaran a demostrar

algunas propiedades de las reticulas de clases hereditarias y cohereditarias:

Definicién 2.0.5. Sea P un conjunto de propiedades de cerradura y Zp una

reticula de clases cerrada bajo propiedades de P.

(1) Decimos que Z es un pseudocomplemento para € en Zp, si Z es maximo
con la propiedad de que € N %Y = 0. Si ¥ estd en £p, denotamos a su

pseudocomplemento por €-7.

(2) Un pseudocomplemento & de € es llamado fuerte, si es el mayor elemento

en Zp tal que € N2 = 0.

(3) Denotamos por Skel(Zp) a la clase de todos los pseudocomplementos de

Zp.

Proposicién 2.0.1. Si Zp es fuertemente pseudocomplementada, con P un con-

junto de propiedades de cerradura, entonces:

(1) Para cada ¢ € Zp tenemos que € C (€+7)*17.

(2) Si o, B € Lp tal que o C B, entonces B C /7.

Demostracion. (1). Sea €+ el pseudocomplemento fuerte de € en Zp y sea
(%LP)LP el pseudocomplemento fuerte de €7 en Zp. Como € N €+* =0y
(€+P)1r es el mayor elemento en Zp tal que €17 N (€+7)1F = 0 se sigue que

€ C (€1r)tr.

2). Sean o/, B € Lp tal que & C By sean /7, 7 sus pseudocomplementos
y

fuertes en %p respectivamente. Entonces 2 N %17 = 0 y como &/ C % se tiene

que & NZA+7 = 0. Pero &/*7 es el mayor elemento en .%p tal que &7 N/ = 0.

Por lo tanto P C o7 tP. [ |
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2.0.1. Clases hereditarias y cohereditarias de médulos

Definicién 2.0.6. Una clase € € R—mod es llamada clase hereditaria si es cerra-
da bajo submédulos. Denotamos por %<} a la clase de todas las clases hereditarias
en R — mod.
Los siguientes son ejemplos de clases hereditarias de modulos:
Ejemplo 16. (1) Las clases de pretorsion hereditaria.

(2) Las clases libres de torsion.

(3) Las clases de Serre.

(4) Las clases abiertas.
Definimos un orden parcial en .Z{<} como sigue:
Si 61,6, € ZL<y, decimos que €1 < 65 siy sélo si 61 C 6.
Observacion 2.1. Sea .% una familia de clases hereditarias, entonces

1) ﬂ Fy U Z son clases hereditarias.

D NF=7y\VZ=7

3) R—mody {(0)} son clases hereditarias.

Demostracion. 1) Sea M € ﬂgz y sea N < M. Entonces M € € para toda
¢ € #.Y como N < M tenemos que N € ¥ para toda ¥ € .%#. De donde
N e ﬂﬁ Por lo tanto ﬂﬁ € L«

De manera similar si M € Uﬂ y N < M, entonces existe ¢ € % tal que

M e €. Y como N < M tenemos que N € €. De donde N € Ugf Por lo tanto
U F € g{g}.

2) Es fécil ver que m? C ¢ para toda ¢ € F. Sea &/ € L<y tal que &/ C €
para toda ¢ € %, entonces & C ﬂﬁ Por lo tanto /\ﬁ = ﬂﬂ
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Ahora veamos que \/ F = U % . Notemos que & C U Z para toda € € .#. Sea
P € Li<y tal que € C £ para toda ¢ € %, entonces Uﬁ C A. Por lo tanto

VZz=J7 u

Escribimos 0 y 1 para denotar {(0)} y R — mod respectivamente.

Como consecuencia de la Observacién anterior tenemos que .Z{<j es una gran

reticula completa.

Proposicién 2.0.2. Sea € una clase de médulos. Entonces £<(%) es la clase de
todos los modulos N tal que existe un monomorfismo distinto de cero de N a algin

elemento de %.

Demostracion. Sea # = {N | existe un monomorfismo distinto de cero N

Ccon C €%}

» Primero veamos que % € Z<y. Sea N € & y sea M < N. Veamos que
M e . Como M < N podemos considerar el morfismo inclusiéon M < N
que es un monomorfismo distinto de cero. Y dado que N € £, tenemos que
existe un monomorfismo distinto de cero N — C' con C' € €. Entonces la
composicion M < N »— C es un monomorfismo distinto de cero con C' € €.
Por lo tanto, M € J y entonces, # € Z[<y. Notemos también que ¢ C &
ya que si C' € €, podemos considerar el morfismo identidad idg : C' — C' el

que es un monomorfismo. Luego C' € J#". Por lo tanto ¥ C ¢ .

= Ahora veamos que £ es la menor clase que contiene a €. Sea 7 € L«
tal que € C 9 y sea N € ¥, entonces existe un monomorfismo distinto de
cero N — C con C € €, entonces C € Z y como ¥ € Z|<3, se sigue que
N € 9. Por lo tanto % C 9, es decir, £ es la menor clase que contiene a

t.

Por lo tanto & = £<(€). |

En la siguiente proposicién vamos a demostrar que cada ¢’ € -Zj<; tiene un tinico

pseudocomplemento.
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Proposicién 2.0.3. Sea ¥ € Z<;. Entonces €+< es la clase &/ de todos los
modulos M tal quesi N € €y f: N — M es un monomorfismo, entonces N = 0.

Maés atn €*< es un pseudocomplemento fuerte de €.

Demostracion. Sea¢ € Li<yyseaad ={M | N — M con N € €, entonces N =
0}.

» Veamos por contradiccién que &7 € Z<;. Sea M € &/ y supongamos que
existe N < M tal que N ¢ <, entonces existe un monomorfismo distinto de
cero N' — N tal que N' € € y N' # 0. Como N < M podemos considerar
el morfismo inclusiéon N < M que es un monomorfismo. Entonces tenemos
que la composicion N’ »— N < M es un monomorfismo. Pero como M € .o/
y N’ € €, se sigue que N’ = 0 que es una contradiccién. Entonces N € o

y por lo tanto &7 € Z<;.

= Ahora veamos que €N/ =0. Sea M € €N/, entonces M € €y M € o .
Consideremos el morfismo identidad M »— M,y como M € € y M € <,
entonces M = 0. Por lo tanto € N .« = 0.

= Por ultimo veamos que .« es pseudocomplemento fuerte, es decir, <7 es la
mayor clase en Zj<y tal que ¢ N .o/ = 0. Por contradiccién, sea I € L«
pseudocomplemento de € tal que 2 ¢ <7, entonces existe M € 2 tal que
M ¢ o/. Entonces existe 0 # N < M con N € €, y como 9 € ZL<3, se
sigue que N € €N, es decir, N = 0 que es una contradiccién. Por lo tanto

9 C o

Por lo tanto & = €+=<. [ |

Proposicién 2.0.4. Sea ¢ € Z<y. Entonces (¢+<)< es la clase de todos los
moédulos N, tal que para cada monomorfismo distinto de cero de un R — maddulo

K a N, existe U € ¥ y un monomorfismo distinto de cero de U a K.
Demostracion. Por la Proposicién tenemos que

(=)< ={Nc€R—mod| f: K N con K € 6+<, entonces K = 0}.



Capitulo 2. Algunas reticulas de clases de mddulos 37

Sea N € (¢+=<)1<, entonces dado f : K — N con K € €*=< se cumple que K = 0.
Como K € €+<, dado g : K’ — K con K’ € €, entonces K’ = 0. Entonces

Lo El tinico monomorfismo
(¢=)"==<N€R-—mod ,
K — N con K € €+< es el cero

entonces

Para cada monomorfismo diferente del cero

(€+<)<=={ N € R—mod
K»— N, K ¢ €*<

Notemos que K ¢ €< si y sélo si existe un monomorfismo diferente del cero

Ur— Ktalque U € 7. [ |

Definicién 2.0.7. Una clase ¥ de moédulos es llamada clase cohereditaria si es
cerrada bajo cocientes (imdgenes homomorfas). Denotamos por £} a la clase de
las clases de R — mddulos cerrados bajo cocientes.

Los siguientes son ejemplos de clases cohereditarias:

Ejemplo 17. La clase de los médulos finitamente generados.

Ejemplo 18. La clase de los grupos abelianos divisibles.

Existe un orden parcial en .Z_,y definido por: 4} < 65 si y sélo si 61 C 6.

Sea {%; }icr es una familia de clases cohereditarias. Definimos el infimo de la familia

por

N =%

iel el

Asf tenemos que Z}_, es una gran reticula completa.

Ademads notamos que si {%; }ic; es una familia de clases cohereditarias, entonces

Via-Ue

icl el
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Proposicién 2.0.5. La clase cohereditaria generada por la clase € C R — mod,
denotada por £_,(%) es la clase de todos los médulos N tal que existe un epimor-

fismo de algin elemento M € € a N.

Demostracion. Consideremos £ = {N | existe un epimorfismo M — N con M €

%Y.

= Primero veamos que J# es una clase cohereditaria. Sea U € £ y sea V
un cociente de U. Veamos que V € . Como U € J | entonces existe un
epimorfismo M — U con M € % y como V es un cociente de U se sigue
que la composicion M — U — V es un epimorfismo con M € % . Entonces
V € . Por lo tanto . € Z|_,. Notemos también que € C J# ya que si
M € €, podemos considerar la funcién identidad de M, idy : M — M que

es un epimorfismo. Entonces M € J# . Por lo tanto € C 7.

» Ahora veamos que J# es la menor clase en Z_,y tal que € C JZ. Sea
9 € Ly tal que € C 2 ysea N € J, entonces existe un epimorfismo
M — N con M € €, entonces M € 2, entonces N € & ya que ¥ € £,

entonces # C 9.

Por lo tanto & = £_,.(%). |

Proposicién 2.0.6. 5i ¢ € Z_,;, entonces ¢ tiene un tnico pseudocomplemento
€+, el cual es la clase .# de todos los médulos N, tal que si f : N —» C es un
epimorfismo con C' € &, entonces C' = 0. Més atin, €~ es un pseudocomplemento

fuerte de %.

Demostracion. Sea # = {N | N — C con C' € € entonces C' = 0},

» Veamos que % € Z_;. Sea N € # y A un cociente de N. Veamos que
A € . Esto es, dado un epimorfismo A — C con C € %, entonces C' = 0.
Como A es un cociente de N, se sigue que la composiciéon N — A — C es
un epimorfismo. Pero N € J#, de donde C' = 0. Entonces A € # . Por lo
tanto £~ € Z_.,.
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= Ahora veamos que € N .# = 0. Sea N € € N %, entonces tomando el
morfismo identidad N — N que es un epimorfismo y como N € €, se sigue

que C = 0. Por lo tanto € "% = 0.

» Por tltimo veamos que % es pseudocomplemento fuerte de ¢ en £, es
decir, . es la mayor clase cohereditaria tal que € N.J# = 0. Sea Z € £,
tal que € N Z = 0. Tomemos D € & y un epimorfismo D — FE con E € €.
Como Z € Z_. tenemos que I/ € Z. Entonces I € €NY, entonces & = 0,
de donde se sigue que D € . Por lo tanto ¥ C 7.

Por lo tanto J# = €1+~. [ |

Observacién 2.2. Sea ¢ € %y, entonces N' ¢ €+~ si y sélo si existe un

epimorfismo distinto de cero N’ — N”, con N" € €.

Teorema 2.0.1. Si ¢ € .Z_, entonces (¢~ )" es la clase de todos los médulos
N, tal que todo cociente diferente distinto de cero M de N tiene un cociente

distinto de cero en %.

Demostracion. Por la Proposicién tenemos que

(¢+)~ = {N|N - M con M € €, entonces M = 0}

= {N|N - M con M #0, entonces M ¢ €+~ }.

Y por la Observacion como M ¢ €+~ existe un cociente distinto de cero L
de M con L € €. |

2.0.2. Clases naturales y conaturales de mdédulos

Definicién 2.0.8. Una clase € C R — mod es una clase natural si es cerrada bajo
submédulos, sumas directas y cépsulas inyectivas. Denotamos por Zi< g g a la

reticula de todas las clases naturales en R — mod.

Observacion 2.3. Toda clase natural es una clase hereditaria.
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Teorema 2.0.2. Si ¢ € %<}, entonces €< es una clase natural.

Demostracion. En la Proposicion se demostré que €< es cerrada bajo
submédulos. Veamos que €*< es cerrada bajo cédpsulas inyectivas, es decir, si
N € €+<, entonces E(N) € €1<. Sea K € ¥ tal que existe un monomorfis-
mo f : K »— FE(N), veamos que K = 0. Supongamos que K # 0, entonces
0 # f(K) < E(N) y como E(N) es la capsula inyectiva de N, se sigue que
f(K)N N # 0. Luego, como f(K)N N < N € ¢+<, podemos considerar el mor-
fismo inclusién f(K) NN < N que es monomorfismo. Ademas f(K) = K por lo
que f(K) € €,y como € € L<y, se sigue que f(K)N N € € lo que implica que
f(K)N N = 0 que es una contradiccién. Por lo tanto K = 0 y en consecuencia
E(N) € €+<. Ahora veamos que €*< es cerrada bajo sumas directas, es decir, vea-
mos que si { N, }aer €s una familia en €< entonces D Na € €+<.Sea {Ny}acr
una familia en €< y supongamos que existe K — @@, ; Ny con K € €. Si K =0
terminamos. Si K # 0, sea k € K\{0} tal que k = ng, + nay, + -+ + 1y, con s =
min{r € N |k =nq, +--+n,, conn,, € N,, para todai € {1,...,r}}. Seat € R
tal que tk = 0, entonces tn,, +tng, +---+1tn,, = 0y por la eleccién de £ se tiene
que tng, =tng, = -+ =tn,, =0, es decir, (0:ny,) = (0:ng,) =+ = (0: ng,).
Ya que en caso contrario si existiera u € (0 : ny,) tal que u & (0 : ny,) con i # j
tendriamos que uk = ung, +unqg, +- - - +ung, +- - +unq; +- - - +uny, € K, lo cual
seria una contradiccion puessuk’ tendria una representacién menor a la de k. Tam-
bién notemos que (0 : k) = ﬂ(O ' N, ). Entonces se sigue que (0 : k) = (0 : ng, ), de
R R

donde Rk = 0.5 = 0 n) Y Rng, < N,, € €*=, entonces existe Rk »— N,,,

entonces Rk = 0, entonces k = 0 que es una contradiccion. Por lo tanto K =0. W

Corolario 2.0.1. Si ¢ € Z<}, entonces (¢+<)*< es una clase natural.

Demostracion. Por la Proposicién m tenemos que ¢*< € Z}<y, entonces por
el Teorema m (6+<)= € L< @) |

Recordemos que una clase de médulos € es cerrada bajo extensiones esenciales si

dado N € €y N <.s M, entonces M € €.
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Corolario 2.0.2. Toda clase natural es cerrada bajo extensiones esenciales.

Proposicién 2.0.7. Si N es una clase natural, entonces N = (N+=)+=<.

Demostracion. Veamos que N C (N+t<)+=<. Por la Observacién [2.3| tenemos que
si N € Zi<g.ry, entonces N € Z<y v ademds por la Proposicién Li<)
esta fuertemente pseudocomplementada. Luego por la Proposicion (1), NC
(NL<)t=.

Ahora veamos que N 2 (N+=)1<. Sea M € (N+=)1< entonces por la Proposicién
2.0.4] para cada 0 # L < M existe 0 # K < L tal que K € N. Consideremos

{K,}aex la familia de todos submddulos de M tales que K, estd en N para cada

a € X. Como N € Zj< g ), entonces @ K, € N. Luego, por el Corolario |2.0.2

acX
es suficiente demostrar que @ K, <¢s M. Sea 0 # U < N, entonces existe 0 #

aeX

U' < U tal que U’ estd en N, entonces U N @ K, # 0, entonces U N @ K, #0.

acX aeX
Por lo tanto @ K, es esencial en M. [ |

aeX

Observacién 2.4. Sean &, % € L <. Si & C A, entonces B+< C o/ +<.

Demostracion. Sean o/, B € ZLj<y tal que & C HB. Como Zj<; es fuertemente
pseudocomplementada, por la Proposicién (2), Bt= C s, |

Proposicién 2.0.8. Dado € € Ly, (€+<)< es la clase natural generada por
C.

Demostracion. Por la Proposicién tenemos que € C (€1<)*=<. Sea 2 €
ZLi<@.p tal que € C 2. Entonces por la Observacién 9+< C €+<. Por lo
tanto (¢+=<)t< C (2+=)t<. Pero por Proposicién como 9 € Li< @k} se
sigue que 2 = (2+<)*<. Luego (€+<)t< C 2. Por lo tanto (¢+<)*< es la clase

natural generada por %. [

Proposicién 2.0.9. Si ¢ € .Z[< g}, entonces €< = Cr<®n.

Demostracion. Sea € € ZLi< g ry- Como Li< g py estd fuertemente pseudocom-

plementada, existe un elemento mayor €+<®-# en L« g gy tal que € NE <08 =
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0. Por otro lado ¥ € Z<, de donde existe un elemento mayor €< tal que
¢ NE+< = 0. Notemos que €t<er C €< ya que ¢+<eF € Zi<y v la mayor
clase que cumple € N €+<eF = 0 en € ZLi<y es €*<. De manera andloga se

demuestra que €+< C €+<e# . Por lo tanto €+< = €+<®=. |

Teorema 2.0.3. Zj< g 5 = Skel(Zj<y)

Demostracion. Sea ¢ € Zi< g,y Por la Proposicién tenemos que ¥ =
(€+<)t<, es decir, € es el pseudocomplemento de un elemento en Z~. Por lo
tanto ¢ € Skel(6(<y). Ahora, si € € Skel(Z<}), entonces existe &7 € Z|<; tal
que € = «/*. Entonces por el Teorema se sigue que ¢ € Li< g 5} [ |

Definicién 2.0.9. Denotamos al esqueleto de £,y por R — conat. Los elementos
de R — conat son llamados clases conaturales.
A continuacién damos una condicién que nos ayudara a decidir cuando una clase

de modulos es conatural.

Definicién 2.0.10. Sea &/ una clase de moddulos, decimos que .o/ satisface la
condicién (CN) si, siempre que cada cociente distinto de cero de M comparta un

cociente distinto de cero con algin mddulo en o7, se sigue que M € 7. Es decir,

MY N

iﬂg;ﬂ)

A Jh£0
—_—

con A€ o/ y K € R—mod, entonces M € <.
Teorema 2.0.4. Sea o C R — mod. Entonces los siguientes enunciados son equi-
valentes:

1) & € R — conat.

2) o satisface (CN).

3) %Eg{_»} y of = (%L”)L”.
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Demostracion. 1) = 2) Sea &/ € R — conat, entonces existe Z € Zj_,, tal que
o/ = 9+~ . Entonces

o = {M|M— LconL € 2, entonces L =0}

= {M|M — Lcon L#0, entonces L ¢ Z}.

Sea M’ un cociente distinto de cero de M y supongamos que M’ € &, entonces
por hipétesis existe A € o7, 0 # X € R — mod y epimorfismos M’ — X « A.
Como A € &7, se sigue que X ¢ 2. Pero M' € 2y 9 € Z;_.y. Entonces X € I

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto M’ ¢ & y en consecuencia M € 7.

2) = 3) Primero veamos que &7 € .Z}_,}. Sea C' € &/ y sea B diferente de cero un
cociente de C. Veamos que B € &7, es decir, para cada cociente distinto de cero
N de B, existe A € o/, 0 # K € R —mod y epimorfismos N — K « A. Notemos
que si hacemos A = C' y K = N tenemos que N —» N « C'. Por lo tanto B € &/
y entonces &/ € L.

Ahora veamos que & = (&/*~)t~. Por La Proposicién [2.0.1] (1) tenemos que
o/ C (a/+=)*+=. Por lo que resta probar que & O (&/1~)*~. Sea N € (&/+~)*+~,
entonces por Teorema [2.0.1] para cada cociente distinto de cero H de N existe un
cociente distinto de cero A de H tal que A € &. Entonces N - H —» A « A, de
donde N € &. Por lo tanto . D (&/+=)*+~.

3) = 1) Sea & = (/) con o € Z.y. Como &/~ € Skel(Z,_}), entonces
</ es el pseudocomplemento fuerte de &7+~ en .Z_.;. Entonces & € R—conat. R

Lema 2.0.1. (Propiedad Universal del Conticleo). Consideremos la sucesién exac-
tacorta0 = AL BL O =0 y un morfismo distinto de cero h : B — D tal que

hf = 0. Entonces existe un morfismo ¢ : C' — D tal que el diagrama

conmuta.
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~—

Demostracion. Afirmamos que Ker(g) C Ker(h). En efecto, sea b € Ker(g).

~—

Como la sucesion es exacta, tenemos que Ker(g) = Im(f), por lo que existe
a € A tal que f(a) = b. Entonces, 0 = h(f(a) = h(b), es decir, b € Ker(h). Por lo

tanto Ker(g) C Ker(h).

Definamos ¢ : C' — D por ¢(c) = h(b), con g(b) = c¢. Veamos que ¢ esta bien
definida. Sean ci,cy € C tal que ¢; = ¢y, entonces existen by,by € B tal que
g(b1) = 1y g(bs) = ¢o. Luego, g(by) = g(by), de donde g(by — by) = 0, es decir,
by —by € Ker(g). Como Ker(g) C Ker(h), se sigue que by —by € Ker(h), es decir,
h(by — by) = 0. Por lo tanto h(by) = h(bs) y en consecuencia ¢ estd bien definida.

Ahora veamos que ¢ es morfismo. Sea r € R y sean c¢y,cy € C', entonces existen
b1, by € Btal que g(b1) = ¢y g(b2) = co. Entonces p(rei+cz) = ¢(rg(br)+g(b2)) =
©(g(rby + b)) = h(rby + by) = rh(by) + h(b) = re(c1) + ¢(c2). Por lo tanto ¢ es

morfismo.

Por dltimo veamos que ¢g = h. Sea b € B, entonces (pg)(b) = ¢(g(b)) = h(b).
Por lo tanto g = h. [

Teorema 2.0.5. Sea € una clase conatural, entonces € es cerrada bajo:

1) Imégenes homomorfas.
2) Extensiones.

3) Epimorfismos superfluos.

Demostracién. 1) Por Definicién [2.0.7]

2) Sea 0 — A 4 B % ¢ = 0 una sucesién exacta con A, C € €. Veamos que
h

B € . Sea B — B’ un epimorfismo diferente de 0, entonces tenemos dos casos:

a) h o f no es suprayectiva, o b) ho f es suprayectiva.

v /
. . ;. / B
Si ocurre a), entonces podemos tomar el epimorfismo canénico B’ — o p(a) due

v,

es distinto de cero. Notemos que 0 — f(A) LNy (}L%)I(A) — 0 es una sucesién

exacta corta ya que Im h = h(f(A)) = (hof)(A) = Ker v. Entonces vo(hof) = 0.
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Asi, por la Propiedad Universal del Conticleo existe un morfismo diferente de cero

¢ B .
Cc > TN tal que el diagrama

B/

_B

(hof)(A)
conmuta. Es decir, ¢ o g = howv. Como h o v es epimorfismo tenemos que ¢ o g
es epimorfismo, de donde ¢ es epimorfismo. Asi hemos probado que un cociente
distinto de cero B’ de B comparte un cociente distinto de cero con un elemento
C € €. Por lo tanto B € ¥.
Si ocurre b), entonces tenemos que B’ es un cociente de un elemento en ¢ y por

lo tanto B € ¥.

3) Sea 0 — A Jy B % ¢ — 0 una sucesién exacta con C' € € y f(A) << B, es
decir, f(A) es superfluo en B. Veamos que B € . Consideremos un epimorfismo
diferente de cero B > B'. Entonces tenemos dos casos: a) hof =0,0b) hof #0.
Si ocurre a), entonces por la Propiedad Universal del Conticleo existe un morfismo

C 5 B’ tal que el siguiente diagrama conmuta.

0—sA—lopB 2 c_— 0

Es decir, h = p o g. Como h es un epimorfismo, entonces ¢ o g es un epimorfismo.

Luego ¢ es un epimorfismo. Entonces B’ comparte un cociente distinto de cero

con un elemento en %. Por lo tanto B € €.

Si ocurre b), entonces f no es un epimorfismo. En efecto, si f fuera un epimorfismo,

entonces f(A) = B, pero Ker h < B, luego f(A) + Ker h = B. Y dado que

f(A) < B tenemos que Ker h = B, asi que h = 0, lo cual es una contradiccin.
B

Por lo que si ho f # 0, entonces h o f no es un epimorfismo, entonces oA ©8
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un cociente distinto de cero de B’, y asi un cociente distinto de cero de B. Por lo

que estamos en el caso 3a). |



Capitulo 3

El Algebra de boole R — conat

Lema 3.0.1. Sea {%; }ic; una familia de clases conaturales. Entonces ﬂ %, es una
i€l
clase conatural.

Demostracion. Veamos que ﬂ %; satisface la condicion CN. Supongamos que M €
iel
R — mod es tal que cada cociente distinto de cero N de M comparte un cociente

distinto de cero X con algin elemento A € ﬂ% Como A € ﬂ‘é, entonces

iel iel
A € €; para cada i € [ y como %; € R — conat para cada i € I, se sigue que
Mecé-paracadaief.PorlotantoMEﬂ%ﬁ-. [ ]

el
Definicién 3.0.1. Si ¢ € £}, denotamos por {r—conat(%€) a la clase conatural

generada por €.

Proposicién 3.0.1. Si ¢ € Z[_}, entonces (€ )"~ = Er_conat(€).

Demostracion. Sea € € 2. Como Z|_, esta fuertemente pseudocomplemen-
tada, por la Proposiciéon2.0.1] (1), € C (¢+~)*~. Ademas (¢+~)*~ € R— conat.
Sea Z € R — conat tal que € C 2. Entonces por la Proposicién [2.0.1] (2) tene-
mos que (€1~)+~ C (2+~)1~. Pero por el Teorema como ¥ € R — conat,
entonces 2 = (2+-)1~. Por lo tanto (6+~)*~ C 2. |

Observacion 3.1. R — conat es una gran reticula completa, donde:

47
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1. 1 < %3 siy sélo si € C 6s,

2. 0={(0)},

3. 1 =R —mod,
4wﬂﬁ=ﬂ%y
i€l 1€l
d. \/ ng = gR—conat (U %) .
i€l i€l

Demostracion. Veamos que \/CKZ = R conat <U %) Dado que %; C U% para
iel i€l i€l
cada i € I, se sigue que 6; C {r_conat (U CKZ) para cada ¢ € I. Supongamos que
i€l
existe 4 € R — conat tal que %; C & para cada ¢ € I. Entonces U% C 9, pero

i€l

como ER_conat (U Cé) es la menor clase conatural que contiene a U%”Z tenemos

i€l el
que SR—conat <U ng) C 9. Por lo tanto \/ng = gR—conat (U ng) . u
el i€l el

Proposicién 3.0.2. Si {%;};c; es una familia de clase conaturales, entonces

VYN — M #0,3M - M' #0
\/ % =< N €€ R—mod

R—conat con M’ € €, para algin p € |
i€l

Demostracion. Por la Observacién [3.1] y la Proposicién tenemos que

—

V % =rcona (U %) = (U %) - :

R—conat el el
el

pero por el Teorema [2.0.1

—»

1.,
(U%) =<{ N e R—mod

il

VYN - M #0,3IM — M’ #0
con M' € €, para algin p € [
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Teorema 3.0.1. R — conat es una gran reticula complementada y distributiva.

Demostracién. Veamos que R — conat es complementada. Afirmamos que €+~
es el complemento de ¥ en R — conat. En efecto, si € € R — conat, entonces
€ € Skel(ZL-y) € L.y, es decir, € € £, y por la Proposicién se sigue
que € A€+~ = 0. Ahora, si M ¢ €\/ €+, entonces por la Proposicién [3.0.2)
existiria un cociente distinto de cero N de M tal que todo cociente distinto de cero
de N no estarfa en € U ¢+~. Pero que N ¢ €~ implica que existe un cociente
distinto de cero N’ de N, con N’ € €. Asi que N tiene un cociente distinto de
cero en ¢, que es una contradiccién. Por lo tanto € \/ €+~ = 1.

Mas aun, para toda 4 € R — conat los siguientes enunciados son verdaderos:

1) € = (€+)*.

2) € N2 =0siysolosi 2 < gliconat,

En efecto, sea ¢ € R — conat, entonces ¢ € Z}_;. Luego por la Proposicién
(1), € C (¢+)*~. Por otro lado, como ¢ € R — conat, entonces exis-
te o7/ € £ tal que € = &/*~. Y como € C (¢+~)*~ entonces tenemos que
= C ((o/+=)+=)1=. Ahora, puesto que ((&/+=)1~)1= es el pseudocomplemen-
to cohereditario de (@+~)1~ y &7 C (&)1~ tenemos que & N((F 1)+~ )t~ =
0, pero o/~ es el mayor elemento en Zy tal que &/ N o/~ = 0. Luego
(€)= = (+=)+)t> C o+~ = %. Por lo tanto se cumple 1).

Para 2), se sigue de la definicién de pseudocomplemento.

También notemos que si €, Z € R— conat, entonces las siguientes condiciones son

equivalentes para % € R — conat:

a) € \N# < 9.

b) (g/\e@/\ @J—R—conat — 0

En efecto, supongamos que € N B < P y sea M € € \ B )\ Z+7—<onat | entonces
M € Ptr—conat v M € € NPB < 9. Luego, puesto que M es un cociente de si
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mismo, se sigue que M = 0. Por lo tanto a) = b).

Ahora supongamos que € \ B\ P i<t = (0 y que existe M € € \ B tal
que M ¢ 2, entonces por el Teorema existe un cociente distinto de cero
N de M tal que para cada cociente distinto de cero N’ de N, N’ ¢ 2. Por lo
tanto N € @tr—conat, Pero M € € \ %, de donde N € € AN % y por lo tanto
N €€ N\PBN D7t = () que es una contradicciéon. Por lo tanto M € 2, y asf
b) = a).

LR—conat

Por lo tanto existe un elemento mayor # = (%/\@lf*—w"at) tal que

CN\NHB <D

Por ultimo veamos que R — conat es distributiva. Sean &7, %, ¢ € R — conat
y consideremos Z = (A NC)\ (H N€). Como A NC < Dy X NC < P
se sigue que o \C N\ Zrr-conat = 0y H NEC N\ DHr-conat = 0, entonces & <
(€ N\ Drrmconat) TRocomet g < (G N Ghrmconar) TR At @ N (o \) H) <
G N\ (C N\ DLr—eonat) 7t < g — (o NE)V (A NE). Luego R — conat es

distributiva ya que la otra desigualdad siempre se cumple. [ |

Proposiciéon 3.0.3. La siguientes condiciones son equivalentes par un anillo R.

1) Z.y es distributiva y complementada.
2) L.y = R — conat.

3) R es el anillo trivial.

Demostracion. 1) = 2). Supongamos que .Z;_.; es distributiva y complementada,

entonces £,y coincide con su esqueleto. Por lo tanto Z{_.; = R — conat.
2) = 1). Se sigue del Teorema [3.0.1]
3) = 1). Es claro.

2) = 3). Supongamos que £,y = R — conat. Si .# C R — mod, entonces

E(M)={N€eR—-—mod|3IM— N con M e .#}
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y por otra parte

VNN #0,3N - N« M
con M e #, N'"#0

SR—conat (%) == N € R — mod

Afirmamos que si £}y = R — conat, entonces {_.(M) = £r—conat(M) para cada
M € R — mod. En efecto, como £..(M) € £} = R — conat, entonces &, (M)
es una clase conatural que contiene a M, pero g _conat(M) es la menor clase
conatural que contiene a M. Luego {r_conat(M) C £..(M). De manera similar, si
ER—conat(M) € R—conat = £_,(M), entonces g conat (M) s una clase cohereditaria
que contiene a M, pero .. (M) es la menor clase cohereditaria que contiene a M.
De donde &.(M) € Ex-conat(M).

Asi, tenemos que

{NeR—-—mod|3IM—»NconMe#H}=E(M)=Er—conat(A)
VN -—-»N#0,3N - N« M
con M € #, N"#0

=<{¢{ NeR—-mod

En particular, si 8 es la clase de mdédulos simples, entonces

8=E6.(8) Y €r—conat(8) = {M € R —mod | M es un médulo MAX}.

donde un médulo distinto de cero M se llama modulo MAX si cada submaédulo
distinto de cero N de M tiene submddulos maximos. En efecto, primero veamos
que 8§ = £..(8). Sea M € £..(8), entonces existe un epimorfismo distinto de cero
f:S— Mcon S e8. Como S es simple, por el Lema de Schur [I.1.6] f: S — M
es un monomorfismo. Luego S = M y en consecuencia M es simple. Por lo tanto
M € 8. Asi, hemos mostrado que 8§ = £_,(8).

Ahora veamos que £r—conat(8) = {M € R —mod | M es un médulo MAX}. Sea
M € &Rr—conat(8) distinto de cero y sea N un submddulo propio distinto de cero

de M. Veamos que N esta contenido en un submodulo maximo de M. Como
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M € €r_conat(8), tenemos el diagrama

M 22NN
iﬂg;ﬁo
g A g

con S € 8§y K € R— mod. Como S es simple, entonces por el Lema de Schur
[1.1.6, S = K. Luego K es simple y como es cociente de M, K = M/N' con N’
submoédulo maximo de M. Asi, N estd contenido en N'. Por lo tanto {g_conat(S) =
{M € R—mod | M es un médulo MAX}.

Luego

8=¢6.(8) =&r-conat(8) ={M € R —mod | M es un médulo MAX}.

Como todo moédulo finitamente generado es un médulo MAX, cada uno es simple.

Pero esto sélo es posible si R es el anillo trivial. [ |

Proposicién 3.0.4. Sea § la clase de mddulos simples. Entonces g _conat(8) =

gR—conat (R) .

Demostracion. Primero veamos que Er—conat(8) C Er—conat(R). Sea M € Er_conat(8),

entonces tenemos el diagrama

MY N

iﬂg;ﬁﬁ
g 340 5

con S € 8y K € R—mod. Como S es simple, entonces S = Rx con z en S

distinto de cero. Luego tenemos el diagrama

A A
iﬂg;ﬁo

0 Jh#0
RS Ry = 270 i
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Por lo tanto M € r_conat(R), es decir, Er_conat(S) C Er—conat(R)-
Ahora veamos que Er—conat(S) 2 Er—conat(R). Sea M € Ep_conat(R), entonces tene-
mos el diagrama

ML N

iﬂg;ﬁo
R K.
Como K es cociente de R, tenemos que K = Rx. Y ademas, Rx tiene cocientes

simples. De donde tenemos el diagrama

V40

M N

iﬂg;ﬁo
R—ahjoKsz

iv;éo
g s g

con S simple. Asi M € £r_conat(S). Por lo tanto Er_conat(S) 2 Er—conat (R)- [ |

3.0.1. Los atomos en R — conat

Definicién 3.0.2. Sea P un conjunto de propiedades de cerradura. Decimos que
0 # o/ € Lp es un atomo si dado 0 # B € Lp tal que B < & se tiene que
B =4 .

Proposicién 3.0.5. Si &/ es un dtomo en £} <, entonces para cualquier submdédu-

lo distinto de cero N de cualquier médulo M en 7, se cumple que {<(N) = 7.

Demostracion. Sea N un submoédulo distinto de cero de M, con M € 7. Notemos
que 0 # {<(N) pues N € £<(N). Ademds como &/ € Z<} se sigue que N € .
Pero £<(N) es la menor clase en Zj<} que contiene a N. De donde {<(NV) < 7.
Por lo tanto {<(N) = <. |

En particular, existe un monomorfismo M — N < M y por lo tanto M es

comprimible, donde M es llamado comprimible si genera un dtomo en .Z_,.
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Notemos que si &7 es un dtomo en Z{<y, entonces todo elemento en .27 es compri-

mible.

Por lo tanto, los dtomos en i<, son de dos tipos: Los generados por mdédulos

simples y los generados por moédulos comprimibles no simples.

Notemos que existen comprimibles que no son simples: por ejemplo Z es un modulo

comprimible que no es simple.

Proposicion 3.0.6. Para un médulo distinto de cero M, las siguientes condiciones

son equivalentes:

1) M es comprimible.
2) M es un cociente de cualquiera de sus cocientes distintos de cero.

3) Para cada cociente distinto de cero C' de M, £ (C) = &..(M).

Demostracion. 1) = 3) Supongamos que M es comprimible y sea C' un cociente
distinto de cero de M. Como &, (M) € Ly vy M € §.(M) se sigue que C €
§..(M). Pero £,(C) es la menor clase cohereditaria tal que C' € £_,(C'). De donde
tenemos que &_,(C) <&, (M). Y como M es comprimible, entonces £, (M) es un
atomo en .Z(_,y. Por lo tanto £.,(C) = &..(M).

3) = 2) Sea C un cociente distinto de cero de M. Como M € & (M), entonces

M € ¢.(C), lo cual implica que M es un cociente de C'.

2) = 1)Si0# o <, (M), entonces existe un elemento distinto de cero A en
/. Entonces A € £ (M), es decir, A es un cociente de M. Pero por hipétesis
M es un cociente de A. De donde M € & . (A), y como &, (M) es la menor clase
cohereditaria tal que M € &, (M) se sigue que &, (M) < £, (A). También notemos
que £..(A) < o yaque A € & y £.(A) es la menor clase cohereditaria tal que
A e . (A). Por lo tanto €. (M) < & < (. (M). En consecuencia &, (M) es un
dtomo en .Z_y. [
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Proposicién 3.0.7. Si M € R — mod, entonces Eg_conat(M) es la clase de todos

los médulos N tal que para cada cociente distinto de cero N’ de N, existe un

M

submddulo propio M’ de M y un epimorfismo ¢ : N' — J5.

Demostracion. Sea M € R — mod y consideremos .# = {N € R —mod |V N —
N'#0,3 M' < M y un epimorfismo ¢ : N’ — 203},

= Veamos que M € # . Es decir, veamos que si M’ un cociente arbitrario
distinto de cero de M, entonces existen M"” submédulo propio de M y un
epimorfismo ¢ : M" — M /M". Como M’ es un cociente distinto de cero de M
tenemos que existe un epimorfismo distinto de cero f : M — M’. Entonces
por el Corolario [L.1.1] M/Ker(f) = M’, es decir, existe un isomorfismo
g:M/Ker(f) — M'. Notemos también que Ker(f) es un submdédulo propio
de M ya que si Ker(f) = M entonces f = 0 que es una contradiccién. Luego
si M" = Ker(f) y ¢ = g ! se sigue que M € % .
También notemos que £ € R — conat ya que si N € £ entonces tenemos
que para todo f : N — N’ distinto de cero, existen M’ submédulo propio
de M y un epimorfismo ¢ : N’ — M/M’, es decir, tenemos el siguiente
diagrama

VF#£0

N N’

Jp#0
N 22/

entonces por la Definicion [2.0.10, J# satisface la condicién (CN) y por el
Teorema se sigue que # € R — conat.

= Ahora veamos que % es la menor clase conatural tal que M € J# . Sea & €
R—conat tal que M € o y sea N € JZ | entonces para cada cociente distinto

de cero N’ de N, existe un submoédulo propio M’ de M y un epimorfismo

o: N — %, de donde tenemos el siguiente diagrama
N7 N

lﬂ(p;ﬂ)
M2
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con M € o/. Y puesto que & es una clase conatural, entonces por la Defini-
cién 2.0.10] se sigue que N € 7. Asi hemos mostrado que % C &/ y como

consecuencia tenemos que % es la menor clase conatural tal que M € % .

Por lo tanto " = &g_conat(M). [ |

Proposicién 3.0.8. Sea M un médulo distinto de cero. Entonces g_conat (M) es
un dtomo de R—conat siy 610 si Eg_conat(M) = & R_wmt(%) para cada submdédulo

propio M’ de M.

Demostracion. (=) Veamos que SR_Conat(%) < €R—conat(M). Sean M un médulo
distinto de cero y M’ un submdédulo propio de M y consideremos el epimorfismo
canénicov : M —» % Como &R conat(M) es un dtomo de R—conat, entonces por el
Teorema (1), v(M) € Er—conat(M). Pero v(M) = 2L va que v es epimorfismo.

Luego fR—conat(%) S gR—conat(M) POI‘ 10 tanto fR—conat(%) = fR—conat(M)~

(<) Sean M un médulo distinto de cero y 0 # o € R — conat tal que & <
ER—conat(M). Sea 0 £ N € of , entonces N € g conat(M). Luego por la Proposicin
existe un submoédulo propio M’ de M y un epimorfismo ¢ : N’ —» %
para cada cociente distinto de cero N’ de N. Entonces por el Teorema [2.0.5] (1),
M€ Erconat(N), es decir, Ep—conat(M) = Er—conat(25) < Er—conat(IN). También
notemos que €g_conat(N) < & ya que N € & v €g_conat(IN) es la menor clase
conatural tal que N € &g_conat(N). Por lo tanto & < &r_conat(M) < & y en

consecuencia g conat(M) es un dtomo de R — conat. [ |

Definicién 3.0.3. Un médulo M se llama hueco si todo submédulo propio de M

es superfluo.

Ejemplo 19. Como en Z,~ todo submoédulo propio es superfluo, tenemos que

Zyeo es un ejemplo de médulo hueco.

Proposicién 3.0.9. Si M es un moédulo hueco, entonces g conat (M) €s un atomo

de R — conat.

Demostracion. Por la Proposicion [3.0.8] es suficiente demostrar que si N es un

submoddulo superfluo de M, entonces &g conat (M) = & R,conat(%). Por el Teorema
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2.0.5/(1), SR_conat(%) < ER—conat(M). Y como el epimorfismo canénico v : M — %
es un epimorfismo superfluo, por el Teorema m (3), M € ¢ R_Comt(%). Por lo

tanto fRfconat(M> S fRfconat<%)- |

Como todo médulo simple es hueco, tenemos el siguiente corolario:

Corolario 3.0.1. Si S es un R—mddulo simple, entonces £g_conat(S) s un dtomo

de R — conat.

Demostracion. Es una consecuencia de la Proposicién [3.0.9] [ |

3.0.2. Caracterizacion de anillos mediante clases conatu-

rales

Definicién 3.0.4. Decimos que un anillo R es un anillo MAX izquierdo, si cada

R — moddulo distinto de cero tiene submodulos maximos.

Teorema 3.0.2. Para un anillo R, las siguientes condiciones son equivalentes:

1) R es MAX izquierdo.

2) Toda clase conatural en R — mod es generada por una familia de médulos

simples.

Demostracion. (1 = 2) Sea € una clase conatural no trivial. Tomemos 8 la clase
de todos los médulos simples que pertenecen a €. Afirmamos que € = g_conat(S)-
En efecto, como 8 C € v €r_conat(S) es la menor clase conatural que contiene a 8 se
sigue que €r_conat(8) € €. Ahora veamos que € C £r_conat(S). Sean 0 # M € €
y N es un cociente distinto de cero de M, entonces por (1), N tiene un submddulo
maximo N’, de donde % es un cociente simple de N y ademas pertenece a €. Por
lo tanto M y cada uno de sus cocientes distintos de cero tienen cocientes simples.

Asf hemos mostrado que M € Er_conat(8), es decir, € C Er—conat(S). Por lo tanto
€ = éRfconat(S»
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(2 = 1) Hagamos la demostraciéon por contradiccién. Supongamos que R no es
MAX izquierdo y sea M un médulo distinto de cero. Como R no es MAX izquierdo
M no tiene submédulos méaximos, de donde M no tiene cocientes simples. Pero
por (2) €r—conat(M) = Er—conat(8) con 8§ una familia de médulos simples. Por lo

que M € Er_conat(8), es decir, tenemos el diagrama

MY N

iﬂg;ﬁﬂ
Jh

S —

con S € 8§y K € R— mod diferente de cero. Luego como S es simple y A :
S — K es un epimorfismo diferente de cero, por el Lema de Schur [I.1.6] A es
un monomorfismo por lo que S = K, de donde K es simple. Asi tenemos que
M tiene un cociente simple K que es una contradiccién. Por lo tanto R es MAX

izquierdo. [

Recordemos que un anillo R es un V —anillo izquierdo si todo R—maodulo izquierdo
simple es inyectivo o equivalentemente, si para todo R — modulo izquierdo M se

cumple que Rad(M) = 0.

Ejemplo 20. Sea R un V' — anillo izquierdo, entonces por el Corolario [9], 3.75],
todo R — mddulo izquierdo distinto de cero tiene un submoédulo méximo. Luego
R es MAX izquierdo.

Como todo anillo perfecto izquierdo es MAX izquierdo, concluimos lo siguiente:
Corolario 3.0.2. Si R es un anillo perfecto izquierdo, entonces toda clase cona-
tural en R — mod es generada por una familia de médulos simples.

Demostracion. Consecuencia del Teorema [3.0.2] [ ]

Recordemos que un anillo R es semilocal si R/J(R) es semisimple.

Teorema 3.0.3. Si R es un anillo, entonces las siguientes condiciones son equi-

valentes:
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(1) R es un anillo perfecto izquierdo.

(2) R es un anillo semilocal y |R — conat| = 2*, donde k € N es el niimero de

clases de isomorfismos de R — mddulos simples.

Demostracion. (1) = (2). Supongamos que R es un anillo perfecto izquierdo. Pri-
mero veamos que R es un anillo semilocal. Como R es un anillo perfecto izquierdo,
por la Proposicién [1.1.27, tenemos que R/J(R) es semisimple. De donde R es un
anillo semilocal.

Ahora veamos que si R es un anillo perfecto izquierdo, entonces | R — conat |= 2%,
donde k € N es el numero de clases de isomorfismos de R — modulos simples. Co-
mo R es un anillo perfecto izquierdo, por el Corolario [3.0.2] toda clase conatural
es generada por una familia de médulos simples. Luego por la Proposicién [1.1.17]

s6lo hay un nimero finito de clases de isomorfismos de R — mddulos simples.

(2) = (1). Como |R — conat| = 2* y k es el nimero de clases de isomorfismos de
R — médulos simples, toda clase conatural es generada por una familia de médu-
los simples. En particular, todo moédulo distinto de cero tiene cocientes simples, es
decir, R es MAX izquierdo y por la Observacion , J(R) es T — nilpotente iz-
quierdo. Luego, como R es un anillo semilocal, se sigue que R/J(R) es semisimple.

Asi, por la Proposicion [1.1.27], tenemos que R es un anillo perfecto izquierdo. W

Proposicién 3.0.10. Si R es un anillo semiperfecto y R no es perfecto izquierdo,
entonces existe una clase conatural que no es generada por una clase de médulos

simples.

Demostracion. Sea R un anillo semiperfecto que no es perfecto izquierdo, entonces
por el Corolario , existe un médulo libre RX) tal que J(R™X)) no es superfluo,
es decir, existe un submédulo propio K de RX tal que J(R™X)) + k = RX),

Afirmamos que £z—conat(R) € Er—conat(RYY)). En efecto, es claro que R es cociente
de RX). Asi que vamos a demostrar que la contencién es propia. Para esto es
suficiente demostrar que R™) tiene un cociente sin submédulos maximos. Como
J(R¥M)) + K = R™ tenemos que K no estd contenido en ningiin submédulo

méximo de R pues de ser ast K = J(R®))+ K = R es decir, K = R™) que
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es una contradiccién. Entonces R /K no tiene submédulos maximos, de donde

R™ /K no tiene cocientes simples. |
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