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Introduccion

En la teoria de limites de sucesiones dobles se pueden tratar varios aspec-
tos importantes; uno de ellos es saber cuando la sucesiéon doble es convergente,
otro es saber cuando se pueden intercambiar los limites iterados, y otro es
saber cuando los limites iterados y el limite de una sucesiéon doble son iguales.

Con respecto a los limites iterados debemos analizar dos aspectos, el pri-
mero es cuando los limites iterados existen y el segundo cuando podemos
intercambiarlos. Con respecto a la relacion de los limites iterados y el limite
doble un resultado deseable es encontrar condiciones para que el limite doble
y los limites iterados sean iguales, ya que existen sucesiones dobles para las
cual existe su limite y sin embargo uno de sus limites iterados no existe; o
puede suceder que el limite doble exista, los limites iterados existan pero
tanto el limite doble y los limites iterados no sean iguales.

Gran parte de la teoria elemental de limites de sucesiones simples puede
aplicar al caso de sucesiones dobles. Por ejemplo, el concepto de convergen-
cia, oscilacion, subsucesiones, la unicidad del limite de una sucesiéon (cuando
existe), el criterio de Cauchy. Sin embargo, existen algunas diferencias, por
ejemplo el concepto de punto cumbre o pico. Sabemos que este concepto tie-
ne una gran importancia para el caso de una variable, ya que se utiliza para
demostrar el Teorema de Bolzano-Weierstrass. Su demostracion se divide en
dos casos; el primer caso es cuando la sucesion tiene infinitos puntos cumbre.
El segundo caso es cuando la sucesion tiene solamente un niimero finito de
puntos cumbre. Sin embargo, para el caso de sucesiones dobles, es necesario
analizar este caso de manera diferente. Esto se desarrolla en el capitulo de
subsucesiones.

Esta tesis estd dividida en cinco capitulos. En el primer capitulo propor-
cionamos conceptos basicos sobre sucesiones dobles, a la vez estos ayudan a
desarrollar algunos resultados de los siguientes capitulos. En el segundo capi-
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tulo se desarrollan algunos teoremas que nos proporcionan condiciones para
intercambiar el orden de los limites iterados, y garantizar la igualdad del limi-
te doble con sus respectivos limites iterados. En el tercer capitulo exponemos
el concepto de sucesiones monoétonas y el teorema de la convergencia mono-
tona. En el cuarto capitulo proporcionamos el concepto de subsucesion doble
y el teorema de Bolzano-Weiestrass. En el quinto capitulo damos aplicacio-
nes a integrales dobles; es decir, algunos resultados que desarrollamos para
sucesiones dobles, los aplicamos a la teoria de integrales dobles impropias.
Proporcionamos un teorema similar al Teorema de Fubini para integrales do-
bles impropias.
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Capitulo 1

Preliminares.

En este capitulo exponemos conceptos bésicos como son: convergencia,
divergencia, oscilaciéon y algunos ejemplos.

1.1. Conceptos basicos

Definicion 1.1. Una sucesion doble, denotada por s(n,m), es una funcion
s que tiene a N X N como dominio y a R como contradominio.

Definiciéon 1.2. Decimos que s(n,m) converge hacia a, cuando satisface
la siguiente condicién:
Para cada € > 0, existe N = N (e) tal que

|s(n,m) — a| <e,
para cada n,m > N. El cual denotaremos como

lim  s(n,m) = a.
n,m — oo

El ntimero a es llamado el limite de la sucesion doble. Si no existe tal a,
decimos que s(n,m) diverge.

Definiciéon 1.3. Decimos que s(n,m) tiende a oo, y se escribe

lim  s(n,m) = oo,
n,m — oo

si para cada o € RT existe K = K(a) € N tales que si n,m > K, entonces
s(n,m) > a.
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Definicién 1.4. Decimos que s(n,m) tiende a —oo, y se escribe

lim s(n,m) = —oo,
n,m — oo

si para cada 5 € R~ existe K = K(f) € N tales que si n,m > K, entonces
s(n,m) < f.

Definicion 1.5. Se dice que s(n,m) es propiamente divergente si

lim  s(n,m) = oo
n,m — oo

lim s(n,m) = —oo.
n,m — oo

Definicién 1.6. Si s(n,m) no converge a un ntmero finito y no diverge
propiamente, entonces decimos que s(n,m) oscila finita o infinitamente.

Observacion 1.1. Recordemos que si a > 0 y si para cada € > 0 a < ¢,
entonces a = 0.
Esta propiedad seré utilizada en la siguiente prueba.

Teorema 1.2. (Unicidad de limites dobles). El limite de una sucesion doble
es Unico.

Demostracion. Si
lim  s(n,m)=a;

n,m — oo
y
nmlllr_rgoos(n,m) = as,
y a1 # as. Entonces para cada € > 0, existe N; € N tales que si n,m > N,
|s(n,m) —ai| < % (1.1)
y existe Ny € N tales que si n,m > Ny
€
|s(n,m) — as| < 3" (1.2)

Sea N := max {Ny, No}. Entonces para cada n,m > N, utilizando (1.1) y
(1.2), tenemos que

0 < |a; — as| = |a; — s(n,m) + s(n,m) — as|
<|a; — s(n,m)| + |s(n,m) — as|
S
-+ - =e
2 2
Como € > 0 y por la Observacion 1.1 concluimos que
a1 = Q9.

Asi, el limite de s(n, m) es Gnico. ]
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1.2. Ejemplos

Ejemplo 1.1. Sea s(n,m) = nJ%m Mostraremos que esta sucesion converge.

Demostracion. Primero observemos que si Ng € N y n,m € N son tales que

n, m > Ny. Entonces

1+1< 2
n m~ Ny

Ahora, sea € > 0 y sea N € N tal que % < N. Paran,m > N se tiene que:

1 1 1 2
| |<—+—<—=<e
n+m n
Por lo tanto se tiene que s(n,m) converge a cero. O

Nota.El siguiente ejemplo tiene una relacién con la unicidad de limite.

n

Ejemplo 1.2. Sea s(n,m) = Notemos que

n+m’
1
s(n,n) = 5
y que
s(n,2n) = 3.
Por lo tanto s(n,m) diverge. O

Ejemplo 1.3. Sea s(n, m) = n+m. Mostraremos que s(n, m) es propiamente
divergente a co.
Demostracion. Sea a > 0y sea N = «. Se tiene que si n,m > N, entonces

s(n,m)=n+m > 2N =2a > «
Y por tanto s(n,m) es propiamente divergente. O

Ejemplo 1.4. Sea s(n,m) = 1 —n — m. Mostremos que s(n,m) es propia-
mente divergente a —oo.
Demostracion. Sea 8 < 0. Sea k € N tal que % < k. Sin,m > K, entonces

n+m>2k>1-p4.

Esto nos dice que
l—=n—-m<1-2k<p.

Por tanto s(n,m) es propiamente divergente a —oo. O
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1.3. Sucesiones dobles acotadas

Definicién 1.7. La sucesion doble s(n,m) es acotada si existe M > 0 tal
que
|s(n,m)| < M

para n,m € N.
Teorema 1.3. Toda sucesiéon convergente es acotada.

Demostracion. Supongamos que s(n,m) — a, cuando n,m convergen a oo.
Tomando € = 1, existe N € N tales que si n,m > N

|s(n,m) —a| < 1.

Como
s(n,m)| — la| < [s(n,m) —al < 1.

Por lo tanto
|s(n,m)| <1+ |al.

Sea M = max {|s(i,7)], 1+ |a| donde 1 < 7,7 < N}. Concluimos que
|s(n,m)| < M para cada n,m € N.

1.4. Sucesiéon doble de Cauchy

Definicion 1.8. Una sucesion doble es de Cauchy si para cada € > 0 existe
N(e) € N tal que

|s(p,q) — s(n,m)| < e para toda p >n > N y toda g >m > N.

Teorema 1.4. (Criterio de Cauchy para sucesiones dobles.) Una sucesion
doble es convergente si y solo si es una sucesion de Cauchy.

Demostracion.

=) Supongamos que s(n,m) — a. Para cada € > 0, existe N, € N tal que si
n,m > N.. Entonces, para cadap >n > N,y ¢ > m > N, se tiene

[s(p,q) — s(n,m)| = [s(p,q) — a+a—s(n,m)|

< |s(p,q) — al + |s(n,m) —al
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Por lo tanto s(n,m) es de Cauchy.

<) Supongamos que s(n,m) es de Cauchy. Por definicion, para cada ¢ > 0
existe N € N tales que paratodap>n>Nyqg>n> N,

s(p, q) — s(n,m)| <e.

Supongamos que n = m y denotemos s(n,n) = b,, entonces existe
K € N tal que

|b, — b,| < € para cada p >n > K.

Por el criterio de Cauchy para sucesiones simples, la sucesion {b,}
converge, digamos a a. Tomando la misma e, existe N; € N tal que

€
b, —al < = 1.3
b —a] < & (13
para cada n > Nj. Siendo s(n,m) sucesion de Cauchy, existe Ny € N
tal que
€
|5(p.q) = bal < 5 (1.4)
para cada p,q > n > Nj. Sea N := max {Nj, No}. Por (1.3) y (1.4)
tenemos
|S(p7 Q) - al = |S(p7 Q) - bn + bn - Cl|
< s, @) = bul + by —a| <5+ 5=¢
para cada p,q > N. Por lo tanto s(n, m) converge.
]

Teorema 1.5. (Teorema del Sandwich.) Sean s(n,m), z(n,m), y(n,m)
sucesiones dobles. Supongamos que para cada n,m € N tenemos :

x(n,m) < s(n,m) < y(n,m) (1.5)
y supongamos también que:

lim z(n,m)= 1lim y(n,m)=a.
n,m — oo n,m — oo

Entonces s(n, m) converge y

lim s(n,m) = a.
n,m — oo
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Demostracion. Tomemos € > 0, existe N € N tal que si n,m > N, entonces
|z(n,m) —a| <eyly(n,m)—al <e
Ahora por (1.5) tenemos que
—e<z(n,m)—a<s(n,m)—a<ynm)—a<e
Por lo tanto

lim,, 1 - o0 s(n, M) = a.

1.5. Limites 1terados

Si fijamos cualquiera de las dos variables en la sucesion doble s(n,m),
tendremos sucesiones simples. Podemos hallar sus limites de la forma usual
y en esta seccion estudiaremos la relacion entre la existencia del limite de la
sucesion doble y los limites simples.

Definicion 1.9. Sea s(n,m) una sucesion doble, los limites

lim,,  « lim,, - « s(n,m)

lim,, & & lim, - « s(n,m)
se llaman limites iterados.

En caso de que existan los limites iterados, ; Son iguales entre ellos?
Veamos el siguiente ejemplo en donde los limites iterados son distintos.

_.n
m—+n’

Ejemplo 1.5. Sea s(n,m)

Se tiene que

lfm h’m< n ): lfm (0) =0
n—o00 m—oo\ N+ Mm n — 00

i s 0o 1imy, - 0o <n%m) = limpy - oo(1) = 1.
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Si una sucesion doble converge, nos podemos preguntar ;Existen sus limi-
tes iterados? La respuesta a esta pregunta es no, como lo muestra el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 1.6. Consideremos s(n,m) = (—=1)"""(1 + 1)

Sabemos que a, = % converge a cero, cuando n — 0o. Sea € > 0 existe N
ENtalque%<§sin2N.

Asi, si n,m > N, entonces

Por lo tanto

lim s(n,m) = 0.
n,m—00

Por otro lado, para cada n € N :

lm, - oo (—1)""™ (L 4+ 1) no existe.

Lo mismo sucede para cada n € N, con respecto al limite de s(n, m), cuando
m — 0o. Por lo tanto ambos limites iterados no existen. O

En el siguiente ejemplo proporcionaremos una sucesion doble para la cual
los limites iterados y el limite de la sucesiéon doble coinciden.

Ejemplo 1.7. Para s(n,m) = %4_
anterior, se puede mostrar que

) (1 1)
lim [—+— ] =
nm—o0o\ N m

1 1 1
lim Iim <—+—>: Im — =0

n—o00 m — o0

%. Haciendo unos cambios al ejemplo

Mientras que

1 1 1
lim  lim (——i——) = lim —=0.
m—00 n—>00\ N m m — o0 T
O

En el siguiente ejemplo proporcionaremos una sucesion doble para la cual
existe su limite doble y sin embargo, uno de sus limites iterados no existe.
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Ejemplo 1.8. Sea s(n,m) = (—1)™(+ + 1). Sabemos que

Por lo que

lim (—l)m(% +—)=0.

n,Mm—00

Por otro lado, para cada n € N

1 1
lim (—1)™ (— + —)
m—00 n m

no existe. Asi
limy, 0o 1imy, o0 $(1, m) no existe.

Y para cada m € N

Por lo tanto
lim,, 0o lim, o0 s(n,m) = 0.
0

Observacion 1.6. Podemos tener sucesiones dobles en la que ni el limite de
la sucesion ni los limites iterados existan.

Ejemplo 1.9. s(n,m) = (—1)"*t™.

1.6. Algebra de Limites

En esta seccion se mostraran algunos resultados que nos permitiran eva-
luar el limite doble y el limite iterado de una sucesion doble .
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1.6.1. Limite doble de un producto

Teorema 1.7. Si s(n,m) = a,b,, v l1,ls € R son tales que
1. lim, oo, =11y

9. 1My, o0 by = I,

entonces
lim  s(n,m)= lim lim s(n,m)
n,m — o0 m— 00 N — o0
= lim lim s(n,m)
n—oo m-— oo
= lllg.
Demostracion.

i) lim, _, o lim,, .,  s(n,m)

- 1112.

i) lim,, & o lim, 5 & s(n,m)

- 1112.
iii) Mostremos que lim,, ,, — o S(n, M) = l1ls.

Sea € > 0 dado. Por el Teorema 1.3 existe K > 0 tal que
la,| < K para toda n € N.

Como a, — 1 y by, — la, entonces existe N € N tal que |a, — 1| < 5 ¥
|bm — 2| < 55, para toda n,m > N y b:= max {K, [ls|}.
Entonces tenemos que para cada n,m > N

|S(n, m) — lllg| = |(lnbm — (Inlg —+ anlg — l1l2|
< an||bm — l2| + |an — L|[l2]

< Jan] + = |ls|
gp !4l T gyl
E
—2b 2b

Asi s(n,m) — lily cuando n,m — oo. O
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Ejemplo 1.10. Sea s(n,m) = Lm tal que n,m € N.

n
Sabemos que a, = % y b,, = + convergen a cero cuando n — 00 y
) n n m m
m — oo respectivamente. Entonces
lim s(n,m)= lim lim s(n,m)
n,m — oo n—,0o00 m— oo

= lim lim s(n,m)
m — 00 N — 00

=0.

1.6.2. Limite doble de una suma

Teorema 1.8. Si la sucesion se puede escribir como s(n,m) = a, + by, y

1. limy, s, =101 y

2. 1My, o0 by = b,

entonces
lim  lim s(n,m)= lim lim s(n,m)
m— 00 N — 00 n—,0o00 m — o0
= lim s(n,m)
n,m — oo
=1+ 5.
Demostracion.

i) lim, _, o lim,, _, o s(n,m)
- ll -+ l2.

ii) lim,, & & lim, .  s(n,m)
=10+ 1.

iii) Mostremos que lim,, ,,, - o0 S(n, M) = I3 + ls.
Sea € > 0 dado, existe N € N tal que |a, — 1| < § y |am — l2] < § para toda
n,m > N. Entonces

[s(n,m) — (Iy + I2)] = [(an + bp) — (I3 + 12)]

|
la, — U] + b — Lo
n €

2

IN

<€
2

€.

Asi, s(n,m) — (1 + l3) cuando n,m — oo. O
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Un ejemplo de lo anterior es tomando a s(n,m) =

3=

s |-

11



Capitulo 2

Teoremas de Intercambio de
limites

En este capitulo analizaremos diversas condiciones que nos permiten in-
tercambiar el orden de los limites iterados y garantizar la igualdad del limite
doble con sus limites iterados.

Teorema 2.1. Supongamos que lim,, ,, -, o $(n, m) = a. Entonces:

lim  lim s(n,m)=a

si y solo si lim,, _, « s(n, m) existe para cada m € N.

Demostracion. La condicién necesaria es obvia ya que si,
lim,, _, o lim, , « s(n,m) =a
necesariamente debemos tener que
lim,, -, o s(n, m) existe.

Ahora, para la condicién suficiente asumamos que lim,, _, o, s(n, m) = ¢, para
cada m € N. Debemos mostrar que ¢,, — a cuando m — co. Sea ¢ > 0 dado.
Como s(n,m) — a cuando n,m — oo, existe N; € N tal que si n,m > Ny,
entonces

|s(n,m) —al < 3.

Como para cada m € N, s(n,m) — ¢;, cuando n — o0, existe Ny € N tal
que si n > N,, entonces

|s(n,m) — cp| < 5.

12
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Ahora tomemos n > max { N1, No}. Para m > N; tenemos que

| — al = |cm — s(n,m) + s(n,m) — a
< |em — s(n,m)| + |s(n,m) — al
€ N €
2 2
= €.
Por lo tanto, ¢,, — a cuando m — oo. O

Nota: En el teorema anterior, es importante considerar el orden de las
hipotesis. Ya que podemos tener que

lim s(n,m) existe,
,Mm—00

¥y que

lim s(n,m) existe.
m—o0

Y sin embargo tener que

lim lim s(n,m) = a.

Veamos el siguente ejemplo.

Ejemplo 2.1. Tomemos s(n,m) = 71)" Sea € > 0. Sabemos que a,, = —
converge a cero, cuando m — oo. Entonces existe N € N tal que % < € si
m > N. Asi, si n,m > N, entonces

(= 1

1" 1
(—1) <L,
m m
Por lo tanto
lim s(n,m) =0
n,Mm—00

Sin embargo,

no existe, al igual que

Corolario 2.2. Sea lim,, ,, _, » s(n,m) = a. Entonces
lim,, &  lim,, -  $(n,m) = a siy solo si lim,, _, » s(n, m) existe para cada
n € N.
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Demostracion. Similar al del teorema anterior. O

Combinando los dos resultados anteriores, obtenemos el siguiente resul-
tado.

Corolario 2.3. Supongamos que lim,, ,,, -, o (1, m) = a. Entonces
lim,, . o lim,, - o s(n,m) y lim,, _, o lim,, _, o s(n,m)

existen y son iguales a a si y so6lo si

i) lim,, _, o s(n,m) existe para cada n € N

y
ii) lim,, , o s(n,m) existe para cada m € N.

Ahora nos preguntamos que si los limites iterados existen y son iguales
entonces ;Que sucede con el limite doble de la sucesiéon?.

_ _nm
n2+m?2-°

Ejemplo 2.2. Sea s(n,m) Se tiene que para cada m € N,

i nm
lm —— =0,
n—)oon2—|—m2

y para cada n € N,
) nm
lim ——=0
m%oonQ—{—Tn2

Sin embargo,

1My, -0 % no existe.

Co I _ 2
Ya que si n = m, entonces s(n,m) = 5 y si n = 2m, entonces s(n,m) = .

Podemos concluir que los limites iterados existen y la sucesiéon no es conver-
gente. O

Definicién 2.1. Sea {f,} una sucesion de funciones, decimos que converge
uniformemente a f sobre el conjunto X si para cada € > 0, existe N(e) € N
tal que

si n > N entonces |f,(z) — f(z)| < € para toda z € X.

A continuacion daremos un resultado asociado al ejemplo anterior, el cual
nos proporciona condiciones para que los limites iterados y el limite doble
sean iguales.

Teorema 2.4. Sea s(n,m) una sucesion doble. Si
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i) lim,, 5 o lim, o s(n,m) =a

y

ii) 1im,, , o s(n,m) existe y converge uniformemente con respecto a m € N,
entonces lim,, ,,, , o 5(n, M) = a

Demostracion. Para cadan € N, definimos a f,, sobre N de la siguiente forma

fn(m) = s(n,m).

Se tiene por el Criterio de Cauchy para sucesiones de funciones que para cada
e > 0, existe N7 € N tal que si n > N;

|s(n,m) — f(m)| < § para toda m € N.

Ahora, por i)

lim,, ., « f(m) = a.
Dada € > 0, existe Ny € N tal que si m > N,, entonces

) —al < &
Tomando N := max {Ny, No} y n,m > N, entonces
|s(n,m) — a| = |s(n,m) — f(m) + f(m) — a
< Is(n,m) = f(m)| + [ f(m) — a

< — —

DO
|

€.

Por lo tanto lim,, ,,, - o $(n, M) = a. O

Observacion 2.5. Es de gran importancia mostrar que la sucesion converge
uniformemente, ya que de lo contrario no podremos garantizar la igualdad
entre el limite doble y los limites iterados. Como se muestra en el siguiente
ejemplo.

nm

Ejemplo 2.3. Consideremos s(n,m) = *"-.

1) Sabemos que
. 14 nm__ __
lim,, o0 $(n, m) = lim,, s = 0.
2) Como consecuencia de 1) tenemos que

lim,, oo limy, o $(n, m) = limy, oo 1imy, oo 4225 =0

n24+m?2
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3) La convergencia en 1) no es uniforme con respecto a m, ya que para cada
n € N:

SUpP men|s(n,m)| = 1.

Demostracion. Para cada x € RT, definamos

nx

n? + a2’

() = [s(n,m)| =

Como

f/(x) = ¥’

2

entonces f'(z) = 0 siy solo si n? = 22, esto es, si n = .
Por el criterio de la segunda derivada f alcanza el supremo cuando n = x.
Asi:

SUpP mens(n, m) = 3.

-~ =

Por lo tanto s(n,m) no converge uniformemente ya que si tomamos € =
para toda N existe m = n tal que |f, —m| =1 >e.

U



Capitulo 3

Sucesiones dobles mono6tonas

En este capitulo exponemos el concepto de una sucesiéon doble monoétona
creciente o decreciente de nimeros reales y se probaran algunos teoremas
relacionados con la monotonia de las sucesiones dobles.

Definicion 3.1. Consideremos el conjunto N x N. Una relaciéon binaria < en
N x N es un orden parcial en N x N si es reflexiva, antisimétrica y transitiva.

Teorema 3.1. Sea < la relacién en N x N definida como
(n1,mq) < (ng,mg) siy solosing <ngymy < ms.
Entonces < es un orden parcial en N x N.

Demostracion. Mostremos cada uno de las propiedades que definen un orden
parcial.

» Reflexiva: Sea (n,m) € N x N. Como
n<nym<m,

entonces
(n,m) < (n,m).

» Antisimétrica: Sea (ny,mq) y (ng, ms) dos elementos cualesquiera en
N x N. Si suponemos que

(n1,m1) < (ng, ms)
y
(na, ma) < (ny,my),

17
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entonces

ny <ngyng <y

my < maey mo < My
Asi, por la antisimétria en (N, <) concluimos que (ny,my) = (ng, ma).

» Transitiva: Sean ahora (ny,my) ,(n2,ma) y (ns,ms) cualesquiera tres
elementos en N x N. Supongamos que

(n1,m1) < (ng, ma)

<n27m2) S (n?n m3>'
Entonces,

ny <ngyng <ng

myp < may mo < ms.

Utilizando la transitividad en (N, <) concluimos que (ny, my) < (ns, ms).
[

Definicién 3.2. Sea s(n,m) una sucesion doble con valores en los niime-
ros reales. La sucesion serd creciente si (n,m) > (j, k), implicamos que
s(n,m) > 5(j, k).

Definicién 3.3. Sea s(n,m) una sucesion doble con valores en los niime-
ros reales. La sucesion sera decreciente si suponemos que (n,m) < (7, k),
implicamos que s(n,m) > s(j, k).

Definicion 3.4. Si cumple cualquiera de las dos definiciones anteriores, en-
tonces decimos que es una sucesion doble monotona.

Recordemos que si {x,} una sucesion de nimeros reales monétonamente
creciente. Entonces la sucesion {z,, } converge si y solo si, es acotada. En cuyo
caso, lim,, _, o ¢, = sup {z,}.

Lo anterior se utilizara en la demostracion del teorema siguiente.

Teorema 3.2. (Teorema de convergencia mondtona.) Sea s(n,m) una suce-
sion mondétona. Se verifican las siguientes afirmaciones:

1. Supongamos que s(n,m) es una sucesion doble creciente. Entonces se
tiene que s(n, m) es convergente, si y solo si esté acotada superiormente.
En este caso



19
limy, 1 - 00 S(n,m) = sup {s(n,m) :n,m e N}.

Ademés se tiene que

lim  lim s(n,m)= lim lim s(n,m)
m — 00 n — o0 n—00 m-— o0

= sup{s(n,m) : n,m € N}.
2. Algo similar sucede cuando la sucesion es decreciente.

Se tiene que s(n,m) es convergente, si y solo si esta acotada inferior-
mente, es decir

limy, 1 o 00 S(n,m) = inf{s(n,m) : n,m € N}.
Ademas si s(n,m) es decreciente y acotada inferiormente, entonces

lim lim s(n,m)= lim lim s(n,m)
m — con — 0o n — 00m — 00

= inf{s(n,m) : n,m € N}.

Demostracion.

1. Supongamos que s(n,m) es creciente.

=) Si s(n,m) es convergente, entonces por el Teorema 1.3 la sucesion doble
es acotada.

<) Supongamos ahora que la sucesion esta acotada superiormente y sea
a* :=sup {s(n,m) :n,m € N}.

Mostremos que la sucesiéon doble converge a a*.
Sea € > 0 dado. Entonces existen K (¢€), J(€) € N tales que

a* —e < s(K,J).
Como la sucesion es creciente, para cada (n,m) > (K, J) se tiene que
a* —e < s(K,J) < s(n,m).
Por la definiciéon de supremo tenemos que

s(n,m) < a* < a* + € para cada (n,m) > (K, J).



20 CAPITULO 3. SUCESIONES DOBLES MONOTONAS

Por lo tanto
a* —e<s(n,m) <a*+e,
si y s6lo si
|s(n,m) —a*| <e.
Esto demuestra que la sucesiéon converge al punto a*.

Teniendo en cuenta que dado s(n,m) es acotada superiormente entonces
para cada m € N fija, la sucesion simple {s(n,m) : n € N} es acotada su-
periormente y creciente. Asi, por el teorema de convergencia para sucesiones
simples tenemos que

lim,, o $(n,m) = sup{s(n,m) : n € N} =: [, para m € N.

Entonces, por el Corolario 2.3 concluimos que

lim lim s(n,m)= lim lim s(n,m)
n—00 M—00 M—r00 N—00

= lim s(n,m)
n,m—00

*

=a .

2. Tomando en consideracion las ideas del caso anterior, la demostracion se
sigue de manera analoga para cuando s(n,m) es decreciente y acotada
inferiormente.

]



Capitulo 4

Subsucesiones Dobles

En este capitulo se mostraran algunas propiedades relacionadas con sub-
sucesiones dobles. Para comenzar daremos su definicion.

Definicién 4.1. Sea s(n,m) una sucesion doble. Una subsucesion es de
s(n,m) de la forma s(p,, gm), donde {p, },{gn} son sucesiones estrictamente
crecientes en N.

Teorema 4.1. Si s(n,m) converge a a, entonces cualquier subsucesion de
s(n,m) también converge a a.

Demostracion. Sea € > 0, existe N € N tal que si n,m > N entonces
|s(n,m) —a| < e

Sea $(pn, ¢m) una subsucesion de s(n,m). Como {p,}, {gn} son sucesiones
estrictamente crecientes en N, entonces existe ng, my € N tal que p,, > N y
Gmo, > N. Por lo tanto, p, > N vy ¢, > N para toda n > ng y m > mg. Asi,
si n,m > max {ng, mp} entonces

|$(Pny gm) — a| < €.
O

Lema 4.2. Sea s(n,m) una sucesion doble y sea s(p,, ¢,,) una subsucesion
doble de ella. Si para cada n € N, lim,,, ,»5(n,m) =: f(n) existe, entonces

limy,, 00 $(Pn, Gm) = f(pn) para cada n € N.

Demostracion. Por hipotesis el lim,, . s(n,m) =: f(n) existe para cada n
€ N. Entonces

lim,, 00 $(pn, m) =: f(pn) para cada n € N.

21
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Tomando a {s(pn, ¢m)}>°_; como una subsucesion de la sucesion simple
{s(pn, m)}>°_;, tenemos que

lim,;, 00 $(Pn, @m) = f(pn) para cada n € N.
]

Lema 4.3. Sea s(n,m) una sucesion doble y sea s(py, ¢,,) una subsucesion
doble de ella. Tenemos que si lim,,_,o lim,, o s(n, m) = a, entonces

lim lim s(pp, gm) = a.

Demostracion. Por hipotesis implicamos que lim,, ., s(n,m) =: f(n) existe
para cada n € Ny lim,_, f(n) = a. Por el Lema 4.2

limy,, 00 $(Pn, Gm) = f(pn) para toda n € N.

Siendo { f(pn) }o2, una subsucesion de la sucesion { f(n)}o2, y lim, o f(n) =
a, entonces lim,,_, f(p,) = a. Concluimos que

lim lim s(pp, gm) = a.

O

NOTA. Si intercambiamos los papeles de n, m se verifican resultados simi-
lares a los Lemas 4.2 y 4.3. Es decir, si

lim,;, 00 limy, 00 $(n, M) = a,
entonces
im0 My, o0 $(Prs ) = a.
Los lemas 4.2 y 4.3 nos ayudan a demostrar el siguiente resultado.

Corolario 4.4. Si los limites iterados de una sucesion doble s(n, m) existen
y satisfacen que

lim,, o0 limy, oo (1, m) = limy, o0 lim,, o $(n, m) = a,

entonces los limites iterados de cualquier subsucesion doble s(p,,, ¢,,) existen
y satisfacen que

Hmn—wo 11,Inm—wo S(pna Qm) - Hmm—wo Hmn—wo 3(pna qm) = a.
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Recordemos que para el caso de una variable, llamamos punto cumbre de
una sucesion {a,} a un nimero natural n tal que a,, < a,, para todo m > n.
El concepto anterior es utilizado para demostrar el siguiente teorema: “Cual-
quier sucesion {a,} contiene una subsucesion monoétona”. Y asi demostrar el
teorema de Bolzano-Weiestrass para sucesiones.

Ahora, tratemos de aplicar lo anterior para sucesiones dobles.

Definicién 4.2. Sea s(n,m) una sucesion doble. El término (p,q) es un
punto cumbre o pico si

s(p,q) > s(n,m) para toda (n,m) € Nx Ntal quen <pym < q.
Es decir, s(p,q) no es excedido por algun otro termino.

. Cualquer sucesion doble tendra puntos cumbre? La respuesta a la pre-
gunta anterior es no, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.1. Consideremos a s(n,m) = n + m. Utilizando la definicién de
punto cumbre tenemos que si

n<pym<gq,

entonces
n+m<p+q.

Por lo que s(n,m) no tiene puntos cumbre. 0

Ahora si damos una sucesion acotada, ; Tendra puntos cumbre? La res-
puesta a esta pregunta es no, como lo muestra el siguente ejemplo.

Ejemplo 4.2. Sea s(n,m) = —M#m. Sabemos que

|s(n,m)| < 1.

Si

n <pym < qentonces ——— < —pﬁ.

Por lo tanto, s(n,m) no tiene puntos cumbre.

Teorema 4.5. Toda sucesion doble s(n, m) tiene una subsucesion doble mo-
notona.

Demostracion. Consideremos tres casos.
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Caso 1. La sucesion doble s(n,m) tiene infinitos puntos cumbre. En este
caso, sip < pa < ... <P < . V@1 < @2 < ... < ¢gp < ...son los puntos
cumbre, entonces $(p1,q1) > $(p2,q2) > ..., de modo que s(p,,qn) es la
subsucesion (no creciente) deseada.

Caso 2. La sucesion doble s(n,m) tiene solamente un nimero finito de pun-
tos cumbre. En este caso, sea (pi1,q;) mayor que todos los puntos cumbre.
Puesto que (p1, ¢1) no es un punto cumbre, existe algin p, > p; y g2 > ¢y tal
que s(p2,q2) > s(p1,q1). Puesto que (p2,@2) no es un punto cumbre, existe
algin p3 > pa v q3 > ¢ tal que s(p3,q3) > s(p2,g2). Continuando de esta
forma obtenemos la sucesion (no decreciente) deseada.

Caso 3. La sucesion doble s(n,m) no tiene puntos cumbre. Este caso se

resuelve de manera similar al caso anterior. ]

Corolario 4.6. (Teorema Bolzano-Weiestrass.) Toda sucesion doble acotada
de ntimeros reales tiene una subsucesion mondtona convergente.

Demostracion. Sea s(n, m) una sucesion doble acotada de ntimeros reales. Sa-
bemos por el Teorema 4.5 que s(n, m) tiene una subsucesion doble s(py, ¢n)
monotona. Siendo que s(py, gm), es también acotada, entonces por el Teo-
rema de convergencia monotona (Teorema 3.2) concluimos que $(p,, ¢m) €s
convergente. ]

Corolario 4.7. Si s(n,m) es una sucesion doble acotada, entonces existe
una subsucesion convergente s(p,, gm) tal que

lim,, 00 limm—)oos(pm Qm) y lim,, oo limn—mos(pm Qm)7

existen y son iguales a el limite doble

lim  s(pn, ¢m)-

m,M—00

Demostracion. s(n,m) es una sucesion doble acotada de niimeros reales por
hipotesis y sabemos por el Corolario 4.6 que s(n,m) tiene una subsucesion
monoétona $(py, gm) tal que

1My, 100 S(Pns @m) existe.
Ya que la subsucesion es acotada, implicamos por el Teorema 3.2 que

limn—)oo limm—)oo 8(pn7 Qm) - 11/Inm—wo limn—wo S(p’m qm) - 11/Inn,m—wo S(pnv Qm)

O

Teorema 4.8. (Criterio de Divergencia.) Sea s(n,m) una sucesion doble.
Entonces las siguientes afirmaciones equivalentes:
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i) s(n,m) no converge a a.
ii) Para cada k € N, existe un ¢, > 0 tal que
|s(no, mo) — al > eo,
para cada ng, mg > k.

iii) Existe ¢y > 0 y una subsucesion s(p,, ¢,) de s(n,m) tal que
|$(Pny gm) — a| > €y para toda n,m € N.

Demostracion.
i)= ii) Negando la definicion de convergencia tenemos esta implicacion.

ii) = iii) Existe ¢ > 0 y ny,m; € N tal que ny,m; > 1, implicamos que
|s(n1,m1) —a| > €.

Ahora, sea ny, ms € N tal que si (ng, mg) > (ny + 1, m; + 1), entonces
|s(ng, ms) — a| > €.

Continuando con este proceso obtenemos una subsucesion s(p,,, g.,) estricta-
mente creciente de pares ordenados en N x N, tal que

|S(pn> Qm) - a| > €.
iii) = i) Es una equivalencia del teorema 4.1. O

Teorema 4.9. Sea a € R, s(n,m) una sucesion doble acotada y s(n,m)
tiene la propiedad que toda subsucecion es convergente. Entonces la sucesion
s(n,m) converge a a.

Demostracion. Supongamos que s(n,m) no converge a a. Entonces por el
Criterio de Divergencia tenemos que existe €y > 0 y una subsucesion s(p,, gm)
tal que

|5(Pns gm) — al > €o, (4.1)

para cada n,m € N,

Siendo s(n,m) acotada, entonces una subsucesion s(p,,,) también lo es.
Ahora, por el teorema de Bolzano-Weierstrass s(p,, ¢,,) tiene una subsucesion
s(pk, q;) convergente. Por lo tanto,

h,mj,k%oo 8(pk7 QJ> = a,
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esto implica que para cada ¢y > 0, existe N € N tal que si k,j > N entonces

|s(pk, q;) — al < €. (4.2)

Ya que todo termino de s(pg, ¢;) es termino de s(py, gm), vemos que (4.2) es
una contradiccion de (4.1). O



Capitulo 5

Aplicacién a la convergencia de
integrales

En este capitulo aplicaremos algunos teoremas de sucesiones dobles a la
existencia de integrales impropias para funciones definidas en dominios no
acotados de R2 .

Vamos a recordar la definiciéon de integral de funciones definidas sobre rec-
tangulos compactos.

Definicion 5.1. Sean R = [a,b] X [¢,d] y f: R — R f es integrable sobre R
si el limite siguiente existe

h’mméx|Azi|%0 Zz Zj f(xia yj)Axiija

max|Ay;|—0
donde Az; = xi11 — x;, Ay; = yj41 — Y, vy la suma se extiende a aquellos
valores de ¢, j para los cuales (z;,y;) € R. El limite anterior se llama integral

doble sobre Ry se denota como [ [, f(z,y) d(z,y).

Definicion 5.2. Si f esta definida en un rectangulo R = [a,b] X [¢,d] v si,
para cada z fija, f(x,-) es una funcion integrable de y, entonces esta integral
define una funcion g en [a, b] tal que

g(z) = / f(x,y) dy.

Si a su vez, g es una funciéon integrable de z, el resultado

/ab/cdf(x,y) dy da

se llama integral iterada y se denotaréd por

/ab/cdf(x,y) dx dy.

27
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A continuciéon proporcionaremos la definicion de una integral impropia
sobre un dominio no acotado y una condicién de convergencia.

Definicion 5.3. Sea € un dominio (no acotado) infinito. Una sucesion de
subdominios (acotados) finitos

1, Do,y Qs o (5.1)

se dice que es exhaustiva si para cualquier r > 0 existe un m = m(r) € N
tal que todos los puntos del dominio €2 que estan dentro del circulo de radio
r con centro en el origen y pertenecen a todos los €,, donde n > m(r).

Definicién 5.4. Sea Q2 C R? un dominio finito. f :  — R es integrable
impropiamente (en el sentido ordinario) si para cualquier sucesion exhaustiva
(5.1) le corresponde la sucesion de integrales

/Ql J(M) d‘”’/QQf(M) dwa-.-,//ﬂnﬂM) ..

que convergenten a un mismo limite finito J. En este caso la integral se
denotara como tal y se dird convergente. Si no existe tal J la integral sobre
Q) es divergente.

Nota: En la practica es dificil hallar el valor de una integral doble im-
propia. Lo que se hace es hallar el valor de cierto tipo de integral impropia
cuando el 2 = R? 0 R? y la sucesion de subdominios finitos €, son rectan-
gulos de la forma [—n,n] x [-m,m] o [0,n] x [0, m] respectivamente.

En el siguiente ejemplo mostraremos que depende del tipo de sucesion elegida
encontramos diferentes valores del limite de integrales.

Ejemplo 5.1. Mostrar que

1m0 / /m sen(z® +y*) d(z, y)

ly|<m

limy, 00 // sen(z? 4 y) d(x,y)
22 4y2<n?

son distintos.

Demostracion. Efectuando un cambio a coordenadas polares, esto es, hacien-
do

T =1rcos

y =rsen 6.



Se tiene que
// sen(z® + y?) d(x, y) // rsen(r?) d(r,0) (por Fubini)
|z <n [0,n] x[0,27]

ly|<m
/ / rsen(r?) dr df

= m(—cos(n?) + 1).

Por lo tanto

lim /[ml sen(x? + %) d(x,y) = lim 7(— cos(n?) + 1)

n—oo n—oo
Iyl<m

no existe. Mientras que

2m n
// sen(z? 4+ y%) d(x,y) = / do / rsen(r?) dr
224+y2<27n 0 0

= (27r)/ rsen(r?) dr
0
—cos2mn  cos2mn

> g )

=27 (
=0.

Por lo tanto

lfim // sen(z? 4+ 4?) d(x,y) = 0.
n—00 224942<27n

De lo anterior concluimos que la integral impropia no existe.

Ejemplo 5.2. Mostremos que

{ —(2%+y?)
Jm [ cn® d(z,y)
ly|<n

lim // e~ @) d(z, y)
n—oo 224y2<n?2

1= /etht,

son iguales.

Demostracion. Sea
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e :( / e‘tzdt> < / e_tgdt)

Tomando un caso particular tenemos que

I’ :( / e’”th> ( / eygdt>
— // e*(”ﬁ*yz)d(x,y).

Efectuando un cambio a cooredenas polares, esto es, haciendo

entonces

Tz =1rcos

y =rsen 6.

27 n
I? :/ / re”"dr df
o Jo
= .
lim // e~ d(z,y) = 7.
n—roo

Haciendo las mismas operaciones tenemos que

lim // e~ @) d(z,y) = 7.
n—oo 24y2<n?2

De lo que concluimos que la integral impropia existe sin importar la region
de integracion. O

Se tiene que

Por lo tanto

Tomando los ejemplos anteriores nos rentringiremos a aplicar algunos
teoremas sobre sucesiones a la existencia de integrales impropias “ De algtn
tipo ” que existe sobre rectdngulos.

Teorema 5.1. Sean f,g,h: RY — R funciones. Supongamos que para cada
(z,y) € R% tenemos:

flz,y) < g(z,y) < h(z,y)

y supongamos también que las integrales

/R2 f(z,y) dz,y) y//R2 h(z,y) d(z,y)
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son iguales. Entonces g es integrable y ademaés

J[, tevaw = [[ o ey

Demostracion. Sean

Por hipotesis tenemos que

/ f(z,y) d(z,y) hm//fﬂ:ydwdy

RQ n,m—oo

// (x,y) d(z,y) lim / / (x,y) de dy
R2 n,m—0o0

Ademés como
flz,y) < g(z,y) < h(z,y) para cada z,y € RY
entonces para cada n,m € N:
s1(n,m) < sa(n,m) < sz(n,m).
Aplicando el Teorema 1.5 se tiene que

lim sy(n,m)= lm s(n,m).
n,M—00 ,1M—00

//R2+ g(z,y) d(z,y) = //Ri flz,y) d(z,y).

Ejemplo 5.3. Mostrar que [~ [* = L e™@) do dy = 0.

Es decir,

Demostracion. Tenemos que —1 < sen(].) < 1 para todo z,y € N, entonces

671 S esen(%) < 61
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Asi, por el Teorema 5.2 se tiene que:
> 1 sen(~

Teorema 5.2. Sea f : RT — Rtalque [[oo f(z,y) d(z,y) =ay [;° f(z,y) do
+
existe para cada y € N. Se satisface que

/Om/ooof(as,y) dzr dy = a.

smm) = [ [ty doay.

Por hipoétesis tenemos que

]

Demostracion. Sea

limy, 00 S(n, M) = a y lim,, o $(n, m) existe para cada m € N.

Por el Teorema 2.1, se tiene que

lim lim s(n,m) = a.
m—0o00 N—00

/Ooo/ooof(x,y) dzr dy = a.

Corolario 5.3. Sea f : R — R tal que ffRi fl@,y) dlz,y) =ay [ flz,y) dy

existe para cada x € N. Se satisface que

/Om/ooof(x,y) dy dz = a.

Demostracion. Similar al teorema anterior. OJ

Por lo tanto,

]

Combinando los dos resultados anteriores, obtenemos el siguiente resul-
tado.
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Corolario 5.4. Sea f : R} — R tal que [[p. f(z,y) d(z,y) =ay
+
i) fo (z,y) dr existe para cada y € N,

ii) fo (x,y) dy existe para cada x € N.

/Om/ooof(x,y) dmdy:/ooo/ooof(%y) dy dx

existen y son iguales a a.

Entonces

Definiciéon 5.5. Sea f una funcion de valor real, definida para (x,y) tal que
x>0y a <y <[ Supongase que para cada y € J = [a, 3] la integral

infinita -
= / f(z,y)dx
0

existe. Decimos que esta convergencia es uniforme sobre J si para cada
€ > 0, existe M (e) tal que

— J5 f(x,y) dz| < e para cada y € J

A continuacién daremos un resultado el cual nos proporciona condiciones
para que las integrales iteradas y la integral doble sean iguales.

Teorema 5.5. Sea f: R3 — R tal que
i) )y fley)dedy=ay

i) lmy, o [ fy f(2,y) dz dy existe uniformemente respecto a m € N,
entonces

Jim [ [ pe ey = [ [, o) day) =a

Demostracion. Para n,m € N, s(n,m) = [[" [" f(x,y) dx dy. Por i) se
tiene que

lim lim s(n,m) = a.
m—00 N—r0o0

Ahora por ii), tenemos que lim,,_,., s(n, m) existe uniformemente con respec-

toam € N.
Por lo tanto, del Teorema 2.4 obtenemos que

/RQ+ f(z,y) d(z,y) = a.
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