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Introduccion

La presente tesis esta enfocada a una rama de la topologia co-
nocida como teoria de los continuos. Al hablar de los continuos,
hacemos referencia a espacios métricos no vacios, compactos y
conexos. La tesis esta divida en dos capitulos y para la elabora-
cién de este trabajo se recurrié a la bibliografia senalada.

En el primer capitulo iniciamos con conceptos preliminares,
también analizamos algunas propiedades de los continuos, asi co-
mo los ejemplos mas comunes dentro de la topologia.

Ademas este capitulo esta enfocado a los hiperespacios y la
topologia de Vietoris y algunos resultados relacionados con dicho
tema. Dado un continuo X, los hiperespacios de X son familias
de subconjuntos que satisfacen algunas propiedades particula-
res. A estas familias de subconjuntos de X se les dota de una
topologia mediante la métrica de Hausdorff. El estudio de la
teoria de los hiperespacios tiene sus inicios en los primeros anos
del siglo XX, con los trabajos de F. Hausdorft y L. Vietoris, ver
2
Los hiperespacios con los que trabajamos con mayor énfasis a
través de la tesis son los siguientes: El hiperspacio 2%, que con-
siste de todos los conjuntos no vacios y cerrados en X, es decir,
2X = {A C X: A es cerrado en X y no vacio}. Otro hiperespa-
cio es C(X) = {A € 2X: A es conexo}, el cual es conocido como
el hiperespacio de todos los subcontinuos de X.  El Capitulo
2 esta dividido en tres subtemas. El primero es un método para
construir un tipo especial de funciones llamadas funciones de
Whitney, las cuales se definen de la siguiente manera.

Dado un continuo X y una funcién continua p: 2¥ — R, se
dice que p es una funcién de Whitney para el hiperespacio 2%
si satisface las condiciones siguientes.



(a) Para toda x € X, se tiene que u({z}) = 0.

(b) Para cada A, B € 2X, se tiene que pu(A) < u(B) siempre
que A ¢ B.

Una funciéon de Whitney para el hiperespacio C'(X) es una fun-
cion continua de C'(X) en R que satisface las condiciones (a) y
(b).

El segundo subtema del Capitulo 2 esta dedicado a los ar-
cos ordenados y algunos teoremas relacionados. Dado un con-
tinuo X y A, B € 2% tales que A ¢ B, una funcién continua
a: [0,1] — 2% es un arco ordenado si cumple las condiciones
siguientes.

(1) a(0) =Ay «a(l) = B.
(2) Siu,v € 0,1] tales que u < v, entonces a(u) & a(v).

Finalmente el tercer subtema, el cual es mas importante del
Capitulo 2, es el de propiedades de Whitney, donde se describen
teoremas que nos permiten adentrarnos en dicho tema, llama-
mos propiedad de Whitney a toda propiedad topoldgica P que
cumple que si X es un continuo con la propiedad topolégica P,
entonces para cada funcion de Whitney de C(X) y para cada
t € 0, u(X)] se cumple que p~1(t) tiene la propiedad P.

Existen varias propiedades topoldgicas que cumplen ser pro-
piedades de Whitney, en este trabajo hacemos el analisis de las
cinco propiedades siguientes.

Teorema [2.27. La propiedad de ser un continuo es una pro-

piedad de Whitney.
Teorema [2.33| La propiedad de ser un arco es una propiedad

de Whitney.
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Teorema [2.34] La propiedad de ser un continuo arco conexo

es una propiedad de Whitney.
Teorema [2.35| La propiedad de ser un continuo localmente co-

nexo es una propiedad de Whitney.
Teorema 2.39, La propiedad de ser un continuo descomponible

es una propiedad de Whitney.
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Capitulo 1

Preliminares

La presente tesis requiere recordar definiciones y resultados
necesarios para abordar el tema de las funciones de Whitney, por
lo que iniciaremos el capitulo con las definiciones siguientes . En
este trabajo, X representa un espacio topologico. El interior de
un conjunto Y C X es el conjunto de todos los puntos interiores
de Y, y se le denota como intx(Y). Un conjunto ¥ C X es
abierto si todo punto de Y es un punto interior de Y.

Definicion 1.1. Una métrica d en un conjunto X es una fun-
cion

d: X x X —-R
que satisface:

(1) Para todo x, y de X, se cumple que d(z,y) > 0.

(2) Para todo par de puntos x yy de X, se cumple que d(x,y) =
0 sty solo si x =y.

(8) Para todo par de puntos x yy de X, se cumple que d(x,y) =
d(y, ).

(4) Para toda x, y y z de X, se cumple que d(z,y) < d(z, z) +
d(z,y).
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Definicién 1.2. Un espacio métrico es la pareja ordenada
(X,d), donde X es un conjunto y d una métrica en X.

Definicién 1.3. Sea (X, d) un espacio métrico, una bola abier-
ta de centro x y radior, es el conjunto B(x,r) = {y € X: d(x,y)
<r}.

Un concepto importante en este trabajo es el de compacidad,
previamente enunciaremos la definicion de cubierta, un concepto
que nos permitira definir lo que es un espacio compacto.

Definiciéon 1.4. Sea X un espacio topologico. Una cubierta de
X es una coleccion C de subconjuntos de X tal que X = Jpep C.
Si cada C € C es abierto en X, entonces decimos que C es
una cubterta abierta de X. Una subcubierta de C es una
subcoleccion de C que también es una cubierta de X.

Ejemplo 1.5. SeanC; = {B(p,1): p € ZxZ} yCo = {B(p,3): p
€ Z x 7Z}. Notemos que C1 es una cubierta de R?, mientras que
Cy no lo es, porque por ejemplo, el punto (%, %) € R? no pertenece
a ningun elemento de Cs.

Definicién 1.6. Un espacio topologico X es compacto si toda
cubierta abierta de X contiene una subcubieta finita.

Ejemplo 1.7. S A es un subconjunto finito de un espacio to-
poldgico X, por ejemplo A = {ay,...,a,}, entonces A es com-
pacto, porque si C es una cubierta abierta de A, tenemos que
existen Cy,...,C, € C tales que a; € C,...,a, € C,. Luego,
A=JL,C, es decir, C contine una subcubierta finita.

Definiciéon 1.8. Un espacio topologico X es conexo si no es la

union de dos subconjuntos no vacios de X, disjuntos y abiertos
en X.
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Definicién 1.9. Sean (X, d) un espacio métrico y A, B C X, la
distancia entre los conjuntos A y B es

d(A, B) = inf{d(a,b): a € A yb € B}.

Definicién 1.10. Sean (X, d) un espacio métrico y A C X, el
diametro de A es

diam(A) = sup{d(a,b): a € A yb e A}.

Definicion 1.11. Sean (X, d) un espacio métrico, A un subcon-
jgunto no vacio de X y e > 0. La e-nube alrededor de A en X,
es

N(g,A) ={x € X: existe a € A tal que d(x,a) < €}.

Definicién 1.12. Sean (X, d) un espacio métrico, compacto. La
Métrica de Hausdorff se define por H: 2% x 2X = R, defi-
nida para cada A, B € 2% por, H(A,B) = inf{e: A C N(e, B)
y B C N(e A}

1.1. Continuos

Esta seccion tiene como objetivo resaltar propiedades impor-
tantes de los continuos asi como los ejemplos mas comunes. Ini-
ciaremos dando la deficiniéon de continuo.

Definicién 1.13. Un continuo es un espacio métrico no vacio,
compacto y conexo.

Definicién 1.14. Un subcontinuo es un subconjunto de un
continuo que a su vez es continuo. Es decir, es un subconjunto
cerrado, conexo y no vacio de un continuo.
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Definiciéon 1.15. Un subcontinuo U de X es subcontinuo
propio de X si U # X.

A continuacién mencionaremos ejemplos esenciales de conti-
nuos.

El continuo mas sencillo es el arco.

Definicién 1.16. Un arco es un espacio topolégico homeomorfo
al intervalo cerrado [0,1]. Sean f: [0,1] — A un homeomorfis-
mo, p = f(0) y ¢ = f(1), los puntos p y q son los puntos
extremos del arco A. Un arco de p a q es un arco con puntos
extremos p vy q.

Figura 1.1: arco [0, 1]

Otros continuos béasicos son:

Definicién 1.17. La circunferencia unitaria, denotada por
Stoes St = {(z,y) € R*: 22 + y*> = 1}. Una curva cerrada
simple es una copia topoldgica de la circunferencia unitaria S*.

Definicién 1.18. Dado n € N, al producto topoldgico de n in-
tervalos [0, 1] se denota con I"™. Es decir,

I" = szl Ika

donde I, = [0, 1], para cada k € {1,...,n}. Una n-celda es un
espacio topologico homeomorfo a I".
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Figura 1.2: Circunferencia unitaria

Definicién 1.19. Dado n € N, una n-esfera es un espacio
homeomorfo a la esfera n-dimensional S™ en R,"™ donde

St = {z € R™!: |lz] = 1}.

Definicién 1.20. Consideremos en el espacio R? con la topo-
logia usual, los subconjuntos siquientes: W = {(z,sen()) €
R*: 0 <z < 1} yY = {0} x [-1,1]. El espacio topoldgico
X =W UY es el continuo sen(=).

T

A

Y
. \Uf I.\/j.

Figura 1.3: Continuo sen(%)

Definicién 1.21. Un cubo de Hilbert es cualquier espacio
topologico homeomorfo al espacio

H;il 1;,
para toda i, donde I; = [0, 1], con la topologia producto, .

Definicion 1.22. Circunferencia de Varsovia es el nombre

del continuo homeomorfo a YUZ, donde Y es el continuo sen(%)
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y Z es la unidn de tres arcos convezos en R? uno de (0,—1)
a (0,—2), otro de (0,—2) a (1,—2) y el tercero de (1,—2) a
(1, sen(1)).

Figura 1.4: Circunferencia de Varsovia

A continuacién mencionamos algunas propiedades y resulta-
dos relacionados con los continuos. Una propiedad de los conti-
nuos es la nocién de descomponible

Definicién 1.23. Un continuo X es descomponible si puede
ser puesto como la union de dos subcontinuos propios.

Definiciéon 1.24. El espacio topologico Y es conexo por tra-
yectorias si para cualesquiera dos elementos p,q € Y, existe
una funcion continua v: [0,1] — Y tal que v(0) = p y (1) = q.

Definiciéon 1.25. Un continuo X es arco conexo si para cada
par de puntos distintos x,y € X, existe un arco en X de x a y.

Definicién 1.26. 57 X es un continuo y p es un punto en X,
entonces X es localmente conexo en el punto p, si para todo
abierto U de X que tiene a p, existe un abierto y conexo V en
X tal que p € V C U. Diremos que X es localmente conexo, si
lo es en cada uno de sus puntos.

Definiciéon 1.27. Sean X un continuo y x € X. Entonces, X es
conexo en pequeno en x, si para cada abierto U en X tal que
x € U, existe un conexo V en X tal que x € int(V) C 'V C U.
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Diremos que X es conexo en pequeno, si X es conexro en pequeno
en cada uno de sus puntos.

Teorema 1.28. [3, Teorema 1.17] Un espacio topolégico X es
localmente conexo si y solo si toda componente de cada abierto
en X es un abierto en X.

Teorema 1.29. [3, Teorema 1.18] Sea X un continuo. Entonces
X es conexo en pequeno si y solo si X es localmente conezo.

Teorema 1.30. [3, Teorema 2.2] Si X es un continuo, € >0 y
A € 2% entonces

(1) AC N(e, A),

(2) N(E,A) - UaeAB(CL?g)v

(8) N(0,A) C N(e, A) para cada § > 0 tal que 6 < €, y
(4) N(e,A) = J{N(0,A): 0 > 0,0 <e}.

Observacion 1.31. Por el inciso (2) del teorema anterior po-
demos afirmar que N(e, A) es un abierto en X.

1.2. Hiperespacios

Dado un continuo X, los hiperespacios de X son familias de
subconjuntos que satisfacen algunas propiedades particulares. A
estas familias de subconjuntos de X se les dota de una topologia
mediante la métrica de Hausdorff. A continuaciéon enunciamos
los hiperespacios mas estudiados:

Definicién 1.32. Dado un continuo X, el hiperspacio 2% con-
siste de todos los subconjuntos de X mno vacios y cerrados en X,
es decir,
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2X = {A C X: A es cerrado y no vacio }.

Definicién 1.33. Dado un continuo X, el hiperespacio C(X),
consiste de todos los subcontinuos de X, es decir,

C(X) ={A€2X: A es conexo}.

Definicién 1.34. Dados un continuo X y n € N, el n-ésimo
producto simétrico de X es

F(X) = {A €2X: A tiene a lo mds n puntos}.

Definicién 1.35. Dados un continuo X y n € N, el n-ésimo
hiperespacio de X es

Co(X) = {A €2%: A tiene a lo mds n componentes}.

Observemos que, todos estos espacios se definen como subes-

pacios de 2%. También C'(X) es lo mismo que C1(X) y F1(X) =
{{p} € 2%:p € X}. Ademds, para n € N, se cumple que
F.(X) CFon(X)y Cu(X) C Cpia(X).
A continuacién enunciamos algunos resultados importantes rela-
cionados con los hiperespacios. Observemos que todo los hiper-
espacios de un continuo los podemos considerar con la topologia
inducida por la métrica de Hausdorff o con la topologia de Vie-
toris, es por eso que a continuacién enunciamos la definiciéon de
vietérico y algunos resultados relacionados.

Definiciéon 1.36. Sean X un continuo, n € N y Uy, ..., U, sub-
conjuntos no vacios de X. Bl vietorico de Uy, ..., U,, denotado
por (U, ..., Uy,), es el conjunto

{AEQX:ACUUZ-yAﬂUZ-#(Z), pamcadaie{l,...,n}}.

1=1
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Definicién 1.37. Dado un subconjunto A de un continuo X.
Consideremos las siquientes subcolecciones del hiperespacio 2.

I'(A)={Be2*:BcC A},
AA) ={Be2X:BnA+#0)}.

Teorema 1.38. Si X un continuo, n € N y Uy, ..., U, subcon-
Juntos no vacios de X. Las afirmaciones se siguientes cumplen.

(1) Uy Uy = U U) O [y AT

(2) para cada A C X, tenemos que I'(A) = (A),

(3) cada A C X, tenemos que A(A) = (X, A).
Demostracién. Para ver que se cumple 1, notemos que

(Uy,...,U,) =
{Ac2X AcuUu_ UInN{Aec2X AnU; #0,i e {1,...,n}}
= D(Uin, Un) N[N AU
Por lo tanto, (Uy,...,U,) = T(Ui_, Ui) N [Ny ATH)].

Los demas incisos se demuestran de manera analoga. ]

Teorema 1.39. Sean m, n € N, Uy,.... U, y V1,...,V,, sub-
conjuntos de un continuo X. SiU = U, U; y V = Ui, Vi,
entonces

Uy, ..., Uy 0 {(Vy,..., V) =
Vnu,VnUs,,...,VnU, UNV,UNVa, ..., UNV,).
Demostracion. Sea A € (Uy,...,Uy) N (Vi,...,Vy)

— (U) N [ﬁ]A(Ui)} AT(V) N [6/\(%)}
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Asl, ACUNV =(UNnV)u(VNU)

:[Umdjm}uhﬂ(OUﬂ

=1 =1

= [O(Urﬂ/;-)] U [O(VmUi)].

i=1 i=1
Por otro lado, como ANU; # (), para cada i € {1,...,n}y
A C V, tenemos que AN (VNU;) # 0, para cadai € {1,...,n}.
También para cada ¢ € {1,...,m} se puede probar de manera
andloga a lo anterior AN (U NV;) # (). De manera que

Ae(VAU,....VAU,UNW,....UNV,).

Por lo tanto, (Uy, ..., U,) N {(Vi,..., V) C(VNU,...,VN
U, UNV,UN Vo, ..., UNV,).
Para probar la otra contencién, sea

Ae(VAU,....VNU,UNW,....UNV,).

Entonces, A C UNV. Esdecir, ACUyACV.Asi, A e T'(U)
y A € T'(V). Por otra parte, como AN (UNV,) = ANV, #
(), para cada i € {1,...,m}, tenemos que A € A(V;). Asi, de
manera analoga se puede ver que A € A(U;). Por tanto, A €

Uiy U O (Vi Vi), 0

Teorema 1.40. Sean X un continuo, A € 2% y Uy, ..., U,

abiertos en X. St A € (Uy,...,U,), entonces existen abiertos
Vi,...,V, en X tales que

Ae(W,... . V) C(Uy,....U)

y V; C Us, para cada i € {1,...,n}.
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Demostracion. Si a € A, entonces existe ¢ € {1,...,n}, tal que
a € U, yaque A C |J_; U;. Luego, como X es regular, existe
un abierto V, en X tal que a € V, C V, C U,.

Asi, A C | {V, : © € A}. Como A es compacto, existen
meNyx,...,z, € Atales que A C ;" V,,. Por otro lado,
para cada i € {1,...,n}, sea b; € AN U,;. Luego, para cada
i € {1,...,n}, sea W; abierto en X tal que b; € W; C W; C U;.

Ahora, para cada i € {1,...,n}, sean

JZ:{kE{Lz?Jm}WkCUZ}yx/Z:WZU(UkeJZ‘/xk)

Para cada ¢ € {1,...,n}, tenemos que V; es abierto en X, con
VZ’ CcCUy ANV 7£ 0.
Ademds, AC |, Vi. Asi, Ae (Vi,..., Vo), y (Vi,..., V) C
(Uy,...,Up,).
Por tanto, existen abiertos Vi,...,V, en X tales que A €
Vi,...,V,) c{Uy,...,U,) yV; C Uj, para cada i € {1,...,n}.
]

El siguiente resultado dota de una topologia al hiperespacio
2% de un continuo X dado.

Teorema 1.41. [3, Teorema 2.20] Si X es un continuo y B =
{Uy,...,U,) : Uy,..., U, son abiertos en X yn € N}, entonces
B es una base para una topologia del hiperespacio 2.

Teorema 1.42. [3, Teorema 3.28] Si X es un continuo, K es

un subcontinuo de 2% y K N C(X) # 0, entonces |J K es un
kek
subcontinuo de X.

Teorema 1.43. [3, Teorema 3.29] Sean X un continuo y Ay, As,-
..., A, subcontinuos no degenerados de X. Tenemos que

(1) (Ay,..., A,) es un subconjunto conezo de 2°X.
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(2) Si (Aq,...,An) NC(X) # 0, entonces (A, ..., A,) NC(X)
es un subconjunto conezxo de C(X).

Teorema 1.44. Sea X un continuo no degenerado. Las condi-
ciones siquientes son equivalentes.

(1) X es localmente conexo,
(2) 2% es localmente conezo,

(3) C(X) es localmente conexo.

Demostracion. Sea X localmente conexo. Veamos que 2% lo es.
Por el Teorema , basta probar que 2% es conexo en pequefio.
Sea A € 2% y U un abierto en 2% tales que A € U. Por el Teo-
rema [1.41], tenemos que B = {(U1,...,U,) : Uy,..., U, son

abiertos en X, n € N} es una base para la topologia del hi-

perespacio 2%. Asi, existen Ui, ..., U, abiertos en X tales que
Ae (Uy,....U,) CU.
Luego, por el Teorema [1.40], existen abiertos Vi,...,V, en X

tales que A € (Vq,...,V,) C (Uy,...,U,) v V; C U;, para cada
ie{l,...,n}.

Sea a € A. Entonces para alguna j € {1,...,n}, tenemos que
a € Vj, yaque A C |J;_; Vi. Consideremos la componente C, de

V; tal que a € C,. Asi, A C |J C,. Dado que X es localmente
acA

conexo, por el Teorema [1.28] para cada a € A, tenemos que C,
es abierto en X.

Como X es compacto y A es un cerrado en X, inferimos
que A es compacto, luego, existen r € Ny aq,...,a, € A tales
que A C U;_; C,,. Observemos que para cada i € {1,...,r},
tenemos que C,, C C,, C Uj, para alguna j € {1,...,n}.

Por otro lado, para cada ¢ € {1,...,n}, tenemos que ANV, #
(. Asi, para cada i € {1,...,n}, sea x; € ANYV,. Luego, para
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cadai € {1,...,n}, sea C,, la componente de V; tal que x; € C,,.
Como X es localmente conexo, por el Teorema [1.28] para cada
i € {1,...,n}, inferimos que C,. es un abierto en X. Notemos
que C,. C C,. C U;, para cada i € {1,...,n}.

Ahora, para cada i € {1,...,n}, sea

Ji={ke{l,...,r}:CyNC, #£ 0.

Notemos que J; # ), paracada i € {1,...,n}. Sea W; = C,,U
(UkeJi C’ak), para cada i € {1,...,n}. Ademds, para cada i €
{1,...,n}, tenemos que W; es conexo y abierto en X, ya que es
unién de conexos y abiertos en X. De manera que (Wy,..., W)
es abierto en 2%,y A € (Wy,..., W,).

Ademéas, W; ¢ W, c Uy y ANW,; # 0, para cada i €
{1,...,n}. Luego,

A€ <W1,...,Wn> C <W1,W2,...,Wn> C <U1,...,Un>.

Notemos que para cadai € {1,...,n}, lacomponente C, tiene
més de un punto. En efecto, si existe [ € {1,...,n} yz € X
tal que C,, = {z}, entonces C,, es abierto y cerrado en X. De
manera que C,, = X, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, para cada i € {1,...,n}, tenemos que W;
es un subcontinuo no degenerado de X. Luego, por el Teo-
rema |1.43] inferimos que (Wi,...,W,) es un conexo tal que

A € intox((W1,...,W,)) C U. Esto prueba que 2% es cone-
x0 en pequeno. Luego, por el Teorema , se sigue que 2% es
localmente conexo.

De manera analoga se prueba que si X es localmente conexo,
entonces C'(X) es localmente conexo.  Ahora, supongamos que
2% es localmente conexo, veamos que X es localmente conexo.
Sean p € X y U un abierto en X tal que p € U. Se sigue que
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{p} € (U). Notemos que (U) es abierto en 2. Consideremos
un abierto W en 2% tal que p € W C W C (U). Como 2% es
localmente conexo, existe un conexo y abierto V en 2% tal que
{p} € V C W. Por el Teorema [1.41] existen abiertos Uy, ..., U,
en X tales que {p} € (Uy,...,U,) C V. Luego, por el Teorema
1.40|, existen abiertos Vi,...,V, en X tales que

{p} e V,..., V) C(Uy,...,Up)

y Vi C U;, para cada i € {1,...,n}.

Ast, U, Vi € (Uy, ..., Uy,). Como (Uh,...,U,) CV CVC
(U), se sigue que | Ji_, V; € UV C U. Dado que {p} € VNC(X),
tenemos que V N C(X) # (). Como V es un subcontinuo de 2%,
por el Teorema, [1.42] tenemos que | JV es un conexo de X. Sea
V =V, por lo tanto, p € |J;_, Vi €V C U. Como |J_, V; es
abierto en X, concluimos que p € intx (V) C V C U. Asi, X es
conexo en pequeno. Luego, por el Teorema [I.29] tenemos que X
es localmente conexo.

De manera similar de demuestra que si C(X) es localmente
conexo, entonces X es localmente conexo. ]

Teorema 1.45. [J, Lema 2.1]Si (X, d) un espacio métrico, en-
tonces se cumple lo siguiente.

(a) Sie >0y A€ 2X entonces A C N(g,A) y N(,A) =
UaeAB(av‘S)'

(b) Sean A, B € 2% ye >0, entonces H(A, B) < ¢ si y sdlo si
AC N(e,B) y BC N(g, A).

(c) Para cada m € N, sean A,,, B, € 2% tales que A,, C By, y
las sucesiones { A }men Y {Bmtmen convergen a A y B en
2X  respectivamente. Entonces A C B.
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Teorema 1.46. [8, Observacion 0.9] Si X es un continuo, en-
tonces 2% y C(X) son continuos.
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Capitulo 2

Propiedades de Whitney

2.1. Funciones de Whitney

Las funciones de Whitney resultan en la actualidad una herra-
mienta esencial para el estudio de los hiperespacios, la primera
construccion de las funciones de Whitney se realizo en los anos
1930’s por Hassley Whitney, pero en el ano 1942, Kelley fue el
primero en usar este tipo de funciones, ver [7].

Definicién 2.1. Sea X un continuo. Una funcion de Whit-
ney para el hiperespacio 2% es una funcion continua pu: 2% —
R que satisface las condiciones siguientes.

(a) Para toda x € X, se tiene que p({x}) = 0.

(b) Para cada A, B € 2%, se tiene que u(A) < u(B) siempre
que A & B.

Una funciéon de Whitney para el hiperespacio C(X) es
una funcion continua de C'(X) en R que satisface las condiciones

(a) y (b).

A continuaciéon mostramos un ejemplo de una funciéon que no es
funcién de Whitney.

17
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Ejemplo 2.2. La funcidn didmetro didm: 2% — [0,1] no es
una funcion de Whitney para 2 recordemos que diam([0, 1]) =
diam({0,1}). En cambio, si restringimos esta funcion a C([0,1]),
si es una funcion de Whitney.

Demostracion. Sean {0,1},1[0,1] € 2% tal que {0,1} < [0,1],
pero como didm([0,1]) = diam({0, 1}) no se cumple la segunda
propiedad de una funcién de Whitney. Por tanto, didm : 201 —
[0, 1] no es una funcién de Whitney. Sin embargo, si usamos la
funcion diam: C([0,1]) — [0, 1], observemos que se cumplen las
dos propiedades:

(a) Sea [0,1] € C([0,1]), como [0,1] es cerrado y conexo al
aplicar la funcién diam se tiene: diam({[0,1]}) = 0.

(b) Dada la funcién diam: C([0,1]) — [0,1] y si [a,b], [c,d] €
C'(]0, 1)) tal que [a, b] C [c, d] deducimos que diam(|a,b]) <
diam([c,d]).

Por tanto, diagm: C([0,1]) — [0, 1] si es una funcién de Whitney.
[]

Teorema 2.3. Si X es un continuo arco conexo y la funcion
diametro es una funcion de Whitney para C(X), entonces X es
un arco.

Demostracion. Tomemos a,b € X tales que diam(X) = d(a,b).
De acuerdo a la hipétesis existe un arco A en X que une a los
puntos a y b; observe que diam(A) = diam(X). Por tanto, como
la funcion es de Whitney y A C X se tiene que A = X. []

Teorema 2.4. [1, Teorema 2.5] Sean X un continuo y {1 una
funcion de Whitney para 2%. Para cada m € N, sean A,,, By, €
2% tales que Ay, C By, y p1(Bm) — p(Ay) < . Si las sucesiones
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{ A} men ¥ {Bm ymen convergen a A y B en 2, respectivamente,
entonces A C B y u(B) — u(A) = 0. En particular A = B.

Asi como el teorema anterior, necesitamos hacer algunas obser-
vaciones y plantear la notacién y definiciones, como antecedentes
para la construccién de una funcién de Whitney.

Notacién 2.5. Para cada n € N, definimos p,: 2% — R, para
cada A € 2% por, p,(A) = inf{e > 0: existen zy,...,z, € X,
tal que A C N(e,{z1,...,z,})}

Definicién 2.6. Una sucesion {f,}5°, de funciones definidas
en D C R y con valores en R es uniformemente acotada
si existe una constante M > 0 tal que |f,(x)| < M para todo
r €D ytodon € N.

A continuacién se describe el criterio M de Weierstrass, este
nos permitira una forma de construir funciones continuas a par-
tir de sucesiones de funciones continuas. Ademas, servird para
dar una expresion explicita de algunas funciones de Whitney.

Teorema 2.7. [6, Teorema 10.5] Si {u,}2, es una sucesion
de funciones continuas de X en R tales que |p,(z)| < M para
toda n € N y para toda x € X, entonces la funcion p: X — R
definida por pu(zr) = E%O:l“g—gf) es una funcion continua.

Teorema 2.8. Si para cadan € Ay u,: 2% — R es una funcion
definida para cada A € 2% por p,(A) = inf{e > 0: emisten
x1, ..., oty € X tales que A C N(e,{x1,...,x,})}, entonces para
cadan € N, se tiene que la funcion p, es continua y la sucesion

{ptn tnen estd uniformemente acotada.

Demostracion. Sean n € N, A € 2¥ y n > 0. Tomemos § =

g. Para probar que p, es continua veremos que si B € 2% y
H(A, B) <9, entonces | i,(A) — pun(B) |< 7.
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Sea B € 2% tal que H(A,B) < § y consideremos ¢ > 0,
notemos que B es compacto, es decir, B C |J B(x, ), para cada
x € B, luego, B C i, B(z;,¢), asi, para cada {x1, ...,x,} C X,
tenemos B C N(g,{x1,...,z,}).

Afirmamos que p,(A) < § + ¢; para ello veremos que A C
N(e + ¢,{x1,...,z,}). En efecto, como H(A, B) < 6, y por el
Teorema [1.45] (a), tenemos que A C N(6,B) y B C N(4, A),
luego, existe b € B tal que d(a,b) < J, por lo tanto, para tal
b € B existe j € {1,...,n} tal que d(b,z;) < . Utilizando la
desigualdad del tridngulo, obtenemos que d(a,z;) < d(a,b) +
d(b,z;) < 6 +¢e. Por lo tanto, A C N(§ +¢,{x1,...,2,}).

En consecuencia p,(A) <+ ¢, es decir, u,(A) — 9 < € para
cualquier € que cumpla la definicién de p,(B). Asi,

pn(A) =0 < pin(B). (2.1.1)

Notemos que p,(A) —n < pp(A) — 6, luego, de la ecuacién
([2.1.1)), tenemos que pu,(A) — 1 < pn(A) — 6 < p,(B), entonces
pin(A) = pin(B) < 1.

De manera analoga, obtenemos que para cada n € N se cum-
ple la siguiente desigualdad, p,(B) — u(A) < n. Por lo tanto,
| pn(A) — un(B) |< 1. En consecuencia, para cada n € N, la
funcién p,, es continua.

Ahora veamos que {iu,}>°; estd uniformemente acotada, es
decir, para cada A € 2¥ y n € N, existe M > 0 tal que
| un(A) |< M. Consideremos M = diam(X) + 1, entonces para
cualquier A € 2X y cualquier subconjunto de n puntos en X, di-
gamos {x1,...,z,}, se tiene que A C X = N(M,{x1,....,x,}).
Asi, para cualquier A € 2¥ y n € N, tenemos | u,(A) |=
tn(A) < M. O
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El siguiente resultado, es de los méds importantes en este tra-
bajo, ya que nos muestra la existencia de funciones de Whitney,
en este caso, haremos uso de Teoremas y para demos-
trar (a), para (b) aplicaremos e-nubes y para (c) lo realizaremos
mediante seis pasos.
2X

Teorema 2.9. 57 X es un continuo y j: — R una fun-

cion definida, para cada A € 2%, por

n(A
ILL(A) - Ezo:llu 2(n )7

entonces la funcién u es una funcion de Whitney para 2% .
Demostracion. Verifiquemos las siguientes afirmaciones:

(a) p es continua.

(b) Para toda z € X, se cumple que pu({z}) =0.

(c) Si A C B, entonces u(A) < u(B).
Observemos que se cumple (a) por Teorema y Teorema ,

tenemos que {1, }°°; es una sucesion de funciones continuas, es

uniformemente acotada y p es una funciéon continua.
Verifiquemos que para todo z € X, se cumple que u({z}) = 0.

Sean x € X,n € Ny e > 0, entonces {x} C N(e,{z1,...,2,})

con z; = x, donde ¢ = 1,...,n, notenemos que {z} C N(g,{x1,
...,xp}), asi, 0 = d(x,z) < €. Por lo tanto, 0 = inf{e > 0:
existen xy, ..., x,, tales que {z} C N(e,{x1,...,2,})}, es decir

tn({x}) = 0. Por lo tanto, por definicién pu({z}) = 0, para toda
n €N
Veamos que si A C B, entonces p(A) < u(B).

(c.1) Para cada A € 2%, ycadan € N,;seac >0y 2y,...,7, €
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X, tales que A C N(e,{x1,...,2,}). Seaxp1 € X\{z1,...,2,}
tal que d(z,11,A) < €, entonces A C N(e,{x1,...,2,11}). Por
definicion de p,(A) afirmamos que {¢ > 0: existen zi,...,z,
€ X, tales que A C N(e,{x1,...,2,})} C {e¢ > 0: existen
T, ..., Tpp1 € X, tales que A C N(e, {x1,...,2,41})} de aqui,

Hn+1 (A) S ,un(A)

(c.2) Verifiquemos que para cada A € 2% la sucesion {p, (A4)}°%,,
converge a Cero.
Sean € > 0y |J,c4 B(a, 5) es una cubierta abierta de A, como
A es compacto, existen N € Ny {ay,...,ay} C A tales que
AcUY,B(a;,%).
N

Por Teorema [1.45(a), J;_; B(a;, 5) = N(5,{a1,...,an}).

Ademas por definicion de p,, inferimos que py(A) <

5, es decir, p,(A) < €, por (c.1), asi para cada n > N, se
cumple lo siguiente:

,un(A) < NN(A)'

Entonces, p,(A) < . Por lo tanto, {p,(A)},en converge a
Cero.

(c.3) Si A C B, entonces u,(A) < p,(B) para cada n € N.
Tomemos € > 0y x1, ...,x, € X tales que B C N(g,{x,
Como A C B, entonces A C N(e,{x1,...,x,})}, luego {e >

0: existen xy,...,z, € X tales que B C N(g,{x1,...,2,})} C

{e > 0: existenxy,...,z, € X talesque A C N(g,{x1,...,2,})}.
Por lo tanto, u,(A) = inf{e > 0: existen z1,z9,...,2, €
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X tales que A C N(e,{x1,...,z,})} < inf{e > 0: existen
x1,...,x, € X tales que B C N(g,{z1,....,2,})} = pun(B), es
decir f1,(A) < pin(B).

(c.4) Si|A| > n > 2, entonces p,—1(A) > 0.

Sea {ai,...,a,} C Ay tomemos a = min{d(a;,a;): 1 <
i,7 <m con i # j}. Notemos que o > 0.
Supongamos que ji,—1(A) < ¢, asi, existe e > 0 tal que e < §
usando la definicién de p,(A), existe un conjunto finito {xy, xs,
ey Tpo1y C X tal que A C N(e,{z1,...,2,-1}), por Teorema
1.45(a), existen 4,5,k coni # j, 1 <i,j<nyl<k<n-1
tales que a;, a; € B(zy,¢€), ast d(a;, a;) < d(a;, zx) + d(xg, aj) <
€+¢e< g+ 7 =75 <a. Esto contradice la definicién de a.

Por lo tanto

,un_l(A) > > 0.

Q
4

(c.5) Si |A| = n, entonces u,(A) = 0.

Supongamos que A = {aj,as,...,a,}, entonces para cada
e > 0, tenemos que A C N (e, {a,as,...,a,}).

Luego, por definicién de pu,(A), se tiene que

pn(A) = 0.

Observemos que: pi(A) = 0 para cada k > n.

(c.6) Si A es infinito, entonces p,(A) > 0 para cada n € N.
Esto se sigue de (c.4).

Ahora demostraremos que si A, B € 2% con A C B, entonces
p(A) < u(B). Para esto consideremos los casos siguientes.
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Caso 1. Si A es finito, digamos |A| = n, entonces por (c.3),
pip(A) < pp(B), para cada 1 <k <n—1y como |B| >n+1,
por (c.5) y por (c.4), tenemos que, 0 = u,(A) < u,(B), usando
una vez mas (c.3), obtenemos que pui(A) < ur(B), para cada
k > mn+ 1; por lo tanto u(A) < u(B).

Caso 2. Si A es infinito, sean by € B\A y € > 0 tales que
B(by,e) N A = . Por (c.2), {un(A)} converge a cero, enton-
ces existe N € N tal que n > N y asi, uy(A4) < 5. Como A es
infinito, por (c.5), tenemos que puy(A) > 0. Usando (¢.2) y (c.1),
existe r € N, > N tal que p,(A) < un(4).

Tomemos m = min{r > N: u,(A) < un(A)}, asi, tenemos que
m > Ny pn(A) < py(A).

Se tiene que m—1 > N, luego, pty—1(A) = un(A). Por lo tan-
to pm(A) < pm—1(A). Sea a > 0 tal que pp,(A) < a < py-1(A),
entonces para todo conjunto de m—1 elementos {z1, ... 2,1} C
X se tiene que A ¢ N(a, {x1,...Tm-1}).

Demostremos que a < p,,,(B). Para esto, supongamos lo con-
trario, es decir, & > pu,,(B); entonces, existe {y1,...ym} C X
tal que

B C N(Oé, {yla' ym} = U yk7

Como by € B\A, existe j € {1,2,... ,m} tal que by € B(y;, a),
usando que j,(A) < 5, para cada n > N, de esta desigualdad,
tenemos:

d(bo,y) < d(bo,y;) +d(y;,y) < a+a < g+§:5

Es decir, y € B(by,¢). Por lo que B(y;,a) C B(by,e) y asi,
gracias a la eleccién de e, tenemos que B(y;,a) N A = 0.
Por otro lado como B C N(a, {y1,y2,---Um}) = Upey Byk, @),
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asi, A C |} By, o).
Por lo tanto A C k£ B(yg, a).

k=1
En consecuencia, por Teoremall.45)(a) se sigue que A C N(«,
{1, - Yj—1,Yy+1, - - -, Ym}) €s decir, existe un conjunto de m—1

puntos que contiene a A en su a-nube, pero esto contradice la
afirmaciéon que hicimos en principio, pues se dijo que para todo
conjunto de m — 1 elementos {z1,xs,...,2nm_1} C X, enton-
ces A ¢ N(a,{z1,29,...Tpn-1}). De esta forma a < u,(B).
Asi pm(B) > a > pun(A), de lo que concluimos que pu(A) <
p(B). Como podemos observar en cualquier caso obtenemos que
p(A) < u(B). Por lo tanto u es una funcién de Whitney. O

La nocién de propiedad Whitney no ha sido formalizada has-
ta ahora. Usando resultados anteriores, analizaremos cinco de
las propiedades esenciales de Whitney.

Antes de describir la definicién de propiedad de Whitney,
enunciaremos una definicion que es parte esencial en una pro-
piedad, es decir la definicién de nivel de Whitney.

Definicién 2.10. Sea Xun continuo, p1: 2X — R una funcién
de Whitney y t € [0, u(X)], el nivel de Whitney para 2% en
t es el conjunto de la forma p=1(t).

Definicién 2.11. Sea Xun continuo, p: C(X) — R una fun-
cion de Whitney y t € [0, u(X)], el nivel de Whitney para
C(X) ent es el conjunto de la forma p='(t).

Definicién 2.12. Una propiedad topologica P es una propie-
dad de Whitney, si cada vez que el continuo X tiene la pro-
piedad P, para cada funcion de Whitney de C(X) y para cada
t € [0, u(X)] se tiene que u=t(t) tiene la propiedad P.
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wi(ts)

\ U_l(tn)

/
[ = \ 1(0) =
T w(0) = Fy(X)

Figura 2.1: Niveles de Whitney
2.2. Arcos ordenados

De acuerdo a lo que estudiaremos sobre las propiedades de
Whitney es necesario recordar y mencionar resultados basicos e
importantes de los arcos ordenados. Iniciaremos con la definicién
siguiente.

Definicién 2.13. Sean X un continuo y A, B € 2% tales que
A G B. Una funcién continua o: [0,1] — 2% es un arco orde-
nado de A a B si cumple las condiciones siguientes.

(1) a(0) = A y (1) = B.
(2) Siu,v € |0,1] tales que u < v, entonces a(u) & a(v).

El teorema siguiente y sus consecuencias o corolarios, seran
de gran utilidad para demostrar las propiedades de Whitney.

Teorema 2.14. Si X es un continuo, A C 2% es tal que para
todo A, B € A, se cumple que ACBoBCAyu:2¥ =R es
una funcion de Whitney, entonces p es una funcion uno a uno
respecto a \.
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Demostracion. Sean A # B; por hipdtesis A, B € A, entonces
AC BoBC A Como A,B € A, tales que A # B, tenemos
que A C B o B C A, por definiciéon de funcién de Whitney si
A C B, implicamos que pu(A) < p(B) o si B C A, entonces
u(B) < u(A), asi u(A) # w(B). Por lo tanto, la funcién p es
uno a uno con respecto a A. ]

Teorema 2.15. Sean X es un continuo, pu: 2° — R es una
funcién de Whitney y A un conjunto compacto en 2%, tal que
para cualesquiera A, B € A, se cumple que A C B o B C A.
Enntonces la restriccion de p a A es un homeomorfismo.

Demostracion. Sean p: 2% — R una funcién de Whitney y juo =
pla: A — p(A), la funcién restringida al conjunto A, observemos
que u(A) C R. Notemos que p|p es suprayectiva, ademds por
Teorema [2.14], sabemos que la funciéon u es inyectiva, por lo
tanto, u|a es biyectiva. Como p es continua, tenemos que ji|y es
continua, luego, u(A) es compacto y R es métrico, entonces pia
es un homeomorfismo. ]

Teorema 2.16. [, Teorema 1.39] Sea X es un continuo y o un
arco ordenado en 2% iniciando con Ay € C(X), entonces el arco
ordenado estd contenido en C'(X), es decir, ([0,1]) C C(X).

Definicién 2.17. Sea X un continuo, p una funcion de Whit-
ney fija para 2% y Ay, Ay € 2%. Una funcion o: [0,1] — 2%,
es un segmento, con respecto a pu, de Ag a Ay, si cumple las
condiciones siguientes.

(a)La funcion o es continua en [0, 1].

(b) o(0) = Ay y o(1) = A;.

(¢) Para cada t € [0, 1], se cumple que p[o(t)] = (1—t)-ulo(0)]+
t-plo(1)].

(d) Si0 <ty <ty <1, entonces o(ty) C o(ts).
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Observacion 2.18. Cualquier funcion constante que va de [0, 1]
a 2% es un segmento con respecto a alguna funcion de Whitney
para 2.

Teorema 2.19. Si X es un continuo y si o: [0,1] — 2% es un
segmento no constante, con respecto a i, de Ay a Ay, entonces
0,1] es homeomorfo a o0, 1].

Demostracion. Sea o: [0,1] — 2% es un segmento no constante,
veamos primero que o(0) # o(1).

Sea 0(0) = o(1) y B un valor comun, es decir, 0(0) = B =
o(1). Si 0 <t <1, por la Definicién 2.17(d), tenemos que B =
o0(0) C o(1) = B. Por lo tanto, para cada t € [0, 1], como
0(0) = B C o(t) C B =0(1), concluimos que o(t) = B. Asi, o
es un segmento constante, lo cual es una contradiccion. Por lo
tanto,

a(0) # o(1). (2.2.1)

Ahora verificaremos que ¢ es uno a uno. Sean s,t € [0, 1]
tales que o(s) = o(t), sabemos que p es una funcién de Whitney
para 2%, ademds o es un segmento con respecto a y, entonces
plo(s)] = plo(t)], asi, usando Definicién [2.17(c), deducimos que
(1 =s) - ploO)] +s-plo(V)] = (1 =1) - plo(0)] + 1 - plo(1)],

realizando las operaciones concluimos que

(t=s)-plo(0)] = (= s) - plo(1)]. (2.2.2)
Por Definicién 2.17(d), tenemos que:
a(0) C o(1). (2.2.3)

Asi, por las ecuaciones (2.2.1)), (2.2.3) y la definicién de fun-
cion de Whitney deducimos lo siguiente:

ulo(0)] < plo(1)] (2.2.4)
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Ademas por ecuaciones (2.2.2)) y (2.2.4)), tenemos que (t—s) =
0, es decir, s = t. Lo cual prueba que el segmento o es uno a
uno. Por Definicién m(a), sabemos que o es continua, por lo
tanto, o es un homeomorfismo. []

Definiciéon 2.20. Un espacio topolégico es no degenerado,
siempre que conste de mds de un punto.

Teorema 2.21. Sean X un continuo y p una funcion de Whit-
ney fija para 2%X. Un subconjunto Q no degenerado de 2% es el
rango de un segmento con respecto a | si y solo si ) es un arco
ordenado.

Demostracion. Sea Q C 2% no degenerado y supongamos que
existe un segmento o: [0,1] — 2X con respecto a u tal que
a([0,1]) = Q. Como 2 es no degenerado, o no es un segmento
constante. Por Teorema [2.19] tenemos que ¢ es un homeomor-
fismo, asf 2 es un arco. Usando la Definicién 2.17(b), obtenemos
(1) de la Definicién [2.13], por Definicién [2.17(d) y como o es uno
a uno, tenemos (2) de la Definicién asi concluimos que
es un arco ordenado.

Por otro lado, supongamos que €2 es un arco ordenado y sea
1o la funcién restringida de p a 2. Como €2 es un arco ordena-
do, por Teorema [2.14] tenemos que €2 es un arco, asi € es un
continuo, asi deducimos que

{o es un homeomorfismo. (2.2.5)

Sean a,b € [0,00) tales que u(2) = [a,b] y p: [0,1] — [a, ]

una funcién definida por p(t) = (1—t)-a+t-b, para cadat € [0, 1].

Sea o: [0,1] — 2% la funcién determinada por o = pg* - p.
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Observemos que la funcién p va de [0, 1] a [a, b] y como la funcién
fiy* esta determinada de [a, b] a €2, entonces

([0,1]) = Q. (2.2.6)

Verifiquemos que o es un segmento con respecto a . Por
afirmacion (2.2.5), sabemos 1o es un homeomorfismo, asf ji; " es
continua. Como p es continua, tenemos que o = p L. p es conti-

nua en [0, 1]. Asi, o satisface la Definicion [2.17(a). Observemos
que para cada t € [0, 1], tenemos

ulo@®)] =pt) = (1—t)-a+t-b. (2.2.7)

ulor(0)] = p(0) = a y ulo(1)] = p(1) =b. (2.2.8)

Por tanto, combinando las ecuaciones (2.2.7)) y (2.2.8)), deter-
minamos que para cada ¢ € [0, 1]

plo(t)] = (1 =1t) - plo(0)] + ¢ - plo(1)]. (2.2.9)

Luego, usando la ecuacién ([2.2.9)), concluimos que o satisface
la. Definicién M(a). Ahora, para verificar o que satisface la
Definicion [2.17|(d), proponemos 0 < t; < t5 < 1, como a < b,
entonces

(1—t1)-a+t1-b§(1—t2)-a+t2-b. (2210)

Por lo tanto por las ecuaciones (2.2.7)) y (2.2.8)), concluimos

ulo ()] < plo(t)] (2.2.11)
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Sea o(t1) ¢ o(tz). Como  es un arco ordenado y o(ty),o(t2)
€ Q, ademds o(t2) C o(ty) y o(t2) # o(t1). Asi por definicién
de funcion de Whitney pfo(t9)] < plo(t2)]. Lo cual contradice la
ecuacion por lo tanto, o(t;) C o(t2).

Asi se ha demostrado que o satisface los siguientes incisos de
la Definicién [2.17(a), 2.17(b) y 2-17(c). Por lo tanto por Defi-
nicién conclulmos que o es un segmento con respecto a [
que inicia en ¢(0) y concluye en o(1). También por la ecuacién
(2.2.6) podemos asegurar que 2 es el rango de o. O

Teorema 2.22. Sea 1 una funcion fija para 2% y A C 2%, es
el rango de un segmento con respecto a p si y solo si A un arco
ordenado o A = {A} para algin A € 2%,

Demostracion. Si A C 2% es el rango de un segmento con res-
pecto a p y si A es no degenerado, entonces por Teorema [2.21],
tenemos que A es un arco ordenado.

Ahora, si consideramos que A es un arco ordenado, por con-
secuencia de Teorema y observacién [2.1§ conclumos que
A C 2% es el rango de un segmento con respecto a L. ]

Teorema 2.23. [1, Teorema 2.29] Sean X un continuo y p al-
guna funcion de Whitney para C(X). Si0 <t < u(X), entonces
p(t) es no degenerado.

Teorema 2.24. [§, Teorema 3.12] Sean X un continuo y Ay, A
€ 2% tal que Ay # Ay, entonces, las dos proposiciones siquientes
son equivalentes.

(i) Existe un arco ordenado con 2% de Ay a A;.

(i) Ay C Ay y cada componente de Ay intersecta a Ap.
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Definicién 2.25. Un continuo X es unicoherente si para todo
par de subcontinuos A, B de X, tales que X = AUB, se cumple
que AN B es conexo.

Teorema 2.26. [8, Corolario 1.176] Si X es un continuo, en-
tonces 2% y C(X) son unicoherentes.

2.3. Propiedades de Whitney

Existen varias propiedades de Whitney, en esta seccion, tra-
bajaremos algunas de las mas esenciales.

Teorema 2.27. La propiedad de ser un continuo es una propie-
dad de Whitney.

Demostracion. Sean X un continuo y pu: C(X) — [0,00) una
funcion de Whitney y 0 < ¢ < u(X).

Sit =0, entonces p 1(0) = {{z}: 2 € X} = F(X) el cual
es homeomorfo a X. Asf, 1~1(0) es un continuo.

Ahora si t # 0, veamos que ([0, ¢]) es un continuo.

Sean A € p7l(t) y a € A. Por Teorema [2.24] existe un
arco ordenado ay: [0, u(X)] — 2% tal que a,(0) = {a} y
aa(p(X)) = A Como {a} € C(X), por Teorema 2.16] tene-
mos que a4 ([0, u(X)]) C C(X).

Veamos que 1~ '([0,¢]) = ] @a([0, u(X)]) U Fi(X).

Aep1()

Sea L € p~1([0,1]), luego, existe r € [0,1], tal que u(L) = r.

Sir = 0, entonces u(L) = 0, asi L = {p} y por lo tanto,
L e Fl(X)

Ahora, sir € (0,t), entonces L € p~1(r),conr < t. Seae € L.
Por Teorema [2.24}, existe un arco ordenado o : [0,7] — 2% tal
que 07,(0) = {e} y or(r) = L. Como {e} € C(X), por Teorema
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2.16], tenemos que o, ([0,7]) C C(X).

Por Teorema 2.15, podemos tomar fi |5, ., 0 ([0, 7]) — [0, 7]
un homeomorfismo, asi existe un inverso h: [0,7] — o tal que
h(0) = {e} y h(r) = L. Si t,s € [0,r] tales que r < s, entonces
h(t) & h(s).

Como L € O(X), y asf L € 2%, por Teorema , exis-
te un arco ordenado ¢r: [r, u(X)] — 2% tal que ¢r(r) = L'y
o1 (p(X)) = X.

Por Teorema[2.24] tenemos que ¢ ([r, u(X)]) € C(X); ya que
L € C(X). Por Teorema[2.15} tenemos que i |, oy PL{ru(X)))
— [u(L), p(X)], es un homeomorfismo.

Ademas fi |y, .y € suprayectiva y ¢ € [r, u(X)], tenemos que
existe T € @ u(x))) tal que p(T) = t. Por lo tanto, T € p'(t).

Sea v = @1 |pg: [nt] — 2% notemos que 7y es un ar-
co ordenado con puntos extremos L y T, ademds ~([r,t]) C
@r([r, u(X)]). Por Teorema [2.15, tenemos que f |y(pg): ([7,t])
— [p(L), u(T)] es un homeomorfismo, entonces existe su inverso
hy: [r,t] = ~([r,t]) tal que hi(r) =Ly hy(t) =T, siq,s € [r, ]
tales que ¢ < s, entonces hi(q) & hi(s).

Sea ar: [0,t] = C(X).

[ h(z), sixzel0,r]
ar(X) = { h(z), siz € [rt]

Tal que, arp(0) = {e} y arp(t) =T, si q,s € [0,t] con q < s,
entonces ar(q) C ar(s).
Asi, L € ap([0,1]), luego, L€ | ] ([0, u(X))).
Acy1 (1)
Por lo tanto p~1([0,]) C U a4 ([0, w(X)]) U F1(X).
Aep~(t)
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Verifiquemos que U a([0, (X)) U F1(X) € u ([0, ]).
Aeu—1(t)

Si B € Fi(X), entonces u(B) = 0, asi B € p1(0). Como
p~1(0) € ([0, ¢]), implicamos que B € ([0, ¢]). Por lo tan-
to, F1(X) C u 1([0,1]).

Si B € U aA([0, u(X)]), entonces A € u~(t) y a € A.

Aep~(t)

Tomamos a4 ([0, u(X)]) el arco ordenado, contenido en C(X),
con extremos en {a} y A. Asi para cada B € a4([0, u(X)]), te-
nemos que {a} C B C A.

Ast, u({a}) = 0 < pu(B) < p(A) = t, es decir, u(B) =
r con r € [0,t]. Luego, B € pu~Y(r), con r € [0,t]. Como
pt(r) c p([0,t]), tenemos que B € u'([0,t]). Por tanto
aa([0, p(X)]) € p=([0,2]).

Podemos concluir que p1([0,¢]) = U a4([0, u(X)]) U

Aep1()

Fy(X). Para cada A € u~1(t), el arco ordenado a4 ([0, u(X)]) es

conexo. Asi a4([0, u(X)]) N F(X) # 0.

Por lo tanto, U aa([0, u(X)]) U F1(X) es conexo. Co-
Aep=H(t)

mo a4 ([0, u(X)]) N F1(X) # 0, entonces U a4([0, u(X)])) U
Aep=1(t)

F1(X) es conexo. Asi, u([0,t]) es conexo.

Como p~ ! es una funcién continua y [0,¢] es cerrado dedu-
cimos que 1~ 1([0,#]) es un conjunto cerrado, en C(X); ademds
por Teorema [1.46], tenemos que C'(X) es compacto. Por lo tanto
1 1([0,¢]) es compacto.

Notemos que u([0,t]) € C(X), entonces p1([0,1]) es métri-
co. Asi u71([0,¢]) es continuo.

Verifiquemos que p~*([t, u(X)]) es continuo.
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Sea A € pu~'(t) por Teorema [2.24] existe un arco ordenado
Bar [t u(X)] = 2% tal que Ba(t, u(X)) = A ¥ Ba(u(X)) = X.
Como A € C(X), por Teorema [2.16, tenemos que 54 C C(X).
La demostracién de que p=([t, u(X)]) = U Ba(t, (X)) es

Aep~'(t)
similar a demostrar que p1([0,¢]) = U (aq)([0, u(X))) U
Aep=1(t)
Fi(X).

Para cada A € p~(t), el arco ordenado S4(t, (X)) es cone-

x0. Como x € [4(t, u(X)), tenemos que U Ba(t, u(X)) es
Aep~(t)
conexo.Asi, u~1([t, p(X)]) es conexo.

El conjunto u~1([t, u(X)]) es cerrado en C(X), ya que u es
una funcién continua y [t, u(X)] es cerrado. Y como C(X) es
compacto, entonces 1 ([t, 1(X)]) es compacto.

De manera analoga, argumentamos que p~*([t, #(X)]) es un
continuo.

Verifiquemos que p~ ([0, ¢]) Up~ 1 ([t, p(X)]) = C(X). Por de-
finicién, tenemos que ([0, ¢])Up~t([t, u(X)]) € C(X). Tome-
mos A € C(X), luego, u(A) =r, con r € [0, u(X)]. Si r € [0,1],
entonces A € p~i(r), con r < t. Como pu~t(r) C u1([0,t]),
implicamos que A € p~1([0,¢]). Sir € [t, ,u( ] entonces A €
p(r), con t < r < pu(X). Como pt(r) C u ([t u( )]), te-
nemos que A € pu ([, u(X)]). Por lo tanto A e u1([0,¢]) U
p ([t (X)) y asi C(X) € ([0, 1)) U (f p(X)]). Lueso,
C(X) = u*l([O,t]) U /fl([t,u(X)])-

Sea A € p~'([0,2]) N p ([t u(X)]), Luego, A € u='([0,t]) y
A€ pm ([t p(X)]). Asf 0 < p(A) <ty t < p(A) < p(X), por

t. Luego, A € u~*(t). Por lo tanto, u~1([0,%]) N
= u ().

— -
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Luego, p~1(t) es conexo. Ademas como p~ ([0, ¢]) y p L ([t, u(X)])
son cerrados en C(X), implicamos que p~'(t) es cerrado, en
C(X) y asi compacto. Luego, u~(t) C C(X), asi u~'(t) es
métrico, hereda la métrica de Hausdorff. Por Teorema te-
nemos que i 1(t) es no degenerado y por lo tanto p~1(¢) es un
continuo. ]

Definicién 2.28. Sea X un continuo y ¢ € {2%,C(X)}. Una
funcion de Whitney normailzada para v, es una funcion
de Whitney i en v tal que u(X) =1 (y entonces 0 < u(A) <1
para todo A € ).

Teorema 2.29. Toda funcion de Whitney puede ser normaliza-
da.

Demostracion. Sea X un continuo no degenerado, por el Teo-
rema 2.9 existe la funcién de Whitney p: 2¥ — R . Ademas
por Teorema [1.46] sabemos que 2% es compacto. Sea A; € 2%,
como [ es continua, entonces para cada A € 2X , tenemos que
w(A) < p(Ap). Como, X € 2% entonces u(X) < A;. Si A ¢ X,
entonces 1(A) < u(X), lo cual es una contradiccién. Por lo tan-
to, Ay = X. Ahora, dado = € X, si {z} & X. Aplicando la
funcién de Whitney pu({x}) < p(X). Es decir, 0 < pu(X). Asi,
para cada A € 2%, obtenemos que 0 < p(A) < u(X).

Sea 11: 2¥ — R tal que para cada A € 2% se cumple que

pi(A) = #A) - Observemos que p; es continua. También, para

p(X)"
cada z € X, obtenemos p({z}) = %)l(}))

Si A, B € 2X con A ¢ B, entonces u(A) < u(B). Ast % <
Zg?; Luego, u1(A) < py(B). Por lo tanto, p; es una funcién de

Whitney para 2%. Ademas, u(X) = % = 1. Para finalizar, sea

M2 = [ \C(X) .
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Asi podemos concluir que para funciones de Whitney p: 2% —
R o pu: C(X) — R se cumple u(X) = 1. O

Teorema 2.30. Sea X un continuo. Si o: [0,1] — 2% es un
segmento tal que o(ty) € C(X) para algin ty € [0,1], entonces
para toda t € [ty,1] o(t) € C(X). Si 0(0) € C(X), entonces
a([0,1]) Cc C(X).

Demostracion. Sea o un segmento no constante y ¢y < 1. Por
Teorema [2.19,
o es un homeomorfismo. (2.3.1)

Proponemos o = o([0,1]) y 8 = o([to,1]). Como o es un
homeomorfismo y por Teorema [2.22]

o es un arco ordenado. (2.3.2)

Recordemos que un subarco de un arco ordenado es un arco
ordenado y como ¢y < 1, por (2.3.1) y (2.3.2)), tenemos que

S es un arco ordenado. (2.3.3)

Por Definicién 2.17(d), sabemos que para toda t € [tg, 1] se
cumple que o(ty) C NG. Ademads, como o(ty) € 3, entonces

N8 =alt). (2.3.4)

Asi por (2.3.3)) v (2.3.4)), ademds por Observacion [2.18] tene-

mos que [ es un arco ordenado que inicia en o (ty) y por hipdtesis
o(ty) € C(X). Por lo tanto, por Teorema concluimos que
g C C(X). O
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Teorema 2.31. Sean X un continuo y0 <ty < u(X). Si A, B €
pwt(to) tal que ANB # 0 y A # B, entonces existe un arco

o C [ut(to) NC(AU B)], tal que o tiene como puntos extremos
Ay B.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos afirmar que
u(X) =1.

Ahora, si k es una componente de A N B. Por Teoremas
2.24 v [2.30] existen segmentos o;: [0,1] — C(A) de k a Ay
o9:[0,1] — C(B) de k a B. Tomemos t € [0,1] de tal forma
que ploy(t) U 0s(0) = plon(t)] < p(A) = to v to = p(B) <
plo1(t) U B] = ploi(t) Uoe(1)], de esto deducimos que para todo
t € [0, 1], existe un s tal que ploi(t) Uos(s)] = ty. Luego, consi-
deremos la funcién g: [0,1] — p~t(tg) vy consideremos t € [0, 1]
de tal forma que g(t) = o1(t) Uoa(s;). A continuacion demostra-
remos que g es continua. Sea t € [0,1] y {¢t(n)}>°; una sucesién
en [0, 1] tal que ¢(n) — t cuando n — oo. Como la sucesién co-
rrespondiente contiene una subsucesion {s;)}ne, sin pérdida

de generalidad asumimos que {s;,};2;, es convergente y con-
tiene un limite r. Luego, por continuidad de o1 y 03 y definicion
de g, tenemos:

(i) g(t(n)) = o1(t(n)) Uoa(syn)) —+ o1(t)Uo(r), cuando n — oo.

Por lo tanto, como pu(ty) es compacto y p[g(t(n))] = to, para
cada n € N.

(ii) Por definicién de g, tenemos que ploi(t) U oa(r)] = to.
(iii) Sir < s¢, [01(t) U oa(r)] C g(2),
(iv) Si sy <7, g(t) C [o1(t) Uoaa(r)].

Luego, por (ii) observemos que o1 (t)Uas(r) v g(t) son subcon-
tinuos de X, con el mismo p-valor tal que almenos uno de ellos
esta contenido en el otro. Ademas por definiciéon de funcién de
Whitney, obtenemos la siguiente igualdad : ¢(t) = o1(t)Uoa(r).
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Asf usando (i), concluimos:

(v) g(t(n)) — g(t) cuando n — oo.

Por lo tanto g es continua. Luego, si g(0) = By g(1) = A, ob-
tenemos que o C g([0,1]) C u~1(tg) es un arco con puntos A y
B. [l

Teorema 2.32. Si g: C([0,1]) — R, definida por ¢g([a,b]) = a
para cada [a,b] € C([0,1)), entonces g estd bien definida y es
continua.

Demostracion. Sea A € C([0,1]. Supongamos que A = {a}. Sea
{A,}°°, una sucesién en C([0, 1]) tal que lim A,, = {a}. Veamos
que lim g(A,) = g(A). Sea ¢ > 0, luego, existe N € N tal que
n > N, se tiene que A, € Beo)({a},e), si n > N, se tiene
que H(A,,{a}) < e, es decir, {a} C N(e,A,) y A, C N(e,{a}).
Supongamos que A, = [a,, b,] para n € N. Como a, € A, te-
nemos que |g(A,) — g({a})| = |a, — a| < €; paran > N. Asi,
tim g(4,) = g({a})

Supongamos que A = [a,b] con a < b. Sea {A4,,}>°, una su-
cesién en C([0,1]) tal que lim A,, = A.

Sea ¢ > 0. Existe N € N tal que para n > N, tenemos
que A, € Beoi))(A,¢). Ademds para n > N se cumple que

H(AA,) < e, es decir, A C N(¢,A4,) v A, C N(g,A). Su-
pongamos que A, = [a,,b,] para n € N. Como a, € A, y
A, C N(e, A), tenemos que existe p, € A tal que |a, — p,| < €
y como A C N(g, A,) existe ¢, € A, tal que |a — ¢,| < €.

Supongamos que n; > N y que 0 < a,, —a. Como a,, < ¢,
tenemos que a,, — a < q,, — a. Asi, |a,, — a| < ¢, — al. Luego,
la,, —al <e.

Supongamos que nz > N y que 0 < a—a,,. Como a < p,,, te-
nemos que a—dy,, < Pp, —ap,- LUELO, |a—ayp,| < |pn, —an,|; por lo
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tanto |a,, —a| < €, para n > N, tenemos que lim g(A,,) = g(A).
Por lo tanto g es continua. ]

Teorema 2.33. La propiedad de ser un arco es una propiedad
de Whitney.

Demostracion. Sean p: C([0,1]) — [0, 1] una funcién de Whit-
ney y t € [0,u([0,1])), definimos f: u~1(¢t) — [0, u([0,1])] por
f(A) = min{A} (notemos que f = p [,-1: g '(t) — [0,1]).
Por Teorema [2.32], tenemos que f es continua. Veamos que f
es inyectiva. Sean A, B € pu~1(t) tales que f(A) = f(B), lue-
go, A = [a,c] y B = [a,d], asiy, A C B o B C A, como
u(A) = p(B) = t, asi, obtenemos que A = B. Por lo tanto
f es inyectiva.

Por Teorema [2.27, tenemos que p~*(¢) es un continuo, por
lo tanto p~1(t) es compacto, asi, f es un homeomorfismo sobre
su imagen, es decir, u~1(t) es homeomorfo a f(u~1(t)), de es-
to deducimos que f(p~1(t)) es un subcontinuo de [0, 1], adem4s
©~1(t) es no degenerado, entonces f([u~1(¢)]) es no degenerado.

Por lo tanto, f(u~1(t)) es un subintervalo no degenerado de
0,1]. Asi f(u~'(¢)) es un arco, de esto concluimos que ;1 () es
un arco. ]

Teorema 2.34. La propiedad de ser un continuo arco conero es
una propiedad de Whitney.

Demostracion. Sean X un continuo arco conexo y p una funcion
de Whitney para C(X), ademas consideremos 0 < to < u(X).
Por Teorema [2.27, tenemos que p '(tp) es un continuo, falta
demostrar que p~1(ty) es un arco conexo. Sean A, B € u~t(t).

Si ANB # () y A # B, entonces por Teorema [2.32] existe un
arco en p~'(ty) con puntos extremos Ay B. Sea AN B = (.
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Donde X es arco conexo 7 en X con puntos que inician desde
a € A hacia b € B. Para esto consideremos dos casos:

Caso 1. u(v) < ty. Luego, usando Teorema y Teorema[2.31],
ademas la continuidad de pu, deducimos que existe un subconti-

nuo By de B tal que b € Byy [YUBy] € u~t(to). Luego, aplicando
dos veces el Teorema [2.31], una vez para A y vU By y otra para
vU By y B, de lo que concluimos que existe un arco u~'(tg) con
puntos A y B.

Caso 2. ty < u(7y). En este caso proponemos los arcos 7, v 7, de
v tales que a € v, y b € Y, ademas v,, 7 € p~(to). Dado que la
restriccion de p a C(7y) es una funcién de Whitney para C(v),
por Teorema [2.31], tenemos que p~(ty N C(7)) es un arco con
puntos v, y 7. Sea A # 7, y usando Teorema [2.32], para aplicar
un arco en g~ '(ty) con puntos A y ~,. Supongamos v, # B.
Asi mismo usando Teorema , con un arco en g~ '(ty) con
puntos 7, v B. De las afirmaciones anteriores, obtenemos un
arco en p~*(tg) con puntos A y B. O

Teorema 2.35. La propiedad de ser un continuo localmente co-
nexo es una propiedad de Whitney.

Demostracion. Sean X un continuo localmente conexo y 0 <
to < pu(X). Por Teorema [2.27, tenemos que u~1(¢y) es un con-
tinuo. Por lo que sélo falta probar que p~!(tg) es localmente
conexo. Sean Ag € pu(to) v {A,}5%, una sucesién con elemen-
tos A, de p~(tg)\{Ao} tal que A, — Ay cuando n — oo. Luego,
usando la conexidad de X y por ser subsucesién de {A,}7; es
necesario que existan arcos v, en X tal que, para cada n € N.
(i) % NA, #0 # ~,N Ay y el didmetro de =, es lo suficiente-
mente pequeno para que:

(i) ) < [277] - o
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Para cada n € N, sea X,, = A, U~, U Ay. Observemos que
por (i), p(ym) < to para cada n € N. As{ por Teorema [2.31]
deducimos que T',, C [~ (ty) N C(X,,)] son arcos con puntos A,
y Ap para cada n € N. Donde A,, — Ay y por (ii) diam(vy,) — 0
cuando n — oo, de esto X,, = Ay. Observemos que

C(Xn) N~ (to) = {Ao} (2.3.5)

cuando n — o0o. Para probar , primero analizaremos Ag €
[C(X,) N u~t(to)] para cada n € N. Por consiguiente:

(a) Ag € lim inf[C'(X,,)Np~1(ty)]. Luego, si B € limsup[C(X,,)N
p—1(tp)]. Entonces existe una sucesion {B;}:, convergente a
B, donde B; € [C(X,) N '(ty)] para cada i € N. Ademés
B e u(ty),coni € Ny B e p'(ty). Como X,;) — A cuando
i — 00,y B; C X, para cada i € N, entonces B C A. Asf,
u(B) =ty = u(Ap) con B C Ap. Por lo tanto, por definicién de
funcion de Whitney, B = Ay, de lo cual aseguramos:

(b) lim sup[C(X,,) N u—1(t9)] C {Ap}. Observemos que de (a) y
(b), obtenemos (2.3.5)). Asi deducimos que didm(~,) — 0 cuando
n — 0o. Ademds A es un elemento arbitrario de u=1(ty), y co-
mo { A, }°2; es una sucesién arbitraria, tomada en p1(¢9)\{Ao}
convergente a Ay, de esto concluimos que 1 1(¢y) es localmente
CONExo. ]

Los siguientes tres resultados, nos permiten construir la prue-
ba de que la propiedad de ser un continuo descomponible es una
propiedad de Whitney.

Definicién 2.36. Sean X un continuo, p una funcion de Whit-
ney para C(X), con A € C(X) yt € [0,u(X)]. El conjunto
X(A,pt)={keutt): knA#0D}.
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Teorema 2.37. Sean X wun continuo y sea pu una funcion de
Whitney para C(X). Si A€ C(X), t € [0, u(X)] y X(A, u, t) =
{keutt): kN A#£0D}, entonces:

(1) X(A, pu,t) es compacto.

(2) Si X es un continuo descomponible, entonces existe un sub-

continuo propio A de X tal que X (A, u,to) = u=(to), para
algin ty < p(X).

Demostracion. (1) Sea B un elemento de la cerradura del con-

junto X (A, p,t), entonces existe una sucesion {A4,,}>°_; de
tal forma que {A,,} C X (A, p,tg), con A, € u~ (1), tal que
A, — B; para toda p~1(A,,) = t. Por lo tanto B € u~'(t)
v An,NA#0D.

De esto concluimos que BNA # (). Asi B € X (A, u,ty). Por
lo tanto como X (A, p, tg) es cerrado, entonces X (A, u, ty) C
pY(t), por lo que X (A, u,ty) es compacto.

Sea X = AU B, donde A, B € C(X). Supongamos que
X(A, p,tg) = pt(tg) de tal forma que ty < p(X). Sea
M € C(B) tal que M ¢ B, ademas M NA#0y u(B) <
u(M U A). Notemos que, para toda L € C(B), se cumple
que u(L) < p(B) < w(M U A) = r. Por otro lado, sea
r <ty < u(X). Supongamos que X (A, p,tg) = u 1(tg). Sea
s € ut(to), con u(s) =ty y to > r, donde r = (AU M).
Luego, si SNA =0y u(s) > r, entonces s C B, asi u(s) <
pu(B) C r. Pero hemos llegado a una contradiccion, por lo
que s N A # (. Asi concluimos que X (A, i, ty) = p1(ty),
para algun ¢y < u(X).

[
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Teorema 2.38. Sean X un continuo, A € C(X) y 0 < ¢y <
w(X). Si consideramos X (A, u,tg) = {M € p~1(t): MNA # (}.
Entonces X (A, p,tg) es un subcontinuo de u=1(to). Las afirma-
ciones siguientes se cumplen.

(1) Si u(A) < tg, entonces X (A, u,tg) es un subcontinuo arco
conezo de =t (to);

(2) Si p(A) < to, entonces A = 1 (tg)NC(A) es un subcontinuo
de X (A, u,t9) y cada elemento de X (A, u,t9)\A se puede unir a
un elemento de A por un arco oo C X (A, p, to).

Demostracion. Por Teorema , deducimos que X (A, u,tg) es
compacto. Asi, como X (A, i, ty) es un subcontinuo de p~t(ty),
por lo que falta probar (1) y (2).
Para probar (1), supongamos que u(A) < tg, luego, usando Teo-
rema y Teorema [2.16] observemos que, existe A C M, tal
que mg € put(tg). Notemos que My € X (A, pu,to). Ahora, sea
M € X (A, p,ty). tal que p € M N A. Entonces como A C M,
con p € M # M. Por lo tanto M, My € u=*(tg) y M # My, por
Teorema [2.30] existe un arco 7 en p,tg con puntos M y M, tal
que p € L paracada L € v. Asipe Ay v C X(A, u,ty). Por
lo tanto M es un elemento arbitrario de X (A, u,ty) diferente de
M. Asi queda probado (1).

Para verificar (2), afirmamos que p(A) > to. Consideremos
A = 7 (tg)NC(A). Sea i/ la resticcién de pu a C(A). Obsevemos
que p' es una funcién de Whitney para C(A) y A = (1/)(ty) y por
Teorema deducimos que A es un subcontinuo de X (A, u, o).

Ahora, sea My € X(A, u,to) \ A. Como My € X(A, u,ty) y
MiN A # (), luego, tomando en cuenta que 4’ es una funcién de
Whitney para C(A) y A = (¢/)(ty), entonces | JA = A. Por lo
tanto, existe My € A tal que My N My # (). Sea p € M; N M.
Por Teorema [2.30deducimos que X (A, u,tg) es un arco de M; a
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M. Por tanto, como My € A, asi queda probado (2). O

Teorema 2.39. La propiedad de ser un continuo descomponible
es una propiedad de Whitney.

Demostracién. Por Teorema 11 (ty) es un continuo, asi que
solo falta verificar que ;1 1(to) es descomponible. Sean A y B
subcontinuos propios de X tal que X = AU B. Sea

(a){ X(AmuatO) - {k Eﬂ_l(tO: kﬂA%@)}
X(B, p,to) ={k € p~ (to: kN B #0)}

Como X = AU B, entonces pu~*(tg) = X (A, u, to) U X (B, u, to).
También, por Teorema[2.37), tenemos que X (A, u, to) y X (B, p, to)
son subcontinuos de p~*(tg). Luego, si X (A, p,to) # pt(to) #
X (B, p1,ty) concluiriamos la prueba. Pero si consideramos que
uno de los conjuntos de (A) sea todo p~'(t), entonces usando
Teorema [2.37) afirmamos que: X (A, i, o) = p~1(to).

Si u(A) < toy, entonces por (1) del Teorema 2.37] tenemos
que X (A, p1,t9) es un arco conexo. Como X (A, p,tg) = p~1(to)
deducimos que 11 1(y) es un continuo arco conexo y por lo tanto
es descomponible.

Sigue considerar el caso cuando u(A) > tg. Sea A = u~1(ty) N
C(A) un subcontinuo de X (A, u,ty), como A # X, entonces
A # pY(ty). Por lo tanto usando (2) del Teorema y que
X (A, u,tg) = pL(ty), concluimos que p~*(tg) es descomponi-
ble. O
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