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Introduccion

En el presente trabajo se estudia una clase especial de continuos, los
continuos de Peano que en realidad son continuos localmente conexos, pero
mantenemos el nombre en honor a Giuseppe Peano (Spinetta, 27 de agosto de
1858 - Turin, 20 de abril de 1932) matemadtico, 16gico y filésofo italiano, co-
nocido por sus contribuciones a la légica matematica y la teoria de niimeros.
Peano publicé mas de doscientos libros y articulos, la mayoria en matemati-
cas. La mayor parte de su vida la dedicé a ensenar en Turin.

El material tratado en este trabajo puede encontrarse, por temas, en
algunos libros, por ejemplo en [1] — [11], en esta tesis los presentamos de
una forma mas desarrollada con la finalidad de hacer més accesible estos
conceptos a aquellos interesados en estudiar estos temas.

El Capitulo 1 aborda diversas nociones preliminares que nos sirven para
el estudio y mayor comprension de los conceptos abordados en el Capitulo 2;
en este, estudiamos la estructura basica de los continuos de Peano.

En particular, los continuos de Peano son «bien portados» dado que ellos
pueden ser descritos como:

(i) unién de un numero finito de pequenos y arbitrarios subcontinuos de
Peano (Teorema 2.28),

(ii) conexos por trayectorias (Teorema 2.46),
(iii) localmente conexos por trayectorias (Teorema 2.48), y

(iv) son caracterizados por la propiedad de ser la imagen continua del in-
tervalo cerrado [0, 1], véase el Teorema 2.32.

IX
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Capitulo 1

Preliminares

En el presente capitulo enunciamos algunas definiciones y conceptos que son
de utilidad para el desarrollo del capitulo 2; pero primero presentamos la
notacién que usamos a lo largo de este trabajo.

Las letras X y Y denotan, por lo general, espacios topolégicos, aun-
que también pueden representar espacios métricos, en cuyo caso se indicard
explicitamente.

En todo este trabajo si X es un espacio topolégico y A un subconjunto
de X, los stmbolos A, Fr(A) e int(A) denotan la cerradura de A, la frontera

de Ay el interior de A en X, respectivamente. Si A C Y C X, entonces ZY,
Fry(A) einty(A) denotan la cerradura de A, la frontera de A y el interior de
A en el subespacio Y de X, respectivamente. La cardinalidad de un conjunto
A se denota por |A]. Como es usual, los simbolos (), N, Q y R, representan
el conjunto vacio, el conjunto de los niimeros naturales, el conjunto de los
nimeros racionales y el conjunto de los nimeros reales, respectivamente.
Sean X un espacio métrico con métrica d, p € X y € > 0. La bola
abierta en X con centro en p y radio ¢, denotada por B.(p), es el conjunto

B.(p) ={r € X : d(p,z) < €}.
1.1. Continuos
Iniciamos el estudio de este capitulo con la siguiente definicién.

Definicién 1.1. Sea X un espacio topoldgico. Un par (U, V') de subconjuntos
no vacios, abiertos en X es una separacion de X si X = U UV donde
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UNV = 0. Si existe una separacion de X, decimos que X es disconexo. Si
no existe una separacion de X, decimos que X es conezxo.

Observacion 1.2. Si X es un espacio topoldgico y (U, V') es una separacion
de X, entonces los conjuntos U y V' son a la vez, abiertos y cerrados en X.

Para obtener de manera inmediata una infinidad de conexos en R enun-
ciamos el resultado que sigue.

Teorema 1.3. [1, Teorema (2.A.8)] Un subconjunto A de R es conexo en R
si, y solo si A es un conjunto unitario o A es un intervalo.

Otro resultado que utilizamos mas adelante, en las demostraciones del
Ejemplo 1.6 y el Teorema 2.23, es el que damos a continuacion.

Teorema 1.4. [1, Teorema (2.A.13)] Si A es un subespacio conexo de un
espacio topologico X y A C B C A, entonces B es conexo. En particular, la
cerradura de un (sub)espacio conexo es conexa.

El siguiente teorema afirma que la conexidad es invariante bajo funciones
continuas.

Teorema 1.5. [1, Teorema (2.A.14)] Si f es una funcion continua y supra-
yectiva de un espacio conexo X en un espacio topolégico Y, entonces Y es
conero.

Intuitivamente el que un espacio topoldgico sea conexo, nos hace pensar
que este es de «una sola pieza», el siguiente ejemplo nos muestra que el
concepto de conexidad es mas amplio.

Ejemplo 1.6. Sean
W = {(z,sen(1/x)) e R* : 2 € (0,1]} y J = {0} x [-1,1].

La cerradura de W en R? es el conjunto W = W U J (Figura 1.1).

El intervalo (0,1] es conexo, de acuerdo al Teorema 1.3; como W =
(Id,sen o 5)((0,1]), por el Teorema 1.5, tenemos que W es conexo. Lue-
go, por el Teorema 1.4, obtenemos que W es conexo.

Uno de los métodos mas empleados, en la teoria de los continuos, pa-
ra construir espacios métricos compactos y no vacios, muy especiales, es la
propiedad de la interseccién anidada; dicha propiedad también es usada fre-
cuentemente como idea clave para la demostracién de teoremas (por ejemplo
el Lema 1.57).
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Figura 1.1: El continuo seno (1/x)

Teorema 1.7. [Propiedad de la interseccion anidada/
Sean {X;}5°, una sucesion de espacios métricos compactos contenidos en

Z tales que para todo i € N, tenemos que X; D X;41 y X = () X;. Entonces
i=1

(1) Si U es abierto en X; y U D X, entonces existe N € N tal que para
todo i > N, es cierto que U D X;.

(2) Si para todo i € N, el conjunto X; es no vacio, entonces X es no vacio
y compacto.

Demostracion. (1). Sea' Y = X; \ U. Entonces Y es cerrado en X, por lo
tanto es compacto. Los conjuntos U; = X \ X, ¢ € N, son abiertos en X;
y cubren X7 N\ X. De X C U sigue que la familia {U; : I € N} cubre a Y.
Entonces existe n € Ntal que Y C U,,, y X,, C U.

(2). Supongamos ahora que para todo i € N, cada X; # 0y X = 0.
Consideremos U = (). El conjunto U es abierto en X y X C U. Luego, por
(1) existe N tal que Xy C U. Asi, Xy = (), que es una contradiccién. Por
lo tanto, X # (). Note ademds que X es cerrado en Z y ya que X C Xj,
entonces X es compacto. ]

En la siguiente definicion abordamos el concepto fundamental de este
trabajo.

Definicién 1.8. Un continuo es un espacio métrico, no vacio, compacto y
conexo. Un subcontinuo es un subespacio de un espacio topologico que es
un continuo.
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El primero en tratar con la clase de «continuos» fue George Cantor en
1883, quien se limitoé a estudiar los continuos en R”. Esto se debié a que
muchos de los objetos de estudio en el periodo inicial de la Topologia eran
considerados como subconjuntos de R™. Uno de ellos era el concepto de linea
o curva; en ese entonces frecuentemente entendido como la trayectoria de un
punto en movimiento continuo. Sobre esta base, la definiciéon original dada
por Cantor establecia que un continuo era un subconjunto perfecto (es decir,
cerrado y denso en sf mismo) y conexo en R™. Una definicién posterior, dada
sobre la misma base, establecia que un continuo era un subconjunto conexo,
cerrado y acotado de R™. Mas adelante, el ser cerrado y acotado se reformuld
en ser compacto y el concepto de continuo se generalizé para incluir a los
espacios métricos. Lo que nos trae a la definicién actual.

Pongamos atencion en la siguiente caracteristica.

Teorema 1.9. La propiedad de ser un continuo es invariante bajo homeo-
morfismos.

Demostracion. Lametrizabilidad (Teorema A.1), la conexidad (Teorema A.2)
y la compacidad (Corolario A.4) son invariantes bajo homeomorfismos. [

Enunciamos a continuacién algunos ejemplos béasicos de continuos.

Ejemplo 1.10. Por el Teorema 1.3, los unicos subcontinuos de R son los
conguntos unitarios y los intervalos cerrados y acotados.

Ejemplo 1.11. Un arco es cualquier espacio homeomorfo al intervalo ce-
rrado [0,1]. Como el [0,1] es un continuo, por el Teorema 1.9 un arco es un
continuo.

Definicién 1.12. Sean A un arco, h : [0,1] — A un homeomorfismo, p =
h(0) y g = h(1), los puntos p y q son los puntos extremos del arco A.

q
C_\-J
Figura 1.2: Arco

Ejemplo 1.13. La circunferencia unitaria es

S'={z eR?:|z| = 1}.
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Observemos que S' es un conjunto cerrado y acotado en R?, por lo tanto
es compacto. Ahora, sea t € [0,1] y f : [0,1] — R? definida por f(t) =
(cos(2mt), sen(2mt)). Notemos que f([0,1]) = S'. Como f es una funcién
continua y [0, 1] es un conjunto conexo, S* es conexo. Asi, S* es un continuo.

Una curva cerrada simple es un espacio topolégico homeomorfo a la
circunferencia unitaria S*. Como S* es un continuo, por el Teorema 1.9 toda
curva cerrada simple es un continuo.

Ejemplo 1.14. El espacio métrico W, definido en el Ejemplo 1.6, ademds de
ser conexo, es compacto. Asi, W es un continuo conocido como el continuo
sen (1/x).

Ejemplo 1.15. Sean W el continuo sen(1/z) y Z un arco en R? que tiene
como puntos extremos (0, —1) y (1, sen(1)). Cualquier continuo homeomorfo
aV =W UZ es nombrado Circunferencia de Varsovia (véase Figura
1.3).

Como W y Z son conexos, y W N Z = {(0,—-1),(1,sen(1))}, el espacio
métrico V es conexo. Ademds,debido a que W y Z son cerrados y acotados
en R2, el conjunto V es cerrado y acotado en R? y por lo tanto, compacto.
Asi, V' es un continuo.

Figura 1.3: Circunferencia de Varsovia

La propiedad de la interseccién anidada (vedse el Teorema 1.7) también
es utilizada para construir continuos, como vemos en el siguiente teorema y
en el ejemplo posterior.
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Teorema 1.16. Sean {X;}2, una sucesion de continuos tal que para todo
i € N, es verdad que X; D X;11, y

i=1

Entonces, X es un continuo.

Demostracion. Por el Teorema 1.7, el conjunto X es un espacio no vacio,
métrico y compacto. Supongamos que X no es conexo. Luego, X = AU B
donde Ay B son conjuntos no vacios, ajenos y cerrados en X (por lo tanto,
compactos). Como X; es un espacio métrico, por el [10, Teorema 2.3 pag.
198], X; es normal. Asi, existen subconjuntos V' y W ajenos y abiertos en
X talesque AC V 'y BC W yporlotanto X C (VUW). SealU =V UW.
Luego, por (1) del Teorema 1.7, existe n € N, tal que para todo ¢ > n, es cierto
que U D X;. En particular, U D X,,. Asi, X,, = X, nU =X, N(VUW) =
(X, NV)U (X, NnW).

Observe que (X, NV) D (X NA), XNA=Ay A # () por lo tanto
X, NV # 0. De igual forma de (X, "W) D> (XNB), XNB=ByB#
obtenemos que X,, N W # (. Notemos ademds que (X, NV)N (X, NW) =
X, N(VnNnW)=X,n0 = (. Tomando en cuenta que X, NV y X, N W
son abiertos en X,,, tenemos que estos conjuntos forman una separacién de
X,,. Por lo tanto, X,, no es conexo, pero esto es una contradiccion. Asi, X es
CONEXO. U

Definicién 1.17. Sean X wun espacio topoldgicoy C = {Ay,---,A,} una
coleccion finita de subconjuntos de X . La coleccion C es una cadena simple
de v a z pasando por y, si satisface las siguientes propiedades:

(1) sili—j|] <1, entonces A; N A; # 0;
(2) xeAyz€ A,y
(3) existe i € {1,...,n} tal que y € A,.

Los elementos A; de una cadena simple son conocidos como eslabones y
Uc= U?:1 Aj.
Ejemplo 1.18. Sean z,vy, z puntos distintos en R? y para n € N, construi-

mos C,, tales que son cadenas en R?, cuyos eslabones son discos cerrados de
didmetro menor que 27" y satisfacen las siguientes propiedades:
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(1) para todan € N, la cadena Cs,q1 va de x a z pasando pory, la cadena
C3nio va dey a z pasando por x, y la cadena Cs,y3 va de x a y pasando
por z;

(2) para todan € N, |JC, D |JCpnt1.

Por el Teorema 1.16, la interseccion anidada de la union de estas cadenas
resulta ser un continuo, es decir,

oA

es un continuo (véase Figura 1.4).

Figura 1.4: X = (", (UC,) es un continuo

Otro método empleado para la construccién de continuos es el de la des-
composicién semicontinua superior (usc). A continuacién vemos cudndo un
espacio de descomposicion de un continuo es metrizable, nos adentramos un
poco en el estudio de la descomposiciéon semicontinua superior y recordamos
algunos conceptos relacionados.
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Definicién 1.19. Sean (X, T) un espacio topoldgico no vacio, sea D una
familia {D;}icr, en X de conjuntos no vacios y ajenos dos a dos tales que

UD =U,e; Di = X (D es llamada una particion de X) y

T(D)={UcD:JueT}

Notemos que T(D) es una topologia para D; de hecho, sim : X — D
denota la funcion natural definida en cada v € X por

m(z) es el inico D € D tal que x € D,

tenemos que T (D) es la topologia mds grande para D tal que 7 es continua.

El espacio (D, T(D)) es llamado un espacio de descomposicion de X
0, de manera mds sencilla, una descomposicion de X. La topologia T (D)
es la topologia de la descomposicion. Enfatizamos que el término des-
composicion se refiere a una particion con la topologia de la descomposicion.
Cuando los miembros de la particion son subconjuntos cerrados de X tal
particion es llamada particion cerrada.

En otras palabras, una descomposicién es el espacio obtenido a partir
del espacio original, al identificar todos los puntos de cada miembro de una
particion dada con un solo punto en el nuevo espacio; sin embargo, la descom-
posicion de un continuo X no siempre resulta ser un continuo. En ocasiones,
ni siquiera es metrizable. En el Teorema 1.21 vemos cuando si lo es. Para
llegar a él necesitamos antes un resultado mas, el que vemos a continuacién.

Lema 1.20. Si X es un espacio métrico compacto, Y un espacio de Haus-
dorff, y f : X — Y es una funcion continua y suprayectiva, entonces Y es
metrizable.

Demostracion. Sea f una funciéon continua y suprayectiva de un espacio
métrico compacto X sobre un espacio de Hausdorff Y. Como Y es un espa-
cio compacto Hausdorff, es suficiente probar que Y tiene una base numerable
(Teorema de metrizacién de Urysohn [3, Cap. IX, Corolario 9.2]).

Sea C una base numerable para X. Para cada subcoleccion £ C C, sea

E(L) =Y~ f(X D).

Sea P = {E(L) : L es un subconjunto finito de C}. Note que P es
numerable. Ya que X es compacto y Y es un espacio de Hausdorff, f es
cerrada, es decir, lleva conjuntos cerrados en conjuntos cerrados; luego, cada
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miembro de P es un conjunto abierto en Y. Sea U un subconjunto abierto
en Y y q € U. Como f~'(q) es un cerrado dentro de un compacto (pues
f es continua), tenemos que f~'(q) es compacto. Ademds, como f~1(q) esta
contenido en el abierto f~!(U) y C es una base, existe una subcoleccién finita
L de C tal que

fFoclJecrw

(porque si existe una coleccién numerable que cubra a f~!(q), por ser com-
pacto, existe una subcoleccién finita que lo cubre). Luego, ¢ € E(L) C U.
Por lo tanto, P es una base numerable para Y, es decir, Y es metrizable. []

Teorema 1.21. Sean X un espacio métrico compacto y la pareja (D, T(D))
una descomposicion de X . Entonces D es metrizable si, y solo si D es un
espacio de Hausdorff.

Demostracion. Como la funcién natural m de X sobre D es continua y supra-
yectiva (Definicién 1.19), si suponemos que (D, T(D)) es un espacio de Haus-
dorff, por el Teorema 1.20, tenemos que (D, T(D)) es metrizable. Supongamos
ahora que (D, T (D)) es metrizable, entonces (D, T(D)) es un espacio de Haus-
dorff. O

Podemos usar la descomposicién de espacios métricos para construir otros
espacios métricos compactos o continuos. La siguiente definicién nos dara una
util condicion para poder establecer cuando una descomposicién es metri-
zable; sin necesidad de verificar en cada ocasion que la descomposicién es un
espacio de Hausdorff.

Definicién 1.22. Sea (X,T) un espacio topoldgico. Una particion D de X
es semicontinua superior (usc) si para toda D € D,y U € T tal que
D cC U, eriste Ve T conD CV tal que si A€ Dy ANV # (0, entonces
AcCU.

Definicién 1.23. Si D es una descomposicion de X, entonces cualquier
subconjunto de X que sea union de una subcoleccion de D es D-saturado.

Note que siendo 7 : X — D la funciéon natural de la Definicién 1.19,
cualquier 77!(C) para C C D es D-saturado. Ademds, un A C X es D-
saturado si, y solo si A = 7 ![r(A)]. Luego, si V es D-saturado y abierto en
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X, el conjunto 7(V') es abierto en D (usando la definicién de 7y T'(D) en la
Definicién 1.19).

En el siguiente resultado damos una caracterizacion de la descomposicion
usc desde otro punto de vista.

Lema 1.24. Sean (X,T) un espacio topolégico, D una descomposicion de X,
y7m: X — D la funcion natural de la Definicion 1.19. Luego, las siquientes
afirmaciones son equivalentes.

(1) D es una descomposicion usc;

(2) m es una funcion cerrada (es decir, w lleva conjuntos cerrados en X a
conjuntos cerrados en D );

(8) SiD €D yU €T tal que D C U, entonces existe V. € T tal que
DcV cUyV esD-saturado.

Demostracion. Demostraremos que (1) implica (2), (2) implica (3), y (3)
implica (1). Supongamos (1). Sea C' un subconjunto cerrado en X. Vemos de
la Definicién 1.19 que 7(C) es cerrado en D si (y solo si) 771 [D \ 7(C)] es
abierto en X. Sea p € 7D \ 7(C)].

Asi, w(p) € D~ w(C) y, luego, m(p) C X N C [yaquesiy € n(p)NC,
entonces w(y) Nmw(p) # 0y w(y) = w(p), por lo tanto 7(p) € 7(C)]. Como
X N C €T, existe (por la Definicién 1.22) un V' € T con m(p) C V tal que
si x € V, entonces w(z) C X \ C. Asi, p € V. Ademés, 7(V) C D~ «(C)
ya que si w(x) € 7(C), entonces para algin y € C se cumple que m(x) =
m(y) y y € w(x) N C, luego m(x) € X ~ C, por lo tanto, x ¢ V. Asi,
V C 7D~ 7(C)].Como p € V € T, hemos probado que 7~ }[D \ 7(C)] es
abierto en 7. Luego, 7(C') es cerrado y hemos probado (2).

Ahora supongamos (2). Sea D € Dy U C T tales que D C U. Luego,
X N\ U es cerrado en X y por ser m una funcién cerrada, 7(X \ U) es un
conjunto cerrado en T'. De este modo, D \ 7(X ~\ U) es abierto en D. Sea
V = 771D\ m(X \U)), se sigue por la continuidad de 7 que V es un
conjunto abierto en X. Notemos que 7(X\U) ={A € D: AN(X\U) # 0}
porloque D\7(X\U)={AeD: AcU}yV={re X :n(zx) CcU}L
De esta manera obtenemos D C V C U. Ademas, por la Definiciéon 1.23,
tenemos que V' es D-saturado. Por lo tanto, la condicién (3) se satisface.

Para terminar supongamos (3). Sea D € Dy U C T con D C U. Por (3)
existeun V€T talque D CV C U y V es D-saturado. Si algin A € D es
tal que ANV # () entonces A C V C U. Esto completa la prueba. O
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Para el siguiente resultado, recordemos que un espacio T; es un espacio
topoldégico X tal que {x} es un conjunto cerrado para todo = € X.

Lema 1.25. Si (X, T) es un espacio Ty y D es una descomposicion usc de
X, entonces D es una particion cerrada de X.

Demostracion. Sean D € D, x € Dy m: X — D la funcién natural de la
Definicién 1.19. Como X es T, el conjunto {x} es cerrado en X y por (2) del
Lema 1.24, tenemos que {D} = w({z}) es un conjunto cerrado en D. Luego
D = 771({D}) es cerrado en X por la continuidad de 7, es decir, D es una
particion cerrada de X. ]

Observemos que una particién cerrada no necesariamente es usc, pero si
es un espacio 77.

Teorema 1.26. Si X es un espacio métrico compacto y D es una descom-
posicion usc de X, entonces D es metrizable.

Demostracion. Por el Teorema 1.21, es suficiente probar que una descompo-
sicién usc es un espacio de Hausdorff. Sea X un espacio métrico compacto
con topologia T, sea D una descomposicion usc de X, sea w : X — D la fun-
cién natural (Definicién 1.19). Para probar que (D,T(D)) es un espacio de
Hausdorff, sean Dy, Dy € D tales que Dy # Dy. Como Dy y Dy son subcon-
juntos cerrados de X, ajenos (Lema 1.25) y X es normal, existen Uy, Uy € T
tales que U; MUy = () y para todo ¢ se cumple que D; C U;. Como D es usc, el
Lema 1.24 nos da Vi, V5 € T tales que para todo i, tenemos que D; C V; C U;
y Vi es D-saturado. Observemos que para todo i, se tiene que D; € 7(V}) ya
que D; C V; vy D; € D. Por el tltimo comentario en la Definicién 1.23, los
conjuntos m(Vy) y w(Va) son abiertos en D. Como Uy NUs = 0y V; C Uj,
tenemos V) NV, = (). Luego, para todo i tal que 7~ ![x(V;)] = V;, tenemos que
7(V1) N7w(Va) = 0. Por lo tanto, hemos probado que (D, T(D)) es un espacio
de Hausdorff. U

Teorema 1.27. Si X es un continuo y D es una descomposicion usc de X,
entonces D es un continuo.

Demostracion. Por el Teorema 1.26 tenemos que D es metrizable. Como
7w : X — D es continua y suprayectiva (Definicién 1.19), sabemos que D es
compacto y conexo. Asi, D es un continuo. ]
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El siguiente resultado que nos interesa probar es el Teorema 1.30, el cual
muestra como obtener todas las descomposiciones usc de un espacio métrico
compacto y simultaneamente consigue una util manera de obtener descom-
posiciones usc especificas. Para su demostracion necesitaremos del Lema de
Transgresion 1.29.

Definicién 1.28. Sean X y Y espacios topologicos yp : X — Y una funcion
suprayectiva. Decimos que p es una funcion cociente cuando U C Y es
abierto si, y solo si p~1(U) es abierto en X.

Por ejemplo, 7 en la Definicién 1.19 es una funcién cociente, asi como cual-
quier funcién continua de un espacio compacto sobre un espacio de Hausdorff.

Lema 1.29 (Lema de Transgresién). Sean X, Y, Z espacios topoldgicos,
p: X — Y wuna funcion cociente, y g : X — Z continua. Si g es constante
sobre cada conjunto p_l(y), entonces g o p~! es continua.

X 2+ y
NE
7z

Demostracién. Para cada y € Y, el conjunto g(p~'(y)) es un conjunto de
un elemento en Z (ya que g es constante sobre p~!(y)). Si dejamos que f(y)
denote este punto, definimos una funcién f : Y — Z tal que para todo x € X,
tenemos f(p(z)) = g(z).

Tomemos un conjunto V' abierto en Z, como g es continua, el conjunto
g 1 (V) es abierto en X. Pero g~ (V) = p~}(f~1(V)) y ya que p es una funcién
cociente, el conjunto f~(V) es abierto en Y, por lo tanto, f es continua, es
decir, g o p~! es continua. O

Teorema 1.30. Sea X un espacio métrico compacto. Si f es una funcion
continua de X sobre un espacio métrico compacto Y, entonces

Dy={f"y): yeY}

es una descomposicion usc de X y es homeomorfa a Y. Reciprocamente,
cualquier descomposicion usc de X es un espacio métrico compacto que es,
ademas, una tmagen continua de X.
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Demostracion. Sean D € Dy y U abierto en X tal que D C U. Existey € YV
tal que D = f~!(y). El conjunto F = f(X \ U) es cerrado, y y ¢ F. Sea
W=Y\FyseaV = f}(W), entonces y € Wy V es abierto en Y. Luego
D CV CU,yV es abierto y saturado.

Observe que Dy es un espacio de Hausdorfl por el Teorema 1.26. As’i,
para probar que Dy es homeomorfa a Y, es suficiente verificar la continuidad
de la funcién inyectiva h del espacio compacto Y sobre Dy definida para todo
y €Y por

hy) = =[f~ ()]

La continuidad de h se sigue del Lema 1.29 porque f es una funcién
cociente. Por lo tanto, la mitad del Teorema 1.30 esta probado. La otra
mitad es sencilla ya que si D es cualquier descomposicién usc de X, entonces
D es un espacio métrico (Teorema 1.26) y, usando 7 : X — D (Definicién
1.19), vemos que D es una imagen continua de X, y por lo tanto, compacta
(Teorema A.3). Esto completa la prueba. d

Definicién 1.31. Sea D la particién del cuadrado sélido I* = [0,1] x [0, 1]
cuyos miembros son:

(1) {(x,0), (1-x,1)} para x € [0,1];

(2) {(zy)} paray € (0,1).

El espacio de descomposicion D de I? es la banda de Moebius, véase
Figura 1.5.

El espacio de descomposiciéon D de I2, por la Definicién 1.31, es usc y por
el Teorema 1.27, es un continuo y es un ejemplo de superficie de un solo lado
en R3.

Figura 1.5: Banda de Moébius
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1.2. Hiperespacios
La teoria de los continuos se facilita cuando usamos espacios auxiliares
que llamamos hiperespacios. A continuacién definimos los siguientes espacios:

Definicién 1.32. Sea X un espacio topoldgico.

(1) 25 ={A: A es un subconjunto no vacio y cerrado en X }.

(2) O(X)={A€2X: A es conexo}.

Ahora, sea (X, d) un espacio métrico compacto. Para cada € > 0 y cada
A € 2X seq,

(3) N(e,A) = {z € X : existe a € A tal que d(x,a) < €}. El conjunto
N(e, A) se lee: la epsilon nube de A.

(4) Sea H : 2% x 2% — R la funcidén tal que

H(A,B)= inf{e>0: AC N(¢,B) y BC N(g, A)}.

La funciéon H(A, B), denotada en adelante como H, que se acaba de
definir tiene una propiedad extraordinaria, como se ve a continuacién.

Teorema 1.33. [2, Teorema 2.9] Si (X,d) es un espacio métrico compacto,
entonces H es una métrica para el hiperespacio 2.

Definicién 1.34. Sea (X, d) es un espacio métrico compacto. La funcion H
es la métrica de Hausdorff inducida por d. Los espacios 2% y C(X) con
la topologia inducida por H son los hiperespacios de X.

Muchas propiedades de los continuos se pueden examinar por medio de
sucesiones de conjuntos, como se vi6 en el Ejemplo 1.18. La convergencia de
conjuntos que usamos para estudiar continuos es la convergencia con respecto
a la métrica de Hausdorff, esta convergencia esta en términos de una nocion
de «convergencia en el espacio original X», como se ve a continuacién.

Definicién 1.35. Sean X un espacio topoldgico, {A;}5°, una sucesion de
subconjuntos de X y A un subconjunto de X.
(1) El limite inferior de la sucesion {A;}5°, es

liminf A; = {z € X : para cada U abierto en X, con v € U, existe
N €N tal que sii > N, entonces UNA; # 0} ;
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(2) El limite superior de la sucesion {A;}32, es

limsup A; = {x € X : para cada abierto U en X con x € U, y para
cada N € N eziste i > N tal que U N A; # 0}.

(3) El limite de la sucesion {A;}2, es A cuando
liminf A; = A = limsup A;;
esto lo denotamos por lim A; = A.

(Véase Figura 1.6)

A1 A3

\lim infAi | lim sup A

A4 ‘

A2 * |
Figura 1.6: Limite superior y limite inferior de una sucesién

Teorema 1.36. [11, Teorema 4.11] Sean X un espacio métrico, y {A;}2,
una sucesion de subconjuntos de X compactos y no vacios. Entonces, el

lim A; = A si, y solo si {A;}32, converge a A € 2% con respecto a la métrica
Hausdorff.

El siguiente resultado nos proporciona una 1til equivalencia para realizar
demostraciones, por ejemplo, en la demostracion del Teorema 1.45.

Teorema 1.37. [2, Teorema 2.10] Si X es un continuo, A, B € 2% y e > 0,
entonces H(A, B) < ¢ si, y solo si AC N(e,B) y BC N(g,A).

Definicién 1.38. Sea X un continuo. Una funcion de Whitney para el
hiperespacio 2% es una funcion continua u : 2% — R tal que:

(1) para cada x € X, tenemos que p({z}) =0y
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(2) para cada A, B € 2% tales que A C B # A, se tiene que u(A) < u(B).

La funcién plex) : C(X) — R es una funcién de Whitney para C(X).

Teorema 1.39. [2, Teorema 3.3] Si X es un continuo, entonces existe una
funcion de Whitney para el hiperespacio 2% .

Los Teoremas 1.40 y 1.42 son resultados claves en el desarrollo de la
teoria de los hiperespacios. Aqui los ocupamos, por ejemplo, en la prueba del
Teorema 2.46.

Teorema 1.40. /6, Corolario 6.13] Si X es un continuo, entonces los hiper-
espacios 2% y C(X) son unos continuos.

Definicién 1.41. Sean X,Y wunos continuos y f : X — Y wuna funcion
continua. Denotamos por 27 : 2% — 2V y por C(f) : C(X) — C(Y) a las
funciones inducidas definidas, respectivamente, para cada A € 2% por

27(A) = f(A) y C(f)(A) = f(A).

Teorema 1.42. [2, Teorema 3.33] Si f : X — Y es una funcion continua
entre continuos, entonces la funcion inducida 27 : 2% — 2Y es continua.

Definicién 1.43. Sea C una coleccion de conjuntos. Un elemento maxi-
mal de C es un F € C tal que ningun miembro de C contiene propiamente a
F. Un elemento minimal de C es un E € C tal que ningin miembro de C
esta contenido propiamente en E.

El resultado que sigue se usara en la prueba del Teorema 2.46.

Teorema 1.44 (Teorema del Méximo-Minimo). Sea X un espacio métrico
compacto. Si C es un subconjunto cerrado no vacio de 2%, entonces existe un
elemento mazximal de C y un elemento minimal de C.

Demostracién. Por el Teorema 1.39, sea p : 2X — R una funcién de Whitney.
Como 1 es continua y 2% es compacto, alcanza su maximo y su minimo. Sea C
un subconjunto cerrado no vacio de 2#, como 2% es compacto, C es compacto.
Ademads plc : C — R es continua porque p es continua. Asi, u|c alcanza su
maximo y su minimo.

Es decir, existen M;, M, € C para todo A € C, tales que pu(M;) < u(A) <
p(Ms) por lo tanto, My es un elemento maximal de C y M; es un elemento
minimal de C. 0

El siguiente resultado también sera requerido en la demostracion del Teo-
rema 2.46.
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Teorema 1.45. Sean I = [0,1] y {A;}2, wuna sucesién en 2! tal que
lim A; = A cuando A; tiende a A, donde A # I y para toda i, tenemos que
A; £ 1. 81 J es un componente de I\ A, entonces existe una sucesion {J; }32,
de componentes de I ~. A; tales que lim J; = J.

Demostracion. Observe que J es un intervalo abierto en I, pues A es cerrado
en I. Sea s < r < t, donde J = [s,t]. Existe N € N tal que para todo i > N,
tenemos que r € I \ A;. Para cada i > N, sea J; el componente de I \ A; tal
que r € J;. Sean S, el componente de A tal que s € S5 v T4 el componente
de A tal que t € Ts. Supongamos que Sy = [(,s] y T4 = [t, h]. Observe que
SyUJUTy =[l,h]y J = [s,t]. Si S4 0 T4 son conjuntos unitarios, entonces
secan f =ry=sot=ro=h.Sil<syt<h,seanl <r;<syt<ry<h.

Como lim A; = A cuando A; tiende a A, existe N; € N tal que para todo
¢ > Np se cumple que 1,1y € A;. Para i > Np, sean S4, el componente de
A; tal que 1y € Sy, y T4, el componente de A; tal que ry € Ty,. Observe que
lim Sy4, = Sa = [(, s] cuando Sy, tiende a Sy y lim Ty, = T4 = [t, h] cuando
T, tiende a T'y.

Si suponemos que Sy, = [bs,,as,] v Ta, = [as,,by,], entonces by, — (' y
a5, — 8,y by, = h'y a;, — t. Sea J; = [as,, as,], observe que Sy, U J; UTy, =
[bs;, by,]. Sea € > 0 para Ny > max{N, N1}, si i > N, entonces

(%) d(as,,s) < e y d(at,,t) < e.
Podemos suponer que € < dk%(‘”

Por el Teorema 1.36 nos resta probar que {.J;}3°, converge a J respecto
a la métrica de Hausdorff. Y por el Teorema 1.37 esto equivale a probar que

JiCN(e,J)y J C N(e, Jy).

Afirmacién 1:  J; C N(e,J).

Prueba de la Afirmacién 1. Sea p € J;, asf as, < p < a;,. Por lo tanto,
a,, <p<sop€dJot<p<a,,. Por (*), tenemos que d(p,s) <cop€ Jo
d(t,p) < e. Asi, J; C N(e, J). Esto completa la prueba de la Afirmacién 1.

Afirmacion 2:  J C N(g, J;).

Prueba de la Afirmacion 2. Sea q € J, ast s < ¢ < t. Por lo tanto, s < ¢ < as,
0q€ Jioa;, <q<t. Por (¥), tenemos que d(q,s) < co0q € J;0d(t,q) <e.
Asi, J C N(e, J;). Esto completa la prueba de la Afirmacién 2.

Luego, por la Afirmacién 1 y la Afirmacién 2, tenemos que H(.J;, J) < e.
]
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Definicién 1.46. [2, Teorema (2.16)] Sean X un continuo, n € N y Uy,
Uy, -+, U, subconjuntos de X . El vietérico de Uy,Us,--- ,U,, denotado por
(U1, Uy, -+ ,U,), es el conjunto

{AGQX: ACUUiypamcadaiGN, AﬂUi%Q}.

i=1

Teorema 1.47. [2, Teorema (2.19)] Sean X un continuo, A € 2% y Uy,
U, -+, U, abiertos en X. Si A € (Uy,Us,---,U,), entonces existen V1,
Vo, ..., Vi, abiertos en X tales que

AG <‘/la‘/2a 7Vn>C<U17U2a"' 7Un>

y para cada i € N tenemos que V;, C U;.

Teorema 1.48. [2, Teorema (2.20)] St X es un continuo y
B={{Uy,Uy,--,Up,) : Uy, Us,--- U, son abiertos en X yn € N},

entonces B es una base para una topologia del hiperespacio 2°X.

La topologia generada por B, denotada por 7y, es conocida como la to-
pologia de Vietoris que fue introducida, en 1922, por L.Vietoris.

Teorema 1.49. [2, Teorema (2.22)] Sea X wun continuo. La topologia de
Vietoris, Tv, y la topologia inducida por la métrica de Hausdorff, Ts, en 2%
son iguales.

1.3. Puntos de no corte

En la teoria de continuos, la prueba de algunos resultados depende del
estudio de los puntos de no corte; por lo que es importante conocer su exis-
tencia, cantidad y localizaciéon en un continuo.

Definicién 1.50. Sean X un espacio topoldgico conexo yp € X. Si X \{p}
es conexo, entonces p es llamado un punto de no corte de X. Si X ~ {p}
es disconexo, entonces p es llamado un punto de corte de X.
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El1 0 y el 1 en el intervalo unitario [0, 1] son puntos de no corte.

Notacién.(Y = P®Q). Si Y es un espacio topoldgico, escribimos Y = PHQ
para denotar que Y = P U @, los conjuntos P y @ son no vacios, PNQ = )
y Py @ son abiertos en Y.

Teorema 1.51. [11, Teorema 6.6][Existencia de puntos de no corte] Sea X
un continuo. Supongamos que p es un punto de corte de X, es decir X ~{p} =
U V. Entonces, cada uno de los conjuntos U y V tienen al menos un punto
de no corte de X.

En el periodo 1916-1920 Waclaw Sierpinski, Stefan Strazewicz y Robert
Lee Moore obtuvieron caracterizaciones topoldgicas del arco como el tinico
continuo que contiene exactamente dos puntos de no corte. Por cierto, sobre
la ldpida de Sierpiriski esta la inscripcién «Badacz Nieskoriczonosci» (Inves-
tigador del infinito).

Como comentamos después de la Definicién 1.50, en realidad los puntos
extremos son los inicos puntos de no corte en el intervalo unitario [0, 1], como
lo muestra el siguiente resulado.

Teorema 1.52. [11, Teorema 6.17] Un continuo X es un arco si, y solo si
X tiene exactamente dos puntos de no corte.

Teorema 1.53. Sean X un continuo, D una descomposicion usc de X (con
la topologia de la descomposicion), Dy € D, y supongamos que todos los
miembros de D son subcontinuos de X excepto posiblemente por Dy. Entonces
Dy es un punto de no corte de D si, y solo si X \ Dy es conexo.

Demostracion. Supongamos que X ~ Dy no es conexo. Asi, X ~ Dy =
C|H. Usando la funcién natural de la Definicién 1.19, tenemos que Dy =
7 ({Dp}). Como {Dy} es cerrado en D y 7 es continua, Dy es cerrado en
X.

Por otro lado X = |J D,asique |J D = X~ Dy = C|H. Sean
DeD DeD~{Do}
Di,Dy € D con Dy # Dy y Dy # Dy. Como Dy y Dy son subcontinuos,
supongamos que Dy C C'y Dy C H. Por (3) del Lema 1.24, existen V1, Vo € T
tales que Dy C V; C C, ademas Dy C Vo C H, y V; v V5 son D- saturados.
Es decir, Vi = |J Dy Vo= |J D, donde D', D" C D.

DeD’ DeD"
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Observe que D' y D” son abiertos en D. Sea | JD’' la unién de los D' C D
c

que resultan cuando D; C C'y [JD” la unién de los D” C D que resultan
i

cuando Dy C H. Asi, D\ {Dy} = (UD’) U (UD”), es decir, Dy es un
c H

punto de corte de D. Por lo tanto, hemos probado que si Dy es un punto de
no corte de D entonces X \ {Dy} es conexo.

Ahora supongamos que X \{Dy} es conexo. Como la imagen continua de
un espacio conexo es conexa, tenemos que m(X N\ Dy) = D~ {Dy} es conexo,
es decir Dg es un punto de corte de D. U

Teorema 1.54. Sean X un continuo y D una descomposicion usc de X (con
la topologia de la descomposicion). Si X = [0,1] y todos los miembros de D
son subcontinuos propios de X, entonces D es un arco.

Demostracion. Como D es una descomposicion usc del continuo X, por el
Teorema 1.27, tenemos que D es un continuo. Ademas, 0,1 € X, asi que exis-
ten Dy, D1 € D tales que 0 € Dy y 1 € Dy. Como Dy y Dy son subcontinuos
propios, X ~\ Dy y X ~ D; son conexos. Por el Teorema 1.53, Dy y D; son
puntos de no corte de D.

Sea D € Dtal que D # Doy D # Dy, asi 0,1 ¢ D. De donde D C (0, 1),
asi X \ D no es conexo. Por el Teorema 1.53, tenemos que D es un punto
de corte de D. Por lo tanto, Dy y D; son los tinicos puntos de no corte de D
y por el Teorema 1.52 concluimos que D es un arco. U

1.4. Teorema general para funciones

Esta seccién tiene como finalidad, probar el distinguido teorema general
para funciones (Teorema 1.58) que es de utilidad en la prueba de uno de
los resultados principales de esta tesis, que es el Teorema de Hahn y Ma-
zurkiewicz (Teorema 2.32). Para esto enunciamos una definicién y dos lemas
necesarios.

Definicién 1.55. Sean (X,7T;) y (Y, Ts) espacios topoldgicos. Dado p € X,
una funcién F : X — 2 es semicontinua superior en un punto
p € X, se denota usc en p, si dado U € Ty tal que F(p) C U, eziste V € Ty
tal que p € V' y para todo x € V', se tiene que F(x) C U.
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Una funcion F : X — 2¥ es semicontinua superior, se denota usc,
st ' es usc en todo punto de X.

Lema 1.56. Sean (X, T7), (Y, T2) espacios topoldgicos, y F : X — 2¥ usc.
Si para todo x € X, F(x) es el conjunto unitario {y,}, entonces la funcion
f: X =Y definida para toda x € X por f(r) =y, es continua.

Demostracion. Sean p € X, y U € T; tales que f(p) € U. Como F(p) =
{f(p)} C Uy F es usc en p, por la Definicién 1.55 existe V' € T; tal que
p € V y para todo x € V, tenemos que F(x) C U. Luego, V' € T, el punto
p € V, y para todo x € V, sabemos que {f(z)} C U, es decir, f(x) € U. Por
lo tanto, f es continua en p. O

Lema 1.57. Sean X y Y espacios métricos compactos no vacios. Ademds,
para todo n € N, sea F,, : X — 2 usc tal que para todo x € X y para todo

n € N, tenemos que F,(x) D F,41(x) y G(x) = () F.(z). Entonces
n=1

(1) G : X — 2Y definida asi es una funcién y es usc.
(2) Si para todo n € N tenemos que Y = |J F.(x), entonces ¥ =

reX

U G(z).
reX
Demostracion. (1)Por (2) del Teorema 1.7, para todo x € X, G(z) es no vacio
y cerrado. Luego, G : X — 2Y. Para probar que G es usc, sea p € X y sea U
un subconjunto abierto en Y tal que G(p) C U. Luego, por el Teorema 1.7,
existe N€ N, tal que Fy(p) C U. Como Fy es usc en p, por la Definicién 1.55
existe un subconjunto abierto V' de X tal que p € V' y para todo x € V| los
Fy(z) C U. Por lo tanto, G es usc.

(2) Sea ¢ € Y. Luego, por la suposicién en (2), para todo n € N existe
z, € X tal que ¢ € F,(z,). Por la compacidad de X el espacio X es se-
cuencialmente compacto. Por lo tanto, existe una subsucesion {z,,, }72; de
{zn}oe, tal que {z,, }72; converge a algtin punto p € X. Vemos ahora que
q € G(p). Supongamos que q ¢ G(p). Sea U =Y ~{q}, asi, G(p) CU y U es
abierto en Y. De este modo, G(p) = [ X; donde X; =Y, Xy = Fi(p), X5 =

i=1

Fy(p),... . Por lo tanto, U C X; =Y. Asi, por el Teorema 1.7, existe Né N
tal que Fy(p) C U. Como Fy es usc en p, por la Definicién 1.55 existe un
subconjunto abierto V' de X tal quepe V' y

(a) para todo z € V, Fy(z) CU.
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Como {&,;)}2, converge a p € V, existe k = n(i) para algin ¢ tal que
k> Ny x € V. Luego, por (a),

(b)  Fy(z) C U.

Debido a que k& > N, decimos que Fx(zx) D Fi(x)). Ahora bien, ya que
q € Fy(xy), tenemos que q € Fy(xy). Vemos ahora por (b), que g € U lo cual
es imposible porque U =Y \ {¢}. Por lo tanto, hemos probado que ¢ € G(p)
yY = U G(z). O

zeX

Teorema 1.58. [Teorema general para funciones/ Sean X y Y espacios
métricos compactos no vacios. Supongamos que se satisfacen las siguientes
condiciones:

(1) para todo n € N, tenemos que F, : X — 2¥ es usc;

(2) para todo v € X y todon € N, F,(z) D F1(z);

(3) para todo n € N, sea G(x) = Flen(x) y Y= U G);

zeX

(4) para todo x € X,  lim didm[F,(x)] = 0.
n—o0
Entonces para cada v € X, G(zx) consta de solo un punto, G(x) = {y.} vy la
funcion f: X —Y dada por f(x) =y, es continua.

Demostracion. Para todo x € X, sea G(z) = () Fn(z) vy f(x) es el tnico
n=1

punto en (] F,(z), luego
1

(i) para todo = € X,  f(x) es el inico punto en G(x).
Lo cual nos da una funcién bien definida por las condiciones (2) y (4) de la
hipétesis, y por (2) del Teorema 1.7. Por (1) del Lema 1.57, la funcién G es
usc, por (i) y el Lema 1.56, f : X — Y es continua. Por (i) y (2) del Lema
1.57, f es suprayectiva. U



Capitulo 2

Conexidad Local

2.1. Continuos de convergencia

En este capitulo exponemos las propiedades basicas de los continuos de
Peano, para esto estudiaremos la nocién de continuo de convergencia y la
propiedad S, para después probar el Teorema 2.32 de Hahn y Mazurkiewicz
que afirma: cualquier continuo de Peano es una imagen continua del inter-
valo cerrado [0, 1]. Finalmente, estudiaremos arcos en este tipo de espacios
topoldgicos.

Comenzamos enunciando la nocién de vecindad.

Definicién 2.1. Sean (X, T) un espacio topoldgico y p € X. Un subconjunto
G de X se llama una vecindad de p si existe un U € T tal quep € U C G.

Los primeros resultados acerca del concepto que sigue se deben a Pia
Nalli, Stefan Mazurkiewicz y Hans Hahn.

Definicién 2.2. Un espacio topologico X es localmente conexo en p
(p € X), si toda vecindad de p contiene un conjunto conexo y abierto que
contiene a p. El espacio X es localmente conexo si es localmente conexo
en cada uno de sus puntos.

Definicién 2.3. Un espacio métrico X es llamado un espacio de Peano
st es localmente conexo.

Definicién 2.4. Un continuo de Peano es un espacio de Peano que es a
la vez un continuo.

23
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Definicién 2.5. Un espacio topologico X es conexo en pequeno en un
punto p si toda vecindad de p contiene una vecindad de p que es un conjunto
conexo.

La conexidad en pequeno es una nocion 1til en el estudio de la estructura
de los continuos y nos sirve para probar, mas adelante, el Teorema 2.12 de
la existencia de continuos de convergencia.

Notemos que localmente conexo en p implica conexo en pequenio en p. Sin
embargo, el reciproco es falso, atin para un continuo.

En 1920, Kazimierz Kuratowski caracterizo a los continuos de Peano como
sigue.

Teorema 2.6. Un espacio topologico X es localmente conexo si, y solo st
todo componente de todo conjunto abierto en X es abierto en X.

Demostracion. Supongamos que los componentes de todo conjunto abierto
en X son abiertos en X. Sea x € X y U una vecindad cualquiera de z. Sea
V' un abierto en X tal que x € V' C U. Designamos por 7' al componente
de V' que contiene a x. Luego, T es conexo y abierto en X, ademas T' C U
y T es un conjunto conexo que es vecindad de z. Es decir, X es un espacio
localmente conexo.

Reciprocamente, supongamos que X es localmente conexo y sea A un
conjunto abierto. Consideremos un componente C' de A y demostremos que
es abierto. Tomemos un x € C C A, note que A es una vecindad de x.
Como X es localmente conexo, existe un conjunto abierto y conexo U que
es vecindad de = tal que U C A. Ademas, dado que C' es un componente,
U C C. Podemos ver a C' como la union de todos estos conjuntos abiertos U
correspondientes a cada uno de sus puntos, asi C' es abierto. U

De manera global, las nociones de conexidad local y conexidad en pequeno
son equivalentes, como veremos a continuacion.

Teorema 2.7. Un espacio topologico es conexo en pequeno en cada uno de
sus puntos si, y solo si es localmente conexo en cada uno de sus puntos.

Demostracion. Supongamos que X es conexo en pequeno. Sea U un abierto
en X y sea C' un componente de U. Si x € C', entonces como X es conexo
en pequeno en x, existe un conjunto conexo V' tal que z € int(V) C V C U.
Como C es el conjunto conexo maximal que contiene a x, tenemos que V' C C.
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Asi, int(V) C C. Por lo tanto, C' es un conjunto abierto y, por el Teorema 2.6,
X es localmente conexo.

Ahora supongamos que X es localmente conexo. Sea © € X y U una
vecindad de z. Como X es localmente conexo en x, existe un V' abierto y
conexo en X tal que x € V C U. Luego, = € int(V) C U. Asi, X es conexo
en pequeno en x. Como x es arbitraria, X es conexo en pequeno. Il

Los Teoremas 2.8, 2.9 y 2.10 son necesarios para demostrar el Teore-
ma 2.12.

Teorema 2.8. [11, Teorema 4.18] Sea X un espacio métrico compacto. To-
da sucesion de subcontinuos de X tiene una subsucesion convergente a un
subcontinuo de X, y toda sucesion convergente de subcontinuos de X tiene
un subcontinuo de X como su limite.

Teorema 2.9. [11, Teorema 5.6][Golpes en la frontera II] Sean X un con-
tinuo y E un subconjunto propio no vacio de X. Si K es un componente de
E, entonces

KNFr(E)#0.

Teorema 2.10 (Golpes en la frontera III). Sean X un continuo, E un sub-
congunto propio no vacio de X, y K un componente de E.

(1) Si E es abierto en X, entonces KN (X N\ E) # 0, es decir, K ~ E # ().
(2) Si E es cerrado en X, entonces K N (X \ E) # 0.

Demostracion. Supongamos todas las hipdtesis. Luego, por el Teorema 2.9,
tenemos que K N Fr(E) #0. Asi, KNEN (X N E) # 0.

Si E es abierto en X, entonces X \ £ = X\ E. Luego, KNEN(X\E) #

0. Como KNEN(XN\E)C KN(X\ E). Concluimos que KN (X \ E) # 0.

Si E es cerrado en X, entonces K es cerrado en X. Luego, K = K. Como

K C E, aseguramos que KN(X N E) # 0. Asi, KNX \ E=KNX \ E # 0.

O

La nocién que sigue tiene una estrecha relaciéon con los continuos de
Peano.

Definicién 2.11. Sea X un espacio métrico. Un subcontinuo con mas de un
punto A de X es llamado un continuo de convergencia (de X ), si existe
una sucesion {A;}2, de subcontinuos A; de X tal que lim A; = A y para todo
1 €N, tenemos que A; N A = (.
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El teorema que sigue lo usamos en la prueba del Teorema 2.19.

Teorema 2.12 (Continuos de convergencia). Sean X un continuo, y N =
{r € X : X no es conexo en pequeno en x}. Si p € N, entonces existe un
continuo de convergencia K de X tal quep € K y K C N.

Demostracion. Como p € N, existe un conjunto cerrado M que es una vecin-
dad de p (Definicién 2.5) tal que si C' es el componente de p en M, entonces
p ¢ int(C) (pues si p € C, tendriamos que X seria conexo en pequefio en p).
Asi, p € M~ C, y existe una sucesién {p;}2; tal que

cuando i — oo, Di = P, (2.1.1)

para toda 1, p; € M~ C. (2.1.2)

Para toda i € N, denotemos C; al componente de p; en M. Si para algin
i € N, tuviésemos C' N C; # (), entonces C'U C; serfa un subcontinuo de M el
cual, ya que C' es un componente de M, implicaria C; C C', luego p; € C la
cual es una contradiccién con (2.1.2). Por lo tanto,

para toda i € N, cCuc; =0. (2.1.3)

Ahora, el limite C” de una subsucesién convergente de {C;}2, (Teorema 2.8)
debe ser un continuo de convergencia (como puede probarse usando Teore-
ma 2.10 y (2.1.3), tal como hacemos abajo), y p € C’ (por 2.1.1); sin embargo,
C' puede no estar contenido en N. Esto es remediado como sigue. Sea () un
conjunto cerrado que es una vecindad de p tal que @ C int(M).

Por (2.1.1), suponemos sin pérdida de generalidad que para todo i € N
se cumple que p; € (). Para todo ¢ € N denotemos por K; al componente de
p; en Q. Como Q C M, podemos ver que

para toda ¢ € N, K, c C;. (2.1.4)

Por la Definicién 2.8, la sucesién {K;}22, tiene una subsucesién convergente
{Ki,}32; v su limite K es un subcontinuo de X. Como para todo j tenemos
que p;; € K;,, se sigue por (2.1.1) y porque K es un continuo, que p € K.
A partir de que K;; C Q y @ es cerrado en X, se sigue de K = lim Kj;
que K C Q. Por esto y dado que Q C int(M), sabemos que K C M. Como
C es el componente de p en M, se sigue de que K es un continuo y p € K

que K C C.
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Asi, por (2.1.4) y (2.1.3), cada j € N, satisface que K N K;; = (. Por
la segunda parte del Teorema 2.10, para cada j € N tenemos que K; N
(X~ Q) #0.

Luego, recordando que K = lim Kj;; se sigue que K N (X N Q) # 0.
Como p € K y dado que @ es una vecindad de p (asi, p ¢ X \ @), K tiene
mas de un punto. Por lo tanto, hemos probado que K es un continuo de
convergencia. Luego, en vista de que p € K, hemos probado este teorema
una vez que verifiquemos que K C N. Supongamos que existe x € K ~ N.
Comoz € Ky K C Q C int(M), tenemos que M es una vecindad de . Por
otro lado, C' es el componente de z en M pues K C C.

Por suposicién x ¢ N, es decir, X es conexo en pequeno en z. Asi, existe
un conjunto conexo G que es vecindad de z tal que G C M. Luego, por la
definiciéon de C' sabemos que G C C.

Como x € K, tenemos que K = lim K, y por (2.1.4) concluimos que = €
lim sup K; C lim sup Cj.

Asi, dado que G es una vecindad de z, para algin ¢, tenemos que GNC} #
(). Luego, CNCy # 0, ya que G C C. Esto contradice a (2.1.3). Por lo tanto,
hemos probado que K C N. Esto completa la prueba del teorema. O

Teorema 2.13. Un continuo X no puede no ser conexo en pequeno en solo
un punto o en una cantidad numerable de puntos; de hecho si no es conexo
en pequeno en algiun punto, existe un subcontinuo con mas de un punto K de
X tal que X no es conexo en pequeno en cualquier punto de K.

Demostracion. Sean X un continuo, N = {x € X : =z no es conexo en
pequeno en X}y p € X. Sip € N, por el Teorema 2.12 existe un continuo
de convergencia K de X tal quep € K y K C N. Es decir, K es un continuo
con mas de un punto de X tal que X no es conexo en pequeno en cualquier
punto de K. O

Observemos que la propiedad de ser un espacio de Peano no es hereditaria,
como vemos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.14. Sea (R% 1), donde T es la topologia del plano euclidiano,
y el continuo seno (1/x) definido en el Ejemplo 1.6. Observemos que W
es un subcontinuo de R?, los puntos de la forma (0,z), con —1 < x < 1,
tienen vecindades no conexas en W, por lo que este continuo no es localmente
CONETO.
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Es interesante tratar con continuos de Peano en los que cada subcontinuo
siga siendo un continuo de Peano, esto lleva el nombre que sigue.

Definicién 2.15. Un continuo X es hereditariamente localmente co-
nexo, si todo subcontinuo de X es un continuo de Peano.

En el Teorema 2.19 vemos cuando un continuo tiene la propiedad de
ser hereditarimente localmente conexo, para probarlo es necesario el Teore-
ma 2.18, pero antes damos el siguiente concepto.

Teorema 2.16. [5, Teorema 2.42] Sean X un espacio métrico y A un con-
tinuo de convergencia de X. St X es compacto, entonces existe una sucesion
{B;}32, de subcontinuos de X tales que lim B; = A, para toda i € N tenemos
que BiNA =0y para todai,j € N con i # j tenemos que B; N B; = ().

Definicién 2.17. Un espacio topologico X es llamado o-conexo si X no
es la union de una cantidad numerable, mayor que uno, de subconjuntos
cerrados, no vacios y ajenos dos a dos.

Teorema 2.18. [11, Teorema 5.16] Todo continuo es o-conezxo.

En 1927, Urysohn realiz6 la siguiente caracterizacion de los continuos que
son hereditariamente localmenete conexos; este mismo resultado fue obtenido
por K. Zarankiewics en el mismo ano.

Teorema 2.19. Un continuo X es hereditariamente localmente conexo si, y
solo st X no contiene continuos de convergencia.

Demostracion. Supongamos que X es un continuo que contiene continuos
de convergencia. Sea A un continuo de convergencia de X. Asi, existe una
sucesion {A;}2, de subcontinuos de X tales que lim A; = A y para cada
i € N tenemos que A; N A = (). Ademds, por el Teorema 2.16 podemos elegir
a los subcontinuos {A;}32, mutuamente ajenos, es decir, para todo i,j € N,
con i # j tenemos que A; N A; = 0.

Si X no es un continuo de Peano, entonces X no es hereditariamente
localmente conexo. Por lo tanto, supongamos que X es un continuo de Peano.

Sean p,q € A con p # q. Dado que X es de Hausdorff, existen U; y V;
abiertos en X tales que p € Uy y ¢ € V; con Uy N'Vy = (. Ahora, como X
es un espacio regular, existe U, abierto en X tal que p € Uy C EX c U.
Ademas, como X es un continuo de Peano, existe un conjunto U abierto en
X tal que U es conexo y p € U C Us. Luego, p ¢ T ¢ FQX C Uy y, como
UynNVy =10, tenemos que p e U y q ¢ T . Dado que A = lim inf A;, vemos
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que existe N € N, tal que para toda ¢ > N, tenemos que A; NU # () y por
lo tanto, U N [U 4] # 0. Sea
i=N

Y=A U T U

U
i=N

Probemos que Y es un subcontinuo de X. Empecemos probando que Y es

conexo. Para este proposito notemos que los conjuntos A y T~ son conexos y
quep e A no". Luego, por el Teorema (2.A.10) de [1], tenemos que A uT™
es conexo.

Ahora, para toda i > N, los A; son conexos tales que A;NU # (0, y por lo

tanto, AmUX # (). Luego, por el Teorema 1.9 de [5], vemos que [ U Ai] U™
i=N

es conexo. Por el Teorema (2.A.10) de [1], tenemos que AUT™ y [ U Al} o™
i=N
son conexos. Por lo tanto Y es conexo.

X
Probemos ahora que Y es compacto. Seaz € Y = AUT " U (U Al =
i=N

X X

_ o0 _ [ee]
AUT U U A4; .SixEAUUX, entonces © € Y. Ademés, siz € |J A;
i=N i=N

oo
existe una sucesiéon {z;}3°; en |J A; tal que x; — z. Sea R = {x; : i € N}.
1=

Analicemos los siguientes casos:

o0

Si R es finito, x; — xj, para algun j, € N. Es decir, z = z;, € |J A4, C Y.
i=N

Si R es finito, x es el inico punto de acumulacién de R.

Siexiste j € {N,N+1,...} tal que |4;NR| = oo, entonces (RN A;)" # 0.
Observemos que () # (RN A;) C A} C A_jX =A;. Asi, {z} C A; C Y. Sipor
el contrario, para cada j € {N, N+1,...}, tenemos que |[4A;NR| < oo, existe
F C {N,N +1,...} tal que F es infinito y para todo j € F': RN A; # 0.
Ahora sean F' = {n;,nq,...} y i € A,, N R para todo i € N. Notemos que
si @ # j, entonces y; # y;. Asi, {y;}5°, es una subsucesion de {z;}°,. Luego,
y; — x. Por otro lado, sea U, abierto en X con x € Uy. Existe M € N, tal
que para cada n > M : y, € Uy. Asi, para toda ¢ > M : UyN A, # (). Por lo
tanto, x € lim sup A; = A C Y. Luego, vy, Asi, Y es un continuo.

Ahora, demostremos que Y no es un continuo de Peano suponiendo lo
contrario, es decir, que Y es un continuo de Peano. Observemos que Y \ T~
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es abiertoen Y y g € Y ~ T Luego, existe W, abierto en Y tal que W,
esconexoy g € Wy CY \ T~ Como Y satisface el axioma de regularidad,

: . —X
existe V5 abierto en Y tal que ¢ € Vo C Voo C Wi. Ahora, como suponemos
que Y es un continuo de Peano, existe V' abierto y conexo en Y tal que

qeV CVs. Luego,qEVCVgCVgXCWL NotemosquerﬂUX:(Z)y
AN VQX C W;. Porlo tanto, ViU = 0. Y asi

v = [VXHA} U

i
i=N

Luego, & # () yaqueqgeVNAy como A= lim inf A;, existe M € N,
tal que si ¢ > M, entonces A; NV # (). De esta forma, 7 se puede describir
como la unién infinita numerable de subconjuntos cerrados y ajenos. Por lo
que V" 1o es o conexo (vea Definicién 2.17) y como VY es un continuo,
tenemos una contradiccion con el Teorema 2.18. Asi, Y no es un continuo de
Peano y por lo tanto, X no es hereditariamente localmente conexo.

Para abordar el reciproco, supongamos que X no tiene continuos de con-
vergencia. Sea A un subcontinuo de X. Luego, A no tiene continuos de con-
vergencia, y por el Teorema 2.12, tenemos que A es conexo en pequeno en
todo x € X y ademads, por el Teorema 2.7, tenemos que A es un continuo de
Peano. Asi, tenemos que X es hereditariamente localmente conexo. Il

2.2. La propiedad S

La siguiente nocion se debe a Sierpinski. Esta juega un papel crucial en
la determinacion de la estructura de los continuos de Peano.

Definicién 2.20 (Propiedad S). Sea (X, d) un espacio métrico. Un subcon-
junto no vacio Y de X tiene la proptedad S si para todo € > 0, existe una
coleccion finita de subconjuntos conexos Ay, --- , A, deY tales que

Y = UAi y para todo i € {1,...,n}, didm(A4;) < e.



2.2 La propiedad S 31

Maés adelante veremos que, para espacios métricos compactos, tener la
propiedad S es equivalente a ser espacio de Peano. Notemos que en gene-
ral, sin la presencia de compacidad, la propiedad S no es invariante bajo
homeomorfismos (por ejemplo, considere (0,1) y R con su métrica usual).

Teorema 2.21. Si un espacio métrico (X, d) tiene la propiedad S, entonces
(X, d) es un espacio de Peano.

Demostracion. Por el Teorema 2.7, es suficiente demostrar que para todo
p € X, es cierto que X es conexo en pequeno en p.

Sea p € X, como X tiene la propiedad S, dado € > 0, existe un nimero
finito de subconjuntos conexos Ay, --- , A, de X tales que

X = UAi y para todo i € {1,...,n}, diam(A;) <

DO | ™

Definimos el conjunto siguiente:

G=|J{Ai:ped}

Observemos que GG es no vacio, ya que al menos contiene un A; que

contiene a p, y didm (G) < ¢, pues didm(A4;) = diam(A;). Para 1 <i, k < n,
el punto p € A; v p € A,. Asi, A; N A, # 0. Luego, A; U Ay es conexo y por
lo tanto, GG es conexo.

Notemos que X\G =J{A; :p ¢ A;}.Sipe X NG =U{4,:p¢ A;} =
U{A, : p ¢ A,}. Luego, para algin j, tenemos que p € A;, lo que es una
contradiccién. Por lo tanto, p € int(G).

Sean V' una vecindad de p y €1 > 0 tal que B(p,e1) C V. Por lo anterior,
existe G tal que p € G C B(p,e1), asi G es una vecindad de p. Por lo tanto,
hemos probado que X es conexo en pequeno en p. O

Teorema 2.22. Un espacio métrico compacto no vacio (X,d) es un espacio
de Peano si, y solo si (X, d) tiene la propiedad S. En particular, un continuo
(X, d) es un continuo de Peano si, y solo si para todo € > 0 tenemos que X
es la union de una familia finita de subcontinuos de didmetro menor que €.

Demostracion. Por el Teorema 2.21, si X tiene la propiedad S, entonces X
es un espacio de Peano. Ahora solo queda demostrar el reciproco.
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Supongamos que X es un espacio de Peano y sea ¢ > 0. Luego, conside-

remos X = |J B(p, 5). Para cada bola abierta tenemos lo siguiente:
peX
Como X es un espacio de Peano, existe V), abierto y conexo tal que

p € V, C B(p,5). Observe que didm(V,) < e. Luego, la coleccién de to-
dos los V,, forman una cubierta abierta de X, y como X es compacto, existe

n
una subcoleccién finita tal que X = |JV;. Por lo tanto, para algin ¢ > 0,

=1
hemos cubierto X con un nimero finito de subconjuntos abiertos conexos de
didmetros menores que €. Es decir, X tiene la propiedad S.
Ahora supongamos que X es ademads conexo. Observemos que

n n

x=vi=Uv

=1 =1

y didm(V;) =diam(V;) < €, y como los V; son cerrados en un compacto, los
V; son unos subcontinuos. |

Como vemos a continuacién, la propiedad S también se comporta como
la conexidad.

Lema 2.23. Sean (X, d) un espacio métrico, yY C X tal que Y tiene la
propiedad S. Luego, cada Z tal que Y C Z C Y, tiene la propiedad S vy,
consecuentemente, Z es un espacio de Peano.

Demostracion. Sea € > 0. Por la Definicion 2.20 existen subconjuntos co-
nexos A, Ay, .-, A,, de Y tales que

Y = UAZ' y para todo i € {1,...,n}, didm(A;) < e.

Definimos para todo i € {1,...,n} a B; como la cerradura de A; en Z.
Notemos que para todo i € {1,...,n}

Bi=A~=4"nzcz vy
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—X
Por otro lado, como Z C Y |, tenemos

Ademés, diam(B;) < diam(A; ) = diam(A;) < e, y por el Teorema
(2.A.13) de [1], cada B; es conexo. Por lo tanto, Z tiene la propiedad S, y
por el Teorema 2.21, el espacio Z es un espacio de Peano. O

La siguiente definiciéon contiene la clave para probar el Teorema 2.28.

Definicién 2.24. Sean (X, d) un espacio métrico y e > 0. Una S(¢)-cadena
es una sucesion, finita y no vacia L = {Ly,---,L,} de subconjuntos de X
que satisface las siguientes condiciones:

1. Para todoi€{l,...,n—1}, L;N L1 #0 (cadena débil);
2. Para todoi € {1,...,n}, L; es conexo;
3. Para todoi € {1,...,n}, didm(L;) <e-27".

SiL={Lq,...,L,} esun S(¢)-cadena, entonces para cadai € {1,...,n},
L; € L es llamado un eslabon de L; si x € Ly yy € L,, entonces L es un
S(e)-cadena de x a y. Si A C X, entonces definimos

S(A,e) ={y € X : existe una S(¢)-cadena de algin punto de A a y}.

Las propiedades importantes de los conjuntos S(A,¢) son dadas en el
Lema 2.25 y el Lema 2.26. Estos conjuntos proporcionan una manera de
obtener pequenos subconjuntos conexos y abiertos que tienen la propiedad S
en algin espacio métrico con la propiedad S.

Lema 2.25. Si un espacio métrico (X,d) tiene la propiedad S, entonces
para cualquier subconjunto no vacio A de X y cualquier € > 0, tenemos que
S(A, e) tiene la propiedad S.

Demostracion. Para comenzar esta prueba fijemos un § > 0. Demostremos
que existe un numero finito de subconjuntos By, ..., B, de S(A,¢) tales que

S(A,e) = |UB; y para toda i € {1,...,n}, el conjunto B; es conexo y

i=1
didm(B;) < § (Definicién 2.20). Para probar esto, primero elegimos un entero
positivo k tal que



34 Conexidad Local

| ™

- <

> <

. (2.2.1)

\V)
N

[e.e]
i=k

Luego, sea Y = {y € S(A,¢): existe una S(¢)-cadena con a lo mas k
eslabones de algiin punto de A a y}.

Debido a que (X, d) tiene la propiedad S, existe una cubierta finita de
X formada por conjuntos conexos cada uno de didmetro menor que 5.
Denotemos por Ei,---, E, a los miembros de esta cubierta que intersectan
a Y. Si ninguno de ellos intersecta a Y, entonces Y = 0 y, ya que A C Y,
tenemos que A = () (lo que resulta en una contradiccién con la hipétesis).

Por lo anterior podemos afirmar que se satisfacen:

Y c | JE; (2.2.2)
i=1
para toda i € {1,...,n}, E;NY #0; (2.2.3)
para toda i € {1,...,n}, E; es conexo; (2.2.4)
€

para toda i € {1,...,n}, didam(FE;) < (2.2.5)

9k+1"

Fijemos ahora algun i € {1,...,n}. Por (2.2.3), existe un p € E; NY.
Como p € Y, sea {Ly,---,L;} una S(¢)-cadena con t < k de algin punto de
Aap Comot+1<k+1, tenemos que 271 < 281y en consecuencia,
s < zerr- Luego, por (2.2.5) vemos que didm(£;) < z5r. Ademds, notemos
que por (2.2.4) el conjunto E; es conexo y que Ly N E; # () (pues p € Ly y
p € E;). De este modo, tenemos que {L, -+, Ly, L1 = E;} es una S(¢)-
cadena de un punto de A a cualquier punto de E;. Por lo tanto, hemos
probado que

para todo i € {1,...,n}, E; C S(Ae). (2.2.6)

Luego, para todo i € {1,...,n}, sea P; la coleccién de conjuntos M que
tienen las siguientes propiedades:

M C S(A,¢); (2.2.7)

M N E; # 0 (2.2.8)
M es conexo; (2.2.9)
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diam(M) < 6/4. (2.2.10)

Ahora, para todo i € {1,...,n} sea B; = |J M. Observe que cualquier F;
MeP;
dado tiene dichas propiedades. Asi, para toda i € {1,...,n}, tenemos que

E; € P;, por lo cual

para todo i € {1,...,n}, E;, C B;. (2.2.11)

Demostremos ahora que By, - -, B, tienen las propiedades deseadas estable-
cidas al principio de esta prueba.

Afirmacion 1. Paratoda i € {1,...,n}, el conjunto B; es conexo y tiene
el diametro menor que 9.

Prueba de la Afirmacion 1. Por (2.2.4), (2.2.8), y (2.2.9), cada B; es
conexo. Para algin ¢ € {1,...,n}, sean by, by € B;. Luego, existen My, My €
P; tales que by € M; y by € M,. Por (2.2.8), existen ¢; y ¢o tales que
@ € MiNE;y qo € MyN E;. Luego, d(b1,by) < d(b1, q1) +d(qu, q2) +d(qa, b2).

Ademés, por (2.2.10), tenemos que d(by, ¢;) < didm(M;) < 2. Andloga-
mente obtenemos d(qi, ¢2) < didm(E;) < § (recordemos que E; € P; y por
lo tanto, también se satisface (2.2.10)) y d(g, b2) < didm(My) < 2. Asi,

Jj & 0
d(by,b) < d(by,q1) + d(q1,q2) + d(ge, bs) < 1 + 1 + e

Por lo tanto, didm(B;) < 26 < 6. Esto completa la prueba de la Afirma-
cién 1.

Afirmacion 2. S(A,e) = OBi.
i=1

Prueba de la Afirmacion 2. Primero notemos que para todai € {1,...,n},
tenemos que B; C S(A,¢) por (2.2.7). En consecuencia, | JB; C S(A,¢). Por
i=1

lo tanto, solo resta probar que

S(A,e) C OBZ». (2.2.12)

i=1
Para conseguir esto, sea z € S(A,¢). Por (2.2.2) y (2.2.11), tenemos que

n n

Y c|JE c | B

i=1 =1
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Si z € Y, entonces z € |JB; y terminamos. Supongamos ahora que z ¢ Y.
i=1
Como z € S(A,¢), existe una S(¢)-cadena, £L = {Ly,- -, L,,} de un punto de
Aaz Yaquez¢Y, tenemos que m > k. Sea H = |J L; y tomemos p € L.
i=k

Observe que la coleccién {Ly,---, L} es una cadena de algin punto de A
a p. Asi, por la definicién de Y, necesariamente p € Y. Es decir, L, C Y.
Luego, por (2.2.2), para algin j € {1,...,n}, Ly N E; # (. Probemos
ahora que H C B; demostrando que H tiene las propiedades (2.2.7)-(2.2.10).
Comenzemos probando que H C S(A,¢). Sean r € {1,....m} y g € L,, la
coleccién {Ly,---, L.} es una S(¢)-cadena de algin punto de A a g. Por la
definicién de S(A, ¢), tenemos que g € S(A, ), por lo que L, C S(A,¢), y por
lo tanto, |JL; C S(A,¢€). Asi,

i=1

i=k =1
Ahora, como
HNE; =|JL n B = JL:nE))
i=k i=k

y ya que LN E; # 0, tenemos que H N E; # (. Es decir, H satisface (2.2.8).
Por (1) y (2) de la Definicién 2.24, el conjunto H satisface (2.2.9). Por
(1) de la Definicién 2.24,

didm(H) <) _ didm(L;)
i=k

y, por (3) de la Definicién 2.24,

| ™

didm(H) <) .

m
=k

N4

)

m

Asf, por (2.2.1), didm(H) < 3 £ < 2. Por lo tanto, H satisface (2.2.10).
i—k

Asi, probamos que H C B;.
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Luego, recordando que 2z € L,,, tenemos que z € B;. Por lo tanto,
n

S(A,e) C |UB;. En consecuencia, S(A,e) = |J B;. Esto completa la prueba
=1 i=1
de la Afirmacién 2.

Por la Afirmacién 1 y la Afirmacién 2, el conjunto S(A,e) tiene la pro-
piedad S. O

Lema 2.26. Si (X,d) es un espacio métrico, A es un subconjunto no vacio
de X ye >0, entonces se satisfacen las siguientes condiciones:

(1) didmetro S(A,e) < didmetro (A) + 2¢;
(ii) si A es conexo, entonces S(A,¢€) es conezo;

(111) si(X,d) tiene la propiedad S, entonces S(A, €) es un subconjunto abier-
to de X.

Demostracion. (i) Sean x1,z4 € S(A,¢). Luego, existen una S(e)-cadena de
Ty a x1, con Ty € Ay una S(¢)-cadena de x3 a x4, con x3 € A. Por (1) de
la Definicién 2.24, para todo ¢ € {1,...,n} existe a; € L; N L;;;. Podemos
elegir a; = w9 y un a,41 = 1. Asi, por (3) de la Definicién 2.24,

d(z1,m2) < d(ay,as) + d(ag,a3) + -+ + d(an, anyi1)

< didm(Ly) + didm(Ly) + - - +didm(Ly) < §+ 51+ + 57

— [ —
—Z§—52§<E'Z§—E
i=1 i=1 i=1
Como z; fue elegida arbitraria, toda S(¢)-cadena tiene didmetro < e. Y

ya que d(xy, r3) < didm(A), tenemos
d(z1,x4) < d(z1, ) + d(22, 23) + d(23, 4) <diam(A) + 2¢.

(ii) Por (1) y (2) de la Definicién 2.24, todo eslabén de una S(e)-cadena es
conexo y para todai € {1,...,n—1}, L;N L1 # 0, asi toda S(¢)-cadena es
un conjunto conexo. Ademés, como A es conexo y toda S(g)-cadena intersecta
a A, concluimos que S(A,¢) es conexo.

(iii) Sea y € S(A,¢). Luego, por la Definicién 2.24, existe una S(¢)-
cadena {Li,---,L,} de algin punto de A a y. Por el Teorema 2.21, existe
un subconjunto abierto y conexo U de X tal que y € U y didm(U) < 557
Asi, {Ly, -+, Ly, Lpy1 = U} es una S(e)-cadena de un punto de A a un punto
de U. Luego, U C S(A,¢). Por lo tanto, S(A,¢) es abierto. O
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El teorema que vemos a continuacion senala que para cualquier espacio
métrico (X, d) que posea la propiedad S, existe una sucesién de «subdivisiones
finitas de mallas cada vez mas pequenas», cada subdivision consiste de una
cantidad finita de conjuntos conexos, los cuales son un refinamiento de la
subdivisién anterior.

Teorema 2.27. Si un espacio métrico (X, d) tiene la propiedad S entonces,
para cualquier € > 0, tenemos que X es la union de una cantidad finita
de conjuntos conexos cada uno de los cuales tiene la propiedad S y diametro
menor que €; en adelante, estos conjuntos pueden ser elegidos siendo abiertos
en X o cerrados en X.

Demostracion. Por la Definicién 2.20, sabemos que X = (JA;, para algin
i=1

n < oo, donde cada A; es conexo y de didmetro menor que $. Para i €

{1,...,n},los conjuntos S(A;, 5) son abiertos en X, conexos y didm S(4;, ) <

didm(A)+25 < §+25 =€ [por (3) del Lema 2.26] y por el Lema 2.25 tienen

ademds la propiedad S. Luego, por el Lema 2.23, para todai € {1,...,n} los

conjuntos cerrados S(4;, ) tienen la propiedad S, diam S(4;, §) = S(4;, §) <
£ y son conexos; por lo que también satisfacen las condiciones deseadas. [l

Ahora hemos llegado a un resultado fundamental, que queriamos obtener
desde que probamos el Teorema 2.22. Como puede ver el lector de esta prueba,
todo el trabajo ya ha sido hecho.

Teorema 2.28. Si (X, d) es un continuo de Peano, entonces para cualquier
e > 0 el continuo X es la union de una cantidad finita de continuos de Peano,
cada uno de los cuales es de didmetro menor que €.

Demostracion. Por el Teorema 2.22; sabemos que (X, d) tiene la propiedad
S. Luego, por el Teorema 2.27, el continuo X es la uniéon de un ntimero finito
de conjuntos conexos A;,--- , A, cada uno de los cuales tiene la propiedad
S, es de diametro menor que ¢, y es cerrado en X. Ademas, cada A; es un
subcontinuo porque es conexo, compacto (pues es cerrado en un compacto)
y no vacio. Por el Teorema 2.21 cada A; es continuo de Peano. U
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2.3. El Teorema de Hahn y Mazurkiewicz

En esta seccién, usamos los Teoremas 2.28 y 1.58 para demostrar que todo
continuo de Peano es una imagen continua de [0, 1] (Teorema 2.32). Este
teorema nos sirve para probar unos importantes teoremas en la teoria de los
continuos de Peano.

Primero, observemos el siguiente concepto.

Definicién 2.29. Una cadena débil es una sucesion finita £ = {Ly,--- ,

L.} no vacta, de conjuntos tales que para todo i € {1,...,n — 1}, tenemos
que Lz N Li+1 7£ (Z)
Sea L = {Ly,...,L,} una cadena débil. La coleccion L es una cadena

débil de Ly a L,. Ademds, six € L1y y € L,, la coleccion L es una
cadena débil de © a y. Cada L; € L es nombrado un eslabon de L.

El siguiente resultado es usado en la prueba del Lema 2.31.

Lema 2.30. Si C = {Cy,--- ,Cn} y L ={Ly1,---,L,} son cadenas débiles
con C = Ly, entonces existe una cadena débil P de Cy a L, tal que P = CUL.

Demostracion. Sea P = {Py,- -+, Poypyn} donde para 1 <i < m, P, = Cj;
paral <i<m, P, =Ch_ii;yparal <i<n, Py, =1L,

Observe que para 1 < i <m, BNPi =C;NCip # 0; paral <i<m,
Ppi1 = Cpy Poyy = C1v Y Pogi N Pryiz1 = Cpigt N Crmigo # 05 y para
1<i<n, Ponyi N Popyiz1 = L; N Lipy # 0. Asi, P es una cadena débil de
Cyal,. O

Lema 2.31. Sean X un espacio topolégico conexo, y p,q € X. Si C es una
coleccion finita de subconjuntos cerrados no vacios de X que cubren a X,
entonces toda la coleccion C puede ser inderada para formar una cadena
débil de p a q.

Demostracion. Como |JC = X, existe C; € C tal que p € (4. Sea Cy =
{C € C : existe una cadena débil de C; a C' cuyos eslabones son miembros
de C}. Demostraremos primero que Cy = C. Para probarlo, consideremos los
conjuntos A =JCoy B =J(C \ Cp).

Observe que cualquier miembro de C que intersecte a un miembro de Cy
es él mismo un miembro de Cy, al ser el tltimo eslabén de una cadena débil
desde C;; por lo tanto, AN B = (). Como A y B son cada uno una unién
finita de subconjuntos cerrados de X, los conjuntos A y B son cerrados en
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X. Luego, AU B = X porque | JC = X. De que C; € Cy y C; # (), tenemos
que A # ). Por las propiedades establecidas de A y By por la conexidad de
X, concluimos que B = ().

Por lo tanto, C C Cy pues () ¢ C, y por la construccién, Cy C C. Asi, hemos
probado que Cy = C, es decir, que todo elemento de C pertenece a Cy. Como
UC = Xy q € X, existe C,,, € C al que ¢ € C,. Ya que C,,, € Cp, existe
una cadena débil £L = {Cy,--- .C,} de Cy a C,. Sea D =C\ L ysea C € D,
como C' € Cp, existe una cadena débil C; = {C},--- ,C} de Cy a C, y por el
Lema 2.30, existe una cadena débil P de C a C), tal que P = C, es decir, C
es una cadena débil de p a q. U

En 1890, Guiussepe Peano demostré que el cuadrado unitario puede ob-
tenerse como una imagen continua de un intervalo cerrado. Este inesperado
ejemplo motivé la investigacion de una definicion méas adecuada de curva,
superficie y dimensién de un espacio. Con el cuadrado (y todas sus image-
nes continuas) reveladas como imégenes continuas del intervalo cerrado [0, 1]
(o de algiin segmento de linea cerrado) surgié la pregunta de como seria la
estructura general de la imagen continua de un segmento de linea cerrado.

La busqueda que posteriormente se emprendio de la respuesta a esta
pregunta llevo al nuevo concepto topoldgico de conexidad local y a una res-
puesta completa encontrada independientemente por Stefan Mazurkiewicz
(1888 — 1945) y Hans Hahn (1879 — 1934) en 1913. En esta fecha, de manera
independiente, ambos llegaron a una caracterizacién completa de los con-
juntos que son imégenes continuas del intervalo [0, 1] en R™. Descubrieron
que un conjunto es la imagen continua de un segmento de linea cerrado si,
y solo si este es compacto, conexo y localmente conexo. Ademds su criterio
se aplicaba no solamente a R”, sino de manera mas general a los espacios
Hausdorff.

A continuacién demostramos que todo continuo de Peano es una ima-
gen continua de [0, 1]. El Teorema 2.28 y el Lema 2.31 son los ingredientes
necesarios para la demostracion del Teorema 2.32.

En la préxima seccion, usamos el Teorema 2.32 para probar el Teorema
2.46 de arcoconexidad.

Teorema 2.32 (Hahn y Mazurkiewicz). Todo continuo de Peano es imagen
continua del intervalo cerrado [0, 1].

Demostracion. Sea (X, d) un continuo de Peano. Por el Teorema 2.28, existen
subcontinuos de Peano A;,..., A, de X que cubren X tales que cada A; es
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de didmetro menor que 1. Como cada A; es cerrado en X, por el Teorema

2.31, podemos reordenar esta coleccién en una cadena débil Ay, --- , A, de
Ay a A,. Describimos [0, 1] como la unién de n subintervalos cerrados con
maés de un punto [y,--- , I, de la siguiente forma: para todo i € {1,...,n},

I, = [t’i—lyti] dondetp=0<t1 <tag<...<t,=1.
Recordemos que C(X) = {A C X : A es no vacio, conexo y cerrado en
X}, ysea Fy:[0,1] = C(X) definida por

A;, siotel~{ty,...,th1},

Fl(t): AiUAi—l-l; si t:tzyngSTL—l,
Ay, si  t =0 (solo necesario si n = 1),
Ap, si  t =1 (solo necesario si n = 1).

Ahora demostramos que F; satisface (1) y (3) del Teorema 1.58.

Afirmacion 1. La funcion Fy : [0,1] — C(X) es usc.

Prueba de la Afirmacién 1. Sea p € [0,1] y U un conjunto abierto en X
tal que F(p) C U. Demostraremos que existe un V' abierto en [0, 1] tal que
p €V y que para todo t € V, F(t) C U. Para ello consideremos

0,t1), si p=0,
(tnfb 1]7 si p= 17
(tifl,ti), si pE I ~ {t07---7tn}7
(ti—hti—&—l)’ si p:tlylglgn—l

Asi, en cada caso V satisface las condiciones deseadas. Por lo tanto, F}
es usc. Esto completa la prueba de la Afirmacion 1.
Afirmacion 2. X = |J Fi(t).
t€0,1]
Prueba de la Afirmacion 2. Como para todo t € [0,1], tenemos que
Fi(t) C X, solo nos queda probar X C |J Fi(t).

te(0,1]

V:

Sea x € X = (JA;. Asi, para algtin ¢, tenemos que x € A;. Ademas,
i=1
para cualquier ¢ € (t;_1,t;), Fi(¢) = A;. Luego, para estos i y ¢ dados,
r € Fi(¢) ¢ | Fi(t). Por lo tanto, X = |J Fi(t). Esto completa la
t€[0,1] t€[0,1]
prueba de la Afirmacion 2.

Luego, sea p; € Ay, para 2 < i < n tomemos p; € A;NA;_1,¥ Pni1 € Ay
Por el Teorema 2.28 y el Lema 2.31 aplicados a cada A;, existe para cada
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i € {1,...,n} una cadena débil {Af,---, A} .} del subcontinuo de Peano
A; de p; a p;11 que cubren cada A; tales que cada A;- es de didmetro menor
que 1/2. Para todo i € {1,...,n}, escribimos [; como la unién de m(7)
subintervalos cerrados con mds de un punto I, - - - ,Ifn(i) de la forma, para
1< j<mi)

I = [th_y,th], donde tf =t; — 1 <t} <ty <...<th, =t

Definimos F; : [0,1] — C(X) como

AL site DN {th ot}
ATUAL, st b=ty 0<j<m(i),
F(t) = A:;éil)UAil, sio t=ty2<i<n),
Al si t=0,
An, si t=1.

Enseguida demostramos que F satisface (1) y (3) del Teorema 1.58.

Afirmacion 3. La funcion Fy : [0,1] — C(X) es usc.

Prueba de la Afirmacion 3. Sean p € [0,1] y U abierto en X tales que
F(p) € U. Demostramos que existe un V' abierto en [0,1] tal que p € V' y
que para todo t € V', F(t) C U. Para ello consideramos

[07t1)> si p:O,
(tnfl,l], Si p: 1,
V= (g ), st teIIN{th... th )

(tipy o th, si t=thy2<i<n)

Asi, en cada caso V satisface las condiciones deseadas. Por lo tanto, F3
es usc. Esto completa la prueba de la Afirmacion 3.
Afirmacion 4. X = |J Fy(t).
t€[0,1]
Prueba de la Afirmacion 4. Como para todo t € [0, 1] tenemos que Fy(t) C

X, solo nos queda probar X C |J Fi(?).
te(0,1]

Six € X = |JA,, entonces para algin ¢ € {1,...,n} tenemos que x €
i=1
m(i) .
A;. Y como A; = A%, para algin j, x € Aj. Ademds, para cualquier
j=1
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IS [; 1,t;] tenemos que Fy(¢) = Az Luego, para estos i, j y £ dados,

r € Fp0) ¢ |J Fy(t). Por lo tanto, X = |J Fy(t). Esto completa la
t€0,1] t€0,1]
prueba de la Afirmacion 4.
Observamos también que Fy y F» satisfacen (2) del Teorema 1.58, es decir,
que para todo t € [0, 1], Fy(t) C Fi(t).
Si seguimos definiendo intuitivamente F), para todo n € N, haciendo que

el didmetro de los subcontinuos siguientes sea menor que -, entonces se

2m)
satisfacen (1)-(4) del Teorema 1.58.

Por lo tanto, por el Teorema 1.58, existe una funcién continua de [0, 1]
sobre X. O

Para ilustrar la existencia de funciones continuas entre el intervalo cerrado
[0,1] y algunos continuos de Peano, presentamos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.33. Sean I = [0,1] C R, S' C R? la circunferencia unitaria
y la funcion f definida por f(t) = (cos(2wt),sen(2nt)). Sabemos que I es
un continuo de Peano y f es continua y suprayectiva; por lo tanto S* es un
continuo de Peano.

Ejemplo 2.34. SeanY = ([-1,1]x{0})U({0} x[0,1]) CR* y f : [0,1] = Y

definida de la siguiente forma.

(4t — 1,0), [
(0,4(t—3)),  si te]
It = (01—4(—5)) si te]
(4t - 2),0), si te|

WO = = O
= oD [ [ =

[t

Como el intervalo cerrado [0, 1] es un continuo de Peano y f es continua
y suprayectiva, el espacio Y es un continuo de Peano.

La propiedad de ser una imagen continua de [0, 1] realmente caracteriza
a los continuos de Peano, tal como veremos en el Teorema 2.40.

Lema 2.35. Sean X; y Xs espacios topoldgicos, y sea f una funcion continua
de X, sobre X5. Si C es un componente de X5, entonces f~1(C') es una unién
de algunos componentes de X;.

Demostracidén. La demostracién se hard probando que f~!(C') = |J K donde
K ={K : K es componente de X; y K N f~}(C) # 0}.
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Sea z € f~1(C), luego x es un elemento de algiin componente K de X,
luego = € K.

Ya que f es continua y C es abierto y cerrado en X,, f~1(C) es un
conjunto abierto y cerrado en X;. Por otro lado K es un conjunto conexo y
K U f~}(C) es un conjunto abierto y cerrado en K. Como suponemos que
KN f74C) # 0, tenemos que K ~ f~1(C) = (. Luego, K C f~1(C), asi
UK c f71(C). Por lo tanto, | JK = f~1(C). O

Una imagen continua de un espacio de Peano puede no ser un espacio
de Peano (méds ain si el espacio rango es un espacio métrico). Veamos el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.36. Sean Y = {(x,sen(1/x)) e R?* : 0 < x < 1} y Z la unidn

del conjunto {(0,y) € R* : 1 < y < —1} y tres arcos converos en R?,

uno de (0,—1) a (0,—2), otro de (0,—2) a (1,—2), y uno mds de (1,—2) a

(1,sen(1)). Sea V =Y UZ, es decir, el continuo Circunferencia de Varsovia.
Definamos la funcion f:[0,1) =V como sigue:

filz) sizel0,3]
x) = .
/(@) { folz) size[3,1)
) 1 ol _

1 - D) SN bY ’ - - .
donde f1 : [0,5] = Z y fo : [5.1) = Y, con fo(x) = sen[(1 — x)/2]. La
funcion f es continua e inyectiva, el intervalo [0,1) es un espacio de Peano
y el continuo Circunferencia de Varsovia no es un continuo de Peano.

Sin embargo, observe el siguiente resultado.

Lema 2.37. Si f es una funcion cerrada y continua de un espacio localmente
conexo X sobre un espacio métrico Y, entonces Y es localmente conexo.

Demostracion. Demostramos que Y satisface que todo componente de todo
subconjunto abierto de Y, es abierto en Y (Teorema 2.6). Sea C' un compo-
nente de un subconjunto abierto U de Y. Luego, por el Lema 2.35, sabemos
que f71(C) es la unién de algunos componentes de f~(U). De este modo, ya
que f~1(U) es abierto en X y que X satisface el Teorema 2.6, tenemos que
f7HC) es abierto en X. De este modo, X \ f~1(C) es cerrado en X. Dado
que f es una funcién cerrada y f[X ~ f71(C)] = Y \ C, concluimos que
Y N~ C es cerrado en Y. Asi, C' es abierto en Y. Por lo tanto, hemos probado
que Y es localmente conexo. U
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Del Lema 1.24 y el Lema 2.37 obtenemos que una descomposiciéon usc
metrizable de un espacio localmente conexo es un espacio localmente conexo.

Definicién 2.38. Un espacio topolégico X, compacto, conexo, Ty y no vacio
es un continuo Hausdorff.

Corolario 2.39. Sean X un continuo de Peano, Y un continuo Hausdorff.
Si f X = Y es una funcion continua y suprayectiva, entonces Y es un
continuo de Peano.

Demostracion. Si f es una funcién continua de un espacio de Peano X sobre
un espacio Hausdorff Y, entonces f es cerrada, y por el Lema 1.20, el espacio
Y es metrizable. Luego, por el Lema 2.37, el espacio Y es un espacio de
Peano. O

Ahora, tenemos la siguiente caracterizacion.

Teorema 2.40. Un continuo Hausdorff X, es un continuo de Peano si, y
solo si X es una imagen continua de [0, 1].

Demostracion. La necesidad se probé en el Teorema 2.32 (Hahn-Mazurkie-
wicz). solo queda probar la suficiencia. Como X es un continuo Hausdorff,
es imagen de [0, 1] y [0, 1] es un continuo de Peano, por el Corolario 2.39, el
continuo X es un continuo de Peano. U

Existen continuos simples tales que ninguno de ellos es una imagen conti-
nua de cualquier otro. Sin embargo, esto no sucede con los continuos de
Peano.

Teorema 2.41. 57 X y Y son continuos de Peano con mds de un punto,
entonces, para cualesquiera n puntos distintos (n < 00) x1,...,x, € X y
Ui, .-, Yn €Y, existe una funcion continua f de X sobreY tal que f(x;) = y;
para todoi € {1,...,n}. Asi, cualesquiera dos continuos de Peano no degene-
rados son imdgenes continuas uno de otro.

Demostracion. Empezemos con una funcién continua y suprayectiva o de
[0,1] sobre Y (Teorema 2.32). Para todo i € {1,...,n}, sea t; € [0,1] tales
que «a(t;) = y;. Luego, sean p,q € X ~ {x1,...,z,} con p # q. Definimos
B :{p,q¢,x1,...,x,} — [0,1], donde B(p) = 0, B(q) = 1, y para todo i €
{1,...,n}, el B(x;) = t;. Por el Teorema de Extensién de Tietze de [8, pag.
127], extendemos f a una funcién continua v : X — [0, 1]. Observe que =
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lleva X sobre [0, 1] ya que X es conexo y 0,1 € y(X). Ahora, sea f = a -7,
vemos que f tiene las propiedades deseadas. Asi probamos la segunda parte
del teorema. Para probar la primera parte, observemos que debido a que f
es una funcién continua de X sobre Y, el espacio Y es una imagen continua

de X. De manera similar podemos definir una funcién g continua de Y sobre
X. O

Observe que el siguiente teorema es una caracterizacion de todas las des-
composiciones usc de cualquier continuo de Peano.

Corolario 2.42. Sean X un continuo de Peano con mds de un punto, y 'Y
un espacto topologico. El espacio Y es una descomposicion usc de X si, y
solo s1'Y es un continuo de Peano.

Demostracion. Primero supongamos que Y es un continuo de Peano. Por el
Teorema 2.41, los espacios X y Y son imégenes continuas uno de otro. En
particular existe una funcién continua f de X sobre Y tal que f(X) =Y.
Siendo

Dy={f"(y): yeY},

por el Teorema 1.30, el conjunto Dy es una descomposicion usc de X y es
homeomorfa a Y. Por lo tanto, Y es una descomposicion usc de X.

Ahora supongamos que Y es una descomposicion usc de X, luego por la
segunda parte del Teorema 1.30, Y es una imagen continuade X y Y es con-
tinuo (por el Teorema 1.26 es metrizable) . Por el Corolario 2.39, concluimos
que Y es un continuo de Peano. U

2.4. Arcos en continuos de Peano

En esta seccién uno de los resultados méas interesantes e importantes es que
nos dice que los continuos de Peano son arcoconexos (Teorema 2.46). Lle-
gamos a la prueba de este teorema usando algunos resultados que ya hemos
visto como Teorema 2.32, Teorema 2.41 y Lema 2.44.

Recordemos que una funcién f de R a R es mondtona si para todo s <
t, tenemos que f(s) < f(t) o f(s) > f(t). Podemos ver que una funcién
continua f : R — R es mondtona si, y solo si para todo t € R, tenemos que
f7Y(t) es un conjunto conexo. De esta forma, la siguiente definicién es una
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generalizacién topolégica natural de la nocién que ya tenemos de funciones
monotonas de valores reales de una variable real.

Definicién 2.43. Sean X; y Xy espacios topologicos. Una funcion f: X7 —
X, es mondtona si [ es continua para todoy € Xa, y f~(y) es un conjunto
CONETO.

Lema 2.44. Si Y es un espacio de Hausdorff con mds de un punto y f :
[0,1] = Y es una funcién mondtona y sobreyectiva sobre Y, entonces Y es
un arco.

Demostracion. Como [0, 1] es compacto y f es continua y sobreyectiva, te-
nemos que Y es compacto y, por el Lema 1.20, Y es un espacio métrico.
Siendo

Dy={f"y): yeY},

por el Teorema 1.30, el conjunto Dy es una descomposiciéon usc de X y es
homeomorfa a Y. Como Dy es usc, f es monétona y Y es con mas de un
punto, vemos que Dy es un arco (Teorema 1.54). Por lo tanto, Y es un arco
(Teorema 1.30). O

Definicién 2.45. Un espacio topologico X es arcoconexo si para cuales-
quiera p,q € X (con p # q) existe un arco A en X con los puntos extremos

pyq.

Enseguida probamos que todo continuo de Peano, es arcoconexo. Este
importante hecho fue demostrado, en 1913, por Stefan Mazurkiewicz y en
1916 por Robert Lee Moore. Concluimos ademas que los continuos de Peano
son también localmente arcoconexos (Teorema 2.48). La idea de usar el Teo-
rema 2.32 y el Lema 2.44 para probar el siguiente resultado es debida a John
L. Kelley.

Para la demostraciéon del siguiente teorema recordemos que I = [0,1] y
20 ={ACT:A#0y Aescerrado }.

Teorema 2.46 (Conexidad por trayectorias). Todo continuo de Peano (con
mas de un punto) es arcoconexo.

Demostracion. Sean X un continuo de Peano con mas de un punto, y p,q € X
con p # q. Por la segunda parte del Teorema 2.41, existe una funciéon continua
f de I sobre X tal que f(0) =py f(1) =gq. Sea
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C={Ae€2!: pqge f(A) ysisytsonlos puntos extremos de la
cerradura de un componente J de I \ A, entonces f(s) = f(t)}.

Usemos el Teorema 1.44 del Maximo-Minimo en C. Para esto, debemos
demostrar que las siguientes propiedades son ciertas:

(a) C#0,

(b) C es cerrado en 2.

Como I € C, (a) es verdad. Para probar (b), sea {A4;}5°, una sucesién tal
que A; € Cy A; — A para algin A € 2. Por el Teorema 1.40, tenemos que
2! es continuo. Para la funcién f : [0,1] — X, definimos 2/ : 27 — 2% por
2/(A) = f(A) para cada A € 2!. Como f es continua, por el Teorema 1.42,
la funcién 27 es continua. Ya que A; — A, tenemos que f(A;) — f(A).
Como para todo ¢ € N, tenemos p,q € f(A;) vemos que p,q € f(A). Ya
que I € C, podemos suponer para el resto de la prueba de (b) que A # I
(pues si A = I ya acabamos) y, luego, para algin i € N, podemos también
suponer que A; # I. Ahora, sea J un componente de I ~. A y sean s < t los
puntos extremos de .J. Por el Teorema 1.45, existe una sucesién {J;}2°, de
componentes J; de I ~ A; tales que J; — J, vemos que s; — sy t; — t.

Luego, por la continuidad de f, concluimos que f(s;) — f(s)y f(t;) —
1(t).

Como para todo i, A; € C, entonces f(s;) = f(t;). Luego, f(s) = f(t).
Ahora, teniendo verificadas todas las propiedades, hemos probado que A € C.
Por lo tanto, hemos probado (b). Por (a) y (b), podemos aplicar el Teore-
ma 1.44 del Maximo-Minimo asi obtenemos un elemento minimal M de C.
Note que p,q € f(M) porque M € C. Vemos que f(M) es un arco demos-
trando que f(M) es una imagen mondtona de I y enseguida aplicamos el
Lema 2.44. Primero verificamos que M tiene la siguiente propiedad:

(c)sis,t € Mcons<t,y f(s)= f(t), entonces M N [s,t] = {s,t}.

Para probar (c), primero sea u =inf(M) y v = sup(M) (ya que M esta
contenido en el intervalo cerrado I, asi que tiene infimo y supremo). Como
M € Cy dado que f(0) =py f(1) = ¢, afirmamos que f(u) =py f(v) =¢q
[pues si u > 0, tenemos que [0,u) es un componente de I ~. M, tal que
f(0) = f(u); similarmente, podemos obtener que ¢ = f(v)]. Ahora, sean s
y t que satisfagan la hipétesis de (c). Luego, usando que u,v € M \ (s,t)
vemos que p,q € f[M \ (s,t)], es claro que M \ (s,t) € C. Ademds, por la
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minimalidad de M, vemos que M N (s,t) = 0. Asi, M N [s,t] = {s,t} y por
lo tanto, hemos probado (c).

Ahora, definamos una funcién monétona g de I sobre f(M) como sigue,
sir € M, sea g(r) = f(r). Sir € I ~ M, tenemos que r € J donde J es
un componente de I ~. M; entonces, siendo s un punto extremo de 7, sea
g(r) = f(s). Debido a que M € C, la funcién g esta bien definida. Como
glm = fla y para todo r € I ~ M g(r) € f(M), g(I) = f(M). Para
demostrar que g es mondétona, sea z € f(M).

Demostremos que g~ (z) es conexo. Como gl = f|ar, tenemos que
existe t € M tal que g(t) = f(t) = z. Asi, t € M Ng~'(z). Supongamos que
s€ MnNg'(z)y que s <t, entonces g(s) =z = f(s). Asi, f(s) = f(t). Por
(c), tenemos que M N [s,t] = {s,t}. Ahora supongamos que existe un tercer
elemento £ € M N g~'(2) tal que £ < s < t, luego M N[, t] = {¢,t}. Lo que
resulta en una contradiccién porque s € M N [¢,t]. Por lo tanto M N g~1(z)
tiene a lo mas dos elementos.

Supongamos que M N g~(z) = {s}, y que g7(2) es con mds de un
punto. Sea k € g71(z) tal que k < s. Luego k ¢ M. Asi, k € [ ~ M. Sea J un
componente de I ~. M tal que k € J. Como s € M, tenemos que .J C [0, s].
Sea J = [r1,rs] tal que 0 < r; < k < ry < 5. Observe que 1, € M o 7y € M.
Por definicién z = g(k) = f(r1) = f(rg) con 0 < ry < k < ry < s, por
lo tanto ry € M Ng'z) ora € MNg (). Luego, 1y = 0y ry = sy
asi concluimos que J = [0, s]. De donde para toda k € [0, s], tenemos que
g(k) = f(s) = g(s) = z. Luego, [0, 5] C g7'(2).

Supongamos que existe £ € I tal que s < £y £ € g~'(z) entonces ¢ ¢ M.
Como antes, [s,1] C g~*(z) por lo tanto [0,1] C g~ !(z). Asi, M Ng !(z) =
M # {s}. Luego, g~'(2) = [0,s]. De este modo, tenemos que g~'(z) es
conexo.

Si MNg(z) = {s,t} con s < t, entonces g~'(z) = [s,] (note que los
casos en que s = u > 0y t = v < 1 son imposibles, por la minimalidad de
M). Esto completa la prueba de que g es mondtona. Como p,q € f(M) =
g(M) = g(I) y, por el Lema 2.44, tenemos que g(I) es un arco. O

En la siguiente parte de este trabajo usamos el Teorema 2.46 y algu-
nos otros resultados para probar que los continuos de Peano son localmente
arcoconexos. Observemos la siguiente definicion.

Definicién 2.47. Sea (X,T) un espacio topoldgico. Si p € X, entonces
X es localmente arcoconexo en p, st toda vecindad de p contiene una
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vecindad que es un conjunto arcoconexo de p. El espacio X es localmente
arcoconexo, si X es localmente arcoconexo en todo punto.

Teorema 2.48. Si X es un continuo de Peano, y U un subconjunto abierto
de X, entonces U es localmente arcoconexo. En particular, todo continuo de
Peano es localmente arcoconexo.

Demostracion. Sea U un subconjunto abierto de un continuo de Peano X,
y supongamos que U # (). Si p € U y € > 0, entonces, por el Teorema 2.27
existe un V' C X abierto y conexo tal que p € V contenido en V C U, el
conjunto V' tiene la propiedad S, y diam(V) < e. Por el Lema 2.23, tenemos
que V tiene la propiedad S. Luego, por el Teorema 2.21 y ya que V es un
continuo, V es un continuo de Peano. Asi, del Teorema 2.46 se sigue que V'
es arcoconexo. Luego, V es una vecindad de p contenida en U, el cual es

arcoconexo. Por lo tanto hemos probado que U es localmente arcoconexo en
p. U

Sabemos que existen continuos que pueden ser arcoconexos sin ser lo-
calmente arcoconexos, por ejemplo el continuo Circunferencia de Varsovia
(Ejemplo 1.15). Sin embargo, como el siguiente resultado prueba, todo con-
tinuo localmente arcoconexo es arcoconexo.

Teorema 2.49. 57 X es un continuo de Peano, y U un subconjunto abierto
y conexo de X, entonces U es arcoconexo.

Demostracion. Sea U un subconjunto abierto y conexo de un continuo de
Peano X, y supongamos que U # (). Sea p € U, y defina Ty E como sigue:

T={xeU: existeunarcoen U depax}y

E={ptuUT.

Como p € E, el conjunto F no es vacio. Dado que U es abierto en X, el
subconjunto U es localmente arcoconexo por el Teorema 2.48.

Sea t € E. Sea C el componente de U que contiene a t. Como X es
un continuo de Peano y U es abierto en X, el componente C es abierto en
X. Asi, C es una vecindad de p. Como C es localmente arcoconexo, por el
Teorema 2.48 existe V C C tal que p € V y V es arcoconexo.

Afirmacion 1. El conjunto E es abierto en U.
Prueba de la Afirmacion 1. Para demostrar que E es abierto en X, de-
mostraremos que V C E. Sea x € V. Si x = p, entonces x € E. Ahora
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supongamos que x # p. Existe un arco oy C V C U que contiene a = y a
t. Si t = p, entonces x € T. Supongamos que t # p. Luego, existe un arco
as C U, que une a t con p. Asi, existe un arco ap o a; que une a x con p. De
donde z € T'. Por lo tanto, t € int(V) C V C T U {p} = E. En conclusién,
E es abierto en U. Esto completa la prueba de la Afirmacién 1.

Afirmacion 2. El conjunto U . E es abierto en U.

Prueba de la Afirmacion 2. Sea ¢ € U~ E. Como ¢ € U y U es localmente
arcoconexo, existe un conjunto arcoconexo V' que es una vecindad de ¢ tal
que ¢ € V C U. Supongamos V & U ~\ FE, entonces existe y € V tal que
y € E. Supongamos ahora que y = p. Como V' es un conjunto arcoconexo,
existe un arco contenido en V' que une a ¢ con p. Asi, £ esta en E. Lo que
resulta en una contradiccién.

Ahora supongamos y € T'. Por definiciéon de T, existe un arco a; en U,
que une a y con p. Como y y £ estan en V', existe otro arco as en U, que
une a y con £. Asi, existe un arco as o a3 que une a £ con p, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto V' C U N\ E. De donde ¢ € int(V) C V C U \ E.
Por lo tanto, U\ F es abierto en U. Esto completa la prueba de la Afirmacién
2.

Como U es conexo y E # (), debe suceder que U = E. O

Corolario 2.50. Cualquier espacio métrico Z, el cual es separable, localmen-
te compacto, de Peano y conexo, es arcoconexo.

Demostracion. Si ademéas Z es compacto, entonces Z es un continuo de
Peano. Por el Teorema 2.46 el espacio Z es arcoconexo. Supongamos que
Z no es compacto. Sea Z* la compactacién con un punto de Z, tenemos que
Z* = ZU{oo} donde co ¢ Z, el espacio Z* es un continuo por el Teorema 5
de [9].

Afirmacion: Z* es conexo en pequeno en todo punto de Z*.

Prueba de la Afirmacion. Sea V una vecindad de p € Z*. Luego, existe
U abiertoen Z* tal quepe U C V.

Si U es abierto en Z. Como Z es un continuo de Peano, Z es conexo
en pequeno en p. Por lo tanto existe una vecindad conexa, Wi de p tal que
W, CU.

SiU = {o0}UZ\F, donde F es compacto en Z, entonces Z\ F es abierto
en Z. Luego, Z . F es abierto en Z* y p € Z ~ F. Como Z es conexo en
pequeno en p, existe una vecindad conexa, W5 de p tal que Wo C ZNF C U.
Asi, en ambos casos Z* es conexo en pequeno en p.
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Por lo tanto, por el Teorema 2.13, el espacio Z* es conexo en pequeno en
todo punto de Z*. Esto completa la prueba de la Afirmacién.

Luego, por el Teorema 2.7, tenemos que Z* es un continuo de Peano. Asi,
ya que Z es un subconjunto abierto y conexo de Z*, por el Teorema 2.49, el
espacio Z es arcoconexo . ]

Ahora veamos cuiando un continuo de Peano es un arco. Para ello es
necesario que primero demos las siguientes definiciones y resultados.

Definicion 2.51. Dos subconjuntos A, B, estin mutuamente separados
siANB=0yBNA=0, en tal caso la unidn AU B se denotard por A|B.

Definicién 2.52. Un contmuo X es un triodo, si existe un subcontinuo Z
de X tal que X \ Z = U U; donde los U; estan mutuamente separados dos a

=1
dos.

Definicién 2.53. Un continuo X es un triodo simple si es homeomorfo a
la letra «T», es decir, X es homeomorfo al siguiente espacio

T =([-1,1] x {0}) U ({0} x [0,1]) S R*.

Figura 2.1: Triodo simple

Definicién 2.54. Un continuo X es atriédico si no contiene triodos.

Lema 2.55. Sean X wun continuo arcoconero sin curvas cerradas simples,
peX yu:C(X)—[0,1] una funcion de Whitney. Sea f : X — [0, u(X)]
definida como sigue: f(q) = pu(A,) donde A, es el inico arco en X que une
ap conq. SiY esun subcontinuo de X localmente conexo, entonces fly es
continua.

Demostracion. Demostremos que f|y es continua. Sean y € Y y € > 0.
Supongamos que A,, el tnico arco que une a p con y (la unicidad es porque
X no contiene curvas cerradas simples).
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Por la continuidad de fx, existe 6 > 0 tal que si H(A,, A) < ¢ donde
A € C(X), entonces |pu(A,) — u(A)| < g; o dicho de otra manera segin el
Teorema 1.42, si A, C N(6,A) y A C N(0,A4,). Luego, |u(A,) — u(A4)| < e.
Sea U = Bg(y) NY. Note que U C N(6,A,). Como U es un conjunto abierto
en Y, existe un conjunto V' abierto y conexo en Y con y € V C U. Por
el Teorema 2.49, tenemos que V puede ser tomado arcoconexo. Si s € V
entonces existe un arco sy en V que une a s con y. Sea A el arco que une a p
con s. Note que como X no contiene curvas cerradas simples, A, C A, U sy.
Ademas,

A, C Ayusy C N(0,A,)UV C N(6,A,)UBs(y) C N(d,A,);

)
4
por lo tanto, A, C N(6,A,). Por otro lado vemos que A, C A; U sy, como
syCcV C B% (y), para todo t € sy, es verdad que d(y,t) < g. Asi para todo
t € sy, tenemos que d(s,t) < d(s,y) + d(y,t) < %4—% = ¢, por lo tanto,
sy C N(3,Ay) = Uyes, Baw por lo que

J?GAS

A, C A,Usy C N(6,A)UN(SA) = NS, A)

luego A, C N(0, Ay). Asi, H(A,, As) < d, que por la continuidad de p implica
que |u(Ag)—u(A4,)| = |f(s)—f(y)| < e por lo tanto, para toda y € Y, tenemos
que f es continua. En conclusion, f|y es continua. O

Lema 2.56. Si X es un continuo arcoconexo sin triodos simples, ni curvas
cerradas simples entonces para p,q € X yx € X con x & pq se tiene que:

pq < rq o pqgCpx

Demostracion. Sean p,q,z € X tales que x ¢ pg. Como X no tiene curvas
cerradas simples ni triodos, el punto x se une por medio de un arco, con el
arco pq en p o en q. Por lo tanto, pg C xq o pq C px. Ul

Ahora demostramos una caracterizacion del arco.

Teorema 2.57. Sea X un continuo de Peano, atriddico y sin curvas cerradas
simples es un arco.

Demostracion. Sea p : C(X) — X una funcién de Whitney. Para cada punto
x € X, definamos f, : X — [0, u(X)] por f.(y) = u(xy), donde zy es el inico
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arco que une a x con y. La funciéon f, esta bien definida, ya que si X es un
continuo de Peano, entonces X es arcoconexo.

Sea xy € X, como X es un continuo de Peano, tenemos que f,, es conti-
nua segin el Lema 2.55. Ademads, sabemos que toda funcién continua que
esta definida de un compacto a R alcanza su maximo. Sea p € X tal que

foo(p) = méx{fa,(y) : y € X}.
Andlogamente, sea ¢ € X tal que

fo(p) = méx{f,(y) 1y € X}.

Afirmamos que X = pq. Evidentemente pg C X. Notemos que xy ¢ pq,
por el Teorema 2.56, ocurren dos casos:

ZTop C Xoq O  pq C Top.

Si ocurre zop C xoq entonces p(zop) < p(zoq) esto es fi,(p) < fuo(q)
contradiciendo la eleccién de p. O bien si ocurre pg C xop entonces u(pq) <
p(zop) esto es f,(q) < fy(zo) contradiciendo la eleccion de ¢. Por lo tanto,
Ty € Pq.

Ahora probamos que para toda z € X, tenemos que z € pg. Supongamos
que z ¢ pq. Como anteriormente se hizo, hay dos casos:

pgCzp o zpC zq.

Si ocurre pg C zp, entonces p(pq) < p(zp), es decir f,(q) < f,(2), contra-
diciendo la eleccién de ¢g. O bien si ocurre zp C zq entonces p € zq por lo que
pq C zq pero zg € pq luego xy € zq por lo tanto, pro C zxo, asi pu(pro); es
decir, fz,(2) > fz,(p) contradiciendo la eleccién de p. Por lo que para toda
z € X, el punto z € pq; es decir, X C pqg y como pg C X, tenemos que
X = pq. Por lo tanto, X es un arco. U

Otra forma de probar la misma caracterizacién es como sigue:

Teorema 2.58. Sea X un continuo de Peano. St X no es un arco, entonces
X contiene curvas cerradas simples o triodos.

Demostracion. Por el Teorema 1.51, existen puntos que son de no corte. Sean
p 'y q dos puntos que son de no corte, asi X \ {p} y X ~\ {¢} son conexos y
abiertos. Por el Teorema 2.46, el continuo X es arcoconexo. Sea A un arco
que une a p con q. Asi, X . A # (0, porque por hipétesis X no es un arco;
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sea r € X N A. Debido a que X ~ {p} y X \ {q} son abiertos y conexos, se
tiene por el Teorema 2.49, que ambos conjuntos son arcoconexos.
Si B es un arco que va de r a ¢ entonces se tienen dos posibilidades,

BNA={q}oBnA#{q}.

Si BN A # {q} entonces sea R el punto tal que B intersecta a A por
primera vez entonces el conjunto A U rR es un triodo simple (rR es el arco
que une a r con R).

Andlogamente, si C' es un arco que une a r con p tenemos dos posibles
casos:

CNA={p}oCnA#{p}

Si ocurre C N A = {p} y BN A = {q}, tenemos un curva cerrada simple
en CUBUA. Siocurre CNA # {p} con un andlisis similar a la parte anterior
obtenemos un triodo simple. O

Definicién 2.59. Un espacio métrico X es suave en p siempre que para
todo x € X, para toda sucesion {x,}5°, de X que converge a x y para todo
continuo K C X que contiene a p y a x, existe una sucesion {K,}>2 | de
subcontinuos de X tal que x,,p € K, para todan y K, - K.

Lema 2.60. Sea X un espacio métrico. Si X es suave en p, entonces X es
conexro en pequeno en p.

Demostracion. Sea U una vecindad de p. Sea C el componente de U que
contiene p.

Supongamos que p € C. Esto significa que para toda € > 0 se tiene que
B.(p) N (X ~\ C) # 0. Es decir, podemos construir una sucesién {x, }°°, con
r, € X\ Cyuxz, = p Para K = {p} existe una sucesién {K,}>°, con
K,€C(X)tal que p,z, € K, y K, — K.

Sea ¢ > 0, tal que B.(p) C U. Como K,, — K, existe Ny tal que Ky, C
N(e,{p}) = Be(p). Esto implica que Ky, U C es un subconjunto conexo de
U. Por lo tanto, (Ky, UC) C C.

Luego 7y, € C. Esto contradice la eleccién de las z,,. Por lo tanto, p € C°.

O

Corolario 2.61. Sea X un espacio métrico. Si X es suave en p para cada
p € X, entonces X es un espacio de Peano.



56 Conexidad Local

Demostracion. Si X es suave en p para cada p € X, entonces X es co-
nexo en pequeno en todos sus puntos. Por lo tanto X es localmente conexo
(Teorema 2.7). 0

Lema 2.62. St X es un continuo de Peano, entonces X es suave en cada
uno de sus puntos.

Demostracion. Sean p,xz € X, K € C(X) un conjunto con p,z € K,y
{x,}2° | una sucesién en X tal que z, — .

Por la conexidad local podemos construir una sucesion {V,,}°°, de sub-
conjuntos abiertos y conexos de X tales que V; = X y para n > 2, tenemos
que r €V, C B%(x) NV,_i.

Sea n tal que z, # x. Luego, existe M € N, tal que % < d(z,xy).
Si m > M, entonces V,,, C Bi(x). Asi, para toda m > M, tenemos que
x, # Vi, . Por otra parte, z, € V = X. De este modo, estd bien definido
m(n) = max{r : X,, € V,.}. Construimos la sucesion { K, }°°, como sigue:

K, si x, =ux,
K"_{KUVm(n), si @, #.

Afirmamos que K,, — K.

Sea ¢ > 0, entonces existe N tal que Viy C B%(a;) Como z € Vy, existe
Ny tal que X,, € Vy a partir de Ny, vamos a probar que, para toda n > Ny,
K, C N(¢, K).

Sea n > Ny. Si z,, = x, entonces K,, = K y por lo tanto, K,, C N(g, K).
Si x, # x, entonces K,, = K U Vm(n). Ya que x, € Vy y m(n) = max{r :
&, € V,}, observemos que m(n) > N. Asi, Vi) C Vy C B:. Por lo tanto,
Vm(n) C Bx) C N(e, K). Finalmente, para n > Ny, tenemos que K, C
N(e,K), y como para todo n el conjunto K estd contenido en N (e, K,,),
concluimos que para n > Ny, tenemos que H(K,, K) < . Como esto ocurre
para toda € > 0, obtenemos que K, — K. O

Corolario 2.63. Sea X un espacio métrico. Entonces X es un espacio de
Peano si, y solo st X es suave en cada uno de sus puntos.

Demostracion. La necesidad se prueba en el Lema 2.62; y la suficiencia en el
Corolario 2.61. 0
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Teorema 2.64. [2, Teorema 3.28] Si X es un continuo, K un subcontinuo
de 2% y KN C(X) # 0, entonces | UK es un subcontinuo de X .

Teorema 2.65. [2, Teorema 3.29] Sean X un continuo y Ay, As,---, A,
unos subcontinuos de X con mas de un punto. Entonces

(1) (A1, Ag, -+, A,) es conexo en 2%,

(2) Si(Ay, Ay, -+ A NCO(X) #£ 0, entonces (Ay, Ag, -+, Ap) NC(X) es

conexo en C'(X).

Los primeros resultados obtenidos sobre hiperespacios de continuos de
Peano se deben a L. Vietoris y T. Wasewski quienes demostraron en 1923
que la conexidad local de X equivale a la de 2% y a la de C'(X).

Teorema 2.66. Sea X un continuo con mds de un punto, entonces las si-
gquientes afirmaciones son equivalentes.

(1) X un continuo de Peano,
(2) 2% es un continuo de Peano,
(3) C(X) es un continuo de Peano.

Demostracion. Sea X un continuo con més de un punto.

Afirmacion 1. Si X es un continuo de Peano, el hiperespacio 2% es un
continuo de Peano.

Prueba de la Afirmacion 1. Por el Teorema 2.7, es suficiente demostrar
que 2% es conexo en pequeiio. Sean A € 2% y I/ un conjunto abierto en 2%
tales que A € U. Por el Teorema 1.48, tenemos que B = {(Uy,Us, -~ ,U,) :
Uy, Us,- -+ ,U, son abiertos en X y n € N} es una base para la topologia
del hiperespacio 2%. Por lo tanto, existen Uy, Us, - - - , U,, abiertos en X tales
que A € (Uy,Us,---,U,) C U. Asi, por el Teorema 1.47, existen abiertos
Vi, Vo, -+, V, en X tales que A € (V}, Vo, -+, V) C (Uy, Uy, -+ ,U,) y para

cada ¢ € N. Tomemos a € A. Dado a que A C UVZ, para alguna j € N,

tenemos que a € V;. Sea C, el componente de V que contiene a a. Luego,
A C|{C,:a e A}. Yaque X es un continuo de Peano, por el Teorema 2.6,

para cada a € A tenemos que C, es abierto en X.
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Ahora, dado que X es compacto y A es cerrado en X, tenemos que A es
m
compacto. Luego, existen m € Ny ay,as,...,a, € A tales que A C |JC,,.
i=1
Notemos que para cada ¢ € {1,2,...,m} y cada j € N, tenemos que C,, C
C,, CUj.

Ademds, para cada i € N, tenemos que ANV # (). Asi, para cada i € N,
sean r; € ANV, y C,, el componente de V; que contiene a x;. Como X es
un continuo de Peano, por el Teorema 2.6, para cada ¢ € N tenemos que
C,, es abierto en X. Observemos también que para cada ¢ € N tenemos que
C,, C C,. CU,.

Luego, para cada i € N, sea

Ji={tef{1,2,.. . m}:C, NC,, #0}.

Ahora, notemos que para cada i € N sabemos que J; # (). Ademads, para

cada i € N, sea W; = C,, U |J C,,. Asi, para cada i € N tenemos que W, es
led;
conexo y abierto en X, ya que es union de conjuntos conexos y abiertos en X.

De manera que (Wi, Wy, --- W, es abierto en 2%,y A € (Wi, Wy, --- | W,).
Por otro lado, para cada i € N, tenemos que W; C W; C U; y ANW; # 0.
Asi,

AG <W17W27"' aWn>C<W17W2a 7Wn>c <U17U2a"' 7Un>

Observemos que para cada ¢ € N, el componente C,, tiene mas de un
punto. En efecto, si existen k € Ny z € X tales que C,, = {x}, entonces
Cy, es abierto y cerrado en X. De manera que C,, = X, lo cual es una
contradiccion.

Por lo tanto, para cada ¢ € N, tenemos que W, es un subcontinuo con
mas de un punto de X. Luego, aplicando el Teorema 2.65, obtenemos que
<W1, Wg, ce ,Wn> es un conjunto conexo tal que

A€ int((TW5, 5, L)) C U.

Esto prueba que 2% es conexo en pequeiio. Luego, por el Teorema 2.7, tene-
mos que 2% es un continuo de Peano. Esto concluye la prueba de la Afirma-
cion 1.

De manera analoga se muestra que si X es un continuo de Peano, entonces
C(X) es un continuo de Peano.
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Afirmacion 2. Si 2% es un continuo de Peano, X es un continuo de Peano.

Prueba de la Afirmacion 2. Sean p € X y U abierto en X tal que p €
U. Asi, {p} € (U). Observemos que (U) es abierto en 2%. Tomemos un
abierto W € 2% tal que p € W C W C (U). Como 2% es un continuo de
Peano, existe un conjunto V conexo y abierto en 2% tal que {p} € ¥V C W.
Luego, por el Teorema 1.48, existen Uy, Us,--- , U, abiertos en X tales que
{p} € (U1,Us,--- ,U,) C V. Asi, por el Teorema 1.47, existen V1, V5, -+, V,
abiertos en X tales que

{p}e <‘/17‘/27 7Vn>C<Ul7U27"' 7Un>

y para cada i € N tenemos que V; C U;. Por lo tanto, |JV; € (U, Uy, - -, U,,).
=1

Como (U, Us,---,U,) CV C V C (U), tenemos que JV; c JV c U.
i=1

Debido a que {p} € VNC(X), obtenemos que VNC(X) # (). Ademds, como

V es un subcontinuo de 2%, por el Teorema 2.64, tenemos que (JV es un

n

conjunto conexo de X. Sea V = [ JV, asi, p € |JV; € V C U. Luego, como

=1

n
|JV; es abierto en X, se sigue que p € int(V) C V C U. Por lo tanto, X
zeslconexo en pequeno. Luego, por el Teorema 2.7, concluimos que X es un
continuo de Peano. Esto concluye la prueba de la Afirmacién 2.

De manera andloga se muestra que si C'(X) es un continuo de Peano,
entonces X es un continuo de Peano.

Por la Afirmacién 1 y la Afirmacién 2 tenemos que (1) y (2) son equiva-
lentes. O
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Conclusion

En el presente trabajo hemos estudiado un caso particular de conti-
nuos, los continuos localmente conexos, también conocidos como continuos
de Peano. Describimos ejemplos de ellos, herramientas y espacios auxiliares
para estudiarlos, y algunas caracterizaciones.

En el capitulo 1 presentamos a los espacios continuos, los definimos como
espacios métricos conexos, compactos y no vacios. Vimos que aunque el que
un espacio sea conexo nos hace pensar en que este es de «una sola pieza», en
realidad el concepto es mas amplio. Descubrimos que la propiedad de ser un
continuo es una propiedad topolégica, es decir, se conserva bajo homeomor-
fismos; que la propiedad de la interseccion anidada y la descomposicién usc
son utilizadas como herramientas para construir continuos; y presentamos
a los hiperespacios 2% y C(X) como espacios auxiliares para estudiar a los
continuos.

En el capitulo 2 estudiamos las nociones de conexidad local y conexidad
en pequeno, y vimos que, de manera global, ambas nociones son equivalentes.
Ademas que un continuo X no puede no ser conexo en pequenio en solo un
punto o en una cantidad numerable de puntos. Descubrimos también que la
propiedad de ser localmente conexo no es una propiedad hereditaria; pero un
continuo X es hereditariamente localmente conexo si, y solo si X no contiene
continuos de convergencia. Mds adelante vimos que para espacios métricos
compactos, tener la propiedad S equivale a ser localmente conexo. Uno de
los resultados mas importantes que estudiamos es el teorema de Hahn y Ma-
zurkiewicz que dice que todo continuo de Peano es una imagen continua del
intervalo cerrado [0, 1]. También obtuvimos algunas ttiles caracterizaciones
como que todo continuo de Peano es arcoconexo, es localmente arcoconexo
y suave en cada uno de sus puntos. Finalmente vimos que el que X sea un
continuo de Peano es equivalente a que 2% sea un continuo de Peano y que
C'(X) sea un continuo de Peano.
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62 Conclusién

Esperemos que los temas abordados aqui y las aportaciones que presen-
tamos en las demostraciones para facilitar su compresién, hayan animado al
lector lo suficiente para seguir profundizando en esta interesante teoria.



Apéndice

Teorema A.1. [1, Teorema (1.G.7)] Sean X, Y espacios topolégicos. Si X
es homeomorfo a'Y y X es metrizable, entonces Y es metrizable.

Teorema A.2. [1, Teorema (2.A.15)] La conexidad es un invariante to-
poldgico.

Teorema A.3. [1, Teorema (2.G.9)] Si X es un espacio topolégico y f :
X — Y es continua y sobreyectiva, entonces Y es compacto.

Corolario A.4. [1, Corolario (2.G.10)] La compacidad es un invariante
topoldgico.
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